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ЧАСТЬ  I .  КРИСТАЛЛОГРАФИЯ   
И  КРИСТАЛЛОХИМИЯ  

 При низких температурах почти все вещества находятся в твёрдом состоянии. 
Самое замечательное свойство твёрдых тел заключается в том, что (за редким ис-
ключением аморфных веществ) их атомы располагаются в пространстве упорядо-
ченно, образуя периодическую трёхмерную решётку. Твёрдое тело с таким пра-
вильным расположением атомов называется кристаллическим. 
 Кристаллография занимается систематизацией и классификацией кристаллов, 
отвлекаясь от природы составляющих их частиц и рассматривая лишь симметрию 
расположения этих частиц. Кристаллохимия рассматривает химическую природу, 
размер, взаимную координацию атомов или других образующих кристалл частиц, 
а также особенности химической связи между ними.  
 

1.1. СИММЕТРИЯ КРИСТАЛЛОВ 

1.1.1. Пространственная решётка 

 Поскольку атомы (ионы, молекулы) в кристалле расположены периодически, 
то в нём можно выделить систему эквивалентных точек — узлов. Эти узлы обра-
зуют пространственную решётку, или решётку Бравэ кристалла (рис. 1, а). С 
каждым узлом пространственной решётки связана одинаковая группа атомов — 
атомный базис. Он может включать в себя как один, так и несколько атомов (рис. 
1, б, в).  
 При перемещении (трансляции) из одного узла пространственной решётки в 
другой мы попадаем в абсолютно идентичную точку — говорят, что кристалл об-
ладает трансляционной симметрией. Вектор, соединяющий два узла пространст-
венной решётки, называется трансляционным. При перемещении на любой 
трансляционный вектор решётка совмещается сама с собой. Для описания про- 
 
 

a
b

а)

 

б) в)

Рис. 1. Пространственная решётка на плоскости (а) и две построенные на ней  
кристаллические структуры (б, в) с различным атомным базисом (обведён) 
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странственной решётки вводят тройку некомпланарных векторов ar , b
r

, cr , соеди-
няющих один из узлов решётки с тремя другими. Эти векторы называются базис-
ными векторами. Любой трансляционный вектор R

r
 может быть выражен через 

базисные векторы: 
1 2 3R n a n b n c= + +

rr r r ; (1)
тройка чисел n1, n2, n3 определяет координаты узла пространственной решётки.  
 Параллелепипед, построенный на трёх базисных векторах ar , b

r
, cr , называется 

элементарной ячейкой пространственной решётки (рис. 2). Её повторением в про-
странстве строится вся периодическая решётка. Форма и размер элементарной 
ячейки характеризуются модулями векторов a, b, c, называемыми параметрами 
(периодами) решётки, и углами α, β, γ между базисными векторами.  
 Элементарная ячейка, у которой узлы находятся только в вершинах, называет-
ся примитивной. Каждый из этих восьми узлов принадлежит одновременно вось-
ми соседним ячейкам, поэтому на примитивную ячейку приходится 8 (1 8) 1⋅ =  
узел. Однако выбор базисных векторов и, следовательно, элементарной ячейки 
неоднозначен. Если элементарная ячейка содержит несколько узлов, то она назы-
вается непримитивной или сложной. Так, непримитивной элементарной ячейке 3 
двумерной решётки на рис. 3 принадлежат два узла с координатами [[00]] и 
[[ 1

2
1
2 ]]. Совокупность координат узлов, принадлежащих непримитивной элемен-

тарной ячейке решётки Бравэ, называют её базисом (не путать с атомным бази-
сом!). Примитивная ячейка имеет минимальный объём, а объём сложной ячейки 
во столько раз превышает объём примитивной, сколько узлов в ней содержится.  
 Обычно элементарную ячейку стараются выбирать так, чтобы она: а) отражала 
симметрию кристалла; б) содержала как можно больше прямых углов, равных уг-
лов и равных рёбер; в) обладала минимальным объёмом. Например, ячейка 1 на 
рис. 3 имеет минимальный объём, но не соответствует симметрии пространствен-
ной решётки, а ячейка 2 с таким же объёмом этой симметрии соответствует.  
 
 
 

a
b

c
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γ

β

2
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3
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Рис. 2. Элементарная ячейка  
пространственной решётки 

Рис. 3. Различные элементарные ячейки  
для одной и той же плоской решётки 
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Ячейки 3 и 4, помимо этого, имеют прямые углы, но объём ячейки 3 вдвое, а 
ячейки 4 — вчетверо больше, чем ячеек 1 и 2. Поэтому в данном примере рацио-
нальным выбором будет ячейка 2 или 3.  
 В зависимости от числа и расположения узлов различают элементарные ячей-
ки примитивные (базис [[000]]), базоцентрированные (базис [[000]], [[ 1

2
1
2 0]]), 

гранецентрированные (базис [[000]], [[ 1
2

1
2 0]], [[ 1

2 0 1
2 ]], [[0 1

2
1
2 ]]) и объёмноцен-

трированные (базис [[000]], [[ 1
2

1
2

1
2 ]]) — рис. 4. 

 Помимо базиса, элементарные ячейки различаются также и формой. В зависи-
мости от формы элементарного параллелепипеда кристаллические структуры де-
лятся на семь сингоний: 
 1) кубическая — элементарная ячейка представляет собой куб; 
 2) тетрагональная — куб, растянутый вдоль оси c; 
 3) ромбическая или орторомбическая — прямоугольный параллелепипед с 
разными длинами сторон; 
 4) моноклинная — параллелепипед с одним отличающимся от прямого углом; 
 5) триклинная — произвольный параллелепипед; 
 6) тригональная (при несколько ином выборе элементарной ячейки называется 
также ромбоэдрической) — куб, растянутый вдоль пространственной диагонали; 
 7) гексагональная — правильная шестигранная призма. 
 Схемы элементарных ячеек и соотношение между параметрами для различных 
сингоний приведены в табл. 1. Не в каждой сингонии возможны все четыре типа 
элементарных ячеек. Например, в кубической сингонии не может быть базоцен-
трированной ячейки, поскольку это нарушает симметрию (все грани куба должны 
быть одинаковы); в тетрагональной сингонии не может быть базоцентрированной 
и гранецентрированной ячеек, поскольку их можно свести соответственно к при-
митивной и объёмноцентрированной (рис. 5), и т.д. Как следует из табл. 1, в кри-
сталлах возможны только 14 типов решёток Бравэ.  
 
 

a
b

c
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 Примитивная
  

a
b

c

б)

Базоцентри-
рованная

 

b

c

в)

Гранецентри-
рованная

a

 

a
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c

г)

Объёмноцентри-
рованная

 
Рис. 4. Четыре типа элементарных ячеек. Показаны узлы решётки Бравэ 
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Таблица 1 
Семь кристаллических сингоний (систем) 

Сингония Форма элементарной ячейки Возможные типы 
решёток Бравэ* 

1. Кубическая 
a b

c

αβ
γ

a b c= =  
90α=β= γ = °  П, ГЦ, ОЦ 

2. Тетрагональная αβ
γa b

c a b c= ≠  
90α=β= γ = °  П, ОЦ 

3. Ромбическая αβ
γa b

c
a b c≠ ≠  

90α=β= γ = °  П, БЦ, ГЦ, ОЦ 

4. Моноклинная 
α

β γ a
b

c a b c≠ ≠  
90α=β≠ γ = °  П, БЦ 

5. Триклинная 
α

β γ a
b

c a b c≠ ≠  
90α≠β≠ γ ≠ °  П 
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Окончание таблицы 1 

Сингония Форма элементарной ячейки Возможные типы 
решёток Бравэ* 

6. Тригональная 
a

b
c
αβ
γ

a b c= =  
90α=β= γ ≠ °  П 

7. Гексагональная 

a
b

c
αβ
γ

a b c= ≠  
90α=β = ° ; 

120γ = °  
П 

 * П — примитивная; БЦ — базоцентрированная; ГЦ — гранецентрированная; 
ОЦ — объёмноцентрированная 
 
 

 а)

 

 б)

 
Рис. 5. Преобразование базоцентрированной тетрагональной ячейки  

в примитивную (а) и гранецентрированной в объёмноцентрированную (б)  
путём смены базисных векторов. Границы исходных ячеек показаны  

пунктирными линиями, новой ячейки — сплошными 
 
 
 Следует отметить важную особенность гексагональной сингонии. Симметрию 
гексагональной решётки, имеющей поворотную ось шестого порядка, отражает 
ячейка в форме правильной шестигранной призмы. Однако такая ячейка не обла-
дает свойством трансляционности: при переносе вдоль ребра основания на один 
параметр призма не совпадает сама с собой (рис. 6, а). Поэтому в качестве транс-
ляционной элементарной ячейки выбирают одну третью часть от полной шести-
гранной призмы (рис. 6, б); такая ячейка при параллельном переносе вдоль коор-
динатных осей полностью воспроизводит пространственную решётку кристалла.  
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а)

a

a

 

б)

y
a

a

x

Рис. 6. Нетрансляционная шестигранная (а) и трансляционная  
четырёхгранная (б) ячейки гексагональной решётки — вид вдоль оси z 

 
 
 

1.1.2. Элементы симметрии кристаллов 

 Элементами симметрии кристалла называются геометрические операции, пе-
реводящие его сам в себя. Одним из таких элементов является уже упоминавшая-
ся трансляция, то есть перенос кристалла на вектор, кратный базисным векторам 
пространственной решётки. Кроме трансляции, в кристаллах встречаются сле-
дующие основные элементы симметрии. 
 1. Центр симметрии (центр инверсии) — переводит точку с радиус-вектором 
rr  в точку с радиус-вектором r−r , то есть соответствует «отражению» кристалла в 
точке. Центр симметрии есть у всех решёток Бравэ, поэтому при перечислении 
элементов симметрии кристалла о нём часто не упоминают.  
 2. Ось симметрии (поворотная ось) n-го порядка — при повороте вокруг этой 
оси на угол, кратный 360 n° , кристалл совмещается сам с собой. В кристаллах 
могут встречаться поворотные оси только 2-го, 3-го, 4-го и 6-го порядка. Оси 5-го 
порядка и порядков выше 6 невозможны, поскольку правильными 5-, 7-, 8- и т.д. 
угольниками нельзя заполнить плоскость без разрывов (рис. 7). Иногда встреча-
ются также инверсионные оси симметрии, сочетающие поворот с инверсией.  
 3. Плоскость симметрии (плоскость зеркального отражения) — кристалл со-
вмещается сам с собой при отражении в этой плоскости, как в зеркале.  
 Например, куб (рис. 8) имеет: 
 — центр инверсии, расположенный в его центре;  
 — 3 поворотные оси 4-го порядка, проходящие через центры противополож-
ных граней; 
 — 4 поворотные оси 3-го порядка, проходящие через противоположные вер-
шины; 
 — 3 плоскости зеркального отражения, проходящие параллельно граням, и 
ещё 6 плоскостей, проходящих через диагонали противоположных граней.  
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Рис. 7. Заполнение плоскости правильными 3-, 4-, 5-, 6-, 8-угольниками 

 
 
а)

 

б)

 

в)

 

г)

 
д)

 
Рис. 8. Элементы симметрии куба: центр симметрии (а);  

оси симметрии 4-го (б) и 3-го (в) порядка; плоскости симметрии (г, д) 
 
 
 
 Различные сочетания рассмотренных элементов симметрии дают 32 класса 
симметрии (точечных группы), относящихся к тем же 7 сингониям. (Их больше, 
чем решёток Бравэ (14), поскольку атомный базис, находящийся в каждом из уз-
лов решётки Бравэ, может обладать собственным набором элементов симметрии. 
В кристалле остаются лишь те элементы симметрии, которые являются общими 
для решётки Бравэ и атомного базиса — принцип Кюри.)  
 По степени симметричности сингонии подразделяют на: 
 — высшую категорию (кубическая сингония), если в них присутствует не-
сколько поворотных осей порядка выше 2; такие кристаллы обладают наиболь-
шим числом элементов симметрии и наиболее изотропны; 
 — среднюю категорию (тригональная, тетрагональная, гексагональная), если 
имеется одна ось порядка выше 2 (соответственно 3-го, 4-го, 6-го); эта ось являет-
ся особой, свойства кристалла вдоль и поперёк неё резко различаются; 
 — низшую категорию (ромбическая, моноклинная, триклинная), если имеются 
поворотные оси только 2-го порядка или их нет совсем; кристаллы низшей кате-
гории наименее симметричны и обладают ярко выраженной анизотропией.  
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 В отличие от трансляции, центр, оси и плоскости симметрии оставляют непод-
вижной как минимум одну точку кристалла (отсюда и термин «точечная группа»). 
С учётом же трансляций число групп симметрии кристаллов вырастает до 230; 
они называются пространственными группами1. При взаимодействии с трансля-
циями поворотные оси иногда преобразуются в винтовые оси, соответствующие 
одновременному повороту кристалла около оси и параллельному переносу вдоль 
неё (на вектор, меньший трансляционного), а плоскости зеркального отраже-
ния — в плоскости скользящего отражения, соответствующие одновременному 
отражению в плоскости и параллельному переносу вдоль неё.  
 

1.2. ИНДЕКСЫ МИЛЛЕРА 

 Узлы, направления и плоскости в кристаллической решётке принято обозна-
чать тройками чисел — индексами Миллера. 
 Индексы узла представляют собой его координаты, выраженные в единицах 
параметров решётки (рис. 9). Индексы узлов заключают в двойные квадратные 
скобки или приводят без скобок: [[001]] или 001. 
 За индексы направления, проходящего через начало координат, принимают ко-
ординаты первого узла, лежащего на этом направлении. Часто удобнее бывает 
взять любую точку, лежащую на направлении, и привести её координаты к трём 
наименьшим целым числам. Индексы направлений заключают в одинарные квад-
ратные скобки: [111]. Если какой-либо из индексов отрицателен, то минус ставят 
над цифрой: [011̄]. Индексы направления всегда представляют собой три взаимно 
простых целых числа: пишут не [01 1

2 ], а [021], не [2̄24̄], а [1̄12̄]. Если направление 
не проходит через нулевой узел, то нужно перенести (параллельным переносом) 
либо начало координат так, чтобы оно лежало на направлении, либо само направ-
ление так, чтобы оно проходило через начало координат. Примеры индексации 
направлений приведены на рис. 10. 
 Индексами плоскости, не проходящей через начало координат, являются чис-
ла, обратные величинам отрезков, которые плоскость отсекает на координатных 
осях. Например, плоскость на рис. 11 отсекает на осях x, y и z соответственно от-
резки 1, 1

2  и 1
2 , поэтому индексы этой плоскости (122). Индексы плоскости за-

ключают в круглые скобки. Если плоскость параллельна одной из осей («пересе-
кается в бесконечности»), то соответствующий индекс равен нулю (1 0∞= ). Если 
начало координат лежит в плоскости, то либо саму плоскость, либо нулевой узел 
необходимо перенести так, чтобы она не проходила через него. Как и для направ-
лений, индексы плоскостей всегда приводят к трём наименьшим (взаимно про-
стым) целым числам. Примеры индексации плоскостей приведены на рис. 12. 
 
                                           
1 230 пространственных групп были выведены независимо Е.С.Фёдоровым и 
А.Шёнфлисом в 1890–91 гг., поэтому их иногда называют также фёдоровскими 
группами. 
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Рис. 9. Индексы узлов 
 
 

 
 
 

[001]

[100]

[010]

[111]

[110]

[101]

x

y

z

 x

[021]

y

z[011]

[120]

01 1
2–

[110]

[111̄]

[11̄1]

x

y

z

[1̄10]

 
Рис. 10. Индексы направлений 
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Рис. 12. Индексы плоскостей 
 
 При перемещении начала координат в другой узел решётки индексы всех ос-
тальных узлов изменяются, а индексы направлений и плоскостей остаются неиз-
менными. Иначе говоря, тройка индексов задаёт не одну прямую или плоскость, а 
всё множество параллельных прямых (плоскостей) кристалла.  
 Некоторые непараллельные плоскости и направления являются тем не менее 
кристаллографически эквивалентными. Например, все рёбра элементарной ячейки 
кубической сингонии физически идентичны, хотя имеют разные индексы: [100], 
[010] и [001]; то же можно сказать и о её гранях (100), (010) и (001). Совокупность 
таких кристаллографически эквивалентных направлений или плоскостей называ-
ется семейством. Индексы семейства направлений заключают в угловые скобки: 
<100>, а семейства плоскостей — в фигурные: {100}. Все направления (плоско-
сти), входящие в семейство, могут быть переведены друг в друга путём симмет-
ричных преобразований, характерных для данной решётки. Важно запомнить, что 
для кубических кристаллов в семейство входят все направления (плоскости), кото-
рые можно получить из данного набора индексов путём их перестановки или за-
мены знаков: например, семейство {110} образуют плоскости (110), (101), (011), 
(11̄0), (101̄) и (011̄).  
 Векторы. Индексы направления описывают бесконечную прямую. Однако в 
ряде случаев бывает необходимо задать вектор определённой длины — к приме-
ру, связывающий центры двух соседних атомов решётки. Координатами вектора 
являются его проекции на три оси координат. При записи вектора принято остав-
лять в скобках индексы направления (три взаимно простых целых числа), вдоль 
которого расположен вектор, а общий множитель выносить перед скобками. На-
пример, вектор, изображённый на рис. 9, имеет проекции [a, 1

2 a− , 0], поэтому его 
записывают в виде 1

2 [210]a . Модуль (длина) вектора в кубической решётке, оче-
видно, равен корню из суммы квадратов его координат; например, модуль вектора 
1
2 [210]a  равен ( )22 21

2 2 1 0 5 2a a⋅ + − + = . 
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 Особенности индексации гексагональных кристаллов. В кристаллах гексаго-
нальной сингонии наряду с индексами Миллера используется и другая система 
обозначений плоскостей и направлений, называемая индексами Миллера – Бравэ. 
В этом случае вводят четвёртую, дополнительную координатную ось t, лежащую 
в плоскости xOy и направленную под углом 120° к осям x и y (рис. 13). Индексы 
плоскостей тогда состоят не из трёх цифр (hkl), а из четырёх (hkil). Дополнитель-
ный индекс i, подобно индексам h и k, равен обратной длине отрезка, отсекаемого 
плоскостью на оси t, и связан с ними простым соотношением 

0h k i+ + = , или ( )i h k= − + . (2)
Индексы же направлений при переходе от трёхиндексовой записи к четырёхин-
дексовой меняются полностью, и определять их по проекциям лежащего на на-
правлении узла на четыре координатные оси становится нельзя. Если направление 
имеет индексы Миллера [uvw], то его индексы Миллера – Бравэ [rstn] рассчиты-
ваются по формулам 

2r u v= − ; 2s v u= − ; ( )t u v= − + ; 3n w= . (3)
Для обратного перехода служат формулы 

2
3

r su +
= ; 2

3
r sv +

= ; 
3
nw= . (4)

Как и у плоскостей, индексы направления подчиняются соотношению 0r s t+ + = .  
 На рис. 13 приведены примеры индексации плоскостей и направлений. Из этих 
примеров видно выгодное отличие четырёхиндексовой системы от трёхиндексо-
вой: эквивалентные плоскости и направления (например, боковые грани призмы) 
имеют в ней одинаковый набор индексов.  
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Рис. 13. Трёхзначные индексы Миллера и четырёхзначные Миллера – Бравэ  
для некоторых плоскостей (а) и направлений (б) в гексагональной решётке 
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1.3. ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ КРИСТАЛЛОГРАФИИ 

 1. Индексы нормали к плоскости в кубических кристаллах совпадают с индек-
сами самой плоскости: [hkl] ⊥ (hkl).  
 2. Межплоскостное расстояние, то есть расстояние по нормали между сосед-

ними параллельными атомными плоскостями (hkl), равно 
2 2 2

ad
h k l

=
+ +

, где 

a — параметр решётки. Формула относится к кубической решётке.  
 3. Угол между двумя направлениями [h1k1l1] и [h2k2l2] (в кубических кристаллах) 

находят по правилу скалярного произведения: 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
h h k k l l

h k l h k l

+ +
ϕ=

+ + ⋅ + +
. 

Угол между двумя плоскостями равен углу между их нормалями и может быть 
найден по этой же формуле. Например, между направлениями [011̄] и [121̄] 

2 2 2 2 2 2

0 1 1 2 ( 1) ( 1) 3 3cos
22 60 1 ( 1) 1 2 ( 1)

⋅ + ⋅ + − ⋅ −
ϕ= = =

+ + − ⋅ + + −
, откуда 30ϕ= ° . 

 4. Условие принадлежности прямой к плоскости. Прямая [h1k1l1] лежит в 
плоскости (h2k2l2), если 1 2 1 2 1 2 0h h k k l l+ + = . Например, прямая [112] лежит в плос-
кости (111̄), а прямая [110] — не лежит. Для кубических кристаллов это же усло-
вие определяет перпендикулярность двух направлений или двух плоскостей.  
 5. Индексы оси зоны. Кристаллографической зоной называется совокупность 
всех плоскостей, параллельных одной и той же прямой — оси зоны. Если извест-
ны индексы двух плоскостей, входящих в зону: (h1k1l1) и (h2k2l2), то индексы оси 
зоны [uvw] удовлетворяют системе двух линейных уравнений: 1 1 1 0h u k v l w+ + =  и 

2 2 2 0h u k v l w+ + = . Из математики известно, что решением этой системы будет 
тройка индексов 1 2 2 1u k l k l= − ; 1 2 2 1v l h l h= − ; 1 2 2 1w h k h k= − . Существует удобное 
мнемоническое правило: если записать индексы обеих плоскостей в двух строч-
ках, повторив их по два раза, и отбросить два крайних столбца, то оставшиеся 
столбцы дадут три определителя второго порядка, значения которых и будут ис-
комыми индексами оси зоны: 
 

h1  k1  l1  h1  k1  l1
h2  k2  l2  h2  k2  l2

× × ×

u wv . 
Найденная ось зоны — это направление, по которому пересекаются две плоско-
сти. Например, плоскости (101) и (121̄) пересекаются по направлению [1̄11].  
Эти же формулы можно использовать для нахождения индексов плоскости, про-
ходящей через две прямые. Кроме того, для кристаллов кубической сингонии они 
позволяют найти индексы направления, перпендикулярного другому направле-
нию и лежащего в заданной плоскости, а также направления, перпендикулярного 
двум другим направлениям.  
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1.4. ХИМИЧЕСКАЯ СВЯЗЬ В КРИСТАЛЛАХ 

 Кристаллы существуют лишь потому, что между образующими их частицами 
(атомами, молекулами, ионами) существуют силы притяжения электростатиче-
ской природы. Конкретный характер проявления электростатического взаимодей-
ствия зависит от химической природы самих взаимодействующих частиц.  
 Ионная связь возникает при сближении атомов металла (например, натрия), 
легко отдающих свои валентные электроны, с атомами неметалла (например, хло-
ра), захватывающими эти электроны для заполнения своей последней электрон-
ной оболочки. В результате перехода валентного электрона от металлического 
атома к неметаллическому образуются противоположно заряженные ионы, притя-
гивающиеся друг к другу. Естественно, что катионы металла стремятся окружить 
себя анионами неметалла, и наоборот; отсюда и возникает упорядоченное распо-
ложение ионов в кристалле. Ионная связь очень сильная, что обуславливает высо-
кие температуры плавления многих ионных кристаллов. 
 Ковалентная связь — результат обобществления пар электронов соседних 
атомов, приводящего к повышению электронной плотности между ними. Как 
следствие, возникает притяжение ионов к отрицательно заряженным электронным 
«мостикам» между соседними ионами. Число связей, которые может образовать 
атом, строго ограничено и определяется числом электронов, недостающих для то-
го, чтобы заполнить последнюю электронную оболочку. Поэтому ковалентную 
связь, в отличие от всех других, называют насыщенной. Ещё одна важная особен-
ность ковалентной связи — её направленность: между связями (мостиками по-
вышенной электронной плотности), образованными атомом, возможны только 
строго определённые углы. Ковалентная связь так же сильна, как ионная.  
 Металлическая связь характеризуется полным обобществлением (коллективи-
зацией) валентных электронов всех атомов. Поскольку металлические атомы об-
ладают малой энергией ионизации, то валентные электроны легко отрываются от 
них и образуют электронный «газ», заполняющий весь объём кристалла. Поте-
рявшие валентные электроны атомы превращаются в положительно заряженные 
ионы и притягиваются к электронному газу. Возникает опосредованное (через 
электронный газ) электростатическое притяжение ионов. Металлическая связь не-
сколько слабее ковалентной связи. Однако её ненасыщенность и ненаправлен-
ность обеспечивают металлам как высокую прочность, так и высокую пластич-
ность. Кроме того, в отличие от других типов кристаллов, в металлах имеются 
свободные частицы (электронный газ), способные переносить электрический за-
ряд и придающие им высокую электропроводность. 
 Помимо перечисленных основных типов межатомного взаимодействия суще-
ствует ван-дер-ваальсова (молекулярная) связь, возникающая, к примеру, между 
атомами инертных элементов (Ne, Ar, Kr, Xe). Природа взаимодействия состоит в 
смещениях лёгких электронных оболочек атомов относительно тяжёлых ядер, в 
результате чего у нейтральных атомов появляются электрические дипольные мо-
менты. Диполь-дипольное притяжение слабое, поэтому такие кристаллы имеют 
низкую температуру плавления и прочность. Молекулярные связи возникают 
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также в кристаллах, состоящих не из отдельных атомов, а из молекул — вода 
(лёд), органические соединения и т.п. При этом внутри молекул действуют проч-
ные ковалентные связи, а между молекулами — слабые ван-дер-ваальсовы.  
 В кристалле не всегда действует только один тип связи. Так, в переходных ме-
таллах, помимо основной металлической связи, существует ковалентная компо-
нента, обусловленная перекрытием незаполненных d-оболочек соседних атомов.  
 Каков бы ни был характер взаимодействия, возникающего при сближении 
атомов, на очень малых расстояниях начинает проявляться отталкивание их одно-
имённо заряженных электронных оболочек. В результате в кристаллах устанавли-
ваются межатомные расстояния, отвечающие равновесию между силами притя-
жения и отталкивания, или, что то же самое, минимуму энергии кристалла. Тип 
связи определяет основные черты кристаллических структур различных веществ. 
 

1.5. АТОМНЫЕ РАДИУСЫ И МОДЕЛЬ ТВЁРДЫХ ШАРОВ 

 Для описания кристаллических решёток веществ с любым типом связи удобно 
использовать модель твёрдых шаров: считать частицы (атомы или ионы) несжи-
маемыми шарами определённого радиуса, уложенными в пространстве до сопри-
косновения. Радиусы ряда элементов в соединениях с металлической, ионной и 
ковалентной связью приведены в приложениях 3, 4 и 5. В дальнейшем мы будем 
называть эти воображаемые твёрдые шары просто атомами. 
 В модели твёрдых шаров для любой структуры вводят две характеристики: 
 1) координационное число (число ближайших соседей) — число атомов, нахо-
дящихся на ближайшем расстоянии от данного, то есть соприкасающихся с ним; 
 2) коэффициент компактности упаковки — доля пространства, занятая шара-
ми-атомами.  
 Рассмотрим для примера примитивную кубическую (ПК) структуру, элемен-
тарная ячейка которой представляет собой куб, в каждой из вершин которого рас-
положен один атом (рис. 14, а, б). Кратчайшее расстояние между атомами (точ- 
 
 
а)

 

б)

a

в)

 

г)

3aR
rк.п.

a

Рис. 14. Примитивная кубическая решётка.  
а — укладка атомов; б — элементарная ячейка; в — положение кубической  
поры (центр поры указан крестиком); г — укладка атомов в плоскости (011) 



 17

нее, их центрами) — вдоль рёбер элементарной ячейки <001>. Если ребро куба 
равно a, то атомный радиус 2R a= . Каждый атом окружён 6 соседями, располо-
женными на расстоянии a, то есть координационное число 6z = . Чтобы найти ко-
эффициент компактности, нужно разделить объём всех nэ.я. шаров-атомов, входя-
щих в элементарную ячейку, на объём самой этой ячейки: 3 34

э.я. 3k n R a= ⋅ π . На 
рис. 14, а мы видим 8 атомов, но каждый из них одновременно принадлежит 8 со-
седним кубическим ячейкам, то есть каждой ячейке — лишь на 1 8  долю. Всего 
на элементарную ячейку приходится э.я. 8 1 8 1n = ⋅ =  атом. [Можно рассуждать и 
иначе: у каждого из атомов, находящихся в вершинах куба, внутрь его попадает 
лишь 1/8 часть — всё остальное лежит вне элементарной ячейки; таких атомов 8, 
поэтому nэ.я. = 8 · 1/8 = 1. Либо, наиболее строго: в элементарную ячейку входят 
лишь те атомы, которые образуют её базис, то есть которые нельзя перевести друг 
в друга параллельным переносом на параметр решётки. Для примитивной решёт-
ки такой атом всего один — тот, который лежит в начале координат (базис решёт-
ки [[000]]), поэтому nэ.я. = 1.] Поскольку 2R a= , то компактность упаковки 

3 34
31 ( /2) 0,524k a a= ⋅ π =  (52,4%). 

 Остальные 47,6% объёма заняты пустотами — по́рами (междоузлиями). В 
ПК-решётке есть лишь один тип пор — кубические поры. Центр одной из них 
расположен в центре элементарной ячейки (рис. 14, в). Пору окружают 8 атомов, 
образующих куб (поэтому её и называют кубической). Соседние поры находятся в 
центрах соседних ячеек, так что на каждую элементарную ячейку приходится по 
одной поре. Поскольку nэ.я. = 1, то число кубических пор в ПК-решётке равно чис-
лу атомов. Радиусом поры называется радиус наибольшего шара, который можно 
поместить в неё, не вызвав смещения окружающих атомов (рис. 14, г). Если такой 
шар поместить в центр кубической поры, то он будет касаться атомов вдоль диа-
гоналей куба. Расстояние между центром поры и центром атома равно 

3 2 3a R= , поэтому радиус поры к.п. 3 ( 3 1) 0,732r R R R R= − = − =  — он не-
намного меньше размера атома.  
 

1.6. РЕШЁТКИ МЕТАЛЛОВ 

 Почти 80% всех элементов в таблице Менделеева являются металлами. В силу 
ненасыщенности и ненаправленности металлической связи атом стремится окру-
жить себя как можно бо́льшим числом соседей. Как следствие, кристаллические 
решётки металлов имеют высокую симметрию, большое координационное число 
и высокую компактность упаковки. Более 80% всех металлов имеют плотноупа-
кованные решётки (ГЦК, ГПУ и др.) или решётку ОЦК. Многим металлам свой-
ствен полиморфизм — они изменяют тип кристаллической решётки с температу-
рой (или давлением)1. Кристаллические структуры металлов указаны в приложе-
нии 7.  
                                           
1 Полиморфные модификации обозначают греческими буквами (α, β, γ и т.д.) в 
порядке от низких температур к высоким. Для железа традиционно приняты обо-
значения α (низкотемпературная ОЦК), γ (ГЦК) и δ (высокотемпературная ОЦК). 
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1.6.1. Плотноупакованные структуры. Решётки ГЦК и ГПУ 

 I. Рассмотрим вначале гранецентрированную кубическую (ГЦК) решётку. Она 
отвечает ГЦК-решётке Бравэ с одноатомным базисом (рис. 15, а, б). Кратчайшее 
межатомное расстояние — вдоль диагоналей граней куба <110>, поэтому радиус 
атома 2 4R a= . Из рис. 15, в, г видно, что плоскость {111} в ГЦК-структуре яв-
ляется плотноупакованной — атомы в ней уложены в узлах правильной треуголь-
ной сетки. Если посмотреть на структуру такого плотноупакованного слоя, то 
можно увидеть, что между атомами в нём имеются треугольные лунки двух ти-
пов: направленные остриём вниз ( , тип B) и вверх ( , тип C); буквой A обо-
значим центры атомов. Чтобы второй плотноупакованный слой плотно прилегал к 
первому, его атомы должны лежать в тех или других лунках первого слоя. И дей-
ствительно, атом 7 на рис. 15, б, д лежит в лунке типа B, образованной атомами 1, 
2 и 3, и точно так же уложены атомы 8 и 9. Третий слой (атом 10 на рис. 15, б, д) 
лежит в точно таких же лунках второго слоя, находящихся над лунками типа C 
первого слоя атомов. Продолжая рассуждения, легко понять, что четвёртый плот-
ноупакованный слой окажется расположенным точно над первым, то есть будет  
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Рис. 15. Гранецентрированная кубическая (ГЦК) структура.  

а, б — элементарная ячейка; в, г — плотноупакованный слой (111); 
д, е — последовательность укладки плотноупакованных слоёв 
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проецироваться в позиции A. Период укладки состоит из трёх плоскостей: 
ABC ABC ABC …. Это наглядно иллюстрирует рис. 15, е. Каждый следующий 
плотноупакованный слой (111) в ГЦК-решётке сдвинут относительно предыдуще-
го на один и тот же вектор 1

2 [110]a  (или 1
6 [211]a  в проекции на плоскость (111)).  

 Из рис. 15, г, д ясно видно, что координационное число для ГЦК-решётки 
12z = : каждый атом имеет 6 ближайших соседей в своём слое и по 3 — в выше- и 

нижележащих слоях. На элементарную ячейку приходится nэ.я. = 4 атома, поэтому 
коэффициент компактности 3 34

34 ( 2 /4) 0,740k a a= ⋅ π = . Эти значения z и k яв-
ляются максимально возможными для решёток простых веществ.  
 II. Структуры, составленные из последовательности плотноупакованных атом-
ных слоёв, подобных слоям {111} ГЦК-решётки, уложенных в лунки друг друга, 
также называются плотноупакованными. Друг от друга такие структуры отлича-
ются лишь последовательностью укладки слоёв. При укладке каждого следующе-
го слоя на предыдущий всегда есть два варианта: например, второй слой можно  
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Рис. 16. Гексагональная плотноупакованная (ГПУ) структура. 

а–в — элементарная ячейка (на рис. в заштрихована трансляционная ячейка  
структуры); г — последовательность укладки плотноупакованных слоёв;  
д — укладка атомов в ГПУ-металлах с различным отношением c a  
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уложить в лунки типа B ( ) или типа C ( ). Если второй слой уложить в лунки 
 первого слоя, а третий — в лунки  второго, то третий слой окажется точно 

над первым, и последовательность укладки будет двухслойной: AB AB AB …. Ре-
шётка с такой последовательностью укладки слоёв называется гексагональной 
плотноупакованной (ГПУ) — рис. 16, а–в. В отличие от ГЦК-решётки, здесь на-
правления сдвигов слоёв друг относительно друга чередуются: «+ − + − » (рис. 16, 
г). Трансляционная элементарная ячейка ГПУ-структуры (заштрихованная на рис. 
16, в) содержит два атома — один в начале координат [[000]], второй на половине 
высоты [[ 2

3
1
3

1
2 ]]. При плотном прилегании слоёв друг к другу между её парамет-

рами (длиной ребра основания a и высотой c) должно соблюдаться соотношение 
8 3 1,633c a = ≈ . В этом случае координационное число z и компактность упа-

ковки k для ГПУ-структуры будут такими же, как для ГЦК. Но в действительно-
сти ни для одного металла отношение c a  не равно идеальному: у цинка и кадмия 
решётка «растянута» вдоль оси с ( 1,86c a =  и 1,89 соответственно), а у остальных 
ГПУ-металлов — «сжата» ( 1,57 1,62c a = … ). Если придерживаться модели твёр-
дых шаров, то в первом случае слои (0001) остаются плотноупакованными, но 
отодвинуты друг от друга, а во втором — атомы соседних слоёв друг друга каса-
ются, но в самом слое (0001) между атомами появляется зазор (рис. 16, д), и по-
этому все реальные ГПУ-структуры не являются истинно плотноупакованными. В 
действительности же отличие c a  от идеального 1,633 означает, что атомы в 
ГПУ-металлах имеют форму не сфер, а эллипсоидов.  
 Возможны и другие, более сложные законы чередования слоёв в плотноупако-
ванных решётках. Например, для многих лантаноидов характерна четырёхслойная 
структура: ABCB ABCB … (сдвиги чередуются по два: «+ + − − »). Встречаются 
структуры с семи-, девяти- и даже восемнадцатислойной укладкой (см. задачу 59). 
 

1.6.2. Решётка ОЦК 

 В объёмноцентрированной кубической (ОЦК) структуре атомы расположены в 
вершинах и в центре элементарной ячейки (рис. 17, а), поэтому кратчайшее рас-
стояние между ними — вдоль диагоналей куба <111>. Радиус атома 3 4R a= . 
Координационное число равно 8 — например, у атома, находящегося в центре 
элементарной ячейки, 8 ближайших соседей в её вершинах. В элементарной ячей-
ке 1

88 1 2⋅ + =  атома, и коэффициент компактности 3 34
32 ( 3 /4) 0,680k a a= ⋅ π =  — 

меньше, чем у ГЦК-решётки. Поэтому ОЦК-решётка не является плотноупако-
ванной. Действительно, в ней нельзя найти атомных плоскостей, подобных изо-
бражённой на рис. 15, г; наибольшую плотность упаковки в ОЦК-структуре име-
ют плоскости {110} с несколько более «рыхлым» расположением атомов (рис. 17, 
б, в). В каждой такой плоскости лежит по два (а не по три, как в ГЦК) плотноупа-
кованных атомных ряда <111>. Как видно из рис. 17, б, в, такие плоскости в ОЦК-
решётке уложены в лунки друг друга с периодом укладки в 2 слоя: AB AB AB ….  
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Рис. 17. Объёмноцентрированная кубическая (ОЦК) структура.  
а — элементарная ячейка; б, в — плоскость (110) с наибольшей  

плотностью упаковки атомов 
 
 

1.6.3. Поры в решётках металлов 

 I. Плотноупакованные решётки (ГЦК, ГПУ и т.д.). В отличие от примитивной 
кубической, в них имеются поры двух типов: октаэдрические и тетраэдрические.  
 Октаэдрическая пора (октапора) окружена шестью атомами двух соседних 
плотноупакованных слоёв — рис. 18, а; центры этих атомов образуют правиль-
ный октаэдр. В ГЦК-решётке центры октапор находятся в центре элементарной 
ячейки и на серединах её рёбер (рис. 18, б). Следовательно, подрешётка октапор 
имеет базис [[ 1

2 00]]; [[0 1
2 0]]; [[00 1

2 ]]; [[ 1
2

1
2

1
2 ]]: на элементарную ячейку приходит-

ся четыре поры1. Поскольку атомов в элементарной ячейке ГЦК-решётки тоже че-
тыре, то число октапор равно числу атомов. Радиус октаэдрической поры равен 

( )о.п. 2 2 1 0, 41r a R R R= − = − ≈ ⋅ , где R — радиус атома (рис. 18, в).  

 Тетраэдрическая пора (тетрапора) окружена четвёркой атомов двух сосед-
них плотноупакованных слоёв, которые образуют правильный тетраэдр (рис. 19, 
а). Базис подрешётки тетрапор в ГЦК-решётке (рис. 19, б) состоит из 8 пор: 
[[ 1

4
1
4

1
4 ]]; [[ 3

4
1
4

1
4 ]]; [[ 1

4
3
4

1
4 ]]; [[ 3

4
3
4

1
4 ]]; [[ 1

4
1
4

3
4 ]]; [[ 3

4
1
4

3
4 ]]; [[ 1

4
3
4

3
4 ]]; [[ 3

4
3
4

3
4 ]], и на 

каждый атом в решётке приходится по две тетрапоры. Это ясно и из рис. 19, а: к 
каждому атому прилегают три атома в нижележащем плотноупакованном слое и 
три — в вышележащем, поэтому над и под каждым атомом имеется по тетраэдри-
ческой поре, направленной соответственно вершиной вверх и вниз. Радиус тетра-
эдрической поры равен т.п. 0, 22r R≈ ⋅ . 
                                           
1 Или иначе (ср. с. 17): октаэдр, находящийся в центре ячейки, полностью лежит 
внутри неё, тогда как каждый из 12 октаэдров, находящихся в центрах рёбер, 
принадлежит одновременно 4 ячейкам; следовательно, всего «нашей» ячейке при-
надлежит 1

41 12 4+ ⋅ =  октаэдрических поры. 
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Рис. 18. Октаэдрические поры в плотноупакованных структурах. 
а — расположение поры между шестью атомами двух соседних  
плотноупакованных слоёв; б — центры октапор в элементарной  

ячейке ГЦК-решётки; в — нахождение радиуса октапоры 
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Рис. 19. Тетраэдрические поры в плотноупакованных структурах. 
а — расположение поры между четырьмя атомами двух соседних  
плотноупакованных слоёв; б — центры тетрапор в элементарной  

ячейке ГЦК-решётки; в — две тетраэдрические поры, направленные  
вершинами «вверх» и «вниз», над и под атомом слоя B в ГЦК-решётке 

 
 
 Очевидно, что таким же будет количество и радиус окта- и тетраэдрических 
пор и в любых других плотноупакованных структурах. В качестве примера най-
дите самостоятельно положение пор в решётке ГПУ (по аналогии с рис. 18 и 19).  
 II. Решётка ОЦК. В ней также имеются окта- и тетраэдрические поры, но эти 
октаэдры и тетраэдры уже не являются правильными.  
 Центры октаэдрических пор расположены в плоскостях наиболее плотной 
упаковки {110} (рис. 20, а) и лежат в центрах граней и рёбер элементарной ячейки 
(рис. 20, б). Образованный шестёркой атомов октаэдр «сплюснут» вдоль одной из  
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Рис. 20. Октаэдрические поры в ОЦК-структуре. а — расположение поры  

в плоскости (110); б — центры октапор в элементарной ячейке ОЦК-решётки;  
в — октапоры x-, y- и z-типа; г — нахождение радиусов октапоры 

 

а)а)

   

     б)

 
Рис. 21. Тетраэдрические поры в ОЦК-структуре. а — расположение пор  

в плоскости (110); б — центры тетрапор в элементарной ячейке ОЦК-решётки 
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осей, поэтому в ОЦК-решётке различают октапоры x-, y- и z-типа (рис. 20, в). Раз-
мер октапоры вдоль «короткой» оси равен ( )о.п. 2 2 3 1 0,15r a R R R= − = − ≈ ⋅ ,  

а вдоль «длинной» ( )о.п. 2 2 2 2 3 1 0,63r a R R R′ = − = − ≈ ⋅  (рис. 20, г). Подсчи-
тав число октаэдрических пор, можно убедиться, что на каждый атом в ОЦК-
решётке приходится по три октапоры, то есть по одной поре каждого из трёх ти-
пов (x, y и z). 
 Тетраэдрические поры в ОЦК-решётке лежат не между октаэдрическими, а 
внутри них (рис. 21, а). Центры тетрапор расположены на гранях элементарной 
ячейки (рис. 21, б). Размер тетраэдрических пор больше, чем октаэдрических: 
т.п. 0, 29r R≈ ⋅ , однако это расстояние одинаково для всех четырёх атомов, окру-
жающих тетрапору, в то время как для октапор на минимальном расстоянии от 
центра находятся лишь два атома из шести. На каждый атом в ОЦК-решётке при-
ходится по шесть тетраэдрических пор.  
 

1.7. ТВЁРДЫЕ РАСТВОРЫ 

 Если в кристаллической решётке какого-либо элемента располагаются атомы 
других элементов, то говорят, что образовался твёрдый раствор. Атомы приме-
сей могут размещаться либо в узлах решётки растворителя (твёрдый раствор за-
мещения), либо в междоузлиях (твёрдый раствор внедрения) — рис. 22, а, б. При 
близком размере атомов растворителя и примеси последние располагаются в по-
зициях замещения. Растворы внедрения в металлах образуют лишь пять элемен-
тов с наименьшим атомным радиусом: 
Элемент H O N C B 
r, Å 0,46 0,66 0,71 0,77 0,91 
 В плотноупакованных решётках (ГЦК, ГПУ) атомы внедрения располагаются 
в октаэдрических порах, так как их размер больше, чем у тетраэдрических. В ре-
шётке ОЦК примеси внедрения также занимают октаэдрические поры, хотя их 
размер здесь меньше, чем тетраэдрических. Это связано с тем, что размер октапо- 
 
 

а)

 

б)

 

в)

 
Рис. 22. Схемы строения твёрдых растворов: а — замещения, б — внедрения, в — 
вычитания. Атомы примеси обозначены белыми кружками. а и б — растворы на 
базе ГЦК-решётки, в — на базе решётки типа NaCl (стрелкой показана вакансия)  
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 Рис. 23. Сверхструктуры на 
базе ГЦК-решётки: а) типа Cu3Au; 
б) типа CuAu. Чёрными и белыми 
кружками обозначены атомы раз-
ных сортов 

 
 
ры мал лишь в одном направлении, так что внедрённый атом должен сместить не 
все шесть, а лишь два атома растворителя.  
 Твёрдые растворы вычитания могут возникать только на базе соединений: ес-
ли в решётке соединения оказываются вакантными часть узлов в подрешётке од-
ного из компонентов (рис. 22, в), то соединение приобретает переменную концен-
трацию и поэтому может считаться твёрдым раствором.  
 Обычно атомы примеси в твёрдом растворе располагаются хаотически, и рас-
твор отличается от чистого металла лишь периодами решётки. Однако в некото-
рых случаях примесные атомы могут размещаться и упорядоченно; упорядочен-
ные твёрдые растворы называют ещё сверхструктурами. Например, в растворах с 
решёткой ГЦК возможны сверхструктуры типа Cu3Au и CuAu (рис. 23). В ОЦК-
растворах может возникать упорядочение по типу CsCl (см. рис. 24, а ниже).  
 

1.8. РЕШЁТКИ СОЕДИНЕНИЙ С МЕТАЛЛИЧЕСКОЙ СВЯЗЬЮ 

 В отличие от твёрдых растворов, соединения (промежуточные фазы) облада-
ют своей собственной решёткой, которая не совпадает с решётками составляю-
щих их элементов. В соединениях возможны разные типы связи, в том числе и 
металлическая. Кратко рассмотрим некоторые виды металлических соединений.  
 1. Электронные соединения (фазы Юм-Розери), стабильность которых опреде-
ляется свойствами электронного газа. Электронная концентрация e (число  
валентных электронов на один атом) в таких соединениях может быть равной  
3 2 ; 21 13 и 7 4 ; в первом случае соединение обычно имеет структуру ОЦК, во  
втором — сложную кубическую структуру, в третьем — ГПУ. Например, ва- 
лентность меди равна 1, а цинка — 2, поэтому в сплавах Cu–Zn соединение  
CuZn имеет ОЦК-решётку [ (1 2) (1 1) 3 2e= + + = ], Cu5Zn8 — сложную кубическую 
[ (5 1 8 2) (5 8)e= ⋅ + ⋅ + = 21 13], а CuZn3 — ГПУ [ (11 3 2) (1 3) 7 4e= ⋅ + ⋅ + = ]. 
 2. Фазы внедрения — многие карбиды и нитриды переходных металлов. В них 
атомы металла образуют плотноупакованную решётку, а атомы неметалла упоря-
доченно размещаются в её междоузлиях. Например, в соединениях TiC, TiN, VC, 
VN, NbC и т.п. атомы титана, ванадия, ниобия размещаются в узлах ГЦК-решётки 
(вообще-то несвойственной этим металлам), а атомы углерода или азота занимают 
её октаэдрические поры, так что получается решётка типа NaCl (см. рис. 24, б ни-
же). На базе таких соединений часто образуются растворы вычитания (см. рис. 22, 
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в). Главным фактором стабильности фаз внедрения является ковалентная компо-
нента связи, возникающая между ионами металла и неметалла.  
 3. Фазы Лавеса, стабильность которых имеет геометрическую природу — это 
плотнейшие упаковки из атомов разного размера. Фазы Лавеса образуются при 
соотношении атомных радиусов компонентов, близком к 1,225, имеют стехиомет-
рию A2B и сложные решётки. Примеры — Co2Ti, Fe2Mo, MgCu2.  
 Есть и множество других типов металлических фаз, стабильность которых оп-
ределяется действием не какого-то одного, как в перечисленных примерах, а не-
скольких факторов. Пример — γ′-фаза Ni3Al со структурой типа Cu3Au, частицы 
которой выделяются из неупорядоченного ГЦК-твёрдого раствора на основе ни-
келя или γ-железа во многих жаропрочных сплавах, вызывая их упрочнение.  
 

1.9. РЕШЁТКИ ИОННЫХ И КОВАЛЕНТНЫХ КРИСТАЛЛОВ 

 Главный принцип построения кристаллов с ионной связью заключается в том, 
что одноимённо заряженные ионы не должны касаться друг друга. В зависимости 
от соотношения размеров ионов могут возникать следующие структуры. 
 Структура хлорида цезия (CsCl): ионы большего размера расположены в уз-
лах примитивной кубической решётки, а ионы меньшего размера — в центре эле-
ментарного куба (рис. 24, а). Структура хлорида натрия (NaCl): бо́льшие ио-
ны — в узлах ГЦК-решётки, меньшие — в её октапорах (рис. 24, б). Структура 
сфалерита (ZnS): бо́льшие ионы находятся в узлах ГЦК-решётки, меньшие зани- 
 
 
а)

  

б)

   

в)

г)

 

 Рис. 24. Структуры ионных кристаллов:  
а — CsCl; б — NaCl; в — сфалерита ZnS;  
г — вюрцита ZnS. Чёрным и белым цветом  
обозначены атомы разных сортов 

 



 27

     Рис. 25. Структура алмаза
 
 
мают половину её тетрапор — тетраэдры, вершины которых направлены вверх 
(рис. 24, в; ср. рис. 19, в выше). Структура вюрцита (ZnS) построена аналогично 
сфалериту, но бо́льшие ионы образуют не ГЦК-, а ГПУ-решётку (рис. 24, г).  
 Все названные структуры можно представить как две одинаковые решётки, 
образованные ионами разного типа и вставленные друг в друга с некоторым сме-
щением. Для структуры CsCl эти решётки примитивные кубические, для NaCl и 
сфалерита — ГЦК, а для вюрцита — ГПУ. В этом легко убедиться, внимательно 
посмотрев на рис. 24. 
 Обратим также внимание на то, что на примере сфалерита и вюрцита мы 
встретились с ситуацией, когда одно и то же вещество имеет различные структу-
ры, состоящие из одинаковых параллельных атомных слоёв и отличающиеся друг 
от друга лишь последовательностью укладки этих слоёв. Это явление называется 
политипизмом, а сами такие структуры — политипами.  
 В кристаллах с ковалентной связью главным параметром является число бли-
жайших соседей — оно должно быть равно числу валентных электронов, обеспе-
чивающих межатомную связь. Типичным ковалентным кристаллом является ал-
маз. Поскольку валентность углерода равна 4, то каждый атом в кристалле алмаза 
окружён четырьмя соседними, расположенными в вершинах правильного тетра-
эдра. Атомы углерода занимают узлы ГЦК-решётки и половину её тетрапор — 
структура похожа на сфалерит ZnS, но все атомы здесь одного сорта (рис. 25).  
 В заключение рассмотрим один пример кристалла с молекулярной связью — 
лёд. Химическая связь между молекулами воды обеспечивается притяжением сла-
бо положительно заряженных атомов водорода к слабо отрицательно заряженным 
атомам кислорода соседних молекул (связи между атомами внутри отдельной мо-
лекулы, разумеется, ковалентные). Поскольку в каждой молекуле H2O два атома 
водорода, то она должна быть окружена четырьмя другими молекулами. Чтобы 
обеспечить такое ближайшее окружение, в кристалле льда молекулы воды зани-
мают узлы ГПУ-решётки и половину её тетрапор. Такая структура аналогична 
структуре вюрцита (см. рис. 24, г) с тем отличием, что атомы (точнее, молекулы) 
во всех позициях одинаковы — точно так же соотносятся между собой структуры 
сфалерита и алмаза (см. рис. 24, в и 25). Именно благодаря гексагональной кри-
сталлической структуре льда снежинки всегда имеют шестилучевую симметрию.  
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ЧАСТЬ  I I .  ДЕФЕКТЫ   
КРИСТАЛЛИЧЕСКОГО  СТРОЕНИЯ  

 В реальных кристаллах практически всегда имеются области, где идеальное 
расположение атомов в решётке нарушено. Эти дефекты можно классифициро-
вать по размерности: нульмерные (точечные), имеющие атомные размеры; одно-
мерные (линейные), которые только в одном из трёх измерений существенно 
больше размера атома; двумерные (поверхностные), имеющие атомную толщину 
и больши́е размеры в двух других направлениях, и трёхмерные (объёмные) — 
макроскопические дефекты типа пор или трещин.  
 

2.1. ТОЧЕЧНЫЕ ДЕФЕКТЫ 

 В чистых металлах основными видами точечных дефектов являются вакан-
сия — узел кристаллической решётки, в котором отсутствует атом, и междо-
узельный атом, внедрённый в одну из пор решётки. Из рис. 26 видно, что окру-
жающие атомы при этом смещаются, то есть точечный дефект является центром 
упругих напряжений. В структурах ОЦК, ГЦК и ГПУ междоузельные атомы мо-
гут находиться в октаэдрических порах. К точечным дефектам можно также отне-
сти атомы примесей (см. ниже). 
 

а)

   

б)

 
Рис. 26. Схематичное изображение вакансии (а)  

и междоузельного атома (б) 
 

2.1.1. Образование и исчезновение вакансий 

 Один из возможных механизмов образования точечных дефектов очевиден и 
был предложен ещё Я.И.Френкелем: поскольку все атомы в кристалле непрерыв-
но колеблются, то при очередном колебании атом может «запрыгнуть» в сосед-
нюю с ним октаэдрическую пору. Если в этот момент другой, соседний с ним 
атом займёт его место, в кристалле образуется пара вакансия — междоузельный 
атом (рис. 27, а). Ясно, что при таком механизме образования количество вакан-
сий и междоузельных атомов в кристалле должно быть одинаковым. Однако в 
обычных условиях междоузельные атомы в металлах практически не обнаружи-
ваются, в то время как вакансий может быть достаточно много. 
 Второй механизм образования вакансий, устранивший это противоречие, был 
предложен В.Шоттки. По Шоттки, вакансии рождаются на внешней поверхности  
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а)

  

б)
1
2
3

 
Рис. 27. Возникновение вакансий по Френкелю (а) и по Шоттки (б) 

 
кристалла. Поскольку она всегда атомно-шероховата, то есть имеет ступеньки 
атомной высоты, то, например, атом 2 (рис. 27, б) может «перепрыгнуть» в пози-
цию 1, «нарастив» ступеньку; и если теперь атом 3 займёт прежнюю позицию 
атома 2, то на его месте возникнет вакансия, которая сможет дальше перемещать-
ся в глубь кристалла путём последовательных перескоков атомов. Именно этот 
механизм считается сейчас основным — с той поправкой, что местом рождения 
вакансий является не только внешняя поверхность кристалла, но и границы зёрен. 
Вакансии могут также рождаться и исчезать на краевых дислокациях, «наращи-
вая» или «сокращая» экстраплоскость. 
 Так же происходит и уничтожение точечных дефектов: слияние вакансии и 
междоузельного атома приводит к их аннигиляции, а отдельная вакансия может 
исчезнуть при выходе на внешнюю поверхность или на границу зерна.  
 

2.1.2. Термодинамика точечных дефектов 

 Образование любого дефекта увеличивает энергию кристалла. Например, об-
разование вакансии по механизму Шоттки, в сущности, сводится к тому, что один 
из атомов «переносится» из позиции 3 в глубине металла в позицию 1 на его по-
верхности (см. рис. 27, б). В глубине атом окружён z соседями (на рис. 27, б z = 4), 
а на поверхности их число уменьшается в среднем до z/2. Если энергию одной 
парной межатомной связи обозначить εAA, то разрыв 2 2z z z− =  связей приводит 
к повышению энергии кристалла на AA( 2)z ε . Это и есть энергия образования ва-
кансии εV. Разрыв всех z связей соответствует сублимации (испарению), и энергия 
сублимации субл AAzε = ε . Отсюда получается приблизительное соотношение 

V субл 2ε ≈ ε . Энергия сублимации для большинства металлов составляет несколь-
ко электрон-вольт, поэтому и εV обычно равна 0,5…3 эВ (см. приложение 8).  
 Возникает вопрос: почему в кристалле существуют вакансии, повышающие 
его энергию, если любая система всегда стремится к минимуму энергии? Для от-
вета на него следует вспомнить, что состоянию равновесия в термодинамике со-
ответствует минимум не внутренней энергии E, а свободной энергии F E TS= − , 
где T — абсолютная температура, а S — энтропия. При этом по формуле Больц-
мана lnS k W= , где W — термодинамическая вероятность, то есть число микро-
скопических способов реализации данного макроскопического состояния. 
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 Предположим, что в кристалле из N атомов появился один вакантный узел. 
Число способов реализации данного состояния W1 равно числу способов разме-
щения вакансии по (N+1) узлам решётки. Очевидно, что 1 1W N= + . Если вакансий 
будет две, то первая из них может разместиться в любом из (N+2) узлов, а вто-
рая — в любом из оставшихся (N+1) узлов, так что общее число вариантов раз-

мещения равно 2
( 2)( 1)

2
N NW + +

= ; двойка в знаменателе появилась потому, что 

вакансии неразличимы, и перестановка их местами не создаёт нового состояния. 
Продолжая рассуждения, легко прийти к выводу, что число способов размещения 

n вакансий будет равно ( )( 1)( 2) ( 1) ( )!
1 2 3 ! !n

N n N n N n N N nW
n N n

+ + − + − … + +
= =

⋅ ⋅ ⋅…⋅ ⋅
. Следо-

вательно, при образовании в кристалле n вакансий его энтропия увеличилась на 
( )!ln ln

! !n
N nS k W k
N n
+

Δ = =
⋅

, внутренняя энергия — на VE nΔ = ε , а свободная энер-

гия — на F E T SΔ =Δ − Δ V ln nn kT W= ε − . Число атомов N очень велико (~1023), по-
этому от факториалов можно избавиться с помощью формулы Стирлинга 
ln ! lnm m m m≈ − , справедливой при больших m: 

[ ]( )ln( ) ln lnVF n kT N n N n N N n nΔ ≈ ε − + + − − . (5)
 С ростом числа вакансий n увеличивается не только энергия, но и энтропия 
кристалла. Эти две тенденции уравновесят друг друга, когда ΔF примет мини-
мальное значение (рис. 28), то есть его производная будет равна нулю: 

0
*

F
n n n

∂Δ
=

∂ =
. Подставив сюда ΔF из (5), получим V

*ln 0
*

nkT
N n

ε + =
+

. Если 

учесть, что *n N� , то окончательное выражение для равновесной доли вакант-
ных узлов при данной температуре примет вид 

V* expn
N kT

ε⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (6)

 

n*

ΔF

–TΔS

ΔE

n

 

 Рис. 28. Изменение слагаемых ΔE, TΔS 
и свободной энергии ΔF = ΔE – TΔS в зави-
симости от числа вакансий n (схема) 
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В соответствии с этим выражением, равновесная доля вакансий резко увеличива-
ется с ростом температуры, достигая 10–3…10–5 при температуре плавления.  
 Выражение (6) справедливо и для междоузельных атомов, однако энергия об-
разования междоузельного атома в 2…4 раза превышает энергию образования ва-
кансии, поэтому равновесные концентрации междоузельных атомов при всех 
температурах пренебрежимо малы.  
 

2.1.3. Влияние внешнего давления на образование вакансий 

 Рассмотрим образец, подвергающийся всестороннему (трёхосному) растяже-
нию при напряжении σ вдоль каждой оси («отрицательном давлении» p = −σ ). 
Пусть в образце появилась одна вакансия, то есть один из атомов вышел на по-
верхность в соответствии с механизмом Шоттки. Объём образца при образовании 
вакансии увеличился на 0VΔ =Ω , где Ω0 — объём, приходящийся на один атом. 
Следовательно, внешние напряжения совершили над системой работу 

0p V− Δ =σΩ , взяв на себя часть энергетических затрат на образование вакансии, и 
эту работу следует вычесть из числителя формулы (6): 

0 0 0* exp expV nn
N kT N kT

∗ε − σΩ σΩ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, (7)

где 0n∗  — концентрация вакансий в отсутствие напряжений. Если образец испы-
тывает всестороннее сжатие давлением p, то в формуле (7) следует заменить σ на 
–p. При растяжении образца равновесная концентрация вакансий увеличивается, а 
при сжатии уменьшается, но этот эффект становится заметным лишь при давле-
ниях порядка 1 ГПа (104 атм) — см. задачу 70.  
 

2.1.4. Сверхравновесные вакансии 

 Формула (6) определяет равновесную при данной температуре долю вакансий. 
Избыточные, сверхравновесные вакансии могут возникать в следующих случаях. 
 1. Закалка. Если нагреть металл до высокой температуры T1, которой соответ-
ствует равновесная доля вакансий n1/N, а затем медленно охлаждать до комнатной 
температуры T0, то вакансии будут стекать к границам зёрен и исчезать, так что 
доля вакансий будет меняться в соответствии с линией 1 (рис. 29). Однако если 
металл охладить от T1 до T0 резко, то вакансии не успеют переместиться к грани-
цам в процессе охлаждения, а при комнатной температуре их подвижность ма-
ла — вакансии окажутся «замороженными» (линия 2). Разность n1/N – n0/N пред-
ставляет собой концентрацию избыточных вакансий в закалённом образце. 
 2. Пластическая деформация. Ступеньки, возникающие на винтовых дислока-
циях при их пересечении, не могут двигаться вместе с ними. Однако при больших 
напряжениях может происходить принудительное движение ступенек, сопровож-
дающееся образованием вакансий (подробнее см. раздел 2.2.4 ниже).  
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 Рис. 29. Изменение концентрации вакан-
сий с температурой при медленном охлаж-
дении (линия 1) и при резкой закалке от 
температуры T1 (линия 2) 

 
 
 
 3. Радиоактивное облучение. Энергии частиц (протонов, нейтронов и т.п.), об-
разующихся при ядерных реакциях, — порядка 106 эВ, поэтому каждая такая час-
тица, попадая в кристаллическую решётку, выбивает из своих узлов множество 
атомов, образуя «френкелевские» пары вакансия – междоузельный атом. Часть их 
аннигилирует, но часть сохраняется, постепенно накапливаясь и приводя к изме-
нению структуры и свойств материала. 
 

2.1.5. Примесные атомы 

 Наряду с вакансиями и междоузельными атомами, к точечным дефектам мож-
но отнести и атомы примесей замещения и внедрения, располагающиеся в решёт-
ке основного металла (см. раздел 1.7 выше). 
 Концентрацию примесей в твёрдом растворе выражают в массовых w или 
атомных x долях; перейти от одних к другим легко, зная атомные массы A: 

1 1 2 2

i i
i

n n

x A
w

x A x A x A
=

+ +…+
; (8а)

1 2

1 2

i

i
i

n

n

w
A

x
ww w

A A A

=
+ +…

; (8б)

суммирование в знаменателе производится по всем компонентам раствора.  
 Для примесного атома вводят параметр размерного несоответствия 

0

0

R R
R
−

ε = , (9а)

где R и R0 — радиусы атомов примеси и растворителя. Эта формула относится к 
растворам замещения; для растворов внедрения в ней следует заменить R0 на ра-
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диус (октаэдрической) поры Rп. Но более правильно определять размерное несо-
ответствие через изменение параметра решётки a: 

0

1 da
a dx

ε = ⋅ , (9б)

где a0 — параметр решётки чистого растворителя. Значения, получаемые по фор-
мулам (9а) и (9б), могут различаться; это значит, что радиус примеси зависит от 
состава раствора.  
 

2.1.6. Законы диффузии 

 Если концентрация раствора различна в различных областях, то начинается 
перемещение атомов примеси между ними — диффузия. Основной закон диффу-
зии (первый закон Фика) для случая, когда диффузия идёт вдоль одной оси (на-
пример, x), может быть записан следующим образом: 

x
Cj D
x

∂
= −

∂
, (10)

где jx — поток примесных атомов, протекающий через единичную площадку, 
перпендикулярную оси x, за единицу времени [1/(см2·с)]. Постоянный множитель 
D называется коэффициентом диффузии, а знак «минус» в (10) показывает, что 
диффузия идёт в направлении уменьшения концентрации, то есть приводит к вы-
равниванию состава раствора. Концентрация C во всех диффузионных уравнени-
ях выражается на единицу объёма раствора [1/см3]. 
 Диффузия приводит к постепенному изменению концентрации раствора. На 
основании (10) можно показать, что в любой данной точке  

2

2

C CD
x

∂ ∂
= ⋅

∂τ ∂
. (11)

Это соотношение называется вторым законом Фика. Поскольку вторая производ-
ная определяет направление выпуклости графика функции, то диффузия будет 
приводить к снижению концентрации в участках, где профиль распределения 
концентрации выпуклый, и к её увеличению там, где он вогнутый — иначе гово-
ря, в результате диффузии неровности концентрации сглаживаются.  
 

2.1.7. Общий метод решения задач о диффузии 

 Задачи о диффузии в конкретных условиях обычно решают путём интегриро-
ванию второго закона диффузии при заданных начальных и граничных условиях. 
При этом во многих случаях полезно не разделять пространственную (x) и вре-

менну́ю (τ) переменные, а ввести новую комбинированную величину 
2

xy
D

=
τ

  

и интегрировать по ней. Покажем, что второй закон диффузии (11) можно запи-
сать, пользуясь только этой новой переменной.  
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 Вначале выразим через y производные C∂ ∂τ  и 2 2C x∂ ∂ : 
3 21

22 4
yC dC dC x x dC

dy dy dyD D
−∂∂ ⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ ⋅ − τ = − ⋅⎜ ⎟∂τ ∂τ ⎝ ⎠ τ τ

; (12а)

1
2

yC dC dC
x dy x dyD

∂∂
= ⋅ = ⋅

∂ ∂ τ
; (12б)

2

2

1 1
2 2

C C dC dC
x x x dy x dyx D D

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠ τ τ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

2 2

2 2

1 1 1 1
42 2 2

yd dC d C d C
dy dy x Ddy dyD D D

∂⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ∂ ττ τ τ⎝ ⎠

. (12в)

Теперь подставим эти выражения во второй закон диффузии (11): 
2

2

1
44

x dC d CD
dy D dyD

− ⋅ = ⋅ ⋅
ττ τ

. (13)

Сократив общие сомножители в левой и правой части, получим 
2

22 dC d Cy
dy dy

− ⋅ = . (14)

Выражение (14) является эквивалентной записью второго закона диффузии (11), 
но в нём содержится только переменная y, а время τ и координата x в явном виде 
не присутствуют.  
 В качестве примера рассмотрим решение задачи о насыщении поверхности ка-
ким-либо элементом — например, углеродом (цементация). Пусть изделие из ста-
ли с исходным содержанием углерода C∞ помещено в печь, в атмосфере которой 
содержатся пары́ углеводородов. В результате взаимодействия с атмосферой печи 
на поверхности изделия устанавливается и поддерживается постоянная концен-
трация углерода C0 (она называется углеродным потенциалом атмосферы).  
Температура печи достаточно высока, чтобы весь этот углерод был растворён в  
(гамма-)железе. Под действием перепада концентраций ( 0C C∞− ) начинается диф-
фузия углерода от поверхность в глубь изделия, и спустя некоторое время τ про-
филь распределения концентрации примет вид, показанный на рис. 30. (Ось x на-
правлена от поверхности к центру изделия.) 
 В начальный момент ( 0τ = ) концентрация углерода во всех точках изделия 
была равна C∞; следовательно, начальным условием задачи будет 

0C C∞=τ = . (15а)
С другой стороны, в процессе насыщения концентрация углерода на поверхности 
всегда будет равна C0, а на «бесконечной» (то есть очень большой) глубине — C∞, 
поскольку за конечное время диффузия не может пройти на бесконечное расстоя-
ние. Следовательно, граничными условиями задачи будут 

00C Cx ==  и C Cx ∞==∞ . (15б)
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Рис. 30. Распределение концентрации в поверхностном  
слое стального изделия, подвергающегося цементации 

 
 
 Теперь проинтегрируем выражение (14) при начальных и граничных условиях 
(15а, б). Введём переменную z dC dy= . Тогда (14) превратится в дифференци-
альное уравнение первого порядка с разделяющимися переменными: 

2 dzy dy
z

− ⋅ = . (16)

Проинтегрировав левую и правую часть, получим 2
1ln lny z K− = −  или 

( )2
1 expz K y= ⋅ − , (17)

где 1ln K  — постоянная интегрирования. Заменив z на dC dy , снова получим 
уравнение с разделяющимися переменными, левую и правую часть которого 
можно проинтегрировать: 

( )
0

2
1

0

exp
yC

C

dC K y dy= ⋅ −∫ ∫ . (18)

Пределы интегрирования выбраны в соответствии с граничными условиями (15б). 
Интеграл в правой части не выражается через элементарные функции, но его ча-

стное значение 
2

0

ye dy
∞

−∫  известно в математике как интеграл Пуассона и равно 

2
π , поэтому вводят функцию ( ) 2

0

2erf
y

ty e dt−= ⋅
π ∫ , которая принимает значения 

от нуля при 0y =  до единицы при y =∞ . Функция erf называется интегралом ве-
роятности (поскольку возникает также в решениях некоторых задач математиче-
ской статистики) и относится к числу не элементарных, а так называемых специ-
альных функций. Её значения можно найти в таблицах — например, в приложе-
нии 9, — или рассчитать с помощью компьютера. С учётом сказанного результат 
интегрирования в (18) запишется в виде  

( )0 1 erf
2

C C K yπ
− = ⋅ ⋅ . (19)
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Постоянную K1 найдём из начального условия (15а): поскольку ( )erf 1∞ = , то  

( )1 0
2K C C∞= ⋅ −
π

. (20)

Тогда окончательное решение задачи о распределении концентрации C по глуби-
не x спустя время τ от начала насыщения будет таким: 

0

0

erf
2

C C x
C C D∞

− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟− τ⎝ ⎠

. (21)

 На практике содержание углерода в стали принято выражать не в 1/см3, а в до-
лях (процентах) по массе, однако при небольшой концентрации между ними со-
храняется пропорциональность, так что в формулу (21) можно подставлять кон-
центрацию в любых единицах. Отметим, что при более строгом анализе следовало 
бы также учесть, что коэффициент диффузии углерода D в действительности не 
является постоянным и несколько увеличивается с ростом его концентрации.  
 

2.1.8. Роль точечных дефектов в диффузионных процессах 

 Уже отмечалось, что атомы могут перескакивать в соседние с ними вакантные 
узлы решётки; это эквивалентно смещению вакансии на одно межатомное рас-
стояние. Для перемещения в соседнюю вакантную позицию атом должен «раз-
двинуть» своих соседей, затратив на это энергию εm, которая называется энергией 
миграции вакансии (рис. 31). Каждую вакансию окружают z атомов (z — коорди-
национное число решётки), колеблющихся с частотой ν ~ 1012 c–1, то есть в секун-
ду совершается zν попыток перескока1. Однако чтобы попытка была успешной, 
атом должен иметь энергию mε≥ ε , а согласно распределению Больцмана, доля 
таких атомов в кристалле равна ( )mexp kT−ε . Следовательно, частота перескоков 
вакансии 

m
V expz

kT
ε⎛ ⎞Γ = ν −⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (22)

 Сами атомы совершают перескоки гораздо реже. Действительно, каждый атом, 
колеблясь с частотой ν, приобретает энергию mε≥ ε  с вероятностью ( )mexp kT−ε . 
Но чтобы атом при этом смог переместиться в одну из z соседних с ним позиций, 
она в этот момент должна оказаться вакантной, а вероятность этого равна доле 
вакансий (6). Перемножив эти вероятности, получим частоту перескоков атома: 

V m V
a Vexp expz

kT kT
ε + ε ε⎛ ⎞ ⎛ ⎞Γ = ν − = Γ ⋅ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.  (23)

 

                                           
1 В качестве грубой оценки ν можно использовать дебаевскую частоту νD, опреде-
ляемую соотношением hνD = kTD, где TD — температура Дебая, а h — постоянная 
Планка. Температуры Дебая приведены в приложении 8.  
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 Рис. 31. Изменение энергии атома 1 
при перескоке в соседнюю вакантную 
позицию. Положение атомов в «пере-
вальной» позиции, соответствующей 
избыточной энергии εm, показано пунк-
тирными линиями 
 

 
 
 Формула (23) относится к перемещению атомов в решётке чистого металла. 
Она справедлива и для атомов примесей замещения — отличаться будет лишь ве-
личина энергии миграции. В то же время атомам примесей внедрения, распола-
гающимся в порах решётки, вакансии для совершения перескока не нужны, по-
этому для них будет верна формула (22) — также со своим значением εm.  
 Знание частот перескоков позволяет рассчитать коэффициент диффузии. Рас-
смотрим вначале диффузию вакансий. Пусть расстояние между соседними атом-
ными плоскостями 1 и 2 равно a (рис. 32). Предположим, что в кристалле имеется 
разность концентрации вакансий CV в направлении оси x, так что в плоскости 1  

их концентрация равна V 1( )C x , а в плоскости 2 — V 2( )C x V
V 1( )

C
C x a

x
∂

≈ + ⋅
∂

. 

 
 

x

a

1 2

x2x1

j1→2

j2→1

 
 Рис. 32. К расчёту коэффициента 
диффузии вакансий (пояснения в тексте) 
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(Концентрация вакансий в единице объёма CV связана с их долей Vn
N

 очевидным 

соотношением V
V

0

n
C

N
=

Ω
, где 3

0 ~ aΩ  — объём, приходящийся на один атом). В 

участке плоскости 1 площадью S содержится V 1( )C x Sa⋅  вакансий, совершающих 
за секунду V 1 V( )C x Sa⋅ ⋅Γ  перескоков. Одно из шести возможных направлений та-
ких перескоков соответствует перемещению вакансии из плоскости 1 в плоскость 

2, поэтому поток вакансий 1 2 V 1 V
1 ( )
6

j C x a→ = ⋅ Γ . Из тех же соображений обратный 

поток 2 1 V 2 V
1 ( )
6

j C x a→ = ⋅ Γ . Их разность, то есть результирующий поток вакансий 

из плоскости 1 в плоскость 2,  

( ) 2 V
V 1 2 2 1 V V 1 V 2 V

1 1( ) ( )
6 6

C
j j j a C x C x a

x→ →

∂
= − = Γ ⋅ − ≈ − Γ ⋅

∂
. (24)

Сравнив это выражение с первым законом диффузии (10), получим, что коэффи-
циент диффузии вакансий 

2
2 m

V V exp
6 6
a zD a

kT
ε⎛ ⎞= ⋅Γ = ν −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (25)

Точно так же можно рассмотреть и диффузию атомов; очевидно, что для коэффи-
циента диффузии в этом случае получится соотношение 

2
2 V m

а а exp
6 6
a zD a

kT
ε + ε⎛ ⎞= ⋅Γ = ν −⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (26)

Формула (26) описывает коэффициент диффузии атомов в чистом металле (само-
диффузии). Диффузия примесей в твёрдом растворе (гетеродиффузия) также бу-
дет подчиняться уравнению (25) [для примесей внедрения] или (26) [для примесей 
замещения] при соответствующих значениях энергии миграции εm.  
 Выражения (25) и (26) имеют одинаковый вид ( )0 expD D kT= −ε . Для разных 
примесей различаться будут лишь величины предэкспоненциального множителя 
D0 [см2/с] и энергии активации диффузии ε [эВ/атом или Дж/атом]. Энергию ак-
тивации часто выражают не на атом, а на моль ( AQ N= ε ⋅  [Дж/моль]), записывая 
выражение для коэффициента диффузии в виде 

0 exp QD D
RT

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (27)

В соответствии с этим выражением, D очень быстро возрастает с повышением 
температуры — тем быстрее, чем меньше энергия активации Q. Энергия актива-
ции диффузии для примесей замещения существенно больше, чем для примесей 
внедрения (из-за слагаемого εV в показателе экспоненты), поэтому примеси вне-
дрения при всех температурах диффундируют намного активнее.  
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2.1.9. Диффузия как случайные блуждания 

 Представим себе единственный атомный ряд, простирающийся от –∞ до +∞. 
Поместим в точку 0x =  чужеродный атом и проанализируем его движение. Атом 
перескакивает из узла в узел с частотой Γ, но его перескоки влево или вправо рав-
новероятны. За время τ атом совершит m=Γτ  перескоков и будет находиться на 
расстоянии xm от исходной точки 0. Снова поместим атом в эту точку и позволим 
ему совершить те же m перескоков. Во втором эксперименте атом окажется на со-
вершенно ином расстоянии от точки 0, например, потому что второй прыжок он 
совершил влево, а не вправо. Проведя множество таких опытов, мы убедимся, что 
расстояние xm каждый раз получается разным и по величине, и по знаку. Следова-
тельно, положение частицы является случайным, и его нужно охарактеризовать 
средним квадратом смещений в результате m скачков 2

mx . (Среднее же значение 

0mx = , ибо скачки влево и вправо происходят с одинаковой вероятностью.) 
 Допустим, что частица, совершив m скачков, находится в точке xm, и теперь 
совершает ещё один скачок. Очевидно, что координата частицы станет равной 

1 ,m mx x a+ = ±  (28)
где a — расстояние между узлами. Возведём обе части этого равенства в квадрат: 

2 2 2
1 2 ,m m mx x a x a+ = + ±  (29)

и усредним по возможным 1mx +  и mx , которые наблюдались в опытах. Среднее 
значение третьего слагаемого в (29) равно нулю, поэтому 

2 2 2
1m mx x a+ = + . (30)

 Равенство (30) справедливо для любого m. Например, при 0m=  получим 
2 2
1x a= ; аналогично 2 2 2 2

2 1 2x x a a= + = ; 2 2
3 3x a=  и т.д. Продолжив цепочку 

вычислений, получим, что  
2 2 2
mx ma a= =Γτ⋅ . (31)

Следовательно, среднеквадратичное смещение атома 2
mx a= Γτ . Если же 

вспомнить, что в соответствии с (26) коэффициент диффузии 
2

2
aD= Γ  (коэффи-

циент 1 2 вместо 1 6  появляется потому, что при диффузии вдоль одной оси атом 
имеет не шесть, а только два возможных направления движения), то среднеквад-
ратичное смещение атома за время τ оказывается равным 

2 2x D= τ . (32)

Эту величину можно рассматривать как «диффузионный путь» атома за время τ, 
поэтому решения диффузионных задач всегда содержат комбинацию Dτ . На-
пример, в правой части полученного выше решения (21) содержится отношение 
расстояния от поверхности к характерному диффузионному пути.  
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2.2. ЛИНЕЙНЫЕ ДЕФЕКТЫ — ДИСЛОКАЦИИ 

2.2.1. Кристаллография пластической деформации 

 Обычно пластическая деформация осуществляется путём сдвига одной части 
кристалла относительно другой по определённой кристаллографической плоско-
сти и в определённом направлении. Плоскости и направления сдвига определяют-
ся типом кристаллической решётки металла и являются наиболее плотноупако-
ванными плоскостями и направлениями в данной решётке (табл. 2). Совокупность 
плоскости и лежащего в ней направления сдвига образует систему скольжения. 
 Пусть к монокристаллу с площадью поперечного сечения F0 приложена сила P 
(рис. 33). Рассмотрим одну систему скольжения и найдём касательное напряже-
ние в ней. Обозначим буквами ϕ и λ углы, образуемые осью растяжения с норма-
лью к плоскости скольжения и направлением скольжения. Проекция силы P на 
направление скольжения равна cosλP , а площадь наклонной площадки, по кото-

рой она действует, 0 cosϕF . Тогда касательное напряжение равно 
0

cos
cos

P
F

λ
τ =

ϕ
. 

Нормальное напряжение, действующее вдоль оси образца, 0P Fσ= , поэтому 

cos cosτ = σ ϕ λ  и 
cos cos

τ
σ =

ϕ λ
. (33)

При 0ϕ=  угол λ всегда равен 90°; при 90ϕ= °  угол λ может меняться от 0 до 90° 
(рис. 34). В обоих этих случаях формула (33) даёт 0τ=  — скольжение оказывает-
ся невозможным. При 45ϕ= °  угол λ может принимать значения от 45 до 90°, а 
напряжение τ — от 2σ  до 0. Значение 2τ=σ  является максимальным, и ориен-
тировка кристалла, когда 45ϕ=λ = ° , наиболее благоприятна для скольжения. 
 В 1927 г. Шмид обнаружил, что, хотя предел текучести монокристалла σ0,2 
сильно зависит от направления его растяжения, но рассчитанное по формуле (33)  
 

Таблица 2 
Системы скольжения в чистых металлах 

Плоскости скольжения Направления скольжения Ре-
шётка Индексы Число  

плоскостей Индексы Число направлений  
в каждой плоскости 

Общее число 
систем  

скольжения 

ГЦК {111} 4 <1̄10> 3 12 

ОЦК {110} 
{211} 

6 
12 

<1̄11> 
<1̄11> 

2 
1 

12 
12 

ГПУ* {0001} 1 <12̄10> 3 3 

 * В металлах с «короткой» осью c (то есть 1,633c a< ) возможно также сколь-
жение в системах {101̄1}<12̄10> и {101̄0}<12̄10> 
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n
P

P

Плоскость
скольжения

Направление
скольжения

F0

ϕ
λ

 
Рис. 33. К расчёту касательного напря-
жения в заданной системе скольжения 

     
 ϕ = 0 ϕ = 90° ϕ = 45° 
 λ = 90° λ = 0…90° λ = 45…90°
 τ = 0 τ = 0 τ = 0…σ/2 
 m = ∞ m = ∞ m = 2…∞ 
Рис. 34. Величина касательных напря-
жений в некоторых частных случаях 

 
 
значение τ всегда оказывается одинаковым (для данного металла). Это значение 
было названо критическим напряжением сдвига τs. Пластическая деформация на-
чинается, когда касательное напряжение в какой-либо из систем скольжения (или 
в нескольких одновременно) достигает этой величины, поэтому предел текучести 

0,2 smσ = τ . Коэффициент пропорциональности 1
cos cos

=
ϕ λ

m  называют факто-

ром Шмида, а соотношение (33) — законом Шмида – Боаса. Фактор Шмида мо-
жет принимать значения от 2 до ∞ в зависимости от ориентировки кристалла. 
Значение ∞ фактически означает, что скольжение в данной системе невозможно.  
 

2.2.2. Теоретическая прочность на сдвиг и понятие о дислокациях 

 Можно попытаться теоретически рассчитать критическое касательное напря-
жение τs. Такой расчёт был впервые выполнен Я.И.Френкелем в 1926 г.  
 Рассмотрим для простоты простую кубическую решётку с параметром a (рис. 
35). Если внешнее напряжение τ будет пытаться сдвинуть одну из атомных плос-
костей относительно соседней, то на каждый атом начнёт действовать возвра-
щающая сила химической природы fхим. Она будет нарастать по модулю по мере 
удаления атома от равновесного положения 0x = , однако при 2x a=  сила 
хим 0f = , поскольку эта точка является положением (неустойчивого) равновесия. 

Следовательно, на промежутке 0 2x a= K  график силы должен пройти через ми-
нимум. При дальнейшем смещении сила fхим сменит знак — она будет стремиться 
переместить атом в следующее положение равновесия x a= . Схематичный график  
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Рис. 35. К расчёту силы, необходимой 
для сдвига атомов 

 
 
силы показан на рис. 35; он похож на синусоиду, поэтому можно приближённо 

записать хим m sin 2 xf f
a

⎛ ⎞≈ − π⎜ ⎟
⎝ ⎠

. На каждый атом приходится площадь a2, поэтому 

напряжение 2
хим химf aτ = . Внешнее напряжение τ должно уравновесить его:  

m
хим 2 sin 2

f x
aa

⎛ ⎞τ=−τ = π⎜ ⎟
⎝ ⎠

. (34)

 Для того, чтобы сдвиг начался, внешнее напряжение должно превысить кри-
тическое значение 2

m mf aτ = . Найти его можно, рассмотрев малые смещения: 
при x a�  деформация упругая и соблюдается закон Гука Gτ= γ , где деформация 
сдвига x aγ = . Поскольку при малых значениях аргумента sinα≈α , то (34) пре-
образуется к виду m 2 x aτ≈ τ ⋅ π . Из сравнения с законом Гука G x aτ=  становится 
ясным, что теоретическая прочность на сдвиг теор mτ = τ  равна 

теор 0,16
2
G Gτ = ≈
π

, 

то есть критическое напряжение сдвига должно составлять примерно 10–1·G. Но в 
действительности τs чистых металлов составляет (10–4…10–5)·G!  
 Столь резкое расхождение результатов расчёта с опытом и заставило Тейлора, 
Орована и Поляни в 1934 г. предположить, что сдвиг двух атомных плоскостей 
друг относительно друга происходит не одновременно, а путём постепенной пе-
редачи сдвига от атома к атому. Дефект решётки, осуществляющий такую эста-
фетную передачу сдвига, и был назван дислокацией.  
 Пусть на каком-то ограниченном участке плоскости скольжения произошёл 
сдвиг верхней части кристалла относительно нижней на вектор b

r
, равный меж-

атомному расстоянию. Линия границы, отделяющей участок сдвига от той части 
поверхности, на которую сдвиг ещё не распространился, представляет собой ис-
кажение кристаллической решётки — дислокацию. Таким образом, дислокация — 
это граница незавершенного сдвига. 
 Произведём в кристалле сдвиг на одно межатомное расстояние на участке 
ABCD (рис. 36, а). Линия AB является осью дислокации. Здесь сосредоточены 
наибольшие искажения. В нескольких межатомных расстояниях от оси структура  
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Рис. 36. Краевая дислокация. Плоскость скольжения EDCF. Сдвиг произошёл на 
участке ABCD. AB — граница незавершённого сдвига. а — схема кристалла с дис-
локацией AB; б — сечение кристалла плоскостью, перпендикулярной линии AB 
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Рис. 37. Движение краевой дислокации. Когда дислокация проходит через  

весь кристалл, две его части, разделенные плоскостью скольжения,  
смещаются друг относительно друга на одно межатомное расстояние: а, б, в 

 
идеальная, хотя и упруго искажённая. Расположение атомов в плоскости, перпен-
дикулярной линии дислокации, показано на рис. 36, б (для простоты рассматрива-
ем примитивную кубическую решётку). Выше плоскости скольжения появилась 
одна «лишняя» вертикальная полуплоскость (экстраплоскость). Край экстра-
плоскости и есть краевая дислокация, обозначаемая значком ┴.  
 Если к кристаллу приложить внешнее касательное напряжение τ, то атомы в 
плоскости, где расположена линия дислокации, будут сдвигаться вправо, а в ни-
жерасположенной плоскости атомы — влево (рис. 37, а). Край экстраплоскости 1 
начнёт приближаться к краю нижней половины соседней полной плоскости 3. На-
конец, под действием внешних напряжений полуплоскости 1 и 3 соединятся, а 
оборванной окажется соседняя полуплоскость 2 — краевая дислокация смести-
лась на одно межатомное расстояние. Многократное повторение этого процесса 
приведёт к тому, что дислокация выйдет из кристалла, и вся верхняя его часть 
сдвинется относительно нижней на межатомное расстояние (рис. 37, б, в). 
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2.2.3. Контур и вектор Бюргерса. Типы дислокаций. Знаки дислокаций 

 Проведём вокруг дислокации по узлам решётки неискажённого материала 
замкнутый контур произвольной формы — контур Бюргерса (рис. 38, а). Если те-
перь перенести этот контур в идеальный кристалл, не содержащий дислокации, то 
он окажется незамкнутым. Чтобы замкнуть контур, надо дополнить его вектором 
b
r

, который называется вектором Бюргерса (рис. 38, б) и является важнейшей ха-
рактеристикой дислокации. Для недислокационных дефектов (вакансий, границ и 
т.п.) вектор Бюргерса равен нулю.  
 Вектор Бюргерса показывает величину и направление сдвига, вызываемого 
движением дислокации. Вектор сдвига идентичен вектору Бюргерса, однако надо 
учитывать, что не всегда образование дислокации обусловлено сдвигом. Вектор 
Бюргерса постоянен по всей длине дислокации. Поэтому линия дислокации не 
может обрываться внутри кристалла — она либо замыкается на себя, либо схо-
дится с другими дислокациями. 
 Для краевой дислокации вектор Бюргерса перпендикулярен её линии. Чтобы 
получить дислокацию, у которой они параллельны, мысленно надрежем кристалл 
с торца и произведём сдвиг верхнего участка влево (рис. 39). Сдвиг произошёл по 
поверхности ABCD, и граница незавершённого сдвига AB представляет собой 
дислокацию. По мере распространения деформации линия дислокации AB будет 
перемещаться к заднему торцу кристалла и выйдет из него. При этом верхняя 
часть кристалла по отношению к нижней сместится вправо на одно межатомное 
расстояние — точно так же, как и при движении краевой дислокации — но линия 
AB и вектор сдвига b

r
 у рассматриваемой дислокации параллельны друг другу 

(см. рис. 39, 40). Такая дислокация называется винтовой, поскольку, как видно из 
рис. 40, а, кристалл, содержащий винтовую дислокацию, можно представить со-
стоящим из одной атомной плоскости, закрученной в виде винтовой лестницы.  
 Краевые и винтовые дислокации могут иметь различный знак. Например, у 
краевых дислокаций экстраплоскость может быть расположена как в верхней  
 
 

O

а)а) 

 

b
O

б)б)

 
Рис. 38. Определение вектора Бюргерса краевой дислокации.  

Контур Бюргерса, замкнутый в дефектном кристалле (а), оказывается  
разомкнутым в идеальном кристалле (б). Вектор Бюргерса замыкает этот контур 
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Рис. 39. Движение винтовой дислокации AB: а, б, в — стадии движения.  
Линия дислокации смещается в направлении, перпендикулярном вектору сдвига 
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Рис. 40. Контур Бюргерса около винтовой дислокации 
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Рис. 41. Движение отрицательной краевой дислокации.  

а, б, в — последовательные стадии 
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(рис. 37), так и в нижней части кристалла (рис. 41). Первые из них можно условно 
считать положительными, а вторые — отрицательными. Построив контур Бюр-
герса, легко убедиться, что векторы Бюргерса у дислокаций противоположного 
знака равны по модулю, но направлены в противоположные стороны. Как видно 
из рис. 37 и 41, под действием одного и того же касательного напряжения, две та-
кие дислокации будут двигаться в противоположных направлениях. При слиянии 
они аннигилируют: вместо двух полуплоскостей получится одна целая атомная 
плоскость (рис. 42). Точно так же ведут себя и винтовые дислокации противопо-
ложного знака (у которых «винтовая лестница» закручена вправо и влево) — рис. 
43: они тоже имеют противоположные векторы Бюргерса, двигаются в противо-
положные стороны и взаимно уничтожаются при встрече. 
 У смешанных дислокаций вектор Бюргерса не перпендикулярен и не паралле-
лен линии дислокации, а образует с ней произвольный угол. Пусть граница неза-
вершённого сдвига АВ будет криволинейной (рис. 44). Вектор Бюргерса b

r
 по-

стоянен по всей длине дислокации, но около точки A он параллелен, а около точ-
ки B перпендикулярен линии дислокации. Следовательно, участок дислокации 
около точки A имеет винтовую, а около B — краевую ориентацию. Ко всей ос-
тальной дислокационной линии вектор Бюргерса располагается под некоторым  
 
 

 
 Рис. 42. Аннигиляция краевых  
дислокаций противоположных знаков 

 
 

τ

τ

 
Рис. 43. Аннигиляция винтовых дислокаций противоположных знаков 
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Рис. 44. Образование смешанной дислокации AB (а)  
и её разложение на краевые и винтовые компоненты (б) 

 
 
углом, поэтому дислокация является смешанной. Её всегда можно разложить на 
компоненты с чисто винтовыми и краевыми ориентациями (рис. 44, б). В резуль-
тате движения смешанной дислокации AB сдвиг произойдёт по всей плоскости 
скольжения на вектор b

r
. Смешанная дислокация скользит перпендикулярно сво-

ей линии под действием напряжения, ориентированного вдоль b
r

.  
 Общее количество дислокаций в кристалле характеризуют плотностью дисло-
каций. Это суммарная длина линий дислокаций в единице объёма [см/см3] или, 
что то же самое, число пересечений дислокациями единичной площадки [1/см2].  
 

2.2.4. Скольжение и переползание дислокаций 

 Дислокация может скользить под действием касательных напряжений в опре-
делённой плоскости. Это плоскость, проходящая через линию дислокации и её 
вектор Бюргерса. Для краевых и смешанных дислокаций такая плоскость одна. У 
винтовых дислокаций линия и вектор Бюргерса совпадают, и через них можно 
провести множество плоскостей. Поэтому винтовые дислокации при скольжении 
могут переходить из одной плоскости в другую (например, встретившись с пре-
пятствием) — это называется поперечным скольжением (рис. 45).  
 Уже говорилось, что любая дислокация может скользить только под действием 
касательного напряжения, действующего в плоскости скольжения в направлении 
вектора Бюргерса; при этом направление скольжения всегда перпендикулярно 
линии дислокации. При скольжении атомы перемещаются на небольшие расстоя-
ния и не меняют своих соседей; лишь линия дислокации перемещается от одного 
атома к другому. Поскольку движение дислокаций дислокаций путём скольжения 
не сопряжено с переносом массы, то оно называется консервативным.  
 Предположим, что к краю экстраплоскости краевой дислокации подошла ва-
кансия. Присоединившись к нему, она вызовет перемещение этого края «вверх» 
от плоскости скольжения на участке в одно межатомное расстояние. Если таких 
вакансий будет много, то дислокация начнёт перемещаться в направлении, пер-



 48

пендикулярном своей плоскости скольжения (рис. 46). И наоборот, рождение ва-
кансий на краю экстраплоскости будет приводить к её наращиванию. Процесс пе-
ремещения дислокации из своей плоскости скольжения в результате подвода или 
отвода вакансий называется переползанием. Переползание требует переноса мас-
сы и поэтому является неконсервативным движением. Переползать могут только 
краевые дислокации (а также смешанные, поскольку у них есть краевая компо-
нента); винтовые дислокации не переползают, так как у них нет экстраплоскости.  
 Ступеньки на дислокации называются порогами (см. рис. 46). Порог представ-
ляет собой короткий отрезок дислокации, перпендикулярный линии основной 
дислокации, но имеющий тот же вектор Бюргерса. Легко понять, что порог как на 
краевой, так и на винтовой дислокации имеет краевую ориентацию (рис. 47). При 
скольжении краевой дислокации порог перемещается вместе с ней, лишь незначи- 
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Рис. 45. Поперечное (двойное) скольжение вин-
товой дислокации AB: дислокация переходит из 
плоскости I в плоскость II и затем в плоскость III 

Рис. 46. Осаждение вакан-
сий на краю экстраплоско-
сти 
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 Рис. 47. Пороги на дислокациях: а — порог на краевой дислокации имеет 
краевую ориентацию; б — движение винтовой дислокации с порогом, имеющим 
краевую ориентацию, возможно лишь за счёт рождения или стока вакансий 
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тельно затрудняя движение. При движении же винтовой дислокации порог выну-
жден двигаться в направлении, перпендикулярном вектору Бюргерса, а поскольку 
он имеет краевую ориентацию, то такое движение возможно только за счёт поро-
ждения (или, наоборот, подвода извне) вакансий (рис. 47, б).  
 

2.2.5. Механика дислокаций. Энергия дислокации 

 1. Сила, действующая на дислокацию. Пусть на краевую дислокацию AB дей-
ствует касательное напряжение τ, и пусть дислокация переместилась на расстоя-
ние Δx в положение A′B′ (рис. 48). Значит, на участке ABB′A′ площадью L·Δx про-
шёл дополнительный сдвиг верхней части кристалла относительно нижней на 
вектор b

r
. На этот же вектор переместится точка приложения усилия τ·LΔx, дейст-

вующего по площадке ABB′A′. При этом источник напряжения совершит работу  
A L x bΔ = τ Δ ⋅ , (35)

С другой стороны, эту же работу можно найти иначе. Обозначим через f силу, 
действующую на единицу длины дислокации со стороны напряжения τ. Полная 
сила на всю линию равна f·L, а путь дислокации Δx. Поэтому работа 

A fL xΔ = ⋅ Δ . (36)
Приравняв эти выражения, можно найти силу на единицу длины дислокации: 

f b= τ ⋅ . (37)
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Рис. 48. Перемещение краевой дисло-
кации AB под воздействием касатель-
ного напряжения τ 

 
 2. Напряжения вокруг дислокации. Вокруг дислокации возникают упругие на-
пряжения. Расчёт их довольно сложен, поэтому мы приведём лишь окончатель-
ные результаты. Напомним, что запись τxy обозначает касательное напряжение, 
действующее по площадке, перпендикулярной оси x (то есть в плоскости yOz), в 
направлении оси y, а σx — нормальное напряжение, действующее вдоль оси x. 
 Напряжения можно записывать либо в декартовых координатах x, y, z, либо в 
цилиндрических r (радиус-вектор), θ (угол поворота), z — так, как удобнее в дан-
ной задаче. Формулы перехода очевидны (ср. рис. 49):  

cosx r= θ ; siny r= θ ; (38а)
2 2r x y= + ; tg y

x
θ = . (38б)
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Рис. 49. Напряжения, возникающие вокруг винтовой (а) и краевой (б) дислокации 
 
 
 Винтовая дислокация. Направим ось z вдоль вектора Бюргерса и линии дисло-
кации (рис. 49, а). Вокруг дислокации возникают только касательные напряжения: 

2 2

sin
2 2zx xz
Gb y Gb

x y r
θ

τ = τ = − ⋅ = − ⋅
π + π

; 

2 2

cos
2 2zy yz
Gb x Gb

x y r
θ

τ = τ = + ⋅ = + ⋅
π + π

; 

0xy yx x y zτ = τ =σ =σ =σ = . 

⎫
⎪
⎪⎪
⎬
⎪
⎪
⎪⎭

(39)

Эти напряжения «закручивают» кристалл вокруг линии дислокации (см. рис. 49, 
а), поэтому вместо двух формул для τzx и τzy можно записать одну, более простую: 

1
2z
Gb

rθτ = ⋅
π

. (40)

 Краевая дислокация. Направим ось z вдоль линии дислокации, а ось x — вдоль 
вектора Бюргерса дислокации (рис. 49, б). Тогда плоскость xOz будет её плоско-
стью скольжения. Напряжения равны: 

2 2 2

2 2 2

(3 ) sin (2cos 1)
2 (1 ) 2 (1 )( )x

y x yGb Gb
rx y

+ θ θ+
σ =− ⋅ = − ⋅

π −ν π −ν+
; 

2 2

2 2 2

( ) sin cos2
2 (1 ) 2 (1 )( )y

y x yGb Gb
rx y

− θ θ
σ =+ ⋅ =+ ⋅

π −ν π −ν+
; 

2 2

sin( )
(1 ) (1 )z x y

yGb Gb
rx y

ν ν θ
σ =ν σ +σ =− ⋅ =− ⋅

π −ν π −ν+
; 

2 2

2 2 2

( ) cos cos2
2 (1 ) 2 (1 )( )xy yx

x x yGb Gb
rx y

− θ θ
τ = τ =+ ⋅ =+ ⋅

π −ν π −ν+
; 

0xz zx yz zyτ = τ = τ = τ = . 

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎭

(41)
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В отличие от винтовой, краевая дислокация создаёт вокруг себя нормальные на-
пряжения, то есть растяжение и сжатие. В формулах (39)…(41) G — это модуль 
сдвига, а ν — коэффициент Пуассона.  
 В соответствии с (39)…(41), напряжения, а значит, и деформации при прибли-
жении к оси дислокации увеличиваются обратно пропорционально расстоянию. 
На расстоянии порядка 3b от оси дислокации деформации становятся настолько 
велики, что закон Гука перестаёт выполняться, и формулы (39)…(41) оказывают-
ся неприменимы (см. задачу 92). Эта область называется ядром дислокации.  
 3. Энергия дислокации. Дислокация, как и любой другой дефект, повышает 
энергию кристалла. Связанная с дислокацией энергия в основном сосредоточена в 
поле упругих напряжений и может быть найдена путём интегрирования этих на-
пряжений (39) или (41) по объёму. Например, при образовании винтовой дисло-
кации производится сдвиг на вектор b

r
 в плоскости xOz в направлении оси z. Если 

длина дислокации L, то совершаемая при этом против напряжения τyz работа  

ядра ядра

2

ядра0 0 0 0

ln
2 4

L R b L R b

yz
r r

Gb Gb L RA W dzdx db dzdxdb
x r

= = τ ⋅ = = ⋅
π π∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , (42)

где rядра — радиус ядра дислокации, а размер области интегрирования R имеет 
смысл среднего расстояния до соседних дислокаций. На любую единичную пло-
щадку выходит ρ дислокаций (ρ — плотность дислокаций), поэтому средняя пло-
щадь на одну дислокацию равна 1 ρ , а среднее расстояние между ними 1R ≈ ρ . 
Если энергию единицы длины дислокации обозначить U, то полная энергия дис-

локации W UL= , и 
2

ядра

ln
4

Gb RU
r

= ⋅
π

. При типичных значениях 7
ядра 3 10r b −≈ ≈  см и 

41 10R −≈ ρ ≈  см получим 20,55U Gb≈ . Поэтому обычно принимают  
21

2
U Gb= . (43)

 4. Сила натяжения дислокационной линии. Дислокация, подобно упругой ни-
ти, обладает натяжением: при увеличении длины дислокации увеличивается и её 
упругая энергия W, что вызывает появление возвращающей силы 

21
2

dWT Gb
dL

= = , (44)

которая и представляет собой силу натяжения. Сила натяжения всегда действует 
вдоль дислокационной линии и стремится придать ей прямолинейную форму.  
 Найдём теперь напряжение, необходимое для изгиба дислокационной линии 
между двумя точками, закреплёнными какими-либо препятствиями — например, 
посторонними частицами. Под влиянием силы от внешнего напряжения τb, дейст-
вующей на каждый единичный элемент длины dl, дислокация будет прогибаться 
между частицами (рис. 50). Рассмотрим равновесие изогнутого бесконечно мало-
го элемента дислокационной линии rΔθ, имеющего радиус кривизны r (рис. 51). 
На элемент действует сила 1F b r= τ ⋅ Δθ  со стороны внешнего напряжения  
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Рис. 50. Изгиб движущейся дислока-
ционной линии между частицами 

Рис. 51. К расчёту радиуса кри-
визны дислокационной линии 

 
 
и силы натяжения T. Спроектируем силы на вертикальную ось и учтём, что в ус-

ловиях равновесия сумма проекций равна нулю; тогда 1 2 sin 2
2 2

F T TΔθ Δθ
= ≈ . От-

сюда следуют выражения 

2
T Gb
br r

τ = = ; 
2

T Gbr
b

= =
τ τ

, (45)

связывающие τ и r. Первое определяет напряжение, необходимое для изгиба до 
радиуса кривизны r, второе — радиус r при данном уровне τ.  
 

2.2.6. Взаимодействие дислокаций. Дислокационные реакции 

 При встрече дислокации взаимодействуют друг с другом. Так, две параллель-
ные дислокации с противоположными векторами Бюргерса ( 1 2b b=−

r r
), скользящие 

в одной плоскости, аннигилируют — см. раздел 2.2.3. Сумма векторов Бюргерса 
всегда сохраняется неизменной. При аннигиляции 1 2 1 1( ) 0b b b b+ = + − =

r r r r
, а при 

встрече двух одинаковых дислокаций должна была бы образоваться дислокация с 
удвоенным вектором Бюргерса (рис. 52). Однако поскольку энергия дислокации, 
согласно (43), пропорциональна b2, то такая дислокационная реакция привела бы 
к росту энергии кристалла: энергия двух дислокаций b

r
 равна 2( / 2) 2G b⋅ , а энер-

гия дислокации 2b
r

 равна 2( / 2) 4G b⋅ . Поэтому такая реакция невозможна — на-
оборот, если каким-либо образом возникла дислокация 2b

r
, то энергетически вы-

годным будет её разделение на две дислокации b
r

. Именно поэтому полные дис-
локации в кристаллах всегда имеют минимально возможные векторы Бюргерса 
(равные межатомному расстоянию).  
 Из сказанного следует, что при реакции между дислокациями всегда соблю-
даются два правила: 
 — (векторная) сумма векторов Бюргерса в ходе реакции не изменяется; 
 — сумма квадратов модулей векторов Бюргерса не должна увеличиваться 
(критерий Франка). 
 Примеры подобных реакций можно найти в разделе 2.2.9.  
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 Непараллельные дислокации могут пересекать друг друга при движении. Рас-
смотрим несколько примеров таких пересечений.  
 1. Перпендикулярные краевые дислокации при пересечении могут образовы-
вать друг на друге пороги. Высота порога на первой дислокации равна вектору 
Бюргерса второй дислокации (рис. 53, а). Поскольку порог увеличивает длину 
дислокации на b2, то он увеличивает и её энергию на величину 2

1 2( / 2)G b b⋅ .  
 2. Если векторы Бюргерса перпендикулярных краевых дислокаций параллель-
ны, то порог не возникает, а вместо этого на дислокациях образуются перегибы — 
«выступы» в плоскости скольжения (рис. 53, б). Такие перегибы — как бы «язы- 
 
 

bb 2b

Рис. 52. Взаимодействие 
двух одинаковых парал-
лельных дислокаций  
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Рис. 53. Пересечение перпендикулярных дислокаций:  
а и б — краевых, в — винтовых 
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ки», выбрасываемые вперёд, — краевая дислокация образует при своём движении 
и в отсутствие пересечений.  
 3. Перпендикулярные винтовые дислокации при пересечении также образуют 
друг на друге пороги (рис. 53, в). Но эти пороги имеют краевую ориентацию и по-
этому не могут скользить вместе с дислокацией, требуя подвода вакансий или по-
рождая их при движении (см. раздел 2.2.4). 
 4. При пересечении перпендикулярных краевой и винтовой дислокаций на 
первой образуется порог, а на второй — перегиб.  
 Дислокации взаимодействуют друг с другом не только при непосредственном 
столкновении, но и на расстоянии — за счёт своих упругих полей. Пусть, напри-
мер, две параллельные краевые дислокации скользят в одной плоскости (рис. 54). 
Согласно формуле (41), дислокация 1b

r
 создаёт в месте нахождения дислокации 2b

r
 

напряжение 1
1 2 2 (1 )yx

Gb
x→τ =

π −ν ⋅
, действующее в общей плоскости скольжения 

дислокаций в направлении их векторов Бюргерса. Это напряжение создаёт на 

единицу длины второй дислокации силу 1 2
1 2 1 2 2 2 (1 )yx

Gb b
f b

x→ →= τ =
π −ν ⋅

. Сила поло-

жительна, то есть одноимённые дислокации отталкиваются друг от друга — и тем 
сильнее, чем ближе находятся ( 1 2 ~1f x→ ). Дислокации же противоположных зна-

ков ( 1b
r

 и 2b−
r

) притягиваются, так как в этом случае 1 2
1 2 2 (1 )

Gb b
f

x→ =−
π −ν ⋅

. 

 Несколько сложнее оказывается взаимодействие краевых дислокаций, сколь-
зящих в параллельных плоскостях (рис. 55). Пусть расстояние между плоскостями 
скольжения равно h. Радиус-вектор любой точки, находящейся в плоскости 
скольжения второй дислокации ( y h= ), равен sinr h= θ . Поэтому согласно фор-

муле (41) напряжение 1 1
1 2

sin cos cos2 sin 4
2 (1 ) 8 (1 )yx

Gb Gb
h h→

θ θ θ θ
τ = ⋅ = ⋅

π − ν π − ν
, а сила 

1 2
1 2 sin 4

8 (1 )
Gb b

f
h→ = ⋅ θ

π − ν
.  
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x
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0
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 Рис. 54. Упругое взаимодействие двух па-
раллельных краевых дислокаций в одной 
плоскости скольжения 
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Рис. 55. Упругое взаимодействие двух краевых дислокаций  

в параллельных плоскостях скольжения 
 
 
 
 Если вторая дислокация будет двигаться из +∞ в –∞, то по мере её движения 
угол θ будет увеличиваться от 0 до 180°. Сила f1→2 при этом будет меняться по 
кривой, изображённой на рис. 55. Пока вторая дислокация находится в области 
x h> , где 45θ< ° , сила будет положительной, то есть направленной вправо — 
дислокации отталкиваются. В области h x h− < <  дислокации будут притягиваться, 
а при x h< −  вновь будет наблюдаться отталкивание. Максимальная сила взаимо-

действия равна 1 2
max 8 (1 )

Gb b
f

h
=

π − ν
, поэтому для того, чтобы вторая дислокация 

смогла пройти над первой из +∞ в –∞ (или наоборот), к ней надо приложить на-

пряжение max 1
max

2 8 (1 )
f Gb
b h

τ = =
π − ν

. 

 Позиция 0x = , когда вторая дислокация расположена точно над первой, явля-
ется положением устойчивого равновесия: здесь 1 2 0f → = , а при удалении влево 
или вправо возникает сила, стремящаяся вернуть дислокацию назад. Положения 
же x h=  и x h= −  — положения неустойчивого равновесия; хотя в этих точках 

1 2 0f → = , но при смещении из них влево или вправо возникающая сила стремится 
либо «вытолкнуть» дислокацию на +∞ или –∞, либо притянуть её в точку 0x = .  
 Подобное часто наблюдается при нагреве деформированных металлов (про-
цесс полигонизации): дислокации одного знака выстраиваются друг над другом, 
образуя дислокационные стенки. Каждая такая стенка представляет собой мало-
угловую границу (см. раздел 2.3).  
 Ясно, что для параллельных краевых дислокаций противоположных знаков 
сменятся на противоположные и знаки силы f1→2. Тогда позиция 0x =  станет по-
ложением неустойчивого, а x h= ±  — устойчивого равновесия.  
 Аналогично можно показать, что винтовые дислокации одного знака отталки-
ваются друг от друга, а противоположных знаков — притягиваются. Параллель-
ные краевая и винтовая, а также две перпендикулярные краевые или винтовые 
дислокации не взаимодействуют, так как не создают касательных напряжений в 
направлении векторов Бюргерса друг друга.  
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2.2.7. Возникновение и размножение дислокаций 

 Откуда же берутся дислокации в кристаллах? Причина их образования связана 
с неравновесностью процесса кристаллизации, точнее, с существованием гради-
ента температур на фронте кристаллизации. В отсутствие такого градиента был 
бы невозможен отвод тепла в окружающую среду и охлаждение жидкого металла 
до температуры затвердевания. Рассмотрим эту ситуацию подробнее. 
 Будем считать, что ось z направлена по нормали к фронту кристаллизации. Ос-
тальные оси x и y расположены параллельно фронту (рис. 56). 
 Температура жидкого и твёрдого металла уменьшается в направлении –z, и 
каждый следующий слой имеет более высокую температуру, чем предшествую-
щий, а следовательно, благодаря тепловому расширению имеет бо́льшие меж-
атомные промежутки (см. рис. 56). Это приводит к появлению пропусков, обры-
вов вертикальных атомных плоскостей. При охлаждении до комнатной темпера-
туры межатомные расстояния выравниваются, однако обрывы плоскостей устра-
нить невозможно. Именно так появляются дислокации.  
 Рассчитаем количество образовавшихся дислокаций. Выделим участок площа-
дью dx·dz. Найдём число межатомных промежутков на отрезке dx вверху и внизу: 

(0)
(0)
dxN

b
= ; ( )

( )
dxN dz

b dz
− =

−
. (46)

Межатомное расстояние b изменяется по закону теплового расширения: 

( ) (0) 1 Tb dz b dz
z

∂⎛ ⎞− = ⋅ − α ⋅⎜ ⎟∂⎝ ⎠
, (47)
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Рис. 56. Схема образования краевых дислокаций в ходе кристаллизации.  
Уменьшение межатомных расстояний обусловлено тепловым сжатием 
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где α — коэффициент термического расширения. Число возникших дислокаций 
dNд равно разности чисел промежутков на верхней и нижней границе площадки: 

д
1( ) (0) 1

(0) 1 ( ) (0)
dx dx dz TdN N dz N

b T z dz b z
⎛ ⎞ ⋅ ∂

= − − = − ≈ ⋅α⎜ ⎟− α ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
. (48)

 Плотность дислокаций ρ можно определить как число дислокационных линий, 
пересекающих площадку в 1 см2. В рассматриваемом случае 

дdN T
dx dz b z

α ∂
ρ = = ⋅

⋅ ∂
; (49)

таким образом, плотность образовавшихся дислокаций определяется градиентом 
температуры на фронте кристаллизации и коэффициентом теплового расширения. 
 Для металлов типичны значения α ~ 10–5 К–1, b ~ 10–8 см. Градиент температуры 
зависит от условий охлаждения, но обычно лежит в диапазоне 102…103 К/см. Зна-
чит, плотность дислокаций в отливках имеет порядок ρ ~ 105…106 см–2. 
 Из уравнения (49), казалось бы, вытекает возможность получать бездислока-
ционные кристаллы путём кристаллизации при очень малых градиентах темпера-
туры ( 0T z∂ ∂ → ). Однако осуществить это не удаётся — кристаллизация при 
столь малых T z∂ ∂  потребует чрезвычайно большого времени. Однако получить 
металлический кристалл, полностью лишённый дислокаций, всё же можно. При 
разложении газообразных соединений по реакциям типа  

FeCl2 + H2 = Fe + 2HCl; 
Fe(CO)5 = Fe + 5CO 

при повышенных температурах металл может выделяться в виде тончайших ните-
видных кристаллов диаметром 1…10 мкм, называемых металлическими «усами». 
Такие усы часто не содержат ни одной дислокации, и их прочность близка к тео-
ретической (см. раздел 2.2.2) — например, усы железа достигают прочности 
13·103 МПа. Правда, при дальнейшем росте усы начинают утолщаться, в них воз-
никают дислокации, и прочность их резко падает.  
 В ходе пластической деформации дислокации должны «пробежать» через всю 
плоскость скольжения и выйти на поверхность, создав ступеньку скольжения. То-
гда, казалось бы, вскоре все дислокации, образовавшиеся при кристаллизации, 
должны выйти из кристалла. Но в действительности плотность дислокаций в кри-
сталле при пластической деформации не уменьшается, а наоборот, существенно 
возрастает. Один из возможных способов размножения дислокаций был предло-
жен Франком и Ридом.  
 Рассмотрим участок дислокации AB, имеющий краевую ориентацию и способ-
ный перемещаться, концы которого закреплены — например, пересечением с дру-
гими дислокациями, лежащими вне плоскости чертежа (рис. 57, а). Под действием 
касательных напряжений исходный прямолинейный сегмент AB прогибается (рис. 
57, б) до радиуса кривизны r1, связанного с τ выражением (45). Рост напряжения 
будет вызывать уменьшение радиуса, но только до того момента, когда сегмент 
изогнётся в полуокружность (рис. 57, в). Дальнейшее плавное изменение формы 
(рис. 57, г–е) связано с появлением участков меньшей кривизны, и поэтому  
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Рис. 57. Работа источника Франка – Рида 

 
 
не требует роста τ. В конце концов элементы формирующейся петли встретятся 
«сзади» источника (рис. 57, е). При этом они имеют одинаковую ориентацию 
(винтовую на рис. 57, е), но противоположный знак (вектор Бюргерса и направле-
ние обхода по-разному направлены друг относительно друга в левой и правой 
части петли). Поэтому при встрече эти участки дислокации аннигилируют, петля 
отделяется от сегмента AB, а тот возвращается в исходное положение. Цикл по-
вторяется, и источник генерирует вторую, третью и т.д. петлю. Количество дис-
локаций, создаваемых одним источником, может достигать нескольких десятков. 
Если длина сегмента AB равна 2l, то, как следует из (45), критическое напряжение 
старта источника Франка – Рида, соответствующее изгибу до полуокружности,  

s 2
Gb

l
τ = . (50)

 

 
2.2.8. Взаимодействие дислокаций с точечными дефектами 

 Среднее для трёх нормальных напряжений σx, σy и σz называют гидростатиче-
ским давлением p. Для краевой дислокации, в соответствии с (41), оно равно 

2 2

1 1 sin
3 3 1 3 1

x y z Gb y Gbp
rx y

σ +σ +σ +ν + ν θ
= − = − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅

π − ν π −ν+
. (51)

Знак «минус» появляется потому, что напряжение считается положительным при 
растяжении, а давление — при сжатии. Если в образце произойдёт дилатация, то 
есть изменение объёма ΔV, то гидростатическое давление совершит работу  

A W p VΔ = = Δ , (52)
где W — энергия взаимодействия дислокации и области дилатации.  
 Атом примеси в твёрдом растворе также вызывает дилатацию, и поэтому 
взаимодействует с дислокациями. Согласно (51), энергия взаимодействия 

sinW
r
θ

= ±β , (53)
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где коэффициент β зависит от упругих констант и атомных радиусов примеси и 
растворителя. Знак «+» соответствует случаю, когда растворённые атомы растя-
гивают решётку (увеличивают её объём), а знак «–» случаю, когда они решётку 
сжимают. Вакансии также вызывают сжатие решётки, и поэтому притягиваются к 
дислокациям, вызывая их переползание (см. раздел 2.2.4). Наиболее сильное рас-
тяжение решётки вызывают атомы, образующие растворы внедрения-— для них 
величины ΔV и энергии взаимодействия W на один-два порядка больше, чем для 
атомов замещения.  
 Если при данной температуре атомы внедрения достаточно подвижны, они бу-
дут стремиться в позиции с минимальной энергией (θ→270°, r→b), то есть распо-
ложиться непосредственно под экстраплоскостью, где решётка наиболее растяну-
та. Скопление растворённых атомов у линии дислокации называется атмосферой 
Коттрелла. Отметим, что около винтовых дислокаций атмосферы не образуются, 
так как отсутствует гидростатическое давление (см. формулы (39)). 
 Атомам внедрения удобно размещаться непосредственно под экстраплоско-
стью, в зоне ядра, где они образуют фактически одноатомную цепочку, но про-
цесс их накопления на этом не останавливается — постепенно они заполняют и 
более далёкие от ядра октаэдрические поры (рис. 58). Процессы диффузии при-
месных атомов к дислокациям должны завершиться установлением равновесного 
распределения атомов в поле дислокации. Равновесная атомная доля примеси в 
пространстве непосредственно под экстраплоскостью (θ = 270°, r = b) составляет  

1 expx x
bkT
β⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, (54)

где x — исходная концентрация раствора, k — постоянная Больцмана, а T — тем-
пература. Показатель экспоненты положителен, поэтому при понижении темпера-
туры она неограниченно нарастает. Очевидно, что существует такая температура, 
при которой доля примесных атомов x1 = 1, то есть наступает насыщение: 

к ln
T

kb x
β

= − . (55)

Ниже этой температуры под экстраплоскостью дислокации возникает упомянутая 
сплошная цепочка растворённых атомов, например, углерода. Конкретная вели-
чина температуры зависит от концентрации примесей. Оценки для раствора угле-
рода в α-железе дают при x = 0,0012 (0,025 мас. %) температуру конденсации 
Tк ≈ 620 К = 347°C; при уменьшении концентрации углерода она понижается.  
 Если вокруг дислокаций имеются атмосферы примесных атомов, то при по-
пытке внешнего напряжения сместить дислокации возникнет сила притяжения 
дислокаций к атмосферам, препятствующая смещению. Когда внешняя сила пре-
высит эту силу притяжения, дислокация «оторвётся» от атмосферы и получит 
возможность свободного движения по кристаллу. Соответствующее напряжение 

в
тσ  называется верхним пределом текучести. Отрыв дислокаций от атмосфер, 

приводящий к резкому увеличению плотности подвижных дислокаций, вызывает 
спад напряжения и появление на диаграмме растяжения зуба текучести (рис. 59).  
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 Рис. 58. Атмосфера Коттрелла около 
краевой дислокации. Чёрные точки — 
атомы внедрения 

 Рис. 59. Кривые деформации железа 
(а) и низкоуглеродистой стали (б). 
1 — после деформационного старения; 
2 — без деформационного старения 

 
 
 Зуб текучести проявляется тем слабее, чем меньше в сплаве концентрация рас-
творённых атомов азота и углерода. Зуб текучести можно устранить, если проде-
формировать образец со степенью, превышающей «длину» площадки (рис. 59, б), 
«оторвав» дислокации от атмосфер. Однако если теперь выдержать образец около 
часа при 250°C (термическое старение) или несколько недель при комнатной тем-
пературе (деформационное старение), то при повторном нагружении зуб текуче-
сти вновь появится, так как атомы внедрения опять продиффундируют к дислока-
циям и осядут на них, образовав атмосферы Коттрелла.  
 

2.2.9. Дислокации в решётках металлов (ГЦК, ГПУ, ОЦК) 

 Металлам несвойственна простая кубическая решётка, на примере которой 
рассматривалась геометрия дислокаций, — для них наиболее типичны структуры 
ГЦК, ГПУ и ОЦК, строение которых подробно разобрано выше в разделе 1.6.  
 Дислокации в решётке ГЦК. Для металлов с ГЦК-решёткой плоскостями 
скольжения являются плотноупакованные плоскости {111}, а направлениями 
скольжения <110>. Пусть сдвиг происходит между плоскостями (111), в которых 
атомы уложены в позиции A и B соответственно (рис. 60). Смещение атомов в 
этой плоскости из одной позиции B в другую позицию B происходит на величину 
вектора Бюргерса 1

2 [110]b a=
r

. Оборванной атомной плоскостью здесь является 
плоскость (110) , перпендикулярная плоскости (111). Край этой атомной полу-
плоскости, совпадающий с направлением [112] , должен был бы являться линией 
краевой дислокации. Однако, чтобы атомы можно было перемещать из одной в 
другую ближайшую позицию B, необходимо удалить не одну, а две соседние по- 
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Рис. 60. Полная краевая дислокация 1
2 [110]a  в ГЦК-решётке 

 
луплоскости (110) , как это обозначено линиями n и m на рис. 60. Таким образом, 
краевая дислокация в решётке ГЦК образована не одной, а двумя вертикальными 
экстраплоскостями. Расположение атомов в вертикальных плоскостях (110)  оди-
наково, но соседние плоскости (n и m) смещены друг относительно друга.  
 Движение такой единичной краевой дислокации 1

2 [110]a  должно было бы за-
ключаться в том, что две экстраплоскости «перехватывали» бы недостающие им 
половинки у двух вертикальных плоскостей, расположенных справа, и, следова-
тельно, обе полуплоскости смещались бы вправо, оставаясь соседями (рис. 61, а). 
При этом укладка атомов не нарушается, так как соединяются n с n и m с m. 
 Однако переместить атом в соседнюю позицию B можно не только сразу, но и 
в две стадии: сначала из B в C, а затем снова в B (рис. 62); при этом атом как бы 
«перекатывается» по ложбинкам между атомами нижнего слоя. Это означает за-
мену полной дислокации с вектором Бюргерса 1b

r
 на две частичные дислокации с 

векторами 2b
r

 и 3b
r

. Частичными они называются потому, что их вектор Бюргер-
са — нетрансляционный. Запишем реакцию расщепления полной дислокации 
(рис. 62, а): 

1 1 1
2 6 6[110] [211] [121]a a a= + . (56)

Проверим запись, исходя из того, что сумма индексов образующихся частичных 
дислокаций должна быть равна индексам исходной полной дислокации: 

1 1 1
2 6 6( 1) ( 2) ( 1)a a a− = − + − ; 

1 1 1
2 6 6(1) (1) (2)a a a= + ; 

1 1 1
2 6 6(0) (1) ( 1)a a a= + − . 

(57)
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Реакция возможна, лишь если она приводит к уменьшению энергии системы. Со-
гласно формуле (43), энергия дислокации пропорциональна квадрату модуля её 
вектора Бюргерса. Поэтому определим модули векторов и возведём их в квадрат: 

2 2 21 1
1 4 22b a a= ⋅ = ; 

2 2 2 2 21 1 1
2 3 36 36 36 6b b a a a+ = ⋅ + ⋅ = . 

(58)
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Рис. 62. Разложение вектора сдвига 1
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Получаем, что 2 2 2
1 2 3b b b> +  и, следовательно, расщепление полной дислокации 

1
2 110a < >  на две частичные 1

6 211a < > , называемые дислокациями Шокли, энер-
гетически выгодно. Все три дислокации (b1, b2 и b3) лежат в плоскости (111) вдоль 
направления [112̄], но векторы Бюргерса частичных дислокаций направлены под 
углом не 90°, а 60° к линии дислокации (дислокации смешанные) и не являются 
трансляционными, то есть не соединяют два идентичных узла решётки. 
 Легко показать, что частичные дислокации взаимно отталкиваются. Найдём 
краевую и винтовую компоненты частичных дислокаций, для чего рассчитаем 
проекции их векторов Бюргерса на оси x и y (рис. 63): 

1
кр 6 6 cos30 2 4b a a= ⋅ ° = ; 1

в 6 6 sin 30 6 12b a a= ⋅ ° = . (59)
Винтовые компоненты частичных дислокаций имеют различный знак и взаимно 
притягиваются, а краевые компоненты — одинаковый знак и взаимно отталкива-
ются. Результирующая сила их упругого взаимодействия (ср. раздел 2.2.6): 

2 2 2
кр в

упр
1 1 2 1

2 (1 ) 2 48 1
Gb Gb Gaf

x x x
+ ν

= ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅
π − ν π π − ν

. (60)

Она имеет характер отталкивания, так как вектор Бюргерса краевых компонент 
значительно больше, чем винтовых. Поэтому вертикальные полуплоскости уда-
ляются друг от друга: происходит расщепление полной дислокации на две час-
тичные дислокации Шокли (рис. 61, б).  
 Движение частичной дислокации b2 вправо будет переводить атомы из пози-
ций B в позиции C, из C в A, а из A в B (рис. 62, б). При движении дислокации b3 
смещение атомов будет происходить в противоположном направлении. Таким об-
разом, между расходящимися частичными дислокациями все атомы вместо пози-
ции B занимают позицию C, вместо C — A, и т.д. (рис. 64). Это означает, что все 
плоскости (110) между двумя частичными дислокациями изменили свой тип из n  
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Рис. 63. Краевые и винтовые компоненты частичных дислокаций в ГЦК-решётке 
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 Рис. 64. Нарушение укладки атомов в плоскости (110)  в результате сдвига ато-
мов B на вектор частичной дислокации 1

6 [112]b a=
r

. а — вектор Бюргерса частич-
ной дислокации 1

6 [112]b a=
r

; б — расположение атомов до сдвига; в — расположе-
ние атомов после сдвига (образовался дефект упаковки со структурой ГПУ) 
 
 
в m и обратно (см. рис. 61, б). Возникшее нарушение укладки атомов называется 
дефектом упаковки (ДУ). При движении расщеплённой дислокации головная час-
тичная дислокация создаёт ДУ, а хвостовая устраняет его. Когда обе они пройдут 
через весь кристалл, произойдёт сдвиг на вектор Бюргерса полной дислокации. 
 Дефект упаковки в решётке ГЦК представляет собой тонкий слой (как бы пла-
стинку), имеющий структуру ГПУ. Как видно из рис. 64, в результате сдвига пра-
вильная укладка слоёв ABCABC нарушилась и получилась укладка ABCACABC. 
Последовательность слоёв ACA характерна именно для ГПУ-решётки. Толщина 
ДУ составляет всего лишь несколько межатомных слоёв, тогда как его размеры в 
плоскости скольжения (111) могут быть значительными, то есть ДУ — это дву-
мерный (плоский) дефект. Поэтому энергию ДУ обычно рассчитывают на едини-
цу площади (в мДж/м2). Её значения для некоторых металлов приведены в табл. 3.  
 
 

Таблица 3 
Энергия дефекта упаковки γДУ некоторых металлов (при комнатной температуре) 

Металл γДУ,  
мДж/м2 Металл γДУ,  

мДж/м2 Металл γДУ,  
мДж/м2

Алюминий (ГЦК) 135 γ-железо (ГЦК) 70 α-титан (ГПУ) 150 
Никель (ГЦК) 125 Свинец (ГЦК) 50 α-кобальт (ГПУ) 27 
Медь (ГЦК) 41 Иридий (ГЦК) 30 α-железо (ОЦК) 140 
Серебро (ГЦК) 16 Цинк, кадмий (ГПУ) 181 
Золото (ГЦК) 32 Магний (ГПУ) 129 

Хром, молибден, 
вольфрам (ОЦК) >300 
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 Поскольку дефект упаковки обладает поверхностной энергией γДУ, то при по-
пытке двух частичных дислокаций единичной длины разойтись на расстояние x 
энергия дефекта упаковки увеличится на γДУ·x. Кристалл будет сопротивляться 
увеличению энергии, так что возникнет сила (химической природы) 

ДУ
хим ДУ

( )d x
f

dx
γ

= − = −γ , которая будет стремиться уничтожить дефект упаковки, 

то есть стягивать частичные дислокации друг к другу. Эта сила, в отличие от fупр, 
не зависит от расстояния x. Равновесие двух сил, направленных противоположно, 
будет достигнуто при ДУx x= , где  

2
1

ДУ
ДУ

2
24 1

Gbx + ν
= ⋅

πγ − ν
. (61)

 Объяснить конечную ширину расщепления можно и иначе. На образование 
ДУ затрачивается энергия, поэтому частичные дислокации могут удаляться друг 
от друга до тех пор, пока энергия, выделяемая благодаря реакции расщепления 

1 2 3b b b→ +
r r r

, не будет израсходована на образование ДУ.  
 Возьмём в качестве примера сплавы меди, где G ≈ 48 ГПа; b1 ≈ 2,5·10–10 м; 
ν ≈ 0,35, и рассчитаем ширину расщепления с помощью выражения (61): при γДУ = 
= 100; 10; 1 мДж/м2 соответственно xДУ = 1,41; 14,1; 141 нм (5,63b1; 56,3b1; 563b1). 
Мы видим, что когда энергия дефекта упаковки в медных сплавах превосходит 
100 мДж/м2, ширина расщепления соизмерима с размером ядра дислокации — ре-
ально расщепления нет. При γДУ порядка 1 мДж/м2 и менее ширина расщепления 
велика и надёжно фиксируется при наблюдении в электронном микроскопе.  
 Аналогично расщепляется и винтовая дислокация. Допустим, что линия вин-
товой дислокации расположена вдоль оси x. Тогда ориентация векторов Бюргерса 
полной и частичных дислокаций будет такой же, как для исходно краевой (см. 
рис. 63), но 1 1

кр 6 126 sin 30 6b a a= ° = , а 1 1
в 6 46 cos 30 2b a a= ° = . Отталкивание 

более мощных винтовых компонент частичных дислокаций превысит притяжение 
разноимённых краевых компонент, и результирующая сила взаимного отталкива-

ния 
22 2
крв 1

упр
1 1 2 3 1

2 2 (1 ) 24 1
GbGb Gbf

x x x
− ν

= ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅
π π − ν π − ν

 обусловит расщепление винтовой 

дислокации. Равновесная ширина расщеплённой винтовой дислокации равна 
2
1

ДУ
ДУ

2 3
24 1

Gbx − ν
= ⋅

πγ − ν
; (62)

она примерно вдвое меньше, чем для краевой. 
 Назовём ещё два вида характерных дислокаций в ГЦК-решётке. При взаимо-
действии двух частичных дислокаций Шокли, скользящих в разных плоскостях:  

1 1 1
(111)6 6 6(11 1)[2 11] [121] [110]a a a+ = , (63)

образуется дислокация Ломера – Коттрелла (рис. 65). Линия [1̄10] и вектор Бюр-
герса 1

6 [110]a  этой частичной дислокации взаимно перпендикулярны и лежат в 
плоскости (001), не являющейся плоскостью скольжения; следовательно, эта 
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краевая дислокация двигаться не может. Так как она связана с двумя другими 
хвостовыми частичными дислокациями дефектом упаковки, то и они теряют спо-
собность перемещаться. Такое устойчивое образование препятствует движению 
других дислокаций и поэтому называется барьером Ломера – Коттрелла.  
 Избыточные вакансии могут стекать не только на границы зёрен и краевые 
дислокации, но и объединяться в вакансионные диски. Такой диск фактически 
представляет собой удалённый участок плотноупакованной плоскости {111}. По-
следовательность чередования плоскостей оказывается нарушенной: ABCACABC, 
и возникает дефект упаковки вычитания (рис. 66). Границей между этим ДУ и 
совершенным кристаллом является частичная дислокация Франка с нетрансляци- 
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 Рис. 65. Образование барьера Ломера – Коттрелла при взаимодействии двух 
расщеплённых дислокаций в пересекающихся плоскостях скольжения. а — дви-
жение расщеплённых дислокаций навстречу друг другу; б — головные частичные 
дислокации Шокли образовали новую дислокацию с вектором Бюргерса 1
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 Рис. 66. Частичная дислокация Франка — чертёж в плоскости (110) . а — ва-
кансионный диск в плоскости (111); б — захлопывание вакансионного диска и 
образование дефекта упаковки вычитания, ограниченного частичной дислокацией 
Франка 1
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онным вектором Бюргерса 1
3 111b a= < >

r
, равным 1 3 расстояния между плотно-

упакованными плоскостями. Дислокация Франка — краевая. Как и дислокация 
Ломера – Коттрелла, она неспособна к скольжению, так как её вектор Бюргерса не 
лежит в плоскости скольжения {111} — такие дислокации называются сидячими. 
Обратным по отношению к ДУ вычитания является дефект упаковки внедре-
ния — «вставленный» в кристалл участок плотноупакованной плоскости. Для не-
го характерно чередование слоёв типа ABCACBCABC, то есть этот дефект упаков-
ки — двойной. ДУ внедрения также ограничен частичной дислокацией Франка. 
 Между различными частичными дислокациями возможны разнообразные ре-
акции: например, при взаимодействии частичных дислокаций Франка и Шокли 
может образоваться полная подвижная дислокация по реакции типа 

1 1 1
3 6 2[111] [112] [110]a a a+ = . (64)

 Дислокации в решётке ГПУ. ГПУ-решётка, как и ГЦК, состоит из последова-
тельности плотноупакованных слоёв ABABAB (см. раздел 1.6.1), поэтому дисло-
кации в обеих решётках имеют много общих черт. Плоскостями скольжения в 
ГПУ-решётке, помимо плотноупакованных плоскостей базиса {0001}, могут яв-
ляться плоскости {101̄0}, {101̄1} и {112̄2}.  
 Как и в ГЦК, полные базисные дислокации с векторами Бюргерса b

r
= 1

3 <2̄110> 
могут расщепляться на две частичные дислокации Шокли, например: 

1 1 1
3 3 3[2110] [1010] [1100]= + . (65)

Между дислокациями Шокли в плоскости базиса появляется дефект упаковки с 
чередованием слоёв ABABABCACACA. Его равновесная ширина может быть опре-
делена по уже известным нам формулам (61) или (62). Как видим, дефект упаков-
ки в ГЦК-решётке имеет структуру ГПУ, а в ГПУ-решётке — наоборот, структуру 
ГЦК. В реальных плотноупакованных структурах вследствие расщепления пол-
ных дислокаций всегда образуются ДУ, и кристаллы представляют собой как бы 
«слоёный пирог», состоящий из прослоек ГЦК- и ГПУ-решёток. В ГПУ-металлах 
могут также образовываться и другие типы дислокаций; некоторые подробности 
можно найти, например, в пособии [3].  
 Дислокации в решётке ОЦК. Наименьший трансляционный вектор в ОЦК-
решётке соединяет атомы, расположенные в вершине и центре куба, поэтому ос-
новным вектором Бюргерса единичной дислокации является 1

2 111a < > . Направ-
ление <111> лежит в двух наиболее плотно упакованных в ОЦК-решётке плоско-
стях {110} и {112}, которые и могут являться плоскостями скольжения.  
 Между дислокациями, лежащими в пересекающихся плоскостях, например в 
плоскостях (101)  и (101), возможна реакция типа 

1 1
(101) (001)2 2(101)[111] [111] [100]a a a+ = . (66)

Дислокации а<100> часто наблюдаются в ОЦК-металлах.  
 Расщепление полных дислокаций 1

2 111a < >  на частичные с образованием де-
фекта упаковки в ОЦК происходит более сложным образом, чем в плотноупако-
ванных структурах. Энергия ДУ во всех ОЦК-металлах довольно высока (см. 
табл. 3), и в реальности расщепление обычно почти ненаблюдаемо.  
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2.3. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ДЕФЕКТЫ 

 С одним видом поверхностных (двумерных, то есть атомно-тонких в одном 
направлении) дефектов мы уже знакомы — это дефекты упаковки. Другие важные 
поверхностные дефекты — это границы зёрен (субзёрен) и двойников. 
 Взаимную ориентировку решёток по обе стороны от границы можно описать, 
задав угол поворота какого-либо кристаллографического направления (рис. 67, а). 
Если при этом ось вращения лежит в плоскости границы, то такую границу назы-
вают границей наклона, а если ось вращения перпендикулярна ей — то границей 
кручения (рис. 67, б, в). При произвольной ориентации оси вращения граница яв-
ляется смешанной и содержит элементы и наклона, и кручения.  
 Границы с углом разориентировки θ <∼ 10° относят к малоугловым, с большей 
разориентировкой — к большеугловым. Малоугловую границу можно представить 
в виде системы дислокаций — краевых для границы наклона (рис. 68) и винтовых 
для границы кручения. Расстояние между этими дислокациями h и угол разориен-
тировки θ связаны соотношением b hθ= , где b — вектор Бюргерса дислокаций.  
 
 
 
а) θ

Зерно 1 Зерно 2  

б) в)

Рис. 67. Разориентировка решёток: а — плоская схема  
(θ — угол разориентировки); б — граница наклона; в — граница кручения 

 
 

 

 Рис. 68. Малоугловая граница 
наклона, образованная системой 
краевых дислокаций 
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 Если мысленно продолжить решётку одного из зёрен в другое зерно, то часть 
узлов обеих решёток может совпасть друг с другом. В таком случае границу меж-
ду этими двумя зёрнами называют специальной или регулярной. Специальные 
границы характеризуют обратной долей совпадающих узлов Σ; например, если 
совпадает один узел из девяти, то границу обозначают Σ9.  
 Своеобразным видом специальных границ являются границы двойников: ре-
шётки по обе стороны от такой границы являются зеркальным отражением друг 
друга. Например, в решётке ГЦК двойникование обычно происходит по плоско-
сти {111} — рис. 69. В ОЦК типично двойникование по {112}, в ГПУ по {101̄2}.  
 Важным элементом строения границ являются зернограничные дислокации. 
Они бывают собственными, неотъемлемо присущими самой границе, и несобст-
венными — внесёнными в границу из тела зерна. Сетка собственных зерногра-
ничные дислокаций нужна для компенсации отклонения реальной ориентировки 
границы от специальной — так же, как обычные решёточные дислокации компен-
сируют разориентировку на малоугловой границе (см. выше рис. 68). Собствен-
ные дислокации не могут покидать границу, так как их вектор Бюргерса отлича-
ется от дислокаций решётки. Несобственные же дислокации могут входить и вы-
ходить из границы. Таким образом, границы зёрен служат источниками и стоками 
не только вакансий, но и дислокаций.  
 Типичные размеры зёрен в металлах составляют 10…100 мкм. Однако в по-
следнее время научились получать так называемые нанокристаллические мате-
риалы с размером зёрен 10…100 нм. Для этого используют сверхбыструю закалку 
из расплава, интенсивную пластическую деформацию, отжиг аморфного состоя-
ния, прессование порошков. Границы зёрен в нанокристаллических материалах 
имеют специфическое строение. Они насыщены внесёнными дислокациями и 
другими дефектами, поэтому толщина границы составляет 2…10 нм (против 2…3 
межатомных расстояний, то есть не более 1 нм, в обычных металлах). Фактически 
можно говорить, что границы зёрен составляют особую «зернограничную фазу», 
объёмная доля которой может достигать 10…50%. 
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 Рис. 69. Схема расположения 
атомов в двойнике (111) в ГЦК-
решётке. Граница двойника имеет 
тип Σ3 — совпадает положение 
каждого третьего узла 
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ЧАСТЬ  I I I .  ЗАДАЧИ  

 Данные, необходимые для решения задач, можно найти в приложениях. 
 

1. Индексы Миллера 

 1. Нарисуйте три произвольных направления и запишите их индексы. 
 2. Нарисуйте шесть произвольных направлений и запишите их индексы. 
 3. Нарисуйте направление: 
 1) [11̄1]; 7) [11̄0]; 13) [1̄20]; 19) [121]; 25) [101̄]; 31) [2̄01̄]; 37) [111̄]; 
 2) [21̄0]; 8) [210]; 14) [211̄]; 20) [1̄11]; 26) [112]; 32) [111]; 38) [11̄2]; 
 3) [101]; 9) [221̄]; 15) [011]; 21) [102̄]; 27) [01̄2]; 33) [12̄1]; 39) [012]; 
 4) [21̄1]; 10) [2̄1̄0]; 16) [12̄2]; 22) [221]; 28) [212]; 34) [1̄2̄2]; 40) [211]; 
 5) [2̄21̄]; 11) [122]; 17) [102]; 23) [201̄]; 29) [011̄]; 35) [021̄]; 41) [110]; 
 6) [012̄]; 12) [2̄01]; 18) [2̄1̄2]; 24) [2̄12]; 30) [121̄]; 36) [1̄12]; 42) [12̄0]. 
 4. Нарисуйте направление …, проходящее через узел …: 
 1) [1̄1̄1], [[110]]; 7) [120], [[00 1

2 ]]; 13) [1̄2̄1̄], [[ 1
2 1 1

2 ]]; 19) [011], [[ 1
2

1
2 0]]; 

 2) [1̄01], [[1 1
2 0]]; 8) [2̄21̄], [[101]]; 14) [1̄21], [[ 1

2 00]]; 20) [1̄02̄], [[1 1
2 1]]; 

 3) [010], [[ 1
2 0 1

2 ]]; 9) [212̄], [[001]]; 15) [1̄1̄2̄], [[111]]; 21) [1̄10], [[10 1
2 ]]; 

 4) [21̄0], [[011]]; 10) [012̄], [[ 1
2

1
2 1]]; 16) [1̄01], [[100]]; 22) [11̄1], [[0 1

2 0]]; 
 5) [01̄0], [[ 1

2 11]]; 11) [12̄0], [[010]]; 17) [102̄], [[0 1
2 1]]; 23) [11̄1], [[01 1

2 ]]; 
 6) [2̄2̄1], [[11 1

2 ]]; 12) [1̄2̄1], [[ 1
2 10]]; 18) [01̄1̄], [[ 1

2 1 1
2 ]]; 24) [011̄], [[ 1

2 01]]. 
 5. Определите индексы направления.  
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 6. В кубическом кристалле нарисуйте вектор и найдите его длину (модуль):  
 1) 1

2 a[211];   4) 1
2 a[1̄01];   7) 1

2 a[111];   10) 1
2 a[102̄];   13) 1

2 a[011]; 
 2) 1

2 a[101];   5) 1
3 a[121];   8) 1

2 a[01̄1];   11) 1
3 a[101̄];   14) 1

2 a[1̄11]; 
 3) 1

3 a[112̄];   6) 1
3 a[110];   9) 1

3 a[1̄10];   12) 1
2 a[1̄12];  15) 1

2 a[1̄21̄]. 
 7. Нарисуйте три произвольные плоскости и определите их индексы. 
 8. Нарисуйте шесть произвольных плоскостей и определите их индексы. 
 9. Нарисуйте три произвольные плоскости, проходящие через начало коорди-
нат, и определите их индексы. 
 10. Нарисуйте плоскости: 
 1) (001);  11) (11̄2);  21) (11̄1);  31) (22̄1);  41) (011̄);  51) (102̄); 
 2) (101);  12) (11̄0);  22) (100);  32) (02̄1);  42) (111);  52) (021̄); 
 3) (21̄0);  13) (102);  23) (1̄01);  33) (121);  43) (221̄);  53) (122̄); 
 4) (1̄12);  14) (110);  24) (112̄);  34) (11̄0);  44) (210);  54) (221); 
 5) (01̄1);  15) (2̄10);  25) (211̄);  35) (1̄11);  45) (1̄01);  55) (1̄02); 
 6) (01̄2);  16) (012̄);  26) (201̄);  36) (111̄);  46) (012);  56) (112); 
 7) (21̄2);  17) (011);  27) (101̄);  37) (212̄);  47) (2̄01);  57) (212); 
 8) (010);  18) (1̄10);  28) (201);  38) (121̄);  48) (120);  58) (011̄); 
 9) (2̄11);  19) (021);  29) (1̄20);  39) (211);  49) (101̄);  59) (1̄21); 
 10) (11̄1);  20) (21̄1);  30) (12̄1);  40) (1̄10);  50) (12̄0);  60) (111̄). 
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 11. Нарисуйте:  
 1) плоскость (102), проходящую через узел [[001]]; 
 2) плоскость (11̄0), проходящую через узел [[110]]; 
 3) плоскость (112̄), проходящую через узел [[101]]; 
 4) плоскость (201̄), проходящую через узел [[111]]; 
 5) плоскость (121̄), проходящую через узел [[100]]; 
 6) плоскость (111̄), проходящую через узел [[11 1

2 ]]; 
 7) плоскость (110), проходящую через узел [[0 1

2 0]]; 
 8) плоскость (201), проходящую через узел [[ 1

2 01]]; 
 9) плоскость (112), проходящую через узел [[ 1

2
1
2

1
2 ]]; 

 10) плоскость (101̄), проходящую через узел [[ 1
2

1
2 0]]; 

 11) плоскость (111), проходящую через узел [[011]]; 
 12) плоскость (11̄1), проходящую через узел [[ 1

2 00]]. 
 12. Определите индексы плоскости. 
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2. Основные формулы кристаллографии для кубических кристаллов 

 13. Определите, лежит ли направление в плоскости, и подтвердите рисунком:  
 1) [11̄1] в (101);   4) [012] в (221̄);   7) [221] в (110);   10) [2̄01] в (122); 
 2) [110] в (111̄);   5) [101̄] в (1̄11);   8) [111] в (2̄01);   11) [1̄01] в (121); 
 3) [121] в (11̄1);   6) [123] в (111̄);   9) [22̄1] в (1̄01);   12) [312] в (1̄11). 
 14. Найдите индексы двух любых направлений, лежащих в плоскости:  
 1) (11̄0);   7) (112);   13) (11̄1);   19) (12̄1);   25) (1̄10); 
 2) (2̄01);   8) (012);   14) (112̄);   20) (211̄);   26) (102); 
 3) (111);   9) (011);   15) (01̄1);   21) (1̄01);   27) (21̄1); 
 4) (12̄0);   10) (01̄2);  16) (11̄2);   22) (100);   28) (1̄21); 
 5) (110);   11) (010);  17) (101̄);   23) (111̄);   29) (011̄); 
 6) (001);   12) (101);  18) (1̄02);   24) (121̄);   30) (1̄11).  
 15. Найдите угол между направлениями:  
 1) [001] и [1̄01];   6) [121̄] и [011̄];   11) [21̄1] и [112]; 16) [111] и [11̄1];  
 2) [101] и [22̄1];   7) [11̄1] и [101];   12) [111] и [12̄0]; 17) [123] и [01̄1];  
 3) [1̄22] и [011̄];   8) [101] и [011];  13) [11̄0] и [010]; 18) [101] и [112];  
 4) [011] и [01̄1];   9) [021] и [112];  14) [010] и [21̄2]; 19) [11̄0] и [2̄11];  
 5) [12̄1] и [2̄11];   10) [11̄0] и [101];  15) [311] и [010]; 20) [011] и [11̄2]. 
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 16. Перечислите все плоскости, входящие в семейство:  
 1) {100};    4) {112};    7) {203};    10) {223};   13) {225}; 
 2) {110};    5) {113};    8) {102};    11) {123};   14) {557}; 
 3) {111};    6) {122};    9) {103};    12) {331};   15) {259}. 
 17. Найдите направление, по которому пересекаются плоскости:  
 1) (111) и (121);   4) (112) и (112̄);   7) (021) и (011̄);   10) (011) и (102); 
 2) (100) и (1̄10);   5) (1̄02) и (101);   8) (211) и (011);   11) (102) и (120); 
 3) (122) и (101);   6) (103) и (11̄1);   9) (21̄1) и (1̄21);   12) (012) и (021). 
 18. Найдите индексы плоскости, проходящей через направления:  
 1) [110] и [101];   7) [11̄1] и [121];   13) [110] и [100];  19) [011] и [101̄];  
 2) [112] и [101̄];   8) [111] и [1̄11];   14) [110] и [11̄1];  20) [1̄12] и [1̄11];  
 3) [111] и [211];   9) [110] и [1̄10];   15) [112] и [112̄];  21) [011] и [11̄0]; 
 4) [111] и [1̄01];   10) [101̄] и [11̄0]; 16) [122̄] и [101̄];  22) [1̄21] и [101];  
 5) [211̄] и [011];   11) [121] и [110]; 17) [1̄21] и [111];  23) [111] и [101]; 
 6) [101] и [101̄];   12) [131] и [101]; 18) [011̄] и [101̄];  24) [100] и [110]. 
 19. Перечислите все плоскости семейства {…}, входящие в зону […]. 
 1) {111}, [011];   4) {123}, [111];  7) {011}, [001];  10) {211}, [11̄1]; 
 2) {111}, [11̄0];  5) {112}, [1̄11];  8) {221}, [011̄];  11) {123}, [1̄11]; 
 3) {110}, [111];  6) {112}, [111];  9) {011}, [111̄];  12) {012}, [010]. 
 20. Какие направления семейства <…> лежат в плоскости (…)? 
 1) <102>, (001);   4) <122>, (01̄1);  7) <111>, (1̄10);  10) <210>, (100); 
 2) <211>, (111̄);  5) <110>, (1̄11);  8) <101>, (11̄1);  11) <123>, (11̄1); 
 3) <111>, (101);  6) <321>, (111̄);  9) <101>, (100);  12) <112>, (111̄). 
 21. Найдите по два направления, лежащих в каждой плоскости из задачи 7. 
 22. Найдите по два направления, лежащих в каждой плоскости из задачи 9. 
 23. Найдите по одному направлению, лежащему в каждой плоскости из задачи 7. 
 24. Найдите по одному направлению, лежащему в каждой плоскости из задачи 9. 
 25. Найдите по одному направлению, лежащему в каждой плоскости из задачи 8. 
 26. Найдите по две плоскости, в которых лежит каждое направление из задачи 1. 
 27. Найдите по одной плоскости, в которой лежит каждое направление из задачи 2. 
 28. Найдите по одной плоскости, в которой лежит каждое направление из задачи 1. 
 29. Найдите угол между каждой парой направлений из задачи 1. 
 30. Найдите углы между тремя любыми парами направлений из задачи 2. 
 31. Найдите углы между шестью любыми парами направлений из задачи 2. 
 32. Найдите угол между каждой парой плоскостей из задачи 7. 
 33. Найдите угол между каждой парой плоскостей из задачи 9. 
 34. Найдите углы между тремя любыми парами плоскостей из задачи 8. 
 35. Найдите углы между шестью любыми парами плоскостей из задачи 8. 
 36. Найдите углы между шестью любыми парами направлений из задачи 2. 
 37. Найдите направление пересечения каждой пары плоскостей из задачи 7. 
 38. Найдите направление пересечения каждой пары плоскостей из задачи 9. 
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 39. Найдите направления, по которым пересекаются три любые пары плоско-
стей из задачи 8. 
 40. Найдите направления, по которым пересекаются шесть любых пар плоско-
стей из задачи 8. 
 41. Найдите плоскость, проходящую через каждую пару направлений из задачи 1.  
 42. Найдите индексы плоскостей, проходящих через три любые пары направ-
лений из задачи 2.  
 43. Найдите индексы плоскостей, проходящих через шесть любых пар направ-
лений из задачи 2.  
 

3. Кристаллические структуры 

 44. Для следующих кристаллических веществ: 
 а) нарисуйте элементарную ячейку; 
 б) определите сингонию и тип решётки Бравэ; 
 в) запишите базис и найдите число атомов в элементарной ячейке; 
 г) найдите число ближайших соседей и расстояние до них.  
 Вещества (в скобках указан структурный тип): 
 1) NaCl;      9) протактиний;     17) FeO (тип NaCl); 
 2) ZnS — сфалерит;   10) индий;      18) Ni3Al (тип Cu3Au); 
 3) ZnS — вюрцит;   11) лёд H2O;      19) MoC (тип WC); 
 4) CaF2;      12) TiC (тип NaCl);    20) TiN (тип NaCl); 
 5) сверхструктура CuAu; 13) серое олово (тип алмаза); 21) VC (тип NaCl); 
 6) сверхструктура Cu3Au; 14) ThO2 (тип CaF2);   22) VN (тип NaCl); 
 7) алмаз;      15) кремний (тип алмаза);  23) медь (ГЦК); 
 8) WC;      16) AlN (тип вюрцита);  24) магний (ГПУ). 
 Структурные типы: 
 а) ОЦК, ГЦК, ГПУ — см. раздел 1.6; 
 б) сверхструктуры CuAu и Cu3Au — см. раздел 1.8; 
 в) NaCl, сфалерит, вюрцит, алмаз, лёд — см. раздел 1.9; 
 г) индий: атомы занимают все вершины и центры граней тетрагональной ячей-
ки с соотношением осей / 1,521c a = ; 
 д) протактиний: атомы занимают все вершины и центр тетрагональной ячейки 
с соотношением осей / 0,825c a = ; 
 е) WC: решётка ГПУ, в которой все слои типа A образованы атомами вольф-
рама, а все слои типа B — атомами углерода; 
 ж) CaF2 (флюорит) — ионы кальция занимают узлы ГЦК-решётки, а ионы 
фтора — все её тетраэдрические поры. 

 Пример: у β-латуни CuZn (тип CsCl, см. с. 26) решётка Бравэ примитивная ку-
бическая; базис 000 (Cu), 1

2
1
2

1
2  (Zn), то есть в элементарной ячейке 2 атома;  

число ближайших соседей «чужого» сорта 8, расстояние до них 3 2 0,866a a≈ ; 
число ближайших соседей «своего» сорта 6, расстояние до них a. 
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 45. Подсчитайте, какой процент металлов периодической системы имеют каж-
дую из решёток ОЦК, ГЦК, ГПУ: а) при комнатной температуре; б) при темпера-
туре плавления. Сколько процентов металлов полиморфны? (См. приложение 7.) 
 46. Найдите плотность двух любых металлов (с решётками ОЦК и ГЦК) по 
значениям параметра решётки. Сравните с табличными значениями плотности. 
 47. Найдите плотность двух любых металлов с решёткой ГПУ по значениям 
параметров решётки c и a. Сравните с табличными значениями плотности. 
 48. Рассчитайте плотность металла (при комнатной температуре) по парамет-
рам его кристаллической решётки и сравните с табличным значением: 

1) стронций; 
2) алюминий; 
3) никель; 
4) медь; 
5) иридий; 
6) калий; 
7) магний; 

8) литий; 
9) цинк; 
10) свинец; 
11) европий; 
12) натрий; 
13) цирконий; 
14) кадмий; 

15) ниобий; 
16) молибден; 
17) палладий; 
18) серебро; 
19) тантал; 
20) цезий; 
21) золото; 

22) кальций; 
23) хром; 
24) титан; 
25) рубидий; 
26) платина; 
27) рений; 
28) торий. 

29) железо; 
30) ванадий; 
31) вольфрам; 
32) кобальт; 
33) барий; 
34) осмий; 
35) таллий. 

 49. Рассчитайте атомный радиус металла (при комнатной температуре) по па-
раметрам его кристаллической решётки:  

1) стронций; 
2) алюминий; 
3) никель; 
4) медь; 
5) иридий; 
6) калий; 
7) магний; 

8) литий; 
9) цинк; 
10) свинец; 
11) европий; 
12) натрий; 
13) цирконий; 
14) кадмий; 

15) ниобий; 
16) молибден; 
17) палладий; 
18) серебро; 
19) тантал; 
20) цезий; 
21) золото; 

22) кальций; 
23) хром; 
24) титан; 
25) рубидий; 
26) платина; 
27) рений; 
28) торий. 

29) железо; 
30) ванадий; 
31) вольфрам; 
32) кобальт; 
33) барий; 
34) осмий; 
35) таллий. 

 50. Определите количество первых и вторых ближайших соседей в ОЦК-
решётке (поясните рисунком). Найдите расстояния до этих соседей. 
 51. Определите количество первых и вторых ближайших соседей в ГЦК-
решётке (поясните рисунком). Найдите расстояния до этих соседей. 
 52. Покажите, что: 
 1) коэффициент компактности упаковки для ГЦК-решётки равен 0,740; 
 2) коэффициент компактности упаковки для ОЦК-решётки равен 0,680; 
 3) радиус октаэдрических пор в ГЦК-решётке равен 0,414 радиуса атома; 
 4) радиус октаэдрических пор в ОЦК-решётке равен 0,155 радиуса атома; 
 5) радиус тетраэдрических пор в ГЦК-решётке равен 0,225 радиуса атома; 
 6) радиус тетраэдрических пор в ОЦК-решётке равен 0,291 радиуса атома.  
 53. Нарисуйте центры всех октапор в элементарной ячейке ГЦК-решётки. По-
кажите, что число октапор равно числу атомов. 
 54. Нарисуйте центры всех октапор в элементарной ячейке ОЦК-решётки, указав 
их тип (x, y или z). Покажите, что число октапор каждого типа равно числу атомов. 
 55. Нарисуйте центры всех тетрапор в элементарной ячейке ГЦК-решётки. По-
кажите, что число тетрапор вдвое больше числа атомов.  
 56. Нарисуйте центры всех тетрапор в элементарной ячейке ОЦК-решётки. 
Покажите, что число тетрапор в шесть раз больше числа атомов. 



 78

 57. Покажите, что при идеально плотной упаковке атомов соотношение осей  
c и a ГПУ-решётки должно составлять 1, 633=c a .  
 58. Рассчитайте соотношение c a  для всех ГПУ-металлов (исключая ланта-
ноиды и актиноиды) и расположите их в ряд в порядке возрастания c a .  
 59. В структуре ГЦК последовательность чередования плотноупакованных 
слоёв ABC, а последовательность их сдвигов друг относительно друга «+++ » (см. 
рис. 15, е). В структуре ГПУ последовательность слоёв AB, а сдвигов слоёв 
«+− +− » (см. рис. 16, г). Сделайте аналогичный рисунок и определите последо-
вательность сдвигов слоёв для:  
 а) четырёхслойной «двойной ГПУ» структуры с чередованием слоёв ABCB;  
 б) семислойной структуры 7R с чередованием слоёв ABCABCB; 
 в) девятислойной структуры 9R с чередованием слоёв ABCBCACAB.  
 60. Определите электронную концентрацию и структурный тип электронного 
соединения (см. раздел 1.8): 
 1) AgCd;  
 2) Ag5Cd8; 
 3) AgCd3;  
 4) AlCu3;  
 5) Au9Al4; 
 6) AuZn3;  

7) Cu3Ge;  
8) Au5Zn8; 
9) AuMg;  
10) Cu3Si;  
11) Cu31Si8;  
12) Ag13Sb3; 

13) Cd3Li;  
14) Au5Cd8; 
15) AgZn;  
16) CuCd3; 
17) Cu9In4;  
18) AuZn; 

19) Ag3Sn;  
20) Ag5Zn8; 
21) Au5Al3;  
22) CuBe;  
23) Cu3Ga;  
24) Ag5Hg8; 

25) AgZn3;  
26) Ag5In3; 
27) Cu3In; 
28) Ag5Al3;  
29) Na31Pb8; 
30) Cu5Hg8; 

31) AgMg;  
32) Au3Sn; 
33) Cu5Cd8; 
34) CoAl*;  
35) FeZn7*; 
36) Cd21Ni5*.

 * Валентность железа, кобальта, никеля принимайте равной нулю.  
 61. Воспользовавшись данными приложения 4, покажите, что: 
 1) соединение NaCl не может иметь решётку CsCl; 
 2) соединение ZnS не может иметь решётки NaCl и CsCl. 
 (Помните, что в кристаллах с ионной связью ионы одного знака не могут ка-
саться друг друга из-за кулоновского отталкивания.) 
 62. Покажите, что коэффициент компактности упаковки для структуры алмаза 
составляет 0,34. 
 

4. Вакансии и междоузельные атомы 

 63. Рассчитайте равновесную долю вакансий при температурах –196°C; +20°C; 
1

пл2 T ; 2
пл3 T ; пл0,9T ; Tпл (по абсолютной шкале). Постройте график зависимости до-

ли вакансий от температуры для: 
 1) алюминия;  4) золота;   7) кадмия;   10) серебра; 
 2) ниобия;   5) ванадия;  8) платины;   11) палладия; 
 3) никеля;   6) цинка;   9) молибдена;  12) свинца. 
 64. Постройте график зависимости энергии образования вакансии в 10…20 
различных металлах от их температуры плавления. Объясните (качественно), по-
чему эти две величины связаны таким образом.  
 65. Сравните равновесную долю вакансий при температуре плавления в 5…10 
любых металлах. Объясните полученный результат.  
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 66. Резкая закалка меди от температуры плавления уменьшает её плотность на 
0,02%. Оцените энергию образования вакансии и сравните её с табличной.  
 67. Образец металла закалён от температуры плавления до комнатной. Оцени-
те долю избыточных вакансий и их концентрацию (в 1 см3). Металлы: 
 1) висмут;  4) магний;  7) палладий;   10) индий; 
 2) платина;  5) медь;   8) свинец;   11) олово; 
 3) цинк;   6) золото;   9) серебро;   12) никель. 
 68. Образец золота нагревают от 20°C до температуры плавления. При этом 
его объём растёт вследствие как термического расширения, так и роста числа ва-
кансий. Сравните вклады этих двух эффектов. Средний коэффициент термическо-
го расширения золота в интервале температур 20°C…Tпл равен 17·10–6 К–1. 
 69. Образец металла (возьмите любой) с размером зерна 10 мкм закалён от 
температуры 0,95Tпл до комнатной. Оцените среднее смещение границ зёрен в ре-
зультате стока избыточных вакансий, считая, что вакансии стекают только к гра-
ницам. Сравните величину смещения с межатомным расстоянием.  
 70. Для двух любых металлов оцените внешнее давление, которое уменьшит 
равновесную концентрацию вакансий при температуре плавления на порядок. 
 71. Рассчитайте деформацию решётки α- и γ-железа при внедрении в октаэд-
рическую пору междоузельного атома.  
 

5. Твёрдые растворы 

 72. Рассчитайте радиус октаэдрической поры в решётках α- и γ-железа и срав-
ните величину деформации при внедрении в них атома: 
 1) азота (RN = 0,71 Å); 2) углерода (RC = 0,77 Å); 3) кислорода (RO = 0,66 Å). 
 73. Рассчитайте значения параметра размерного несоответствия ε по приве-
дённым ниже параметрам решётки a твёрдых растворов замещения и по атомным 
радиусам (см. приложение 3). Сравните полученные значения. Параметр решётки 
чистого растворителя a0 возьмите из приложения 7. 

Раствор a, Å Раствор a, Å Раствор a, Å 
Cu–1 ат. %Sn 
Cu–1 ат. %Au 
Cu–1 ат. %Zn 

3,6249 
3,6201 
3,6166 

Al–1 ат. %Mg 
Al–1 ат. %Cu 
Al–0,5 ат. %Mn

4,0539 
4,0464 
4,0469 

α-Fe–1 ат. %W 
α-Fe–1 ат. %Ni
α-Fe–1 ат. %Si 

2,8699 
2,8672 
2,8658 

 74. Выразите концентрацию сплава в массовых процентах. 
 1) Al–23 ат. %Li; 10) Fe–17 ат. %C; 19) Ag–40 ат. %Cu; 28) U–12 ат. %V; 
 2) Al–12,2 ат. %Si; 11) Fe–10 ат. %Si; 20) Ag–37 ат. %Hg; 29) U–40 ат. %Ti; 
 3) Al–20 ат. %Bi; 12) Fe–20 ат. %Mo; 21) Au–25 ат. %Cu; 30) Ti–40 ат. %Zr; 
 4) Al–10 ат. %Ca; 13) Fe–33 ат. %Nb; 22) Cu–10 ат. %Si; 31) Ti–30 ат. %Hf; 
 5) Al–15 ат. %Mg; 14) Fe–33 ат. %Ti; 23) Ag–20 ат. %Pt; 32) Ti–10 ат. %Al; 
 6) Mg–40 ат. %Li; 15) Ni–17 ат. %Re; 24) Ag–40 ат. %Au; 33) Ti–10 ат. %Ni; 
 7) Mg–28 ат. %Zn; 16) Fe–41 ат. %W; 25) Au–19 ат. %Si; 34) W–25 ат. %Mo; 
 8) Cu–33 ат. %Mg; 17) Fe–20 ат. %N; 26) Au–30 ат. %Ga; 35) Pb–28 ат. %Sn; 
 9) Cu–23 ат. %Al; 18) Fe–20 ат. %Al; 27) Pd–25 ат. %Au; 36) Ag–10 ат. %Be. 
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 75. Выразите концентрацию сплава в атомных процентах. 
 1) Al–20 мас. %Li; 10) Fe–2,14 мас. %C; 19) Ag–25 мас. %Cu; 28) V–16 мас. %U; 
 2) Al–12,6 мас. %Si; 11) Fe–11 мас. %Si; 20) Ag–25 мас. %Hg; 29) Ti–15 мас. %U; 
 3) Bi–34 мас. %Al; 12) Fe–15 мас. %Mo; 21) Au–20 мас. %Cu; 30) Ti–20 мас. %Zr; 
 4) Al–8 мас. %Ca; 13) Fe–5 мас. %Nb; 22) Cu–15 мас. %Si; 31) Ti–30 мас. %Hf; 
 5) Al–20 мас. %Mg; 14) Ti–17 мас. %Fe; 23) Pt–22 мас. %Ag; 32) Ti–25 мас. %Al; 
 6) Mg–10 мас. %Li; 15) Ni–25 мас. %Re; 24) Au–20 мас. %Ag; 33) Ni–10 мас. %Ti; 
 7) Zn–40 мас. %Mg; 16) Fe–36 мас. %W; 25) Au–10 мас. %Si; 34) Mo–25 мас. %W; 
 8) Mg–31 мас. %Cu; 17) Fe–2,4 мас. %N; 26) Ga–33 мас. %Au; 35) Sn–38 мас. %Pb; 
 9) Al–34 мас. %Cu; 18) Fe–5 мас. %Al; 27) Au–25 мас. %Pd; 36) Fe–10 мас. %P. 
 76. Рассчитайте массовые доли элементов в следующих соединениях: 
 1) δ-фаза оловянных бронз Cu31Sn8;   13) карбид титана TiC; 
 2) карбид вольфрама WC;      14) γ′-фаза Ni3Al; 
 3) θ-фаза алюминиевых сплавов Al2Cu;  15) карбид ванадия VC; 
 4) сульфид марганца MnS;     16) магнетит Fe3O4; 
 5) гематит Fe2O3;        17) карбид хрома Cr23C6; 
 6) карбид ниобия NbC;       18) γ-латунь Cu5Zn8; 
 7) нитрид титана TiN;       19) фаза Лавеса Fe2Mo; 
 8) γ2-фаза алюминиевых бронз Cu9Al4;  20) σ-фаза FeCr; 
 9) γ-фаза бериллиевых бронз CuBe;   21) карбид Хэгга Fe5C2; 
 10) нитрид алюминия AlN;     22) оксид тория ThO2; 
 11) цементит Fe3C;        23) нитрид ванадия VN; 
 12) никелид титана NiTi;      24) карбид хрома Cr7C3. 
 77. Рассчитайте среднее расстояние между атомами примеси в твёрдом рас-
творе. На какое количество элементарных ячеек приходится один атом примеси?  
 1) Al–3 мас. %Li; 19) α-Fe–0,02 мас. %C; 37) Ag–5 мас. %Cu; 55) V–8 мас. %U; 
 2) α-Fe–0,1 мас. %N; 20) α-Fe–3 мас. %Si; 38) Ag–10 мас. %Hg; 56) β-Ti–25 мас. %U; 
 3) δ-Fe–0,1 мас. %C; 21) α-Fe–2 мас. %Mo; 39) Cu–10 мас. %Au; 57) β-Ti–8 мас. %Zr; 
 4) γ-Fe–2 мас. %N; 22) α-Fe–1,2 мас. %Nb; 40) Cu–1 мас. %Si; 58) β-Ti–10 мас. %Hf; 
 5) Al–10 мас. %Mg; 23) β-Ti–2,5 мас. %Fe; 41) Ag–10 мас. %Pt; 59) β-Ti–2 мас. %Al; 
 6) Mg–5 мас. %Li; 24) Ni–10 мас. %Re; 42) Ag–1 мас. %Au; 60) α-Ti–2 мас. %O; 
 7) Mg–6 мас. %Zn; 25) α-Fe–14 мас. %W; 43) V–1 мас. %C; 61) Mo–10 мас. %W; 
 8) Ni–0,6 мас. %C; 26) γ-Fe–2,8 мас. %N; 44) Au–5 мас. %Ga; 62) β-Co–4 мас. %C; 
 9) Cu–5 мас. %Al; 27) α-Fe–3 мас. %Al; 45) Au–5 мас. %Pd; 63) α-Fe–3 мас. %P; 
 

 10) Al–3 ат. %Li; 28) γ-Fe–3 ат. %C; 46) Cu–5 ат. %Ag; 64) V–1 ат. %U; 
 11) γ-Fe–5 ат. %C; 29) α-Fe–5 ат. %Si; 47) Ag–2 ат. %Hg; 65) α-Ti–1 ат. %U; 
 12) γ-Fe–9 ат. %C; 30) α-Fe–2 ат. %Mo; 48) Au–10 ат. %Cu; 66) α-Ti–3 ат. %Zr; 
 13) γ-Fe–1 ат. %N; 31) γ-Fe–1 ат. %Nb; 49) Cu–3 ат. %Si; 67) α-Ti–4 ат. %Hf; 
 14) Al–10 ат. %Mg; 32) α-Fe–10 ат. %Ti; 50) Pt–5 ат. %Ag; 68) α-Ti–8 ат. %Al; 
 15) Mg–3 ат. %Li; 33) V–3 ат. %O; 51) Au–2 ат. %Ag; 69) β-Ti–8 ат. %O; 
 16) Ni–0,32 ат. %P; 34) α-Fe–4 ат. %W; 52) Ta–7 ат. %C; 70) W–6 ат. %Mo; 
 17) Cu–7 ат. %Mg; 35) γ-Fe–5 ат. %N; 53) Au–1 ат. %Ga; 71) Pb–10 ат. %Sn; 
 18) Cu–5 ат. %Al; 36) α-Fe–3 ат. %Al; 54) Au–5 ат. %Pd; 72) Fe–0,56 ат. %P. 
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6. Диффузия 

 78. Оцените частоту перескоков вакансии и атома и коэффициент самодиффу-
зии при комнатной температуре и вблизи температуры плавления: 
 1) в никеле;   4) в кадмии;  7) в алюминии;  10) в железе; 
 2) в молибдене;  5) в литии;  8) в серебре;   11) в ниобии; 
 3) в свинце;   6) в олове;  9) в цинке;   12) в ванадии. 
 79. Оцените среднеквадратическое смещение вакансии и атома за 1 час (в мик-
ронах и в единицах межатомного расстояния) при комнатной температуре и вбли-
зи температуры плавления:  
 1) в золоте;   4) в железе;   7) в магнии;   10) в тантале; 
 2) в хроме;   5) в вольфраме;  8) в платине;   11) в палладии; 
 3) в меди;    6) в свинце;   9) в индии;   12) в литии. 
 80. Сталь с исходной концентрацией углерода C∞ находится в цементационной 
печи с температурой T и углеродным потенциалом C0. Рассчитайте: а) концентра-
цию углерода на глубине h через время τ1; б) спустя какое время эта концентрация 
достигнет C1; в) глубину слоя, где концентрация превышает С1, через время τ2; 
г) во сколько раз больше времени потребуется для получения слоя такой же глу-
бины, если температуру понизить на 100°C? Коэффициент диффузии углерода в 
аустените принимайте равным 30,10exp( 134 10 )D RT= − ⋅  см2/с (где энергия ак-
тивации выражена в Дж/моль).  
 1) T = 920°C; C∞ = 0,12%; C0 = 1,2%; C1 = 0,65%; h = 0,8 мм; τ1 = 8 ч; τ2 = 16 ч; 
 2) T = 920°C; C∞ = 0,12%; C0 = 1,2%; C1 = 0,6%; h = 0,8 мм; τ1 = 6 ч; τ2 = 16 ч; 
 3) T = 920°C; C∞ = 0,2%; C0 = 1,2%; C1 = 0,8%; h = 0,6 мм; τ1 = 6 ч; τ2 = 20 ч; 
 4) T = 930°C; C∞ = 0,2%; C0 = 1,2%; C1 = 0,8%; h = 0,6 мм; τ1 = 6 ч; τ2 = 20 ч; 
 5) T = 930°C; C∞ = 0,15%; C0 = 1,0%; C1 = 0,5%; h = 1 мм; τ1 = 10 ч; τ2 = 18 ч; 
 6) T = 930°C; C∞ = 0,15%; C0 = 1,0%; C1 = 0,7%; h = 0,5 мм; τ1 = 6 ч; τ2 = 16 ч; 
 7) T = 940°C; C∞ = 0,18%; C0 = 0,8%; C1 = 0,5%; h = 0,9 мм; τ1 = 8 ч; τ2 = 20 ч; 
 8) T = 940°C; C∞ = 0,18%; C0 = 0,8%; C1 = 0,5%; h = 0,7 мм; τ1 = 6 ч; τ2 = 15 ч; 
 9) T = 940°C; C∞ = 0,2%; C0 = 1,0%; C1 = 0,6%; h = 0,8 мм; τ1 = 7 ч; τ2 = 16 ч; 
 10) T = 950°C; C∞ = 0,2%; C0 = 1,0%; C1 = 0,6%; h = 0,8 мм; τ1 = 6 ч; τ2 = 14 ч; 
 11) T = 950°C; C∞ = 0,15%; C0 = 0,9%; C1 = 0,6%; h = 0,7 мм; τ1 = 6 ч; τ2 = 18 ч; 
 12) T = 950°C; C∞ = 0,15%; C0 = 0,9%; C1 = 0,5%; h = 0,8 мм; τ1 = 6 ч; τ2 = 12 ч. 
 

7. Кристаллография пластической деформации 

 81. Оцените теоретическую прочность на сдвиг (по Френкелю) и сравните с 
действительным критическим напряжением сдвига τs. Объясните различие.  
 1) железо (τs

 = 22 МПа); 5) бериллий (τs
 = 14 МПа); 9) титан (τs

 = 14 МПа); 
 2) кобальт (τs

 = 6,5 МПа); 6) молибден (τs
 = 73 МПа); 10) цинк (τs

 = 0,3 МПа); 
 3) магний (τs

 = 0,5 МПа); 7) серебро (τs
 = 0,5 МПа); 11) медь (τs

 = 0,5 МПа); 
 4) алюминий (τs

 = 0,8 МПа); 8) ниобий (τs
 = 34 МПа); 12) никель (τs

 = 6 МПа). 
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 82. Перечислите все возможные системы скольжения: 
 1) {111} <11̄0> в ГЦК-решётке;   2) {110} <1̄11> в ОЦК-решётке. 
 83. Найдите фактор Шмида для системы скольжения … в монокристалле ГЦК- 
(ОЦК-) металла, растягиваемом вдоль оси … . При каком нормальном напряже-
нии в поперечном сечении σ начнётся сдвиг по этой системе, если критическое 
напряжение сдвига τs = 20 МПа? 
 1) (111) [11̄0], ГЦК, вдоль [112];  7)(1̄11) [110], ГЦК, вдоль [101̄]; 
 2) (111) [1̄01], ГЦК, вдоль [1̄11];  8) (011) [111̄], ОЦК, вдоль [1̄02]; 
 3) (111̄) [011], ГЦК, вдоль [121];  9) (11̄0) [111], ОЦК, вдоль [01̄1]; 
 4) (11̄1) [110], ГЦК, вдоль [211];  10) (12̄1) [111], ОЦК, вдоль [11̄1]; 
 5) (11̄1) [110], ГЦК, вдоль [212];  11) (211) [1̄11], ОЦК, вдоль [011]; 
 6) (1̄11) [110], ГЦК, вдоль [010];  12) (101) [1̄11], ОЦК, вдоль [112]. 
 84. Монокристалл металла с решёткой … растягивают вдоль оси …. Найдите 
факторы Шмида для всех систем скольжения (для ОЦК-металлов ограничьтесь 
рассмотрением систем {110} <1̄11>). По скольким системам одновременно нач-
нётся скольжение при достижении критического касательного напряжения τs? 
Чему будет равен предел текучести σ0,2, если τs = … МПа? 
 1) ОЦК, [111], 20 МПа; 5) ГЦК, [121], 25 МПа;  9) ОЦК, [100], 30 МПа; 
 2) ГЦК, [101], 25 МПа;  6) ОЦК, [110], 50 МПа; 10) ГЦК, [001], 20 МПа; 
 3) ОЦК, [211], 30 МПа; 7) ГЦК, [112], 25 МПа;  11) ОЦК, [101], 40 МПа; 
 4) ОЦК, [011], 20 МПа; 8) ОЦК, [112], 40 МПа; 12) ГЦК, [110], 40 МПа. 
 

8. Дислокации 

 85. Перечислите все возможные векторы Бюргерса и соответствующие им на-
правления оси полных краевых дислокаций в решётке …, имеющих плоскость 
скольжения …. Для каждого случая сделайте чертёж. В какой плоскости и в каком 
направлении должно действовать касательное напряжение, чтобы эта дислокация 
начала скользить? В каком направлении будет происходить скольжение? 
 1) ГЦК, (111); 
 2) ОЦК, (110); 
 3) ГЦК, (1̄11); 

 4) ОЦК, (101); 
 5) ГЦК, (11̄1); 
 6) ОЦК, (011); 

 7) ГЦК, (111̄); 
 8) ОЦК, (01̄1); 
 9) ГЦК, (1̄1̄1); 

 10) ОЦК, (101̄); 
 11) ГЦК, (1̄11̄); 
 12) ГЦК, (11̄1̄). 

 86. Определите тип дислокации в ГЦК-решётке, если линия этой дислокации 
лежит вдоль направления …, а вектор Бюргерса равен …. Способна ли эта дисло-
кация к скольжению, и если да, то в какой плоскости (плоскостях)?  
 1) [110], 1

6 a [121̄];   8) [121], 1
3 a [11̄1];   15) [21̄1], 1

3 a [111̄]; 
 2) [1̄10], 1

3 a [111];   9) [112], 1
2 a [1̄10];   16) [101], 1

2 a [011̄]; 
 3) [12̄1], 1

2 a [101̄];   10) [101], 1
6 a [101̄];   17) [1̄10], 1

2 a [11̄0]; 
 4) [011], 1

6 a [121];   11) [211̄], 1
2 a [011];   18) [1̄01], 1

6 a [1̄12]; 
 5) [110], 1

6 a [11̄0];   12) [1̄12], 1
6 a [1̄12];   19) [011̄], 1

2 a [101]; 
 6) [110], 1

2 a [01̄1];   13) [11̄2], 1
2 a [110];   20) [110], 1

3 a [1̄11]; 
 7) [01̄1], 1

6 a [11̄2];   14) [011], 1
6 a [01̄1];   21) [011], 1

2 a [1̄01]. 
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 87. Определите тип дислокации в ОЦК-решётке, если линия этой дислокации 
лежит вдоль направления …, а вектор Бюргерса равен …. Способна ли эта дисло-
кация к скольжению, и если да, то в какой плоскости (плоскостях)?  
 1) [121], 1

2 a [11̄1];  5) [21̄1], 1
2 a [1̄11̄];  9) [010], a[100]; 

 2) [1̄10], 1
2 a [111];  6) [001], a[010];   10) [11̄0], 1

2 a [1̄1̄1]; 
 3) [111], 1

2 a [111̄];  7) [110], 1
2 a [1̄11];  11) [111], 1

2 a [11̄1̄]; 
 4) [100], a[001];   8) [1̄11̄], 1

2 a [11̄1];  12) [12̄1], 1
2 a [111]. 

 88. Найдите все возможные плоскости скольжения полных краевых дислока-
ций в решётке …, имеющих вектор Бюргерса …. Для каждого варианта укажите 
направление линии дислокации.  
 1) 1

2 a [110] в ГЦК; 5) 1
2 a [1̄11̄] в ОЦК; 9) 1

2 a [011̄] в ГЦК; 13) 1
2 a [1̄11] в ОЦК; 

 2) 1
2 a [101] в ГЦК; 6) 1

2 a [101̄] в ГЦК; 10) 1
2 a [11̄1] в ОЦК; 14) 1

2 a [01̄1] в ГЦК; 
 3) 1

2 a [011] в ГЦК; 7) 1
2 a [111] в ОЦК; 11) 1

2 a [1̄01] в ГЦК; 15) 1
2 a [111̄] в ОЦК; 

 4) 1
2 a [1̄1̄1] в ОЦК; 8) 1

2 a [1̄10] в ГЦК; 12) 1
2 a [11̄1̄] в ОЦК; 16) 1

2 a [11̄0] в ГЦК. 
 89. Полная винтовая дислокация расположена вдоль направления … кристалла 
с решёткой …. Чему равен её вектор Бюргерса? В какой плоскости и вдоль какого 
направления должно действовать касательное напряжение, которое заставит её 
скользить в плоскости …? В каком направлении будет происходить скольжение?  
 1) [11̄1] в ОЦК, (1̄01);  6) [111̄] в ОЦК, (11̄0);  11) [1̄11̄] в ОЦК, (101̄); 
 2) [111] в ОЦК, (112̄);  7) [11̄0] в ГЦК, (111);  12) [1̄01] в ГЦК, (111); 
 3) [1̄1̄1] в ОЦК, (2̄11̄);  8) [1̄11] в ОЦК, (11̄2);  13) [110] в ГЦК, (11̄1); 
 4) [011] в ГЦК, (11̄1);  9) [11̄1] в ОЦК, (121);  14) [11̄1̄] в ОЦК, (110); 
 5) [101] в ГЦК, (111̄);  10) [101̄] в ГЦК, (11̄1);  15) [011̄] в ГЦК, (1̄11). 
 90. Найдите краевую и винтовую компоненты дислокации в решётке ГЦК, 
имеющей ось … и вектор Бюргерса …. Поясните решение рисунком.  
 1) [110], 1

2 a [101]; 5) [011], 1
2 a [101̄]; 9) [101], 1

2 a [01̄1]; 13) [1̄10], 1
2 a [101]; 

 2) [11̄0], 1
2 a [011̄]; 6) [01̄1], 1

2 a [1̄10]; 10) [011̄], 1
2 a [110]; 14) [101̄], 1

2 a [011̄]; 
 3) [1̄01], 1

2 a [110]; 7) [110], 1
2 a [101̄]; 11) [011], 1

2 a [110]; 15) [101], 1
2 a [11̄0]; 

 4) [11̄0], 1
2 a [011]; 8) [1̄10], 1

2 a [1̄01]; 12) [01̄1], 1
2 a [101]; 16) [101̄], 1

2 a [11̄0]. 
 91. Кристалл пересыщен вакансиями до концентрации nV/N ~ 10–4 и имеет 
плотность дислокаций ρ ~ 108 см–2. Считая все дислокации краевыми, найдите их 
среднее смещение (в микронах и в единицах межатомного расстояния) вследствие 
переползания, если все вакансии стекут к дислокациям. Сравните полученную ве-
личину со средним расстоянием между дислокациями.  
 92. Воспользовавшись формулами (39)…(41) для какой-либо из компонент на-
пряжения, найдите радиус ядра краевой и винтовой дислокации в плоскости 
скольжения, условно считая, что отклонения от закона Гука становятся сущест-
венными при деформации ~5%.  
 93. Найдите среднее расстояние между дислокациями: а) в отожжённом ме-
талле с плотностью дислокаций ρ = 106 см–2; б) в холоднодеформированном ме-
талле с ρ = 1010 см–2. Сравните его с радиусом ядра дислокаций (rядра ~ 3b).  
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 94. Сколько километров дислокаций содержится в 1 см3: а) отожжённого ме-
талла с плотностью дислокаций ρ = 106 см–2; б) холоднодеформированного метал-
ла с ρ = 1010 см–2? Найдите объёмную долю ядер дислокаций в обоих случаях 
(принимая радиус ядра rядра ~ 3b). 
 95. В расчёте на 1 см3 металла сравните: а) энергию дислокаций при их макси-
мально возможной плотности ~1012 см–2; б) энергию вакансий при их максималь-
но возможной равновесной концентрации (вблизи температуры плавления); 
в) энергию межатомной связи (энергию сублимации) εсубл. Расчёт сделайте для: 
 1) серебра (εсубл = 2,60 эВ/атом);   8) алюминия (εсубл = 2,60 эВ/атом); 
 2) никеля (εсубл = 3,83 эВ/атом);   9) свинца (εсубл = 1,85 эВ/атом); 
 3) платины (εсубл = 5,30 эВ/атом);   10) палладия (εсубл = 3,66 эВ/атом); 
 4) ванадия (εсубл = 4,61 эВ/атом);   11) меди (εсубл = 3,13 эВ/атом); 
 5) магния (εсубл = 1,32 эВ/атом);   12) золота (εсубл = 3,43 эВ/атом); 
 6) α-железа (εсубл = 3,63 эВ/атом);   13) ниобия (εсубл = 6,86 эВ/атом); 
 7) цинка (εсубл = 1,20 эВ/атом);   14) кадмия (εсубл = 1,03 эВ/атом). 
 96. Найдите напряжение, необходимое для прохождения полной краевой дис-
локации над параллельной ей закреплённой дислокацией, если расстояние между 
их плоскостями скольжения составляет 10b; 25b; 100b. Расчёт сделайте для: 
 1) α-железа;  4) меди;   7) молибдена; 10) палладия; 13) магния; 
 2) никеля;  5) α-титана;  8) серебра;  11) цинка;  14) свинца; 
 3) вольфрама; 6) алюминия; 9) хрома;   12) ванадия;  15) золота. 
 97. Какое напряжение надо приложить к паре полных краевых дислокаций од-
ного знака, скользящих в одной плоскости, чтобы сблизить их до расстояния 10b; 
25b; 100b? Расчёт сделайте для: 
 1) α-железа;  4) меди;   7) молибдена; 10) палладия; 13) магния; 
 2) никеля;  5) α-титана;  8) серебра;  11) цинка;  14) свинца; 
 3) вольфрама; 6) алюминия; 9) хрома;   12) ванадия;  15) золота. 
 98. Запишите все возможные типы реакций между двумя дислокациями 
1
2 a <110> в ГЦК-решётке и отберите из них энергетически выгодные.  
 99. Запишите все возможные типы реакций между двумя дислокациями 
1
2 a <111> в ОЦК-решётке и отберите из них энергетически выгодные.  
 100. Монокристалл серебра выращивают из расплава. Оцените плотность воз-
никающих в ходе кристаллизации дислокаций, если перепад температуры вблизи 
границы раздела жидкости и твёрдой фазы составляет 10 К/мм. Коэффициент ли-
нейного расширения серебра при температуре плавления равен 28·10–6 К–1.  
 101. Найдите напряжение, под действием которого закреплённый с обоих кон-
цов сегмент дислокации в … длиной … испустит первую дислокационную петлю.  
 1) в меди, 1,5 мкм;  6) в α-железе, 1 мкм;  11) в α-титане, 2 мкм; 
 2) в алюминии, 2 мкм; 7) в ванадии, 0,7 мкм;  12) в цинке, 1 мкм; 
 3) в никеле, 2,5 мкм; 8) в вольфраме, 5 мкм;  13) в α-кобальте, 1,5 мкм; 
 4) в свинце, 1 мкм;  9) в литии, 3 мкм;   14) в α-цирконии, 4 мкм; 
 5) в золоте, 0,5 мкм; 10) в молибдене, 4 мкм; 15) в бериллии, 3 мкм. 
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 102. Запишите реакцию расщепления полной краевой дислокации …, сколь-
зящей в плоскости … в ГЦК-решётке, на частичные дислокации Шокли и пока-
жите, что эта реакция энергетически выгодна.  
 1) 1

2 a [11̄0], (111);   7) 1
2 a [011], (11̄1);   13) 1

2 a [1̄10], (111̄); 
 2) 1

2 a [01̄1], (1̄11);   8) 1
2 a [110], (11̄1);   14) 1

2 a [011], (111̄); 
 3) 1

2 a [1̄01], (111);   9) 1
2 a [101], (111̄);   15) 1

2 a [101̄], (11̄1); 
 4) 1

2 a [1̄10], (111);   10) 1
2 a [101̄], (111);   16) 1

2 a [01̄1], (111); 
 5) 1

2 a [1̄01], (11̄1);   11) 1
2 a [11̄0], (111̄);   17) 1

2 a [101], (1̄11); 
 6) 1

2 a [011̄], (1̄11);   12) 1
2 a [110], (1̄11);   18) 1

2 a [011̄], (111). 
 
 103. В каких плоскостях может винтовая полная дислокация … в ГЦК-
кристалле расщепляться на частичные дислокации Шокли? Запишите реакции 
расщепления в каждой из этих плоскостей. Какого типа будут образующиеся час-
тичные дислокации (краевые, винтовые, смешанные)? Все ли эти реакции будут 
возможны, если полная дислокация краевая?  
 1) 1

2 a [1̄1̄0]; 4) 1
2 a [01̄1̄]; 7) 1

2 a [1̄10]; 10) 1
2 a [011̄]; 

 2) 1
2 a [11̄0]; 5) 1

2 a [1̄01̄]; 8) 1
2 a [110]; 11) 1

2 a [1̄01]; 
 3) 1

2 a [01̄1]; 6) 1
2 a [101̄]; 9) 1

2 a [011]; 12) 1
2 a [101]. 

 
 104. Оцените равновесную ширину расщеплённой краевой дислокации 
1
2 a <110> в следующих металлах и сплавах (энергию дефекта упаковки γДУ см. в 
табл. 3): 
 1) меди; 
 2) серебре; 
 3) золоте; 
 4) иридии; 
 5) никеле; 
 6) свинце; 

7) алюминии; 
8) магнии; 
9) титане; 
10) аустенитной1 нержавеющей стали 08Х18Н10 (γДУ = 12 мДж/м2); 
11) аустенитном сплаве инвар Fe + 36%Ni (γДУ = 30 мДж/м2); 
12) латуни Cu + 30%Zn (γДУ = 15 мДж/м2). 

 
 105. Найдите энергию дефекта упаковки в сплаве на основе …, если средняя 
ширина равновесного расщепления краевых дислокаций в нём составляет x = …. 
 1) сплав меди, x = 50b;     7) аустенитная сталь, x = 120b; 
 2) сплав серебра, x = 60b;    8) сплав золота, x = 80b; 
 3) сплав никеля, x = 25b;    9) сплав алюминия, x = 25b; 
 4) аустенитная сталь, x = 50b;   10) сплав меди, x = 100b; 
 5) сплав золота, x = 30b;    11) сплав серебра, x = 80b; 
 6) сплав алюминия, x = 15b;   12) сплав никеля, x = 40b. 
 
 106. Какую долю составляет энергия дефекта упаковки (имеющего равновес-
ную ширину) от упругой энергии двух ограничивающих его частичных дислока-
ций Шокли в ГЦК-металлах?  
                                           
1 Аустенитом называется твёрдый раствор на основе γ-железа (с ГЦК-решёткой) 
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ПРИЛОЖЕНИЯ  

Приложение 1 
Физические постоянные 

 Постоянная Больцмана k = 1,381·10–23 Дж/К = 8,617·10–5 эВ/К. 
 Число Авогадро NA = 6,022·1023 моль–1. 
 Газовая постоянная R = k·NA = 8,314 Дж/(моль·К) = 1,987 кал/(моль·К). 
 Заряд электрона e = 1,602·10–19 Кл. 
 Постоянная Планка h = 6,626·10–34 Дж·с. 
 Ускорение свободного падения g = 9,807 м/с2. 
 

Приложение 2 
Единицы измерения 

 1 Å = 10–10 м = 10–8 см = 10–4 мкм = 0,1 нм. 
 1 эВ = 1,602·10–19 Дж. 
 1 эрг = 10–7 Дж. 
 1 кал (термохимическая) = 4,184 Дж. 
 1 ГПа = 109 Па = 103 МПа. 
 1 МПа = 106 Па = 1 Н/мм2. 
 1 кг/мм2 = 9,807 МПа ≈ 10 МПа. 
 1 атм = 1,013·105 Па ≈ 0,1 МПа. 
 
 

Приложение 3 
Металлические атомные радиусы элементов, Å 

 

H 0,78 
Li 1,562 
Be 1,128 
B 0,98 
C 0,916 
N 0,88 
O 0,89 
Na 1,911 
Mg 1,602 
Al 1,432 
Si 1,319 
P 1,28 

 

S 1,27 
K 2,376 
Ca 1,974 
Sc 1,641 
Ti 1,462 
V 1,346 
Cr 1,360 
Mn 1,304 
Fe 1,274 
Co 1,252 
Ni 1,246 
Cu 1,278 

 

Zn 1,394
Ga 1,411
Ge 1,369
As 1,39
Se 1,40
Rb 2,546
Sr 2,151
Y 1,801
Zr 1,602
Nb 1,468
Mo 1,400
Tc 1,360

 

Ru 1,339
Rh 1,345
Pd 1,376
Ag 1,445
Cd 1,568
In 1,663
Sn 1,623
Sb 1,59
Te 1,60
Cs 2,731
Ba 2,243
La 1,877

 

Ce 1,715 
Pr 1,828 
Nd 1,821 
Pm 1,810 
Sm 1,802 
Eu 2,042 
Gd 1,802 
Tb 1,782 
Dy 1,773 
Ho 1,766 
Er 1,757 
Tm 1,746 

 

Yb 1,940
Lu 1,734
Hf 1,580
Ta 1,467
W 1,408
Re 1,375
Os 1,353
Ir 1,357
Pt 1,387
Au 1,442
Hg 1,573
Tl 1,716

 

Pb 1,750
Bi 1,70
Po 1,76
Fr 2,80
Ra 2,26
Ac 1,878
Th 1,798
Pa 1,63
U 1,56

Np 1,555
Pu 1,58
Am 1,81

 

 Атомные радиусы приведены для координационного числа 12 (R12). Переход к 
другим координационным числам:  R8 = 0,973·R12;  R6 = 0,96·R12;  R4 = 0,88·R12. 
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Приложение 4 
Ионные радиусы 

Ион R, Å 

Li+ 
Na+ 
K+ 
Rb+ 
Cs+ 
Cu+ 
Ag+ 
Au+  

0,60 
0,95 
1,33 
1,48 
1,69 
0,96 
1,26 
1,37 

Ион R, Å 

Be2+

Mg2+ 
Ca2+

Sr2+ 
Ba2+

Zn2+

Cd2+

Hg2+  

0,31 
0,65 
0,99 
1,13 
1,35 
0,74 
0,97 
1,10 

Ион R, Å 

B3+ 
Al3+

Sc3+

Y3+ 
La3+

Ga3+

In3+ 
Tl3+ 

0,20 
0,50 
0,81 
0,93 
1,15 
0,62 
0,81 
0,95 

Ион R, Å 

C4+ 
Si4+ 
Ti4+ 
Zr4+

Ce4+

Ge4+

Sn4+

Pb4+ 

0,15 
0,41 
0,68 
0,80 
1,01 
0,53 
0,71 
0,84 

 

Ион R, Å 
H– 
F– 
Cl– 
Br– 
I– 

2,08 
1,36 
1,81 
1,95 
2,16 

O2– 
S2– 
Se2– 
Te2–  

1,40 
1,84 
1,98 
2,21 

Ион R, Å 

N3– 
P3– 

As3–

Sb3– 

1,71 
2,12 
2,22 
2,45 

C4– 
Si4– 
Ge4–

Sn4– 

2,60 
2,71 
2,72 
2,94 

 Ионные радиусы приведены для координационного числа 6 (R6). Переход к 
другим КЧ: R12 = 1,12·R6;  R8 = 1,03·R6;  R4 = 0,94·R6.   
 
 
 
 

Приложение 5 
Ковалентные радиусы 

 

Эле-
мент V R, Å 

H 1 0,30 
Li 1 1,225 
Be 2 0,889 
B 3 0,80 
C 4 0,771 
N 3 0,74 
O 2 0,74 
F 1 0,72 

Na 1 1,572 
Mg 2 1,364 
Al 3 1,248 

 

Эле-
мент V R, Å 

Si 4 1,173 
P 3 1,10 
S 2 1,04 
Cl 1 0,994 
K 1 2,025 
Ca 2 1,736 
Sc 3 1,439 
Cu 1 1,352 
Zn 2 1,309 
Ga 3 1,266 
Ge 4 1,223 
As 3 1,21 

 

Эле-
мент V R, Å 

Se 2 1,17 
Br 1 1,142 
Rb 1 2,16 
Sr 2 1,914 
Y 3 1,616 

Ag 1 1,528 
Cd 2 1,485 
In 3 1,442 
Sn 4 1,399 
Sb 3 1,41 
Te 2 1,37 
I 1 1,334 

 

Эле-
мент V R, Å 

Cs 1 2,35 
Ba 2 1,981 
La 3 1,690 
Ce 3,2 1,646 
Au 1 1,520 
Hg 2 1,490 

Tl 3 
1 

1,460 
1,540 

Pb 4 
2 

1,430 
1,540 

Bi 3 1,52 
Po 2 1,53 

 Приведённые в таблице ковалентные радиусы R соответствуют случаю, когда 
координационное число атома Z равно его валентности V.   
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Атомные массы и кристаллические структуры элементов 

  A,  
г/моль 

Решётки и температуры  
фазовых превращений, °C 

Параметры  
решётки, Å 

1 H 1,0079 ГЦК (–272) ГПУ (–259) (–253)  (3,776; 6,162) 
2 He 4,0026 ГПУ (–271) (–269)  (3,470; 5,540) 
3 Li 6,941 9R (–199) ОЦК (181) (1342)  3,5093 
4 Be 9,0122 ГПУ (1270) ОЦК (1289) (2472)  2,2859; 3,5845 
5 B 10,811 ромбоэдрич. (2092) (4002)  10,17; α=65,12° 
6 C 12,011 графита (4492)  2,4612; 6,709 
7 N 14,007 кубич. (–238) гексаг. (–210) (–196)  (4,050; 6,604) 

8 O 15,999 монокл. (–249) ромбоэдрич. (–229)  
кубич. (–219) (–183)  (6,83) 

9 F 18,998 монокл. (–228) кубич. (–220) (–188)  (6,67) 
10 Ne 20,180 ГЦК (–249) (–246)  (4,462) 
11 Na 22,990 ГПУ (–241) ОЦК (98) (883)  4,2906 
12 Mg 24,305 ГПУ (650) (1090)  3,2094; 5,2107 
13 Al 26,982 ГЦК (660) (2520)  4,0496 
14 Si 28,086 алмаза (1414) (3267)  5,4306 
15 P 30,974 кубич. (44) (277)  7,18 
16 S 32,065 ромбич. (96) монокл. (115) (445)  10,464; 12,866; 24,486
17 Cl 35,453 ромбич. (–101) (–34)  (6,24; 4,48; 8,26) 
18 Ar 39,948 ГЦК (–189) (–186)  (5,3109) 
19 K 39,098 ОЦК (64) (759)  5,321 
20 Ca 40,078 ГЦК (443) ОЦК (842) (1484)  5,5884 
21 Sc 44,956 ГПУ (1337) ОЦК (1541) (2831)  3,3088; 5,2680 
22 Ti 47,867 ГПУ (882) ОЦК (1670) (3289)  2,9506; 4,6835 
23 V 50,942 ОЦК (1910) (3409)  3,0240 
24 Cr 51,996 ОЦК (1863) (2672)  2,8848 

25 Mn 54,938 кубич. (727) кубич. (1100)  
ГЦК (1138) ОЦК (1246) (2062)  8,9126 

26 Fe 55,845 ОЦК (912) ГЦК (1394) ОЦК (1538) (2862)  2,8665 
27 Co 58,933 ГПУ (422) ГЦК (1495) (2928)  2,5071; 4,0686 
28 Ni 58,693 ГЦК (1455) (2914)  3,5240 
29 Cu 63,546 ГЦК (1085) (2563)  3,6146 
30 Zn 65,38 ГПУ (420) (907)  2,6650; 4,9470 
31 Ga 69,723 ромбич. (30) (2205)  4,5186; 7,6570; 4,5258
32 Ge 72,64 алмаза (938) (2834)  5,6574 
33 As 74,922 ромбоэдрич. (614) 4,1319; α=54,12° 
34 Se 78,96 гексаг. (221) (685)  4,3659; 4,9537 
35 Br 79,904 ромбич. (–7) (+59)  (6,68; 4,49; 8,74) 
36 Kr 83,798 ГЦК (–157) (–153)  (5,810) 

Приложение 7
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Продолжение приложения 7 

  A,  
г/моль 

Решётки и температуры  
фазовых превращений, °C 

Параметры  
решётки, Å 

37 Rb 85,468 ОЦК (39) (688)  5,705 
38 Sr 87,62 ГЦК (547) ОЦК (769) (1382)  6,084 
39 Y 88,906 ГПУ (1478) ОЦК (1522) (3338)  3,6482; 5,7318 
40 Zr 91,224 ГПУ (863) ОЦК (1855) (4409)  3,2316; 5,1475 
41 Nb 92,906 ОЦК (2469) (4744)  3,3004 
42 Mo 95,96 ОЦК (2623) (4639)  3,1470 
43 Tc [97,9] ГПУ (2204) (4265)  2,738; 4,393 
44 Ru 101,07 ГПУ (2334) (4150)  2,7058; 4,2816 
45 Rh 102,91 ГЦК (1963) (3697)  3,8032 
46 Pd 106,42 ГЦК (1555) (2964)  3,8903 
47 Ag 107,87 ГЦК (962) (2163)  4,0857 
48 Cd 112,41 ГПУ (321) (767)  2,9793; 5,6196 
49 In 114,82 тетр. (157) (2073)  3,253; 4,9470 
50 Sn 118,71 алмаза (13) тетр. (232) (2603)  5,8318; 3,1818 
51 Sb 121,76 ромбоэдрич. (631) (1587)  4,5067; α=57,11° 
52 Te 127,60 гексаг. (450) (988)  4,4566; 5,9264 
53 I 126,90 ромбич. (114) (185)  7,2697; 4,7903; 9,7942
54 Xe 131,29 ГЦК (–112) (–108)  (6,350) 
55 Cs 132,91 ОЦК (28) (671)  6,141 
56 Ba 137,33 ОЦК (727) (1898)  5,0227 
57 La 138,91 дв. ГПУ (310) ГЦК (865) ОЦК (918) (3457)  3,7740; 12,171 

58 Ce 140,12 ГЦК (–177) дв. ГПУ (61) ГЦК (726) 
ОЦК (798) (3426)  3,6810; 11,857 

59 Pr 140,91 дв. ГПУ (795) ОЦК (931) (3512)  3,6721; 11,8326 
60 Nd 144,24 дв. ГПУ (863) ОЦК (1021) (3068)  3,6582; 11,7966 
61 Pm [145] дв. ГПУ (890) ОЦК (1042) (2600)  3,65; 11,65 
62 Sm 150,36 9R (734) ГПУ (922) ОЦК (1074) (1791)  3,6290; 26,207 
63 Eu 151,96 ОЦК (822) (1597)  4,5827 
64 Gd 157,25 ГПУ (1235) ОЦК (1313) (3266)  3,6336; 5,7810 

65 Tb 158,93 ромбич. (–53) ГПУ (1289) 
ОЦК (1356) (3223)  3,6055; 5,6966 

66 Dy 162,50 ромбич. (–187) ГПУ (1381) 
ОЦК (1412) (2562)  3,5915; 5,6501 

67 Ho 164,93 ГПУ (1474) (2695)  3,5778; 5,6178 
68 Er 167,26 ГПУ (1529) (2863)  3,5592; 5,5850 
69 Tm 168,93 ГПУ (1545) (1947)  3,5375; 5,5540 
70 Yb 173,05 ГПУ (–3) ГЦК (795) ОЦК (819) (1194)  5,4848 
71 Lu 174,97 ГПУ (1663) (3395)  3,5052; 5,5494 
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Окончание приложения 7 

  A,  
г/моль 

Решётки и температуры  
фазовых превращений, °C 

Параметры  
решётки, Å 

72 Hf 178,49 ГПУ (1743) ОЦК (2231) (4603)  3,1946; 5,0510 
73 Ta 180,95 ОЦК (3020) (5458)  3,3030 
74 W 183,84 ОЦК (3422) (5555)  3,1652 
75 Re 186,21 ГПУ (3186) (5596)  2,7609; 4,458 
76 Os 190,23 ГПУ (3033) (5012)  2,7341; 4,3198 
77 Ir 192,22 ГЦК (2447) (4428)  3,8392 
78 Pt 195,08 ГЦК (1769) (3827)  3,9236 
79 Au 196,97 ГЦК (1064) (2857)  4,0782 
80 Hg 200,59 ромбоэдрич. (–39) (+357)  (3,005; α=70,53°) 
81 Tl 204,38 ГПУ (230) ОЦК (304) (1473)  3,4566; 5,5248 
82 Pb 207,2 ГЦК (328) (1750)  4,9502 
83 Bi 208,98 ромбоэдрич. (271) (1564)  4,7460; α=57,23° 
84 Po [209] кубич. (54) ромбоэдрич. (254) (962)  3,366 
85 At [210] ? (302) (334)   
86 Rn [222] ГЦК (–71) (–62)   
87 Fr [223] ОЦК (27) (677)   
88 Ra [226] ОЦК (700) (1320)  5,148 
89 Ac [227] ГЦК (1051) (3200)  5,311 
90 Th 232,04 ГЦК (1360) ОЦК (1755) (4788)  5,0842 
91 Pa 231,04 тетр. (1170) ОЦК (1572) (3780)  3,921; 3,235 
92 U 238,03 ромбич. (668) тетр. (776) ОЦК (1135) (4134) 2,8537; 5,8695; 4,9548
93 Np [237] ромбич. (280) тетр. (576) ОЦК (639) (4000)  6,663; 4,723; 4,887 

94 Pu [244] монокл. (125) монокл. (215) ромбич. (320) 
ГЦК (463) тетр. (483) ОЦК (640) (3230)  

6,183; 4,822; 10,963; 
β=101,97° 

95 Am [243] дв. ГПУ (769) ГЦК (1077) ОЦК (1176) (2400)  3,4681; 11,241 
96 Cm [247] дв. ГПУ (1277) ГЦК (1345)  3,496; 11,331 
97 Bk [247] дв. ГПУ (977) ГЦК (1050)  3,416; 11,069 
98 Cf [251] дв. ГПУ (590) ГЦК (900)  3,39; 11,015 
99 Es [252] дв. ГПУ (?) ГЦК (860)   
 A — атомная масса (в квадратных скобках — для наиболее стабильного изото-
па). Решётки обозначены сокращёнными наименованиями: ОЦК, ГЦК, ГПУ, 
дв. ГПУ («двойная ГПУ» с чередованием слоёв ABCB), 9R (девятислойная плот-
ноупакованная с чередованием ABCBCACAB), графита, алмаза; для остальных 
решёток указана только сингония. Жирным шрифтом выделена решётка при ком-
натной температуре. Между обозначениями решёток приведены температуры по-
лиморфных переходов, после них — температуры плавления и кипения. Парамет-
ры решётки даны для комнатной температуры; для элементов с температурой 
плавления ниже комнатной указаны параметры решётки наиболее высокотемпе-
ратурной модификации (в скобках). 
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Свойства элементов 

  ρ,  
г/см3 

G,  
ГПа ν εV,  

эВ 
εm,  
эВ 

TD,  
К 

γ,  
мДж/м2 

Наиболее долго- 
живущий изотоп 

1 H      110   
2 He         
3 Li 0,534 3,90 0,35 0,34 0,21 448   
4 Be 1,848 148 0,034   1031 α: 1000  
5 B 2,34     1250   
6 C 2,26     1860   
7 N      79   
8 O      46   
9 F         

10 Ne      63   
11 Na 0,971 2,11 0,36 0,38  155   
12 Mg 1,738 17,3 0,29 0,58 0,82 330   
13 Al 2,689 26,4 0,35 0,66 0,65 390 1140  
14 Si 2,33 66,5 0,22   645   
15 P 1,82        
16 S 2,07        
17 Cl         
18 Ar      85   
19 K 0,862 1,04 0,36   100   
20 Ca 1,55 7,5 0,31   230   
21 Sc 2,989 29,5 0,28   476   
22 Ti 4,505 43,4 0,32   380 β: 1938  
23 V 5,96 47,5 0,36 2,1 1,2 390   
24 Cr 7,19 115 0,21 2,27 2,23 424 2090  
25 Mn 7,44 83 0,32   363   

26 Fe 7,874 79,7 α: 0,29
γ: 0,36

α: 1,6
γ: 1,6

α: 1,28
γ: 1,34 373 γ: 2170 

δ: 1910  

27 Co 8,90 74,8 0,34 β: 1,62 β: 1,07 386 α: 1500 
β: 2454  

28 Ni 8,91 86,2 0,30 1,72 1,30 345 1940  
29 Cu 8,96 47,7 0,35 1,22 0,78 310 1520  
30 Zn 7,133 39,6 0,26 0,51 0,44 237 868  
31 Ga 5,904     240 767  
32 Ge 5,323 54,8 0,21   373 820  
33 As 5,73     285   
34 Se 4,79 19 0,45   150   
35 Br (3,119)        
36 Kr      73   

Приложение 8
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Продолжение приложения 8 

  ρ,  
г/см3 

G,  
ГПа ν εV,  

эВ 
εm,  
эВ 

TD,  
К 

γ,  
мДж/м2 

Наиболее долго- 
живущий изотоп 

37 Rb 1,532 0,80 0,36   59   
38 Sr 2,63 5 0,28   148   
39 Y 4,469 25,4 0,25   214   
40 Zr 6,45 36,0 0,33   250 β: 1850  
41 Nb 8,57 37,5 0,40 2,5 0,95 260 2210  
42 Mo 10,22 124 0,30 3,15 1,32 377 2630  
43 Tc 11,49 123 0,31   422  98Tc: 6,6 млн лет 
44 Ru 12,41 191 0,25   415   
45 Rh 12,41 149 0,26   350   
46 Pd 12,02 50,0 0,38 1,85 0,91 275   
47 Ag 10,50 29,6 0,37 1,10 0,65 221 1205  
48 Cd 8,65 24,2 0,30 0,42 0,38 321 675  
49 In 7,31 5,07 0,44 0,52 0,27 129 633  
50 Sn 7,29 18,2 0,35 0,53 0,59 254 β: 673  
51 Sb 6,691 20 0,33   200   
52 Te 6,24     135   
53 I 4,93        
54 Xe         
55 Cs 1,873 0,70 0,36   43   
56 Ba 3,594 6,2 0,28   116   
57 La 6,145 13,6 0,29   135   
58 Ce 6,77 12,8 0,25   138   
59 Pr 6,773 14,8 0,28   138   
60 Nd 7,007 18,5 0,28   148   
61 Pm 7,22       145Pm: 17,7 года 
62 Sm 7,536 13 0,35   184   
63 Eu 5,243 6,2 0,25   127   
64 Gd 7,895 21,8 0,26   184   
65 Tb 8,272 22,7 0,26   158   
66 Dy 8,550 24,6 0,25   158   
67 Ho 8,795 26,3 0,23   161   
68 Er 9,066 28,3 0,24   163   
69 Tm 9,321 23,8 0,28   167   
70 Yb 6,965 9,9 0,35   118   
71 Lu 9,840 27,1 0,26   116   
72 Hf 13,31 55,8 0,28   213   
73 Ta 16,654 69,1 0,34 2,5 1,1 225 2480  
74 W 19,35 160 0,28 3,2 1,78 312 2690  
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Окончание приложения 8 

  ρ,  
г/см3 

G,  
ГПа ν εV,  

эВ 
εm,  
эВ 

TD,  
К 

γ,  
мДж/м2 

Наиболее долго- 
живущий изотоп 

75 Re 21,02 179 0,29   275 2200  
76 Os 22,57 225,5 0,26   400   
77 Ir 22,42 216,7 0,25   228   
78 Pt 21,45 65,8 0,39 1,33 1,43 225 1950  
79 Au 19,32 27,8 0,42 0,97 0,81 178 1410  
80 Hg (13,546)     100   
81 Tl 11,85 5,35 0,43   91 β: 562  
82 Pb 11,336 8,51 0,41 0,53 0,55 87 560  
83 Bi 9,78 12 0,33 0,35  120 501  
84 Po 9,32 E=26      209Po: 102 года 
85 At        210At: 8,1 часа 
86 Rn        222Rn: 3,823 суток 
87 Fr 2,44     77  223Fr: 22,0 мин 
88 Ra 5,0     85  226Ra: 1599 лет 
89 Ac 10,07     118  227Ac: 21,77 года 
90 Th 11,72 27,7 0,30   100  232Th: 14,0 млрд лет 
91 Pa 15,37     262  231Pa: 32,5 тыс. лет 
92 U 19,040 80,5 0,16 γ: 1,2  300  238U: 4,468 млрд лет
93 Np 20,25 76 0,22   163  237Np: 2,14 млн лет 
94 Pu 19,84 ~40 0,21   176  244Pu: 80,0 млн лет 
95 Am 13,67       243Am: 7,37 тыс. лет
96 Cm        247Cm: 15,6 млн лет 
97 Bk 14,78       247Bk: 1,4 тыс. лет 
98 Cf        251Cf: 0,90 тыс. лет 
99 Es 8,8       252Es: 472 суток 
 ρ — плотность при комнатной температуре (для твёрдых тел; в скобках — для 
жидкостей). 
 G — модуль сдвига при комнатной температуре; ν — коэффициент Пуассона. 
Модуль Юнга E можно найти по формуле 2 (1 )E G= + ν .  
 εV и εm — энергии образования и миграции вакансии. 
 TD — температура Дебая.  
 γ — поверхностная энергия (поверхностное натяжение) в твёрдом состоянии.  
 В последней колонке для радиоактивных элементов приведена атомная масса 
наиболее долгоживущего изотопа элемента и период его полураспада.  
 



 96

 

Таблица интеграла вероятности 
2

0

2erf
x

tx e dt−=
π ∫  

x erf x 
0,000 0,0000 
0,001 0,0011 
0,002 0,0023 
0,003 0,0034 
0,004 0,0045 
0,005 0,0056 
0,006 0,0068 
0,007 0,0079 
0,008 0,0090 
0,009 0,0102 
0,010 0,0113 
0,015 0,0169 
0,020 0,0226 
0,025 0,0282 
0,030 0,0338 
0,035 0,0395 
0,040 0,0451 
0,045 0,0507 
0,050 0,0564 
0,055 0,0620 
0,060 0,0676 
0,065 0,0732 
0,070 0,0789 
0,075 0,0845 
0,080 0,0901 
0,085 0,0957 
0,090 0,1013 
0,095 0,1069 
0,100 0,1125 
0,105 0,1180 
0,110 0,1236 
0,115 0,1292 
0,120 0,1348 
0,125 0,1403 
0,130 0,1459 
0,135 0,1514 
0,140 0,1569 
0,145 0,1625 
0,150 0,1680 
0,155 0,1735 
0,160 0,1790 
0,165 0,1845 
0,170 0,1900 
0,175 0,1955 
0,180 0,2009 

 

x erf x 
0,185 0,206 
0,190 0,212 
0,195 0,217 
0,200 0,223 
0,205 0,228 
0,210 0,234 
0,215 0,239 
0,220 0,244 
0,225 0,250 
0,230 0,255 
0,235 0,260 
0,240 0,266 
0,245 0,271 
0,250 0,276 
0,255 0,282 
0,260 0,287 
0,265 0,292 
0,270 0,297 
0,275 0,303 
0,280 0,308 
0,285 0,313 
0,290 0,318 
0,295 0,323 
0,300 0,329 
0,305 0,334 
0,310 0,339 
0,315 0,344 
0,320 0,349 
0,325 0,354 
0,330 0,359 
0,335 0,364 
0,340 0,369 
0,345 0,374 
0,350 0,379 
0,355 0,384 
0,360 0,389 
0,365 0,394 
0,370 0,399 
0,375 0,404 
0,380 0,409 
0,385 0,414 
0,390 0,419 
0,395 0,424 
0,400 0,428 
0,405 0,433 

x erf x 
0,410 0,438
0,415 0,443
0,420 0,447
0,425 0,452
0,430 0,457
0,435 0,462
0,440 0,466
0,445 0,471
0,450 0,475
0,455 0,480
0,460 0,485
0,465 0,489
0,470 0,494
0,475 0,498
0,480 0,503
0,485 0,507
0,490 0,512
0,495 0,516
0,500 0,520
0,505 0,525
0,510 0,529
0,515 0,534
0,520 0,538
0,525 0,542
0,530 0,546
0,535 0,551
0,540 0,555
0,545 0,559
0,550 0,563
0,555 0,567
0,560 0,572
0,565 0,576
0,570 0,580
0,575 0,584
0,580 0,588
0,585 0,592
0,590 0,596
0,595 0,600
0,600 0,604
0,605 0,608
0,610 0,612
0,615 0,616
0,620 0,619
0,625 0,623
0,630 0,627

x erf x 
0,635 0,631
0,640 0,635
0,645 0,638
0,650 0,642
0,655 0,646
0,660 0,649
0,665 0,653
0,670 0,657
0,675 0,660
0,680 0,664
0,685 0,667
0,690 0,671
0,695 0,674
0,700 0,678
0,705 0,681
0,710 0,685
0,715 0,688
0,720 0,691
0,725 0,695
0,730 0,698
0,735 0,701
0,740 0,705
0,745 0,708
0,750 0,711
0,755 0,714
0,760 0,718
0,765 0,721
0,770 0,724
0,775 0,727
0,780 0,730
0,785 0,733
0,790 0,736
0,795 0,739
0,800 0,742
0,805 0,745
0,810 0,748
0,815 0,751
0,820 0,754
0,825 0,757
0,830 0,760
0,835 0,762
0,840 0,765
0,845 0,768
0,850 0,771
0,855 0,773

x erf x 
0,860 0,776 
0,865 0,779 
0,870 0,781 
0,875 0,784 
0,880 0,787 
0,885 0,789 
0,890 0,792 
0,895 0,794 
0,900 0,797 
0,905 0,799 
0,910 0,802 
0,915 0,804 
0,920 0,807 
0,925 0,809 
0,930 0,812 
0,935 0,814 
0,940 0,816 
0,945 0,819 
0,950 0,821 
0,955 0,823 
0,960 0,825 
0,965 0,828 
0,970 0,830 
0,975 0,832 
0,980 0,834 
0,985 0,836 
0,990 0,839 
0,995 0,841 
1,00 0,843 
1,01 0,847 
1,02 0,851 
1,03 0,855 
1,04 0,859 
1,05 0,862 
1,06 0,866 
1,07 0,870 
1,08 0,873 
1,09 0,877 
1,10 0,880 
1,11 0,884 
1,12 0,887 
1,13 0,890 
1,14 0,893 
1,15 0,896 
1,16 0,899 

 

x erf x 
1,17 0,902
1,18 0,905
1,19 0,908
1,20 0,910
1,21 0,913
1,22 0,916
1,23 0,918
1,24 0,921
1,25 0,923
1,26 0,925
1,27 0,928
1,28 0,930
1,29 0,932
1,30 0,934
1,31 0,936
1,32 0,938
1,33 0,940
1,34 0,942
1,35 0,944
1,36 0,946
1,37 0,947
1,38 0,949
1,39 0,951
1,40 0,952
1,41 0,954
1,42 0,955
1,43 0,957
1,44 0,958
1,45 0,960
1,46 0,961
1,47 0,962
1,48 0,964
1,49 0,965
1,50 0,966
1,55 0,972
1,60 0,976
1,65 0,980
1,70 0,984
1,75 0,987
1,80 0,989
1,90 0,993
2,0 0,995
2,1 0,997
2,3 0,999
2,5 1,000

Приложение 9
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