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Вступ

Навчальний посiбник мiстить базовий матерiал з дискре-
тної математики. Цей великий роздiл математики тiсно пов’я-
заний практично з усiма математичними дисциплiнами i є
одним iз основних для комп’ютерних наук. Мета посiбника —
познайомити читача з основними поняттями iз основних роз-
дiлiв дискретної математики (на жаль, змiст цiєї науки не є
чiтко окресленим, до дискретної математики формально мо-
жна вiднести все те, що не є неперервним). Автори зупинилися
на таких базових роздiлах як: комбiнаторика, елементи тео-
рiї множин i теорiї вiдношень, елементи математичної логiки,
теорiя графiв i елементи теорiї матроїдiв. Автори намагалися
викласти матерiал якомога доступнiше, з великою кiлькiстю
прикладiв i розв’язаних задач. Є багато серйозних пiдручникiв
i монографiй присвячених певним роздiлам дискретної мате-
матики, але не багато студентiв можуть пожертвувати своїм
часом, якого, як правило, не вистачає, для детального вивчен-
ня матерiалу iз таких книг. Матерiал посiбника максимально
наближений до лекцiйного стилю, це має певнi переваги (сту-
дентам зручнiше готуватися до практичних занять, посiбник не
є дуже об’ємним), але є i певнi недолiки, пов’язанi з необхiднi-
стю нехтувати деякими доведеннями, недостатньою глибиною
викладу окремих фактiв (в цих випадках вказано додаткову
лiтературу, яка допоможе зацiкавленим читачам поглибити
свої знання).

Роздiл 1, який називається “Комбiнаторика I”, присвячений
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вступу в комбiнаторику i мiстить основнi правила комбiна-
торики, основнi типи вибiрок, бiномiальну i полiномiальну
формули, формулу включення-вилучення, числа Стiрлiнга. На-
ступний роздiл присвячений перестановкам i пiдстановкам,
зокрема пов’язаним з ними алгоритмiчним питанням генеру-
вання пiдстановок та пiдмножин. Роздiл 3 мiстить елементи
математичної логiки i теорiї множин, якi повиннi бути в будь-
якому навчальному посiбнику з дискретної математики. Цей
роздiл мiстить означення основних логiчних зв’язок, базовий
матерiал про нормальнi форми булевих функцiй i булевi мно-
гочлени, також поняття про повнi системи логiчних зв’язок.
Викладено основнi поняття про вiдношення i дiї з ними, основ-
нi поняття iз теорiї множин. Роздiл 4,“Теорiя графiв I”, мiстить
базовий матерiал iз теорiї графiв, зокрема пов’язаний з їх чи-
словими характеристиками, а також вiдомостi про ойлеровi
графи i гамiльтоновi графи та дерева.

Друга частина посiбника мiстить матерiал з так званої “Дис-
кретної математики II”, яка є поглибленням i розширенням
першої його частини, яку можна назвати “Дискретна матема-
тика I”. В Роздiлi 5, який називається "Комбiнаторика II" роз-
глядаються формальнi степеневi ряди i генератриси, їх засто-
сування, ряди Дiрiхле i формула обертання Мьобiуса. Частина
роздiлу присвячена рекурентним послiдовностям, числам Ка-
талана i числам та многочленам Бернуллi. Останнiй, роздiл 6,
присвячений планарним графам, розфарбовуванням графiв та
елементам теорiї матроїдiв.

Посiбник призначений для студентiв молодших курсiв кла-
сичних i технiчних унiверситетiв, якi навчаються за матема-
тичними i комп’ютерними спецiальностями, також може бути
корисним студентам iнших спецiальностей, якi цiкавляться i
використовують дискретну математику.



Роздiл 1

Комбiнаторика I

1.1 Множини та дiї над ними
Поняття множини є первiсним i його не можна визначити

через iншi поняття. Наведемо означення, яке належить зна-
менитому нiмецькому математику Г.Кантору, який створив
теорiю множин.

Означення 1.1. Множина — це зiбрання визначених i розрiзню-
ваних мiж собою об’єктiв, яке мислиться як єдине цiле.

Множина складається iз елементiв i повнiстю ними визна-
чається. Для множини 𝐴 використовуємо такi позначення:

• 𝑎 ∈ 𝐴 — елемент 𝑎 належить множинi А;

• 𝑎 ∉ 𝐴 — елемент 𝑎 не належить множинi 𝐴.

Множину будемо записувати, вказавши у фiгурних дужках всi
її елементи, наприклад

𝐴 = {1, 2, 3, 4, 5},
або сформулювавшивластивостi, якi визначаютьприналежнiсть
елементiв до цiєї множини:

𝐴 = {𝑎 | 𝑎 ∈ ℤ, 𝑎 > 0, 𝑎 ≤ 5}.
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1.1. МНОЖИНИ ТА ДIЇ НАД НИМИ 9

Множина 𝐴 є пiдмножиною множини 𝐵 (позначається 𝐴 ⊆
𝐵), якщо кожен елемент iз 𝐴 належить множинi 𝐵 . Множини 𝐴
i 𝐵 рiвнi (позначається 𝐴 = 𝐵), тодi i тiльки тодi, коли 𝐴 ⊆ 𝐵 i
𝐵 ⊆ 𝐴.

Символом ∅ позначається пуста множина, тобто множина,
яка не мiстить елементiв. При цьому ∅ ⊆ 𝐴 для довiльної
множини 𝐴.

Коротко нагадаємо основнi операцiї над множинами i їх
властивостi.

1) Перетин: 𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 i 𝑥 ∈ 𝐵} (Рис. 1.1).

𝐴 𝐵

Рис. 1.1: Перетин множин

2) Об’єднання: 𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 або 𝑥 ∈ 𝐵} (Рис. 1.2).

𝐴 𝐵

Рис. 1.2: Об’єднання множин

3) Рiзниця: 𝐴 \ 𝐵 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐴 i 𝑥 ∉ 𝐵} (Рис. 1.3).

4) Симетрична рiзниця: 𝐴Δ𝐵 = (𝐴 \ 𝐵) ∪ (𝐵 \ 𝐴) (Рис. 1.4).
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𝐴 𝐵

Рис. 1.3: Рiзниця множин

𝐴 𝐵

Рис. 1.4: Симетрична рiзниця множин

5) Декартiв добуток 𝐴 × 𝐵 = {(𝑎, 𝑏) | 𝑎 ∈ 𝐴,𝑏 ∈ 𝐵} — мно-
жина всiх впорядкованих пар. Зокрема, 𝐴 × 𝐴 — декартiв
квадрат множини 𝐴. Наприклад, декартова площинаℝ2 —
це декартiв квадрат прямоїℝ.

Операцiї перетину та об’єднання переносяться на випадок
довiльної сiм’ї множин. Нехай 𝐼 — довiльна непуста множина
iндексiв, {𝑀𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 }—сiм’я множин, iндексованих елементами
iз 𝐼 . Так само, як i для двох множин, можна визначити перетин

𝑁 =
⋂
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑀𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 }
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i об’єднання

𝐾 =
⋃
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖 = {𝑥 | iснує 𝑖 ∈ 𝐼 такий, що 𝑥 ∈ 𝑀𝑖 }

множин𝑀𝑖 .
Декартiв добуток сiм’ї множин, занумерованих елементами

множини iндексiв 𝐼 визначається наступним чином:∏
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖 = {𝑓 : 𝐼 −→
⋃
𝑖∈𝐼

𝑀𝑖 | 𝑓 (𝑖 ) ∈ 𝑀𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 }.

Якщо 𝑋 i𝑌 — непустi множини, то множина всiх вiдобра-
жень 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 iз𝑋 в𝑌 позначається символом𝑌 𝑋 , пояснення
для цього позначення буде трохи нижче.

Кiлькiсть елементiв скiнченної множини 𝑋 позначається
|𝑋 |.

Наведемо основнi властивостi операцiй над множинами.

1) 𝐴∩𝐴 = 𝐴, 𝐴∪𝐴 = 𝐴— iдемпотентнiсть вiдносно операцiй
об’єднання i перетину;

2) 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴, 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴 — комутативнiсть операцiй
перетину i об’єднання;

3) 𝐴 ∩ (𝐵 ∩𝐶 ) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∩𝐶 , 𝐴 ∪ (𝐵 ∪𝐶 ) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∪𝐶 —
асоцiативнiсть операцiй перетину i об’єднання;

4) 𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶 ) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶 ), 𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶 ) = (𝐴 ∪
𝐵) ∩ (𝐴 ∩𝐶 ) — дистрибутивнiсть операцiй перетину та
об’єднання одна вiдносно iншої.

Нехай𝑈 — довiльна непуста множина, яку називатимемо
унiверсумом. Для довiльної пiдмножини 𝐵 ⊆ 𝑈 пiдмножина
𝐵 =𝑈 \ 𝐵 називається доповненням до 𝐵 в𝑈 .
Теорема 1.1 (закони двоїстостi де Моргана). Нехай 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 –
пiдмножини iз множини𝑈 . Тодi:
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1)
𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖 =
𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 , тобто доповнення до перетину є об’єднанням

доповнень;

2)
𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 =
𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖 , тобто доповнення до об’єднанння є перети-

ном доповнень.

Доведення. Доведемо тiльки 1). Нехай 𝑥 ∈
𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖 . Тодi 𝑥 ∈ 𝑈 ,

але 𝑥 ∉
𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖 .Тому iснує iндекс 𝑖0, 1 ⩽ 𝑖0 ⩽ 𝑛, такий,що 𝑥 ∉ 𝐴𝑖0.

Тодi 𝑥 ∈ 𝐴𝑖0 i тому 𝑥 ∈
𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 . Нехай тепер 𝑥 ∈
𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 . В цьому

випадку для деякого 𝑖0, 1 ⩽ 𝑖0 ⩽ 𝑛, виконується 𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑥 ∉ 𝐴𝑖0.

Тодi 𝑥 ∉
𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖 . Тому 𝑥 ∈
𝑛⋂
𝑖=1

𝐴𝑖 . □

Нагадаємо також принцип математичної iндукцiї: якщо пiд-
множина 𝐸 множини ℕ натуральних чисел мiстить елемент𝑚
i разом з кожним 𝑥 ∈ 𝐸 множинi 𝐸 належить 𝑥 + 1, то 𝐸 мiстить
всi натуральнi числа ⩾ 𝑚.

1.2 Основнi правила комбiнаторики

Правило вiдповiдностi. Двi множини мають рiвну кiлькiсть
елементiв тодi й лише тодi, коли мiж ними iснує бiєкцiя.

Правило додавання. Якщо двi множини не перетинаються,
то кiлькiсть елементiв у їх об’єднаннi рiвна сумi кiлькостей еле-
ментiв у цих множинах.

Правило множення. Кiлькiсть елементiв у декартовому
добутку двох множин дорiвнює добутку кiлькостей елементiв у
цих множинах.
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Правила додавання та множення допускають природнi уза-
гальнення на випадок довiльного числа множин.

В комбiнаторних задачах правило множення зручнiше ви-
користовувати у такому формулюваннi:

Теорема 1.2. Потрiбно знайти кiлькiсть об’єктiв, кожен з яких
отримується в результатi поcлiдовного виконання 𝑛 дiй. Нехай
перша дiя виконується 𝑘1 способами, друга дiя пiсля виконання
першої — 𝑘2 способами, остання дiя пiсля виконання усiх попере-
днiх—𝑘𝑛 способами. Тодi загальна кiлькiсть побудованих об’єктiв
дорiвнює 𝑘1𝑘2 . . . 𝑘𝑛 .

Доведення. Доведемо для 𝑛 = 2, коли виконуються двi дiї, пер-
ша — 𝑘1 способами, друга — 𝑘2 способами. Занумеруємо послi-
довнiсть дiй впорядкованими парами чисел (𝑖 , 𝑗 ), де 𝑖 —номер
способу виконати першу дiю, 𝑗 — номер способу виконати дру-
гу дiю. Всi способи отримати об’єкти за допомогою двох дiй
описуються таблицею:

(1,1) (1,2) ... (1, 𝑘2)
... ... ... ...
(𝑘1, 1) (𝑘1, 2) ... (𝑘1, 𝑘2)

Ця таблиця мiстить 𝑘1𝑘2 елементiв.
Iндукцiєю за кiлькiстю дiй теперможна довести твердження

теореми в загальному випадку. □

Приклад 1.3. На вершину гори веде 6 дорiг.

1) Скiлькома способами турист може пiднятися на гору i
спуститися вниз? Вiдповiдь: 6 · 6 = 36.

2) Скiлькома способами турист може пiднятися на гору i спу-
ститися вниз, якщо пiдйом i спуск здiйснюються рiзними
шляхами? Вiдповiдь: 6 · 5 = 30.
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Теорема 1.4. Нехай𝑋 i𝑌 —скiнченнi множини, |𝑋 | = 𝑛, |𝑌 | = 𝑚.
Тодi число всiх вiдображень iз 𝑋 в𝑌 дорiвнює𝑚𝑛 тобто |𝑌 𝑋 | =
|𝑌 | |𝑋 |.

Доведення. Нехай 𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛},𝑌 = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑚}. Вiдобра-
ження 𝑓 можна задати за допомогою таблицi:

𝑋 𝑥1 𝑥2 ... 𝑥𝑛
𝑌 𝑦𝑖1 𝑦𝑖2 ... 𝑦𝑖𝑛

Значення 𝑦𝑖1 можна вибрати𝑚 способами iз 𝑌 , значення
𝑦𝑖2 знову𝑚 способами i т.д. За правилом множення число мо-
жливих способiв вибрати всi значення функцiї, тобто задати
функцiю, дорiвнює𝑚 × · · · ×𝑚︸         ︷︷         ︸

𝑛

= 𝑚𝑛 . □

Ця теорема пояснює введене вище позначення для сукупно-
стi усiх функцiй з однiєї множини в iншу.

Означення 1.2. Нехай 𝑋 — непуста множина, 𝐴 ⊆ 𝑋 . Функцiя
𝜒𝐴 : 𝑋 −→ {0, 1}, задана правилом:

𝜒𝐴 (𝑥) =
{

1, якщо 𝑥 ∈ 𝐴,
0, якщо 𝑥 ∉ 𝐴

називається iндикаторною функцiєю (або характеристичною
функцiєю) пiдмножини 𝐴 ⊆ 𝑋 .

Очевидно, що iснує бiєктивна вiдповiднiсть мiж пiдмножи-
нами 𝐴 ⊆ 𝑋 i функцiями 𝜑 : 𝑋 −→ {0, 1}, яка спiвставляє
пiдмножинi її iндикаторну функцiю: 𝐴 ←→ 𝜒𝐴 (𝑥).

Теорема 1.5. Число всiх пiдмножин множини 𝑋 потужностi
|𝑋 | = 𝑛 дорiвнює 2𝑛 .

Доведення. Як вiдзначено вище, число всiх пiдмножин iз 𝑋 до-
рiвнює числу всiх характеристичних функцiй 𝜒 : 𝑋 −→ {0, 1}.
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За теоремою 1.4 число таких функцiй рiвне |{0, 1}𝑋 | = 2|𝑋 | = 2𝑛 ,
що й треба було довести. □

Часто через 2𝑋 позначають множину всiх пiдмножин мно-
жини 𝑋 . Ця множина називається булеаном множини 𝑋 i по-
значається також через 𝛽 (𝑋 ) або 𝑃 (𝑋 ).

1.3 Бiномiальнi коефiцiєнти та їх властивостi

Означення 1.3. Нехай 𝑥 ∈ ℝ i 𝑘 ∈ ℕ. Бiномiальним коефiцiєн-
том називається функцiя вигляду:(

𝑥

𝑘

)
=
𝑥 (𝑥 − 1)...(𝑥 − 𝑘 + 1)

𝑘 !
,

де 𝑘 ! = 1 · 2 · . . . · 𝑘 .

Це многочлен степеня 𝑘 вiд змiнної 𝑥 . Покладемо для зру-
чностi

(𝑥
0

)
= 1.

Приклад 1.6. (
𝑥

1

)
=
𝑥

1!
= 𝑥,

(
𝑥

2

)
=
𝑥 (𝑥 − 1)

2!
.

Найчастiше ми будемо розглядати бiномiальнi коефiцiєнти
з 𝑥 = 𝑛 ∈ ℕ, тобто(

𝑛

𝑘

)
=
𝑛 (𝑛 − 1)...(𝑛 − 𝑘 + 1)

𝑘 !
.

В цьому випадку також використовується позначення C𝑘𝑛 .
Задача. Чому дорiвнює

(𝑥
𝑘

)
якщо 𝑥 ∈ ℕ, 𝑥 < 𝑘?
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Теорема 1.7. Для довiльного натурального 𝑘 i довiльного 𝑥 вико-
нується рiвнiсть: (

𝑥 + 1
𝑘

)
=

(
𝑥

𝑘

)
+

(
𝑥

𝑘 − 1

)
.

Доведення. Використаємо метод математичної iндукцiї. Пере-
вiримо твердження при 𝑘 = 1:

(𝑥+1
1

)
= 𝑥 + 1 =

(𝑥
1

)
+

(𝑥
0

)
. Нехай

𝑘 > 1. Тодi(
𝑥

𝑘

)
+

(
𝑥

𝑘 − 1

)
=
𝑥 (𝑥 − 1) · · · (𝑥 − 𝑘 + 1)

𝑘 !
+ 𝑥 (𝑥 − 1) · · · (𝑥 − 𝑘 )

(𝑘 − 1)! =

=
𝑥 (𝑥 − 1) · · · (𝑥 − 𝑘 + 1)

𝑘 !
+ 𝑥 (𝑥 − 1) · · · (𝑥 − 𝑘 + 2)𝑘

𝑘 !
=

=
𝑥 (𝑥 − 1) · · · (𝑥 − 𝑘 + 2) (𝑥 − 𝑘 + 1 + 𝑘 )

𝑘 !
=

=
(𝑥 + 1)𝑥 (𝑥 − 1) · · · (𝑥 − 𝑘 + 2)

𝑘 !
=

(
𝑥 + 1
𝑘

)
.

□

Таким чином, має мiсце рiвнiсть для 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ:(
𝑛 + 1
𝑘

)
=

(
𝑛

𝑘

)
+

(
𝑛

𝑘 − 1

)
або C𝑘𝑛+1 = C

𝑘
𝑛 + C𝑘−1

𝑛 .

Теорема 1.8 (бiномiальна формула). Для довiльного натураль-
ного 𝑛 i довiльних чисел 𝑥, 𝑦 має мiсце рiвнiсть:

(𝑥 + 𝑦 )𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑛−𝑘𝑦𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=0

C𝑘𝑛𝑥
𝑛−𝑘𝑦𝑘 .

Доведення. Iндукцiя за 𝑛. Якщо 𝑛 = 1, то рiвнiсть правильна.
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Нехай рiвнiсть виконується для 𝑛. Доведемо, що вона тодi
виконується i для 𝑛 + 1. Маємо:

(𝑥 + 𝑦 )𝑛+1 = (𝑥 + 𝑦 ) (𝑥 + 𝑦 )𝑛 = (𝑥 + 𝑦 )
𝑛∑︁
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑛−𝑘𝑦𝑘 =

=

𝑛∑︁
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑛−𝑘+1𝑦𝑘 +

𝑛∑︁
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑛−𝑘𝑦𝑘+1 =

= 𝑥𝑛+1 +
𝑛∑︁
𝑘=0

(
(
𝑛

𝑘

)
+

(
𝑛

𝑘 − 1

)
)𝑥𝑛+1−𝑘𝑦𝑘 + 𝑦𝑘+1 =

=

(
𝑛 + 1

0

)
𝑥𝑛+1 +

𝑛∑︁
𝑘=0

(
𝑛 + 1
𝑘

)
𝑥𝑛+1−𝑘𝑦𝑘 +

(
𝑛 + 1
𝑛 + 1

)
𝑦𝑛+1 =

=

𝑛+1∑︁
𝑘=0

(
𝑛 + 1
𝑘

)
𝑥𝑛+1−𝑘𝑦𝑘 .

Тому за принципом математичної iндукцiї твердження теоре-
ми виконується для всiх 𝑛. □

Властивостi бiномiальних коефiцiєнтiв

1. Якщо 𝑛, 𝑘 ∈ ℕ, то бiномiальний коефiцiєнт
(𝑛
𝑘

)
= C𝑘𝑛 нале-

жить ℕ.

Доведення. Справдi, коефiцiєнти при 𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘 в бiномiаль-
нiй формулi є натуральними числами. □

2.
𝑛∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘

)
= 2𝑛 — сума всiх бiномiальних коефiцiєнтiв у бiно-

мiальнiй формулi дорiвнює 2𝑛 .
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Доведення. Покладемо в бiномiальнiй формулi 𝑥 = 1, 𝑦 =

1. Тодi

(1 + 1)𝑛 = 2𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
.

□

3.
𝑛∑
𝑘=0
(−1)𝑘

(𝑛
𝑘

)
= 0.

Доведення. Покладемо в тiй же формулi 𝑥 = −1, 𝑦 = 1.

Тодi отримаємо 0 = (−1 + 1)𝑛 =
𝑛∑
𝑘=0

(𝑛
𝑘

)
(−1)𝑘 . □

Наслiдок 1.9. В бiномiальнiй формулi сума всiх бiномiаль-
них коефiцiєнтiв з парними номерами дорiвнює сумi коефi-
цiєнтiв з непарними номерами i дорiвнює 2𝑛−1.

4. Симетричнiсть бiномiальних коефiцiєнтiв(
𝑛

𝑘

)
=

(
𝑛

𝑛 − 𝑘

)
=

𝑛!
𝑘 !(𝑛 − 𝑘 )! .

Доведення.(
𝑛

𝑘

)
= C𝑘𝑛 =

𝑛 (𝑛 − 1) · · · (𝑛 − 𝑘 + 1)
𝑘 !

.

Домножимо чисельник i знаменник на (𝑛 − 𝑘 )!. Отримає-
мо рiвнiсть (

𝑛

𝑘

)
=

𝑛!
𝑘 !(𝑛 − 𝑘 ) =

(
𝑛

𝑛 − 𝑘

)
.

□
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5. Композицiя Вандермонда.(
𝑛 +𝑚
𝑘

)
=

𝑘∑︁
𝑖=0

(
𝑛

𝑖

) (
𝑚

𝑘 − 𝑖

)
=

𝑘∑︁
𝑖=0

C𝑖𝑛C
𝑘−𝑖
𝑚 .

Доведення. Запишемо очевидну рiвнiсть

(𝑥 + 1)𝑛+𝑚 = (𝑥 + 1)𝑛 (𝑥 + 1)𝑚 .

Коефiцiєнт при 𝑥𝑘 в лiвiй частинi цiєї рiвностi дорiвнює(𝑛+𝑚
𝑘

)
, а в правiй частинi(

𝑛

0

) (
𝑚

𝑘

)
+

(
𝑛

1

) (
𝑚

𝑘 − 1

)
+ · · · +

(
𝑛

𝑘

)
.

Звiдси випливає потрiбна рiвнiсть. □

Приклад 1.10. Знайдемо кiлькiсть рацiональних членiв у
розкладi (

√
2 + 4
√

3)100. За бiномiальною формулою члени

розкладу мають вигляд
(𝑛
𝑘

)
(
√

2) ( 4
√︁
)100−𝑘

, 𝑘 = 0, 1, . . . , 100.
Щоб такий член був рацiональним виразом необхiдно i
достатньо,щоб виконувалися рiвностi𝑘 = 2𝑠 , 100−𝑘 = 4𝑡 ,
де 𝑠 , 𝑡 = 0, 1, . . . . Звiдси отримаємо 100 − 2𝑠 = 4𝑡 , або
𝑠 = 50 − 2𝑡 , де 𝑡 = 0, 1, . . . , 25. Тому всiх рацiональних
членiв буде 26.

Нехай 𝑓 (𝑥) — довiльна функцiя, яка визначена для всiх
натуральних значень 𝑥 . Позначимо Δ𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥 + 1) −
𝑓 (𝑥). Для довiльного натурального 𝑥 має мiсце рiвнiсть:

𝑓 (𝑥) = 𝑓 (0)+( 𝑓 (1)−𝑓 (0))+( 𝑓 (2)−𝑓 (1))+..+( 𝑓 (𝑥)−𝑓 (𝑥−1)),

тобто 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (0) +
𝑛∑
𝑘=0

Δ𝑓 (𝑘 ) (аналог формули Тейлора).
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Приклад 1.11. Нехай 𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑛 . Тодi отримаємо

Δ𝑥𝑛 = (𝑥 + 1)𝑛 − 𝑥𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 .

6. При натуральному 𝑘 ⩾ 1 i натуральному 𝑛 має мiсце
рiвнiсть: (

𝑛

𝑘

)
=

𝑛−1∑︁
𝑖=1

(
𝑖

𝑘 − 1

)
.

Доведення. За доведеним вище маємо:

Δ

(
𝑥

𝑘

)
=

(
𝑥 + 1
𝑘

)
−

(
𝑥

𝑘

)
=

(
𝑥

𝑘 − 1

)
,

де 𝑥 ∈ ℕ. До функцiї
(𝑥
𝑘

)
застосуємо аналог формули Тей-

лора:

(
𝑥

𝑘

)
=

(
0
𝑘

)
+
𝑥−1∑︁
𝑖=0

Δ

(
𝑖

𝑘

)
= 0 +

𝑥−1∑︁
𝑖=0

(
𝑖

𝑘 − 1

)
=

𝑥−1∑︁
𝑖=1

(
𝑖

𝑘 − 1

)
,

бо
(0
𝑛

)
=

( 0
𝑛−1

)
= 0.

Покладемо в останнiй формулi 𝑥 = 𝑛. Отримаємо потрi-
бне спiввiдношення. □

1.4 Розмiщення i комбiнацiї

Нехай задано скiнченну множину 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}, яку бу-
демо називати генеральною сукупнiстю.
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Iз елементiв 𝐴 можна утворювати вибiрки {𝑎𝑖1, . . . , 𝑎𝑖𝑟 }, де
𝑎𝑖𝑠 ∈ 𝐴, 𝑠 = 1, . . . , 𝑟 . Вибiрки бувають впорядкованi i невпоряд-
кованi, вибiрки з повтореннями i без повторень. Число елемен-
тiв вибiрки називається її об’ємом. Вибiрку об’єму 𝑟 називають
𝑟 -вибiркою.

Означення 1.4. Розмiщенням iз 𝑛 елементiв по𝑚 називається
впорядкована вибiрка об’єму𝑚 iз 𝑛-елементної генеральної суку-
пностi.

Число розмiщень iз 𝑛 по𝑚 позначають через 𝐴𝑚𝑛 або через
(𝑛)𝑚 .
Приклад 1.12. Нехай 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} – множина iз трьох еле-
ментiв. Запишемо всi розмiщення iз 3 по 2:

(𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑐 ), (𝑏, 𝑎), (𝑏, 𝑐 ), (𝑐 , 𝑎), (𝑐 , 𝑏).
Їх буде 𝐴2

3 = 6.

Теорема 1.13. 𝐴𝑚𝑛 = 𝑛 (𝑛 − 1)...(𝑛 −𝑚 + 1)
Доведення. Перший елемент розмiщення iз 𝑛 елементiв по𝑚
можна вибрати одним iз 𝑛-способiв, другий — одним iз 𝑛 − 1
способiв, ...,𝑚-й елемент — одним iз (𝑛 −𝑚 + 1) способiв. За
правилом множення маємо 𝐴𝑚𝑛 = 𝑛 (𝑛 − 1) · · · (𝑛 −𝑚 + 1). □

Позначимо через𝐴𝑚𝑛 кiлькiсть всiх розмiщень iз𝑛 елементiв
по𝑚 з повтореннями. В такому розмiщеннi перший елемент
можна вибрати одним iз 𝑛 способiв, другий також одним iз 𝑛
способiв, ...,𝑚-й елемент одним iз 𝑛 способiв. Тому за прави-
лом множення 𝐴𝑚𝑛 = 𝑛𝑚 .

Означення 1.5. Розмiщення iз 𝑛 елементiв по 𝑛 називається
перестановкою множини 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛}.
Наслiдок 1.14. Кiлькiсть перестановок на множинi iз 𝑛 елемен-
тiв дорiвнює 𝑃𝑛 = 𝐴𝑛𝑛 = 𝑛!.
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Означення 1.6. Сполученням або комбiнацiєю iз 𝑛 елементiв по
𝑚 називають невпорядковану вибiрку об’єму𝑚 iз 𝑛-елементної
генеральної сукупностi (це просто𝑚-елементна пiдмножина iз
𝐴 = {𝑎1, ..., 𝑎𝑛}).
Теорема 1.15. Кiлькiсть всiх комбiнацiй iз 𝑛 елементiв по 𝑚
дорiвнює

(𝑛
𝑚

)
= C𝑚𝑛 .

Доведення. Вiзьмемо довiльну комбiнацiю𝑌 = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑚} iз
𝐴. Кiлькiсть всiх впорядкованихнаборiв iз елементiв {𝑦1, . . . , 𝑦𝑚}
буде𝑚!. Тому кожнiй комбiнацiї iз 𝑛 по𝑚 вiдповiдає𝑚! роз-
мiщень з 𝑛 по𝑚. Нехай 𝑆 — кiлькiсть всiх комбiнацiй iз 𝑛 по
𝑚. Тодi 𝑆 ·𝑚! = 𝐴𝑚𝑛 . Тодi

𝑆 =
𝐴𝑚𝑛
𝑚!

=
𝑛 (𝑛 − 1) · · · (𝑛 −𝑚 + 1)

𝑚!
.

Тому 𝑆 =
(𝑛
𝑚

)
= C𝑚𝑛 . □

Приклад 1.16. Знайдемо кiлькiсть рiзних пар пiдмножин, якi
не перетинаються, в множинi𝑀 iз 𝑛 елементiв. Виберемо фi-
ксовану пiдмножину𝑆 iз𝑀 , яка мiстить 𝑘 елементiв. Тодi𝑀 \𝑆
мiстить 𝑛 − 𝑘 елементiв i iз неї можна вибрати 2𝑛−𝑘 пiдмно-
жин, якi утворюють впорядкованi пари (𝑆,𝐻 ), де𝐻 ⊆ 𝑀 \ 𝑆
i 𝑆 ∩ 𝐻 = ∅. Таких пар при фiксованiй пiдмножинi 𝑆 буде
2𝑛−𝑘 . Пiдмножин iз𝑀 , якi мiстять 𝑘 елементiв буде

(𝑛
𝑘

)
i тому

число пар (𝑁1, 𝑁2), де перша пiдмножина має 𝑘 елементiв i
𝑁1 ∩ 𝑁2 = ∅, буде

(𝑛
𝑘

)
2𝑛−𝑘 . Тодi загальна кiлькiсть таких пар

буде
∑𝑛
𝑘=0

(𝑛
𝑘

)
2𝑛−𝑘 .

Нехай 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛} — скiнченна множина. Комбiнацiя з
повтореннями—ценевпорядкована вибiрка𝐵 = {𝑎𝑖1, 𝑎𝑖2, . . . , 𝑎𝑖𝑚 }
iз 𝐴 об’єму𝑚 з повтореннями. Закодуємо вибiрку 𝐵 за допо-
могою нулiв i одиниць: спочатку запишемо таку кiлькiсть оди-
ниць, скiльки разiв входить в вибiрку елемент 𝑎1 (одиницi не
пишемо, якщо 𝑎 ∉ 𝐵), потiм 0, потiм таку кiлькiсть одиниць,



1.5. ФОРМУЛА ВКЛЮЧЕННЯ-ВИЛУЧЕННЯ 23

скiльки разiв входить елемент 𝑎2, потiм 0 i т.д.. Пiсля одиниць,
якi вiдповiдають 𝑎𝑛 , нуль вже не пишемо.

Приклад 1.17. Нехай 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐 } — множина iз трьох еле-
ментiв. Тодi вибiрцi 𝑎𝑎𝑎𝑏𝑐 вiдповiдає послiдовнiсть 1110101,
вибiрцi 𝑎𝑎𝑐𝑐 — послiдовнiсть 110011.

Зауважимо, що в кодуючiй послiдовностi для вибiрки об’єму
𝑚 буде точно𝑚 одиниць i 𝑛 − 1 нулiв, якi роздiляють одиницi,
тобто кодуюча послiдовнiсть має 𝑚 + 𝑛 − 1 нулiв i одиниць.
Знайдемо кiлькiсть таких послiдовностей. Для побудови по-
слiдовностей iз𝑚 одиниць i 𝑛 − 1 нулiв потрiбно визначити
𝑚 позицiй для одиниць iз𝑚 + 𝑛 − 1 можливих позицiй. Тому
кiлькiсть таких послiдовностей дорiвнює C𝑚𝑛+𝑚−1 = C

𝑛−1
𝑛+𝑚−1.

Позначимо число комбiнацiй iз 𝑛 по𝑚 з повтореннями че-
рез𝐶𝑚

𝑛 . Тодi число таких комбiнацiй дорiвнює C𝑚𝑛 = C𝑚𝑛+𝑚−1 =

C𝑛−1
𝑛+𝑚−1.

Приклад 1.18. Знайдемо число цiлих невiд’ємних розв’язкiв
рiвняння 𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑛 = 𝑚. Iснує бiєкцiя мiж множиною
таких розв’язкiв i множиною комбiнацiй з повтореннями iз 𝑛
по 𝑚. Запишемо 𝑥1 одиниць, потiм 0, потiм 𝑥2 одиниць, по-
тiм 0, i, нарештi, в кiнцi просто 𝑥𝑛 одиниць. Тодi число таких
невiд’ємних розв’язкiв дорiвнює C𝑚𝑛+𝑚−1

1.5 Формула включення-вилучення

Теорема 1.19. Нехай𝑀1, . . . ,𝑀𝑛 — довiльнi скiнченнi множини.
Тодi

|
𝑛⋃
𝑖=1

𝑀𝑖 | =
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑀𝑖 | −
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2⩽𝑛

|𝑀𝑖1 ∩𝑀𝑖2 |+

+
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2<𝑖3⩽𝑛

|𝑀𝑖1 ∩𝑀𝑖2 ∩𝑀𝑖3 | + ...+
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+(−1)𝑚−1
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑚⩽𝑛

|
𝑚⋂
𝑖=1

𝑀𝑖𝑠 | + ... + (−1)𝑛−1 |
𝑛⋂
𝑖=1

𝑀𝑖 |.

Доведення. 1-й спосiб. Iндукцiя по 𝑛. При 𝑛 = 2 потрiбно до-
вести, що |𝑀 ∪𝑁 | = |𝑀 | + |𝑁 | − |𝑀 ∩𝑁 |. Нехай
𝑀 ∩𝑁 = {𝑐1, ..., 𝑐𝑟 }, 𝑀 \𝑁 = {𝑎1, ..., 𝑎𝑠 }, 𝑁 \𝑀 = {𝑏1, ..., 𝑏𝑡 }.
Тодi, очевидно,

𝑀 ∪𝑁 = {𝑐1, ..., 𝑐𝑟 , 𝑎1, ..., 𝑎𝑠 , 𝑏1, ..., 𝑏𝑡 }
i тому

|𝑀 ∪𝑁 | = 𝑟 + 𝑠 + 𝑡 = (𝑠 + 𝑟 ) + (𝑡 + 𝑟 ) − 𝑟 = |𝑀 | + |𝑁 | − |𝑀 ∩𝑁 |.
Нехай рiвнiсть iз теореми 1.19 виконується для 𝑛, доведемо

її для𝑛+1. Розглянемомножини𝑀1, . . . ,𝑀𝑛 ,𝑀𝑛+1. Позначимо

𝑀 =
𝑛⋃
𝑖=1

𝑀𝑖 ,𝑁 = 𝑀𝑛+1. Тодi |
𝑛+1⋃
𝑖=1

𝑀𝑖 | = |𝑀 | + |𝑁 | − |𝑀 ∩𝑁 |. Для

|𝑀 | = |
𝑛⋃
𝑖=1

𝑀𝑖 | i для |𝑀 ∩𝑁 | = |
𝑛⋃
𝑖=1
(𝑀𝑖 ∩𝑀𝑛+1) | за iндуктивним

принципом виконується формула iз теореми 1.19 i тодi вико-
ристовуючи її можна довести (на жаль, досить-таки громiздко)
твердження у випадку 𝑛 + 1.

2-й спосiб (комбiнаторне доведення). Розглянемо мно-

жину 𝑀 =
𝑛⋃
𝑖=1

𝑀𝑖 Вiзьмемо довiльний елемент 𝑎 ∈
𝑛⋃
𝑖=1

𝑀𝑖 .

Припустимо, що елемент 𝑎 належить точно 𝑟 множинам iз
𝑀1, . . . ,𝑀𝑛 .

В правiй частинi формули iз теореми цей елемент враховує-

ться: 𝑟 раз в сумi
𝑛∑
𝑖=1
|𝑀𝑖 |, потiм C2

𝑟 рази в сумi
∑
𝑖1<𝑖2

|𝑀𝑖1 ∩𝑀𝑖2 |,

потiм C3
𝑟 раз в сумi

∑
𝑖1<𝑖2<𝑖3

|𝑀𝑖1 ∩𝑀𝑖2 ∩𝑀𝑖3 | i т.д. Тому в правiй

частинi елемент 𝑎 враховується C1
𝑟 − C2

𝑟 + C3
𝑟 − ...(−1)𝑟+1C𝑟𝑟 =

1 − (C0
𝑟 − C1

𝑟 + C2
𝑟 − +...(−1)𝑟C𝑟𝑟 ) = 1 − (1 − 1)𝑟 = 1 раз. □



1.5. ФОРМУЛА ВКЛЮЧЕННЯ-ВИЛУЧЕННЯ 25

Приклад 1.20. Знайдемо кiлькiсть чисел iз множини 𝑀 =

{1, 2, 3, . . . , 99, 100}, якi не дiляться на жодне з чисел 2, 3, 5. Не-
хай 𝐴2 — пiдмножина iз𝑀 , яка складається iз всiх чисел, що
не дiляться на 2, 𝐴3 — iз всiх чисел iз𝑀 , якi не дiляться на 3
i 𝐴5 — iз чисел, що не дiляться на 5. Тодi |𝐴2 | = [100/2] = 50,
|𝐴3 | = [100/3] = 33, |𝐴5 | = [100/5] = 20. Тому за формулою
включення-вилучення отримаємо

|𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴5 | = |𝐴2 | + |𝐴3 | + |𝐴5 | − (|𝐴2 ∩ 𝐴3 | + |𝐴2 ∩ 𝐴5 |+

+|𝐴3 ∩ 𝐴5 |) + | |𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴5 |.
Але |𝐴2 ∩ 𝐴3 | = [100/(2 · 3)] = 16, |𝐴2 ∩ 𝐴5 | = [100/(2 · 5)] = 10,
|𝐴3∩𝐴5 | = [100/(3 ·5)] = 6 i |𝐴2∩𝐴3∩𝐴5 | = [100/(2 ·3 ·5)] = 3.
Тому

|𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴5 | = 50 + 33 + 20 − (16 + 10 + 6) + 3 = 74.

Кiлькiсть чисел, якi не належать множинi 𝐴2 ∩ 𝐴3 ∩ 𝐴5, тобто
таких, якi не дiляться нажодне з чисел 2, 3, 5 дорiвнює 100−74 =

26.

Якщо множини𝑀1, . . . ,𝑀𝑛 попарно не перетинаються, то

їх об’єднання позначається
𝑛∐
𝑖=1

𝑀𝑖 i називається незв’язним (або

диз’юнктним) об’єднанням. Тодi зформуливключення-вилучення
вiдразу випливає правило додавання, тобто має мiсце така фор-
мула розбиття:

|
𝑛∐
𝑖=1

𝑀𝑖 | =
𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑀𝑖 |.

Теорема 1.21 (формула шарiв). Нехай𝑀,𝑁 — скiнченнi мно-
жини. Якщо задано вiдображення 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 , то

|𝑀 | =
∑︁
𝑦∈𝑁
| 𝑓 −1(𝑦 ) |.
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Доведення. Справдi,𝑀 є об’єднанням пiдмножин 𝑓 −1(𝑦 ), 𝑦 ∈
𝑁 , причому всi прообрази попарно не перетинаються. Далi все
випливає iз формули розбиття. □

Теорема 1.22. |
𝑛∏
𝑖=1

𝑀𝑖 | =
𝑛∏
𝑖=1
|𝑀𝑖 |. Зокрема, |𝑀 ×𝑁 | = |𝑀 | × |𝑁 |.

Доведення. Iндукцiя по 𝑛. Якщо 𝑛 = 1, то
𝑛∏
𝑖=1

𝑀𝑖 = 𝑀1 i все

виконується.
Нехай формула правильна для 𝑛 множникiв. Розглянемо

проекцiю 𝑝 :
𝑛+1∏
𝑖=1

𝑀𝑖 на𝑀𝑛+1, задану правилом

𝑃 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 , 𝑥𝑛+1) = 𝑥𝑛+1.

Тодi для кожного 𝑦 ∈ 𝑀𝑛+1 маємо |𝑝−1(𝑦 ) | = |
𝑛∏
𝑖=1

𝑀𝑖 | i тому за

iндуктивним припущенням |𝑝−1(𝑦 ) | =
𝑛∏
𝑖=1
|𝑀𝑖 |. За формулою

шарiв

|
𝑛+1∏
𝑖=1

𝑀𝑖 | =
∑︁

𝑦∈𝑀𝑛+1

𝑛∏
𝑖=1

|𝑀𝑖 | = |𝑀𝑛+1 |
𝑛∏
𝑖=1

|𝑀𝑖 | =
𝑛+1∏
𝑖=1

|𝑀𝑖 |.

□

1.6 Полiномiальна формула

Задача. Нехай𝑋 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}—скiнченнамножина. Скiль-
ки iснує розбиттiв множини 𝑋 на 2 пiдмножини 𝐴1, 𝐴2 таких,
що

𝑋 = 𝐴1 ∪ 𝐴2, 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅.
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Розв’язання.Очевидно, пiдмножину 𝐴1 можна вибрати C𝑘1
𝑛

способами, де 𝑘1 = |𝐴1 |, тодi автоматично 𝐴2 = 𝑋 \ 𝐴1. Всього

розбиттiв буде C𝑘1
𝑛 =

𝑛!
𝑘1!(𝑛 − 𝑘1)!

=
𝑛!

𝑘1!𝑘2!
, де 𝑘2 = |𝐴2 |.

Теорема 1.23. Нехай 𝑘1, . . . , 𝑘𝑚 — цiлi невiд’ємнi числа, причому
𝑘1 + . . . + 𝑘𝑚 = 𝑛. Число розбиттiв множини 𝐴 з |𝐴 | = 𝑛 в
об’єднання

𝐴 = 𝐵1 ∪ . . . ∪ 𝐵𝑚 , 𝐵𝑖 ∩ 𝐵 𝑗 = ∅, 𝑖 ≠ 𝑗

з |𝐵𝑖 | = 𝑘𝑖 дорiвнює

C𝑛 (𝑘1, . . . , 𝑘𝑚) =
𝑛!

𝑘1!𝑘2 · · · 𝑘𝑚!
.

Доведення. Пiдмножину𝐵1 можна вибрати
(𝑛
𝑘1

)
способами, далi

з 𝑛 − 𝑘1 елементiв, що залишилися, пiдмножину 𝐵2 можна
вибрати

(𝑛−𝑘1
𝑘2

)
способами i т.д. За правилом множення число

способiв дорiвнює:

C𝑘1
𝑛 C𝑘2

𝑛−𝑘1
C𝑘3
𝑛−𝑘1−𝑘2

· · · C𝑘𝑚
𝑛−𝑘1−...−𝑘𝑚−1

=

=
𝑛!

𝑘1!(𝑛 − 𝑘1)!
(𝑛 − 𝑘1)!

𝑘2!(𝑛 − 𝑘1 − 𝑘2)!
× · · · ×

× (𝑛 − 𝑘1 − ... − 𝑘𝑚−1)!
𝑘𝑚!(𝑛 − 𝑘1 − ... − 𝑘𝑚)!

=
𝑛!

𝑘1!𝑘2!...𝑘𝑚!
.

□

Числа C𝑛 (𝑘1, . . . , 𝑘𝑚) називаються полiномiальними коефi-
цiєнтами i позначаються ще символом

( 𝑛
𝑘1,...,𝑘𝑚

)
.

Приклад 1.24. Скiлькома способами можна розселити 8 сту-
дентiв в трьох кiмнатах: одномiснiй, тримiснiй, чотиримiснiй.

Вiдповiдь: C8(1, 3, 4) =
8!

1!3!4!
.
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Теорема 1.25 (полiномiальна формула). Для довiльного нату-
рального 𝑛 має мiсце рiвнiсть

(𝑥1 + 𝑥2 + ... + 𝑥𝑚)𝑛 =
∑︁

𝑘𝑖⩾0,𝑘1+𝑘2+...+𝑘𝑚=𝑛

𝑛!
𝑘1!𝑘2!...𝑘𝑚!

𝑥𝑘1
1 𝑥

𝑘2
2 ...𝑥

𝑘𝑚
𝑚 .

Доведення. Перемножимо (𝑥1 + 𝑥2 + · · · + 𝑥𝑚) послiдовно 𝑛
раз. Тодi одержимо𝑚𝑛 доданкiв вигляду 𝑑1𝑑2 · · ·𝑑𝑛 , де кожен
множник дорiвнює або 𝑥1, або 𝑥2, ... , або 𝑥𝑚 . Позначимо для
зручностi через 𝐵 (𝑘1, . . . , 𝑘𝑚) множину тих доданкiв, де 𝑥1 зу-
стрiчається 𝑘1 раз, 𝑥2 — 𝑘2 рази,..., 𝑥𝑚 — 𝑘𝑚 разiв. Число та-
ких доданкiв дорiвнює C𝑛 (𝑘1, . . . , 𝑘𝑚) — це число розбиттiв
множини {1, . . . , 𝑛} в об’єднання𝑚 пiдмножин потужностей
𝑘1, . . . , 𝑘𝑚 вiдповiдно i таких, що 𝑘1 + ... + 𝑘𝑚 = 𝑛. Звiдси ви-
пливає полiномiальна формула. □

1.7 Сюр’єкцiї та числа Стiрлiнга

Нехай 𝑁 ,𝑀 — двi множини, |𝑁 | = 𝑛, |𝑀 | = 𝑚 i 𝑛 ⩾ 𝑚.
Знайдемо число сюр’єктивних вiдображень 𝑓 : 𝑁 −→ 𝑀. По-
значимо𝑁 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛},𝑀 = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑚}.
Теорема 1.26. Число сюр’єктивних вiдображень 𝑓 : 𝑁 −→ 𝑀

дорiвнює:𝐷 (𝑛,𝑚) =
𝑚∑
𝑘=0
(−1)𝑘C𝑘𝑚 (𝑚 − 𝑘 )𝑛 .

Доведення. Знайдемо число несюр’єктивних вiдображень 𝑓 :
𝑁 −→ 𝑀 . Нехай 𝐴𝑖 —множина тих вiдображень 𝑓 : 𝑁 −→ 𝑀
для яких 𝑦𝑖 ∉ 𝑓 (𝑁 ), 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Тодi число несюр’єктивних

вiдображень дорiвнює |
𝑚⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 |. Зауважимо далi, що виконується
рiвнiсть |𝐴𝑖 | = (𝑚 − 1)𝑛 , бо 𝐴𝑖 — множина всiх вiдображень
𝑓 : 𝑁 −→ 𝑀 \ {𝑦𝑖 }. Далi, очевидно,
|𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 | = (𝑚 − 2)𝑛 , . . . , |𝐴𝑖1 ∩ 𝐴𝑖2 ∩ . . . 𝐴𝑖𝑘 | = (𝑚 − 𝑘 )𝑛 .
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Використовуючиформулу включень-вилучень, отримаємо: |
𝑚⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 | =

C1
𝑚 (𝑚 − 1)𝑛 − C2

𝑚 (𝑚 − 2)𝑛 + · · · + (−1)𝑚−1C𝑚𝑚 (𝑚 −𝑘 )𝑛 Але тодi
число сюр’єктивних вiдображень дорiвнює

𝑚𝑛 − |
𝑚⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 | = 𝑚𝑛 −
𝑚∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘−1C𝑘𝑚 (𝑚 − 𝑘 )𝑛 =

=

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘−1C𝑘𝑚 (𝑚 − 𝑘 )𝑛 .

□

Приклад 1.27. 𝑛 рiзних куль потрiбно розмiстити по𝑚,𝑚 ⩽
𝑛 рiзних ящиках так, щоб жоден ящик не залишився пустим.
Скiлькома способами це можна зробити?

Вiдповiдь:𝐷 (𝑛,𝑚) =
𝑚∑
𝑘=0
(−1)𝑘C𝑘𝑚 (𝑚 − 𝑘 )𝑛 .

Числа Стiрлiнга 2-го роду

Означення 1.7. Нехай 𝑁 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} — множина, яка мi-
стить 𝑛 елементiв i нехай 𝑚 ⩽ 𝑛. Кiлькiсть розбиттiв мно-
жини 𝑁 на 𝑚 непорожнiх пiдмножин позначається 𝑆 (𝑛,𝑚) i
називається числом Стiрлiнга 2-го роду.

Приклад 1.28. 𝑁 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3},𝑚 = 2. Тодi 𝑆 (3, 2) = 3.

Теорема 1.29.

𝑆 (𝑛,𝑚) = 1
𝑚!

𝐷 (𝑛,𝑚) =

=
1
𝑚!

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘C𝑘𝑚 (𝑚 − 𝑘 )𝑛 .
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Доведення. Нехай ми маємо довiльне розбиття множини𝑁 =

{𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} на𝑚 непорожнiх пiдмножин 𝐵1, . . . , 𝐵𝑚 . Тодi цьо-
му розбиттю вiдповiдають𝑚! сюр’єктивних вiдображень iз𝑁
в множину𝑀 = {𝑦1, . . . , 𝑦𝑚}. Справдi, визначимо 𝑓 так, щоб

𝑓 (𝐵1) = 𝑦1, . . . , 𝑓 (𝐵𝑚) = 𝑦𝑚 .

Вiзьмемодовiльнуперестановку𝜎 на𝑀 i розглянемо сюр’єктивне
вiдображення 𝜎 ( 𝑓 ) : 𝑁 −→ 𝑀 за правилом 𝜎 ( 𝑓 ) (𝐵𝑖 ) = 𝑦𝜎 (𝑖 ).
Тому𝐷 (𝑛,𝑚) = 𝑚! · 𝑆 (𝑛,𝑚) i таким чином

𝑆 (𝑛,𝑚) = 1
𝑚!

𝐷 (𝑛,𝑚) = 1
𝑚!

𝑚∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘C𝑘𝑚 (𝑚 − 𝑘 )𝑛 .

□

Можна довести, що має мiсце рекурентне спiввiдношення
𝑆 (𝑛 + 1,𝑚) = 𝑆 (𝑛,𝑚 − 1) +𝑚𝑆 (𝑛,𝑚).

Числа Стiрлiнга 2-го роду мають багато цiкавих властиво-
стей. Одна з них така. Розглянемо простiр ℝ𝑛 [𝑥] всiх много-
членiв степеня ⩽ 𝑛. Легко бачити, що dimℝℝ𝑛 [𝑥] = 𝑛 + 1 i
многочлени

(𝑥)0 = 1, (𝑥)1 =
(
𝑥

1

)
· 1!, (𝑥)2 =

(
𝑥

2

)
· 2!, . . . , (𝑥)𝑛 =

(
𝑥

𝑛

)
· 𝑛!

утворюють базис вℝ𝑛 [𝑥]. Тому многочлен 𝑥𝑛 може бути запи-
саний через базис (𝑥)0, (𝑥)1, . . . , (𝑥)𝑛 . Має мiсце

Теорема 1.30. 𝑥𝑛 =
𝑛∑
𝑘=0

𝑆 (𝑛, 𝑘 ) (𝑥)𝑘 .

Тому 𝑆 (𝑚,𝑘 ) — коефiцiєнти в розкладi одного базисного
елемента𝑥𝑛 iз базису {1, 𝑥, . . . , 𝑥𝑛} через базис (𝑥)0, (𝑥)1, . . . , (𝑥)𝑛 .
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Приклад 1.31. Покажемо, що для чисел Стiрлiнга 2-го роду
𝑆 (𝑛, 𝑘 ) виконуються рiвностi:

(а) 𝑆 (𝑛, 𝑛) = 1; (б) 𝑆 (𝑛, 𝑛 − 1) =
(𝑛

2

)
; (в) 𝑆 (𝑛, 2) = 2𝑛−1 − 1.

(а) Справдi, 𝑆 (𝑛, 𝑛) — число розбиттiв множини 𝑋 на одно-
елементнi пiдмножини, а таке розбиття тiльки одне.

(б) Кожне розбиття множини𝑋 на𝑛−1 непусту пiдмножину
має вигляд: 𝑛 − 2 одноелементнi пiдмножини i 1 двоелемен-
тна пiдмножина. Двоелементну пiдмножину можна вибрати(𝑛

2

)
способами, тодi одноелементнi пiдмножини визначаються

однозначно. Тому 𝑆 (𝑛, 𝑛 − 1) =
(𝑛

2

)
. (в) Щоб отримати розбит-

тя множини 𝑋 на 2 пiдмножини потрiбно вибрати яку небудь
пiдмножину 𝐴1 i покласти 𝐴2 = 𝑋 \ 𝐴1. Пiдмножину 𝐴1 можна
вибрати 2𝑛 способами (бо кiлькiсть пiдмножин множини 𝑋
дорiвнює 2𝑛), тодi 𝐴2 визначається однозначно. Але розбиття
(𝐴1, 𝑋 \𝐴1) i (𝑋 \𝐴1, 𝑋 \(𝑋 \𝐴1)) одне i те ж. Тому розбиттiв буде
в 2 рази менше, тобто 2𝑛−1. Крiм того, потрiбно вiдкинути пару
(∅, 𝑋 \∅), тодi буде 2𝑛−1−1 розбиттiв, тобто 𝑆 (𝑛, 2) = 2𝑛−1−1.

Числа Стiрлiнга 1-го роду
Вiзьмемо вℝ𝑛 [𝑥] базис {1, 𝑥, ..., 𝑥𝑛} i запишемо многочлен

(𝑥)𝑛 через цей базис (𝑥)𝑛 =
𝑛∑
𝑘=0

𝑠 (𝑛, 𝑘 )𝑥𝑘 з деякими коефiцiєн-
тами 𝑠 (𝑛, 𝑘 ).

Означення 1.8. Числа 𝑠 (𝑛, 𝑘 ) називаються числами Стiрлiнга
1-го роду (вони можуть бути вiд’ємними).

Теорема 1.32. Має мiсце рiвнiсть:

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑠 (𝑛, 𝑘 )𝑆 (𝑘,𝑚) = 𝛿𝑚𝑛 =

{
1, 𝑛 = 𝑚

0, 𝑛 ≠ 𝑚
.

Доведiть теореми 1.30 i 1.32 Який алгебраїчний змiст теоре-
ми 1.32?
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Задачi. 1) Нехай 𝑓 : 𝑀 → 𝑀 ′ — вiдображення множини
𝑀 в множину𝑀 ′. Довести, що для довiльних пiдмножин𝑁𝑖 ⊆
𝑀, 𝑖 ∈ 𝐼 виконується рiвнiсть

𝑓 (
⋃
𝑖∈𝐼

𝑁𝑖 ) =
⋃
𝑖∈𝐼

𝑓 (𝑁𝑖 ).

2) Скiльки iснує шестицифрових чисел, якi не мiстять нуля
в десятковому записi i дiляться на 9?

3) Нехай натуральне число 𝑛 розкладається в добуток про-
стих множникiв 𝑛 = 𝑝𝛼1

1 · · ·𝑝
𝛼𝑘
𝑘
, де 𝑝𝑖 — попарно рiзнi простi

числа i 𝛼𝑖 ⩾ 1. Довести, що число всiх дiльникiв числа 𝑛 дорiв-
нює (𝛼1 + 1) (𝛼2 + 1) · · · (𝛼𝑘 + 1).

4) Знайтикiлькiсть тих вiдображень 𝜑 множини {1, 2, . . . , 𝑛}
в себе, якi мають хоча б одну нерухому точку. Вказiвка: Вiд-
ображення 𝜑 не має нерухомих точок тодi i тiльки тодi, коли
𝜑 (𝑖 ) ≠ 𝑖 для всiх 𝑖 = 1, 2 . . . 𝑛.
5) Для фiксованого 𝑛 вказати найбiльше iз чисел

(𝑛
𝑘

)
= 𝐶 𝑘

𝑛 .
6) Довести, що при 𝑛 > 1 виконується рiвнiсть(

𝑛

1

)
− 2

(
𝑛

2

)
+ 3

(
𝑛

3

)
− · · · + (−1)𝑛−1𝑛

(
𝑛

𝑛

)
= 0.

7) Вказати натуральнi 𝑛, для яких всi бiномiальнi коефiцiєн-
ти

(𝑛
𝑘

)
, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 є непарними числами.

8) Скiлькома способами 4 чорнi кулi, 5 бiлих куль i 7 синiх
куль можна розкласти у 6 рiзних пакетiв?

9) Скiлькома способами можна розподiлити 𝑛 однакових
подарункiв для𝑚 дiтей?



Роздiл 2

Перестановки, пiдстановки та пiдмно-
жини

2.1 Перестановки та їх парнiсть

Зафiксуємо натуральне число 𝑛. Будемо розглядати множи-
ну𝑀 = {1, . . . , 𝑛} перших 𝑛 натуральних чисел.

Нагадаємо, що перестановка елементiв множини𝑀 — це
впорядкований набiр

(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛),

у якому всi елементи 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 належать множинi𝑀 i є попар-
но рiзними, тобто в цьому наборi зустрiчається кожен елемент
з𝑀 , причому рiвно один раз.

Ранiше було доведено

Твердження 2.1. Кiлькiсть всiх перестановок елементiв мно-
жини {1, . . . , 𝑛} дорiвнює 𝑛!.

Означення 2.1. Для перестановки

𝜏 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛)

пару елементiв (𝛼𝑖 , 𝛼𝑗 ) назвемо iнверсiєю, якщо 𝛼𝑖 > 𝛼𝑗 , але
𝑖 < 𝑗 .

33
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Кiлькiсть всiх iнверсiй перестановки 𝜏 будемо позначати
inv(𝜏).

Означення 2.2. Перестановку 𝜏 будемо називати парною чи
непарною в залежностi вiд того, парним чи непарним є число
inv(𝜏).

Наприклад, перестановка

(4, 2, 3, 1, 5)

має всього 5 iнверсiй: (4, 2), (4, 3), (4, 1), (2, 1), (3, 1). Тому вона
є непарною.

Лема 2.1. Перестановки елементiв множини𝑀 , якi вiдрiзняю-
ться рiвно двома позицiями, мають рiзну парнiсть.

Доведення. Розглянемо перестановки
𝜏1 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑖 , . . . , 𝛼𝑗 , . . . , 𝛼𝑛)

i
𝜏2 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑗 , . . . , 𝛼𝑖 , . . . , 𝛼𝑛),

якi вiдрiзняються лише 𝑖-тою та 𝑗 -тою позицiями для деяких
𝑖 , 𝑗 , 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛.

Позначимо 𝑟 = 𝑗 − 𝑖 − 1, тобто мiж 𝛼𝑖 та 𝛼𝑗 в цих переста-
новках розташовано рiвно 𝑟 чисел. Нехай у перестановцi 𝜏1
число 𝛼𝑖 утворює з цими 𝑟 числами 𝑘 iнверсiй, елемент 𝛼𝑗 —
𝑙 iнверсiй, а𝑚 — кiлькiсть iнверсiй, якi утворює пара (𝛼𝑖 , 𝛼𝑗 ).
Тобто𝑚 = 1, якщо 𝛼𝑖 > 𝛼𝑗 i𝑚 = 0, якщо 𝛼𝑖 < 𝛼𝑗 .

Тодi у перестановцi 𝜏2 число 𝛼𝑖 утворює з цими 𝑟 числами
𝑟 −𝑘 iнверсiй, елемент 𝛼𝑗 — 𝑟 −𝑙 iнверсiй, а 1−𝑚 —це кiлькiсть
iнверсiй, якi утворює пара (𝛼𝑗 , 𝛼𝑖 ). Всi iншi пари елементiв
(𝛼, 𝛽) будуть iнверсiями одночасно для обох перестановок 𝜏1,
𝜏2. Нехай таких iнверсiй 𝑠 .

Маємо inv(𝜏1) − inv(𝜏2) = 𝑘 + 𝑙 +𝑚 + 𝑠 − (𝑟 − 𝑘 + 𝑟 − 𝑙 + 1 −
𝑚 + 𝑠 ) = 2𝑘 + 2𝑙 + 2𝑚 − 2𝑟 − 1 — число непарне. Отже, числа
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iнверсiй у перестановках 𝜏1 i 𝜏2 мають рiзну парнiсть, тобто
самi цi перестановки мають рiзну парнiсть. □

Знайдемо тепер кiлькiсть парних i непарних перестановок
елементiв множини𝑀 .

Твердження 2.2. Кiлькiсть парних перестановок елементiвмно-
жини𝑀 дорiвнює кiлькостi непарних i дорiвнює 𝑛!

2 .

Доведення. Поставимо у вiдповiднiсть довiльнiй перестановцi
𝜏 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛)

перестановку
𝜏 = (𝛼2, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛).

За лемою перестановки 𝜏 i 𝜏 мають рiзну парнiсть. При цьому
𝜏1 = 𝜏2 тодi й лише тодi, коли 𝜏1 = 𝜏2, i ¯̄𝜏 = 𝜏 .

Отже, вiдповiднiсть 𝜏 ↦→ 𝜏 є бiєкцiєю мiж множинами всiх
парних та непарних перестановок елементiв𝑀 . За правилом
вiдповiдностi кiлькiсть парних перестановок елементiв множи-
ни𝑀 дорiвнює кiлькостi непарних. Оскiльки всiх перестановок
𝑛!, а кожна перестановка або парна, або непарна, то кiлькiсть
перестановок кожного типу рiвна 𝑛!

2 . □

2.2 Пiдстановки, розклад в добуток циклiв

НехайΩ— деяка множина.

Означення 2.3. Пiдстановкою на множинiΩ будемо називати
довiльну бiєкцiю з цiєї множини в себе.

Позначимо множину всiх пiдстановок на множинi Ω сим-
волом 𝑆 (Ω). Якщо множинаΩ є множиною𝑀 = {1, . . . , 𝑛}, то
замiсть позначення 𝑆 (Ω) будемо використовувати позначення
𝑆𝑛 . Далi розглянемо найпростiшi властивостi множини 𝑆𝑛 .
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Кожну пiдстановку 𝜋 ∈ 𝑆𝑛 можна задати за допомогою
таблицi вигляду

𝜋 =

(
1 2 . . . 𝑛
𝛼1 𝛼2 . . . 𝛼𝑛

)
,

де 𝛼1 = 𝜋 (1),𝛼2 = 𝜋 (2), . . . , 𝛼𝑛 = 𝜋 (𝑛).
При цьому рiзнi таблицi задаватимуть рiзнi пiдстановки на

множинi𝑀 .
Нижнiй рядок такої таблицi, тобто набiр (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), є пе-

рестановкою елементiв множини 𝑀 . Звiдси одержуємо, що
множина 𝑆𝑛 всiх пiдстановок множини𝑀 знаходиться у взаєм-
но однозначнiй вiдповiдностi з множиною всiх перестановок
елементiв множини𝑀 .

Означення 2.4. Пiдстановку

𝜋 =

(
1 2 . . . 𝑛
𝛼1 𝛼2 . . . 𝛼𝑛

)
будемо називати парною чи непарною в залежностi вiд того,
парною чи непарною є вiдповiдна їй перестановка (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛).

Множину всiх парних пiдстановок множини𝑀 позначимо
символом 𝐴𝑛 .

Враховуючи властивостi перестановок, вiдразу маємо

Твердження 2.3. 1. Кiлькiсть всiх пiдстановок множини𝑀
дорiвнює 𝑛!.

2. Кiлькiсть всiх парних пiдстановок множини 𝑀 дорiвнює
кiлькостi всiх непарних i дорiвнює 𝑛!

2 .

Визначимо на множинi 𝑆𝑛 дiю множення. А саме, для до-
вiльних двох пiдстановок 𝜋, 𝜎 ∈ 𝑆𝑛 їх добутком 𝜋 · 𝜎 назвемо
суперпозицiю 𝜎 (𝜋). Таким чином, у добутку 𝜋 · 𝜎 спочатку дiє
вiдображення 𝜋 , а потiм 𝜎 .
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Оскiльки суперпозицiя бiєкцiй знову є бiєкцiєю, то добуток
𝜋 · 𝜎 є пiдстановкою з 𝑆𝑛 . Має мiсце
Теорема 2.2. 1. Дiя множення пiдстановок є асоцiативною,

тобто для довiльних 𝜋, 𝜎,𝜏 ∈ 𝑆𝑛 має мiсце рiвнiсть

(𝜋 · 𝜎) · 𝜏 = 𝜋 · (𝜎 · 𝜏).

2. Iснує пiдстановка 𝑒 ∈ 𝑆𝑛 така, що для довiльної пiдстанов-
ки 𝜋 виконується рiвнiсть

𝜋 · 𝑒 = 𝑒 · 𝜋 = 𝜋.

3. Для кожної пiдстановки 𝜋 iснує пiдстановка 𝜎 така, що

𝜋 · 𝜎 = 𝜎 · 𝜋 = 𝑒 .

Визначимо тепер пiдстановки найпростiшого вигляду i по-
кажемо, що з них за допомогою множення можна отримати
довiльну пiдстановку.

Означення 2.5. Назвемо пiдстановку 𝜋 ∈ 𝑆𝑛 циклом довжини
𝑘 , якщо iснують 𝑘 елементiв 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 ∈ 𝑀 такi, що

𝜋 (𝛼1) = 𝛼2, 𝜋 (𝛼2) = 𝛼3, . . . , 𝜋 (𝛼𝑘−1) = 𝛼𝑘 , 𝜋 (𝛼𝑘 ) = 𝛼1,

i 𝜋 (𝛼) = 𝛼 для всiх iнших 𝛼 ∈ 𝑀 .

В цьому випадку пiдстановку 𝜋 позначають (𝛼1 . . . 𝛼𝑘 ). При
цьому iснує 𝑘 способiв позначити пiдстановку 𝜋 , кожен з яких
визначається першим елементом циклу, який буде записано в
дужках.

З означення зрозумiло, що𝑆𝑛 мiстить цикли довжин вiд 1 до
𝑛, причому єдиним циклом довжини 1 є тотожна пiдстановка.

Означення 2.6. Цикли 𝜋1, . . . , 𝜋𝑚 ∈ 𝑆𝑛 назвемо незалежними,
якщо кожен елемент множини𝑀 є нерухомим пiд дiєю всiх, окрiм,
можливо, одного iз цих циклiв.
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Теорема 2.3. Кожну пiдстановку з 𝑆𝑛 можна розкласти в добу-
ток незалежних циклiв.

Доведення. Нехай 𝜋 ∈ 𝑆𝑛 . Виберемо довiльний елемент 𝛼1 ∈
𝑀 . Якщо 𝜋 (𝛼1) = 𝛼1, то покладемо 𝜋1 = (𝛼1). Iнакше нехай
𝛼2 = 𝜋 (𝛼1).

Якщо 𝜋 (𝛼2) = 𝛼1, то покладемо 𝜋1 = (𝛼1𝛼2). В iншому
випадку нехай 𝛼3 = 𝜋 (𝛼2).

Продовжуючи далi, виберемо такi 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 ∈ 𝑀 , що

𝜋 (𝛼1) = 𝛼2, 𝜋 (𝛼2) = 𝛼3, . . . , 𝜋 (𝛼𝑘−1) = 𝛼𝑘 , 𝜋 (𝛼𝑘 ) = 𝛼1.

Зауважимо, що таке 𝑘 обов’язково знайдеться, бо множина𝑀
скiнченна, а 𝜋 є бiєкцiєю на цiй множинi.

Покладемо𝜋1 = (𝛼1 . . . 𝛼𝑘 ). Якщо серед вибраних елементiв
є всi елементи множини𝑀 , то 𝜋 = 𝜋1.

Якщо ж нi, то виберемо якийсь iнший елемент 𝛽1. Аналогi-
чно до побудови 𝜋1 побудуємо цикл 𝜋2 = (𝛽1 . . . 𝛽𝑙 ). При цьому,
знову внаслiдок бiєктивностi 𝜋 , цикли 𝜋1 i 𝜋2 є незалежними.
Якщо серед вибраних елементiв є всi елементи множини𝑀 , то
𝜋 = 𝜋1 · 𝜋2.

Якщо ж нi, то продовжуючи так далi, внаслiдок скiнченно-
стi𝑀 , виберемо цикли 𝜋1, 𝜋2, . . . , 𝜋𝑚 такi, що кожен елемент
з𝑀 буде належати рiвно одному з цих циклiв (тобто вони є
незалежними) i при цьому має мiсце рiвнiсть

𝜋 = 𝜋1 · 𝜋2 · . . . · 𝜋𝑚 .

□

Означення 2.7. Цикл довжини 2 називається транспозицiєю.

Транспозицiя (𝑖 𝑗 ) мiняє мiсцями елементи 𝑖 та 𝑗 , а всi iншi
залишає нерухомими. Має мiсце

Теорема 2.4. 1. Кожну пiдстановку можна розкласти в добу-
ток транспозицiй.
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2. Для довiльних пiдстановки 𝜋 ∈ 𝑆𝑛 i транспозицiї 𝜎 ∈ 𝑆𝑛
пiдстановки 𝜋 та 𝜎 · 𝜋 , а також 𝜋 та 𝜋 · 𝜎 мають рiзну
парнiсть.

3. Пiдстановка є парною тодi й лише тодi, коли у кожному
її розкладi в добуток транспозицiй кiлькiсть множникiв
парна.

4. Добуток двох пiдстановок одинакової парностi є парною
пiдстановкою, а рiзної парностi — непарною.

2.3 Алгоритми генерування перестановок

Для потреб повного перебору, сортування чи нумерацiї пе-
рестановок (або пiдстановок) на скiнченнiй множинi важливою
є така

Задача. Для заданого натурального 𝑛 виписати всi переста-
новки на множинi𝑀 = {1, . . . , 𝑛}.

• Як розв’язок цiєї задачi буде розглядати ефективний ал-
горитм, який для вхiдного аргументу 𝑛 генерує лiнiйно
впорядковану множину всiх перестановок на множинi
{1, . . . , 𝑛}.

• Ефективнiсть алгоритму повнiстю залежить вiд елемен-
тарного кроку, який полягає в утвореннi наступної за вже
виписаною перестановкою.

• В якостi такого елементарного кроку будемо розглядати
перестановку сусiднiх елементiв.

Для зручностi коротко будемо записувати перестановку

(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛)
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на множинi {1, . . . , 𝑛} у виглядi

𝛼1 . . . 𝛼𝑛 .

Зауважимо, що коли в перестановцi 𝑎1 . . . 𝑎𝑛 на множинi
{1, . . . , 𝑛} вилучити число 𝑛, то отримаємо перестановку на
множинi {1, . . . , 𝑛 − 1}. Наприклад,

15423 ↦→ 1423.

При цьому кожну перестановку на множинi {1, . . . , 𝑛 − 1}
можна таким способом отримати рiвно з 𝑛 перестановок на
множинi {1, . . . , 𝑛}. Як приклад, маємо

51423 ↦→ 1423,

15423 ↦→ 1423,

14523 ↦→ 1423,

14253 ↦→ 1423,

14235 ↦→ 1423.

На основi цих спостережень розглянемо рекурсивний алго-
ритм Штейнгауза-Джонсона-Троттера генерування перестано-
вок.

Вхiд: 𝑛 — натуральне число.

1. Якщо 𝑛 = 1, то виписуємо єдину перестановку: 1.

2. Якщо 𝑛 > 1, то

а) викликаємо алгоритм генерування усiх перестановок
для 𝑛 − 1;

б) виписуємо кожну з них послiдовно 𝑛 разiв;
в) вставляємо в кожну виписану перестановку число 𝑛
всiмаможливими способами, спочатку справа налiво,
потiм злiва направо i т.д.
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Тодi iндукцiєю за 𝑛 доводяться такi твердження:

• рекурсивний алгоритм Штейнгауза-Джонсона-Троттера
є коректним, тобто в результатi його роботи отримуємо
список iз усiх 𝑛! перестановок на множинi {1, . . . , 𝑛};

• першою в списку буде перестановка 123 . . . 𝑛, а останньою
213 . . . 𝑛;

• кожнi двi сусiднi перестановки (а також перша й остання)
отримуються одна з одної за допомогою перестановки
сусiднiх елементiв.

Наведiть повнi доведення цих тверджень.

Приклад 2.5. Розглянемо результат роботи рекурсивного алго-
ритмуШтейнгауза-Джонсона-Троттера для значень𝑛 = 1, 2, 3, 4.
Нехай 𝑛 = 1. В результатi роботи алгоритму отримуємо

1.

Нехай 𝑛 = 2. Отримуємо

1
1

1 2
2 1.

При 𝑛 = 3 будемо мати

1 2
1 2
1 2
2 1
2 1
2 1

1 2 3
1 3 2
3 1 2
3 2 1
2 3 1
2 1 3.
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Нарештi при 𝑛 = 4 алгоритм видасть такий результат

1 2 3
1 2 3
1 2 3
1 2 3
1 3 2
1 3 2
1 3 2
1 3 2
3 1 2
3 1 2
3 1 2
3 1 2

1 2 3 4
1 2 4 3
1 4 2 3
4 1 2 3
4 1 3 2
1 4 3 2
1 3 4 2
1 3 2 4
3 1 2 4
3 1 4 2
3 4 1 2
4 3 1 2

3 2 1
3 2 1
3 2 1
3 2 1
2 3 1
2 3 1
2 3 1
2 3 1
2 1 3
2 1 3
2 1 3
2 1 3

4 3 2 1
3 4 2 1
3 2 4 1
3 2 1 4
2 3 1 4
2 3 4 1
2 4 3 1
4 2 3 1
4 2 1 3
2 4 1 3
2 1 4 3
2 1 3 4.

Очевидним недолiком наведеного алгоритму є потреба ре-
курсивних викликiв пiд час його роботи. Опишемо нерекурсив-
ний варiант алгоритму Штейнгауза-Джонсона-Троттера. Для
цього введемо ряд допомiжних понять, зокрема поняття орiєн-
тованої перестановки.

• Для кожного числа 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛} виберемо його лiвий
чи правий напрямок, i будемо використовувати вiдповiд-
нi позначення:

←−
𝑘 ,
−→
𝑘 .

• Перестановку назвемо орiєнтованою, якщо кожне число
в нiй має напрямок.

• Число 𝑘 в орiєнтованiй перестановцi назвемо рухомим,
якщо сусiднє з ним число у напрямку числа 𝑘 є меншим
за 𝑘 .

• Число 1 нiколи не є рухомим, а число 𝑛 не буде рухомим,
лише коли воно перше i має лiвий напрямок, або останнє
i має правий напрямок.
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Наприклад, в орiєнтованiй перестановцi

←−
5
−→
4
←−
3
←−
6
−→
1
←−
2

рухомими є числа 4, 6, 2, i тiльки вони.
Нерекурсивний алгоритм Штейнгауза-Джонсона-Троттера

генерування перестановок має такий вигляд. Зауважимо, що в
процесi його роботи отримуємо орiєнтованi перестановки.

Вхiд: 𝑛 — натуральне число.

1. Виписуємо орiєнтовану перестановку

←−
1
←−
2
←−
3 . . . ←−𝑛

2. Поки в останнiй виписанiй перестановцi є рухомi числа,
щоб отримати наступну перестановку, виконуємо такi дiї:

а) знаходимо в нiй найбiльше рухоме число𝑚;

б) мiняємо число𝑚 мiсцями з сусiднiм числом, вiдпо-
вiдно до орiєнтацiї𝑚;

в) мiняємо орiєнтацiю у всiх чисел 𝑝 таких, що 𝑝 > 𝑚;

г) виписуємо отриману орiєнтовану перестановку.

В якостi приклада при 𝑛 = 4 отримаємо таку послiдовнiсть
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перестановок

←−
1
←−
2
←−
3
←−
4

←−
1
←−
2
←−
4
←−
3

←−
1
←−
4
←−
2
←−
3

←−
4
←−
1
←−
2
←−
3

−→
4
←−
1
←−
3
←−
2

←−
1
−→
4
←−
3
←−
2

←−
1
←−
3
−→
4
←−
2

←−
1
←−
3
←−
2
−→
4

←−
3
←−
1
←−
2
←−
4

←−
3
←−
1
←−
4
←−
2

←−
3
←−
4
←−
1
←−
2

←−
4
←−
3
←−
1
←−
2

−→
4
−→
3
←−
2
←−
1

−→
3
−→
4
←−
2
←−
1

−→
3
←−
2
−→
4
←−
1

−→
3
←−
2
←−
1
−→
4

←−
2
−→
3
←−
1
←−
4

←−
2
−→
3
←−
4
←−
1

←−
2
←−
4
−→
3
←−
1

←−
4
←−
2
−→
3
←−
1

−→
4
←−
2
←−
1
−→
3

←−
2
−→
4
←−
1
−→
3

←−
2
←−
1
−→
4
−→
3

←−
2
←−
1
−→
3
−→
4 .

Пояснiть кожен крок роботи алгоритму, включаючи останнiй,
зокрема переконайтеся в коректностi зупинки його роботи.

В загальному випадку має мiсце

Теорема 2.6. В результатi роботи як рекурсивного, так i нере-
курсивного алгоритмiв Штейнгауза-Джонсона-Троттера отри-
муємо один iтойже список усiх перестановок намножинi {1, 2, . . . , 𝑛}.

Доведення. Iндукцiя за 𝑛.
База iндукцiї. Для 𝑛 = 1 твердження правильне.
Iндуктивний крок. Першi 𝑛 перестановок, отриманих за до-

помогою нерекурсивного алгоритму, будуть такими ж, як i за
допомогою рекурсивного, оскiльки на кожному кроцi вiдбуває-
ться перестановка найбiльшого мобiльного числа 𝑛 з сусiднiм
злiва вiд нього числом. На наступному кроцi найбiльше мо-
бiльне число 𝑛 − 1 переставляється з сусiднiм злiва числом, а
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орiєнтацiя 𝑛 змiнюється. Далi знову 𝑛 послiдовно переставля-
ється з сусiднiми справа числами i т.д., що й призводить до
такого самого результату, як при роботi рекурсивного алго-
ритму. Для завершення доведення залишається застосувати
припущення iндукцiї. □

В якостi застосування наведених алгоритмiв опишiть алго-
ритм, який для кожної перестановки на множинi {1, 2, . . . , 𝑛}
знаходить її номер в списку перестановок, утвореному за до-
помогою алгоритму Штейнгауза-Джонсона-Троттера.

Також опишiть алгоритм, який для кожного натурального
числа 𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛! знаходить 𝑘-ту перестановку на множинi
{1, 2, . . . , 𝑛} в списку перестановок, утвореному за допомогою
алгоритму Штейнгауза-Джонсона-Троттера.

2.4 Генерування перестановок за допомогою
iнверсiй

Розглянемо перестановку

𝛼1 𝛼2 . . . 𝛼𝑛

на множинi {1, 2, . . . , 𝑛}. Нехай 𝑎𝑖 — це кiлькiсть iнверсiй ви-
гляду (𝛼, 𝑖 ), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 у цiй перестановцi.
Означення 2.8. Послiдовнiсть 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 називається послi-
довнiстю iнверсiй перестановки

𝛼1 𝛼2 . . . 𝛼𝑛 .

Наприклад, дляперестановки 5 4 1 2 6 3 послiдовнiсть
iнверсiй має вигляд 2, 2, 3, 1, 0, 0.

Твердження 2.4. Нехай послiдовнiсть 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 є послiдов-
нiстю iнверсiй деякої перестановки. Тодi мають мiсце нерiвностi

0 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑛 − 1, 0 ≤ 𝑎2 ≤ 𝑛 − 2, . . . , 0 ≤ 𝑎𝑛−1 ≤ 1, 𝑎𝑛 = 0.
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Доведення. Справдi, для кожного 𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, у множинi
{1, 2, . . . , 𝑛} є рiвно 𝑛 − 𝑖 чисел, бiльших за 𝑖 . Тому iнверсiй
вигляду (𝛼, 𝑖 ) може бути не бiльше за 𝑛 − 𝑖 . □

Зауважимо, що з правила множення вiдразу випливає, що
рiзних послiдовностей iнверсiй може бути не бiльше 𝑛!. На-
справдi їх рiвно𝑛!, тобто вiдповiднiсть, яка кожнiй перестанов-
цi ставить у вiдповiднiсть її послiдовнiсть iнверсiй, є взаємно
однозначною.

Теорема 2.7. Нехай цiлочисельна послiдовнiсть 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛
задовольняє нерiвностi

0 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑛 − 1, 0 ≤ 𝑎2 ≤ 𝑛 − 2, . . . , 0 ≤ 𝑎𝑛−1 ≤ 1, 𝑎𝑛 = 0.

Тодi iснує єдина перестановка на множинi {1, 2, . . . , 𝑛}, послiдов-
нiстю iнверсiй якої вона є.

Ця теорема дозволяє розглядати послiдовнiсть iнверсiй, як
ще один спосiб задати перестановку (чи пiдстановку).

Для доведення теореми розглянемо два алгоритми, кожен з
яких дозволяє однозначно побудувати перестановку, послiдов-
нiстю iнверсiй якої є послiдовнiсть 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 .

1. Записуємо число 𝑛.

2. Для кожного 𝑖 вiд 𝑛 − 1 до 1: до вже записаних 𝑛 − 𝑖 чисел
дописуємо число 𝑖 так, щоб перед ним було рiвно 𝑎𝑖 вже
записаних чисел.

Наприклад, дляпослiдовностi iнверсiй 5, 3, 4, 0, 2, 1, 1, 0 отри-
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муємо

8
8 7

8 6 7
8 6 5 7

4 8 6 5 7
4 8 6 5 3 7

4 8 6 2 5 3 7
4 8 6 2 5 1 3 7.

Наведений алгоритм є коректним, тобто в результатi його
роботи отримуємоперестановку намножинi {1, 2, . . . , 𝑛}. Пере-
творення, яке за перестановкою будує її послiдовнiсть iнверсiй,
є оберненим до перетворення, яке за послiдовнiстю iнверсiй
за допомогою цього алгоритму будує перестановку. Доведiть
цi твердження.

Недолiком роботи цього алгоритму є те, що кiнцева позицiя
кожного числа змножини {1, 2, . . . , 𝑛} визначається лише пiсля
завершення роботи алгоритму.

1. Створюємо порожнiй одновимiрний масив довжини 𝑛.

2. Для кожного 𝑖 вiд 1 до𝑛: записуємо число 𝑖 в таку позицiю
масиву, щоб злiва вiд неї залишалось рiвно 𝑎𝑖 незаповне-
них позицiй.

Наприклад, дляпослiдовностi iнверсiй 5, 3, 4, 0, 2, 1, 1, 0 отри-
муємо

□ □ □ □ □ 1 □ □
□ □ □ 2 □ 1 □ □
□ □ □ 2 □ 1 3 □
4 □ □ 2 □ 1 3 □
4 □ □ 2 5 1 3 □
4 □ 6 2 5 1 3 □
4 □ 6 2 5 1 3 7
4 8 6 2 5 1 3 7.
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Покажiть, що

• алгоритм є коректним, тобто в результатi його роботи
отримуємо перестановку на множинi {1, 2, . . . , 𝑛};

• перетворення, яке за перестановкою будує її послiдов-
нiсть iнверсiй, є оберненим до перетворення, яке за по-
слiдовнiстю iнверсiй за допомогою алгоритму будує пере-
становку;

• результати роботи обох алгоритмiв побудови перестанов-
ки за послiдовнiстю iнверсiй збiгаються.

Зауважимо, що пiд час роботи другого алгоритму кiнцева
позицiя кожного числа з множини {1, 2, . . . , 𝑛} визначається
вiдразу, як тiльки це число обробляться алгоритмом.

Нехай задано перестановку

𝛼1 𝛼2 . . . 𝛼𝑛

намножинi {1, 2, . . . , 𝑛}, послiдовнiсть iнверсiй якоїмає вигляд
𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 . Тодi задану перестановку можна перетворити в

1 2 . . . 𝑛 ,

використовуючи такий алгоритм.

1. Для кожного 𝑖 вiд 1 до 𝑛: число 𝑖 послiдовно мiняємо
мiсцями з 𝑎𝑖 сусiднiми злiва числами.

Доведiть коректнiсть цього алгоритму.

Приклад 2.8. Розглянемо перестановку

4 8 6 2 5 1 3 7

на множинi {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Її послiдовнiсть iнверсiй має
вигляд 5, 3, 4, 0, 2, 1, 1, 0. Тодi робота алгоритму буде такою:
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• переставляємо 1 i отримуємо 1 4 8 6 2 5 3 7 ;

• переставляємо 2 i отримуємо 1 2 4 8 6 5 3 7 ;

• переставляємо 3 i маємо 1 2 3 4 8 6 5 7 ;

• переставляємо 4 i отримуємо 1 2 3 4 8 6 5 7 ;

• переставляємо 5 i маємо 1 2 3 4 5 8 6 7 ;

• переставляємо 6: 1 2 3 4 5 6 8 7 ;

• переставляємо 7: 1 2 3 4 5 6 7 8 .

Отримуємо перестановку

1 2 3 4 5 6 7 8.

2.5 Алгоритми генерування пiдмножин

Окрiм перебору всiх можливих перестановок елементiв де-
якої скiнченної множини часто також виникає потреба пере-
брати усi її пiдмножини. Виникає така

Задача Нехай 𝑆 — це непорожня скiнченна множина. Потрi-
бно описати алгоритм, котрий генерує усi пiдмножини множини
𝑆 .

• Припустимо, що |𝑆 | = 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ. Тодi множина 𝑆 мiстить
2𝑛 пiдмножин.

• Розв’язком задачi є ефективний алгоритм, який генерує
лiнiйно впорядковану множину всiх 2𝑛 пiдмножин мно-
жини 𝑆 .

• Ефективнiсть алгоритму повнiстю залежить вiд елемен-
тарного кроку, який полягає в утвореннi наступної за вже
виписаною пiдмножиною.
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Визначимо правило кодування пiдмножин множини 𝑆 за
допомогою бiнарних рядкiв. Для цього зафiксуємо нумерацiю
елементiв множини 𝑆 за допомогою цiлих чисел вiд 𝑛 − 1 до 0,
тобто

𝑆 = {𝑥𝑛−1, . . . , 𝑥1, 𝑥0}.
Кожнiй пiдмножинi 𝐴 ⊂ 𝑆 поставимо у вiдповiднiсть бiнарний
рядок𝑤 (𝐴) довжини 𝑛

𝑎𝑛−1 . . . 𝑎1𝑎0

за таким правилом:

𝑎𝑖 =

{
1 𝑥𝑖 ∈ 𝐴
0 𝑥𝑖 ∉ 𝐴

, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1.

Легко бачити, що має мiсце

Твердження 2.5. Вiдповiднiсть 𝐴 ↦→ 𝑤 (𝐴) є взаємно однозна-
чною.

Отже, задачу генерацiї всiх пiдмножин 𝑛-елементної мно-
жини можна розглядати, як задачу генерацiї всiх бiнарних ряд-
кiв довжини 𝑛.

Приклад 2.9. Нехай 𝑛 = 3, тобто 𝑆 = {𝑥2, 𝑥1, 𝑥0}. Тодi маємо
таку вiдповiднiсть мiж пiдмножинами 𝑆 та бiнарними рядками
довжини 3:

∅ ↦→ 000
{𝑥0} ↦→ 001
{𝑥1} ↦→ 010

{𝑥1, 𝑥0} ↦→ 011
{𝑥2} ↦→ 100

{𝑥2, 𝑥0} ↦→ 101
{𝑥2, 𝑥1} ↦→ 110

{𝑥2, 𝑥1, 𝑥0} ↦→ 111
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Тепер перейдемо до наступного етапу задання пiдмножин.
А саме, кожен бiнарний рядок довжини 𝑛 будемо розглядати,
як двiйковий запис деякого цiлого числа. При цьому бiнарному
рядку 𝑎𝑛−1 . . . 𝑎1𝑎0 вiдповiдає число

𝑎𝑛−1 · 2𝑛−1 + · · · + 𝑎1 · 2 + 𝑎0.

Цим самим доводиться

Твердження 2.6. Множини бiнарних рядкiв довжини 𝑛 та цiлих
чисел вiд 0 до 2𝑛 − 1 знаходяться у взаємно однозначнiй вiдповiд-
ностi.

Корисно пригадати алгоритм знаходження бiнарного рядка,
який вiдповiдає заданому цiлому числу. А саме, в залежностi
вiд того, парне чи непарне задане число 𝑘 , останнiм символом
такого рядка буде 0 чи 1 вiдповiдно. Саме число пiсля цього
потрiбно замiнити остачею вiд дiлення на 2 i за тим самим пра-
вилом визначати наступний бiнарний символ. Продовжуючи
далi, в результатi отримаємо бiнарний розклад числа 𝑘 .

Як наслiдок, отримуємо кодування пiдмножин заданої 𝑛-
елементної множини за допомогою цiлих чисел вiд 0 до 2𝑛 − 1,
тобто кожнiй пiдмножинi вiдповiдає єдине цiле число з вказа-
ного промiжку.

Приклад 2.10. Як приклад, нехай 𝑛 = 7,

𝑆 = {𝑥6, 𝑥5, 𝑥4, 𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥0}.

З’ясуємо, якiй пiдмножинi множини 𝑆 вiдповiдає число 29.
Зауважимо, що 29 < 127 = 27 − 1, i тому цьому числу справ-

дi вiдповiдає єдина пiдмножина множини 𝑆 . Щоб її знайти,
спочатку знаходимо бiнарний розклад числа 29:

29 = 0 · 26 + 0 · 25 + 1 · 24 + 1 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20.
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Отже, числу 29 вiдповiдає бiнарний рядок

𝑎6𝑎5𝑎4𝑎3𝑎2𝑎1𝑎0 = 0011101,

i, вiдповiдно, така пiдмножина множини 𝑆 : 𝐴 = {𝑥4, 𝑥3, 𝑥2, 𝑥0}.

На основi розглянутого кодування можемо описати такий
алгоритм перелiку усiх пiдмножин заданої 𝑛-елементної мно-
жини 𝑆 = {𝑥𝑛−1, . . . , 𝑥1, 𝑥0}.

1. Для кожного цiлого числа 𝑘 вiд 0 до 2𝑛 − 1 знаходимо
його двiйковий розклад 𝑎𝑛−1 . . . 𝑎1𝑎0 i за цим розкладом
виписуємо пiдмножину 𝐴, в яку включаємо елемент 𝑥𝑖 в
тому й лише тому випадку, коли 𝑎𝑖 = 1, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1.

Зауважимо, що елементарний крок алгоритму, тобто пере-
хiд до наступної пiдмножини, в цьому випадку є просто пере-
ходом до наступного за зростанням цiлого числа. Отримати
таке число можна, виконавши додавання одиницi до заданого
цiлого числа, записаного в бiнарному виглядi: щоб додати оди-
ницю, потрiбно замiнити крайнiй справа нуль на одиницю, а
всi наступнi за ним одиницi на нулi.

Приклад 2.11. Нехай 𝑛 = 7, 𝑆 = {𝑥6, 𝑥5, 𝑥4, 𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥0}. Зна-
йдемо пiдмножину 𝐵 , яка буде наступною за пiдмножиною
𝐴 = {𝑥6, 𝑥4, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥0}.

Для цього спочатку знаходимо бiнарний рядок, який вiдпо-
вiдає пiдмножинi 𝐴:

𝑎6𝑎5𝑎4𝑎3𝑎2𝑎1𝑎0 = 1010111.

Тепер додаємо одиницю:

1 0 1 0 1 1 1
+ 1

1 0 1 1 0 0 0
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i виписуємо шукану пiдмножину

𝐵 = {𝑥6, 𝑥4, 𝑥3}.

Сформулюємо тепер алгоритм перелiку усiх пiдмножин за-
даної 𝑛-елементної множини, який потребує лише роботи з
бiнарними рядками, тобто перераховує бiнарнi кодування усiх
пiдмножин в порядку зростання їх номерiв.

1. У якостi початкового бiнарного рядка 𝑎𝑛−1 . . . 𝑎1𝑎0 випи-
суємо нульовий бiнарний рядок довжини 𝑛: 0 . . . 00︸  ︷︷  ︸

𝑛

.

2. Поки рядок 𝑎𝑛−1 . . . 𝑎1𝑎0 не є одиничним:

а) знаходимо найменший номер 𝑗 такий, що 𝑎 𝑗 = 0;

б) покладаємо 𝑎 𝑗 = 1, 𝑎 𝑗−1 = . . . = 𝑎0 = 0.

Опишiть алгоритм перелiку всiх пiдмножин скiнченної мно-
жини в порядку спадання їх номерiв.

Зауважимо, що в описаному алгоритмi перехiд до насту-
пної множини може потребувати замiни 𝑛 бiнарних символiв.
Розглянемо далi такий спосiб кодування, в якому кожен такий
перехiд потребує замiни рiвно одного бiнарного символа.

2.6 Коди Грея

Означення 2.9. Кодом Грея порядку 𝑛 називається такий лiнiй-
ний порядок на множинi всiх бiнарних рядкiв довжини 𝑛, в якому
довiльнi два сусiднi рядки вiдрiзняються рiвно однiєю позицiєю.

Код Грея називається циклiчним, якщо перший та останнiй
бiнарнi рядки цього коду також вiдрiзняються рiвно однiєю пози-
цiєю.
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Зауважимо, що iснування кодiв Грея потрiбно доводити.
Один з природних способiв це зробити є рекурсивним, з

використанням геометричної iнтерпретацiї бiнарних слiв як
координат вершин гiперкуба. Тодi координати сумiжних вер-
шини куба якраз i вiдрiзнятимуться рiвно однiєю позицiєю.
Залишиться вказати такий обхiд усiх вершин, при якому бу-
дуть вiдвiданi всi вершини рiвно по одному разу.

Нехай 𝑛 = 1. Занумеруємо вершини одиничного вiдрiзка у
напрямку, вказаному стрiлкою:

10

Отримуємо циклiчний код Грея степеня 1:

0
1

Нехай 𝑛 = 2. Занумеруємо вершини одиничного квадрата у
напрямку, вказаному стрiлками:

0100

1110

Отримуємо циклiчний код Грея степеня 2:

00
01
11
10

Нехай 𝑛 = 3. Занумеруємо вершини одиничного куба у
напрямку, вказаному стрiлками:
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001000

101100

011010

111110

Отримуємо циклiчний код Грея степеня 3:

000
001
011
010
110
111
101
100

Описанi коди Грея є прикладами загального методу побу-
дови циклiчних кодiв Грея, якi називаються рефлективними.
В загальному випадку рефлективний код Грея 𝑛-того степеня
будується за допомогою такого рекурсивного алгоритму.

1. При 𝑛 = 1 рефлективний код Грея має вигляд 0, 1.

2. При 𝑛 > 1:

а) виписуємо рефлективний код Грея (𝑛 −1)-го степеня
i до кожного бiнарного слова дописуємо злiва 0;

б) виписуємо рефлективний код Грея (𝑛 −1)-го степеня
у зворотному порядку i до кожного бiнарного слова
дописуємо злiва 1.
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Iндукцiєю за 𝑛 перевiряється, що таким чином отримуємо
циклiчний код Грея 𝑛-того степеня. Справдi, для доведення до-
сить зауважити, що бiнарнi слова з номерами 2𝑛−1 та 2𝑛−1 + 1, а
також з номерами 1 та 2𝑛 (00 . . . та 10 . . . 0), вiдрiзняються лише
першим символом. Умова з означення коду Грея для перших
та останнiх 2𝑛−1 бiнарних слiв виконується за припущенням
iндукцiї.

Нерекурсивнийалгоритмпобудовирефлективного коду Грея
𝑛-того степеня має такий вигляд.

1. Виписуємо бiнарне слово 𝑎𝑛−1 . . . 𝑎1𝑎0 = 00 . . . 0.

2. Поки 𝑎𝑛−1 . . . 𝑎1𝑎0 ≠ 10 . . . 0:

а) обчислюємо суму 𝜎 = 𝑎𝑛−1 ⊕ · · · ⊕ 𝑎1 ⊕ 𝑎0 (додавання
вiдбувається за модулем 2, тобто значення 𝜎 буде
рiвним 0 або 1);

б) якщо 𝜎 = 0, то мiняємо значення 𝑎0 (0 на 1 чи 1 на 0
вiдповiдно);

в) якщо𝜎 = 1, то знаходимо найменший iндекс 𝑗 такий,
що 𝑎 𝑗 = 1, i мiняємо значення 𝑎 𝑗+1 (0 на 1 чи 1 на 0
вiдповiдно).

Зауважимо, що в останньому випадку внаслiдок нерiвностi
𝑎𝑛−1 . . . 𝑎1𝑎0 ≠ 10 . . . 0 маємо нерiвнiсть 𝑗 ≤ 𝑛−2 i тому символ
𝑎 𝑗+1 визначений коректно.

Теорема 2.12. Вказаний нерекурсивний алгоритм генерує рефле-
ктивний код Грея 𝑛-того степеня i коректно завершує роботу.

Доведення. Iндукцiя за 𝑛.
При 𝑛 = 1 спочатку генерується слово 𝑎0 = 0. Тодi значення

𝜎 буде рiвним 0, а наступним згенерованим словом буде 1.
Це означає, що буде згенеровано рефлективний код Грея 1-го
степеня, i алгоритм завершить роботу.
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Нехай𝑛 > 1. Припустимо, що для𝑛−1 твердження теореми
доведено. Розглянемо роботу алгоритму для 𝑛. За припущен-
ням iндукцiї, першi 2𝑛−1 бiнарних слова, якi генерує алгоритм,
будуть словами коду Грея степеня 𝑛 − 1, до кожного з яких до-
писано злiва символ 0. Справдi, в процесi роботи алгоритму,
пiд час виконання перших 2𝑛−1 крокiв, початковий символ 0
залишиться незмiнним. На кроках 2𝑛−1 та 2𝑛−1 + 1 тодi буде
отримано слова 010 . . . 0 (значення 𝜎 буде рiвним 1, а 𝑗 = 𝑛 − 2)
та 110 . . . 0 вiдповiдно. Цi слова збiгається зi словами рефле-
ктивного коду Грея з вiдповiдними номерами.

Розглянемо два послiдовнi слова з другої половини рефле-
ктивного коду Грея 𝑛-того степеня:

1𝑎𝑛−2 . . . 𝑎1𝑎0 та 1𝑏𝑛−2 . . . 𝑏1𝑏0.

В рефлективному кодi Грея (𝑛 − 1)-того степеня слово

𝑎𝑛−2 . . . 𝑎1𝑎0 є наступним пiсля слова 𝑏𝑛−2 . . . 𝑏1𝑏0.

Цi слова вiдрiзняються рiвно однiєю позицiєю. Тому суми за
модулем 2

𝑎𝑛−2 ⊕ · · · ⊕ 𝑎1 ⊕ 𝑎0 та 𝑏𝑛−2 ⊕ · · · ⊕ 𝑏1 ⊕ 𝑏0

є рiзними. Також рiзними є суми

𝑎𝑛−2 ⊕ · · · ⊕ 𝑎1 ⊕ 𝑎0 та 1 ⊕ 𝑎𝑛−2 ⊕ · · · ⊕ 𝑎1 ⊕ 𝑎0,

i суми

𝑏𝑛−2 ⊕ · · · ⊕ 𝑏1 ⊕ 𝑏0 та 1 ⊕ 𝑏𝑛−2 ⊕ · · · ⊕ 𝑏1 ⊕ 𝑏0.

Припустимо спочатку,що𝑏𝑛−2⊕· · ·⊕𝑏1⊕𝑏0 = 0. Тодi𝑎𝑛−2⊕· · ·⊕
𝑎1⊕𝑎0 = 1 i 1⊕𝑎𝑛−2⊕· · ·⊕𝑎1⊕𝑎0 = 0. Звiдси, використавшипри-
пущення iндукцiї, отримуємо, що слово 𝑎𝑛−2 . . . 𝑎1𝑎0 отримано
з 𝑏𝑛−2 . . . 𝑏1𝑏0 замiною символа 𝑏0. Тому i слово 1𝑏𝑛−2 . . . 𝑏1𝑏0
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отримується з 1𝑎𝑛−2 . . . 𝑎1𝑎0 замiною символа 𝑎0, що й перед-
бачено роботою алгоритму.

Нехай тепер𝑏𝑛−2⊕· · ·⊕𝑏1⊕𝑏0 = 1. Тодi𝑎𝑛−2⊕· · ·⊕𝑎1⊕𝑎0 = 0
i 1 ⊕ 𝑎𝑛−2 ⊕ · · · ⊕ 𝑎1 ⊕ 𝑎0 = 1. Але це означає, що слова в кожнiй
парi

1𝑎𝑛−2 . . . 𝑎1𝑎0, 1𝑏𝑛−2 . . . 𝑏1𝑏0

та
𝑏𝑛−2 . . . 𝑏1𝑏0, 𝑎𝑛−2 . . . 𝑎1𝑎0

отримано одне з одного застосуванням одного й того ж прави-
ла замiни символа. За припущенням iндукцiї це означає, що
зi слова 1𝑎𝑛−2 . . . 𝑎1𝑎0 отримуємо слово 1𝑏𝑛−2 . . . 𝑏1𝑏0, застосу-
вавши вiдповiдний крок алгоритму. Теорему доведено. □

Приклад 2.13. Розглянемо рефлективний код Грея 8-го сте-
пеня i знайдемо бiнарнi слова, якi йдуть в ньому за словами
10100110, 00011111, 01010100. Скористаємось нерекурсивним
алгоритмом генерування рефлективного коду Грея.

Маємо 𝜎 = 1⊕ 0⊕ 1⊕ 0⊕ 0⊕ 1⊕ 1⊕ 0 = 0, тому для першого
слова наступним буде 10100111.

Оскiльки 𝜎 = 0 ⊕ 0 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 ⊕ 1 = 1 i 𝑗 = 0, то для
другого слова наступним буде 00011101.

Так само 𝜎 = 0 ⊕ 1 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 0 ⊕ 1 ⊕ 0 ⊕ 0 = 1 i 𝑗 = 2, тому
для третього слова наступним буде 01011100.

Задачi. 1) Яку найбiльшу кiлькiсть iнверсiй можуть мати
пiдстановки на множинi {1, 2, . . . , 𝑛}?

2) Скiльки iснує пiдстановок на множинi {1, 2, . . . , 𝑛}, якi
мають рiвно одну iнверсiю?

3) Для перестановки 3, 5, 2, 1, 6, 4 вкажiть попередню i насту-
пну перестановки на множинi {1, 2, 3, 4, 5, 6} у списку, утворе-
ному за допомогоюалгоритмуШтейнгауза-Джонсона-Троттера.

4) Знайдiть перестановку на множинi {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, по-
слiдовнiсть iнверсiй якої має вигляд 2, 5, 5, 0, 2, 1, 1, 0.
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5) Нехай 𝑆 = {𝑥7, 𝑥6, 𝑥5, 𝑥4, 𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥0}. Визначте бiнарне
слово довжини 8, яке ставиться у вiдповiднiсть пiдмножинi
𝐴 = {𝑥6, 𝑥3, 𝑥0}.

6) Нехай 𝑆 = {𝑥7, 𝑥6, 𝑥5, 𝑥4, 𝑥3, 𝑥2, 𝑥1, 𝑥0}. Вкажiть пiдмножи-
ну iз 𝑆 , яка має номер 𝑘 = 140 (нумерацiя починається з нуля)
у списку пiдмножин множини 𝑆 , якщо використовується впо-
рядкування пiдмножин, що вiдповiдає зростанню вiдповiдних
двiйкових заисiв цiлих чисел.

7) Наведiть приклад циклiчного нерефлективного коду Грея
на множинi бiнарних слiв довжини 3.

8) Для бiнарного слова 111000111 вкажiть бiнарне слово,
наступне за ним вiдносно рефлективного коду Грея на словах
довжини 9.



Роздiл 3

Елементи математичної логiки i теорiї
множин

3.1 Логiчнi висловлювання, булевi функцiї та
логiчнi сполучники

Означення 3.1. Логiчним висловлюванням називається довiльне
твердження, яке може бути iстинним або хибним.

Позначимо через 𝔹 = {𝟘, 𝟙} множину булевих значень, де
𝟙— iстина, 𝟘— хибнiсть. Логiчне або булеве значення вислов-
лювання 𝐴 позначимо:

v𝑎𝑙 (𝐴) = 𝟙, якщо 𝐴 — iстинне;
v𝑎𝑙 (𝐴) = 𝟘, якщо 𝐴 — хибне.
Логiчнi висловлювання вивчаються в математичнiй логiцi.

Наведемо кiлька прикладiв логiчних висловлювань.

1) 𝐴 = “2 · 2 = 5”.

2) 𝐵 = “Київ — столиця України”.

3) 𝐶 = “Кожна неперервна функцiя диференцiйовна”.

Очевидно, val(𝐴) = 𝟘, val(𝐵) = 𝟙, val(𝐶 ) = 𝟘.

60
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Означення 3.2. 𝑛-мiсним логiчним сполучником називається
операцiяΦ, яка з логiчних висловлювань 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 утворює но-
ве висловлювання 𝐵 = Φ(𝐴1, . . . , 𝐴𝑛), причому val(𝐵) повнiстю
визначається логiчними значеннями v𝑎𝑙 (𝐴1), . . . , v𝑎𝑙 (𝐴𝑛). Легко
бачити, що 𝑛-мiсний логiчний сполучникΦ визначає функцiю

Φ : 𝔹 × 𝔹 × . . . × 𝔹︸              ︷︷              ︸
𝑛

−→ 𝔹.

Такi функцiї називаються булевими. Вкажемо тепер найва-
жливiшi логiчнi сполучники. Нехай 𝐴, 𝐵 — деякi висловлюван-
ня.

(1) Заперечення ⌉𝐴, висловлювання ⌉𝐴 читається як “не 𝐴”.
Вiдповiдна булева функцiя є унарною, тобто функцiєю вiд

одного булевого аргументу, нижче таблиця iстинностi цiєї фун-
кцiї:

𝐴 ⌉𝐴
0 1
1 0

.

Приклад 3.1. Нехай 𝐴= “кожна диференцiйовна функцiя не-
перервна”. Тодi заперечення ⌉𝐴= “не кожна диференцiйовна
функцiя неперервна”.

(2) Кон’юнкцiя 𝐴 ∧ 𝐵 — двомiсний (бiнарний) сполучник.
Висловлювання 𝐴 ∧ 𝐵 читається як “𝐴 i 𝐵”.

Таблиця iстинностi для кон’юнкцї:

𝐴 𝐵 𝐴 ∧ 𝐵
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
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З цiєї таблицi ми бачимо, що висловлювання 𝐴∧𝐵 iстинне тодi
i тiльки тодi, коли 𝐴 iстинне i 𝐵 iстинне.

Приклад 3.2. Нехай 𝐴=“2 ·2 = 4” i𝐵=“Париж— столиця Англiї”.
Тодi 𝐴 ∧ 𝐵=“2 · 2 = 4 i Париж — столиця Англiї”.

(3) Диз’юнкцiя 𝐴 ∨𝐵 — двомiсний сполучник. Висловлюва-
ння 𝐴 ∨ 𝐵 читається як “𝐴 або 𝐵”. Його таблиця iстинностi має
вигляд:

𝐴 𝐵 𝐴 ∨ 𝐵
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Легко бачити, що диз’юнкцiя двох висловлювань iстинна, якщо
хоча б одне з висловлювань iстинне.

(4) Iмплiкацiя 𝐴 → 𝐵 (або 𝐴 ⇒ 𝐵). Висловлювання 𝐴 → 𝐵
читається так: “якщо 𝐴, то 𝐵”, або “з 𝐴 випливає 𝐵” або “𝐵 є
логiчним наслiдком 𝐴”. В iмплiкацiї 𝐴 → 𝐵 висловлювання 𝐴—
це антецедент (умова), а 𝐵 — консеквент (наслiдок). Таблиця
iстинностi для iмплiкацiї:

𝐴 𝐵 𝐴 → 𝐵
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Бачимо, що iмплiкацiя хибна тодi i тiльки тодi, коли iз iстини
випливає хибнiсть.

(5) Еквiваленцiя 𝐴 ↔ 𝐵 . Висловлювання 𝐴 ↔ 𝐵 читається
як “𝐴 тодi i тiльки тодi, коли𝐵” або “𝐴 еквiвалентне𝐵”. Таблиця
iстинностi для еквiваленцiї:
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𝐴 𝐵 𝐴 ↔ 𝐵
0 0 1
1 0 0
0 1 0
1 1 1

(6) Логiчне додавання (роздiляюче “або”) 𝐴 ⊕𝐵 . Висловлюван-
ня 𝐴 ⊕𝐵 передається словами “або 𝐴, або𝐵” (але не одночасно).
Його таблиця iстинностi така:

𝐴 𝐵 𝐴 ⊕ 𝐵
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Iз логiчних висловлювань 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 , застосовуючи логiчнi
зв’язки, можна отримувати iншi логiчнi висловлювання. При-
клади таких логiчних висловлювань:

(𝐴1 → 𝐴2) ∨ (⌉𝐴3), ((⌉𝐴2 ∨ 𝐴2)) → 𝐴1.

Порядок логiчних операцiй визначається дужками, але вва-
жається стандартним такий порядок дiй:

1) Першим застосовується заперечення ⌉.
2) Потiм йдуть кон’юнкцiя ∧ i диз’юнкцiя ∨.
3) Потiм застосовується логiчне додавання ⊕.
4) Останнiми застосовують iмплiкацiю i еквiваленцiю.

Якщо задано логiчнi значення висловлювань 𝐴, 𝐵,𝐶 , . . ., то
можна знайти логiчне значення логiчної формули, яка мiстить
𝐴,𝐵,𝐶 , . . .. Наприклад, для формули 𝐹 = (𝐴 → 𝐵) ∨ (⌉𝐵 ∧𝐶 )
таблиця iстинностi має вигляд
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𝐴 0 0 0 0 1 1 1 1
𝐵 0 0 1 1 0 0 1 1
𝐶 0 1 0 1 0 1 0 1
𝐹 1 1 1 1 0 1 1 1

Висловлювання, якi не можна записати за допомогою логiчних
сполучникiв iз iнших висловлювань, називаються елементар-
ними, або атомами. Наприклад:

𝐴= “2 · 2 = 4” – атом;
𝐵= “Лондон — столиця Францiї” — атом.
Висловлювання “якщо невiрно, що 2 · 2 = 4, то Лондон —

столиця Францiї”, тобто ⌉𝐴 → 𝐵 , очевидно, не є атомом.
Нехай 𝐹 = 𝐹 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑛) — висловлювання, яке отримане iз

висловлювань 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 за допомогою логiчних сполучникiв
1) – 6). Надаючи 𝐴𝑖 значення 0 або 1 iз множини 𝔹 = {𝟘, 𝟙},
отримаємо значення 𝐹 ∈ 𝔹. Тодi функцiя 𝐹 : 𝔹𝑛 → 𝔹 вiд змiн-
них 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 називається булевою функцiєю, асоцiйованою з
формулою 𝐹 = 𝐹 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑛).

В загальному випадку булевою функцiєю називається довiль-
на функцiя 𝐹 : 𝔹𝑛 → 𝔹.

Як приклад можна розглянути формулу 𝐹 = (𝐴1∨𝐴2) →⌉𝐴1,
яка задає вiдображення 𝐹 : 𝔹2 → 𝔹. Таблиця iстинностi для
цiєї формули має вигляд:

𝐴1 𝐴2 𝐹
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 0

Iз цiєї таблицiможна знайтибудь-якi значенняфункцiї𝐹 (𝐴1, 𝐴2)
в залежностi вiд булевих значень аргументiв 𝐴1, 𝐴2.
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Зауваження 3.1. Рiзнi формули

𝐹 = 𝐹 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑛), 𝐺 = 𝐺 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑛)

можуть визначати одну i ту ж булеву функцiю. Наприклад, рiзнi
формули 𝐹 = 𝐴1 → 𝐴2,𝐺 =⌉𝐴2 →⌉𝐴1 мають однаковi таблицi
iстинностi i тому визначають одну i ту ж булеву функцiю.

Означення 3.3. Формули 𝐹 = 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) i𝐺 = 𝐺 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
логiки висловлювань називаються рiвносильними, якщо вони ви-
значають одну i ту ж булеву функцiю, позначення для рiвносиль-
них формул: 𝐹 ≡ 𝐺 .
Означення 3.4. 1. Формула 𝐹 = 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) логiки вислов-

лювань називається тотожно iстинною, або тавтологi-
єю, якщо val(𝐹 ) = 𝟙 для всiх значень 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 , позначення
𝐹 ≡ 𝟙.

2. Формула𝐺 = 𝐺 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) називається тотожно хибною,
якщо val(𝐺 ) = 𝟘 для всiх значень 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 , позначення
𝐺 ≡ 𝟘.

Використовуючи таблицi iстинностi для логiчних сполучни-
кiв, легко перевiрити, що має мiсце наступне твердження:

Теорема 3.3. Для довiльних формул 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3, 𝐹 логiки вислов-
лювань мають мiсце рiвносильностi:

1) 𝐹1 ∨ 𝐹2 ≡ 𝐹2 ∨ 𝐹1; 𝐹1 ∧ 𝐹2 ≡ 𝐹2 ∧ 𝐹1 — комутативнiсть;

2) (𝐹1∨𝐹2)∨𝐹3 ≡ 𝐹1∨(𝐹2∨𝐹3); (𝐹1∧𝐹2)∧𝐹3 ≡ 𝐹1∧(𝐹2∧𝐹3) –
асоцiативнiсть;

3) (𝐹1 ∧ 𝐹2) ∨ 𝐹3 ≡ (𝐹1 ∨ 𝐹3) ∧ (𝐹2 ∨ 𝐹3); (𝐹1 ∨ 𝐹2) ∧ 𝐹3 ≡
(𝐹1 ∧ 𝐹3) ∨ (𝐹2 ∧ 𝐹3) – дистрибутивнiсть;

4) Закони де Моргана

⌉ (𝐹1 ∨ 𝐹2) ≡⌉𝐹1∧⌉𝐹2; ⌉ (𝐹1 ∧ 𝐹2) ≡⌉𝐹1∨⌉𝐹2;
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5) Закони iдемпотентностi

𝐹 ∨ 𝐹 ≡ 𝐹 ; 𝐹 ∧ 𝐹 ≡ 𝐹 ;

6) Закони поглинання

𝐹1 ∧ (𝐹1 ∨ 𝐹2) ≡ 𝐹1;

𝐹1 ∨ (𝐹1 ∧ 𝐹2) ≡ 𝐹1;

7) Закон зняття подвiйного заперечення

⌉ (⌉𝐹 ) ≡ 𝐹 ;

8) Закон виключення третьої можливостi

𝐹∨⌉𝐹 ≡ 𝟙;

9) Закон суперечностi

𝐹 ∧ (⌉𝐹 ) ≡ 𝟘;

10) Закон поглинання константами

𝐹 ∨ 0 ≡ 𝐹 , 𝐹 ∧ 0 ≡ 𝟘;

𝐹 ∨ 𝟙 ≡ 𝟙, 𝐹 ∧ 𝟙 ≡ 𝐹 ;

Зауваження 3.2. Окрiм основних логiчних сполучникiв, є ще
й iншi. Вкажемо два iз них, якi зустрiчаються в алгебрi логiки.
Це стрiлка Пiрса, яка може бути записана через диз’юнкцiю i
заперечення. Вона визначається формулою 𝑥 ↑ 𝑦 ≡⌉(𝑥 ∨ 𝑦 )
i ще називається антидиз’юнкцiєю з очевидних причин. Iн-
ша логiчна операцiя – це штрих Шеффера, який визначається
формулою 𝑥 |𝑦 ≡⌉(𝑥 ∧ 𝑦 ) i також називається антикон’юнкцiєю.

3.2 Нормальнi форми булевих функцiй

В попередньому роздiлi згадувалося, що кожна формула
логiки висловлювань 𝐹 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑛), яка мiстить 𝑛 аргументiв,
визначає деяку булеву функцiю 𝐹 : 𝔹𝑛 → 𝔹, де 𝔹 = {𝟙, 𝟘}.
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Виявляється, що i навпаки, кожна булева функцiя такого вигля-
ду може бути задана деякою логiчною формулою. При цьому
можна вказати такi формули дуже простого вигляду, якi зручнi
в застосуваннях. Нехай 𝐹 = 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — булева функцiя,
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 — булевi змiннi, якi можуть приймати значення 𝟘, 𝟙.

Означення 3.5. Впорядкований набiр 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) логiчних
значень 𝟘, 𝟙 називається булевим вектором. Очевидно, 𝛼 ∈ 𝔹𝑛 .

Якщо 𝐹 = 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — булева функцiя, то зiставлення
𝑥1 → 𝛼1, . . . , 𝑥𝑛 → 𝛼𝑛 називається iнтерпретацiєю змiнних.
Тодi, надаючи булевим змiнним деякi логiчнi значення, ми
отримаємо, що 𝐹 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝔹.

Областю iстинностi формули 𝐹 = 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) називається
множина {𝛼 ∈ 𝔹𝑛 | 𝐹 (𝛼) = 𝟙}. Область iстинностi будемо
позначати через 𝐼 (𝐹 ).

Аналогiчно визначимо область хибностi:

𝑂 (𝐹 ) = {𝛼 ∈ 𝔹𝑛 | 𝐹 (𝛼) = 𝟘}.

Iнакше кажучи, для булевої функцiї 𝐹 : 𝔹𝑛 → 𝔹 маємо

𝐼 (𝐹 ) = 𝐹−1(𝟙), 𝑂 (𝐹 ) = 𝐹−1(𝟘).

Очевидно, що мають мiсце рiвностi

𝑂 (𝐹 ) ∪ 𝐼 (𝐹 ) = 𝔹𝑛 , 𝑂 (𝐹 ) ∩ 𝐼 (𝐹 ) = ∅.

Для булевої величини 𝛼 ∈ 𝔹 i булевої змiнної 𝑥 покладемо:
𝑥𝛼 = 𝑥 , якщо 𝛼 = 𝟙 i 𝑥𝛼 =⌉𝑥 , якщо 𝛼 = 𝟘.

Означення 3.6. Елементарноюкон’юнкцiєюнад списком змiнних
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 називається формула вигляду

𝑥𝛼1
1 ∧ 𝑥

𝛼2
2 ∧ . . . ∧ 𝑥

𝛼𝑛
𝑛
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для деякого булевого вектора (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐵𝑛 , а елементарною
диз’юнкцiєю над цим списком називається формула

𝑥𝛼1
1 ∨ 𝑥

𝛼2
2 ∨ . . . ∨ 𝑥

𝛼𝑛
𝑛 ,

для деякого вектора (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝔹𝑛 .

Приклад 3.4. Над списком змiнних {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3} розглянемо еле-
ментарнi кон’юнкцiї 𝑥1∧⌉𝑥2 ∧ 𝑥3 i ⌉𝑥1 ∧ 𝑥2∧⌉𝑥3. Тодi перша
кон’юнкцiя побудована за булевим вектором (𝟙, 𝟘, 𝟙), а друга —
за вектором (𝟘, 𝟙, 𝟘).

Означення 3.7. Формула, що є диз’юнкцiєю попарно рiзних еле-
ментарних кон’юнкцiй, називається диз’юнктивною нормальною
формою (ДНФ), а формула, що є кон’юнкцiєю попарно рiзних еле-
ментарних диз’юнкцiй — кон’юнктивною нормальною формою
(КНФ).

Означення 3.8. ДНФ (КНФ) називається досконалою, якщо всi
її елементарнi кон’юнкцiї (диз’юнкцiї) побудованi над одним i
тим же списком змiнних. Коротко будемо позначати: ДДНФ—
досконала диз’юнктивна нормальна форма, ДКНФ — досконала
кон’юнктивна нормальна форма.

Приклад 3.5. 1) (𝑥1 ∧ 𝑥2 ∧ 𝑥3) ∨ (⌉𝑥1 ∧ 𝑥2) — ДНФ (тут еле-
ментарнi кон’юнкцiї побудованi над рiзними списками
змiнних).

2) (𝑥1 ∧ 𝑥2∧⌉𝑥3) ∨ (𝑥1 ∧ 𝑥2∧⌉𝑥3) — ДДНФ.

3) (⌉𝑥1 ∨ 𝑥2∨⌉𝑥3) ∧ (𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3) – ДКНФ.

Лема 3.6. (1) Елементарна кон’юнкцiя𝐾 = 𝑥𝛼1
1 ∧𝑥

𝛼2
2 ∧. . .∧𝑥

𝛼𝑛
𝑛

приймає значення 𝟘 на всiх булевих векторах (𝛾1, . . . ,𝛾𝑛) ∈
𝔹𝑛 , крiм одного, який має вигляд (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛). На цьому ве-
кторi елементарна кон’юнкцiя приймає значення 𝟙. Нав-
паки, для кожного булевого вектора (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) ∈ 𝔹𝑛 iснує
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єдина елементарна кон’юнкцiя 𝐾1 така, 𝐾1((𝛽1, . . . , 𝛽𝑛)) =
𝟙 i 𝐾1 = 𝟘 на iнших векторах. Це елементарна кон’юнкцiя
𝑥
𝛽1
1 ∧ 𝑥

𝛽2
2 ∧ . . . ∧ 𝑥

𝛽𝑛
𝑛 .

(2) Елементарна диз’юнкцiя 𝐷 = 𝑥𝛼1
1 ∨ 𝑥

𝛼2
2 ∨ . . . ∨ 𝑥

𝛼𝑛
𝑛 при-

ймає значення 𝟙 на всiх булевих векторах iз 𝔹𝑛 , крiм одного,
який має вигляд (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), де 𝛼𝑖 =⌉𝛼𝑖 . На цьому векторi
елементарна диз’юнкцiя приймає значення 𝟘. Навпаки, для
кожного булевого вектора (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) iснує єдина елемен-
тарна диз’юнкцiя, що приймає значення 𝟘 на (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) i
𝟙 на всiх iнших. Це елементарна диз’юнкцiя

𝑥
𝛽1
1 ∨ 𝑥

𝛽2
2 ∨ . . . ∨ 𝑥

𝛽𝑛
𝑛 .

Доведення. (1) Елементарна кон’юнкцiя𝐾 = 𝑥𝛼1
1 ∧𝑥

𝛼2
2 ∧ . . .∧𝑥

𝛼𝑛
𝑛

приймає значення 𝟙 тодi i тiльки тодi, коли 𝑥𝛼1
1 = 𝟙, . . . , 𝑥𝛼𝑛𝑛 = 𝟙.

Останнє означає, що 𝑥1 = 𝛼1, . . . , 𝑥𝑛 = 𝛼𝑛 . Далi все очевидно.
(2) Доводиться аналогiчно. □

Теорема 3.7. 1) Кожну, не тотожно рiвну нулю, булеву фун-
кцiю можна задати деякою ДДНФ.

2) Кожну, не тотожно рiвну одиницi, булеву фунцiю, можна
задати деякою ДКНФ.

3) ДДНФ i ДКНФ визначається булевою функцiєю однозначно,
з точнiстю до перестановки елементарних кон’юнкцiй чи
диз’юнкцiй.

Доведення. (1) Вiзьмемодовiльну булевуфункцiю 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) .
𝟘. Тодi 𝐼 (𝐹 ) ≠ ∅. Для кожного вектора 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐼 (𝐹 )
розглянемо елементарну кон’юнкцiю

𝐾𝛼 = 𝑥𝛼1
1 ∧ 𝑥

𝛼2
2 ∧ . . . ∧ 𝑥

𝛼𝑛
𝑛 .
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Тодi𝐾𝛼 (𝛼) = 𝟙 i𝐾𝛼 (𝛽) = 𝟘длядовiльного вектора (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛) ≠
(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛). Розглянемо диз’юнкцiю∨

(𝛼1,...,𝛼𝑛)∈𝐼 (𝐹 )
(𝑥𝛼1

1 ∧ 𝑥
𝛼2
2 ∧ . . . ∧ 𝑥

𝛼𝑛
𝑛 ) = 𝐺 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Тодi формула𝐺 (𝑥1, . . . 𝑥𝑛) приймає значення 𝟙 на векторах iз
𝐼 ( 𝑓 ). Якщо ж 𝛽 ∉ 𝐼 ( 𝑓 ), то всi 𝐾𝛼 (𝛽) = 𝟘 i тому𝐺 (𝛽) = 𝟘. Це
означає, що 𝑓 ≡ 𝐺.
(2) Вiзьмемо довiльну булеву функцiю 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) . 𝟙.

Тодi𝑂 (𝐹 ) ≠ ∅. Для кожного вектора 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝑂 (𝐹 )
розглянемо елементарну диз’юнкцiю

𝐷𝛼 = 𝑥𝛼1
1 ∨ 𝑥

𝛼2
2 ∨ . . . ∨ 𝑥

𝛼𝑛
𝑛 .

Тодi𝐷𝛼 (𝛼) = 𝟘 i𝐷𝛼 (𝛽) = 𝟙 для∀𝛽 ≠ 𝛼. Розглянемо кон’юнкцiю∧
(𝛼1,...,𝛼𝑛)∈𝑂 (𝐹 )

(𝑥𝛼1
1 ∨ 𝑥

𝛼2
2 ∨ . . . ∨ 𝑥

𝛼𝑛
𝑛 ) = 𝐺 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Тодi формула 𝐺 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) приймає значення 𝟘 на 𝑂 (𝐹 ).
Якщо ж 𝛽 ∉ 𝑂 (𝐹 ), то всi 𝐷𝛼 (𝛽) = 𝟙 i тому 𝐺 приймає на 𝛽
значення 𝟙. Звiдси випливає, що𝐺 ≡ 𝑓 . □

Алгоритм побудови ДДНФ:
1) перевiрити, що виконується умова 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) . 𝟘;
2) знайтиобласть iстинностi 𝐼 (𝐹 ) булевоїфункцiї𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝐼 (𝐹 ) = {(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝔹𝑛 | 𝐹 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 𝟙};
3) для кожного булевого вектора (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) iз 𝐼 (𝐹 ) записа-

ти елементарну кон’юнкцiюнад спискомвсiх змiнних𝑥1, . . . , 𝑥𝑛
вигляду

𝑥𝛼1
1 ∧ 𝑥

𝛼2
2 ∧ . . . ∧ 𝑥

𝛼𝑛
𝑛 ,

де 𝑥𝛼𝑖
𝑖

= 𝑥𝑖 якщо 𝛼𝑖 = 𝟙 i 𝑥𝛼𝑖
𝑖

=⌉𝑥𝑖 якщо 𝛼𝑖 = 𝟘;
4) записати ДДНФ як диз’юнкцiю всiх таких елементарних

кон’юнкцiй по всiх (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐼 (𝐹 ).
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Приклад 3.8. Запишемо ДДНФ для булевої функцiї, заданої
формулою логiки висловлювань вигляду:

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 → 𝑥2) ∧ (⌉𝑥3 ↔⌉𝑥1).

1) Перевiримо, що виконується умова 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) . 𝟘. Лег-
ко бачити, що 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝟙 при 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝟙.

2) Знайдемо область iстинностi булевої функцiї𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).
Дя цього запишемо таблицю iстинностi для булевої функцiї
𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3):

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥1 → 𝑥2 ⌉𝑥3 ↔⌉𝑥1 𝐹
0 0 0 1 1 1
0 0 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Iз цiєї таблицi ми бачимо, що

𝐼 (𝐹 ) = {(0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 1)}.

3) Для кожного булевого вектора iз 𝐼 (𝐹 ) запишемо елемен-
тарну кон’юнкцiю над списком змiнних.

Для вектора (0, 0, 0) елементарна кон’юнкцiя буде

𝑥0
1 ∧ 𝑥0

2 ∧ 𝑥0
3 =⌉𝑥1∧⌉𝑥2∧⌉𝑥3,

для вектора (0, 1, 0) —

𝑥0
1 ∧ 𝑥1

2 ∧ 𝑥0
3 =⌉𝑥1 ∧ 𝑥2∧⌉𝑥3,
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для вектора (1, 1, 1) вiдповiдно

𝑥1
1 ∧ 𝑥1

2 ∧ 𝑥1
3 = 𝑥1 ∧ 𝑥2 ∧ 𝑥3.

Тому ДДНФ має вигляд

(⌉𝑥1∧⌉𝑥2∧⌉𝑥3) ∨ (⌉𝑥1 ∧ 𝑥2∧⌉𝑥3) ∨ (𝑥1 ∧ 𝑥2 ∧ 𝑥3).

Алгоритм побудови ДКНФ:
1) перевiрити, що виконується умова 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) . 𝟙;
2) знайтиобласть хибностi𝑂 (𝐹 ) булевоїфункцiї𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝐼 (𝐹 ) = {(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝔹𝑛 | 𝐹 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) = 𝟙};

3) для кожного булевого вектора (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) iз 𝐼 (𝐹 ) записа-
ти елементарнудиз’юнкцiюнад спискомвсiх змiнних𝑥1, . . . , 𝑥𝑛
вигляду

𝐷𝛼 = 𝑥𝛼1
1 ∨ 𝑥

𝛼2
2 ∨ . . . ∨ 𝑥

𝛼𝑛
𝑛 ,

де 𝛼𝑖 =⌉𝛼𝑖 , 𝑥𝛼𝑖𝑖 = 𝑥𝑖 якщо 𝛼𝑖 = 𝟙 i 𝑥𝛼𝑖
𝑖

=⌉𝑥𝑖 якщо 𝛼𝑖 = 𝟘;
4) записати ДКНФ як кон’юнкцiю всiх таких елементарних

диз’юнкцiй по всiх (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ 𝐼 (𝐹 ).
Приклад 3.9. Запишемо ДКНФ для булевої функцiї, заданої
формулою логiки висловлювань iз попереднього прикладу, тоб-
то

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 → 𝑥2) ∧ (⌉𝑥3 ↔⌉𝑥1).
1) Перевiримо, що виконується умова 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) . 𝟙. Легко
бачити iз таблицi iстинностi, що 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) не є тавтологiєю.

2) Знайдемо область хибностi булевої функцiї 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).
Для цього скористаємося таблицею iстинностi для булевої фун-
кцiї 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) iз попереднього прикладу:

𝑂 (𝐹 ) = {(0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1) (1, 1, 0)}.

3) Для кожного булевого вектора iз𝑂 (𝐹 ) запишемо елемен-
тарну диз’юнкцiю над списком змiнних.
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Для вектора (0, 0, 1) елементарна диз’юнкцiя буде

𝑥1
1 ∨ 𝑥1

2 ∨ 𝑥0
3 = 𝑥1 ∨ 𝑥2∨⌉𝑥3,

для вектора (0, 1, 1) – 𝑥1
1 ∨ 𝑥0

2 ∨ 𝑥0
3 = 𝑥1∨⌉𝑥2∨⌉𝑥3, для вектора

(1, 0, 0) вiдповiдно 𝑥0
1 ∨ 𝑥1

2 ∨ 𝑥1
3 =⌉𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3. Для вектора

(1, 0, 1) аналогiчно запишемо елементарну диз’юнкцiю 𝑥0
1 ∨

𝑥1
2∨𝑥0

3 =⌉𝑥1∨𝑥2∨⌉𝑥3,i нарештi для вектора (1, 1, 0) елементарна
диз’юнкцiя має вигляд 𝑥0

1 ∨ 𝑥0
2 ∨ 𝑥1

3 =⌉𝑥1∨⌉𝑥2 ∨ 𝑥3. Тому ДКНФ
має вигляд

(𝑥1 ∨ 𝑥2∨⌉𝑥3) ∧ (𝑥1∨⌉𝑥2∨⌉𝑥3) ∧ (⌉𝑥1 ∨ 𝑥2 ∨ 𝑥3)∧

∧(⌉𝑥1 ∨ 𝑥2∨⌉𝑥3) ∧ (⌉𝑥1∨⌉𝑥2 ∨ 𝑥3).

Означення 3.9. Набiр булевихфункцiй називається повним, якщо
через функцiї з цього набору за допомогою суперпозицiй можна
виразити всi булевi функцiї.

Iз теореми 3.7 вiдразу випливає такий

Наслiдок 3.10. Набори булевих функцiй { ⌉,∧}, { ⌉,∨} є повними.

Доведення. За теоремою 3.7 набiр булевих функцiй {⌉,∧,∨} є
повним. Але легко перевiрити, що

𝐴 ∨ 𝐵 ≡⌉(⌉𝐴∧⌉𝐵) i 𝐴 ∧ 𝐵 ≡⌉(⌉𝐴∨⌉𝐵).

□

Можна довести, що серед бiнарних логiчних сполучникiв
стрiлка Пiрса i штрих Шеффера утворюють повнi системи.
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Булевi многочлени

Розглянемо набiр логiчних операцiй 𝟘, 𝟙,∧, ⊕. Якщо вважа-
ти, що ∧ i ⊕ — це множення i додавання за модулем 2, тобто
операцiї множення i вiдповiдно додавання в двоелементному
полi 𝔽2, то можна розглядатимногочлени iз кiльцямногочленiв
над цим полем 𝔽2[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛].
Означення 3.10. Булевим многочленом називається функцiя
вигляду

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
⊕

1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘⩽𝑛

𝑐𝑖1,...,𝑖𝑘𝑥𝑖1𝑥𝑖2 · · · 𝑥𝑖𝑘 ,

де всi невiдомi входять в першому степенi (це так званий муль-
тилiнiйний многочлен).

Теорема 3.11. Для кожної булевої функцiї 𝑓 iснує єдиний булевий
многочлен 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), який еквiвалентний функцiї 𝑓 .
Доведення. Знайдемо комбiнаторним методом кiлькiсть буле-
вих многочленiв. Зауважимо, що кiлькiсть булевих одночленiв
𝑥𝑖1 · · · 𝑥𝑖𝑘 дорiвнює кiлькостi пiдмножин множини {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛},
тобто 2𝑛 . Щоб задати булiв многочлен, потрiбно в вiдповiднiй
сумi перед кожним одночленом поставити вiдповiдний коефi-
цiєнт 0 або 1. Тому всiх булевих многочленiв буде всього 22𝑛 .
Зауважимо, що загальна кiлькiсть булевих функцiй 𝑓 : 𝔹𝑛 → 𝔹

також дорiвнює 22𝑛 .
Кожному булевому многочлену вiдповiдає деяка булева фун-

кцiя. Достатньо довести, що це iн’єктивна вiдповiднiсть. Не-
хай це не так i рiзним булевим многочленам 𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) i
𝐺 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) вiдповiдає одна й та ж булева функцiя. Тодi рiзни-
цi

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) −𝐺 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
вiдповiдає тотожно нульова булева функцiя. Це значить, що
iснує ненульовий булевий многочлен𝐻 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) такий, що
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вiдповiдна булева функцiя тотожно нульова. Це неможливо,
бо рiзним многочленам 𝐹 ∈ 𝔽2[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛], де змiннi входять
в степенi 0, або 1 вiдповiдають рiзнi функцiї (щоб це показа-
ти, достатньо скористатися методом математичної iндукцiї за
кiлькiстю змiнних). □

Приклад 3.12. Побудуємо булевий многочлен, який визначає
булеву функцiю, задану формулою iз прикладу 3.9, тобто

𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑥1 → 𝑥2) ∧ (⌉𝑥3 ↔⌉𝑥1).

Нам потрiбна буде таблиця iстинностi цiєї функцiї, яку ми
знайшли ранiше. Запишемо булевий многочлен 𝑓 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) з
невизначеними коефiцiєнтами у виглядi

𝑓 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑎0 ⊕ 𝑎𝑥1 ⊕ 𝑎2𝑥2 ⊕ 𝑎3𝑥3 ⊕ 𝑎4𝑥1𝑥2⊕

⊕𝑎5𝑥1𝑥3 ⊕ 𝑎6𝑥2𝑥3 ⊕ 𝑎7𝑥1𝑥2𝑥3,

де 𝑎𝑖 ∈ 𝔹 = {𝟘, 𝟙}. По черзi пiдставляємо в цей многочлен
значення 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 iз таблицi iстинностi i знаходимо значення
функцiї. Якщо 𝑥1 = 𝑥2 = 𝑥3 = 𝟘, то за таблицею iстинностi
повинно бути 𝑓 (𝟘, 𝟘, 𝟘) = 𝟙 i тому 𝑎0 = 𝟙. Аналогiчно при
значеннях 𝑥1 = 𝟘, 𝑥2 = 𝟘, 𝑥3 = 𝟙 отримаємо, що 𝟙 ⊕ 𝑎3𝑥3 = 𝟘
i тому 𝑎3 = 𝟙. Продовжуючи цi мiркування ми отримаємо всi
коефiцiєнти многочлена 𝑓 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3).

Теорема Поста

Введемо порядок на множинi 𝔹 = {𝟘, 𝟙}, вважаючи, що
𝟘 < 𝟙. Для довiльного булевого вектора 𝑎 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛), 𝑎𝑖 ∈ 𝔹
позначимо ⌉𝑎 = (⌉𝑎1, . . . , ⌉𝑎𝑛).

Означення 3.11. Кажуть, що булева функцiя 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

1) зберiгає нуль, якщо 𝑓 (𝟘, . . . , 𝟘) = 𝟘;
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2) зберiгає 𝟙, якщо 𝑓 (𝟙, . . . , 𝟙) = 𝟙;

3) монотонна, якщо з нерiвностi 𝑎𝑖 ⩽ 𝑏𝑖 для кожного 𝑖 =

1, . . . , 𝑛 випливає, що 𝑓 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ⩽ 𝑓 (𝑏1, . . . , 𝑏𝑛);

4) самодвоїста, якщо 𝑓 (⌉𝑎) =⌉ 𝑓 (𝑎);

5) лiнiйна, якщо вона еквiвалентна лiнiйному булевому много-
члену, тобто виразу вигляду

𝑐0 ⊕ 𝑐1 ∧ 𝑥1 ⊕ 𝑐2 ∧ 𝑥2 ⊕ · · · ⊕ 𝑐𝑛 ∧ 𝑥𝑛 , 𝑐𝑖 ∈ 𝔹.

Нехай

• F0 — множина всiх булевих функцiй, що зберiгають нуль,

• F1 —множина всiх булевих функцiй, що зберiгають оди-
ницю,

• F2 —множина всiх монотонних булевих функцiй,

• F3 —множина всiх самодвоїстих булевих функцiй,

• F4 —множина всiх лiнiйних булевих функцiй.

Теорема 3.13 (Поста). Набiр𝑀 булевих функцiй є повним тодi i
тiльки тодi, коли𝑀 ⊈ F𝑘 для кожного 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 4, тобто, коли
вiн мiстить

a) хоча б одну функцiю, що не зберiгає 𝟘.

б) хоча б одну функцiю, що не зберiгає 𝟙.

в) хоча б одну немонотонну функцiю.

г) хоча б одну несамодвоїсту функцiю.

д) хоча б одну нелiнiйну функцiю.
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3.3 Вiдношення та дiї над ними

Вiдношення

Означення 3.12. Нехай𝑀 — довiльна непуста множина. Тодi
𝑛-мiсним (або 𝑛-арним) вiдношенням на множинi 𝑀 називає-
ться довiльна пiдмножина 𝑅 ⊆ 𝑀 𝑛 . Якщо впорядкований набiр
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑅 , то кажуть, що елементи 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 знаходя-
ться у вiдношеннi 𝑅.

При 𝑛 = 2 вiдношення називається бiнарним, це пiдмножи-
на𝑅 ⊆ 𝑀 2.При 𝑛 = 3 отримаємо тернарне вiдношення, це пiд-
множина iз𝑀 3. Бiнарнi вiдношення моделюють такi поняття
iз математики як “бути меншим нiж”, “рiвнiсть”, “подiльнiсть”
в арифметицi, “конгруентнiсть” i “колiнеарнiсть” в геометрiї,
“сумiжнiсть” в теорiї графiв, “ортогональнiсть” в лiнiйнiй ал-
гебрi. У повсякденному життi бiнарнi вiдношення дуже добре
моделюють родиннi стосунки мiж людьми, наприклад, “бути
сином чи дочкою”, “бути батьком чи матiр’ю”, “бути тещею чи
зятем”.

Приклад 3.14. Нехай𝑀 = ℝ3 — тривимiрний векторний про-
стiр над полем дiйсних чисел i 𝑅 = {( ®𝑎, ®𝑏, ®𝑐 ) | ( ®𝑎, ®𝑏, ®𝑐 ) = 0} ⊂
𝑀 . Тодi 𝑅 — тернарне вiдношення (вiдношення трьох векто-
рiв), яке, як вiдомо, є вiдношенням компланарностi векторiв в
тривимiрному просторi.

Якщо 𝑅 ⊆ 𝑀 2 — бiнарне вiдношення на множинi𝑀 , то
часто пишуть 𝑎𝑅𝑏 замiсть (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑅 . Наведемо приклади бi-
нарних вiдношень на множинi ℕ натуральних чисел:𝑚 < 𝑛 —
вiдношення порядку,𝑚 | 𝑛 — вiдношення подiльностi,𝑚 ≡ 𝑛
(mod 𝑘 ) — конгруентнiсть за модулем 𝑘 .
Вiдношення на множинi𝑀 арностi 𝑛 можна також задати

функцiєю 𝜌 : 𝑀 𝑛 → 𝔹 = {0, 1} за правилом:
(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑅 тодi й лише тодi, коли 𝜌 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝟙.
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Навпаки, кожнiй функцiї 𝜌 : 𝑀 𝑛 → 𝔹 вiдповiдає 𝑛-арне
вiдношення 𝑅 = 𝜌−1(𝟙).

Надалi ми будемо розглядати переважно бiнарнi вiдношен-
ня. Для таких вiдношень можна розглянути операцiї добутку i
обертання.

а) Добутком бiнарних вiдношень 𝑅 ⊆ 𝑀 2 i 𝑆 ⊆ 𝑀 2 називає-
ться бiнарне вiдношення 𝑅𝑆 =

= {(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑀 2 | (𝑎, 𝑐 ) ∈ 𝑅 i (𝑐 , 𝑏) ∈ 𝑆 для деякого 𝑐 ∈ 𝑀 }.

б) Оберненим до вiдношення 𝑅 ⊆ 𝑀 2 називається вiдноше-
ння 𝑅−1 = {(𝑎, 𝑏) ∈ 𝑀 2 | (𝑏, 𝑎) ∈ 𝑅}.

Дiагональ Δ або Δ𝑀 — це пiдмножина з 𝑀 2, яка склада-
ється iз елементiв вигляду (𝑎, 𝑎), де 𝑎 ∈ 𝑀 . Очевидно, що
два елементи 𝑎, 𝑏 iз множини 𝑀 рiвнi тодi i тiльки тодi, ко-
ли (𝑎, 𝑏) ∈ Δ𝑀 . Це означає, що Δ — вiдношення рiвностi на
множинi𝑀 .

Найважливiшим iз усiх бiнарних вiдношень є вiдношення
еквiвалентностi, яким буквально пронизана вся математика.

Означення 3.13. Бiнарне вiдношенням ∼ на множинi𝑀 нази-
вається вiдношенням еквiвалентностi, якщо воно має такi вла-
стивостi:

1) (рефлексивнiсть) 𝑎 ∼ 𝑎 для всiх 𝑎 ∈ 𝑀 ;

2) (симетричнiсть) якщо 𝑎 ∼ 𝑏 , то 𝑏 ∼ 𝑎 ;

3) (транзитивнiсть) якщо 𝑎 ∼ 𝑏 i 𝑏 ∼ 𝑐 , то 𝑎 ∼ 𝑐 .

Приклад 3.15. 1) Вiдношення рiвностi 𝑎 = 𝑏 .

2) Вiдношення 𝑎 ≡ 𝑏 (mod 𝑛), 𝑛 — натуральне число.

3) Вiдношення |𝐴 | = |𝐵 | для булеана 𝛽 (𝑀 ).
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4) Вiдношення колiнеарностi векторiв на площинiℝ2 або в
просторiℝ3.

Означення 3.14. Нехай∼—вiдношення еквiвалентностi намно-
жинi𝑀 . Класом еквiвалентностi елемента 𝑎 ∈ 𝑀 називається
пiдмножина𝑀𝑎 = [𝑎] = {𝑥 ∈ 𝑀 | 𝑥 ∼ 𝑎}.

Теорема 3.16. Класи еквiвалентностi мають властивостi:

1) 𝑀 =
⋃
𝑎∈𝑀 𝑀𝑎 i 𝑎 ∈ 𝑀𝑎 ;

2) 𝑏 ∈ 𝑀𝑎 тодi i тiльки тодi, коли коли𝑀𝑎 = 𝑀𝑏 ;

3) Рiзнi класи класи еквiвалентностi попарно не перетинаю-
ться.

Доведення. 1) Оскiльки за означенням вiдношення еквiва-
лентностi 𝑎 ∼ 𝑎 , то 𝑎 ∈ 𝑀𝑎 . Тому𝑀 =

⋃
𝑎∈𝑀 𝑀𝑎 .

2) Нехай 𝑏 ∈ 𝑀𝑎 . Тодi 𝑏 ∼ 𝑎 . Якщо 𝑐 ∈ 𝑀𝑎 , то 𝑐 ∼ 𝑎 , тому
𝑐 ∼ 𝑏 тобто 𝑐 ∈ 𝑀𝑏 , звiдки випливає, що 𝑀𝑎 ⊆ 𝑀𝑏 .
Аналогiчноможнапоказати,що𝑀𝑏 ⊆ 𝑀𝑎 i тому𝑀𝑎 = 𝑀𝑏 .
Тодi 𝑏 ∈ 𝑀𝑏 = 𝑀𝑎 .

3) Нехай𝑀𝑎 i𝑀𝑏 – рiзнi класи еквiвалентностi. Вiзьмемо
довiльний елемент 𝑥 ∈ 𝑀𝑎 ∩𝑀𝑏 . Тодi𝑀𝑥 = 𝑀𝑎 i𝑀𝑥 =

𝑀𝑏 за доведеним вище i тому𝑀𝑎 = 𝑀𝑏 , що суперечить
нашому припущенню. Отримана суперечнiсть показує,
що𝑀𝑎 ∩𝑀𝑏 = ∅.

□

Важливiсть вiдношень еквiвалентностi на множинi𝑀 пока-
зує наступна теорема.

Теорема 3.17. 1) Кожне вiдношення еквiвалентностi ∼ на𝑀
визначає деяке розбиття 𝑀 =

⋃
𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 , де 𝑀𝑖 — класи

еквiвалентностi.
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2) Кожне розбиття𝑀 =
⋃
𝑖∈𝐼 𝑀𝑖 множини𝑀 визначає вiдно-

шення еквiвалентностi ∼ на𝑀 за правилом: 𝑎 ∼ 𝑏 тодi i
тiльки тодi, коли iснує iндекс 𝑖 ∈ 𝐼 такий, що 𝑎 ∈ 𝑀𝑖 , 𝑏 ∈
𝑀𝑖 .

Доведення. Перше твердження випливає iз попередньої теоре-
ми. Для доведення другого зауважимо, що для визначеного в
умовi бiнарного вiдношення виконуються всi пункти означен-
ня 3.13. □

Сукупнiсть елементiв множини𝑀 , взятих по одному з ко-
жного класу еквiвалентностi, називають сукупнiстю представ-
никiв класiв еквiвалентностi.

Числа Белла

Означення 3.15. Кiлькiсть всiх вiдношень еквiвалентностi на
множинi𝑀 з |𝑀 | = 𝑚 називається числом Белла 𝐵𝑚 .

Нагадаємо,що кiлькiсть розбиттiв𝑆 (𝑚,𝑛) множини𝑀 на𝑛
непорожнiх пiдмножин називається числом Стiрлiнга другого
роду

𝑆 (𝑚,𝑛) = 1
𝑛!

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘 (
(
𝑛

𝑘

)
) (𝑛 − 𝑘 )𝑚 ,

тут 𝑆 (𝑚,𝑛) = 0 при 𝑛 > 𝑚.

Тому 𝐵𝑚 =
∞∑
𝑛=0

𝑆 (𝑚,𝑛) =
∞∑
𝑛=0

1
𝑛!

𝑛∑
𝑘=0
(−1)𝑘 (

𝑛

𝑘 ) (𝑛 − 𝑘 )𝑚 .
Можна довести, що𝑚-те число Белла 𝐵𝑚 обчислюється за

формулою 𝐵𝑚 = 1
𝑒

∞∑
𝑛=0

𝑛𝑚

𝑛! .

Вiдношення часткового порядку

Означення 3.16. Бiнарне вiдношення ⩽ на множинi 𝑀 нази-
вається вiдношенням порядку або часткового порядку, якщо це
вiдношення має властивостi:
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1) (рефлексивнiсть) 𝑎 ⩽ 𝑎 для будь-якого елемента 𝑎 ∈ 𝑀 ;

2) (транзитивнiсть) якщо 𝑎 ⩽ 𝑏 i 𝑏 ⩽ 𝑐 , то 𝑎 ⩽ 𝑐 ;

3) (антисиметричнiсть) якщо 𝑎 ⩽ 𝑏 i 𝑏 ⩽ 𝑎 , то 𝑎 = 𝑏 .

Означення 3.17. Кажуть, що частковий порядок є лiнiйним,
якщо для будь-яких 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 виконується умова: 𝑎 ⩽ 𝑏 або
𝑏 ⩽ 𝑎 .

Зауваження 3.3. Якщо ⩽ — порядок на множинi 𝑀 , то вiд-
повiдний строгий порядок — це бiнарне вiдношення < на𝑀 ,
задане правилом: 𝑎 < 𝑏 тодi i тiльки тодi, коли 𝑎 ⩽ 𝑏 i 𝑎 ≠ 𝑏 .

Приклад 3.18. 1) Вiдношення 𝑥 ⩽ 𝑦 на множинi дiйсних
чиселℝ є лiнiйним порядком наℝ. Вiдповiдний строгий
порядок це вiдношення строгої нерiвностi 𝑎 < 𝑏 .

2) Вiдношення 𝑎 | 𝑏 на множинi ℕ натуральних чисел є
порядком наℕ. Цей порядок не є лiнiйним, бо, наприклад
для чисел 3, 5 не виконується жодна iз умов 3 | 5, 5 | 3.

3) Вiдношення ⊆ є вiдношенням часткового порядку на мно-
жинi всiх пiдмножинфiксованої множини𝑀 . Якщо |𝑀 | ⩾
3, то цей порядок не є лiнiйним.

Нехай𝑀 — впорядкована множина i 𝑆 — пiдмножина iз𝑀 .
Будь-який елемент 𝑎 ∈ 𝑀 такий, що 𝑎 ⩾ 𝑥 для всiх 𝑥 ∈ 𝑆
будемо називати верхньою гранню пiдмножини 𝑆 в множинi𝑀 .

Елемент 𝑎 ∈ 𝑀 , для якого iз умов 𝑥 ∈ 𝑀 i 𝑥 ⩾ 𝑎 випливає,
що 𝑥 = 𝑎 називається максимальним елементом множини𝑀
(зауважимо, що в множинi𝑀 може бути декiлька максималь-
них елементiв, якi не порiвнюванi мiж собою).

Наступне твердження вiдоме пiд назвою лема Цорна i ши-
роко використовуються в математицi.
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Лема 3.19. Нехай𝑀 — частково впорядкована множина. Якщо
кожна лiнiйно впорядкована пiдмножина iз𝑀 має верхню грань в
𝑀 , то в𝑀 iснує хоча б один максимальний елемент.

Лема Цорна еквiвалентна аксiомi вибору:
Нехай {𝑀𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼 } — сiм’я непустих множин. Тодi iснує множина
𝑁 , яка мiстить точно по одному елементу iз кожної пiдмножини
𝑀𝑖 для кожного 𝑖 ∈ 𝐼 .

Приклад 3.20. Намножинi дiйсних чиселℝ визначимо бiнарне
вiдношення 𝜌 , покладаючи 𝑎𝜌𝑏 тодi i тiльки тодi, коли 𝑎 − 𝑏 ∈
ℚ. Покажемо, що 𝜌 є вiдношенням еквiвалентностi i вкажемо
будову класiв еквiвалентностi. Очевидно, що 𝑎𝜌𝑎 для всiх 𝑎 ∈
ℝ, бо 𝑎 − 𝑎 = 0 ∈ ℚ. Також iз умови 𝑎𝜌𝑏 випливає, що 𝑏𝜌𝑎 , бо
iз включення 𝑎 − 𝑏 ∈ ℚ випливає, що 𝑏 − 𝑎 ∈ ℚ. I, нарештi,
якщо 𝑎𝜌𝑎 i 𝑏𝜌𝑐 , то i 𝑎𝜌𝑐 , бо iз включень 𝑎 − 𝑏 ∈ ℚ i 𝑐 − 𝑏 ∈ ℚ
випливає, що 𝑎 − 𝑐 ∈ ℚ. Далi, для дiйсного числа 𝑎 ∈ ℝ клас
еквiвалентностi [𝑎] має вигляд [𝑎] = {𝑏 ∈ ℝ | 𝑏−𝑎 ∈ ℚ} i тому
[𝑎] складається iз дiсного числа 𝑎 i всiх чисел вигляду 𝑎 + 𝑚

𝑛
,

де𝑚,𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 ≠ 0.

3.4 Нескiнченнi множини, кардинальнi числа

Порiвняння множин
Двi скiнченнi множини 𝐴 i 𝐵 можна порiвнювати за кiлькi-

стю елементiв двома способами.

1) Пiдрахувати кiлькостi елементiв𝑚 i 𝑛 в множинах 𝐴 i 𝐵 i
порiвняти числа𝑚,𝑛. Якщо𝑚 = 𝑛, то кiлькiсть елементiв
у множинах одна i та ж.

2) Встановити бiєкцiю 𝜑 : 𝐴 → 𝐵 . Якщо така бiєкцiя iснує,
то кiлькiсть однакова.
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Для нескiнченних множин перший спосiб не пiдходить, а
другий спосiб є, мабуть, єдиним прийнятним.

Означення 3.18. Двi множини 𝐴 i 𝐵 називаються рiвнопоту-
жними, якщо iснує бiєкцiя 𝜑 : 𝐴 → 𝐵 .

Для рiвнопотужних множин будемо використовувати запис
|𝐴 | = |𝐵 |.

Приклад 3.21. 1) Нехаймаємодвiмножини𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛},
𝐵 = {𝑏1, . . . , 𝑏𝑛}. Задамобiєкцiю заправилом: 𝜑 (𝑎𝑖 ) = 𝑏𝑖 .
Тодi |𝐴 | = |𝐵 |.

2) Нехай 𝐴 = ℕ, 𝐵 = 2ℕ = {2𝑛 | 𝑛 ∈ ℕ}. Бiєкцiю 𝜑 : ℕ→ 2ℕ
задамо за правилом: 𝜑 (𝑛) = 2𝑛. Це означає, що множи-
ни 𝐴 i 𝐵 рiвнопотужнi, тобто |𝐴 | = |𝐵 |. Зауважимо, що
𝐵 ⫋ 𝐴 i таке строге включення неможливе для скiнченних
рiвнопотужних множин.

Покажемо, що вiдношення рiвнопотужностi є, в деякому
сенсi, вiдношенням еквiвалентностi на класi всiх множин (за-
уважимо, що всi множини не утворюють нову множину, тобто
не можна говорити про множину всiх множин).

Означення 3.19. Будемо говорити, що потужнiсть множини
𝐴 не перевищує потужностi множини 𝐵 , якщо iснує iн’єктивне
вiдображення𝜓 : 𝐴 → 𝐵 .

В цьому випадку використовуватимемо запис |𝐴 | ⩽ |𝐵 |.

Приклад 3.22. |ℚ| ⩽ |ℝ|, бо можна вибрати вкладення𝜓 мно-
жиниℚ в множинуℝ.

Має мiсце така

Теорема 3.23 (Кантора-Бернштейна). Нехай 𝐴 i 𝐵 — двi непустi
множини. Якщо iснують iн’єктивнi вiдображення 𝜑1 : 𝐴 → 𝐵 i
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𝜑2 : 𝐵 → 𝐴, то iснує бiєкцiя мiж 𝐴 i 𝐵 , тобто якщо |𝐴 | ⩽ |𝐵 | i
|𝐵 | ⩽ |𝐴 |, то |𝐴 | = |𝐵 |.
Доведення. З умови теореми випливає, що 𝐴 рiвнопотужна де-
якiй пiдмножинi 𝐵1 множини 𝐵 , а 𝐵 рiвнопотужна деякiй пiд-
множинi 𝐴1 множини 𝐴. Суперпозицiя 𝜑 = 𝜑2(𝜑1) буде бiєкцi-
єю мiж 𝐴 та деякою пiдмножиною 𝐴2 множини 𝐴, причому

𝐴2 ⊂ 𝐴1 ⊂ 𝐴 = 𝐴0.

Для доведення теореми тепер досить показати, що |𝐴0 | = |𝐴1 |.
Маємо

𝐴2 = 𝜑 (𝐴0).
Позначимо

𝐴3 = 𝜑 (𝐴1), 𝐴𝑛+2 = 𝜑 (𝐴𝑛), 𝑛 ≥ 0.

Отримаємо спадну послiдовнiсть пiдмножин

𝐴0 ⊃ 𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ 𝐴3 ⊃ 𝐴4 ⊃ . . . 𝐴𝑛 ⊃ . . . .

При цьому

|𝐴0 | = |𝐴2 | = |𝐴4 | = . . . = |𝐴2𝑘 | = . . .

i
|𝐴1 | = |𝐴3 | = |𝐴5 | = . . . |𝐴2𝑘+1 | = . . . .

Покладемо

𝐶 =

∞⋂
𝑛=0

𝐴𝑛 i 𝐶𝑛 = 𝐴𝑛 \ 𝐴𝑛+1, 𝑛 ≥ 0.

Тодi множини 𝐶 ,𝐶0,𝐶1,𝐶2, . . . попарно не перетинаються, а
їх об’єднання дорiвнює всiй множинi 𝐴0. З бiєктивностi 𝜑 та
означення множин𝐶0,𝐶1,𝐶2, . . . випливає, що

|𝐶0 | = |𝐶2 | = |𝐶4 | = . . . = |𝐶2𝑘 | = . . .
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i
|𝐶1 | = |𝐶3 | = |𝐶5 | = . . . = |𝐶2𝑘+1 | = . . . .

Тепер визначимо вiдображення 𝑓 : 𝐴0 → 𝐴1 правилом

𝑓 (𝑥) =
{
𝜑 (𝑥), якщо 𝑥 ∈ 𝐶2𝑘 (𝑘 ≥ 0)
𝑥, якщо 𝑥 ∈ 𝐶2𝑘+1(𝑘 ≥ 0) або 𝑥 ∈ 𝐶 ,

яке й буде шуканою бiєкцiєю. □

Зауважимо, що для будь-яких множин 𝐴, 𝐵,𝐶 маємо |𝐴 | ⩽
|𝐴 |. Далi, iз умови |𝐴 | = |𝐵 випливає,що |𝐵 | = |𝐴 | (скористатися
тим, що обернене вiдображення до бiєкцiї є бiєкцiєю). Легко
бачити також, що iз рiвностей |𝐴 | = |𝐵 | i |𝐵 | = |𝐶 | випливає,
що |𝐴 | = |𝐶 | (бо композицiя бiєкцiй є бiєкцiєю). Тому клас всiх
множин розбивається на класи (еквiвалентних) рiвнопотужних
множин. Такi класи називаються кардинальними числами.

Приклад 3.24. Множина перших 𝑛 натуральних чисел має по-
тужнiсть 𝑛, тобто |{1, . . . , 𝑛}| = 𝑛 i 𝑛 — скiнченне кардиналь-
не число. Далi, для множини натуральних чисел потужнiсть
|ℕ| = ℵ0 (читається “алеф-нуль”), для множини дiйсних чи-
сел |ℝ| = 𝑐 , де 𝑐 = ℵ1 = 2ℵ0 (якщо прийняти наведену нижче
континуум-гiпотезу).

Означення 3.20. Будемо говорити, що потужнiсть множини 𝐴
менша за потужнiсть |𝐵 | i писати |𝐴 | < |𝐵 |, якщо |𝐴 | ⩽ |𝐵 | i цi
множини не є рiвнопотужними.

Теорема Кантора, наведена нижче, показує, що ⩽ — вiдно-
шення порядку на множинi кардинальних чисел:

1 < 2 < . . . < ℵ0 < 𝑐 < . . .

Континуум-гiпотеза. Не iснує потужностi, промiжної мiж
ℵ0 i 𝑐 .

Нi доведення, нi спростування цього твердження не виво-
диться iз аксiом теорiї множин.
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Злiченнi множини
Означення 3.21. Множина 𝐴 називається злiченною, якщо iснує
бiєкцiя цiєї множини на множину натуральних чисел ℕ.

Вживатимемо позначення 𝐴 ↔ ℕ.
Якщо𝐴—злiченнамножина, то для кожного елемента𝑎 ∈ 𝐴

iснує число 𝑛𝑎 — номер елемента 𝑎 i, таким чином, ми можемо
перерахувати всi елементи такої множини.

Теорема 3.25. Будь-яка пiдмножина злiченної множини або скiн-
ченна, або злiченна.

Доведення. Нехай 𝐴 — злiченна пiдмножина i 𝐵 ⊆ 𝐴. Всi еле-
менти iз множини 𝐴 занумеруємо 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 , . . .}. Се-
ред елементiв пiдмножини 𝐵 виберемо елемент з найменшим
номером 𝑛1 i позначимо його через 𝑏1. Далi, iз 𝐵 \ {𝑏1} вибере-
мо елемент з найменшим номером 𝑛2 i позначимо його через
𝑏2 i т.д. Отримаємо строго зростаючу послiдовнiсть номерiв
𝑛1 < 𝑛2 < 𝑛3 < . . . < 𝑛𝑘 < . . . елементiв пiдмножини 𝐵 . Якщо
через скiнченну кiлькiсть крокiв ми виберемо всi елементи з 𝐵 ,
то множина 𝐵 скiнченна. Якщо ж 𝐵 нескiнченна, то отримаємо
бiєкцiю 𝐵 на ℕ за правилом 𝑛𝑘 ↔ 𝑘 . □

Твердження 3.1. Об’єднання скiнченної та злiченної множин є
злiченною множиною.

Доведення. Нехай 𝐴 = {𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 }, 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 , . . .}.
Можна вважати, що 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅. Множину𝐶 = 𝐴 ∪ 𝐵 занумерує-
мо так: всi елементи iз 𝐴 занумеруємо вiд 1 до 𝑘 , елементи з 𝐵
занумеруємо послiдовно числами и 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, . . .. □

Теорема 3.26. Декартiв добуток двох злiченних множин є злi-
ченною множиною.

Доведення. Нехай𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 , . . .},𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 , . . .}.
Елементи iз 𝐴 × 𝐵 запишемо у виглядi таблицi
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(𝑎1, 𝑏1) (𝑎1, 𝑏2) (𝑎1, 𝑏3) . . . (𝑎1, 𝑏𝑛) . . .
(𝑎2, 𝑏1) (𝑎2, 𝑏2) (𝑎2, 𝑏3) . . . (𝑎2, 𝑏𝑛) . . .
(𝑎3, 𝑏1) (𝑎3, 𝑏2) (𝑎3, 𝑏3) . . . (𝑎3, 𝑏𝑛) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
(𝑎𝑛 , 𝑏1) (𝑎𝑛 , 𝑏2) (𝑎𝑛 , 𝑏3) . . . (𝑎𝑛 , 𝑏𝑛) . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Занумеруємо елементи цiєї таблицi по побiчних дiагоналях
(𝑎1, 𝑏1), потiм (𝑎2, 𝑏1), (𝑎1, 𝑏2), потiм наступна дiагональ

(𝑎1, 𝑏3), (𝑎2, 𝑏2), (𝑎3, 𝑏1)

i т.д. Таким чином, ми отримаємо нумерацiю всiх елементiв
цiєї нескiнченної таблицi, що означає злiченнiсть множини
𝐴 × 𝐵. □

Наслiдок 3.27. Об’єднання злiченної кiлькостi злiченних множин
є злiченною множиною.

Доведення. Нехай 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 , . . . — злiченнi множини. Мо-
жна вважати, що 𝐴𝑖 ∩𝐴𝑗 = ∅, 𝑖 . 𝑗 . Елементи з 𝐴1 занумеруємо
у виглядi 𝑎 (1)1 , 𝑎

(1)
2 , . . . , 𝑎

(1)
𝑛 , . . ., iз 𝐴2 занумеруємо аналогiчно

𝑎
(2)
1 , 𝑎

(2)
2 , . . . , 𝑎

(2)
𝑛 , . . ., елементи iз 𝐴𝑛 занумеруємо

𝑎
(𝑛)
1 , 𝑎

(𝑛)
2 , . . . , 𝑎

(𝑛)
𝑛 , . . . .

Отримаємо таблицю (𝑎 (𝑗 )
𝑖
), елементи якої занумеруємо вказа-

ним вище дiагональним методом Кантора. Тому

|
∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 | = |ℕ × ℕ| = ℵ0,

тобто це об’єднання має злiченну потужнiсть. □
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Зауваження 3.4. Аналогiчно можна довести, що об’єднання
∞⋃
𝑖=1

𝐴𝑖 злiченної кiлькостi злiченних або скiнченних множин є

злiченною множиною.

Означення 3.22. Нескiнченна множина, яка не є рiвнопотужною
множинi натуральних чисед ℕ, називається незлiченною множи-
ною.

Теорема 3.28. Нехай 2ℕ = 𝛽 (ℕ) — множина всiх пiдмножин iз ℕ.
Тодi 2ℕ —- незлiченна множина, тобто |2ℕ | > |ℕ|.

Доведення. Iснує iн’єктивне вiдображенняℕ→ 2ℕ за правилом
𝑛 → {𝑛}, де {𝑛} – одноелементна пiдмножина. Далi, кожнiй
пiдмножинi 𝐵 ⊆ ℕ вiдповiдає характеристична функцiя. 𝜒𝐵 :
ℕ→ {0, 1}. Тодi за означенням 𝜒𝐵 (𝑛) = 1, якщо𝑛 ∈ 𝐵 , 𝜒𝐵 (𝑛) =
0, якщо 𝑛 ∉ 𝐵 . Тому 𝜒𝐵 можна уявляти як послiдовнiсть iз 0 i 1
вигляду (𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑛 , . . .), де 𝜀𝑖 = 1, якщо 𝑖 ∈ 𝐵 , 𝜀𝑖 = 0, якщо
𝑖 ∉ 𝐵 . Припустимо, що iснує бiєкцiя мiж ℕ i 2ℕ.

1↔ {𝑏 (1)1 , 𝑏
(1)
2 , . . . , 𝑏

(1)
𝑛 , . . .}

2↔ {𝑏 (2)1 , 𝑏
(2)
2 , . . . , 𝑏

(2)
𝑛 , . . .}

. . . , . . . , . . . , . . . , . . . , . . . , . . . ,. . .
𝑛 ↔ {𝑏 (𝑛)1 , 𝑏

(𝑛)
2 , . . . , 𝑏

(𝑛)
𝑛 , . . .}

. . . , . . . , . . . , . . . , . . . , . . . , . . . ,. . .
Вiзьмемо тепер послiдовнiсть {𝑎𝑘 }, де 𝑎𝑘 = 𝑏

(𝑘 )
𝑘
+ 1(mod2).

Це знову послiдовнiсть iз 0 i 1, яка вiдповiдає деякiй характери-
стичнiй функцiї 𝜒𝐴, 𝐴 ⊆ ℕ. Це послiдовнiсть {𝑎𝑘 } має якийсь
номер 𝑘 ∗. Тодi 𝑎1 = 𝑏

(𝑘 ∗)
1 , 𝑎2 = 𝑏

(𝑘 ∗)
2 , . . . , 𝑎𝑘 ∗ = 𝑏

(𝑘 ∗)
𝑘 ∗ , . . .. Але

тодi 𝑎𝑘 ∗ = 𝑏
(𝑘 ∗)
𝑘 ∗ = 𝑏

(𝑘 ∗)
𝑘 ∗ + 1 (mod 2) за побудовою. Останнє

неможливе i тому не iснує бiєкцiї мiж ℕ i 2ℕ. Це означає, що
|ℕ| < |2ℕ |. □

Метод, використаний у доведеннi цiєї теореми, називається
дiагональним методом Кантора. Вiн часто використовується



3.4. НЕСКIНЧЕННI МНОЖИНИ, КАРДИНАЛЬНI ЧИСЛА 89

в математицi. Зокрема, дозволяє довести таке узагальненням
попередньої теореми.

Теорема 3.29 (Кантора). Для довiльної множини 𝐴 має мiсце
нерiвнiсть |𝐴 | < |2𝐴 |.
Доведення. Будуємо iн’єктивне вiдображення 𝐴 → 2𝐴 за пра-
вилом: 𝑎 ↦→ {𝑎}. Тому |𝐴 | ⩽ |2𝐴 |. Методом вiд супротивного
покажемо, що множини 𝐴 i 2𝐴 не є рiвнопотужними. Припусти-
мо, що iснує бiєкцiя 𝜑 : 𝐴 → 2𝐴, яка ставить у вiдповiднiсть
елементу 𝑎 ∈ 𝐴 деяку пiдмножину 𝑆𝑎 ⊆ 𝐴, тобто 𝜑 (𝑎) = 𝑆𝑎 .
Назвемо елемент 𝑎 “гарним”, якщо 𝑎 ∈ 𝜑 (𝑎) = 𝑆𝑎 i “поганим”,
якщо 𝑎 ∉ 𝜑 (𝑎) = 𝑆𝑎 . Розглянемо пiдмножину 𝐵 ⊆ 𝐴 всiх “по-
ганих” елементiв iз 𝐴. Оскiльки 𝜑 — бiєкцiя, то iснує елемент
𝑏 ∈ 𝐴 такий, що 𝜑 (𝑏) = 𝐵 . З’ясуємо, “гарним”, чи “поганим”
є елемент 𝑏 . Якщо 𝑏 — “гарний”, то 𝑏 ∈ 𝜑 (𝑏) = 𝐵 i тому за
означенням 𝑏 — “поганий” елемент. Якщо 𝑏 — “поганий”, то
𝑏 ∉ 𝜑 (𝑏) = 𝐵 i тому 𝑏 — “гарний”. Отримана суперечнiсть
доводить теорему. □

Зауваження 3.5. Використовуючи цю теорему, легко показати,
що всi множини не утворюють множину. Дiйсно, нехай це не
так i 𝑈 — множина всiх множин. Тодi всi пiдмножини iз 𝑈
будуть елементами iз𝑈 i тому 2𝑈 ⊆ 𝑈 . Але тодi |2𝑈 | ⩽ |𝑈 |, що
суперечить твердженню останньої теореми.

Приклад 3.30. Покажемо, що будь-якi два вiдкритi iнтервали
(𝑎, 𝑏) i (𝑐 , 𝑑) на прямiйℝ рiвнопотужнi. Для цього побудуємо
бiєкцiю мiж ними у явному виглядi. Побудуємо спочатку бi-
єктивне вiдображення iнтервалу (0, 1) на iнтервал (𝑎, 𝑏) (ми
вважаємо, що 𝑎 < 𝑏). Для цього розглянемо лiнiйну функцiю
𝑦 = 𝑘𝑥 +𝑑 , де 𝑘 i𝑑 , невiдомi коефiцiєнти, якi ми пiдберемо так,
щоб виконувалися рiвностi 𝑦 (0) = 𝑎, 𝑦 (1) = 𝑏. Пiдставляючи 0
замiсть 𝑥 в вираз 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑑 , а потiм 1 замiсть 𝑥 , отримаємо

𝑦 (0) = 𝑑 = 𝑎, 𝑦 (1) = 𝑘 + 𝑑 = 𝑏
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i тому 𝑑 = 𝑎, 𝑘 = 𝑏 − 𝑎. Тодi лiнiйна функцiя

𝑦 (𝑥) = (𝑏 − 𝑎)𝑥 + 𝑎

дає бiєктивне вiдображення iнтервалу (0, 1) на iнтервал (𝑎, 𝑏).
Самостiйноперевiрити,щопобудоване вiдображення iн’єктивне
i сюр’єктивне.

Тепер вже легко довести, що (𝑎, 𝑏) i (𝑐 , 𝑑) рiвнопотужнi.
Дiйсно, кожен з цих iнтервалiв рiвнопотужний з iнтервалом
(0, 1), а тому вони рiвнопотужнi мiж собою.

Задачi. 1) Довести, що система { | }, яка складається лише
iз штриха Шеффера, є повною системою. Виразити ⌉ i ∨ через
штрих Шеффера.

2) Побудувати булевий многочлен для булевої функцiї

𝐹 (𝑥, 𝑦 , 𝑧) = (⌉𝑧 ≡ 𝑦 ) → 𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧).

3) Виразити ∨ через логiчнi сполучники ∧ i ⊕.
4) Чи буде вiдношенням еквiвалентностi на множинi всiх

векторiв на площинi бiнарне вiдношення перпендикулярностi?
5) Чи завжди об’єднання двох вiдношень еквiвалентностi

буде вiдношенням еквiвалентностi? Вiдповiдь обґрунтувати
(тобто, або довести, що це так, або побудувати контрприклад).

6) Для формулювання наступної задачi нам потрiбне таке
означення: частково впорядкованi множини (𝑀, 𝜌1) i (𝑁 , 𝜌2)
називаються iзоморфними, якщо iснує бiєкцiя 𝜑 : 𝑀 → 𝑁 така,
що iз умови 𝑎𝜌1𝑏 в𝑀 випливає, що 𝜑 (𝑎)𝜌2𝜑 (𝑏) в𝑁 i, навпа-
ки, iз умови 𝑐𝜌2𝑑 в множинi𝑁 випливає, що 𝜑−1(𝑐 )𝜌1𝜑

−1𝑑 в
множинi𝑀 .

Побудуйте всi неiзоморфнi бiнарнi вiдношення на множинi
a)𝑀 = {𝑎, 𝑏}, б)𝑀 = {𝑎, 𝑏, 𝑐 }.

7) Довести, що iнтервали (𝑎, 𝑏) i (𝑎,+∞) рiвнопотужнi.
8) Нехай 𝐴 — нескiнченна множина. Довести, що 𝐴 мiстить

злiченну пiдмножину.
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9) Нехай 𝐴 — нескiнченна множина i 𝐵 — скiнченна або злi-
ченна множина. Довести, що множини 𝐴 i 𝐴 ∪ 𝐵 рiвнопотужнi.

10) Нехай 𝑆 — довiльна множина iнтервалiв на числовiй
прямiй, якi попарно не перетинаються. Довести, що множина
𝑆 скiнченна або злiченна. Вказiвка: в кожному iнтервалi iснує
рацiональна точка.



Роздiл 4

Теорiя графiв I

4.1 Основнi поняття теорiї графiв

Що таке граф
Розглянемо електричну схему (Рис. 4.1) i схемудорiг (Рис. 4.2).

𝑈𝑞 𝑅1 𝐿1 𝐶1 𝑅2

Рис. 4.1: Електрична схема

В цих схемах вказанi лише вершини (елементи електричної схе-
ми в першiй i мiста в другiй), якi з’єднанi ребрами (провiдника-
ми чи дорогами вiдповiдно). Це приклади графiв. Якщо iснують
рiзнi дороги, що з’єднують пару мiст, або декiлька провiдни-
кiв в електричнiй схемi, то будуть виникати графи з кратними
ребрами (Рис. 4.3).

Якщоще розглядаються дороги з одностороннiм рухом, то у
вiдповiдних графах ребра буть орiєнтованi i вказувати напрям
вiд однiєї вершини до iншої. Так отримуємо орiєнтованi графи,

92



4.1. ОСНОВНI ПОНЯТТЯ ТЕОРIЇ ГРАФIВ 93

A

B

C

DE

Рис. 4.2: Схема дорiг

A B

C D

Рис. 4.3: Граф з кратними ребрами

або орграфи. Також можна розглядати ребра, якi виходять iз
вершини графа i туди ж повертаються, тобто, петлi (Рис. 4.4).

Методи теорiї графiв широко застосовуться в рiзних роздi-
лах математики, в комп’ютерних науках, в технiчних науках, в
логiстицi, в теорiї зв’язку i т.д..

Означення графiв

Означення 4.1. Графом𝐺 називається пара (𝑉 (𝐺 ), 𝐸 (𝐺 )), де
𝑉 (𝐺 ) – множина елементiв, якi називаються вершинами (vertex),
𝐸 (𝐺 ) – скiнченна сiм’я невпорядкованих пар елементiв iз𝑉 (𝐺 )
(не обов’язково рiзних), елементи iз 𝐸 (𝐺 ) називаються ребрами
(edge). Таким чином, в позначеннi графа𝑉 (𝐺 )—множина вершин
графа𝐺 , а 𝐸 (𝐺 ) — сiм’я його ребер.
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A

B

C D

E F

Рис. 4.4: Орiєнтований граф з петлями

Приклад 4.1. Розглянемо графна 4 вершинах,𝑉 (𝐺 ) = {𝑢,𝑣,𝑤, 𝑧}
i нехай сiм’я ребер має вигляд (в сiмї, на противагу множинi,
ми допускаємо повторення елементiв)

𝐸 (𝐺 ) = {(𝑣,𝑣 ), (𝑣,𝑣 ), (𝑣,𝑣 ), (𝑢,𝑣 ), (𝑣,𝑤 ), (𝑣,𝑤 ),

(𝑣,𝑤 ), (𝑢,𝑤 ), (𝑢,𝑤 ), (𝑤, 𝑧)}
Ребро (𝑢,𝑣 ) з’єднує вершини𝑢 i𝑣 . Петля (𝑣,𝑣 ) з’єднує вершини
𝑣 i 𝑣 , тобто вершину 𝑣 з собою.

Приклад 4.2. Розглянемо граф𝐺 , для якого𝑉 (𝐺 ) = {Ä, Ø, Ì, ×}—
множина футбольних команд (Рис. 4.5). Будемо вважати, що

Д Ш

М Ч

Рис. 4.5: Граф футбольного змагання
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двi вершини з’єднанi ребром, якщо мiж вiдповiдними коман-
дами вiдбувся матч. Якщо немає повторних матчiв, то граф𝐺
простий.

Означення 4.2. Орграфом Γ називається пара (𝑉 (Γ), 𝐸 (Γ)), де
𝑉 (Γ) — непуста скiнченна множина елементiв, якi називаються
вершинами, 𝐸 (Γ) — сiм’я впорядкованих пар елементiв з𝑉 (Γ),
якi називаються дугами, або орiєнтованими ребрами, (𝑣,𝑤 ) —
дуга iз 𝑣 в𝑤 . Дуги (𝑣,𝑤 ) i (𝑤,𝑣 ) рiзнi.

Приклад 4.3. Для орграфа, зображеного на Рис. 4.6 множина

u

v w

z

Рис. 4.6: Орграф

вершин𝑉 (𝐺 ) = {𝑢,𝑣,𝑤, 𝑧}, сiм’я ребер

𝐸 (𝐺 ) = {(𝑣,𝑣 ), (𝑣,𝑣 ), (𝑢,𝑣 ), (𝑣,𝑤 ), (𝑣,𝑤 ), (𝑣,𝑤 ), (𝑢,𝑤 ), (𝑤, 𝑧)}.

Як правило, ми будемо розглядати неорiєнтованi графи (iн-
коли з кратними ребрами i, можливо, з петлями).

Означення 4.3. Нехай 𝐺 — граф з множиною вершин 𝑉 (𝐺 ) i
множиною ребер 𝐸 (𝐺 ).

Двi вершини графа називаються сумiжними, якщо iснує ребро,
яке їх з’єднує, при цьому вершини𝑢 ,𝑣 називаються iнцидентними
ребру (𝑢,𝑣 ).
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Степiнь (або валентнiсть) вершини 𝑣 графа𝐺 — це кiлькiсть
ребер, iнцидентних 𝑣 . Степiнь вершини 𝑣 позначається 𝜌 (𝑣 ) або
deg𝑣 . При обчисленнi степеня вершини петля враховується 2
рази. Вершина степеня 0 називається iзольованою, вершина сте-
пеня 1 називається висячою або кiнцевою вершиною.

Два рiзних ребра графа𝐺 називаються сумiжними, якщо вони
мають хоча б одну спiльну вершину.

Приклад 4.4. Для графа, зображеногонаРис. 4.7 𝜌 (𝑣1) = 𝜌 (𝑣2) =
2, 𝜌 (𝑣3) = 3, вершина 𝑣4 висяча, а вершина 𝑣5 — iзольована.

𝑣1

𝑣2 𝑣3

𝑣4

𝑣5

Рис. 4.7: Граф з iзольованою вершиною

Лема 4.5 (про рукопотискання). Для графа𝐺 = (𝑉 (𝐺 ), 𝐸 (𝐺 ))
сума степенiв всiх вершин є парним числом, яке дорiвнює подвоє-
ному числу ребер (петля дає внесок 2).

Доведення. Пiдрахуємо кiлькiсть ребер, iнцидентних рiзним
вершинам i вiзьмемо суму по всiм вершинам∑︁

𝑣∈𝑉 (𝐺 )
deg𝑣.

Оскiльки кожне ребро iнцидентне точно двом вершинам, то
воно враховується 2 рази. Оскiльки степiнь кожної вершини є
сумою кiлькостi iнцидентних їй ребер та подвоєної кiлькостi
петель, то лема доведена. □

Ця лема була вiдома ще Ойлеру i має наступну iнтерпре-
тацiю. Нехай є група людей, яких ми вважаємо вершинами
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деякого графа. Двi вершини сумiжнi, якщо цi люди потиска-
ли один одному руки. Можливо є пари, якi сьогоднi вiталися
декiлька разiв, тодi будуть кратнi ребра, якщо вiталися самi з
собою, то будуть петлi.

Наслiдок 4.6. В будь-якому графi число вершин непарного сте-
пеня повинно бути парним.

Означення 4.4. Два графи

𝐺1 = (𝑉 (𝐺1), 𝐸 (𝐺1)), 𝐺2 = (𝑉 (𝐺2), 𝐸 (𝐺2)

називаються iзоморфними, якщо iснує бiєкцiя на множинi вер-
шин 𝜑 : 𝑉 (𝐺1) →𝑉 (𝐺2), яка зберiгає число ребер, що з’єднують
вiдповiднi вершини, тобто число ребер, що з’єднують 𝑢,𝑣 ∈ 𝐺1
дорiвнює числу ребер, що з’єднують 𝜑 (𝑢), 𝜑 (𝑣 ) ∈ 𝐺2.

Приклад 4.7. Графи, зображенi на Рис. 4.8 iзоморфнi, iзомор-
фiзм 𝜑 визначається правилом 𝜑 (𝑢𝑖 ) = 𝑣𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 6.

𝑢4 𝑢5 𝑢6

𝑢1 𝑢2 𝑢3

𝑣4

𝑣5

𝑣6

𝑣1

𝑣2

𝑣3

Рис. 4.8: Iзоморфнi графи

Означення 4.5. Пiдграфом 𝐻 графа 𝐺 називається граф, всi
вершини якого належать множинi𝑉 (𝐺 ), а всi ребра — множинi
𝐸 (𝐺 ).

Означення 4.6. Нехай𝐺 — граф, на множиною вершин𝑉 якого
задано нумерацiю, тобто𝑉 = {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛}. Матрицею сумiжно-
стi графа𝐺 називається матриця 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 ) розмiру 𝑛 ×𝑛 в якiй
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𝑎𝑖 𝑗 дорiвнює числу ребер в𝐺 , якi з’єднують 𝑣𝑖 i 𝑣𝑗 . Це симетрична
матриця з невiд’ємних цiлих чисел, яка повнiстю описує граф.

Приклад 4.8. Граф, зображений на Рис. 4.9, має матрицю сумi-

𝑣1 𝑣2

𝑣3

Рис. 4.9: Граф i його матриця сумiжностi

жностi

𝐴 =

(
2 1 0
1 0 2
0 2 0

)
.

Означення 4.7. Нехай𝐺 — простий граф з множиною вершин
𝑉 (𝐺 ) = {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛} i множиною ребер 𝐸 (𝐺 ) = {𝑒1, . . . , 𝑒𝑚}. Ма-
трицею iнцидентностi називається матриця 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 ) розмiру
𝑚 × 𝑛, де 𝑎𝑖 𝑗 = 1, якщо ребро 𝑒𝑖 iнцидентне вершинi 𝑣𝑗 i 𝑎𝑖 𝑗 = 0
в iншому випадку.

Приклад 4.9. Розглянемо граф, зображений на Рис. 4.10. Тодi

𝑣1 𝑣2

𝑣3

𝑒1

𝑒2

Рис. 4.10: Граф i його матриця iнцидентностi

його матриця iнцидентностi буде мати вигляд

𝐴 =

(
1 1 0
0 1 1

)
.
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Приклади графiв

а) Цiлком незв’язним графом𝑁𝑛 на 𝑛 вершинах називається
граф, для кого множина ребер пуста, тобто 𝐺 = (𝑉 , 𝐸 ),
𝑉 = {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛}, 𝐸 = ∅

б) Повним графом на 𝑛 вершинах називається простий граф
𝐾𝑛 , у якого будь-якi двi рiзнi вершини сумiжнi, тобто
з’єднанi ребром.

Задача.Довести, що повний граф𝐾𝑛 має𝑛 (𝑛−1)/2 ребер.
Очевидно, що цiлком незв’язний граф𝐺 є пiдграфом пов-
ного графа з тiєю ж множиною вершин i, взагалi, будь-
якого графа, число вершин якого не менше |𝑉 (𝐺 ) |.

в) Регулярний граф. Граф, у якого всi вершинимають одну i ту
ж степiнь називаються регулярними.Якщо deg𝑣𝑖 = 𝑟 , то
𝐺 - регулярний степеня 𝑟 . Граф, зображений на Рис. 4.11,
називається графом Петерсона, цей граф регулярний сте-

Рис. 4.11: Граф Петерсена

пеня 3.
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г) Платоновi графи— це графи, якi утворенi вершинами i
ребрами платонових тiл: тетраедра, куба, октаедра, доде-
каедра, iкосаедра.

Тетраедру вiдповiдає повний граф𝐾4 на 4 вершинах (Рис. 4.12).

Рис. 4.12: Граф, що вiдповiдає тетраедру

Кубу вiдповiдає граф, зображений на Рис. 4.13.

Рис. 4.13: Граф, що вiдповiдає кубу

д) Дводольнi графи. Нехай 𝐺 = (𝑉 , 𝐸 ) i нехай 𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2,
𝑉1∩𝑉2 = ∅—розбиття множини вершин на двi непорожнi
пiдмножини. Якщо кожне ребро iз𝐺 з’єднує яку-небудь
вершину iз𝑉1 з деякою вершиною в𝑉2, то граф𝐺 нази-
вається дводольним. Дводольний граф𝐺 з долями𝑉1 i𝑉2
називається повним, якщо кожна вершина iз𝑉1 з’єднана
з кожною вершиною iз𝑉2.
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Приклад 4.10. Покажемо, що в будь-якому простому графi
𝐺 , який має не менше нiж 2 вершини знайдуться 2 вершини
однакового степеня. Дiйсно, нехай |𝑉 (𝐺 ) | = 𝑛. Припустимо,
що всi степенi вершин рiзнi, цих степенiв буде 𝑛, по кiлькостi
вершин. Впорядкуємо вершини за зростанням їх степенiв i не-
хай 𝑘1 < 𝑘2 . . . < 𝑘𝑛 – степенi вершин 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 , вiдповiдно.
Оскiльки, очевидно,𝑘𝑛 ⩽ 𝑛−1, то𝑘1 = 0, 𝑘2 = 1, . . . , 𝑘𝑛 = 𝑛−1.
Це означає, що вершина 𝑣𝑛 має степiнь 𝑛 − 1, а вершина 𝑣1 має
степiнь 0. Але це неможливо, бо вершина 𝑣𝑛 з’єднана ребром з
кожною iншою вершиною, зокрема з 𝑣1.

Побудова графiв

Нехай дано графи

𝐺1 = (𝑉1, 𝐸1),𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2)
такi, що𝑉1 ∩𝑉2 = ∅.
Означення 4.8. Об’єднанням𝐺1 ∪𝐺2 називається граф𝐺 з мно-
жиною вершин𝑉 =𝑉1 ∪𝑉2 i множиною ребер 𝐸 = 𝐸1 ∪ 𝐸2.

Приклад 4.11. На Рис. 4.14 зображено об’єднання графiв з мно-
жинами вершин {1, 2, 3, 4} i {5, 6}.

4

2 3

56

1

Рис. 4.14: Об’єднання графiв

Означення 4.9. З’єднанням (або конкатенацiєю) графiв𝐺1 i𝐺2
називається граф𝐺 = 𝐺1 +𝐺2, де𝑉 =𝑉1 ∪𝑉2,

𝐸 = 𝐸1 ∪ 𝐸2 ∪ 𝐸3,
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де 𝐸3 — це множина всiх ребер, що з’єднують вершини iз 𝑉1 з
вершинами iз𝑉2.

Приклад 4.12. 𝐺1 = 𝑁2,𝐺2 = 𝑁3. Тодi конкатенацiя𝐺1 + 𝐺2,
очевидно, буде повним дводольним графом 𝐾2,3, з долями𝑉1 i
𝑉2, де |𝑉1 | = 2, |𝑉2 | = 3 (Рис. 4.15).

1 2 3

a b

Рис. 4.15: З’єднання графiв

I, взагалi, повний дводольний граф 𝐾𝑚,𝑛 є з’єднанням двох
цiлком незв’язних графiв𝑁𝑚 i𝑁𝑛 .

Доповнення до простого графа. Нехай 𝐺 – простий граф з
множиною вершин𝑉 =𝑉 (𝐺 ).

Означення 4.10. Доповненням𝐺 до графа𝐺 називається про-
стий граф з множиною вершин𝑉 , в якому двi вершини сумiжнi
тодi i тiльки тодi, коли вони несумiжнi в𝐺 .

Приклад 4.13. Очевидно, доповненням до повного графа 𝐾𝑛
буде цiлком незв’язний граф 𝑁𝑛 i, навпаки, доповненням до
𝑁𝑛 буде повний граф 𝐾𝑛 .

Маршрути, ланцюги, цикли

Нехай𝐺 = (𝑉 , 𝐸 ) — довiльний простий граф.

Означення 4.11. Маршрутом в графi𝐺 називається скiнченна
послiдовнiсть ребер вигляду (𝑣0, 𝑣1), (𝑣1, 𝑣2), . . . , (𝑣𝑚−1, 𝑣𝑚), де
𝑣𝑖 ∈ 𝑉 . Маршрут позначається часто як

𝑣0 → 𝑣1 → 𝑣2 → . . .→ 𝑣𝑚 ,
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де 𝑣0 — початкова вершина, 𝑣𝑚 — кiнцева вершина маршруту.
Тодi кажуть промаршрут iз𝑣0 в𝑣𝑚 . Для зручностi розглядається
також тривiальний маршрут 𝑣0 → 𝑣0, в якому немає ребер.

Довжиною маршруту називається число ребер в ньому, дов-
жина тривiального маршруту, звичайно, покладається рiвною
0.

Означення 4.12. Маршрут називається ланцюгом, якщо всi його
ребра рiзнi.

Ланцюг називається простим, якщо всi вершини𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑚
рiзнi, крiм можливо 𝑣0 i 𝑣𝑚 .

Ланцюг або простий ланцюг називається замкненим, якщо
𝑣0 = 𝑣𝑚 .

Означення 4.13. Циклом називається замкнений простий лан-
цюг, який мiстить хоча б одне ребро (вважаємо, що петля також
утворює цикл ).

Приклад 4.14. В графi, зображеному на Рис. 4.16 вкажемо при-

𝑣 𝑤 𝑧

𝑥

𝑦

Рис. 4.16: Ланцюги в графi

клади ланцюга, простого ланцюга, замкненого ланцюга i циклу.
𝑣 → 𝑤 → 𝑥 → 𝑦 → 𝑧 → 𝑧 → 𝑥 — ланцюг
𝑣 → 𝑤 → 𝑥 → 𝑦 → 𝑧 — простий ланцюг
𝑣 → 𝑤 → 𝑥 → 𝑦 → 𝑧 → 𝑥 → 𝑣 — замкнений ланцюг
𝑣 → 𝑤 → 𝑥 → 𝑦 → 𝑣 – цикл.
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Означення 4.14. Граф𝐺 = (𝑉 , 𝐸 ) називається зв’язним, якщо
для будь-який двох його вершин 𝑢 i 𝑣 iснує простий ланцюг, який
з’єднує вершини 𝑢 i 𝑣 .

Визначимо бiнарне вiдношення∼ на𝑉 за правилом:𝑣1 ∼ 𝑣2
тодi i тiльки тодi, коли iснує простий ланцюг 𝑣1 → . . .→ 𝑣2.

Задача. Довести, що ∼— вiдношення еквiвалентностi на𝑉 .
Розглянемо який-небудь клас еквiвалентностi [𝑣 ] разом з

ребрами, якi з’єднують вершини iз цього класу. Це буде деякий
пiдграф iз графа𝐺 , який називається компонентою зв’язностi
графа𝐺. Оскiльки класи еквiвалентностi𝐺1, . . . ,𝐺𝑘 попарно
не перетинаються, то граф𝐺 є об’єднанням𝐺 =

⋃𝑘
𝑖=1𝐺𝑖 своїх

компонент зв’язностi.
Наприклад, на Рис. 4.17 зображено граф, який є об’єднання

трьох своїх компонент зв’язностi.

𝑣1

𝑣2

𝑣3

𝑣4

𝑣5

𝑣6

𝑣7

Рис. 4.17: Об’єднання компонент зв’язностi графа

Означення 4.15. Граф𝐺 називається незв’язним, якщо число
його компонент звязностi бiльше 1.

Теорема 4.15. Нехай𝐺 – простий граф з 𝑛 вершинами i 𝑘 ком-
понентами. Тодi число𝑚 його ребер задовольняє нерiвностi

𝑛 − 𝑘 ⩽ 𝑚 ⩽ (−𝑛 − 𝑘 ) (𝑛 − 𝑘 + 1)/2
(без доведення).

Приклад 4.16. Покажемо, що в графi 𝐺 , який має точно двi
вершини непарного степеня, iснує ланцюг, який їх з’єднує. Дiй-
сно, нехай степенi вершин 𝑢 i 𝑣 непарнi i нехай, навпаки, 𝑢 i
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𝑣 не з’єднанi жодним ланцюгом. Тодi вершина 𝑣 не належить
компонентi звязностi𝑉1, яка мiстить вершину 𝑢. Всi вершини
iз𝑉1 мають парний степiнь, крiм вершини 𝑢 , що суперечить
наслiдку iз леми про рукопотискання. Отримана суперечнiсть
показує, що 𝑢 i 𝑣 з’єднанi деяким ланцюгом.

4.2 Ойлеровi графи

Означення 4.16. Зв’язний граф𝐺 називається ойлеровим, якщо
iснує замкнений ланцюг, який проходить через кожне його ребро.
Такий ланцюг називається ойлеровим.

Графназиваєтьсянапiвойлеровим, якщо iснує (не обов’язково
замкнений) такий ланцюг.

Задача. Знайти необхiдну i достатню умову, щоб заданий
граф був ойлеровим.

Лема 4.17. Якщо степiнь кожної вершини графа𝐺 не менше 2,
то граф𝐺 мiстить хоча б один цикл.

Доведення. Якщо в 𝐺 є петлi, або кратнi ребра, то все очеви-
дно. Тому вважаємо, що𝐺 – простий граф. Вiзьмемо довiльну
вершину 𝑣 iз 𝐺 i побудуємо iндуктивно маршрут 𝑣 → 𝑣1 →
𝑣2 → . . . за правилом: вершину 𝑣1 вибираємо сумiжною з 𝑣 ,
далi, якщо 𝑣𝑖 вже вибрана, то 𝑣𝑖+1 вибираємо сумiжною з 𝑣𝑖 i
вiдмiнною вiд 𝑣𝑖−1. Оскiльки𝐺 має скiнченне число вершин,
то через деяке число крокiв ми прийдемо до вершини, яка вже
була вибрана ранiше. Нехай 𝑣𝑘 – перша iз таких вершин. Тодi
частина маршруту мiж двома входженнями 𝑣𝑘 i є потрiбним
циклом. □

Теорема 4.18. Зв’язний граф𝐺 є ойлеровим тодi i тiльки тодi,
коли кожна вершина в𝐺 має парний степiнь.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай 𝑃 — ойлерiв ланцюг в 𝐺 . То-
дi при проходженнi 𝑃 через довiльну вершину 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺, 𝐸 )
степiнь вершини збiльшується на 2. Оскiльки кожне ребро зу-
стрiчається в 𝑃 точно 1 раз, то кожна вершина 𝑣 має парну
степiнь.

Достатнiсть. Нехай степiнь кожної вершини графа𝐺 пар-
ний. Покажемо, що 𝐺 — ойлерiв граф. Iндукцiя по числу ре-
бер. Оскiльки𝐺 зв’язний, то немає iзольованих вершин i тому
deg𝑣 ⩾ 2. За лемою 4.17 граф𝐺 деякий мiстить цикл𝐶 .

Якщо𝐶 проходить через кожне ребро графа𝐺 , то доведе-
ння завершене. Нехай це не так. Викинемо iз𝐺 всi ребра, якi
належать циклу 𝐶 . Отримаємо новий (можливо, незв’язний)
граф𝐻 . Число ребер в𝐻 менше, а кожна вершина має парну
степiнь. За iндуктивним припущенням в кожнiй компонен-
тi зв’язностi графа 𝐻 iснує ойлерiв ланцюг. Далi, граф𝐺 був
зв’язний, тому кожна компонента iз𝐻 має хоча б одну спiльну
вершину з циклом𝐶 . Будуємо ойлерiв ланцюг в𝐺 наступним
чином: йдемо по ребрах циклу𝐶 доти, поки не зустрiнемо неi-
зольовану вершину𝐻 . Далi йдемо по ойлеровому ланцюгу в
тiй компонентi𝐻 , яка мiстить цю вершину, далi знову йдемо
по ребрах циклу𝐶 , доки не зустрiнемо вершину, яка лежить в
iншiй компонентi графа𝐻 i т.д. Процес закiнчиться, коли ми
прийдемо в початкову вершину iз𝐶 (Рис. 4.18). □

Рис. 4.18: Побудова ойлерового циклу
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Наслiдок 4.19. Зв’язний граф є напiвойлеровим тодi i тiльки
тодi, коли в ньому не бiльше двох вершин мають непарнi степенi.

Доведення. Необхiднiсть. Зрозумiло, що вершинами непарно-
го степеня напiвойлерового графа може бути лише початок i
кiнець напiвойлерового ланцюга. Тому їх ⩽ 2.

Достатнiсть. Приєднаємо до𝐺 додаткову вершину 𝑣 i з’єд-
наємо 𝑣 з двома вершинами непарного степеня. Тодi степiнь
кожної вершини нового графа є парним числом i за попере-
дньою теоремою iснує ойлерiв цикл. Викинувши 𝑣 i два ребра
отримаємо напiвойлерiв ланцюг. □

4.3 Гамiльтоновi графи
Означення 4.17. Простий цикл, що мiстить всi вершини гра-
фа називається гамiльтоновим. Граф, що має гамiльтоновий
цикл називається гамiльтоновим. Граф, який мiстить простий
ланцюг, який проходить через всi вершини, називається напiвга-
мiльтоновим.

Приклад 4.20. Вершини тетраедра i його ребра утворюють
гамiльтонiв граф (Рис. 4.12).

Вершини куба i його ребра дають ще один приклад гамiль-
тонового графа (Рис. 4.13).

На Рис. 4.19 наведено приклад напiвгамiльтонового, але не
гамiльтонового графа, а на Рис. 4.20 — приклад графа, що не є
напiвгамiльтоновим i, вiдповiдно, не є гамiльтоновим.

Рис. 4.19: Напiвгамiльтонiв граф
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Рис. 4.20: Не гамiльтонiв граф

Назва гамiльтонiв граф виникла у зв’язку з тим,що знамени-
тий математик Вiльям Гамiльтон у 1859р. випустив у продажу
iграшку — додекаедр з дерева. Кожна вершина була позначена
назвою великого мiста i потрiбно без повторень пройти через
всi мiста.

На вiдмiну вiд ойлерових графiв невiдомо, чи iснує критерiй
гамiльтоновостi графа (це одна з основних задач теорiї графiв).
Є лише деякi достатнi умови.

Теорема 4.21 (Оре, 1960). Якщо в простому графi на𝑛 вершинах
(𝑛 ⩾ 3) для довiльним пари несумiжних вершин 𝑢 , 𝑣 виконується
нерiвнiсть 𝜌 (𝑛) + 𝜌 (𝑣 ) ⩾ 𝑛, то граф є гамiльтоновим.

Доведення. Нехай𝐺 — простий граф з 𝑛 вершинами, для якого
виконується нерiвнiсть 𝜌 (𝑛) + 𝜌 (𝑣 ) ⩾ 𝑛. До графа𝐺 додамо
𝑘 нових вершин i з’єднаємо кожну з них з кожною вершиною
графа𝐺 , тобто розглянемо конкатенацiю𝐺 +𝑁𝑘 . Якщо 𝑘 = 𝑛,
то отриманий граф𝐺 +𝑁𝑛 завжди гамiльтоновий, бо в цьому
графi для побудови гамiльтонового циклу достатньо брати по
черзi вершини графа𝐺 i𝑁𝑛 . Нехай 𝑘 – найменше число нових
вершин, коли граф𝐺 ′ = 𝐺 + 𝑁𝑘 є гамiльтоновим. Покажемо,
що 𝑘 = 0. Вiд супротивного, припустимо, що 𝑘 > 0 i отримаємо
суперечнiсть. Розглянемо гамiльтонiв цикл

𝑢 → 𝑞 → 𝑣 → . . .→ 𝑢

в графi𝐺 ′, де 𝑞 — деяка нова вершина (Рис. 4.21).
За побудовою кожна “нова” вершина сумiжна лише зi “ста-

рими” вершинами, тому 𝑢 , 𝑣 — вершини графа𝐺 . Зауважимо,
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𝑢 𝑞 𝑣 𝑢′ 𝑣 ′. . .

Рис. 4.21: Побудова гамiльтонового циклу

що 𝑢 , 𝑣 не можуть бути сумiжними iнакше ми можемо вида-
лити вершину 𝑞 разом з iнцидентними їй ребрами i замiнив-
ши ребра (𝑢, 𝑞) i (𝑞,𝑣 ) ребром (𝑢,𝑣 ) отримаємо гамiльтонiв
цикл в графi з числом вершин менше нiж в𝐺 ′. Доведемо тепер,
що довiльна вершина 𝑣 ′, сумiжна з 𝑣 не може слiдувати в га-
мiльтоновому циклi за вершиною 𝑢′, яка сумiжна з 𝑢 . Дiйсно,
замкннений ланцюг

𝑢 → 𝑞 → 𝑣 → . . .→ 𝑢′→ 𝑣 ′→ . . .→ 𝑢

можна перетворити наступним чином:

𝑢 → 𝑢′→ 𝑣 → 𝑣 ′→ . . .→ 𝑢

i обiйтись без вершини 𝑞 , що суперечить мiнiмальностi чи-
сла 𝑘 . Для довiльної вершини 𝑥 графа 𝐺 ′ позначимо через
𝜌 ′(𝑥) i 𝜌 ′(𝑥) вiдповiдно степiнь i число вершин, несумiжних з 𝑥 .
Оскiльки в гамiльтоновому циклi за кожною вершиною, сумi-
жною з 𝑢 слiдує вершина, яка не сумiжна з 𝑣 , то 𝜌 ′(𝑣 ) ⩾ 𝜌 ′(𝑢).
Далi, для кожної вершини графа𝐺 при переходi до графа𝐺 ′ її
степiнь збiльшується на 𝑘 . Запишемо нерiвностi

𝑛 + 𝑘 = 𝜌 ′(𝑣 ) + 𝜌 ′(𝑣 ) ⩾ 𝜌 ′(𝑣 ) + 𝜌 ′(𝑢) =
= 𝜌 (𝑣 ) + 𝑘 + 𝜌 (𝑢) + 𝑘 ⩾ 𝑛 + 2𝑘 .

Звiдси випливає,що𝑛+𝑘 ⩾ 𝑛+2𝑘 ,що суперечить припущенню
про те, що 𝑘 > 0. Отримана суперечнiсть показує, що 𝑘 = 0 i
тому граф𝐺 гамiльтоновий. □

Наслiдок 4.22 (Г.Дiрак, 1952). Якщо в простому графi на 𝑛 вер-
шинах степiнь кожної вершини ⩾ 𝑛/2, то граф є гамiльтоновим.
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4.4 Дерева

Означення 4.18. Граф без циклiв називається ациклiчним або
лiсом. Зв’язний граф без циклiв називається деревом.

Приклад 4.23. Граф, зображений на Рис. 4.22, є лiсом, проте
не є деревом. На Рис. 4.23 зображено дерево.

Рис. 4.22: Граф, що є лiсом

Рис. 4.23: Дерево

Приклад 4.24. Генеалогiчне дерево.

Означення 4.19. Ребро графа називається мостом, якщо пiсля
його видалення кiлькiсть компонентiв зв’язностi збiльшується.

Приклад 4.25. В графi, зображеному на Рис. 4.24, ребро 𝑒1 є
мостом, а ребро 𝑒2 нi.

Лема 4.26. Будь-яке ребро лiсу є мостом.

Доведення. Дiйсно, нехай це не так i видалення ребра (𝑣1, 𝑣2)
не збiльшує кiлькiсть компонент зв’язностi. Тодi 𝑣1, 𝑣2 лежать
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𝑒1 𝑒2

Рис. 4.24: Мости в графах

в однiй компонентi зв’язностi в новому графi i тому iснує ще
iнший ланцюг 𝑣1 → . . .→ 𝑣2, крiм ланцюга 𝑣1 → 𝑣2. Тодi цей
ланцюг, до якого дописаний ланцюг (𝑣2 → 𝑣1) дають цикл, що
неможливо. □

Теорема 4.27. Нехай 𝑇 – простий граф з 𝑛 вершинами. Тодi
наступнi умови еквiвалентнi:

1) 𝑇 є деревом;

2) 𝑇 не мiстить циклiв i має 𝑛 − 1 ребро;

3) 𝑇 зв’язний i має 𝑛 − 1 ребро;

4) 𝑇 зв’язний i кожне ребро є мостом;

5) Для будь-яких двох вершин графа𝑇 iснує єдиний простий
ланцюг, що з’єднує цi вершини;

6) 𝑇 не мiстить циклiв i крiм того, додавання довiльного одно-
го ребра приводить до появи рiвних одного циклу.

Доведення. Схема доведення: 1) ⇒ 2) ⇒ . . .⇒ 6) ⇒ 1).
1) ⇒ 2). За означенням граф 𝑇 не мiстить циклiв, нам

потрiбно довести, що𝑇 має 𝑛 − 1 ребро. Iндукцiя по кiлькостi
𝑚 ребер графа 𝑇 . Якщо 𝑚 = 0, то, оскiльки 𝑇 зв’язний, то
вiн має одну вершину i 𝑚 = 𝑛 − 1 = 0. Нехай твердження
справедливе для дерев, у яких кiлькiсть ребер < 𝑚. Викинемо
iз𝑇 яке-небудь одне ребро. За попередньою лемою отриманий
граф 𝑇 ′ вже незв’язний 𝑇 ′ = 𝑇1 ∪ 𝑇2, де дерева 𝑇1, 𝑇2 мають
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менше нiж𝑚 ребер. Нехай𝑇1 має𝑛1 вершин i𝑇2 має𝑛2 вершин,
𝑛 = 𝑛1 + 𝑛2. За iндуктивним припущенням граф𝑇1 має 𝑛1 − 1
ребро i𝑇2має𝑛2−1 ребро. Тодi в графi𝑇 ′ = 𝑇1∪𝑇2 буде𝑛1+𝑛2−2
ребер. Але тодi в графi𝑇 буде = 𝑛1− 1+𝑛2− 1+ 1 = 𝑛 − 1 ребер,
коли ми повернемо одне викинуте ребро.

2) ⇒ 3). Нам дано, що граф𝑇 не мiстить циклiв i має 𝑛 − 1
ребро, i нам потрiбно лише довести, що𝑇 є зв’язним графом.
Нехай𝑇 = 𝑇1∪𝑇2∪. . .∪𝑇𝑘 – розклад𝑇 на компоненти зв’язностi.
Оскiльки𝑇𝑖 не мiстять циклiв, то всi𝑇𝑖 є деревами. За доведе-
ним в п. 1) ⇒ 2) маємо, що кiлькiсть ребер𝑇𝑖 з 𝑛𝑖 вершинами
дорiвнює 𝑛𝑖 − 1, 𝑖 ⩾ 1. Тодi загальна кiлькiсть ребер

𝑛 − 1 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖 − 1 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑛𝑖 − 𝑘 = 𝑛 − 𝑘 .

З iншого боку, кiлькiсть ребер в графi 𝑇 дорiвнює 𝑛 − 1. Iз
рiвностi 𝑛 − 𝑘 = 𝑛 − 1 отримаємо, що 𝑘 = 1, тобто число
компонент звязностi дорiвнює 1 i𝑇 – зв’язний граф.

3) ⇒ 4). Нам дано, що граф звязний i має 𝑛 − 1 ребро. При-
пустимо вiд супротивного, що iснує ребро, яке не є мостом.
Пiсля викидання цього ребра в𝑇 буде 𝑛 − 2 ребра i вiн зали-
шиться зв’язним. Скористаємося нерiвностями для кiлькостi
ребер𝑚 для графа на 𝑛 вершинах з 𝑘 компонентами звязностi
iз теореми 4.15

𝑛 − 𝑘 ⩽ 𝑚 ⩽ (𝑛 − 𝑘 ) (𝑛 − 𝑘 + 1)/2.

Тодi отримаємо

𝑛 − 𝑘 ⩽ 𝑛 − 2 ⩽ (𝑛 − 𝑘 ) (𝑛 − 𝑘 + 1)/2.

З цiєї нерiвностi випливає, що 𝑛 − 1 ⩽ 𝑛 − 2, що неможливо.
Отримана суперечнiсть доводить цю iмплiкацiю.

4) ⇒ 5). Нам дано, що 𝑇 зв’язний i кожне його ребро є
мостом. Покажемо, що будь-якi двi вершини звязанi точно
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одним ланцюгом. Оскiльки𝑇 – зв’язний, то для будь-яких двох
вершин iснує простий ланцюг, що з’єднує цi вершини. Якщо
iснують два таких ланцюги, то будь-яке ребро, яке входить в
один ланцюг i не входить в iнщий, очевидно не є мостом, що
суперечить припущенню. Тому iснує точно один ланцюг.

5) ⇒ 6). Дано, що будь-якi двi вершини графа з’єднанi то-
чно одним ланцюгом. Очевидно, що𝑇 не мiстить циклiв, бо
цикл дає 2 вершини, якi з’єднанi 2-ма ланцюгами. Оскiльки
довiльнi 2 вершини з’єднанi простим ланцюгом то додавання
ребра, iнцидентного цим вершинам, призведе до появи циклу.
Декiлька циклiв можуть з’явитися лише при умовi, що вказанi
вершини з’єднанi декiлькома простими ланцюгами, що немо-
жливо за умовою.

6) ⇒ 1). Потрiбно лише довести зв’язнiсть графа𝑇 . Припу-
стимо, що граф незв’язний. Тодi додавання нового ребра, яке
з’єднує вершини iз рiзних компонент не призводить до появи
циклу, що суперечить припущенню. Отримана суперечнiсть
показує, що граф зв’язний □

Наслiдок 4.28. Кiлькiсть ребер лiсу на 𝑛 вершинах з 𝑘 компонен-
тами зв’язностi дорiвнює 𝑛 − 𝑘 .

Приклад 4.29. Покажемо, що кожне дерево має хоча б двi ви-
сячi вершини. Дiйсно, нехай𝐺 — дерево на 𝑛 вершинах. Якщо
𝑛 = 2, то все очевидно. Нехай 𝑛 ⩾ 3. Iндукцiя по числу вершин
дерева. Нехай вiд супротивного𝐺 має точно одну висячу вер-
шину 𝑣. Видалимо вершину 𝑣 iз графа𝐺 разом з iнцидентним
їй ребром. Отримаємо звязний граф𝐺1, у якого 𝑛 − 1 вершина
i 𝑛 − 2 ребра ( бо у графа𝐺 було 𝑛 − 1 ребро). Тому𝐺1 – дерево
i за iндуктивним припущення має хоча двi висячi вершини 𝑣1
i 𝑣2. Приєднання ребра i вершини 𝑣 може одну iз цих висячих
вершин перетворити в невисячу вершину, але залишиться ще
одна висяча вершина, яка разом з вершиною 𝑣 дає двi висячi
вершини.
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Означення 4.20. Нехай𝐺 — простий скiнченний граф. Кiстяко-
вим деревом (spanning tree) графа𝐺 називається такий пiдграф
𝑇 , що𝑇 мiстить усi вершини графа𝐺 i є деревом.

Наприклад, для графа, зображеного на Рис. 4.19, граф, зо-
бражений на Рис. 4.20 буде кiстяковим деревом.

Теорема 4.30. Нехай𝐺 — зв’язний простий скiнченний граф. Тодi
𝐺 мiстить кiстякове дерево.

Доведення. Якщо граф𝐺 є ациклiчним, то вiн сам є кiстяковим
деревом.

Припустимо, що𝐺 мiстить принаймнi один цикл. Тодi, ви-
лучивши довiльне ребро цього циклу, отримаємо зв’язний пiд-
граф з тiєю ж множиною вершин, а кiлькiсть ребер якого буде
меншою, нiж у початкового графа𝐺 . Продовжуючи так далi, за
скiнченне число крокiв отримаємо кiстякове дерево. □

Задачi.
1) Фермер купив курку. Пiсля того, вона знесла 2 яйця, її

з’їли. Iз яєць вивелися курчата. Пiвнiв з’їдали одразу, а курочок
пiсля того як вони знесли 2 яйця i т.д. В деякиймомент вивелися
однi пiвнi i процес закiнчився. Скiльки курочок було з’їдено,
якщо з’їли 97 пiвнiв.

2) Довести, що дерево має точно 2 висячi вершини тодi i
тiльки тодi, коли воно є простим ланцюгом.

3) Довести, що в будь-якому графi, який має не менше двох
вершин знайдуться двi вершини однакового степеня.

4) Довести, що кожне дерево є дводольним графом. Якi де-
рева є повними дводольними графами?

5) Довести, що в непустому дводольному графi долi мiстять
однакове число вершин.

6) Довести, що в групi iз 6 людей завжди знайдуться три
людини, якi попарно знайомi мiж собою, або три людини, якi
попарно незнайомi мiж собою.



Роздiл 5

Комбiнаторика II

5.1 Степеневi ряди. Генератриси

Степеневi ряди
Нехай ми маємо нескiнченну числову послiдовнiсть

𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛 , . . . ,

де 𝑎𝑖 ∈ ℝ або 𝑎𝑖 ∈ ℂ. Запишемо за цiєю послiдовнiстю вираз
(формальну суму) 𝑎1+𝑎2+ ...+𝑎𝑛 + ... =

∞∑
𝑖=1

𝑎𝑖 . Такi суми (вирази)

називаються числовими рядами i позначаються
∞∑
𝑖=1

𝑎𝑖 .

Означення 5.1. Нехай 𝑆𝑛 = 𝑎1 + ... + 𝑎𝑛 – часткова сума ряду
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + ... + 𝑎𝑛 + 𝑎𝑛+1 + . . .. Якщо iснує скiнченна

границя 𝑆 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 , то ряд
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 називається збiжним, а число

𝑆 = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 називається його сумою. Якщо ж така границя не

iснує або дорiвнює∞, то ряд називається розбiжним.

115
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Приклад 5.1. Нехай 1+𝑞+𝑞2+...+𝑞𝑛+... =
∞∑
𝑛=0

𝑞𝑛 – нескiнченна

геометрична прогресiя. Припустимо, що |𝑞 | < 1. Покажемо, що
тодi ряд збiжний i знайдемо його суму. Маємо

𝑆𝑛 = 1 + ... + 𝑞𝑛−1, 𝑞𝑆𝑛 = 𝑞 + 𝑞2 + ... + 𝑞𝑛 .

Звiдси 𝑆𝑛 − 𝑞𝑆𝑛 = 1 − 𝑞𝑛 i тому 𝑆𝑛 =
1 − 𝑞𝑛
1 − 𝑞 . Але тодi ряд

збiжний i

𝑆 = lim
𝑛→∞

1 − 𝑞𝑛
1 − 𝑞 =

1
1 − 𝑞 .

Зокрема,

1 + 1
2
+ 1

4
+ ... + 1

2𝑛
+ ... = 𝑆 =

1

1 − 1
2

= 2.

Якщо 𝑞 = 1, то маємо 1 + 1 + ... + 1 + ... = 𝑆𝑛 = 𝑛 i тому
𝑆 = lim

𝑛→∞
𝑆𝑛 = ∞. Ряд розбiжний.

Задача.

Чи буде збiжним ряд
∞∑
𝑖=1
(−1)𝑖+1 = 1 − 1 + 1 − 1 + ...?

Означення 5.2. Степеневим рядом називається ряд вигляду

𝑎0 + 𝑎1𝑡 + 𝑎2𝑡
2 + ... + 𝑎𝑛𝑡 𝑛 + ... =

∞∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑡
𝑘 ,

де 𝑎𝑖 ∈ ℝ або 𝑎𝑖 ∈ ℂ. Якщо ми покладемо 𝑡 = 𝑡0 ∈ ℝ (або ∈ ℂ),
отримаємо числовий ряд

∞∑
𝑖=1

𝑎𝑘 (𝑡0)𝑘 . Множина всiх таких 𝑡0, для
яких останнiй числовий ряд є збiжним, називається областю
збiжностi степеневого ряду.
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Зауваження 5.1. Область збiжностi степеневого ряду≠ 0(чому?).
В загальному випадку область збiжностi степеневого ряду є iн-
тервал (−𝑅,𝑅) з можливим включенням крайнiх точок.

В подальшому ми не будемо звертати увагу на збiжнiсть сте-
пеневих рядiв, а будемо працювати з ними як з алгебраїчними
або комбiнаторним об’єктами.

Означення 5.3. (1) Сумою двох степеневих рядiв

𝑓 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑡
𝑘 , 𝑔 =

∞∑︁
𝑘=0

𝑏𝑘𝑡
𝑘

називається степеневий ряд вигляду 𝑓 + 𝑔 =
∞∑
𝑘=0
(𝑎𝑘 +𝑏𝑘 )𝑡 𝑘 .

(2) Добутком цих рядiв називається степеневий ряд вигляду

𝑓 𝑔 =
∞∑
𝑘=0

𝑐𝑘𝑡
𝑘 , де

𝑐𝑘 =

𝑘∑︁
𝑖=0

𝑎𝑖𝑏𝑘−𝑖 = 𝑎0𝑏𝑘 + 𝑎1𝑏𝑘−1 + ... + 𝑎𝑘𝑏0.

Цеозначає,щорядиперемножаються як "довгi" многочлени,
ми збираємокоефiцiєнтиприоднакових степенях 𝑡 . Зауважимо
також, що 𝑓 (𝑡 ) = 𝑔 (𝑡 ) ⇔ 𝑎𝑖 = 𝑏𝑖 для всiх 𝑖 = 0, 1, 2, . . . 𝑛, . . ..

Твердження 5.1. Множина всiх степеневих рядiв з дiйсними або
комплексними коефiцiєнтами (позначаєтьсяℝ[[𝑡 ]] або ℂ[[𝑡 ]])
утворює кiльце вiдносно операцiй додавання i множення. Нульо-
вий елемент цього кiльця – це ряд з нульовими коефiцiєнтами,
одиничний елемент, це ряд 1+0𝑡 +0𝑡 2 + . . .+0𝑡 𝑛 + . . . Зауважимо,
що кожен многочлен є степеневим рядом i томуℝ[𝑡 ] ⊂ ℝ[[𝑡 ]].

Теорема 5.2. Ряд 𝑓 (𝑡 ) =
∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑡
𝑛 є оборотнiм в кiльцi ℝ[[𝑡 ]]

(тобто ∃ ряд 𝑔 (𝑡 ) : 𝑓 (𝑡 )𝑔 (𝑡 ) = 1) тодi i тiльки тодi, коли
𝑎0 ≠ 0.
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Доведення. ⇒ Нехай для ряду 𝑓 (𝑡 ) =
∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑡
𝑛 iснує обернений

ряд

𝑔 (𝑡 ) = 𝑏0 + 𝑏1𝑡 + ... + 𝑏𝑛𝑡 𝑛 + ... =
∞∑︁
𝑛=0

𝑏𝑛𝑡
𝑛 .

Тодi для добутку 𝑓 𝑔 маємо

1 = 𝑓 (𝑡 )𝑔 (𝑡 ) = 𝑐0 + 𝑐1𝑡 + 𝑐2𝑡
2 + · · · +,

де 𝑐0 = 𝑎0𝑏0, 𝑐1 = 𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0, . . . З рiвностi рядiв

1 + 0𝑡 + 0𝑡 2 + · · · + = 𝑐0 + 𝑐1𝑡 + · · · +

отримаємо 𝑐0 = 𝑎0𝑏0 = 1. Тому 𝑎0 ≠ 0.

⇐ Нехай тепер 𝑓 (𝑡 ) =
∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑡
𝑛 i 𝑎0 ≠ 0. Побудуємо ряд

𝑓 −1 = 𝑏0+𝑏1𝑡 +𝑏2𝑡
2+ ... такий, що 𝑓 𝑓 −1 = 1. З рiвностi 𝑓 𝑓 −1 = 1

отримаємо 𝑎0𝑏0 = 1 i тому 𝑏0 = 𝑎−1
0 . Далi 𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 = 0, як

коефiцiєнт при 𝑡 в рядi 1 = 1+0𝑡 +0𝑡 2+ · · · ... Звiдси отримаємо
𝑏1 = −𝑎−1

0 (−𝑎1𝑏0). Далi 𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0 = 0 i тому 𝑏2 =

𝑎−1
0 (−𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏0) i аналогiчно з рiвностi 𝑎0𝑏𝑛 + 𝑎1𝑏𝑛−1 + ... +
𝑎𝑛𝑏0 = 0 отримаємо, що

𝑏𝑛 = 𝑎−1
0 (−𝑎1𝑏𝑛−1 − 𝑎2𝑏𝑛−2 − ... − 𝑎𝑛𝑏0).

Тому iснує степеневий ряд 𝑓 −1 = 𝑏0 + 𝑏1𝑡 + 𝑏2𝑡
2 + ..., який є

оберненим до ряду 𝑓 (𝑡 ). При цьому ми навiть вказали спосiб,
як послiдовно знаходити коефiцiєнти оберненого ряду. □

Приклад 5.3. Покажемо, що оберненим до ряду (1 − 𝑡 )𝑛 (це
насправдi многочлен) є наступний ряд

∞∑︁
𝑘=0

(
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘

)
𝑡 𝑘 =

∞∑︁
𝑘=0

C𝑘𝑛+𝑘−1𝑡
𝑘 ,
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тобто

1
(1 − 𝑡 )𝑛 = 1 +

(
𝑛

1

)
𝑡 +

(
𝑛 + 1

2

)
𝑡 2 + · · · +

(
𝑛 + 𝑘 − 1

𝑘

)
𝑡 𝑘 + · · · .

Доведемо цю формулу методом математичної iндукцiї. При
𝑛 = 1 це випливає з попереднього прикладу. Нехай ця формула
виконується для 𝑛, доведемо її для 𝑛 + 1. Тодi

1
(1 − 𝑡 )𝑛+1 =

1
(1 − 𝑡 )𝑛

1
1 − 𝑡 =

∞∑︁
𝑘=0

C𝑘𝑛+𝑘−1𝑡
𝑘
∞∑︁
𝑙=0

𝑡 𝑙 .

Перемножимо цi ряди i зберемо коефiцiєнти при вiдповiдних
степенях 𝑡 . Коефiцiєнт при 𝑡 𝑘 дорiвнює:

C0
𝑛−1 + C1

𝑛 + C2
𝑛+1 + ... + C𝑘𝑛+𝑘−1.

Згорнемо цю суму, використовуючи рiвнiсть C𝑘𝑛 = C𝑘𝑛−1 + C𝑘−1
𝑛−1 .

Отримаємо:
C0
𝑛−1 + C1

𝑛 + C0
𝑛 + C1

𝑛 = C1
𝑛+1.

Далi C1
𝑛+1 + C2

𝑛+1 = C2
𝑛+2 i т.д. Тому коефiцiєнт при 𝑡

𝑘 дорiвнює

C𝑘
𝑛+𝑘 Таким чином

1
(1 − 𝑡 )𝑛+1 =

∞∑
𝑘=0
C𝑘
𝑛+𝑘𝑡

𝑘 Це доводить нашу

рiвнiсть.

Приклад 5.4. Бiномiальний ряд Ньютона.

Нехай 𝛼 ∈ ℝ i
(
𝛼
𝑘

)
=
𝛼 (𝛼 − 1)...(𝛼 − 𝑘 + 1)

𝑘 !
. Тодi має мiсце

формула

(1+𝑡 )𝛼 =

∞∑︁
𝑘=0

(
𝛼

𝑘

)
𝑡 𝑘 = 1+𝛼𝑡 +𝛼 (𝛼 − 1)

2!
𝑡 2+𝛼 (𝛼 − 1) (𝛼 − 2)

3!
𝑡 3+...

Цей ряд буде дослiджуватися в курсi математичного аналiзу.
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Приклад 5.5. Використовуючи бiномiальний ряд легко вказати
наближенi формули для знаходження квадратних i кубiчних ко-
ренiв iз натуральних чисел (iз дiйсних також). Знайдемо набли-
жено, наприклад,

√
10 використовуючи цюформулу. Запишемо

10 у виглядi суми найближчого квадрата i деякого натурального
числа, тобто 10 = 9 + 1. Тодi
√

10 =
√

9 + 1 = 3
√︁

1 + 1/9 = 3(1 + (1/2) (1/9) + . . .+ ≈

≈ 3(1 + 1/18) ≈ 3(1.0555) ≈ 3.1666.

Обчислення за допомогою iнженерного калькулятора дає при-
близне значення 3.1623. Зауважимо, що бiномiальний ряд абсо-
лютно збiжний при при |𝑡 | < 1, можна також оцiнити i похибку
при наближених обчисленнях.

Генератриси (твiрнi функцiї)

Нехай ми маємо послiдовнiсть {𝑎𝑛} = {𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 , ...}.

Означення 5.4. Генератрисою (або твiрною функцiєю) послiдов-
ностi {𝑎𝑛} називається степеневий ряд (або його сума) вигляду:
𝐴 (𝑡 ) =

∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝑡
𝑛 .

Приклад 5.6. Генератриса стацiонарної послiдовностi𝑎, 𝑎, 𝑎, . . . 𝑎, . . .
дорiвнює

𝐴 (𝑡 ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑡 𝑛 = 𝑎

∞∑︁
𝑛=0

𝑡 𝑛 .

Знайдемо компактний запис для ряду 𝑆 (𝑡 ) = ∑∞
𝑛=0 𝑡

𝑛 .Маємо
𝑆 (𝑡 ) = 1+ 𝑡 + 𝑡 2 + 𝑡 3 + · · · + 𝑡 𝑛 + · · · . Домножимо обидвi частини
цiєї рiвностi на 𝑡 . Отримаємо

𝑡𝑆 (𝑡 ) = 𝑡 + 𝑡 2 + 𝑡 3 + · · · 𝑡 𝑛 + 𝑡 𝑛+1 + · · · .
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Вiднiмаючи почленно вiд першої рiвностi другу рiвнiсть отри-
маємо 𝑆 (𝑡 ) − 𝑡𝑆 (𝑡 ) = 1. Тому 𝑆 (𝑡 ) = 1/(1 − 𝑡 ). Звiдси випливає,
що 𝐴 (𝑡 ) = 𝑎/(1 − 𝑡 ).

Приклад 5.7. Генератрисою послiдовностi C0
𝛼 ,C1

𝛼 , ...,C𝑛𝛼 , ... є
функцiя

𝐴 (𝑡 ) = (1 + 𝑡 )𝛼 = 1 + 𝛼 + 𝛼 (𝛼 − 1)
2!

𝑡 2 + ... +
(
𝛼

𝑛

)
𝑡 𝑛 + ...

Генератриси були вiдкритi Й. Бернуллi i Дж. Стiрлiнгом.

Генератриса частково нагадує мiшок. Замiсть того,
щоб нести окремо багато предметiв, що може бути
важко, ми збираємо їх разом i тодi нам потрiбно
нести лише один предмет - мiшок. (Дж. Пойя)

Твердження 5.2. Нехай генератриса послiдовностi𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 , . . .
дорiвнює 𝐴 (𝑡 ). Тодi

1) Генератриса зсунутої на 𝑘 позицiй послiдовностi

0, 0, . . . 0︸    ︷︷    ︸
𝑘

, 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 , . . .

дорiвнює 𝑡 𝑘𝐴 (𝑡 );
2) Генератриса послiдовностi {𝑐𝑛 = 𝑛𝑎𝑛}, тобто, послiдов-

ностi
0𝑎0, 1𝑎1, 2𝑎2, . . . , 𝑛𝑎𝑛 , . . .

дорiвнює𝐶 (𝑡 ) = 𝑡 𝐴′(𝑡 );
Доведення. □

1) Запишемо генератрису зсунутої послiдовностi

𝐶 (𝑡 ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑡
𝑛 =

∞∑︁
𝑛=𝑘

𝑎𝑛−𝑘 .
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Зробимо замiну 𝑟 = 𝑛 − 𝑘 . Тодi

𝐶 (𝑡 ) =
∑︁

𝑟 = 0∞𝑎𝑟𝑡 𝑘+𝑟 = 𝑡 𝑘
∞∑︁
𝑟=0

𝑎𝑟𝑡
𝑟 = 𝑡 𝑘𝐴 (𝑡 ).

2) Продиференцiюємо обидвi частини рiвностi 𝐴 (𝑡 ) = ∑∞
𝑛=0 𝑎𝑛𝑡

𝑛

по 𝑡 почленно

𝐴′(𝑡 ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑛𝑎𝑛𝑡
𝑛−1 =

= 𝑎1 + 2𝑎2𝑡 + 3𝑎3𝑡
2 + · · · + 𝑛𝑎𝑛𝑡 𝑛−1 + · · · = (1/𝑡 )𝐶 (𝑡 ).

Означення 5.5. Композицiєю (або згорткою) послiдовностей
{𝑎𝑛} i {𝑏𝑛} називається послiдовнiсть {𝑐𝑛}, де

𝑐𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 = 𝑎0𝑏𝑛 + 𝑎1𝑏𝑛−1 + 𝑎2𝑏𝑛−2 + · · · + 𝑎𝑛𝑏0.

Позначення для згортки послiдовностей {𝑐𝑛} = {𝑎𝑛} ★ {𝑏𝑛}.

Теорема 5.8. Нехай генератриси послiдовностей {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛} до-
рiвнюють 𝐴 (𝑡 ) i𝐵 (𝑡 ) вiдповiдно, а послiдовнiсть {𝑐𝑛} є згорткою
послiдовностей {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛}. Тодi генератриса послiдовностi {𝑐𝑛}
дорiвнює𝐶 (𝑡 ) = 𝐴 (𝑡 )𝐵 (𝑡 ),тобто генератриса згортки дорiвнює
добутку генератрис.

Доведення. Знайдемо коефiцiєнт при 𝑡 𝑛 в добутку рядiв, якi
вiдповiдають послiдовностям {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛}, тобто в

𝐴 (𝑡 )𝐵 (𝑡 ) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑛𝑡
𝑛
∞∑︁
𝑠=0

𝑏𝑠𝑡
𝑠 .

Цей коефiцiєнт, очевидно, дорiвнює 𝑐𝑛 =
∑𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 . Тому

добуток 𝐴 (𝑡 )𝐵 (𝑡 ) є генератрисою згортки {𝑎𝑛} ★ {𝑏𝑛}. □
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Формули обертання
Розглянемо спочатку деякi приклади.

Приклад 5.9. Нехай ми маємо послiдовнiсть {𝑎𝑛}∞𝑛=0 i стацiо-
нарну послiдовнiсть {1}∞𝑛=0. Тодi {𝑎𝑛}∗{1} –послiдовнiсть {𝑐𝑛},
де 𝑐𝑛 =

𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘 – це послiдовнiсть часткових сум ряду
∑∞
𝑘=0 𝑎𝑛 .

Тому, якщо генератриса для {𝑎𝑛} дорiвнює 𝐴 (𝑡 ), то за вказа-
ною вище теоремою генератриса для послiдовностi часткових

сум 𝑆𝑛 =
𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑛 дорiвнює 𝑆 (𝑡 ) = 𝐴 (𝑡 ) 1
1 − 𝑡 =

𝐴 (𝑡 )
1 − 𝑡 (ранiше бу-

ло вiдзначено, що генератриса послiдовностi {1}∞𝑛=0 дорiвнює
1/(1 − 𝑡 )).
Приклад 5.10. Знайдемо послiдовнiсть {𝑎𝑛} таку, що 𝑎0 =

1 i
𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑎𝑛−𝑘 = 1 для всiх натуральних 𝑛 ⩾ 1. Це означає,

що {𝑎𝑛} ∗ {𝑎𝑛} = {1}. Якщо генератриса для {𝑎𝑛} дорiвнює
𝐴 (𝑡 ), то тодi 𝐴 (𝑡 ) ∗ 𝐴 (𝑡 ) = 1

1 − 𝑡 , тобто 𝐴 (𝑡 ) =
1

√
1 − 𝑡

= (1 −

𝑡 )−1
2 . Запишемо формальний степеневий ряд для (1 − 𝑡 )−1

2 за
бiномiальною формулою при 𝛼 = −1

2:

(1 − 𝑡 )−1
2 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑡
𝑛 ,

де

𝑎𝑛 = (−1)𝑛C𝑛−1
2
=
(−1)𝑛 (−1

2) (−
3
2)...(−

2𝑛−1
2 )

𝑛!
=

=
1 · 3 · 5 · · · (2𝑛 − 1)

2𝑛𝑛!
.

В iнших позначеннях 𝑎𝑛 =
(2𝑛 − 1)!!

2𝑛𝑛!
.
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Твердження 5.3. 1) Нехай {𝑐𝑛} –такапослiдовнiсть,що 𝑐0 ≠

0. Тодi iснує єдина послiдовнiсть {𝑐 ′𝑛} така, що

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑐 ′𝑘𝑐𝑛−𝑘 =

{
0, якщо 𝑛 ≠ 0;
1, якщо 𝑛 = 0.

(Послiдовнiсть {𝑐 ′𝑛} називається двоїстою до {𝑐𝑛}).

2) Далi, якщо послiдовностi {𝐴𝑛} i {𝐵𝑛} пов’язанi спiввiдноше-
нням 𝐵𝑛 =

𝑛∑
𝑘=0

𝑐𝑘𝐴𝑛−𝑘 для всiх 𝑛, то 𝐴𝑛 =
𝑛∑
𝑘=0

𝑐 ′
𝑘
𝐵𝑛−𝑘 для

всiх 𝑛.

Доведення. 1. Оскiльки 𝑐0 ≠ 0, то генератриса
∞∑
𝑘=0

𝑐𝑘𝑡
𝑘 має

оберненийвℝ[[𝑡 ]], позначимоцейоберненийряд
∞∑
𝑘=0

𝑐 ′
𝑘
𝑡 𝑘 .

Очевидно, {𝑐 ′𝑛} двоїста послiдовнiсть до {𝑐𝑛}.

2. З умови випливає, що

∞∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘𝑡
𝑘 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑡
𝑛
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑡
𝑛 .

Домножимо обидвi частини цiєї рiвностi на ряд
∞∑
𝑠=0

𝑐 ′
𝑘
𝑡 𝑠 .

Отримаємо

(
∞∑︁
𝑠=0

𝑐 ′𝑘𝑡
𝑠 ) (

∞∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘𝑡
𝑠 ) =

∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑡
𝑛 .

Звiдси випливає, що 𝐴𝑛 =
𝑛∑
𝑘=0

𝑐 ′
𝑘
𝐵𝑛−𝑘 для всiх 𝑛.

□
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Приклад 5.11. Розглянемопослiдовнiсть {𝑐𝑛} = {C0
𝑚 ,C1

𝑚 , ...,
𝑛
𝑚 , ...}

Знайдемо для неї двоїсту послiдовнiсть. Генератриса для {𝑐𝑛}
це буде

𝐶 (𝑡 ) =
∞∑︁
𝑘=0

C𝑘𝑚𝑡 𝑘 = (1 + 𝑡 )𝑚 .

Тодi𝐶 (𝑡 )−1 = (1 + 𝑡 )−𝑚 . Але (1 + 𝑡 )−𝑚 =
∞∑
𝑘=0
C𝑘−𝑚𝑡 𝑘 . Тому, заува-

живши, що

C𝑛−𝑚 =
(−𝑚) (−𝑚 − 1)...(−𝑚 − 𝑛 + 1)

𝑛!
= (−1)𝑛C𝑛𝑚+𝑛−1

отримаємо, що двоїста послiдовнiсть має наступний вигляд
{𝑐 ′𝑛} = (−1)𝑛C𝑛𝑚+𝑛−1.

Теорема 5.12. Нехай задано двi послiдовностi {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛} i нехай
для всiх натуральних 𝑛 виконується 𝑏𝑛 =

𝑛∑
𝑘=0
C𝑘𝑚𝑎𝑛−𝑘 . Тодi

𝑎𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘C𝑘𝑚+𝑘−1𝑏𝑛−𝑘 .

Доведення. Iз попереднього прикладу ми бачимо, що {𝑏𝑛} =
{C𝑛𝑚} ∗ {𝑎𝑛} Оскiльки двоїстою послiдовнiстю до {C𝑛𝑚} є послi-
довнiсть {(−1)𝑛C𝑛𝑚+𝑛−1}, то

{𝑎𝑛} = {(−1)𝑛C𝑛𝑚+𝑛−1} ∗ {𝑏𝑛}.

□

Означення 5.6. Нехай {𝑎𝑛} = {𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 , . . .} – довiльна
послiдовнiсть. Експоненцiйною генератрисою цiєї послiдовностi

називається ряд 𝐴 (𝑡 ) =
∞∑
𝑛=0

𝑎𝑛

𝑛!
𝑡 𝑛 .
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Приклад 5.13. Нехай {𝑎𝑛} = {1, 1, . . . , 1, . . .} – стацiонарна
послiдовнiсть. Тодi

𝐴 (𝑡 ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛

𝑛!
𝑡 𝑛 =

∞∑︁
𝑛=0

1
𝑛!
𝑡 𝑛 = 𝑒 𝑡

(звiдси назва "експоненцiйна генератриса").

Означення 5.7. Нехай {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛} – двi послiдовностi. Бiномiаль-
ною згорткою або композицiєю цих послiдовностей називається

послiдовнiсть {𝑐𝑛} = {𝑎𝑛} ⊛ {𝑏𝑛}, де 𝑐𝑛 =
𝑛∑
𝑘=0
C𝑘𝑛 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 .

Теорема 5.14. Нехай {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛} – послiдовностi з експоненцiй-
ними генератрисами 𝐴 (𝑡 ) i 𝐵 (𝑡 ) вiдповiдно. Тодi експоненцiйна
генератриса бiномiальної згортки {𝑎𝑛}⊛ {𝑏𝑛} дорiвнює добутку
𝐴 (𝑡 )𝐵 (𝑡 ) експоненцiйних генератрис послiдовностей {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛}
вiдповiдно.

Доведення. Знайдемо 𝐴 (𝑡 )𝐵 (𝑡 ) як добуток рядiв

𝐴 (𝑡 )𝐵 (𝑡 ) =
∞∑︁
𝑛=0

( 𝑛∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘

𝑘 !
𝑏𝑛−𝑘
(𝑛 − 𝑘 )!

)
𝑡 𝑛 =

=

∞∑︁
𝑛=0

𝑡 𝑛

𝑛!

( 𝑛∑︁
𝑘=0

𝑛!
𝑘 !(𝑛 − 𝑘 )!𝑎

𝑘𝑏𝑛−𝑘
)
=

∞∑︁
𝑛=0

𝑡 𝑛

𝑛!
(
𝑛∑︁
𝑘=0

C𝑘𝑛 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 ).

Позначивши 𝑐𝑛 =
𝑛∑
𝑘=0
C𝑘𝑛 𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘 отримаємо, що

𝐴 (𝑡 ) · 𝐵 (𝑡 ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑡
𝑛

𝑛!

– експоненцiйна генератриса бiномiальної згортки. □
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Наслiдок 5.15. Якщо 𝐵𝑛 =
𝑛∑
𝑘=0
C𝑘𝑛𝐴𝑘 для всiх 𝑛, то виконується

рiвнiсть 𝐴𝑛 =
𝑛∑
𝑘=0
(−1)𝑘C𝑘𝑛𝐵𝑘 .

Доведення. Нагадаємо, що експоненцiйна генератриса для ста-
лої послiдовностi {1} дорiвнює 𝑒 𝑡 , а для знакозмiнної послi-
довностi {(−1)𝑛} дорiвнює 𝑒−𝑡 . Рiвнiсть𝐵𝑛 =

𝑛∑
𝑘=0
C𝑘𝑛𝐴𝑘 означає,

що {𝐵𝑛} = {1} ⊛ {𝐴𝑛}. Тому 𝐵 (𝑡 ) = 𝑒 𝑡𝐴 (𝑡 ). Звiдси отримаємо
рiвнiсть 𝐴 (𝑡 ) = 𝑒−𝑡𝐵 (𝑡 ). Тому {𝐴𝑛} = {(−1)𝑛} ⊛ {𝐵𝑛}. □

Приклад 5.16. Знайдемо експоненцiйну генератрису послiдов-
ностi натуральних чисел {𝑛}∞𝑛=0. За означенням маємо

𝑁 (𝑡 ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑛

𝑛!
𝑡 𝑛 = 0 + 𝑡 + 𝑡 2 + 𝑡

3

2!
+ 𝑡

4

3!
+ · · · + .

Тому𝑁 (𝑡 ) = 𝑡 (1 + 𝑡 + 𝑡 2

2! +
𝑡 3

3! + · · · +) = 𝑡 𝑒
𝑡 .

5.2 Рекурентнi послiдовностi

Означення 5.8. Послiдовнiсть {𝑎𝑛}∞𝑛=0 називається рекурен-
тною, якщо задано першi 𝑘 членiв 𝑎0, 𝑎1, ..., 𝑎𝑘−1, а наступнi чле-
ни визначаються через 𝑘 попереднiх членiв i через номер члена
послiдовностi за правилом: 𝑎𝑛+𝑘 = 𝑅 (𝑛, 𝑎𝑛+𝑘−1, 𝑎𝑛+𝑘−2, . . . , 𝑎𝑛),
𝑛 ⩾ 0, де 𝑅 – деяка вiдома функцiя.

Надалi ми будемо розглядати лiнiйнi рекурентнi спiввiдно-
шення 𝑘-го порядку, де 𝑅 – деяка лiнiйна функцiя вiд 𝑦𝑛+𝑘−1,
𝑦𝑛+𝑘−2, . . . , 𝑦𝑛 , яка явно не залежить вiд 𝑛. Тодi таке рекурентне
спiввiдношення може бути записане у виглядi

𝑦𝑛+𝑘 + 𝑐1𝑦𝑛+𝑘−1 + 𝑐2𝑦𝑛+𝑘−2 + · · · + 𝑐𝑘𝑦𝑛 = 0. (5.1)
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де 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑘 – заданi константи. Число 𝑘 називається поряд-
ком лiнiйного рекурентного спiвiдношення. Ми обмежуємося
лише однорiдними лiнiйними рекурентними спiввiдношення-
ми, для яких права частина 5.1 нульова, але ця частина може
бути деякою функцiєю вiд 𝑛 в загальному випадку.

Розв’язок цього лiнiйного рекурентного спiвiдношення –
це послiдовнiсть {𝑎𝑛} така, що пiдстановка 𝑎𝑛 замiсть 𝑦𝑛 в
5.1 дає рiвнiсть для будь-якого 𝑛 ⩾ 0. Якщо {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛} –два
розв’язки 5.1, то, як неважко переконатися, {𝑎𝑛 + 𝑏𝑛} i {𝑑𝑎𝑛}
також розв’язки 5.1. Тому множина всiх розв’язкiв лiнiйного
рекурентного спвiвiдношення утворює векторний простiр𝑉
над полем дiйсних чисел. Очевидно,𝑉 – пiдпростiр векторного
просторуℝ∞ всiх нескiнченних послiдовностей.

Приклад 5.17. Покажемо, що розмiрнiсть𝑉 не перевищує чи-
сла 𝑘. Припустимо вiд супротивного, що в просторi 𝑉 iснує
𝑘 + 1 лiнiйно незалежних розв’язкiв 5.1. Нехай це послiдов-
ностi {𝑎 (𝑖 )𝑛 }∞𝑛=0, 𝑖 = 1, . . . 𝑘 + 1. Оскiльки вектори {𝑎 (𝑖 )𝑛 }𝑘𝑛=0, 𝑖 =
1, . . . 𝑘+1довжини𝑘 лiнiйно залежнi, то iснують числа𝜇1, . . . , 𝜇𝑘+1
не всi рiвнi нулi i такi, що

𝜇1{𝑎 (1)𝑛 }𝑘𝑛=0 + · · · + 𝜇𝑘+1{𝑎 (𝑘+1)
𝑛 }𝑘𝑛=0 = {0}.

Але тодi лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв 5.1 з коефiцiєнтами 𝜇1,
. . . , 𝜇𝑘+1 є ненульовою послiдовнiстю i мiстить нулi на перших
𝑘 позицiях. Але це неможливо, бо тодi будь-який член цiєї
послiдовностi нульовий з огляду на 5.1. Отримана суперечнiсть
показує, що𝑉 – пiдпростiр розмiрностi⩽ 𝑘 (насправдi, dim𝑉 =

𝑘 , але ми цього не будемо доводити).

За рекурентним спiввiдношенням 5.1 запишемо формулу
загального члена послiдовностi {𝑦𝑛} в залежностi вiд номера 𝑛.
Для розв’язання цiєї задачi розглянемо генератрису цiєї послi-

довностi𝑌 (𝑡 ) =
∞∑
𝑛=0

𝑦𝑛𝑡
𝑛 . Для вивчення цiєї генератриси нам

потрiбне наступне поняття.
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Означення 5.9. Характеристичним многочленом лiнiйного ре-
курентного спiвiдношення 5.1 називається многочлен степеня 𝑛
вигляду

𝑓 (𝑡 ) = 𝜆𝑘 + 𝑐1𝜆
𝑘−1 + 𝑐2𝜆

𝑘−2 + · · · + 𝑐𝑘 .
Нагадаємо, що зворотнiм до многочлена 𝑓 (𝑡 ) = 𝑡 𝑘 +𝑐1𝑡

𝑘−1+
𝑐2𝑡

𝑘−2 + · · · + 𝑐𝑘 називається многочлен 𝑔 (𝑡 ) = 1 + 𝑐1𝑡 + 𝑐2𝑡 +
... + 𝑐𝑘𝑡 𝑘 . Зауважимо, що тодi при 𝑡 ≠ 0 виконується рiвнiсть
𝑔 (𝑡 ) = 𝑡 𝑘 𝑓 ( 1

𝑡
).

Теорема 5.18. Генератриса послiдовностi {𝑦𝑛}, яка задовольняє
лiнiйне рекурентне спiввiдношення 5.1 є деякою рацiональною
функцiєю вiд 𝑡 .

Доведення. Для зворотнього многочлена 𝑔 (𝑡 ) позначимо вiль-
ний член 1 через 𝑐0 i розглянемо добуток

𝑌 (𝑡 )𝑔 (𝑡 ) =
∞∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖𝑡
𝑖

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑡
𝑗 .

Для зручностi запишемо 5.1 у виглядi
𝑘∑
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑦𝑛+𝑘−𝑗 = 0 i позна-

чимо 𝑛 + 𝑘 = 𝑚. Отримаємо:

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑦𝑚−𝑗 = 0 ïðè𝑚 ⩾ 𝑘.

Тодi виконуються рiвностi

∞∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖𝑡
𝑖

𝑘∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑡
𝑗 =

𝑘−1∑︁
𝑚=0

(
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑦𝑚−𝑗 )𝑡𝑚 +
∞∑︁

𝑚=𝑘

(
𝑘∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑦𝑚−𝑗 ) =

=

𝑘−1∑︁
𝑚=0

(
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗𝑦𝑚−𝑗 ) =
𝑘−1∑︁
𝑚=0

𝑑𝑚𝑡
𝑚 .
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Тут 𝑑𝑚 визначаються за коефiцiєнтами 𝑐𝑖 i за 𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑘−1.
Ми довели, що 𝑌 (𝑡 )𝑔 (𝑡 ) = 𝑄 (𝑡 ), де𝑄 (𝑡 ) - многочлен сте-

пеня ⩽ 𝑘 − 1. Звiдси випливає, що𝑌 (𝑡 ) = 𝑄 (𝑡 )
𝑔 (𝑡 ) – правильний

рацiональний дрiб.
□

Щоб знайти генератрису𝑌 (𝑡 ) у явному виглядi ми розклада-
ємо

𝑄 (𝑡 )
𝑔 (𝑡 ) в суму елементарних дробiв над ℂ вигляду

𝑎𝑖 𝑗

(𝑡 − 𝜆𝑖 ) 𝑗
(ми вважаємо, що коефiцiєнти многчленiв𝑄 (𝑡 ) i 𝑔 (𝑡 ) – ком-
плекснi числа). Далi, кожен найпростiший дрiб

𝑎𝑖 𝑗

(𝑡 − 𝜆𝑖 ) 𝑗
запи-

суємо як суму ряду, користуючись бiномiальним рядом для
(1 − 𝑡 )−𝑗 . Сума отриманих рядiв дає нам запис рацiональної
функцiї

𝑄 (𝑡 )
𝑔 (𝑡 ) в загальному випадку у виглядi ряду з компле-

ксними коефiцiєнтами. Видiляючи дiйсну i уявну частину цього
ряду ми отримаємо два ряди з дiйсними коефцiєнтами, якi вже
дозволять нам знайти компактну формулу для членiв послiдов-
ностей, якi задовольняють рекурентне спiвiдношення 5.1.

Для знаходження послiдовностей {𝑦𝑛}, якi задовольняють
лiнiйне рекурентне спiвiдношення 5.1 вигляду

𝑦𝑛+𝑘 + 𝑐1𝑦𝑛+𝑘−1 + 𝑐2𝑦𝑛+𝑘−2 + ... + 𝑐𝑘𝑦𝑛 = 0

записуємо характеристичний многочлен

𝑓 (𝜆) = 𝜆𝑘 + 𝑐1𝜆
𝑘−1 + 𝑐2𝜆

𝑘−2 + ... + 𝑐𝑘 .
Наступне твердження показує, що кожному кореню цього мно-
гочлена вже вiдповiдає хоча б один розв’язок спiвдношення
5.1.

Твердження 5.4. Нехай 𝜆 – корiнь характеристичного много-
члена 𝑓 (𝜆) послiдовностi 5.1. Тодi для довiльної константи 𝑑
послiдовнiсть {𝑑𝜆𝑛} задовольняє рекурентне спiввiдношення 5.1.
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Доведення. Пiдставимо 𝑑𝜆𝑛 в 5.1. Отримаємо

𝑑𝜆𝑛+𝑘 + 𝑐1𝑑𝜆
𝑛+𝑘−1 + 𝑐2𝑑𝜆

𝑛+𝑘−2 + ... + 𝑐𝑘𝑑𝜆𝑛 =

= 𝑑𝜆𝑛 (𝜆𝑘 + 𝑐1𝜆
𝑘−1 + ... + 𝑐𝑘 ) = 0.

□

Якщо коренi характеристичного многочлена однократнi,
то попереднє твердження дає можливiсть записати загальний
розв’язок 5.1.

Теорема 5.19. Нехай характеристичний многочлен

𝑓 (𝜆) = 𝜆𝑘 + 𝑐1𝜆
𝑘−1 + ... + 𝑐𝑘

має лише однократнi коренi 𝜆1, . . . , 𝜆𝑘 . Тодi загальний розв’язок
рекурентного спiввiдношення 5.1 має вигляд

(𝐶1𝜆
𝑛
1 +𝐶2𝜆

𝑛
2 + ... +𝐶𝑘𝜆𝑛𝑘 ),

де𝐶1, . . . ,𝐶𝑘 – довiльнi константи.

Доведення. За доведеним вище {𝑐𝑖𝜆𝑛𝑖 }, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 задоволь-
няє спiввiдношення 5.1. Iз лiнiйностi рекурентного спiввiдно-
шення випливає, що послiдовнiсть (𝐶1𝜆

𝑛
1 + · · · +𝐶𝑘𝜆𝑛𝑘 ) також

задовольняє 5.1.
В векторному просторi𝑅∞ всiх послiдовностей 𝑎0, 𝑎1, ... гео-

метричнi прогресiї {𝜆𝑛1 }, ..., {𝜆𝑛𝑘 } лiнiйно незалежнi (довести
самостiйно). Але за доведеним вище простiр розв’язкiв реку-
рентного спiввдношення розмiрнiсть не бiльше нiж 𝑘 . Тому
довiльний розв’язок 5.1 має вигляд𝐶1{𝜆𝑛1 } + · · · +𝐶𝑘 {𝜆𝑛𝑘 }. □

Приклад 5.20. Знайдемо загальнийчлен𝑎𝑛 послiдовностi {𝑎𝑛}
за рекурентним спiввiдношенням другого порядку

𝑎𝑛+2 − 4𝑎𝑛+1 + 3𝑎𝑛 = 0, 𝑎0 = 10, 𝑎1 = 16.
Запишемо характеристичний многочлен 𝜆2 − 4𝜆 + 3 = 0

цього спiвiдношення. Коренi многочлена: 𝜆1 = 1, 𝜆2 = 3. Тодi
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за теоремою 5.19 загальний член послiдовностi має вигляд:
𝑎𝑛 = 𝐶1𝜆

𝑛
1 +𝐶2𝜆

𝑛
2 = 𝐶1 +𝐶23𝑛 .Щоб знайти значення констант

𝐶1 i𝐶2 скористаємося початковими умовами при 𝑛 = 0 i 𝑛 = 1.
Тодi при 𝑛 = 0 маємо 𝑎0 = 𝐶1 +𝐶2 = 10; при 𝑛 = 1 вiдповiдно

𝑎1 = 𝐶1 + 3𝐶2 = 16; 2𝐶2 = 6, 𝑐2 = 3,𝐶1 = 7.

Вiдповiдь: 𝑎𝑛 = 7 + 3𝑛+1.

Приклад 5.21. Покажемо, що для кожного натурального 𝑛 ⩾ 1
число ((3 +

√
17)/2)𝑛 + ((3 −

√
17)/2)𝑛є цiлим i непарним. Дiй-

сно, числа 𝜆1 = (3 +
√

17)/2 i 𝜆2 = (3 −
√

17)/2 задовольняють
квадратне рiвняння 𝑧2−3𝑧 −2 = 0, бо𝜆1+𝜆2 = 3 i𝜆1𝜆2 = −2. За
цим рiвнянням запишемо лiнiйне рекурентне спiввiдношення
𝑎𝑛+2 − 3𝑎𝑛+1 − 2𝑎𝑛 = 0. Загальний розв’язок цього спiввiдно-
шення 𝑎𝑛 = 𝐶1𝜆

𝑛
1 + 𝐶2𝜆

𝑛
2 i в нашому випадку 𝐶1 = 1,𝐶2 = 1.

Тодi 𝑎0 = 𝐶1𝜆
0
1 + 𝐶2𝜆

0
2 = 𝐶1 + 𝐶2 = 2 i при 𝑛 = 1 отримаємо

𝑎1 = 𝐶1𝜆1 + 𝐶2𝜆2 = 3. Тодi 𝑎2 = 3𝑎1 + 2𝑎0 = 13. Тому число
𝑎𝑛+2 = 3𝑎𝑛+1 + 2𝑎𝑛 завжди цiле i непарне, бо 2𝑎𝑛 – парне, 3𝑎𝑛+1
непарне.

Зауваження 5.2. Якщо характеристичний многочлен

𝑓 (𝑡 ) = 𝜆𝑘 + 𝑐1𝜆
𝑘−1 + 𝑐2𝜆

𝑘−2 + · · · + 𝑐𝑘

лiнiйного рекурентного спiввiдношення

𝑦𝑛+𝑘 + 𝑐1𝑦𝑛+𝑘−1 + 𝑐2𝑦𝑛+𝑘−2 + · · · + 𝑐𝑘𝑦𝑛 = 0

має кратнi коренi, то ситуацiя трохи ускладнюється: нехай,
наприклад, 𝜆1 є коренем кратностi 𝑠 характеристичного мно-
гочлена. Тодi цьому кореню вiдповiдають 𝑠 лiнiйно незале-
жних розв’язкiв рекурентного спiввiдношення вигляду: {𝜆1

𝑛},
{𝑛𝜆1

𝑛}, . . . , {𝑛𝑠−1𝜆1
𝑛}.
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Приклад 5.22. Знайдемо розв’язок лiнiйного рекурентного
спiввiдношення другого порядку

𝑎𝑛+2 − 6𝑎𝑛+1 + 9𝑎𝑛 = 0, 𝑎0 = 0, 𝑎1 = 2.

Для цього запишемо характеристичне рiвняння цього спiввiд-
ношення 𝜆2 − 6𝜆 + 9 = 0. Це рiвняння має один корiнь 𝜆 = 3
кратностi 2. З урахуванням попереднього зауваження загаль-
ний розв’язок рекурентного спiввiдношення буде мати вигляд
𝑎𝑛 = 𝐶13𝑛 +𝐶2𝑛3𝑛 , де𝐶1,𝐶2 – довiльнi константи. За умовою
при 𝑛 = 0 маємо рiвнiсть 0 = 𝑎0 = 𝐶130 +𝐶2 · 0 · 30 = 𝐶1, тобто
𝐶1 = 0. При 𝑛 = 1 маємо 2 = 𝑎1 = 𝐶131 +𝐶2 · 1 · 31 = 3𝐶2. Звiдси
отримаємо 𝐶2 = 2/3. Таким чином, розв’язок рекурентного
спiввiдношення має вигляд 𝑎𝑛 = (2/3)𝑛3𝑛 = 2𝑛3𝑛−1.

Приклад 5.23. Знайдемо загальний розв’язок лiнiйного ре-
курентного спiвiдношення 𝑎𝑛+2 + 𝑎𝑛 = 0. Характеристичний
многочлен цього спiвiдношення 𝜆2 + 1 має два коренi 𝜆1 =

𝑖 , 𝜆2 = −𝑖 . Тому загальний розв’язок має вигляд𝐶1𝑖
𝑛 +𝐶2(−𝑖 )𝑛 .

Знайдемо дiйсний розв’язок. Для цього зауважимо, що

𝑖 = exp(𝑖𝜋/2),−𝑖 = exp(−𝑖𝜋/2)
i тому

𝑖𝑛 = exp(𝑖𝜋𝑛/2), (−𝑖 )𝑛 = exp(−𝑖𝜋𝑛/2).
Але exp(𝑖𝜋𝑛/2) = cos (𝜋𝑛/2) + 𝑖 sin (𝜋𝑛/2) i

exp(−𝑖𝜋𝑛/2) = cos (𝜋𝑛/2) − 𝑖 sin (𝜋𝑛/2).
Звiдси випливає, що послiдовностi

𝛼𝑛 = cos (𝜋𝑛/2) + 𝑖 sin (𝜋𝑛/2), 𝛽𝑛 = cos (𝜋𝑛/2) − 𝑖 sin (𝜋𝑛/2)
є розв’язкаминашого рекурентного спiвiдношення. Зауважимо,
що

cos (𝜋𝑛/2) = (𝛼𝑛 + 𝛽𝑛)
2

, sin (𝜋𝑛/2) = (𝛼𝑛 − 𝛽𝑛)
2𝑖

.



5.2. РЕКУРЕНТНI ПОСЛIДОВНОСТI 134

Але тодi, як вiдзначалося ранiше. послiдовностi {cos (𝜋𝑛/2)},
{sin (𝜋𝑛/2)} також є розв’язками цього спiввiдношення. То-
му загальний розв’язок у дiйсному випадку можна записати у
виглядi 𝑦𝑛 = 𝐶1 cos (𝜋𝑛/2) +𝐶2 sin (𝜋𝑛/2).

Числа Фiбоначчi

Задача Фiбоначчi. "Пару кроликiв помiстили в мiсцi, обго-
родженому з усiх сторiн стiною, щоб дiзнатися, скiльки пар
кроликiв народиться при цьому впродовж року. Природа кро-
ликiв така, що через мiсяць пара кроликiв народжує на свiт
iншу пару, а народжують кролики пiсля другого мiсяця вiд сво-
го народження."

На другому мiсяцi – все ще одна пара.
На третьому мiсяцi – двi пари.
На четвертому мiсяцi – три пари.
На п’ятому мiсяцi – п’ять пар
Нехай 𝐹𝑖 – число пар на 𝑖-тому мiсяцi. Тодi

𝐹1 = 1, 𝐹2 = 1, 𝐹3 = 2, 𝐹4 = 3, 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2.

Тому рекурентне спiвiдношення, яка визначає числа Фiбоначчi
𝐹𝑛 має вигляд

𝑎𝑛+2 − 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 0, 𝑎0 = 0, 𝑎1 = 1.

Запишемо характеристичниймногочленцього спiввiдношення

𝑓 (𝜆) = 𝜆2 − 𝜆 − 1.

Коренi цього многочлена наступнi:

𝜆1,2 =
1 ±
√

5
2

: 𝜆1 =
1 +
√

5
2

, 𝜆2 =
1 −
√

5
2

.
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Тому загальний член послiдовностi має вигляд

𝑎𝑛 = 𝐶1
(1 +
√

5
2

)𝑛 +𝐶2
(1 −
√

5
2

)𝑛
.

Знайдемо𝐶1 i𝐶2. З початкових умов маємо

𝑎0 = 𝐶1 +𝐶2 = 0, 𝑎1 = 𝐶1
(1 +
√

5
2

)
+𝐶2

(1 −
√

5
2

)
= 1.

Тому, як неважко переконатися,

𝐶1 =
1
√

5
, 𝐶2 = −

1
√

5
.

Тому 𝑛-те число Фiбоначчi має вигляд

𝐹𝑛 =
1
√

5

( (1 +
√

5
2

)𝑛 − (1 −
√

5
2

)𝑛 )
.

Приклад 5.24. Покажемо, що для чисел Фiбоначчi виконується
рiвнiсть

∑𝑛
𝑘=1 𝐹𝑘 = 𝐹𝑛+2 − 1. Дiйсно, iз умови 𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛+1 +

𝐹𝑛 випливає, що 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛+1. Тому маємо послiдовнiсть
рiвностей 𝐹1 = 𝐹3 − 𝐹2, 𝐹2 = 𝐹4 − 𝐹3, . . . , 𝐹𝑛−1 = 𝐹𝑛+1 − 𝐹𝑛 ,
𝐹𝑛 = 𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛+1. Додаючи почленно всi цi рiвностi, отримаємо∑𝑛
𝑘=1 𝐹𝑘 = 𝐹𝑛+2 − 𝐹2 = 𝐹𝑛+2 − 1.

Приклад 5.25. Нехай в рядi Фiбоначi вибрано 8 чисел пiдряд.
Покажемо, що їх сума не є числом Фiбоначчi. Дiйсно, за попе-
реднiм прикладом маємо

∑𝑛
𝑘=1 𝐹𝑘 = 𝐹𝑛+2 − 1 i тому

∑𝑛+8
𝑘=1 𝐹𝑘 =

𝐹𝑛+10 − 1. Тому
∑𝑛+8
𝑘=𝑛 𝐹𝑘 = 𝐹𝑛+10 − 𝐹𝑛+2. Покажемо, що число

𝐹𝑘+8 − 𝐹𝑘 не може бути числом Фiбоначчi. Очевидно, це число
менше нiж 𝐹𝑘+8. Покажемо, що воно бiльше нiж 𝐹𝑘+7. Маємо
рiвностi

𝐹𝑘+8 − 𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+7 = 𝐹𝑘+7 + 𝐹𝑘+6 − 𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+7 = 𝐹𝑘+6 − 𝐹𝑘 > 0.
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5.3 Ряди Дiрiхле, формула обертання Мьобi-
уса

Нехай ми маємо послiдовнiсть {𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 , . . .}, члени якої
занумерованi натуральними числами.

Означення 5.10. Рядом Дiрiхле (або 𝐿-рядом) послiдовностi
{𝑎𝑛} називається вираз

𝐿𝑎 (𝑠 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛𝑠
,

де 𝑠 – символ (𝑠 ∈ ℝ або 𝑠 ∈ ℂ).
Нехай ми маємо послiдовностi {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛}, запишемо їх

𝐿-ряди

𝐿𝑎 (𝑠 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛𝑠
, 𝐿𝑏 (𝑠 ) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛

𝑛𝑠
.

Тодi сумою цих рядiв називається ряд Дiрiхле вигляду

𝐿𝑎 (𝑠 ) + 𝐿𝑏 (𝑠 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 + 𝑏𝑛
𝑛𝑠

.

Добуток рядiв Дiрiхле визначається за правилом:

𝐿𝑎 (𝑠 ) · 𝐿𝑏 (𝑠 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛

𝑛𝑠
,

де 𝑐𝑛 =
∑
𝑑/𝑛

𝑎𝑑𝑏𝑛/𝑑 . Пояснення цього правила наступне: пере-

множимо цi ряди i зведемо подiбнi члени з однаковими степе-
нями в знаменниках:(𝑎1

1𝑠
+ 𝑎2

2𝑠
+ 𝑎3

3𝑠
+ 𝑎4

4𝑠
+ ...

) (𝑏1

1𝑠
+ 𝑏2

2𝑠
+ 𝑏3

3𝑠
+ 𝑏4

4𝑠
+ ...

)
=



5.3. РЯДИ ДIРIХЛЕ, ФОРМУЛА ОБЕРТАННЯ МЬОБIУСА 137

=
𝑎1𝑏1

1𝑠
+ 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1

2𝑠
+ 𝑎1𝑏3 + 𝑎3𝑏1

3𝑠
+ 𝑎1𝑏4 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎4𝑏1

4𝑠
+ ...

Означення 5.11. Послiдовнiсть {𝑐𝑛} називається мультиплiка-
тивною згорткою (або мультиплiкативною копмозицiєю) послi-
довностей {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛} i позначається через {𝑐𝑛} = {𝑎𝑛} ◦ {𝑏𝑛},
де 𝑐𝑛 =

∑
𝑑/𝑛

𝑎𝑑𝑏𝑛/𝑑 . Наприклад,

𝑐6 = 𝑎1𝑏6 + 𝑎2𝑏3 + 𝑎3𝑏2 + 𝑎6𝑏1.

Твердження 5.5. (Без доведення.) Вiдносно операцiй додавання
i множення ряди Дiрiхле утворюють комутативне кiльце. Ряд

𝐿𝑎 (𝑠 ) =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛

𝑛𝑠
має обернений тодi i тiльки тодi, коли 𝑎1 ≠ 0. В

цьому кiльцi нейтральний елемент вiдносно множення – це ряд

1
1𝑠
+ 0

2𝑠
+ 0

3𝑠
+ 0

4𝑠
+ ... = 1.

Нехай {𝑎𝑛} = {1} – стала послiдовнiсть.Ряд Дiрiхле цiєї
послiдовностi має спецiальну назву:

Означення 5.12. Ряд𝐿𝑎 (𝑠 ) =
∞∑
𝑛=1

1
𝑛𝑠
називається дзета-функцiєю

Рiмана i позначається 𝜁 (𝑠 ).
Знайдемо обернену функцiю до 𝜁 (𝑠 ) в кiльцi рядiв Дiрiхле,

тобто функцiю 1/𝜁 (𝑠 ). Для цього нам потрiбна знаменита фун-
кцiя Мьобiуса.

Означення 5.13. Функцiєю Мьобiуса 𝜇(𝑛) називається функцiя
натурального аргументу 𝜇 = 𝜇(𝑛) : ℕ −→ {−1, 0, 1}, яка визна-
чена наступним чином:

𝜇(1) = 1;
𝜇(𝑛) = (−1)𝑘 , якщо 𝑛 = 𝑝1𝑝2 · · ·𝑝𝑘 , де 𝑝𝑖 ≠ 𝑝𝑗 при 𝑖 ≠ 𝑗 –

попарно рiзнi простi числа;
𝜇(𝑛) = 0, якщо 𝑛 дiлиться на квадрат простого числа.
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Приклад 5.26. 𝜇(4) = 0, 𝜇(5) = −1, 𝜇(15) = 1.

Теорема 5.27. Оберненим до дзета-функцiї 𝜁 (𝑠 ) є ряд Дiрiхле
𝑀 (𝑠 ) =

∞∑
𝑛=1

𝜇(𝑛)
𝑛𝑠

.

Доведення. Знайдемо добуток

𝑀 (𝑠 )𝜁 (𝑠 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝜇(𝑛)
𝑛𝑠

∞∑︁
𝑛=1

1
𝑛𝑠

=

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛

𝑛𝑠
,

де 𝑐𝑛 =
∑
𝑑/𝑛

𝜇(𝑑) · 1. Покажемо, що ∑
𝑑/𝑛

𝜇(𝑑) = 0 при 𝑛 > 1.

Нехай 𝑛 = 𝑝𝛼1
1 𝑝

𝛼2
2 · · ·𝑝

𝛼𝑘
𝑘
, тодi довiльний дiльник 𝑑 числа 𝑛

має вигляд𝑑 = 𝑝
𝛽1
1 𝑝

𝛽2
2 · · ·𝑝

𝛽𝑘
𝑘
, 𝛽𝑖 ⩽ 𝛼𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 . Якщо 𝛽𝑖 ⩾ 2,

то 𝜇(𝑑) = 0. Тому достатньо брати 𝑑 вигляду 𝑑 = 𝑝𝑖1 . . . 𝑝𝑖𝑟 , де
𝑝𝑖𝑘 – попарно рiзнi простi числа. Таких дiльникiв числа 𝑛 буде
C𝑟𝑛 i тому ∑︁

𝑑/𝑛
𝜇(𝑑) =

𝑘∑︁
𝑟=0

(−1)𝑟C𝑟𝑛 = 0.

□

Наслiдок 5.28. Формула обертання Мьобiуса
Нехай 𝑓 (𝑛), 𝑔 (𝑛) –двi функцiї натурального аргументу. Якщо

𝑔 (𝑛) = ∑
𝑑/𝑛

𝑓 (𝑑) для кожного 𝑛, то 𝑓 (𝑛) = ∑
𝑑/𝑛

𝑔 (𝑑)𝜇(𝑛/𝑑) для
кожного 𝑛.

Доведення. Запишемо

𝐿 𝑓 (𝑠 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑓 (𝑛)
𝑛𝑠

, 𝐿𝑔 (𝑠 ) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔 (𝑛)
𝑛𝑠

.
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Тодi 𝐿𝑔 (𝑠 ) = 𝐿 𝑓 (𝑠 )𝜁 (𝑠 ) ⇔ 𝑔 (𝑛) = ∑
𝑑/𝑛

𝑓 (𝑑). Звiдси отримаємо

𝐿 𝑓 (𝑠 ) = 𝐿𝑔 (𝑠 )𝑀 (𝑠 ) ⇔ 𝑓 (𝑛) =
∑︁
𝑑/𝑛

𝑔 (𝑑)𝜇(𝑛/𝑑).

□

Останнiформулиможнапереписати у виглядi 𝑔 (𝑛) = ∑
𝑑/𝑛

𝑓 (𝑛/𝑑)

i 𝑓 (𝑛) = ∑
𝑑/𝑛

𝜇(𝑑)𝑔 (𝑛/𝑑).

Означення 5.14. Функцiя 𝑓 (𝑛) натурального аргументу 𝑛 на-
зивається мультиплiкативною, якщо для довiльних взаємно про-
стих натуральних чисел 𝑚,𝑛 виконується рiвнiсть 𝑓 (𝑚𝑛) =
𝑓 (𝑚) 𝑓 (𝑛).
Приклад 5.29. Зауважимо, що функцiя Мьобiуса 𝜇(𝑛) мульти-
плiкативна. Щоб це довести, достатньо скористатися означен-
ням функцiї 𝜇(𝑛) i для рiзних випадкiв безпосередньо перевi-
рити, що 𝜇(𝑚𝑛) = 𝜇(𝑚)𝜇(𝑛), якщо (𝑚,𝑛) = 1.

Приклад 5.30. Нехай 𝑓 (𝑛), 𝑔 (𝑛) – мультиплiкативнi функцiї
натурального аргументу. Покажемо, що їх мультиплiкативна
згортка ℎ (𝑛) = 𝑓 (𝑛) ◦ 𝑔 (𝑛) також є мультиплiкативною фун-
кцiєю. Дiйсно, нехай𝑚,𝑛 – натуральнi взаємно простi числа.
Тодi за умовою 𝑓 (𝑚𝑛) = 𝑓 (𝑚) 𝑓 (𝑛) i 𝑔 (𝑚𝑛) = 𝑔 (𝑚)𝑔 (𝑛).
Покажемо, що ℎ (𝑚𝑛) = ℎ (𝑚)ℎ (𝑛). Маємо за означенням
ℎ (𝑚𝑛) = ∑

𝑑 |𝑚𝑛
𝑓 (𝑑)𝑔 (𝑚𝑛/𝑑). Зауважимо, що кожен дiльник

числа𝑚𝑛 записується у виглядi 𝑑 = 𝑑1𝑑2, де 𝑑1 |𝑚 i 𝑑2 |𝑛. Тодi

ℎ (𝑚𝑛) =
∑︁

𝑑1𝑑2 |𝑚𝑛
𝑓 (𝑑1𝑑2)𝑔 (𝑚𝑛/(𝑑1𝑑2)) =

=
∑︁

𝑑1 |𝑚,𝑑2 |𝑛
𝑓 (𝑑1) 𝑓 (𝑑2)𝑔 (𝑚/𝑑1)𝑔 (𝑛/𝑑2).
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З iншого боку,

ℎ (𝑚) =
∑︁
𝑑1 |𝑚

𝑓 (𝑑1)𝑔 (𝑚/𝑑1), ℎ (𝑛) =
∑︁
𝑑2 |𝑛

𝑓 (𝑑2)𝑔 (𝑛/𝑑2).

Тодi

ℎ (𝑚)ℎ (𝑛) =
( ∑︁
𝑑1 |𝑚

𝑓 (𝑑1)𝑔 (𝑚/𝑑1)
) ( ∑︁

𝑑2 |𝑛
𝑓 (𝑑2)𝑔 (𝑛/𝑑2)

)
=

=
∑︁

𝑑1 |𝑚,𝑑2 |𝑛
𝑓 (𝑑1) 𝑓 (𝑑2)𝑔 (𝑚/𝑑1)𝑔 (𝑛/𝑑2) = ℎ (𝑚𝑛).

Означення 5.15. Функцiєю Ойлера називається функцiя 𝜑 (𝑛)
натурального аргументу 𝑛, значення якої 𝜑 (𝑛) – це кiлькiсть
натуральних чисел 𝑎 < 𝑛 i взаємно простих з 𝑛.

Покладається 𝜑 (1) = 1. Очевидно, що для простого числа 𝑝
значення функцiї Ойлера 𝜑 (𝑝) = 𝑝 − 1, 𝜑 (𝑝𝑚) = 𝑝𝑚 − 𝑝𝑚−1.

Використовуючи формулу обертання Мьобiуса можна дове-
сти, що {𝜑 (𝑛)} = {𝜇(𝑛)} ◦ {𝑛}, тобто

𝜑 (𝑛) =
∑︁
𝑑/𝑛

𝜇(𝑑)𝑛
𝑑

=
∑︁
𝑑/𝑛

𝑑𝜇(𝑛
𝑑
).

Тому 𝜑 (𝑛) – мультиплiкативна функцiя, як мультиплiка-
тивна згортка двох мультиплiкативних функцiй.

Наслiдок 5.31. Формула Ойлера. Для 𝑛 = 𝑝𝛼1
1 · · ·𝑝

𝛼𝑘
𝑘
має мiсце

рiвнiсть

𝜑 (𝑛) =
𝑘∏
𝑖=0

(𝑝𝛼𝑖 − 𝑝𝛼𝑖−1) = 𝑛
𝑘∏
𝑖=0

(
1 − 1

𝑝𝑖

)
.
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5.4 Числа Каталана. Числа та многочлени
Бернуллi.

Числа Каталана

В комбiнаторицi числа Каталана зустрiчаються в рiзних за-
дачах, пов’язаних з пiдрахунками числа об’єктiв, заданих ре-
курсивно. Цi числа названi iменем бельгiйського математика
Eugene Charles Catalan(1814-1894).

𝑛 - те число Каталана C𝑛 можна задати у виглядi

C𝑛 =
1

𝑛 + 1

(
2𝑛
𝑛

)
=

1
𝑛 + 1

C2𝑛 =
2𝑛!

(𝑛 + 1)!𝑛!

для 𝑛 ⩾ 0.
Iнший вираз для чисел Каталана

C𝑛 =

(
2𝑛
𝑛

)
−

(
2𝑛
𝑛 − 1

)
, 𝑛 ⩾ 1.

Цей вираз показує, що числа Каталана є натуральними.
Рекурентне спiввiдношення для чисел Каталана

C0 = 1,C𝑛+1 =

𝑛∑︁
𝑖=0

C𝑖C𝑛−𝑖

для 𝑛 ⩾ 1.
Це спiввiдношення можна отримати iз геометричної iнтер-

претацiї чисел Каталана. Розглянемо множину 2𝑛-вимiрних
векторiв (𝜀1, . . . , 𝜀2𝑛) з координатами ±1. Таких векторiв буде

всього 22𝑛 . Серед них C𝑛2𝑛 векторiв з
𝑛∑
𝑖=0

𝜀𝑖 = 0, бо такi вектори

мiстять 𝑛 компонент +1 i 𝑛 компонент −1.
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Означення 5.16. 2𝑛-вимiрнi вектори (𝜀1, . . . , 𝜀2𝑛) з координа-
тами, якi задовольняють вимоги

𝜀𝑖 = ±1,
2𝑛∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖 = 0,
𝑘∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖 ⩾ 0, 𝑘 = 1, . . . , 2𝑛 − 1

називаються векторами Каталана.

Теорема 5.32. Число векторiв Каталана вказаного вигляду до-
рiвнює 𝑛-тому числу Каталана C𝑛 (без доведення).

Зауваження 5.3. C𝑛 – число траєкторiй Каталана, якi вiдповiд-
ають векторам (𝜀1, . . . , 𝜀2𝑛): якщо 𝜀𝑖 = 1, то траєкторiя вгору
вправо, якщо 𝜀𝑖 = −1, то вниз вправо.

Приклад 5.33. Знайдемо число розстановок дужок при вико-
наннi бiнарної операцiї над𝑛 елементами. Нехаймимаємо еле-
менти 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 , якi можна перемножати. Скiльки iснує спосо-
бiв розставити дужки? Позначимо число таких розстановок
через𝑄𝑛 . Розглянемо цю задачу для невеликих 𝑛.

𝑛 = 2 : {𝑥1, 𝑥2},𝑄2 = 1, бо, очевидно, є лише один спосiб:
(𝑥1𝑥2);

𝑛 = 3 : {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3},𝑄3 = 2, бо iснує два способи: ((𝑥1𝑥2)𝑥3),
(𝑥1(𝑥2𝑥3));

𝑛 = 4 : {𝑥1, . . . , 𝑥4},𝑄4 = 5, безпосередньо перевiряється.
Тут зовнiшня дужка об’єднує вирази, якi мiстять𝑘 i𝑛−𝑘 еле-

ментiв 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1. Тому𝑄𝑛 =
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑄𝑘𝑄𝑛−𝑘 – це рекурен-

тне спiввiдношення для чисел𝑄𝑛 . Оскiльки C𝑛 =
𝑛−1∑
𝑘=0
C𝑘C𝑛−1−𝑘 ,

то перепозначивши iндекси, отримаємо:
𝑄𝑛 = C𝑛−1 =

1
𝑛
C𝑛−1

2𝑛−2.

В книзi R. Stanley [15] є ряд вправ, якi описують 66 рiзних
iнтерпретацiй чисел Каталана.
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Числа i многочлени Бернуллi

Означення 5.17. Послiдовнiсть {𝐵𝑛}∞𝑛=0 чисел Бернуллi – це

послiдовнiсть, експоненцiйна генератриса якої дорiвнює
𝑡

𝑒 𝑡 − 1
,

тобто
𝑡

𝑒 𝑡 − 1
=
∞∑
𝑘=0

𝐵𝑘
𝑡 𝑘

𝑘 !

Числа Бернуллi були вiдкритi у зв’язку з необхiднiстю коро-
ткого запису сум𝑚-тих степенiв натуральних чисел

𝑆
(𝑚)
𝑛 = 1𝑚 + 2𝑚 + ... + 𝑛𝑚 .

Наведемобез доведенняформулу, яка дозволяє знаходити суми
𝑆
(𝑚)
𝑛 .
Формула Фаульхабера

𝑆
(𝑚)
𝑛 =

1
𝑚 + 1

𝑚∑︁
𝑘=0

C𝑘𝑚+1𝐵𝑘 (𝑛 + 1)𝑚+1−𝑘 .

Знайдемо 𝐵0 i 𝐵1 використовуючи формулу

𝑡

𝑒 𝑡 − 1
=

∞∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘
𝑡 𝑘

𝑘 !
.

Нехай 𝑡 → 0. Тодi

lim
𝑡→0

𝑡

𝑒 𝑡 − 1
= 1, lim

𝑡→0

∞∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘
𝑡 𝑘

𝑘 !
= 𝐵0.

Тому 𝐵0 = 1. Маємо

𝑡

𝑒 𝑡 − 1
= 1 +

∞∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘
𝑡 𝑘−1

𝑘 !
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⇒ 𝑡 − 𝑒 𝑡 + 1
𝑡 (𝑒 𝑡 − 1) =

∞∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘
𝑡 𝑘−1

𝑘 !
.

Перейдемо до lim
𝑡→0

. Злiва отримаємо −1
2, справа 𝐵1. Тому 𝐵1 =

−1
2.

Означення 5.18. Многочленом Бернуллi степеня 𝑛 називається

многочлен 𝐵𝑛 (𝑥) =
𝑛∑
𝑘=0
C𝑘𝑛𝐵𝑘𝑥𝑛−𝑘 , 𝐵0(𝑥) = 1, 𝐵1(𝑥) = 𝑥 − 1

2

Теорема 5.34. При 𝑛 ⩾ 2 виконується рiвнiсть 𝐵𝑛 (1) = 𝐵𝑛 .

Доведення. Вiзьмемо ряд

𝐵 (𝑥, 𝑡 ) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛 (𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑛=0

(
𝑛∑︁
𝑘=0

C𝑘𝑛𝐵𝑘𝑥𝑛−𝑘 )
𝑡 𝑛

𝑛!
=

∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑛=𝑘

C𝑘𝑛𝐵𝑘𝑥𝑛−𝑘
𝑡 𝑛

𝑛!
=

= [𝑛 − 𝑘 = 𝑟 ] =
∞∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘
𝑡 𝑘−1

𝑘 !
(
∞∑︁
𝑟=0

1
𝑟 !
𝑥𝑟𝑡 𝑟 ) = 𝑒 𝑡 𝑥 𝑡

𝑒 𝑡 − 1
.

Тому отримаємо

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛 (𝑥)
𝑡𝑛

𝑛!
= 𝑒 𝑡 𝑥

𝑡

𝑒 𝑡 − 1
.

Покладемо тут 𝑥 = 1. Отримаємо

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛 (1)
𝑡𝑛

𝑛!
=

𝑒 𝑡𝑡

𝑒 𝑡 − 1
=
(𝑒 𝑡 − 1)𝑡 + 𝑡

𝑒 𝑡 − 1
= 𝑡 + 𝑡

𝑒 𝑡 − 1
=

= 𝑡 +
∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛 (1)
𝑡𝑛

𝑛!
.
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Отримаємо рiвнiсть

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛
𝑡𝑛

𝑛!
= 𝑡 +

∞∑︁
𝑛=0

𝐵𝑛
𝑡𝑛

𝑛!
.

Звiдси отримаємо при 𝑛 ⩾ 2: 𝐵𝑛 (1) = 𝐵𝑛 . □

Наслiдок 5.35. При 𝑛 ⩾ 2 має мiсце рекурентне спiввiдношення

𝐵𝑛 =

𝑛∑︁
𝑘=0

C𝑘𝑛𝐵𝑘 .

Дiйсно, це випливає з рiвностi 𝐵𝑛 (𝑥) =
𝑛∑
𝑘=0
C𝑘𝑛𝐵𝑘𝑥𝑛−𝑘 , коли

покласти 𝑥 = 1.

Приклад 5.36. Покладемо в рекурентному спiвiдношення для
чисел Бернуллi 𝑛 = 3. Тодi отримаємо

𝐵3 = 𝐵0 + 3𝐵1 + 3𝐵2 + 𝐵3

i тому

3𝐵2 = −𝐵0 − 3𝐵1 = −1 + 3
2
=

1
2
.

Звiдси знаходимо 𝐵2 =
1
6.

Розглянемо тепер суму𝑚-тих степенiв перших 𝑛 натураль-
них чисел

𝑆
(𝑚)
𝑛 = 1𝑚 + 2𝑚 + ... + (𝑛 − 1)𝑚 + 𝑛𝑚 .

Без доведення вкажемо теорему, яка показуєвираз цiєї суми
через значення многочленiв Бернуллi

Теорема 5.37. Має мiсце рiвнiсть 𝑆 (𝑚)𝑛 =
𝐵𝑚+1(𝑛 + 1) − 𝐵𝑚+1

𝑚 + 1
.
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Задачi.
1) Знайти послiдовнiсть {𝑎𝑛} таку, що 𝑎0 = 1, i

∑𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘𝑎𝑛−𝑘

для всiх 𝑛 ⩾ 1.
2) Знайти число розкладiв натурального числа 𝑛 в суму до-

данкiв, якi перевищують 1.
3) Знайти експоненцiйну генератрису 𝐴 (𝑡 ) послiдовностi

{𝑎𝑛} через експоненцiйну генератрису𝐵 (𝑡 ) послiдовностi {𝑏𝑛},
де 𝑎𝑛 = 𝛼𝑛𝑏𝑛 , 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝛼 ∈ ℝ.

4) Довести, що для чисел Фiбоначчi виконується рiвнiсть
𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 − 𝐹 2

𝑛 = (−1)𝑛 .
5) Для кожного натурального 𝑛 вiд 999 до 1010 обчислiть

𝜇(𝑛) i 𝜑 (𝑛).
6)Нехай 1(𝑛) – сталафункцiя натурального аргументу, 1(𝑛) =

1 для будь-якого натурального 𝑛 i 𝑖𝑑 (𝑛) = 𝑛 для довiльного
натурального 𝑛. Довести, що для функцiї 𝜎 (𝑛) – суми всiх дiль-
никiв числа 𝑛 виконується рiвнiсть 𝜎 (𝑛) = 1(𝑛) ◦ 𝑖𝑑 (𝑛).

7) Нехай 𝑑 (𝑛) – кiлькiсть дiльникiв натурального числа 𝑛.
Довести, що 𝑑 (𝑛) = 1(𝑛) ◦ 1(𝑛).

8) Для кожного натурального 𝑛 вигляду 𝑛 = 𝑝𝛼 , 𝑝 – просте
число, довести рiвнiсть 𝜑 (𝑛) = 𝜇(𝑛) ◦ 𝑖𝑑 (𝑛).

9) При яких значеннях 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ функцiя натурального аргу-
менту 𝑓 (𝑛) = 𝑛2 + 𝑎𝑛 + 𝑏 буде мультиплiкативною?



Роздiл 6

Теорiя графiв II

6.1 Укладання графiв

Нагадаємо, що простим графом називається така пара Γ =

(𝑉 , 𝐸 ), у якiй𝑉 — це множина вершин графа, а 𝐸 — множи-
на його ребер, причому кожне ребро 𝑒 однозначно визнача-
ється двоелементною пiдмножиною {𝑢,𝑣 } вершин, якi воно
з’єднує. Граф Γ називається скiнченним, якщо скiнченними
є його множини вершин та ребер. Будемо розглядати лише
скiнченнi простi графи.

Означення 6.1. Нехай 𝑆 — деяка пiдмножина ℝ3. Кажуть, що
граф Γ укладається в 𝑆 , якщо Γ iзоморфний такому графу, в якого

• множиною вершин є деяка пiдмножина точок з 𝑆 ;

• множиноюребер ємножина неперервних лiнiй, що належать
𝑆 , причому жодне ребро не мiстить самоперетинiв i жоднi
два ребра не мають спiльних точок окрiм вершин графа.

Iншими словами, вершини графа Γ можна ототожнити з
деякими точками 𝑆 , а його ребра можна “намалювати”, вико-
ристовуючи неперервнi лiнiї без самоперетинiв та перетинiв у
точках, вiдмiнних вiд вершин, не виходячи за межi множини
𝑆 .

147
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Теорема 6.1. Кожен скiнченний простий граф укладається вℝ3.

Доведення. Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — скiнченний граф. Припустимо,
що |𝑉 | = 𝑛 для деякого 𝑛 ≥ 1. Виберемо в ℝ3 деяку пряму 𝑙 i
на нiй зафiксуємо 𝑛 точок 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 , якi вiдповiдають верши-
нам заданого графа. Тепер для кожного ребра 𝑒 ∈ 𝐸 виберемо
площину 𝑆𝑒 , яка мiстить пряму 𝑙 , причому для рiзних ребер
площини вибираються рiзнi. Нехай кiнцям ребра 𝑒 вiдповiда-
ють точки 𝐴𝑖 та 𝐴𝑗 , 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛. На вiдрiзку, який з’єднує цi
точки, як на дiаметрi, в площинi 𝑆𝑒 побудуємо коло, i постави-
мо у вiдповiднiсть ребру 𝑒 його дугу, яка з’єднує точки 𝐴𝑖 та 𝐴𝑗 .
Одержимо укладення графа Γ вℝ3. □

Зауважимо, що наведене доведення залишається правиль-
ним i для простих графiв з континуальною множиною вершин.

Теорема 6.2. Простий скiнченний граф укладається на площинi
тодi й тiльки тодi, коли вiн укладається на сферi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай скiнченний граф Γ = (𝑉 , 𝐸 )
укладається на площинi 𝑃 . Можемо вважати, що його вершина-
ми та ребрами є точки та лiнiї на𝑃 . Тодi, внослiдок скiнченностi
множин його вершин i ребер, знайдеться круг𝐷 на площинi 𝑃 ,
який мiстить усi вершини та ребра Γ. Розглянемо неперервне
вiдображення, яке “розтягує” круг𝐷 на пiвсферу. Тодi пiд його
дiєю отримаємо укладення Γ на сферi.

Достатнiсть. Нехай скiнченний граф Γ = (𝑉 , 𝐸 ) укладається
на сферi 𝑆 . Можемо вважати, що його вершинами та ребрами є
точки та лiнiї на 𝑆 . Виберемо дiаметрально протилежнi точки
сфери 𝑆 , якi не належать жодному ребру графа Γ i розглянемо
площину 𝑃 , яка дотикається до сфери 𝑆 в однiй з вибраних то-
чок. Побудуємо стереографiчну проекцiю сфери 𝑆 на площину
𝑃 . Пiд її дiєю i отримуємо укладення Γ на площинi. □

Наведемо також без доведення таку теорему.
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Теорема 6.3. Якщо простий скiнченний граф укладається на
площинi, то iснує таке укладення, при якому його ребрам вiдпо-
вiдають вiдрiзки прямої.

6.2 Планарнi та плоскi графи

Означення 6.2. Граф називається планарним, якщо вiн уклада-
ється на площинi.

Означення 6.3. Граф називається плоским, якщо його вершина-
ми є точки площини, а ребрами — такi лiнiї на цiй площинi, якi
не перетинаються в точках, вiдмiнних вiд вершин, i не мають
самоперетинiв.

Таким чином, граф є планарним, якщо вiн iзоморфний де-
якому плоскому графу. Зауважимо, що кожен плоский граф
є планарним, проте iснують планарнi, але не плоскi графи
(Рис. 6.1).

Рис. 6.1: Планарний не плоский граф

З властивостей укладень вiдразу випливає

Твердження 6.1. Граф є планарним тодi й тiльки тодi, коли вiн
укладається на сферi.

Питання про планарнiсть графiв природно виникають в
багатьох практичних задачах. Серед найвiдомiших слiд згадати



6.2. ПЛАНАРНI ТА ПЛОСКI ГРАФИ 150

задачу прокладання транспортних сполучень, а також задачу
конструювання мiкроелектронних плат.

Зокрема, питання про планарнiсть виникає у такiй класи-
чнiй задачi про будинки i колодязi. Нехай є три будинки i три
колодязi. Чи можна прокласти дорiжки вiд кожного будинку до
кожного колодязя так, щоб жоднi двi дорiжки не перетинали-
ся? Легко зрозумiти, що вiдповiдь залежить вiд того, чи буде
планарним дводольний граф 𝐾3,3 (Рис. 6.2).

Рис. 6.2: Дводольний граф 𝐾3,3

Безпосередньо з означення отримуємо

Твердження 6.2. Пiдграф планарного графi є планарним.

Твердження 6.3. Граф є планарним тодi й лише тодi, коли пла-
нарними є усi його компоненти зв’язностi.

Доведення. Необхiднiсть випливає з попереднього твердження.
Для доведення достатностi зауважимо, що внаслiдок скiн-

ченностi графа скiнченною є i множина його компонент зв’яз-
ностi. Тепер розглянемо укладення кожної компоненти, якi
належать кругам, що попарно не перетинаються. Отримаємо
потрiбне укладення початкового графа. □

Таким чином, питання про планарнiсть досить дослiджува-
ти лише для зв’язних графiв.

Означення 6.4. Нехай Γ—плоский граф. Гранню графа Γ назива-
ється максимальна за включенням пiдмножина площини, довiльнi
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двi точки якої можуть бути з’єднанi такою неперервною лiнiєю,
що не мiстить самоперетинiв i не має спiльних точок з ребрами
графа Γ.

Грань називається зовнiшньою, якщо вона необмежена, i
внутрiшньою, якщо обмежена. В зв’язного плоского графа лише
одна грань є зовнiшньою. Зауважимо, що з доведення теоре-
ми про рiвносильнiсть iснування укладень графа на площинi
та на сферi випливає, що для довiльної гранi плоского графа
iснує таке його укладення на площинi, при якому ця грань буде
зовнiшньою.

Ребра i вершини плоского графа Γ, якi належать його гранi,
утворюють пiдграф графа Γ, який називається межею цiєї гранi.
Кожне ребро графа Γ або належить межi двох граней, або лише
однiєї гранi. При цьому перший випадок має мiсце, коли це
ребро входить у якийсь цикл графа Γ, а другий — коли воно є
мостом.

Означення 6.5. Степенем гранi 𝑟 плоского графа Γ називається
число deg 𝑟 = 𝑘𝑟 + 𝑏𝑟 , в якiй 𝑘𝑟 — кiлькiсть ребер графа Γ, котрi
належать гранi 𝑟 , а 𝑏𝑟 — кiлькiсть таких ребер графа Γ, якi
належать лише гранi 𝑟 .

Означення 6.6. Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — плоский граф. Плоскою кар-
тою називається трiйка (𝑉 , 𝐸 , 𝑃 ), в якiй 𝑃 — множина граней
графа Γ.

Твердження 6.4. Нехай (𝑉 , 𝐸 , 𝑃 ) — плоска карта. Тодi∑︁
𝑟∈𝑃

deg 𝑟 = 2|𝐸 |.

Доведення. Довiльне ребро 𝑒 ∈ 𝐸 належить або рiвно двом
граням, або рiвно однiй. За означенням степеня гранi, у пер-
шому випадку воно буде враховуватися по одному разу при
обчисленнi степенiв тих двох граней, яким воно належить. У
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другому випадку його буде враховано двiчi при обчисленнi сте-
пеня єдиної гранi, якому належить це ребро. Таким чином, в
сумi степенiв граней кожне ребро буде враховано рiвно двiчi,
звiдки випливає потрiбна рiвнiсть. □

Нехай 𝑑 — степiнь вершини 𝑣 плоского графа Γ. Припусти-
мо, що 𝑣 належить рiвно 𝑘 граням. Доведiть, що 𝑘 ≤ 𝑑 . Для
довiльних натуральних чисел 𝑑, 𝑘 , якi задовольняють нерiвно-
стi 𝑘 ≤ 𝑑 , наведiть приклад плоского графа Γ i його вершини
𝑣 , яка належить рiвно 𝑘 граням.

Зауважимо, що для планарного графа можуть iснувати iзо-
морфнi йому плоскi графи з рiзними наборами степенiв граней
вiдповiдних плоских карт. Наведiть вiдповiднi приклади.

Доведемо тотожнiсть, яка узагальнює добре вiдому тото-
жнiсть Ойлера для опуклих многогранникiв.

Теорема 6.4 (Ойлера). Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — зв’язний плоский
граф, (𝑉 , 𝐸 , 𝑃 ) — вiдповiдна плоска карта. Тодi

|𝑉 | − |𝐸 | + |𝑃 | = 2.

Доведення. Розглянемо деяке кiстякове дерево𝑇 = (𝑉 , 𝐸1) пло-
ского графа (𝑉 , 𝐸 ). Тодi 𝐸1 ⊂ 𝐸 . При цьому |𝐸1 | = |𝑉 | − 1.
Вiдповiдна плоска карта (𝑉 , 𝐸1, 𝑃1) мiстить рiвно одну грань,
тобто |𝑃1 | = 1. Маємо

|𝑉 | − |𝐸1 | + |𝑃1 | = |𝑉 | − |𝑉 | + 1 + 1 = 2

i потрiбна рiвнiсть виконується.
Припустимо, що |𝐸 \ 𝐸1 | = 𝑘 . Покажемо iндукцiєю за 𝑘 , що

додаючи по черзi ребра з 𝐸 \𝐸1, отримуватимемо плоску карту,
для якої виконується потрiбна рiвнiсть.

При 𝑘 = 0, як показано вище, потрiбна рiвнiсть виконується.
При додаваннi нового ребра кiлькiсть вершин iснуючої пло-

скої карти не змiнюється, кiлькiсть ребер збiльшується на оди-
ницю, i кiлькiсть граней також збiльшується на одиницю. Звiд-
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си випливає, що i для отриманої плоскої карти шукана рiвнiсть
матиме мiсце. □

Наслiдок 6.5. Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — плоский граф, 𝑘 — кiлькiсть
компонент зв’язностi Γ, (𝑉 , 𝐸 , 𝑃 ) — вiдповiдна плоска карта.
Тодi

|𝑉 | − |𝐸 | + |𝑃 | = 𝑘 + 1.

Доведення. Iндукцiя за 𝑘 .
При 𝑘 = 1 необхiдна рiвнiсть випливає з теореми Ойлера.
Нехай 𝑘 > 1. Розглянемо деяку зв’язну компоненту Γ1 графа

Γ i вiдповiдну плоску карту (𝑉1, 𝐸1, 𝑃1). Нехай Γ2 — об’єднання
усiх iнших зв’язних компонент графа Γ, (𝑉2, 𝐸2, 𝑃) — вiдповiдна
плоска карта. За припущенням iндукцiї виконуються рiвностi

|𝑉1 | − |𝐸1 | + |𝑃1 | = 2,

|𝑉2 | − |𝐸2 | + |𝑃2 | = 𝑘 .
Зауважимо, що множини𝑉 та 𝐸 є диз’юнктними об’єднаннями
множин𝑉1,𝑉2 i 𝐸1, 𝐸2 вiдповiдно. З iншого боку, множина 𝑃
є об’єднаннями множин 𝑃1 та 𝑃2, причому вони мають єдину
спiльну, а саме зовнiшню, грань. Тому

|𝑉 | = |𝑉1 | + |𝑉2 |, |𝐸 | = |𝐸1 | + |𝐸2 |, |𝑃 | = |𝑃1 | + |𝑃2 | − 1.

Отже,
|𝑉 | − |𝐸 | + |𝑃 | = 2 + 𝑘 − 1 = 𝑘 + 1,

що й потрiбно було довести. □

Доведенi спiввiдношення можна застосувати для отриман-
ня оцiнку згори кiлькостi ребер планарного графа.

Теорема 6.6. Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — планарний граф, |𝑉 | ≥ 3. Тодi

|𝐸 | ≤ 3|𝑉 | − 6.
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Доведення. Якщо |𝐸 | ≤ 3, то з нерiвностi |𝑉 | ≥ 3 отримуємо

3|𝑉 | − 6 ≥ 9 − 6 = 3 ≥ |𝐸 |,

тобто потрiбна нерiвнiсть має мiсце.
Нехай |𝐸 | > 3. Зафiксуємо деяке укладення графа Γ на пло-

щинi. Не обмежуючи загальностi можна вважати, що сам граф
Γ є плоским. Розглянемо вiдповiдну плоску карту (𝑉 , 𝐸 , 𝑃 ). Не-
хай кiлькiсть компонент зв’язностi графа Γ рiвна 𝑘 . За наслiд-
ком з теореми Ойлера отримуємо рiвнiсть

|𝑃 | = 𝑘 + 1 + |𝐸 | − |𝑉 |.

Зауважимо, що для довiльної гранi 𝑟 ∈ 𝑃 виконується нерiв-
нiсть deg 𝑟 ≥ 3. Тому

2|𝐸 | =
∑︁
𝑟∈𝑃

deg 𝑟 ≥ 3|𝑃 | = 3(𝑘 + 1 + |𝐸 | − |𝑉 |).

Звiдси
|𝐸 | ≤ 3|𝑉 | − 3𝑘 − 3 ≤ 3|𝑉 | − 6,

що й потрiбно було довести. □

Отриману нерiвнiсть можна використовувати для доведен-
ня простих достатнiх умов непланарностi графiв.

Твердження 6.5. Нехай у простого графа Γ = (𝑉 , 𝐸 ) степiнь
кожної вершини не менший за 6. Тодi граф Γ не планарний.

Доведення. Справдi, для графа Γ з леми про рукостискання ма-
ємо

2|𝐸 | =
∑︁
𝑣∈𝑉

deg𝑣 ≥ 6|𝑉 |.

Звiдси |𝐸 | ≥ 3|𝑉 |, що неможливо для планарного графа внаслi-
док ранiше доведеної нерiвностi. □

Переформулювавши, одержуємо



6.2. ПЛАНАРНI ТА ПЛОСКI ГРАФИ 155

Наслiдок 6.7. Кожен планарний граф мiстить вершину степеня,
не бiльшого за 5.

Приклад 6.8. Знайдемо найбiльшу кiлькiсть граней, яку може
мiстити плоский граф𝐺 на 5 вершинах i побудуємо такий граф.
За теоремою Ойлера для графа𝐺 виконується рiвнiсть |𝑉 | −
|𝐸 | + |𝑃 | = 2. Тому iз рiвностi 5 − |𝐸 | + |𝑃 | = 2 випливає, що
|𝑃 | = |𝐸 | − 3. Оскiльки граф плоский, то вiн ≠ 𝐾5 i тому |𝐸 | ⩽ 9.
Звiдси отримаємо, що |𝑃 | ⩽ 6. Плоский граф на 5 вершинах з 9
ребрами i 6 гранями зображено на Рис. 6.3.

Рис. 6.3: Плоский граф з максимальним числом граней

Твердження 6.6. Для довiльного 𝑛 ≥ 5 повний граф 𝐾𝑛 не є
планарним.

Доведення. Досить довести для графа 𝐾5, оскiльки вiн є пiдгра-
фом 𝐾𝑛 , 𝑛 ≥ 5, а пiдграф планарного графа сам є планарним.

У графа 𝐾5 кiлькiсть вершин |𝑉 | = 5, а кiлькiсть ребер |𝐸 | =
10. Тому 3|𝑉 | − 6 = 3 · 5 − 6 = 9 < 10 = |𝐸 |, що неможливо для
планарного графа. Отже, граф 𝐾5 не планарний. □

Зауважимо, що повнi графи 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, 𝐾4 є планарними.

Твердження 6.7. Для довiльних 𝑛,𝑚 ≥ 3 повний дводольний
граф 𝐾𝑛,𝑚 не є планарним.
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Доведення. Досить довести для графа 𝐾3,3, оскiльки вiн є пiд-
графом 𝐾𝑛,𝑚 , 𝑛,𝑚 ≥ 3, а пiдграф планарного графа сам є пла-
нарним.

Припустимо, що граф 𝐾3,3 є планарним i розглянемо вiдпо-
вiдну плоску карту (𝑉 , 𝐸 , 𝑃 ). Граф 𝐾3,3 має 6 вершин i 9 ребер.
З теореми Ойлера маємо

|𝑃 | = |𝐸 | − |𝑉 | + 2 = 9 − 6 + 2 = 5.

Нехай степенi граней з𝑃 рiвнi𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4, 𝑑5. Оскiльки в графi
𝐾3,3 кожне ребро належить деякому циклу, то всi ребра з 𝐸
належать межам рiвно двох граней. Тому

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 + 𝑑4 + 𝑑5 = 2|𝐸 | = 18.

Зауважимо, що з дводольностi графа 𝐾3,3 випливає, що в ньому
немає циклiв непарної довжини. Тому степенi усiх граней з 𝑃
не меншi за 4, тобто

𝑑1 + 𝑑2 + 𝑑3 + 𝑑4 + 𝑑5 ≥ 5 · 4 = 20.

Отримана суперечнiсть означає, що граф 𝐾3,3 не є планарним.
□

Це твердження також випливає з такої оцiнки на кiлькiсть
ребер планарного дводольного графа.

Теорема 6.9. Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — планарний дводольний граф
без мостiв. Тодi

|𝐸 | ≤ 2|𝑉 | − 4.

Для того, щоб сформулювати один з критерiїв планарностi,
визначимо операцiю пiдрозбиття простого графа.

Означення 6.7. Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — простий граф, 𝑒 ∈ 𝐸 —
його ребро, яке з’єднує вершини 𝑣1, 𝑣2. Пiдрозбиттям графа Γ
називається такий граф Γ′ = (𝑉 ′, 𝐸 ′), що
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• 𝑉 ′ =𝑉 ∪ {𝑢}, дe 𝑢 ∉𝑉 ;

• 𝐸 ′ = (𝐸 \ {𝑒 }) ∪ {𝑒1,𝑤2}, де 𝑒1, 𝑒2 з’єднують вершину 𝑢 з
вершинами 𝑣1, 𝑣2 вiдповiдно.

Таким чином, пiдрозбиття отримується шляхом “замiни”
деякого ребра початкового графа двома ребрами зi спiльним
кiнцем (Рис. 6.4). Для графа, укладеного на площинi, вiдповiд-
на операцiя може бути iнтерпретована, як додавання вершини
на деякому ребрi. Зокрема, це означає, що пiдрозбиття планар-
ного графа є планарним графом.

𝑣1 𝑣2𝑒 ⇒
𝑣1 𝑣2𝑢𝑒1 𝑒2

Рис. 6.4: Пiдрозбиття графа

Безпосередньо з означення отримуємо.

Твердження 6.8. При переходi до пiдрозбиття

1. степенi усiх вершин початкового графа зберiгаються;

2. степiнь доданої вершини дорiвнює 2;

3. кiлькостi вершин та ребер збiльшуються на 1.

Означення 6.8. Граф Γ1 називається гомеоморфним графу Γ,
якщо iснує скiнченна послiдовнiсть (можливо порожня) пiдро-
збиттiв графа Γ, в результатi якої отримуємо граф, iзоморфний
Γ1.

Теорема 6.10 (Куратовський). Простий скiнченний граф є пла-
нарним тодi й лише тодi, коли вiн не мiстить пiдграфiв, гомео-
морфних 𝐾5 чи 𝐾3,3.
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Переконайтеся, що граф Петерсена (Рис.4.11) не мiстить
пiдграфiв, гомеоморфних 𝐾5, проте у нього iснує пiдграф, го-
меоморфний 𝐾3,3. Таким чином, граф Петерсена не планарний.

Для планарного графа з множиною вершин 𝑉 природно
вводиться поняття максимальностi.

Означення 6.9. Планарний граф називається максимальним,
якщо в результатi додавання до множини його ребер хоча б одного
нового ребра, яке б з’єднувало несумiжнi вершини, отримуємо вже
не планарний граф.

Планарний граф, зображений на Рис. 6.1, є максимальним,
а планарний граф, зображений на Рис. 6.5, не максимальний.

Рис. 6.5: Планарний граф, який не є максимальним

Охарактеризуємо максимальнi планарнi графи в термiнах
вiдповiдних плоских графiв.

Означення 6.10. Зв’язний плоский граф називається трiангуля-
цiєю, якшо межею кожної гранi вiдповiдної йому плоскої карти є
цикл довжини 3.

Легко бачити, що для довiльного 𝑛 ≥ 3 iснує трiангуляцiя з
𝑛 вершинами (Рис. 6.6).

Теорема 6.11. Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — зв’язний плоский граф, |𝑉 | ≥
3. Тодi множину ребер 𝐸 можна доповнити до такої множини 𝐸 ′,
що граф Γ′ = (𝑉 , 𝐸 ′) буде трiангуляцiєю.
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Рис. 6.6: Трiангуляцiя на 5 вершинах

Доведення. Припустимо, що граф Γ не є трiангуляцiєю. Вибере-
мо в його плоскiй картi грань 𝑟 , степiнь якої не менший за 4.
Тодi межа цiєї гранi мiстить простий шлях довжини 3:

(𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, 𝑣3, 𝑒3, 𝑣4).

Зокрема, вершини 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4 попарно рiзнi. В графi Γ немає
ребра, яке б з’єднувало вершини 𝑣1, 𝑣3. В iншому випадку, якби
таке ребро 𝑒 iснувало, то цикл (𝑒1, 𝑒2, 𝑒 ) був бимежею гранi, яка
є власною пiдмножиною початкової гранi, що суперечило б її
вибору. Отже, до множини ребер 𝐸 можна додати ребро 𝑒 , яке
з’єднує вершини 𝑣1, 𝑣3 i повнiстю належить гранi 𝑟 . При цьому
отриманий граф залишиться плоским, з’явиться грань, межею
якої є цикл довжини 3, а степiнь однiєї з граней початкової кар-
ти зменшиться на 1. Таким чином, за скiнченне число крокiв,
отримаємо плоский граф, який є трiангуляцiєю. □

Теорема 6.12. Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — трiангуляцiя, |𝑉 | ≥ 3, 𝑃 —
множина граней вiдповiдної плоскої карти. Тодi

1. |𝐸 | = 3|𝑉 | − 6;
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2. |𝑃 | = 2|𝑉 | − 4.

Доведення. Оскiльки степiнь кожної гранi з 𝑃 рiвний 3, маємо
рiвностi

2|𝐸 | =
∑︁
𝑟∈𝑃

deg 𝑟 = 3|𝑃 |.

За теоремою Ойлера

|𝑃 | = |𝐸 | − |𝑉 | + 2.

Звiдси
2|𝐸 | = 3|𝑃 | = 3( |𝐸 | − |𝑉 | + 2).

Отже, маємо першу необхiдну рiвнiсть:

|𝐸 | = 3|𝑉 | − 6.

Тепер отримуємо другу необхiдну рiвнiсть.

|𝑃 | = |𝐸 | − |𝑉 | + 2 = 3|𝑉 | − 6 − |𝑉 | + 2 = 2|𝑉 | − 4.

□

Приклад 6.13. Покажемо, що в будь-якому планарному графi
𝐺 на 𝑛 вершинах, 𝑛 ⩾ 4 є принаймнi 4 вершини, степенi яких
⩽ 5. Дiйсно, не втрачаючи загальностi, можна вважати, що
граф𝐺 плоский. Додаючи ребра зробимо граф максимальним
плоским графом (кiлькiсть вершин степеня ⩽ 5 при цьому не
збiльшиться). Тодi за вiдзначеним вище степiнь кожної верши-
ни графа𝐺 буде ⩾ 3. Зауважимо також, що число ребер графа
𝑚 = 3𝑛 − 6 (бо граф максимальний плоский). За лемою про
рукопотискання маємо

2(3𝑛 − 6) = 2𝑚 =
∑︁
𝑣∈𝑉

deg𝑣𝑖 .
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Позначивши через 𝑛𝑖 число вершин степеня 𝑖 , отримаємо

6𝑛 − 12 = 3𝑛3 + 4𝑛4 + 5𝑛5 + 6
∑︁
𝑖⩾6

𝑖𝑛𝑖

Звiдси випливає, що

6𝑛 − 12 ⩾ 3(𝑛3 + 𝑛4 + 𝑛5) + 6
∑︁
𝑖⩾6

𝑛𝑖

З урахуванням рiвностi 𝑛 = 𝑛3 + 𝑛4 + 𝑛5 +
∑
𝑖⩾6 𝑛𝑖 маємо, що

6(𝑛3 + 𝑛4 + 𝑛5 +
∑︁
𝑖⩾6

𝑛𝑖 ) − 12 ⩾ 3(𝑛3 + 𝑛4 + 𝑛5) + 6
∑︁
𝑖⩾6

𝑛𝑖

Але тодi звiдси отримаємо

6(𝑛3 + 𝑛4 + 𝑛5) − 12 ⩾ 3(𝑛3 + 𝑛4 + 𝑛5),

що дає шукану нерiвнiсть 𝑛3 + 𝑛4 + 𝑛5 ⩾ 4, яка i означає, що в
графi є принаймнi 4 вершини степеня ⩾ 4.

Теорема 6.14. Плоский граф Γ = (𝑉 , 𝐸 ), |𝑉 | ≥ 3, буде макси-
мальним планарним графом тодi й тiльки тодi, коли вiн є трiан-
гуляцiєю.

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що плоский граф Γ не
є трiангуляцiєю. Тодi до нього можна додати ребра зi збере-
женням планарностi, що й означає, що Γ не є максимальним
планарним.

Достатнiсть. Нехай Γ є трiангуляцiєю. Тодi |𝐸 | = 3|𝑉 | − 6.
Якби Γ не був максимальним планарним, можна було б додати
принаймнi одне ребро i отримати планарний граф Γ′ = (𝑉 , 𝐸 ′)
такий, що |𝐸 ′| = |𝐸 | + 1 = 3|𝑉 | − 2. Суперечнiсть. Отже, Γ є
максимальним планарним. □

Наслiдок 6.15. Серед усiх плоских графiв з 𝑛 ≥ 3 вершинами
максимальну можливу кiлькiсть граней мають трiангуляцiї.
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Доведення. Серед плоских графiв з 𝑛 ≥ 3 вершинами найбiль-
шу можливу кiлькiсть ребер мають максимальнi планарнi гра-
фи, тобто трiангуляцiї. Застосувавши теорему Ойлера отримує-
мо, щомаксимальноможлива кiлькiсть граней досягається тодi
й лише тодi, коли кiлькiсть ребер максимальна. Звiдси маємо
необхiдне твердження. □

Приклад 6.16. Доведемо, що в трiангуляцiї 𝐺 з 𝑛 вершина-
ми при 𝑛 ⩾ 4 степiнь кожної вершини ⩾ 3. Дiйсно, вiзьмемо
довiльну вершину 𝑣 трiангуляцiї𝐺 . Нехай𝑤 – яка-небудь су-
мiжна з нею вершина. Тодi ребро 𝑣𝑤 належить двом граням
iз𝐺 – трикутникам 𝑣𝑤𝑢1 i 𝑣𝑤𝑢2, причому 𝑢1 ≠ 𝑢2, бо число
вершин графа ⩾ 4. Тому 𝑣 сумiжна хоча б з трьома вершинами
𝑊 ,𝑢1, 𝑢2 графа𝐺. Звiдси отримаємо, що deg𝑣 ⩾ 3.

6.3 Розфарбування графiв

У багатьох прикладних задачах графи природно надiляти
певною додатковою структурою. Зокрема, часто виникають
ситуацiї, коли вершинам (або ребрам) графа ставляться у вiд-
повiднiсть елементи з деякої скiнченної множини “кольорiв”.
Будемо ототожнювати кольори з натуральними числами i роз-
глянемо лише випадок, коли кольори ставляться у вiдповiд-
нiсть вершинам графа.

Розглядаються лише простi скiнченнi графи.

Означення 6.11. Розфарбуванням графа Γ = (𝑉 , 𝐸 ) у 𝑘 кольорiв,
𝑘 ∈ ℕ, називається таке вiдображення

𝑝 :𝑉 → {1, . . . , 𝑘 },

що для довiльних вершин 𝑢,𝑣 ∈ 𝑉 , якi з’єднанi ребром, вiдповiднi
їм кольори рiзнi, тобто 𝑝 (𝑢) ≠ 𝑝 (𝑣 ).
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Граф, на якому визначено розфарбування, називають (вер-
шинно) розфарбованим. На Рис. 6.7 зображено граф, розфар-
бований трьома кольорами.

Рис. 6.7: Розфарбований граф

Вiдповiдь на питання про iснування розфарбувань дає таке

Твердження 6.9. Для довiльного графа iснує розфарбування.

Доведення. Нехай 𝑘 — кiлькiсть вершин графа. Тодi довiльна
бiєкцiя з множини його вершин у множину {1, . . . , 𝑘 } буде роз-
фарбуванням. □

Тому коректним є таке

Означення 6.12. Хроматичним числом графа Γ називається
найменше натуральне число 𝑘 , для якого iснує розфарбування Γ у
𝑘 кольорiв.

Хроматичне число графа Γ позначається 𝜒(Γ).
Легко бачити, що має мiсце

Твердження 6.10. Для графа Γ = (𝑉 , 𝐸 ) iснує розфарбування
у 𝑘 кольорiв тодi й тiльки тодi, коли виконуються нерiвностi
1 ≤ 𝑘 ≤ 𝜒(Γ).

Приклад 6.17. Хроматичне число графа Γ дорiвнює 1 тодi й ли-
ше тодi, коли Γ не мiстить ребер, тобто граф Γ є доповнюючим
до повного графа.
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Приклад 6.18. Хроматичне число графа Γ дорiвнює 2 тодi й
лише тодi, коли Γ мiстить хоча б одне ребро i є дводольним.

В загальному випадку оцiнку згори для хроматичного числа
графа дає

Теорема 6.19. Нехай найбiльший зi степенiв вершин графа Γ
дорiвнює 𝑡 (Γ). Тодi 𝜒(Γ) ≤ 𝑡 (Γ) + 1.

Доведення. Iндукцiя за кiлькiстю вершин графа Γ.
База iндукцiї: 1 вершина. В цьому випадку Γ не мiстить

ребер, тобто 𝑡 (Γ) = 0. Таким чином, 𝜒(Γ) = 1 = 0 + 1 = 𝑡 (Γ) + 1.
Iндуктивний крок. Нехай кiлькiсть вершин граф Γ бiльша

за 1. Вилучимо з Γ деяку вершину 𝑣 разом з усiма ребрами,
кiнцем яких вона є. До отриманого графа Γ1 можна застосувати
припущення iндукцiї. Тому 𝜒(Γ1) ≤ 𝑡 (Γ1) + 1. Але 𝑡 (Γ1) ≤ 𝑡 (Γ).
Тому граф Γ1 можна розфарбувати 𝑡 (Γ) + 1 кольорами. Зафi-
ксуємо таке розфарбування. В графi Γ степiнь вершини 𝑣 не
бiльший за 𝑡 (Γ). Таким чином, для розфарбування вершин,
сумiжних з 𝑣 , було використано не бiльший за 𝑡 (Γ) кольорiв.
Отже, знайдеться хоча б один не використаний колiр, яким
можна пофарбувати 𝑣 . Отримаємо розфарбування графа Γ за
допомогою 𝑡 (Γ) + 1 кольорiв. □

Питання про побудову розфарбувань графiв виникають у
таких практичних задачах.

Задача складання розкладу.Нехай потрiбно провести пев-
ну кiлькiсть лекцiй, причому деякi з них не можуть проводи-
тися одночасно. Потрiбно скласти розклад, за яким усi лекцiї
будуть проведенi якнайшвидше. Розглянемо граф, вершинами
якого є лекцiї, причому ребром будуть з’єднуватися тi й лише
тi пари лекцiй, якi не можна проводити одночасно. Тодi довiль-
не розфарбування отриманого графа визначає розклад. При
цьому хроматичне число цього графа визначає найменший
промiжок часу, за який усi лекцiї можуть бути проведенi.
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Задача розподiлу обладнання. Припустимо, що потрiбно
виконати певну кiлькiсть робiт, причому для виконання кожної
з них потрiбно використати деякий набiр обладнання з iсную-
чої сукупностi. При цьому двi роботи, для виконання кожної з
яких потрiбно використати певне обладнання, одночасно вико-
нуватись не можуть. Потрiбно спланувати виконання робiт так,
щоб витрачений час бувмiнiмальним. Розглянемо граф, верши-
нами якого є роботи, що потрiбно виконати, а ребра з’єднують
тi з них, для виконання кожного з яких потрiбне певне обладна-
ння. Тодi кожне розфарбування такого графа визначає можливi
розподiл обладнання i порядок виконання робiт.

Задача знаходження хроматичного числа особливо цiкава
для планарних графiв. Однiєю з найбiльш вiдомих є

Гiпотеза чотирьох фарб. Хроматичне число планарного
графа не бiльше за 4.

Наразi iснує ряд доведень цiєї гiпотези, котрi iстотно вико-
ристовують великi обсяги перебору, що виконуються за допо-
могою комп’ютерiв. “Чисто” теоретичного доведення досi не
iснує, тому вiдповiдне твердження має статус гiпотези.

Доведемо послаблений варiант цього твердження, вiдомий
як теорема про 5 фарб.

Теорема 6.20 (Хiвуд). Хроматичне число планарного графа не
бiльше за 5.

Доведення. Iндукцiя за числом 𝑛 вершин планарного графа.
База iндукцiї: 𝑛 ≤ 5. Твердження теореми має мiсце.
Iндуктивний крок. Нехай у планарного графа Γ число𝑛 його

вершин бiльше 5. Виберемо в ньому вершину 𝑣 , степiнь якої не
бiльший 5. Вилучимо з Γ цю вершину разом з ребрами, кiнцями
яких вона є. До отриманого графа Γ1 застосуємо припущення
iндукцiї i зафiксуємо деяке його розфарбування за допомогою
𝑘 кольорiв, де 𝑘 ≤ 5. Зауважимо, що у випадку, коли степiнь
вершини 𝑣 менший 5, iснує колiр, яким можна пофарбувати
цю вершину, щоб отримати розфарбування Γ.
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Розглянемо випадок, коли степiнь вершини 𝑣 дорiвнює 5.
Нехай сумiжнi з нею вершини 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 пофарбовано ко-
льорами 1,2,3,4,5 вiдповiдно. Будемо вважати, що при деякому
укладаннi графа Γ наплощинi приобходi кола достатньомалого
радiуса з центром у точцi, що вiдповiдає 𝑣 , ребра, що з’єднують
її з точками, якi вiдповiдають 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, перетинаються у
вказаному порядку (Рис.6.8).

𝑣

𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4 𝑣5

Рис. 6.8: Вершина степеня 5 планарного графа

Позначимо Γ1,3 пiдграф графа Γ1, вершинами якого є усi
вершини, що пофарбовано кольорами 1 або 3, а ребрами —
усi можливi ребра графа Γ1, якi з’єднують такi вершини. Тодi
вершини 𝑣1, 𝑣3 є вершинами графа Γ1,3. Розглянемо 2 випадки.
1 випадок: вершини 𝑣1, 𝑣3 належать рiзним компонентам

зв’язностi графа Γ1,3. Тодi в компонентi, яка мiстить 𝑣1, замiни-
мо колiр кожної вершини: 1 на 3, а 3 на 1. Отримаємо розфар-
бування графа Γ1, причому в ньому вершина 𝑣1 буде мати колiр
3. Таким чином, для розфарбування вершин, сумiжних з 𝑣 , не
використовувався колiр 1, i розфарбувавши 𝑣 цим кольором,
отримуємо розфарбування початкового графа Γ.

2 випадок: вершини𝑣1, 𝑣3 належать однiй i тiй же компонен-
тi зв’язностi графа Γ1,3. Тодi в Γ1,3 iснує простий шлях𝑝 , котрий
з’єднує 𝑣1 з 𝑣3. Колiр кожної вершини цього шляху 1 або 3. В
графi Γ розглянемо простий шлях (𝑣1, 𝑣 , 𝑣2). Разом зi шляхом
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𝑝 вiн утворює цикл, який обмежує область, що мiстить або вер-
шину 𝑣2, або обидвi вершини 𝑣4, 𝑣5. Це означає, що в графi Γ1
немає шляху, котрий з’єднує 𝑣2 з 𝑣4 i колiр кожної вершини
цього шляху 2 або 4. Розглянемо пiдграф Γ2,4 графа Γ1, верши-
нами якого є усi вершини, що пофарбовано кольорами 2 або
4, а ребрами — усi можливi ребра графа Γ1, якi з’єднують такi
вершини. Тодi вершини 𝑣2, 𝑣4 належать рiзним компонентам
зв’язностi графа Γ2,4. В компонентi, яка мiстить 𝑣2, замiнимо
колiр кожної вершини: 2 на 4, а 4 на 2. Отримаємо розфарбу-
вання графа Γ1, причому в ньому вершина 𝑣2 буде мати колiр
4. Таким чином, для розфарбування вершин, сумiжних з 𝑣 , не
використовувався колiр 2, i розфарбувавши 𝑣 цим кольором,
отримуємо розфарбування початкового графа Γ. □

6.4 Матроїди

Поняття матроїда було введено у тридцятих роках XX сто-
лiття. Матроїди можна розглядати як природний спосiб уза-
гальнити властивостi лiнiйної незалежностi в лiнiйнiй алге-
брi та ациклiчностi в теорiї графiв. Крiм того, вони є зручною
математичною моделлю для розв’язання ряду комбiнаторних
оптимiзацiйних задач.

Означення 6.13. Матроїдом називається пара (𝑆,I), в якiй

1. 𝑆 — скiнченна множина, яку називають носiєм матроїда, а
її елементи — точками матроїда;

2. I — непорожня родина пiдмножин 𝑆 , якi називають неза-
лежними i задовольняють таким двом умовам:

• якщо 𝐴 ∈ I i 𝐵 ⊂ 𝐴, то 𝐵 ∈ I (умова спадковостi);
• 𝐴, 𝐵 ∈ I, причому |𝐴 | < |𝐵 |, то iснує така точка
𝑥 ∈ 𝐵 \ 𝐴, що 𝐴 ∪ {𝑥} ∈ I (умова замiни).
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З умови спадковостi випливає, що порожня множина є не-
залежною.

Розглянемо ряд прикладiв матроїдiв.
Вiльний матроїд. Нехай 𝑆 — скiнченна множина, I —мно-

жина усiх пiдмножин𝑆 . Оскiлькипiдмножинапiдмножини𝑆 са-
ма є пiдмножиною 𝑆 , то умова спадковостi виконується. Якщо
𝐴,𝐵 — такi пiдмножини 𝑆 , що |𝐴 | < |𝐵 |, то рiзниця 𝐵 \ 𝐴 непо-
рожня i для довiльної точки 𝑥 цiєї рiзницi об’єднання𝐴 ∪ {𝑥} є
пiдмножиною 𝑆 . Таким чином, пара (𝑆,I) є матроїдом, який
називають вiльним матроїдом з носiєм 𝑆 .

Рiвномiрнийматроїд.Нехай𝑆 —скiнченнамножина, |𝑆 | =
𝑛. Для натурального числа 𝑘 , яке задовольняє нерiвностi 𝑘 ≤ 𝑛,
розглянемо родину I𝑘 усiх таких пiдмножин 𝑆 , якi мiстять не
бiльше за 𝑘 елементiв. Тодi для I𝑘 умова спадковостi очевидно
виконується. Якщо 𝐴,𝐵 ∈ I𝑘 i |𝐴 | < |𝐵 |, то |𝐴 | < 𝑘 i 𝐵 \ 𝐴 ≠ ∅.
Тодi для довiльної точки 𝑥 ∈ 𝐵 \𝐴 об’єднання 𝐴 ∪ {𝑥} є пiдмно-
жиною 𝑆 , яка мiстить не бiльше 𝑘 елементiв, тобто належить
I𝑘 . Отже, пара (𝑆,I𝑘 ) є матроїдом.

Матричний матроїд. Розглянемо матрицю𝑀 розмiру𝑚
на 𝑛, елементи якої належать деякому полю 𝐹 . Нехай 𝑆 =

{1, . . . , 𝑛} i 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 — система векторiв-стовпчикiв матрицi
𝑀 . Пiдмножину 𝐴 ⊆ 𝑆 назвемо незалежною, якщо система ве-
кторiв𝑣𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐴 є лiнiйно незалежною системою в𝑚-вимiрному
векторному просторi над 𝐹 . Тодi пара (𝑆,I) є матроїдом (пе-
ревiрте це!), який називається матричним матроїдом, визна-
ченим матрицею𝑀 . Даний приклад можна розглядати як iн-
терпретацiю лiнiйної незалежностi мовою матроїдiв.

Матроїд Фано. Розглянемо матрицю

𝑀 =

(
1 0 0 1 1 0 1
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 1

)
над полем iз двох елементiв. Матричний матроїд, визначений
матрицею𝑀 , називається матроїдом Фано. На Рис. 6.9 точкам
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цього матроїда вiдповiдають вершини графа, а триелементним
незалежним множинам вiдрiзки i коло.

Рис. 6.9: Площина Фано

Графовий матроїд. Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — простий скiнчен-
ний граф. Визначимоматроїд (𝑆Γ,IΓ), носiєм 𝑆Γ якого є множи-
на 𝐸 ребер графа Γ. Родина IΓ) складається з таких пiдмножин
𝐴 ⊆ 𝐸 , що пiдграф графа Γ, iндукований 𝐴, тобто пiдграф, мно-
жиною ребер якого є 𝐴, а множиною вершин𝑉 , є ациклiчним.

Теорема 6.21. Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — простий скiнченний граф.
Тодi (𝑆Γ,IΓ) є матроїдом.

Доведення. Оскiльки пiдграф ациклiчного графа є ациклiчним,
то умова спадковостi виконується.

Нехай 𝐴, 𝐵 ∈ IΓ i |𝐴 | < |𝐵 |. Позначимо пiдграфи графа Γ,
iндукованi 𝐴 i𝐵 , символами Γ𝐴 i Γ𝐵 вiдповiдно. Тодi обидва гра-
фи Γ𝐴 i Γ𝐵 є ациклiчними, тобто лiсами. Тодi лiси Γ𝐴 i Γ𝐵 мають
|𝑉 | − |𝐴 | i |𝑉 | − |𝐵 | компонент зв’язностi вiдповiдно. Отже, в
Γ𝐴 компонент зв’язностi бiльше, нiж в Γ𝐵 . Тому знайдуться такi
двi вершини з𝑉 , якi належать рiзним компонентам зв’язностi
графа Γ𝐴, але лежать в однiй i тiй же компонентi зв’язностi гра-
фа Γ𝐵 . Звiдси випливає, що знайдуться такi двi вершини з цiєї
компоненти зв’язностi графа Γ𝐵 , якi у нiй з’єднанi ребром 𝑒 ,
але належать рiзним компонентам зв’язностi графа Γ𝐴. Таким
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чином, ребро 𝑒 належить 𝐵 \ 𝐴 i додавши його до графа Γ𝐴
отримаємо ациклiчний граф. Отже, 𝐴 ∪ {𝑒 } ∈ IΓ i умова замiни
також виконується. □

Матроїд (𝑆Γ,IΓ) називається графовим матроїдом, визна-
ченим графом Γ. Цей приклад можна розглядати як iнтерпре-
тацiю ациклiчностi мовою матроїдiв.

Означення 6.14. Базисом матроїда (𝑆,I) називається така
незалежна множина 𝐴 ∈ I, що жодна її власна надмножина,
тобто пiдмножина 𝐵 ⊆ 𝑆 , для якої 𝐴 ⊊ 𝐵 , не є незалежною.

Iншими словами, базиси матроїдiв — це максимальнi за
включенням незалежнi множини. Зокрема, в матричному ма-
троїдi базиси вiдповiдаютьмаксимальним лiнiйно незалежним
пiдсистемам системи векторiв-стовпчикiв.

Означення 6.15. Циклом матроїда (𝑆,I) називається така
пiдмножина 𝐵 ⊆ 𝑆 , яка не є незалежною, але усi її власнi пiдмно-
жини є незалежними.

Iншими словами, цикли матроїдiв — це мiнiмальнi за вклю-
ченням пiдмножини їх носiїв.

Зауважимо, що кожен матроїд з носiєм 𝑆 повнiстю характе-
ризується як сукупнiстю базисiв, так i сукупнiстю циклiв.

Теорема 6.22. Довiльнi два базисиматроїда (𝑆,I) мiстять рiвнi
кiлькостi точок.

Доведення. Нехай 𝐴 i 𝐵 — базиси матроїда (𝑆,I). Припустимо,
що кiлькостi їх точок рiзнi. Без обмеження загальностi вважа-
тимемо, що |𝐴 | < |𝐵 |. Тодi з умови замiни випливає, що iснує
така точка 𝑥 ∈ 𝐵 \ 𝐴, що 𝐴 ∪ {𝑥} ∈ I. Таким чином, для базису
𝐴 iснує власна незалежна надмножина. Суперечнiсть. Отже,
|𝐴 | = |𝐵 |. □

Таким чином, коректним є таке
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Означення 6.16. Рангом матроїда (𝑆,I) називається кiлькiсть
точок у його базисi.

З означення випливає, що ранг матричного матроїда, ви-
значеного матрицею𝑀 , дорiвнює рангу цiєї матрицi.

Доведемо так звану умову замiни точки в базисi матроїда.

Теорема 6.23. Нехай 𝐴 i 𝐵 — рiзнi базиси матроїда (𝑆,I). Тодi
для довiльної точки 𝑎 ∈ 𝐴 \ 𝐵 iснує така точка 𝑏 ∈ 𝐵 \ 𝐴, що
пiдмножина (𝐴 \ {𝑎}) ∪ {𝑏} є незалежною.
Доведення. Зауважимо, що з припущення, що базиси 𝐴 i 𝐵 є
рiзними i теоремипро рiвну кiлькiсть точок в базисах випливає,
що 𝐴 i 𝐵 непорожнi.

З умови спадковостi випливає, що пiдмножина 𝐴 \ {𝑎} є
незалежною. Оскiльки |𝐴 \ {𝑎}| < |𝐵 |, то з умови замiни ви-
пливає, що для деякої точки 𝑏 ∈ 𝐵 \ (𝐴 \ {𝑎}) пiдмножина
(𝐴 \ {𝑎}) ∪ {𝑏} є незалежною. Оскiльки 𝑎 ∈ 𝐴 \ 𝐵 , то 𝑏 ≠ 𝑎 i
тому 𝑏 ∈ 𝐵 \ 𝐴. □

Дуальний матроїд. Розглянемо матроїд (𝑆,I). Визначи-
мо родину I′ пiдмножин носiя 𝑆 такою умовою: пiдмножина
𝐴 ⊆ 𝑆 належить I′ тодi й тiльки тодi, коли доповнення 𝑆 \ 𝐴
мiстить деякий базис матроїда (𝑆,I). Перевiрте, що (𝑆,I′) є
матроїдом. Матроїд (𝑆,I′) називається дуальним до матроїда
(𝑆,I).
Розглянемо скiнченну множину 𝑆 i деяке її розбиття на 𝑘

непорожнiх пiдмножин 𝑆1, . . . , 𝑆𝑘 . Визначимо родину I пiд-
множин 𝑆 такою умовою: пiдмножина 𝐴 ⊆ 𝑆 належить I тодi
й тiльки тодi, коли

|𝐴 ∩ 𝑆𝑖 | ≤ 1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 .
Перевiрте, що тодi пара (𝑆,I) — це матроїд.

Означення 6.17. Матроїд (𝑆,I) називається зваженим, якщо
на його носiєвi визначено функцiю ваги 𝜔 : 𝑆 → ℝ+.
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В цьому випадку для довiльної точки 𝑥 ∈ 𝑆 число 𝜔 (𝑥)
називається вагою точки 𝑥 , а для пiдмножини 𝐴 ⊆ 𝑆 її вагою є
сума ∑︁

𝑥∈𝐴
𝜔 (𝑥).

Ряд задач комбiнаторної оптимiзацiї зводяться до пошуку
в певному зваженому матроїдi незалежної пiдмножини ма-
ксимально можливої ваги. Таку пiдмножину називатимемо
оптимальною. Оскiльки вага кожної точки матроїда додатна,
то оптимальна пiдмножина є базисом матроїда, тобто її по-
трiбно шукати серед незалежних пiдмножин, котрi є базисами
заданого матроїда.

Задача знаходження мiнiмального кiстякового дерева.
Нехай Γ = (𝑉 , 𝐸 ) — зв’язний простий скiнченний граф. Визна-
чимо на множинi його ребер функцiю ваги 𝜔 : 𝐸 → ℝ+. Задача
знаходження мiнiмального кiстякового дерева — це задача по-
шуку такого кiстякового дерева графа Γ, сума ваг ребер якого є
мiнiмально можливою.

Цю задачу можна переформулювати як задачу знаходження
оптимальної пiдмножини матроїда. А саме, розглянемо гра-
фовий матроїд (𝑆Γ,IΓ). Його базисами будуть тi пiдмножини
множини 𝐸 , що iндукованi ними пiдграфи є кiстяковими дере-
вами. Для числа 𝛼 = max{𝜔 (𝑒 ) | 𝑒 ∈ 𝐸 } + 1 визначимо вагову
функцiю 𝜔′ : 𝐸 → ℝ+, поклавши 𝜔′(𝑒 ) = 𝛼 − 𝜔 (𝑒 ), 𝑒 ∈ 𝐸 . Тодi
мiнiмальне кiстякове дерево вiдносно вагової функцiї 𝜔 бу-
де iндукуватися оптимальною пiдмножиною вiдносно вагової
функцiї 𝜔′.

Наведемо жадiбний алгоритм пошуку оптимальної пiдмно-
жини𝐴 в зваженомуматроїдi (𝑆,I), на якому визначено вагову
функцiю 𝜔.

1. Iнiцiалiзуємо множину 𝐴 як порожню.
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2. Сортуємо всi точки матроїда у порядку незростання ваг:

𝜔 (𝑥1) ≥ . . . ≥ 𝜔 (𝑥𝑛), де 𝑆 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}.

3. Перебираємо точки 𝑥 ∈ 𝑆 у порядку незростання ваг i
якщо 𝐴 ∪ {𝑥} ∈ I, то оновлюємо 𝐴, додавши до неї 𝑥 .

Покажемо, що отримана в результатi роботи цього алгори-
тму множина 𝐴 буде оптимальною. Для цього доведемо кiлька
допомiжних тверджень.

Лема 6.24. Нехай точка 𝑥 ∈ 𝑆 має найбiльшу вагу серед точок,
що належать незалежним пiдмножинам. Тодi iснує така опти-
мальна пiдмножина 𝐴, що 𝑥 ∈ 𝐴.

Доведення. Розглянемо деяку оптимальну пiдмножину 𝐵 . При-
пустимо, що 𝑥 ∉ 𝐵 .

Оскiльки 𝑥 належить деякiй незалежнiй пiдмножинi, то з
умови спадковостi випливає, що одноелементна пiдмножина
𝐴′ = {𝑥} незалежна. Якщопiдмножина𝐵 також одноелементна,
то 𝐴′ оптимальна i все доведено. В iншому випадку |𝐴′| < |𝐵 | i,
застосувавши |𝐵 | − 1 разiв умову замiни, отримаємо незалежну
пiдмножину 𝐴 = {𝑥} ∪ 𝐵′ для деякої 𝐵′ ⊂ 𝐵 , |𝐵′| = |𝐵 | − 1. Тодi
вага 𝐴 не менша за вагу 𝐵 , тобто 𝐴 є шуканою оптимальною
пiдмножиною. □

Лема 6.25. Нехай для точки 𝑥 ∈ 𝑆 одноелементна пiдмножина
{𝑥} не є незалежною. Тодi для довiльної𝐴 ∈ I пiдмножина𝐴∪{𝑥}
також не є незалежною.

Доведення. Якщо припустити, що 𝐴 ∪ {𝑥} ∈ I, то з умови спад-
ковостi отримаємо {𝑥} ∈ I. Це суперечить умовi леми. □

Припустимо, що в результатi роботи описаного вище алго-
ритму знаходження оптимальної пiдмножини першою точкою,
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включеною у таку пiдмножину є точка 𝑥 ∈ 𝑆 . Визначимо нову
пару (𝑆𝑥 ,I𝑥), поклавши

𝑆𝑥 = {𝑦 ∈ 𝑆 | {𝑥, 𝑦 } ∈ I},

I𝑥 = {𝐵 ⊆ 𝑆𝑥 | 𝐵 ∪ {𝑥} ∈ I}.
Тодi (𝑆𝑥 ,I𝑥) є матроїдом, який назвемо звуженням матроїда
(𝑆,I). Зауважимо, що звуження вагової функцiї 𝜔 на 𝑆𝑥 буде
ваговою функцiєю на звуженнi.

Лема 6.26. Нехай 𝐴𝑥 — оптимальна пiдмножина для звуження
(𝑆𝑥 ,I𝑥). Тодi пiдмножина {𝑥} ∪ 𝐴𝑥 є оптимальною для (𝑆,I).

Доведення. Довiльна пiдмножина 𝐴 ∈ I така, що 𝑥 ∈ 𝐴, має
вигляд {𝑥} ∪ 𝐵 для деякої пiдмножини 𝐵 ∈ I𝑥 . При цьому
вага 𝐴 рiвна сумi ваг точки 𝑥 i пiдмножини 𝐵 . Враховуючи, що
вага 𝑥 максимальна серед точок, вибраних алгоритмом пошуку
оптимальної пiдмножини, звiдси отримуємо твердження леми.

□

Теорема 6.27. Жадiбний алгоритм пошуку оптимальної пiдмно-
жини є коректним, тобто пiдмножина, знайдена в результатi
його роботи, є оптимальною.

Доведення. За лемою 6.25 всi точки 𝑥 ∈ 𝑆 , для яких пiдмножина
{𝑥} не є незалежною, можна не розглядати.
За лемою 6.24, обравши в результатi роботи жадiбного ал-

горитму знаходження оптимальної пiдмножини першу точку,
вага якої максимальна, отримаємо iснування оптимальної пiд-
множини, яка її мiстить.

Нарештi, лема 6.26 означає, що в результатi подальшої ро-
бота жадiбного алгоритму буде отримано оптимальну пiдмно-
жину. □

Задачi. 1) Чи iснує планарний граф, який має 8 вершин i 17
ребер?
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2) Яку найбiльшу кiлькiсть граней може мати планарний
граф на 5 вершинах? Побудувати цей граф.

3) Для набору степенiв вершин (4, 4, 4, 4, 3, 3) побудувати
два графи, один iз яких планарний, а iнший непланарний.

4) Довести, що в кожному плоскому графi є або вершина
степеня ⩽ 3, або грань степеня ⩽ 6 ( нагадаємо, що степiнь
гранi 𝛼 є числом Δ𝛼 , яке визначається рiвнiстю Δ𝛼 = 𝑘𝛼 + 𝑏𝛼,
де 𝑘𝛼 – число ребер гранi, 𝑏𝛼 – кiлькiсть тих ребер iз цих 𝑘𝛼,
якi не входять в жоден цикл графа).

5) Побудувати граф на 6 вершина з 12 ребрами, який мiстить
одночасно пiдграфи, гомеоморфнi 𝐾5 i 𝐾3,3.

6) Знайти хроматичне число а) повного дводольного графа
𝐾𝑚,𝑛 , б) простого циклу довжини 2𝑘 , 𝑘 ⩾ 1, в) простого циклу
довжини 2𝑘 + 1, 𝑘 ⩾ 1

7) Довести, що хроматичне число непорожнього графа 𝐺
дорiвнює 2 тодi i тiльки тодi, коли граф𝐺 не мiстить циклiв
непарної довжини.
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