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1. Роздiл 1

1. 1. Означення диференцiального рiвняння

Звичайним диференцiальним рiвнянням n−го порядку називається спiв-

вiдношення вигляду

F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0, (1)

де F− вiдома функцiя своїх аргументiв, задана в деякiй областi; x− неза-

лежна змiнна; y− функцiя змiнної x, яку потрiбно визначити; y′, y′′, ..., y(n)

її похiднi. При цьому припускається, що y(n) дiйсно входить у спiввiдношен-

ня (1). Будь який з iнших аргументiв функцiї F може в це спiввiдношення

явно не входити. Iнколи звичайне диференцiальне рiвняння n−го порядку

записують у виглядi спiввiдношення мiж аргументом x, функцiєю y та їх дi-

ференцiалами, але тодi це спiввiдношення обов’язково повинно бути таким,

щоб воно зводилось до вигляду (1).

Будь яка функцiя, яка визначена разом з вiдповiдними похiдними у де-

якiй областi, називається розв’язком диференцiального рiвняння в цiй обла-

стi, якщо вона обертає його в тотожнiсть, яка виконується для всiх точок цiєї

областi.

Зокрема, y = y(x) буде розв’язком рiвняння (1) в iнтервалi (a, b), якщо

F [x, y(x), y′(x), y′′(x), ..., y(n)(x)] ≡ 0, (a < x < b). (2)

Наприклад, диференцiальним рiвнянням першого порядку буде

y′ − 2x = 0 або y′ = 2x (3)

З iнтегрального числення ми знаємо, що всi функцiї, якi задовольняють рiв-

нянню (3) або, як ми тепер скажемо, всi розв’язки рiвняння (3) даються фор-

мулою

y = x2 + C (−∞ < x < +∞), (4)

де C− довiльна стала. З цiєї формули, мiж iншим, витiкає, що рiвняння (3)
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має не одне, а нескiнчену кiлькiсть розв’язкiв. Тобто при кожному конкре-

тному значеннi C ми отримаємо свiй розв’язок.

Процес знаходження розв’язкiв називається iнтегруванням диференцi-

ального рiвняння.

До появи диференцiальних рiвнянь призводять багато задач з механiки,

фiзики, астрономiї й iнших природничих наук, а також рiзноманiтнi пробле-

ми технiки. Останнiм часом почалось широке застосування диференцiальних

рiвнянь для опису проблем хiмiї, бiологiї, медицини, економiки та соцiологiї.

1. 2. Приклади застосування диференцiальних рiвнянь

Приклад 1.1. Матерiальна точка рухається по деякiй прямiй, причому так,

що швидкiсть руху являє собою вiдому функцiю часу f(t). Потрiбно зна-

йти закон руху цiєї точки, тобто формулу, яка визначає положення точки в

залежностi вiд часу.

Приймемо згадану пряму за вiсь Ox. Тодi положення точки визначається

однiєю координатою x i задача полягає у тому, щоб виразити x як функцiю

вiд t. Приймаючи до уваги механiчний змiст першої похiдної, ми отримаємо

диференцiальне рiвняння першого порядку:

dx

dt
= f(t). (5)

Припустимо, що f(t) неперервна в iнтервалi (a, b) . Тодi, як вiдомо з

iнтегрального числення, всi розв’язки рiвняння (5) можуть бути визначенi за

формулою

x =

t∫

t0

f(t)dt+ C, a < t < b, (6)

де верхня границя iнтеграла− змiнна, нижня границя t0 є деяким фiксованим

значенням з iнтервалу (a, b), а C− довiльна стала.

Так як у формулу (6) входить довiльна стала, то ми не отримаємо пев-

ного закону руху точки. Це вiдповiдає вiдомому факту, що завдання однiєї
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тiльки швидкостi не визначає повнiстю закон руху. Формула (6) утримує цiле

сiмейство рухiв, якi володiють однiєю i тiєю ж властивiстю, яка виражається

диференцiальним рiвнянням (5). Ця властивiсть полягає у тому, що всi рухи,

якi визначаються рiвнянням (5), мають одну i ту ж швидкiсть у будь-який

(але один i той же) момент часу t.

Видiлимо з сiмейства рухiв (6) той рух, при якому точка, що рухається,

займає задане положення x0 у заданий момент часу t0. Тобто знайдемо розв’я-

зок (рух) x = x(t), який задовольняє умовi:

x = x0 при t = t0. (7)

Число x0 називається початковим значенням шуканої функцiї (початко-

вим положенням точки), а t0− початковим значенням аргументу (початковим

моментом часу), Числа t0 i x0 разом взятi називаються початковими даними,

а умова (7) − початковою умовою розв’язку (руху). Пiдставимо в (6) замiсть

t i x вiдповiдно t0 i x0. Отримаємо x0 = C, так що значення довiльної сталої

C визначається з початкової умови i являє собою у нашому випадку поча-

ткове значення шуканої функцiї. Якщо замiнити тепер у (6) сталу C на x0,

отримаємо шуканий рух:

x =

t∫

t0

f(t)dt+ x0, a < t < b, (8)

Дiйсно, рух який визначається за формулою (8), такий що x = x0 при

t = t0 . Формула (8) виражає цiлком певний закон руху точки по осi Ox.

Приклад 1.2. Матерiальна точка рухається по вертикальнiй прямiй вiд

дiєю сили тяжiння, причому вiдомi її положення й швидкiсть у деякий момент

часу t0. Знайти закон руху.

Приймемо нашу пряму за вiсь Oy. Початок координат помiстимо у по-

верхнi Землi, а вiсь Oy направимо до гори. Позначимо положення точки та

швидкiсть у момент часу t0 вiдповiдно черезy0 i v0 .

Приймаючи до уваги механiчний змiст другої похiдної, для визначення
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положення точки ми отримаємо диференцiальне рiвняння другого порядку:

d2y

dt2
= −g, (9)

де g − прискорення сили тяжiння. Наша задача зводиться до вiдшукання

того розв’язку y = y(t) рiвняння (9), який задовольняє умовам:

y = y0,
dy

dt
= v0 при t = t0. (10)

Числа t0, y0 i v0 називаються початковими даними, а умови (10) початковими

умовами розв’язку (руху).

Послiдовно iнтегруючи рiвняння (9), отримаємо:

dy

dt
= −gt+ C1; (11)

y = −gt
2

2
+ C1t+ C2. (12)

Формула (12), де C1 i C2− довiльнi сталi утримує всi розв’язки рiвняння (9).

Видiлимо з цiєї формули розв’язок, який задовольняє початковим умовам

(10), де для спрощення подальших викладок вважатимемо t0 = 0. Для цього

пiдставимо в (11) i (12) замiсть величин t, y i
dy

dt
їх початковi значення 0, y0

i v0. Отримаємо C1 = v0, C2 = y0, так що значення довiльних сталих C1 i

C2 визначаються з початкових умов (10) i являють собою початковi значення

шуканої функцiї та її похiдної. Замiнюючи тепер у (12) C1 i C2 знайденими

значеннями, отримаемо:

y = −gt
2

2
+ v0t+ y0. (13)

Ця формула й визначає шуканий закон руху.

1. 3. Загальнi задачi теорiї диференцiальних рiвнянь

Основною задачею теорiї iнтегрування диференцiальних рiвнянь є знаходже-

ння всiх розв’язкiв даного диференцiального рiвняння та вивчення властиво-

стей цих розв’язкiв.
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Виключно великий iнтерес як для самої теорiї диференцiальних рiвнянь,

так i для її численних застосувань представляє задача знаходження чи хоча

б доведення iснування розв’язку, який задовольняє заданим умовам.

Зауважимо, що саму задачу iнтегрування диференцiальних рiвнянь мо-

жна розумiти по рiзному. У самiй вузькiй постановцi задачi ставиться на метi

вираження шуканих функцiй через елементарнi. Ця задача, взагалi кажучи,

нерозв’язна навiть для самого простого диференцiального рiвняння y′ = f(x),

так як не завжди первiсна для елементарної функцiї являє собою теж еле-

ментарну функцiю. У якостi приклада можна привести хоча б рiвняння

y′ =
sin x

x
. (14)

Дещо ширшою є постановка задачi, при якiй рiвняння вважається розв’я-

заним, якщо воно зведено до квадратур (тобто до операцiй знаходження не-

визначених iнтегралiв). У цьому сенсi рiвняння (14) очевидно вирiшується.

Всi розв’язки цього рiвняння утримуються у формулi

y =

∫
sin x

x
dx+ C. (15)

Тут перший член справа деяка фiксована первiсна для функцiї
sin x

x
, а C−

довiльна стала.

Взагалi пiд символом
∫

f(x)dx ми будемо розумiти деяку фiксовану пер-

вiсну, а сталу iнтегрування будемо записувати окремо.

У бiльш загальнiй постановцi шукається правило обчислення значення

шуканої функцiї по заданому значенню аргументу.

1. 4. Диференцiальнi рiвняння першого порядку

Звичайне диференцiальне рiвняння першого порядку має вигляд

F (x, y, y′) = 0. (16)

Вiдповiдно рiвняння, яке можна розв’язати вiдносно першої похiдної має

вигляд:
dy

dx
= f(x, y). (17)
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Поряд з цим рiвнянням ми завжди будемо розглядати перевернуте рiв-

няння
dx

dy
=

1

f(x, y)
, (18)

використовуючи його в околi тих точок, в яких f(x, y) обертається в нескiн-

ченнiсть.

У багатьох випадках виявляється доцiльним замiсть рiвнянь (17) i (18)

розглядати одне еквiвалентне їм диференцiальне рiвняння

dy − f(x, y)dx = 0. (19)

Обидвi змiннi x i y входять у це рiвняння рiвноправно, i будь яку з них ми

можемо прийняти за незалежну змiнну.

Множачи обидвi частини рiвняння (19) на деяку функцiю N(x, y), отри-

маємо бiльш симетричне рiвняння:

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (20)

де M(x, y) = −f(x, y)N(x, y).

Припустимо, що права частина рiвняння (17), f(x, y), визначена на де-

якiй пiдмножинi A дiйсної площини (x, y). Функцiю y = y(x), визначену в

iнтервалi (a, b), ми будемо називати розв’язком рiвняння (17) у цьому iнтер-

валi, якщо:

1. Iснує похiдна y′(x) для всiх значень x з iнтервалу (a, b). (Звiдси, до речi,

випливає, що розв’язок y = y(x) являє собою функцiю, неперервну в усiй

областi визначення).

2. Функцiя y = y(x) обертає рiвняння (17) у тотожнiсть:

y′(x) ≡ f [x, y(x)], (21)

справедливу для всiх значень x з iнтервалу (a, b).

Зауваження. Розв’язок y = y(x) може бути визначений i в iнтервалах

вигляду: [a, b), (a, b], [a, b], (−∞, b), (−∞, b], (a,+∞), [a,+∞),(−∞,+∞). Ко-

ли розв’язок визначений на iнтервалi, замкненому з однiєї чи з обох сторiн,
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то пiд похiдною на кiнцi iнтервалу ми розумiємо вiдповiдну односторонню

похiдну.

Приклад 1.3. Функцiя y = e2x + ex є розв’язком рiвняння

y′ = y + e2x (22)

в iнтервалi (−∞,+∞), так як вона визначена та диференцiйована у цьому

iнтервалi, i, пiдставляючи її в рiвняння (22) отримаємо тотожнiсть:

2e2x + ex ≡ e2x + ex + e2x,

яка виконується при всiх значеннях x.

Далеко не завжди вдається отримати розв’язок диференцiального рiвня-

ння в явному виглядi. Крiм того, явний запис розв’язку не завжди зручний

для його вивчення та використання. Тому при iнтегруваннi рiвняння в бага-

тьох випадках задовольняються отриманням розв’язку в неявному виглядi.

Ми будемо казати, що рiвняння

Φ(x, y) = 0 (23)

визначає в неявнiй формi розв’язок рiвняння (17), якщо воно визначає як

неявну функцiю вiд x, y = y(x) i якщо ця функцiя є розв’язком рiвняння

(17).

У цьому випадку, покладаючи в (23) y = y(x), диференцiюючи отриману

тотожнiсть по x i замiнюючи
dy

dx
на f(x, y), прийдемо до рiвностi

Φ′
x + Φ′

yf(x, y) = 0, (24)

яка повинна виконуватися тотожно на пiдставi спiввiдношення (23).

Iнколи розв’язок рiвняння (17) можна отримати в параметричнiй формi

x = ϕ(t), y = ψ(t). (25)

Ми будемо казати, що рiвняння (25) визначають розв’язок рiвняння (17)

у параметричнiй формi в iнтервалi (t0, t1), якщо у цьому iнтервалi має мiсце
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тотожнiсть
ψ′(t)

ϕ′(t)
≡ f [ϕ(t), ψ(t)]. (26)

Далi розглянемо x i y як прямокутнi координати на площинi. Тодi розв’яз-

ку y = ϕ(x), або Φ(x, y) = 0, або x = ϕ(t), y = ψ(t) рiвняння (17),

dy

dx
= f(x, y)

буде вiдповiдати деяка крива, яка називається iнтегральною кривою цього

рiвняння. Iнколи сама iнтегральна крива називається розв’язком. З’ясуємо

геометричний змiст iнтегральних кривих.

Будемо припускати, що iнтегральнi кривi, про якi йде мова, iснують.

Умови iснування iнтегральних кривих ми розглянемо у подальшому.

Припустимо, що права частина рiвняння (17) визначена й скiнчена в ко-

жнiй точцi деякої областi G змiни x i y (рис. 1). Проведемо через кожну

точку M(x, y) цiєї областi одиничний вiдрiзок середина якого лежить у то-

чцi M(x, y). Нехай цей вiдрiзок утворює з вiсью Ox кут α, тангенс якого

дорiвнює значенню правої частини рiвняння (17) у цiй точцi, tanα = f(x, y),

причому оба напрямки вказаного вiдрiзку для нас байдужi. Таким чином,

можна вважати, що рiвняння (17) визначає деяке поле напрямiв.

Рис. 1:

Тодi рiвняння (17) геометрично стверджує той факт, що напрям дотичної

в кожнiй точцi iнтегральної кривої збiгається з напрямом поля в цiй точцi.
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Augustin Louis Cauchy (Огюстен Луї Кошi) (1789-1857)

Ця властивiсть й видiляє iнтегральнi кривi серед усiх iнших кривих.

1. 5. Задача Кошi

Однiєю з найважливiших задач у теорiї диференцiальних рiвнянь є задача,

яка носить iм’я знаменитого французького математика Кошi. Сформулюємо

цю задачу.

Для рiвняння (17),
dy

dx
= f(x, y),

задача Кошi, або початкова задача, ставиться наступним чином: серед усiх

розв’язкiв рiвняння (17) знайти такий розв’язок

y = y(x), (27)

для якого функцiя y(x) приймає задане числове значення x0 при заданому

числовому значеннi незалежної змiнної x, тобто

y(x0) = y0, (28)

де x0 i y0− заданi числа, так що розв’язок (27) задовольняє умовi;

y = y0 при x = x0. (29)

При цьому число y0 називається початковим значенням шуканої функцiї,

а число x0− початковим значенням незалежної змiнної. У цiлому ж чи-

сла x0 i y0 називаються початковими даними розв’язку (27), а умова (29)−
початковою умовою цього розв’язку.
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Задачу Кошi геометрично можна сформулювати так: серед iнтегральних

кривих рiвняння (17) знайти ту, яка проходить через задану точку M0(x0, y0).

Будемо казати, що задача Кошi з початковими умовами (29) має єди-

ний розв’язок, якщо iснує таке число h > 0, що в iнтервалi |x − x0| ≤ h

визначений розв’язок y = y(x) такий, що y(x0) = y0 i не iснує розв’язку,

визначеного в цьому ж iнтервалi, який не збiгається з розв’язком y = y(x)

хоча б у однiй точцi iнтервалу |x − x0| ≤ h, вiдмiннiй вiд точки x = x0. У

протилежному випадку, тобто коли задача Кошi з початковою умовою (29)

має не один розв’язок або ж взагалi не має розв’язкiв, ми будемо говорити,

що в точцi (x0, y0) порушується єдинiсть розв’язку задачi Кошi.

Питання про єдинiсть розв’язку задачi Кошi виключно важливе як для

самої теорiї диференцiальних рiвнянь, так i для її застосувань. Якщо розв’я-

зок задачi Кошi єдиний, то в питаннях природознавства це призводить до

того, що ми отримуємо цiлком визначений, єдиний закон явища, визначає-

мий тiльки диференцiальним рiвнянням i початковою умовою.

1. 6. Теорема Кошi-Пiкара

Поставимо питання; яким умовам достатньо пiдпорядкувати праву частину

рiвняння (17) в околi початкових даних x0, y0, щоб через точку (x0, y0) прохо-

дила одна й тiльки одна iнтегральна крива цього рiвняння. Зараз ми приве-

демо без доведення основну теорему iснування та єдиностi для рiвняння (17).

У подальшому ми сформулюємо цю теорему для бiльш загального випадку

диференцiального рiвняння n−го порядку.

Теорема Кошi-Пiкара.

Нехай задане рiвняння (17),

dy

dx
= f(x, y),

та поставлена початкова умова (29),

y = y0 при x = x0.

17



Charles Emile Picard (Шарль Емiль Пiкар (1856-1941))

Припустимо, що функцiя f(x, y) визначена у деякiй замкненiй обмеже-

нiй областi

R : |x− x0| ≤ a |y − y0| ≤ b

з точкою (x0, y0) всерединi, де a i b −з заданi додатнi числа (рис. 2).

Рис. 2:

Припустимо, що

1. Функцiя f(x, y) неперервна й обмежена у цiй областi, тобто

|f(x, y)| ≤M, (30)

де M−стале додатне число, а (x, y)− будь-яка точка областi R;

2. Функцiя f(x, y) має обмежену частинну похiдну за аргументом y, тобто
∣
∣
∣
∣

∂f(x, y)

∂y

∣
∣
∣
∣
≤ K, (31)
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K− постiйне додатне число, а x, y − будь-яка точка областi R.

При цих припущеннях рiвняння (17) має единий розв’язок (27),

y = y(x),

який задовольняє початковiй умовi (29). Цей розв’язок визначений i непе-

рервно диференцiйований у деякому околi початкового значення x0, а саме

вiн напевне визначений у iнтервалi

|x− x0| ≤ h, (32)

де h найменше з чисел a i
b

M
,

h = min

(

a,
b

M

)

. (33)

Приклад 1.4. Нехай задане рiвняння

dy

dx
= x2 + y2 (34)

i поставлена початкова умова:

y = 0 при x = 0. (35)

Так як права частина рiвняння (34) є полiномом вiд змiнних x i y, то

очевидно, що умови 1. i 2. теореми Кошi-Пiкара завжди виконуються. Отже

розв’язок рiвняння (34) з будь-якими початковими умовами завжди iснує i є

єдиним. У тому числi iснує й єдиний розвэязок який задовольняє початковим

даним (35).

Оцiнимо iснування цього розв’язку. Розглянемо прямокутник R з цен-

тром у точцi (0, 0)

R : |x| ≤ a, |y| ≤ b, (36)

причому в якостi a i b можна взяти будь-якi додатнi числа. Будемо мати:

M = a2 + b2 h = min

(

a,
b

a2 + b2

)

.
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Звiдси видно, що h залежить вiд вибору чисел a i b. Зокрема при a = b = 1,

отримаємо:

h = min

(

1,
1

2

)

=
1

2
.

Тому рiвняння (34) має єдиний розв’язок , напевне визначений в iнтервалi

|x| ≤ 1

2
, який задовольняє умовi (35). Причому цей розв’язок неперервно

диференцiйований.

З геометричної точки зору отриманий результат означає, що рiвняння

(34) має тiльки одну iнтегральну криву, яка проходить через початок коор-

динат, причому ця iнтегральна крива є гладкою.

Цей результат набуває особливого значення тому, що як було встанов-

лено рiвняння (34) не iнтегрується нi в елементарних функцiях, нi у квадра-

турах вiд елементарних функцiй. Встановлений факт iснування та єдиностi

розв’язку дає нам пiдстави спробувати шукати цей розв’язок за допомогою

рiзноманiтних наближених методiв.

1. 7. Загальний, частинний та особливий розв’язок

Розглянемо диференцiальне рiвняння (17),

y = y0 при x = x0,

у деякiй областi D на площинi (x, y). Припустимо, що в кожнiй точцi (x, y)

областi D має мiсце iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi для рiвня-

ння (17). Отже через кожну точку областi D проходить одна й тiльки одна

iнтегральна крива рiвняння (17). При цьому область D є або всiєю множиною

точок iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi для рiвняння (17), або її

частина.

Функцiю

y = ϕ(x, C) (37)

визначену в деякiй областi змiни змiнних x i C, яка має неперервну частин-

ну похiдну по незалежнiй змiннiй x, будемо називати загальним розв’язком
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рiвняння (17) в областi D, якщо рiвнiсть (37) вирiшується вiдносно довiльної

сталої C в областi D, тобто

C = ψ(x, y) (38)

та, якщо функцiя (37) є розв’язком рiвняння (17) в областi D при всiх значен-

нях довiльної сталої, знайдених за формулою (38). Простiше кажучи функцiя

(37) визначає сiмейство розв’язкiв рiвняння (17), залежне вiд однiєї довiльної

сталої.

Формула загального розв’язку надає можливiсть, за рахунок вибору вiд-

повiдного значення довiльної сталої C вирiшити будь-яку задачу Кошi для

рiвняння (17) в областi D. Дiйсно нехай

y = y0 при x = x0.

Пiдставимо у формулу (37) замiсть x i y початковi данi x0 i y0:

y0 = ϕ(x0, C). (39)

Звiдси знайдемо

C = ψ(x0, y0) ≡ C0 (40)

Пiдставляючи це значення C у формулу (37), отримаємо:

y = ϕ(x, C0).

Це i є шуканий розв’язок.

У багатьох випадках при iнтегруваннi рiвняння (17) ми отримуємо за-

гальний розв’язок у неявному виглядi

Φ(x, y, C) = 0

або

ψ(x, y) = C.

Така форма загального розв’язку рiвняння називається загальним iнтегралом

цього рiвняння.
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Iнколи при iнтегруваннi рiвняння (17) ми отримуємо сiмейство iнтеграль-

них кривих, яке залежить вiд одної довiльної сталої C, у параметричному

виглядi:
x = ϕ(t, C),

y = ψ(t, C).

(41)

Таке сiмейство iнтегральних кривих ми будемо називати загальним розв’яз-

ком рiвняння (17) у параметричнiй формi.

Розв’язок, який отримується з формули загального розв’язку (37) при

конкретному значеннi довiльної сталої C, включаючи ±∞ називається ча-

стинним розв’язком.

Розв’язок, у кожнiй точцi якого порушується єдинiсть розв’язку задачi

Кошi називається особливим розв’язком. Геометрично особливому розв’язку

вiдповiдає iнтегральна крива, яка не утримується в сiмействi iнтегральних

кривих, якi утворюють загальний розв’язок (загальний iнтеграл). Особливий

розв’язок, очевидно, не утримується в формулi загального розв’язку нi при

якому числовому значеннi довiльної сталої C, включаючи ±∞.

Припустимо, що права частина рiвняння (17) визначена i неперервна в

деякiй областi D та має у кожнiй точцi цiєї областi похiдну по y. Тодi, якщо
∂f

∂y
обмежена в областi D, то, згiдно з теоремою Кошi-Пiкара, через кожну

точку цiєї областi проходить одна й тiльки одна iнтегральна крива рiвняння

(17), отже рiвняння (17) не має особливих розв’язкiв. Тому особливi розв’язки

рiвняння (17) потрiбно шукати тiльки серед тих кривих, вздовж яких
∂f

∂y
не

обмежена.

Будемо називати кривi, вздовж яких
∂f

∂y
не обмежена, кривими пiдозрi-

лими на особливий розв’язок. Знайшовши таку криву, потрiбно, по перше, пе-

ревiрити, що вона взагалi є iнтегральною кривою, та, по друге, переконатися,

що у кожнiй її точцi порушується єдинiсть розв’вязку. Тiльки при виконан-

нi цих умов крива, пiдозрiла на особливий розв’язок, дiйсно буде особливим

розв’язком.
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2. Роздiл 2

2. 1. Рiвняння зi змiнними, якi роздiляються

Розглянемо рiвняння

X(x)dx+ Y (y)dy = 0, (42)

в якому коефiцiєнт при dx залежить тiльки вiд x, а коефiцiєнт при dy −
тiльки вiд y. Таке рiвняння називається рiвнянням з роздiленими змiнними.

Будемо припускати, що функцiї X(x) i Y (y) неперервнi при всiх розгля-

нутих значеннях x i y. Тодi рiвняння (42) можемо переписати у наступному

виглядi

d

[ x∫

x0

X(x)dx+

y∫

y0

Y (y)dy

]

= 0. (43)

Тому
x∫

x0

X(x)dx+

y∫

y0

Y (y)dy = C. (44)

У формулi (44) можна не записувати границь iнтегрування, так як чи-

сла, якi будуть отриманi вiд пiдстановки нижнiх границь iнтегрування, ми

можемо включити у довiльну сталу C. Тодi отримаємо загальний iнтеграл

рiвняння (42) у виглядi:
∫

X(x)dx+

∫

Y (y)dy = C. (45)

До рiвняння з роздiленими змiнними легко зводиться рiвняння вигляду

m(x)n(y)dx+m1(x)n1(y)dy = 0, (46)

в якому коефiцiєнти при dx i dy являють собою добутки функцiї вiд x на

функцiю вiд y. Таке рiвняння називається рiвнянням зi змiнними, якi роздi-

ляються. Вiдносно функцiй m(x), n(y), m1(x), n1(y), будемо припускати, що

вони неперервнi при всiх значеннях x i y, якi розглядаються.
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Якщо помножити обидвi частини рiвняння (46) на

1

n(y)m1(x)
, (47)

то отримаємо рiвняння з роздiленими змiнними:

m(x)

m1(x)
dx+

n1(y)

n(y)
dy = 0 [n(y) = 0, m1(x) = 0?]. (48)

Його загальним iнтегралом, й отже, i загальним iнтегралом рiвняння(46) буде
∫

m(x)

m1(x)
dx+

∫
n1(y)

n(y)
dy = C. (49)

При роздiлi змiнних ми дiлили обидвi частини рiвняння (46) на n(y)m1(x).

При цьому ми могли втратити розв’язки, якi визначаються рiвняннями n(y) =

0 i m1(x) = 0, якi вiдмiченi в формулi (48) в дужках. Справдi, якщо b дiйсний

корiнь рiвняння n(y) = 0, то покладаючи в (46) y = b, отримаємо тотожнiсть

m(x)n(b)dx+m1(x)n1(b)db ≡ 0. (50)

Отже, y = b є розв’язком рiвняння (46). Аналогiчно переконаємося, що x = a,

де a − корiнь рiвняння m1(x) = 0 також є розв’язком рiвняння (46). Якщо

цi розв’язки не входять у сiмейство (49), тобто не можуть бути знайденi з

(49) при конкретних значеннях C, то вони будуть особливими розв’язками

рiвняння (46).

З розв’язку y = b ми повиннi виключити точку з абсцисою x = a, так

як у точцi x = a, y = b рiвняння (46) не визначає нахилу поля y′. З тiєї ж

причини з розв’язку x = a потрiбно виключити точку з ординатою y = b.

Таким чином, розв’язки вигляду y = b (x 6= a) i x = a (y 6= b), якi

примикають у точцi x = a y = b i можуть виявитися особливими. Iнших

особливих розв’язкiв немає.

Приклад 2.1. Знайти розв’язки рiвняння

x
√

1− y2dx+ y
√

1− x2dy = 0. (51)
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Помножимо обидвi частини рiвняння на
1

√

1− y2
√
1− x2

. Отримаємо,

xdx√
1− x2

+
ydy

√

1− y2
= 0 (

√

1− x2 = 0
√

1− y2 = 0?) (52)

Використовуючи формулу (49) знаходимо загальний iнтеграл

√

1− x2 +
√

1− y2 = C (причомуC > 0). (53)

Далi дослiджуючи вирази у дужках у формулi (49) отримаємо ще розв’язки

y = 1 (−1 < x < 1),

y = −1 (−1 < x < 1),

x = 1 (−1 < y < 1),

x = −1 (−1 < y < 1),

(54)

Цi розв’язки є особливими, так як вони не отримуються з формули загального

iнтегралу (53) нi при якому значеннi довiльної сталої i на кожному з них не

виконуються умови теореми Кошi-Пiкара.

2. 2. Однорiднi рiвняння

Як вiдомо з математичного аналiзу функцiя f(x, y) називається однорiдною

функцiєю степеня m, якщо при будь-якому t має мiсце тотожнiсть

f(tx, ty) = tmf(x, y). (55)

Розглянемо рiвняння

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (56)

в якому M(x, y) i N(x, y) однорiднi функцiї одного й того ж степеня m, при-

чому m може бути будь-яким дiйсним числом. Таке рiвняння називається

однорiдним.

25



Покладемо в тотожностi (55) t =
1

x
. Тодi отримаємо,

f

(

1,
y

x

)

=
1

xm
f(x, y), (57)

звiдси

f(x, y) = xmf

(

1,
y

x

)

. (58)

Скориставшись формулою (58), ми зможемо переписати рiвняння (56) у

виглядi
dy

dx
= ϕ

(
y

x

)

. (59)

Справдi будемо мати

dy

dx
= −M(x, y)

N(x, y)
= −

xmM

(

1,
y

x

)

xmN

(

1,
y

x

) = −
M

(

1,
y

x

)

N

(

1,
y

x

) ≡ ϕ

(
y

x

)

. (60)

Щоб проiнтегрувати однорiдне рiвняння (56), зробимо замiну шуканої

функцiї за формулою

y = zx, (61)

де z − нова шукана функцiя вiд x. Так як dy = zdx + xdz, тщ будемо мати

M(x, zx)dx+N(x, zx)(zdx+ xdz) = 0. (62)

Але, так як

M(x, y) = xmM

(

1,
y

x

)

, N(x, y) = xmN

(

1,
y

x

)

(63)

то (покладаючи y = zx) маємо

M(x, zx) = xmM(1, z), N(x, zx) = xmN(1, z).

Тому рiвняння (56) можна переписати так

xmM(1, z)dx+ xmN(1, z)(zdx+ xdz) = 0. (64)
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Пiсля скорочення на xm i групування, отримаємо

[M(1, z) +N(1, z)z]dx+ xN(1, z)dz = 0 (x = 0?). (65)

Це рiвняння зi змiнними, якi роздiляються. Роздiлимо змiннi, помноживши

обидвi частини рiвняння на
1

x[M(1, z) +N(1, z)z]
. Будемо мати

dx

x
+

N(1, z)dz

M(1, z) +N(1, z)z
= 0 [x = 0,M(1, z) +N(1, z)z = 0?]. (66)

Iнтегруючи, знаходимо

ln |x|+
∫

N(1, z)dz

M(1, z) +N(1, z)z
= ln |C1|. (67)

Вiдмiтимо, що для зручностi ми записали довiльну сталу iнтегрування у ви-

глядi ln |C1|. Пiсля елементарних перетворень отримаємо:

x = Ce
−

∫
N(1, z)dz

M(1, z) +N(1, z)z (C = ±C1), (68)

так що

x = Ceψ(z), (69)

де

ψ(z) = −
∫

N(1, z)dz

M +N(1, z)z
.

Замiнюючи в (69) z на
y

x
, отримаємо загальний iнтеграл рiвняння (56) у

виглядi:

x = Ce
ψ

(
y

x

)

.

Зазначимо, що при роздiленнi змiнних ми могли загубити розв’язки ви-

гляду z = a, де a − корiнь рiвняння

M(1, z) +N(1, z)z = 0.

Пiдставивши цi значення z у формулу (61) знайдемо, що

y = ax (x 6= 0)
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(напiвпрямi, якi примикають до початку координат) також розв’язки одно-

рiдного рiвняння. Цi розв’язки можуть утримуватися в формулi загального

розв’язку, але можуть бути й особливими. Особливими розв’язками можуть

бути також пiввiсi осi Oy : x = 0(y 6= 0). Iнших особливих розв’язкiв бути не

може.

Приклад 2.2. Знайти всi розв’язки рiвняння.

y′ =
y

x
+ sin

y

x
. (70)

Це рiвняння однорiдне, так як для будь-якого t

ty

tx
+ sin

ty

tx
=
y

x
+ sin

y

x
.

Також однорiднiсть цього рiвняння очевидна на (пiдставi (59)), так як його

права частина має вигляд f

(
y

x

)

. Зробимо замiну невiдомої функцiї

y = zx.

Тодi,

y′ = z′x+ z.

Отже маємо рiвняння

z′x+ z = z + sin z,

або
dz

dx
= sin z.

Роздiлимо змiннi, помноживши на
dx

x sin z
. Отримаємо,

dz

sin z
=
dx

x
(sin z = 0, x = 0?) (71)

Iнтегруючи будемо мати загальний iнтеграл,

ln

∣
∣
∣
∣
tan

z

2

∣
∣
∣
∣
= ln |x|+ ln |C1|.

або

tan
z

2
= Cx (C = ±C1).
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Звiдси

z = 2 arctanCx+ 2kπ, k = 0,±1,±2, ...

Повертаючись до вихiдної змiнної y будемо мати загальний розв’язок

y = 2x(arctanCx+ 2kπ).

Далi повернемося до можливих розв’язкiв залишених у дужках у (71).

Зразу зазначимо, що x = 0 не може бути розв’язком, так як права частина

рiвняння (70) не визначена при x = 0.

З рiвняння sin z = 0 маємо z = nπ, n =,±1,±2, .... Звiдси

y = nπx, n = 0,±1,±2, ...

Якщо n − парнi, то цi розв’язки входять у формулу загального розв’язку при

C = 0. Якщо ж n − непарнi (n = 2k + 1), то розв’язки

y = π(2k + 1)x, k =,±1,±2, ..., при цьому x 6= 0

будуть особливими.

2. 3. Рiвняння яке зводиться до однорiдного

Розглянемо рiвняння
dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1
ax + by + c

)

. (72)

Якщо c1 = c = 0, то це рiвняння однорiдне, так як воно зводиться до

вигляду (59). Припустимо, що хоча б одне з чисел c1, c вiдмiнне вiд нуля й

припустимо ще, що

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣

a1 b1

a b

∣
∣
∣
∣
∣
6= 0. (73)

Зробимо лiнiйну замiну обох змiнних

x = ξ + α,

y = η + β.
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Тодi наше рiвняння прийме вигляд

dη

dξ
= f

(
a1ξ + b1η + a1α+ b1β + c1
aξ + bη + aα + bβ + c

)

.

Виберемо α i β так, щоб виконувались спiввiдношення

a1α + b1β + c1 = 0,

aα + bβ + c = 0.

(74)

Це завжди можна зробити, так як спiввiдношення (74) є системою лiнiйних

алгебраїчних рiвнянь вiдносно змiнних ξ, η. Причому визначник цiєї системи

вiдмiнний вiд нуля, тому вона завжди має єдиний розв’язок. Отже, для нових

змiнних ξ, η, ми отримаємо однорiдне рiвняння

dη

dξ
= f

(
a1ξ + b1η

aξ + bη

)

.

Iнтегруючи це рiвняння та повертаючись до вихiдних змiнних x i y, зна-

йдемо загальний iнтеграл рiвняння (72).

Якщо ж ∆ = 0, то будемо мати, з властивостей визначникiв,
a1
a

=
b1
b
= k,

звiдси a1 = ka, b1 = kb. Тому рiвняння (72) у цьому випадку можна перепи-

сати так:
dy

dx
= f

(
k(ax+ by) + c1
ax+ by + c

)

≡ f1(ax+ by).

Якщо тепер ввести замiсть y нову невiдому функцiю z за формулою

z = ax+ by,

то отримаємо рiвняння
dz

dx
= a+ bf1(z),

змiннi якого просто роздiляються.
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3. Роздiл 3

3. 1. Поняття про лiнiйне рiвняння

Рiвняння вигляду

y′ + p(x)y = q(x) (75)

називається лiнiйним. Воно утримує шукану функцiю y та її похiдну y′ тiльки

у першому степенi. Вiдносно функцiй p(x) i q(x) будемо припускати, що вони

неперервнi в iнтервалi (a, b) (a ≥ −∞, b ≤ +∞).

Якщо у рiвняннi (75) функцiя q(x) тотожно дорiвнює нулю в усiм iнтер-

валi (a, b), то це рiвняння приймає вигляд

y′ + p(x)y = 0 (76)

i називається однорiдним. Його лiва частина є однорiдна лiнiйна функцiя вiд

y i y′. Рiвняння (75), в якому q(x) тотожно не дорiвнює нулю назиiвється

неоднорiдним.

З теореми Кошi-Пiкара, сформульованiй на попереднiй лекцiї, слiдує, что

при зроблених припущеннях вiдносно p(x) i q(x) рiвняння (75) має єдиний

розв’язок

y = y(x),

який задовольняє початковiй умовi

y = y0 при x = x0,

де в якостi x0 можна брати будь-яке число з iнтервалу (a, b), a y0 можна

вибирати довiльним чином, тобто через будь-яку точку M0(x0, y0) смуги (рис.

3)

a < x < b, −∞ < y < +∞ (77)

проходить одна й тiльки одна iнтегральна крива рiвняння (75).

Також можна довести, що лiнiйне рiвняння (75) при зроблених припуще-

ннях не має особливих розв’язкiв. Таким чином, вся смуга з рис. 3 заповнена
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Рис. 3:

гладкими iнтегральними кривими рiвняння (75), якi не перетинаються мiж

собою. Причому кожна iнтегральна крива визначена в усьому iнтервалi (a, b)

й являє собою графiк частинного розв’язку.

Перед тим як перейти до iнтегрування лiнiйного рiвняння, вiдмiтимо двi

загальних властивостi цього рiвняння.

1. Лiнiйне рiвняння залишається лiнiйним при будь-якiй замiнi неза-

лежної змiнної

x = ϕ(t), (78)

де ϕ(t)− будь-яка функцiя вiд t, визначена й неперервно диференцiйована в

iнтервалi (t0, t1), причому a = ϕ(t0), b = ϕ(t1), ϕ
′(t) 6= 0 у всьому iнтервалi

(t0, t1).

Справдi, будемо мати
dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
=
dy

dt

1

dx

dt

=
dy

dt

1

ϕ′(t)
. (79)

Далi пiдставимо (78)i (79) в (75). Отримаємо,

dy

dt
+ p[ϕ(t)]ϕ′(t)y = q[ϕ(t)]ϕ′(t).

Знову отримали лiнiйне рiвняння, причому його коефiцiєнт при y i права

частина неперервнi в iнтервалi (t0, t1).

2. Лiнiйне рiвняння зберiгає свiй вигляд при будь-якiй лiнiйнiй замiнi

шуканої функцiї

y = α(x)z + β(x),
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де z − нова невiдома функцiя, а α(x), β(x) − довiльнi неперервно диферен-

цiйованi функцiї вiд x, причому α(x) 6= 0 в (a, b).

Дiйсно, так як

y′ = α′(x)z + α(x)z′ + β ′(x),

то пiсля перетворення отримаємо

α′(x)z + α(x)z′ + β ′(x) + p(x)[α(x)z + β(x)] = q(x)

або

z′ +
α′(x) + p(x)α(x)

α(x)
z =

q(x)− β ′(x)− p(x)β(x)

α(x)
.

Знову отримали лiнiйне рiвняння, в якого коефiцiєнт при шуканiй функцiї й

права частина неперервнi у (a, b).

3. 2. Побудова загального розв’язку лiнiйного однорiдного рiвня-

ння

Покажемо, що лiнiйне рiвняння завжди iнтегрується у квадратурах. Розгля-

немо спочатку лiнiйне однорiдне рiвняння (76),

y′ + p(x)y = 0,

де функцiя p(x) неперервна в iнтервалi (a, b).

Перепишемо це рiвняння у виглядi

dy + p(x)ydx = 0.

Але ж це рiвняння зi змiнними, якi роздiляються. Помноживши на
1

y
отри-

маємо:
dy

y
+ p(x)dx = 0 (y = 0?)

звiдси

y = Ce−
∫
p(x)dx, (80)

де C − довiльна стала.
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При роздiленнi змiнних ми могли загубити розв’язок y = 0. Але цей

розв’язок утримується у формулi (80) при C = 0. Отже всi розв’язки рiвняння

(76) можуть бути знайденi за формулою (80).

Доведемо, що функцiя (80) є загальним розв’язком рiвняння (76) в обла-

стi (77), тобто у всiй областi визначення рiвняння (76).

Справдi, рiвняння (80) може бути розв’язано вiдносно C в областi (77),

так що маємо

C = ye
∫
p(x)dx,

де функцiя справа визначена в областi (77). Крiм того, по побудовi, функцiя

(80) є розв’язком рiвняння (76) в iнтервалi (a, b) при всiх значеннях довiльної

сталої C. А це й означає, що функцiя (80) є загальним розв’язком рiвняння

(76) в областi (77).

Приклад 3.1. Знайти розв’язок рiвняння:

y′ − y cosx = 0,

який задовольняє початковiй умовi

y = 1 при x = 0.

Розв’язування. Скориставшись формулою (80) отримаємо загальний

розв’язок:

y = Ce
∫
cosxdx, або y = Cesinx.

Пiдставимо початковi данi у загальний розв’язок. Будемо мати

1 = Cesin 0.

Звiдси C = 1. Остаточно маємо розв’язок задачi Кошi

y = esinx.

3. 3. Властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння

Сформулюємо та доведемо двi властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного

рiвняння.
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1. Якщо y1 є частинний розв’язок рiвняння (76), тобто має мiсце то-

тожнiсть

y′1 + p(x)y1 ≡ 0 (a < x < b), (81)

то функцiя

y = Cy1 (82)

де C − довiльна стала, також є розв’язком цього рiвняння.

Дiйсно, покладаючи у лiвiй частинi рiвняння (76) y = Cy1 i приймаючи

до уваги тотожнiсть (81), отримаємо

(Cy1)
′ + p(x)(Cy1) = C[y′1 + p(x)y1] ≡ 0 (a < x < b).

Отже, y = Cy1 є розв’язком рiвняння (76).

2. Якщо y1 − ненульовий розв’язок рiвняння (76), то формула (82), де

C − довiльна стала, задає загальний розв’язок рiвняння (76) в областi (77).

Дiйсно рiвняння (82) можна розв’язати в областi (77) вiдносно :

C =
y

y1

й, як було показано вище, функцiя (82) є розв’язком рiвняння (76) при всiх

значеннях C. Отже, функцiя (82) є загальним розв’язком рiвняння (76) в

областi (77).

Таким чином, для побудови загального розв’язку лiнiйного однорiдного

рiвняння достатньо знайти будь-який один ненульовий частинний розв’язок.

3. 4. Структура загального розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiв-

няння

Розглянемо тепер неоднорiдне рiвняння (75),

y′ + p(x)y = q(x).

Припустимо, що нам вiдомий деякий розв’язок y1 цього рiвняння, тобто має

мiсце тотожнiсть:

y′1 + p(x)y1 ≡ q(x) (a < x < b). (83)
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Введемо нову невiдому функцiю z за формулою

y = y1 + z. (84)

Пiдставляючи (84) у (75), отримаємо:

y′1 + z′ + p(x)y1 + p(x)z = q(x). (85)

Звiдси, згiдно з тотожнiстю (83), отримаємо:

z′ + p(x)z = 0. (86)

Ми отримали для визначення z лiнiйне однорiдне рiвняння, лiва частина яко-

го має один i той же вигляд, що й лiва частина рiвняння (75).

Рiвняння (86) називається лiнiйним однорiдним рiвнянням вiдповiдним

лiнiйному неоднорiдному рiвнянню (75). Загальний розв’язок рiвняння (86)

має вигляд:

z = Ce−
∫
p(x)dx, (87)

де C − довiльна стала. Пiдставляючи знайдене значення у (84), отримаємо

y = y1 + Ce−
∫
p(x)dx. (88)

Всi розв’зки рiвняння (75) утримуються у формулi (88). Ця формула

надає загальний розв,язок рiвняння (75) у смузi

a < x < b, −∞ < y < +∞,

тобто в усiй областi визначення рiвняння (75).

Таким чином, ми довели теорему, яка встановлює загальну структуру

розв’язку лiнiйного неоднорiдного рiвняння.

Теорема 3.1. Якщо y1 є частинним розв’язком лiнiйного рiвняння (75),

y′ + p(x)y = q(x),

то загальний розв’язок цього рiвняння може бути знайдений за формулою

(84),

y = y1 + z, (89)
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де

z = Ce−
∫
p(x)dx

є загальним розв’язком вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння (86),

z′ + p(x)z = 0.

З цiєї теореми випливає, що знання одного частинного розв’язку нео-

днорiдного рiвняння (75) дає можливiсть отримати загальний розв’язок за

допомогою одної квадратури.

3. 5. Метод варiацiї довiльної сталої (метод Лагранжа)

Joseph-Louis Lagrange (Жозеф Луї Лагранж) (1736-1813)

Будемо шукати розв’язок рiвняння (75) у тому ж виглядi, що i загальний

розв’язок (87) вiдповiдного однорiдного рiвняння (86), але будемо вважати

C не сталою, а деякою неперевно диференцiйованою функцiєю вiд x, тобто

покладемо

y = C(x)e−
∫
p(x)dx (90)

i виберемо функцiю C(x) так, щоб (90) задовольняло рiвнянню (75). Пiдста-

вимо (90) в (75):

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx = q(x).

Звiдси:

C ′(x) = q(x)e
∫
p(x)dx.
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Отже

C(x) = C +

∫

q(x)e
∫
p(x)dx,

де C − довiльна стала. Пiдставляючи це значення C(x) у формулу (90), отри-

маємо

y = e−
∫
p(x)dx

[

C +

∫

q(x)e
∫
p(x)dxdx

]

. (91)

Це i є розв’язок рiвняння (75), за побудовою, причому загальний у смузi

a < x < b, −∞ < y < +∞,

так як вiн має структуру (89).

Дiйсно, перепишемо (91) у виглядi суми двох доданкiв

y = Ce−
∫
p(x)dx + e−

∫
p(x)dx

∫

q(x)e
∫
p(x)dxdx. (92)

У цьому запису перший доданок є загальним розв’язком вiдповiдного однорi-

дного рiвняння (86), а другий є (частинний) розв’язок неоднорiдного рiвняння

(75), тому що вiн утримується у формулi (92) при C = 0.

Приклад 3.2. Знайти загальний розв’язок рiвняння

(1 + x2)y′ = 2xy + (1 + x2)2.

Ров’язування. Перепишемо рiвняння у виглядi

y′ − 2x

1 + x2
y = 1 + x2.

Отже маємо,

p(x) = − 2x

1 + x2
, q(x) = 1 + x2.

Знайдемо загальний розв’язок, скориставшись формулою (91). Будемо мати,

y = e
∫

2x

1+x2
dx

(

C +

∫

(1 + x2)e−
∫

2x

1+x2
dxdx

)

.

Обчислимо окремо
∫

2x

1 + x2
dx =

∫
d(1 + x2)

1 + x2
= ln(1 + x2),
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тому eln(1+x
2) = 1 + x2. Повертаючись до обчислення загального розв’язку

будемо мати:

(1 + x2)

(

C +

∫
1 + x2

1 + x2
dx

)

= (1 + x2)(C + x).

3. 6. Метод Ейлера

Leonhard Euler (Леонард Ейлер) (1707-1783)

Розглянемо ще один метод побудови загального розв’язку лiнiйного нео-

днорiдного рiвняння, який був запропонований Ейлером. Помножимо обидвi

частини рiвняння (75)на функцiю

µ(x) = e
∫
p(x)dx. (93)

Отримаємо рiвняння

y′e
∫
p(x)dx + p(x)ye

∫
p(x)dx = q(x)e

∫
p(x)dx,

в якому лiва частина є точною похiдною вiд функцiї

ye
∫
p(x)dx,

так що ми можемо переписати це рiвняння у виглядi
[

ye
∫
p(x)dx

]′
= q(x)e

∫
p(x)dx.

Звiдси

ye
∫
p(x)dx =

∫

q(x)e
∫
p(x)dxdx+ C,
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отже

y = e−
∫
p(x)dx

[

C +

∫

q(x)e
∫
p(x)dxdx

]

.

Ми отримали той же вигляд загального розв’язку, що й при застосуваннi

методу Лагранжа.

Функцiя (93) називається iнтегруючим множником методу Ейлера, а ви-

кладений метод Ейлера - методом iнтегруючого множника.

3. 7. Рiвняння Бернуллi

Jakob Bernoulli (Якоб Бернулли) (1655-1705)

Рiвняння вигляду

y′ + p(x)y = q(x)ym, (94)

деm− будь-яке дiйсне число, називається рiвнянням Бернуллi (на честь Яко-

ба Бернуллi, який запропонував це рiвняння у 1695 роцi). Будемо припускати,

що m 6= 0 i m 6= 1, так як у цих випадках рiвняння Бернуллi вироджується в

лiнiйне. Вiдносно p(x) i q(x) будемо припускати, що вони неперервнi в iнтер-

валi (a, b).

Рiвняння Бернуллi завжди може бути зведено до лiнiйного рiвняння.

Справдi, перетворимо спочатку праву частину рiвняння Бернуллi до вигля-

ду правої частини лiнiйного рiвняння. Для цього подiлимо обидвi частини

рiвняння (94) на ym:

y−my′ + p(x)y1−m = q(x) (ym = 0?). (95)

40



Введемо нову невiдому функцiю z, поклавши

z = y1−m. (96)

Тодi

z′ = (1−m)y−my′. (97)

Помножимо обидвi частини рiвняння (95) на 1−m i виконаємо пiдстановку

(96). Будемо мати,

z′ + (1−m)p(x)z = (1−m)q(x). (98)

Отримали лiнiйне рiвняння вiдносно нової функцiї z. Iнтегруючи це рiвня-

ння й повертаючись до змiнної y, отримаємо загальний розв’язок рiвняння

Бернуллi у виглядi

y =

{

e
∫
(m−1)p(x)dx

[

C +

∫

(1−m)q(x)e
∫
(1−m)p(x)dxdx

]} 1

1−m

. (99)

При дiленнi рiвняння (94) на ym ми могли втратити розв’язок y = 0. Це

могло трапитися тiльки при m > 0, так як при m ≤ 0 функцiя y = 0 не є

розв’язком рiвняння Бернуллi. Якщо m > 1, то розв’язок y = 0 утримується

в формулi (99) при C = ∞ та є частинним. Якщо ж 0 < m < 1, то розв’язок

y = 0 є особливим. У кожнiй точцi цього розв’язку порушується єдинiсть

розв’язку задачi Кошi.

Приклад 3.4. Знайти розв’язки рiвняння

y′ =
y

2x
− 1

2y
.

Розв’язування. Перепишемо це рiвняння у виглядi

y′ − y

2x
= −1

2
y−1.

Це рiвняння Бернуллi, де p(x) = − 1

2x
, q(x) = −1

2
, m = −1. За формулою

(99) отримаємо,

y =

[

e
∫

dx
x (C −

∫

e−
∫

dx
x dx)

]1

2

= [|x|(C − ln |x|)] 12 =
[

|x| ln
∣
∣
∣
∣

C1

x

∣
∣
∣
∣

] 1

2

,

де ln |C1| = C.

Так як m ≤ 0, то особливих розв’язкiв немає.
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4. Роздiл 4

4. 1. Поняття про рiвняння у повних диференцiалах

У попереднiх роздiлах ми вивчили декiлька рiвнянь першого порядку, якi

завжди допускають iнтегрування в квадратурах. Зараз ми розглянемо один

новий тип таких рiвнянь. Цей тип внаслiдок того, що до нього зводяться

деякi ранiше вивченнi рiвняння, а також багато iнших рiвнянь, має важливе

значення в теорiї диференцiальних рiвнянь.

Отже розглянемо рiвняння

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0. (100)

Припустимо, що лiва частина цього рiвняння є повним диференцiалом вiд

деякої функцiї U(x, y), тобто

M(x, y)dx+N(x, y)dy = dU. (101)

Вiдносно функцiй M i N будемо припускати, що вони неперервнi по обом

змiнним у деякiй областi й нi в однiй точцi не обертаються одночасно в нуль.

Тодi рiвняння (100) називається рiвнянням у повних диференцiалах. Це рiв-

няння можна записати так:

dU = 0.

Тому його загальний iнтеграл має вигляд

U(x, y) = C.

Особливих розв’язкiв рiвняння у повних диференцiалах, очевидно, не

має.

В якостi приклада розглянемо рiвняння

xdx+ ydy = 0.

Лiва частина цього рiвняння є повним диференцiалом функцiї

U =
x2

2
+
y2

2
.
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Тому загальний iнтеграл цього рiвняння має вигляд

x2

2
+
y2

2
= C.

4. 2. Ознака рiвняння у повних диференцiалах. Побудова загаль-

ного iнтегралу

Припустимо, що функцiї M(x, y) i N(x, y) мають неперервнi частиннi похiднi

вiдповiдно по y i по x. Нехай лiва частина рiвняння (100) являє собою повний

диференцiал, тобто

M(x, y)dx+N(x, y)dy ≡ dU ≡ ∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy.

Це еквiвалентно тому, що мають мiсце тотожностi
∂U

∂x
=M(x, y),

∂U

∂y
N(x, y). (102)

Диференцiюючи першу з цих тотожностей по y, а другу по x, отримаємо

тотожностi:
∂2U

∂x∂y
=
∂M

∂y
,
∂2U

∂y∂x
=
∂N

∂x
. (103)

Так як для неперевних функцiй змiшанi похiднi не залежать вiд порядку

диферецiювання, то лiвi частини отриманих тотожностей рiвнi мiж собою.

Отже рiвнi й правi частини
∂M

∂y
≡ ∂N

∂x
. (104)

Умова (104) є необхiдною для того, щоб лiва частина рiвняння (100) була

повним диференцiалом. Покажемо, що ця умова є достатньою. Дiйсно нехай

умова (104) виконується. Покажемо, що тодi iснує функцiя U , яка задоволь-

няє спiввiдношенню (101), або, що теж саме, обом рiвностям (102).

Будемо виходити з першої з рiвностей (102):

∂U

∂x
=M(x, y).

Легко переконатися, що йому задовольняє функцiя

U(x, y) =

x∫

x0

M(x, y)dx+ ϕ(y), (105)

43



де ϕ(y) − довiльна функцiя вiд y, яку ми будемо вважати диференцiйованою

та виберемо її так, щоб функцiя (105) задовольняла й другiй з рiвностей (102),

тобто щоб

∂U

∂y
≡ ∂

∂y

x∫

x0

M(x, y)dx+ ϕ′(y) = N(x, y),

або, виконавши диферецiювання по y, отримаємо:
x∫

x0

∂M(x, y)

∂y
dx+ ϕ′(y) = N(x, y).

Зауважимо, що диференцiювання по параметру y пiд знаком iнтегралу за-

конне, так як M(x, y), за припущенням, неперервна по x i y разом з похiдною
∂M

∂y
. Використовуючи умову (104), перепишемо цю рiвнiсть так:

x∫

x0

∂N(x, y)

∂x
dx+ ϕ′(y) = N(x, y).

Виконуючи iнтегрування, отримаємо:

N(x, y)|x=xx=x0 + ϕ′(y) = N(x, y),

або

N(x, y)−N(x0, y) + ϕ′(y) = N(x, y).

Звiдси

ϕ′(y) = N(x0, y),

отже,

ϕ(y) =

y∫

y0

N(x0, y)dy + C ′,

де C ′ − вже (на вiдмiну вiд правої частини (105)) довiльна стала. Пiдстав-

ляючи знайдений вираз функцiї ϕ(y) у формулу (105)), отримаємо шукану

функцiю U(x, y):

U(x, y) =

x∫

x0

M(x, y0)dx+

y∫

y0

N(x0, y)dy + C ′, (106)
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що й доводить достатнiсть умови (104). Таким чином, тотожне виконан-

ня рiвностi (104) є необхiдною та достатньою ознакою рiвняння у повних

диференцiалах.

Взявши одну з функцiй (106), наприклад, ту в якiй C ′ = 0, i прирiвняв

її довiльнiй сталiй C, отримаємо загальний iнтеграл рiвняння (100) у насту-

пному виглядi
x∫

x0

M(x, y)dx+

y∫

y0

N(x0, y)dy = C. (107)

Якщо для побудови функцiї U брати за вихiдну другу з рiвностей (102),

то ми отримаємо для загального iнтегралу наступний вираз:

x∫

x0

M(x, y0)dx+

y∫

y0

N(x, y)dy = C. (108)

У формулах (107) i (108) нижнi границi iнтегрування x0 i y0 можна оби-

рати довiльним чином у границях областi, яка розглядається, але так, щоб

використовуванi iнтеграли мали сенс. Вдалий вибiр x0 i y0 у багатьох випад-

ках полегшує задачу iнтегрування рiвняння.

Приклад 4.1. Знайти загальний iнтеграл рiвняння

xydx+

(
x2

2
+

1

y

)

dy = 0, y > 0.

Розв’язування.

Маємо M(x, y) = xy, N(x, y) =
x2

2
+

1

y
. Звiдси

∂M

∂y
= x =

∂N

∂x
.

Отже це рiвняння у повних диференцiалах. Загальний iнтеграл знаходимо за

формулою (107), поклавши x0 = 0, y0 = 1. Будемо мати

x∫

0

xydx+

y∫

1

1

y
dy = C.
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Таким чином, маємо загальний iнтеграл

x2y

2
+ ln y = C.

Якщо потрiбно знайти розв’язок задачi Кошi, то найбiльш доцiльно спо-

чатку знайти загальний iнтеграл, а потiм визначити конкретне значення до-

вiльної сталої C, пiдставивши початковi данi у загальний iнтеграл.

4. 3. Поняття про iнтегруючий множник

Ми бачили у попередньому параграфi, що рiвняння у повних диференцiалах

завжди iнтегрується в квадратурах. Тому природно виникає питання: чи не

можна рiвняння не у повних диференцiалах звести до рiвняння у повних

диференцiалах? Виявляється, що у багатьох випадках це можна зробити. А

саме, вдається знайти функцiю µ = µ(x, y), пiсля множення на яку рiвняння

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0 (109)

перетворюється в рiвняння

µM(x, y)dx+ µN(x, y)dy = 0 (110)

у повних диференцiалах

µM(x, y)dx+ µN(x, y)dy = dU(x, y).

Така функцiя µ називається iнтегруючим множником, а функцiя U(x, y) −
вiдповiдним йому iнтегралом рiвняння (100). Загальний iнтеграл рiвняння

може бути отриманий за формулою

U(x, y) = C.

При цьому вiдносно функцiй M(x, y) i Nx, y) ми, як i ранiше, будемо припу-

скати, що вони пеперервнi розом з частинними похiдними
∂M

∂y
i
∂N

∂x
у деякiй

однозв’язнiй областi й у жоднiй точцi цiєї областi не обертаються одноча-

сно у нуль. Стосовно iнтегруючого множника µ будемо вимагати, щоб вiн не

обертався у нуль i мав неперервнi частиннi похiднi першого порядку.
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Застосовуючи ознаку повного диференцiалу до рiвняння (110), знайдемо,

iнтегруючий множник µ повинен задовольняти рiвнянню

∂(µM)

∂y
=
∂(µN)

∂x
.

Запишемо це рiвняння у розгорнутому виглядi

∂µ

∂y
M + µ

∂M

∂y
=
∂µ

∂x
N + µ

∂N

∂x

або

N
∂µ

∂x
−M

∂µ

∂y
=

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)

µ. (111)

Це − рiвняння з частинними похiдними першого порядку з невiдомою фун-

кцiєю µ.

У загальному випадку задача iнтегрування рiвняння (111) не легше, нiж

задача iнтегрування рiвняння (109). Але у деяких випадках удається легко

розв’язати рiвняння (111) i знайти iнтегруючий множник µ рiвняння (109).

4. 4. Випадок iнтегруючого множника, який залежить тiльки

вiд x

Припустимо, що рiвняння (100) має iнтегруючий множник, який залежить

тiльки вiд x, µ = µ(x). У цьому випадку
∂µ

∂y
= 0, так що рiвняння (111)

приймає вигляд

N
dµ

dx
=

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)

µ

або (у припущеннi, що N 6= 0)

µ′

µ
=

∂M
∂y

− ∂N
∂x

N
. (112)

Тут лiва частина є функцiєю вiд x. Тодi й права частина повинна бути функцi-

єю тiльки вiд x. Таким чином, для iснування iнтегруючого множника вигляду

µ = µ(x) необхiдно, щоб
∂M
∂y

− ∂N
∂x

N
≡ ψ(x). (113)
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При цьому (112) має вигляд:
µ′

µ
= ψ(x),

Звiдси

µ = Ce
∫
ψ(x)dx, (114)

так що, якщо iснує µ = µ(x), то вiн утримується в формулi(114). Покладаючи,

для простоти запису, C = 1, отримаємо

µ = e
∫
ψ(x)dx, (115)

Покажемо, що при виконаннi умови (113) функцiя (115) буде iнтегруючим

множником рiвняння (100). Справдi, у цьому випадку рiвняння (111) прийме

вигляд:

N
∂µ

∂x
−M

∂µ

∂y
= Nψ(x)µ.

Пiдставимо у це рiвняння функцiю (115). Будемо мати

Ne
∫
ψ(x)dxψ(x) ≡ Nψ(x)e

∫
ψ(x)dx.

Таким чином, функцiя (115) є розв’язком цього рiвняння у частинних похi-

дних. Отже µ iнтегруючий множник рiвняння (100).

В якостi прикладу знайдемо iнтегруючий множник лiнiйного рiвняння

y′ + p(x)y = q(x).

Перепишемо це рiвняння у диференцiальнiй формi:

[p(x)y − q(x)]dx+ dy = 0.

Перевiряючи виконання умови (113), маємо:

∂M
∂y

− ∂N
∂x

N
≡ p(x) ≡ ψ(x).

Отже, функцiя

µ = e
∫
p(x)dx

є iнтегруючим множником лiнiйного рiвняння. Ми отримали такий же iнте-

груючий множник, який ранiше був отриманий методом Ейлера.
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4. 5. Випадок iнтегруючого множника, який залежить тiльки

вiд y

Знайдемо умову, при якому iнтегруючий множник залежить тiльки вiд y :

µ = µ(y). У цьому випадку рiвняння (111) приймає вигляд

−Mdµ

dy
=

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)

µ,

або (якщо M 6= 0)

µ′

µ
=

∂M
∂y

− ∂N
∂x

−M .

Если
∂M
∂y

− ∂N
∂x

−M ≡ ψ(y),

то iнтегруючий множник може бути знайдений за формулою

µ = e
∫
ψ(y)dy. (116)

4. 6. Iнтегруючий множник i особливi розв’язки

Якщо ми знаємо iнтегруючий множник, то можемо знайти не тiльки загаль-

ний iнтеграл рiвняння, але також i всi особливi розв’язки. Дiйсно, нехай за-

дано рiвняння (100),

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0,

та вiдомо, що µ = µ(x, y) є його iнтегруючий множник, так що

µ(Mdx +Ndy) = dU.

Тодi ми маємо:

Mdx +Ndy =
1

µ
dU.

Тому задане рiвняння (100) можна переписати так:

1

µ
dU = 0.
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Це рiвняння розпадається на два:

dU = 0,
1

µ
= 0.

Перше з них призводить до загального iнтегралу U = C, а друге мо-

же призвести до особливого розв’язку. Таким чином, особливим розв’язком

рiвняння (100) може бути тiльки такий розв’язок, вздовж якого iнтегруючий

множник обертається у нескiнченнiсть.

Звiдси отримуємо просте правило знаходження особливих розв’язкiв:

1) знайти лiнiї, вздовж яких µ обертається у нескiнченнiсть;

2) перевiрити, чи є знайденi лiнiї iнтегральними кривими, тобто чи є вони

розв’язками рiвняння;

3) перевiрити, чи утримуються знайденi розв’язки в загальному розв’яз-

ку чи нi.

Тi зi знайдених розв’язкiв, якi не утримуються в загальному розв’язку й бу-

дуть особливими розв’язками. Якщо виявиться, що µ не обертається в нескiн-

ченнiсть (але обертається в нескiнченнiсть лише окремих точках), то рiвняння

не має особливих розв’язкiв.

Звiдси, зокрема, знову отримаємо, що лiнiйне рiвняння y′+p(x)y = q(x),

де p(x) − неперервна функцiя, на має особливих розв’язкiв, так як його iн-

тегруючий множник (116) не обертається в нескiнченнiсть у промiжку непе-

рервностi p(x).
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5. Роздiл 5

Рiвняння вищих порядкiв − 1

5. 1. Основнi поняття та означення

Розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння n-го порядку

F (x, y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0. (117)

Також будемо припускати розглядати рiвняння, яке розв’язане вiдносно

старшої похiдної

y(n) = f(x, y, y′, y′′, ..., y(n−1)). (118)

Будь-яка функцiя y = y(x), визначена та неперервно диференцiйована n

разiв у iнтервалi (a, b), є розв’язком рiвняння (117) у цьому iнтервалi, якщо

вона обертає рiвняння (117) у тотожнiсть

F (x, y(x), y′(x), y′′(x), ..., y(n)(x)) ≡ 0,

справедливу при всiх x з iнтервалу (a, b).

Будь-якому розв’язку рiвняння (117), так само як i розв’язку рiвняння

першого порядку, вiдповiдає на площинi (x, y) деяка крива, яку, як i ранiше,

ми будемо називати iнтегральною кривою.

Для рiвняння (117) задача Кошi ставиться наступним чином. Серед усiх

розв’язкiв рiвняння (117) потрiбно знайти розв’язок

y = y(x), (119)

для якого функцiя y(x) разом зi своїми похiдними до (n − 1)-го порядку

включно приймає заданi значення y0, y′0, ..., y
(n−1)
0 при заданому значеннi не-

залежної змiнної x0, тобто

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, ..., y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 ,

де x0, y0, y′0, ..., y
(n−1)
0 заданi числа, так що розв’язок (119) задовольняє умо-

вам:

y = y0, y
′ = y′0, ..., y

(n−1) = y
(n−1)
0 при x = x0. (120)
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Числа y0, y′0, ..., y
(n−1)
0 називаються початковими значеннями розв’язку (119),

число x0 − початковим значенням незалежної змiнної, числа x0, y0, y′0, ..., y
(n−1)
0

разом узятi називаються початковими даними розв’язку (119), а умови (120)

− початковими умовами цього розв’язку.

Характерна особливiсть задачi Кошi полягає в тому, що умови, якi накла-

даються на шуканий розв’язок при постановцi задачi, задаються при одному

й тому ж значеннi незалежної змiнної.

5. 2. Умови iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi.

Сформулюємо основну теорему iснування та єдиностi для рiвняння (118).

Теорема Кошi-Пiкара.

Нехай задане рiвняння (118)

y(n) = f(x, y, y′, y′′, ..., y(n−1)).

i поставленi початковi умови (120)

y = y0, y
′ = y′0, ..., y

(n−1) = y
(n−1)
0 при x = x0.

Припустимо, що функцiя f(x, y, y′, ..., y(n−1)) визначена у деякiй замкне-

нiй обмеженiй областi

R : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b, |y′ − y′0| ≤ b, ...|y(n−1) − y
(n−1)
0 | ≤ b

з точкою (x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 ) всерединi (a i b − заданi додатнi числа) й за-

довольняє в цiй областi наступним двом умовам:

I. Функцiя f(x, y, y′, ..., y(n−1)) неперервна по всiм своїм аргументам i,

отже обмежена, тобто

|f(x, y, y′, ..., y(n−1))| ≤M, (121)

де M − постiйне додатне число, а (x, y, y′, ..., y(n−1)) – будь-яка точка обла-

стi R;
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II. Функцiя f(x, y, y′, ..., y(n−1)) має обмеженi частиннi похiднi по аргу-

ментам y, y′, ..., y(n−1), тобто
∣
∣
∣
∣

∂f(x, y, y′, ..., y(n−1))

∂y(l)

∣
∣
∣
∣
≤ K (l = 0, 1, ...n− 1; y(0) ≡ y),

де K − постiйне додатне число, а (x, y, y′, ..., y(n−1)) − будь-яка точка обла-

стi R.

При цих припущеннях рiвняння (118) має єдиний розв’язок

y = y(x),

який задовольняє початковим умовам (120). Цей розв’язок напевне визна-

чений i неперервний разом з похiдними до порядку n включно в iнтервалi

|x− x0| ≤ h (122)

де

h = min

{

a,
b

max(M, |y′|, ..., |y(n−1)|)

}

. (123)

5. 3. Поняття про граничну (крайову) задачу

Зауважимо, що задача Кошi є лише однiєю з найважливiших задач теорiї

диференцiальних рiвнянь, в яких шукається розв’язок, який задовольняє де-

яким умовам. Iншим, не менш важливим, типом таких задач є граничнi (кра-

йовi задачi), в яких умови, якi накладаються на шуканий розв’язок, задаю-

ться не в однiй точцi, як це має мiсце в задачi Кошi, а на кiнцях деякого

сегменту [a, b] та шукається розв’язок, визначений серединi цього сегменту.

Цi умови називаються граничними (крайовими) умовами.

Граничнi задачi можуть ставитися, очевидно, лише для рiвнянь порядку

вище першого, так як у випадку рiвняння першого порядку задання зна-

чення шуканого розв’язку в однiй точцi вже визначає, при деяких умовах,

iнтегральну криву єдиним чином, i ця iнтегральна крива може задовольняти

граничнiй умовi в iншiй точцi лише випадково.
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Приклад 5.1.

Знайти розв’язок рiвняння

y′′ = 6x, (124)

яке задовольняє граничним умовам

y′ = 0 при x = 0,

y = 1 при x = 1.

(125)

Розв’язування. Послiдовно iнтегруючи рiвняння (124) отримуємо:

y′ = 3x2 + C1,

y = x3 + C1x+ C2.

(126)

Пiдставимо сюди граничнi умови (125), тобто покладемо у першiй з рiвностей

(126) x = 0, y′ = 0, а у другiй − x = 1, y = 1. Отримаємо:

0 = 0 + C1,

1 = 1 + C1 · 1 + C2.

(127)

Звiдси C1 = 0, C2 = 0, так що шуканий розв’язок має вигляд

y = x3.

5. 4. Загальний розв’язок

Нехай рiвняння (118) задане у деякiй областi D. В якостi областi D будемо

розглядати область у просторi (x, y, y′, ..., y(n−1)), у кожнiй точцi якої має

мiсце iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi для рiвняння (118).

Функцiю

y = ϕ(x, C1, C2, ..., Cn), (128)

визначену в деякiй областi змiни змiнних x, C1, C2, ..., Cn, яка має частиннi

похiднi по x до порядку n включно, будемо називати загальним розв’язком
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рiвняння (118) в областi D, якщо система рiвнянь

y = ϕ(x, C1, C2, ..., Cn),

y′ = ϕ′(x, C1, C2, ..., Cn),

.............................................

y(n−1) = ϕ(n−1)(x, C1, C2, ..., Cn),

(129)

складена з рiвностi (128) i n−1 рiвностi, отриманих послiдовним диференцiю-

ванням її по x, може бути розв’язана вiдносно довiльних сталих C1, C2, ..., Cn

в областi D, так при будь-яких значеннях (x, y, y′, ..., y(n−1)), якi належать

областi D, системою (129) визначаються значення C1, C2, ..., Cn за формула-

ми:
C1 = ψ1(x, y, y

′, ..., y(n−1)),

C2 = ψ2(x, y, y
′, ..., y(n−1)),

.........................................

Cn = ψn(x, y, y
′, ..., y(n−1)),

(130)

i якщо функцiя (128) є розв’язком рiвняння (118) при всiх значеннях до-

вiльних сталих C1, C2, ..., Cn якi визначаються формулами (130), коли точка

(x, y, y′, ..., y(n−1)) пробiгає область D.

Формула загального розв’язку (128) надає можливiсть за рахунок вибо-

ру вiдповiдних значень довiльних сталих C1, C2, ..., Cn розв’язати будь-яку

задачу Кошi для рiвняння (118) в областi D, тобто знайти розв’язок рiв-

няння (118), обумовлений початковими даними x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 , причому

(x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 ) – будь-яка точка з областi D.

Для знаходження цього розв’язку пiдставимо у систему (129) замiсть
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x, y, y′, ..., y(n−1) початковi данi x0, y0, y′0, ..., y
(n−1)
0 :

y0 = ϕ(x0, C1, C2, ..., Cn),

y′0 = ϕ′(x0, C1, C2, ..., Cn),

.............................................

y
(n−1)
0 = ϕ(n−1)(x0, C1, C2, ..., Cn),

(131)

Знайдемо з цiєї системи C1, C2, ..., Cn:

C1 = ψ1(x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 ) ≡ C

(0)
1 ,

C2 = ψ2(x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 ) ≡ C

(0)
2 ,

.........................................

Cn = ψn(x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 ) ≡ C

(0)
n ,

(132)

Пiдставимо цi значення у формулу загального розв’язку (128). Отримаємо

y = ϕ(x, C
(0)
1 , C

(0)
2 , ..., C(0)

n ). (133)

Це i є шуканий розв’язок. Iнших розв’язкiв з початковими даними

x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 немає.

Iнколи у формулi загального розв’язку (128) роль довiльних C1, C2, ..., Cn

грають початковi значення x0, y0, y′0, ..., y
(n−1)
0 шуканої функцiї y та її перших

n − 1 похiдних y′, ..., y(n−1) при деякому фiксованому значеннi x0 аргументу

x, так що формула (128) приймає вигляд

y = ϕ(x, x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 ). (134)

Така форма запису загального розв’язку називається загальним розв’язком

у формi Кошi.
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5. 5. Iншi типи розв’язкiв рiвняння n− го порядку

У багатьох випадках iнтегруючи рiвняння (118) ми отримуємо розв’язок у

неявному виглядi, не розв’язаному вiдносно y:

Φ(x, y, C1, C2, ..., Cn) = 0. (135)

Така форма загального розв’язку рiвняння (118) називається загальним iн-

тегралом цього рiвняння.

Будемо називати спiввiдношення (135) загальним розв’язком у неявнiй

формi або загальним iнтегралом рiвняння (118), якщо це спiввiдношення

визначає загальний розв’язок ϕ(x, C1, C2, ..., Cn) рiвняння (118) в областi D.

У деяких випадках знаходження загального розв’язку рiвняння (118) в

явнiй або неявнiй формi представляє великi труднощi. У таких випадках,

iнтегруючи диференцiальне рiвняння (118), шукають сiмейство iнтегральних

кривих, яке залежить вiд n довiльних сталих C1, C2, ..., Cn у параметричному

виглядi
x = ϕ(t, C1, C2, ..., Cn)

y = ψ(t, C1, C2, ..., Cn).

(136)

Таке сiмейство iнтегральних кривих будемо називати загальним розв’язком

рiвняння (118) у параметричнiй формi.

Якщо розв’язок рiвняння (118) складається тiльки з точок єдиностi розв’яз-

ку задачi Кошi для цього рiвняння, то такий розв’язок будемо називати

частинним розв’язком. Розв’язок, який отриманий з формули загального

розв’язку при частинних числових значеннях довiльних сталих C1, C2, ..., Cn,

включаючи ±∞, буде, очевидно, частинним розв’язком. Вирiшуючи задачу

Кошi за допомогою формули загального розв’язку, ми завжди отримуємо ча-

стинний розв’язок.

Розв’язок, у кожнiй точцi якого порушується єдинiсть розв’язку задачi

Кошi, будемо називати особливим розв’язком.

Рiвняння n− го порядку (118) може мати сiмейство особливих розв’язкiв,
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яке залежить вiд довiльних сталих, причому число цих сталих може доходити

до n− 1.

5. 6. Промiжнi iнтеграли. Першi iнтеграли.

Найчастiше, iнтегруючи рiвняння(118), ми приходимо спочатку до спiввiдно-

шення, яке утримує довiльнi сталi й похiднi, але порядок старшої похiдної

менше n:

Φ(x, y′, ..., y(n−k), C1, ..., Ck) = 0 (1 ≤ k < n). (137)

Таке спiввiдношення називається промiжним iнтегралом рiвняння(118) або

iнтегралом k−го порядку. Воно є диференцiальним рiвнянням порядку n−k,
яке утримує k довiльних сталих. У процесi iнтегрування рiвняння (137) ми

введемо ще n− k довiльних сталих i отримаємо спiввiдношення, яке утримує

x, y i n довiльних сталих, тобто загальний iнтеграл рiвняння (118).

Якщо промiжний iнтеграл має вигляд

Φ1(x, y
′, ..., y(n−1), C1) = 0, (138)

тобто утримує похiдну порядку n−1 i одну довiльну сталу, то вiн називається

першим iнтегралом рiвняння (118).

Якщо вiдомий один перший iнтеграл (138), то iнтегрування рiвняння

(118) зводиться до iнтегрування рiвняння (n− 1)−го порядку.

Якщо ми маємо два незалежних перших iнтеграла:

Φ11(x, y
′, ..., y(n−1), C1) = 0,

Φ12(x, y
′, ..., y(n−1), C2) = 0,

(139)

то, виключаючи з цих iнтегралiв y(n−1), отримаємо промiжний iнтеграл ви-

гляду:

Φ2(x, y
′, ..., y(n−2), C1, C2) = 0, (140)

так що iнтегрування вихiдного рiвняння зведеться до iнтегрування рiвняння

порядку n− 2.
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Знання k(1 ≤ k < n) незалежних перших iнтегралiв дозволяє знизи-

ти порядок рiвняння на k одиниць. Нарештi, якщо ми маємо n незалежних

перших iнтегралiв, то виключаючи з них y′, y′′, ..., y(n−1), ми отримаємо:

Φ(x, y′, ..., y(n−1), C1, ..., Cn) = 0,

тобто загальний iнтеграл.
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6. Роздiл 6

Рiвняння вищих порядкiв − 2

6. 1. Рiвняння, яке утримує тiльки незалежну змiнну й похiдну

порядку n

Розглянемо рiвняння

y(n) = f(x), (141)

функцiя f(x) неперервна в iнтервалi (a, b), тому вона може бути проiнтегро-

вана у квадратурах.

Дiйсно, так як y(n) = [y(n−1)]′,то ми можемо переписати рiвняння (141) у

виглядi

[y(n−1)]′ = f(x),

звiдси:

y(n−1) =

∫

f(x)dx+ C1. (142)

Продовжуючи процес послiдовного iнтегрування будемо мати,

y(n−2) =

∫ ∫

f(x)dxdx+ C1x+ C2. (143)

y(n−3) =

∫ ∫ ∫

f(x)dxdxdx+
C1

2
x2 + C2x+ C3, (144)

....................................................................................................

y′ =

∫ ∫

...

∫

︸ ︷︷ ︸

(n−1)−разiв

f(x)dxdx...dx+
C1

(n− 2)!
xn−2+

+
C2

(n− 3)!
xn−3 + ...+ Cn−1,

(145)

y =

∫ ∫

...

∫

︸ ︷︷ ︸

n−разiв

f(x)dxdx...dx+
C1

(n− 1)!
xn−1+

+
C2

(n− 2)!
xn−2 + ...+ Cn−1x+ Cn.

(146)
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Остання формула (146) утримує всi розв’язки рiвняння (141) i визначає за-

гальний розв’язок цього рiвняння в областi

a < x < b, −∞ < y < +∞, −∞ < y′ < +∞, ...,−∞ < y(n−1) < +∞. (147)

Вона дозволяє знайти розв’язок з будь-якими початковими значеннями,

аргументу, шуканої функцiї та її похiдних до (n− 1)−го порядку включно:

x = x0, y = y0, y
′ = y′0, y

′′ = y′′0 , ..., y
(n−1) = y

(n−1)
0 . (148)

Приклад 6.1.

Знайти розв’язок задачi Кошi

y′′′ = 12x,

y = 0, y′ = 1, y′′ = 2 при x = 0.

Розв’язування

Послiдовно iнтегруючи у вiдповiдностi з формулами (15. 3.) − (146) отри-

маємо

y′′ = 6x2 + C1,

y′ = 2x3 + C1x+ C2,

y =
1

2
x4 +

C1

2
x2 + C2x+ C3.

Пiдставляючи початковi данi в цi формули будемо мати,

2 = 0 + C1, C1 = 2, 1 = 0 + 0 + C2, C2 = 1, 0 = 0 + 0 + 0 + C3, C3 = 0.

Таким чином маємо наступний розв’язок задачi Кошi

y =
1

2
x4 + x2 + x.

6. 2. Рiвняння, яке не утримує шуканої функцiї та послiдовностi

перших похiдних

Розглянемо рiвняння вигляду:

F (x, y(k), y(k+1), ..., y(n)) = 0 (1 ≤ k < h), (149)
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причому похiдна k−го порядку обов’язково входить у рiвняння.

Введемо нову невiдому функцiю z, поклавши

y(k) = z. (150)

Тодi рiвняння (149) перепишеться так:

F (x, z, z′, ..., z(n−k)) = 0. (151)

Це рiвняння (n− k)−го порядку. Нам вдалося, таким чином, понизити поря-

док рiвняння (149) на k одиниць.

Припустимо, що, вирiшуючи отримане рiвняння, ми знайдемо його за-

гальний розв’язок

z = ω(x, C1, ..., Cn−k). (152)

Тодi будемо мати:

y(k) = ω(x, C1, ..., Cn−k). (153)

А це рiвняння типу (141) побудову розв’язку якого ми розглянули ранiше.

Iнтегруючи це рiвняння отримаємо загальний розв’язок:

y = ϕ(x, C1, C2, ..., Cn).

Приклад 6.2.

Знайти загальний розв’язок рiвняння:

x4y′′′ + 2x3y′′ = 1.

Розв’язування.

Маємо рiвняння типу (149). Тому робимо замiну змiнної y′′ = z. Отри-

маємо рiвняння:

x4z′ + 2x3z = 1. (154)

Почленно подiлимо обидвi частини цього рiвняння на x4. Будемо мати рiвня-

ння,

z′ +
2

x
z =

1

x4
. (155)
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При дiленнi на x4 ми могли втратити можливий розв’язок x = 0. Але x = 0

взагалi не буде розв’язом рiвняння (154).

Рiвняння (155) є лiнiйним рiвнянням першого порядку, для якого

p(x) =
2

x
, q(x) =

1

x4
.

Загальний розв’язок цього рiвняння може бути знайдений за формулою

z = e−
∫
p(x)dx

[

C1 +

∫

q(x)e
∫
p(x)dxdx

]

.

У нашому випадку маємо

z = e−
∫

2

x
dx

[

C1 +

∫
1

x4
e
∫

2

x
dxdx

]

.

Пiсля проведення iнтегрування отримаємо

z = − 1

x3
+
C1

x2
.

Повертаючись до вихiдної змiнної y будемо мати рiвняння

y′′ = − 1

x3
+
C1

x2
.

Це рiвняння типу (141). Двiчi проводячи iнтегрування послiдовно отримаємо,

y′ =
1

2x2
− C1

x
+ C2,

y = − 1

2x
− C1 ln |x|+ C2x+ C3.

Останнiй вираз i буде загальним розв’язком вихiдного рiвняння.

6. 3. Рiвняння, яке не утримує незалежної змiнної

Таке рiвняння має вигляд

F (y, y′, y′′, ..., y(n)) = 0. (156)

Введемо нову шукану функцiю z за формулою

y′ = z (157)

63



та приймемо y за незалежну змiнну. Наголосимо, що ми фактично робимо

подвiйну замiну вводячи й нову функцiю, i нову незалежну змiнну. Знайдемо

вирази y′′, y′′′, ..., y(n) через функцiю z та її похiднi по y. Будемо мати:

y′′ =
dy′

dx
=
dz

dx
=
dz

dy
· dy
dx

=
dz

dy
z,

y′′′ =
dy′′

dx
=

d

dx

(
dz

dy
z

)

=
d

dy

(
dz

dy
z

)
dy

dx
=

[
d2z

dy2
z +

(
dz

dy

)2]

z,

..., y(n) = ω

(

z,
dz

dy
,
d2z

dy2
, ...,

d(n−1)z

dy(n−1)

)

.

(158)

Тому рiвняння (156) прийме вигляд

F

[

y, z,
dz

dy
z, ..., ω

(

z,
dz

dy
,
d2z

dy2
, ...,

d(n−1)z

dy(n−1)

)]

. (159)

Це рiвняння порядку n − 1. Якщо, вирiшуючи його, ми знайдемо загальний

розв’язок

z = ϕ(y, C1, C2, ..., Cn−1), (160)

то, повертаючись до шуканої функцiї y, отримаємо рiвняння

y′ = ϕ(y, C1, C2, ..., Cn−1). (161)

Пiсля iнтегрування отримаємо загальний iнтеграл рiвняння (156).

Особливi розв’язки рiвняння (160) можуть призвести до особливих розв’яз-

кiв рiвняння (156).

Нарештi ми могли загубити розв’язки вигляду y = const, приймаючи y

за незалежну змiнну. Тому треба покласти у рiвняннi (156) y = b. Будемо

мати

F (b, 0, 0, ..., 0) = 0. (162)

Якщо отримане рiвняння має дiйснi коренi b = bi, то рiвняння (156) допускає

розв’язки вигляду y = bi.

Приклад 6.3.

Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′y′′′ − 3y′′
2
= 0. (163)
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Розв’язування.

Рiвняння (163) не утримує незалежної змiнної. Тому робимо замiни згi-

дно з (157)−(158).

y′ = z(y), y′′ =
dz

dy
z, y′′′ =

[
d2z

dy2
z +

(
dz

dy

)2]

z.

Тодi отримаємо рiвняння

z

[

z

(
dz

dy

)2

+ z2
d2z

dy2

]

− 3z2
(
dz

dy

)2

= 0.

Звiвши подiбнi члени та скоротивши на z2 будемо мати рiвняння

z
d2z

dy2
− 2

(
dz

dy

)2

= 0.

Зауважимо, що при дiленнi на z2 ми могли загубити розв’язок

z = 0, або, y′ = 0 ⇒ y = c.

Так як отримане рiвняння не утримує шуканої функцiї z, то знову робимо

замiну
dz

dy
= w(z),

d2z

dy2
= w

dw

dz
.

Пiсля цiєї замiнi отримаємо рiвняння

zw
dw

dz
− 2w2 = 0.

Роздiлимо змiннi помноживши на
dz

w2z
. Отримаємо рiвняння з роздiленими

змiнними
dw

w
= 2

dz

z
.

Звiдси маємо розв’язок

ln |w| = ln z2 + ln |C1|, або w = C1z.

При роздiленнi змiнних ми можемо загубити розв’язок w = 0.
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Повернемося w до змiнної z. Будемо мати

dz

dy
= C1z

2.

Звiдси
dz

z2
= C1y.

Маємо розв’язок

−1

z
= C1y + C2.

Можливий загублений розв’язок z = 0 ми вже розглянули ранiше.

Нарештi повернемося до вихiдної шуканої функцiї y. Маємо,

−dx
dy

= C1y + C2

або

−dx = (C1y + C2)dy.

Звiдси отримуємо загальний iнтеграл вихiдного рiвняння.

x = −
(
C1

2
y2 + C2y

)

+ C3.

Доведiть самостiйно, що особливих розв’язкiв не iснує.

6. 4. Рiвняння однорiдне вiдносно шуканої функцiї та її похiдних

Розглянемо рiвняння

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0. (164)

Припустимо, що F є однорiдна функцiя вiдносно x, y, y′, ..., y(n), тобто при

будь-якому t має мiсце тотожнiсть

F (x, ty, ty′, ..., ty(n)) = tmF (x, y, y′, ..., y(n)). (165)

Введемо нову невiдому функцiю z , поклавши

y′

y
= z.
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Тодi:
y′ = yz, y′′ = y′z + yz′ = (yz)z + yz′ = y(z2 + z′),

y′′′ = y(z3 + 3zz′ + z′′), ..., y(n) = yω(z, z′, ..., z(n−1)).

(166)

Отже рiвняння (164) прийме вигляд

F [x, y, yz, y(z2 + z′), ..., yω(z, z′, ..., z(n−1))] = 0. (167)

Тепер скористаємося властивiстю однорiдностi функцiї F . У нашому ви-

падку роль t грає y, тому можемо переписати рiвняння (167) так:

ymF [x, 1, z, z2 + z′, ..., ω(z, z′, ..., z(n−1))] = 0.

Скорочуючи на ym отримуємо рiвняння (n− 1)−го порядку з шуканою фун-

кцiєю z.

Якщо ми зможемо знайти загальний розв’язок отриманого рiвняння у

виглядi

z = ϕ(x, C1, C2, ..., Cn−1),

то, замiнюючи z на
y′

y
, отримаємо

y′

y
= ϕ(x, C1, C2, ..., Cn−1).

Звiдси,

y = Cne
∫
ϕ(x,C1,C2,...,Cn−1)dx. (168)

Це i є загальний розв’язок рiвняння (164).

Зауважимо, що ми робили скорочення ym. При цьому ми могли загубити

розв’язок y = 0, якщо m > 0. Але розв’язок y = 0 утримується у формулi

загального розв’язку (168) при Cn = 0.

Приклад 6.4.

Знайти розв’язок рiвняння

xyy′′ + x(y′)2 − yy′ = 0. (169)

Розв’язування.
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Очевидно, що рiвняння (169) однорiдне вiдносно функцiї y та її похiдних.

Тому робимо замiну
y′

y
= z. Далi маємо: y′ = yz, y′′ = y(z2+z′). Пiдставляємо

цi вирази у рiвняння (169),

xy2(z2 + z′) + xy2z2 − y2z = 0.

Скорочуючи на xy2 отримаємо рiвняння:

z′ − 1

x
z = −2z2. (170)

Рiвняння (169) є рiвнянням Бернуллi для якого p(x) = −1

x
, q(x) = −2, m = 2.

Його загальний розв’язок знаходимо за формулою (99). Будемо мати:

z =

[

e
∫
− dx

x

(

C1 +

∫

2e
∫

dx
x dx

)]−1

=

[
1

x
(C1 + x2)

]−1

=
x

x2 + C1
.

Також iснує особливий розв’язок z = 0. Повертаючись до вихiдної функцiї y

маємо рiвняння
y′

y
=

x

x2 + C1
, або

dy

y
=

x

x2 + C1
dx.

Загальний розв’язок знаходимо за формулою:
∫
dy

y
=

∫
x

x2 + C1
dx, або

∫

d(ln y) =
1

2

∫

d[ln(x2 + C1)].

Звiдси маємо загальний розв’зок

y = C2

√

x2 + C1. (171)

Особливому розв’язку z = 0 вiдповiдають розв’язки y = C. При C = 0

розв’язок y = 0 утримується у сiмействi (171), якщо C2 = 0. А при C 6= 0

розв’язки y = C будуть особливими.
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7. Роздiл 7

Загальна теорiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь

n-го порядку − 1

7. 1. Загальнi властивостi лiнiйного рiвняння

Лiнiйним диференцiальним рiвнянням n-го порядку називається рiвняння ви-

гляду:

y(n) + p1(x)y
(n−1) + p2(x)y

(n−2) + ...+ pn−1(x)y
′ + pn(x)y = f(x). (172)

Завжди будемо вважати, що коефiцiєнти рiвняння (172) p1(x), ..., pn(x) i пра-

ва частина f(x) заданi й неперервнi в iнтервалi (a, b). Якщо f(x) ≡ 0, то

рiвняння (172) називається лiнiйним однорiдним. Воно має вигляд:

y(n) + p1(x)y
(n−1) + p2(x)y

(n−2) + ...+ pn−1(x)y
′ + pn(x)y = 0. (173)

Якщо ж f(x) 6= 0, то рiвняння (172) називається лiнiйним неоднорiдним.

У подальшому для скорочення записiв введемо у розгляд лiнiйний ди-

ференцiальний оператор:

L(y) ≡ y(n) + p1(x)y
(n−1) + p2(x)y

(n−2) + ...+ pn−1(x)y
′ + pn(x)y. (174)

Неважко переконатися, що оператор L(y) володiє наступними властивостями:

1. Постiйний множник можна виносити за знак оператора:

L(ky) = kL(y).

2. Оператор вiд суми двох функцiй дорiвнює сумi операторiв вiд цих

функцiй:

L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2).

Використовуючи оператор (174), ми можемо переписати неоднорiдне рiв-

няння (172) у виглядi:

L(y) = f(x),

а однорiдне рiвняння(173) − у виглядi:

L(y) = 0.
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7. 2. Iнварiантнiсть лiнiйного рiвняння

Лiнiйне рiвняння залишається лiнiйним при будь-якiй замiнi довiльної сталої.

Дiйсно, покладемо

x = ϕ(t) [t = ψ(x), ]

де ϕ(t) − будь-яка функцiя вiд t, визначена i неперевна разом зi своїми похi-

дними до порядку n включно в iнтервалi (a, b), причому a = ϕ(t0), b = ϕ(t1),

ϕ′(t) 6= 0 в усьому iнтервалi (t0, t1). Тодi, як ми встановили при вивченнi

лiнiйного рiвняння першого порядку:

dy

dx
=
dy

dt
· 1

ϕ′(t)
,

так що похiдна по x отримується множенням похiдної по t на
1

ϕ′(t)
.

Тому:

d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)

=
d

dt

(
dy

dx

)

· 1

ϕ′(t)
=

d

dt

[
dy

dt
· 1

ϕ′(t)

]

· 1

ϕ′(t)
=

=
d2y

dt2
· 1

[ϕ′(t)]2
− dy

dt
· ϕ′′(t)

[ϕ′(t)]3
,

тобто
d2y

dx2
виражається лiнiйно та однорiдно через

dy

dt
i
d2y

dt2
. Неважко переко-

натися, що взагалi
dky

dxk
виразиться у виглядi лiнiйної однорiдної функцiї вiд

dy

dt
,
d2y

dt2
, ...,

dky

dtk
, коефiцiєнти якої неперервнi в iнтервалi (t1, t2).

Отже, замiнюючи у рiвняннi (172) похiднi по x їх виразами через похi-

днi по t, a x − через ϕ(t) i множачи обидвi частини отриманого рiвняння на

[ϕ(t)]n, ми прийдемо знову до лiнiйного рiвняння, причому його коефiцiєнти

й права частина будуть неперервними функцiями вiд t, зокрема вони можуть

виявитися постiйними, в iнтервалi (t1, t2). Зрозумiло, що якщо виконати пiд-

становку x = ϕ(t) в однорiдному лiнiйному рiвняннi (173), ми, очевидно,

знову отримаємо однорiдне лiнiйне рiвняння.

Якщо вдасться знайти загальний розв’язок перетворенного рiвняння, то,
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покладаючи у цьому розв’язку t = ψ(x), ми отримаємо загальний розв’язок

вихiдного рiвняння.

Також лiнiйне рiвняння залишається лiнiйним при будь-якiй лiнiйнiй за-

мiнi шуканої функцiї. Зробимо у вихiдному рiвняннi (172) лiнiйну замiну шу-

каної функцiї

y = α(x)z + β(x), (175)

де z − нова невiдома функцiя, а α(x) i β(x) − довiльнi n разiв неперевно

диференцiйованi функцiї вiд x, причому α 6= 0 в iнтервалi (a, b). Тодi:

y′ = α′z + αz′ + β ′,

y′′ = α′′z + 2α′z′ + αz′′ + β ′′,

.................................................

y(n) = α(n)z + nα(n−1)z′ +
n(n− 1)

2!
α(n−2)z′′ + ...+ αz(n) + β(n).

(176)

Тому, якщо ми виконаємо в рiвняннi (172) пiдстановку (175) i подiлимо оби-

двi частини отриманого рiвняння на α(x), ми знову прийдемо до рiвняння

вигляду (172), коефiцiєнти та права частина якого будуть неперервними в

iнтервалi (a, b).

7. 3. Властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння n-го

порядку

Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння:

L(y) = 0,

де L(y) лiнiйний диференцiальний оператор, визначений за формулою (174).

Функцiю

z(x) = u(x) + iv(x),

де u(x) i v(x) − дiйснi функцiї вiд дiйсної змiнної x, а i − уявна одиниця

(i2 = −1), будемо називати комплексною функцiєю вiд дiйсної змiнної x.
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Функцiї u(x) i v(x) називаються вiдповiдно дiйсною та уявною частинами

функцiї z(x).

Комплексна функцiя вiд дiйсної змiнної x

y(x) = y1(x) + iy2(x) (177)

називається комплексним розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння (173) в

iнтервалi (a, b), якщо пiдстановка її в рiвняння (173) обертає це рiвняння у

тотожнiсть

L[y(x)] = 0 (a < x < b). (178)

Покажемо, що будь-який комплексний розв’язок рiвняння (173) поро-

джує два дiйсних розв’язки цього зiвняння, а саме: якщо комплексна фун-

кцiя y(x) є розв’язком рiвняння(173), то її дiйсна та уявна частини є дiй-

сними розв’язками цього рiвняння.

Дiйсно, нехай функцiя (177) є розв’язком рiвняння (173). Тодi має мiсце

тотожнiсть (178). Використовуючи властивостi оператора L отримаємо,

L[y(x)] = L[y1(x) + iy2(x)] = L[y1(x)] + iL[y2(x)].

Тому тотожнiсть (178) можна переписати у виглядi

L[y1(x)] + iL[y2(x)] ≡ 0 (a < x < b).

Звiдси, на пiдставi означення рiвностi комплексних чисел, отримаємо

L[y1(x)] ≡ 0, L[y2(x)] ≡ 0 (a < x < b)

а це i означає, що y1(x) i y2(x) є розв’язками рiвняння (173) в iнтервалi (a, b).

Доведемо три важливих властивостi розв’язкiв лiнiйного однорiдного

рiвняння.

1. Якщо y1 є розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння (173), тобто,

L(y1) ≡ 0,

то функцiя

y = Cy1,
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де C − довiльна стала, також є розв’язком цього рiвняння.

Дiйсно, ми маємо:

L(Cy1) = CL(y1).

Але L(y1) ≡ 0, тому L(Cy1) ≡ 0, а це i означає, що Cy1 є розв’язком рiвняння

(173).

2. Якщо y1 i y2 − розв’язки рiвняння (173), то їх сума

y1 + y2

також є розв’язком рiвняння (173).

Дiйсно ми маємо:

L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2).

Але

L(y1) ≡ 0, L(y2) ≡ 0.

Тому

L(y1) + L(y2) ≡ 0,

тобто y1 + y2 − розв’язок рiвняння (173).

3. Якщо y1, y2, ..., ym − розв’язки рiвняння (173), то їх лiнiйна комбiна-

цiя

y = C1y1 + C2y2 + ...+ Cmym,

де C1, C2, ..., Cm − довiльнi сталi, також є розв’язком рiвняння (173).

Ця властивiсть випливає з властивостей 1 i 2.

7. 4. Лiнiйна незалежнiсть функцiй

Функцiї y1, y2, ..., yn називаються лiнiйно незалежними в iнтервалi (a, b), якщо

мiж ними не iснує спiввiдношень вигляду

α1y1 + α2y2 + ...+ αnyn ≡ 0 при a < x < b,
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где α1, α2, ..., αn − постiйнi числа, якi не дорiвнюють нулю одночасно. В про-

тилежному випадку функцiї y1, y2, ..., yn називаються лiнiйно залежними в

iнтервалi (a, b).

Для випадку двох функцiй y1 i y2 поняття лiнiйної незалежностi в iнтер-

валi (a, b) зводиться, очевидно, до того, щоб вiдношення цих функцiй
y1
y2

не

було постiйним в iнтервалi (a, b); при цьому мається на увазi, що це вiдноше-

ння визначено в усiх точках iнтервалу (a, b).

Очевидно, що, якщо одна з функцiй y1, y2, ..., yn тотожно дорiвнює нулю

в iнтервалi (a, b), то цi функцiї лiнiйно залежнi в iнтервалi (a, b).

Дiйсно, нехай, наприклад, y1 ≡ 0 (a < x < b). Тодi при будь-якому

α1 6= 0 i при α2 = ... = αn = 0 буде виконуватися спiввiдношення (213), а це

й означає, що функцiї y1, y2, ..., yn лiнiйно залежнi в iнтервалi (a, b).

Наведемо деякi приклади лiнiйно незалежних функцiй.

Приклад 7.1. Функцiї y1 = 1, y2 = x, ..., yn = xn−1 лiнiйно незалежнi в

iнтервалi (−∞,+∞) та взагалi у будь-якому iнтервалi.

Дiйсно спiввiдношення

α1 · 1 + α2x+ ...+ αnx
n−1 = 0,

в якому не всi αi дорiвнюють нулю, не може виконуватися тотожно, так як

воно є алгебраїчним рiвнянням (n − 1)-го порядку, а як вiдомо з наслiдку з

основної теореми алгебри, таке рiвняння не може мати бiльше n − 1 рiзних

коренiв.

Приклад 7.2. Функцiї y1 = ex, y2 = e−x лiнiйно незалежнi в будь-якому

iнтервалi, так як спiввiдношення

α1e
x + α2e

−x = 0,

де α1 i α2 не дорiвнюють нулю одночасно, не може бути виконано бiльш нiж

у однiй точцi. Це випливає з того, що

y1
y2

=
ex

e−x
= e2x 6= const.
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Приклад 7.3. Функцiї y1 = sin x, y2 = cosx лiнiйно незалежнi в будь-

якому iнтервалi, так як спiввiдношення

α1 sin x+ α2 cosx = 0,

де α1 i α2 не дорiвнюють нулю одночасно, не може виконуватися тотожно в

жодному iнтервалi.
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8. Роздiл 8

Загальна теорiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь

n-го порядку − 2

8. 1. Зауваження про необхiднi та достатнi умови

Припустимо сформульовано деяке твердження A. Умова B називається

необхiдною умовою для твердження A, якщо при невиконаннi умови B твер-

дження A напевне не виконується. Якщо ж умова B виконується, то твер-

дження A може як виконуватися, так i не виконуватися.

Умова B називається достатньою умовою для твердження A, якщо при

виконаннi умови B твердження A завжди виконується. Якщо ж умова B не

виконується, то твердження A може як виконуватися, так i не виконуватися.

Теорема яка складається з необхiдної та достатньої умови називається

критерiєм. Фактично така теорема складається з двох теорем, прямої та обер-

неної. Доводяться критерiї за наступною методикою.

Теорема (критерiй). Для того, щоб мало мiсце твердження A необ-

хiдно та достатньо виконання умови B.

Доведення. Необхiднiсть. Припускаємо, що виконується твердження

A i доводимо виконання умови B.

Достатнiсть. Припускаємо, що виконується умова B i доводимо вико-

нання твердження A.

Словесним еквiвалентом виразу "необхiдно та достатньо" є вираз "тодi

й тiльки тодi".
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8. 2. Необхiдна умова лiнiйної залежностi n фукцiй

Припустимо, що функцiї y1, y2, ..., yn мають похiднi порядку n− 1, й розгля-

немо визначник:

W (x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

y1 y2 . . . yn

y′1 y′2 . . . y′n

. . . . . .

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. (179)

Цей визначник наззиваться визначником Вронського або вронскианом цих

функцiй.

Теорема 8.1. Якщо функцiї y1, y2, ..., yn лiнiйно залежнi в iнтервалi

(a, b), то їх вронскiан W (x) дорiвнює нулю в цьому iнтервалi.

Доведення. Дiйсно, згiдно з умовами теореми, ми маємо рiвнiсть

α1y1 + α2y2 + ...+ αnyn = 0 (a < x < b),

де не всi αi дорiвнюють нулю. Тодi диференцiюючи цю тотожнiсть n−1 разiв,

отримаємо

α1y1 + α2y2 + ...+ αnyn = 0,

α1y
′
1 + α2y

′
2 + ...+ αny

′
n = 0,

...................................................

α1y
(n−1)
1 + α2y

(n−1)
2 + ...+ αny

(n−1)
n = 0.

(180)

Це лiнiйна алгебраїчна однорiдна система рiвнянь n-го порядку вiдносно всiх

αi. Вона має нетривiальний розв’язок при будь-якому значеннi x на iнтер-

валi (a, b). Отже, визначник системи (180), який є визначником Вронського

дорiвнює нулю у кожнiй точцi iнтервалу a < x < b.

Зауважимо, що доведена необхiдна умова лiнiйної залежностi n функцiй

y1, y2, ..., yn не є, взагалi кажучи, достатньою.
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8. 3. Необхiдна та достатня умова лiнiйної незалежностi n розв’яз-

кiв лiнiйного однорiдного рiвняння n-го порядку

Нехай тепер кожна з функцiй y1, y2, ..., yn є розв’язком лiнiйного однорiдно-

го рiвняння n-го порядку. Тодi вiдносно вронскiана цих функцiй має мiсце

теорема.

Теорема 8.2. Якщо функцiї y1, y2, ..., yn лiнiйно незалежнi роз’язки рiв-

няння (173), всi коефiцiєнти якого неперевнi в iнтервалi (a, b), то вронскiан

цих розв’язкiв не дорiвнює нулю в жоднiй точцi iнтервалу (a, b).

Доведення. Припустимо протилежне. Нехай W (x0) = 0, причому a <

x0 < b. Складемо систему n рiвнянь:

C1(y1)0 + C2(y2)0 + ...+ Cn(yn)0 = 0,

C1(y
′
1)0 + C2(y

′
2)0 + ...+ Cn(y

′
n)0 = 0,

..................................................................

C1(y
(n−1)
1 )0 + C2(y

(n−1)
2 )0 + ...+ Cn(y

(n−1)
n )0 = 0,

(181)

де (f)0 є значенням функцiї f(x) у точцi x = x0, так що, наприклад, (y1)0 =

y1(x0).

Визначник системи (181) дорiвнюєW (x0). Так як, за припущенням,W (x0) =

0, то ця система має ненульовий розв’язок:

C1 = C
(0)
1 , C2 = C

(0)
2 , ..., Cn = C(0)

n

C
(0)
1 (y1)0 + C

(0)
2 (y2)0 + ...+ C

(0)
n (yn)0 = 0,

C
(0)
1 (y′1)0 + C

(0)
2 (y′2)0 + ...+ C

(0)
n (y′n)0 = 0,

..........................................................................

C
(0)
1 (y

(n−1)
1 )0 + C

(0)
2 (y

(n−1)
2 )0 + ...+ C

(0)
n (y

(n−1)
n )0 = 0,

(182)

причому не всi C(0)
i дорiвнюють нулю.
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Складемо тепер лiнiйну комбiнацiю розв’язкiв y1, y2, ..., yn:

y = C
(0)
1 y1 + C

(0)
2 y2 + ...+ C(0)

n yn. (183)

Згiдно з третьою властивiстю розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння,

ця комбiнацiя також є розв’язком рiвняння (173). Рiвностi (182) показують,

що в точцi x = x0 розв’язок (183) обертається в нуль разом зi своїми похi-

дними до (n− 1)-го порядку. Але тодi, на пiдставi теореми Кошi-Пiкара, для

випадку лiнiйного однорiдного рiвняння будемо мати розв’язок y ≡ 0. Тобто

ми маємо тотожнiсть

C
(0)
1 y1 + C

(0)
2 y2 + ...+ C(0)

n yn ≡ 0 (a < x < b),

у якiй не всi C(0)
i дорiвнюють нулю. Це означає, що розв’язки y1, y2, ..., yn

є лiнiйно залежними в iнтервалi (a,b). Отримали протирiччя, яке доводить

теорему.

З доведених двох теорем витiкає, що для того, щоб n розв’язкiв рiвняння

(173) були лiнiйно незалежними в iнтервалi (a,b), необхiдно та достатньо,

щоб вронскiан цих розв’язкiв не обертався в нуль у жоднiй точцi цього

iнтервалу.

Дiйсно, якщо розв’язки y1, y2, ..., yn є лiнiйно незалежними в iнтервалi

(a, b), то W (x) 6= 0 в (a,b). Навпаки, якщо W (x) 6= 0 в (a, b), то розв’яз-

ки y1, y2, ..., yn лiнiйно незалежнi в iнтервалi (a, b), так як у протилежному

випадку W (x) дорiвнював би нулю в усьому iнтервалi (a, b).

Проте виявляється, що для встановлення лiнiйної незалежностi n розв’яз-

кiв рiвняння (173) достатньо переконатися, що W (x) не обертається в нуль

хоча б у однiй точцi iнтервалу (a, b). Це випливає з двох властивостей врон-

скiана n розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння.

10. Якщо вронскiан n розв’язкiв рiвняння (173) дорiвнює нулю в однiй

точцi x = x0 з iнтервалу (a, b), у якому всi коефiцiєнти рiвняння (173)

неперервнi, то вiн дорiвнює нулю в усiх точках цього iнтервалу.

Дiйсно, якщо W (x0) = 0, то за тiльки що доведеною теоремою функцiї

79



y1, y2, ..., yn лiнiйно залежнi в iнтервалi (a, b). Але тодi, за теоремою 8.1 врон-

скiан W (x) тотожно дорiвнює нулю в усьому iнтервалi (a, b).

20. Якщо вронскiан n розв’язкiв рiвняння (173) вiдмiнний вiд нуля в

однiй точцi x = x0 з iнтервалу (a, b), то вiн вiдмiнний вiд нуля в усiх

точках цього iнтервалу.

Дiйсно, якщо б W (x) обернувся в нуль у деякiй точцi iнтервалу (a, b),

то, за властивiстю 10, вiн дорiвнював би нулю в усiх точках iнтервалу (a, b),

у тому числi в точцi x = x0, що суперечить припущенню.

Таким чином, для лiнiйної незалежностi n розв’язкiв рiвняння (173) в

iнтервалi (a, b), у якому всi коефiцiєнти рiвняння (173) неперевнi, необхiдно

та достатньо, щоб їх вронскiан був вiдмiнний вiд нуля хоча б у однiй точцi

цього iнтервалу.

8. 4. Фундаментальна система розв’язкiв

Сукупнiсть n розв’язкiв рiвняння (173), визначених та лiнiйно незалежних в

iнтервалi (a, b) називається фундаментальною системою розв’язкiв у цьому

iнтервалi. З доведеного у попередньому параграфi витiкає, що для того щоб

система n розв’язкiв була фундаментальною, необхiдно та достатньо, щоб

вронскiан цих розв’язкiв був вiдмiнний вiд нуля хоча б у однiй точцi iнтер-

валу неперервностi коефiцiєнтiв рiвняння (173). Всi розв’язки, якi входять

у фундаментальну систему, очевидно, ненульовi.

Теорема 8.3. Якщо коефiцiєнти рiвняння (173) неперевнi в iнтерва-

лi (a, b), то iснує фундаментальна система розв’язкiв визначених у цьому

iнтервалi. (без доведення)

Знання фундаментальної системи розв’язкiв дозволяє побудувати за-

гальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння. А саме, має мiсце наступна

теорема.

Основна теорема. Якщо y1, y2, ..., yn − фундаментальна система розв’яз-
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кiв рiвняння (173), то формула

y = C1y1 + C2y2 + ...+ Cnyn, (184)

де C1, C2, ..., Cn − довiльнi сталi числа, визначає загальний розв’язок рiвня-

ння (173) в областi

a < x < b, |y| < +∞, |y′| < +∞, ..., |y(n−1)| < +∞, (185)

тобто в усiй областi iснування рiвняння (173).

Доведення. Система, яка складається з рiвностi (184) та рiвностей,

отриманих (n− 1) − кратним диференцiюванням цiєї рiвностi:

y = C1y1 + C2y2 + ...+ Cnyn

y′ = C1y
′
1 + C2y

′
2 + ...+ Cny

′
n

...........................................

y(n−1) = C1y
(n−1)
1 + C2y

(n−1)
2 + ...+ Cny

(n−1)
n

(186)

може бути розв’язана вiдносно довiльних сталих C1, C2, ..., Cn в областi (185).

Дiйсно, вiдносно C1, C2, ..., Cn система (185) є лiнiйною алгебраїчною систе-

мою рiвнянь, визначник якої W (x) вiдмiнний вiд нуля, так як y1, y2, ..., yn −
фундаментальна система розв’язкiв.

Крiм того, за третьою властивiстю розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiв-

няння, функцiя (184) є розв’язком рiвняння (173) при всiх значеннях довiль-

них сталих C1, C2, ..., Cn.

Тому, згiдно визначення загального розв’язку рiвняння n-го порядку,

функцiя (184) є загальним розв’язком рiвняння (173) в областi (185). Фор-

мула (184) утримує в собi всi розв’язки рiвняння (173).

Для знаходження частинного розв’язку, який задовольняє початковим

умовам:

y = y0, y
′ = y′0, ..., y

(n−1) = y
(n−1)
0 при x = x0, (187)
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де (x0, y0, y
′
0, ..., y

(n−1)
0 ) − будь-яка точка областi(185), потрiбно пiдставити

початковi данi в систему (186). Отримаємо систему:

y0 = C1(y1)0 + C2(y2)0 + ...+ Cn(yn)0,

y′0 = C1(y
′
1)0 + C2(y

′
2)0 + ...+ Cn(y

′
n)0,

......................................................

y
(n−1)
0 = C1(y

(n−1)
1 )0 + C2(y

(n−1)
2 )0 + ...+ Cn(y

(n−1)
n )0.

(188)

Система (185) завжди має єдиний розв’язок

C1 = C
(0)
1 , C2 = C

(0)
2 , ..., Cn = C(0)

n ,

так як її визначник W (x0) 6= 0. Пiдставляючи цi значення C1, C2, ..., Cn у

загальний розв’язок (184) знайдемо:

y = C
(0)
1 y1 + C

(0)
2 y2 + ...+ C(0)

n yn. (189)

Отримали розв’язок задачi Кошi з початковими даними (187).

Приклад 8.1. Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та побудува-

ти загальний розв’язок рiвняння

y′′ − y = 0.

Враховуючи, що задане лiнiйне однорiдне рiвняння другого порядку має

достатньо простий вигляд, спробуємо iнтуїтивно пiдiбрати його частиннi розв’яз-

ки. Легко здогадатися, що функцiя y1 = ex , буде розв’язком цього рiвняння.

Також очевидно, що функцiя y2 = e−x ще один розв’язок цього рiвняння. У

прикладi 7.1 ми вже довели, що функцiї y1 i y2 − лiнiйно незалежнi в iнтер-

валi (−∞ < x < +∞). Отже цi функцiї утворюють фундаментальну систему

розв’язкiв. Тому, згiдно з основною теоремою, формула

y = C1e
x + C2e

−x,

де C1, C2− довiльнi сталi визначає загальний розв’язок рiвняння.
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Приклад 8.2. Знайти фундаментальну систему розв’язкiв та побудува-

ти загальний розв’язок рiвняння

y′′ + y = 0.

Легко здогадатися, що функцiї y1 = sin x i y2 = cosx будуть розв’язками

цього рiвняння в iнтервалi (−∞ < x < +∞). Доведемо, що цi функцiї лiнiй-

но незалежнi, застосовуючи визначник Вронського. Так як y′1 = cosx, y′2 =

− sin x, то будемо мати такий визначник Вронського:
∣
∣
∣
∣
∣

sin x cosx

cosx − sin x

∣
∣
∣
∣
∣
= − sin2 x− cos2 x = −1 6= 0.

Отже функцiї y1, y2 − лiнiйно незалежнi. На пiдставi основної теореми

загальний розв’язок рiвняння визначається за формулою:

y = C1 sin x+ C2 cosx,

де C1, C2− довiльнi сталi.

Теорема 8.4. Лiнiйне однорiдне рiвняння (173) не може мати бiльше

нiж n лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв.

Доведення. Дiйсно, нехай ми маємо n+ 1 частинних розв’язкiв

y1, y2, ..., yn, yn+1.

Розглянемо першi n розв’язкiв. Якщо вони лiнiйно залежнi, то i всi нашi n+1

розв’язкiв лiнiйно залежнi, так як ми будемо мати спiввiдношення

α1y1 + α2y2 + ...+ αnyn + 0 · yn+1 = 0,

де не всi αi дорiвнюють нулю. Якщо ж розв’язки y1, y2, ..., yn лiнiйно неза-

лежнi, то, згiдно з основною теоремою, будь-який розв’язок, у тому числi й

yn+1 виражається лiнiйно через y1, y2, ..., yn:

yn+1 = C
(0)
1 y1 + C

(0)
2 y2 + ...+ C(0)

n yn,

так що розв’язки y1, y2, ..., yn, yn+1 знову виявляються лiнiйно залежними.
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9. Роздiл 9

Загальна теорiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь

n-го порядку − 3

Неоднорiдне рiвняння

9. 1. Структура загального розв’язку неоднорiдного рiвняння.

Розглянемо тепер неоднорiдне рiвняння

L(y) ≡ y(n)+ p1(x)y
(n−1)+ p2(x)y

(n−2)+ ...+ pn−1(x)y
′+ pn(x)y = f(x). (190)

Вiдносно коефiцiєнтiв (190) p1(x), ..., pn(x) i правої частини f(x) будемо при-

пускати, що вони неперервнi в iнтервалi (a, b).

Припустимо, що для рiвняння (190) нам вдалося знайти частинний розв’я-

зок y1, так що ми маємо тотожнiсть

y
(n)
1 + p1(x)y

(n−1)
1 + p2(x)y

(n−2)
1 + ...+ pn−1(x)y

′
1 + pn(x)y ≡ f(x), (191)

або

L(y1) ≡ f(x). (192)

Введемо нову невiдому функцiю z за формулою

y = y1 + z. (193)

Пiдставляючи функцiю (193) в рiвняння (190), отримаємо:

L(y1 + z) = f(x).

Але L(y1 + z) = L(y1) + L(z), так що ми маємо

L(y1) + L(z) = f(x). (194)

Звiдси, на пiдставi (192), знаходимо, що z повинна задовольняти рiвнянню

L(z) = 0 (195)
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або

L(z) ≡ z(n) + p1(x)z
(n−1) + p2(x)z

(n−2) + ...+ pn−1(x)z
′ + pn(x)z = 0. (196)

Це рiвняння називається лiнiйним однорiдним рiвнянням n-го порядку, вiд-

повiдним лiнiйному неоднорiдному рiвнянню (190).

Загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння (195) може бути за-

писаний у виглядi

z = C1z1 + C2z2 + ...+ Cnzn, (197)

де z1, z2, ..., zn − деяка фундаментальна система розв’язкiв цього рiвняння, а

C1, C2, ..., Cn − довiльнi сталi.

Пiдставляючи (197) у (193), отримаємо:

y = y1 + C1z1 + C2z2 + ...+ Cnzn. (198)

Всi розв’язки рiвняння (190) утримуються в формулi (198). Ця формула

зображує загальний розв’язок рiвняння (190) в областi

a < x < b, |y| < +∞, |y′| < +∞, ..., |y(n−1)| < +∞. (199)

Таким чином, для знаходження загального розв’язку неоднорiдного рiв-

няння (190) достатньо знайти будь-який частинний розв’язок цього рiвня-

ння й додати до нього загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

(195).

Припустимо, що права частина неоднорiдного рiвняння (190 є сумою

двох доданкiв, так що це рiвняння має вигляд:

L(y) = f1(x) + f2(x). (200)

Припустимо, що y1 − частинний розв’язок рiвняння

L(y) = f1(x),

а y2 − частинний розв’язок рiвняння

L(y) = f2(x).
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Тодi y1 + y2 є частинним розв’язком рiвняння (200)

Дiйсно ми маємо

L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2).

Але так як L(y1) ≡ f1(x), L(y2) ≡ f2(x), то

L(y1 + y2) ≡ f1(x) + f2(x)

тобто y1 + y2 є частинним розв’язком рiвняння (200).

Доведене твердження поширюється й на випадок m доданкiв у правiй

частинi (200).

9. 2. Метод варiацiї довiльних сталих. Метод Лагранжа

Покажемо, що загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння (190) можна зна-

йти в квадратурах, якщо вiдомий загальний розв’язок вiдповiдного однорi-

дного рiвняння (195)

Будемо шукати загальний розв’язок рiвняння (190) у такому ж виглядi,

як i загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння (195), замiнюю-

чи довiльнi сталi деякими неперервно диференцiйованими функцiями вiд x,

тобто покладемо

y = C1(x)z1 + C2(x)z2 + ...+ Cn(x)zn, (201)

z1, z2, ..., zn − деяка фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (195).

Виберемо функцiї C1(x), C2(x), ..., Cn(x) так, щоб функцiя y, визначена

за формулою (201), була б загальним розв’язком рiвняння (190).

Шуканi функцiї C1(x), C2(x), ..., Cn(x) пiдкоряються тiльки одному спiв-

вiдношенню, яке може бути отримане в результатi пiдстановки функцiї (201)

у рiвняння (190). Тому для визначення цих функцiй ми можемо пiдкорити їх

будь-яким n− 1 умовам.

Щоб отримати систему для визначення Ci(x) найбiльш простою, ми бу-

демо, обчислюючи послiдовнi похiднi y′, ..., y(n−1) вiд виразу (201), кожного
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разу покладати рiвною нулю сукупнiсть членiв, якi утримують C ′
i(x). Таким

чином ми прийдемо до рiвностей

y = C1(x)z1 + C2(x)z2 + ...+ Cn(x)zn,

y′ = C1(x)z
′
1 + C2(x)z

′
2 + ...+ Cn(x)z

′
n+

+C1
′(x)z1 + C2

′(x)z2 + ...+ Cn
′(x)zn

︸ ︷︷ ︸
0

,

y′′ = C1(x)z
′′
1 + C2(x)z

′′
2 + ...+ Cn(x)z

′′
n+

+C1
′(x)z′1 + C2

′(x)z′2 + ...+ Cn
′(x)z′n

︸ ︷︷ ︸
0

,

.................................................................................

y(n−1) = C1(x)z
(n−1)
1 + C2(x)z

(n−1)
2 + ...+ Cn(x)z

(n−1)
n +

+C1
′(x)z(n−2)

1 + C2
′(x)z(n−2)

2 + ...+ Cn
′(x)z(n−2)

n
︸ ︷︷ ︸

0

,

y(n) = C1(x)z
(n)
1 + C2(x)z

(n)
2 + ...+ Cn(x)z

(n)
n +

+C1
′(x)z(n−1)

1 + C2
′(x)z(n−1)

2 + ...+ Cn
′(x)z(n−1)

n .

(202)

Пiдставимо цi значення y, y′, y′′, ..., y(n−1), y(n) у рiвняння (190). Для цього по-

множимо рiвностi (202) вiдповiдно на pn(x), pn−1(x), pn−2(x), ..., p1(x), 1 дода-

мо почленно та прирiвняємо праву частину отриманої рiвностi правiй частини

рiвняння (190):

C1(x)L(z1) + C2(x)L(z2) + ...+ Cn(x)L(zn)+

+C ′
1(x)z

(n−1)
1 + C ′

2(x)z
(n−1)
2 + ...+ C ′

n(x)z
(n−1)
n = f(x).

Так як L(z1) = L(z2) = ... = L(zn) = 0, то остання рiвнiсть перепишеться

так:

C ′
1(x)z

(n−1)
1 + C ′

2(x)z
(n−1)
2 + ...+ C ′

n(x)z
(n−1)
n = f(x).
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Таким чином, для визначення C ′
i(x) отримаємо наступну систему рiвнянь:

C1
′(x)z1 + C2

′(x)z2 + ...+ Cn
′(x)zn = 0,

C1
′(x)z′1 + C2

′(x)z′2 + ...+ Cn
′(x)z′n = 0,

..........................................................

C1
′(x)z(n−2)

1 + C2
′(x)z(n−2)

2 + ...+ Cn
′(x)z(n−2)

n = 0,

C ′
1(x)z

(n−1)
1 + C ′

2(x)z
(n−1)
2 + ...+ C ′

n(x)z
(n−1)
n = f(x).

(203)

Система (203) є алгебраїчною лiнiйною неоднорiдною системою вiдносно

C ′
i(x). Визначник цiєї системи збiгається з вронскiаном W (x), який вiдмiн-

ний вiд нуля в усьому iнтервалi (a, b). Розв’язок системи (203) може бути

знайдений за формулами Крамера.

C ′
i(x) =

Wi(x)

W (x)
(i = 1, 2, ...n), (204)

де Wi(x) − отриманий з W (x) замiною i-го стовпця стовпцем вiльних членiв

системи (203).

З рiвностей (204) знаходимо:

Ci(x) =

∫
Wi(x)

W (x)
dx+ Ci (i = 1, 2, ...n),

де Ci − довiльнi сталi.

Пiдставляючи знайденi значення функцiй Ci(x) у формулу (201), отри-

маємо:

y =

n∑

i=1

zi

∫
Wi(x)

W (x)
dx+

n∑

i=1

C1zi. (205)

Покладаючи тут C1 = C2 = ... = Cn = 0, отримаємо частинний розв’язок

лiнiйного неоднорiдного рiвняння (190):

y1 =
n∑

i=1

zi

∫
Wi(x)

W (x)
dx, (206)

так що (205) можна записати у виглядi (198) i, отже, розв’язок, який визна-

чається за формулою (205), є загальним розв’язком рiвняння (190) в областi

(199).
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10. Роздiл 10

Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння n-го порядку з по-

стiйними коефiцiєнтами − 1

10. 1. Попереднi зауваження.

Розглянемо лiнiйне рiвняння n-го порядку:

L(y) ≡ y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ...+ an−1y
′ + any = f(x), (207)

де коефiцiєнти a1, a2, ..., an − постiйнi дiйснi числа, а f(x) − функцiя вiд x,

неперервна в iнтервалi (a, b). Зокрема, f(x) може бути постiйною в цьому

iнтервалi.

Як ми встановили на попереднiй лекцiї, iнтегрування рiвняння (207) зво-

диться до iнтегрування вiдповiдного однорiдного рiвняння. Тому спочатку ми

вивчимо питання про побудову загального розв’язку лiнiйного однорiдного

рiвняння

L(y) ≡ y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ...+ an−1y
′ + any = 0. (208)

На пiдставi основної теореми, задача побудови загального розв’язку рiвняння

(208) буде вирiшена, якщо ми знайдемо хоча б одну систему фундаменталь-

них розв’язкiв. Далi ми покажемо, що фундаментальна система розв’язкiв

рiвняння (208) може бути побудована з елементарних функцiй.

10. 2. Побудова фундаментальної системи розв’язкiв i загального

розв’язку лiнiйного однорiдного рiвняння у випадку рiзних

коренiв характеристичного рiвняння.

Дотримуючись методу Ейлера будемо шукати частинний розв’язок рiвняння

(208) у виглядi:

y = eλx, (209)

де λ − деяке, поки що невизначене, постiйне число, яке може бути, як дiй-

сним, так i комплексним.
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Пiдставляючи (209) у праву частину рiвняння (208), тобто обчислюючи

оператор L(y) вiд функцiї y = eλx отримаємо:

L(eλx) = (λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + ...+ an−1λ+ an)e
λx = P (λ)eλx, (210)

де

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + ...+ an−1λ+ an. (211)

З (210) випливає, що функцiя y = eλx є розв’язком рiвняння (208), тобто

L(eλx) ≡ 0, тодi i тiльки тодi, коли λ є коренем рiвняння P (λ) = 0 або

P (λ) ≡ λn + a1λ
n−1 + a2λ

n−2 + ...+ an−1λ+ an = 0. (212)

Це рiвняння називається характеристичним рiвнянням, його коренi − хара-

ктеристичними числами лiнiйного однорiдного рiвняння (208).

Легко побачити, що для складання характеристичного рiвняння доста-

тньо замiнити в рiвняннi (208) похiдну k-го порядку через k-тий степiнь λ,

при цьому, як завжди, домовимося вважати, що похiдна нульового порядку

вiд функцiї є сама функцiя, так що при складаннi характеристичного рiвня-

ння потрiбно замiнювати y на 1.

Припустимо, що всi коренi характеристичного рiвняння λ1, λ2, ..., λn рiзнi

та дiйснi. Пiдставляючи їх почергово у формулу (209), ми знайдемо n дiйсних

частинних розв’язкiв рiвняння (208):

y1 = eλ1x, y2 = eλ2x, ..., yn = eλnx. (213)

Доведемо, що функцiї eλ1x, eλ2x, ..., eλnx лiнiйно незалежнi в iнтервалi

(−∞,+∞). Для цього побудуємо й обчислимо вронскiан цих функцiй. Бу-

демо мати

W (x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

eλ1x eλ2x ... eλnx

λ1e
λ1x λ2e

λ2x ... λne
λnx

. . ... .

λn−1
1 eλ1x λn−1

2 eλ2x ... λn−1
n eλnx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
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= e(λ1+λ2+...+λn)x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1 ... 1

λ1 λ2 ... λn

. . ... .

λn−1
1 λn−1

2 ... λn−1
n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0,

так як e(λ1+λ2+...+λn)x > 0 при x ∈ (−∞,+∞), а другий множник є визначни-

ком Вандермонда, який не дорiвнює нулю, коли всi числа λ1, λ2, ..., λn рiзнi.

Давайте переконаємося в цьому для випадку n = 2. Будемо мати

W (x) = e(λ1+λ2)x

∣
∣
∣
∣
∣

1 1

λ1 λ2.

∣
∣
∣
∣
∣
= e(λ1+λ2)x(λ2 − λ1).

При будь-якому x, e(λ1+λ2)x > 0. Тому, якщо λ1 6= λ2, то W (x) 6= 0.

Отже вронскiан не дорiвнює нулю звiдки витiкає, що функцiї eλ1x, eλ2x, ..., eλnx

лiнiйно незалежнi в iнтервалi (−∞,+∞). Це означає, що розв’язки (213)

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (208).

Тому, на пiдставi основної теореми, формула

y =

n∑

k=1

Cke
λkx, (214)

де C1, C2, ...Cn − довiльнi сталi, визначає загальний розв’язок рiвняння (208)

в областi

|x| < +∞, |y| < +∞, |y′| < +∞, ..., |y(n−1)| < +∞. (215)

Припустимо тепер, що всi коренi характеристичного рiвняння, як i ранi-

ше рiзнi, але серед них є комплекснi.

Нехай a + ib − комплексний корiнь характеристичного рiвняння. Тодi

характеристичне рiвняння має й спряжений корiнь a− ib, так як всi його кое-

фiцiєнти дiйснi. Кореню a+ib вiдповiдає, на пiдставi формули (209) розв’язок

y = e(a+ib)x. (216)

Цей розв’язок комплексний. На пiдставi доведеного в параграфi 7.3 дiйсна та

уявна частина розв’язку (216), тобто функцiї

eax cos bx, eax sin bx (217)
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також є розв’язками рiвняння (208).

Доведемо, що розв’язки (217) лiнiйно незалежнi. Для цього побудуємо й

обчислимо вронскiан цих розв’язкiв,

W (x) =

∣
∣
∣
∣
∣

eax cos bx eax sin bx

aeax cos bx− beax sin bx aeax sin bx+ beax cos bx

∣
∣
∣
∣
∣
=

= eax

∣
∣
∣
∣
∣

cos bx sin bx

a cos bx− b sin bx a sin bx+ b cos bx

∣
∣
∣
∣
∣
= beax 6= 0 при x ∈ (−∞,+∞).

Отже розв’язки (217) лiнiйно незалежнi при x ∈ (−∞,+∞).

Аналогiчно спряженому кореню a − ib вiдповiдають також два дiйсних

лiнiйно незалежних розв’язки

eax cos bx, −eax sin bx.

Але перший з цих розв’язкiв збiгається з першим з розв’язкiв (217), а дру-

гий з цих розв’язкiв i другий з розв’язкiв (217), очевидно, лiнiйно залежнi,

так що спряжений корiнь не породжує нових лiнiйно незалежних частинних

розв’язкiв.

Таким чином, якщо всi коренi характеристичного рiвняння рiзнi, але

серед них є комплекснi, то кожному дiйсному кореню λk вiдповiдає розв’я-

зок eλkx, а кожнiй комплексно спряженiй парi коренiв a± ib, вiдповiдають

розв’язки (217). Зокрема, кожнiй парi спряжених чисто уявних коренiв ±ib
вiдповiдають два дiйснi лiнiйно незалежнi частиннi розв’язки

cos bx, sin bx.

Всього ми отримаємо n дiйсних розв’язкiв вигляду:

eλkx, eax cos bx, −eax sin bx, (218)

якi утворюють фундаментальну систему розв’язкiв, так як цi розв’язки лi-

нiйно незалежнi в iнтервалi (−∞,+∞). Зауважимо, що лiнiйна незалежнiсть

цих розв’язкiв витiкає з лiнiйної незалежностi функцiй eλνx при рiзних λν ,

яку ми вже довели.
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За основною теоремою ми отримаємо загальний розв’язок рiвняння (208)

в областi (215) у виглядi лiнiйної комбiнацiї всiх частинних розв’язкiв (218) з

довiльними постiйними коефiцiєнтами C1, C2, ..., Cn. При цьому дiйсному ко-

реню λk у загальному розв’язку вiдповiдає вираз Cke
λkx, а двом комплексним

кореням a± ib вiдповiдає вираз вигляду

eax(C1 cos bx+ C2 sin bx).

Зокрема двом спряженим чисто уявним кореням ±ib вiдповiдає вираз ви-

гляду

C1 cos bx+ C2 sin bx.

Приклад 10.1. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′′ − 6y′′ + 11y′ − 6y = 0.

Розв’язування. Складаємо характеристичне рiвняння

λ3 − 6λ2 + 11λ− 6 = 0.

Методом пiдбору (серед дiльникiв вiльного члену 6) знаходимо коренi цього

рiвняння. Маємо λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3. Всi коренi дiйснi та простi, тому

функцiї

ex, e2x, e3x

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв. Загальний розв’язок має ви-

гляд

y = C1e
x + C2e

2x + C3e
3x.

Приклад 10.2. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′′ − 3y′′ + 2y′ = 0.

Розв’язування. Складаємо характеристичне рiвняння

λ3 − 3λ2 + 2λ = 0 або λ(λ2 − 3λ+ 2) = 0.
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Очевидно, що це рiвняння також має простi дiйснi коренi: λ1 = 0, λ2 =

1, λ3 = 2 причому один з цих коренiв дорiвнює нулю. У цьому випадку фун-

даментальна система розв’язкiв має вигляд

1, ex, e2x.

Загальний розв’язок буде визначатися за формулою:

y = C1 + C2e
x + C3e

2x.

Приклад 10.3. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′′ − y′′ + 4y′ − 4y = 0.

Розв’язування. Складаємо характеристичне рiвняння

λ3 − λ2 + 4λ− 4 = 0.

Методом пiдбору (серед дiльникiв вiльного члену −4) знаходимо дiйсний ко-

рiнь λ1 = 1. Далi дiлимо лiву частину характеристичного рiвняння на дву-

член λ− 1 за схемою Хорнера

∗ 1 − 1 4 − 4

1 1 0 4 0.

Отримаємо квадратне рiвняння

λ2 + 4 = 0,

яке має чисто уявнi коренi λ2,3 = ±2i. Тому фундаментальну систему розв’яз-

кiв складають функцiї

ex, cos 2x, sin 2x,

а загальний розв’язок буде мати вигляд

y = C1e
x + C2 cos 2x+ C3 sin 2x.
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10. 3. Випадок наявностi кратних коренiв характеристичного рiв-

няння

Нехай λ1 є кратним коренем характеристичного рiвняння (дiйсним чи ком-

плексним), так що

P (λ1) = P ′(λ1) = ... = P (k−1)(λ1) = 0, але P (k)(λ1) 6= 0. (219)

Щоб знайти розв’язки, вiдповiднi характеристичному значенню λ1, зро-

бимо таким чином. Спочатку продиференцiюємо тотожнiсть

L(eλx) = P (λ1)e
λx

m разiв по λ, використовуючи при диференцюваннi лiвої частини формулу

∂m

∂λm
L(u) = L

(
∂mu

∂λm

)

(u = eλx),

тобто виконуючи диференцювання по λ пiд знаком оператора, а при диферен-

цiюваннi правої частини формулу Лейбниця для m-тої похiдної вiд добутку

функцiй

(uv)(m) =
m∑

j=0

Cj
mu

(j)v(m−j) (Cj
m =

m!

(m− j)! · j!, C
0
m = 1).

Далi, покладаючи u(λ) = P (λ), v(λ) = eλx, отримаємо:

L(xmeλx) =

m∑

j=0

Cj
mP

(j)(λ)xm−jeλx.

Звiдси, на пiдставi (219), отримаємо:

L(xmeλ1x) ≡ 0 при m = 0, 1, 2, ..., k− 1,

тобто функцiї

eλ1x, xeλ1x, ..., xk−1eλ1x (220)

є розв’язками рiвняння (208).

Можна довести, що функцiї (220) лiнiйно незалежнi в iнтервалi (−∞,+∞).

Причому, якщо λ1 є дiйсним коренем, то розв’язки (220) також дiйснi.
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Таким чином, будь-якому дiйсному кореню λ1 кратностi k вiдповiдає k

дiйсних лiнiйно незалежних розв’язкiв вигляду (220).

Якщо характеристичне рiвняння має комплексний корiнь a+ib кратностi

k, то воно має й спряжений комплексний корiнь a− ib кратностi k. Згiдно з

(220), кореню a+ ib вiдповiдає k розв’язкiв:

e(a+ib)x, xe(a+ib)x, ..., xk−1e(a+ib)x.

Цi розв’язки комплекснi. Видiляючи в цих роз’язках дiйснi та уявнi частини,

отримаємо 2k дiйсних розв’язкiв:

eax cos bx, xeax cos bx, ..., xk−1eax cos bx,

eax sin bx, xeax sin bx, ..., xk−1eax sin bx,

(221)

якi лiнiйно незалежнi в iнтервалi (−∞,+∞).

Легко переконатися, що як i у випадку простого комплексного кореня,

спряжений корiнь a − ib не породжує нових лiнiйно незалежних частинних

розв’язкiв.

Таким чином, кожнiй парi комплексно спряжених коренiв кратностi k

вiдповiдає 2k дiйсних лiнiйно незалежних розв’язкiв вигляду (221).

У загальному випадку, побудувавши дiйснi розв’язки, якi вiдповiдають

всiм типам коренiв характеристичного рiвняння, ми отримаємо фундамен-

тальну систему розв’язкiв.

Приклад 10.4. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0.

Складаємо характеристичне рiвняння

λ3 − 3λ2 + 3λ− 1 = 0 або (λ− 1)3 = 0.

Це рiвняння має корiнь кратностi 3

λ1 = λ2 = λ3 = 1.

96



Фундаментальна система розв’язкiв складається з трьох функцiй:

ex, xex, x2ex,

a загальний розв’язок має вигляд

y = C1e
x + C2xe

x + C3x
2ex.

Приклад 10.5. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y(5) − y(4) + 8y′′′ − 8y′′ + 16y′ − 16y = 0.

Складаємо характеристичне рiвняння

λ5 − λ4 + 8λ3 − 8λ2 + 16λ− 16 = 0.

Методом пiдбору знаходимо корiнь λ1 = 1. Далi дiлимо лiву частину хара-

ктеристичного рiвняння на двучлен λ− 1 за схемою Хорнера,

∗ 1 − 1 8 − 8 16 − 16

1 1 0 8 0 16 0.

Отримаємо рiвняння

λ4 + 8λ2 + 16 = 0 або (λ2 + 4)2 = 0.

Це рiвняння має комплексно спряжену пару коренiв кратностi 2

λ2 = λ3 = 2i, λ4 = λ5 = −2i.

Знайденим кореням характеристичного рiвняння вiдповiдає фундаментальна

система розв’язкiв

ex, cos 2x, x cos 2x, sin 2x, x sin 2x.

Загальний розв’язок буде мати вигляд

y = C1e
x + C2 cos 2x+ C3x cos 2x+ C4 sin 2x+ C5x sin 2x.
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10. 4. Однорiдне лiнiйне рiвняння другого порядку з постiйними

коефiцiєнтами.

Розглянемо випадок лiнiйного однорiдного рiвняння другого порядку

y′′ + py′ + qy = 0 (222)

з постiйними дiйсними коефiцiєнтами p i q.

У цьому випадку характеристичим рiвнянням буде квадратне рiвняння:

λ2 + pλ+ q = 0. (223)

Розв’язки такого рiвняння можуть бути знайденi за формулою:

λ1,2 = −p
2
±
√

p2

4
− q.

Якщо

√

p2

4
− q ≥ 0 коренi дiйснi. Якщо

√

p2

4
− q < 0, то коренi комплекснi й

визначаються за формулою:

λ1,2 = −p
2
± i

√

q − p2

4
.

У випадку

√

p2

4
− q = 0 маємо один дiйсний корiнь λ = −p

2
кратностi 2.

Якщо рiвняння (223) має рiзнi дiйснi коренi λ1 i λ2, то функцiї

y1 = eλ1x, y2 = eλ2x

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (222), а його загаль-

ним розв’язком буде

y = C1e
λ1x + C2e

λ2x.

Якщо коренi характеристичного рiвняння комплексно спряженi λ1,2 =

a± ib, рiвняння (222) має фундаментальну систему розв’язкiв вигляду:

y1 = eax cos bx, y2 = eax sin bx, (a 6= 0)

або

y1 = cos bx, y2 = sin bx,
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а його загальним розв’язком буде

y = eax(C1 cos bx+ C2 sin bx) (a 6= 0)

або

y = C1 cos bx+ C2 sin bx.

Нарештi, якщо коренi характеристичного рiвняння (223) кратнi λ1,2 =

−p
2
, то рiвняння (222) має фундаментальну систему розв’язкiв:

y1 = e−
p

2
x, y2 = xe−

p

2
x.

Вiдповiдно загальним розв’язком буде:

y = e−
p
2
x(C1 + C2x).

Приклад 10.6. Знайти загальний розв’вязок рiвняння

y′′ + y′ + y = 0.

Складаємо характеристичне рiвняння

λ2 + λ+ 1 = 0.

Коренi характеристичного рiвняння комплексно спряженi

λ1,2 = −1

2
± i

√
3

2
.

Фундаментальна система розв’язкiв:

y1 = e−
x
2 cos

√
3

2
x, y2 = e−

x
2 sin

√
3

2
x

Будемо мати загальний розв’язок

y = e−
x
2

(

C1 cos

√
3

2
x+ C2 sin

√
3

2
x

)

.

Приклад 10.7. Знайти розв’вязок задачi Кошi

y′′ + 4y′ + 4y = 0,

y(0) = 1, y′(0) = 1.
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Складаємо характеристичне рiвняння

λ2 + 4λ+ 4 = 0.

Коренi характеристичного рiвняння кратнi

λ1,2 = −2.

Фундаментальна система розв’язкiв:

y1 = e−2x, y2 = xe−2x

Будемо мати загальний розв’язок

y = e−2x(C1 + C2x).

Знайдемо похiдну загального розв’язку, маємо

y′ = −2e−2x(C1 + C2x) + C2e
−2x.

Пiдставляємо початковi значення в вирази y i y′. Отримаємо систему алге-

браїчних рiвнянь:

C1 = 1

−2C1 + C2 = 1.

Звiдси

C1 = 1, C2 = 3.

Таким чином, отримали розв’язок задачi Кошi

y = e−2x(1 + 3x).
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11. Роздiл 11

Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння n-го порядку з по-

стiйними коефiцiєнтами − 2

11. 1. Попереднi зауваження.

Розглянемо тепер неоднорiдне лiнiйне рiвняння n-го порядку:

L(y) ≡ y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ...+ an−1y
′ + any = f(x), (224)

де, як i у випадку однорiдного рiвняння, будемо припускати, що коефiцiєнти

a1, a2, ..., an є постiйнi дiйснi числа. Стосовно функцiї f(x), яка стоїть у правiй

частинi рiвняння (224), будемо припускати, що вона неперервна у деякому

iнтервалi (a, b).

На попереднiй лекцiї ми навчилися будувати фундаментальну систему

розв’язкiв для однорiдного рiвняння вiдповiдного рiвнянню (224). Тодi ми

завжди можемо побудувати загальний розв’язок рiвняння (224) у квадрату-

рах, за допомогою метода Лагранжа.

Але у деяких випадках можливо побудувати загальний розв’язок рiвня-

ння (224) без застосування квадратур.

11. 2. Знаходження частинного розв’язку неоднорiдного рiвняння

методом невизначених коефiцiєнтiв

10. Припустимо, що в рiвняннi (224) права частина f(x) є добутком полiнома

на показникову функцiю, тобто

L(y) ≡ y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + ...+ an−1y
′ + any = Pm(x)e

αx, (225)

де

Pm(x) = p0x
m + p1x

m−1 + ...+ pm−1x+ pm, m ≥ 0 (226)

полiном з дiйсними або комплексними коефiцiєнтами (вiн може бути й по-

стiйним числом); а α − постiйне число дiйсне чи комплексне (зокрема воно
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може дорiвнювати нулю). При побудовi частинного розв’язку рiвняння (225)

розрiзняють два випадки.

I випадок.

α не є коренем характеристичного рiвняння вiдповiдного однорiдного

рiвняння. У цьому випадку частинний розв’язок y рiвняння (225) належить

шукати у виглядi:

y = Qm(x)e
αx, (227)

де

Qm(x) = q0x
m + q1x

m−1 + ...+ qm−1x+ qm (228)

є полiномом m-того степеня з невизначеними коефiцiєнтами.

Коефiцiєнти полiнома Qm(x) визначаються пiдстановкою (227) в (225) i

прирiвнянням коефiцiєнтiв при однакових степiнях x у лiвiй та правiй части-

нах отриманої рiвностi.

Приклад 11.1. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ − 3y′ + 2y = (x2 + x)e3x.

Розв’язування. Це лiнiйне неоднорiдне рiвняння другого порядку, пра-

ва частина якого має вигляд (225). Складемо характеристичне рiвняння та

знайдемо його коренi. Маємо

λ2 − 3λ+ 2 = 0.

На пiдставi формул В’єта знаходимо: λ1 = 1, λ2 = 2. Загальний розв’язок

yз.о. однорiдного рiвняння буде мати вигляд:

yз.о. = C1e
x + C2e

2x.

Тепер знайдемо частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння yч.н.. Шу-

каємо його у виглядi

yч.н. = (q0x
2 + q1x+ q2)e

3x,
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так як показник степеня експоненти не збiгається з коренями характеристи-

чного рiвняння. Потiм знаходимо вирази для y′ i y′′. Будемо мати

y′ = (2q0x + q1)e
3x + 3(q0x

2 + q1x+ q2)e
3x =

= [3q0x
2 + (2q0 + 3q1)x+ q1 + 3q2]e

3x;

y′′ = (6q0x+ 2q0 + 3q1)e
3x + 3[3q0x

2 + (2q0 + 3q1)x+ q1 + 3q2]e
3x =

= [9q0x
2 + (12q0 + 9q1)x+ 2q0 + 6q1 + 9q2]e

3x.

Пiдставляємо вирази для функцiї та похiдних у вихiдне рiвняння,

[9q0x
2+(12q0+9q1)x+2q0+6q1+9q2]e

3x−3[3q0x
2+(2q0+3q1)x+q1+3q2]e

3x+

+2(q0x
2 + q1x+ q2)e

3x = (x2 + x)e3x.

Зведемо подiбнi члени злiва,

[2q0x
2 + (6q0 + 2q1)x+ 2q0 + 3q1 + 2q2]e

3x = (x2 + x)e3x.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях полiномiв злiва та справа,

отримаємо систему лiнiйних рiвнянь

2q0 = 1,

6q0 + 2q1 = 1,

2q0 + 3q1 + 2q2 = 0.

Очевидно, що ця система має розв’язок: q0 =
1

2
, q1 = −1, q2 = 1. Таким чином,

отримали частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння

yч.н. =

(
1

2
x2 − x+ 1

)

e3x.

Отже, загальний розв’язок має вигляд

yз.н. = yз.о. + yч.н. = C1e
x + C2e

2x +

(
1

2
x2 − x+ 1

)

e3x.

II випадок.
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Якщо ж α є кратним коренем кратностi k ≥ 1 характеристичного рiвня-

ння вiдповiдного однорiдного рiвняння, то у цьому випадку частинний розв’я-

зок y рiвняння (225) належить шукати у виглядi:

y = xkQm(x)e
αx. (229)

Зауважимо, що кратнiсть k = 1 вiдповiдає простому кореню характеристи-

чного рiвняння.

Далi повнiстю повторюємо процедури, застосованi у випадку I.

Приклад 11.2. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ − 5y′ = −5x2 + 2x, (α = 0).

Розв’язування. Складаємо характеристичне рiвняння та знаходимо йо-

го коренi:

λ2 − 5λ = 0,

λ1 = 0, λ2 = 5.

Звiдси маємо загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння:

yз.о. = C1 + C2e
5x.

Так як число 0 є простим коренем однорiдного рiвняння частинний розв’язок

неоднорiдного рiвняння будемо шукати у виглядi

yч.н. = x(q0x
2 + q1x+ q2).

Двiчi диференцiюючи цей вираз i пiдставляючи отриманi похiднi в вихiдне

рiвняння, послiдовно отримаємо

y′ = 3q0x
2 + 2q1x+ q2,

y′′ = 6q0x+ 2q1,

6q0x+ 2q1 − 15q0x
2 − 10q1x− 5q2 = −5x2 + 2x.
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Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях x будемо мати таку си-

стему лiнiйних рiвнянь

−15q0 = −5,

6q0 − 10q1 = 2,

2q1 − 5q2 = 0.

Ця система має розв’язок q0 =
1

3
, q1 = 0, q2 = 0.

Таким чином, загальним розв’язком вихiдного рiвняння буде:

yз.н. = yз.о. + yч.н. = C1 + C2e
5x +

1

3
x3.

20. Припустимо, що права частина рiвняння (224) має вигляд

f(x) = eax[P (1)
m (x) cos bx+ P (2)

m (x) sin bx], (230)

де P (1)
m i P (2)

m − заданi полiноми вiд x степеня, рiвного або меншогоm, причому

хоча б один з них має степiнь m. Вони можуть бути й постiйними числами.

Один з них може тотожно дорiвнювати нулю.

Тут також має мiсце два випадки.

I випадок.

Якщо a i b такi, що число a+ib не є коренем характеристичного рiвняння,

то частинний розв’язок шукається у виглядi:

y = eax[Q(1)
m (x) cos bx+Q(2)

m (x) sin bx], (231)

де Q(1)
m i Q(2)

m −−полiноми m-го степеня з невизначеними коефiцiєнтами.

II випадок.

Якщо a + ib є k-кратним коренем (k ≥ 1) характеристичного рiвняння,

то частинний розв’язок шукається у виглядi:

y = xkeax[Q(1)
m (x) cos bx+Q(2)

m (x) sin bx], (232)

де Q(1)
m i Q(2)

m −полiноми m-го степеня з невизначеними коефiцiєнтами.
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В обох випадках коефiцiєнти полiномiв Q
(1)
m (x) i Q(2)

m (x) визначаються

безпосередньою пiдстановкою частинного розв’язку y у рiвняння (224).

Особливо звернемо увагу на те, що частинний розв’язок потрiбно шукати

у виглядi (231) або (232) також i у тому випадку, коли P (1)
m ≡ 0 або P (2)

m ≡ 0.

Розглянемо застосування цього методу на деяких прикладах.

Приклад 11.3. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ + y′ − 2y = ex(cosx− 7 sinx), (a = 1, b = 1).

Розв’язування. Характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 + λ− 2 = 0.

Це рiвняння має коренi

λ1 = 1, λ2 = −2,

Звiдси маємо загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння:

yз.о. = C1e
x + C2e

−2x.

Число a + ib = 1 + i не є коренем характеристичного рiвняння, тому

частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi:

yч.н. = ex(A cosx+ B sin x).

Двiчi диференцiюємо цей вираз. Будемо мати

y′ = ex[(A+B) cosx+ (B − A) sinx],

y′′ = ex(2B cosx− 2A sinx).

Пiдставляючи отриманi вирази у вихiдне рiвняння, отримаємо.

ex(2B cosx− 2A sinx) + ex[(A+B) cosx+ (B − A) sinx]−

−2ex(A cosx +B sin x) = ex(cosx− 7 sinx).
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Далi зведемо подiбнi члени, скоротимо на ex i прирiвнюємо коефiцiєнти при

cosx i sinx. Отримаємо систему лiнiйних рiвнянь

−A+ 3B = 1,

−3A−B = −7.

Звiдси, A = 2, B = 1. Отже,

yч.н. = ex(2 cosx+ sin x).

Таким чином, маємо загальний розв’язок

yз.н. = C1e
x + C2e

−2x + ex(2 cosx+ sin x)

Приклад 11.4. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ + y = 2 sin x,

або

y′′ + y = e0x(0 cosx+ 2 sinx)

Розв’язування.

У цьому випадку маємо, a = 0, b = 1. Характеристичне рiвняння має

вигляд

λ2 + 1 = 0.

Це рiвняння має коренi

λ1,2 = ±i.

Звiдси маємо загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння:

yз.о. = C1 cosx+ C2 sin x.

Тут число a + ib = i є простим коренем (коренем кратностi k = 1) хара-

ктеристичного рiвняння. Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння

шукаємо у виглядi:

yч.н. = x(A cosx+B sin x).
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Далi маємо,

y′ = A cosx+ B sin x+ x(−A sinx+B cosx),

y′′ = −2A sinx+ 2B cosx− x(A sinx+B cosx).

Пiдставляючи знайденi значення у вихiдне рiвняння будемо мати

−2A sinx + 2B cosx = 0 cosx+ 2 sinx.

Звiдси, A = −1, B = 0, yч.н. = −x cosx.

Таким чином, маємо загальний розв’язок

yз.н. = C1 cosx+ C2 sinx− x cosx.
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12. Роздiл 12

Системи диференцiальних рiвнянь

12. 1. Нормальнi системи диференцiальних рiвнянь

Сукупнiсть спiввiдношень вигляду:

dy1
dx

= f1(x, y1, y2, ..., yn),

dy2
dx

= f2(x, y1, y2, ..., yn),

.....................................

dyn
dx

= fn(x, y1, y2, ..., yn)

(233)

називається нормальною системою диференцiальних рiвнянь n-го порядку.

Зазначимо, що прядок системи визначається кiлькiстю рiвнянь, якi утворю-

ють систему.

Якщо правi частини системи (233) залежать лiнiйно вiд функцiй y1, y2, ..., yn,

тобто якщо система (233) має вигляд

dy1
dx

= p11(x)y1 + p12(x)y2 + ...+ p1n(x)yn + f1(x),

dy2
dx

= p21(x)y1 + p22(x)y2 + ...+ p2n(x)yn + f2(x),

........................................................................

dyn
dx

= pn1(x)y1 + pn2(x)y2 + ...+ pnn(x)yn + fn(x),

(234)

де pkl(x) (k, l = 1, 2, ..., n) i fk(x) заданi функцiї вiд x, то вона називається

лiнiйною системою диференцiальних рiвнянь.

Якщо правi частини системи (233) не залежать явно вiд незалежної змiн-
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ної x, тобто вона має вигляд

dy1
dx

= f1(y1, y2, ..., yn),

dy2
dx

= f2(y1, y2, ..., yn),

...................................

dyn
dx

= fn(y1, y2, ..., yn),

(235)

то вона називається автономною системою. Будь-яка сукупнiсть n функцiй

y1 = y1(x), y2 = y2(x), ..., yn = yn(x), (236)

визначених i неперервно диференцiйованих у iнтервалi (a, b), називається

розв’язком системи (233) у цьому iнтервалi, якщо вона обертає всi рiвнян-

ня системи (233) у тотожностi:

y′1(x) ≡ f1[x, y1(x), y2(x), ..., yn(x)],

y′2(x) ≡ f2[x, y1(x), y2(x), ..., yn(x)],

................................................

y′n(x) ≡ fn[x, y1(x), y2(x), ..., yn(x)],

справедливi при всiх значеннях x з iнтервалу (a, b).

12. 2. Геометричне та кiнематичне тлумачення нормальної систе-

ми

При вивченнi рiвнянь першого порядку, розв’язаних вiдносно похiдної ми вiд-

значали, що таке рiвняння задає на площинi (x, y) деяке поле напрямiв i що

напрям дотичної в кожнiй точцi iнтегральної кривої збiгається з напрямом

поля в цiй точцi. Аналогiчне геометричне тлумачення можна надати й нор-

мальнiй системi n рiвнянь (233).
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Будемо розглядати x, y1, y2, ..., yn як координати точки в n-вимiрному

просторi (x, y1, y2, ..., yn). Тодi розв’язку (236) вiдповiдає деяка крива у вка-

заному просторi. Ця крива називається iнтегральною кривою системи (233).

З’ясуємо геометричний змiст iнтегральних кривих.

Нехай правi частини системи (233) визначенi та скiнченi в деякiй областi

G змiни змiнних x, y1, y2, ..., yn. Проведемо в кожнiй точки областi G вiдрiзок,

напрямнi косинуси пропорцiйнi одиницi та значенням правих частин системи

(233) у цiй точцi. Тодi отримаємо так зване поле напрямiв.

Будь-яка iнтегральна крива системи (233) володiє тiєю властивiстю, що в

кожнiй її точцi напрям дотичної збiгається з напрямом поля, яке визначається

системою (233) у цiй точцi.

Але ця геометрична iнтерпретацiя є тiльки допомiжною геометричною

iнтерпретацiєю системи диференцiальних рiвнянь. Головною iнтерпретацiєю

є так звана кiнематична iнтерпретацiя.

Приймемо у нормальнiй системi за незалежну змiнну час t. Позначимо

невiдомi функцiї через x1, x2, ..., xn, правi частини через X1, X2, ..., Xn, а по-

хiдну за часом через
dxk
dt

= ẋk, k = 1, 2, ..., n. Тодi отримаємо нормальну

систему рiвнянь вигляду:

ẋ1 = X1(t, x1, x2, ..., xn),

ẋ2 = X2(t, x1, x2, ..., xn),

....................................

ẋn = Xn(t, x1, x2, ..., xn).

(237)

Нехай

x1 = x1(t), x2 = x2(t), ..., xn = xn(t) (238)

− розв’язок системи (237). Розглянемо n-вимiрний простiр x1, x2, ..., xn, який

будемо називати фазовим простором. Тодi при кожному значеннi t∗ ми отри-

маємо в фазовому просторi точку, координати якої дорiвнюють

(x1(t
∗), x2(t

∗), ..., xn(t
∗)).
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Ця точка називається зображальною (фазовою) точкою. При змiнi часу ми

отримаємо деяку криву, яка описує рух зображальної точки. Така крива на-

зивається фазовою траєкторiєю, або просто траєкторiєю. Таким чином, ко-

жному розв’язку системи (237) у фазовому просторi буде вiдповiдати деяка

траєкторiя. Така вiзуалiзацiя системи називається кiнематичною. Рiвняння

(237), при кiнематичнiй iнтерпретацiї, не тiльки визначають траєкторiю як

геометричне мiсце точок, але й показують як вiдбувається рух зображальної

точки по траєкторiї. Траєкторiя є проекцiєю розв’язку системи (237), який

розташований у просторi (t, x1, x2, ..., xn), в простiр (x1, x2, ..., xn).

Розглянемо нормальну автономну систему (правi частини не залежать

явно вiд часу)

ẋ1 = X1(x1, x2, ..., xn),

ẋ2 = X2(x1, x2, ..., xn),

....................................

ẋn = Xn(x1, x2, ..., xn).

(239)

Прирiвняємо правi частини системи (237) до нуля. Отже розглянемо систему

рiвнянь

X1(x1, x2, ..., xn) = 0,

X2(x1, x2, ..., xn) = 0,

...............................

Xn(x1, x2, ..., xn) = 0.

(240)

Припустимо, що система рiвнянь (240) має розв’язок

x1 = a1, x2 = a2, ..., xn = an, (241)

a1, a2, ..., an − деякi сталi числа. Очевидно, що розв’язок (241) також буде

розв’язком системи диференцiальних рiвнянь (240). Такому розв’язку у фа-

зовому просторi вiдповiдає траєкторiя, яка складається з однiєї точки з коор-
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динатами (a1, a2, ..., an). Такий розв’язок називається положенням рiвноваги

(станом рiвноваги) системи (240).

В фазовому просторi системи правими частинами рiвнянь (240) поро-

джується векторне поле швидкостей, яке спiвставляє кожнiй точцi (x1, x2, ..., xn)

вихiдний з неї вектор X(x):

X(x) = {X1(x1, x2, ..., xn), X2(x1, x2, ..., xn), . . . , Xn(x1, x2, ..., xn)}.

Модуль цього вектора чисельно дорiвнює швидкостi руху зображальної точки

по фазовiй траєкторiї. Сам вектор у кожнiй точцi (x1, x2, ..., xn) направлений

по дотичнiй до фазової траєкторiї. Нормальна автономна система (240), та-

ким чином, може бути записана у векторнiй формi

ẋ = X(x), (242)

де ẋ =












ẋ1

ẋ2

.

.

ẋn












, x =












x1

x2

.

.

xn












X(x) =












X1(x1, x2, ..., xn)

X2(x1, x2, ..., xn)

.

.

Xn(x1, x2, ..., xn)












− вiдповiдно

вектори i вектор−функцiя розмiрностi n.

12. 3. Задача Кошi для нормальної системи диференцiальних рiв-

нянь

Для системи рiвнянь (233) задача Кошi ставиться наступним чином: серед

усiх розв’язкiв системи (233) знайти такий розв’язок

y1 = y1(x), y2 = y2(x), ..., yn = yn(x), (243)

якому в функцiї y1(x), y2(x), ..., yn(x) приймають заданi числовi значення

y
(0)
1 , y

(0)
2 , ..., y

(0)
n при заданому числовому значеннi x0 незалежної змiнної x:

y1(x0) = y
(0)
1 , y2(x0) = y

(0)
2 , ..., yn(x0) = y(0)n , (244)
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так що розв’язок (243) задовольняє умовам:

y1 = y
(0)
1 , y2 = y

(0)
2 , ..., yn = y(0)n при x = x0. (245)

Числа y
(0)
1 , y

(0)
2 , ..., y

(0)
n називаються початковими значеннями розв’язку

(243), число x0 − початковим значенням незалежної змiнної x, числа

x0, y
(0)
1 , y

(0)
2 , ..., y

(0)
n разом взятi називаються початковими даними розв’язку

(243), а умови (245) − початковими умовами.

Задачу Кошi геометрично можна сформулювати так: серед усiх iнте-

гральних кривих системи (233) знайти ту, яка проходить через задану точку

(x0, y
(0)
1 , y

(0)
2 , ..., y

(0)
n ).

12. 4. Теорема Кошi-Пiкара для нормальної системи диференцi-

альних рiвнянь

Теорема. Нехай задана нормальна система

dy1
dx

= f1(x, y1, y2, ..., yn),

dy2
dx

= f2(x, y1, y2, ..., yn),

.....................................

dyn
dx

= fn(x, y1, y2, ..., yn),

та поставленi початковi умовi (245)

y1 = y
(0)
1 , y2 = y

(0)
2 , ..., yn = y(0)n при x = x0.

Припустимо, що функцiї, якi розташованi в правих частинах системи,

визначенi в деякiй замкненiй обмеженiй областi R:

|x− x0| ≤ a, |yk − y
(0)
k | ≤ b (k = 1, 2, ..., n)

з точкою (x0, y
(0)
1 , y

(0)
2 , ..., y

(0)
n ) всерединi (a i b заданi додатнi числа) i задоволь-

няють цiй областi наступним двом умовам:
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I. Функцiї fk(x, y1, y2, ..., yn) (k = 1, 2, ..., n) неперевнi за всiма своїми ар-

гументами й, отже, обмеженi, тобто |fk(x, y1, y2, ..., yn)| ≤ M (k = 1, 2, ..., n),

де M − постiйне додатне число, а (x, y1, y2, ..., yn) − будь-яка точка областi

R.

II. Функцiї fk(x, y1, y2, ..., yn) мають обмеженi частиннi похiднi по аргу-

ментам y1, y2, ..., yn, тобто
∣
∣
∣
∣

∂fk(x, y1, y2, ..., yn)

∂yl

∣
∣
∣
∣
≤ K (k, l = 1, 2, ..., n),

де K − постiйне додатне число, а (x, y1, y2, ..., yn) − будь-яка точка областi

R.

При цих припущеннях система має єдиний розв’язок (243)

y1 = y1(x), y2 = y2(x), ..., yn = yn(x),

який задовольняє початковим умовам (244). Цей розв’язок напевне визначе-

ний та неперервно диференцiйованй у iнтервалi

|x− x0| ≤ h,

де

h = min

(

a,
b

M

)

.

12. 5. Загальний, частинний та особливий розв’язок

Розглянемо область D у просторi (x, y1, y2, ..., yn). Припустимо, що в кожнiй

точцi областi D виконуються умови iснування та єдиностi розв’язку задачi

Кошi для системи (233). Сукупнiсть n функцiй

y1 = ϕ1(x, C1, C2, ..., Cn),

y2 = ϕ2(x, C1, C2, ..., Cn),

......................................

y1 = ϕ1(x, C1, C2, ..., Cn)

(246)

115



визначених деякiй областi змiни змiнних x, C1, C2, ..., Cn, якi мають непе-

ревнi частиннi похiднi по x будемо називати загальним розв’язком системи

(233) в областi D, якщо система (246) може бути розв’язана вiдносно до-

вiльних сталих C1, C2, ..., Cn в областi D, так що при будь-яких значеннях

(x, y1, y2, ..., yn), якi належать областi D системою (246) визначаються значе-

ння C1, C2, ..., Cn:

C1 = y1(x, y1, y2, ..., yn),

C2 = y2(x, y1, y2, ..., yn),

...................................

Cn = yn(x, y1, y2, ..., yn),

(247)

i якщо сукупнiсть n функцiй (246) є розв’язком системи (233) при всiх зна-

ченнях довiльних сталих C1, C2, ..., Cn, якi знаходяться за формулами (247),

коли точка (x, y1, y2, ..., yn) пробiгає область D.

Формула загального розв’язку (246) дає можливiсть за рахунок вибору

вiдповiдних значень довiльних сталих C1, C2, ..., Cn розв’язати будь-яку зада-

чу Кошi для системи (233) в областi D.

Якщо розв’язок системи (233) складається тiльки з точок єдиностi розв’яз-

ку задачi Кошi для цiєї системи, то такий розв’язок ми будемо називати ча-

стинним розв’язком.

Розв’язок, який отримується з формули загального розв’язку при ча-

стинних числових значеннях довiльних сталих C1, C2, ..., Cn, включаючи ±∞
буде, очевидно, частинним розв’язком.

Вирiшуючи задачу Кошi за допомогою формули загального розв’язку

завжди отримуємо частинний розв’язок.

Розв’язок системи (233), у кожнiй точцi якого порушується єдинiсть

розв’язку задачi Кошi для цiєї системи, будемо називати особливим розв’яз-

ком.

116



12. 6. Зведення рiвняння n-го порядку до системи n рiвнянь пер-

шого порядку

Нехай задане рiвняння n-го порядку

y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)). (248)

Позначимо шукану функцiю y через y1, y = y1 i введемо у розгляд новi

функцiї y2, y3, ..., yn визначивши їх за допомогою спiввiдношень

y2 = y′, y3 = y′′, ..., yn = y(n−1). (249)

На пiдставi цього вибору нових функцiй i даного рiвняння будемо мати:

y′1 = y′ = y2, y
′
2 = y′′ = y3, ..., y

′
(n−1) = y(n−1) = yn,

y′n = y(n) = f(x, y, y′, ..., y(n−1)) = f(x, y1, y2, ..., yn),

так що функцiї y1, y2, ..., yn задовольняють наступнiй системi рiвнянь:

y′1 = y2,

y′2 = y3,

..............

y′(n−1) = yn,

y′n = f(x, y1, y2, ..., yn).

(250)

Система (250) називається системою нормальних дифференцiальних рiв-

нянь, рiвносильною рiвнянню (248). Можна побудувати й iншi нормальнi си-

стеми еквiвалентнi рiвнянню (248), якщо ввести новi невiдомi функцiї за до-

помогою спiввiдношень, вiдмiнних вiд (249).

Легко помiтити, що якщо ми знайшли розв’язок y1, y2, ..., yn системи

(250), то тим самим ми знайшли розв’язок y = y1 рiвняння (248) та, навпаки,

якщо ми маємо розв’язок y рiвняння (248), то тим самим маємо розв’язок

y1 = y, y2 = y′, ..., yn = y(n−1) системи (250). Таку ж вiдповiднiсть ми будемо

мати й для задач Кошi.
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Якщо ми знайшли загальний розв’язок системи (250) в областi

D(x, y1, y2, ..., yn), то тим самим ми знайшли загальний розв’язок рiвняння

(248) в областi D(x, y, y′, ..., y(n−1)) i, навпаки, так що задача iнтегрування

рiвняння (248) еквiвалентна задачi iнтегрування системи (250).
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13. Роздiл 13

Загальна теорiя лiнiйних систем диференцiальних

рiвнянь

13. 1. Однорiднi лiнiйнi системи

Розглянемо нормальну систему диференцiальних рiвнянь вигляду:

y′1 = p11(x)y1 + p12(x)y2 + ...+ p1n(x)yn + f1(x),

y′2 = p21(x)y1 + p22(x)y2 + ...+ p2n(x)yn + f2(x),

...........................................................................

y′n = pn1(x)y1 + pn2(x)y2 + ...+ pnn(x)yn + fn(x).

(251)

Це нормальна лiнiйна система диференцiальних рiвнянь n-го порядку.

Будемо припускати, що в системi (251) коефiцiєнти pkl(x) (k, l = 1, 2, ..., n)

i функцiї fk(x) (k = 1, 2, ..., n) неперервнi в iнтервалi (a, b). Легко перекона-

тися, що нормальна лiнiйна система задовольняє всiм умовам теореми Кошi-

Пiкара. Отже система (251) має єдиний розв’язок

y1 = y1(x), y2 = y2(x), ..., yn = yn(x),

який задовольняє початковим умовам:

y1 = y
(0)
1 , y2 = y

(0)
2 , ..., yn = y(0)n при x = x0,

де x = x0 − будь-яка точка з iнтервалу (a, b), а початковi значення шуканих

функцiй, тобто числа y(0)1 , y
(0)
2 , ..., y

(0)
n можна вибирати довiльним чином. Цей

розв’язок буде визначений в усьому iнтервалi (a, b), тобто в усьому iнтервалi

неперервностi функцiй pkl(x) i fk(x).

Можна довести, що при зроблених припущеннях вiдносно функцiй pkl(x)

i fk(x) завжди iснує загальний розв’язок системи (251) i ця система не має

особливих розв’язкiв.
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Якщо всi функцiї fk(x) ≡ 0 в (a, b), то система (251) приймає вигляд:

y′1 = p11(x)y1 + p12(x)y2 + ...+ p1n(x)yn,

y′2 = p21(x)y1 + p22(x)y2 + ...+ p2n(x)yn,

..................................................................

y′n = pn1(x)y1 + pn2(x)y2 + ...+ pnn(x)yn

(252)

i називається однорiдною.

Якщо ж у системi (251) не всi функцiї fk(x) тотожно дорiвнюють нулю,

то така система називається неоднорiдною.

Вiдмiтимо двi загальних властивостi лiнiйної системи:

1. Лiнiйна система (251) залишається лiнiйною при будь-якiй замiнi не-

залежної змiнної

x = ϕ(t),

де ϕ(t) − будь-яка функцiя вiд t, визначена та неперевно диференцiйована в

iнтервалi (t0, t1), причому a = ϕ(t0), b = ϕ(t1), ϕ
′(t) 6= 0 в усьому iнтервалi

(t0, t1).

2. Лiнiйна система (251) залишається лiнiйною при будь-якому лiнiйному

перетворення невiдомих функцiй:

z1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + ...+ a1n(x)yn,

z2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + ...+ a2n(x)yn,

..........................................................

zn = an1(x)y1 + an2(x)y2 + ...+ ann(x)yn,

де коефiцiєнти перетворення aik є неперевно диференцiованими в iнтервалi

(a, b) функцiями вiд x, причому визначник складений з них, вiдмiнний вiд

нуля в усьому iнтервалi (a, b).
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Цi властивостi аналогiчнi вiдповiдним властивостям лiнiйного диферен-

цiального рiвняння n-го порядку й доводяться аналогiчним чином.

Загальна теорiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь багато в чому ана-

логiчна загальнiй теорiї лiнiйного диференцiального рiвняння n-го порядку.

Зокрема, як ми далi покажемо, питання побудову загального розв’язку не-

однорiдної системи зводиться до побудови загального розв’язку однорiдної

системи.

13. 2. Властивостi розв’язкiв однорiдної системи

Введемо поняття про комплексний розв’язок однорiдної системи (251).

Розглянемо сукупнiсть комплексних функцiй вiд дiйсної змiнної x:

y1(x) = u1(x) + iv1(x), y2(x) = u2(x) + iv2(x), .......,

yn(x) = un(x) + ivn(x).

(253)

Тут u1(x), v1(x), u2(x), v2(x), ..., un(x), vn(x) − дiйснi функцiї вiд дiйсної змiн-

ної x.

Будемо називати сукупнiсть функцiй (253) комплексним розв’язком одно-

рiдної системи (252) в iнтервалi (a, b) ,якщо цi функцiї обертають всi рiвняння

системи (252) у тотожностi для a < x < b, тобто:

y′1(x) ≡ p11(x)y1(x) + p12(x)y2(x) + ...+ p1n(x)yn(x),

y′2(x) ≡ p21(x)y1(x) + p22(x)y2(x) + ...+ p2n(x)yn(x),

..............................................................................

y′n(x) ≡ pn1(x)y1(x) + pn2(x)y2(x) + ...+ pnn(x)yn(x)

(254)
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або

u′1 + iv′1 ≡ p11(u1 + iv1) + p12(u2 + iv2) + ...+ p1n(un + ivn),

u′2 + iv′2 ≡ p21(u1 + iv1) + p22(u2 + iv2) + ...+ p2n(un + ivn),

...........................................................................................

u′n + iv′n ≡ pn1(u1 + iv1) + pn2(u2 + iv2) + ...+ pnn(un + ivn)

(255)

Так як два комплекснi вирази рiвнi мiж собою, тодi й тiльки тодi, коли

рiвнi вiдповiдно їх дiйснi та уявнi частини, то, прирiвнюючи в тотожностях

(255) дiйснi та уявнi частини, бачимо, що якщо система (252) має комплексний

розв’язок (253), то вона має два дiйсних розв’язки

u1(x), u2(x), ..., un(x),

v1(x), v2(x), ..., vn(x),

тобто дiйснi та уявнi частини функцiй комплексного розв’язку системи (252)

утворюють два дiйсних розв’язки цiєї системи.

Розв’язки однорiдної системи володiють наступними характерними вла-

стивостями, аналогiчними властивостям розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiв-

няння n-го порядку.

1. Якщо

y1 = ϕ1(x), y2 = ϕ2(x), ..., yn = ϕn(x) (256)

є розв’язком однорiдної системи(252), то

y1 = Cϕ1(x), y2 = Cϕ2(x), ..., yn = Cϕn(x) (257)

де C – довiльна стала, також буде розв’язком цiєї системи рiвнянь.

122



Дiйсно пiдставимо функцiї (257) у систему (252). Отримаємо,

[Cϕ1(x)]
′ = p11(x)[Cϕ1(x)] + p12(x)[Cϕ2(x)] + ...+ p1n(x)[Cϕn(x)]

[Cϕ2(x)]
′ = p21(x)[Cϕ1(x)] + p22(x)[Cϕ2(x)] + ...+ p2n(x)[Cϕn(x)]

.......................................................................................................

[Cϕn(x)]
′ = pn1(x)[Cϕ1(x)] + pn2(x)[Cϕ2(x)] + ...+ pnn(x)[Cϕn(x)].

(258)

Скорочуючи на C, отримаємо тотожностi, так як функцiї (256) є розв’язком

системи (252). Тому рiвностi (258) виконуються тотожно, q.e.d.

2. Нехай дано m розв’язкiв системи (252):

y11, y12, ..., y1n,

y21, y22, ..., y2n,

........................

ym1, ym2, ..., ymn,

(259)

Тут перший iндекс позначає номер розв’язку, а другий – номер функцiї. До-

ведемо, що лiнiйна комбiнацiя розв’язкiв (259) з будь-якими постiйними кое-

фiцiєнтами C1, C2, ..., Cm, тобто сукупнiсть функцiй

y1 = C1y11 + C2y21 + ...+ Cmym1,

y2 = C1y12 + C2y22 + ...+ Cmym2,

.....................................................

y1 = C1y1n + C2y2n + ...+ Cmymn,

(260)

де C1, C2, ..., Cm – будь-якi постiйнi числа також будуть розв’язком системи

(252). Зауважимо, що перша функцiя y1 є лiнiйною комбiнацiєю перших фун-

кцiй з кожного розв’язку; y2 − комбiнацiєю других функцiй,...;yn − комбiна-

цiєю n-х функцiй, причому сталi C1, C2, ..., Cm для всiх комбiнацiй беруться

одними i тими же.
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Доведемо це твердження. Спочатку введемо скорочений запис деяких

систем. Так однорiдну систему (252) будемо записувати у виглядi:

dyk
dx

=
n∑

l=1

pkl(x)yl (k = 1, 2, ..., n), (261)

а систему (260) – у виглядi:

yk =

m∑

i=1

Ciyik (k = 1, 2, ..., n). (262)

Тодi, пiдставляючи (262) в (261), отримаємо:

( m∑

i=1

Ciyik

)′
=

n∑

l=1

pkl(x)

( m∑

i=1

Ciyil

)

(k = 1, 2, ..., n) (263)

або
m∑

i=1

Ciy
′
ik =

m∑

i=1

Ci

n∑

l=1

pkl(x)yil (k = 1, 2, ..., n). (264)

Так як мають мiсце тотожностi

y′ik ≡
n∑

l=1

pkl(x)yil (k = 1, 2, ..., n; i = 1, 2, ..., m),

якi є результатом пiдстановки i-го розв’язку у систему (261), то рiвностi (264),

отже i рiвностi (263) виконуються тотожно, що й доводить наше твердження.

Припустимо, що нам вiдомо n частинних розв’язкiв системи (252). При-

родно виникає питання: при якiй умовi лiнiйна комбiнацiя цих розв’язкiв з

довiльними сталими коефiцiєнтами C1, C2, ..., Cn буде визначати загальний

розв’язок однорiдної системи.
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13. 3. Поняття про лiнiйну незалежнiсть системи функцiй

Розглянемо m систем функцiй:

y11, y12, ..., y1n,

y21, y22, ..., y2n,

.....................

ym1, ym2, ..., ymn.

(265)

Цi системи називаються лiнiйно незалежними в iнтервалi (a, b), якщо не iснує

чисел α1, α2, ..., αm, не рiвних нулю одночасно, при яких для всього iнтервалу

(a, b) виконувалися би спiввiдношення:

α1y11 + α2y21 + ...+ αmym1 ≡ 0,

α1y12 + α2y22 + ...+ αmym2 ≡ 0,

............................................

α1y1n + α2y2n + ...+ αmymn ≡ 0

(266)

або
m∑

i=1

αiyik ≡ 0 (k = 1, 2, ..., n), (267)

тобто, якщо будь-якi лiнiйнi комбiнацiї функцiй кожного стовпця таблицi

(265), з одними й тими же для всiх стовпцiв коефiцiєнтами α1.α2, ..., αm, не

дорiвнюють нулю в iнтервалi (a, b) або, що теж саме, якщо жоден рядок та-

блицi (265) не є в iнтервалi (a, b) лiнiйною комбiнацiєю всiх iнших рядкiв.

У протилежному випадку системи (265) називаються лiнiйно залежними в

(a, b).

Очевидно, що якщо одна з систем функцiй (265) складається з функцiй,

якi тотожно дорiвнюють нулю в iнтервалi (a, b), то цi системи функцiй лiнiйно

залежнi в (a, b).
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Дiйсно, нехай, наприклад,

y11 ≡ 0, y12 ≡ 0, ..., y1n ≡ 0 в (a, b).

Тодi при будь-якому α1 6= 0 i при α2 = α3 = ... = αn = 0 будуть виконуватися

спiввiдношення (266) в iнтервалi (a, b), а це й означає, що системи функцiй

(265) лiнiйно залежнi в (a, b).

Також зауважимо, що якщо розглядати елементи кожного рядка табли-

цi (265) як складовi деякого вектора в n-вимiрному просторi, то дане вище

означення лiнiйної незалежностi функцiй (265) буде нiчим iншим, як вiдомим

означенням лiнiйної незалежностi m векторiв.

13. 4. Необхiдна та достатня умова лiнiйної незалежностi n розв’яз-

кiв однорiдної лiнiйної системи n рiвнянь

Нехай ми маємо n систем функцiй:

y11, y12, ..., y1n,

y21, y22, ..., y2n,

.....................

yn1, yn2, ..., ynn.

(268)

Введемо у розгляд визначник
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

y11 y12 ... y1n

y21 y22 ... y2n

. . ... .

yn1 yn2 ... ynn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(269)

Цей визначник називається визначником Вронського або вронскианом для

систем функцiй (268).
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Припустимо, що кожна з систем функцiй (268) є розв’язком системи

(252). Може бути сформульована теорема.

Теорема. Для лiнiйної незалежностi n розв’язкiв системи (252) в iнтер-

валi неперервностi її коефiцiєнтiв необхiдно та достатньо, щоб вронскiан цих

розв’язкiв був вiдмiнний вiд нуля хоча б у однiй точцi такого iнтервалу.

Доведення такої теореми аналогiчно доведенню теорем, якi ми розгля-

дали при вивченнi лiнiйного однорiдного рiвняння n-го порядку.

13. 5. Побудова загального розв’язку лiнiйної однорiдної системи

рiвнянь

Сукупнiсть n розв’язкiв однорiдної системи (252), визначених i лiнiйно неза-

лежних у iнтервалi (a, b), називається фундаментальною системою розв’язкiв.

З попередньої теореми випливає, що система n розв’язкiв буде фундаменталь-

ною системою розв’язкiв у iнтервалi (a, b) тодi й тiльки тодi, коли вронскiан

цих розв’язкiв був вiдмiнний вiд нуля хоча б у однiй точцi iнтервалу (a, b).

Iснує нескiнчена кiлькiсть фундаментальних систем розв’язкiв. Спробуй-

те переконатися у цьому самостiйно.

Основна теорема для однорiдних систем. Якщо

y11, y12, ..., y1n,

y21, y22, ..., y2n,

.....................

yn1, yn2, ..., ynn.

(270)

є фундаментальною системою розв’язкiв однорiдної лiнiйної системи (252)
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в iнтервалi (a, b), то формули

y1 = C1y11 + C2y21 + ...+ Cnyn1,

y2 = C1y12 + C2y22 + ...+ Cnyn2,

...................................................

yn = C1y1n + C2y2n + ...+ Cnynn,

(271)

де C1, C2, ..., Cn − довiльнi сталi визначають загальний розв’язок системи

(252) в областi

a < x < b, |yk| < +∞ (k = 1, 2, ..., n), (272)

тобто в усiй областi задання системи (252).

Дiйсно систему (271) можна розв’язати вiдносно довiльних сталих

C1, C2, ..., Cn в областi (272), так як (271), вiдносно цих сталих, є лiнiйною ал-

гебраїчною системою рiвнянь. А визначник цiєї системи, який дорiвнюєW (x),

вiдмiнний вiд нуля, так як (270) є фундаментальною системою розв’язкiв.

Крiм того, за другою властивiстю розв’язкiв лiнiйної однорiдної систе-

ми сукупнiсть функцiй (271) є розв’язком системи (252) при всiх значеннях

довiльних сталих C1, C2, ..., Cn.

Тому, згiдно з означенням загального розв’язку нормальної системи ди-

ференцiальних рiвнянь, який ми визначили у пунктi 12.5, сукупнiсть функцiй

(271) є загальним розв’язком системи (252) в областi (272).

Формула (271) утримує в собi всi розв’язки системи (252).
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14. Роздiл 14

Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь з постiй-

ними коефiцiєнтами

14. 1. Попереднi зауваження

Розглянемо лiнiйну систему рiвнянь:

y′1 = a11y1 + a12y2 + ...+ a1nyn + f1(x),

y′2 = a21y1 + a22y2 + ...+ a2nyn + f1(x),

..........................................................

y′n = an1y1 + an2y2 + ...+ annyn + f1(x),

(273)

де коефiцiєнти akl (k, l = 1, 2, ..., n) – постiйнi дiйснi числа, а fk(x) (k =

1, 2, ..., n) – функцiї вiд x неперервнi в iнтервалi (a, b).

Застосовуючи загальну теорiю лiнiйних систем рiвнянь, яку ми вивчали

у попередньому роздiлi, ми покажемо, що система (273) завжди може бути

проiнтегрована, або у елементарних функцiях, або у квадратурах.

Так як iнтегрування неоднорiдної лiнiйної системи зводиться до iнтегру-

вання вiдповiдної однорiдної системи, то розглянемо спочатку питання про

побудову загального розв’язку однорiдної системи:

y′1 = a11y1 + a12y2 + ...+ a1nyn,

y′2 = a21y1 + a22y2 + ...+ a2nyn,

..............................................

y′n = an1y1 + an2y2 + ...+ annyn.

(274)
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14. 2. Побудова фундаментальної системи розв’язкiв у випадку

простих коренiв характеристичного рiвняння

На пiдставi основної теореми, для побудови загального розв’язку системи

(274) достатньо побудувати хоча б одну фундаментальну систему розв’язкiв.

За аналогiєю з однорiдним лiнiйним рiвнянням з постiйними коефiцiєн-

тами будемо шукати частинний розв’язок системи (274) у виглядi

y1 = γ1e
λx, y2 = γ2e

λx, ..., yn = γne
λx, (275)

де γ1, γ2, ..., γn i λ – деякi постiйнi числа, причому числа γ1, γ2, ..., γn не дорiв-

нюють нулю одночасно, так як у такому випадку ми б отримали очевидний

нульовий розв’язок. Але нульовий розв’язок не може входити у склад фун-

даментальної системи розв’язкiв.

Звернемо особливу увагу на те, що число λ ми беремо однаковим для

всiх функцiй, якi утворюють розв’язок.

Пiдставимо функцiї (275) у систему (274), скоротимо на eλx i перенесемо

всi члени вправо. Тодi для визначення чисел γk отримаємо лiнiйну систему

алгебраїчних рiвнянь:

(a11 − λ)γ1 + a12γ2 + ...+ a1nγn = 0,

a21γ1 + (a22 − λ)γ2 + ...+ a2nγn = 0,

.........................................................

an1γ1 + an2γ2 + ...+ (ann − λ)γn = 0.

(276)

Нам потрiбно знайти ненульовий розв’язок системи(276). Але такий розв’язок

iснує лише у тому випадку, коли визначник системи дорiвнює нулю, тобто
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коли

∆(λ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 − λ a12 ... a1n

a21 a22 − λ ... a2n

. . ... .

an1 an2 ... ann − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0. (277)

Рiвняння (277) називається характеристичним рiвнянням системи (274), його

коренi – характеристичними числами, а визначник ∆(λ)− характеристичним

визначником.

Розглянемо спочатку випадок, коли всi характеристичнi числа рiзнi. Мо-

жна довести, що у цьому випадку система рiвнянь

(a11 − λi)γ1 + a12γ2 + ...+ a1nγn = 0,

a21γ1 + (a22 − λi)γ2 + ...+ a2nγn = 0,

......................................................

an1γ1 + an2γ2 + ...+ (ann − λi)γn = 0,

(278)

яка утворюється з системи (276) пiсля замiни в нiй λ на λi має ненульовий

розв’язок, який визначається з точнiстю до довiльного множника пропорцiй-

ностi Ai:

γi1 = Aimi1, γi2 = Aimi2, ..., γin = Aimin (i = 1, 2, ..., n). (279)

Фiксуючи в формулах (279) множникAi, ми отримаємо визначений розв’я-

зок системи (278).

Пiдставляючи тепер у (275) замiсть λ послiдовно характеристичнi числа

λi, а вместо γ1, γ2, ..., γn − вiдповiднi їм розв’язки системи (278), визначенi
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формулами (279) при фiксованих множителях Ai получим n розв’язкiв:

y11 = γ11e
λ1x, y12 = γ12e

λ1x, ..., y1n = γ1ne
λ1x;

y21 = γ21e
λ2x, y22 = γ22e

λ2x, ..., y2n = γ2ne
λ2x;

.....................................................................

yn1 = γn1e
λnx, yn2 = γn2e

λnx, ..., ynn = γnne
λnx.

(280)

Цi розв’язки лiнiйно незалежнi в iнтервалi (−∞,+∞).

Якщо при цьому всi коренi λ1, λ2, ..., λn дiйснi, то всi розв’язки (280)

також будуть дiйсними.

Таким чином, у випадку рiзних дiйсних коренiв характеристичного рiв-

няння система (274) має n дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв

вигляду (280), так що вони утворюють фундаментальну систему розв’язкiв.

Тому, на пiдставi основної теореми, формули

y1 = C1γ11e
λ1x + C2γ21e

λ2x + ...+ Cnγn1e
λnx,

y2 = C1γ12e
λ1x + C2γ22e

λ2x + ...+ Cnγn2e
λnx,

.....................................................................

yn = C1γ1ne
λ1x + C2γ2ne

λ2x + ...+ Cnγnne
λnx.

(281)

визначають загальний розв’язок системи (274)

|x| < +∞, |y1| < +∞, |y2| < +∞, ..., |yn| < +∞. (282)

Якщо характеристичнi числа рiзнi, але серед них є комплекснi, то вони

входять спряженими парами. Нехай a + ib i a − ib − простi коренi характе-

ристичного рiвняння. Кореню a + ib вiдповiдає, згiдно з формулою (275),

розв’язок

y1 = γ1e
(a+ib)x, y2 = γ2e

(a+ib)x, ..., yn = γne
(a+ib)x,

де γ1, γ2, ..., γn − комплекснi числа. Покладаючи γ1 = γ11 + iγ21, γ2 = γ12 +

iγ22, ..., γn = γ1n + iγ2n, отримаємо розв’язок:

y1 = (γ11 + iγ21)e
(a+ib)x, y2 = (γ12 + iγ22)e

(a+ib)x, ..., yn = (γ1n + iγ2n)e
(a+ib)x.
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Цей розв’язок комплексний. Видiляючи у ньому дiйсну та уявну частину,

ми отримаємо два дiйснi розв’язки. Цi розв’язки будуть лiнiйно незалежни-

ми. Комплексно спряжений корiнь a − ib нових дiйсних лiнiйно незалежних

розв’язкiв не породжує.

Таким чином, якщо всi коренi характеристичного рiвняння є рiзними та

дiйсними, то кожному з них вiдповiдає дiйсний частинний розв’язок. Якщо

всi коренi характеристичного рiвняння рiзнi, але серед них є комплекснi, то

останнi завжди входять комплексно спряженими парами. Кожнiй компле-

ксно спряженiй парi вiдповiдають два дiйсних лiнiйно незалежних розв’язки.

Всього ми отримаємо n дiйсних лiнiйно незалежних, в iнтервалi (−∞,+∞)

розв’язкiв, якi утворюють фундаментальну систему розв’язкiв.

Загальний розв’язок системи (274) в областi (282) являє собою лiнiйнi

комбiнацiї побудованих n дiйсних лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв з

довiльними постiйними коефiцiєнтами.

Приклад 14.1.

Знайти загальний розв’язок системи рiвнянь

y′ = 5y + 4z,

z′ = 4y + 5z.

Розв’язування.

Складаємо характеристичне рiвняння
∣
∣
∣
∣
∣

5− λ 4

4 5− λ

∣
∣
∣
∣
∣
= (5− λ)2 − 16 = λ2 − 10λ+ 9 = 0.

Характеристичне рiвняння є квадратним рiвнянням. На пiдставi формул В’є-

та маємо коренi цього рiвняння

λ1 = 1, λ2 = 9.

Коренi характеристичного рiвняння дiйснi та рiзнi. Побудуємо фунда-

ментальну систему розв’язкiв, яка складається з двох лiнiйно незалежних
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розв’язкiв. Коефiцiєнти γ11, γ12 першого фундаментального розв’язку знахо-

дяться з системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

(5− λ1)γ11 + 4γ12 = 0;

4γ11 + (5− λ1)γ12 = 0,

тобто
4γ11 + 4γ12 = 0;

4γ11 + 4γ12 = 0.

Отримана система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь складається з двох

однакових рiвнянь. Тому ми розглядаємо тiльки одне рiвняння

4γ11 + 4γ12 = 0.

Покладаючи γ11 = 1, знаходимо γ12 = −1

Таким чином, кореню характеристичного рiвняння λ1 = 1 вiдповiдає

розв’язок

y1 = γ11e
x, z1 = γ12e

x,

тобто

y1 = ex, z1 = −ex.

Аналогiчно коефiцiєнти γ21, γ22 першого фундаментального розв’язку зна-

ходяться з системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

(5− λ2)γ21 + 4γ22 = 0;

4γ21 + (5− λ2)γ22 = 0,

тобто
−4γ21 + 4γ22 = 0;

4γ21 − 4γ22 = 0.

Отриманi рiвняння системи лiнiйно залежнi, так як друге рiвняння збiгається

з першим з точнiстю до постiйного множника (−1), тому одне з цих рiвнянь

можна вiдкинути й розглядати тiльки одне рiвняння, наприклад

−4γ21 + 4γ22 = 0.
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Покладаючи γ21 = 1, знаходимо γ22 = 1

Таким чином, кореню характеристичного рiвняння λ2 = 9 вiдповiдає

розв’язок

y2 = γ21e
9x, z2 = γ22e

9x,

тобто

y2 = e9x, z2 = e9x.

Ми отримали фундаментальну систему розв’язкiв:

y1 = ex, z1 = −ex,

y2 = e9x, z2 = e9x.

Тому лiнiйна комбiнацiя, по стовпцям, визначає загальний розв’язок си-

стеми:
y = C1e

x + C2e
9x,

z = −C1e
x + C2e

9x.

Приклад 14.2.

Знайти загальний розв’язок системи рiвнянь

y′ = 2y − z,

z′ = y + 2z.

Розв’язування.

Складаємо характеристичне рiвняння
∣
∣
∣
∣
∣

2− λ −1

1 2− λ

∣
∣
∣
∣
∣
= (2− λ)2 + 1 = λ2 − 4λ+ 5 = 0.

Характеристичне рiвняння є зведеним квадратним рiвнянням вигляду:

λ2 + pλ+ q = 0.

Його коренi визначаються за формулою:

λ1,2 = −p
2
±
√

p2

4
− q.
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У нашому випадку маємо коренi:

λ1,2 = 2±
√
4− 5 = 2± i.

Отже маємо комплексно спряжену пару коренiв. Побудуємо фундамен-

тальну систему розв’язкiв. Кореню λ1 = 2+ i вiдповiдає комплексний розв’я-

зок

y = γ11e
(2+i)x, z = γ12e

(2+i)x.

яка складається з двох лiнiйно незалежних розв’язкiв. Коефiцiєнти γ11, γ12

цього розв’язку знаходяться з системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

−iγ11 − γ12 = 0;

γ11 − iγ12 = 0,

Друге рiвняння цiєї системи збiгається з першим з точнiстю до постiйного

множника (−i). Тому ми розглядаємо тiльки перше рiвняння, вiдкидаючи

друге. Маємо

−iγ11 − γ12 = 0.

Звiдси, покладаючи γ11 = 1, знаходимо γ12 = −i, так що шуканим розв’язком

буде

y = e(2+i)x, z = −ie(2+i)x.

Цей розв’язок комплексний. Видiлимо дiйсну та уявну частину за формулою

Ейлера

e(a+ib)x = eax(cos bx+ i sin bx).

Будемо мати,

y = e(2+i)x = e2x(cosx+ i sinx),

z = −ie(2+i)x = −ie2x(cosx + i sin x) = e2x(sinx− i cosx).

Ми отримали систему двох дiйсних розв’язкiв:

y1 = e2x cosx, z1 = e2x sin x,

y2 = e2x sinx, z2 = −e2x cosx.
(283)
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Так як, другий корiнь характеристичного рiвняння λ2 = 2 − i нових

лiнiйно незалежних розв’язкiв не породжує, то система (283) i буде фунда-

ментальною системою розв’язкiв

Тому лiнiйна комбiнацiя, по стовпцям, визначає загальний розв’язок ви-

хiдної системи диференцiальних рiвнянь:

y = e2x(C1 cosx + C2 sinx),

z = e2x(C1 sin x− C2 cosx).

Приклад 14.3.

Знайти загальний розв’язок системи рiвнянь

x′ = 3x− y + z,

y′ = −x+ 5y − z,

z′ = x− y + 3z

Зауважимо, що у цiй системi x, y, z є невiдомими функцiями, а за незалежну

змiнну приймаємо t.

Розв’язування.

Складаємо характеристичне рiвняння
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

3− λ −1 1

−1 5− λ −1

1 −1 3− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= 0.

Розкриваючи характеристичний визначник за формулою трикутника отри-

маємо (можна використовувати матричний онлайн калькулятор matrixcalc),

−λ3 + 11λ2 − 36λ+ 36 = 0,

або, помноживши на −1, остаточно отримаємо кубiчне характеристичне рiв-

няння

λ3 − 11λ2 + 36λ− 36 = 0.
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Якщо це рiвняння має цiлi коренi, то на пiдставi формул В’єта, вони будуть

дiльниками вiльного члена −36. Легко переконатися, що λ1 = 2 буде коренем

рiвняння. Далi дiлимо лiву частину рiвняння на двучлен λ − 2 за схемою

Хорнера. Будемо мати

∗ 1 − 11 36 − 36

2 1 − 9 18 0.

Наявнiсть нуля в останньому рядку цiєї таблицi свiдчить, що дiлення вико-

налося нацiло. Отже ми отримаємо

(λ− 2)(λ2 − 9λ+ 18) = 0.

Звiдси, на пiдставi формул В’єта, маємо ще два коренi характеристичного

рiвняння:

λ2 = 3, λ3 = 6.

Знайдемо спочатку частинний розв’язок

x1 = γ11e
2t, y1 = γ12e

2t, z1 = γ13e
2t, (284)

вiдповiдний кореню λ1 = 2. Для знаходження коефiцiєнтiв γ11, γ12, γ13 будемо

мати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянянь:

γ11 − γ12 + γ13 = 0,

−γ11 + 3γ12 − γ13 = 0,

γ11 − γ12 + γ13 = 0.

Знайдемо розв’язки методом Гаусса. Додамо до другого рiвняння, перше рiв-

няння, а третє рiвняння зразу вiдкинемо, так як воно збiгається з першим.

Будемо мати

γ11 − γ12 + γ13 = 0,

2γ12 = 0.

З другого рiвняння зразу маємо γ12 = 0. Покладаючи у першому рiвняннi

γ11 = 1, отримаємо γ13 = −1. Пiдставляючи цi значення у (284) отримаємо
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перший розв’язок фундаментальної системи

x1 = e2t, y1 = 0, z1 = −e2t.

Кореню характеристичного рiвняння λ2 = 3 буде вiдповiдати розв’язок

x2 = γ21e
3t, y2 = γ22e

3t, z2 = γ23e
3t. (285)

Для знаходження коефiцiєнтiв γ21, γ22, γ23 будемо мати систему лiнiйних ал-

гебраїчних рiвнянянь:

−γ22 + γ23 = 0,

−γ21 + 2γ22 − γ23 = 0,

γ21 − γ22 = 0.

Знайдемо розв’язки методом Гаусса. Додамо до третього рiвняння друге, а

потiм помiняємо мiсцями перше та друге рiвняння.

−γ21 + 2γ22 − γ23 = 0,

−γ22 + γ23 = 0,

γ22 − γ23 = 0.

Третє рiвняння збiгається з другим з точнiстю до множника −1, тому йо-

го можна вiдкинути. Пiсля цього, покладаючи у другому рiвняннi γ22 = 1

знайдемо, що γ23 = 1. Далi, з першого рiвняння, знайдемо, що γ21 = 1.

Таким чином, ми побудували другий фундаментальний розв’язок

x2 = e3t, y2 = e3t, z2 = e3t.

Третiй фундаментальний розв’язок побудуйте самостiйно. Легко переко-

натися, що вiн дорiвнює

x3 = e6t, y3 = −2e6t, z3 = e6t.

Тапер ми можемо записати загальний розв’язок вихiдної системи дифе-

ренцiальних рiвнянь, утворюючи лiнiйнi комбiнацiї за стовпцями фундамен-
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тальної системи рiвнянь:

x = C1e
2t + C2e

3t + C3e
6t,

y = C2e
3t − 2C3e

6t,

z = −C1e
2t + C2e

3t + C3e
6t.

Приклад 14.4.

Знайти загальний розв’язок системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь:

ẋ = 2x− 2y;

ẏ = y + z;

ż = −x+ 2z.

Розв’язування. Складемо характеристичне рiвняння системи та зна-

йдемо його коренi. Маємо,
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2− λ −2 0

0 1− λ 1

−1 0 2− λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (1− λ)(2− λ)2 + 2 = 0.

Або

λ3 − 5λ2 + 8λ− 6 = 0.

Методом пiдбору знаходимо корiнь λ1 = 3. Далi, за схемою Хорнера, дiлимо

лiву частину характеристичного рiвняння на λ− 3. Отримаємо

* 1 -5 8 -6

3 1 -2 2 0 .

Ще два коренi характеристичного рiвняння будуть коренями квадратно-

го рiвняння

λ2 − 2λ+ 2 = 0,

звiдси

λ2,3 = 1± i.
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Таким чином, маємо один дiйсний корiнь та комплексно спряжену пару ко-

ренiв.

Побудуємо фундаментальний розв’язок вiдповiдний кореню λ1 = 3. По-

значимо через γ11, γ12, γ13 - коефiцiєнти цього розв’язку. Вони знаходяться з

матричного рiвняння






−1 −2 0

0 −2 1

−1 0 −1













γ11

γ12

γ13







=







0

0

0






,

або у виглядi системи рiвнянь

−γ11 − 2γ12 = 0

−2γ12 + γ13 = 0

−γ11 − γ13 = 0.

З третього рiвняння знаходимо −γ11 = γ13 i пiдставляємо у перше рiвняння.

Отримаємо два однакових рiвняння

−2γ12 + γ13 = 0

−2γ12 + γ13 = 0.

Звiдси 2γ12 = γ13. Тепер покладаємо γ12 = 1 й записуємо розв’язок γ11 =

−2, γ12 = 1, γ13 = 2. Перший фундаментальний розв’язок системи (142) буде

мати вигляд

x1 = −2e3t, y1 = e3t, z1 = 2e3t.

Тепер знайдемо фундаментальний розв’язок вiдповiдний кореню λ2 =

1 + i. Позначимо коефiцiєнти цього розв’язку через γ21, γ22, γ23. Маємо






1− i −2 0

0 −i 1

−1 0 1− i













γ21

γ22

γ23







=







0

0

0






,
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або
(1− i)γ21 − 2γ22 = 0

−iγ22 + γ23 = 0

−γ21 + (1− i)γ23 = 0.

З третього рiвняння знаходимо γ21 = (1 − i)γ23 i пiдставляємо це значення

у перше рiвняння. Пiсля такої пiдстановки першi два рiвняння будуть мати

вигляд
−2γ22 − 2iγ23 = 0

−iγ22 + γ23 = 0.

Цi рiвняння збiгаються з точнiстю до постiйного множника
i

2
. Вiдкидаючи

перше рiвняння отримаємо,

−iγ22 + γ23 = 0.

Звiдси γ23 = iγ22. Покладаємо γ22 = 1 i записуємо розв’язок алгебраїчної

системи

γ21 = 1 + i, γ22 = 1, γ23 = i.

Далi записуємо другий фундаментальний розв’язок у комплексному ви-

глядi

x2 = (1 + i)e(1+i)t, y2 = e(1+i)t, z2 = ie(1+i)t.

Дiйсна та уявна частина розв’язку x2, y2, z2 також утворюють фундамен-

тальнi розв’язки. Цi розв’язки можна взяти в якостi другого й третього фун-

даментальних розв’язкiв вихiдної системи. Зауважимо, що корiнь λ3 = 1− i

нових лiнiйно незалежних фундаментальних розв’язкiв не породжує. Отже

зробимо необхiднi перетворення

x2 = (1 + i)e(1+i)t = (1 + i)et(cos t+ i sin t) =

= et(cos t+ i sin t+ i cos t− sin t) = et[(cos t− sin t) + i(sin t+ cos t)];

y2 = e(1+i)t = et(cos t+ i sin t);
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z2 = ie(1+i)t = iet(cos t+ i sin t) = et(− sin t+ i cos t).

Враховуючи отримане записуємо ще два фундаментальнi розв’язки

x2 = et(cos t− sin t), y2 = et cos t, z2 = −et sin t.

i

x3 = et(sin t+ cos t), y3 = et sin t, z3 = et cos t.

Таким чином, будемо мати загальний розв’язок вихiдної системи диференцi-

альних рiвнянь:

x = −2C1e
3t + C2e

t(cos t− sin t) + C3e
t(sin t+ cos t);

y = C1e
3t + C2e

t cos t+ C3e
t sin t;

z = 2C1e
3t − C2e

t sin t+ C3e
t cos t.

де C1, C2, C3 − довiльнi сталi.

14. 3. Випадок наявностi кратних коренiв характеристичного рiв-

няння

Припустимо, що серед коренiв характеристичного рiвняння є кратнi. У цьо-

му випадку задача побудови системи фундаментальних розв’язкiв суттєво

ускладнюється. Розберемо шляхи побудови загального розв’язку на деяких

конкретних прикладах.

Приклад 14.5.

Знайти розв’язок системи

ẋ = 3x− y;

ẏ = x+ y.

(286)

x(0) = 0, y(0) = 1.

Розв’язування
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Складаємо характеристичне рiвняння системи:
∣
∣
∣
∣
∣

3− λ −1

1 1− λ

∣
∣
∣
∣
∣
= λ2 − 4λ+ 4 = 0.

Очевидно, що характеристичне рiвняння має кратний корiнь (кратностi 2)

λ = 2. Ми не знаємо як будувати загальний розв’язок для системи лiнiйних

рiвнянь, але знаємо як будується загальний розв’язок для одного лiнiйного

рiвняння n-го порядку. Тому зведемо систему двох рiвнянь до одного рiвня-

ння другого порядку.

Диференцiюємо перше рiвняння

ẍ = 3ẋ− ẏ.

Далi пiдставляємо в цю формулу значення ẋ, ẏ з системи (286)

ẍ = 3(3x− y)− x− y = 8x− 4y.

Тепер замiсть y пiдставимо його вираз з першого рiвняння системи

ẍ = 8x− 4(3x− ẋ) = −4x+ 4ẋ.

Таким чином, замiсть системи (286) отримали одне лiнiйне рiвняння другого

порядку

ẍ− 4ẋ+ 4x = 0.

Його характеристичне рiвняння має вигляд

λ2 − 4λ+ 4 = 0.

Тобто, це характеристичне рiвняння збiгається з характеристичним рiвнян-

ням системи. Для рiвняння другого порядка має випадок кратного кореня.

Тому загальний розв’язок отриманого рiвняння можна записати у виглядi:

x = C1e
2t + C2te

2t.

З першого рiвняння системи (286) виражаємо y через x i ẋ i знаходимо розв’я-

зок за змiнною y. Маємо

ẋ = C1e
2t + C2e

2t + 2C2te
2t,
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y = 3x− ẋ = 3C1e
2t + 3C2te

2t − 2C1e
2t − C2e

2t − 2C2te
2t

= C1e
2t + C2(t− 1)e−2t.

Таким чином, за допомогою зведення системи до одного рiвняння ми

отримали загальний розв’язок системи у випадку кратних коренiв характе-

ристичного рiвняння:

x = C1e
2t + C2te

2t,

y = C1e
2t + C2(t− 1)e−2t.

Тепер знайдемо розв’язок задачi Кошi. Пiдставимо початковi данi у за-

гальний розв’язок. Отримаємо систему алгебраїчних рiвнянь

C1 = 0;

C1 − C2 = 1.

(287)

Звiдси C1 = 0, C2 = −1. Таким чином, розв’язок задачi Кошi має вигляд:

x = −te2t,

y = (1− t)e2t.

(288)

Запропонований метод зведення лiнiйної системи до рiвняння бiльш ви-

сокого порядку називається методом виключення.

145



15. Роздiл 15

Стiйкiсть за Ляпуновим

15. 1. Означення стiйкостi руху (розв’язку) за Ляпуновим

Розглянемо нормальну систему диференцiальних рiвнянь n-го порядку:

ẏ1 = Y1(t, y1, y2, ..., yn);

ẏ2 = Y2(t, y1, y2, ..., yn);

................................

ẏn = Yn(t, y1, y2, ..., yn),

(289)

де y1, y2, ..., yn невiдомi функцiї, t − час, а через ẏk (k = 1, 2, ..., n) позначенi

похiднi за часом. Завжди будемо припускати, що система (289) задовольняє

умовам теореми iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi.

Розглянемо деякий, цiлком визначений, розв’язок системи

y1 = f1(t), y2 = f2(t), ..., yn = fn(t), (290)

який задовольняє умовам

y10 = f1(t0), y20 = f2(t0), ..., yn0 = fn(t0). (291)

Цьому розв’язку вiдповiдає деякий рух системи, який ми будемо називати

незбуреним рухом. Змiнимо умови (291) надав початковим значенням змiнних

невеликi за модулем прирости ε1, ε2, ..., εn, а саме при

t = t0, y1 = f1(t0) + ε1, y2 = f2(t0) + ε2, ..., yn = fn(t0) + εn. (292)

Рух системи, який вiдповiдає змiненим початковим умовам (292) називається

збуреним рухом, а величини ε1, ε2, ..., εn − збуреннями.

Позначимо значення змiнних yj у збуреному русi через yj(t), а у незбу-

реному русi − fj(t) через i складемо рiзницю мiж ними

xj = yj(t)− fj(t); j = 1, 2, . . . , n. (293)

146



Змiннi xj називаються вiдхиленнями або варiацiями величин yj. Якщо всi

варiацiї дорiвнюють нулю, тобто

x1 = 0, x2 = 0, ..., xn = 0, (294)

то збурений рух yj(t) буде спiвпадати з незбуреним рухом fj(t). Отже незбу-

реному руху вiдповiдають нульовi значення змiнних xj. У фазовому просторi

x1, x2, . . . , xn незбуреному руху буде вiдповiдати нерухома точка (положення

рiвноваги) яка розташована в початку координат. Вiдповiдно збуреному руху

в фазовому просторi x1, x2, . . . , xn буде вiдповiдати рух по деякiй траєкторiї.

Введемо у розгляд наступнi вектори

y =


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.

.

Yn(t, y1, y2, ..., yn)












.

Тодi систему рiвнянь (289) можна записати у векторному виглядi

ẏ = Y(t,y) (295)

Вiдхилення збуреного руху вiд незбуреного буде визначатися вектором x.

Зауважимо, що згiдно з визначенням збуреного руху та формулам (292),

(293)

x0j = xj(t0) = εj; j = 1, 2, ..., n. (296)

Означення стiйкостi за Ляпуновим. Якщо для будь-якого, як зав-

годно малого, числа ε > 0 можна знайти число δ > 0, що при всiх збуреннях
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x0, якi задовольняють умовi

‖x0‖ < δ (297)

i при всiх t ≥ t0 буде виконуватися умова

‖x‖ < ε, (298)

то незбурений рух стiйкий. Якщо ж хоча б для одного збуреного руху при

виконаннi умови (297) не виконується умова (298), то незбурений рух − не-

стiйкий. Зауважимо, що

‖x‖ =
√

x21 + x22 + ...+ x2n.

Олександр Михайлович Ляпунов (1857-1918)

Геометрично це визначення означає наступне. Розглянемо сферу ‖x‖ =

ε. Виберемо радiус ε цiєї сфери достатньо малим. Якщо рух стiйкий, то для

цiєї сфери (сфери ε) повинна знайтись iнша сфера ‖x‖ = δ, радiуса δ (сфера

δ), яка має наступну властивiсть. Траєкторiя збуреного руху, яка стартує з

будь-якої точки M0, яка лежить всерединi сфери δ, в подальшому завжди

залишається всерединi сфери ε. Якщо ж незбурений рух нестiйкий, то хоча б

одна траєкторiя, яка починається в точцi M0 з плином часу перетне сферу ε

з середини назовнi при будь-якому, як завгодно близькому положеннi точки

M0 до початку координат.
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Рис. 4: Стiйкий незбурений рух.

Практично стiйкiсть даного незбуреного руху означає, що, при достатньо

малих початкових збуреннях, збурений рух буде як завгодно мало вiдрiзня-

тися вiд незбуреного руху. Якщо ж незбурений рух нестiйкий, то збурений

рух буде вiдходити вiд нього, якими б малими не були початковi збурення.

Якщо незбурений рух стiйкий i при цьому виконується умова

lim
t→+∞

‖x‖ = 0, (299)

то незбурений рух називається асимптотично стiйким. Зауважимо, що однiєї

граничної умови (299) недостатньо для асимптотичної стiйкостi − необхiдно,

щоб крiм цiєї умови рух був би стiйким.

15. 2. Рiвняння збуреного руху

У тих випадках, коли вiдомий загальний розв’язок диференцiальних

рiвнянь (289), можливо безпосередньо визначити значення змiнних yj(t) у

збуреному русi, склавши варiацiї xj = yj(t)−fj(t) i, дослiдивши їх, вирiшити

питання про стiйкiсть незбуреного руху fj(t).

Але у переважнiй бiльшостi випадкiв загальний розв’язок системи (289)

невiдомий, тому цей метод практично не може бути використаний. Тому не-

обхiдна розробка спецiальних методiв дослiдження стiйкостi.

Для виводу рiвнянь збуреного руху знайдемо з рiвностi (293) змiннi yj(t)

yj(t) = fj(t) + xj(t).
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Пiдставимо цi значення yj(t) в систему (289). Отримаємо

ḟj + ẋj = Yj(t, f1 + x1, f2 + x2, ..., fn + xn), j = 1, 2..., n.

Розкладемо правi частини цих рiвнянь у ряди Тейлора за ступенями xj

ḟj + ẋj = Yj(t, f1, ..., fn) +
∂Yj(t, f1, ..., fn)

∂x1
x1 + ...+

∂Yj(t, f1, ..., fn)

∂xn
xn +X∗

j ,

де X∗
j − сукупнiсть членiв, якi залежать вiд варiацiй xj у ступенi вищому

нiж перший. Функцiї fj(t) повиннi задовольняти системi (289), тобто

ḟj = Yj(t, f1, f2, ..., fn), j = 1, 2..., n.

Тодi отримаємо наступну систему рiвнянь

ẋj = aj1x1 + aj2x2 + ...+ ajnxn +X∗
j , j = 1, 2..., n, (300)

де коефiцiєнти ajk дорiвнюють

ajk =
∂Yj(t, f1, f2, ..., fn)

∂xk
. (301)

Рiвняння (300) називаються диференцiальними рiвняннями збуреного руху

або системою рiвнянь у варiацiях. У загальному випадку коефiцiєнти ajk бу-

дуть функцiями вiд часу t, зокрема вони можуть бути постiйними.

Якщо в цих рiвняннях вiдкинути члени X∗
j , то пiсля цього отримаємо

рiвняння

ẋj = aj1x1 + aj2x2 + ...+ ajnxn, j = 1, 2..., n, (302)

якi називаються рiвняннями першого наближення.

Рiвняннями першого наближення в багатьох випадках дають вiрну вiд-

повiдь на питання про стiйкiсть руху, але в деяких випадках висновок, який

можна отримати з цих наближених рiвнянь невiрно вiдповiдає на питання

про стiйкiсть руху.
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15. 3. Фазовий портрет лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь

другого порядку

Позначимо через x1, x2 функцiї вiд часу t, якi визначають стан деякого

об’єкту чи процесу. Припустимо, що об’єкт може бути описаний за допомогою

лiнiйної однорiдної системи диференцiальних рiвнянь другого порядку:

ẋ1 = a11x1 + a12x2;

ẋ2 = a21x1 + a22x2,
(303)

де a11, a12, a21 i a22 − заданi дiйснi числа.

Складемо характеристичне рiвняння цiєї системи
∣
∣
∣
∣
∣

a11 − λ a21

a12 a22 − λ

∣
∣
∣
∣
∣
= 0,

або

λ2 + σλ+∆ = 0, (304)

де σ = −(a11 + a22), ∆ = a11a22 − a12a21.

Знайдемо положення рiвноваги цiєї системи. Прирiвнюючи нулю її правi

частини отримаємо

a11x1 + a12x2 = 0;

a21x1 + a22x2 = 0. (305)

Припустимо, що детермiнант лiнiйної алгебраїчної системи (305) не до-

рiвнює нулю, тобто

∆ = a11a22 − a12a21 6= 0.

Тодi система (305) має єдиний розв’язок x1 = 0, x2 = 0. Цей розв’язок буде

єдиним положенням рiвноваги системи диференцiальних рiвнянь (303).
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Зробимо в системi (303) замiну змiнних

z1 = b11x1 + b12x2;

z2 = b21x1 + b22x2,
(306)

де z1, z2 − новi невiдомi функцiї, b11, b12, b21 i b22 − деякi постiйнi дiйснi

числа, причому ∆1 = b11b22−b12b21 6= 0. Ця замiна переводить окiл положення

рiвноваги x1 = 0, x2 = 0 в окiл положення рiвноваги z1 = 0, z2 = 0.

Можна довести, що за допомогою замiни (306) система рiвнянь (303)

може бути приведена до вигляду:

ż1 = λ1z1;

ż2 = λ2z2,
(307)

де λ1, λ2 − деякi постiйнi, не обов’язково дiйснi, числа.

Такий вигляд до якого зводиться вихiдна система (303) називається ка-

нонiчним. У канонiчному виглядi система розщеплюється на два незалежних

рiвняння, для яких елементарно знаходимо загальний розв’язок

z1 = C1e
λ1t, z2 = C2e

λ2t. (308)

Побудуємо траєкторiї розв’язкiв (308) на фазовiй площинi (z1, z2). Для

цього виключимо t з формул (308). Будемо мати

eλ1t =
z1
C1
. Звiдси λ1t = ln

∣
∣
∣
∣

z1
C1

∣
∣
∣
∣

i t =
1

λ1
ln

∣
∣
∣
∣

z1
C1

∣
∣
∣
∣
.

Тепер пiдставимо отримане значення t у другу формулу (308),

z2 = C2e
λ2
λ1

ln
∣
∣ z1
C1

∣
∣
= C2e

ln
∣
∣ z1
C1

∣
∣
λ2
λ1

=
C2

∣
∣C1

∣
∣
λ2
λ1

∣
∣z1

∣
∣
λ2
λ1 .

Позначивши через C =
C2

∣
∣C1

∣
∣
λ2
λ1

отримаємо рiвняння траєкторiй системи (307)

на фазовiй площинi у виглядi

z2 = Cz
λ2
λ1

1 . (309)
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Зауважимо, що модуль у правiй частинi формули (309) можна завжди вiдки-

нути на пiдставi довiльностi C.

Далi розглянемо наступнi можливi випадки.

1. Нехай λ1 > 0, λ2 > 0 або λ1 < 0, λ2 < 0. Тобто обидва коренi хара-

ктеристичного рiвняння або додатнi, або вiд’ємнi. Позначимо через k =
λ2
λ1

.

Очевидно, що k > 0. Рiвняння фазових траєкторiй приймає вигляд

z2 = Czk1 , k > 0. (310)

Це рiвняння визначає сiмейство парабол, якi проходять через початок ко-

ординат фазової площини. Але, i це виключно важливо, траєкторiями розв’яз-

кiв системи будуть тiльки окремi частини цих парабол. Найбiльш наочно це

видно з формул (308). Кожному розв’язку системи (307) вiдповiдають цiл-

ком визначенi значення сталих C1, C2. Нехай C1 = 0, C2 = 0. Цi значен-

ня вiдповiдають розв’язку z1 = 0, z2 = 0, тобто положенню рiвноваги си-

стеми (307). Траєкторiєю цього положення рiвноваги буде точка − початок

координат на фазовiй площинi (z1, z2). Отже, надалi з усiх парабол сiмей-

ства (310) потрiбно виключити точку (0, 0). Далi нехай C1 = 0, C2 > 0 або

C1 = 0, C2 < 0. З формул (308) витiкає, що в цьому випадку отримаємо,

при всiх t > 0, z1 = 0, z2 > 0 або z1 = 0, z2 < 0. Траєкторiями розв’язкiв

системи будуть вiдповiдно додатна та вiд’ємна частини осi Oz2. Аналогiчно

при C1 > 0 (C1 < 0), C2 = 0 отримаємо ще двi траєкторiї, додатну та вiд’-

ємну частини осi Oz1. Якщо ж C1 > 0, C2 > 0, то z1 > 0, z2 > 0, тому з

парабол сiмейства (310) в цьому випадку треба взяти тiльки гiлки розташо-

ванi в першому квадрантi площини z1, z2. Аналогiчно при C1 < 0, C2 > 0;

C1 < 0, C2 < 0; C1 > 0, C2 < 0 з парабол сiмейства (310) треба взяти тiльки

гiлки розташованi, вiдповiдно, в другому, третьому й четвертому квадрантах.

Причому скрiзь виключається початок координат.

З’ясуємо напрямок руху зображальної точки по цим траєкторiям. Якщо

λ1 < 0, λ2 < 0, то з (308) випливає, що lim
t→+∞

z1(t) = 0, lim
t→+∞

z2(t) = 0. Тобто

всi траєкторiї входять у початок координат фазового простору при t→ +∞.
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На пiдставi геометричного означення стiйкостi за Ляпуновим, положення рiв-

новаги z1 = 0, z2 = 0 буде асимптотично стiйким. Воно називається стiйким

вузлом. На рис. 5а зображений фазовий портрет системи, де стрiлочками по-

казаний напрям руху по траєкторiям. Якщо ж λ1 > 0, λ2 > 0, то з (308)

а б

Рис. 5: Стiйкий вузол (a); нестiйкий вузол (б).

випливає, що lim
t→+∞

z1(t) = ∞, lim
t→+∞

z2(t) = ∞. Тобто всi траєкторiї виходять

з початку координат фазового простору й прямують до нескiнченностi при

t→ +∞. На пiдставi геометричного означення стiйкостi за Ляпуновим, поло-

ження рiвноваги z1 = 0, z2 = 0 буде нестiйким. Воно називається нестiйким

вузлом. На рис. 5б зображений нестiйкий вузол, де стрiлочками показаний

напрям руху по траєкторiям.

2. Тепер розглянемо випадок, коли λ1 > 0, λ2 < 0 або λ1 < 0, λ2 >

0. Тобто один з коренiв характеристичного рiвняння додатний, а iнший −
вiд’ємний. Повторюючи перетворення пункту 1, отримаємо рiвняння фазових

траєкторiй

z2 = Cz−k,1 k > 0. (311)

Сiмейство (311) це сiмейство гiпербол. Траєкторiями системи (307) будуть

гiлки гiпербол, розташованi в одному з квадрантiв фазової площини (z1, z2).

Крiм того, траєкторiями будуть сама точка (z1 = 0, z2 = 0) i вiд’ємнi та до-

датнi частини координатний осей Oz1, Oz2. Визначимо напрямок руху зобра-

жальної точки по траєкторiям для випадку λ1 > 0, λ2 < 0. З формули загаль-
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ного розв’зку (308) отримаємо lim
t→+∞

z1(t) = ∞, lim
t→+∞

z2(t) = 0, z1 6= 0, z2 6= 0.

При z1 = 0, z2 6= 0, маємо lim
t→+∞

z2(t) = 0. А при z1 6= 0, z2 = 0, маємо

lim
t→+∞

z1(t) = ∞.

Зображальна точка по фазовiй траєкторiї спочатку буде наближатися до

положення рiвноваги (z1 = 0, z2 = 0), а потiм почне вiддалятися вiд нього.

По вiсi Oz2 зображальна точка наближається, а по вiсi Oz1 − вiддаляється

вiд положення рiвноваги. Розташування траєкторiй i напрям руху на них

приведений на рис. 6а.

Легко переконатися, що для випадку λ1 < 0, λ2 > 0 фазовий портрет

системи має вигляд зображений на рис. 6б. У цьому випадку зображальна

точка наближається до положення рiвноваги по вiсi Oz1 i вiддаляється вiд

нього по вiсi Oz2.

а б

Рис. 6: Сiдло.

Положення рiвноваги типу зображених на рис. 6 називається сiдлом.

Воно завжди нестiйке. Виключно важливу роль тут грають траєкторiї z1 =

0, z2 > 0; z1 = 0, z2 < 0; z1 > 0, z2 = 0; z1 < 0, z2 = 0 (вiд’ємнi та додатнi

частини координатних осей Oz1, Oz2). Цi траєкторiї називаються сепаратри-

сами (вусами) сiдла.
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3. Розглянемо випадок кратних коренiв характеристичного рiвняння

λ2 + σλ+∆ = 0.

У цьому випадку
σ2

4
= ∆ i λ1 = λ2 =

a11 + a22
2

. Припустимо, що λ1 = λ2 6= 0.

Випадок, коли λ1 = λ2 = 0 розглянемо пiзнiше. Далi можливi два випадки.

3.1. У цьому вихiдна система може бути зведена до вигляду:

ż1 = λ1z1;

ż2 = z1 + λ1z2.
(312)

Так як λ1 6= 0, то система (312) має єдине положення рiвноваги z1 = 0, z2 = 0,

яке вiдповiдає єдиному положенню рiвноваги x1 = 0, x2 = 0 вихiдної системи

(303).

Загальний розв’язок системи (312) має вигляд

z1 = C1e
λ1t, z2 = eλ1t(C2 + C1t). (313)

Рiвняння траєкторiй системи (312) на фазовiй площинi має вигляд:

z2 = Cz1 +
z1 ln |z1|
λ1

, причому z1 6= 0. (314)

Графiк однiєї з лiнiй, якi утворюють сiмейство(314) наведений на рис. 7.

Рис. 7: Траєкторiї виродженого вузла.

З формул (313) випливає, що кожна така лiнiя складається з трьох тра-

єкторiй, одна з яких це точка − початок координат. Двi iншi траєкторiї це
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кривi, симетричнi вiдносно початку координат, розташованi, вiдповiдно, в лi-

вiй та правiй напiвплощинi. Також траєкторiями системи будуть вiдповiдно

додатна та вiд’ємна частини осi Oz2. А вiсь Oz1 не утворює траєкторiй.

З’ясуємо як буде рухатися зображальна точка по траєкторiям. При λ1 >

0, отримаємо з (313),

lim
t→+∞

z1(t) = lim
t→+∞

C1e
λ1t = ∞; lim

t→+∞
z2(t) = lim

t→+∞
C1e

λ1t(C2 + C1t) = ∞.

Вiдповiдно, при λ1 < 0 будемо мати,

lim
t→+∞

C1e
λ1t = 0; lim

t→+∞
C1e

λ1t(C2+C1t) = lim
t→+∞

C2 + C1t

e−λ1t
= lim

t→+∞
C1

−λ1e−λ1t
= 0.

Звiдси витiкає, що положення рiвноваги z1 = 0, z2 = 0 буде асимптотично

стiйким при λ1 < 0 i − нестiйким при λ1 > 0. Положення рiвноваги такого

типу називається виродженим вузлом, вiдповiдно стiйким i нестiйким. На рис.

8a зображений стiйкий вироджений вузол, по траєкторiям якого зображальна

точка прямує до початку координат.

а б

Рис. 8: Стiйкий вироджений вузол (а); нестiйкий дикритичний вузол (б).

3.2. Цей випадок має мiсце, коли a11 = a22, a12 = a21 = 0. Позначимо

через a = a11 = a22. Тодi вихiдна система (303) має вигляд

ẋ1 = ax1;

ẋ2 = ax2.
(315)
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Очевидно, що загальний розв’язок такої системи може бути знайдений за

формулами

x1 = C1e
at, x2 = C2e

at. (316)

Подiливши x2 на x1 отримаємо
x2
x1

=
C2

C1
, або

x2 = Cx1, x1 6= 0, (317)

де C =
C2

C1
.

Траєкторiями системи, в цьому випадку, будуть напiвпрямi x2 = Cx1,

розташованi в одному з квадрантiв фазової площини, в тому числi i пiввiсi

Ox1 i Ox2. Те, що траєкторiями будуть пiввiсi витiкає Ox1 з (316) при C1 6=
0, C2 = 0, а для Ox2 з (316) при C1 = 0, C2 6= 0. Зрозумiло, що траєкторiєю

положення рiвноваги буде точка (0, 0).

Якщо a > 0, то lim
t→+∞

x1(t) = ∞, lim
t→+∞

x2(t) = ∞. Вiдповiдно при a <

0 будемо мати lim
t→+∞

x1(t) = 0, lim
t→+∞

x2(t) = 0. Отже, зображальна точка

траєкторiй прямує до положення рiвноваги при a < 0 i як завгодно далеко

вiдходить вiд нього при a > 0. У першому випадку положення рiвноваги буде

асимптотично стiйким, а в другому − нестiйким. Таке положення рiвноваги

називається, вiдповiдно стiйким або нестiйким дикритичним вузлом. На рис.

8б зображений нестiйкий дикритичний вузол.

4. Тепер розглянемо випадок, коли коренi λ1, λ2 характеристичного рiв-

няння комплекснi, але не чисто уявнi, λ1 = p+iq, λ2 = p−iq, p 6= 0. Зробивши

замiну (306) отримаємо систему рiвнянь

ż1 = (p+ iq)z1;

ż2 = (p− iq)z2.

Для того, щоб мати справу з дiйсними змiнними зробимо ще одну замiну

z1 = u− iv; z2 = u + iv,
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де u(t), v(t) − дiйснi функцiї вiд дiйсної змiнної t. Будемо мати,

u̇− iv̇ = (p+ iq)(u− iv) = pu− ipv + iqu+ qv;

u̇ + iv̇ = (p− iq)(u+ iv) = pu+ ipv − iqu+ qv.

Спочатку додамо цi рiвняння й подiлимо на два. Потiм вiд другого вiднiмемо

перше й подiлимо на 2i. Отримаємо,

u̇ = pu+ qv;

v̇ = −qu+ pv.
(318)

Далi перейдемо до полярних координат, вважаючи, що полюс збiгається з

початком декартових координат u, v, а полярна вiсь з вiссю Ou,

u = ρ cosϕ, v = ρ sinϕ.

Так як,

u̇ = ρ̇ cosϕ− ϕ̇ρ sinϕ; v̇ = ρ̇ sinϕ+ ϕ̇ρ cosϕ, (319)

то пiдставляючи (319) в (318) отримаємо,

ρ̇ cosϕ− ϕ̇ρ sinϕ = pρ cosϕ+ qρ sinϕ;

ρ̇ sinϕ+ ϕ̇ρ cosϕ = −qρ cosϕ+ pρ sinϕ.
(320)

Розв’яжемо систему (320) вiдносно ρ̇, ϕ̇, застосувавши формули Крамера.

Обчислимо вiдповiднi визначники,

ρ̇ =

∣
∣
∣
∣
∣

pρ cosϕ+ qρ sinϕ −ρ sinϕ
−qρ cosϕ + pρ sinϕ ρ cosϕ

∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣

cosϕ −ρ sinϕ
sinϕ ρ cosϕ

∣
∣
∣
∣
∣

=
1

ρ
(pρ2 cos2 ϕ + qρ2 sinϕ cosϕ−

−qρ2 sinϕ cosϕ + pρ2 sin2 ϕ) =
1

ρ
pρ2(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) = pρ;

ϕ̇ =
1

ρ

∣
∣
∣
∣
∣

cosϕ pρ cosϕ+ qρ sinϕ

sinϕ −qρ cosϕ+ pρ sinϕ

∣
∣
∣
∣
∣
=

1

ρ
[−qρ(cos2 ϕ + sin2 ϕ)+
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+pρ(sinϕ cosϕ− sinϕ cosϕ)] = −q.

Таким чином отримали систему диференцiальних рiвнянь

ρ̇ = pρ;

ϕ̇ = −q.
(321)

Загальний розв’язок цiєї системи визначається за формулами

ρ = C1e
pt, ϕ = −qt+ C2. (322)

Виключаючи t з формул (322) отримаємо, t =
C2 − ϕ

q
. Звiдси ρ = C1e

p

q
(C2−ϕ).

Позначимо через k = −p
q
, а через C = C1e

C2p

q . Тодi будемо мати

ρ = Cekϕ. (323)

Рiвняння (323) визначає сiмейство логарифмiчних спiралей на полярнiй

площинi. Положенням рiвноваги тут буде полюс, який вiдповiдає початку

координат на площинi (u, v). На площинi (u, v) будемо мати тiж самi лога-

рифмiчнi спiралi. Як видно з першої з формул (322), зображальна точка при

t → +∞ прямує до полюса (до положення рiвноваги u = 0, v = 0), якщо

p < 0 i як завгодно вiддаляється вiд полюса при p > 0. У першому випадку

положення рiвноваги буде асимптотично стiйким, а в другому − нестiйким.

Положення рiвноваги такого типу називається фокусом, вiдповiдно стiйким

i нестiйким. На рис. 9 зображенi, вiдповiдно, стiйкий i нестiйкий фокуси.

Фазовий портрет вихiдної системи (303) буде топологiчно еквiвалентним фа-

зовим портретам, наведеним на рис. 9.

Тепер припустимо, що дiйснi частини комплексно−спряжених коренiв

характеристичного рiвняння дорiвнюють нулю, p = 0, тобто коренi чисто

уявнi. Тодi, з (323) отримаємо наступне рiвняння фазових траєкторiй, ρ = C.

Це концентричнi кола, якi оточують полюс (u = 0, v = 0). Всi траєкторiї

замкненi. Вони вiдповiдають перiодичному розв’язку системи (318),

u = C1 cosϕ, v = C1 sinϕ, деϕ = −qt+ C2.

160



а б

Рис. 9: Стiйкий фокус (а); нестiйкий фокус (б).

Фазовi траєкторiї не наближаються, але i не вiддаляються вiд положення рiв-

новаги, яке буде стiйким, але не асимптотично. Фазовий портрет має вигляд

зображений на рис. 10.

Рис. 10: Центр.

Таке положення рiвноваги називається центром. Напрям руху по трає-

кторiям визначається знаком q, але цей напрям, у даному випадку, не має

суттєвого значення для визначення стiйкостi положення рiвноваги.

Поза нашим дослiдженням залишились випадки кратних нульових ко-

ренiв характеристичного рiвняння. У цих випадках виникають iншi типи по-

ложень рiвноваги, але положення рiвноваги типу вузол, сiдло, фокус i центр

головним чином зустрiчаються в прикладних задачах, зокрема в фiзичних

задачах.
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Таким чином, ми встановили iснування наступних типiв положень рiв-

новаги:

1. Вузол.

1.1. Стiйкий вузол, ∆ = a11a22 − a12a21 > 0, σ = −(a11 + a22) > 0,
σ2

4
> ∆.

Коренi характеристичного рiвняння рiзнi й вiд’ємнi.

1.2. Нестiйкий вузол, ∆ > 0, σ < 0,
σ2

4
> ∆. Коренi характеристичного рiв-

няння рiзнi й додатнi.

1.3. Стiйкий вироджений вузол ∆ > 0, σ > 0,
σ2

4
= ∆. Кратний вiд’ємний

корiнь характеристичного рiвняння λ = −σ
2
.

1.4. Нестiйкий вироджений вузол ∆ > 0, σ < 0,
σ2

4
= ∆. Кратний додатний

корiнь характеристичного рiвняння λ = −σ
2
.

1.5. Стiйкий дикритичний вузол ∆ > 0, σ > 0,
σ2

4
= ∆, a11 = a22 < 0. Кра-

тний вiд’ємний корiнь характеристичного рiвняння λ = a11.

1.6. Нестiйкий дикритичний вузол ∆ > 0, σ < 0,
σ2

4
= ∆, a11 = a22 > 0.

Кратний додатний корiнь характеристичного рiвняння λ = a11.

2. Сiдло.

∆ < 0, коренi характеристичного рiвняння дiйснi й рiзних знакiв. Сiдло зав-

жди нестiйке.

3. Фокус.

3.1. Стiйкий фокус ∆ > 0, σ > 0,
σ2

4
< ∆. Коренi характеристичного рiвня-

ння комплексно спряженi.

3.2. Нестiйкий фокус ∆ > 0, σ < 0,
σ2

4
< ∆. Коренi характеристичного рiв-

няння комплексно спряженi.

4. Центр.

∆ > 0, σ = 0. Коренi характеристичного рiвняння чисто уявнi. Центр зав-

жди стiйкий, але не асимптотично.
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σ − ∆ дiаграма стiйкостi.

Наочне геометричне зображення розташування положень рiвноваги рi-

зних типiв надає σ − ∆ дiаграма стiйкостi. На рис. 11 наведена така дiаграма

на якiй позначенi областi iснування положень рiвноваги рiзних типiв. Нага-

даємо, що σ i ∆ це коефiцiєнти характеристичного рiвняння системи (303).

Парабола на цьому рисунку задається рiвнянням ∆ =
σ2

4
.

Рис. 11: σ −∆ дiаграма стiйкостi

Вперше геометрична вiзуализацiя всiх траєкторiй лiнiйної системи дифе-

ренцiальних рiвнянь другого порядку та класифiкацiя типiв положень рiвно-

ваги була зроблена великим французьким вченим Анрi Пуанкаре в 1889 роцi.

Розглянемо застосування викладеної iдентифiкацiї типiв положень рiв-

новаги на деяких конкретних прикладах.
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Jules Henri Poincare (Жюль Анри Пуанкаре (1854-1912))

Приклад 15.1.

Задана система диференцiальних рiвнянь

ẋ = x+ 2y;

ẏ = 5x− 2y.

(324)

Знайти положення рiвноваги та визначити їх тип.

Розв’язування.

Обчислимо визначник правої частини системи. Маємо

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣

1 2

5 −2

∣
∣
∣
∣
∣
= −12 < 0.

Звiдси випливає, що система рiвнянь (324) єдине положення рiвноваги x =

0, y = 0, яке на пiдставi σ−∆ дiаграми стiйкостi буде сiдлом. Зауважимо, що

з’ясувати кiлькiсть положень рiвноваги i визначити тип єдиного положення

рiвноваги нам вдалося навiть без знаходження коренiв характеристичного

рiвняння.

Приклад 15.2.

Задана система диференцiальних рiвнянь

ẋ = x− 4y;

ẏ = 2x− 2y.

(325)
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Знайти положення рiвноваги та визначити їх тип.

Розв’язування.

Обчислимо визначник правої частини системи. Маємо

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣

1 −4

2 −2

∣
∣
∣
∣
∣
= 6 > 0.

Звiдси можемо стверджувати, що система рiвнянь (325) єдине положення

рiвноваги x = 0, y = 0. Для iдентифiкацiї типу цього положення рiвноваги

знайдемо значення σ = −(1 − 2) = 1 > 0. Так як
σ2

4
< ∆, то на пiдставi

σ −∆ дiаграми стiйкостi положення рiвноваги буде стiйким фокусом. Знову

пiдкреслимо, що iдентифiкацiю типу положення рiвноваги ми зробили навiть

не знаходячи коренi характеристичного рiвняння.

Приклад 15.3.

Пiдiбрати значення параметрiв a, b так, щоб положення рiвноваги систе-

ми диференцiальних рiвнянь

ẋ = ax + by;

ẏ = x− y.

було центром.

Розв’язування.

Знайдемо величини ∆ та σ. Маємо

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣

a b

1 −1

∣
∣
∣
∣
∣
= −a− b,

σ = 1 − a. Положення рiвноваги буде центром, якщо ∆ > 0 i σ = 0. Звiдси

очевидно, що a = 1 i b < −1.
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15. 4. Теореми про стiйкiсть за першим наближенням

Теорема про асимптотичну стiйкiсть. Якщо дiйснi частини всiх

коренiв характеристичного рiвняння системи першого наближення вiд’єм-

нi, то незбурений рух асимптотично стiйкий незалежно вiд членiв вище

першого порядку малостi.

Теорема про нестiйкiсть. Якщо серед коренiв характеристичного

рiвняння системи першого наближення знайдеться хоча б один з додатною

дiйсною частиною, то незбурений рух нестiйкий незалежно вiд членiв вище

першого порядку малостi.

Цi теореми повнiстю вирiшують задачу про стiйкiсть незбуреного руху

в двох випадках:

1) дiйснi частини всiх коренiв характеристичного рiвняння вiд’ємнi;

2) дiйсна частина хоча б одного кореня додатна.

Якщо ж дiйснi частини деяких коренiв дорiвнюють нулю (зокрема всi

коренi мають нульовi дiйснi частини), а дiйснi частини всiх iнших коренiв

вiд’ємнi, то для визначення стiйкостi руху недостатньо лише рiвнянь першого

наближення. В цих випадках необхiдно розглядати вплив нелiнiйних членiв.

Такi випадки називаються критичними.
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16. Роздiл 16

Елементи теорiї коливань

16. 1. Лiнiйний гармонiчний осциллятор

Коливання вантажу постiйної маси на пружинi, маятника, заряду в електри-

чному контурi, а також еволюцiя в часi багатьох систем у фiзицi, хiмiї, бiологiї

та iнших науках при певних припущеннях можна описати одним i тим же ди-

ференцiальним рiвнянням, яке в теорiї коливань виступає в якостi основної

моделi. Ця модель називається лiнiйним гармонiчним осциллятором.

Зазначимо, що коливання бувають вiльними та вимушеними. Вiльнi ко-

ливання це коливання в системi пiд дiєю внутрiшнiх тiл пiсля того, як систе-

ма виведена з положення рiвноваги. Вимушенi коливання це коливання, що

вiдбуваються пiд впливом зовнiшнiх сил.

Рiвняння вiльних коливань гармонiчного осциллятора має вигляд:

ẍ+ 2bẋ+ a2x = 0, (326)

Зокрема у випадку коливань вантажу на пружинi через x позначено вiдхи-

лення центру мас вантажу вiд початку координат O координатної осi Ox.

Параметр a пропорцiйний масi вантажу (a > 0). Параметр b визначає спро-

тив середовища в якому рухається вантаж. З фiзичних мiркувань очевидно,

що b ≥ 0. Якщо вiдхилити вантаж у той чи iнший бiк i вiдпустити, то вiн

почне коливання.

Запишемо лiнiйне рiвняння (326) в еквiвалентнiй формi нормальної си-

стеми рiвнянь. Покладемо ẋ = y. Тодi ẍ = ẏ й отримаємо таку систему

рiвнянь

ẋ = y;

ẏ = −a2x− 2by.

(327)

Знайдемо положення рiвноваги системи (327). Вони визначаються з на-
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ступної системи алгебраїчних рiвнянь

y = 0;

−a2x− 2by = 0.

(328)

Ця система має єдиний розв’язок x = 0, y = 0, який буде єдиним положенням

рiвноваги. До речi, єдинiсть положення рiвноваги при коливаннях вантажу

на пружинi може бути доведена з фiзичного аналiзу коливального процесу.

З’ясуємо всi можливi типи цього положення рiвноваги, на пiдставi класифi-

кацiї введенiй на попереднiй лекцiї.

У нашому випадку

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣

0 1

−a2 −2b

∣
∣
∣
∣
∣
= a2 > 0, σ = 2b. (329)

Можна стверджувати, що положення рiвноваги буде або вузлом, або фоку-

сом, або центром. Розглянемо всi можливi випадки.

Випадок 1.

Нехай b = 0 тобто спротив середовища не враховується, наприклад, при

коливаннях у вакуумi. Тодi, на пiдставi σ−∆ дiаграми стiйкостi, положення

рiвноваги x = 0, y = 0 буде центром. Коливання з початком у будь-якiй то-

чцi x0 6= 0 будуть перiодичними. Для доведення цього достатньо розглянути

рiвняння (326), яке при b = 0 набуває вигляду

ẍ + a2x = 0. (330)

Маємо характеристичне рiвняння

λ2 + a2 = 0, a > 0.

Та його коренi λ1.2 = ±ia. Тому загальний розв’язок рiвняння (326) буде мати

вигляд

x = C1 cos at + C2 sin at, (331)

де C1, C2− довiльнi сталi.
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Таким чином коливання вантажу будуть перiодичними з частотою a i

перiодом
2π

a
.

Випадок 2.

Далi нехай b > 0 i b < a. Тодi, враховуючи (329) отримаємо

σ > 0,
σ2

4
−∆ = b2 − a2 < 0.

Отже, на пiдставi σ-∆ дiаграми стiйкостi, положення рiвноваги x = 0, y =

0 буде стiйким фокусом. Доведемо, що при початковому значеннi x0 6= 0

коливання вантажу будуть згасливими. Для цього розглянемо рiвняння (326)

ẍ+ 2bẋ+ a2x = 0. (332)

Маємо характеристичне рiвняння

λ2 + 2bλ+ a2 = 0 (333)

та його коренi

λ1,2 = −b±
√

b2 − a2.

Так як b < a, то коренi будуть комплексними. Запишемо цi коренi у алгебра-

їчнiй формi

λ1,2 = −b± i
√

a2 − b2. (334)

Звiдси маємо загальний розв’язок (326)

x = e−bt(C1 cos
√

a2 − b2t+ C2 sin
√

a2 − b2t), (335)

де C1, C2− довiльнi сталi. Так як b > 0, то

lim
t→+∞

e−bt(C1 cos
√

a2 − b2t+ C2 sin
√

a2 − b2t) = 0

Отже коливання вантажу будуть згасливими.

Випадок 3.

Нехай b > 0, b = a. Тодi σ > 0,
σ2

4
= ∆. Вiдповiднi коефiцiєнти системи

(327) дорiвнюють a11 = 0 6= a22 = −2b. Положення рiвноваги буде стiйким
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виродженим вузлом. З’ясуємо тип коливань вантажу в цьому випадку. Для

цього розглянемо вихiдне рiвняння (326), яке буде мати вигляд

ẍ+ 2aẋ+ a2x = 0. (336)

Так як b = a, то з (334) маємо коренi характеристичного рiвняння

λ1,2 = −a.

Тобто маємо кратний корiнь. Загальний розв’язок буде мати вигляд

x = e−at(C1 + C2t), (337)

де C1, C2− довiльнi сталi. Так як a > 0, то

lim
t→+∞

e−at(C1 + C2t) = 0.

Тому коливання будуть згасливими, але, на вiдмiну вiд попереднього випадку,

вiдсутнi осциляцiї розв’язку вiдносно осi абсцис.

Випадок 4.

Нехай b > 0, b > a. У цьому випадку будемо мати

σ > 0,
σ2

4
−∆ = b2 − a2 > 0.

На пiдставi σ −∆ дiаграми стiйкостi положення рiвноваги x = 0, y = 0 буде

стiйким вузлом. Враховуючи дослiдження проведенi у випадку 2 отримаємо

такi коренi характеристичного рiвняння

λ1,2 = −b±
√

b2 − a2. (338)

Так як b > 0, b > a, то у цьому випадку маємо дiйснi та вiд’ємнi коренi.

Загальний розв’язок рiвняння (326) можна записати у виглядi

x = C1e
(−b+

√
b2−a2)t + C2e

(−b−
√
b2−a2)t. (339)

Очевидно, що у цьому випадку

lim
t→+∞

[C1e
(−b+

√
b2−a2)t + C2e

(−b−
√
b2−a2)t] = 0.
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Як i в попередньому випадку 3 всi розв’язки, якi починаються в точцi x0 6= 0,

будуть згасливими та неколивними.

Випадок 2 має мiсце при малому спротиву середовища. Вантаж вико-

нує згасливi коливання, почергово переходячи з лiвої (правої) сторони вiд

початку координат на праву (лiву).

Випадки 3 i 4 мають мiсце при великому спротивi середовища. Вантаж

повiльно наближається до положення рiвноваги тiльки з однiєї з сторiн. З

якої сторони конкретно залежить вiд початкової умови.

Як ми вже вiдмiчали ранiше, коефiцiєнт спротиву середовища b ≥ 0.

Самостiйно, в якостi домашнього завдання, проведiть iдентифiкацiю типу

положення рiвноваги x = 0, y = 0 системи (327) у випадках b < 0, a > 0.

Наголошуємо, що цi випадки не мають фiзичного сенсу для нашої задачi. Тим

не менше можливi математичнi дослiдження типiв положення рiвноваги.

16. 2. Фiзичний маятник.

Пiд фiзичним маятником розумiють тверде тiло, яке вiльно обертається у ви-

бранiй площинi навколо деякої точки пiдвiсу як показано на рисунку. У якостi

узагальненої координати x виберемо вiдхилення маятника вiд вертикалi. Тодi

рiвняння вiльних коливань маятника можна записати у виглядi

ẍ+ 2bẋ+ ω2 sinx = 0, (340)
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де b − коефiцiєнт спротиву середовища в якому вiдбуваються коливання ма-

ятника. Зауважимо, що завжди b ≥ 0, причому b = 0 у випадку вiдсутностi

спротиву середовища; ω − власна частота коливань маятника ω =

√
g

l
; g

− прискорення сили тяжiння; l − зведена довжина маятника (вiдстань вiд

точки пiдвiсу до центру мас).

Якщо розглядати тiльки малi вiдхилення маятника вiд вертикалi, то мо-

жна покласти sin x ≈ x i рiвняння маятника перетвориться в рiвняння лiнiй-

ного осциллятора, яке ми дослiджували на початку цiєї лекцiї.

Зробимо в рiвняннi(340) замiну змiнної ẋ = y. Враховуючи, що ẍ = ẏ

отримаємо таку систему рiвнянь

ẋ = y;

ẏ = −ω2 sin x− 2by.

(341)

Знайдемо положення рiвноваги системи (341), прирiвнюючи нулю її пра-

вi частини. Будемо мати

y = 0;

−ω2 sinx− 2by = 0.

(342)

Звiдси

−ω2 sin x = 0 ⇒ x = nπ, n = 0,±1,±2, ...

Таким чином система (341) має нескiнчену кiлькiсть положень рiвноваги.

Для змiнної y будь-якому положеннi рiвноваги y = 0. Але, так як функцiя

sin x перiодична з перiодом 2π, то достатньо дослiдити тiльки положення

рiвноваги, якi задовольняють по змiннiй x умовi 0 ≤ x < 2π. На цьому

промiжку ми маємо два положення рiвноваги

x = 0, y = 0 i x = π, y = 0.

Фiзично це нижнє та верхнє положення рiвноваги маятника. Властивостi та

тип цих положень рiвноваги будуть повторюватися для вiдхилень кратних

2π.
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Розглянемо нижнє положення рiвноваги x = 0, y = 0. Складемо рiвняння

першого наближення. Для цього, на пiдставi викладеного у параграфi 15.2,

потрiбно знайти значення частинних похiдних правi частини системи (341) у

точцi (0, 0). Позначимо вiдповiднi правi частини через

P (x, y) = y, Q(x, y) = −ω2 sin x− 2by.

Знайдемо вiдповiднi частиннi похiднi

P ′
x(x, y) = 0, P ′

y(x, y) = 1.

Цi похiднi взагалi не залежать вiд x та y. У свою чергу

Q′
x(x, y) = −ω2 cosx, Q′

y(x, y) = −2b. (343)

Отже, для нижнього положення рiвноваги будемо мати таку систему

рiвнянь першого наближення

˙̃x = ỹ;

˙̃y = −ω2x̃− 2bỹ,

(344)

де через x̃, ỹ позначенi варiацiї змiнних x i y. Звiдси

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣

0 1

−ω2 −2b

∣
∣
∣
∣
∣
= ω2 > 0, σ = 2b ≥ 0.

Спочатку розглянемо випадок b > 0. Тодi нижнє положення рiвноваги,

на пiдставi σ −∆ дiаграми стiйкостi, при

σ2

4
≥ ∆

буде стiйким вузлом, а при
σ2

4
< ∆

стiйким фокусом. Так як b > 0 i ω > 0, то при b ≥ ω маємо стiйкий вузол,

а при b < ω− стiйкий фокус. Отже вузол при вiдносно великому, а фокус −
при вiдносно малому спротиву середовища. Знайти точний аналiтичний запис
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коливань маятника ми не можемо, так як система (341) є нелiнiйною. Але,

враховуючи що коливання маятника вiдбуваються в околi нижнього поло-

ження рiвноваги, ми поклавши у (341) sinx ≈ x зведемо нелiнiйне рiвняння

маятника до лiнiйного рiвняння гармонiчного осциллятора. Причому таке

наближене рiвняння достатньо точно описує коливання маятника при малих

вiдхиленнях вiд вертикалi. Тому, як ми ранiше встановили для лiнiйного осци-

ллятора, коливання маятника навколо нижнього положення рiвноваги будуть

згасливими при будь-яких додатних значеннях коефiцiєнта спротиву b. Але

у випадку вiдносно великих коефiцiєнтах спротиву маятник буде наближа-

тися до нижнього положення рiвноваги тiльки злiва (справа) вiд вертикалi.

Розташування маятника злiва або справа вiд вертикалi буде залежати вiд

початкового вiдхилення маятника. У випадку вiдносно малого коефiцiєнта

спротиву коливання маятника також згасають, але при цьому вiн послiдов-

но буде переходити з лiвої (правої) сторони вiд вертикалi на праву (лiву) з

поступовим згасанням амплiтуди цих коливань.

Тепер розглянемо випадок b = 0, тобто спротив середовища вiдсутнiй.

Тодi, як було встановлено при вивченнi лiнiйного осциллятора (рiвняння яко-

го достатньо точно апроксимує рiвняння коливань маятника в околi нижнього

положення рiвноваги), коливання маятника будуть перiодичними з частотою

ω i перiодом
2π

ω
. Амплiтуда таких коливань буде залежати виключно вiд кута

початкового вiдхилення маятника. Нижнє положення рiвноваги буде стiйким

(центр), але не асимптотично стiйким.

Далi розглянемо верхнє положення рiвноваги x = π, y = 0. У цьому

випадку маємо, на пiдставi (343)

P ′
x(π, 0) = 0, P ′

y(π, 0) = 1.

Q′
x(π, 0) = ω2, Q′

y(π, 0) = −2b.
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Тодi отримаємо систему рiвнянь першого наближення

˙̃x = ỹ;

˙̃y = ω2x̃− 2bỹ.

(345)

Тодi, отримаємо

∆ =

∣
∣
∣
∣
∣

0 1

ω2 −2b

∣
∣
∣
∣
∣
= −ω2 < 0.

Тобто верхнє положення рiвноваги на пiдставi σ − ∆ дiаграми буде сi-

длом. Воно завжди нестiйке, причому як при наявностi, так i при вiдсутностi

спротиву середовища.

16. 3. Вимушенi коливання

Нехай точка пiдвiсу маятника збуджується за верткаллю зовнiшньою гармо-

нiчною силою M sinβt, де M − постiйна величина. Тодi рiвняння коливань

маятника може бути записане у виглядi:

ẍ + 2bẋ+ ω2 sin x = M sin βt. (346)

Будемо розглядати тiльки випадок вiдсутностi спротиву середовища, тоб-

то b = 0. Також припустимо, що вiдбуваються малi, за амплiтудою, коливання

маятника навколо нижнього положення рiвноваги. Тодi рiвняння (346) може

бути зведено до рiвняння лiнiйного осциллятора

ẍ+ ω2x =M sin βt. (347)

Знайдемо розв’язок цього рiвняння за допомогою метода невизначених

коефiцiєнтiв. Характеристичне рiвняння в цьому випадку має вигляд

λ2 + ω2 = 0.

Звiдси маємо два чисто уявних коренi λ1,2 = ±iω i загальний розв’язок вiд-

повiдного однорiдного рiвняння

xз.о. = C1 cosωt+ C2 sinωt.
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Далi треба розглянути два випадки:

1. Якщо β 6= ω, то частинний розв’язок рiвняння (347) шукаємо у виглядi

xч.н. = A cos βt+ B sinβt.

Звiдси

x′ч.н. = −Aβ sinβt+Bβ cos βt,

x′′ч.н. = −Aβ2 cosβt−Bβ2 sinβt.

Пiдставимо значення xч.н., x
′′
ч.н. у рiвняння (347), отримаємо

−Aβ2 cos βt− Bβ2 sin βt+ ω2(A cosβt+ B sin βt) =M sinβt.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при cos βt i sin βt в обох частинах рiвняння, отри-

маємо систему алгебраїчних рiвнянь

A(ω2 − β2) = 0,

B(ω2 − β2) =M sinβt.

Звiдси маємо

A = 0, B =
M

ω2 − β2
.

Таким чином, отримали частинний розв’язок

xч.н. =
M

ω2 − β2
sin βt

i загальний розв’язок рiвняння (347)

x = C1 cosωt+ C2 sinωt+
M

ω2 − β2
sin βt.

2. Нехай β = ω. В цьому випадку число iβ є простим коренем характери-

стичного рiвняння, тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння будемо

шукати у виглядi

xч.н. = t(A cosβt+ B sin βt).

Послiдовно будемо мати

x′ч.н. = A cosβt+B sin βt+ t(−Aβ sin βt+ Bβ cosβt),
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x′′ч.н. = 2(−Aβ sin βt+ Bβ cos βt) + t(−Aβ2 cosβt−Bβ2 sinβt)

Пiдставляючи значення xч.н., x
′′
ч.н. у рiвняння (347), отримаємо

2(−Aβ sin βt+ Bβ cosβt) + t(−Aβ2 cosβt− Bβ2 sinβt)+

+ω2t(A cosβt+ B sinβt) =M sin βt.

Враховуючи що β = ω, пiсля скорочень будемо мати

−2Aβ sin βt+ 2Bβ cos βt =M sin βt.

Звiдси для визначення коефiцiєнтiв A i B отримаємо систему

−2Aβ =M sinβt,

2Bβ = 0.

Отже, A = −M
2β
, B = 0.

Таким чином, отримали частинний розв’язок

xч.н. = −M
2β
t sin βt

i загальний розв’язок рiвняння (347)

x = C1 cosωt+ C2 sinωt−
M

2β
t sin βt

або

x = C sin(βt+ ϕ)− M

2β
t sin βt. (348)

В останнiй формулi довiльними сталими будуть амплiтуда власних ко-

ливань − C та фаза власних коливань − ϕ. Другий член цiєї формули є

добутком часу t на перiодичну функцiю. В астрономiї такий член отримав

назву вiкового члену.

Формула (348) показує, що у випадку β = ω ми маємо коливання, ам-

плiтуда яких необмежено зростає. Це явище називається резонансом мiж ча-

стотою власних коливань маятника i частотою зовнiшньої сили.
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17. Роздiл 17

Iнтегральнi рiвняння

17. 1. Класифiкацiя лiнiйних iнтегральних рiвнянь

Розглянемо на площинi змiнних квадрат

Q = {(τ, t); a ≤ t ≤ b, a ≤ τ ≤ b},

який у подальшому будемо називати основним квадратом. Нехай у Q визна-

чена функцiя K(t, τ). Рiвняння вигляду

y(t) =

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ + f(t), (349)

де y(t)−шукана функцiя, f(t)−задана на вiдрiзку [a, b] функцiя, називається

iнтегральним рiвнянням Фредгольма другого роду, а рiвняння

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ = f(t) (350)

−iнтегральним рiвнянням Фредгольма першого роду.

Функцiя K(t, τ) називається ядром iнтегрального рiвняння, а функцiя

f(t)−вiльним членом рiвняння.

Якщо ядро K(t, τ) має спецiальний вигляд

K(t, τ) =







k(t, τ), a ≤ τ ≤ t

0, t < τ ≤ b

то рiвняння (349) i (350) приймають вигляд

y(t) =

t∫

a

k(t, τ)y(τ)dτ + f(t), (351)

t∫

a

k(t, τ)y(τ)dτ = f(t) (352)
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i називаються iнтегральними рiвняннями Вольтерри другого та першого роду

вiдповiдно. Функцiя називається ядром iнтегрального рiвняння Вольтерри.

Рiвняння Вольтерри є частинним випадком рiвняння Фредгольма.

У подальшому ми будемо вивчати тiльки iнтегральнi рiвняння другого

роду.

Запишемо введенi iнтегральнi рiвняння у виглядi з параметром:

y(t) = µ

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ + f(t), (353)

iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду с параметром;

y(t) = µ

t∫

a

k(t, τ)y(τ)dτ + f(t), (354)

iнтегральне рiвняння Вольтерри другого роду с параметром.

Якщо вiльний член f(t) у рiвняннi (353) (вiдповiдно (354)) вiдсутнiй, тоб-

то f(t) ≡ 0, то рiвняння називається однорiдним, у протилежному випадку

− неоднорiдним.

Надалi будемо припускати, що функцiя f(t) неперервна на вiдрiзку [a, b],

ядроK(t, τ) неперервно вQ, ядро k(t, τ) неперевно у трикутникi q = {(t, τ); a ≤
t ≤ b, a ≤ τ}, а параметр µ дiйсний.

Розв’язком iнтегрального рiвняння називається неперевна на вiдрiзку

[a, b] функцiя, яка при пiдстановцi у рiвняння обертає його в тотожнiсть.

17. 2. Про лiнiйнi рiвняння

Як ми переконались при вивченнi лiнiйних диференцiальних рiвнянь таким

рiвнянням притаманнi деякi простi властивостi. Для виявлення таких вла-

стивостей стосовно iнтегральних перейдемо до бiльш компактного запису iн-

тегральних рiвнянь.

Позначимо через C[a, b] простiр неперервних на вiдрiзку [a, b] функцiй.

Елементи цього простору будемо позначати через x, y, z, ...(x = x(t), y =

y(t), z = z(t), ..., t ∈ [a, b])
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Яка б не була функцiя y = y(t) ∈ C[a, b], iнтеграл

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ (355)

являє собою неперервну на [a, b] функцiю. Позначимо цю функцiю z(t). От-

же, за допомогою дiй, вказаних у виразi (355), кожнiй функцiї y(t) ∈ C[a, b]

ставиться у вiдповiднiсть деяка (цiлком визначена) функцiя z(t). Запише-

мо цю вiдповiднiсть у виглядi Ky = z й будемо називати K iнтегральним

оператором. За цiм означенням

Ky(t) =

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ. (356)

Можна побачити, що оператор K володiє властивостями:

1. K(cy) = cK(y) (однорiднiсть);

2. K(x+ y) = Kx +Ky (дистрибутивнiсть).

Тут c − число, x = x(t), y = y(t) − неперервнi функцiї, заданi на [a, b].

Обидвi цi властивостi сумiщаються в одному запису

K(αx+ βy) = αKx + βKy

i називаються лiнiйнiстю.

У цих позначеннях рiвняння (353) запишеться у виглядi

y = µKy + f. (357)

Якщо ввести одиничний оператор I рiвнiстю Iy = y, то рiвняння перепише-

ться наступним чином:

Ly = f, (358)

де

L = I− µK (359)

− лiнiйний опрератор у C[a, b]. Рiвняння (358) (отже i вихiдне iнтегральне

рiвняння (353)) називається лiнiйним на пiдставi того, що шукана функцiя
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пiддається дiї лiнiйного оператора. Функцiю f при цьому називають правою

частиною рiвняння.

Поряд з рiвнянням (358) розглянемо вiдповiдне однорiдне рiвняння

Ly = 0. (360)

Перерахуємо тi властивостi рiвнянь (358), (360), якi випливають з їх лi-

нiйностi.

Властивiсть 1. Однорiдне рiвняння (360) завжди має роз’язок.

Дiйсно, це рiвняння має принаймi тривiальний розв’язок y(t) = 0, ∈ [a, b].

Рiвняння (360) може мати й нетривiальнi розв’язки. Доведення iснува-

ння нетривiальних розв’язкiв вимагає проведення спецiальних дослiджень у

кожному конкретному випадку. Але, якщо такi розв’язки iснують, то їх лi-

нiйна комбiнацiя також буде розв’язком, тобто має мiсце

Властивiсть 2. Розв’язки лiнiйного рiвняння (360) утворюють лiнiй-

ний простiр.

Запишемо рiвняння (360) у виглядi

y = µKy. (361)

Тi значення параметра µ, при яких рiвняння (361) має нетривiальнi розв’яз-

ки, називаються характеристичними значеннями ядра K(t, τ) (оператора K).

Якщо µ0 − характеристичне значення оператораK, a ϕ0(t) − вiдповiдний йо-

му нетривiальний розв’язок рiвняння (361), ϕ0 називається власною функцi-

єю ядра K(t, τ) (оператора K), вiдповiдною власному значенню µ0. На пiд-

ставi властивостi 2 лiнiйна комбiнацiя власних функцiй, вiдповiдних власно-

му значенню µ0, знову є власною функцiєю, вiдповiдною характеристичному

значенню µ0 (при умовi, що вона тотожно не дорiвнює нулю). Максимальне

число лiнiйно незалежних власних функцiй, вiдповiдних характеристичному

значенню µ0, називається кратнiстю s характеристичного значення µ0. Тоб-

то число s є розмiрнiстю лiнiйного простору розв’язкiв рiвняння y = µ0Ky.

Якщо s = 1, то характеристичне значення µ0 називається простим, при s > 1

− кратним. Значення µ, яке не є простим, будемо називати регулярним.
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Тепер розглянемо неоднорiдне рiвняння (358). Має мiсце

Властивiсть 3. Якщо розв’язок рiвняння (358) iснує, то вiн буде єди-

ним, тодi й тiльки тодi, коли вiдповiдне однорiдне рiвняння (360) має лише

тривiальний розв’язок.

Доведення. Нехай u(t) − розв’язок, iснування якого ми припустили.

Необхiднiсть. Нехай розв’язок u(t) єдиний. Якщо припустити, що одно-

рiдне рiвняння (360) має нетривiальний розв’язок ϕ(t), то функцiя u(t)+ϕ(t)

буде розв’язком неоднорiдного рiвняння, вiдмiнним вiд u(t). Отримали про-

тирiччя. Отже нетривiальних розв’язкiв однорiдного рiвняння (360) не iснує.

Достатнiсть. Нехай однорiдне рiвняння (360) має лише тривiальний розв’я-

зок. Припустимо, що рiвняння (358) поряд u(t) має розв’язок v(t). Тодi фун-

кцiя ϕ(t) = u(t)− u(t) була б нетривiальним розв’язком розв’язком рiвняння

(360), що суперечить припущенню. Отже, розв’язок u(t) єдиний.

Властивiсть 4. Якщо кратнiсть s характеристичного значення µ0 скi-

чена, то загальний розв’язок однорiдного рiвняння

y(t) = µ0

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ (362)

має вигляд

ϕ(t) = c1ϕ1(t) + c2ϕ2(t) + ...+ csϕs(t),

де ϕ1(t), ϕ2(t), ..., ϕs(t) − лiнiйно незалежнi функцiї ядра K, вiдповiднi хара-

ктеристичному значенню µ0.

Якщо при цьому неоднорiдне рiвняння

y(t) = µ0

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ + f(t) (363)

має роз’язок, наприклад, Y (t), то його загальний розв’язок можна подати у

виглядi

y(t) = Y (t) + ϕ(t),
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тобто складається з загального розв’язку однорiдного рiвняння (362) та будь-

якого частинного розв’язку неоднорiдного рiвняння.

Зауважимо, що все сказане дослiвно повторюється й для рiвнянь Воль-

терри.

17. 3. Рiвняння Фредгольма з виродженим ядром

Нехай задане iнтегральне рiвняння Фредгольма

y(t) = f(t) + µ

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ, µ 6= 0, (364)

ядро якого зображується у виглядi

K(t, τ) =

n∑

j=1

αj(t)βj(τ). (365)

Таке ядро будемо називати виродженим. Будемо припускати, що функцiї

αj , βj, j = 1, 2, ..., n неперервнi на [a, b]. Також будемо припускати, що як

система {αj}n1 , так i система {βj}n1 складаються з лiнiйних незалежних на

функцiй.

За допомогою (365) рiвняння (364) перепишеться у виглядi

y(t) = f(t) + µ
n∑

j=1

yjαj(t), (366)

де через yj позначенi величини

yj =

b∫

a

y(τ)βj(τ)dτ. (367)

Припустимо, що розв’язок рiвняння (364) iснує. Тодi, якщо y(t) розв’я-

зок, рiвнiсть (366) перетворюються в тотожнiсть (як i рiвнiсть (364)). Помно-

жимо (366) на βi(t) i проiнтегруємо на промiжку [a, b]. Будемо мати тотожно-

стi

yi = fi + µ

n∑

j=1

αijyj , i = 1, 2, ..., n, (368)
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де

fj =

b∫

a

f(t)βi(t)dt, αij =

b∫

a

βiαj(t)(t)dt.

Таким чином, розв’язок y(t) рiвняння (364) породжує розв’язок y1, y2, ..., yn

алгебраїчної системи (368).

Якщо ж навпаки, вiдомий розв’язок розв’язок y1, y2, ..., yn алгебраїчної

системи (368), то можна довести, що функцiя y(t) побудована за формулою

(366) буде розв’язком рiвняння (364). Тобто має мiсце

Теорема 17.1. Iнтегральне рiвняння (364) i система рiвнянь (368)

еквiвалентнi у тому сенсi, що кожному розв’язку y(t) рiвняння (364) вiд-

повiдає один й тiльки один розв’язок системи (368) i навпаки. Ця вiдповiд-

нiсть мiж розв’язками здiйснюється за формулою (366).

Ядро K(t, τ) називається простим, якщо воно або неперервно в Q, або

неперервно q i обертається в нуль у Q− q. Має мiсце

Теорема 17.2. Для того щоб iнтегральне рiвняння з простим ядром

K(t, τ) i вiльним членом f ∈ C[a, b]:

y(t) = µ

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ + f(t) (369)

мало единий розв’язок, необхiдно та достатньо, щоб вiдповiдне однорiдне

рiвняння

y(t) = µ

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ (370)

мало лише тривiальний розв’язок.

17. 4. Теорема про розв’язуванiсть. Альтернатива Фредгольма

Розглянемо iнтегральне рiвняння

z(t) = µ

b∫

a

K(τ, t)z(τ)dτ + g(t). (371)
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Це рiвняння називається транспонованим iнтегральним рiвнянням. Воно вiд-

повiдає "транспонованому" ядру

KT (t, τ) = K(τ, t),

в якому змiннi помiнялися ролями. Рiвняння (371) в операторнiй формi бу-

демо записувати у виглядi

z = µKT z + g,

де оператор KT визначається за формулою

KTz =

b∫

a

KT (t, τ)z(τ)dτ.

Будемо називати функцiї x(t), y(t), неперервнi на вiдрiзку [a, b], ортого-

нальними, якщо
b∫

a

x(t)y(t)dt = 0,

при цьому припускається, що жодна з функцiй не обертається тотожно в

нуль.

Теорема 17.3 (про розв’язуванiсть).

1. Для того щоб iнтегральне рiвняння

y(t) = µ

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ + f(t) (372)

(K ∈ C(Q), f ∈ C[a.b]) мало розв’язок у C[a.b] необхiдно та достатньо, щоб

функцiя f(t) була ортогональною до всiх розв’язкiв вiдповiдного однорiдного

транспонованого рiвняння

z(t) = µ

b∫

a

K(τ, t)z(τ)dτ. (373)

2. Якщо ця умова виконана, то загальний розв’язок рiвняння (372) мо-

же бути записаний у виглядi

y(t) = ϕ(t) + Y (t),
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де ϕ(t) − загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння

y(t) = µ

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ (374)

а Y (t) − деякий частинний розв’язок рiвняння (372).

3. Рiвняння (373) i (374) мають при цьому однакове скiнчене число лi-

нiйно незалежних розв’язкiв, i загальний розв’язок кожного з них виходить

у виглядi вiдповiдної лiнiйної комбiнацiї. Таким чином, якщо вказане число

дорiвнює s i ϕ1, ϕ2, ..., ϕs − згаданi лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння

(374), то його загальний розв’язок має вигляд

ϕ(t) =
s∑

i=1

αiϕi(t).

Наведемо ще альтернативне формулювання попередньої теореми.

Альтернатива Фредгольма. Для iнтегрального рiвняння

y(t) = µ

b∫

a

K(t, τ)y(τ)dτ + f(t) (375)

надаються двi взаємовиключнi можливостi:

1. Або µ не є характеристичним значенням ядра K(t, τ), i тодi рiвня-

ння (375) (також i його транспоноване рiвняння

z(t) = µ

b∫

a

K(τ, t)z(τ)dτ + g(t).) (376)

має один й тiльки один розв’язок при будь-якiй правiй частинi f(t) ∈ C[a, b]

(вiдповiдно g(t) ∈ C[a, b]). При цьому вiдповiднi однорiднi рiвняння

y = µKy, z = µKT z

мають лише тривiальнi розв’язки.
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2. Або µ є характеристичним значенням ядра K(t, τ). У цьому випадку

рiвняння (375) має розв’язки тодi й тiльки тодi, коли функцiя f ортого-

нальна до всiх розв’язкiв вiдповiдного однорiдного транспонованого рiвняння

z(t) = µ

b∫

a

K(τ, t)z(τ)dτ.

При цьому рiвняння

y = µKy, z = µKT z

мають однакове й при тому скiнчене число лiнiйно незалежних розв’яз-

кiв i загальний розв’язок рiвняння (375) складається з загального розв’язку

вiдповiдного однорiдного рiвняння та деякого частинного розв’язку неодно-

рiдного рiвняння.

Приклад 17.1

Знайти розв’язок iнтегрального рiвняння

y(t) = 2− 3

π
2∫

0

sin(t− 2τ)y(τ)dτ. (377)

Маємо iнтегральне рiвняння з виродженим ядром. Перепишемо це рiв-

няння у виглядi

y(t) = 2− 3 sin t

π
2∫

0

cos(2τ)y(τ)dτ + 3 cos t

π
2∫

0

sin(2τ)y(τ)dτ. (378)

Введемо позначення

M =

π
2∫

0

cos(2τ)y(τ)dτ, N =

π
2∫

0

sin(2τ)y(τ)dτ. (379)

Тодi

y(t) = 2− 3M sin t+ 3N cos t. (380)

187



Пiдставимо вираз (380) у рiвняння (378). Отримаємо,

2− 3M sin t+ 3N cos t = 2− 3 sin t

π
2∫

0

cos(2τ)(2− 3M sin τ + 3N cos τ)dτ+

+3 cos t

π
2∫

0

sin(2τ)(2− 3M sin τ + 3N cos τ)dτ.

Для обчислення визначених iнтегралiв застосуємо онлайн-калькулятор

https : //math24.biz/integral_def

Будемо мати

−3M sin t+ 3N cos t = −3(M +N) sin t+ 3(2− 2M + 2N) cos t.

Далi прирiвнюємо вирази при sin t i cos t. Отримаємо систему лiнiйних алге-

браїчних рiвнянь вiдносно виразiв M i N

M =M +N,

N = 2− 2M + 2N.

Звiдси маємо N = 0, M = 1. Пiдставляючи цi значення у вираз (380) отри-

маємо розв’язок iнтегрального рiвняння,

y(t) = 2− 3 sin t.
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