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Ïåðåäìîâà

Öåé ïðàêòèêóì ñêëàäåíèé ïåðåâàæíî iç îëiìïiàäíèõ çàäà÷ òà çàäà÷ ïiä-
âèùåíî¨ ñêëàäíîñòi çà îñíîâíèìè òåìàìè ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëií, ÿêi âè-
â÷àþòüñÿ ñòóäåíòàìè íà ïåðøîìó êóðñi ó òåõíi÷íîìó ÂÍÇ. Áiëüøiñòü çàäà÷
ñóïðîâîäæó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàííÿìè àáî âêàçiâêàìè. Çíà÷íà ÷àñòèíà çàäà÷, ÿêi
íàâåäåíi ó çáiðíèêó, ïðîïîíóâàëàñÿ â ðiçíi ðîêè íà ðiçíèõ åòàïàõ ìàòåìàòè-
÷íèõ îëiìïiàä ñåðåä ñòóäåíòiâ ïåðøèõ êóðñiâ òåõíi÷íèõ íàâ÷àëüíèõ çàêëà-
äiâ, çîêðåìà ó 1-ìó òà 2-ìó òóði Âñåóêðà¨íñüêî¨ ñòóäåíòñüêî¨ îëiìïiàäè ç
ìàòåìàòèêè, à òàêîæ ôàêóëüòåòñüêèõ îëiìïiàäàõ ÊÏI iì. Iãîðÿ Ñiêîðñüêî-
ãî. Äåÿêi çàäà÷i ¹ àâòîðñüêèìè, à ðåøòà � çàïîçè÷åíi óêëàäà÷àìè ç ðiçíèõ
äæåðåë, çîêðåìà ç iíøèõ çáiðíèêiâ òà ìåòîäè÷íèõ âêàçiâîê, íàïðèêëàä,
[2, 8, 11, 13, 14], à òàêîæ ìåðåæi iíòåðíåò. Ïåðâèííå àâòîðñòâî áàãàòüîõ
çàäà÷ òà äåÿêèõ ðîçâ'ÿçêiâ äî íèõ âñòàíîâèòè íåìîæëèâî, òîìó óêëàäà÷i
âèñëîâëþþòü ùèðó ïîäÿêó iñòèííèì àâòîðàì, çàäà÷i òà/àáî ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ
îïèíèëèñÿ ó öüîìó çáiðíèêó.
Ïî÷àòêîâî ïðàêòèêóì ôîðìóâàâñÿ ÿê ìåòîäè÷íèé ñóïðîâiä äëÿ âèêëà-

äà÷iâ, ùî ïðîâîäÿòü çàíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íîãî ãóðòêà �Íåñòàíäàðòíi òà îëiì-
ïiàäíi çàäà÷i ç àëãåáðè òà àíàëiçó� äëÿ ñòóäåíòiâ 1-õ êóðñiâ ÊÏI iì. Iãîðÿ
Ñiêîðñüêîãî. Ïðîòå, çáiðíèê çàäà÷ ìîæå áóòè êîðèñíèì äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðî-
áîòè ñòóäåíòiâ, ÿêi öiêàâëÿòüñÿ ìàòåìàòèêîþ òà ïðèéìàþòü àêòèâíó ó÷àñòü
ó ìàòåìàòè÷íèõ çìàãàííÿõ ðiçíèõ ðiâíiâ. Êðiì òîãî, ïðàêòèêóì ìîæå ñòàòè
ó íàãîäi òàêîæ âèêëàäà÷àì ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëií ÿê ìåòîäè÷íèé ïîñi-
áíèê, ùî ìiñòèòü çàäà÷i ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi.
Çáiðíèê ñêëàäà¹òüñÿ ç 17 ðîçäiëiâ, êîæåí ç ÿêèõ îõîïëþ¹ îêðåìó òåìó ç

òîãî ÷è iíøîãî ðîçäiëó âèùî¨ ìàòåìàòèêè i âiäïîâiäà¹ îäíîìó�äâîì çàíÿ-
òòÿì ìàòåìàòè÷íîãî ãóðòêà. Äåÿêi ðîçäiëè ñóïðîâîäæóþòüñÿ êîðîòêèìè
òåîðåòè÷íèìè âiäîìîñòÿìè, ÿêi íå âõîäÿòü äî ñòàíäàðòíîãî êóðñó âèùî¨
ìàòåìàòèêè äëÿ iíæåíåðíèõ ñïåöiàëüíîñòåé, àëå ¹ íåîáõiäíèìè ïðè ïîãëè-
áëåíîìó âèâ÷åííi ìàòåðiàëó òà ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi.
Âñi çàäà÷i ñóïðîâîäæóþòüñÿ ðîçâ'ÿçàííÿìè àáî âêàçiâêàìè. Ïðåäñòàâëåíi
çàäà÷i òà ìåòîäè ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ äàëåêî íå âè÷åðïóþòü âñi ìîæëèâi íàáîðè
çàäà÷ ç âèáðàíèõ òåì òà iñíóþ÷i ïiäõîäè ðîçâ'ÿçàííÿ, à ëèøå äàþòü óÿâ-
ëåííÿ ïðî äåÿêi ç íèõ. Ïîñèëàííÿ, íàâåäåíi â êiíöi, ïðîïîíóþòü ÷èòà÷åâi
øèðîêèé îáñÿã ìàòåðiàëiâ äëÿ áiëüø ïîãëèáëåíîãî îïðàöþâàííÿ âiäïîâiä-
íèõ òåì.
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1 Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨

Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ áàçó¹òüñÿ íà àêñiîìi iíäóêöi¨, ÿêà ¹ îäíi¹þ ç
ñèñòåìè àêñiîì iòàëiéñüêîãî ìàòåìàòèêà Äæóçåïïå Ïåàíî (1858-1932) äëÿ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. ×èòà¹òüñÿ âîíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

ßêùî äåÿêå òâåðäæåííÿ T (n) ñïðàâåäëèâå äëÿ n = 1, i ÿêùî ç ïðè-
ïóùåííÿ, ùî âîíî ñïðàâåäëèâå äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n = k,
âèïëèâà¹, ùî âîíî ñïðàâåäëèâå i äëÿ íàñòóïíîãî çà íèì ÷èñëà n = k + 1,
òî âîíî ¹ ñïðàâåäëèâèì äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ç àêñiîìè iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ñôîðìóëþ¹ìî
éîãî ó âèãëÿäi àëãîðèòìó. Íåõàé (T (n), n ≥ 1) � ïîñëiäîâíiñòü òâåðäæåíü,
ïðè÷îìó íåîáõiäíî äîâåñòè (àáî ñïðîñòóâàòè), ùî òâåðäæåííÿ T (n) ñïðà-
âåäëèâå äëÿ âñiõ n ≥ 1.
1. (Áàçà iíäóêöi¨) Ïåðåâiðÿ¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ T (1);
2. (Ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨) Ïðèïóñêà¹ìî, ùî òâåðäæåííÿ T (n) âèêîíó¹-

òüñÿ äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n = k, òîáòî ïðèïóñêà¹ìî, ùî âiðíå òâåð-
äæåííÿ T (k);
3. (Êðîê iíäóêöi¨) Äîâîäèìî, ùî ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹ ñïðà-

âåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ T (n) äëÿ íàñòóïíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n = k+1,
ç ÷îãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî òâåðäæåííÿ T (n) ñïðàâåäëèâå äëÿ âñiõ n ≥ 1.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

1.1. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíó¹òüñÿ

13 + 23 + . . .+ n3 = (1 + 2 + . . .+ n)2 .

Äîâåäåííÿ.
1. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ n = 1 òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå.
2. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî ñïðàâåäëèâå äëÿ n = k, òîáòî

13 + 23 + . . .+ k3 = (1 + 2 + . . .+ k)2 .

3. Äîâåäåìî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ n = k + 1, òîáòî

13 + 23 + . . .+ k3 + (k + 1)3 = (1 + 2 + . . .+ k + (k + 1))2 .

Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi i çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ñóìó
ïåðøèõ k äîäàíêiâ çàìiíèìî íà (1 + 2 + . . .+ k)2:

13 + 23 + . . .+ k3 + (k + 1)3 = (1 + 2 + . . .+ k)2 + (k + 1)3.
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Äàëi âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ ñóìè åëåìåíòiâ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðå-
ñi¨, îòðèìà¹ìî

(1 + 2 + . . .+ k)2 + (k + 1)3 =

(
k(k + 1)

2

)2

+ (k + 1)3 =

=
1

4
(k + 1)2(k + 2)2 =

(
(k + 1)(k + 2)

2

)2

,

ùî â ñâîþ ÷åðãó ¹ êâàäðàòîì ñóìè ïåðøèõ k+1 íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, îñêiëü-
êè çà ôîðìóëîþ ñóìè àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨:

1 + 2 + . . .+ k + (k + 1) =
(k + 1)(k + 2)

2
.

Îòæå, çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òâåðäæåííÿ çàäà÷i ¹ ñïðàâå-
äëèâèì.
1.2. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

√
n ≤ 1 +

1√
2

+
1√
3

+ . . .+
1√
n
< 2
√
n.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òiëüêè ïðàâó íåðiâíiñòü. Ëiâà íåðiâíiñòü äîâîäè-
òüñÿ àíàëîãi÷íî.
1. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ n = 1 òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå.
2. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíî ñïðàâåäëèâå äëÿ n = k, òîáòî

1 +
1√
2

+
1√
3

+ . . .+
1√
k
< 2
√
k.

3. Äîâåäåìî, ùî äëÿ n = k + 1 íåðiâíiñòü òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ. Ìà¹ìî
äîâåñòè, ùî

1 +
1√
2

+
1√
3

+ . . .+
1√
k

+
1√
k + 1

< 2
√
k + 1. (1.1)

Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ âèïëèâà¹, ùî

1 +
1√
2

+
1√
3

+ . . .+
1√
k

+
1√
k + 1

< 2
√
k +

1√
k + 1

.

Òîìó íåðiâíiñòü (1.1) áóäå âèêîíóâàòèñü, ÿêùî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

2
√
k +

1√
k + 1

< 2
√
k + 1 ⇔ 1√

k + 1
< 2
√
k + 1− 2

√
k

⇔ 1√
k + 1

<
2√

k + 1 +
√
k
,
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ùî é ïîòðiáíî äîâåñòè.
1.3. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî 62n−1 +1 äiëèòüñÿ

íàöiëî íà 7.

Çàóâàæåííÿ 1.1. Íàäàëi äiëåííÿ íàöiëî áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì ..., òîá-
òî óìîâó çàäà÷i 1.2 ìîæíà çàïèñàòè òàê:

(62n−1 + 1) ... 7.

Äîâåäåííÿ.
1. Ïåðåâiðÿ¹ìî ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ äëÿ n = 1:

(62−1 + 1) = 7 ... 7� âiðíî.

2. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ n = k, òîáòî

(62k−1 + 1) ... 7.

3. Äîâåäåìî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ n = k + 1, òîáòî

(62(k+1)−1 + 1) ... 7.

Äiéñíî,

(62(k+1)−1 + 1) = 62k+1 + 1 = 36 (62k−1 + 1)︸ ︷︷ ︸
... 7

− 35︸︷︷︸
... 7

,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
1.4. Äiéñíå x òàêå, ùî x + 1

x � öiëå. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòó-
ðàëüíîãî n ÷èñëî xn + 1

xn òàêîæ öiëå.
Âêàçiâêà. Âèêîðèñòàòè ðiâíiñòü(

xk +
1

xk

)(
x+

1

x

)
= xk+1 +

1

xk+1
+ xk−1 +

1

xk−1
.

Òîäi çà ïðèïóùåííÿì ÷èñëî

xk+1 +
1

xk+1
=

(
xk +

1

xk

)(
x+

1

x

)
−
(
xk−1 +

1

xk−1

)
¹ öiëèì.
1.5. Ïîñëiäîâíiñòü an çàäàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

a1 = 1, a2 = 1, an+2 = an+1 +
an
2n
, n ∈ N.

Äîâåñòè íåðiâíiñòü an < 3 äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n.
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Âêàçiâêà.

an+2 = an+1 +
an
2n

= an +
an−1

2n−1
+
an
2n

= . . . = a2 +
a1

21
+
a2

22
+ . . .+

an
2n
.

Ç ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨ äîâîäèìî ñïðàâåäëèâiñòü òâåðäæåííÿ äëÿ íàñòó-
ïíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà:

an+2 < 1 +
1

2
+

3

22
+ . . .+

3

2n
=

3

2
+

3
4

(
1−

(
1
2

)n−2
)

1− 1
2

=
3

2

(
2−

(
1

2

)n−2
)
< 3.

1.6. Ç êâàäðàòó ïàïåðó â êëiòèíêó ðîçìiðó 2n × 2n âèðiçàëè îäíó êëi-
òèíêó. Äîâåñòè, ùî îòðèìàíó ôiãóðó ìîæíà ðîçðiçàòè íà êóòíèêè ç òðüîõ
êëiòèíîê.

Ìàë. 1.1

Ìàë. 1.2

Äîâåäåííÿ.
1. Äëÿ n = 1 òâåðäæåííÿ iñòèííå (äèâ. ìàë. 1.1).
2. Íåõàé òâåðäæåííÿ iñòèííå äëÿ n = k.
3. Äîâåäåìî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ n = k+1. Ðîçãëÿíåìî êâà-

äðàò ðîçìiðó 2k+1× 2k+1. Âèðiçàíà êëiòèíêà îáîâ'ÿçêîâî ïîòðàïèòü â îäèí
ç ÷îòèðüîõ êâàäðàòiâ çi ñòîðîíîþ 2k. Â òðüîõ iíøèõ êâàäðàòàõ çi ñòîðîíîþ
2k âèäiëèìî êëiòèíêè, ÿê ïîêàçàíî íà ìàë. 1.2. Òîäi çà ïðèïóùåííÿì ií-
äóêöi¨ êîæåí ç êâàäðàòiâ ðîçìiðó 2k ìîæíà ðîçðiçàòè íà êóòíèêè ç òðüîõ
êëiòèíîê, ïðè÷îìó âiäìi÷åíi êëiòèíêè òàêîæ óòâîðþþòü êóòíèê ç òðüîõ
êëiòèíîê. Òîìó âåñü êâàäðàò ðîçìiðó 2k+1 ìîæíà ðîçðiçàòè íà êóòíèêè ç
òðüîõ êëiòèíîê.

1.7. Çíàéòè lim
n→∞

 1
2 1 0
0 1 0
0 0 1

2

n

.
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Âêàçiâêà. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåñòè, ùî 1
2 1 0
0 1 0
0 0 1

2

n

=

 1
2n 1 + 1

2 + . . .+ 1
2n−1 0

0 1 0
0 0 1

2n

 .

Òîäi

lim
n→∞

 1
2 1 0
0 1 0
0 0 1

2

n

= lim
n→∞

 1
2n 1 + 1

2 + . . .+ 1
2n−1 0

0 1 0
0 0 1

2n

 =

 0 2 0
0 1 0
0 0 0

 .

1.8. Ó âñiõ äiâ÷àò î÷i îäíàêîâîãî êîëüîðó. Ñïðîáó¹ìî äîâåñòè öå ìåòî-
äîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
1. Äëÿ îäíi¹¨ äiâ÷èíè (òîáòî, n = 1) öå î÷åâèäíî.
2. Ïðèïóñòèìî, ùî äàíå òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ n = k äîâiëüíèõ

äiâ÷àò.
3. Ðîçãëÿíåìî ãðóïó ç k+1 äiâ÷èíè, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ñâié íîìåð: ïåðøà,

äðóãà, . . . , k-òà, (k+1)-øà. Òîäi çà ïðèïóùåííÿì, ó ãðóïi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
ïåðøî¨, äðóãî¨, . . . , k-î¨ äiâ÷èíè, óñi äiâ÷àòà ìàþòü î÷i îäíàêîâîãî êîëüîðó
(îñêiëüêè âñüîãî äiâ÷àò â äàíié ãðóïi k). Ç iíøîãî áîêó, öå ñïðàâåäëèâî i
äëÿ ãðóïè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äðóãî¨, òðåòüî¨, . . . , k-î¨, (k + 1)-î¨ äiâ÷èíè.
Àëå äî îáîõ öèõ ãðóï íàëåæèòü äiâ÷èíà ïiä íîìåðîì ¾2¿, òîìó âñi ç k + 1
äiâ÷àò ìàþòü î÷i òîãî æ êîëüîðó, ùî é öÿ äiâ÷èíà, òîáòî îäèí i òîé ñàìèé
êîëið. Äå ïîìèëêà?
Âêàçiâêà. Ïîìèëêà ó âèáîði áàçè iíäóêöi¨. Êðîê iíäóêöi¨ ç n = 1 äî

n = 2 íå ñïðàâäæó¹òüñÿ, îñêiëüêè òîäi âiäïîâiäíi ãðóïè äiâ÷àò (¾1¿ òà ¾2¿)
íå ìàþòü ñïiëüíî¨ äiâ÷èíè. Òîìó ñïî÷àòêó ïåðåâiðÿòè äàíå òâåðäæåííÿ ïî-
òðiáíî ç ãðóïè, ó ÿêié ¹ äâi äiâ÷èíè. Îñêiëüêè iñíóþòü äâi äiâ÷èíè ç ðiçíèì
êîëüîðîì î÷åé, òî áàçà iíäóêöi¨ íå âèêîíó¹òüñÿ. Òîìó ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨
iíäóêöi¨ òóò çàñòîñîâóâàòè íå ìîæíà.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

1.9. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåñòè ðiâíîñòi:

1) 1 + (1 + 2) + (1 + 2 + 3) + . . .+ (1 + 2 + . . .+ n) =
n(n+ 1)(n+ 2)

6
;

2) 1 · 4 + 2 · 7 + 3 · 10 + . . .+ n · (3n+ 1) = n(n+ 1)2;

3) 12 + 32 + 52 + . . .+ (2n− 1)2 =
n(4n2 − 1)

3
;

4)
7

1 · 8
+

7

8 · 15
+

7

15 · 22
+ . . .+

7

(7n− 6) · (7n+ 1)
+

1

7n+ 1
= 1;

5)
4

1 · 2 · 3
+

5

2 · 3 · 4
+

6

3 · 4 · 5
+. . .+

n+ 3

n(n+ 1)(n+ 2)
=

5

4
− 2n+ 5

2(n+ 1)(n+ 2)
;

6) 3 + 33 + 333 + 3333 + . . .+ 3...3︸︷︷︸
nøòóê

=
10n+1 − 9n− 10

27
;

7) sinx+ sin 2x+ sin 3x+ . . .+ sinnx =
sin nx

2 sin n+1
2 x

sin x
2

;

8) cosα · cos 2α · cos 4α · . . . · cos(2nα) =
sin(2n+1α)

2n+1 sinα
.

1.10. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåñòè íåðiâíîñòi:

1)
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
>

13

24
;

2) 1 +
1

2
√

2
+

1

3
√

3
+ . . .+

1

n
√
n
≤ 3− 2√

n
.

3)
1

1!
+

1

2!
+ . . .+

1

n!
<

5n− 2

2n
;

4)
1

2
· 3

4
· 5

6
· . . . · 2n− 1

2n
<

1√
2n+ 1

;

5)
4n

n+ 1
<

(2n)!

(n!)2
.

1.11. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ n ∈ N:
1) (4n + 15n− 1) ... 9; 2) (13n + 5) ... 6;

3) (32n+2 + 8n− 9) ... 16; 4) n(2n2 − 3n+ 1) ... 6;

5) (62n−2 + 3n+1 + 3n−1) ... 11; 6) (5n+3 · 2n − 125) ... 45.
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1.12. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî 22n + 1 çàêií÷ó-
¹òüñÿ öèôðîþ 7.

1.13. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíó ñóìó, áiëüøó íiæ 7 êîïiéîê, ìîæíà ñïëàòèòè
ìîíåòàìè âàðòiñòþ â 3 òà 5 êîïiéîê.

1.14. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî, ÿêå çàïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ 3n îäèíèöü, äi-
ëèòüñÿ íà 3n (ìà¹òüñÿ íà óâàçi äåñÿòêîâèé çàïèñ ÷èñëà).

1.15. Ïîñëiäîâíiñòü an çàäàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

a1 = 3, an+1 = 7an + 3, n ≥ 1.

Äîâåñòè, ùî an = 1
2(7n − 1), n ≥ 1.

1.16. Ïîñëiäîâíiñòü an çàäàíà íàñòóïíèì ÷èíîì

a1 = 0, an+1 = 5an +
√

24a2
n + 1, n ∈ N.

Äîâåñòè, ùî âñi ÷ëåíè ïîñëiäîâíîñòi, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî, ¹ íàòóðàëüíèìè
÷èñëàìè.

1.17. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 +
√

2︸ ︷︷ ︸
n çíàêiâ êîðåíÿ

= 2 cos
π

2n+1
.

1.18. (Çàäà÷à ïðî Õàíîéñüêi âåæi) � òðè ñòðèæíi, íà îäíîìó ç ÿêèõ
ðîçìiùåíà âåæà ç n äèñêiâ (ìàë. 1.3). Íèæíié äèñê âåæi ìà¹ íàéáiëüøèé
äiàìåòð, à äiàìåòð êîæíîãî íàñòóïíîãî ìåíøèé âiä ïîïåðåäíüîãî. Çà îäèí
õiä iç áóäü-ÿêîãî ñòðèæíÿ ìîæíà âçÿòè äèñê i ïåðåìiñòèòè íà iíøèé ñòðè-
æåíü. Âèêëàäàòè ìîæíà òiëüêè äèñêè ìåíøîãî ðîçìiðó íà äèñêè áiëüøîãî
ðîçìiðó. ×è ìîæíà ïåðåìiñòèòè ïiðàìiäó ç îäíîãî ñòðèæíÿ íà iíøèé?

Ìàë. 1.3
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2 Ïðèíöèï Äiðiõëå

Ïðèíöèï Äiðiõëå íàçâàíèé íà ÷åñòü íiìåöüêîãî ìàòåìàòèêà Ïåòåðà Ëå-
æåíà Äiðiõëå (1805-1859), ÿêèé óñïiøíî çàñòîñîâóâàâ éîãî äî äîâåäåííÿ
àðèôìåòè÷íèõ òâåðäæåíü. Íåçâàæàþ÷è íà éîãî íàäçâè÷àéíó ïðîñòîòó, öåé
ïðèíöèï ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷ i äîâåäåííi òåîðåì
ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè. Iñíó¹ äåêiëüêà ôîðìóëþâàíü ïðèíöèïó
Äiðiõëå. Æàðòîìà öåé ïðèíöèï ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê:

ßêùî ¹ n çàéöiâ òà k < n êëiòîê äëÿ íèõ, òî ïðèíàéìíi â îäíó êëiòêó
ïîòðàïëÿòü ùîíàéìåíøå 2 çàéöi.

Íàé÷àñòiøå ïðèíöèï Äiðiõëå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó íàñòóïíié ôîðìi:

ßêùî nk + 1 ïðåäìåò ðîçêëàäåíî â n ÿùèêiâ, òî ïðèíàéìíi â îäíîìó
ç ÿùèêiâ çíàõîäèòüñÿ íå ìåíøå íiæ k + 1 ïðåäìåò.

Íàâåäåìî ùå îäíå çàãàëüíå ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó Äiðiõëå:

ßêùî A òà B � äåÿêi ñêií÷åíi íåïóñòi ìíîæèíè ç êiëüêiñòþ åëåìåí-
òiâ nA òà nB âiäïîâiäíî, i çàäàíî ôóíêöiþ f : A → B, òî iñíó¹ ÿêèéñü
åëåìåíò b ∈ B, ÿêèé ¹ îáðàçîì ïðèíàéìíi

[
nA
nB

]
+ 1 åëåìåíòà ç A.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

2.1. Ïî âóëèöÿõ ìiñòà ðóõàþòüñÿ 487 òðîëåéáóñiâ. Â êîæíîìó ç íèõ ìîæå
çíàõîäèòèñÿ íå áiëüøå íiæ 70 ëþäåé. Êðiì âîäiÿ â òðîëåéáóñi çàâæäè ¨äå
êîíäóêòîð. Äîâåñòè, ùî îáîâ'ÿçêîâî çíàéäåòüñÿ 8 òðîëåéáóñiâ, â ÿêèõ ¨äå
îäíàêîâà êiëüêiñòü ëþäåé.
Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ çàäà÷i ðiçíèõ êiëüêîñòåé ëþäåé â òðîëåéáóñàõ

ìîæå áóòè íå áiëüøå íiæ 69 âàðiàíòiâ (âiä 2 äî 70 ÷îëîâiê). Îñêiëüêè 69·7 =
483 < 487, òî çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå îáîâ'ÿçêîâî çíàéäåòüñÿ 8 òðîëåéáóñiâ
ç îäíàêîâîþ êiëüêiñòþ ëþäåé.
2.2. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n ñåðåä n+1 íàòóðàëüíèõ

÷èñåë ¹ äâà ÷èñëà, ðiçíèöÿ ÿêèõ áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà n.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âñi çàëèøêè âiä äiëåííÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë íà n: 0, 1, 2, 3, . . . , n − 1. �õ êiëüêiñòü � n. Îñêiëüêè âèáðàíî n + 1
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òî çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi äâà
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÷èñëà, ÿêi ìàþòü îäíàêîâi çàëèøêè âiä äiëåííÿ íà n. Òîäi ¨õ ðiçíèöÿ áåç
çàëèøêó äiëèòüñÿ íà n, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
2.3. Íåõàé ó ôóòáîëüíîìó òóðíiði áåðóòü ó÷àñòü n êîìàíä. Êîæíà êî-

ìàíäà ãðà¹ ïî îäíîìó ìàò÷ó ç iíøèìè êîìàíäàìè. Äîâåäiòü, ùî â äîâiëüíèé
ìîìåíò ÷àñó çíàéäåòüñÿ ïðèíàéìíi äâi êîìàíäè, ÿêi çiãðàëè íà öåé ìîìåíò
îäíàêîâó êiëüêiñòü ìàò÷iâ.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå, òîáòî íåìà¹ äâîõ êîìàíä, ÿêi çiãðà-

ëè íà öåé ìîìåíò ÷àñó îäíàêîâó êiëüêiñòü ìàò÷iâ. Òîäi ñåðåä êîìàíä iñíó¹
îäíà, ÿêà çiãðàëà 0 ìàò÷iâ, îäíà, ÿêà çiãðàëà 1 ìàò÷, îäíà, ÿêà çiãðàëà 2
ìàò÷i, i ò. ä., çíàéäåòüñÿ îäíà êîìàíäà, ÿêà çiãðàëà n− 1 ìàò÷iâ. Îñòàííÿ
êîìàíäà çiãðàëà ç óñiìà êîìàíäàìè, à îòæå, i ç êîìàíäîþ, ÿêà çiãðàëà 0
ìàò÷iâ. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå, â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó çíàéäóòüñÿ
ïðèíàéìíi äâi êîìàíäè, ÿêi çiãðàëè îäíàêîâó êiëüêiñòü ìàò÷iâ.
2.4. Íåõàé p òà q � íàòóðàëüíi ÷èñëà, p < q. ßêùî çâè÷àéíèé äðiá p/q

ïåðåòâîðèòè íà äåñÿòêîâèé, îòðèìà¹ìî àáî ñêií÷åííèé, àáî íåñêií÷åííèé
ïåðiîäè÷íèé äåñÿòêîâèé äðiá, ïðè÷îìó äîâæèíà ïåðiîäó íå ïåðåâåðøó¹ q−
1. Ïîêàæiòü öå.
Äîâåäåííÿ. Áóäåìî äiëèòè p íà q â ñòîâï÷èê: öiëà ÷àñòèíà äîðiâíþ¹

íóëþ, îñêiëüêè p < q, à ïiñëÿ êîìè ìîæóòü ç'ÿâëÿòèñÿ öèôðè 0, 1, . . . , 9.
Íà êîæíîìó êðîöi (ïðè çíàõîäæåííi êîæíî¨ íàñòóïíî¨ äåñÿòêîâî¨ öèôðè),
àáî ÷èñëî äiëèòüñÿ íàöiëî i çíà÷èòü äðiá ñêií÷åííèé, àáî iç çàëèøêîì, i ìè
ïðîäîâæó¹ìî äiëèòè. Àëå ïðè äiëåííi íà ÷èñëî q ìîæå áóòè q−1 íåíóëüîâèõ
çàëèøêiâ: 1, . . . , q−1. Òàêèì ÷èíîì, ïðèíàéìíi ïiñëÿ q−1 êðîêiâ, çàëèøîê
ïîâòîðèòüñÿ, à öå áóäå îçíà÷àòè, ùî äåñÿòêîâi öèôðè ÷èñëà p/q òàêîæ
áóäóòü ïîâòîðþâàòèñü. Îòæå, â öüîìó âèïàäêó ìè îòðèìà¹ìî íåñêií÷åííèé
ïåðiîäè÷íèé äåñÿòêîâèé äðiá iç ïåðiîäîì, äîâæèíà ÿêîãî íå ïåðåâåðøó¹
q − 1.
2.5. Ïîêàæiòü, ùî ÿêùî ç ìíîæèíè ÷èñåë {1, 2, . . . , 2n} âèáðàíî áiëüøå

ïîëîâèíè ÷èñåë, òî çíàéäóòüñÿ ïðèíàéìíi äâà, ÿêi ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, òà
äâà, ç ÿêèõ îäíå äiëèòüñÿ íà iíøå áåç çàëèøêó.
Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âèáðàíî n + 1 ÷èñåë. Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó,

ùî ñåðåä íèõ çíàéäóòüñÿ ïðèíàéìíi äâà âçà¹ìíî ïðîñòi. Äëÿ öüîãî ðî-
çiá'¹ìî ìíîæèíó {1, 2, . . . , 2n} íà n ìíîæèíè {1, 2}, {3, 4}, . . . , {2n−1, 2n}.
Îñêiëüêè âèáðàíî n + 1 ÷èñëî, òî çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå ïðèíàéìíi äâà ç
íèõ ïîòðàïëÿòü â îäíó i òó ñàìó ìíîæèíó. À äâà íàòóðàëüíèõ ÷èñëà, ùî
éäóòü ïîñïiëü ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèìè.
Ïîêàæåìî òåïåð, ùî çíàéäåòüñÿ äâà ÷èñëà òàêi, ùî îäíå ç íèõ äiëèòüñÿ íà

iíøå áåç çàëèøêó. Äëÿ öüîãî ïðåäñòàâèìî êîæíå ÷èñëî ìíîæèíè ó âèãëÿäi



2 Ïðèíöèï Äiðiõëå 14

2km, äå m = 1, 3, 5, . . . , 2n − 1. Íàïðèêëàä, 13 = 20 · 13, 24 = 23 · 3, i ò.ä.
Îñêiëüêè ¹ òiëüêè n ðiçíèõ ÷èñåë m, òî çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå ç îáðàíèõ
n + 1 ÷èñåë çíàéäóòüñÿ ïðèíàéìíi äâà, ÿêi ìàþòü îäíàêîâi m. Íåõàé öå
÷èñëà 2km i 2lm. Òîäi ÿêùî k > l, òî 2km äiëèòüñÿ íà 2lm, à ÿêùî k < l,
òî 2lm äiëèòüñÿ íà 2km.
2.6. Âñåðåäèíi ðiâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà çi ñòîðîíîþ äîâæèíè 2 ñì

ïîçíà÷åíî íàâìàííÿ 5 òî÷îê. Ïîêàçàòè, ùî ïðèíàéìíi ìiæ äâîìà ç öèõ
òî÷îê âiäñòàíü ìåíüøà çà 1 ñì.
Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî òðèêóòíèê íà ÷îòèðè ðiâíîñòîðîííiõ òðèêóòíèêà

ç äîâæèíîþ ñòîðîíè, ùî äîðiâíþ¹ 1 ñì, ïðîâiâøè ñåðåäíi ëiíi¨. Òîäi çà
ïðèíöèïîì Äiðiõëå â îäèí ç òðèêóòíèêiâ ïîòðàïèòü ïðèíàéìíi äâi òî÷êè,
i òîäi âiäñòàíü ìiæ íèìè íå ïåðåâèùó¹ 1 ñì.
2.7. Ïîêàæiòü, ùî ñåðåä ñåìè ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi íå ïåðåâè-

ùóþòü 126, ìîæíà çíàéòè äâà, ñêàæiìî x òà y, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-
íiñòü 1 < y

x ≤ 2.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó {1, 2, . . . , 126} i ðîçiá'¹ìî ¨¨ íà 6 ìíî-

æèí íàñòóïíèì ÷èíîì: {1, 2}, {3, 4, 5, 6}, {7, 8, . . . , 14}, {15, 16, . . . , 30},
{31, 32, . . . , 62}, {63, 64, . . . , 126}. Îñêiëüêè âèáðàíî 7 ÷èñåë, òî çà ïðèí-
öèïîì Äiðiõëå çíàéäåòüñÿ äâà � x òà y, ÿêi ïîòðàïèëè ó îäíó i òó ñàìó
ìíîæèíó. Òîìó, î÷åâèäíî, äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 1 < y

x ≤ 2.
2.8. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä ñòåïåíiâ ÷èñëà 2 ¹ äâà, ðiçíèöÿ ÿêèõ äiëèòüñÿ íà

2013.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñòåïåíi ÷èñëà 2: 1, 2, 4, 8, . . . . �õ íåñêií÷åííî

áàãàòî. Îñêiëüêè æîäíà ñòåïiíü ÷èñëà 2 íà 2013 íå äiëèòüñÿ, òî ìà¹ìî íà-
ñòóïíi çàëèøêè âiä äiëåííÿ: 1, 2, . . . , 2012. Òîìó çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå iñíó¹
äâà ñòåïåíÿ ÷èñëà 2, ÿêi ìàþòü îäíàêîâi çàëèøêè âiä äiëåííÿ íà 2013. Òîäi
¨õ ðiçíèöÿ áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà 2013.
2.9. ×è iñíó¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç íóëiâ i îäèíèöü,

i áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà 2013? À òiëüêè ç îäèíèöü?
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ òiëüêè ç îäèíèöü, òîáòî

÷èñëà âèãëÿäó 11...11. Î÷åâèäíî, òàêèõ ÷èñåë íåñêií÷åííî áàãàòî. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî æîäíå òàêå ÷èñëî íà 2013 íå äiëèòüñÿ íàöiëî. Òîäi çàëèøêiâ âiä
äiëåííÿ íà 2013 ¹ 2012: 1, 2, . . . , 2012. Òîìó çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå çíàéäó-
òüñÿ äâà ÷èñëà âèãëÿäó 11...11, ÿêi ìàþòü îäíàêîâi çàëèøêè âiä äiëåííÿ íà
2013. Òîäi ¨õ ðiçíèöÿ áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà 2013, à öå ÷èñëî âèãëÿäó:
11...1100...00. Îòæå, iñíó¹ ÷èñëî, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç îäèíèöü i íóëiâ
i áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà 2013. Ïðåäñòàâèìî öå ÷èñëî íàñòóïíèì ÷èíîì:
11...1100...00 = 11...11 · 10k. Îñêiëüêè ÷èñëà 2013 i 10k � âçà¹ìíî ïðîñòi, òî
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÷èñëî 11...11 äiëèòüñÿ áåç çàëèøêó íà 2013. Îòæå, òàêîæ iñíó¹ ÷èñëî, ÿêå
ñêëàäà¹òüñÿ òiëüêè ç îäèíèöü i áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà 2013.
2.10. Íåõàé f(x) � äåÿêèé ìíîãî÷ëåí ç íàòóðàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Âiäîìî, ùî f(x) = 2 äëÿ òðüîõ ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ çíà÷åíü. Ïîêàçàòè, ùî
íå iñíó¹ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà y òàêîãî, ùî f(y) = 3.
Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà f(x)

ðiçíèöÿ f(y) − f(x) áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà y − x. Äiéñíî, íåõàé f(x) =
anx

n + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0. Òîäi

f(y)− f(x) =

= (any
n + an−1y

n−1 + . . .+ a1y + a0)− (anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0) =

= an(y
n − xn) + an−1(y

n−1 − xn−1) + . . .+ a1(y − x) =

= (y − x)
(
an(y

n−1 + yn−2x+ . . .+ yxn−2 + xn−1)+

+ an−1(y
n−2 + yn−3x+ . . .+ yxn−3 + xn−2) + . . .+ a1

)
,

òîáòî äiëèòüñÿ áåç çàëèøêó íà y − x.
Òåïåð, íåõàé a, b, c � ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ f(a) = f(b) =

f(c) = 2. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ íàòóðàëüíå y òàêå, ùî f(y) = 3, i ðîçãëÿ-
íåìî ðiçíèöi

f(y)−f(a) = 3−2 = 1, f(y)−f(b) = 3−2 = 1, f(y)−f(c) = 3−2 = 1.

Êðiì òîãî, f(y)−f(a), f(y)−f(b), f(y)−f(c) äiëÿòüñÿ âiäïîâiäíî íà y−a,
y−b, y−c. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî 1 äiëèòüñÿ íà y−a, y−b i y−c. Òîìó êîæíèé
ç âèðàçiâ y−a, y−b, y−c äîðiâíþ¹ àáî 1 àáî -1. Îòæå, çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå
çíàéäåòüñÿ äâà, ÿêi ðiâíi ìiæ ñîáîþ. À öå ïðîòèði÷èòü òîìó, ùî ÷èñëà a, b,
c � ðiçíi.
2.11. Íåõàé åëåìåíòàìè êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi ïîðÿäêó 14 ¹ ÷èñëà 0 òà

1. Ïðèïóñòèìî, ùî 58 åëåìåíòiâ öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþþòü 1. ×è iñíó¹ ó
öié ìàòðèöi êâàäðàòíà ïiäìàòðèöÿ ïîðÿäêó 2, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ òiëüêè 1?
Ïiä êâàäðàòíîþ ïiäìàòðèöåþ ïîðÿäêó 2 ðîçóìiþòü ìàòðèöþ ïîðÿäêó 2,
ñêëàäåíó ç åëåìåíòiâ âèõiäíî¨ ìàòðèöi, ÿêi ñòîÿòü íà ïåðåòèíi îáðàíèõ 2-õ
ðÿäêiâ òà 2-õ ñòîâïöiâ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé çàäàíî êâàäðàòíó ìàòðèöþA14×14. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ai

êiëüêiñòü ïàð ðÿäêiâ ç 1 â i-ìó ñòîâïöi ìàòðèöi A. Êðiì òîãî, äëÿ êâàäðàòíî¨

ìàòðèöi ââåäåìî ÷èñëî P =
14∑
i=1

ai = a1 + a2 + . . . + a14. Íàïðèêëàä, äëÿ



2 Ïðèíöèï Äiðiõëå 16

ìàòðèöi 
0 1 0 1 0
1 0 0 1 0
1 0 0 1 0
0 0 1 1 0
1 1 0 0 1


a1 = C2

3 = 3, a2 = C2
2 = 1, a3 = 0, a4 = C2

4 = 6, a5 = 0, à îòæå, P =
a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 3 + 1 + 0 + 6 + 0 = 10 äëÿ öi¹¨ ìàòðèöi.
ßêùî P äëÿ çàäàíî¨ ìàòðèöi A áóäå áiëüøå çà êiëüêiñòü ïàð ðÿäêiâ ìà-

òðèöi A (à ¨õ êiëüêiñòü C2
14 = 91), òî çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå çíàéäåòüñÿ

ïðèíàéìíi äâà ñòîâïöi ç îäèíèöÿìè â îäíèõ i òèõ ñàìèõ ðÿäêàõ. Òàêèì

÷èíîì, iñíóâàííÿ ïiäìàòðèöi âèãëÿäó
(

1 1
1 1

)
áóäå äîâåäåíî.

Ïîêàæåìî ùî äëÿ ìàòðèöi A14×14, ÿêà ìiñòèòü 58 îäèíèöü: P ≥ 92. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó ïðîöåäóðó: ÿêùî ÿêèéñü i-èé ñòîâïåöü ìàòðèöi
A ìiñòèòüm îäèíèöü, à ÿêèéñü j-èé ñòîâïåöü âiäïîâiäíî n < m−1 îäèíèöü,
òî ïåðåñòàâëÿþ÷è îäíó îäèíèöþ ç i-ãî â j-èé ñòîâïåöü ìè çìåíøó¹ìî ai íà
m−1 i çáiëüøó¹ìî aj íà n. Òàêèì ÷èíîì, P çìåíøó¹òüñÿ. Îòæå, íàéìåíøå
çíà÷åííÿ P áóäå, ÿêùî âñi ñòîâïöi ìàòðèöi ìàþòü ÿêîìîãà ðiâíå ÷èñëî
îäèíèöü. Äëÿ íàøî¨ ìàòðèöi öå áóäå òiëüêè òîäi, êîëè äâàíàäöÿòü ñòîâïöiâ
ìiñòèòèìóòü ïî 4 îäèíèöi, i äâà ñòîâïöi ïî 5 îäèíèöü, îñêiëüêè 58 = 12 ·
4 + 2 · 5. Òîäi ai = C2

4 = 6, äëÿ i = 1, 12, i ai = C2
5 = 10 äëÿ i = 13, 14.

Îòæå, P = 12 · 6 + 2 · 10 = 92. Äëÿ iíøî¨ êîìáiíàöi¨ îäèíèöü â ñòîâïöÿõ:
P ≥ 92.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

2.12. Áàáà-ßãà òà Êàùåé çiáðàëè äåÿêó êiëüêiñòü ìóõîìîðiâ. Êiëüêiñòü
öÿòî÷îê íà ìóõîìîðàõ Áàáè-ßãè â 13 ðàçiâ áiëüøå, íiæ íà ìóõîìîðàõ Êà-
ùåÿ, àëå ïiñëÿ òîãî, ÿê Áàáà-ßãà âiääàëà Êàùåþ ñâié ìóõîìîð ç íàéìåíøèì
÷èñëîì öÿòî÷îê, íà ¨¨ ìóõîìîðàõ ñòàëî öÿòî÷îê òiëüêè ó 8 ðàçiâ áiëüøå,
íiæ ó Êàùåÿ. Äîâåäiòü, ùî ñïî÷àòêó ó Áàáà-ßãè áóëî íå áiëüøå íiæ 23
ìóõîìîðè.

2.13. Äîâåñòè, ùî â äîâiëüíié êîìïàíi¨ ¹ ïðèíàéìíi äâi ëþäèíè, ÿêi ìà-
þòü îäíàêîâó êiëüêiñòü ñïiëüíèõ çíàéîìèõ â öié êîìïàíi¨.

2.14. Äàíî 12 ðiçíèõ äâîçíà÷íèõ ÷èñåë. Ïîêàçàòè, ùî ñåðåä íèõ ¹ ïðè-
íàéìíi äâà òàêi, ùî ¨õ ðiçíèöÿ ¹ äâîçíà÷íèì ÷èñëîì ç îäíàêîâîþ öèôðîþ
äåñÿòêiâ òà îäèíèöü.

2.15. Ïîêàæiòü, ùî iñíó¹ ñòåïiíü ÷èñëà 3, ÿêà çàêií÷ó¹òüñÿ íà 001.

2.16. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {
√

3, 2
√

3, 3
√

3, . . .}. Äîâåäiòü, ùî ñåðåä
åëåìåíòiâ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi çíàéäåòüñÿ åëåìåíò, ìàòiñà ÿêîãî ìåíøà çà
0.01.

2.17. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó¹ íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ iç ï'ÿòiðîê òà íóëiâ, i áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ
n.

2.18. Âñåðåäèíi êâàäðàòà çi ñòîðîíîþ 1 äîâiëüíèì ÷èíîì ðîçòàøîâàíî
51 òî÷êó. Ïîêàæiòü, ùî ñåðåä íèõ çàâæäè iñíó¹ 3 òî÷êè, ÿêi ìîæíà íàêðèòè
êîëîì ðàäióñà 1/7.

2.19. Íàòóðàëüíi ÷èñëà 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 íàïèñàíi â äîâiëüíîìó
ïîðÿäêó âçäîâæ êîëà. Äîâåñòè, ùî ñåðåä íèõ iñíó¹ òðè ïîñïiëü íàïèñàíi
÷èñëà, ñóìà ÿêèõ íå ìåíøà çà 17.

2.20. (Çàäà÷à Åâêëiäà) Äëÿ äîâiëüíèõ âçà¹ìíî ïðîñòèõ íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë a, b iñíóþòü äâà iíøèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñëà x òà y òàêi, ùî ax− by = 1.
Äîâåäiòü.

2.21. Â êâàäðàòi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ çi 100 êëiòèí, ïîôàðáîâàíi ìåíøå íiæ
50 êëiòèí. Äîâåñòè, ùî çíàéäóòüñÿ íåïîôàðáîâàíi êëiòèíè, íà ÿêi ìîæíà
ðîçìiñòèòè êiñòó äîìiíî (ïîêðèâà¹ 2 êëiòèíè).

2.22. Êëiòèíè ïðÿìîêóòíèêà 5× 41 ïîôàðáîâàíî äâîìà êîëüîðàìè. Äî-
âåñòè, ùî â ïðÿìîêóòíèêó ìîæíà îáðàòè 3 ðÿäêà òà 3 ñòîâïöÿ òàê, ùî âñi
9 êëiòèí, ÿêi óòâîðÿòüñÿ íà ¨õ ïåðåòèíi, áóëè îäíîãî êîëüîðó.

2.23. Âñåðåäèíi êâàäðàòà çi ñòîðîíîþ 1 çíàõîäèòüñÿ äåêiëüêà êië, ñóìà
äîâæèí ÿêèõ äîðiâíþ¹ 10. Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ïðÿìà, ÿêà ïåðåòèíà¹ íå
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ìåíøå ÷îòèðüîõ iç çàäàíèõ êië.

2.24. Â ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ïðèéìàþòü ó÷àòü 17 îñiá. Êîæåí ç íèõ
âîëîäi¹ íå áiëüøå íiæ òðüîìà ìîâàìè i áóäü-ÿêi äâà ó÷àñíèêè ìîæóòü ñïië-
êóâàòèñÿ ìiæ ñîáîþ. Äîâåñòè, ùî õî÷à á òðè ó÷àñíèêè âîëîäiþòü îäíi¹þ
ìîâîþ.

2.25. Íåõàé a1, a2, . . . , an � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, 2, 3, . . . , n, äå n �
íåïàðíå. Äîâåñòè, ùî äîáóòîê (a1 − 1)(a2 − 2) . . . (an − n) � ïàðíå ÷èñëî.

2.26. (Òåîðåìà Åðäåøà-Ñåêåðåøà) Íåõàé äëÿ n ≥ 1, S � ñêií÷åíà ïî-
ñëiäîâíiñòü n2 + 1 äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë. Òîäi S ìiñòèòü àáî çðîñòàþ÷ó
ïiäïîñëiäîâíiñòü n+ 1 ÷èñåë, àáî ñïàäàþ÷ó ïiäïîñëiäîâíiñòü n+ 1 ÷èñåë ç
S.



3 Åëåìåíòè òåîði¨ ÷èñåë 19

3 Åëåìåíòè òåîði¨ ÷èñåë

�Òåîðiÿ ÷èñåë � êîðîëåâà ìàòåìàòèêè.�
íiìåöüêèé ìàòåìàòèê Êàðë Ôðiäðiõ Ãàóñ (1777-1855)

Åëåìåíòè òåîði¨ ÷èñåë îõîïëþþòü øèðîêèé êëàñ çàäà÷, ñåðåä ÿêèõ ¹ çà-
äà÷i íà ïîäiëüíiñòü, çàäà÷i íà çîáðàæåííÿ ÷èñëîâèõ âèðàçiâ ó òié ÷è iíøié
ôîðìi, çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó âëàñòèâiñòü,
çàäà÷i ùîäî ðîçâ'ÿçàííÿ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ó öiëèõ (íàòóðàëüíèõ) ÷è-
ñëàõ òà ÷èìàëî iíøèõ.
Ó öüîìó ðîçäiëi âèáiðêîâî ïðåäñòàâëåíi äåÿêi ç òàêèõ çàäà÷.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

3.1. Çíàéòè âñi n ∈ N, òàêi, ùî n2 + 1 ...n+ 1.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè n2 +1 = n(n+1)−(n−1), òî ç óìîâè n2 +1 ...n+1

âèïëèâà¹, ùî n−1 ...n+1. Òîìó ¹äèíèé ìîæëèâèé ðîçâ'ÿçîê � öå n = 1.
3.2. Íåõàé a2 + b2 ... 7, a, b ∈ Z. Äîâåñòè, ùî a ... 7 òà b ... 7.
Äîâåäåííÿ. Êâàäðàò ÷èñëà, íå êðàòíîãî 7, äà¹ îñòà÷ó 1, 2 àáî 4 ïðè

äiëåííi íà 7. Çðîçóìiëî, ùî îñòà÷à ïðè äiëåííi ñóìè � öå îñòà÷à âiä ñóìè
îñòà÷. Òîìó, ÿêùî a íå êðàòíå 7 àáî b íå êðàòíå 7, òî ìîæëèâi îñòà÷i ïðè
äiëåííi ÷èñëà a2 + b2 íà ÷èñëî 7 � öå 1, 2, 3, 4, 5, 6. Ñåðåä îñòà÷ íåìà¹ 0,
ùî ïðîòèði÷èòü óìîâi a2 + b2 ... 7. ßêùî æ îäíå ç ÷èñåë a àáî b êðàòíå 7, òî
i iíøå òåæ.
3.3. Íåõàé k, n ∈ N, ïðè÷îìó k � íåïàðíå. Äîâåñòè, ùî

k2n − 1 ... 2n+2.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Íåõàé
n = 1. Ïîêàæåìî, ùî k2 − 1 ... 8. Îñêiëüêè k � íåïàðíå, òî k2 − 1 = (2s +
1)2 − 1 = 4s(s + 1) ... 8. Òîìó ïðè n = 1 òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ. Íåõàé
k2n − 1 ... 2n+2. Òîäi äëÿ äåÿêîãî t ∈ N ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü k2n = 2n+2t + 1.
Òîìó

k2n+1

= (k2n)2 = 22n+4t2 + 2n+3t+ 1,

çâiäêè (k2n+1 − 1) ... 2n+3.
3.4. Çíàéòè âñi a ∈ N òàêi, ùî a10 + 1 ... 10.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. ×èñëî a ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi a = 10t+r, äå r � çàëèøîê

ïðè äiëåííi a íà 10. Âèêîðèñòàâøè áiíîì Íüþòîíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

a10 + 1 ... 10 ⇔ r10 + 1 ... 10.
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Ëèøå 310 + 1 ... 10 òà 710 + 1 ... 10. Òîìó a ∈ {10t+ 3, t = 0, 1, 2, . . .} ∪
{10t+ 7, t = 0, 1, 2, . . .} .
3.5. Çíàéòè âñi ïðîñòi ÷èñëà, ÿêi îäíî÷àñíî ¹ ñóìîþ òà ðiçíèöåþ äâîõ

ïðîñòèõ ÷èñåë.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé r � øóêàíå ïðîñòå ÷èñëî. Çà óìîâîþ çàäà÷i r = a+b

òà r = c−d, äå ÷èñëà a, b, c, d � ïðîñòi. Îñêiëüêè r = a+b, òî r > 2, áiëüøå
òîãî, r � ïðîñòå, à îòæå íåïàðíå. Òîìó a = d = 2. Îòæå, r = b+ 2 = c− 2,
äå b, c � íåïàðíi ïðîñòi ÷èñëà. Òîäi b, r, c � òðè ïîñëiäîâíi íåïàðíi ïðîñòi
÷èñëà. Iñíó¹ ëèøå îäíà òàêà òðiéêà: 3, 5, 7. Äëÿ êîæíî¨ iíøî¨ òàêî¨ òðiéêè
îäíå iç ÷èñåë êðàòíå 3, à îòæå íå ïðîñòå.
3.6. Çíàéòè âñi p, äëÿ ÿêèõ êîæíå ç ÷èñåë

p, p+ 2, p+ 6, p+ 8, p+ 12, p+ 14

¹ ïðîñòèì.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. �äèíå òàêå ÷èñëî p = 5. Äiéñíî, íåõàé r � îñòà÷à âiä

äiëåííÿ ÷èñëà p íà 5. ßêùî r = 1, òî p + 14 ... 5; ÿêùî r = 2, òî p + 8 ... 5;
ÿêùî r = 3, òî p + 12 ... 5; ÿêùî r = 4, òî p + 6 ... 5. Öå ñóïåðå÷èòü óìîâi
çàäà÷i. Îòæå r = 0.
3.7. Çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè â öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ

2x3 + xy − 7 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

x(2x2 + y) = 7.

Êîæíèé äîäàíîê â ëiâié ÷àñòèíi îòðèìàíî¨ ðiâíîñòi ¹ öiëèì ÷èñëîì, à òî-
ìó x = ±1, x = ±7. Îòæå, ðîçâ'ÿçêàìè ¹ ïàðè (1, 5); (7,−97); (−1,−9);
(−7,−99).
3.8. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ

x(x+ 1) = 4y(y + 1)

íå ìà¹ íàòóðàëüíèõ êîðåíiâ.
Âêàçiâêà. Íåõàé x(x+ 1) = 4y(y + 1). Òîäi

3 = (2(2y + 1))2 − (2x+ 1)2 = (4y − 2x+ 1)(4y + 2x+ 3).

Äëÿ íàòóðàëüíèõ x òà y ÷èñëî 3 íå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi òàêîãî äîáóòêó.
Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü òâåðäæåííÿ çàäà÷i.
3.9. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ x òà y ÷èñëî xxyy ¹ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî

÷èñëà?
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. ×èñëî xxyy ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

xxyy = 1000x+ 100x+ 10y + y = 1100x+ 11y = 11(100x+ y).

Îñêiëüêè xxyy ¹ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, òî 100x+ y ìà¹ áåç çàëè-
øêó äiëèòèñÿ íà 11, òîáòî iñíó¹ m ∈ N òàêå, ùî òðèçíà÷íå ÷èñëî x0y ... 11.
Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî iñíó¹ ¹äèíå òðèçíà÷íå ÷èñëî âèãëÿäó x0y, ùî äiëè-
òüñÿ íà 11 � öå ÷èñëî 704. Îòæå, x = 7, y = 4. Âiäïîâiäü: 7744 = 882

3.10. Äîâåñòè, ùî (n+ 1)n − 1 ...n2, n ∈ N.
Âêàçiâêà. Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî ïðåäñòàâëåííÿ

(n+ 1)n = 1 + C1
nn+ C2

nn
2 + . . .+ Cn

nn
n,

äå Ck
n = n!

k!(n−k)! , 0 ≤ k ≤ n, 0! = 1.
3.11. Çíàéòè ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå âñiõ äiëüíèêiâ ÷èñëà

1 · (1 + 3) · (1 + 3 + 5) · . . . · (1 + 3 + 5 + . . .+ 2019).

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òâåðäæåííÿì: ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå âñiõ
äiëüíèêiâ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N äîðiâíþ¹

√
N . Äiéñíî, íåõàé d1, d2, ... ,

dn � âñi äiëüíèêè ÷èñëà N , âïîðÿäêîâàíi çà çðîñòàííÿì. Òîäi çðîçóìiëî,
ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî i = 1, n ìà¹ìî di · dn+1−i = N . Òîìó n

√
d1d2 . . . dn =

√
N .

Â íàøîìó âèïàäêó

n
√
d1d2 . . . dn =

√
1 · (1 + 3) · (1 + 3 + 5) · . . . · (1 + 3 + 5 + . . .+ 2019) =

=
√

12 · 22 · 32 · . . . · 10102 = 1010!

3.12. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç σ(k) ñóìó âñiõ äiëüíèêiâ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k.
Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ≥ 3 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n2

2
<

n∑
k=1

σ(k) < n2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè σ(k) ≥ k, òî
n∑
k=1

σ(k) ≥ 1 + 2 + . . .+ n =
n2 + n

2
>
n2

2
,

ùî äîâîäèòü ëiâó íåðiâíiñòü. Äëÿ äîâåäåííÿ ïðàâî¨ ïîìiòèìî, ùî
n∑
k=1

σ(k) =

n∑
l=1

[
n
l

]
· l, äå ÷åðåç [·] ïîçíà÷åíî öiëó ÷àñòèíó. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîæíå
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÷èñëî l ∈ {1, 2, . . . , n} ¹ äiëüíèêîì ðiâíî
[
n
l

]
÷èñåë âiä 1 äî n. Îñêiëüêè äëÿ

êîæíîãî l ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü n ≥
[
n
l

]
· l, ïðè÷îìó ïðè l = n − 1,

n ≥ 3 íåðiâíiñòü ñòðîãà, òî n2 >
n∑
l=1

[
n
l

]
· l =

n∑
k=1

σ(k).
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

3.13. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íåïàðíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n iñíó-
þòü n ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ñóìà ÿêèõ äîðiâíþ¹ n2.

3.14. Ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ

p2 + q2 = r2 + s2 + t2

íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â ïðîñòèõ ÷èñëàõ.

3.15. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî 1
5(24n+2 + 1) ¹ ñêëàäåíèì äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ

n > 1.

3.16. Çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ â öiëèõ ÷èñëàõ

x3 + (x+ 1)3 + (x+ 2)3 = (x+ 3)3.

3.17. Äîâåñòè, ùî ÷îòèðèçíà÷íå ÷èñëî âèäó abcd äiëèòüñÿ áåç çàëèøêó
íà 99 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÷èñëî ab+ cd áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà 99.

3.18. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî 1110 − 1 áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà 100.

3.19. ×è ìîæå ÷èñëî, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ çi 100 îäèíèöü, 100 íóëiâ òà 100
äâiéîê, áóòè ïîâíèì êâàäðàòîì?

3.20. Çíàéäiòü âñi òàêi òðèçíà÷íi ÷èñëà abc, ÿêi â 12 ðàçiâ áiëüøå çà ñóìó
ñâî¨õ öèôð.

3.21. Äîâåäiòü, ùî ñóìà êâàäðàòiâ ï'ÿòè ïîñëiäîâíèõ öiëèõ ÷èñåë íå
ìîæå áóòè ïîâíèì êâàäðàòîì.

3.22. Çíàéäiòü âñi ïàðè ÷èñåë âèäó 1xy2 òà x12y òàêi, ùî îáèäâà ÷èñëà
áåç çàëèøêó äiëÿòüñÿ íà 7.

3.23. Íåõàé äëÿ íàòóðàëüíèõ m òà n ÷èñëî 6n + 11m ... 31. Äîâåñòè, ùî
òîäi n+ 7m ... 31.

3.24. Âiäîìî, ùî ÷èñëà p òà 8p2 + 1 � ïðîñòi. Çíàéòè âñi ìîæëèâi p.

3.25. Äîâåñòè, ùî íàñòóïíi ðiâíÿííÿ íå ìàþòü ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ ÷èñëàõ:
à) 12x+ 5 = y2; á) 15x2 − 7y2 = 9;
â) 8x3 − 13y3 = 17; ã) x2 + y2 = 2003.

3.26. Ñïðîñòiòü âèðàç: 2

√
3 +

√
5−

√
13 +

√
48.

3.27. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ x ∈ N òàêèé, ùî êîæíèé
÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi

x+ 1, xx + 1, xx
x

+ 1, xx
xx

+ 1, . . .

äiëèòüñÿ íà n.
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4 Ìíîãî÷ëåíè

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ n âiä çìiííî¨ x íàçèâà¹òüñÿ âèðàç

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . .+ an−1x+ an,

äå a0, a1, . . . , an � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà. Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí ÿê ôóíêöiÿ
çìiííî¨ x ìà¹ äóæå �ïðèâàáëèâi� âëàñòèâîñòi: ìíîãî÷ëåí ¹ íåïåðåðâíîþ íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ.
Ñåðåä çàäà÷ íà ìíîãî÷ëåíè ÷àñòî çóñòði÷à¹òüñÿ çàäà÷à ïðî ïîøóê êîðå-

íiâ ðiâíÿííÿ Pn(x) = 0 àáî âñòàíîâëåííÿ ñïiââiäíîøåíü ìiæ íèìè (âiäîìî,
ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðiâíî n êîðåíiâ, ñåðåä ÿêèõ ìîæóòü áóòè êîìïëåêñíî-
ñïðÿæåíi). Â òàêèõ çàäà÷àõ ìîæíà êîðèñòóâàòèñü êëàñè÷íèìè òâåðäæåííÿ-
ìè òà àëãîðèòìàìè, òàêèìè ÿê òåîðåìà Áåçó, òåîðåìà Âi¹òà, ñõåìà Ãîðíåðà,
àëãîðèòì Åâêëiäà òîùî. Ìè îáìåæèìîñÿ ëèøå ôîðìóëþâàííÿì çàãàëüíî¨
òåîðåìè Âi¹òà äëÿ çâåäåíîãî (a0 = 1) ìíîãî÷ëåíà ïîðÿäêó n:

Pn(x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . .+ an−1x+ an.

Òåîðåìà 4.1 (Âi¹òà). Íåõàé c1, c2, . . . , cn � êîðåíi ìíîãî÷ëåíà Pn(x). Òîäi

a1 = −(c1 + c2 + . . .+ cn) = −
n∑
k=1

ck;

a2 = c1c2 + c1c3 + . . .+ c1cn + c2c3 + . . .+ c2cn + . . .+ cn−1cn =
∑
i6=j
cicj;

a3 = −(c1c2c3 + c1c2c4 + . . .+ cn−2cn−1cn) = −
∑

i6=j 6=k 6=i
cicjck;

. . .

an−1 = (−1)n−1(c1c2 . . . cn−1 + c1c2 . . . cn−2cn + . . .+ c2c3 . . . cn)

an = (−1)nc1c2 . . . cn.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

4.1. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ âiäìiííèõ âiä íóëÿ ÷èñåë α, β êîðåíi
x1, x2, x3 ìíîãî÷ëåíà

αx3 − αx2 + βx+ β

çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü (x1 + x2 + x3)
(

1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

)
= −1

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Âi¹òà äëÿ êîðåíiâ x1, x2, x3 ìíîãî÷ëåíà
αx3 − αx2 + βx+ β ìà¹ìî

x1 + x2 + x3 = 1, x1x2 + x1x3 + x2x3 =
β

α
, x1x2x3 = −β

α
.
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Òàêèì ÷èíîì,

(x1 + x2 + x3)

(
1

x1
+

1

x2
+

1

x3

)
= (x1 + x2 + x3)

x1x2 + x1x3 + x2x3

x1x2x3
=

= 1 · β
α
·
(
−β
α

)−1

= −1.

4.2. Âiäîìî, ùî a+b ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà p(x) = x2 +ax+b2 ç äiéñíèìè
êîåôiöi¹íòàìè. Çíàéäiòü

a2020 + b2020.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà óìîâîþ

0 = p(a+ b) = (a+ b)2 + a(a+ b) + b2 =
7

4
(a+ b)2 +

1

4
(a− b)2,

çâiäêè a = b = 0, à òîìó a2020 + b2020 = 0.
4.3. Íåõàé a i b � äâà ç ÷îòèðüîõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà x4+x3−1. Äîâåñòè,

ùî ab � êîðiíü ìíîãî÷ëåíà x6 + x4 + x3 − x2 − 1.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b, c, d � êîðåíi ìíîãî÷ëåíà

P (x) = x4 + x3 − 1 = (x− a)(x− b)(x− c)(x− d).

Çà òåîðåìîþ Âi¹òà abcd = −1, òîìó

(ab)6 + (ab)4 + (ab)3 − (ab)2 − 1 = (ab)3

(
(ab)3 −

(
1

ab

)3

+ ab− 1

ab
+ 1

)
=

= (ab)3
(
(ab)3 + (cd)3 + ab+ cd+ 1

)
.

Äîâåäåìî, ùî (ab)3 + (cd)3 + ab+ cd+ 1 = 0. Ñïðàâäi, iç ðiâíîñòåé P (a) =
P (b) = 0 ìà¹ìî, ùî a3 = 1/(a+ 1), b3 = 1/(b+ 1), çâiäêè îòðèìà¹ìî

(ab)3 =
1

(1 + a)(1 + b)
=

(1 + c)(1 + d)

P (−1)
= −(1 + c)(1 + d).

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî (cd)3 = −(1 + a)(1 + b). Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

(ab)3 + (cd)3 + ab+ cd+ 1 = −(1 + c)(1 + d)− (1 + a)(1 + b) + ab+ cd+ 1 =

= −1− a− b− c− d = 0,

îñêiëüêè çà òåîðåìîþ Âi¹òà a+ b+ c+ d = −1.
4.4. Ìíîãî÷ëåí P (x) = xn + a1x

n−1 + . . . + an−1x + 1 ç íåâiä'¹ìíèìè
êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ n äiéñíèõ êîðåíiâ. Äîâåñòè, ùî P (2) ≥ 3n.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âñi êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà P (x) íåâiä'¹ìíi, òî
æîäåí ç éîãî êîðåíiâ x1, . . . , xn íå ìîæå áóòè äîäàòíiì. À îòæå, öåé
ìíîãî÷ëåí ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi P (x) = (x + t1) . . . (x + tn), äå
ti = −xi, i = 1, 2, . . . , n. Âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè-
÷íèì i ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

2 + ti = 1 + 1 + ti ≥ 3(1 · 1 · ti)
1
3 = 3(ti)

1
3 , i = 1, 2, . . . , n.

Âðàõîâóþ÷è, ùî çà òåîðåìîþ Âi¹òà

t1t2 . . . tn = 1,

îòðèìà¹ìî

P (2) = (2 + t1) . . . (2 + tn) ≥ 3n(t1t2 . . . tn)
1
3 = 3n.

4.5. Äîâåñòè, ùî ÿêùî ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíÿ n ç äiéñíèìè êîåôiöi¹í-
òàìè íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ, òî ìíîãî÷ëåí

Q(x) = P (x) + αP ′(x) + . . .+ αnP (n)(x)

ïðè äîâiëüíîìó çíà÷åííi α ∈ R òåæ íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ.
Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî

Q′(x) = P ′(x) + αP ′′(x) + . . .+ αn−1P (n)(x).

Òîìó Q(x) − αQ′(x) = P (x). Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi áóäåìî ââàæàòè,
ùî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåíà P (x) äîäàòíié. Îñêiëüêè öåé ìíîãî÷ëåí
íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ, òî éîãî ñòåïiíü n � ïàðíå ÷èñëî i äëÿ âñiõ x ∈ R
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü P (x) > 0. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîãî÷ëåí Q(x) ìà¹
äiéñíi êîðåíi x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xk. Çàóâàæèìî, ùî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò
ìíîãî÷ëåíà Q(x) äîðiâíþ¹ ñòàðøîìó êîåôiöi¹íòó ìíîãî÷ëåíà P (x), à îòæå,
¹ äîäàòíiì.
ßêùî α ≥ 0, òî lim

x→+∞
Q(x) = +∞, çâiäêè ìà¹ìî Q(x) > 0 ïðè x > xk.

Òîìó Q′(xk) ≥ 0 i P (xk) = Q(xk)− αQ′(xk) ≤ 0.
ßêùî æ α < 0, òî ïðè x < x1 ìà¹ìî Q(x) > 0. Òîìó Q′(x1) ≤ 0 i

P (x1) = Q(x1)− αQ′(x1) ≤ 0.
Â îáîõ âèïàäêàõ ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü ç íåðiâíiñòþ P (x) > 0. Îòæå,

ìíîãî÷ëåí Q(x) íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ.
4.6. Çíàéòè âñi ìíîãî÷ëåíè P (x), äëÿ ÿêèõ P (P ′(x)) = P ′(P (x)) ≡ 1.
Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè çàäà÷i âèïëèâà¹, ùî P ′(t) ≡ 1 äëÿ âñiõ t ∈ E (E �

îáëàñòü çíà÷åíü ìíîãî÷ëåíà P (x)). Ïðîòå P ′ 6= 0, çâiäñè P (x) íå ¹ ñòàëèì
i E = R.
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Òîäi óìîâà ìîæå áóòè ïåðåïèñàíà ó âèãëÿäi P ′(t) ≡ 1,∀t ∈ R, P (P ′(x)) =

P (1) = 1. Çâiäñè, P (x) = P (1) +
x∫
1

P ′(t)dt = 1 +
x∫
1

dt = x.

4.7. Ïðè ÿêîìó íàéìåíøîìó çíà÷åííi A2 +B2, A,B ∈ R ðiâíÿííÿ

999x4 − Ax3 −Bx2 − Ax+ 999 = 0

ìà¹ äiéñíi êîðåíi?
Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî ÿêùî x � äiéñíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ, òî

A2 + B2 ≥ 19982

5 . Ó âèïàäêó ðiâíîñòi ïðè çíà÷åííÿõ A = 3996
5 , B = 1998

5

êîðåíåì ðiâíÿííÿ ¹ x = 1.
Íåõàé x ∈ R òàêèé, ùî

999x4 − Ax3 −Bx2 − Ax+ 999 = 0.

Î÷åâèäíî, ùî x 6= 0, òîìó

999

(
x2 +

1

x2

)
− A

(
x+

1

x

)
−B = 0.

Âèêîíàâøè çàìiíó t = x+ 1
x , îòðèìà¹ìî

999(t2 − 2)− At−B = 0

äëÿ áóäü ÿêîãî t òàêîãî, ùî |t| ≥ 2. Ðîçãëÿíåìî (A,B) ÿê êîîðäèíàòè
äîâiëüíî¨ òî÷êè M â ïðÿìîêóòíié äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Òîäi A2 +
B2 � êâàäðàò äîâæèíè ðàäióñ-âåêòîðà òî÷êè M . À ðiâíÿííÿ At + B −
999(t2 − 2) = 0 îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî t òàêîãî, ùî |t| ≥ 2, òî÷êà M
íàëåæèòü äåÿêié ïðÿìié lt. Íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ lt ìà¹ âèãëÿä

lt :
At+B − 999(t2 − 2)√

t2 + 1
= 0,

çâiäêè ìà¹ìî, ùî íàéêîðîòøà âiäñòàíü p âiä ïðÿìî¨ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò
äîðiâíþ¹ p = 999(t2−2)√

t2+1
. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî A2 + B2 ≤ p2, òî òî÷êà M íå

ìîæå íàëåæàòè ïðÿìié lt, îòæå ðiâíÿííÿ At + B − 999(t2 − 2) = 0 íå ìà¹
ðîçâ'ÿçêiâ.
Çàëèøèëîñÿ çíàéòè

min
|t|≥2

p2 = 9992 min
|t|≥2

(t2 − 2)2

t2 + 1
=
∣∣t2 + 1 = y

∣∣ =

= 9992 min
y≥5

(y − 3)2

y
=

4

5
9992 =

19982

5
.

Îñòàííi ïåðåõîäè ìàþòü ìiñöå, îñêiëüêè ôóíêöiÿ φ(y) = (y−3)2

y ìîíîòîííî

çðîñòà¹ íà [5,+∞) (àäæå φ′(y) = 1− 9
y2 ≥ 1− 9

25 > 0) i φ(5) = 4
5 .
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

4.8. Äàíî ìíîãî÷ëåí P (x) = (2020x− 2019)2020. Íå ðîçêðèâàþ÷è äóæîê
çà ôîðìóëîþ áiíîìà Íüþòîíà, çíàéòè ñóìó âñiõ êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà.

4.9. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîðåíiâ x1, x2 ìíîãî÷ëåíà

x2 + px− 1

2p2
,

äå p ∈ R, p 6= 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

x4
1 + x4

2 ≥ 2 +
√

2.

4.10. Çíàéòè âñi ìíîãî÷ëåíè P (x) òàêi, ùî P (0) = 0 òà P (n2 + 1) =
P 2(n) + 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî n.

4.11. ×èñëà a, b, c ¹ òðüîìà ç ÷îòèðüîõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà

x4 − ax3 − bx+ c.

Çíàéäiòü âñi òàêi ìíîãî÷ëåíè.

4.12. Íåõàé îäèí iç êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà

P (x) = x3 + ax2 + bx+ c,

äå a, b, c ∈ Z, ðiâíèé äîáóòêó äâîõ iíøèõ. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî 2P (−1) äiëè-
òüñÿ íà ÷èñëî P (1) + P (−1)− 2(1 + P (0)).

4.13. Ìíîãî÷ëåí

axn − axn−1 + c2x
n−2 + ...+ cn−2x

2 + n2bx− b

ìà¹ ðiâíî n äîäàòíèõ êîðåíiâ. Äîâåäiòü, ùî âñi âîíè ðiâíi ìiæ ñîáîþ.

4.14. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ n ∈ N ìíîãî÷ëåí

fn(x) = 1 + x+
x2

2!
+ ...+

xn

n!

íå ìîæå ìàòè áiëüøå îäíîãî äiéñíîãî êîðåíÿ.

4.15. Äëÿ êîæíîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî n ìíîãî÷ëåí Pn(x) âèçíà÷à¹òüñÿ
òîòîæíiñòþ

Pn

(
t+

1

t

)
= tn +

1

tn
.

×è áóäå ïîñëiäîâíiñòü P0(1), P1(1), ..., Pn(1), ...
à) îáìåæåíîþ (ÿêùî òàê, çíàéòè ìåæi, ÿêùî íi - äîâåñòè öå);
á) ïåðiîäè÷íîþ (ÿêùî òàê, çíàéòè ïåðiîä, ÿêùî íi - äîâåñòè öå)?
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4.16. Ïðî ìíîãî÷ëåí

P (x) = xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ 1

âiäîìî, ùî
à) âñi éîãî êîåôiöi¹íòè íåâiä'¹ìíi;
á) âñi éîãî êîðåíi äiéñíi;
â) P (n− 1) = nn.
Çíàéòè a1 + . . .+ an−1.
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5 Ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ-1. Ìåòîä ïiäñòàíîâêè

Ôóíêöiîíàëüíèì íàçèâà¹òüñÿ òàêå ðiâíÿííÿ, â ÿêîìó øóêàíèìè ¹ äåÿêi
ôóíêöi¨, ùî ïîâ'ÿçàíi ç åëåìåíòàðíèìè çà äîïîìîãîþ îïåðàöié äîäàâàííÿ,
ìíîæåííÿ, êîìïîçèöi¨. Ðîçâ'ÿçàòè ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ îçíà÷à¹ çíàéòè
ñiì'þ ôóíêöié, êîæíà ç ÿêèõ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü
çìiííèõ iç éîãî îáëàñòi âèçíà÷åííÿ.
Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî òàê çâàíèé ìåòîä ïiäñòàíîâêè, ÿêèé äà¹

ìîæëèâiñòü ðîçâ'ÿçóâàòè äîñèòü øèðîêèé êëàñ ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü
áåç ñóòò¹âèõ îáìåæåíü íà øóêàíi ôóíêöi¨. Ñóòü ìåòîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
ïiäñòàâëÿþ÷è çàìiñòü çìiííèõ äåÿêi íîâi ôóíêöi¨ âiä öèõ çìiííèõ, ìîæëèâî,
íåîäíîðàçîâî, îòðèìó¹ìî íîâi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ çìiííèìè òà íåâiäîìîþ
ôóíêöi¹þ. Ðîçâ'ÿçóþ÷è öi ñïiââiäíîøåííÿ, âèäiëÿ¹ìî ôóíêöiþ â ÿâíîìó
âèãëÿäi.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

5.1. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R → R, äëÿ ÿêèõ ïðè áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ
x, y, z âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f (x) f (y) f (z)− f (xyz) = xy + xz + yz + x+ y + z.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêëàâøè x = y = z = 1, îäåðæèìî

f 3 (1)− f (1) = 6.

Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé äiéñíèé êîðiíü f (1) = 2. Ïîêëàäàþ÷è y = z = 1
ó ôóíêöiîíàëüíîìó ðiâíÿííi, ìà¹ìî

f (x) f (1) f (1)− f (x) = x+ x+ 1 + x+ 1 + 1,

çâiäêè f (x) = x+1. Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ f (x) = x+1 çàäîâîëü-
íÿ¹ âèõiäíå ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ, à òîìó ¹ éîãî ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì.
5.2. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, ÿêi ïðè áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ x, y çàäî-

âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

f (x) f (y)− f (xy) = xy + x+ y − 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

x = y = 1 : f 2 (1)− f (1) = 2 ⇔
[
f (1) = 2,
f (1) = −1.

y = 1 : f (x) (f (1)− 1) = 2x.
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Ïðè f (1) = 2 ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî f (x) = 2x. Ïðè f (1) = −1
ìàòèìåìî f (x) = −x. Ïðîòå ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî æîäíà ç öèõ ôóíêöié
íå çàäîâîëüíÿ¹ äàíîìó ôóíêöiîíàëüíîìó ðiâíÿííþ.
5.3. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, äëÿ ÿêèõ ïðè áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ x, y

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f (x+ y) + f (x− y) = 2f (x) cos y.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

x = 0, y = t : f (t) + f (−t) = 2f (0) cos t,
x = t+ π

2 , y = π
2 : f (t+ π) + f (t) = 0,

x = π
2 , y = t+ π

2 : f (t+ π) + f (−t) = −2f
(
π
2

)
sin t.

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó, îäåðæèìî

f (t) = f (0) cos t+ f
(π

2

)
sin t.

Ïîçíà÷èìî
f (0) = a, f

(π
2

)
= b.

Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, âñi ùî ôóíêöi¨ f (t) = a cos t + b sin t, a, b ∈ R äiéñíî ¹
ðîçâ'ÿçêàìè ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ.
5.4. Çíàéòè âñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f : R→ R, äëÿ ÿêèõ

∀x ∈ R\ {1} (x− 1) f

(
x+ 1

x− 1

)
− f (x) = x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé y = x+1
x−1 , òîäi x = y+1

y−1 , i ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿä

2

y − 1
f (y)− f

(
y + 1

y − 1

)
=
y + 1

y − 1
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ f ìà¹ìî ñèñòåìó
(x− 1) f

(
x+ 1

x− 1

)
− f (x) = x,

2

x− 1
f (x)− f

(
x+ 1

x− 1

)
=
x+ 1

x− 1
.

Ïîìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè äðóãîãî ðiâíÿííÿ x − 1 6= 0 i äîäàâøè äî
ïåðøîãî ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

f (x) = 2x+ 1, x 6= 1.
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Îñêiëüêè øóêàíà ôóíêöiÿ ìà¹ áóòè íåïåðåðâíîþ, îñòàòî÷íî ìà¹ìî

f (x) = 2x+ 1, x ∈ R.

5.5. Çíàéòè âñi íåïåðåðâíi íà [0; 1] ôóíêöi¨ f , äëÿ ÿêèõ

∀x ∈ [0; 1] 2f (x) = f
(x

2

)
+ f

(
x+ 1

2

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè øóêàíà ôóíêöiÿ f ìà¹ áóòè íåïåðåðâíîþ, òî

∃x0, x1 ∈ [0; 1] : min
[0;1]

f = f (x0) = m, max
[0; 1]

f = f (x1) = M.

Òîäi

f
(x0

2

)
= 2f (x0)− f

(
x0 + 1

2

)
= 2m− f

(
x0 + 1

2

)
≤ 2m−m = m,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
f
(x0

2

)
= m.

Ïîâòîðþþ÷è öi ìiðêóâàííÿ, îäåðæèìî

f
(x0

4

)
= m, . . . , f

(x0

2n

)
= m, n ∈ N.

Àíàëîãi÷íî
f
(x1

2n

)
= M, n ∈ N.

Òàêèì ÷èíîì,
f (0) = lim

n→∞
f
(x0

2n

)
= m,

f (0) = lim
n→∞

f
(x1

2n

)
= M.

Îòæå, m = M , ùî îçíà÷à¹, ùî øóêàíà ôóíêöiÿ ìà¹ áóòè êîíñòàíòîþ.
Î÷åâèäíî, ùî ïîñòiéíi ôóíêöi¨ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó çàäà÷i.
5.6. Íà iíòåðâàëi (−1; 1) çíàéòè âñi äèôåðåíöiéîâíi ðîçâ'ÿçêè ôóíêöiî-

íàëüíîãî ðiâíÿííÿ

f (x) + f (y) = f

(
x+ y

1 + xy

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

y = 0 : f (x) + f (0) = f (x) ⇒ f (0) = 0.
y = −x : f (x) + f (−x) = f (0) = 0 ⇒ f (−x) = −f (x) .

Òàêèì ÷èíîì, øóêàíà ôóíêöiÿ ìà¹ áóòè íåïàðíîþ.
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Ùîá çíàéòè ïîõiäíó âiä öi¹¨ ôóíêöi¨, ðîçãëÿíåìî âèðàç

f (x+ ∆x)− f (x)

∆x
=
f (x+ ∆x) + f (−x)

∆x
=

1

∆x
· f
(

∆x

1− x2 − x∆x

)
.

Îñêiëüêè
∆x

1− x2 − x∆x
∼

∆x→0

∆x

1− x2

òà

f

(
∆x

1− x2 − x∆x

)
= f (0) + f ′ (0) · ∆x

1− x2 − x∆x
+ o

(
∆x

1− x2 − x∆x

)
=

= f ′ (0) · ∆x

1− x2 − x∆x
+ o (∆x) , ∆x→ 0,

òî

f

(
∆x

1− x2 − x∆x

)
∼

∆x→0

f ′ (0)

1− x2
∆x.

Òîìó

f ′ (x) =
f ′ (0)

1− x2
.

Ïîçíà÷èìî C1 = f ′ (0) . Òîäi

f (x) = f (0) +

x∫
0

C1

1− t2
dt =

C1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
= C ln

(
1 + x

1− x

)
, C =

C1

2
.

5.7. Çíàéäiòü âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ:

f
(

max{x, y}
)

= max{f(x), f(y)}.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Óìîâà ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî äëÿ x ≥ y

f(x) ≥ f(y),

òîáòî òîìó, ùî ôóíêöiÿ íåñïàäíà.
Âiäïîâiäü: áóäü-ÿêà íåñïàäíà ôóíêöiÿ.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

5.8. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

3f(y)− 2f(x− y) + f(x+ y) = 12y − 2x+ 2.

5.9. Íà ÷èñëîâié ïðÿìié çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ

f (x) + f (y) = f

(
x+ y

1 + xy

)
.

5.10. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f (x− f (y)) = 1− x− y.

5.11. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f (x+ y)− f (x− y) = 2f (y) cosx.

5.12. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f (xy) = (f (x))y.

5.13. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R \ {0} → R, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(x) + 2f

(
1

x

)
= 3x.

5.14. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R \ {1
3} → R, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(x) + xf

(
x+ 1

3x− 1

)
= 1.

5.15. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R→ R, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

2f(x) + f(1− x) = 3− xf(1).

5.16. Çíàéòè âñi ôóíêöi¨ f : R \ {−5;−1
3 ; 0; 3

5 ; 1; 5
3 ; 2} → R, äëÿ ÿêèõ

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f

(
x

x− 2

)
− x+ 3

2
f

(
x+ 3

−3x+ 5

)
=
x2 − 2x− 2

x
.
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6 Ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ-2. Ðiâíÿííÿ Êîøi

Ìåòîä Êîøi, íàçâàíèé íà ÷åñòü ôðàíöóçüêîãî ìàòåìàòèêà Îãþñòåíà Ëó¨
Êîøi (1789-1857), ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ðîçâ'ÿçîê ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ
çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíèõ ïiäñòàíîâîê: ñïî÷àòêó äëÿ íàòó-
ðàëüíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó, ïîòiì � ðàöiîíàëüíèõ, ïîòiì ãðàíè÷íèì ïå-
ðåõîäîì � äëÿ äîäàòíèõ äiéñíèõ x i, íàðåøòi, ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ íà âñi
äiéñíi çíà÷åííÿ àðãóìåíòó. Äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî ìåòîä Êîøi íà ïðèêëàäi
ðîçâ'ÿçàííÿ êëàñè÷íîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ÿêå íîñèòü íàçâó ðiâ-
íÿííÿ Êîøi (äèâ. çàäà÷ó 6.1).

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

Çíàéòè âñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f : R → R, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ R
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
6.1. (Ðiâíÿííÿ Êîøi) f(x+ y) = f(x) + f(y).
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó çðîáèìî ïiäñòàíîâêó y = −x. Îòðèìà¹ìî, ùî

f(−x) = −f(x), òîáòî ôóíêöiÿ f ¹ íåïàðíîþ. Òîìó äîñòàòíüî âñòàíîâèòè
âèãëÿä ôóíêöi¨ äëÿ íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó.
Çàóâàæèìî, ùî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâåñòè, ùî ∀m ≥

1,∀x1, . . . , xm ∈ R
f(x1 + . . .+ xm) = f(x1) + . . .+ f(xm). (6.1)

Ïîêëàâøè â îñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííi x1 = x2 = ... = xm = x, îòðèìà¹ìî
äëÿ m ∈ N:

f(mx) = mf(x), x ∈ R,
çâiäêè ïðè x = 1, ïîêëàâøè f(1) = c = const, ìà¹ìî

f(m) = cm, äëÿ âñiõ m ∈ N.
Òàêèì ÷èíîì, ìè âñòàíîâèëè âèãëÿä ôóíêöi¨ äëÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó.
Öå âæå äà¹ íàì ïðèïóùåííÿ ïðî âèãëÿä ôóíêöi¨ äëÿ âñiõ iíøèõ x ∈ R.
Äàëi ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå íåâiä'¹ìíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî x = m

n , äå n ∈
N,m ∈ N

⋃
{0}, òîáòî ïiäñòàâèìî x1 = x2 = ... = xm = 1

n ó ñïiââiäíîøåííÿ
(6.1):

f
(m
n

)
= f

( 1

n
+ . . .+

1

n︸ ︷︷ ︸
m äîäàíêiâ

)
= mf

(
1

n

)
.

Òàêîæ

f(1) = f
( 1

n
+ . . .+

1

n︸ ︷︷ ︸
n äîäàíêiâ

)
= nf

(
1

n

)
,
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òîáòî, f
(

1
n

)
= f(1)· 1n = c· 1n . Îòæå, f

(
m
n

)
= c·mn . Òîáòî, äëÿ âñiõ íåâiä'¹ìíèõ

ðàöiîíàëüíèõ x f(x) = cx.
Íàðåøòi, íåõàé r � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî. Ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëi-

çó âiäîìî, ùî ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ ùiëüíîþ â ìíîæèíi äiéñíèõ
÷èñåë, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî r ∈ R iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
(qn, n ≥ 1) òàêà, ùî r = lim

n→∞
qn.

Òîìó, êîðèñòóþ÷èñü íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöi¨ f , ìîæíà çàïèñàòè:

f(r) = f( lim
n→∞

qn) = lim
n→∞

f(qn) = lim
n→∞

cqn = c lim
n→∞

qn = cr.

Òàêèì ÷èíîì,
f(x) = cx, c ∈ R.

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âñi ëiíiéíi ôóíêöi¨
òàêîãî âèäó çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Êîøi.
Çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ ïåâíèé êëàñ ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìîæíà

ðîçâ'ÿçóâàòè ìåòîäîì Êîøi, àáî âäà¹òüñÿ çâåñòè çàäàíå ðiâíÿííÿ äî ðiâíÿ-
ííÿ Êîøi i ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷i 6.1.
6.2. f(xy) = f(x) + f(y), òóò f : R \ {0} → R.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó çðîáèìî ïiäñòàíîâêè x = y = t òà x = y = −t.

Îòðèìà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f ¹ ïàðíîþ. Çíàéäåìî âèãëÿä øóêàíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ
íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g(t) = f(et). Ìà¹ìî

g(x+ y) = f(ex+y) = f(exey) = f(ex) + f(ey) = g(x) + g(y).

Ìà¹ìî, ùî g(x) = cx, c ∈ R. Âðàõîâóþ÷è ïàðíiñòü ôóíêöi¨ f , îòðèìà¹ìî
f(x) = c ln |x|.
6.3. f(x+ y) = f(x)f(y).
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çðîáèìî ïiäñòàíîâêó x = y = t

2 . Ìà¹ìî

f(t) = f 2

(
t

2

)
≥ 0.

ßêùî iñíó¹ x∗ òàêèé, ùî f(x∗) = 0, òî äëÿ âñiõ x f(x) = 0. Òîáòî, ñåðåä
ðîçâ'ÿçêiâ ¹ ôóíêöiÿ f ≡ 0 òà äåÿêi iíøi ñòðîãî äîäàòíi ôóíêöi¨. Çíàéäåìî
¨õ âèãëÿä. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g(t) = ln f(t). Ìà¹ìî

g(x+ y) = ln f(x+ y) = ln f(x)f(y) = ln f(x) + ln f(y) = g(x) + g(y).

Òîáòî, g(x) = cx, c ∈ R. Îòæå, f(x) = ecx òà f ≡ 0 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ.

6.4. f(x+ y) = f(x) + f(y) + f(x)f(y).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåòâîðèìî çàäàíå ðiâíÿííÿ

f(x+ y) + 1 = (f(x) + 1)(f(y) + 1).

Òîäi ôóíêöiÿ g(x) = f(x) + 1 çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

g(x+ y) = g(x)g(y).

Ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i ìà¹ìî, ùî g(x) = ecx àáî g ≡ 0. Îòæå, f(x) = ecx −
1, c ∈ R àáî f ≡ −1.
6.5. f(

√
x2 + y2) = f(x) + f(y), f(1) = 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïiäñòàíîâêè

x = y = 0 ⇒ f(0) = 0,

x = −t, y = 0 ⇒ f � ïàðíà ôóíêöiÿ.

Çíàéäåìî âèãëÿä øóêàíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó. Ðîç-
ãëÿíåìî ôóíêöiþ g(x) = f(

√
x), x ≥ 0. Ìà¹ìî

g(x+ y) = f(
√
x+ y) = f

(√
(
√
x)2 + (

√
y)2

)
= f(

√
x) + f(

√
y) =

= g(x) + g(y).

Òîáòî, g(x) = cx äëÿ äåÿêîãî c ∈ R. Îñêiëüêè g(1) = f(
√

1) = f(1) = 1, òî
g(x) = x. Îòæå, f(x) = x2.
6.6. Çíàéòè âñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f, g, h : R→ R, äëÿ ÿêèõ

∀x, y ∈ R f
(
sin2 x+ cos2 y

)
= g

(
cos2 x

)
h
(
sin2 y

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îäðàçó çàóâàæèìî, ùî óìîâà çàäà÷i íå íàêëàäà¹ æîäíèõ
îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ôóíêöié f, g, h ïîçà âiäðiçêîì [0; 1]. Òîìó äîñòàòíüî
çíàéòè òàêi ôóíêöi¨ íà öüîìó âiäðiçêó, à ïîòiì ó áóäü-ÿêèé ñïîñiá íåïåðåðâ-
íî ïðîäîâæèòè ¨õ íà âñþ ÷èñëîâó ïðÿìó. Äàëi ìè áóäåìî çàâæäè íåÿâíî
ïðèïóñêàòè, ùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ âñiõ ôóíêöié � âiäðiçîê [0; 1].
Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó íàéïðîñòiøèé âèïàäîê, êîëè f ≡ 0. Îñêiëüêè ôóí-

êöi¨ g òà h ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ìàþòü ðiçíi àðãóìåíòè, òî çà íåîáõiäíi-
ñòþ îäíà ç íèõ òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëåâi, à iíøà ¹ äîâiëüíîþ íåïåðåðâíîþ
ôóíêöi¹þ.
Íåõàé òåïåð f 6≡ 0. Ïîêëàâøè x = 0, îäåðæèìî

f
(
cos2 y

)
= g (1)h

(
sin2 y

)
.

ßêùî g (1) = 0, òî ìè çíîâó ïðèõîäèìî äî âèïàäêó, êîëè f ≡ 0. Iíàêøå
ïîçíà÷èìî C1 = g−1 (1) i îäåðæèìî

h
(
sin2 y

)
= C1f

(
cos2 y

)
.
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Àíàëîãi÷íî, ïîêëàäàþ÷è y = π
2 òà C2 = h−1 (1), îäåðæó¹ìî

g
(
cos2 x

)
= C2f

(
sin2 x

)
.

Òîäi
f
(
sin2 x+ cos2 y

)
= C1C2f

(
sin2 x

)
f
(
cos2 y

)
.

Ïiñëÿ çàìiíè

s = sin2 x, t = cos2 y, w (·) = C1C2f (·)

îäåðæèìî
w (s+ t) = w (s)w (t) .

Iç çàäà÷i 6.3 ìà¹ìî
w (t) = ect, c ∈ R.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

f (t) = C−1
1 C−1

2 ect,

g (t) = C2f (1− t) = C−1
1 ec−ct,

h (t) = C1f (1− t) = C−1
2 ec−ct.

Îòæå, íà âiäðiçêó [0; 1] ¹ òàêi ðîçâ'ÿçêè:

1. f ≡ g ≡ 0, h � äîâiëüíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ;

2. f ≡ h ≡ 0, g � äîâiëüíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ;

3. f (t) = abect, g (t) = aec−ct, h (t) = bec−ct, a, b ∈ R\ {0} , c ∈ R.

Óñi ðîçâ'ÿçêè íà âñþ ÷èñëîâó âiñü ìîæíà îäåðæàòè íåïåðåðâíèì ïðîäîâ-
æåííÿì öèõ ôóíêöié.



6 Ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ-2. Ðiâíÿííÿ Êîøi 39

Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

Çíàéòè âñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f : R → R, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x, y ∈ R
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

6.7. f(xy) = f(x)f(y).

6.8. f(x+ y) = f(x) + f(y) + xy.

6.9. f(
√
x2 + y2 + 1) = f(x) + f(y).

6.10. f(x+ y) + f(x− y) = 4
√
f(x)f(y).

6.11. f(x+ y) =
f(x)f(y)

f(x) + f(y)
, òóò f : (0; +∞)→ R.

6.12. f(x+ y) =
f(x) + f(y) + 2f(x)f(y)

1− f(x)f(y)
.

6.13. f(x+ y) = f(x)f(y)−
√

1− f 2(x) ·
√

1− f 2(y).

6.14. f(xy) = f(x)f(y), òóò f : (0; +∞)→ R.

6.15. f(x+ y) = (f(x))ln f(y), òóò f : (0; +∞)→ R.

6.16. f

(
1

x+ y

)
= f

(
1

x

)
+ f

(
1

y

)
, òóò x ∈ R, y ∈ R, x+ y 6= 0.

6.17. Çíàéòè âñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f : R→ R, äëÿ ÿêèõ äëÿ âñiõ x, y
òàêèõ, ùî ðiçíèöÿ y − x ¹ ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, ðiçíèöÿ f (y)− f (x) òåæ
¹ ðàöiîíàëüíîþ.

6.18. Çíàéòè âñi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ f, g, h : R→ R, äëÿ ÿêèõ

∀x, y ∈ R f (x+ y) = g (x)h (y) .
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7 Ãðàíèöi ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé-1

Òåìà �Ãðàíèöÿ ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi�, ÿêà âèâ÷à¹òüñÿ îäíi¹þ ç ïåðøèõ ó
êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ïî ñóòi âiäêðèâà¹ äâåði â áåçìåæíèé ïðîñòið
äèôåðåíöiàëüíîãî òà iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ.
Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòi çàäà÷i íà îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü ÷èñëîâèõ ïîñëi-

äîâíîñòåé, ÿêi âèõîäÿòü çà ìåæi ñòàíäàðòíîãî êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó
äëÿ òåõíi÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé. Ïðè öüîìó, çàäà÷i, íàâåäåíi ó öüîìó ðîçäiëi,
âèìàãàþòü âiä ñòóäåíòiâ çíàííÿ ëèøå êëàñè÷íèõ áàçîâèõ òâåðäæåíü ç öi¹¨
òåìè.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

7.1. Ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî an + a−1
n → 2,

n→∞. Äîâåñòè, ùî an → 1, n→∞.
Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî ñïiââiäíîøåííÿ an + a−1

n → 2, n → ∞, íàñòó-
ïíèì ÷èíîì:

(an − 1)2

an
→ 0, n→∞,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü
(

(an−1)2

an
, n ≥ 1

)
¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) ¹ îáìåæåíîþ, iíàêøå âè-
ðàç an +a−1

n ìiã áè ïðèéìàòè ÿê çàâãîäíî âåëèêi çíà÷åííÿ, ùî ïðîòèði÷èòü
òîìó, ùî an + a−1

n → 2, n→∞. Òîìó

(an − 1)2 =
(an − 1)2

an
· an → 0,

âiäïîâiäíî äî òåîðåìè ïðî òå, ùî äîáóòîê íåñêií÷åííî ìàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi
íà îáìåæåíó ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ ïîñëiäîâíiñòþ.
7.2. Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) ìà¹ ãðàíèöþ, ÿêùî

an =

(
1 +

1

2

)(
1 +

1

4

)(
1 +

1

8

)
. . .

(
1 +

1

2n

)
, n ≥ 2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà, çà ÿêîþ ìîíîòîí-
íà òà îáìåæåíà ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ãðàíèöþ. Çàóâàæèìî, ùî â çà-
äà÷i íå âèìàãà¹òüñÿ çíàéòè öþ ãðàíèöþ.
Ðîçãëÿíåìî

ln an = ln

(
1 +

1

2

)
+ ln

(
1 +

1

4

)
+ ln

(
1 +

1

8

)
+ . . .+ ln

(
1 +

1

2n

)
.
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Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî x > −1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ln(1 + x) ≤ x, òî

ln an ≤
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2n
=

1
2(1− 1

2n )

1− 1
2

= 1− 1

2n
< 1, n ≥ 1.

Òîìó 0 < an < e, äëÿ âñiõ n ≥ 1, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü ¹ îáìåæåíîþ. Ïîêà-
æåìî, ùî âîíà ìîíîòîííî çðîñòà¹. Äiéñíî,

an+1

an
=

(
1 +

1

2n+1

)
> 1,

òîáòî an+1 > an, äëÿ âñiõ n ≥ 1.
Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïðî ìîíîòîííó òà îáìåæåíó

ïîñëiäîâíiñòü iñíó¹ lim
n→∞

an.

Â äåÿêèõ çàäà÷àõ íà çíàõîäæåííÿ ãðàíèöi ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi ñïî÷à-
òêó ïîòðiáíî ñïðîñòèòè ôîðìóëó çàãàëüíîãî ÷ëåíó ïîñëiäîâíîñòi. Ðîçãëÿ-
íåìî ïðèêëàäè.
7.3. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi (an, n ≥ 1):

à) an =
n∑
k=1

1

(
√
k +
√
k + 1)

√
k(k + 1)

, n ≥ 1;

á) an =
n∑
k=1

k2−k, n ≥ 1;

â) an =
23 − 1

23 + 1
· 3

3 − 1

33 + 1
· . . . · n

3 − 1

n3 + 1
, n ≥ 2.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. a) Îñêiëüêè

an =
n∑
k=1

1

(
√
k +
√
k + 1)

√
k(k + 1)

=

=
n∑
k=1

(
√
k −
√
k + 1)

(
√
k +
√
k + 1)(

√
k −
√
k + 1)

√
k(k + 1)

=

=
n∑
k=1

(
√
k −
√
k + 1)

(k − (k + 1))
√
k(k + 1)

=
n∑
k=1

(
√
k + 1−

√
k)√

k(k + 1)
=

=
n∑
k=1

(
1√
k
− 1√

k + 1

)
=

=

(
1− 1√

2

)
+

(
1√
2
− 1√

3

)
+

(
1√
3
− 1√

4

)
+ . . .+

+

(
1√
n− 1

− 1√
n

)
+

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)
=
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= 1− 1√
n+ 1

, n ≥ 1,

òî

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
1− 1√

n+ 1

)
= 1.

á) Îñêiëüêè

an =
n∑
k=1

k2−k =
1

2
+ 2 · 1

4
+ 3 · 1

8
+ . . .+ (n− 1) · 1

2n−1
+ n · 1

2n
=

=

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2n−1
+

1

2n

)
+

(
1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2n−1
+

1

2n

)
+ . . .+

+

(
1

2n−1
+

1

2n

)
+

(
1

2n

)
=

=
1
2

(
1− 1

2n

)
1− 1

2

+
1
4

(
1− 1

2n−1

)
1− 1

2

+
1
8

(
1− 1

2n−2

)
1− 1

2

+ . . .
1

2n−1

(
1− 1

22

)
1− 1

2

+
1
2n

(
1− 1

21

)
1− 1

2

=

= 2

((
1

2
− 1

2n+1

)
+

(
1

4
− 1

2n+1

)
+

(
1

8
− 1

2n+1

)
+ . . .+

+

(
1

2n−1
− 1

2n+1

)
+

(
1

2n
− 1

2n+1

))
=

= 2

((
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2n−1
+

1

2n

)
− n · 1

2n+1

)
=

= 2

(
1
2

(
1− 1

2n

)
1− 1

2

− n · 1

2n+1

)
= 2− 1

2n−1
− n

2n
, n ≥ 1,

òî

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
2− 1

2n−1
− n

2n

)
= 2.

â) Îñêiëüêè
23 − 1

23 + 1
· 3

3 − 1

33 + 1
· . . . · n

3 − 1

n3 + 1
=

=
(2− 1)(4 + 2 + 1)

(2 + 1)(4− 2 + 1)
· (3− 1)(9 + 3 + 1)

(3 + 1)(9− 3 + 1)
· (4− 1)(16 + 4 + 1)

(4 + 1)(16− 4 + 1)
· . . . ·

· ((n− 1)− 1)((n− 1)2 + n− 1 + 1)

((n− 1) + 1)((n− 1)2 − (n− 1) + 1)
· (n− 1)(n2 + n+ 1)

(n+ 1)(n2 − n+ 1)
=
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=
1 · 7
3 · 3
· 2 · 13

4 · 7
· 3 · 21

5 · 13
· 4 · 31

6 · 21
· . . . · (n− 2)(n2 − n+ 1)

n(n2 − 3n+ 3)
· (n− 1)(n2 + n+ 1)

(n+ 1)(n2 − n+ 1)
=

=
1 · 2 · (n2 + n+ 1)

3 · n · (n+ 1)
, n ≥ 2,

òî

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1 · 2 · (n2 + n+ 1)

3 · n · (n+ 1)
=

2

3
.

Äåÿêi çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ãðàíèöi ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà
ðîçâ'ÿçàòè çà äîïîìîãîþ ëåìè ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi. Íàãàäà¹ìî ¨¨.

Ëåìà 7.1 (ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi). Íåõàé ¹ òðè ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi
(an, n ≥ 1), (bn, n ≥ 1) òà (cn, n ≥ 1) òàêi, ùî an ≤ bn ≤ cn äëÿ âñiõ
n ≥ 1, à òàêîæ iñíó¹ lim

n→∞
an = A òà iñíó¹ lim

n→∞
cn = A. Òîäi iñíó¹ lim

n→∞
bn i

lim
n→∞

bn = A.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà çàäà÷, ïðè ðîçâ'ÿçàííi ÿêèõ çðó÷íî âèêîðèñòîâóâà-
òè öþ ëåìó.
7.4. Çíàéòè ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòåé:

à) lim
n→∞

n
√

110 + 210 + . . .+ n10;

á) lim
n→∞

n2
√
n!;

â) lim
n→∞

(
1− 1

2

)2(
1− 1

4

)2(
1− 1

6

)2

. . .

(
1− 1

2n

)2

.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. a) Ïåðåïèøåìî ãðàíèöþ íàñòóïíèì ÷èíîì:

lim
n→∞

n
√

110 + 210 + . . .+ n10 = lim
n→∞

eln(110+210+...+n10)
1
n =

= lim
n→∞

e
1
n ln(110+210+...+n10) = e

lim
n→∞

1
n ln(110+210+...+n10)

.

Îñêiëüêè
1 ≤ 110 + 210 + . . .+ n10 ≤ n · n10 = n11, n ≥ 1,

òî

0 =
1

n
ln 1 ≤ 1

n
ln(110 + 210 + . . .+ n10) ≤ 1

n
lnn11 =

11 lnn

n
, n ≥ 1.

Îñêiëüêè

lim
n→∞

lnn

n
= 0,
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òî çà ëåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi

lim
n→∞

1

n
ln(110 + 210 + . . .+ n10) = 0.

Îòæå,
lim
n→∞

n
√

110 + 210 + . . .+ n10 = e0 = 1.

á) Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäó ïåðåïèøåìî ãðàíèöþ íàñòóïíèì
÷èíîì:

lim
n→∞

n2
√
n! = lim

n→∞
e

1
n2

ln(n!) = e
lim
n→∞

ln(n!)

n2 .

Îñêiëüêè

0 =
ln 1

n2
≤ ln(n!)

n2
=

ln 1 + ln 2 + ln 3 + . . .+ lnn

n2
≤ n lnn

n2
=

lnn

n
−→
n→∞

0,

òî çà ëåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi

lim
n→∞

ln(n!)

n2
= 0,

à îòæå
lim
n→∞

n2
√
n! = e0 = 1.

â) Îñêiëüêè

0 ≤
(

1− 1

2

)2(
1− 1

4

)2(
1− 1

6

)2

. . .

(
1− 1

2n

)2

=
12

22
·3

2

42
·5

2

62
·. . .·(2n− 1)2

(2n)2
<

<
12

22 − 1
· 32

42 − 1
· 52

62 − 1
·. . .·(2n− 1)2

(2n)2 − 1
=

12

1 · 3
· 32

3 · 5
· 52

5 · 7
·. . .· (2n− 1)2

(2n− 1)(2n+ 1)
=

=
1

2n+ 1
−→
n→∞

0,

òî çà ëåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi

lim
n→∞

(
1− 1

2

)2(
1− 1

4

)2(
1− 1

6

)2

...

(
1− 1

2n

)2

= 0.

7.5. Íàâåñòè ïðèêëàä îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (an, n ≥ 1), ÿêà íå ìà¹
ãðàíèöi, àëå

an+1 − an → 0, n→∞.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Â ÿêîñòi òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà ðîçãëÿíóòè, íàïðè-

êëàä, ïîñëiäîâíiñòü an = sin
√
n, n ≥ 1. Äiéñíî,

an+1 − an = sin
√
n+ 1− sin

√
n = 2 sin

√
n+ 1−

√
n

2
cos

√
n+ 1 +

√
n

2
=
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= 2 sin
1

2(
√
n+ 1 +

√
n)

cos

√
n+ 1 +

√
n

2
→
n→∞

0,

âiäïîâiäíî äî òåîðåìè, çà ÿêîþ äîáóòîê íåñêií÷åííî ìàëî¨ ïîñëiäîâíîñòi òà
îáìåæåíî¨ ¹ íåñêií÷åííî ìàëîþ ïîñëiäîâíiñòþ.
Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (sin

√
n, n ≥ 1) íå ìà¹ ãðàíèöi. Äëÿ

öüîãî ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (sinn, n ≥ 1) íå ìà¹ ãðàíèöi. Ïðèïó-
ñòèìî ñóïðîòèâíå. Íåõàé iñíó¹ lim

n→∞
sinn = c. Òîäi iñíó¹ lim

n→∞
sin2 n = c2, à

îòæå lim
n→∞

cos2 n = 1 − c2. Çâiäñè, âiäïîâiäíî äî êðèòåðiþ Êîøi (äèâ. çà-

óâàæåííÿ 7.1) ∀ε > 0 ∃N = N(ε), ùî ∀n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:
| cos2(n+ 2)− cos2 n| < ε. Ïåðåéäåìî äî åêâiâàëåíòíî¨ íåðiâíîñòi:∣∣∣( cos(n+ 2)− cosn

)(
cos(n+ 2) + cosn

)∣∣∣ < ε,

àáî ∣∣∣∣−2 sin
n+ 2− n

2
sin

n+ 2 + n

2
· 2 cos

n+ 2− n
2

cos
n+ 2 + n

2

∣∣∣∣ < ε,

òîáòî
2 sin 1 cos 1 ·

∣∣∣2 sin(n+ 1) cos(n+ 1)
∣∣∣ < ε,

çâiäêè
sin 2 ·

∣∣∣ sin 2(n+ 1)
∣∣∣ < ε.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ÿêùî iñíó¹ lim
n→∞

sinn = c, òî òiëüêè

c = 0.
Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè çà ïðèïóùåííÿì iñíó¹ lim

n→∞
sinn = c = 0, òî

çãiäíî ç êðèòåði¹ì Êîøi: ∀ε > 0 ∃N = N(ε), ùî ∀n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü: | sin(n+ 2)− sinn| < ε. Ïåðåéäåìî äî åêâiâàëåíòíî¨ íåðiâíîñòi:∣∣∣∣2 sin

n+ 2− n
2

cos
n+ 2 + n

2

∣∣∣∣ < ε,

òîáòî
2 sin 1

∣∣∣ cos(n+ 1)
∣∣∣ < ε,

çâiäêè | cos(n+ 1)| < ε, ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè c = 0, à çíà÷èòü | cos(n+
1)| →

n→∞
1. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìè äîâåëè, ùî @ lim

n→∞
sinn.

Çàóâàæåííÿ 7.1. Â çàäà÷i 7.5 ìè ñêîðèñòàëèñÿ êðèòåði¹ì Êîøi: ÷èñëîâà
ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) ¹ çáiæíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ôóí-
äàìåíòàëüíà, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ íîìåð N = N(ε) > 0
òàêèé, ùî äëÿ âñiõ n,m > N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü: |an − am| < ε.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

7.6. Íåõàé (an, n ≥ 1) � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë òàêà, ùî a2
n−an →

2, n→∞. Äîâåñòè, ùî an → 2, n→∞.

7.7. Íåõàé ïðî ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) âiäîìî, ùî an
n → 0, n → ∞.

Äîâåñòè, ùî
1

n
max{a1, a2, ..., an} → 0, n→∞.

7.8. Çíàéòè íàòóðàëüíå x, ÿêùî

lim
n→∞

n2019

nx − (n− 1)x
=

1

2020
.

7.9. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi (an, n ≥ 1):

à) an =
n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
, n ≥ 1;

á) an =
n∑
k=1

k − 1

k!
, n ≥ 2.

7.10. Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) ìà¹ ãðàíèöþ òà çíàéòè ¨¨,
ÿêùî

an =

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)(
1− 1

42

)
...

(
1− 1

n2

)
, n ≥ 2.

7.11. Çíàéòè ãðàíèöi ïîñëiäîâíîñòåé:

à) lim
n→∞

n2
√

1! + 2! + . . .+ n!;

á) lim
n→∞

1√
n

√
n+

√
n− 1 +

√
n− 2 + . . .+

√
1;

â) lim
n→∞

1 + 22 + 33 + . . .+ nn

nn
;

ã) lim
n→∞

n
√

2019n + 2020n;

ä) lim
n→∞

n
√
an1 + an2 + . . .+ anm, äå a1, a2, . . . , am � ôiêñîâàíi äîäàòíi ÷èñëà.

7.12. Íåõàé a1 = 9, a2 = 15, a3 = 21, a4 = 25 i ò. ä., äå an � n-òå ñêëàäåíå
íåïàðíå ÷èñëî. Îá÷èñëèòè ãðàíèöþ

lim
n→∞

an+2019

an
.
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8 Ãðàíèöi ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé-2. Ïîñëiäîâíîñòi, çàäàíi ðå-
êóðåíòíî

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî îá÷èñëåííþ ãðàíèöü ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, çà-
äàíèõ ðåêóðåíòíî. Ðîçãëÿíåìî íà äåêiëüêîõ ïðèêëàäàõ äâà øëÿõè çíàõî-
äæåííÿ ãðàíèöü òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Âçàãàëi êàæó÷è, çàäà÷i, â ÿêèõ ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâíîñòi, äîïóñêàþòü ðiçíi øëÿõè ðîçâ'ÿçàííÿ.
Iíêîëè âäà¹òüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ çíàéòè çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëi-
äîâíîñòi, ùî çíà÷íî ñïðîùó¹ ïîäàëüøi ìiðêóâàííÿ. Â öüîìó ïîëÿãà¹ ïåð-
øèé (íàéáiëüø ïðîñòèé) ìåòîä ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷.
ßêùî â çàäà÷àõ ç ðåêóðåíòíî çàäàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ çíàõîäæåííÿ çà-

ãàëüíîãî ÷ëåíó ïîñëiäîâíîñòi ¹ çàíàäòî ñêëàäíèì, ïîòðiáíî øóêàòè àëüòåð-
íàòèâíi øëÿõè ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîòå, iíêîëè äîñèòü ëåãêî âäà¹òüñÿ ïîêàçàòè,
ùî çàäàíà ðåêóðåíòíà ïîñëiäîâíiñòü ¹ ìîíîòîííîþ òà îáìåæåíîþ, à îò-
æå, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà ìà¹ ãðàíèöþ. Â öüîìó âèïàäêó, ÿê ïðàâèëî,
çíàõîäæåííÿ ãðàíèöi çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

8.1. Äëÿ ÷èñëà a ∈ R ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì
÷èíîì:

a1 = a, an+1 =
n+ 1

n
an +

1

n
, n ≥ 1.

Âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ a, ïðè ÿêèõ ïîñëiäîâíiñòü ¹ çáiæíîþ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèïèøåìî äåêiëüêà ïåðøèõ åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi:

a1 = a, a2 = 2a+ 1, a3 = 3a+ 2, a4 = 4a+ 3, . . .

Âèíèêà¹ ïðèïóùåííÿ, ùî çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi îïèñó¹òüñÿ ôîðìó-
ëîþ:

an = na+ (n− 1), n ≥ 1.

Äiéñíî, çà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨:

1. Ïðè n = 1: a1 = 1 · a+ (1− 1) = a, âiðíî;

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè n = k: ak = ka+ (k − 1);

3. Äîâåäåìî ðiâíiñòü ïðè n = k + 1:

ak+1 =
k + 1

k
ak+

1

k
=
k + 1

k

(
ka+(k−1)

)
+

1

k
= (k+1)a+

k2 − 1

k
+

1

k
=

= (k + 1)a+ k,
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ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Îòæå, an = na + (n − 1) = n(a + 1) − 1, n ≥ 1. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü

(an, n ≥ 1) ¹ çáiæíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a+ 1 = 0, òîáòî a = −1.
8.2. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi (an, n ≥ 1), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiä-

íîøåííÿìè:

a1 = 1, a2 =
3

2
, nan − an−1 − (n− 1)an−2 =

2n− 3

(n− 1)(n− 2)
, n ≥ 3.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè

an =
1

n
an−1 +

n− 1

n
an−2 +

2n− 3

n(n− 1)(n− 2)
, n ≥ 3,

çâiäêè

a1 = 1, a2 =
3

2
, a3 =

5

3
, a4 =

7

4
, . . .

òî ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi (an, n ≥ 1) îïèñó-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

an =
2n− 1

n
, n ≥ 1.

Ïåðåâiðèìî öå ïðèïóùåííÿ çà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨:

1. Ïðè n = 1: a1 = 2·1−1
1 = 1, âiðíî;

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà äëÿ âñiõ n ≤ k: ak = 2k−1
k ;

3. Äîâåäåìî, ùî ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà äëÿ n = k + 1:

ak+1 =
1

k + 1
ak +

(k + 1)− 1

k + 1
ak−1 +

2(k + 1)− 3

(k + 1)((k + 1)− 1)((k + 1)− 2)
=

=
1

k + 1
· 2k − 1

k
+

k

k + 1
· 2k − 3

k − 1
+

2k − 1

(k + 1)k(k − 1)
=

2k + 1

k + 1
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Òîäi

lim
n→∞

an = lim
n→∞

2n− 1

n
= 2.

8.3. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

a1 = 1, an+1 =
1

3
an +

(
2

3

)n
, n ≥ 1.

Äîâåñòè, ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
n→∞

(
3
2

)n
an i çíàéòè ¨¨.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (bn, n ≥ 1), äå bn =
(

3
2

)n
an, n ≥ 1.

Îñêiëüêè (
3

2

)n+1

an+1 =
1

3
an

(
3

2

)n+1

+

(
2

3

)n(3

2

)n+1

, n ≥ 1,

òî (
3

2

)n+1

an+1 =
1

2
·
(

3

2

)n
an +

3

2
, n ≥ 1,

à îòæå

b1 =
3

2
, bn+1 =

1

2
· bn +

3

2
, n ≥ 1.

Òîäi,

b2 =
1

2
· 3

2
+

3

2
=

3

2
+

3

4
= 3

(
1

2
+

1

4

)
,

b3 =
1

2
·
(

3

2
+

3

4

)
+

3

2
=

3

2
+

3

4
+

3

8
= 3

(
1

2
+

1

4
+

1

8

)
,

. . .

Ïîáà÷èëè çàêîíîìiðíiñòü. Ìàáóòü,

bn = 3

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2n

)
, , n ≥ 1.

Äîâåäåìî öå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

1. Äëÿ n = 1 âæå ïåðåâiðèëè, ùî b1 = 3
2 ;

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè n = k: bk = 3
(

1
2 + 1

4 + 1
8 + . . .+ 1

2k

)
;

3. Äîâåäåìî, ùî bk+1 = 3
(

1
2 + 1

4 + 1
8 + . . .+ 1

2k + 1
2k+1

)
. Äiéñíî,

bk+1 =
1

2
· bk +

3

2
=

1

2
· 3
(

1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2k

)
+

3

2
=

= 3

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ . . .+

1

2k
+

1

2k+1

)
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî

bn = 3

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ ...+

1

2n

)
, , n ≥ 1.

Òîìó

lim
n→∞

bn = 3 lim
n→∞

(
1

2
+

1

4
+

1

8
+ ...+

1

2n

)
= 3.
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8.4. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

a1 = 0, a2 = 1, an+1 =
2n− 1

n
an −

n− 1

n
an−1, n ≥ 2.

Îá÷èñëèòè ãðàíèöþ lim
n→∞

n
√
an.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåïèøåìî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ:

an+1 =

(
2− 1

n

)
an −

(
1− 1

n

)
an−1,

àáî

an+1 − an = (an − an−1)−
1

n
(an − an−1) ,

àáî

an+1 − an = (an − an−1)

(
1− 1

n

)
.

Ïîêëàäåìî
bn = an − an−1, n ≥ 2.

Òîäi ïîñëiäîâíiñòü (bn, n ≥ 2) çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ:

b2 = 1, bn+1 =

(
1− 1

n

)
bn, n ≥ 2,

çâiäêè
bn+1

bn
=
n− 1

n
=

1
n
1

n−1

, n ≥ 2.

Òàêèì ÷èíîì,

b2 = 1, bn+1 =
1

n
, n ≥ 2.

Òîìó,

an+1 = an +
1

n
, n ≥ 2,

i îòæå,

a1 = 0, a2 = 1, a3 = 1 +
1

2
, a4 = 1 +

1

2
+

1

3
, . . .

Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

an = 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n− 1
, n ≥ 2.
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Çíàéäåìî ãðàíèöþ lim
n→∞

n
√
an. Çà òåîðåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi:

1 ≤ n
√
an = n

√
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n− 1
≤ n
√

1 + 1 + . . .+ 1 =

= n
√
n− 1 < n

√
n →
n→∞

1.

Òàêèì ÷èíîì, lim
n→∞

n
√
an = 1.

8.5. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi (xn, n ≥ 1), ÿêùî

x1 =
√
a, x2 =

√
a+
√
a, x3 =

√
a+

√
a+
√
a, . . . ,

xn =

√
a+

√
a+ . . .

√
a+
√
a︸ ︷︷ ︸

n çíàêiâ êîðåíÿ

, a ≥ 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîìiòèìî, ùî x2
n = a + xn−1, n ≥ 1. Ïðèïóñòèìî, ùî

ãðàíèöÿ iñíó¹. Ïîçíà÷èìî lim
n→∞

xn = x. Òîäi, áåðó÷è ãðàíèöþ âiä îáîõ ÷àñòèí

ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

x2 = a+ x,

çâiäêè

x =
1

2
±
√
a+

1

4
.

Çà óìîâîþ a ≥ 1, à îòæå, ïiäõîäèòü òiëüêè êîðiíü

x =
1

2
+

√
a+

1

4
.

Òåïåð äîâåäåìî, ùî ãðàíèöÿ iñíó¹ (çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà). Ëåãêî áà-
÷èòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn, n ≥ 1) ìîíîòîííî çðîñòà¹. Ïîêàæåìî ìåòîäîì

ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî âîíà îáìåæåíà çâåðõó ÷èñëîì c = 1
2 +

√
a+ 1

4 .
Äiéñíî,

1. Ïðè n = 1: x1 =
√
a < 1

2 +
√
a+ 1

4 = c;

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè n = k: xk < c;

3. Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi ïðè n = k + 1:

xk+1 =
√
a+ xk <

√
a+ c =

√
a+

1

2
+

√
a+

1

4
=
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=

√(
a+

1

4

)
+ 2 · 1

2
·
√
a+

1

4
+

1

4
=

√(√
a+

1

4
+

1

2

)2

=

=

√
a+

1

4
+

1

2
= c,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Îòæå, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi (xn, n ≥ 1) iñíó¹

i

lim
n→∞

xn =
1

2
+

√
a+

1

4
.

Íàïðèêëàä, ÿêùî a = 2, òî lim
n→∞

xn = 1
2 +

√
2 + 1

4 = 2.

8.6. Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) ìà¹ ãðàíèöþ òà çíàéòè ¨¨,
ÿêùî

à) a1 = 1, an+1 = 1− 1

4an
, n ≥ 1;

á) a1 =
3

2
, a2

n+1 = 3an − 2, n ≥ 1.

Äîâåäåííÿ. à) Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàíèöÿ iñíó¹. Ïîçíà÷èìî lim
n→∞

an = a.

Òîäi ç ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

an+1 = 1− lim
n→∞

1

4an
,

òîáòî

a = 1− 1

4a
.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî (2a− 1)2 = 0, çâiäêè a = 1
2 .

Òåïåð äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) ìà¹ ãðàíèöþ (çà òåîðåìîþ
Âåé¹ðøòðàññà). Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî (an, n ≥ 1) îáìåæåíà çíèçó ÷èñëîì
1
2 . Äiéñíî, çà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨,

1. Ïðè n = 1: a1 = 1 > 1
2 ;

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè n = k: ak > 1
2 ;

3. Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi ïðè n = k + 1: ak+1 = 1 − 1
4ak

>

1− 1
4· 12

= 1
2 , ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Äàëi, ïîìiòèìî, ùî a2 = 1 − 1
4 = 3

4 < 1. Çâiäñè ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî
ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííî ñïàäíà. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî äâà ñóñiäíi åëåìåíòè
ïîñëiäîâíîñòi

an+1 = 1− 1

4an
,



8 Ãðàíèöi ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé-2. Ïîñëiäîâíîñòi, çàäàíi ðåêóðåíòíî 53

an = 1− 1

4an−1
.

Òîäi

an+1 − an =
1

4an−1
− 1

4an
,

çâiäêè

an+1 − an =
an − an−1

4an−1an
.

Òîìó, îñêiëüêè an > 1
2 , n ≥ 1, òî âèðàçè an+1−an i an−an−1 ìàþòü îäíàêîâi

çíàêè, òîáòî àáî an+1 > an > an−1, àáî an+1 < an < an−1, n ≥ 1. Àëå ïðè
n = 1 ìè ïåðåâiðèëè, ùî a2 < a1. Îòæå, çà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨
ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) ¹ ñïàäíîþ.
Îòæå, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà iñíó¹ ãðàíèöÿ lim

n→∞
an = 1

2 .

á) Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàíèöÿ iñíó¹. Ïîçíà÷èìî lim
n→∞

an = a. Òîäi ç ðåêó-

ðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

a2
n+1 = 3 lim

n→∞
an − 2,

òîáòî
a2 = 3a− 2.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî äâà êîðåíi a = 1 àáî a = 2.
Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííà i îáìåæåíà. Ç ðåêóðåíòíîãî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ

an =
a2
n+1 + 2

3
,

âèïëèâà¹, ùî an > 0, äëÿ âñiõ n ≥ 1. Òîäi

an+1 = +
√

3an − 2, n ≥ 1.

Îñêiëüêè, a1 = 3
2 , a2 = +

√
3 · 3

2 − 2 =
√

5
2 >

3
2 = a1, ïðèðîäíî ïðèïó-

ñòèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü çðîñòà¹, òîáòî an+1 > an, n ≥ 1. Ðîçãëÿíåìî äâà
ñóñiäíiõ ÷ëåíè:

a2
n+1 = 3an − 2,

a2
n = 3an−1 − 2.

Òîäi
a2
n+1 − a2

n = 3(an − an−1), n ≥ 2,

çâiäêè
(an+1 − an)(an+1 + an) = 3(an − an−1).
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Îñêiëüêè an > 0, äëÿ âñiõ n ≥ 1, òî an+1 + an > 0, äëÿ âñiõ n ≥ 1. Òîìó
âèðàçè an+1 − an i an − an−1 ìàþòü îäíàêîâi çíàêè, òîáòî àáî an+1 > an >
an−1, àáî an+1 < an < an−1, n ≥ 1. Àëå ïðè n = 1 ìè ïåðåâiðèëè, ùî
a2 > a1. Îòæå, çà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1)
¹ çðîñòàþ÷îþ.
Òàêèì ÷èíîì, ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi (an, n ≥ 1) ìîæå áóòè òiëüêè ÷è-

ñëî a = 2. Íàðåøòi, ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ¹ îáìåæåíîþ çâåðõó ÷è-
ñëîì 2. Äiéñíî, çà ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨,

1. Ïðè n = 1: a1 = 3
2 < 2;

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè n = k: ak < 2;

3. Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi ïðè n = k + 1: ak+1 =
√

3ak − 2 <√
3 · 2− 2 = 2, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Îòæå, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ãðàíèöþ, i, î÷åâè-
äíî, lim

n→∞
an = 2.

8.7. Çíàéäiòü ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi (xn, n ≥ 1), äå

xn =
n+ 1

2n+1

n∑
k=1

2k

k
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîìiòèìî, ùî

xn = (1 + xn−1)
n+ 1

2n
, x1 = 1, x2 =

3

2
, x3 =

5

3
.

Äîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ, ùî xn ≥ n+2
n . ïðè n ≥ 3. Äiéñíî, ÿêùî xk−1 ≥ k+1

k−1 ,
òî

xk = (1 + xk−1)
k + 1

2k
≥
(

1 +
k + 1

k − 1

)
k + 1

2k
=
k + 1

k − 1
>
k + 2

k
.

ßê íàñëiäîê ìà¹ìî, ùî xn > 1, i ùî ïðè n ≥ 4

xn ≤ xn−1.

Äiéñíî,

xn = (1 + xn−1)
n+ 1

2n
= xn−1 −

n− 1

2n

(
xn−1 −

n+ 1

n− 1

)
≤ xn−1.

Îòæå, ïðè n ≥ 4 ïîñëiäîâíiñòü (xn) �� íåçðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü, îáìå-
æåíà çíèçó, òîáòî ìà¹ ãðàíèöþ çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà. Ïîçíà÷èìî öþ
ãðàíèöþ ÷åðåç a. Òîäi

a = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(1 + xn−1)
n+ 1

2n
=

1 + a

2
,
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çâiäêè a = 1.

Âiäïîâiäü: lim
n→∞

xn = 1.



8 Ãðàíèöi ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé-2. Ïîñëiäîâíîñòi, çàäàíi ðåêóðåíòíî 56

Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

8.8. Çíàéòè ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi (an, n ≥ 1), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiä-
íîøåííÿìè:
à) a1 = 1, an+1 = 1− n

n+ 1
an, n ≥ 1;

á) a1 = 1, a2 =
1

2
, an+1 = − 1

(n+ 1)
an +

n− 1

n
an−1, n ≥ 2.

8.9. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

a1 = 0, an+1 =
an + 3

4
, n ≥ 1.

Äîâåñòè, ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ lim
n→∞

an i çíàéòè ¨¨.

8.10. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

a1 = 1, a2 =
5

2
, an+1 =

3

2
an −

1

2
an−1, n ≥ 1.

Îá÷èñëèòè lim
n→∞

an.

8.11. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

a1 =
2

3
, a2 =

1

3
, (n+ 1)!(an − an−2) + n2 + n− 1 = 0, n ≥ 3.

Çíàéòè lim
n→∞

an.

8.12. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) çàäà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì:

a1 = a, a2 = b, an = 5an−1 − 4an−2, n ≥ 3.

Çíàéòè lim
n→∞

an
4n .

8.13. Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an, n ≥ 1) ìà¹ ãðàíèöþ òà çíàéòè ¨¨,
ÿêùî

à) a1 = 0, an+1 =
1

4(1− an)
, n ≥ 1.

á) a1 = 0, a2 =
1

2
, an+1 =

1

3
(1 + an + a3

n−1), n ≥ 2.

â) a0 = x0, an =
1

2

(
an−1 +

a

an−1

)
, n ≥ 1, a > 0, x0 > 0.

8.14. ×èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü (an, n ∈ N) çàäàíî ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíî-
øåííÿì

a1 = 20, a2 = 2020, an+1 =
√
an +

√
an−1, n ≥ 2.

Äîâåñòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü çáiãà¹òüñÿ, òà çíàéòè ¨¨ ãðàíèöþ.
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9 Òåîðåìè Øòîëüöÿ òà Òüîïëèöÿ

Íàñòóïíi òåîðåìè, ÿêi âiäïîâiäíî íàëåæàòü àâñòðiéñüêîìó ìàòåìàòèêó Îò-
òî Øòîëüöþ (1842-1905) òà íiìåöüêîìó ìàòåìàòèêó Îòòî Òüîïëèöþ (1881-
1940), âiäíîñÿòüñÿ äî òåìè �ãðàíèöÿ ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi� òà íå âõîäÿòü
äî ñòàíäàðòíîãî êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó äëÿ iíæåíåðíèõ ñïåöiàëüíî-
ñòåé. Ïðîòå, âîíè äàþòü ìîæëèâiñòü îá÷èñëþâàòè ïåâíèé äîñèòü øèðîêèé
íàáið áiëüø �òîíêèõ� ãðàíèöü ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêi íå ïiääàþòüñÿ
ðîçâ'ÿçàííþ çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ìåòîäiâ. Ñïî÷àòêó ïîçíàéîìèìîñÿ
ç öèìè òåîðåìàìè.

Òåîðåìà 9.1 (Øòîëüöÿ). Íåõàé äâi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi (xn, n ≥ 1) òà
(yn, n ≥ 1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:

yn < yn+1, n ≥ 1;

lim
n→∞

yn = +∞;

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= a, a ∈ R ∪ {−∞,+∞}.

Òîäi
lim
n→∞

xn
yn

= a.

Òåîðåìà 9.2 (Òüîïëèöÿ). Íåõàé äiéñíi ÷èñëà

{cnk : 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1}
çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì:
1) ∀k ∈ N : cnk → 0, n→∞;

2)
n∑
k=1

cnk → 1, n→∞;

3) ∃C > 0 ∀n ≥ 1 :
n∑
k=1

|cnk| ≤ C.

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë (an, n ≥ 1) ïîñëiäîâ-

íiñòü
(
bn =

n∑
k=1

cnkak, n ≥ 1

)
òàêîæ çáiæíà, ïðè÷îìó

lim
x→∞

bn = lim
x→∞

an.

Ïîñëiäîâíiñòü (bn, n ≥ 1) â òåîðåìi Òåïëèöÿ ¹ ïåðåòâîðåííÿì çáiæíî¨
ïîñëiäîâíîñòi (an, n ≥ 1) çà äîïîìîãîþ íàáîðó ÷èñåë {cnk : 1 ≤ k ≤ n, n ≥
1}. Òåîðåìà Òüîïëèöÿ âñòàíîâëþ¹ óìîâè, ïðè ÿêèõ òàêå ïåðåòâîðåííÿ íå
çìiíþ¹ ãðàíèöi.
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Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

9.1. Îá÷èñëèòè ãðàíèöi:

a) lim
n→∞

1√
n

(
1 +

1√
2

+
1√
3

+ . . .+
1√
n

)
;

á) lim
n→∞

1k + 2k + . . .+ nk

nk+1
, k ∈ N;

â) lim
n→∞

n

an+1

(
a+

a2

2
+
a3

3
+ . . .+

an

n

)
, a > 1;

ã) lim
n→∞

1 + 1a+ 2a2 + . . .+ nan

nan+1
, a > 1;

ä) lim
n→∞

1

nk+1

(
k! +

(k + 1)!

1!
+ . . .+

(k + n)!

n!

)
, k ∈ N;

å) lim
n→∞

1

n2

(√
C2
n +

√
C2
n+1 + . . .+

√
C2

2n

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Óñi ïóíêòè çàäà÷i ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âèêîðèñòîâóþ÷è òå-
îðåìó Øòîëüöÿ. Äëÿ ïðèêëàäó íàâåäåìî ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ä) (óñi iíøi
ðîçâ'ÿçóþòüñÿ àíàëîãi÷íî).
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ãðàíèöi

lim
n→∞

1

nk+1

(
k! +

(k + 1)!

1!
+ . . .+

(k + n)!

n!

)
ïîêëàäåìî

xn = k! +
(k + 1)!

1!
+ . . .+

(k + n)!

n!
, yn = nk+1, n ≥ 1.

Ïîñëiäîâíiñòü (yn, n ≥ 1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè Øòîëüöÿ. Çíà-
éäåìî ãðàíèöþ

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= lim

n→∞

(k+n)!
n!

nk+1 − (n− 1)k+1
=

= lim
n→∞

(n+ 1)(n+ 2) · . . . · (n+ k)

nk+1 − (n− 1)k+1
=

1

k + 1
.

Òîìó, çà òåîðåìîþ Øòîëüöÿ,

lim
n→∞

xn
yn

= lim
n→∞

1

nk+1

(
k! +

(k + 1)!

1!
+ . . .+

(k + n)!

n!

)
=

1

k + 1
.

Âiäïîâiäi: à) 2; á) 1
k+1 ; â)

1
a−1 ; ã)

1
a−1 ; ä)

1
k+1 ; å)

√
2.
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9.2. Íåõàé lim
n→∞

an = a. Çíàéòè:

à) lim
n→∞

1

2
√
n

n∑
k=1

ak√
k

;

á) lim
n→∞

a1 + a2 + . . .+ an
n

;

â) lim
n→∞

n
√
a1a2 · . . . · an;

ã) lim
n→∞

(an
1

+
an−1

21
+
an−2

22
+ . . .+

a1

2n−1

)
;

ä) lim
n→∞

(
an

1 · 2
+
an−1

2 · 3
+
an−2

3 · 4
+ . . .+

a1

n · (n+ 1)

)
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó Øòîëüöÿ. Ïîêëàäåìî xn =
n∑
k=1

ak√
k
, yn = 2

√
n, n ≥ 1. Ïîñëiäîâíiñòü (yn, n ≥ 1) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì

òåîðåìè Øòîëüöÿ. Çíàéäåìî ãðàíèöþ

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= lim

n→∞

an√
n

2
√
n− 2

√
n− 1

= a.

Òîìó, çà òåîðåìîþ Øòîëüöÿ,

lim
n→∞

1

2
√
n

n∑
k=1

ak√
k

= a.

á) Àíàëîãi÷íî äî ïóíêòó à), çà òåîðåìîþ Øòîëüöÿ, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

lim
n→∞

a1 + a2 + . . .+ an
n

= a.

â) Íàêëàäåìî äîäàòêîâó óìîâó an > 0, n ≥ 1 (áåç öi¹¨ óìîâè çàäà÷à
íåêîðåêòíà). Òîäi a ≥ 0. Ïðè a > 0 ç íåðiâíîñòi Êîøi âèïëèâà¹

n
1
a1

+ 1
a2

+ . . .+ 1
an

≤ n
√
a1a2 · . . . · an ≤

a1 + a2 + . . .+ an
n

, n ≥ 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Øòîëüöÿ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

lim
n→∞

n
1
a1

+ 1
a2

+ . . .+ 1
an

= a,

lim
n→∞

a1 + a2 + . . .+ an
n

= a.

Òîìó, çà ëåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi,

lim
n→∞

n
√
a1a2 · . . . · an = a.
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Ïðè a = 0 äîñòàòíüî ëèøå ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi.
ã) Ïîêëàâøè cnk = 1

2n−k , 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, ç òåîðåìè Òüîïëèöÿ âèïëèâà¹,
ùî

lim
n→∞

(an
1

+
an−1

21
+
an−2

22
+ . . .+

a1

2n−1

)
= 2a.

ä) Ïîêëàâøè cnk = 1
(n−k+1)(n−k+2) , 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1, ç òåîðåìè Òüîïëèöÿ

âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

(
an

1 · 2
+
an−1

2 · 3
+
an−2

3 · 4
+ . . .+

a1

n · (n+ 1)

)
= a.

9.3. Íåõàé limn→∞ an = a. Äîâåñòè, ùî

lim
n→∞

na1 + (n− 1)a2 + . . .+ 1 · an
n2

=
a

2
.

Âêàçiâêà. Âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Òüîïëèöÿ, ÿêùî ïîêëàñòè

cnk = 2 · n− k + 1

n2
, 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

9.4. Äîâåñòè, ùî

lim
n→∞

n2

2n
= 0.

9.5. Çíàéòè ãðàíèöi, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Øòîëüöÿ:

à) lim
n→∞

1

n3

n∑
k=1

k2;

á) lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

(−1)k k

k + 1
;

â) lim
n→∞

∑n
k=1 k

2(k + 1)∑n
k=1 k(k + 3)(2k + 1)

;

ã) lim
n→∞

1

nan

n∑
k=1

kak, a > 1;

ä) lim
n→∞

1

n2
√
n

n∑
k=1

k
√
k.

9.6. Íåõàé limn→∞ an = a, α � òàêå äiéñíå ÷èñëî, ùî |α| < 1. Çíàéòè
limn→∞ bn, ÿêùî bn = an + αan−1 + α2an−2 + . . .+ αn−1a1, n ≥ 1.

9.7. Íåõàé limn→∞ an = a. Çíàéòè limn→∞ bn, ÿêùî

bn =
1

n2
(1 · a1 + 2 · a2 + . . .+ n · an) , n ≥ 1.

9.8. Íåõàé limn→∞(an+1 − an) = a, a ∈ R. Äîâåñòè, ùî

lim
n→∞

an
n

= a.

9.9. Íåõàé limn→∞ an = a, limn→∞ bn = b. Çíàéòè limn→∞An, ÿêùî

An =
a1bn + a2bn−1 + . . .+ anb1

n
, n ≥ 1.
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10 Åëåìåíòè ëiíiéíî¨ àëãåáðè

Â öüîìó ðîçäiëi âèáiðêîâî ïðåäñòàâëåíi çàäà÷i, ùî îõîïëþþòü îñíîâíi òåìè
ç êóðñó ëiíiéíî¨ àëãåáðè äëÿ òåõíi÷íèõ ñïåöiàëüíîñòåé òàêi ÿê �Ìàòðèöi òà
äi¨ íàä íèìè�, �Âèçíà÷íèêè òà ¨õ âëàñòèâîñòi�, �Îáåðíåíà ìàòðèöÿ�, �Ðàíã
ìàòðèöi�, �Ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü�.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

10.1. Ïðè ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

0 + x2 + x3 + . . . + xn−1 + xn = 1,
−x1 + 0 + x3 + . . . + xn−1 + xn = 1,
−x1 − x2 + 0 + . . . + xn−1 + xn = 1,

... ... ...
−x1 − x2 − x3 − . . . + 0 + xn = 1,
−x1 − x2 − x3 − . . . − xn−1 + 0 = 1

¹ ñóìiñíîþ?
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçâ'ÿæåìî ñèñòåìó ìåòîäîì Ãàóñà. Ñïî÷àòêó ïîñëiäîâíî

âiäíiìåìî âiä 1-ãî ðÿäêà 2-é, âiä 2-ãî ðÿäêà 3-é, . . ., âiä (n − 1)-ãî ðÿäêà
n-é. Îòðèìà¹ìî

0 1 1 . . . 1 1 1
−1 0 1 . . . 1 1 1
−1 −1 0 . . . 1 1 1

... ... ...
−1 −1 −1 . . . 0 1 1
−1 −1 −1 . . . −1 0 1


∼



1 1 0 . . . 0 0 0
0 1 1 . . . 0 0 0
0 0 1 . . . 0 0 0

... ... ...
0 0 0 . . . 1 1 0
−1 −1 −1 . . . −1 0 1


Äàëi äîäàìî äî îñòàííüîãî ðÿäêà óñi ðÿäêè ç íåïàðíèìè íîìåðàìè.

1 1 0 . . . 0 0 0
0 1 1 . . . 0 0 0
0 0 1 . . . 0 0 0

... ... ...
0 0 0 . . . 1 1 0
−1 −1 −1 . . . −1 0 1


∼



1 1 0 . . . 0 0 0
0 1 1 . . . 0 0 0
0 0 1 . . . 0 0 0

... ... ...
0 0 0 . . . 1 1 0
0 0 0 . . . 0 a 1


Ïðè íåïàðíîìó n ÷èñëî a äîðiâíþ¹ 0, îòæå ñèñòåìà íåñóìiñíà. Ïðè ïàðíîìó
n ÷èñëî a äîðiâíþ¹ 1 i ñèñòåìà ¹ ñóìiñíîþ. Äàëi äîñèòü ïðîñòî çíàõîäèìî
ðîçâ'ÿçîê (x1, x2, . . . , xn−1, xn) = (−1, 1, . . . ,−1, 1).
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10.2. Çíàéòè ìàòðèöþ, îáåðíåíó äî

A =


2 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 2

 .

Âêàçiâêà. Ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè ìåòîä Ãàóñà (äîçâîëÿ¹òüñÿ âèêîíóâàòè
åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ëèøå ðÿäêiâ ìàòðèöi). Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

2 −1 0 0 0 1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0 1 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0 0 1 0 0
0 0 −1 2 −1 0 0 0 1 0
0 0 0 −1 2 0 0 0 0 1

 ∼ . . . ∼

∼


1 0 0 0 0 5/6 2/3 1/2 1/3 1/6
0 1 0 0 0 2/3 4/3 1 2/3 1/3
0 0 1 0 0 1/2 1 3/2 1 1/2
0 0 0 1 0 1/3 2/3 1 4/3 2/3
0 0 0 0 1 1/6 1/3 1/2 2/3 5/6

 .

Òîáòî,

A−1 =
1

6


5 4 3 2 1
4 8 6 4 2
3 6 9 6 3
2 4 6 8 4
1 2 3 4 5

 .

10.3. Âiäîìî, ùî A2 − 4A + 4E = O, äå A � íå ¹ äiàãîíàëüíîþ, E �
îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, O � íóëüîâà ìàòðèöÿ. ×è iñíó¹ ìàòðèöÿ A−1? ßêùî
òàê, òî çíàéòè ¨¨.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ç ðiâíÿííÿ âèäíî, ùî ìàòðèöÿ A

¹ êâàäðàòíîþ. Äî êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A iñíó¹ îáåðíåíà òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè detA 6= 0. Ïåðåïèøåìî ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ

A2 − 4A+ 4E = O ⇔ A(A− 4E) = 4E.

Òîäi
det[A(A− 4E)] = det[4E] ⇒ detA · det(A− 4E) 6= 0.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî detA 6= 0. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ íà
A−1. Îòðèìà¹ìî

A− 4E + 4A−1 = O.

Òîáòî, A−1 = E − 1
4A.

10.4. Ñïðîñòèòè ìàòðè÷íèé âèðàç, ââàæàþ÷è, ùî âñi çàïèñàíi îáåðíåíi
ìàòðèöi iñíóþòü:

(2E − A)−1 + (E + A)−1 − 3(2E + A− A2)−1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âðàõîâóþ÷è òå, ùî âñi ìàòðèöi, ÿêi çóñòði÷àþòüñÿ ó íàøîìó
âèðàçi, ¹ ïåðåñòàâíèìè, ïåðåòâîðèìî âèðàç íàñòóïíèì ÷èíîì:

(2E − A)−1 + (E + A)−1 − 3(2E + A− A2)−1 =

= (2E − A)−1 + (E + A)−1 − 3
(

(2E − A) · (E + A)
)−1

=

= (2E − A)−1(E + A)−1 · (E + A)(2E − A)·

·
(

(2E − A)−1 + (E + A)−1 − 3(2E − A)−1(E + A)−1
)

=

= (2E − A)−1(E + A)−1 ·
(

(E + A) + (2E − A)− 3E
)

=

= (2E − A)−1(E + A)−1 ·O = O,

äå O � íóëüîâà ìàòðèöÿ.
10.5. Ïðî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A ïîðÿäêó n âiäîìî, ùî ñóìà âñiõ åëå-

ìåíòiâ ìàòðèöi (E +A)−1 äîðiâíþ¹ 1. Çíàéòè ñóìó âñiõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi
(E + A−1)−1. Ââàæàòè, ùî âñi âêàçàíi îáåðíåíi ìàòðèöi iñíóþòü.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî X = (E + A)−1, Y = (E + A−1)−1. Òîäi

A = X−1 − E, A−1 = Y −1 − E,

i, âiäïîâiäíî,
(X−1 − E)(Y −1 − E) = AA−1 = E.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

X−1Y −1 = X−1 + Y −1.

Äîìíîæóþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü íà X çëiâà òà íà Y ñïðàâà, îòðèìà¹ìî E =
X + Y , çâiäêè ñóìà åëåìåíòiâ X + Y äîðiâíþ¹ n, à îòæå, ñóìà åëåìåíòiâ
ìàòðèöi Y äîðiâíþ¹ n− 1.
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10.6. Íåõàé x1, x2, x3 � êîðåíi ìíîãî÷ëåíà x3 − 3x2 + 1. Îá÷èñëèòè âè-
çíà÷íèê ∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3

x2 x3 x1

x3 x1 x2

∣∣∣∣∣∣ .
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî

∆ =

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

x2 x3 x1

x3 x1 x2

∣∣∣∣∣∣ = 3x1x2x3 − x3
1 − x3

2 − x3
3 = −(x1 + x2 + x3)

3+

+3x1(x1x2 + x1x3) + 3x2(x1x2 + x2x3) + 3x3(x1x3 + x2x3) + 9x1x2x3.

Çà òåîðåìîþ Âi¹òà

x1 + x2 + x3 = 3, x1x2 + x1x3 + x2x3 = 0, x1x2x3 = −1.

Òîìó ∆ = −27.
10.7. Ìàòðèöÿ A ðîçìiðó n× n ìà¹ âèãëÿä

A =


a 1 0 . . . 0 0
0 a 1 . . . 0 0

... ...
0 0 0 . . . a 1
0 0 0 . . . 0 a

 ,

äå a ∈ R. Çíàéòè ñóìó åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà ìàòðèöi Am, äå m ≤ n.
Âêàçiâêà. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåñòè, ùî

Am =


am C1

ma
m−1 C2

ma
m−2 . . . 0 0

0 am C1
ma

m−1 . . . 0 0
... ...

0 0 0 . . . am C1
ma

m−1

0 0 0 . . . 0 am


Òîìó ñóìà åëåìåíòiâ ïåðøîãî ðÿäêà ìàòðèöi Am äîðiâíþ¹

am + C1
ma

m−1 + C2
ma

m−2 + . . .+ Ck
ma

m−k + . . .+ 1 = (a+ 1)m.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

10.8. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ A ¹ òàêîþ, ùî A2 + 2A+E = O. Äîâåñòè, ùî
detA 6= 0, òà çíàéòè A−1.

10.9. Â êâàäðàòíié ìàòðèöi A ïîðÿäêó n êîæåí åëåìåíò çàìiíèëè éîãî
àëãåáðà¨÷íèì äîïîâíåííÿì. Äîâåñòè, ùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ùî îòðèìàíî,
äîðiâíþ¹ (detA)α òà çíàéòè α.

10.10. Ïðî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A âiäîìî, ùî A2019 = O, äå O � íóëüîâà
ìàòðèöÿ. Äîâåñòè, ùî ìàòðèöÿ A+ E ìà¹ îáåðíåíó.

10.11. Íåõàé A òà B � êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿäêó n òàêi, ùî A+B = E,
äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, òà A3 = A2. Äîâåäiòü, ùî ìàòðèöÿ
E + AB ìà¹ îáåðíåíó òà çíàéäiòü ¨¨.

10.12. Ñïðîñòèòè ìàòðè÷íèé âèðàç, ââàæàþ÷è, ùî âñi çàïèñàíi îáåðíåíi
ìàòðèöi iñíóþòü:

(3E − A)−1 + (2E + A)−1 − 5(6E + A− A2)−1.

10.13. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ P1(x), . . . , Pn(x), ñòåïiíü
êîæíîãî ç ÿêèõ íå ïåðåâèùó¹ n − 2, òà äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë λ1, . . . , λn
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ∣∣∣∣∣∣∣

P1(λ1) . . . P1(λn)
... ...

Pn(λ1) . . . Pn(λn)

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

10.14. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê 10-ãî ïîðÿäêó∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 11
0 2 . . . 12 0

... ...
0 19 . . . 9 0
20 0 . . . 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

10.15. Íåõàé x1, x2, x3, x4 � êîðåíi ìíîãî÷ëåíó x4 + 10x− 3. Îá÷èñëèòè
âèçíà÷íèê ∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3 x4

x4 x1 x2 x3

x3 x4 x1 x2

x2 x3 x4 x1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
10.16. Ïðî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A = (aij)

n
i,j=1 ïîðÿäêó n âiäîìî, ùî∑n

j=1 aij = λ, λ 6= 0, äëÿ âñiõ i = 1, n. Äëÿ ìàòðèöi B = A−1 äîâåñòè,
ùî

∑n
j=1 bij = 1

λ , äëÿ âñiõ i = 1, n.
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10.17. Òðî¹ ñòóäåíòiâ íà ïàði ãðàþòü ó òàêó ãðó: ïåðøèé íàçèâà¹ íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî m, äðóãèé � íàòóðàëüíå ÷èñëî n, à òðåòié çàïèñó¹ äîâiëüíó
ìàòðèöþ A ðîçìiðíîñòi m × n. Ïiñëÿ öüîãî ñòóäåíòè îá÷èñëþþòü âèçíà-
÷íèê ìàòðèöi ATA. ßêùî öåé âèçíà÷íèê âiä'¹ìíèé, âèãðà¹ ïåðøèé ñòóäåíò,
ÿêùî ðiâíèé 0 � äðóãèé ñòóäåíò, à ÿêùî äîäàòíèé � âèãðà¹ òðåòié ñòóäåíò.
Ïiä ÿêèì íîìåðîì ãðàòè êðàùå çà âñå i ÷îìó?

10.18. Äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî n ∈ N çíàéòè ìàòðèöþ X, ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ

A · A · . . . · A︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

·X · AT · AT · . . . · AT︸ ︷︷ ︸
n ðàçiâ

= E,

äå

A =

cosϕ 0 − sinϕ
0 1 0

sinϕ 0 cosϕ

 ,

ϕ � ôiêñîâàíèé àðãóìåíò, à E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

10.19. Êâàäðàòíi ìàòðèöi A òà B ïîðÿäêó n çàäîâîëüíÿþòü òîòîæíî-
ñòÿì: A2 = A, B2 = B òà AB = BA. ßêi çíà÷åííÿ ìîæå íàáóâàòè
det(A−B)?

10.20. ×è iñíóþòü êâàäðàòíi ìàòðèöi A òà B òàêi, ùî AB −BA = E?

10.21. Ðîçãëÿíåìî êâàäðàòíó ìàòðèöþ A ïîðÿäêó n ≥ 2 âèãëÿäó

A =



1 k k k . . . k
1 m k k . . . k

1 k m k . . . k
1 k k m . . . k
... ... ... ... . . . ...
1 k k k . . . m


.

Âèçíà÷èòè âñi ïàðè öiëèõ ÷èñåë (k,m), äëÿ ÿêèõ ìàòðèöÿ A−1 iñíó¹ òà
ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç öiëèõ ÷èñåë.
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11 Åëåìåíòè âåêòîðíî¨ àëãåáðè

Âåêòîðíà àëãåáðà ¹ íåâåëèêîþ, àëå äóæå âàæëèâîþ ÷àñòèíîþ äèñöèïëi-
íè �Ëiíiéíà àëãåáðà òà àíàëiòè÷íà ãåîìåòðiÿ�, áåç ÿêî¨ íå ìîæíà óÿâèòè
ïiäãîòîâêó ñïåöiàëiñòà ç áóäü-ÿêî¨ iíæåíåðíî¨ ñïåöiàëüíîñòi. Âìiííÿ ïðà-
öþâàòè ç âåêòîðíèìè âåëè÷èíàìè ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ ïðè âèâ÷åííi âèùî¨
ìàòåìàòèêè òà ôiçèêè.
Â òåìi �Âåêòîðíà àëãåáðà� ñòóäåíòè, ÿê ïðàâèëî, âèâ÷àþòü ëiíiéíi îïåðà-

öi¨ íàä âåêòîðàìè, ëiíiéíó çàëåæíiñòü i íåçàëåæíiñòü âåêòîðiâ, ñêàëÿðíèé,
âåêòîðíèé òà ìiøàíèé äîáóòêè âåêòîðiâ, ¨õ âëàñòèâîñòi òà çàñòîñóâàííÿ. Íà
áàçi öèõ âiäîìîñòåé ó öüîìó ðîçäiëi ïðåäñòàâëåíi äåÿêi çàäà÷i ïiäâèùåíî¨
ñêëàäíîñòi ç öi¹¨ òåìè.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

11.1. Çíàéòè âåêòîð −→x , ÿêùî −→x · −→a = 1, −→x ·
−→
b = 0, −→x · −→c = 0 i

(−→a ×
−→
b ) · −→c = 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè −→x ·
−→
b = 0 i −→x · −→c = 0, òî âiäïîâiäíî −→x ⊥

−→
b i

−→x ⊥ −→c . Öå îçíà÷à¹, ùî −→x ‖
−→
b ×−→c , à çíà÷èòü −→x = λ(

−→
b ×−→c ). Çíàéäåìî

λ ç óìîâ −→x · −→a = 1 òà (−→a ×
−→
b ) · −→c = 1. À ñàìå,

1 = −→x · −→a = λ(
−→
b ×−→c ) · −→a = λ(−→a ×

−→
b ) · −→c = λ.

Òàêèì ÷èíîì, −→x =
−→
b ×−→c .

11.2. Íà ïëîùèíi çàäàíî 2014 âåêòîðiâ, ïðè÷îìó ñåðåä íèõ ¹ íåêîëiíå-
àðíi. Âiäîìî, ùî ñóìà áóäü-ÿêèõ 2013 âåêòîðiâ êîëiíåàðíà äî âåêòîðà, ùî
íå ìiñòèòüñÿ â ñóìi. Çíàéòè ñóìó âñiõ âåêòîðiâ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî çàäàíi âåêòîðè −→a 1,

−→a 2, . . . ,
−→a 2014, à ¨õ ñóìó

÷åðåç
−→
S . Çà óìîâîþ

−→a 1 +−→a 2 + . . .+−→a k−1 +−→a k+1 + . . .+−→a 2014 = λk
−→a k, k = 1, 2014.

Òîäi ñóìà âñiõ âåêòîðiâ äîðiâíþ¹
−→
S = −→a 1 +−→a 2 + . . .+−→a k−1 +−→a k +−→a k+1 + . . .+−→a 2014 =

= λk
−→a k +−→a k = (1 + λk)

−→a k, k = 1, 2014.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(1 + λ1)
−→a 1 = (1 + λ2)

−→a 2 = . . . = (1 + λ2014)
−→a 2014,

à îñêiëüêè ñåðåä âåêòîðiâ ¹ íåêîëiíåàðíi, òî iñíóþòü ïðèíàéìíi 2 ç íèõ,
ñêàæiìî −→a i i

−→a j, äëÿ ÿêèõ λi = −1 i λj = −1. Îòæå,
−→
S =

−→
0 .



11 Åëåìåíòè âåêòîðíî¨ àëãåáðè 69

11.3. Îá'¹ì òåòðàåäðà DABC äîðiâíþ¹ V . Òî÷êè K, L, M , N òàêi, ùî−−→
AK =

−→
CA,

−→
CL =

−−→
BC,

−−→
DM =

−−→
AD,

−−→
DN =

−−→
CD. Çíàéòè îá'¹ì òåòðàåäðà

KLNM .
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çîáðàçèìî òåòðàåäð i âiäêëàäåìî âiä òî÷êè A âåêòîð

−−→
AK,

ðiâíèé âåêòîðó
−→
CA, âiä òî÷êè C âåêòîð

−→
CL, ðiâíèé âåêòîðó

−−→
BC, âiä òî÷êè

D âåêòîð
−−→
DM , ðiâíèé âåêòîðó

−−→
AD, i âåêòîð

−−→
DN , ðiâíèé âåêòîðó

−−→
CD (äèâ.

ìàë. 11.1).

Ìàë. 11.1

Îòðèìà¹ìî íîâèé òåòðàåäð KLMN . Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè éîãî îá'¹ì,
âèðàçèìî âåêòîðè

−−→
KL,

−−→
KM ,

−−→
KN , íà ÿêèõ âií ïîáóäîâàíèé, ÷åðåç âåêòîðè−→

CA,
−−→
CB,

−−→
CD.

−−→
KL =

−→
CL− 2

−→
CA =

−−→
BC − 2

−→
CA = −

−−→
CB − 2

−→
CA,

−−→
KM = 2

−−→
AD −

−→
CA = 2(

−−→
CD −

−→
CA)−

−→
CA = 2

−−→
CD − 3

−→
CA,

−−→
KN = 2

−−→
CD − 2

−→
CA.

Òîäi îá'¹ì òåòðàåäðà KLMN ìîæíà çíàéòè íàñòóïíèì ÷èíîì

VKLNM =
1

6

∣∣∣(−−→KL×−−→KM) ·
−−→
KN

∣∣∣ =

=
1

6

∣∣∣((−
−−→
CB − 2

−→
CA)× (2

−−→
CD − 3

−→
CA)

)
· (2
−−→
CD − 2

−→
CA)

∣∣∣ =

=
1

6

∣∣∣(−2
−−→
CB ×

−−→
CD + 3

−−→
CB ×

−→
CA− 4

−→
CA×

−−→
CD) · (2

−−→
CD − 2

−→
CA)

∣∣∣ =

=
1

6

∣∣∣4(
−−→
CB ×

−−→
CD) ·

−→
CA+ 6(

−−→
CB ×

−→
CA) ·

−−→
CD

∣∣∣ =
1

6

∣∣∣2(
−−→
CB ×

−→
CA) ·

−−→
CD

∣∣∣ =

=
1

6
· 2 · 6V = 2V.
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11.4. Äîâåñòè, ùî êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè M(x, y), ùî ëåæèòü íà
êîëi x2 + y2 = 5

4 , çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü∣∣∣∣∣∣
x y 1
y x 1
1 y x

∣∣∣∣∣∣ ≤ 27

8
.

Ïðè ÿêèõ x òà y äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü?
Äîâåäåííÿ. Ç ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ ìiøàíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹,

ùî ìiøàíèé äîáóòîê � îá'¹ì îði¹íòîâàíîãî ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî
íà òðüîõ âåêòîðàõ. Ðîçãëÿíåìî ç öi¹¨ òî÷êè çîðó çàäàíèé âèçíà÷íèê∣∣∣∣∣∣

x y 1
y x 1
1 y x

∣∣∣∣∣∣ .
Âií ÿâëÿ¹ ñîáîþ îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà (çi çíàêîì + àáî -), ïîáóäîâàíîãî
íà âåêòîðàõ −→a = (x, y, 1),

−→
b = (y, x, 1) òà −→c = (1, y, x). Öi âåêòîðè ìà-

þòü îäíàêîâó äîâæèíó: |−→a | = |
−→
b | = |−→c | =

√
x2 + y2 + 1, à îñêiëüêè çà

óìîâîþ òî÷êè (x, y) ëåæàòü íà êîëi x2 + y2 = 5
4 , òî |

−→a | = |
−→
b | = |−→c | =√

x2 + y2 + 1 = 3
2 .

Çðîçóìiëî, ùî ìàêñèìàëüíèé îá'¹ì ïðè çàäàíèõ äîâæèíàõ ñòîðií ìà¹
ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïiïåä, òîáòî òàêèé, ó ÿêîãî ðåáðà ïîïàðíî îðòîãî-
íàëüíi, i îá'¹ì òàêîãî ïàðàëåëåïiïåäà äîðiâíþ¹ äîáóòêó äîâæèí ðåáåð. Â
íàøîìó âèïàäêó,

Vmax = |−→a | · |
−→
b | · |−→c | = 3

2
· 3

2
· 3

2
=

27

8
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. Ðiâíiñòü áóäå äîñÿãàòèñÿ ó âèïàäêó, êîëè −→a ⊥
−→
b ,

−→a ⊥ −→c ,
−→
b ⊥ −→c , òîáòî 

xy + xy + 1 = 0,

x+ y2 + x = 0,

y + xy + x = 0.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó, îòðèìà¹ìî, ùî x = −1
2 , y = 1. Ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî

òî÷êà (−1
2 , 1) äiéñíî ëåæèòü íà êîëi x2 + y2 = 5

4 . Îòæå, ìàêñèìàëüíå çíà-
÷åííÿ äîñÿãà¹òüñÿ.
11.5. Äîâåñòè, ùî âåêòîðè

(
(−→a ×

−→
b )×

−→
b
)
×
−→
b òà −→a ×

−→
b êîëiíåàðíi.

Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ ïîäâiéíîãî âåêòîðíîãî äîáóòêó. À
ñàìå, âiäîìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ âåêòîðiâ −→a ,

−→
b òà −→c ïîäâiéíèé âåêòîðíèé
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äîáóòîê −→a × (
−→
b × −→c ) ¹ âåêòîðîì, êîìïëàíàðíèì ç âåêòîðàìè

−→
b òà −→c i

çíàõîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ:

−→a × (
−→
b ×−→c ) =

−→
b (−→a · −→c )−−→c (−→a ·

−→
b ).

Çãiäíî ç öi¹þ ôîðìóëîþ

(−→a ×
−→
b )×

−→
b = −

−→
b × (−→a ×

−→
b ) = −−→a (

−→
b ·
−→
b ) +

−→
b (−→a ·

−→
b ) =

=
−→
b (−→a ·

−→
b )− |

−→
b |2 · −→a .

Òîäi,(
(−→a ×

−→
b )×

−→
b
)
×
−→
b =

(−→
b (−→a ·

−→
b )− |

−→
b |2 · −→a

)
×
−→
b = −|

−→
b |2 ·

(−→a ×−→b ) ,
òîáòî âåêòîðè

(
(−→a ×

−→
b )×

−→
b
)
×
−→
b òà −→a ×

−→
b êîëiíåàðíi.

11.6. Ñêiëüêè ðiçíèõ âåêòîðiâ ìiñòèòü ïîñëiäîâíiñòü
−→x 0 = −→x , −→x 1 = −→a ×−→x 0,

−→x 2 = −→a ×−→x 1,
−→x 3 = −→a ×−→x 2, ...,

ÿêùî |−→a | = 1.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ äëÿ ïîäâiéíîãî äîáóòêó. Çà óìî-

âîþ −→x 1 = −→a ×−→x . Òîäi
−→x 2 = −→a ×−→x 1 = −→a × (−→a ×−→x ) = −→a (−→a · −→x )−−→x (−→a · −→a ) =

= −→a (−→a · −→x )−−→x |−→a |2 = −→a (−→a · −→x )−−→x .
Äàëi

−→x 3 = −→a ×−→x 2 = −→a ×
(−→a (−→a · −→x )−−→x

)
= −−→a ×−→x = −→x ×−→a .

Àíàëîãi÷íî,
−→x 4 = −→a ×−→x 3 = −→a × (−→x ×−→a ) = −→x (−→a ·−→a )−−→a (−→a ·−→x ) = −→x −−→a (−→a ·−→x ),

i
−→x 5 = −→a ×−→x 4 = −→a ×

(−→x −−→a (−→a · −→x )
)

= −→a ×−→x = −→x 1.

Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü ìiñòèòü ëèøå 5 ðiçíèõ âåêòîðiâ.
11.7. Íåõàé −→a i

−→
b � íåíóëüîâi âåêòîðè â R3. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïà-

ðàìåòðà λ ∈ R ðiâíÿííÿ −→a +
−→
b × −→x = λ

−→
b ìà¹ ðîçâ'ÿçêè? Çíàéòè öi

ðîçâ'ÿçêè.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîìíîæèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ íà âåêòîð

−→
b ñêàëÿð-

íî. Òîäi ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðèòüñÿ íà íàñòóïíå:

(−→a ·
−→
b ) + (

−→
b ×−→x ) ·

−→
b = λ(

−→
b ·
−→
b ),



11 Åëåìåíòè âåêòîðíî¨ àëãåáðè 72

çâiäêè
−→a ·
−→
b = λ|

−→
b |2,

à îòæå, îñêiëüêè âåêòîð
−→
b � íåíóëüîâèé, òî

λ =
−→a ·
−→
b

|
−→
b |2

.

Çíàéäåìî òåïåð âñi ìîæëèâi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî
éîãî âåêòîðíî íà âåêòîð

−→
b çëiâà:

−→
b ×−→a +

−→
b × (

−→
b ×−→x ) = λ(

−→
b ×
−→
b ).

Çâiäñè −→
b ×−→a +

−→
b (
−→
b · −→x )−−→x (

−→
b ·
−→
b ) =

−→
0 ,

òîáòî
−→x =

(
−→
b · −→x )

|
−→
b |2

−→
b −

−→a ×
−→
b

|
−→
b |2

,

äå íåâiäîìèì çàëèøà¹òüñÿ ÷èñëî (
−→
b ·−→x ). Ïîìíîæèìî òåïåð îáèäâi ÷àñòèíè

ðiâíÿííÿ âåêòîðíî íà âåêòîð −→a çëiâà:

−→a ×−→a +−→a × (
−→
b ×−→x ) = λ(−→a ×

−→
b ).

Ïiäñòàâëÿþ÷è â îñòàííþ ðiâíiñòü çíàéäåíå çíà÷åííÿ λ, òà âèðàçèâøè ç
íüîãî âåêòîð −→x , îòðèìà¹ìî, ùî

−→x =
(−→a · −→x )

(−→a ·
−→
b )

−→
b −

−→a ×
−→
b

|
−→
b |2

,

Ïîðiâíþþ÷è îáèäâà âèðàçè äëÿ âåêòîðà −→x , ïîìi÷à¹ìî, ùî âåêòîð −→x ðîç-
êëàäà¹òüñÿ çà âåêòîðàìè

−→
b òà −→a ×

−→
b , àëå ç ðiçíèìè êîåôiöi¹íòàìè ïðè

âåêòîði
−→
b . Òîìó âèíèêà¹ ïðèïóùåííÿ, ùî ðîçâ'ÿçêîì çàäàíîãî ðiâíÿííÿ ¹

ìíîæèíà âåêòîðiâ âèäó

−→x = t
−→
b −

−→a ×
−→
b

|
−→
b |2

, t ∈ R.

Ïåðåâiðÿ¹ìî öå áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ â ðiâíÿííÿ.
11.8. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç D ìíîæèíó òî÷îê ïëîùèíè, ùî çíàõîäÿòüñÿ âñå-

ðåäèíi êâàäðàòà ç âåðøèíàìè (1, 1), (−1, 1), (−1,−1), (1,−1). Çîáðàçèòè

ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òàêèõ òî÷îê Y íà ïëîùèíi, ùî
〈−−→
OX,

−−→
OY

〉
≤ 1 äëÿ áóäü-

ÿêî¨ òî÷êè X ∈ D. Òóò êóòîâèìè äóæêàìè ïîçíà÷åíî ñêàëÿðíèé äîáóòîê
âåêòîðiâ.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî øóêàíó ìíîæèíó ÷åðåç C. Ïiäñòàâëÿþ÷è çà-
ìiñòü X òî÷êó (1, 1), îòðèìà¹ìî, ùî êîæíà òî÷êà Y (y1, y2) ìíîæèíè C ìà¹
çàäîâîëüíÿòè íåðiâíiñòü y1 + y2 ≤ 1. Àíàëîãi÷íî, ïiäñòàâëÿþ÷è çàìiñòü
X iíøi âåðøèíè êâàäðàòà D, îòðèìà¹ìî òàêîæ íåðiâíîñòi y1 + y2 ≥ −1,
y1 − y2 ≤ 1 òà y1 − y2 ≥ −1. Îòæå, C ìà¹ áóòè ïiäìíîæèíîþ êâàäðàòà
{(y1, y2) ∈ R2 : |y1|+ |y2| ≤ 1}.
Ïîêàæåìî, ùî, i íàâïàêè, {(y1, y2) ∈ R2 : |y1| + |y2| ≤ 1} ⊂ C. Äiéñíî,

íåõàé äëÿ Y (y1, y2) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |y1|+ |y2| ≤ 1, à X(x1, x2) ∈ D.
Òîäi 〈

−−→
OX,

−−→
OY 〉 = x1y1 + x2y2 ≤ |x1||y1|+ |x2||y2| ≤ |y1|+ |y2| ≤ 1.

Âiäïîâiäü: {(y1, y2) ∈ R2 : |y1| + |y2| ≤ 1}, òîáòî êâàäðàò ç âåðøèíàìè
(1, 0), (0, 1), (−1, 0) òà (0,−1).
11.9. Ðîçãëÿíåìî n âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an ó ïðîñòîði Rn. Ìàòðèöåþ

Ãðàìà âåêòîðiâ a1, a2, . . . , an íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà iç ïîïàðíèõ
ñêàëÿðíèõ äîáóòêiâ öèõ âåêòîðiâ:

Γ =


(−→a1 · −→a1) (−→a1 · −→a2) . . . (−→a1 · −→an)
(−→a2 · −→a1) (−→a2 · −→a2) . . . (−→a2 · −→an)

... ... . . . ...
(−→an · −→a1) (−→an · −→a2) . . . (−→an · −→an)

 .

Äîâåñòè, ùî
1) a1, a2, . . . , an ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè det Γ = 0;
2) det Γ = V 2, äå V � îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà a1, a2, . . . , an
(äîâåñòè äëÿ n = 3).
Äîâåäåííÿ. 1) Íàãàäà¹ìî, ùî ñèñòåìà âåêòîðiâ −→a 1,

−→a 2, . . . ,
−→a n íàçè-

âà¹òüñÿ ëiíiéíî çàëåæíîþ, ÿêùî iñíóþòü òàêi äiéñíi ÷èñëà c1, c2, . . . , cn,
õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹ íóëþ, ùî

c1
−→a 1 + c2

−→a 2 + . . .+ cn
−→a n =

−→
0 . (11.1)

ßêùî ðiâíiñòü (11.1) âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè, êîëè âñi c1 = c2 = . . . = cn = 0,
òî ñèñòåìà âåêòîðiâ −→a 1,

−→a 2, . . . ,
−→a n íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíîþ.

Ïîìíîæèìî ïîñòóïîâî ðiâíiñòü (11.1) ñêàëÿðíî íà a1, a2, . . . , an i ñêëà-
äåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü âiäíîñíî êîåôiöi¹íòiâ c1, c2, . . . , cn:

(−→a1 · −→a1)c1 + (−→a1 · −→a2)c2 + . . .+ (−→a1 · −→an)cn = 0,

(−→a2 · −→a1)c1 + (−→a2 · −→a2)c2 + . . .+ (−→a2 · −→an)cn = 0,

. . .

(−→an · −→a1)c1 + (−→an · −→a2)c2 + . . .+ (−→an · −→an)cn = 0.
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Óòâîðèëàñÿ îäíîðiäíà ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü. Ç ëiíiéíî¨
àëãåáðè âiäîìî, ùî âîíà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè ¨¨ âèçíà÷íèê íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Àëå âèçíà÷íèêîì öi¹¨ ñèñòåìè ¹ det Γ.
Çâiäñè îòðèìàëè íåîáõiäíèé êðèòåðié.
2) Äëÿ n = 3 äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè áåçïîñåðåäíüî. Íåõàé −→a1 =

(x1; y1; z1),
−→a2 = (x2; y2; z2),

−→a3 = (x3; y3; z3). Çàïèøåìî âñi åëåìåíòè ìàòðèöi
Ãðàìà (òîáòî ïîïàðíi ñêàëÿðíi äîáóòêè) ó òåðìiíàõ êîîðäèíàò âåêòîðiâ

|Γ| =

∣∣∣∣∣∣
|−→a1 |2 (−→a1 · −→a2) (−→a1 · −→a3)

(−→a1 · −→a2) |−→a2 |2 (−→a2 · −→a3)
(−→a1 · −→a3) (−→a2 · −→a3) |−→a3 |2

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
(x2

1 + y2
1 + z2

1) x1x2 + y1y2 + z1z2 x1x3 + y1y3 + z1z3

x1x2 + y1y2 + z1z2 (x2
2 + y2

2 + z2
2) x2x3 + y2y3 + z2z3

x1x3 + y1y3 + z1z3 x2x3 + y2y3 + z2z3 (x2
3 + y2

3 + z2
3)

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

 ·
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣ =

= |(−→a1 ×−→a2) · −→a3 |2 ,
òîáòî îòðèìàëè êâàäðàò ìîäóëÿ ìiøàíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ −→a1 ,

−→a2 ,
−→a3 . Ç

êóðñó âåêòîðíî¨ àëãåáðè âiäîìî, ùî ìîäóëü ìiøàíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ äî-
ðiâíþ¹ îá'¹ìó ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäîâàíîãî íà öèõ âåêòîðàõ. Òâåðäæåííÿ
äîâåäåíî.
Äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ïðîöåñó îðòîãî-

íàëiçàöi¨ Ãðàìà-Øìiäòà.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

11.10. Ïðî âåêòîðè−→a ,
−→
b ,−→c âiäîìî, ùî−→a ×

−→
b =

−→
b ×−→c = −→c ×−→a 6= −→0 .

Äîâåñòè, ùî −→a +
−→
b +−→c =

−→
0 .

11.11. Çíàéòè âåêòîð −→x , ÿêùî âiäîìî, ùî −→x ⊥ −→a , −→x óòâîðþ¹ ç âå-
êòîðîì

−→
b êóò π

4 , i òðiéêà âåêòîðiâ −→a ,
−→
b , −→x � ïðàâà. Òóò −→a = (0, 1, 1),

−→
b = (1, 1, 0).

11.12. Ïðî âåêòîðè −→a i
−→
b âiäîìî, ùî −→a ×

−→
b = 2

−→
i −−→j + 2

−→
k . Çíàéòè

âåêòîð −→m, ÿêùî |−→m| = 1 i (−→a ×−→m) ·
−→
b = 3.

11.13. Òðè âåêòîðè
−→
OA,

−−→
OB òà

−→
OC çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

−→
OA×

−−→
OB +

−−→
OB ×

−→
OC +

−→
OC ×

−→
OA =

−→
0 .

Äîâåñòè, ùî âåêòîðè
−→
OA,

−−→
OB òà

−→
OC êîìïëàíàðíi òà òî÷êè A, B, C ëåæàòü

íà îäíié ïðÿìié.

11.14. Äîâåñòè ðiâíiñòü:

(−→a ×
−→
b ) · (−→c ×

−→
d ) =

∣∣∣∣∣(−→a · −→c ) (−→a ·
−→
d )

(
−→
b · −→c ) (

−→
b ·
−→
d )

∣∣∣∣∣ .
11.15. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ α ∈ R:∣∣∣∣∣∣

cosα sinα 0, 5

sinα cosα −
√

3

−3
√

3 7 2

∣∣∣∣∣∣ ≤ 20.

Ïðè ÿêèõ α äîñÿãà¹òüñÿ ðiâíiñòü?

11.16. Íà âñiõ ñòîðîíàõ îïóêëîãî n-êóòíèêà A1A2...An çîâíi ïîáóäîâàíî
ïðàâèëüíi òðèêóòíèêè A1A2Bn, A2A3B1, A3A4B2, . . . , AnA1Bn−1. Äîâåñòè,
ùî −−−→

A1B1 +
−−−→
A2B2 + . . .+

−−−→
AnBn =

−→
0 .

11.17. Íåõàé A1, A2, . . . , An � âåðøèíè ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, âïèñà-
íîãî â êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñà, B � äåÿêà òî÷êà öüîãî êîëà. Çíàéòè

n∑
k=1

|BAk|2.

11.18. ×è ìîæíà â ïðîñòîði ðîçòàøóâàòè òî÷êè O,A,B,C òàêèì ÷èíîì,
ùîá |OC| = 3; |AB| = 4; |BC| = 5; |OA| = |OB| = 6; |AC| = 7?
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12 Åëåìåíòè àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨

Íàâ÷èòèñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè ãåîìåòðè÷íi çàäà÷i � öå ìàéñòåðíiñòü, ÿêà îêðiì
çíàíü ïðåäìåòó âèìàãà¹ íàïîëåãëèâîñòi òà íàâè÷êè ïðîñòîðîâî ìèñëèòè.
Çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ó öüîìó ðîçäiëi ïåðåäáà÷àþòü, ùî ñòóäåíòè

îçíàéîìëåíi ç áàçîâèì ìàòåðiàëîì ç êóðñó àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ íà ïëîùè-
íi i â ïðîñòîði: òèïàìè ðiâíÿíü ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi òà â ïðîñòîði; ðiçíèìè
âèäàìè ðiâíÿíü ïëîùèíè; âçà¹ìíèì ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìèõ òà ïëîùèí â
ïðîñòîði; êðèâèìè 2-ãî ïîðÿäêó, ¨õ âëàñòèâîñòÿìè; ïîâåðõíÿìè 2-ãî ïîðÿä-
êó òà ¨õ âëàñòèâîñòÿìè.
Çðîçóìiëî, ùî îõîïèòè âñi ìîæëèâi òèïè çàäà÷ ç öi¹¨ òåìè, ÿê i ç áóäü-

ÿêî¨ iíøî¨, çà îäíå çàíÿòòÿ àáñîëþòíî íåìîæëèâî. Ìåòà öüîãî ðîçäiëó �
äàòè óÿâëåííÿ ïðî äåÿêi ãåîìåòðè÷íi çàäà÷i ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

12.1. ßêi çíà÷åííÿ ìîæå íàáóâàòè âiäñòàíü âiä òî÷êè A(3, 2, 3) äî ðiçíèõ
ïëîùèí, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êè B(1, 1, 1) òà C(2, 2, 2)?
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íàéìåíøà ìîæëèâà âiäñòàíü � öå, çâè÷àéíî, 0. Íàéáiëüøà

� âiäñòàíü âiä òî÷êè A äî ïðÿìî¨ BC. Âîíà äîðiâíþ¹ |CA×s||s| , äå s = (1, 1, 1)

� íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ BC, CA = (1, 0, 1). Ïiäñòàâëÿþ÷è, îòðèìà¹ìî

|CA× s| =

∣∣∣∣∣∣det

i j k
1 0 1
1 1 1

∣∣∣∣∣∣ =
√

2,

|s| =
√

3. Îòæå, |CA×s||s| =
√

6
3 .

Âiäïîâiäü: âñi çíà÷åííÿ âiä 0 äî
√

6
3 .

12.2. ×è ìîæíà â åëiïñ âïèñàòè ïðàâèëüíèé øåñòèêóòíèê?
Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî åñëiïñ ¹ êîëîì, òî â íüîãî, î÷åâèäíî, ìîæíà âïèñàòè

ïðàâèëüíèé øåñòèêóòíèê. ßêùî åëiïñ íå ¹ êîëîì, òî ç äîâiëüíèì êîëîì
âií ìîæå ìàòè íå áiëüøå 4-õ ñïiëüíèõ òî÷îê. Ïðèïóñòèìî, ùî â åëiïñ, ùî
íå ¹ êîëîì, âïèñàíî ïðàâèëüíèé øåñòèêóòíèê. Òîäi öåé åëiïñ áóäå ìàòè 6
ñïiëüíèõ òî÷îê ç îïèñàíèì íàâêîëî øåñòèêóòíèêà êîëà, ÷îãî áóòè íå ìîæå.
Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.
12.3. Ç ôiêñîâàíî¨ òî÷êè ïîçà åëiïñî¨äîì ïðîâåäåíi óñi ìîæëèâi äîòè÷íi

ïëîùèíè äî íüîãî. Äîâåñòè, ùî òî÷êè äîòèêó ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi.
Äîâåäåííÿ. ÍåõàéM(x1, y1, z1) � çàäàíà òî÷êà ïîçà åëiïñî¨äîì. Äîòè÷íi
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ïëîùèíè äî åëiïñî¨äà x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1 çàäàþòüñÿ ðiâíÿííÿì

xx0

a2
+
yy0

b2
+
zz0

c2
= 1,

äå (x0, y0, z0) � òî÷êà äîòèêó. Îñêiëüêè óñi äîòè÷íi ïëîùèíè ïðîõîäÿòü
÷åðåç òî÷êó M , òî

x1

a2
x0 +

y1

b2
y0 +

z1

c2
z0 = 1,

òîáòî óñi òî÷êè äîòèêó (x0, y0, z0) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ ïëîùèíè.
12.4. Ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò îïóùåíi ïåðïåíäèêóëÿðè íà óñåìîæëèâi äî-

òè÷íi äî êîëà x2 + y2 = 2x. Çíàéòè ðiâíÿííÿ êðèâî¨, ÿêó ñêëàäàþòü îñíîâè
öèõ ïåðïåíäèêóëÿðiâ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé AB � öå äîâiëüíà äîòè÷íà äî êîëà, OA � îïóùåíèé

íà íå¨ ïåðïåíäèêóëÿð, C(1; 0) � öåíòð êîëà.

O

A

B

C

D

Áóäåìî øóêàòè ïîëÿðíå ðiâíÿííÿ êðèâî¨. Äëÿ öüîãî âèðàçèìî äîâæèíó
âiäðiçêà OA ÷åðåç ïîëÿðíèé êóò ϕ. Ç ìàëþíêó âèäíî, ùî OD = OC cosϕ =
R cosϕ = cosϕ. Òîìó

OA = OD +DA = OD + CB = 1 + cosϕ.

Îòæå, øóêàíå ðiâíÿííÿ ρ = 1 + cosϕ. Öå ðiâíÿííÿ çàäà¹ êàðäiî¨äó.
12.5. Äàíî äâà êîëà, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ òà íå ëåæàòü îäíå â îäíîìó

ðàäióñiâ R1 òà R2 (R1 6= R2). Çíàéòè ÃÌÒ öåíòðiâ êië, ùî äîòèêàþòüñÿ
äâîõ çàäàíèõ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé öåíòðè çàäàíèõ êië O1 òà O2. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå

êîëî, ùî îäíî÷àñíî äîòèêà¹òüñÿ äî çàäàíèõ êië, òà íåõàé éîãî öåíòð O3 òà
ðàäióñ r. Òîäi, îñêiëüêè êîëà äîòèêàþòüñÿ, òî O1O3 = R1+r, O2O3 = R2+r.
Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ öèõ âiäñòàíåé

O1O3 −O2O3 = R1 −R2 = const.

Îòæå ðiçíèöÿ âiäñòàíåé âiä òî÷êè O3 äî äâîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê O1 òà O2 �
ñòàëà âåëè÷èíà. À òîìó øóêàíå ÃÌÒ � ãiïåðáîëà ç ôîêóñàìè O1 òà O2.
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12.6. Äîâåñòè, ùî ïðîñòîðîâà êðèâà
x = a1t

2 + b1t+ c1,
y = a2t

2 + b2t+ c2,
z = a3t

2 + b3t+ c3,

¹ ïëîñêîþ, òîáòî óñi ¨¨ òî÷êè íàëåæàòü äåÿêié ïëîùèíi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òðè äâîâèìiðíi âåêòîðè
(
a1

b1

)
,

(
a2

b2

)
,(

a3

b3

)
. Âîíè ëiíiéíî çàëåæíi. Òîìó iñíóþòü òàêi ÷èñëà A,B,C, ñåðåä ÿêèõ

íå âñi íóëi, ùî

A

(
a1

b1

)
+B

(
a2

b2

)
+ C

(
a3

b3

)
=
−→
0 .

Íåõàé (x, y, z) � äîâiëüíà òî÷êà êðèâî¨. Òîäi, ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, ìà¹ìî

Ax+By+Cz = A(a1t
2 + b1t+ c1) +B(a2t

2 + b2t+ c2) +C(a3t
2 + b3t+ c3) =

= Ac1 +Bc2 + Cc3 = D.

Îòæå òî÷êè êðèâî¨ çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü Ax+ By + Cz = D, à çíà÷èòü
ëåæàòü â îäíié ïëîùèíi.
12.7. Ðiâíîñòîðîííi òðèêóòíèêè çi ñòîðîíàìè 1, 3, 5, 7, . . . ðîçòàøîâàíi

òàê, ùî ¨õ îñíîâè ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié òà ïðèìèêàþòü îäíà äî îäíî¨.
Äîâåñòè, ùî âåðøèíè òðèêóòíèêiâ, ïðîòèëåæíi îñíîâàì, ëåæàòü íà ïàðà-
áîëi òà âiääàëåíi âiä ¨¨ ôîêóñà íà âiäñòàíü, ùî ¹ öiëèì ÷èñëîì.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé Mn(xn, yn) � âåðøèíà n-ãî òðèêóòíèêà.

x1 = 0, x2 = 2, x3 =
1

2
+ 3 +

5

2
, . . . xn =

1

2
+ 3 + 5 + . . .+

2n− 1

2
= n2 − n;

yn =
2n− 1

2

√
3.

Âèêëþ÷èìî n. Îòðèìà¹ìî:

y2 = 3

(
x+

1

4

)
.

Îòæå âåðøèíè òðèêóòíèêiâ ëåæàòü íà ïàðàáîëi. �¨ ôîêóñ çíàõîäèòüñÿ â
òî÷öi F (1

2 , 0). Çíàéäåìî

MnF =

√(
n2 − n− 1

2

)2

+

(
2n− 1

2

√
3

)2

= n2 − n+ 1.

Òîáòî öÿ âiäñòàíü � öiëå ÷èñëî.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

12.8. Ïëàíåòà ìà¹ ôîðìó òiëà, ùî óòâîðåíå îáåðòàííÿì êâàäðàòà çi ñòî-
ðîíîþ a íàâêîëî ñâî¹¨ äiàãîíàëi. Ïîäîðîæ ïî ïëàíåòi ââàæà¹òüñÿ êðóãîñâi-
òíüîþ, ÿêùî ¨¨ ìàðøðóò � çàìêíóòà êðèâà, ÿêà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ñâîãî
öåíòðó. Çíàéòè äîâæèíó íàéêîðîòøî¨ êðóãîñâiòíüî¨ ïîäîðîæi.

12.9. Íà ïàðàáîëi y2 = 2px çíàéòè òî÷êó òàê, ùîá íîðìàëü, ïðîâåäåíà
äî ïàðàáîëè â öié òî÷öi, âiäòèíàëà ñåãìåíò ìiíiìàëüíî¨ ïëîùi.

12.10. ×è ìîæíà âñåðåäèíi êîëà îäèíè÷íîãî ðàäióñà ðîçìiñòèòè äóãó
ïàðàáîëè, äîâæèíà ÿêî¨ áiëüøà 4?

12.11. Çíàéòè êðèâó, óòâîðåíó öåíòðàìè êië, ùî äîòèêàþòüñÿ äàíîãî
êîëà òà ïðîõîäÿòü ÷åðåç äàíó òî÷êó.

12.12. Ó âîðîíêó â ôîðìi ïàðàáîëî¨äó z = x2 + y2 êèíóëè êóëþ ðàäióñà
R. Çíàéòè êîîðäèíàòè öåíòðó êóëi ïiñëÿ ïàäiííÿ òà çàêií÷åííÿ êîëèâàíü.

12.13. Íåõàé P � äåÿêà òî÷êà íà ïàðàáîëi y = x2. Íîðìàëü, ïðîâåäåíà
äî ïàðàáîëè â òî÷öi P , çíîâó ïåðåòèíà¹ ¨¨ â òî÷öi Q. Çíàéäiòü ìiíiìàëüíó
ìîæëèâó äîâæèíó âiäðiçêà PQ òà êîîðäèíàòè âiäïîâiäíî¨ òî÷êè P .

12.14. Íà ïëîùèíi ðîçòàøîâàíî äâi ïàðàáîëè òàê, ùî ¨õíi îñi âçà¹ìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíi, à ñàìi ïàðàáîëè ïåðåòèíàþòüñÿ â ÷îòèðüîõ òî÷êàõ. Äî-
âåñòè, ùî öi ÷îòèðè òî÷êè ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

12.15. Äâi ïðÿìi íà ïëîùèíi ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä êóòîì 60◦. Õîðäà îäèíè-
÷íî¨ äîâæèíè êîâçà¹ ïî ïðÿìèì òàê, ùî îäèí ¨¨ êiíåöü ðóõà¹òüñÿ ïî îäíié
ïðÿìié, à iíøèé � ïî äðóãié. Ïîêàçàòè, ùî ñåðåäèíà õîðäè ïðè öüîìó îïè-
ñó¹ åëiïñ, òà âèçíà÷èòè ïîëîæåííÿ éîãî ôîêóñiâ.

12.16. Ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê âïèñàíî ó ïàðàáîëó y = x2, ïðè÷îìó
êîîðäèíàòè âñiõ éîãî âåðøèí ¹ öiëèìè ÷èñëàìè. Äîâåñòè, ùî éîãî êàòåòè
ïàðàëåëüíi ïðÿìèì y = x òà y = −x.
12.17. Äîâåñòè, ùî âiäðiçîê áóäü-ÿêî¨ äîòè÷íî¨ äî ðiâíîái÷íî¨ ãiïåðáîëè,

ÿêèé ëåæèòü ìiæ ¨¨ àñèìïòîòàìè, äiëèòüñÿ òî÷êîþ äîòèêó íàâïië.

12.18. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Br êðóã ç öåíòðîì â òî÷öi (r, r) òà ðàäióñîì√
r2 + 1. Îïèñàòè ìíîæèíó

⋃
r∈R

Br ó ÿêîìîãà ïðîñòiøîìó âèãëÿäi òà çîáðà-

çèòè ¨¨.
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Äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ � öå äóæå ïîòóæíèé àïàðàò, ÿêèé äîçâîëÿ¹ äî-
ñëiäæóâàòè âëàñòèâîñòi ïîâåäiíêè ôóíêöié, äîâîäèòè ðiçíi íåðiâíîñòi, âñòà-
íîâëþâàòè iñíóâàííÿ òà êiëüêiñòü êîðåíiâ ðiâíÿíü, ðîçâ'ÿçóâàòè îïòèìiçà-
öiéíi òà åêñòðåìàëüíi çàäà÷i, çàäà÷i ïðî äîòè÷íó i íîðìàëü äî êðèâî¨ òà
áàãàòî iíøèõ.
Öåé ðîçäië ìà¹ íà ìåòi âèáiðêîâî ïðîiëþñòðóâàòè çàñòîñóâàííÿ ïîõiäíî¨

äî äåÿêèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Ñåðåä òâåðäæåíü, ùî ìàþòü íå-
àáèÿêå òåîðåòè÷íå òà ïðèêëàäíå çíà÷åííÿ ó äèôåðåíöiàëüíîìó ÷èñëåííi
ôóíêöi¨ îäíi¹¨ çìiííî¨, âèäiëÿþòü òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíi íà âiäðiçêó i äè-
ôåðåíöiéîâíi â iíòåðâàëi ôóíêöi¨ � òåîðåìè ôðàíöóçüêèõ ìàòåìàòèêiâ Ìi-
øåëÿ Ðîëëÿ (1652-1719), Æîçåôà Ëó¨ Ëàãðàíæà (1736-1813), Îãþñòåíà Ëó¨
Êîøi (1789-1857). Öi òåîðåìè, ÿê ïðàâèëî, ôîðìóëþþòüñÿ â ñòàíäàðòíîìó
êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, àëå íà ïðàêòè÷íèõ çàíÿòòÿõ ¨ì ïðèäiëÿ¹òüñÿ
ìàëî óâàãè. Òîìó íàãàäà¹ìî ¨õ.

Òåîðåìà 13.1 (Ðîëëÿ). Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) � íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó
[a; b], äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b) òà ïðèéìà¹ íà êiíöÿõ âiäðiçêà ðiâ-
íi çíà÷åííÿ: f(a) = f(b). Òîäi iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà c ∈ (a; b) òàêà,
ùî f ′(c) = 0.

Òåîðåìà 13.2 (Ëàãðàíæà). ßêùî ôóíêöiÿ f(x) � íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó
[a; b], äèôåðåíöiéîâíà â iíòåðâàëi (a; b), òî iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà
c ∈ (a; b) òàêà, ùî

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a)

Òåîðåìà 13.3 (Êîøi). Íåõàé ôóíêöi¨ f(x) òà g(x) � íåïåðåðâíi íà âiä-
ðiçêó [a; b], äèôåðåíöiéîâíi â iíòåðâàëi (a; b) i g′(x) 6= 0 x ∈ (a; b). Òîäi
iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òî÷êà c ∈ (a; b) òàêà, ùî

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(c)

g′(c)
.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

13.1. Â êóëþ ðàäióñà R âïèøiòü öèëiíäð íàéáiëüøîãî îá'¹ìó.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé r � ðàäióñ îñíîâè öèëiíäðà, H � éîãî âèñîòà, V �
îá'¹ì öèëiíäðà. Òîäi (

1

2
H

)2

= R2 − r2,
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çâiäêè
V = πr2H = 2πr2

√
R2 − r2.

Òîäi

V ′ = 2

(
2πr

√
R2 − r2 − πr3

√
R2 − r2

)
= 2 · 2πrR

2 − 3πr3

√
R2 − r2

.

Ïðèðiâíþþ÷è V ′ äî íóëÿ, i çàñòîñîâóþ÷è äîñòàòíi óìîâè åêñòðåìóìó, çíà-

õîäèìî, ùî òî÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöi¨ áóäå r =
√

2
3R.

Âiäïîâiäü:
√

2
3R.

13.2. Íåõàé ôóíêöi¨ u òà v ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè, ïðè÷îìó äëÿ âñiõ x
u′(x)v(x) − v′(x)u(x) 6= 0. Äîâåñòè, ùî ìiæ áóäü-ÿêèìè äâóìà êîðåíÿìè
ðiâíÿííÿ v = 0 ëåæèòü êîðiíü ðiâíÿííÿ u = 0 i íàâïàêè.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé u(α) = u(β) = 0 i v(x) 6= 0, x ∈ (α; β). Òîäi íà iíòåð-

âàëi (α; β) ôóíêöiÿ u
v íåïåðåðâíà i äîðiâíþ¹ 0 íà êiíöÿõ öüîãî iíòåðâàëó.

Çà òåîðåìîþ Ðîëëÿ iñíó¹ òî÷êà c ∈ (α; β), â ÿêié
(
u
v

)′
= u′v−v′u

v2 = 0, ùî
ñóïåðå÷èòü óìîâi çàäà÷i.
13.3. Íåõàé

f(x) =
dn

dxn
(x2 − 1)n.

Äîâåñòè, ùî âñi êîðåíi ðiâíÿííÿ f(x) = 0 ðîçòàøîâàíi íà iíòåðâàëi (−1; 1).
Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ (x2−1)n ìà¹ äâà êîðåíi êðàòíîñòi n: 1 òà −1. Çãiäíî

òåîðåìè Ðîëëÿ ôóíêöiÿ ((x2 − 1)n)′ ìà¹ îäèí êîðiíü c ∈ (−1; 1), à òàêîæ
êîðåíi −1 òà 1 êðàòíîñòi n − 1. Ôóíêöiÿ ((x2 − 1)n)′′ ìà¹ êîðåíi −1 òà 1
êðàòíîñòi n−2, à òàêîæ äâà êîðåíi íà iíòåðâàëàõ (−1; c) òà (c; 1) âiäïîâiäíî.
I ò.ä.
Çðåøòîþ, ôóíêöiÿ f(x) = dn

dxn (x2−1)n ìàòèìå n ðiçíèõ êîðåíiâ âñåðåäèíi
iíòåðâàëó (−1; 1), à îñêiëüêè ôóíêöiÿ f � öå ïîëiíîì ñòåïåíÿ n, òî öå âñi
éîãî êîðåíi.
13.4. Çíàéòè âñi äiéñíi êîðåíi ðiâíÿííÿ

xe−x + e−x +
x2

2
− 1 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. f ′(x) = e−x − xe−x − e−x + x = x(1 − e−x) > 0 ïðè x 6=
0. Îòæå, f(x) ìîíîòîííî çðîñòà¹ i ìîæå ìàòè íå áiëüøå îäíîãî êîðåíÿ.
Ïiäñòàíîâêîþ ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî x = 0 ¹ ¹äèíèì êîðåíåì ôóíêöi¨ f .
13.5. Íåõàé f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n i

Φ(x) = f(x) +
f ′(x)

2
+ . . .+

f (n)(x)

2n
.
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Äîâåñòè, ùî, ÿêùî âñi êîðåíi Φ(x) äiéñíi, òî i âñi êîðåíi f(x) òåæ äiéñíi.
Äîâåäåííÿ. Φ(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n, à îòæå, âií ìà¹ n êîðåíiâ, ùî

ëåæàòü íà äåÿêîìó âiäðiçêó [a; b]. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ϕ(x) = e−2xΦ(x).
Îñêiëüêè lim

x→+∞
e−2xΦ(x) = 0, òî çãiäíî òåîðåìè Ðîëëÿ ïîõiäíà ϕ′(x) ìà¹ íå

ìåíøå n êîðåíiâ íà ïðîìiæêó [a,+∞). Àëå

ϕ′(x) = e−2x(−2Φ(x) + Φ′(x)) =

= e−2x

(
−2f(x)− f ′(x)− . . .− f (n)(x)

2n−1
+ f ′(x) +

f ′′(x)

2
+ . . .+

f (n−1)(x)

2n−1

)
=

= e−2x(−2f(x)).

À îòæå, ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ n äiéñíèõ êîðåíiâ.
13.6. ×è iñíó¹ âiäìiííà âiä êîíñòàíòè ôóíêöiÿ f : R → R, ùî äëÿ âñiõ

x, y ∈ R çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíîñòi

(f(x)− f(y))2 ≤ |x− y|3?

Äîâåäåííÿ. Ç íåðiâíîñòi (f(x) − f(y))2 ≤ |x − y|3 ïðè x 6= y âèïëèâà¹,
ùî ∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ ≤ |x− y|1/2,
çâiäêè, â ñâîþ ÷åðãó, ìà¹ìî

lim
x→y

∣∣∣∣f(x)− f(y)

x− y

∣∣∣∣ = 0.

Îòæå, ôóíêöiÿ f(x) äèôåðåíöiéîâíà â êîæíié òî÷öi, ïðè÷îìó f ′(x) = 0, x ∈
R. Âiäïîâiäíî, âîíà ìîæå áóòè ëèøå êîíñòàíòîþ.
13.7. Ãðàôiê äîâiëüíî¨ äèôåðåíöiéîâíî¨ íà [a; b] ôóíêöi¨ ϕ(x) ïåðåòèíà-

¹òüñÿ ç ïðÿìîþ y = Ax + B â òî÷êàõ ç àáñöèñàìè a i b, äå 0 < a < b.
Äîâåñòè, ùî íà iíòåðâàëi (a; b) iñíóþòü òàêi òî÷êè ξ i η, ùî A = ϕ′(ξ) i
B = ϕ(η)− η · ϕ′(η).
Âêàçiâêà. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü{

Aa+B = ϕ(a),

Ab+B = ϕ(b)

âiäíîñíî A òà B çà ôîðìóëàìè Êðàìåðà:

A =
ϕ(b)− ϕ(a)

b− a
, B =

bϕ(a)− aϕ(b)

b− a
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òà çàñòîñóâàòè íà [a; b] òåîðåìó Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(x) i òåîðåìó Êîøi
äëÿ ôóíêöié ϕ(x)

x i 1
x .

13.8. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî x âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

ex ≥ xe.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ x > 0

ex ≥ xe ⇔ x ≥ e lnx ⇔ x− e lnx ≥ 0.

Ïîçíà÷èìî
f (x) = x− e lnx.

Òîäi

f ′ (x) =
x− e
x

.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî x = e ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó ôóíêöi¨ f(x) íà ïðîìiæêó
(0; +∞). Òîìó äëÿ âñiõ x > 0

f (x) ≥ f (e) = e− e ln e = 0.

13.9. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë α òà β âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

|α + β|
1 + |α + β|

≤ |α|
1 + |α|

+
|β|

1 + |β|
.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ f (x) = x
1+x ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ íà [0; +∞) ,

îñêiëüêè

f ′ (x) =
1

(1 + x)2 > 0, x ≥ 0.

À îñêiëüêè ∀α, β ∈ R

|α + β| ≤ |α|+ |β| ≤ |α|+ |β|+ |αβ| ,

òî
|α + β|

1 + |α + β|
≤ |α|+ |β|+ |αβ|

1 + |α|+ |β|+ |αβ|
≤ |α|+ |β|+ 2 |αβ|

1 + |α|+ |β|+ |αβ|
=

=
|α|+ |αβ|+ |β|+ |αβ|

(1 + |α|)(1 + |β|)
=
|α|

1 + |α|
+
|β|

1 + |β|
.

13.10. Ïîðiâíÿòè ÷èñëà a = 20102009 · 20082008 òà b = 20092009 · 20092008.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîäiëèìî îáèäâà ÷èñëà íà

c = 20082008 · 20092009.
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Îäåðæèìî
a

c
=

20102009

20092009
=

(
1 +

1

2009

)2009

,

b

c
=

20092008

20082008
=

(
1 +

1

2008

)2008

.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f (x) =

(
1 +

1

x

)x
, x > 0,

òà äîñëiäèìî ¨¨ íà ìîíîòîííiñòü. �¨ ïîõiäíà

f ′ (x) =

(
1 +

1

x

)x(
ln

(
1 +

1

x

)
+

x

1 + 1
x

·
(
− 1

x2

))
=

=

(
1 +

1

x

)x(
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x

)
.

Ââåäåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ

g (x) = ln

(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x
, x > 0.

Îñêiëüêè

g′ (x) =
1

1 + 1
x

·
(
− 1

x2

)
+

1

(1 + x)2 =
1

(1 + x)2 −
1

x (1 + x)
=

= − 1

x (1 + x)2 < 0, x > 0,

òî ôóíêöiÿ g ìîíîòîííî ñïàäà¹ íà (0; +∞) . Ëåãêî áà÷èòè, ùî

lim
x→+∞

g (x) = 0,

à òîìó
g (x) > 0, x > 0.

Îòæå
f ′ (x) > 0, x > 0,

ùî îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà (0; +∞) .
Òîäi

a

c
= f (2009) > f (2008) =

b

c
,

òîáòî, a > b.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

13.11. Íåõàé íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : [0; 1] → [0; 1] äèôåðåíöiéîâíà íà
iíòåðâàëi (0; 1), ïðè÷îìó f(0) = 0, f(1) = 1. Äîâåñòè, ùî iñíóþòü òàêi ÷èñëà
a, b ∈ (0; 1), a 6= b, ùî f ′(a)f ′(b) = 1.

13.12. Íåõàé f(x), ϕ(x), ψ(x) íåïåðåðâíi íà [a, b] i äèôåðåíöiéîâíi íà
(a, b). Äîâåñòè, ùî iñíó¹ òàêà òî÷êà ξ ∈ (a, b), äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ∣∣∣∣∣∣

f(a) ϕ(a) ψ(a)
f(b) ϕ(b) ψ(b)
f ′(ξ) ϕ′(ξ) ψ′(ξ)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

13.13. ×è ìà¹ ìíîãî÷ëåí p(x) = 1 + x+ x2

2! + . . .+ xn

n! êðàòíi êîðåíi?

13.14. ×è ìîæå ðiâíÿííÿ x3 − 3x + c = 0 ìàòè áiëüøå îäíîãî êîðåíÿ â
iíòåðâàëi (0; 1)?

13.15. Íåõàé f : [0; 1] → R � äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî f(0) =
f(1)− 1 = 0. Ïîêàæiòü, ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíóþòü òàêi ïîïàðíî ðiçíi
òî÷êè x1, x2, . . . , xn ∈ (0; 1), ùî

n∑
i=1

1

f ′(xi)
= n.

13.16. Äëÿ âñiõ 0 < a < b äîâåñòè íåðiâíiñòü:

b− a
b

< ln
b

a
<
b− a
a

13.17. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ x > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
x

x+ 1
< ln (x+ 1) .

13.18. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ x ∈
(
0; π2
)
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

2 cosx

1 + cos x
<

sinx

x
.

13.19. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ x > 0 òà p > 1 ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü

ln (1 + xp) <
(p− 1)x
p
√
p− 1

.

13.20. Ôóíêöiÿ f , âèçíà÷åíà òà äèôåðåíöiéîâíà íà R, çàäîâîëüíÿ¹ íå-
ðiâíiñòü f(x)f ′(x) ≥ sinx äëÿ áóäü-ÿêîãî x. ×è ìîæå iñíóâàòè ñêií÷åííà
ãðàíèöÿ lim

x→+∞
f(x)?
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14 Êëàñè÷íi íåðiâíîñòi É¹íñåíà, Êîøi, Ãåëüäåðà òà ¨õ çàñòîñó-
âàííÿ

Äîâîäèòè ìàòåìàòè÷íi íåðiâíîñòi � öå ìèñòåöòâî, îâîëîäiòè ÿêèì çîâñiì
íåïðîñòî. Òóò ïîòðiáíi òåðïiííÿ, âåëèêèé äîñâiä, iíòó¨öiÿ òà, çâè÷àéíî, âìi-
ííÿ çàñòîñîâóâàòè ðiçíi òåõíi÷íi ïiäõîäè. Ìàòåìàòèêà íàëi÷ó¹ äåñÿòêè ði-
çíèõ ìåòîäiâ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé, êîæåí ç ÿêèõ, ÿê ïðàâèëî, äîáðå ïðà-
öþ¹ ç ïåâíèì êëàñîì îäíîòèïíèõ çàäà÷. Íàïðèêëàä, â ðîçäiëi 1 ìè ïîçíàéî-
ìèëèñÿ ç ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, â ðîçäiëi 13 íàâåäåíî äåÿêi çàäà-
÷i íà äîâåäåííÿ íåðiâíîñòåé çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Ùå
îäíèì åôåêòèâíèì ïðèéîìîì â òàêèõ çàäà÷àõ ¹ çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íèõ íå-
ðiâíîñòåé, íàïðèêëàä, íåðiâíîñòåé É¹íñåíà, Êîøi, Ãåëüäåðà, Ìiíêîâñüêîãî
òà iíøèõ.
Ó öüîìó ðîçäiëi ïðîäåìîíñòðó¹ìî 3 êëàñè÷íi íåðiâíîñòi � íåðiâíiñòü äàò-

ñüêîãî ìàòåìàòèêà Éîãàíà É¹íñåíà (1859-1925), íåðiâíiñòü ôðàíöóçüêîãî
ìàòåìàòèêà Îãþñòåíà Ëó¨ Êîøi (1789-1857) òà íåðiâíiñòü íiìåöüêîãî ìà-
òåìàòèêà Îòòî Ãåëüäåðà (1859-1937), òà ðîçãëÿíåìî ¨õ çàñòîñóâàííÿ ïðè
ðîçâ'ÿçàííi iíøèõ çàäà÷. Ñàìi íåðiâíîñòi É¹íñåíà, Êîøi, Ãåëüäåðà íàâåäå-
íî áåçïîñåðåäíüî ó ÿêîñòi çàäà÷.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

14.1. (Íåðiâíiñòü É¹íñåíà) Íåõàé ôóíêöiÿ f îïóêëà äîíèçó íà [a; b] , à
q1, . . . , qn � äîäàòíi ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Òîäi ∀x1, . . . , xn ∈
[a; b]

f (q1x1 + . . .+ qnxn) ≤ q1f (x1) + . . .+ qnf (xn) .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî öþ íåðiâíiñòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ïðè
n = 2 òâåðäæåííÿ çáiãà¹òüñÿ ç îçíà÷åííÿì îïóêëî¨ äîíèçó ôóíêöi¨. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n äîäàíêiâ. Äîâåäåìî ¨¨ äëÿ n+ 1
äîäàíêiâ, òîáòî äîâåäåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ ÷èñåë q1, . . . , qn, qn+1

òàêèõ, ùî q1 + . . .+ qn + qn+1 = 1, ∀x1, . . . , xn, xn+1 ∈ [a; b] âèêîíó¹òüñÿ

f (q1x1 + . . .+ qnxn + qn+1xn+1) ≤ q1f (x1) + . . .+ qnf (xn) + qn+1f (xn+1) .

Çàìiíèìî ñóìó qnxn + qn+1xn+1 îäíèì äîäàíêîì (qn + qn+1) t, äå t =
qnxn+qn+1xn+1

qn+qn+1
. Îñêiëüêè q1, . . . , qn−1, qn + qn+1 > 0 òà q1 + . . . + qn−1 +

(qn + qn+1) = 1, òî çà ïðèïóùåííÿì

f (q1x1 + . . .+ qn−1xn−1 + qnxn + qn+1xn+1) =

= f (q1x1 + . . .+ qn−1xn−1 + (qn + qn+1) t) ≤
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≤ q1f (x1) + . . .+ qn−1f (xn−1) + (qn + qn+1) f (t) .

Àëå çà îçíà÷åííÿì îïóêëî¨ äîíèçó ôóíêöi¨

f (t) = f

(
qn

qn + qn+1
xn +

qn+1

qn + qn+1
xn+1

)
≤

≤ qn
qn + qn+1

f (xn) +
qn+1

qn + qn+1
f (xn+1) ,

îòæå,

f (q1x1 + . . .+ qnxn + qn+1xn+1) ≤ q1f (x1) + . . .+ qnf (xn) + qn+1f (xn+1) .

Çàóâàæåííÿ 14.1. Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî
ôóíêöiÿ f îïóêëà âãîðó íà [a; b] , à q1, . . . , qn � äîäàòíi ÷èñëà, ñóìà ÿêèõ
äîðiâíþ¹ îäèíèöi, òî

∀x1, . . . , xn ∈ [a; b] f (q1x1 + . . .+ qnxn) ≥ q1f (x1) + . . .+ qnf (xn) .

Çàóâàæåííÿ 14.2. Çàïèøåìî åêâiâàëåíòíó ôîðìó íåðiâíîñòåé É¹íñåíà, ÿêó
÷àñòî áiëüø çðó÷íî çàñòîñîâóâàòè ïðè ðîçâ'ÿçàííi ïðàêòè÷íèõ çàäà÷:
äëÿ îïóêëî¨ äîíèçó f(x)

f

(
m1x1 +m2x2 + . . .+mnxn

m1 +m2 + . . .mn

)
≤ m1f(x1) +m2f(x2) + . . .+mnf(xn)

m1 +m2 + . . .mn
,

òà äëÿ îïóêëî¨ âãîðó ôóíêöi¨ f(x)

f

(
m1x1 +m2x2 + . . .+mnxn

m1 +m2 + . . .mn

)
≥ m1f(x1) +m2f(x2) + . . .+mnf(xn)

m1 +m2 + . . .mn
.

14.2. (Íåðiâíiñòü Êîøi) Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ ÷èñåë
x1, x2, . . . , xn âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

n
√
x1 · x2 · . . . · xn ≤

x1 + x2 + . . .+ xn
n

.

Ñåðåäí¹ ãåîìåòðè÷íå n äîäàòíèõ ÷èñåë íå ïåðåâèùó¹ ¨õ ñåðåäíüîãî àðè-
ôìåòè÷íîãî.
Äîâåäåííÿ. Äëÿ îïóêëî¨ âãîðó ôóíêöi¨ f (x) = ln x íà (0; +∞) òà ÷èñåë

qk = 1
n , k = 1, n çà íåðiâíiñòþ É¹íñåíà ìà¹ìî

f (q1x1 + . . .+ qnxn) ≥ q1f (x1) + . . .+ qnf (xn) ⇔

ln

(
x1 + . . .+ xn

n

)
≥ 1

n
(lnx1 + . . .+ lnxn) ⇔
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ln

(
x1 + . . .+ xn

n

)
≥ ln ( n

√
x1 · . . . · xn) ⇔

n
√
x1 · . . . · xn ≤

x1 + . . .+ xn
n

.

14.3. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü:

n
1
x1

+ 1
x2

+ . . .+ 1
xn

≤ n
√
x1 · x2 · . . . · xn.

Ñåðåäí¹ ãàðìîíi÷íå n äîäàòíèõ ÷èñåë íå ïåðåâèùó¹ ¨õ ñåðåäíüîãî ãåîìå-
òðè÷íîãî.
Äîâåäåííÿ. Çàñòîñóâàâøè íåðiâíiñòü Êîøi äî ÷èñåë yk = 1

xk
, îäåðæèìî

n
√
y1 · . . . · yn ≤

y1 + . . .+ yn
n

⇔

n

√
1

x1
· . . . · 1

xn
≤ 1

n

(
1

x1
+ . . .+

1

xn

)
⇔

n
1
x1

+ . . .+ 1
xn

≤ n
√
x1 · . . . · xn.

Çàóâàæåííÿ 14.3. Çàïàì'ÿòà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè-
÷íèì, ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì òà ñåðåäíiì ãàðìîíi÷íèì n äîäàòíèõ ÷èñåë:

n
1
x1

+ 1
x2

+ . . .+ 1
xn

≤ n
√
x1 · x2 · . . . · xn ≤

x1 + x2 + . . .+ xn
n

.

14.4. Äîâåñòè, ùî äëÿ n ≥ 3 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

1 < n
√
n < 1 +

2√
n
.

Äîâåäåííÿ. Ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi î÷åâèäíà. Äëÿ äîâåäåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòè-
íè ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ Êîøi (ìiæ ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì òà ñåðåäíiì
àðèôìåòè÷íèì) ç x1 =

√
n, x2 =

√
n, x3 = x4 = ... = xn = 1. Îòðèìà¹ìî:

n
√
n =

n

√√
n ·
√
n · 1 · 1 · . . . · 1 ≤ 2

√
n+ n− 2

n
=

2√
n

+ 1− 2

n
< 1 +

2√
n
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
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14.5. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ a, b, c > 1

2

(
logb a

a+ b
+

logc b

b+ c
+

loga c

c+ a

)
≥ 9

a+ b+ c
.

Äîâåäåííÿ. Çà íåðiâíiñòþ Êîøi

logb a

a+ b
+

logc b

b+ c
+

loga c

c+ a
≥ 3 3

√
logb a

a+ b
· logc b

b+ c
· loga c

c+ a
=

=
3

3
√

(a+ b) (b+ c) (c+ a)
≥ 9

(a+ b) + (b+ c) + (c+ a)
=

1

2
· 9

a+ b+ c
.

14.6. (Íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà) Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ a1, a2, . . . , an > 0,
b1, b2, . . . , bn > 0, òà p, q > 1, òàêèõ, ùî 1

p + 1
q = 1, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∑
k=1

akbk ≤
(

n∑
k=1

apk

) 1
p
(

n∑
k=1

bqk

) 1
q

.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îïóêëó äîíèçó íà (0; +∞) ôóíêöiþ

f (x) = xp.

Äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë p1, . . . , pn ïîçíà÷èìî

qk =
pk∑n
j=1 pj

.

Çà íåðiâíiñòþ É¹íñåíà äëÿ áóäü-ÿêèõ x1, . . . , xn > 0 ìà¹ìî

f

(
n∑
k=1

qkxk

)
≤

n∑
k=1

qkf (xk) .

Òîáòî (∑n
k=1 pkxk∑n
k=1 pk

)p
≤
∑n

k=1 pkx
p
k∑n

k=1 pk
⇔(

n∑
k=1

pkxk

)p

≤
(

n∑
k=1

pk

)p−1

·
(

n∑
k=1

pkx
p
k

)
.

Âèáåðåìî
pk = bqk, xk =

ak

b
q
p

k

.

Òîäi (
n∑
k=1

b
q(1− 1

p)
k ak

)p

≤
(

n∑
k=1

bqk

)p−1

·
(

n∑
k=1

apk

)
⇔
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(
n∑
k=1

akbk

)p

≤
(

n∑
k=1

bqk

)p−1

·
(

n∑
k=1

apk

)
⇔

n∑
k=1

akbk ≤
(

n∑
k=1

bqk

) 1
q

·
(

n∑
k=1

apk

) 1
p

.

14.7. (iíòåãðàëüíà íåðiâíiñòü É¹íñåíà) Íåõàé ôóíêöi¨ f, g, h çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâàì
1) f ∈ C[α, β], f îïóêëà âãîðó;
2) ϕ ∈ C[a, b], ϕ : [a, b]→ [α, β];
3) h ∈ C[a, b], h äîäàòíà íà [a, b].
Äîâåñòè, ùî

f

(∫ b
a h (x)ϕ (x) dx∫ b

a h (x) dx

)
≤
∫ b
a h (x) f (ϕ (x)) dx∫ b

a h (x) dx
.

Çîêðåìà, ïðè h ≡ 1

f

(∫ b
a ϕ (x) dx

b− a

)
≤ 1

b− a
·

b∫
a

f (ϕ (x)) dx.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ðîçáèòòÿ

a = x0 < x1 < . . . < xn−1 < xn = b.

Ïîçíà÷èìî
∆xk = xk − xk−1, λ = max

k
(∆xk) ,

yk = ϕ (xk) , qk =
h (xk) ∆xk∑n
i=1 h (xi) ∆xi

.

Çà íåðiâíiñòþ É¹íñåíà

f

(
n∑
k=1

qkyk

)
≤

n∑
k=1

qkf (yk) ,

òîáòî

f

(∑n
k=1 h (xk)ϕ (xk) ∆xk∑n

i=1 h (xi) ∆xi

)
≤
∑n

k=1 h (xk) f (ϕ (xk)) ∆xk∑n
i=1 h (xi) ∆xi

.

Äëÿ äîâåäåííÿ iíòåãðàëüíî¨ íåðiâíîñòi É¹íñåíà çàëèøà¹òüñÿ âèêîíàòè ãðà-
íè÷íèé ïåðåõiä ïðè λ→ 0.
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14.8. Íåõàé g ∈ C1 [0; 2] , ïðè÷îìó g′ ≥ 0 íà [0; 2] . Äîâåñòè, ùî äëÿ
äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

2
n+1∫
1

g (x) dx+

4
n+1∫
1

g (x) dx+

6
n+1∫
1

g (x) dx+ . . .+

2n
n+1∫
1

g (x) dx ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

F (t) =

t∫
1

g

(
2x

n+ 1

)
dx, t ∈ [0;n+ 1] .

Îñêiëüêè

F ′′ (t) =
2

n+ 1
· g′
(

2t

n+ 1

)
≥ 0,

òî ôóíêöiÿ F îïóêëà äîíèçó íà [0;n+ 1] . Âèáåðåìî

qk =
1

n
, xk = k.

Îñêiëüêè

qk > 0,
n∑
k=1

qk = 1,

òî çà íåðiâíiñòþ É¹íñåíà

F

(
n∑
k=1

qkxk

)
≤

n∑
k=1

qkF (xk) ⇔ F

(
1

n

n∑
k=1

k

)
≤ 1

n

n∑
k=1

F (k) ⇔

F

(
n+ 1

2

)
≤ 1

n

n∑
k=1

F (k) ⇔

n∑
k=1

k∫
1

g

(
2x

n+ 1

)
dx ≥ n

n+1
2∫

1

g

(
2x

n+ 1

)
dx ⇔

n∑
k=1

k∫
n+1
2

g

(
2x

n+ 1

)
dx ≥ 0.

Çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè

y =
2x

n+ 1
,

x n+1
2 k

y 1 2k
n+1
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îäåðæèìî

n∑
k=1

2k
n+1∫
1

g

(
2x

n+ 1

)
dx ≥ 0.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

14.9. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë α1, . . . , αn òàêèõ, ùî
α1 + . . .+ αn = 1, n ≥ 2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∑
k=1

αk
2− αk

≥ n

2n− 1
.

14.10. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N òà äîâiëüíîãî a > 0 âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü:

1 +
1− a−1

n− 1 + a−1
≤ n
√
a ≤ 1 +

a− 1

n
.

14.11. Íåõàé a, b, c � äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî a+b+c = 1. Äîâåñòè,
ùî

a4 + b4 + c4 ≥ abc.

14.12. Äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ x > 0, y > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:

x lnx+ y ln y ≥ (x+ y) ln

(
x+ y

2

)
.

14.13. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an

aa11 · a
a2
2 · . . . aann ≥

(
1

n

n∑
k=1

ak

)∑n
k=1 ak

.

14.14. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a1, a2, . . ., an, b1, b2,
. . ., bn âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:√√√√( n∑

k=1

ak

)2

+

(
n∑
k=1

bk

)2

≤
n∑
k=1

√
a2
k + b2

k.

14.15. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a1, a2, . . ., an, b1, b2,
. . ., bn, òà p > 1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:(

n∑
k=1

apk

)(
n∑
k=1

bpk

)p−1

≥
(

n∑
k=1

akb
p−1
k

)p

.

14.16. Äîâåñòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a1, a2, . . ., an, b1, b2,
. . ., bn, òà c1, c2, . . ., cn âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü:(

n∑
k=1

a3
k

)(
n∑
k=1

b3
k

)(
n∑
k=1

c3
k

)
≥
(

n∑
k=1

akbkck

)3

.
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15 Iíòåãðóâàííÿ

Êðiì ñòàíäàðòíî¨ òåõíiêè iíòåãðóâàííÿ iñíó¹ áàãàòî öiêàâèõ ìåòîäiâ çíàõî-
äæåííÿ íåâèçíà÷åíèõ, âèçíà÷åíèõ, íåâëàñíèõ iíòåãðàëiâ. ßê ïðàâèëî, êî-
æíà çàäà÷à ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi âèìàãà¹ iíäèâiäóàëüíîãî ïiäõîäó. Ïðî-
òå iñíóþòü êëàñè îëiìïiàäíèõ çàäà÷, ÿêi îõîïëþþòüñÿ ñïiëüíèìè iäåÿìè
ðîçâ'ÿçàííÿ.
Öåé ðîçäië ìîæíà óìîâíî ðîçäiëèòè íà äâi ÷àñòèíè, ÿêi âiäïîâiäàþòü

äâîì çàíÿòòÿì ìàòåìàòè÷íîãî ãóðòêà ç òåìè �Iíòåãðóâàííÿ�. Â ïåðøié ÷à-
ñòèíi ïåðåâàæíî ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i íà ñòàíäàðòíi ïiäõîäè iíòåãðóâàííÿ
òàêi, ÿê çàíåñåííÿ ïiä äèôåðåíöiàë, âëàñòèâîñòi iíòåãðàëiâ, ãåîìåòðè÷íèé
çìiñò âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà, iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òîùî. Â äðóãié ÷à-
ñòèíi ðîçäiëó ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i iç çàñòîñóâàííÿì ðiçíîìàíiòíèõ çàìií
â iíòåãðàëàõ, ÿêi äîçâîëÿþòü åôåêòèâíî ñïðîñòèòè iíòåãðàë àáî çâåñòè äî
òàê çâàíîãî öèêëi÷íîãî iíòåãðàëà.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

15.1. Çíàéòè iíòåãðàë: ∫
(x+ sin2 x)dx

1 + cos x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ∫
(x+ sin2 x)dx

1 + cos x
=

∫
xdx

1 + cos x
+

∫
sin2 x dx

1 + cos x
=

=

∫
xdx

2 cos2 2x
+

∫
(1− cos2 x) dx

1 + cos x
=

1

4

∫
xd(tg 2x) +

∫
(1− cosx) dx.

Äàëi ïðîiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè ïåðøèé iíòåãðàë, îòðèìà¹ìî:

=
1

4

(
x tg 2x−

∫
tg 2x dx

)
+ x− sinx =

=
1

4
x tg 2x+

1

8
ln | cos 2x|+ x− sinx+ C.

15.2. Çíàéòè iíòåãðàë: ∫
x2 dx

(x sinx+ cosx)2
.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåòâîðèìî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç íàñòóïíèì ÷èíîì:∫
x2 dx

(x sinx+ cosx)2
=

∫
x2 dx

(1 + x2)
(

x√
1+x2

sinx+ 1√
1+x2

cosx
)2 =

=

∫
x2 dx

(1 + x2) sin2(x+ arctg 1
x)

=

∫
d(x+ arctg 1

x)

sin2(x+ arctg 1
x)

= − ctg

(
x+ arctg

1

x

)
+C.

15.3. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë:
π
2∫

π
3

x sinx+ cosx

x2
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîáà÷èâøè, ùî ïiä çíàêîì iíòåãðàëà íàñïðàâäi ñòî¨òü ïîõiäíà
ôóíêöi¨ −cosx

x , îòðèìà¹ìî
π
2∫

π
3

x sinx+ cosx

x2
dx =

π
2∫

π
3

d

(
− cosx

x

)
=
− cosx

x

∣∣∣π2
π
3

=
3

2π
.

15.4. Çíàéòè ∫
ecosxx sin3 x+ cosx

sin2 x
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíà-
ìè:

∫
ecosx x sin3 x+ cosx

sin2 x
dx =

∫
xecosx sinxdx+

∫
ecosx cosx

sin2 x
dx =

= −xecosx +

∫
ecosxdx− ecosx

sinx
−
∫
ecosxdx.

Îòæå, ∫
ecosx x sin3 x+ cosx

sin2 x
dx = −xecosx − ecosx

sinx
+ C.

15.5. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë:
1∫

0

(x− 1)exdx

(x+ 1)3
.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðåäñòàâèìî iíòåãðàë ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ iíòåãðàëiâ íà-
ñòóïíèì ÷èíîì:

I =

1∫
0

(x− 1)exdx

(x+ 1)3
=

1∫
0

(x+ 1− 2)exdx

(x+ 1)3
=

1∫
0

(x+ 1)exdx

(x+ 1)3
− 2

1∫
0

exdx

(x+ 1)3
=

=

1∫
0

exdx

(x+ 1)2
− 2

1∫
0

exdx

(x+ 1)3
.

Òåïåð ïåðøèé iíòåãðàë ïðîiíòåãðó¹ìî ÷àñòèíàìè:

I =

1∫
0

exdx

(x+ 1)2
− 2

1∫
0

exdx

(x+ 1)3
=

∣∣∣∣∣u = 1
(x+1)2 du = −2dx

(x+1)3

dv = exdx v = ex

∣∣∣∣∣ =

=
ex

(x+ 1)2

∣∣∣1
0
−

1∫
0

−2exdx

(x+ 1)3
− 2

1∫
0

exdx

(x+ 1)3
=
e

4
− 1.

15.6. Îá÷èñëèòè
100∫
0

{x} · [x]dx,

äå [x] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x ∈ R, {x} � äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà x, òîáòî
{x} = x− [x].
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî

100∫
0

{x} · [x]dx =

100∫
0

(x− [x]) · [x]dx =

=

1∫
0

(x− 0) · 0dx+

2∫
1

(x− 1) · 1dx+

3∫
2

(x− 2) · 2dx+ ...+

100∫
99

(x− 99) · 99dx =

=

2∫
1

(x− 1)dx+ 2

3∫
2

(x− 2)dx+ 3

4∫
3

(x− 3)dx+ ...+ 99

100∫
99

(x− 99)dx =

=
1

2

(
(x− 1)2

∣∣∣2
1

+ 2(x− 2)2
∣∣∣3
2

+ 3(x− 3)2
∣∣∣4
3

+ ...+ 99(x− 99)2
∣∣∣100

99

)
=

=
1

2

(
1 + 2 + 3 + ...+ 99

)
=

1

2
· (1 + 99) · 99

2
= 2475.
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15.7. Îá÷èñëèòè
e∫

1

√
lnxdx+

1∫
0

ex
2

dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ãåîìåòðè÷íèé çìiñò âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà. Çà-
óâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ y =

√
lnx ¹ îáåðíåíîþ äî ôóíêöi¨ y = ex

2

, x > 0,
y > 0. Çîáðàçèìî ôóíêöi¨ y =

√
lnx òà x = ey

2

íà îäíîìó ìàëþíêó (äèâ.
ìàë. 15.1).

Ìàë. 15.1

Òîäi
e∫

1

√
lnxdx+

1∫
0

ex
2

dx = S1 + S2 = 1 · e = e.

15.8. Îá÷èñëèòè
a∫

−a

dx

1 + ϕ(x) +
√

1 + ϕ2(x)
,

äå ϕ(x) � íåïàðíà ôóíêöiÿ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ.

a∫
−a

dx

1 + ϕ(x) +
√

1 + ϕ2(x)
=

=

0∫
−a

dx

1 + ϕ(x) +
√

1 + ϕ2(x)
+

a∫
0

dx

1 + ϕ(x) +
√

1 + ϕ2(x)
=

=

a∫
0

(
1

1− ϕ(x) +
√

1 + ϕ2(x)
+

1

1 + ϕ(x) +
√

1 + ϕ2(x)

)
dx =

=

a∫
0

2 + 2
√

1 + ϕ2(x)

2 + 2
√

1 + ϕ2(x)
dx = a
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15.9. ×è iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f : [0; 1]→ R, ùî

f(x) = 1 + x

1∫
0

f(t) dt+ x2

1∫
0

f 2(t) dt ?

ßêùî òàê, çíàéäiòü ¨¨, ÿêùî íi � äîâåäiòü öå.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òàêà ôóíêöiÿ iñíó¹. Òîäi

f(x) = ax2 + bx+ 1,

äå

a =

1∫
0

f 2(t)dt ≥

 1∫
0

f(t)dt

2

= b2,

b =

1∫
0

f(t)dt =

1∫
0

(at2 + bt+ 1)dt =
a

3
+
b

2
+ 1,

çâiäêè
3

2
b− 3 = a ≥ b2,

ùî íåìîæëèâî, îñêiëüêè

b2 + 3 > b2 + 1 ≥ 2|b| ≥ 3

2
b.

Ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå, òàêî¨ ôóíêöi¨ íå iñíó¹.
15.10. Îá÷èñëèòè

π∫
0

sin 2019x

sinx
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ íàòóðàëüíîãî n ðîçãëÿíåìî
π∫

0

sin(2n+ 3)x

sinx
dx =

=

π∫
0

sin(2n+ 1)x · cos 2x

sinx
dx+

π∫
0

sin 2x · cos(2n+ 1)x

sinx
dx =

=

π∫
0

sin(2n+ 1)x

sinx
dx− 2

π∫
0

sin(2n+ 1)x · sinxdx+
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+2

π∫
0

cos(2n+ 1)x · cosxdx =

π∫
0

sin(2n+ 1)x

sinx
dx+ 2

π∫
0

cos(2n+ 2)xdx =

=

π∫
0

sin(2n+ 1)x

sinx
dx.

Òîìó
π∫

0

sin 2019x

sinx
dx =

π∫
0

sin 2017x

sinx
dx = . . . =

π∫
0

sinx

sinx
dx = π.

15.11. Çíàéòè äîâæèíó äóãè êðèâî¨

γ :


x =

t∫
1

cos z
z dz,

y =
t∫

1

sin z
z dz

âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò äî íàéáëèæ÷î¨ òî÷êè ç âåðòèêàëüíîþ äîòè÷íîþ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïî÷àòêó êîîðäèíàò âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà t = 1.

ßêùî äîòè÷íà äî ãðàôiêà ôóíêöi¨ â äåÿêié òî÷öi ¹ âåðòèêàëüíîþ ïðÿìîþ,
òî çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ â öié òî÷öi ¹ íåñêií÷åííèì. Çíàéäåìî ïîõiäíó
çàäàíî¨ ôóíêöi¨

y′x =

(
t∫

1

sin z
z dz

)′
t(

t∫
1

cos z
z dz

)′
t

=
sin t
t

cos t
t

= tgt.

Ìà¹ìî
tgt =∞ ⇔ t =

π

2
+ πk, k ∈ Z.

Òîáòî, íàéáëèæ÷ié òî÷öi ç âåðòèêàëüíîþ äîòè÷íîþ âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðà t = π

2 . Çíàéäåìî äîâæèíó äóãè

l =

π
2∫

1

√
(x′t)

2 + (y′t)
2dt =

π
2∫

1

√
cos2 t

t2
+

sin2 t

t2
dt =

π
2∫

1

dt

t
= ln

π

2
.

15.12. Íåõàé çàäàíî iíòåãðàë Iα =

π
2∫

0

sinα xdx, α > 0. Ïîêàçàòè, ùî ôóí-

êöiÿ f(α) = (α + 1)IαIα+1, âèçíà÷åíà ïðè α > 0, ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåðiîäîì
1 òà çíàéòè f(0).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî Iα+2 i ïðîiíòåãðó¹ìî éîãî ÷àñòèíàìè:

Iα+2 =

π
2∫

0

sinα+1 x · sinxdx = − (sinα+1 x cosx)
∣∣π2
0

+ (α+ 1)

π
2∫

0

sinα x cos2 xdx.

Òàêèì ÷èíîì,
Iα+2 = (α + 1)(Iα − Iα+2).

Òîìó (α + 2)Iα+2 = (α + 1)Iα, òîáòî

f(α + 1) = (α + 2)Iα+1Iα+2 = (α + 1)IαIα+1 = f(α).

Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ïåðiîä 1. f(0) = π
2 .

Iíòåãðóâàííÿ øëÿõîì çàìiíè çìiííî¨

15.13. Îá÷èñëèòè
2π∫

0

dx

a2 cos2 x+ b2 sin2 x
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ôóíêöi¨ sin2 x òà cos2 x ìàþòü ïåðiîä π i ¹ ïàðíèìè. Òîìó

2π∫
0

dx

a2 cos2 x+ b2 sin2 x
=
∣∣∣y = x− π

2

∣∣∣ =

3π
2∫

−π2

dy

a2 sin2 y + b2 cos2 y
=

= 4

π
2∫

0

dy

a2 sin2 y + b2 cos2 y
= 4

π
2∫

0

d(tgy)

a2tg2y + b2
=

4

ab
arctg

(
atgy
b

)∣∣∣∣π2
0

=
2π

ab
.

15.14. Îá÷èñëèòè
π∫

0

x sin6 x cos4 xdx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî

I =

π∫
0

x sin6 x cos4 xdx = |x = π − y| =

= π

π∫
0

sin6 y cos4 ydy −
π∫

0

y sin6 y cos4 ydy.
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Òîìó

2 · I = π

π∫
0

sin6 y cos4 ydy.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Âàëëiñà, îòðèìà¹ìî I = 3
512π

2.

15.15. Äëÿ öiëèõ n îá÷èñëèòè

2π∫
0

sin(sinx+ nx)dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.
2π∫

0

sin(sinx+ nx)dx = |t = x− π| =
π∫

−π

sin(− sin t+ nt+ nπ)dt =

= (−1)n
π∫

−π

sin(− sin t+ nt)dt = 0.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà, îñêiëüêè ôóíêöiÿ sin(− sin t + nt) ¹ íåïàð-
íîþ.
Íà ïðèêëàäi íàñòóïíîãî iíòåãðàëà ðîçãëÿíåìî òàê çâàíèé ïðèéîì �ðå-

ôëåêñi¨�, ÿêèé ¹ åôåêòèâíèì ïðè îá÷èñëåííi äåÿêèõ âèçíà÷åíèõ iíòåãðà-
ëiâ, à ñàìå òàêèõ, ùî ïðè çàìiíi x→ (a+b−x) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(a+ b− x) dx,

òîáòî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ ñèìåòðè÷íîþ âiäíîñíî òî÷êè x = a+b
2 .

Òîäi
b∫

a

f(x) dx =
1

2

b∫
a

(
f(x) + f(a+ b− x)

)
dx.

Iíêîëè òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ çíà÷íî ñïðîñòèòè çàäàíèé iíòåãðàë.
15.16. Îá÷èñëèòè

2∫
0

√
sin(3− x)√

sin(3− x) +
√

sin(x+ 1)
dx.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñó¹ìî �ðåôëåêñiþ�:

I =

2∫
0

√
sin(3− x)√

sin(3− x) +
√

sin(x+ 1)
dx =

∣∣∣x→ 2− x
∣∣∣ =

=

2∫
0

√
sin(x+ 1)√

sin(x+ 1) +
√

sin(3− x)
dx.

Çâiäñè

2I =

2∫
0

( √
sin(3− x)√

sin(3− x) +
√

sin(x+ 1)
+

√
sin(x+ 1)√

sin(x+ 1) +
√

sin(3− x)

)
dx =

=

2∫
0

dx = 2.

Îòæå, I = 1.
15.17. Îá÷èñëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë:

π
2∫

−π2

ln cosx

2x + 1
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî øóêàíèé iíòåãðàë ÷åðåç I òà çðîáèìî â iíòå-
ãðàëi çàìiíó x = −t:

I =

π
2∫

−π2

ln cosx

2x + 1
dx =

∣∣∣x = −t
∣∣∣ =

π
2∫

−π2

ln cos t

2−t + 1
dt =

π
2∫

−π2

2t ln cos t

2t + 1
dt.

Òîäi

2I =

π
2∫

−π2

ln cosx

2x + 1
dx+

π
2∫

−π2

2x ln cosx

2x + 1
dx =

π
2∫

−π2

ln cosxdx = 2

π
2∫

0

ln cosxdx.

Îòæå,

I =

π
2∫

0

ln cosxdx =
∣∣∣x =

π

2
− u

∣∣∣ =

π
2∫

0

ln sinudu =

π
2∫

0

ln sinxdx.
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Îá÷èñëèìî öåé iíòåãðàë:

I =

π
2∫

0

ln sinxdx =

π
2∫

0

ln
(

2 sin
x

2
cos

x

2

)
dx =

=

π
2∫

0

ln 2dx+

π
2∫

0

ln sin
x

2
dx+

π
2∫

0

ln cos
x

2
dx.

Îêðåìî ðîçãëÿíåìî îñòàííié iíòåãðàë ó ñóìi òà çðîáèìî ó íüîìó çàìiíó
x = π − t:

π
2∫

0

ln cos
x

2
dx =

∣∣∣x = π − t
∣∣∣ =

π∫
π
2

ln cos
π − t

2
dt =

=

π∫
π
2

ln sin
t

2
dt =

π∫
π
2

ln sin
x

2
dx.

Òàêèì ÷èíîì,

I =

π
2∫

0

ln 2dx+

π
2∫

0

ln sin
x

2
dx+

π∫
π
2

ln sin
x

2
dx =

π

2
ln 2 +

π∫
0

ln sin
x

2
dx =

=
∣∣∣x
2

= t
∣∣∣ =

π

2
ln 2 + 2

π
2∫

0

ln sin tdt =
π

2
ln 2 + 2I.

Îòðèìàëè ðiâíÿííÿ: I = π
2 ln 2 + 2I, çâiäêè

I = −π
2

ln 2.

Çàóâàæåííÿ 15.1. Çàïàì'ÿòà¹ìî, ùî
π
2∫

0

ln cosxdx =

π
2∫

0

ln sinxdx = −π
2

ln 2.

15.18. Îá÷èñëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë:
∞∫

0

ln(1 + x2)dx

1 + x2
.
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çðîáèìî â iíòåãðàëi çàìiíó x = tg t:

∞∫
0

ln(1 + x2)dx

1 + x2
=

∣∣∣∣ x = tg t
dx = dt

cos2 t

∣∣∣∣ =

π
2∫

0

ln(1 + tg2 t)

1 + tg2 t
· dt

cos2 t
=

=

π
2∫

0

ln(1 + tg2 t)dt =

π
2∫

0

ln
1

cos2 t
dt = −2

π
2∫

0

ln cos tdt =

= −2 ·
(
−π ln 2

2

)
= π ln 2.

15.19. Îá÷èñëèòè
1∫

0

ln(x+ 1)

1 + x2
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çðîáèìî çàìiíó x = tg t â äàíîìó iíòåãðàëi. Òîäi

1∫
0

ln(x+ 1)

1 + x2
dx =

π
4∫

0

ln(1 + tg t)dt =

π
4∫

0

ln

(
sin t+ cos t

cos t

)
dt =

=

π
4∫

0

(
ln
√

2 + ln sin
(
t+

π

4

)
− ln cos t

)
dt =

π

8
ln 2,

îñêiëüêè
π
4∫

0

ln sin
(
t+

π

4

)
dt =

π
4∫

0

ln cos tdt.

Äåÿêi íåâëàñíi iíòåãðàëè 1-ãî ðîäó
∞∫
0

f(x) dx âäà¹òüñÿ ñïðîñòèòè, çà-

ñòîñîâóþ÷è äî íèõ òàê çâàíèé ìåòîä �iíâåðñi¨�, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíî-
ìó: ÿêùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ îáìåæåíó íà [0;∞) ïåðâiñíó,
òî øëÿõîì çàìiíè x→ 1

x ìàòèìåìî:

∞∫
0

f(x) dx =

∞∫
0

f

(
1

x

)
dx

x2
,
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çâiäêè ∞∫
0

f(x) dx =
1

2

∞∫
0

(
f(x) +

1

x2
f

(
1

x

))
dx.

Ðîçãëÿíåìî öåé ïiäõiä íà íàñòóïíîìó ïðèêëàäi.
15.20. Îá÷èñëèòè ∞∫

0

1

(1 + x2)(1 + xα)
dx.

Ðîçâ'ÿçàííÿ.

I =

∞∫
0

1

(1 + x2)(1 + xα)
dx =

∞∫
0

x−α

x−α + 1
· 1

x−2 + 1
· dx
x2

=

∣∣∣∣x→ 1

x

∣∣∣∣ =

=

∞∫
0

xα

xα + 1
· 1

x2 + 1
dx =

∞∫
0

xα dx

(xα + 1)(x2 + 1)
.

Òîìó

2 · I =

∞∫
0

( 1 + xα

(1 + x2)(1 + xα)

)
dx =

∞∫
0

dx

1 + x2
=
π

2
.

Îòæå, I = π
4 , i ìè áà÷èìî, ùî âèõiäíèé iíòåãðàë íå çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ

α.
15.21. Äîâåñòè, ùî

I =

π
2∫

0

dx

1 + (tg x)k

íå çàëåæèòü âiä k.
Äîâåäåííÿ. Çðîáèìî â iíòåãðàëi çàìiíó x→ π

2 − x. Îòðèìà¹ìî:

I =

π
2∫

0

dx

1 + (ctg x)k
=

π
2∫

0

(tg x)k dx

(tg x)k + 1
,

2I =

π
2∫

0

dx

1 + (tg x)k
+

π
2∫

0

(tg x)k dx

(tg x)k + 1
=

π
2∫

0

1 dx =
π

2
.

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

15.22. Çíàéòè n ∈ N ç ðiâíÿííÿ

exp


n+1∫
1

ln[x]dx

 = 5040,

äå [x] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà x ∈ R.
15.23. Íåõàé f(x) � íåïåðåðâíà ìîíîòîííî ñïàäíà ôóíêöiÿ òàêà, ùî

f(1) = 4, f(6) = 2 òà
6∫
1

f(x) dx = 15. Çíàéòè
4∫
2

f−1(x) dx.

15.24. Îá÷èñëèòè
1∫

0

arctg x

1 + x
dx.

15.25. Îá÷èñëèòè
π∫

0

x2dx

1− cosx
.

15.26. Îá÷èñëèòè
π
2∫

0

cos(2016x) cos2014 x dx.

15.27. Îá÷èñëèòè iíòåãðàëè:

a)

π
2∫

0

dx

1 + ctg2019x
; á)

π∫
0

cos2 x
2dx

3π2 + 4πx− 4x2
; â)

∫ π

0

x sinxdx

ch2
(

cosx
2

) ;

ã)

π
4∫

−π4

dx

(ex + 1) cosx
; ä)

7∫
3

ln(x+ 2)dx

ln(24 + 10x− x2)
;

å)

1∫
−1

x2013 ln(1 + ex)dx; ¹)

π
4∫

0

(
x− π

8

)2020
ln(1 + tg x) dx.

15.28. Îá÷èñëèòè iíòåãðàë:
1∫

0

x4(1− x2)5 dx

(1 + x2)10
.
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15.29. Îá÷èñëèòè √
2∫

1

1

x
ln

2− 2x2 + x4

2x− 2x2 + x3
dx.

15.30. Îá÷èñëèòè
101∫

20

ln(2020x)

x2 + 2020
dx.

15.31. Îá÷èñëèòè

a)

∞∫
0

x2009

x4021 + x4020 + x+ 1
dx; á)

∞∫
0

ln(2x) dx

1 + x2
.

15.32. Çíàéòè x ç ðiâíÿííÿ

1∫
−1

dt

(et + 1)(t2 + x)
=
π

4
.

15.33. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n çíàéòè
∞∫

0

dx

(1 + x2)n
.

15.34. Äîâåñòè ðiâíiñòü:
∞∫
0

f
(
x+ a

x

)
dx =

∞∫
0

f
(√

x2 + 4a
)
dx, äå a > 0.

15.35. Îá÷èñëèòè íåâëàñíèé iíòåãðàë:
∞∫

0

e−x
2

dx

(x2 + 0.5)2
.

Âêàçiâêà. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i çíàäîáèòüñÿ iíòåãðàë Ïóàññîíà:
∞∫
0

e−x
2

dx =
√
π

2 .

15.36. Íåõàé A òà B � äîâiëüíi òî÷êè íà îñÿõ OX òà OY âiäïîâiäíî, òàêi
ùî ïðÿìà AB ¹ äîòè÷íîþ äî ãiëêè ãiïåðáîëè xy = 1, ùî ëåæèòü ó ïåðøîìó
êâàäðàíòi. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q îñíîâó ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåíîãî ç ò. O
íà AB. Çíàéòè ïëîùó ôiãóðè, îáìåæåíî¨ ãåîìåòðè÷íèì ìiñöåì âñiõ òàêèõ
òî÷îê Q.
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16 Ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî çàäà÷àì, â ÿêèõ ôiãóðóþòü ôóíêöi¨ 2-õ i áiëüøå
çìiííèõ, çîêðåìà çàäà÷àì íà åêñòðåìóì òà óìîâíèé åêñòðåìóì òàêèõ ôóí-
êöié. Çàóâàæèìî, ùî ç ïîñòàíîâêè çàäà÷i íå çàâæäè î÷åâèäíî, ùî ìîâà
éäå ïðî åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó äëÿ ôóíêöi¨ áàãàòüîõ çìiííèõ. Ðîçãëÿíåìî
âèáiðêîâî äåêiëüêà çàäà÷.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

16.1. Çíàéòè íàéêîðîòøó âiäñòàíü ìiæ ïîâåðõíåþ S : 4z = x2 + y2 òà
ïëîùèíîþ P : 2x− y + 2z + 3 = 0.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêàæåìî, ùî äàíi ïîâåðõíi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ðîçãëÿíåìî{

2x− y + 2z + 3 = 0,
4z = x2 + y2 ⇔

{
4x− 2y + x2 + y2 + 6 = 0,
4z = x2 + y2 ⇔

⇔
{

(x+ 2)2 + (y − 1)2 + 1 = 0,
4z = x2 + y2,

à òàêîãî íiêîëè íå ìîæå áóòè. Ïðîâåäåìî äîòè÷íó ïëîùèíó P ′ äî ïîâåðõíi
S òàêó, ùî ïàðàëåëüíà ïëîùèíi P . Ðîçãëÿíåìî

S : z =
1

4
(x2 + y2) ⇒ z′x =

x

2
, z′y =

y

2
.

Íåõàé M0(x0, y0, z0) � òî÷êà äîòèêó. Òîäi, çà óìîâîþ ïàðàëåëüíîñòi ïëî-
ùèí, ìà¹ìî

x0/2

2
=
y0/2

−1
=
−1

2
.

Òîáòî, òî÷êà äîòèêó ìà¹ êîîðäèíàòè M0(−2; 1; 5
4). Íàéêîðîòøà âiäñòàíü

ìiæ ïîâåðõíåþ S òà ïëîùèíîþ P äîðiâíþ¹ âiääàëi âiä òî÷êè M0 äî ïëî-
ùèíè P , à ñàìå

d(M0, P ) =
|2 · (−2)− 1 · 1 + 2 · 5

4 + 3|√
22 + (−1)2 + 22

=
1

6
.

16.2. Äîñëiäèòè ôóíêöiþ íà åêñòðåìóì f(x, y) =
x2 + 4xy + y2

x2 − xy + y2
.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ � R2 \ {(0; 0)}. Ïåðåéäåìî äî
ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò {

x = ρ cosϕ,
y = ρ sinϕ.
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Çàïèøåìî

f(ϕ, ρ) =
ρ2 cos2 ϕ+ 4ρ cosϕ · ρ sinϕ+ ρ2 sin2 ϕ

ρ2 cos2 ϕ− ρ cosϕ · ρ sinϕ+ ρ2 sin2 ϕ
=

=
2 + 4 sin 2ϕ

2− sin 2ϕ
= −4 +

10

2− sin 2ϕ
.

Íàéáiëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöiÿ f äîñÿãà¹ ïðè

sin 2ϕ = 1 ⇔ ϕ =
π

4
àáî ϕ =

5π

4
⇔ y = x.

Íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöiÿ f äîñÿãà¹ ïðè

sin 2ϕ = −1 ⇔ ϕ =
3π

4
àáî ϕ =

7π

4
⇔ y = −x.

Â iíøèõ òî÷êàõ ôóíêöiÿ f åêñòðåìóìiâ íåìà¹. Ç óðàõóâàííÿì îáëàñòi âè-
çíà÷åííÿ, îòðèìà¹ìî, ùî

max f(x, y) = f(x, x) = 6, min f(x, y) = f(x,−x) = −2

3
, x 6= 0.

16.3. Çíàéòè íàéìåíøèé îá'¹ì òåòðàåäðà, ùî óòâîðåíèé äîòè÷íîþ ïëî-
ùèíîþ äî åëiïñî¨äà ç äîâæèíàìè ïiâîñåé a, b, c òà éîãî ïëîùèíàìè ñèìåòði¨.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îáåðåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì ÷èíîì, ùîá ðiâíÿííÿ

åëiïñî¨äà â íié ìàëî êàíîíi÷íèé âèãëÿä

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Òîäi ïëîùèíàìè ñèìåòði¨ åëiïñî¨äà áóäóòü äåêàðòîâi ïëîùèíè. Çàïèøåìî
ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè äî åëiïñî¨äà â òî÷öi M0(x0, y0, z0)

2x0

a2
(x− x0) +

2y0

b2
(y − y0) +

2z0

c2
(z − z0) = 0 ⇔

⇔ x0x

a2
+
y0y

b2
+
z0z

c2
= 1.

Òî÷êàìè ïåðåòèíó äîòè÷íî¨ ïëîùèíè ç îñÿìè êîîðäèíàò ¹ A(a
2

x0
; 0; 0),

B(0; b
2

y0
; 0) òà C(0; 0; c

2

z0
). Òîäi îá'¹ì òåòðàåäðà äîðiâíþ¹

V =
(abc)2

6x0y0z0
.

Îòæå, íàéìåíøèé îá'¹ì òåòðàåäðà áóäå äîðiâíþâàòè ìiíiìóìó ôóíêöi¨

V (x, y, z) =
(abc)2

6xyz
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ïðè óìîâi x
2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1. Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L(x, y, z;λ) =
(abc)2

6xyz
+ λ

(
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1

)
.

Ìà¹ìî 

L′x = −(abc)2

6x2yz
+

2λx

a2
,

L′y = −(abc)2

6xy2z
+

2λy

b2
,

L′z = −(abc)2

6xyz2
+

2λz

c2
.

Êîîðäèíàòè òî÷êè ìiíiìóìó áóäóòü ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü

−(abc)2

6x2yz
+

2λx

a2
= 0,

−(abc)2

6xy2z
+

2λy

b2
= 0,

−(abc)2

6xyz2
+

2λz

c2
= 0,

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1.

Îòðèìà¹ìî, ùî M( a√
3
, b√

3
, c√

3
). Äëÿ ïåðåâiðêè òîãî, ùî òî÷êà M ¹ ìiíiìó-

ìîì ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî äèôåðåíöiàë äðóãîãî ïîðÿäêó âiä ôóíêöi¨ L
¹ äîäàòíiì â òî÷öi M (çðîáiòü öå ñàìîñòiéíî). Îòæå,

Vmin =

√
3abc

2
.

16.4. Â äàíå êîëî âïèñàòè òðèêóòíèê òàê, ùîá ñóìà êâàäðàòiâ éîãî ñòî-
ðií áóëà íàéáiëüøîþ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé êðóã ìà¹ îäèíè÷íèé ðàäióñ, äîâæèíè ñòîðií òðèêó-

òíèêà äîðiâíþþòü a, b òà c, à âiäïîâiäíi ¨ì êóòè α, β òà γ. Çà òåîðåìîþ
êîñèíóñiâ ìà¹ìî

a2 = 2− 2 cosα, b2 = 2− 2 cos β, c2 = 2− 2 cos γ.

Òîáòî, ïîòðiáíî çíàéòè òàêi α, β, γ, ùîá ïðè óìîâi

α + β + γ = π

ôóíêöiÿ
f(α, β, γ) = 6− 2(cosα + cos β + cos γ)
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ïðèéìàëà ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ. Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L(α, β, γ;λ) = 6− 2(cosα + cos β + cos γ) + λ(α + β + γ − π).

Òî÷êà ìàêñèìóìó ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâíÿíü
2 sinα + λ = 0,
2 sin β + λ = 0,
2 sin γ + λ = 0,
α + β + γ = π.

Òîáòî, α = β = γ =
π

3
. Îòæå, øóêàíèé òðèêóòíèê ¹ ðiâíîñòîðîííiì.

16.5. ßêi çíà÷åííÿ ìîæå ïðèéìàòè

L = lim
x→∞

(
x+ a2

x+ b2

)x
,

ÿêùî 4a2 + b2 + 2b ≤ 3, a, b ∈ R?
Ðîçâ'ÿçàííÿ.

lim
x→∞

(
x+ a2

x+ b2

)x
= [1∞] =

= lim
x→∞

(
1 +

a2 − b2

x+ b2

)x
= lim

x→∞
exp

{
(a2 − b2)x

x+ b2

}
= ea

2−b2.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ y = ex ¹ ìîíîòîííîþ, òî ñâî¨õ ìàêñèìàëüíîãî i ìi-
íiìàëüíîãî çíà÷åíü âîíà íàáóâà¹ çà òèõ a òà b, çà ÿêèõ ôóíêöiÿ z(a, b) =
a2−b2 íàáóâà¹ ìàêñèìàëüíîãî i ìiíiìàëüíîãî çíà÷åíü âiäïîâiäíî. Îòæå, çà-
äà÷à çâåëàñÿ äî çàäà÷i íà çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìó i ìiíiìóìó íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨

z(a, b) = a2 − b2

â çàìêíåíié îáëàñòi
D : 4a2 + b2 + 2b ≤ 3.

Ñïî÷àòêó çíàéäåìî ñòàöiîíàðíi òî÷êè ôóíêöi¨ z(a, b) = a2−b2, ùî ïîïàëè
ñåðåäèíó îáëàñòi D. Îñêiëüêè z′a = 2a i z′b = −2b, òî ¹äèíîþ ñòàöiîíàðíîþ
òî÷êîþ ¹ òî÷êà (0; 0), i z(0; 0) = 0. Òåïåð äîñëiäèìî ôóíêöiþ íà ìåæi
îáëàñòi. Äëÿ öüîãî ç ðiâíÿííÿ ìåæi

4a2 + b2 + 2b = 3 ⇔ a2 +
(b+ 1)2

4
= 1, b ∈ [−2; 2]

âèðàçèìî a2 = 1 − (b+1)2

4 , i, ïiäñòàâëÿþ÷è ó ôóíêöiþ z(a, b), îòðèìà¹ìî
ôóíêöiþ îäíi¹¨ çìiííî¨:

z∗(b) = 1− (b+ 1)2

4
− b2 =

1

4
(−5b2 − 2b+ 3).
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Äëÿ íå¨ z′∗ = −5

2
b− 1

2
= 0 ïðè b = −1

5
. Òîìó

z∗

(
−1

5

)
=

4

5
, z∗(−2) = −13

4
, z∗(2) = −21

4
.

Òàêèì ÷èíîì, max
D

z(a, b) = e4/5, min
D

z(a, b) = e−21/4.

Âiäïîâiäü: L ∈
[
e−21/4; e4/5

]
.

16.6. Çíàéòè ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ âèðàçó

A =
a2

a− b
+

b2

b− c
,

ÿêùî a, b, c ∈ R, a > b > c òà b+ c = 505.
Âêàçiâêà. Âèðàçèìî ç óìîâè c = 505− b òà ïiäñòàâèìî ó ôóíêöiþ:

A(a, b) =
a2

a− b
+

b2

2b− 505
.

Äàëi øóêà¹ìî åêñòðåìóìè ôóíêöi¨ 2-õ çìiííèõ.

Âiäïîâiäü: minA = 2020 ïðè a = 2020
3 , b = 1010

3 , c = 505
3 .
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

16.7. Çíàéòè íàéìåíøó âiäñòàíü âiä òî÷êè M(1; 0; 2) äî ïîâåðõíi

Ω : z = x2 + 2y2.

16.8. Çíàéòè íàéêîðîòøó âiäñòàíü ìiæ ïîâåðõíåþ S : z = x2 + y2 òà
ïëîùèíîþ P : x+ y + z + 3 = 0.

16.9. Çíàéòè íàéáiëüøå òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

f(x, y) = x2 − |x− y2|

â îáëàñòi D : x2 + y2 ≤ 2.

16.10. Íà åëiïñi x
2

a2 + y2

b2 = 1 çíàéäiòü òàêó òî÷êó, ùîá ïëîùà òðèêóòíèêà,
ÿêèé îáìåæåíèé äîòè÷íîþ äî åëiïñà â öié òî÷öi òà îñÿìè êîîðäèíàò, áóëà
íàéìåíøîþ.

16.11. ×åðåç òî÷êóM(a, b, c), a, b, c > 0 ïðîâåñòè ïëîùèíó, ÿêà âiäòèíà¹
âiä äåêàðòîâèõ ïëîùèí òåòðàåäð íàéìåíøîãî îá'¹ìó.

16.12. Äîñëiäèòè íà åêñòðåìóì ôóíêöiþ

f(x, y) = (x2 + y2)e−x
2−y2.

16.13. ßêi çíà÷åííÿ ìîæå ïðèéìàòè âèðàç

xye−
1
2 (x2+y2),

çà óìîâè 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4?

16.14. Äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ f(x, y) = x2 + sin y ìà¹ íåñêií÷åííó êiëü-
êiñòü ìiíiìóìiâ i æîäíîãî ìàêñèìóìó.

16.15. Íåõàé a, b, c ∈ R � ôiêñîâàíi ÷èñëà. Çíàéòè ìàêñèìàëüíå çíà÷å-
ííÿ ôóíêöi¨

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 + ax+ by + cz

â îáëàñòi D = {(x, y, z) ∈ R3 : |x|+ |y|+ |z| ≤ 1}.

16.16. Çíàéòè äîâæèíè ïiâîñåé a i b åëiïñà x2

a2 + y2

b2 = 1 íàéìåíøî¨ ïëîùi,
ÿêèé ìiñòèòü êîëî (x− 1)2 + y2 = 1.
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17 Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêè

Êîìáiíàòîðèêà îõîïëþ¹ ðîçäië ìàòåìàòèêè, ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ äèñ-
êðåòíèõ îá'¹êòiâ, ìíîæèí, òà âiäíîøåíü ìiæ íèìè. Â íàéáiëüø ïðîñòîìó
ðîçóìiííi êîìáiíàòîðèêà çàéìà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàííÿì çàäà÷ ïðî âèáið òà ðîç-
ìiùåííÿ åëåìåíòiâ, ÿê ïðàâèëî, ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè çãiäíî iç çàäàíèìè
ïðàâèëàìè.
Ñïåöèôiêà êîìáiíàòîðíèõ çàäà÷ ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùî íåçâàæàþ÷è íà ÷àñòî ïðîñòå ôîðìóëþâàííÿ, äîñòóïíå íàâiòü øêîëÿ-
ðó, ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ âèìàãà¹ íåàáèÿêî¨ ìàéñòåðíîñòi ÷iòêî ëîãi÷íî ìèñëè-
òè, à iíêîëè i çàñòîñóâàííÿ ïîòóæíîãî àïàðàòó êîìáiíàòîðèêè ó ïî¹äíàííi
ç òâåðäæåííÿìè ç iíøèõ ìàòåìàòè÷íèõ äèñöèïëií. Òîìó êîæíà êîìáiíà-
òîðíà çàäà÷à ïåðåäáà÷à¹ âèíàéäåííÿ iíäèâiäóàëüíîãî ñïîñîáó ðîçâ'ÿçàííÿ.
Íå ìîæíà óÿâèòè ìèñòåöòâî ðîçâ'ÿçóâàòè êîìáiíàòîðíi çàäà÷i, íå çàñâî¨â-
øè ïîïåðåäíüî ÿê ìiíiìóì îñíîâíi âiäîìîñòi ç òåîði¨ ìíîæèí, êîìáiíàòîð-
íi êîíôiãóðàöi¨ (ïåðåñòàíîâêè, êîìáiíàöi¨ òà ðîçìiùåííÿ áåç ïîâòîðåíü òà
ç ïîâòîðåííÿìè), áiíîì Íüþòîíà, âëàñòèâîñòi áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ,
ôîðìóëó âêëþ÷åííÿ-âèêëþ÷åííÿ òîùî.

Àóäèòîðíi çàâäàííÿ.

17.1. Äîâåñòè, ùî öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà
(

3 +
√

5
)n

íåïàðíà äëÿ äîâiëüíîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî(
3 +
√

5
)n

+
(

3−
√

5
)n

=
n∑
k=0

Ck
n

(√
5
)k

3n−k +
n∑
k=0

Ck
n (−1)k

(√
5
)k

3n−k.

Ïîçíà÷èìî m = n
2 , ÿêùî n ïàðíå, àáî m = n−1

2 , ÿêùî n íåïàðíå. Òîäi(
3 +
√

5
)n

+
(

3−
√

5
)n

= 2
m∑
i=0

C2i
n

(√
5
)2i

3n−2i = 2
m∑
i=0

C2i
n 5i3n−2i = 2N,

äå N ¹ ïàðíèì íàòóðàëüíèì ÷èñëîì. À îñêiëüêè 0 < 3 −
√

5 < 1, òî 0 <(
3−
√

5
)n

< 1, n ∈ N, i

2N − 1 <
(

3 +
√

5
)n

< 2N.

Ç îñòàííüî¨ îöiíêè âèïëèâà¹, ùî öiëà ÷àñòèíà
(

3 +
√

5
)n

äîðiâíþ¹ 2N − 1,

òîáòî ¹ íåïàðíèì ÷èñëîì.
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17.2. Äîâåñòè íåðiâíiñòü

1∫
0

xn (1− x)n dx ≥ 1

kn
,

äå kn ¹ íàéìåíøèì êðàòíèì ÷èñåë {n+ 1;n+ 2; . . . ; 2n+ 1} .
Äîâåäåííÿ.

0 <

1∫
0

xn (1− x)n dx =

1∫
0

n∑
k=0

Ck
n (−1)k xn+kdx =

=
n∑
k=0

Ck
n (−1)k

xn+k+1

n+ k + 1

∣∣∣∣1
0

= =
n∑
k=0

Ck
n (−1)k

n+ k + 1
=

∑n
k=0C

k
n (−1)k dk
kn

,

äå kn = ÍÑÊ {n+ 1;n+ 2; . . . ; 2n+ 1} , dk = kn
n+k−1 , k = 0, n.

Ñóìà â ÷èñåëüíèêó ¹ öiëîþ, áî ÷èñëà dk öiëi, i äîäàòíîþ, îñêiëüêè ií-
òåãðàë äîäàòíèé, òîìó âîíà íå ìîæå áóòè ìåíøîþ çî îäèíèöþ, çâiäêè é
âèïëèâà¹ ïîòðiáíà íåðiâíiñòü.
17.3. Â iíñòèòóòi, â ÿêîìó íàâ÷àþòüñÿ 2015 ñòóäåíòiâ, ñåðåä äîâiëüíèõ

÷îòèðüîõ îñiá ìîæíà îáðàòè ïðèíàéìíi îäíó, ÿêà çíàéîìà ç iíøèìè òðüî-
ìà. ßêîþ ¹ ìiíiìàëüíà ìîæëèâà êiëüêiñòü ñòóäåíòiâ, ÿêi çíàéîìi ç óñiìà
iíøèìè?
Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî íåçíàéîìèõ ìiæ ñîáîþ ñòóäåíòiâ íåìà¹, òî çàãàëüíà

êiëüêiñòü ëþäåé, ùî çíàéîìi ç óñiìà, ¹ 2015 ÷îëîâiê. Íåõàé A òà B íåçíà-
éîìi îäèí ç îäíèì. Òîäi âñi iíøi ìiæ ñîáîþ çíàéîìi. Ñïðàâäi, ÿêùî C íå
çíàéîìèé ç D, òî â ãðóïi {A,B,C,D} æîäåí íå çíàéîìèé ç iíøèìè òðüîìà,
ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi. ßêùî A òà B çíàéîìi ç óñiìà iíøèìè, òîäi çíàéîìèõ
ç óñiìà áóäå 2013.
ßêùî æ A íåçíàéîìèé ç C (C 6= B), òîäi A,B,C çíàéîìi ç óñiìà iíøèìè

2012 ñòóäåíòàìè, îñêiëüêè äîâiëüíèé iíøèé ñòóäåíò D â ãðóïi {A,B,C,D}
ïîâèíåí áóòè çíàéîìèì ç iíøèìè òðüîìà. Âñi iíøi çíàéîìi ìiæ ñîáîþ. Îò-
æå, ìiíiìàëüíå ÷èñëî çíàéîìèõ ç óñiìà áóäå 2012.
17.4. Ùóð ãðèçå êóá ñèðó ç ðåáðîì 3, ðîçáèòèé íà 27 îäèíè÷íèõ êó-

áèêiâ. Êîëè âií ç'¨äà¹ ÿêèéñü êóáèê, âií ïåðåõîäèòü äî iíøîãî êóáèêà, ùî
ìà¹ ñïiëüíó ãðàíü iç ùîéíî ç'¨äåíèì. ×è ìîæå ùóð ç'¨ñòè âåñü êóá, îêðiì
öåíòðàëüíîãî êóáèêà?
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êîæíèé êóáèê, îêðiì öåíòðàëüíîãî, ïîôàðáó¹ìî àáî â ái-

ëèé, àáî â ÷îðíèé êîëið íàñòóïíèì ÷èíîì: 12 êóáèêiâ, ùî ìàþòü ðiâíî ïî
äâi ãðàíi íà ïîâåðõíi âåëèêîãî êóáà, íåõàé áóäóòü áiëèìè, à ðåøòà 14 �



17 Åëåìåíòè êîìáiíàòîðèêè 116

÷îðíèìè. Òîäi ñïiëüíó ãðàíü ìîæóòü ìàòè òiëüêè êóáèêè ðiçíèõ êîëüîðiâ.
Âêàçàíi 26 êóáèêiâ ùóð ç'¨ñòè íå çìîæå, îñêiëüêè iíàêøå ¨õ ìîæíà áóëî á
ðîçáèòè íà 13 ïàð ç îäíîãî áiëîãî é îäíîãî ÷îðíîãî êóáèêiâ, à òîäi áiëèõ i
÷îðíèõ êóáèêiâ áóëî á ïîðiâíó.
17.5. Ñêiëüêè ðiçíèõ ïàð ïiäìíîæèí, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ìà¹ ìíîæè-

íà ç n åëåìåíòiâ?
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çíàéäåìî êiëüêiñòü ðiçíèõ ïàð ïiäìíîæèí. ùî íå ïåðåòè-

íàþòüñÿ, çà óìîâè, ùî â ïàði ðîçðiçíÿþòü ïåðøó òà äðóãó ïiäìíîæèíó. Äëÿ
êîæíîãî ç n åëåìåíòiâ ¹ 3 ìîæëèâîñòi: âií ìîæå íàëåæàòè ïåðøié ìíîæèíi,
àáî íàëåæàòè äðóãié ìíîæèíi, àáî íå íàëåæàòè æîäíié ç íèõ. Òîìó êiëü-
êiñòü òàêèõ ïàð äîðiâíþ¹ 3n. Ñåðåä íèõ ¹ ïàðà ç äâîõ ïîðîæíiõ ìíîæèí.
Ðåøòó 3n−1 ïàð ìîæíà â ñâîþ ÷åðãó ðîçáèòè íà äâiéêè ïàð, ùî ðîçðiçíÿþ-
òüñÿ ëèøå ïîðÿäêîì ïiäìíîæèí. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ 3n−1

2 íåâïîðÿäêîâàíèõ
ïàð íåïîðîæíiõ ïiäìíîæèí. Çàãàëüíà êiëüêiñòü íåâïîðÿäêîâàíèõ ïàð ïiä-
ìíîæèí äîðiâíþ¹ 3n−1

2 + 1 = 3n+1
2 .

17.6. Ñêiëüêè äiëüíèêiâ ìà¹ ÷èñëî 21600?
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçêëàäåìî ÷èñëî íà ïðîñòi ìíîæíèêè:

21600 = 25 · 33 · 52.

Òîäi êîæíèé äiëüíèê ÷èñëà 21600 ìà¹ âèãëÿä 2i · 3j · 5k, äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ
i = 0, 1, 2, 3, 4, 5, j = 0, 1, 2, 3 òà k = 0, 1, 2. Îòæå, çà îñíîâíèì ïðàâèëîì
êîìáiíàòîðèêè ÷èñëî 21600 ìà¹ 6 · 4 · 3 = 72 äiëüíèêà.
17.7. Ñêiëüêè ¹ ÷îòèðèöèôðîâèõ êîäiâ, ó ÿêèõ öèôðè éäóòü ó ïîðÿäêó

çðîñòàííÿ?
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Êîæíà öèôðà êîäó îáèðà¹òüñÿ ç ìíîæèíè {0, 1, 2, . . . , 9}.

Çà óìîâîþ çàäà÷i âñi öèôðè êîäó � ðiçíi. Âèáåðåìî ç ìíîæèíè
{0, 1, 2, . . . , 9} ÷îòèðè ðiçíèõ öèôðè. Öå ìîæíà çðîáèòè C4

10 = 210 ñïîñî-
áàìè. À äàëi iñíó¹ ëèøå îäèí ñïîñiá âïîðÿäêóâàòè öèôðè çà çðîñòàííÿì.
Îòæå, øóêàíèõ êîäiâ 210 øòóê.
17.8. Çíàéäiòü îñòàííþ öèôðó ÷èñëà:

C0
2020 + C1

2020 + C2
2020 + . . .+ C2019

2020 + C2020
2020 .

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ç ôîðìóëè áiíîìà Íüþòîíà âèïëèâà¹, ùî

C0
2020 + C1

2020 + C2
2020 + . . .+ C2019

2020 + C2020
2020 = (1 + 1)2020 = 22020.

Äëÿ ñòåïåíiâ ÷èñëà 2 îñòàííi öèôðè ïîâòîðþþòüñÿ: 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6, . . .
ïðè÷îìó ñòåïåíi, êðàòíi 4, çàêií÷óþòüñÿ íà 6. Òîìó, îñêiëüêè 2020 ... 4, òî
îñòàííüîþ öèôðîþ çàäàíîãî ÷èñëà ¹ öèôðà 6.
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Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

17.9. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ n ∈ N çíàéòè íàéáiëüøå ÷èñëî k ∈ N, ùî
ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü: ó ìíîæèíi ç n åëåìåíòiâ ìîæíà âèáðàòè k ðiçíèõ
ïiäìíîæèí, áóäü-ÿêi äâi ç ÿêèõ ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí.

17.10. Äîâåñòè àáî ñïðîñòóâàòè, ùî ñåðåä êîæíèõ n îñiá çàâæäè çíà-
éäóòüñÿ àáî òðî¹ ïîïàðíî çíàéîìi, àáî k ïîïàðíî íåçíàéîìi äëÿ êîæíîãî ç
íàñòóïíèõ âèïàäêiâ:

1. n = 6, k = 3;

2. n = 9, k = 4;

3. n = 8, k = 4.

17.11. Ñêiëüêè ðàöiîíàëüíèõ äîäàíêiâ ìiñòèòü ðîçêëàä:

a)
(√

2 +
4
√

3
)100

; á)
(√

2 +
3
√

3
)300

?

17.12. Ñêiëüêè äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë, ùî íå ïåðåâèùóþòü 2020, äiëÿòüñÿ
íà 3 àáî íà 4, àëå íå äiëÿòüñÿ íà 5?

17.13. Ñêiëüêè iñíó¹ ïîñëiäîâíîñòåé äîâæèíè n, ùî ñêëàäàþòüñÿ ëèøå
ç öèôð 0, 1 òà 2, ïðè÷îìó êîæíà öèôðà çóñòði÷à¹òüñÿ ïðèíàéìíi 1 ðàç?

17.14. Ñêiëüêè ¹ ñïîñîáiâ ðîçïîäiëèòè n ðiçíèõ êóëüîê ïîm ðiçíèõ óðíàõ
(n ≥ m) òàê, ùîá æîäíà óðíà íå çàëèøèëàñÿ ïîðîæíüîþ?

17.15. Ñêiëüêè äiëüíèêiâ ìà¹ ÷èñëî 2020?

17.16. Ñêiëüêè ¹ ï'ÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ êîæíà íàñòóïíà öèôðà íå
ìåíøà âiä ïîïåðåäíüî¨?

17.17. (Êëþ÷i âiä ñåéôà) Ìiæíàðîäíà êîìiñiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç 9 îñiá. Ìà-
òåðiàëè êîìiñi¨ çáåðiãàþòüñÿ ó ñåéôi. Ñêiëüêè çàìêiâ ìà¹ ìiñòèòè ñåéô i
ñêiëüêè êëþ÷iâ äî íèõ òðåáà âèãîòîâèòè i ÿê ¨õ ðîçïîäiëèòè ñåðåä ÷ëåíiâ
êîìiñi¨, ùîá äîñòóï äî ñåéôó áóâ ìîæëèâèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ðàçîì
çáåðóòüñÿ íå ìåíøå íiæ 6 ÷ëåíiâ êîìiñi¨? Ðîçãëÿíüòå çàäà÷ó ó çàãàëüíîìó
âèïàäêó: êîëè êîìiñiÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç n îñiá, à ñåéô ìîæíà âiäêðèòè ëèøå
çà óìîâè ïðèñóòíîñòi m ÷ëåíiâ êîìiñi¨ (m ≤ n).

17.18. Àâòîìîáiëüíèé íîìåð, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 4-õ öèôð (êîæíà öèôðà
âiä 0 äî 9), ââàæàþòü íàäçâè÷àéíî ùàñëèâèì, ÿêùî ñóìà äâîõ îñòàííiõ
éîãî öèôð äîðiâíþ¹ ñóìi äâîõ ïåðøèõ öèôð. Ñêiëüêè ¹ òàêèõ íîìåðiâ?
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Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè

Ðîçäië 1

1.12. Âêàçiâêà. 22n+1

+ 1 = 22·2n + 1 = (22n + 1)2 − 2 · 22n. ßêùî ÷èñëî
22n +1 çàêií÷ó¹òüñÿ öèôðîþ 7, òî ÷èñëî (22n +1)2 çàêií÷ó¹òüñÿ öèôðîþ 9, à
÷èñëî 2 · 2n � öèôðîþ 2. Îòæå, ðiçíèöÿ äàíèõ ÷èñåë çàêií÷ó¹òüñÿ öèôðîþ
7.
1.13. Âêàçiâêà. Ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñëî n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

n = 3i+ 5j, i, j ∈ N. Òîäi n+ 1 = 3i+ 5j + 1 = 3(i+ 2) + 5(j − 1).
1.14. Âêàçiâêà.

111...111︸ ︷︷ ︸
3n+1 îäèíèöü

= 111...111︸ ︷︷ ︸
3n îäèíèöü

000...000︸ ︷︷ ︸
2 · 3n íóëiâ

+ 111...111︸ ︷︷ ︸
3n îäèíèöü

000...000︸ ︷︷ ︸
3n íóëiâ

+ 111...111︸ ︷︷ ︸
3n îäèíèöü

=

= 111...111︸ ︷︷ ︸
3n îäèíèöü

·102·3n + 111...111︸ ︷︷ ︸
3n îäèíèöü

·103n + 111...111︸ ︷︷ ︸
3n îäèíèöü

=

= 111...111︸ ︷︷ ︸
3n îäèíèöü

·
(
102·3n + 103n + 1

)
.

×èñëî 111...111︸ ︷︷ ︸
3n îäèíèöü

äiëèòüñÿ íà 3n çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, à ÷èñëî(
102·3n + 103n + 1

)
äiëèòüñÿ íà 3 çà îçíàêîþ ïîäiëüíîñòi, òîìó ¨õíié äîáóòîê

äiëèòüñÿ íà 3n+1.
1.15. Âêàçiâêà. Çà âèêîíàííÿ ïðèïóùåííÿ äëÿ n = k: ak = 1

2(7k − 1), çi
ñïiââiäíîøåíü

ak+1 = 7ak + 3 =
7

2
(7k − 1) + 3 =

7k+1

2
− 1

2
=

1

2
(7k+1 − 1)

âèïëèâà¹, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ n = k+ 1, à çíà÷èòü i äëÿ áóäü-
ÿêîãî n ≥ 1.
1.16. Âêàçiâêà. Çàïèøåìî

an+1 = 5an +
√

24a2
n + 1 ⇔ an+1 − 5an =

√
24a2

n + 1 ⇔

⇔ (an+1 − 5an)
2 = 24a2

n + 1 ⇔ a2
n+1 − 10anan+1 + a2

n = 1.

Àíàëîãi÷íî
a2
n − 10anan−1 + a2

n−1 = 1.

Âiäíiìåìî îñòàííi äâi ðiâíîñòi

a2
n+1−10anan+1+10anan−1−a2

n−1 = 0⇔ (an+1−an−1)(an+1+an−1−10an) = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ.
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1.17. Âêàçiâêà.√
2 +

√
2 + . . .+

√
2 +
√

2︸ ︷︷ ︸
n+ 1 çíàêiâ êîðåíÿ

=

√
2 + 2 cos

π

2n+1
=

√
4 cos2

π

2n+2
= 2 cos

π

2n+2
.

1.18. Äîâåäåííÿ. Íåõàé ïiðàìiäà ðîçìiùåíà íà ïåðøîìó ñòðèæíi. Äîâå-
äåìî, ùî ¨¨ ìîæíà ïåðåìiñòèòè, íàïðèêëàä, íà òðåòié ñòðèæåíü. Äëÿ n = 1
öå î÷åâèäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî ìîæíà ïåðåìiñòèòè ïiðàìiäó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç n äèñêiâ (íà äîâiëüíèé ñòðèæåíü). Ðîçãëÿíåìî ïiðàìiäó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç (n + 1)-ãî äèñêà. Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, n âåðõíiõ äèñêiâ ìîæíà ïå-
ðåìiñòèòè íà äðóãèé ñòðèæåíü, à îñòàííié íàéáiëüøèé äèñê � íà òðåòié.
Äàëi, çíîâó çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨, ïiðàìiäó ç äðóãîãî ñòðèæíÿ ìîæíà
ïåðåìiñòèòè íà òðåòié. Òàêèì ÷èíîì, ïiðàìiäà ç (n+1)-ãî äèñêà ïåðåìiùåíà
ç ïåðøîãî íà òðåòié ñòðèæåíü.

Ðîçäië 2

2.12. Äîâåäåííÿ. Íåõàé íà ìóõîìîðàõ Êàùåÿ áóëî n öÿòî÷îê, à íà òîìó,
ùî âií îòðèìàâ, áóëî k öÿòî÷îê. Òîäi â Áàáè�ßãè áóëî 13n öÿòî÷îê, à
çàëèøèëîñÿ 13n − k = 8(n + k). Òîáòî n = 9k/5. Âèõîäèòü, ó Áàáè�ßãè
íà ïî÷àòêó áóëî öÿòî÷îê 117k/5 = 23, 4k < 24k, à îñêiëüêè íà êîæíîìó
ìóõîìîði áóëî ïðèíàéìíi k öÿòî÷îê, òî, çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå, ¨õ ó íå¨ áóëî
íå áiëüøå íiæ 23 ìóõîìîðè.
2.13. Äîâåäåííÿ. Íåõàé â êîìïàíi¨ n ëþäåé. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå,

òîáòî íåìà¹ â êîìïàíi¨ äâîõ ëþäåé, ÿêi ìàþòü îäíàêîâó êiëüêiñòü ñïiëüíèõ
çíàéîìèõ. Êîæåí ç íèõ ìîæå ìàòè 0, 1, 2, 3, . . . , n− 1 çíàéîìèõ â öié êîì-
ïàíi¨. Àëå òîäi iñíó¹ ëþäèíà, ÿêi çíàéîìà ç óñiìà, à îòæå i ç òi¹þ ëþäèíîþ,
ÿêà íå çíàéîìà íi ç êèì. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.
2.14. Äîâåäåííÿ. Ñåðåä âñiõ äâîçíà÷íèõ ÷èñåë ¹ äåâ'ÿòü, ÿêi ìàþòü îäíà-

êîâi öèôðè äåñÿòêiâ òà îäèíèöü: 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88, 99. Çàóâàæèìî,
ùî òàêi i òiëüêè òàêi ÷èñëà ó êëàñi äâîçíà÷íèõ äiëÿòüñÿ áåç çàëèøêó íà 11.
Çàëèøêiâ âiä äiëåííÿ íà 11 ¹ îäèíàäöÿòü: 0, 1, 2, . . . , 10. Îñêiëüêè âèáðàíî
12 ÷èñåë, òî çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå çíàéäóòüñÿ ïðèíàéìíi äâà, ÿêi ìàþòü
îäíàêîâèé çàëèøîê âiä äiëåííÿ íà 11, à îòæå ¨õ ðiçíèöÿ äiëèòüñÿ íà 11 áåç
çàëèøêó. Çíà÷èòü öå îäíå ç ÷èñåë 11, 22, . . . , 99.
2.15. Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñòåïåíi ÷èñëà 3: 1, 3, 9, 27, . . . . �õ íå-

ñêií÷åííî áàãàòî. Çàëèøêiâ âiä äiëåííÿ íà 1000 ¹ 1000: 0, 1, 2, . . . , 999.
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Òîìó çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå iñíó¹ äâi ñòåïåíi ÷èñëà 3, ÿêi ìàþòü îäíàêî-
âi çàëèøêè âiä äiëåííÿ íà 1000. Ðîçãëÿíåìî ¨õ ðiçíèöþ (íåõàé n > m):
3n − 3m = 3m(3n−m − 1). Öå ÷èñëî áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà 1000. Àëå 3m i
1000 � âçà¹ìíî ïðîñòi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî 3n−m−1 äiëèòüñÿ íà 1000,
òîáòî iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå q, ùî 3n−m−1 = 1000q. Îòæå, 3n−m = 1+1000q.
Îñòàíí¹ ÷èñëî çàêií÷ó¹òüñÿ íà 001, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.
2.16. Âêàçiâêà. Ìàòiñà � öå äðîáîâà ÷àñòèíà ÷èñëà i äëÿ áóäü-ÿêîãî äié-

ñíîãî ÷èñëà âîíà íàëåæèòü iíòåðâàëó [0, 1). Ðîçiá'¹ìî iíòåðâàë [0, 1) íà 100
iíòåðâàëiâ îäíàêîâî¨ äîâæèíè: [0, 1

100), [ 1
100 ,

2
100), [ 2

100 ,
3

100), . . . , [ 99
100 , 1). Çðî-

çóìiëî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {
√

3, 2
√

3, 3
√

3, . . .} ìiñòèòü íåñêií÷åííî áàãàòî
åëåìåíòiâ âèãëÿäó n

√
3. Òîìó çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå çíàéäåòüñÿ äâà åëå-

ìåíòè m
√

3 òà n
√

3, (ïðèïóñòèìî n > m), ìàòiñè ÿêèõ ïîòðàïëÿòü ó îäèí
i òîé ñàìèé iíòåðâàë ç [0, 1

100), [ 1
100 ,

2
100), [ 2

100 ,
3

100), . . . , [ 99
100 , 1). Áóäåìî ââà-

æàòè òàêîæ, ùî ìàòiñà áiëüøîãî ÷èñëà n
√

3 ¹ áiëüøîþ çà ìàòiñó ìåíøîãî
÷èñëà m

√
3 (òðåáà îá ðóíòóâàòè, ÷îìó òàêi ÷èñëà çíàéäóòüñÿ). Î÷åâèäíî,

ùî òàêå ÷èñëî (n −m)
√

3 ¹ åëåìåíòîì ïîñëiäîâíîñòi {
√

3, 2
√

3, 3
√

3, . . .} i
ìà¹ ìàòiñó ìåíøó çà 0.01.
2.17. Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ òiëüêè ç ï'ÿòiðîê,

òîáòî ÷èñëà âèãëÿäó 55...55. Î÷åâèäíî, ùî òàêèõ ÷èñåë íåñêií÷åííî áàãàòî.
Çàëèøêiâ âiä äiëåííÿ íà n ¹ n: 0, 1, 2, . . . , n − 1. Òîìó çà ïðèíöèïîì
Äiðiõëå çíàéäóòüñÿ äâà ÷èñëà âèãëÿäó 55...55, ÿêi ìàþòü îäíàêîâi çàëèøêè
âiä äiëåííÿ íà n. Òîäi ¨õ ðiçíèöÿ áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà n. À öå ÷èñëî
âèãëÿäó: 55...5500...00.
2.18. Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî êâàäðàò íà 25 êâàäðàòiâ çi ñòîðîíîþ 1/5.

Îñêiëüêè òî÷îê 51, à 25 · 2 = 50, òî çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå iñíó¹ ïðèíàéìíi
îäèí êâàäðàò, â ÿêèé ïîòðàïèëî òðè òî÷êè. Îïèñàíå íàâêîëî òàêîãî êâà-
äðàòà êîëî ìà¹ ðàäióñ

√
2/10 < 1/7.

2.19. Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âñi òðiéêè íà êîëi. �õ 10. Òîìó ñóìà âñiõ
òðiéîê äîðiâíþ¹ 3 · (1 + 2 + 3 + . . . + 10) = 165. Ïðèïóñòèìî, ùî ìîæíà
òàê ðîçìiñòèòè ÷èñëà âçäîâæ êîëà, ùî íå iñíó¹ òðiéêè ÷èñåë, ñóìà ÿêèõ íå
ìåíøà çà 17. Òîäi äëÿ êîæíî¨ ç òðiéîê ñóìà íå ïåðåâèùó¹ 16, à îòæå ñóìà
âñiõ äåñÿòè òðiéîê íå ïåðåâèùó¹ 10 ·16 = 160 < 165. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.
Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíà òðiéêà ïîñïiëü íàïèñàíèõ ÷èñåë, ùî ¨õ
ñóìà íå ìåíøà çà 17.
2.20. Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî çàëèøêè âiä äiëåííÿ íà b (ïîçíà÷åííÿ:

(mod b)) ñêií÷åíî¨ ïîñëiäîâíîñòi a, 2a, . . . , (b− 1)a. Î÷åâèäíî, ùî ñåðåä çà-
ëèøêiâ íåìà¹ 0, îñêiëüêè a, b � âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà. Ïðèïóñòèìî, ùî
ñåðåä çàëèøêiâ íåìà¹ 1, òîáòî ðîçãëÿíåìî çàëèøêè: 2, 3, 4, . . . , b− 1. Òîäi
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çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå iñíóþòü ðiçíi ÷èñëà p òà q (íåõàé 0 < q < p) òàêi,
ùî pa = qa (mod b). Öå îçíà÷à¹, ùî (p − q)a äiëèòüñÿ áåç çàëèøêó íà b, à
îñêiëüêè a òà b � âçà¹ìíî ïðîñòi, òî p− q òàêîæ äiëèòüñÿ áåç çàëèøêó íà
b. Àëå 0 < p, q < b. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ íàòóðàëüíå
÷èñëî x òàêå, ùî xa = 1 (mod b). Iíøèìè ñëîâàìè, ax = by+ 1 äëÿ äåÿêîãî
íàòóðàëüíîãî y, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
2.21. Äîâåäåííÿ. Ùîá íå áóëî âiëüíî¨ ïàðè íåïîôàðáîâàíèõ êëiòèí, â

êîæíîìó ðÿäêó ìà¹ áóòè ïîôàðáîâàíî ùîíàéìåíøå 5 êëiòèí, à çíà÷èòü
âñüîãî ìà¹ áóòè ïîôàðáîâàíî íå ìåíøå 50 êëiòèí, ùî ïðîòèði÷èòü óìîâi
çàäà÷i. Îòæå, çíàéäóòüñÿ 2 ñóìiæíi êëiòèíè, ÿêi íå ïîôàðáîâàíî.
2.22. Âêàçiâêà. Ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i ìîæíà ïðîâåñòè àíàëîãi÷íî äî çàäà-

÷i 2.11. Àáî òàê: â êîæíîìó ñòîâïöi áóäå íå ìåíøå íiæ 3 êëiòèíè îäíîãî
êîëüîðó. Çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï Äiðiõëå, â ÿêîìó �êëiòêè� � öå êîëüîðè, à
�çàéöi� � öå ñòîâïöi. Òîäi â 21-ó ñòîâïöi (ç 41-ãî ñòîâïöÿ) áóäå ïî 3 êëiòèíè
îäíîãî êîëüîðó (íàïðèêëàä ïåðøîãî). Â êîæíîìó ç öèõ ñòîâïöiâ 3 êëiòèíè
ïåðøîãî êîëüîðó ìîæíà ðîçòàøóâàòè äåñÿòüìà ñïîñîáàìè. Çíîâó çà ïðèí-
öèïîì Äiðiõëå â òðüîõ ñòîâïöÿõ (ç 21-ãî) êëiòèíè ïåðøîãî êîëüîðó áóäóòü
ðîçòàøîâàíi íà òèõ ñàìèõ ìiñöÿõ.
2.23. Äîâåäåííÿ. Ñïðîåêòó¹ìî âñi êîëà íà îäíó çi ñòîðií êâàäðàòà. Ïðî-

åêöiÿ êîæíîãî êîëà � âiäðiçîê, äîâæèíà ÿêîãî äîðiâíþ¹ äiàìåòðó âiäïî-
âiäíîãî êîëà. Ñóìà öèõ âiäðiçêiâ äîðiâíþ¹ 10

π > 3.1. Çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå
iñíó¹ ïðèíàéìíi 4 âiäðiçêà, ÿêi ìàþòü ñïiëüíó òî÷êó. Ïåðïåíäèêóëÿð, ïðî-
âåäåíèé ç öi¹¨ òî÷êè íà ïðîòèëåæíó ñòîðîíó êâàäðàòà, ïåðåòíå íå ìåíøå
÷îòèðüîõ êië.
2.24. Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � îäèí ç ó÷àñíèêiâ. Âií ìîæå ñïiëêóâàòèñÿ

ç êîæíèì ç 16-òè iíøèõ ó÷àñíèêiâ íå áiëüøå íiæ òðüîìà âiäîìèìè éîìó
ìîâàìè. Òîäi iñíó¹ ìîâà (�ïåðøà ìîâà�), íà ÿêié ðîçìîâëÿ¹ A òà ùå ïðè-
íàéìíi 6 ëþäåé. Íåõàé B � áóäü-ÿêèé ç öèõ øåñòè ëþäåé. Çðîçóìiëî, ùî
ñåðåä ï'ÿòè iíøèõ ó÷àñíèêiâ öi¹¨ ãðóïè ¹ 3, ÿêi ñïiëêóþòüñÿ ç B îäíi¹þ
ìîâîþ (ïîçíà÷èìî ¨¨ � �äðóãà ìîâà�). ßêùî ñåðåä öèõ òðüîõ õî÷à á äâà
ó÷àñíèêè, ñêàæiìî C òà D, ñïiëêóþòüñÿ �äðóãîþ ìîâîþ�, òî B, C i D ÿê ðàç
óòâîðþþòü ãðóïó ç òðüîõ, ùî âîëîäi¹ ñïiëüíîþ ìîâîþ.
2.25. Äîâåäåííÿ. Íåõàé n = 2k+ 1. Ó ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë âiä 1

äî n = 2k+1 ¹ ðiâíî k+1 íåïàðíå. Îñêiëüêè äîáóòîê (a1−1)(a2−2) . . . (an−
n) ñêëàäà¹òüñÿ ç n ìíîæíèêiâ, òî ïðèíàéìíi â îäíié äóæöi ñòî¨òü ðiçíèöÿ
äâîõ íåïàðíèõ ÷èñåë, ÿêà âiäïîâiäíî äà¹ ïàðíèé ìíîæíèê. Îòæå, äîáóòîê
áóäå ïàðíèì.
2.26. Äîâåäåííÿ. Íåõàé n ≥ 1. Êîæíîìó ÷èñëó x iç S ïîñòàâèìî ó âiäïî-
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âiäíiñòü çíà÷åííÿ d(x) � äîâæèíó íàéáiëüøî¨ çðîñòàþ÷î¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi,
ÿêà ïî÷èíà¹òüñÿ ç x âêëþ÷íî. ßêùî d(x) ≥ n + 1 äëÿ äåÿêîãî x iç S, òî
òåîðåìà äîâåäåíà. ßêùî íå iñíó¹ åëåìåíòà x òàêîãî, ùî d(x) ≥ n + 1, òî
d(x) ≤ n äëÿ âñiõ x iç S.
ßêùî d(x) ≤ n äëÿ áóäü-ÿêîãî x ∈ S, òî ôóíêöiÿ d(x) âiäîáðà-

æà¹ ìíîæèíó S, ÿêà ìiñòèòü n2 + 1 äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë â ìíîæèíó
P = {{1}, {2}, . . . , {n}} êëàñiâ çà äîâæèíàìè íàéáiëüøî¨ çðîñòàþ÷î¨ ïiä-
ïîñëiäîâíîñòi. Îñêiëüêè n2+1

n = n + 1
n > n, òî çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå â

äåÿêèé êëàñ {m}, 1 ≤ m ≤ n, ìíîæèíè P = {{1}, {2}, . . . , {n}}, ïîòðà-
ïèëî ïðèíàéìíi n+ 1 åëåìåíòiâ ç S. Âèïèøåìî öi åëåìåíòè ó ïîðÿäêó, ÿê
âîíè çóñòði÷àþòüñÿ â ïîñëiäîâíîñòi S çëiâà íàïðàâî: x1, x2, . . . , xn+1. Ïîêà-
æåìî, ùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü ñïàäíà, òîáòî x1 > x2 > . . . > xn+1. Ïðèïóñòèìî
ñóïðîòèâíå. Íåõàé x1 < x2. Òîäi d(x2) � äîâæèíà íàéáiëüøî¨ çðîñòàþ÷î¨
ïiäïîñëiäîâíîñòi, ÿêà ïî÷èíà¹òüñÿ ç x2 âêëþ÷íî. Äîáàâèìî äî öi¹¨ ïiäïî-
ñëiäîâíîñòi x1 çëiâà i îòðèìà¹ìî íîâó ïiäïîñëiäîâíiñòü äîâæèíè d(x2) + 1.
Öÿ æ ñàìà ïiäïîñëiäîâíiñòü ìà¹ äîâæèíó d(x1), à îòæå, d(x2) + 1 = d(x1).
Ç iíøîãî áîêó, d(x1) = d(x2), îñêiëüêè x1 i x2 � åëåìåíòè ç îäíîãî êëà-
ñó. Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ. Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ, ùî x2 > x3, i.
ò.ä.

Ðîçäië 3

3.13.Âêàçiâêà. Âèïëèâà¹ ç ïðåäñòàâëåííÿ:

n2 =

(
n− 1

2
+ 1

)
+

(
n− 1

2
+ 2

)
+ . . .+

(
n− 1

2
+ n

)
.

3.14.Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî p, q, r, s, t � ïðîñòi ÷èñëà, òà p2 +
q2 = r2+s2+t2, òî êîæíå ç ÷èñåë p, q âiäìiííå âiä ÷èñåë r, s, t. Äiéñíî, ÿêùî
áè, íàïðèêëàä, p = r, òî q2 = s2 + t2, ùî íå ìîæëèâî äëÿ ïðîñòèõ ÷èñåë
q, s, t. Îòæå, ÷èñëà â ëiâié òà ïðàâié ÷àñòèíàõ ðiâíîñòi íå ïîâòîðþþòüñÿ.
Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ÷èñëà p, q, r, s, t íå ìîæóòü áóòè âñi îäíî÷àñíî íå-

ïàðíèìè (â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi áóëà áè ïàð-
íîþ, à ëiâà � íåïàðíîþ). Îòæå, ÿêùî ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçêè â ìíîæèíi
ïðîñòèõ ÷èñåë, òî ñåðåä öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ áóòè ÷èñëî 2 (ïðè÷îìó íå ïî-
âòîðþþ÷èñü). Íåõàé 2 ñòî¨òü â ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi, à âñi iíøi ÷èñëà �
íåïàðíi. ßê âiäîìî, êâàäðàò íåïàðíîãî ÷èñëà ïðè äiëåííi íà 8 äà¹ îñòà÷ó 1.
Îòæå, çà íàøèì ïðèïóùåííÿì, ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi ïðè äiëåííi íà 8 äà¹ â
îñòà÷i 5, à ïðàâà ÷àñòèíà � 3, ùî íå ìîæëèâî. Íåõàé òåïåð ÷èñëî 2 ñòî¨òü â
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ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi. Òàêà ñèòóàöiÿ ¹ òàêîæ íåìîæëèâîþ, îñêiëüêè òîäi
áè ëiâà ÷àñòèíà ïðè äiëåííi íà 8 äàâàëà îñòà÷ó 2, à ïðàâà ÷àñòèíà � 6.
Îòæå, äàíå ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ â ìíîæèíi ïðîñòèõ ÷èñåë.
3.15. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîìiòèìî, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n > 1,

24n+2 + 1 =
(
22n+1 − 2n+1 + 1

) (
22n+1 + 2n+1 + 1

)
. (17.1)

Îñêiëüêè 24n+2 + 1 =
(
22n+1

)2
+ 1 = 4s + 1, òî ÷èñëî

(
24n+2 + 1

)
êðàòíå

5, çâiäêè ìà¹ìî, ùî îäèí iç ìíîæíèêiâ â ïðàâié ÷àñòèíi (17.1) êðàòíèé 5.
Áiëüøå òîãî,

22n+1 − 2n+1 + 1 = 2n+1(2n − 1) + 1 ≥ 233 + 1 = 25, n > 1.

Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî êðàòíèé 5 ñïiâìíîæíèê â ïðàâié ÷àñòèíi (17.1) íå
ðiâíèé 5, ùî, ðàçîì ç ðiâíiñòþ (17.1) äîâîäèòü òâåðäæåííÿ çàäà÷i.
3.16. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêëàäåìî x = t + 3. Òîäi íàøå ðiâíÿííÿ íàáóäå

âèãëÿäó
2t(t2 + 3t+ 21) = 0.

Âîíî ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê â ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë, à ñàìå t = 0. Îòæå,
êîðåíåì ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ ¹ x = 3.
3.17. Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñÿ ïðåäñòàâëåííÿì ÷èñëà abcd òà îçíàêàìè

ïîäiëüíîñòi íà 9 òà íà 11. Íàãàäà¹ìî: ÷èñëî äiëèòèñÿ íà 9, ÿêùî ñóìà éîãî
öèôð äiëèòèñÿ íà 9 áåç çàëèøêó. Íàòóðàëüíå ÷èñëî áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ
íà 11, ÿêùî ðiçíèöÿ ìiæ ñóìîþ öèôð, ùî ñòîÿòü íà íåïàðíèõ ìiñöÿõ òà
ñóìîþ öèôð, ùî ñòîÿòü íà ïàðíèõ ìiñöÿõ, äiëèòüñÿ íà 11. Â íàøié ñèòóàöi¨
abcd ... 11, ÿêùî a+ c− (b+ d) ... 11.
3.18.Âêàçiâêà. Ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ôîðìóëîþ ñêîðî÷åíîãî ìíîæåííÿ:

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ an−3b2 + . . .+ a2bn−3 + abn−2 + bn−1).

3.19. Âiäïîâiäü: Íi, îñêiëüêè ñóìà öèôð öüîãî ÷èñëà äîðiâíþ¹ 300, ùî
îçíà÷à¹, ùî ÷èñëî áåç çàëèøêó äiëèòüñÿ íà 3. ßêùî á âîíî áóëî ïîâíèì
êâàäðàòîì, âîíî ìàëî á äiëèòèñÿ íà 9, àëå 300 íå äiëèòüñÿ íà 9 áåç çàëèøêó.
3.20. Âêàçiâêà. Çà óìîâîþ abc = 100a + 10b + c = 12(a + b + c), çâiäêè

âèïëèâà¹, ùî abc ... 3. Öå â ñâîþ ÷åðãó îçíà÷à¹, ùî a + b + c ... 3, à çíà÷èòü
abc ... 9. Êðiì òîãî, abc ... 4. Îòæå abc ... 36. Àëå a + b + c ≤ 27. Ç óñiõ öèõ
ìiðêóâàíü ìà¹ìî, ùî abc ≤ 27 · 12 = 324. Òàêèì ÷èíîì, ¹äèíå ìîæëèâå
÷èñëî: 108.
3.21. Âêàçiâêà. Ðîçïèøåìî ñóìó êâàäðàòiâ ï'ÿòè ïîñëiäîâíèõ äîâiëüíèõ

÷èñåë:

(n− 2)2 + (n− 1)2 + n2 + (n+ 1)2 + (n+ 2)2 = 5(n2 + 2) ... 5,
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çâiäêè âèïëèâà¹, ùî n2 + 2 ... 5, ÷îãî áóòè íå ìîæå.
3.22. Âiäïîâiäü: 1652, 6125.
3.23. Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíóòè ÷èñëî 6(n+ 7m) òà ñêîðèñòàòèñÿ ïðåäñòàâ-

ëåííÿì:
6(n+ 7m) = 6n+ 11m︸ ︷︷ ︸

... 31

+31m.

3.24. Âêàçiâêà. ßêùî p 6= 3, òî (8p2 + 1) ... 3.
Âiäïîâiäü: p = 3.
3.25. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i ñêîðèñòà¹ìîñÿ òàêèì

î÷åâèäíèì òâåðäæåííÿì. Íåõàé F (x1, x2, . . . , xn) � ìíîãî÷ëåí ç öiëè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè çìiííèõ x1, x2, . . . , xn. Áóäü-ÿêèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
F (x1, x2, . . . , xn) = 0 â öiëèõ ÷èñëàõ ¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

F (x1, x2, . . . , xn) ≡ 0 (mod m),

äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ N. Çâiäñè îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ÿêùî õî÷à á ïðè
îäíîìó çíà÷åííi m îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ, òî ðiâíÿííÿ
F (x1, x2, . . . , xn) = 0 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ ÷èñëàõ.
à) Ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ ìîæå ìàòè ðîçâ'ÿçêè ó öiëèõ ÷èñëàõ. Ðîç-

ãëÿíåìî çàäàíå ðiâíÿííÿ (mod 3). Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
y2 − 5 = 12x, ç ÷îãî âèïëèâà¹, ùî y2 − 5 ... 4 òà y2 − 5 ... 3. Çâiäñè îòðèìà¹ìî,
ùî y ìîæå áóòè òiëüêè íåïàðíèì ÷èñëîì. Îòæå, íåõàé y = 2k + 1. Òîäi
y2− 5 = (2k+ 1)2− 5 = 4(k2 + k− 1), ÿêå òàêîæ ìà¹ äiëèòèñÿ áåç çàëèøêó
íà 3. Àëå ÷èñëî k2 +k− 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî k äà¹ çàëèøêè 1 àáî 2 ïðè
äiëåííi íà 3 . Îòæå, îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.
á), â), ã) ðîçâ'ÿçóþòüñÿ àíàëîãi÷íî. Ðîçãëÿíóòè âèõiäíå ðiâíÿííÿ

(mod m) äëÿ òàêèõ m: á) m = 5, â) m = 13, ã) m = 4.
3.26. Âêàçiâêà. Âèäiëÿòè ïîñòóïîâî ïîâíi êâàäðàòè, ïî÷èíàþ÷è ç âíó-

òðiøíüîãî êîðåíÿ.
Âiäïîâiäü:

√
6 +
√

2.
3.27. Âiäïîâiäü: x = 2n− 1.

Ðîçäië 4

4.8. Âêàçiâêà. Ñóìà âñiõ êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ
öüîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷öi 1.
Âiäïîâiäü: 1.
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4.9. Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó Âi¹òà

x1 + x2 = −p, x1x2 = − 1

2p2

i íåðiâíiñòü ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì i ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì. Îòðè-
ìà¹ìî

x4
1 + x4

2 = (x1 + x2)
4 − 2x1x2(2(x1 + x2)

2 − x1x2) = p4 +
1

p2

(
2p2 +

1

2p2

)
=

= p4 + 2 +
1

2p4
≥ 2 + 2

√
p4 · 1

2p4
= 2 +

√
2.

4.10. Âêàçiâêà. Ïiäñòàâëÿþ÷è ïîñòóïîâî çàìiñòü n íåâiä'¹ìíi öiëi ÷èñëà,
îòðèìà¹ìî, ùî P (n) = n.
4.11. Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ Âi¹òà.
Âiäïîâiäü: x4 − ax3; x4 − ax3 − x+ a; x4 − x3 + x− 1; x4.
4.12. Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîðåíiâ u, v, uv ìíîãî÷ëåíà P (x) çà òåîðåìîþ Âi-

¹òà ìà¹ìî:
u+ v + uv = −a;

uv(1 + u+ v) = b;

u2v2 = −c,
çâiäêè ó âèïàäêó, ÿêùî a 6= 1 îòðèìó¹ìî:

b− c = uv(1 + u+ v + uv) = uv(1− a),

òîáòî uv = (b− c)/(1− a) � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî. Îñêiëüêè ÷èñëî u2v2 = −c
öiëå, òî i ÷èñëî uv òåæ öiëå. Òîìó ç ðiâíîñòåé

P (1)+P (−1)−2(1+P (0)) = (1+a+b+c)+(−1+a−b+c)−2(1+c) = 2(a−1) =

= −2(1 + u+ v + uv) = −2(1 + u)(1 + v) 6= 0,

2P (−1) = 2(−1− u)(−1− v)(−1− uv) = −2(1 + u)(1 + v)(1 + uv)

âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî

2P (−1)

P (1) + P (−1)− 2(1 + P (0))
= 1 + uv

òåæ ¹ öiëèì.
ßêùî æ a = 1, òî îòðèìà¹ìî 0 = 1 + u + v + uv = (1 + u)(1 + v), òîáòî

îäèí iç êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà äîðiâíþ¹ -1, à öå îçíà÷à¹, ùî ÷èñëî 2P (−1) = 0
äiëèòüñÿ íà áóäü-ÿêå öiëå ÷èñëî.
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4.13. Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí ìà¹ n äîäàòíèõ êîðåíiâ
x1, x2, . . . , xn, òî éîãî ñòåïiíü íå ìåíøå n. Îòæå, a 6= 0 i çà òåîðåìîþ Âi¹òà

x1 + x2 + . . .+ xn = 1,

(−1)n−1
n∑
i=1

x1x2 . . . xi−1xi+1 . . . xn = n2 b

a
,

(−1)nx1x2 . . . xn = − b
a
,

çâiäêè b 6= 0. Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì i ñåðå-
äíiì ãåîìåòðè÷íèì, îòðèìà¹ìî óìîâó

n2 = 1 · (−1)nn2b/a

(−1)n−1(−b/a)
= (x1 + x2 + . . .+ xn)

(
1

x1
+

1

x2
+ . . .+

1

xn

)
≥

≥ n(x1x2 . . . xn)
1
n

(
n

(
1

x1

1

x2
. . .

1

xn

)1/n
)

= n2,

ÿêà âèêîíó¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó, êîëè

x1 = x2 = . . . = xn =
1

n
.

4.14. Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ i ïîêà-
æåìî, ùî äëÿ ïàðíèõ n ìíîãî÷ëåí Pn(x) ïðèéìà¹ äîäàòíi çíà÷åííÿ äëÿ
âñiõ x ∈ R (à îòæå, íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ), à äëÿ íåïàðíèõ n ìíîãî÷ëåí
Pn(x) ìà¹ ëèøå îäèí äiéñíèé êîðiíü. Ïðè n = 0 ìà¹ìî P0(x) = 1 äëÿ âñiõ
x ∈ R. Íåõàé òâåðäæåííÿ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî ñòåïåíÿ ìåíøå çà
äåÿêå n ∈ N. Ïîêàæåìî, ùî âîíî âèêîíóâàòèìåòüñÿ i äëÿ n.
à) ßêùî n íåïàðíå, òî çãiäíî ïðèïóùåííþ iíäóêöi¨ P ′n(x) = Pn−1(x) > 0

äëÿ âñiõ x ∈ R, òîìó ôóíêöiÿ Pn(x) çðîñòà¹ i íå ìîæå ïåðåòâîðþâàòèñÿ íà
0 áiëüøå îäíîãî ðàçó. Òàê ÿê Pn(0) = 1 i lim

x→−∞
Pn(x) = −∞, òî íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ Pn(x) ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí íóëü.
á) ßêùî n ïàðíå, òî ìíîãî÷ëåí P ′n(x) = Pn−1(x) ìà¹ ðiâíî îäèí äiéñíèé

êîðiíü x0 6= 0. Îñêiëüêè P ′′n (x) = Pn−2(x) > 0 ïðè âñiõ x ∈ R, òî P ′n(x) > 0
ïðè âñiõ x > x0 i P ′n(x) < 0 ïðè âñiõ x < x0. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âñiõ x ∈ R
ìà¹ìî

Pn(x) ≥ Pn(x0) = Pn−1(x0) +
xn0
n!

=
xn0
n!

> 0.
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4.15. Äîâåäåííÿ. Òîòîæíiñòü Pn(t+ t−1) = tn + t−n ïðè t = t0 = e
πi
3 (äå

i2 = −1) ìà¹ âèãëÿä Pn(1) = 2 cos πn
3 , îñêiëüêè t

n
0 + t−n0 = e

πni
3 + e−

πni
3 =

2 cos πn
3 äëÿ âñiõ n ∈ C. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü ¹ ïåðiîäè÷íîþ ç ïåði-

îäîì 6 òà îáìåæåíîþ ÷èñëàìè -2 çíèçó i 2 çâåðõó.
4.16. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîìiòèìî, ùî âñi êîðåíi P (x) âiä'¹ìíi, îñêiëüêè

P (x) > 0 äëÿ âñiõ x ≥ 0. Îòæå, P (x) ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

P (x) = (x+ c1)(x+ c2) · . . . · (x+ cn),

äå ck > 0 � àáñîëþòíi çíà÷åííÿ êîðåíiâ P (x). Ïîìiòèìî, ùî c1·c2·. . .·cn = 1.
Ïiäñòàâëÿþ÷è x = n− 1, îòðèìà¹ìî

P (n− 1) = (n− 1 + c1)(n− 1 + c2) · . . . · (n− 1 + cn).

Çà íåðiâíiñòþ ìiæ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì òà ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì

n− 1 + ck = (1 + 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
n− 1 îäèíèöü

+ck) ≥ n n
√
ck.

Îòæå, P (n − 1) ≥ nn n
√
c1c2 . . . cn = nn, i ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ òiëüêè ó

âèïàäêó c1 = c2 = . . . = cn = 1. Òîìó P (x) = (x+ 1)n. Ïiäñòàâëÿþ÷è x = 1,
îòðèìà¹ìî 1 + a1 + a2 + . . .+ an−1 + 1 = 2n. Çâiäñè

a1 + a2 + . . .+ an−1 = 2n − 2.

Ðîçäië 5

5.8. Âêàçiâêà. Ïiäñòàâëÿþ÷è â ðiâíÿííÿ x = y = 0, îòðèìà¹ìî, ùî
f(0) = 1. Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ðiâíÿííÿ y = 0, îòðèìà¹ìî 3− f(x) = −2x + 2,
çâiäêè f(x) = 2x+ 1.
5.9. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðè y = 1 îäåðæèìî

f (x) + f (1) = f

(
x+ 1

1 + x

)
⇔

{
f (x) + f (1) = f (1) ,

x 6= −1

⇒ ∀x 6= −1 f (x) = 0.

Ïðè y = −1 îäåðæèìî

f (x) + f (−1) = f

(
x− 1

1− x

)
⇔

{
f (x) + f (−1) = f (−1) ,

x 6= 1

⇒ ∀x 6= 1 f (x) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ∀x ∈ R f (x) = 0.
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5.10. Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßêùî ó ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ ïiäñòàâèòè x =
f (y) , òî äiñòàíåìî ðiâíÿííÿ f (0) = 1−f (y)−y, òîáòî f (y) = 1−y−f (0) .
Ïîêëàâøè y = 0, îäåðæèìî f (0) = 1 − f (0) , òîáòî f (0) = 1

2 . Îòæå,
f (y) = 1

2 − y, òîáòî

∀x ∈ R f (x) =
1

2
− x.

Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ f (x) = 1
2−x çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó çàäà÷i.

5.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ.

x = 0, y = t : f (t)− f (−t) = 2f (t) ,
x = π

2 , y = t+ π
2 : f (t+ π)− f (−t) = 0,

x = t+ π
2 , y = π

2 : f (t+ π)− f (t) = −2f
(
π
2

)
sin t.

Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó, îäåðæèìî

f (t) = f
(π

2

)
sin t.

Ïîçíà÷èìî
f
(π

2

)
= a.

Ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, âñi ùî ôóíêöi¨ f (t) = a sin t, a ∈ R äiéñíî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè
ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ.
5.12. Âêàçiâêà. Ïîêëàñòè â ðiâíÿííi y = 1

x , ïðîëîãàðèôìóâàòè.
Âiäïîâiäü: f(x) = cx, c = const > 0.
5.13. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêëàäåìî ó ðiâíÿííi x = 1

y :

f

(
1

y

)
+ 2f(y) =

3

y
.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó
f(x) + 2f

(
1

x

)
= 3x,

2f(x) + f

(
1

x

)
=

3

x
.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó, îòðèìà¹ìî, ùî f(x) = 2−x2
x , x ∈ R \ {0}. Ïåðåâið-

êîþ âñòàíîâëþ¹ìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ äiéñíî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ.
5.14. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêëàäåìî ó ðiâíÿííi y = x+1

3x−1 :

f

(
y + 1

3y − 1

)
+

y + 1

3y − 1
f(y) = 1.
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó:
f(x) + xf

(
x+ 1

3x− 1

)
= 1,

x+ 1

3x− 1
f(x) + f

(
x+ 1

3x− 1

)
= 1.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó, çíàõîäèìî f(x) = 3x−1
x−1 , x ∈ R\{1

3 ; 1}. Ïåðåâiðêîþ
âñòàíîâëþ¹ìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ äiéñíî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ. Êðiì òîãî, äëÿ
x = 1 ç âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî f(1) + f(1) = 1, çâiäêè f(1) =
1
2 .
5.15. Âêàçiâêà. Ïiäñòàâëÿþ÷è â ðiâíÿííÿ çàìiñòü x ïîñëiäîâíî 1− x, 1,

0, ðàçîì ç ñàìèì ðiâíÿííÿì îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó:
2f(x) + f(1− x) + xf(1) = 3,

2f(1− x) + f(x) + (1− x)f(1) = 3,

2f(1) + f(0) + f(1) = 3,

2f(0) + f(1) = 3,

çâiäêè f(0) = 6
5 , f(1) = 3

5 i f(x) = 6−3x
5 .

5.16. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè ìåòîä ïiäñòàíîâîê, à ñàìå çàìiíèòè â ðiâ-
íÿííi x

x−2 íà x, ïîòiì
x+3
−3x+5 íà x, ñêëàñòè ñèñòåìó, âèðàçèòè f(x).

Âiäïîâiäü: f(x) = x+1
x .

Ðîçäië 6

6.7. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çðîáèìî ïiäñòàíîâêè

x = 0, y ∈ R ⇒ f(0) = 0 àáî f ≡ 1,

òîáòî, ôóíêöiÿ f ≡ 1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ. ßêùî iñíó¹ x∗ 6= 0 òàêèé,
ùî f(x∗) = 0, òî äëÿ âñiõ x f(x) = 0. Òîáòî, ôóíêöiÿ f ≡ 0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ. Óñi iíøi ðîçâ'ÿçêè ðiâíi íóëþ òiëüêè ïðè x = 0. Äàëi

x = y = t ⇒ f(t2) = f 2(t) ≥ 0,

òîáòî, ôóíêöiÿ f ¹ äîäàòíîþ äëÿ äîäàòíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó. Äàëi

x = y = −t ⇒ f(t2) = f 2(−t) ⇒ f(t) = ±f(−t)

⇒ f � ïàðíà àáî íåïàðíà.

Çíàéäåìî âèãëÿä øóêàíî¨ ôóíêöi¨ äëÿ äîäàòíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó. Ïðî-
ëîãàðèôìó¹ìî ðiâíiñòü

ln f(xy) = ln f(x) + ln f(y).
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g(t) = ln f(t). Ìà¹ìî

g(xy) = g(x) + g(y).

Iç çàäà÷i 6.2 ìà¹ìî

g(x) = c lnx = lnxc, c ∈ R \ {0}.

Îòæå, äëÿ äîäàòíèõ x ìà¹ìî f(x) = xc, c ∈ R \ {0}. Íà âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ
àðãóìåíòó ïðîäîâæó¹ìî ôóíêöiþ f ïàðíèì àáî íåïàðíèì ÷èíîì.
6.8. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà

äîâåñòè, ùî ∀m ≥ 1,∀x1, . . . , xm

f(x1 + . . .+ xm) = f(x1) + . . .+ f(xm) +
∑

1≤i<j≤m
xixj.

Äîâiëüíå íåâiä'¹ìíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî x ìà¹ âèãëÿä x = m
n , äå n ∈ N,m ∈

N
⋃
{0}. Ìà¹ìî

f
(m
n

)
= f

( 1

n
+ . . .+

1

n︸ ︷︷ ︸
m äîäàíêiâ

)
= mf

(
1

n

)
+
m2 −m

2
· 1

n2
.

Òàêîæ

f(1) = f
( 1

n
+ . . .+

1

n︸ ︷︷ ︸
n äîäàíêiâ

)
= nf

(
1

n

)
+
n2 − n

2
· 1

n2
,

òîáòî, f
(

1
n

)
= f(1) · 1

n−
n−1

2 ·
1
n2 . Îòæå, f

(
m
n

)
= f(1) · mn −

1
2 ·

m
n + 1

2 ·
m2

n2 . Òîáòî,
äëÿ âñiõ íåâiä'¹ìíèõ ðàöiîíàëüíèõ x f(x) = cx− 1

2x+ 1
2x

2, äå c = f(1) ∈ R.
Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f , îòðèìà¹ìî, ùî f(x) = cx− 1

2x+ 1
2x

2,
äå c ∈ R.
6.9. Âiäïîâiäü: f(x) = x2 + 1.
6.10. Âiäïîâiäü: f(x) = x2.
6.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìî-

æíà äîâåñòè, ùî ∀m ≥ 1,∀x1, . . . , xm

f(x1 + . . .+ xm) =
f(x1) · . . . · f(xm)∑

1≤i1<...<im−1≤m
f(xi1) · . . . · f(xim−1)

.

Äîâiëüíå íåâiä'¹ìíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî x ìà¹ âèãëÿä x = m
n , äå n ∈ N,m ∈

N
⋃
{0}. Ìà¹ìî

f
(m
n

)
= f

( 1

n
+ . . .+

1

n︸ ︷︷ ︸
m äîäàíêiâ

)
=

(
f
(

1
n

))m
m
(
f
(

1
n

))m−1 =
f
(

1
n

)
m

.
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Òàêîæ

f(1) = f
( 1

n
+ . . .+

1

n︸ ︷︷ ︸
n äîäàíêiâ

)
=

(
f
(

1
n

))n
n
(
f
(

1
n

))n−1 =
f
(

1
n

)
n

,

òîáòî, f
(

1
n

)
= f(1) ·n. Îòæå, f

(
m
n

)
= f(1)

m
n
. Òîáòî, äëÿ âñiõ äîäàòíèõ ðàöiî-

íàëüíèõ x îòðèìàëè f(x) = c
x , äå c = f(1) ∈ R. Âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü

ôóíêöi¨ f , îòðèìà¹ìî, ùî f(x) =
c

x
, äå c ∈ R.

6.12. Âiäïîâiäü: f(x) = cx
1+c−cx , x ∈ R \ {1 + 1

c}, c = const > 0.

6.13. Âiäïîâiäü: f(x) = cos cx, c = const ∈ R.
6.14. Âiäïîâiäü: f(x) ≡ 0 òà f(x) = xc, x ∈ (0;∞), c ∈ R.
6.15. Âiäïîâiäü: f(x) ≡ 1 òà f(x) = ec

x

, x ∈ (0;∞), c = const > 0.

6.16. Âiäïîâiäü: f(x) = c
x , x ∈ R \ {0}, c = const > 0.

6.17. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äëÿ êîæíîãî ðàöiîíàëüíîãî r ôóíêöiÿ fr (x) =
f (x+ r) − f (r) ¹ íåïåðåðâíîþ i ïðèéìà¹ ëèøå ðàöiîíàëüíi çíà÷åííÿ. Òî-
ìó âîíà ¹ ñòàëîþ: iñíó¹ òàêå ðàöiîíàëüíå çíà÷åííÿ cr, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî
äiéñíîãî x âèêîíó¹òüñÿ fr (x) = cr. Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fr çðîçóìiëî,
ùî êîíñòàíòè cr çàäîâîëüíÿþòü ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ Êîøi: äëÿ ðà-
öiîíàëüíèõ r1 òà r2 ìà¹ ìiñöå cr1+r2 = cr1 + cr2. Àëå òîäi cr = c1r, à
f (r) = f (0) + c1r. Òîìó, çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f ,
ìà¹ìî f (x) = f (0) + c1x äëÿ âñiõ äiéñíèõ x. Òàêèì ÷èíîì, óìîâó çàäà÷i
ìîæóòü çàäîâîëüíÿòè ëèøå ëiíiéíi ôóíêöi¨ ç ðàöiîíàëüíèì êóòîâèì êîåôi-
öi¹íòîì. Áåçïîñåðåäíüî âïåâíþ¹ìîñÿ, ùî âñi òàêi ôóíêöi¨ äiéñíî çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó.
6.18. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó íàéïðîñòiøèé âèïàäîê, êîëè

f ≡ 0. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ g òà h ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ìàþòü ðiçíi
àðãóìåíòè, òî ç íåîáõiäíiñòþ îäíà ç íèõ òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëåâi, à iíøà
¹ äîâiëüíîþ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.
Íåõàé òåïåð f 6≡ 0. Ïîêëàâøè x = 0, îäåðæèìî

f (y) = g (0)h (y) .

ßêùî g (0) = 0, òî ìè çíîâó ïðèõîäèìî äî âèïàäêó, êîëè f ≡ 0. Iíàêøå
ïîçíà÷èìî C1 = g−1 (0) i îäåðæèìî

h (y) = C1f (y) .

Àíàëîãi÷íî, ïîêëàäàþ÷è y = 0 òà C2 = h−1 (0), îäåðæó¹ìî

g (x) = C2f (x) .
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Òîäi
f (x+ y) = C1C2f (x) f (y) .

Ïiñëÿ çàìiíè
w (·) = C1C2f (·)

îäåðæèìî
w (x+ y) = w (x)w (y) .

Iç çàäà÷i 6.3 ìà¹ìî
w (x) = ecx, c ∈ R.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî
f (x) = C−1

1 C−1
2 ecx,

g (x) = C2f (x) = C−1
1 ecx,

h (x) = C1f (x) = C−1
2 ecx.

Îòæå, ¹ òàêi ðîçâ'ÿçêè:

1. f ≡ g ≡ 0, h � äîâiëüíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ;

2. f ≡ h ≡ 0, g � äîâiëüíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ;

3. f (x) = abecx, g (x) = aecx, h (x) = becx, a, b ∈ R\ {0} , c ∈ R.

Óñi ðîçâ'ÿçêè íà âñþ ÷èñëîâó âiñü ìîæíà îäåðæàòè íåïåðåðâíèì ïðîäîâ-
æåííÿì öèõ ôóíêöié.

Ðîçäië 7

7.6. Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî ñïiââiäíîøåííÿ a2
n − an → 2, n → ∞ íà-

ñòóïíèì ÷èíîì:
(an − 2)(an + 1)→ 0, n→∞.

Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü
(

1
an+1 , n ≥ 1

)
¹ îáìåæåíîþ, îñêiëüêè an > 0,

ïðè n ≥ 1 òà an 9 0, n→ +∞. Òîäi

an − 2 = (an − 2)(an + 1) · 1

(an + 1)
−→
n→∞

0,

ÿê äîáóòîê íåñêií÷åííî ìàëî¨ òà îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòåé. Îòæå, an → 2,
n→∞.
7.7. Äîâåäåííÿ. Ç òîãî, ùî an

n → 0, n → ∞, çà îçíà÷åííÿì ìà¹ìî:
∀ε > 0 ∃N = N(ε) òàêå, ùî ∀n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∣∣an
n

∣∣ < ε. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ n ≥ N : |an| < nε.
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Íåõàé n äîñèòü âåëèêå, òîáòî n ≥ N . Òîäi

0 ≤ |max{a1, a2, . . . , an}|
n

≤ |max{a1, a2, . . . , aN}|
n

+
|max{aN+1, aN+2, . . . , an}|

n
.

Ïðè öüîìó
|max{a1, a2, . . . , aN}|

n
→ 0, n→∞,

îñêiëüêè max{a1, a2, . . . , aN} íå çàëåæèòü âiä n. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî

|aN+1| < (N+1)ε, |aN+2| < (N+2)ε, |aN+3| < (N+3)ε, . . . , |an| < nε,

à îòæå |max{aN+1, aN+2, . . . , an}| < nε. Ç öèõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî

lim sup
n→∞

|max{a1, a2, . . . , an}|
n

≤ lim sup
n→∞

|max{a1, a2, . . . , aN}|
n

+

+lim sup
n→∞

|max{aN+1, aN+2, . . . , an}|
n

≤ lim sup
n→∞

nε

n
= ε.

Îòæå, lim
n→∞

1
n max{a1, a2, . . . , an} iñíó¹ i äîðiâíþ¹ 0, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

7.8. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ:

lim
n→∞

n2019(
n− (n− 1)

)(
nx−1 + nx−2(n− 1) + . . .+ n(n− 1)x−2 + (n− 1)x−1

) =

=
1

2020
,

òîáòî

lim
n→∞

n2019(
nx−1 + nx−2(n− 1) + . . .+ n(n− 1)x−2 + (n− 1)x−1

) =
1

2020
.

Â ÷èñåëüíèêó i çíàìåííèêó äðîáó, ÿêèé ñòî¨òü ïiä çíàêîì ãðàíèöi � ìíî-
ãî÷ëåíè. Òîìó ãðàíèöÿ áóäå äîðiâíþâàòè ÷èñëó ëèøå òîäi, êîëè ñòåïåíi
ìíîãî÷ëåíiâ ÷èñåëüíèêà òà çíàìåííèêà îäíàêîâi. Íàéñòàðøèé ñòåïiíü çíà-
ìåííèêà äîðiâíþ¹ x− 1. Çâiäñè îòðèìà¹ìî, ùî

x− 1 = 2019, òîáòî x = 2020.

Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî ïðè òàêîìó x ãðàíèöÿ äiéñíî äîðiâíþ¹
1/2020.
7.9. Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ðîçêëàäåìî äðiá 1

k(k+1)(k+2) íà ïðîñòi äðîáè:

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1
2

k
− 1

k + 1
+

1
2

k + 2
.
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Òîäi

an =
n∑
k=1

1

k(k + 1)(k + 2)
=

1

2

n∑
k=1

(
1

k
− 2

k + 1
+

1

k + 2

)
=

=
1

2

[(
1

1
− 2

2
+

1

3

)
+

(
1

2
− 2

3
+

1

4

)
+

(
1

3
− 2

4
+

1

5

)
+

(
1

4
− 2

5
+

1

6

)
+ . . .+

+

(
1

n− 2
− 2

n− 1
+

1

n

)
+

(
1

n− 1
− 2

n
+

1

n+ 1

)
+

(
1

n
− 2

n+ 1
+

1

n+ 2

)]
=

=
1

2

[
1

2
− 1

n+ 1
+

1

n+ 2

]
, n ≥ 1.

Îòæå, lim
n→∞

an = 1
4 .

á) Ðîçïèøåìî an:

an =
n∑
k=1

k − 1

k!
=

n∑
k=1

(
1

(k − 1)!
− 1

k!

)
=

=
1

0!
− 1

1!
+

1

1!
− 1

2!
+

1

2!
− 1

3!
+ . . .+

1

(n− 1)!
− 1

n!
=

(
1− 1

n!

)
→
n→∞

1.

7.10. Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

an =

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)(
1− 1

42

)
. . .

(
1− 1

n2

)
=

=
1 · 3
22
· 2 · 4

32
· 3 · 5

42
· . . . · (n− 2)n

(n− 1)2
· (n− 1)(n+ 1)

n2
=

1 · (n+ 1)

2 · n
,

òî iñíó¹

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1 · (n+ 1)

2 · n
=

1

2
.

7.11. Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi.
à) Îñêiëüêè

n2
√

1! + 2! + . . .+ n! = e
1
n2

ln(1!+2!+...+n!), n ≥ 1,

i
0 = ln 1 ≤ ln(1! + 2! + . . .+ n!) ≤ ln(n · n!) =

= ln 1 + ln 2 + . . .+ lnn+ lnn ≤
≤ (n+ 1) lnn,
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òî

0 ≤ 1

n2
ln(1! + 2! + . . .+ n!) ≤ (n+ 1) lnn

n2
→
n→∞

0.

Çâiäñè
lim
n→∞

n2
√

1! + 2! + . . .+ n! = e0 = 1.

á) Ñïðàâåäëèâi îöiíêè:

1 =

√
n√
n
≤ 1√

n

√
n+

√
n− 1 +

√
n− 2 + . . .+

√
1 ≤

≤ 1√
n

√
n+

√
n− 1 +

√
(n− 2) + (n− 3) + . . .+ 2 + 1 =

=
1√
n

√√√√
n+

√
n− 1 +

√
(n− 2)(n− 1)

2
≤

≤ 1√
n

√
n+

√
n− 1 +

√
n2 =

1√
n

√
n+
√

2n− 1 =

√
n+
√

2n− 1

n
→
n→∞

1.

Îòæå,

lim
n→∞

1√
n

√
n+

√
n− 1 +

√
n− 2 + . . .+

√
1 = 1.

â) Ç îöiíîê

1 =
nn

nn
≤ 1 + 22 + 33 + . . .+ nn

nn
≤ n1 + n2 + n3 + . . .+ nn

nn
=

=
n(nn − 1)

nn(n− 1)
=

nn − 1

nn − nn−1
→
n→∞

1,

òà ëåìè ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

1 + 22 + 33 + . . .+ nn

nn
= 1.

ã) Âiäïîâiäü: 2020.
ä) Âiäïîâiäü: max{a1, a2, . . . , am}.
7.11. Âêàçiâêà. Ïîìiòèòè, ùî ñåðåä òðüîõ ïîñëiäîâíèõ íåïàðíèõ ÷èñåë

îäíå äiëèòüñÿ áåç çàëèøêó íà 3. Òîìó äëÿ an ≥ 9, îäíå ç òðüîõ ÷èñåë: an+2,
an + 4, an + 6 ¹ ñêëàäåíèì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî an < an+1 ≤ an + 6, çâiäêè
1− 6

an+1
≤ an

an+1
< 1. Äàëi ñêîðèñòàòèñÿ ëåìîþ ïðî òðè ïîñëiäîâíîñòi.

Âiäïîâiäü: lim
n→∞

an
an+1

= 1.
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Ðîçäië 8

8.8. Âêàçiâêà. à) Ç ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà çíàéòè ôîðìóëó
çàãàëüíîãî ÷ëåíà ïîñëiäîâíîñòi:

an =

{
1
2 , n− ïàðíå,

1− n
2(n+1) , n− íåïàðíå,

òà äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü öi¹¨ ôîðìóëè çà iíäóêöi¹þ. Òîäi, î÷åâèäíî,
lim
n→∞

an = 1
2 .

á) Àíàëîãi÷íî. Íåâàæêî çðîáèòè ïðèïóùåííÿ, ùî an = 1
n , n ≥ 1. Öå

ïðèïóùåííÿ äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Îòæå, lim
n→∞

an =

0.
8.9. Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi:

a2 =
3

4
, a3 =

3
4 + 3

4
=

15

16
, a4 =

15
16 + 3

4
=

63

64
, . . .

Âèíèêà¹ ïðèïóùåííÿ, ùî an = 4n−1−1
4n−1 , n ≥ 1. Éîãî íåâàæêî äîâåñòè ìåòî-

äîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Òîäi

lim
n→∞

an = lim
n→∞

4n−1 − 1

4n−1
= 1.

8.10. Äîâåäåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi
(an), âiäíiìåìî âiä îáîõ ÷àñòèí ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ âåëè÷èíó 1

2an:

an+1 −
1

2
an = an −

1

2
an−1, n ≥ 2.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî an − 1
2an−1 = const, äëÿ âñiõ n ≥ 2. Àëå çà óìîâîþ

a2 − 1
2a1 = 2. Îòæå, an − 1

2an−1 = 2, n ≥ 2, çâiäêè

an = 2 +
1

2
an−1, n ≥ 2.

Òîäi

a2 =
5

2
= 4− 3

2
, a3 =

13

4
= 4− 3

4
, , a4 =

29

8
= 4− 3

8
, . . .

Âèíèêà¹ ïðèïóùåííÿ, ùî

an = 4− 3

2n−1
, n ≥ 1,
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ÿêå íåâàæêî äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Òàêèì ÷èíîì,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
4− 3

2n−1

)
= 4.

8.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðåïèøåìî çàäàíå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ íà-
ñòóïíèì ÷èíîì:

an − an−2 = −n
2 + n− 1

(n+ 1)!
, n ≥ 3,

çâiäêè

an − an−2 =
1− n(n+ 1)

(n+ 1)!
=

1

(n+ 1)!
− 1

(n− 1)!
, n ≥ 3,

òîáòî

an = an−2 −
1

(n− 1)!
+

1

(n+ 1)!
, n ≥ 3.

Âèïèøåìî äåêiëüêà ïåðøèõ åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi:

a1 =
2

3
, a2 =

1

3
,

a3 =
2

3
− 1

2!
+

1

4!
=

1

6
+

1

4!
, a4 =

1

3
− 1

3!
+

1

5!
=

1

6
+

1

5!
,

a5 =

(
2

3
− 1

2!
+

1

4!

)
+

1

6!
− 1

4!
=

2

3
− 1

2!
+

1

6!
=

1

6
+

1

6!
,

a6 =

(
1

3
− 1

3!
+

1

5!

)
+

1

7!
− 1

5!
=

1

3
− 1

3!
+

1

7!
=

1

6
+

1

7!
, . . .

Çâiäñè âèíèêà¹ ïðèïóùåííÿ, ùî çàãàëüíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi (an) îïèñó-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

an =
1

6
+

1

(n+ 1)!
, n ≥ 1.

Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ íåâàæêî öå äîâåñòè.
Òàêèì ÷èíîì, iñíó¹ ãðàíèöÿ

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
1

6
+

1

(n+ 1)!

)
=

1

6
.

8.12. Âêàçiâêà. Ïîìiòèòè, ùî

an = (1 + 4 + 42 + . . .+ 4n−2)b− (4 + 42 + . . .+ 4n−2)a,
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à, îòæå,

an = 4n
b− a

12
+

4a− b
3

.

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ íåâàæêî äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäó-
êöi¨. Òîäi

lim
n→∞

an
4n

=
b− a

12
.

8.13. Ðîçâ'ÿçàííÿ.
a) Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàíèöÿ iñíó¹. Ïîçíà÷èìî lim

n→∞
an = a. Òîäi ç ðåêó-

ðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

1

4(1− an)
,

çâiäêè a = 1
4(1−a) , òîáòî a = 1

2 .
Òåïåð çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà ïîêàæåìî, ùî ãðàíèöÿ äiéñíî iñíó¹. Ðîç-

ãëÿíåìî äåêiëüêà ïåðøèõ åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi:

a1 = 0, a2 =
1

4
, a3 =

1

3
, a4 =

3

8
, a5 =

2

5
, . . .

Òîäi ìîæíà çðîáèòè ïðèïóùåííÿ, ùî ïîñëiäîâíiñòü ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ-
÷îþ òà îáìåæåíîþ çâåðõó ÷èñëîì 1

2 .
Äiéñíî, ïîêàæåìî, ùî an < 1

2 , n ≥ 1, ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨:

1. Ïðè n = 1: a1 = 0 < 1
2 ;

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè n = k: ak < 1
2 ;

3. Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi ïðè n = k + 1: ak+1 = 1
4(1−ak) <

1

4(1− 1
2)

= 1
2 , ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Íàðåøòi, ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (an) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ. Äëÿ
öüîãî ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

an+1 − an =
1

4(1− an)
− 1

4(1− an−1)
=

1

4
· an − an−1

(1− an)(1− an−1)
.

Îñêiëüêè an < 1
2 , n ≥ 1, òî çíàìåííèê ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi ¹ äîäà-

òíèì. Îòæå, âèðàçè (an+1− an) òà (an− an−1) ìàþòü îäíàêîâi çíàêè, òîáòî
àáî an+1 ≥ an ≥ an−1 àáî an+1 ≤ an ≤ an−1, äëÿ âñiõ n ≥ 1. Âðàõîâóþ÷è,
ùî ïåðøi åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi çðîñòàþòü, çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâ-
íiñòü (an) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ. Îòæå, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà iñíó¹
ãðàíèöÿ lim

n→∞
an, i ÿê áóëî çíàéäåíî ðàíiøå, äîðiâíþ¹ 1

2 .
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á) Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî an > 0, äëÿ âñiõ n ≥ 1.
Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàíèöÿ lim

n→∞
an iñíó¹, i ïîçíà÷èìî lim

n→∞
an = a. Òîäi áå-

ðó÷è ãðàíèöþ âiä îáîõ ÷àñòèí ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ, îòðèìà¹ìî
ðiâíÿííÿ

a =
1

3
(1 + a+ a3),

çâiäêè a3 − 2a + 1 = 0. Öå ðiâíÿííÿ ìà¹ òðè êîðåíi: a = 1, a = −1−
√

5
2 ,

a = −1+
√

5
2 . Î÷åâèäíî, ÷èñëî −1−

√
5

2 íå ìîæå áóòè ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi.
Äîâåäåìî, ùî ãðàíèöÿ iñíó¹, òà ç'ÿñó¹ìî, ÿêå ç äâîõ äîäàòíèõ êîðåíiâ

ðiâíÿííÿ ¹ ãðàíèöåþ. Äëÿ öüîãî âèïèøåìî äåêiëüêà ïåðøèõ ÷ëåíiâ ïîñëi-
äîâíîñòi:

a1 = 0, a2 =
1

2
, a3 =

1

2
, a4 =

13

24
, a5 =

5

9
, . . .

Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü ¹ çðîñòàþ÷îþ, ïî÷èíàþ÷è ç n = 3.
Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî äâà ñóñiäíi åëåìåíòè ïîñëiäîâíîñòi:

an+1 =
1

3
(1 + an + a3

n−1), an =
1

3
(1 + an−1 + a3

n−2), n ≥ 3.

Âiäíiìàþ÷è îäèí âiä îäíîãî, îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü:

an+1 − an =
1

3
(an − an−1) + (an−1 − an−2)(a

2
n−1 + an−1an−2 + a2

n−2), n ≥ 3.

Äëÿ ïåðøèõ åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ a3 < a4 <

a5. ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî an < an+1 äëÿ ïåðøèõ k åëåìåíòiâ, òî âèêîðè-
ñòîâóþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ òà ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ðîáèìî
âèñíîâîê, ùî an < an+1 äëÿ âñiõ n ≥ 3.
Íàðåøòi, çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü ¹ îáìåæåíîþ çâåðõó.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ìåíøèé ç äâîõ äîäàòíèõ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ: a = −1+
√

5
2 .

Çðîçóìiëî, ùî

a1 <
−1 +

√
5

2
, a2 <

−1 +
√

5

2
, a3 <

−1 +
√

5

2
.

Âèíèêà¹ ïðèïóùåííÿ, ùî an < −1+
√

5
2 , äëÿ âñiõ n ≥ 1. Ïåðåâiðèìî éîãî

ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨:

1. Ïðè n = 1: a1 <
−1+

√
5

2 ;

2. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñiõ n ≤ k: ak < −1+
√

5
2 ;
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3. Äîâåäåìî ñïðàâåäëèâiñòü íåðiâíîñòi ïðè n = k + 1:

ak+1 =
1

3
(1+ak+a

3
k−1) <

1

3

1 +
−1 +

√
5

2
+

(
−1 +

√
5

2

)3
 =

−1 +
√

5

2
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Îòæå, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà ïîñëiäîâíiñòü ìà¹ ãðàíèöþ, i

lim
n→∞

an =
−1 +

√
5

2
.

â) Ç ðåêóðåíòíîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî

an =
1

2

(
an−1 +

a

an−1

)
> 0.

Òîäi ðåêóðåíòíå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê:

2anan−1 = a2
n−1 + a,

àáî äîäàâøè i âiäíÿâøè a2
n:

0 ≤ (an−1 − an)2 = a2
n − a.

Îòæå,
an ≥

√
a, n ∈ N.

Êðiì òîãî, ç öi¹¨ îöiíêè òà ðåêóðåíòíîãî ðiâíÿííÿ âèïëèâà¹, ùî

an − an−1 =
a− a2

n−1

2an−1
≤ 0,

çâiäêè an ≤ an−1, òîáòî ïîñëiäîâíiñòü ìîíîòîííî íå çðîñòà¹ i îáìåæåíà
çíèçó. Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàñà iñíó¹ lim

n→∞
an = A. Âçÿâøè

ãðàíèöþ âiä îáîõ ÷àñòèí ðiâíÿííÿ, ìàòèìåìî:

A =
1

2

(
A+

a

A

)
, çâiäêè A =

√
a.

Îñòàòî÷íî,
lim
n→∞

an =
√
a.

8.14. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Äîâåäåìî, ùî, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî íîìåðó, ïîñëi-
äîâíiñòü ¹ ñïàäíîþ. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ n ∈ N, äëÿ
ÿêîãî an < min{an−1, an−2}. Äiéñíî, ç öüîãî âèïëèâàòèìå, ùî

an+1 =
√
an +

√
an−1 <

√
an−1 +

√
an−2 = an < an−1,
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à îòæå, an+1 < min{an, an−1}. Ïðîäîâæóþ÷è öi ìiðêóâàííÿ äàëi, îòðèìà¹ìî
an+k < min{an+k−1, an+k−2} äëÿ áóäü-ÿêîãî k ≥ 0. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî
an−1 > an > an+1 > . . ., i ïîñëiäîâíiñòü ñïàäà¹.
Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì ëåãêî âïåâíèòèñÿ, ùî a5 ≈ 14.2 <

min{49.4, 52.0} ≈ min{a3, a4}. Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü ñïàäà¹, ïî÷èíàþ÷è ç
n = 4. Êðiì òîãî, ç a1 = 20 > 4 òà a2 = 2020 > 4 âèïëèâà¹ a3 >

√
4+
√

4 = 4
i, àíàëîãi÷íî, an > 4 äëÿ áóäü-ÿêîãî n ∈ N. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü ¹
ñïàäíîþ òà îáìåæåíîþ çíèçó ÷èñëîì 4. Òîìó iñíó¹ lim

n→∞
an = a ≥ 4.

Ïåðåõîäÿ÷è â óìîâi çàäà÷i äî ãðàíèöi ïðè n → ∞, îòðèìó¹ìî a = 2
√
a,

çâiäêè a = 4.
Âiäïîâiäü: lim

n→∞
an = 4.

Ðîçäië 9

9.4. Âêàçiâêà. Äâi÷i çàñòîñóâàòè òåîðåìó Øòîëüöÿ, ïîêëàâøè íà ïåð-
øîìó êðîöi

xn = n2, yn = 2n, n ≥ 1,

à íà äðóãîìó êðîöi:

xn = 2n− 1, yn = 2n−1, n ≥ 1,

Âiäïîâiäü: a
2 .

9.5. Âiäïîâiäi: à) 1
3 ; á) 0; â)

1
2 ; ã)

a
a−1 ; ä)

2
5 .

9.6.Âêàçiâêà. Ïîäàòè bn ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

bn = αn−1
n∑
k=1

ak
αk−1

=

∑n
k=1

ak
αk−1

1/αn−1
, n ≥ 1,

òà çàñòîñóâàòè òåîðåìó Øòîëüöÿ.
Âiäïîâiäü: a

1−α .

9.7. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè òåîðåìó Øòîëüöÿ, ïîêëàâøè

xn = 1 · a1 + 2 · a2 + . . .+ n · an, yn = n2, n ≥ 1.

Âiäïîâiäü: a
2 .

9.8. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêëàäåìî xn = an, yn = n. Òîäi çà óìîâîþ

lim
n→∞

xn − xn−1

yn − yn−1
= lim

n→∞

an+1 − an
n− (n− 1)

= lim
n→∞

(an+1 − an) = a.

Îòæå, äëÿ ââåäåíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (xn), (yn) âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè
Øòîëüöÿ, à çíà÷èòü iñíó¹

lim
n→∞

an
n

= a.
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9.9. Âêàçiâêà. Çàïèøåìî An íàñòóïíèì ÷èíîì:

An =
a1

an
(abn) +

a2

an
(abn−1) + . . .+

an
an

(ab1), n ≥ 1.

Ïîêëàäåìî
cnk =

an−k+1

an
, 1 ≤ k ≤ n, n ≥ 1,

òà çàñòîñó¹ìî äî ïîñëiäîâíîñòi (abn) òåîðåìó Òüîïëèöÿ. Îòðèìà¹ìî, ùî
lim
n→∞

An = ab.

Âiäïîâiäü: ab.

Ðîçäië 10

10.8. Âêàçiâêà. Ðîçâ'ÿçàííÿ àíàëîãi÷íå äî çàäà÷i 10.3.
Âiäïîâiäü: A−1 = −A− 2E.
10.9. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

 , B =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n
... ... . . . ...
An1 An2 . . . Ann

 ,

äå Aij � àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äî åëåìåíòiâ aij. Ðîçãëÿíåìî

detA · detB = detA · detBT = det(A ·BT ) = (detA)n.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà, îñêiëüêè

A ·BT =


detA 0 . . . 0

0 detA . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . detA

 .

Öå âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Ëàïëàñà òà òåîðåìè àíóëþâàííÿ äëÿ âèçíà÷íèêiâ.
ßêùî ìàòðèöÿ íåâèðîäæåíà, òî detB = (detA)n−1 òà α = n − 1. ßêùî
ìàòðèöÿ A âèðîäæåíà, òî α ìîæå áóòè äîâiëüíèì äiéñíèì ÷èñëîì êðiì
0.
10.10. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïiââiäíîøåííÿ:

E = O + E = A2019 + E = A2019 + E2019 =

= (A+ E)(A2018 − A2017 + A2016 − . . .+ A2 − A+ E).
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Îñêiëüêè detE = 1 6= 0, òî â ïðàâié ÷àñòèíi îñòàííüî¨ ðiâíîñòi êîæíà ç
ìàòðèöü ¹ òàêîæ íå âèðîäæåíîþ, òîáòî det(A+ E) 6= 0.
10.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ.

E + AB = E + A− A2,

(E + A− A2)(E − A+ A2) = E − A2 + 2A3 − A4 = E.

Âiäïîâiäü: E − A+ A2.
10.12. Âêàçiâêà. Ðîçâ'ÿçàííÿ àíàëîãi÷íå äî çàäà÷i 10.4. Âiäïîâiäü: O �

íóëüîâà ìàòðèöÿ.
10.13. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé

Pk(x) = ak,0 + ak,1x+ ak,2x
2 + . . .+ ak,n−2x

n−2, 1 ≤ k ≤ n.

Êîæåí òàêèé ìíîãî÷ëåí ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê äîáóòîê äâîõ ìàòðèöü, à
ñàìå

Pk(x) =
(
ak,0 ak,1 . . . ak,n−2

)
·


1
x
...

xn−2

 .

Òîäi

P =

 P1(λ1) . . . P1(λn)
... ...

Pn(λ1) . . . Pn(λn)

 =

=

 a1,0 a1,1 . . . a1,n−2 0
... ... ...
an,0 an,1 . . . an,n−2 0

 ·


1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λn
... ...

λn−2
1 λn−2

2 . . . λn−2
n

0 0 . . . 0

 = A · Λ.

Çâiäñè detP = det(A · Λ) = detA · det Λ = 0 · 0 = 0.
10.14. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó äî 1-ãî ðÿäêà äîäàìî óñi iíøi. Òîäi

x =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 11
0 2 . . . 12 0

... ...
0 19 . . . 9 0
20 0 . . . 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 21 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
0 2 . . . 12 0

... ...
0 19 . . . 9 0
20 0 . . . 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Äàëi äî 2-ãî ðÿäêà äîäàìî ðÿäêè ç 3-ãî ïî 9-é, äî 3-ãî � ç 4-ãî ïî 8-é, äî
4-ãî � ç 5-ãî ïî 7-é, äî 5-ãî ðÿäêà 6-é. Îòðèìà¹ìî

x = 215 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
0 1 . . . 1 0

... ...
0 19 . . . 9 0
20 0 . . . 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Äàëi âiä 1-ãî ðÿäêà âiäíiìåìî 2-é, âiä 2-ãî � 3-é, âiä 3-ãî � 4-é, âiä 4-ãî �
5-é. Îòðèìà¹ìî

x = 215 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0 1
0 1 . . . 1 0

... ...
0 19 . . . 9 0
20 0 . . . 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Îñòàòî÷íî, âiä 10-ãî ðÿäêà âiäíiìà¹ìî 20 1-õ, âiä 9-ãî � 19 2-õ, âiä 8-ãî �
18 3-iõ, âiä 7-ãî � 17 4-õ, âiä 6-ãî � 16 5-õ. Ìà¹ìî

x = 215 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1
0 1 . . . 1 0

... ...
0 0 . . . −10 0
0 0 . . . 0 −10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 215 · (−10)5 = −2105.

10.15. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà òåîðåìîþ Âi¹òà: x1 + x2 + x3 + x4 = 0. Òåïåð
äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà âèçíà÷íèêà âñi iíøi:∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 x2 x3 x4

x4 x1 x2 x3

x3 x4 x1 x2

x2 x3 x4 x1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 0
x4 x1 x2 x3

x3 x4 x1 x2

x2 x3 x4 x1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

10.16. Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòàòèñÿ âëàñòèâîñòÿìè âèçíà÷íèêiâ: 1) âèçíà-
÷íèê äîðiâíþ¹ ñóìi åëåìåíòiâ äåÿêîãî ðÿäêà àáî ñòîâïöÿ, ïîìíîæåíèõ íà
âiäïîâiäíi ¨ì àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ; 2) ñóìà åëåìåíòiâ áóäü-ÿêîãî ðÿäêà
àáî ñòîâïöÿ âèçíà÷íèêà, ïîìíîæåíèõ íà àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äî åëåìåí-
òiâ iíøîãî ðÿäêà (ñòîâïöÿ) äîðiâíþ¹ íóëþ. Çàïèøåìî öi òâåðäæåííÿ äëÿ
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ñòîâïöiâ ìàòðèöi A:
n∑
i=1

aijAij = detA, j = 1, n,

n∑
i=1

aijAik = 0, k 6= j, j = 1, n.

Çàôiêñó¹ìî j i âèáåðåìî ç öèõ ðiâíîñòåé òi, â ÿêèõ çóñòði÷àþòüñÿ àëãåáðà-
¨÷íi äîïîâíåííÿ Aij äî åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A:

a11A1j + a21A2j + . . .+ an1Anj = 0,

a12A1j + a22A2j + . . .+ an2Anj = 0,

. . .

a1jA1j + a2jA2j + . . .+ anjAnj = detA,

. . .

a1nA1j + a2nA2j + . . .+ annAnj = 0.

Äîäàìî âñi ðiâíîñòi:

A1j(a11 + a12 + . . .+ a1n) + A2j(a21 + a22 + . . .+ a2n) + . . .+

+Anj(an1 + an2 + . . .+ ann) = detA,

àáî
λ(A1j + A2j + . . .+ Anj) = detA.

Çâiäñè
1

detA

(
A1j + A2j + . . .+ Anj

)
=

1

λ
.

Ëiâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ¹ ÿêðàç ñóìîþ åëåìåíòiâ, ùî ñòîÿòü ó j-ìó
ðÿäêó ìàòðèöi A−1 = B = (bjk)

n
j,k=1, òîáòî ìè îòðèìàëè, ùî

n∑
k=1

bjk =
1

λ
.

Îñêiëüêè öå ñïðàâåäëèâî äëÿ áóäü-ÿêîãî j = 1, n, òâåðäæåííÿ ïîâíiñòþ
äîâåäåíî.
10.17. Âêàçiâêà. Êëþ÷îâîþ iäå¹þ ðîçâ'ÿçàííÿ ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

ÿêùî ó ìàòðèöi Am×n êiëüêiñòü ðÿäêiâ ìåíøà êiëüêîñòi ñòîâïöiâ, òîáòî
m < n, òî detATA = 0. Äiéñíî, rangATA ≤ rangA ≤ m < n, çâiäêè ìà-
òðèöÿ ATA ìà¹ íåïîâíèé ðàíã. Òîìó íàéêðàùå ãðàòè ïiä äðóãèì íîìåðîì:
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ÿêå á íàòóðàëüíå ÷èñëî m íà íàçâàâ ïåðøèé ñòóäåíò, ó äðóãîãî çàâæäè
¹ ìîæëèâiñòü íàçâàòè ÷èñëî n áiëüøå çà m, ùî â ñâîþ ÷åðãó çàáåçïå÷ó¹
detATA = 0.
10.18. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî A · AT = AT · A = E.

Îòæå, äîìíîæóþ÷è îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi íà (AT )n çëiâà i íà An ñïðàâà,
îäåðæèìî, ùî X = E.
Âiäïîâiäü: X = E.

10.19. Âêàçiâêà. Ïåðåêîíàòèñü, ùî (A−B)3 = A−B. Òîìó det(A−B) =
±1; 0.
10.20. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Óâåäåìî â ðîçãëÿä ñëiä ìàòðèöi � ñóìó ¨¨ äiàãîíàëü-

íèõ åëåìåíòiâ: trA =
n∑
k=1

akk. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿþòüñÿ äâi âëàñòèâîñòi

ñëiäó:
i) tr(A±B) = trA± trB,
ii) trAB = trBA.
Òîäi ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi:

0 = trAB − trAB = trAB − trBA = tr(AB −BA) = trE = n,

äå n � ïîðÿäîê ìàòðèöü A, B, E. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òàêèõ ìàòðèöü íå
iñíó¹.
10.21. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîìiòèìî, ùî ÿêùî A � öiëî÷èñåëüíà êâàäðà-

òíà ìàòðèöÿ, òî A−1 iñíó¹ é ¹ öiëî÷èñåëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
detA ∈ {1,−1}. Äiéñíî, íåõàé detA ∈ {1,−1}. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A∗ ìà-
òðèöþ, ïðè¹äíàíó äî A. Î÷åâèäíî, A∗, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç àëãåáðà¨÷íèõ
äîïîâíåíü äëÿ âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ A, ¹ öiëî÷èñåëüíîþ. Òîäi ìàòðèöÿ
A−1 = A∗

detA òàêîæ ¹ öiëî÷èñåëüíîþ. Íàâïàêè, ÿêùî iñíó¹ öiëî÷èñåëüíà ìà-
òðèöÿ A−1, òî detA · detA−1 = 1, i, îñêiëüêè detA i detA−1 � öiëi ÷èñëà,
òî detA ∈ {1,−1}.
Çíàéäåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi A, ùî çàäàíà â óìîâi. Äëÿ öüîãî âiäíiìåìî

ïåðøèé ðÿäîê ìàòðèöi A âiä êîæíîãî ç íàñòóïíèõ. Âèçíà÷íèê îòðèìàíî¨
ìàòðèöi äîðiâíþ¹ (m−k)n−1 i çáiãà¹òüñÿ ç detA. Î÷åâèäíî, ùî (m−k)n−1 ∈
{1,−1} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |m− k| = 1.
Âiäïîâiäü: âñi ïàðè (k,m), äëÿ ÿêèõ |m− k| = 1.

Ðîçäië 11

11.10. Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî îäíó ç òðüîõ ðiâíîñòåé, íàïðèêëàä, −→a ×−→
b =

−→
b × −→c , i ïîìíîæèìî ¨¨ ñêàëÿðíî íà âåêòîð −→c . Òîäi îòðèìà¹ìî, ùî

ìiøàíèé äîáóòîê (−→a ×
−→
b )·−→c = 0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî âåêòîðè −→a ,

−→
b , −→c �
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êîìïëàíàðíi. Òîìó iñíóþòü ÷èñëà α, β òàêi, ùî −→c = α−→a +β
−→
b . Ïiäñòàâèìî

çàìiñòü −→c éîãî ðîçêëàä çà áàçèñîì âåêòîðiâ −→a i
−→
b ó çàäàíi ðiâíîñòi:

−→a ×
−→
b =

−→
b × (α−→a + β

−→
b ) = (α−→a + β

−→
b )×−→a ,

àáî
−→a ×

−→
b = −α(−→a ×

−→
b ) = −β(−→a ×

−→
b ),

çâiäêè α = −1, β = −1. Òàêèì ÷èíîì, −→a +
−→
b +−→c =

−→
0 , ùî é òðåáà áóëî

äîâåñòè.
11.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé âåêòîð −→x ìà¹ êîîðäèíàòè −→x = (α, β, γ). Ç

óìîâè, ùî −→x ⊥ −→a âèïëèâà¹, ùî

β + γ = 0.

Çàïèøåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ −→x i
−→
b . Ç îäíîãî áîêó −→x ·

−→
b = α+β,

à ç iíøîãî � −→x ·
−→
b = |−→x | · |

−→
b | · cos π

4 =
√
α2 + β2 + γ2 ·

√
2 ·
√

2
2 , çâiäêè

îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ðiâíiñòü

α + β =
√
α2 + β2 + γ2.

Âèðàæàþ÷è ç äâîõ îòðèìàíèõ ðiâíîñòåé β i γ ÷åðåç α, îòðèìà¹ìî, ùî âå-
êòîð −→x = (α, 2α,−2α). Íàðåøòi, îñêiëüêè òðiéêà âåêòîðiâ −→a ,

−→
b , −→x �

ïðàâà, òî (−→a ×
−→
b ) · −→x > 0. Òîìó

0 <

∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 1 0
α 2α −2α

∣∣∣∣∣∣ = 3α,

çâiäêè α > 0. Òàêèì ÷èíîì, −→x = (α, 2α,−2α), äå α > 0.
11.12. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè

(−→a ×−→m) ·
−→
b = 3,

òî ç âëàñòèâîñòi ìiøàíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî

(−→a ×
−→
b ) · −→m = −3.

Ç iíøîãî áîêó,

(−→a ×
−→
b ) · −→m = |−→a ×

−→
b | · |−→m| · cosϕ,

äå ϕ � êóò ìiæ âåêòîðàìè −→a ×
−→
b òà −→m. Îòæå, âðàõîâóþ÷è, ùî |−→a ×

−→
b | =√

22 + (−1)2 + 22 = 3, |−→m| = 1, îòðèìà¹ìî, ùî cosϕ = −1, òîáòî ϕ = π.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî −→m ‖ −→a ×
−→
b , òîáòî ìà¹ êîîðäèíàòè −→m = (2α,−α, 2α).

Ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî |−→m| = 1 òà òèì, ùî −→m ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèé

äî −→a ×
−→
b , îòðèìà¹ìî, ùî −→m =

(
− 2

3 ,
1
3 ,−

2
3

)
.

11.13. Äîâåäåííÿ. Ïîìíîæèìî çàäàíó ðiâíiñòü íà âåêòîð
−→
OC ñêàëÿðíî

ñïðàâà. Îòðèìà¹ìî

(
−→
OA×

−−→
OB) ·

−→
OC + (

−−→
OB ×

−→
OC) ·

−→
OC + (

−→
OC ×

−→
OA) ·

−→
OC = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìiøàíèé äîáóòîê (
−→
OA ×

−−→
OB) ·

−→
OC = 0, à çíà÷èòü

âåêòîðè
−→
OA,

−−→
OB òà

−→
OC � êîìïëàíàðíi. Äîâåäåìî òåïåð, ùî òî÷êè A, B,

C ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Äëÿ öüîãî ïîìíîæèìî çàäàíó ðiâíiñòü íà âåêòîð−→
OC âåêòîðíî:

−→
OC × (

−→
OA×

−−→
OB) +

−→
OC × (

−−→
OB ×

−→
OC) +

−→
OC × (

−→
OC ×

−→
OA) =

−→
0 .

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ äëÿ ïîäâiéíîãî âåêòîðíîãî äîáóòêó, îòðèìà¹ìî
−→
OA(
−→
OC ·

−−→
OB)−

−−→
OB(
−→
OC ·

−→
OA) +

−−→
OB(
−→
OC ·

−→
OC)−

−
−→
OC(
−−→
OB ·

−→
OC) +

−→
OC(
−→
OA ·

−→
OC)−

−→
OA(
−→
OC ·

−→
OC) =

−→
0 ,

çâiäêè

(
−→
OA−

−→
OC)(

−→
OC ·

−−→
OB) + (

−→
OC −

−−→
OB)(

−→
OA ·

−→
OC) + (

−−→
OB −

−→
OA)|

−→
OC|2 =

−→
0 .

Àëå
−→
OA−

−→
OC =

−→
CA,

−→
OC −

−−→
OB =

−−→
BC,

−−→
OB −

−→
OA =

−→
AB. Òîìó

−→
CA(
−→
OC ·

−−→
OB) +

−−→
BC(
−→
OA ·

−→
OC) +

−→
AB|
−→
OC|2 =

−→
0 .

Êðiì òîãî,
−→
AC =

−→
AB +

−−→
BC, òîáòî

−(
−→
AB +

−−→
BC)(

−→
OC ·

−−→
OB) +

−−→
BC(
−→
OA ·

−→
OC) +

−→
AB|
−→
OC|2 =

−→
0 .

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îòðèìà¹ìî:
−→
AB
(
|
−→
OC|2 − (

−→
OC ·

−−→
OB)

)
=
−−→
BC

(
(
−→
OC ·

−−→
OB)− (

−→
OA ·

−→
OC)

)
,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî
−→
AB ‖

−−→
BC, à îòæå òî÷êè A, B, C ëåæàòü íà îäíié

ïðÿìié.
11.14. Äîâåäåííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ âëàñòèâiñòþ ìiøàíîãî äîáóòêó, ÿêà

ãîâîðèòü ïðî òå, ùî ìiøàíèé äîáóòîê íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè öèêëi÷íié ïåðå-
ñòàíîâöi âåêòîðiâ, òà ôîðìóëîþ äëÿ ïîäâiéíîãî âåêòîðíîãî äîáóòêó:

(−→a ×
−→
b ) · (−→c ×

−→
d ) = ((−→c ×

−→
d )×−→a ) ·

−→
b =

(−→
d (−→a ·−→c )−−→c (−→a ·

−→
d )
)
·
−→
b =
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= (
−→
b ·
−→
d )(−→a · −→c )− (−→c ·

−→
b )(−→a ·

−→
d ) =

∣∣∣∣∣(−→a · −→c ) (−→a ·
−→
d )

(
−→
b · −→c ) (

−→
b ·
−→
d )

∣∣∣∣∣ ,
ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
11.15. Äîâåäåííÿ. Ç ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ ìiøàíîãî äîáóòêó âè-

ïëèâà¹, ùî ìiøàíèé äîáóòîê � îá'¹ì îði¹íòîâàíîãî ïàðàëåëåïiïåäà, ïîáóäî-
âàíîãî íà òðüîõ âåêòîðàõ. Ðîçãëÿíåìî ç öi¹¨ òî÷êè çîðó çàäàíèé âèçíà÷íèê∣∣∣∣∣∣

cosα sinα 0, 5

sinα cosα −
√

3

−3
√

3 7 2

∣∣∣∣∣∣ .
Âií ÿâëÿ¹ ñîáîþ îá'¹ì ïàðàëåëåïiïåäà (çi çíàêîì + àáî -), ïîáóäî-
âàíîãî íà âåêòîðàõ −→a = (cosα, sinα, 0, 5),

−→
b = (sinα, cosα,−

√
3)

òà −→c = (−3
√

3, 7, 2). Öi âåêòîðè ìàþòü âiäïîâiäíî äîâæèíè: |−→a | =√
cos2 α + sin2 α + 0, 25 =

√
5

2 , |
−→
b | =

√
sin2 α + cos2 α + 3 = 2, |−→c | =√

27 + 49 + 4 =
√

80. Çðîçóìiëî, ùî ìàêñèìàëüíèé îá'¹ì ïðè çàäàíèõ äîâ-
æèíàõ ñòîðií ìà¹ ïðÿìèé ïàðàëåëåïiïåä, òîáòî òàêèé, ó ÿêîãî ðåáðà ïîïàð-
íî îðòîãîíàëüíi, i îá'¹ì òàêîãî ïàðàëåëåïiïåäà äîðiâíþ¹ äîáóòêó äîâæèí
ðåáåð. Îòæå, â íàøîìó âèïàäêó,

Vmax = |−→a | · |
−→
b | · |−→c | =

√
5

2
· 2 ·
√

80 = 20,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
Ðiâíiñòü áóäå äîñÿãàòèñÿ ó âèïàäêó, êîëè −→a ⊥

−→
b , −→a ⊥ −→c ,

−→
b ⊥ −→c ,

òîáòî 
cosα sinα + sinα cosα− 0, 5

√
3 = 0,

−3
√

3 cosα + 7 sinα + 1 = 0,

−3
√

3 sinα + 7 cosα− 2
√

3 = 0.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè ìà¹ìî 2 cosα sinα =
√

3
2 , çâiäêè sin 2α =

√
3

2 ,
òîáòî 2α = (−1)nπ3 + πn, n ∈ Z, çâiäêè α = (−1)nπ6 + πn

2 , n ∈ Z. Òàêèì
÷èíîì, êîðåíi ñèñòåìè ñëiä øóêàòè ñåðåä òî÷îê

α =
π

6
+ 2πn, α =

π

3
+ 2πn, α =

7π

6
+ 2πn, α =

4π

3
+ 2πn, n ∈ Z.

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ çíàõîäèìî, ùî ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ¹ ëèøå α =
π
6 + 2πn, n ∈ Z. Îòæå, ðiâíiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ïðè α = π

6 + 2πn, n ∈ Z.
11.16. Äîâåäåííÿ. Ïîäàìî âåêòîðè

−−−→
A1B1,

−−−→
A2B2, . . . ,

−−−→
AnBn ó âèãëÿäi

ñóìè 2-õ âåêòîðiâ: −−−→
A1B1 =

−−−→
A1A2 +

−−−→
A2B1;
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−−−→
A2B2 =

−−−→
A2A3 +

−−−→
A3B2;

. . .
−−−→
AnBn =

−−−→
AnA1 +

−−−→
A1Bn.

Òîäi −−−→
A1B1 +

−−−→
A2B2 + . . .+

−−−→
AnBn = (

−−−→
A1A2 +

−−−→
A2A3 + . . .

−−−→
AnA1)+

(
−−−→
A1Bn +

−−−→
A2B1 + . . .

−−−−−→
AnBn−1).

ßêùî êîæíèé ç âåêòîðiâ
−−−→
A1Bn,

−−−→
A2B1, . . . ,

−−−−−→
AnBn−1 ïîâåðíóòè íà 60◦ íàâêîëî

éîãî ïî÷àòêó, òî âîíè áóäóòü çáiãàòèñÿ âiäïîâiäíî ç âåêòîðàìè
−−−→
A1A2,

−−−→
A2A3,

. . . ,
−−−→
AnA1, ñóìà ÿêèõ äîðiâíþ¹

−→
0 . Ïðè öüîìó, âåêòîð, ÿêèé äîðiâíþ¹ ñóìi

âåêòîðiâ
−−−→
A1Bn,

−−−→
A2B1, . . . ,

−−−−−→
AnBn−1 òàêîæ ïîâåðíåòüñÿ íà 60◦, à éîãî ìîäóëü

íå çìiíèòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì,
−−−→
A1B1 +

−−−→
A2B2 + . . .+

−−−→
AnBn =

−→
0 .

11.17. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî òî÷êó O � öåíòð êîëà. Äëÿ êîæíîãî
ôiêñîâàíîãî k = 1, n âèêîíó¹òüñÿ

−−→
BAk =

−−→
BO +

−−→
OAk. Òîáòî

n∑
k=1

|BAk|2 =
n∑
k=1

(
−−→
BAk,

−−→
BAk) =

n∑
k=1

(
−−→
BO +

−−→
OAk,

−−→
BO +

−−→
OAk) =

=
n∑
k=1

(
(
−−→
BO,

−−→
BO) + 2(

−−→
BO,

−−→
OAk) + (

−−→
OAk,

−−→
OAk)

)
=

=
n∑
k=1

(
|BO|2 + 2(

−−→
BO,

−−→
OAk) + |OAk|2

)
=

=
n∑
k=1

(
1 + 2(

−−→
BO,

−−→
OAk) + 1

)
= 2n+ 2

n∑
k=1

(
−−→
BO,

−−→
OAk) =

= 2n+ 2

(
−−→
BO,

n∑
k=1

−−→
OAk

)
Ñóìà â îñòàííüîìó ñêàëÿðíîìó äîáóòêó äîðiâíþ¹ 0, îñêiëüêèAk � âåðøèíè
ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà, à O � éîãî öåíòð. Îòæå,

n∑
k=1

|BAk|2 = 2n.

Âiäïîâiäü: 2n.
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11.18. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷i 11.9. Íåõàé −→a =−→
OA,

−→
b =

−−→
OB, −→c =

−→
OC. Çíàéäåìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi Ãðàìà âåêòîðiâ

−→a ,
−→
b ,−→c . Äëÿ öüîãî îá÷èñëèìî íàñòóïíi ñêàëÿðíi äîáóòêè:

(−→a · −→a ) = 62 = 36; (
−→
b ·
−→
b ) = 62 = 36; (−→c · −→c ) = 32 = 9;

(−→a ·
−→
b ) =

(−→a · −→a ) + (
−→
b ·
−→
b )− ((−→a −

−→
b ) · (−→a −

−→
b ))

2
=

62 + 62 − 42

2
= 28;

(−→a ·−→c ) =
(−→a · −→a ) + (−→c · −→c )− ((−→a −−→c ) · (−→a −−→c ))

2
=

62 + 32 − 72

2
=−2;

(
−→
b ·−→c ) =

(
−→
b ·
−→
b ) + (−→c · −→c )− ((

−→
b −−→c ) · (

−→
b −−→c ))

2
=

62 + 32 − 52

2
= 10.

Òîìó,

|Γ| =

∣∣∣∣∣∣∣
(−→a · −→a ) (−→a ·

−→
b ) (−→a · −→c )

(−→a ·
−→
b ) (

−→
b ·
−→
b ) (

−→
b · −→c )

(−→a · −→c ) (
−→
b · −→c ) (−→c · −→c )

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
36 28 −2
28 36 10
−2 10 9

∣∣∣∣∣∣ = −256.

Òàêîãî áóòè íå ìîæå, áî â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði âèçíà÷íèê ìàòðèöi Ãðàìà
äîðiâíþ¹ êâàäðàòó ìiøàíîãî äîáóòêó, òîáòî íåâiä'¹ìíèé.

Ðîçäië 12

12.8. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ìàðøðóò ïîäîðîæi ïîâèíåí ïåðåòèíàòè åêâàòîð ùî-
íàéìåíøå ó äâîõ òî÷êàõ. Ç óìîâè ñèìåòði¨ âèïëèâà¹, ùî öå áóäóòü äâi äià-
ìåòðàëüíî ïðîòèëåæíi òî÷êè. ×àñòèíà ìàðøðóòó, ùî ïðîõîäèòèìå ïî íè-
æíié ïîëîâèíi ïëàíåòè, ìàòèìå òàêó æ äîâæèíó, ùî i òà, ùî ïðîõîäèòèìå
ïî ¨¨ âåðõíié ÷àñòèíi. Îòæå äîñòàòíüî çíàéòè íàéêîðîòøèé ìàðøðóò, ùî
ïî¹äíó¹ äâi ïðîòèëåæíi òî÷êè íà åêâàòîði.
Çðîáèìî ðîçãîðòêó âåðõíüî¨ ÷àñòèíè ïîâåðõíi ïëàíåòè (ÿêà ïðåäñòàâëÿ¹

ñîáîþ óñi÷åíèé êîíóñ), ðîçðiçàâøè ¨¨ âçäîâæ âiäðiçêà, ùî ñïîëó÷à¹ îáðàíó
òî÷êó A íà åêâàòîði i ïiâíi÷íèé ïîëþñ (âåðøèíó êîíóñà) O. Iíøó òî÷êó íà
åêâàòîði (äiàìåòðàëüíî ïðîòèëåæíó äî A) ïîçíà÷èìî B. Òî÷êà B áóäå ñå-
ðåäèíîþ äóãè îòðèìàíîãî ñåêòîðà. Íàéêîðîòøèé øëÿõ ìiæ äâîìà òî÷êàìè
- öå ïðÿìà, òîáòî âiäðiçîê AB.
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Äîâæèíà äóãè AB äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi äîâæèíè åêâàòîðà ïëàíåòè, òîáòî
1
22π a

√
2

2 = πa
√

2
2 . Ðàäióñ ñåêòîðà - öå ñòîðîíà êâàäðàòà, òîáòî âií äîðiâíþ¹

a. Òîìó ∠AOB = π
√

2
2 , çâiäêè ìà¹ìî, ùî

|AB| = 2a sin

(
1

2
∠AOB

)
= 2a sin

π
√

2

4
.

Âiäïîâiäü: Íàéêîðîòøà êðóãîñâiòíÿ ïîäîðîæ ìà¹ äîâæèíó 4a sin π
√

2
4 .

12.9. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé øóêàíà òî÷êà ìà¹ êîîðäèíàòè (x0; y0). Âðàõî-
âóþ÷è ñèìåòðiþ ãðàôiêà, áóäåìî ââàæàòè, ùî y0 < 0, à òàêîæ áåç îáìåæå-
ííÿ çàãàëüíîñòi ïîêëàäåìî p > 0.
Ïåðåéäåìî äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ç öåíòðîì â òî÷öi (x0; y0).

Òîáòî x = x0 + r cosϕ; y = y0 + r sinϕ.
Ðiâíÿííÿ íàøî¨ ïàðàáîëè â öié ñèñòåìi êîîðäèíàò áóäå ìàòè âèãëÿä

r =
2p cosϕ− 2y0 sinϕ

sin2 ϕ
.

Ïëîùó ñåãìåíòà ïàðàáîëè áóäåìî øóêàòè çà ôîðìóëîþ

S =
1

2

ϕ0+π
2∫

ϕ0

r2(ϕ)dϕ,

äå ϕ0 � êóò íàõèëó íîðìàëi äî ïàðàáîëè â òî÷öiM0(x0; y0). Îñêiëüêè âåêòîð
íîðìàëi äîðiâíþ¹ (p,−y0), òî tgϕ0 = −y0

p .
Îá÷èñëèìî iíòåãðàë:

ϕ0+π
2∫

ϕ0

r2(ϕ)dϕ =

ϕ0+π
2∫

ϕ0

4p2 cos2 ϕ− 8py0 sinϕ cosϕ+ 4y2
0 sin2 ϕ

sin4 ϕ
dϕ =

= −4

3
p2
(
ctg3 ϕ

)∣∣∣∣ϕ0+π
2

ϕ0

+ 4py0
1

sin2 ϕ

∣∣∣∣ϕ0+π
2

ϕ0

− 4y2
0 (ctgϕ)

∣∣ϕ0+π
2

ϕ0
=

= −4

3
p2
(
− tg3 ϕ0 − ctg3 ϕ0

)
+

= +4py0

(
1

cos2 ϕ0
− 1

sin2 ϕ0

)
− 4y2

0 (− tgϕ0 − ctgϕ0) = −4

3

(
y2

0 + p2
)3

py3
0

.

Çíàéøîâøè ïîõiäíó öi¹¨ ôóíêöi¨ ïî y0 i ïðèðiâíÿâøè ¨¨ äî 0, îòðèìà¹ìî
øóêàíi òî÷êè ìàêñèìóìó.
Âiäïîâiäü:

(
p
2 ,±p

)
.
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12.10. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî äóãó ïàðàáîëè y = ax2 âñåðåäèíi êîëà
x2 + (y − 1)2 = 1, çà óìîâè, ùî a > 1

2 . Ïàðàáîëà i êîëî ïåðåòèíàþòüñÿ â
òðüîõ òî÷êàõ: (0; 0) òà

(
±a−1

√
2a− 1; a−1(2a− 1)

)
.

Äîâæèíà äóãè ïàðàáîëè ìiæ òî÷êàìè (0; 0) òà
(
a−1
√

2a− 1; a−1(2a− 1)
)

ìîæå áóòè îá÷èñëåíà çà ôîðìóëîþ:

L =

a−1
√

2a−1∫
0

√
1 + (2ax)2dx =

1

2a

2
√

2a−1∫
0

√
1 + t2dt =

=
1

2a

2
√

2a−1∫
0

(
√

1 + t2 − t+ t)dt =

=
1

2a

2
√

2a−1∫
0

(
√

1 + t2 − t)dt+
1

2a

(2
√

2a− 1)2

2
=

=
1

2a

2
√

2a−1∫
0

(
√

1 + t2 − t)dt+
2a− 1

a
=

=
1

2a

2
√

2a−1∫
0

(
√

1 + t2 − t)dt+ 2− 1

a
=

1

2a

 2
√

2a−1∫
0

(
√

1 + t2 − t)dt− 2

+ 2.

Ïîêàæåìî, ùî âèðàç â äóæêàõ äîäàòíèé. Òîäi äîâæèíà äóãè áóäå áiëüøà
2, à äîâæèíà âñi¹¨ ïàðàáîëè, ùî ìiñòèòüñÿ âñåðåäèíi êîëà, áiëüøà 4.
Äëÿ t = 2ax ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ

√
1 + t2 − t =

1√
1 + t2 + t

>
1

2
√

1 + t2
≥ 1

2(1 + t)
.

Çâiäêè îòðèìà¹ìî

2
√

2a−1∫
0

(
√

1 + t2 − t)dt ≥ 1

2

2
√

2a−1∫
0

1

t+ 1
dt =

ln(1 + 2
√

2a− 1)

2
> 2

ïðè äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åííÿõ a.
Âiäïîâiäü: Ìîæíà.
12.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî òðè âèïàäêè.
à) Çàäàíà òî÷êà A ëåæèòü íà çàäàíîìó êîëi l ç öåíòðîì â äåÿêié òî÷öi O.

Â òàêîìó âèïàäêó iíøå êîëî ìîæå äîòèêàòèñÿ äî äàíîãî i ïðîõîäèòè ïðè
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öüîìó ÷åðåç òî÷êó A ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè òî÷êà A i ¹ òî÷êîþ äîòèêó.
Öåíòðîì òàêîãî êîëà ìîæå áóòè áóäü-ÿêà òî÷êà ïðÿìî¨ OA çà âèêëþ÷åííÿì
ñàìèõ òî÷îê O òà A.
á) Çàäàíà òî÷êà A ëåæèòü âñåðåäèíi çàäàíîãî êîëà l. Íåõàé òî÷êà P �

öåíòð äåÿêîãî êîëà, ùî äîòèêà¹òüñÿ äî çàäàíîãî i ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
A. Òîäi ðàäióñ òàêîãî êîëà áóäå ðiâíèé |PA| i ç óìîâè äîòèêó äâîõ êië, îäíå
ç ÿêèõ ëåæèòü âñåðåäèíi iíøîãî (iíàêøå êîëî íå ïðîéäå ÷åðåç òî÷êó A),
âèïëèâà¹, ùî |PA| + |PO| = r, äå r � ðàäióñ çàäàíîãî êîëà l. Ìíîæèíà
òî÷îê P , ùî çàäîâîëüíÿ¹ îñòàííüîìó ðiâíÿííþ � öå åëiïñ ç ôîêóñàìè â
òî÷êàõ O i A.
â) Çàäàíà òî÷êàA ëåæèòü çîâíi çàäàíîãî êîëà l. Àíàëîãi÷íî äî ìiðêóâàíü

ïóíêòó á), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ öåíòðiâ øóêàíèõ êië ó âèãëÿäi |PO| −
|PA| = r, ÿêùî äîòèê êië âíóòðiøíié, i |PA| − |PO| = r, ÿêùî äîòèê êië
çîâíiøíié. Â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó, ìíîæèíà òî÷îê P � öå ãiïåðáîëà.
Âiäïîâiäü: Â çàëåæíîñòi âiä ðîçòàøóâàííÿ çàäàíî¨ òî÷êè öå ìîæå áóòè:

åëiïñ; ãiïåðáîëà àáî ïðÿìà áåç äâîõ òî÷îê.
12.12. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïåðåðiç ïàðàáîëî¨äà i êóëi ïëîùèíîþ

XOZ â óñòàëåíîìó ñòàíi. Â çàëåæíîñòi âiä ðàäióñà êóëi ìîæëèâi 2 âèïàäêè
(äèâ. ìàë. 17.1).

Ìàë. 17.1

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Â òî÷öi äîòèêó A(x;x2) ïàðàáîëè z = x2
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òà êîëà ïðîâåäåìî äîòè÷íó ST , êóòîâèé êîåôiöi¹íò tg θ ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 2x.
Çâàæàþ÷è íà òå, ùî êóò ∠CAT = 90◦, îòðèìà¹ìî ctgα = 2x. Òîìó |AB||BC| =

2x i |BC| = 1
2 . Òàêèì ÷èíîì, öåíòð êîëà C ìà¹ êîîðäèíàòè

(
0;x2 + 1

2

)
.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåëè÷èíè x çàëèøèëîñü çàñòîñóâàòè òåîðåìó Ïiôàãîðà
äî òðèêóòíèêà ABC: x2 = R2 −

(
1
2

)2
. Òîìó C

(
0;R2 + 1

4

)
.

Ïðè R = 1
2 , âèõîäèòü R

2 + 1
4 = R. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè R < 1

2 ìè ìà¹ìî
äðóãèé âèïàäîê i C(0;R).
Âiäïîâiäü: (0; 0;R), ÿêùî R < 1

2 , i C(0; 0;R2 + 1
4), ÿêùî R ≥ 1

2 .
12.13. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî P (a, a2), Q(b, b2). Òîäi

PQ2 = (a2 − b2)2 + (a− b)2.

Ðiâíÿííÿ íîðìàëi äî ïàðàáîëè â òî÷öi P ìà¹ âèãëÿä

y − a2 = − 1

2a
(x− a).

Îñêiëüêè çà óìîâîþQ ëåæèòü íà öié íîðìàëi, òî, ïiäñòàâëÿþ÷è êîîðäèíàòè
Q â îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî b = −

(
a+ 1

2a

)
. Òîäi

PQ2 =
(

1 +
1

4a2

)2

+
(

2a+
1

2a

)2

= 3 +
3

4a2
+ 4a2 +

1

16a4
.

Ïîçíà÷èìî c = 1
4a2 , òîäi

PQ2 = 3 + 3c+ c2 +
1

c
= f(c).

Çíàéäåìî ìiíiìóì öi¹¨ ôóíêöi¨ íà (0,+∞). Äëÿ öüîãî çíàéäåìî êîðåíi ïî-
õiäíî¨:

0 = f ′(c) = 3 + 2c− 1

c2
àáî 2c3 + 3c2 = 1.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî íà (0,+∞) öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, à ñàìå
c = 1

2 , ÿêèé ¹ ìiíiìóìîì ôóíêöi¨ f(c) íà (0,+∞).
Ïiäñòàâëÿþ÷è, îòðèìà¹ìî:

PQ2 = 3 +
3

2
+

1

4
+ 2 =

27

4
, PQ =

3
√

3

2
, a = ± 1

2
√
c

= ± 1√
2
.

Âiäïîâiäü: min(PQ) = 3
√

3
2 , P

(
± 1√

2
, 1

2

)
.

12.14. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îáåðåìî ïðÿìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò
Oxy òàê, ùîá îñiOx iOy ñïiâïàëè ç îñÿìè ïàðàáîë, à ãiëêè áóëî ñïðÿìîâàíî
â äîäàòíèõ íàïðÿìàõ êîîðäèíàòíèõ îñåé (äèâ. ìàë. 17.2). Òîäi ðiâíÿííÿ
ïàðàáîë ìàòèìóòü âèãëÿä: y = a1x

2− c1 i x = a2y
2− c2, äå a1 > 0, a2 > 0.
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Ìàë. 17.2

Îñêiëüêè çà óìîâîþ ïàðàáîëè ïåðåòèíàþòüñÿ â ÷îòèðüîõ òî÷êàõ, òî c1 >

0, c2 > 0. Íåõàé M0(x0, y0) � áóäü-ÿêà ç ÷îòèðüîõ òî÷îê ïåðåòèíó ïàðàáîë.
Òîäi êîîðäèíàòè öi¹¨ òî÷êè çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü:{

y0 = a1x
2
0 − c1,

x0 = a2y
2
0 − c2.

Ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè ïåðøîãî ðiâíÿííÿ íà a1 6= 0, à äðóãîãî � íà
a2 6= 0, ïiñëÿ ÷îãî äîäàìî ïåðøå ðiâíÿííÿ äî äðóãîãî:

x2
0 + y2

0 −
y0

a1
− x0

a2
− c1

a1
− c2

a2
= 0.

Âèäiëèâøè ïîâíi êâàäðàòè, äiñòàíåìî:(
x0 −

1

2a2

)2

+

(
y0 −

1

2a1

)2

=
c1

a1
+
c2

a2
+

1

4a2
1

+
1

4a2
2

.

Òàêèì ÷èíîì, òî÷êà M0(x0, y0) ëåæèòü íà êîëi ç öåíòðîì O
(

1
2a2
, 1

2a1

)
i ðà-

äióñîì R =
√

c1
a1

+ c2
a2

+ 1
4a21

+ 1
4a22
.

12.15. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçòàøó¹ìî íàøi ïðÿìi â ïëîùèíi XOY òàê, ùîá
òî÷êà ïåðåòèíó ñïiâïàäàëà ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò, à âiñü OX áóëà áiñå-
êòðèñîþ êóòà 60◦ (òîáòî êóò ìiæ ïðÿìèìè òà âiññþ OX ñêëàäà¹ 30◦). Òîäi
ðiâíÿííÿ öèõ ïðÿìèõ áóäå ìàòè âèãëÿä

y =
1√
3
x òà y = − 1√

3
x.
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Ïîçíà÷èìî êîîðäèíàòè êiíöiâ îäèíè÷íî¨ õîðäè ÿê M1(x1; y1) òà M2(x2; y2).
Îñêiëüêè êiíöi õîðäè ëåæàòü íà íàøèõ ïðÿìèõ, òî y1 = 1√

3
x1, y2 = − 1√

3
x2.

Îñêiëüêè äîâæèíà õîðäè äîðiâíþ¹ 1, òî ìà¹ âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü

(x1 − x2)
2 +

1

3
(x1 + x2)

2 = 1.

Íåõàé ñåðåäèíà õîðäè ìà¹ êîîðäèíàòè M(x; y). Òîäi x = x1+x2
2 , y = x1−x2

2
√

3
.

Çâiäñè ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî ñåðåäèíà õîðäè îïèñó¹ åëiïñ

x2

3/4
+

y2

1/12
= 1.

Â íàøié ïëîùèíi XOY ôîêóñè åëiïñà ìàþòü êîîðäèíàòè F1,2

(
±
√

2
3 ; 0
)
.

12.16. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî öåé òðèêóòíèê ÷åðåç ABC (ïðÿìèé êóò
ïðè âåðøèíi B), à êîîðäèíàòè éîãî âåðøèí ÷åðåç (a, a2), (b, b2), (c, c2).
Çàïèøåìî óìîâó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìèõ AB i BC: b2−a2

b−a ·
b2−c2
b−c =

= −1, çâiäêè (a + b)(b + c) = −1. Îñêiëüêè çà óìîâîþ a, b, c ¹ öiëèìè
÷èñëàìè, òî îäíå ç ÷èñåë a+ b i b+ c ðiâíå 1, à iíøå � (−1), ùî é îçíà÷à¹,
ùî îäèí êàòåò ïàðàëåëüíèé ïðÿìié y = x, à iíøèé � ïðÿìié y = −x.
12.17. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèáåðåìî ïðÿìîêóòíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäè-

íàò Oxy òàê, ùîá îñi Ox é Oy áóëè àñèìïòîòàìè ðiâíîái÷íî¨ ãiïåðáîëè, à
ãiëêè ãiïåðáîëè ðîçòàøîâóâàëèñÿ â ïåðøîìó i òðåòüîìó êâàäðàíòàõ. Òîäi
ðiâíÿííÿ ðiâíîái÷íî¨ ãiïåðáîëè áóäå ìàòè âèãëÿä y = 1

x . Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ

äîòè÷íî¨ äî ãiïåðáîëè â äîâiëüíié òî÷öi C
(
x0,

1
x0

)
, ùî íàëåæèòü ãiïåðáîëi:

y =
1

x0
− 1

x2
0

(x− x0) =
2

x0
− x

x2
0

.

Íåõàé x1 i x2 � àáñöèñè òî÷îê ïåðåòèíó äîòè÷íî¨ ç îñÿìè êîîðäèíàò Oy
i Ox (àñèìïòîòàìè ãiïåðáîëè) âiäïîâiäíî. Òîäi x1 = 0, x2 = 2x0. Òîìó
x0 = x1+x2

2 , à öå îçíà÷à¹, ùî âiäðiçîê áóäü-ÿêî¨ äîòè÷íî¨ äî ðiâíîái÷íî¨
ãiïåðáîëè, ÿêèé ëåæèòü ìiæ ¨¨ àñèìïòîòàìè, ïîäiëÿ¹òüñÿ òî÷êîþ äîòèêó
íàâïië, ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
12.18. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî

(x, y) ∈ Br ⇔ (x− r)2 + (y − r)2 ≤ r2 + 1 ⇔

⇔ r2 − r(2x+ 2y) + (x2 + y2 − 1) ≤ 0.

Òîìó

(x, y) ∈
⋃
r∈R

Br ⇔ ∃r ∈ R : r2 − r(2x+ 2y) + (x2 + y2 − 1) ≤ 0
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⇔ D(x, y) ≥ 0,

äå ÷åðåç D(x, y) ïîçíà÷åíî äèñêðèìiíàíò êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà ó ïîïåðå-
äíié ôîðìóëi:

D(x, y) = (2x+ 2y)2 − 4(x2 + y2 − 1) = 8xy + 4.

Îòæå,

(x, y) ∈
⋃
r∈R

Br ⇔ 8xy + 4 ≥ 0 ⇔ xy ≥ −1

2
.

Âiäïîâiäü:
{

(x, y) ∈ R2 : xy ≥ −1
2

}
.

Ðîçäië 13

13.11. Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi çàäà÷i. Ðîç-
ãëÿíåìî ôóíêöiþ g(x) = f(x) + x− 1, âèçíà÷åíó íà âiäðiçêó [0; 1]. Îñêiëü-
êè âîíà ¹ íåïåðåðâíîþ, ïðè÷îìó g(0) = −1, g(1) = 1, òî iñíó¹ òàêå ÷èñëî
c ∈ (0; 1), ùî g(c) = 0, òîáòî f(c) = 1− c. Çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà, çíàéäó-
òüñÿ òî÷êè a ∈ (0; c), b ∈ (c; 1), äëÿ ÿêèõ

f ′(a) =
f(c)− f(0)

c
, f ′(b) =

f(1)− f(c)

1− c
,

à öå îçíà÷à¹, ùî

f ′(a)f ′(b) =
1− c
c
· c

1− c
= 1.

13.12. Äîâåäåííÿ. Íåõàé

F (x) =

∣∣∣∣∣∣
f(a) ϕ(a) ψ(a)
f(b) ϕ(b) ψ(b)
f(x) ϕ(x) ψ(x)

∣∣∣∣∣∣ .
F (a) = F (b) = 0, îòæå iñíó¹ òàêà òî÷êà ξ ∈ (a; b), ùî F ′(ξ) = 0.
13.13. Äîâåäåííÿ. ßêùî ìíîãî÷ëåí p(x) ìà¹ êðàòíèé êîðiíü, òî öåé æå

êîðiíü ìàòèìóòü i ìíîãî÷ëåíè p′(x) i q(x) = p(x) − p′(x). Àëå â íàøîìó
âèïàäêó q(x) = xn

n! ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü x = 0, ÿêèé íå ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
p(x).
13.14. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêëàäåìî f(x) = x3 − 3x + c. Ïðèïóñòèìî, ùî

ðiâíÿííÿ f(x) = 0 ìà¹ 2 ðiçíi êîðåíi x1 òà x2 íà iíòåðâàëi (0; 1), òîáòî
f(x1) = 0 òà f(x2) = 0. Îòæå, íà ïðîìiæêó [x1;x2] äëÿ ôóíêöi¨ f(x) âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè Ðîëëÿ, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ (x1;x2)
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òàêà, ùî f ′(x0) = 0. Àëå f ′(x) = 3x2−3 = 3(x−1)(x+1), à îòæå f ′(x0) = 0
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x0 = ±1 /∈ (x1;x2). Îòðèìàëè ïðîòèði÷÷ÿ.

13.15. Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f íåïåðåðâíà, òî

∃ y1 ∈ (0; 1) òàêà, ùî f(y1) =
1

n
;

∃ y2 ∈ (y1; 1) òàêà, ùî f(y2) =
2

n
;

. . .

∃ yn−1 ∈ (yn−2; 1) òàêà, ùî f(yn−1) =
n− 1

n
.

Òîäi, çà òåîðåìîþ Ëàãðàíæà

∃ x1 ∈ (0; y1) òàêà, ùî f ′(x1) =
f(y1)− f(0)

y1 − 0
;

∃ x2 ∈ (y1; y2) òàêà, ùî f ′(x2) =
f(y2)− f(y1)

y2 − y1
;

. . .

∃ xn ∈ (yn−1; 1) òàêà, ùî f ′(xn) =
f(1)− f(yn−1)

1− yn−1
.

Òîäi
n∑
i=1

1

f ′(xi)
=
y1 − 0
1
n − 0

+
y2 − y1

2
n −

1
n

+ . . .+
1− yn−1

1− n−1
n

= n.

13.16. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè òåîðåìó Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöi¨ y = lnx
íà ïðîìiæêó [a; b].
13.17. Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ

f (x) =
x

x+ 1
− ln (x+ 1) , x ≥ 0.

Îñêiëüêè

f ′ (x) =
1

(x+ 1)2 −
1

x+ 1
= − x

(x+ 1)2 < 0, x > 0,

òî
∀x > 0 f (x) < f (0) = 0.
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13.18. Äîâåäåííÿ. Äëÿ x ∈
(
0; π2
)

2 cosx

1 + cos x
<

sinx

x
⇔ 2x cosx < sinx (1 + cos x) ⇔

⇔ 2x cosx < sinx+ sinx cosx ⇔ tgx+ sinx− 2x > 0.

Ôóíêöiÿ
f (x) = tgx+ sinx− 2x

¹ íåïåðåðâíîþ òà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ íà
[
0; π2
)
, îñêiëüêè

f ′ (x) =
1

cos2 x
+ cosx− 2 >

1

cos2 x
+ cos2 x− 2 =

=

(
1

cosx
− cosx

)2

> 0, x ∈
(

0;
π

2

)
.

Òîìó
f (x) = tgx+ sinx− 2x > f (0) = 0, x ∈

(
0;
π

2

)
,

òîáòî äëÿ âñiõ x ∈
(
0; π2
)

2 cosx

1 + cos x
<

sinx

x
.

13.19. Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

f (x) = ln (1 + xp) , x ≥ 0.

Çíàéäåìî

f ′ (x) =
p xp−1

1 + xp
, f ′′ (x) = p xp−2p− 1− xp

(1 + xp)2 .

Îñêiëüêè f ′′ (x) > 0 ïðè x < p
√
p− 1 òà f ′′ (x) < 0 ïðè x > p

√
p− 1, òî

max f ′(x) = f ′
(

p
√
p− 1

)
=

p− 1
p
√
p− 1

.

Òîìó

f (x) =

∫ x

0
f ′ (t) dt ≤

∫ x

0

p− 1
p
√
p− 1

dt =
(p− 1)x
p
√
p− 1

, x ≥ 0.

13.20. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöi¨ f 2(x)
íà âiäðiçêó [π6 + 2πn, 5π

6 + 2πn] äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî n ∈ N. Çãiäíî ç
öi¹þ òåîðåìîþ çíàéäåòüñÿ xn ∈ (π6 + 2πn, 5π

6 + 2πn) òàêå, ùî

f 2
(5π

6
+ 2πn

)
− f 2

(π
6

+ 2πn
)

= 2f(xn)f
′(xn) ·

4π

6
.
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Çà óìîâîþ f(xn)f
′(xn) ≥ sinxn >

1
2 . Îòæå,

f 2
(5π

6
+ 2πn

)
− f 2

(π
6

+ 2πn
)
>

2π

3
,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ñêií÷åííà ãðàíèöÿ limn→∞ f
2(xn) íå ìîæå iñíóâàòè.

Òîìó i ãðàíèöÿ lim
n→∞

f(xn) òåæ íå iñíó¹.

Âiäïîâiäü: íi.

Ðîçäië 14

14.9. Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî

βk = 2− αk > 0.

Òîäi
n∑
k=1

βk = 2n−
n∑
k=1

αk = 2n− 1

i çà íåðiâíiñòþ Êîøi
n∑
k=1

αk
2− αk

=
n∑
k=1

2 + αk − 2

2− αk
=

n∑
k=1

(
2

2− αk
− 1

)
= 2

n∑
k=1

1

βk
− n ≥

≥ 2n
n
√
β1 · . . . · βn

− n ≥ 2n2

β1 + . . .+ βn
− n =

2n2

2n− 1
− n =

n

2n− 1
.

14.10. Âêàçiâêà. Ñêîðèñòàòèñÿ íåðiâíiñòþ Êîøi ìiæ ñåðåäíiìè ãàðìîíi-
÷íèì, ãåîìåòðè÷íèì, àðèôìåòè÷íèì ç x1 = a, x2 = x3 = . . . = xn = 1.
14.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ íåðiâíiñòþ Êîøi ìiæ ñåðåäíiì àðè-

ôìåòè÷íèì òà ñåðåäíiì ãåîìåòðè÷íèì, ïîïåðåäíüî ïåðåïèñàâøè ëiâó ÷à-
ñòèíó íåðiâíîñòi íàñòóïíèì ÷èíîì:

a4 + b4 + c4 =
a4 + a4 + b4 + c4

4
+
a4 + b4 + b4 + c4

4
+
a4 + b4 + c4 + c4

4
≥

≥ 4
√
a4 · a4 · b4 · c4 +

4
√
a4 · b4 · b4 · c4 +

4
√
a4 · b4 · c4 · c4 =

= a2bc+ ab2c+ abc2 = abc(a+ b+ c) = abc,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. Ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ ïðè a = b = c = 1
3 .

14.12. Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ y = x lnx. Öÿ ôóíêöiÿ ¹ îïóêëîþ
äîíèçó äëÿ âñiõ x > 0. Òîìó çà íåðiâíiñòþ É¹íñåíà (ïðè q1 = q2 = 1

2),
îòðèìà¹ìî

x+ y

2
ln
(1

2
x+

1

2
y
)
≤ 1

2
x lnx+

1

2
y ln y.
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14.13. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîëîãàðèôìó¹ìî îáèäâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòi i ïî-
äiëèìî íà n:

1

n

n∑
k=1

ak ln ak ≥
(

1

n

n∑
k=1

ak

)
ln

(
1

n

n∑
k=1

ak

)
.

Îòðèìàëè íåðiâíiñòü É¹íñåíà äëÿ îïóêëî¨ äîíèçó ôóíêöi¨ y = x lnx.
14.14. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàïèøåìî íåðiâíiñòü É¹íñåíà äëÿ îïóêëî¨ äîíèçó

ôóíêöi¨ y =
√

1 + x2:√
1 +

(∑n
k=1mkxk∑n
k=1mk

)2

≤
∑n

k=1mk

√
1 + x2

k∑n
k=1mk

,

àáî√√√√( n∑
k=1

mk

)2

+

(
n∑
k=1

mkxk

)2

≤
n∑
k=1

mk

√
1 + x2

k =
n∑
k=1

√
m2
k + (mkxk)2.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêëàñòè mk = ak, xk = bk
ak
, k = 1, n.

14.15. Âêàçiâêà. Çàñòîñóâàòè íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà.
14.16. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàñòîñó¹ìî íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà 2 ðàçè:(

n∑
k=1

akbkck

)
≤
(

n∑
k=1

a3
k

) 1
3

·
(

n∑
k=1

(bkck)
3
2

) 2
3

≤

≤
(

n∑
k=1

a3
k

) 1
3

·

( n∑
k=1

b
3
2 ·2
k

) 1
2

·
(

n∑
k=1

c
3
2 ·2
k

) 1
2


2
3

,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ðîçäië 15

15.22. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî
n+1∫
1

ln[x]dx =

2∫
1

ln[x]dx+

3∫
2

ln[x]dx+

4∫
3

ln[x]dx+ . . .+

n+1∫
n

ln[x]dx =

=

2∫
1

ln 1dx+

3∫
2

ln 2dx+

4∫
3

ln 3dx+ . . .+

n+1∫
n

lnndx =
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= ln 1 + ln 2 + ln 3 + . . .+ lnn = lnn!.

Òîäi ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

exp
{

lnn!
}

= 5040,

çâiäêè
n! = 5040,

à îòæå, n = 7.
15.23. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ òåîðåìîþ ïðî iñíóâàííÿ i ìîíîòîí-

íiñòü îáåðíåíî¨ ôóíêöi¨ òà ãåîìåòðè÷íîþ iíòåðïðåòàöi¹þ iíòåãðàëà (äèâ.
ìàë. 17.3).

Ìàë. 17.3

Îñêiëüêè S =
6∫
1

f(x) dx = 15 � çàøòðèõîâàíà íà ìàëþíêó ïëîùà, òî

ïëîùà êðèâîëiíiéíîãî òðèêóòíèêà ABC äîðiâíþ¹ SABC = 15 − 2 · 5 = 5.

Îòæå, øóêàíèé iíòåãðàë
4∫
2

f−1(x) dx � öå ïëîùà êðèâîëiíiéíîãî ñåêòîðà

ìiæ ôóíêöi¹þ f(x) òà âiññþ OY (çàìàëüîâàíà íà ìàëþíêó), à òîìó
4∫

2

f−1(x) dx = SABC + 1 · 2 = 7.

15.24.Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

1∫
0

arctg x

1 + x
dx =

1∫
0

arctg x · d (ln(1 + x)) =

= arctg x · ln(1 + x)

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

ln(x+ 1)

1 + x2
dx =

π

8
ln 2.
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(äèâ. çàäà÷ó 15.19).
15.25. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïðîiíòåãðó¹ìî äâà ðàçè ÷àñòèíàìè:

I =

π∫
0

x2dx

1− cosx
=

π∫
0

x2dx

2 sin2 x
2

=

∣∣∣∣∣ u = x2 du = 2xdx
dv = dx

2 sin2 x
2

v = −ctgx2

∣∣∣∣∣ =

= −x2ctg
x

2

∣∣∣π
0

+ 2

π∫
0

xctg
x

2
dx = lim

ε→0

(
ε2ctg

ε

2

)
+ 2

π∫
0

xctg
x

2
dx.

Îá÷èñëèìî

lim
ε→0

(
ε2ctg

ε

2

)
= lim

ε→0

(
ε2

tgε2

)
=
∣∣∣tgε

2
∼ ε

2
, ε→ 0

∣∣∣ = lim
ε→0

2ε = 0.

Òîìó

I = 2

π∫
0

xctg
x

2
dx = 2

π∫
0

x
cos x

2

sin x
2

dx =

∣∣∣∣∣ u = x du = dx

dv =
cos x2
sin x

2
dx v = 2 ln sin x

2

∣∣∣∣∣ =

= 4x ln sin
x

2

∣∣∣π
0
− 4

π∫
0

ln sin
x

2
dx = 4π ln sin

π

2
− 4lim

ε→0

(
ε ln sin

ε

2

)
−

−4

π∫
0

ln sin
x

2
dx =

∣∣∣x
2

= t
∣∣∣ = 0− 4lim

ε→0

ln sin ε
2

1
ε

− 2

π
2∫

0

ln sin tdt.

Îá÷èñëèìî

lim
ε→0

ln sin ε
2

1
ε

=
[∞
∞

]
= |ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ| = lim

ε→0

(
ln sin ε

2

)′(
1
ε

)′ =

= lim
ε→0

(
1
2ctg

ε
2

)′(−1
ε2

)′ = −1

2
lim
ε→0

ε2 cos ε
2

sin ε
2

= −lim
ε→0

ε
2

sin ε
2

· ε cos
ε

2
= −1 · 0 = 0.

Ñêîðèñòàâøèñü çàóâàæåííÿì 15.1, îòðèìà¹ìî, ùî I = π ln 2.
15.26. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîêàæåìî, ùî

π
2∫

0

cos(αx) cosα−2 xdx = 0, äëÿ áóäü-ÿêîãî α ≥ 2.

Äiéñíî,
π
2∫

0

cos(αx) cosα−2 xdx =
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=

π
2∫

0

cos(α− 1)x cosα−1 xdx−

π
2∫

0

sin(α− 1)x sinx cosα−2 xdx =

=

π
2∫

0

cos(α− 1)x cosα−1 xdx+
1

α− 1

π
2∫

0

sin(α− 1)xd(cosα−1 x) =

=

π
2∫

0

cos(α− 1)x cosα−1 xdx+
1

α− 1
sin(α− 1)x cosα−1 x

∣∣∣π2
0
−

−

π
2∫

0

cos(α− 1)x cosα−1 xdx = 0.

Òàêèì ÷èíîì,
π
2∫

0

cos(2016x) cos2014 xdx = 0.

15.27. Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ïîçíà÷èìî øóêàíèé iíòåãðàë ÷åðåç I. Òîäi

I =

π
2∫

0

dx

1 + ctg2019x
=

π
2∫

0

sin2019 xdx

sin2019 x+ cos2019 x
=
∣∣∣x =

π

2
− t
∣∣∣ =

= −
0∫

π
2

sin2019(π2 − t)dt
sin2019(π2 − t) + cos2019(π2 − t)

=

π
2∫

0

cos2019 tdt

sin2019 t+ cos2019 t
.

Çâiäñè

2I =

π
2∫

0

sin2019 x

sin2019 x+ cos2019 x
dx+

π
2∫

0

cos2019 x

sin2019 x+ cos2019 x
dx =

π
2∫

0

1dx =
π

2
.

Îòæå, I =
π

4
.

á) Ïîçíà÷èìî øóêàíèé iíòåãðàë ÷åðåç I. Òîäi

I =

π∫
0

cos2 x
2dx

3π2 + 4πx− 4x2
=

π∫
0

cos2 x
2dx

(2x+ π)(3π − 2x)
=
∣∣∣x = π − t

∣∣∣ =
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=

π∫
0

cos2 π−t
2 dt

(2t+ π)(3π − 2t)
=

π∫
0

sin2 t
2dt

(2t+ π)(3π − 2t)
.

Çâiäñè

2I =

π∫
0

cos2 x
2dx

(2x+ π)(3π − 2x)
+

π∫
0

sin2 x
2dx

(2x+ π)(3π − 2x)
=

=

π∫
0

dx

(2x+ π)(3π − 2x)
=

1

4π

π∫
0

( 1

2x+ π
+

1

3π − 2x

)
dx =

=
1

8π

(
ln |2x+ π|

∣∣∣π
0
− ln |2x− 3π|

∣∣∣π
0

)
=

ln 3

4π
.

Îòæå, I =
ln 3

8π
.

â) Ïîçíà÷èìî øóêàíèé iíòåãðàë ÷åðåç I òà çðîáèìî â íüîìó çàìiíó x =
π − t:

I =

π∫
0

x sinxdx

ch2
(

cosx
2

) =

π∫
0

(π − t) sin(π − t)dt
ch2
(

cos(π−t)
2

) =

π∫
0

(π − t) sin tdt

ch2
(

cos t
2

) .

Òîäi

2I =

π∫
0

x sinxdx

ch2
(

cosx
2

) +

π∫
0

(π − x) sinxdx

ch2
(

cosx
2

) = π

π∫
0

sinxdx

ch2
(

cosx
2

) =

= −2π

π∫
0

d
(

cosx
2

)
ch2
(

cosx
2

) = −2π · th
(cosx

2

) ∣∣∣π
0

= −2π

(
−th1

2

)
= 4π · th1

2
.

Îòæå, I = 4πth1
2 .

ã) Ïîçíà÷èìî øóêàíèé iíòåãðàë ÷åðåç I.

I =

π
4∫

−π4

dx

(ex + 1) cosx
=
∣∣∣x = −t

∣∣∣ =

π
4∫

−π4

dt

(e−t + 1) cos t
=

π
4∫

−π4

etdt

(et + 1) cos t
.

Òîäi

2I =

π
4∫

−π4

dx

(ex + 1) cosx
+

π
4∫

−π4

exdx

(ex + 1) cosx
=

π
4∫

−π4

dx

cosx
=

π
4∫

−π4

cosxdx

cos2 x
=
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=

π
4∫

−π4

d(sinx)

(1− sin2 x)
= − 1

2
ln

∣∣∣∣sinx− 1

sinx+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣π4
−π4

= ln

(
2 +
√

2

2−
√

2

)
.

Îòæå, I = ln
√

2+
√

2
2−
√

2
.

ä) Çàñòîñîâóþ÷è ïðèéîì �ðåôëåêñi¨� ÿê i â ïîïåðåäíiõ iíòåãðàëàõ, ìàòè-
ìåìî:

I =

7∫
3

ln(x+ 2)dx

ln(24 + 10x− x2)
=

7∫
3

ln(x+ 2)dx

ln(x+ 2) + ln(12− x)
=
∣∣∣x→ 10− x

∣∣∣ =

=

7∫
3

ln(12− x)dx

ln(12− x) + ln(x+ 2)
,

çâiäêè

I =
1

2

7∫
3

ln(12− x) + ln(x+ 2)dx

ln(x+ 2) + ln(12− x)
dt =

1

2

7∫
3

dx = 2.

å) Ïîçíà÷èìî øóêàíèé iíòåãðàë ÷åðåç I.

I =

1∫
−1

x2013 ln(1 + ex)dx =
∣∣∣x = −t

∣∣∣ =

1∫
−1

(−t)2013 ln(1 + e−t)dt =

= −
1∫

−1

t2013 ln
1 + et

et
dt = −

1∫
−1

t2013 ln(1 + et)dt+

1∫
−1

t2013 ln(et)dt =

= −I +

1∫
−1

t2014dt = −I +
2

2015
.

Îòðèìàëè ðiâíÿííÿ íà iíòåãðàë: I = −I + 2
2015 , çâiäêè I = 1

2015 .
¹) Ïîçíà÷èìî øóêàíèé iíòåãðàë ÷åðåç I òà çðîáèìî â íüîìó çàìiíó:

I =

π
4∫

0

(
x− π

8

)2020
ln(1 + tg x) dx =

∣∣∣x→ π

4
− x

∣∣∣ =

=

π
4∫

0

(
x− π

8

)2020
ln

(
2

1 + tg x

)
dx,
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çâiäêè

2I = ln 2

π
4∫

0

(
x− π

8

)2020
dx =

2 ln 2

2021
·
(π

8

)2021
,

à îòæå, I = ln 2
2021 ·

(π
8

)2021
.

15.28. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çðîáèìî çàìiíó: x = tgϕ òà ïåðåòâîðèìî ïiäiíòå-
ãðàëüíèé âèðàç:

1∫
0

x4(1− x2)5 dx

(1 + x2)10
=
∣∣∣x = tgϕ

∣∣∣ =

π
4∫

0

tg4 ϕ(1− tg2 ϕ)5

(1 + tg2 ϕ)10
· dϕ

cos2 ϕ
=

=
1

24

π
4∫

0

sin4 2ϕ cos5 2ϕdϕ =
1

25

(
π5

5 · 45
− 2 · π7

7 · 47
+

π9

9 · 49

)
.

15.29. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèìî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç:

I =

√
2∫

1

1

x
ln

2− 2x2 + x4

2x− 2x2 + x3
dx =

√
2∫

1

1

x
ln

2
x2 − 2 + x2

2
x − 2 + x

dx =

=

√
2∫

1

1

x
ln

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx−

√
2∫

1

1

x
ln

(
2

x
− 2 + x

)
dx.

Ðîçãëÿíåìî îêðåìî äðóãèé iíòåãðàë i çðîáèìî â íüîìó çàìiíó x = t2:
√

2∫
1

1

x
ln

(
2

x
− 2 + x

)
dx =

∣∣∣x = t2
∣∣∣ = 2

4
√

2∫
1

1

t
ln

(
2

t2
− 2 + t2

)
dt.

Òîäi

I =

√
2∫

1

1

x
ln

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx− 2

4
√

2∫
1

1

x
ln

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx =

=

√
2∫

1

1

x
ln

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx−

4
√

2∫
1

1

x
ln

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx−

4
√

2∫
1

1

x
ln

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx =
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=

√
2∫

4
√

2

1

x
ln

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx−

4
√

2∫
1

1

x
ln

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx = 0,

îñêiëüêè
√

2∫
4
√

2

1

x
ln

(
2

x2
− 2 + x2

)
dx =

∣∣∣∣∣x =

√
2

u

∣∣∣∣∣ = −
1∫

4
√

2

1

u
ln

(
2

u2
− 2 + u2

)
du =

=

4
√

2∫
1

1

u
ln

(
2

u2
− 2 + u2

)
du.

15.30. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî öåé iíòåãðàë ÷åðåç I. Ïiñëÿ çàìiíè t =
2020
x îòðèìà¹ìî

I =

101∫
20

ln
(

20202

t

)
2020 + t2

dt.

Äîäàþ÷è öåé iíòåãðàë äî ïî÷àòêîâîãî, îäåðæó¹ìî

2I =

101∫
20

ln(2020x) + ln
(

20202

x

)
2020 + x2

dx = 3 ln(2020)

101∫
20

dx

2020 + x2
=

=
3 ln(2020)√

2020
·
(

arctg

√
101

20
− arctg

√
20

101

)
.

Îòæå,

I =
3 ln(2020)

2
√

2020
·
(

arctg

√
101

20
− arctg

√
20

101

)
.

15.31. Ðîçâ'ÿçàííÿ. à) Ïîçíà÷èìî øóêàíèé iíòåãðàë ÷åðåç I òà çðîáèìî
â íüîìó çàìiíó x = 1

t :

I =

∞∫
0

x2009

x4021 + x4020 + x+ 1
dx =

∣∣∣∣x =
1

t

∣∣∣∣ =

0∫
∞

1
t2009 ·

−1
t2 dt

1
t4021 + 1

t4020 + 1
t + 1

=

=

∞∫
0

t2010dt

t4021 + t4020 + t+ 1
.
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Òîäi

2I =

∞∫
0

x2009

x4021 + x4020 + x+ 1
dx+

∞∫
0

x2010

x4021 + x4020 + x+ 1
dx =

=

∞∫
0

x2009(x+ 1)

x4021 + x4020 + x+ 1
dx =

∞∫
0

x2009(x+ 1)

(x+ 1)(x4020 + 1)
dx =

=

∞∫
0

x2009

x4020 + 1
dx =

1

2010

∞∫
0

d(x2010)

x4020 + 1
=

1

2010
arctg

(
x2010

) ∣∣∣∞
0

=
π

4020
.

á) ßê i â ïóíêòi à), çàñòîñîâóþ÷è ïðèíöèï �iíâåðñi¨�, îòðèìà¹ìî:

I =

∞∫
0

ln(2x) dx

1 + x2
=

∣∣∣∣x→ 1

x

∣∣∣∣ =

∞∫
0

ln
(

2
x

)
dx(

1 + 1
x2

)
x2

=

∞∫
0

ln 2− lnx

x2 + 1
dx,

çâiäêè

I =
1

2

∞∫
0

(ln(2x) + ln 2− lnx) dx

1 + x2
= ln 2

∞∫
0

dx

x2 + 1
=
π

2
ln 2.

15.32. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî îêðåìî iíòåãðàë I =
1∫
−1

dt
(et+1)(t2+x) òà

çðîáèìî çàìiíó t = −u:

I =

1∫
−1

dt

(et + 1)(t2 + x)
= |t = −u| =

1∫
−1

du

(e−u + 1)(u2 + x)
=

=

1∫
−1

eudu

(eu + 1)(u2 + x)
.

Òîäi

2I =

1∫
−1

dt

(et + 1)(t2 + x)
+

1∫
−1

etdt

(et + 1)(t2 + x)
=

1∫
−1

dt

(t2 + x)
=

=
1√
x
arctg

t√
x

∣∣∣1
−1

=
2√
x
arctg

1√
x
.
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Òàêèì ÷èíîì,
2√
x
arctg

1√
x

=
π

2
,

àáî

arctg
1√
x

=
π

4

√
x.

Çâiäñè ïiäáîðîì îòðèìà¹ìî, ùî êîðiíü ðiâíÿííÿ x = 1. Çàóâàæèìî, ùî
iíøèõ êîðåíiâ öå ðiâíÿííÿ ìàòè íå ìîæå, îñêiëüêè íà ñïiëüíié îáëàñòi âè-
çíà÷åííÿ (x > 0) ôóíêöiÿ y = arctg 1√

x
¹ ñïàäíîþ, à ôóíêöiÿ y = π

4

√
x ¹

çðîñòàþ÷îþ.
15.33. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðåêóðåíòíîþ ôîðìóëîþ

In =

∫
dx

(a2 + x2)n
=

1

2a2(n− 1)

(
x

(x2 + a2)n − 1
+ (2n− 3)In−1

)
.

Âðàõîâóþ÷è ìåæi iíòåãðóâàííÿ, à òàêîæ òå, ùî â íàøîìó âèïàäêó a = 1,
îòðèìà¹ìî

∞∫
0

dx

(1 + x2)n
=

2n− 3

2(n− 1)

∞∫
0

dx

(1 + x2)n−1 = . . . =
(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

∞∫
0

dx

1 + x2
=

=
(2n− 3)!!

(2n− 2)!!
arctgx

∣∣∣∣∞
0

=
(2n− 3)!!

(2n− 2)!!

π

2
.

15.34. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèêîíà¹ìî çàìiíó x + a
x =

√
y2 + 4a, òîáòî y2 =(

x− a
x

)2
, y = x− a

x , dx = dy
1+ a

x2
, x =

y+
√
y2+4a

2 . Òîäi îòðèìà¹ìî

∞∫
0

f
(
x+

a

x

)
dx =

∞∫
−∞

f(
√
y2 + 4a)

dy

1 + 2a

y2+2a+y
√
y2+4a

.

Ïiñëÿ çàìiíè â îñòàííüîìó iíòåãðàëi y íà −y, îòðèìà¹ìî

1

2

∞∫
−∞

f(
√
y2 + 4a)

(
y2 + 2a+ y

√
y2 + 4a

y2 + 4a+ y
√
y2 + 4a

+
y2 + 2a− y

√
y2 + 4a

y2 + 4a− y
√
y2 + 4a

)
dy =

=

∞∫
0

f(
√
y2 + 4a)dy.
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15.35.Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë I =
∞∫
0

e−x
2
dx

x2+0.5 i ïðîiíòåãðó¹ìî

éîãî ÷àñòèíàìè:

I =

∞∫
0

e−x
2

dx

x2 + 0.5
=

∣∣∣∣∣u = e−x
2

x2+0.5 du = −2xe−x
2
(x2+0.5)−2xe−x

2

(x2+0.5)2 dx

dv = dx v = x

∣∣∣∣∣ =

=
xe−x

2

x2 + 0.5

∣∣∣∞
0
−
∞∫

0

−2x2e−x
2

(x2 + 0.5 + 1)

(x2 + 0.5)2
dx =

= 0 + 2

∞∫
0

x2e−x
2

x2 + 0.5
dx+ 2

∞∫
0

x2e−x
2

(x2 + 0.5)2
dx =

= 2

∞∫
0

(x2 + 0.5− 0.5)e−x
2

x2 + 0.5
dx+ 2

∞∫
0

(x2 + 0.5− 0.5)e−x
2

(x2 + 0.5)2
dx =

= 2

∞∫
0

e−x
2

dx−
∫ +∞

0

e−x
2

x2 + 0.5
dx+ 2

∞∫
0

e−x
2

x2 + 0.5
dx−

∞∫
0

e−x
2

(x2 + 0.5)2
dx =

= 2 ·
√
π

2
− I + 2I −

∞∫
0

e−x
2

(x2 + 0.5)2
dx =

√
π + I −

∞∫
0

e−x
2

(x2 + 0.5)2
dx.

Îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

I =
√
π + I −

∞∫
0

e−x
2

(x2 + 0.5)2
dx,

çâiäêè
∞∫

0

e−x
2

(x2 + 0.5)2
dx =

√
π.

15.36. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè òî÷êà äîòèêó âiäðiçêà AB ç ãiïåðáîëîþ
xy = 1 ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà AB, òî ïëîùà òðèêóòíèêà AOB äîðiâíþ¹
SAOB = 2xy = 2. Ïîêëàäåìî OQ = ρ i ∠AOQ = α (äèâ. ìàë. 17.4).
Òîäi

SAOB = 2 =
1

2
|OQ|

(
|AQ|+ |QB|

)
=

1

2
ρ(ρ tgα + ρ ctgα) =
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Ìàë. 17.4

=
ρ2

2 sinα cosα
=

ρ2

sin 2α
,

çâiäêè
ρ2 = 2 sin 2α,

S =
1

2

π
2∫

0

ρ2 dα =
1

2

π
2∫

0

2 sin 2α dα = 1.

Ðîçäië 16

16.7. Âêàçiâêà. Íåõàé M0(x0, y0, z0) � öå òàêà òî÷êà íà ïîâåðõíi Ω, ùî
âiäñòàíü âiä M äî M0 ¹ íàéìåíøîþ. Òîäi âåêòîð íîðìàëi

−→n äî ïîâåðõíi Ω
â òî÷öi M0 ¹ ïàðàëåëüíèì äî

−−−→
M0M . Ìà¹ìî

−→n (2x0, 4y0,−1) òà
−−−→
M0M(1− x0,−y0, 2− z0).

Êîîðäèíàòè òî÷êè M0 ìàþòü çàäîâîëüíÿòè ñèñòåìó ðiâíÿíü
1− x0

2x0
= − y0

4y0
=

2− z0

−1
,

z0 = x2
0 + 2y2

0.

Ìà¹ìî òðè òî÷êè M ′
0(−1, 0, 1), M ′′

0

(
1−
√

3
2 , 0, 2−

√
3

2

)
òà M ′′′

0

(
1+
√

3
2 , 0, 2+

√
3

2

)
.
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Çâiäñè çíàõîäèìî, ùî íàéìåíøà âiäñòàíü âiä òî÷êè M äî ïîâåðõíi Ω äî-
ðiâíþ¹ ∣∣∣−−−−→M0M

′′′
∣∣∣ =

11− 6
√

3

2
.

16.8. Âêàçiâêà. Äèâ. çàäà÷ó 16.1.
Âiäïîâiäü: 5

2
√

3
.

16.9. Âêàçiâêà. Ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó îêðåìî â äâîõ îáëàñòÿõ

D1 = D ∩ {(x, y) : x− y2 ≤ 0} òà D2 = D ∩ {(x, y) : x− y2 ≥ 0}.

16.10. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé M0(x0, y0) � òî÷êà äîòèêó. Òîäi ðiâíÿííÿ
äîòè÷íî¨ ìà¹ âèãëÿä

l : y = y0 −
b2x0

a2y0
(x− x0).

Çâiäñè çíàõîäèìî òî÷êè ïåðåòèíó äîòè÷íî¨ ç îñÿìè êîîðäèíàò

A

(
a2

x0
, 0

)
òà B

(
0,
b2

y0

)
.

Òîìó ïëîùà äàíîãî òðèêóòíèêà áóäå äîðiâíþâàòè

S =
a2b2

2x0y0
.

Îòæå, ïîòðiáíî çíàéòè òàêi çíà÷åííÿ x, y, ùî ôóíêöiÿ

S(x, y) =
a2b2

2xy

íàáóâà¹ ñâîãî ìiíiìóìó ïðè óìîâi, ùî

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L(x, y;λ) =
a2b2

2xy
+

(
x2

a2
+
y2

b2
− 1

)
.

Ìà¹ìî {
L′x = − a2b2

2x2y + 2λx
a2 ,

L′y = − a2b2

2xy2 + 2λy
b2 .
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Êîîðäèíàòè òî÷êè ìiíiìóìó áóäóòü ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü
− a2b2

2x2y + 2λx
a2 = 0,

− a2b2

2xy2 + 2λy
b2 = 0,

x2

a2 + y2

b2 = 1.

Îòðèìà¹ìî, ùî x = a√
2
, y = b√

2
, λ = ab, òîáòî øóêàíà òî÷êà ìà¹ êîîðäèíàòè

M0

(
a√
2
, b√

2

)
.

Äîäàòêîâî òðåáà ïåðåâiðèòè, ùî d2L
(

a√
2
, b√

2
; ab
)
> 0.

16.11. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé øóêàíà ïëîùèíà ïåðåòèíà¹ äåêàðòîâi îñi â
òî÷êàõ A(A, 0, 0), B(0, B, 0) òà C(0, 0, C). Òîäi ¨¨ ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè
íàñòóïíèì ÷èíîì

P :
x

A
+
y

B
+
z

C
= 1.

Îá'¹ì òåòðàåäðà â öüîìó âèïàäêó áóäå äîðiâíþâàòè V = 1
6ABC. Òîìó

íàéìåíøèé îá'¹ì òåòðàåäðà áóäå äîðiâíþâàòè ìiíiìóìó ôóíêöi¨

V (A,B,C) =
1

6
ABC

ïðè óìîâi
a

A
+
b

B
+
c

C
= 1.

Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L(A,B,C;λ) =
1

6
ABC + λ

(
a

A
+
b

B
+
c

C
− 1

)
.

Ìà¹ìî 
L′A = 1

6BC −
λa
A2 ,

L′B = 1
6AC −

λb
b2 ,

L′C = 1
6AB −

λc
C2 .

Êîîðäèíàòè òî÷êè ìiíiìóìó áóäóòü ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü

1
6BC −

λa
A2 = 0,

1
6AC −

λb
b2 = 0,

1
6AB −

λc
C2 = 0,

a
A + b

B + c
C = 1.
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Îòðèìà¹ìî, ùî A = 3a,B = 3b, C = 3c, λ = 27abc
2 . Òîáòî, ðiâíÿííÿ øóêàíî¨

ïëîùèíè ìà¹ âèãëÿä
P :

x

3a
+
y

3b
+
z

3c
= 1.

Äîäàòêîâî òðåáà ïåðåâiðèòè, ùî d2L(3a, 3b, 3c; 27abc
2 ) > 0.

16.12. Âêàçiâêà. Ïåðåéòè äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.
16.13. Âêàçiâêà. Ïåðåéòè äî ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò.
16.14. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ � R2. Çíàéäåìî ñòà-

öiîíàðíi òî÷êè ôóíêöi¨ f(x, y) ç óìîâè{
f ′x = 0,
f ′y = 0.

Ìà¹ìî {
2x = 0,
cos y = 0,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî òî÷êè Mn

(
0, π2 + πn

)
, n ∈ Z ¹ ñòàöiîíàðíèìè. Ïåðåâi-

ðèìî äîñòàòíþ óìîâó åêñòðåìóìiâ. Çàïèøåìî∣∣∣∣ f ′′xx f ′′xy
f ′′xy f ′′yy

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2 0
0 − sin y

∣∣∣∣ = −2 sin y > 0,

ÿêùî y = π
2 + 2πk, k ∈ Z. Òîáòî åêñòðåìóìè iñíóþòü â òî÷êàõ M2k, k ∈ Z.

Îñêiëüêè f ′′xx(M2k) = 2 > 0, òî âîíè ¹ òî÷êàìè ìiíiìóìó.
16.15. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îñêiëüêè f � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, à ìíîæèíà D �

çàìêíåíà òà îáìåæåíà, òî f äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó íà D. Ïîêàæåìî, ùî öåé
ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ â îäíié ç âåðøèí îêòàåäðà D, ÿêi ìàþòü êîîðäèíàòè
(1, 0, 0), (−1, 0, 0), (0, 1, 0), (0,−1, 0), (0, 0, 1) òà (0, 0,−1).
Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå i ïîçíà÷èìî òî÷êó ìàêñèìóìó ÷åðåç (x0, y0, z0),

äå x0, y0, z0 ∈ (−1, 1). Òîäi iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî (x0, y0, z0 +ε) i (x0, y0, z0−ε)
òåæ íàëåæàòü D. Àëå ÿê ôóíêöiÿ âiä z f ¹ îïóêëîþ âíèç, i òîìó

f(x0, y0, z0) <
1

2

(
f(x0, y0, z0 + ε) + f(x0, y0, z0 − ε)

)
.

Öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî (x0, y0, z0) � òî÷êà ìàêñèìóìó.
Ïiäñòàâëÿþ÷è âåðøèíè îêòàåäðà D, îòðèìà¹ìî, ùî

max
(x,y,z)∈D

f(x, y, z) = 1 + max{|a|, |b|, |c|}.

Âiäïîâiäü: 1 + max{|a|, |b|, |c|}.
16.16. Âêàçiâêà. Ïîòðiáíî ìiíiìiçóâàòè ïëîùó åëiïñà, òîáòî ôóíêöiþ

S = πab, çà óìîâè, ùî êîëî òà åëiïñ ìàþòü 2 ñïiëüíi äîòè÷íi. Òîáòî öå
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çàäà÷à íà óìîâíèé åêñòðåìóì. Çíàéäåìî óìîâó ó àëãåáðà¨÷íîìó âèãëÿäi.
Íåõàé (x0; y0) � òî÷êà äîòèêó (íàïðèêëàä, â ïåðøié ÷âåðòi, òîáòî y0 > 0).
Òîäi, ïðèðiâíþþ÷è ïîõiäíi, ìàòèìåìî

−b
2x0

a2y0
=

1− x0

y0
,

çâiäêè

x0 =
a2

a2 − b2
.

Êðiì òîãî, òî÷êà (x0; y0) íàëåæèòü ÿê åëiïñó, òàê i êîëó, çâiäêè îòðèìà¹ìî
ùå äâi óìîâè:

x2
0

a2
+
y2

0

b2
= 1, (x0 − 1)2 + y2

0 = 1.

Âèêëþ÷èâøè ç òðüîõ îñòàííiõ ñïiââiäíîøåíü x0 òà y0, òà ñïðîñòèâøè îòðè-
ìàíèé âèðàç, ïðèõîäèìî äî óìîâè íà ïàðàìåòðè a òà b:

a2 − a2b2 + b4 = 0.

Äàëi, ñêëàäà¹ìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L(a, b;λ) = πab+ λ(a2 − a2b2 + b4)

òà çíàõîäèìî ¨¨ ñòàöiîíàðíi òî÷êè Mi(a; b;λ):

M1(0; 0; 0), M2

(
3√
2

;

√
3√
2

;
π√
3

)
, M3

(
− 3√

2
;−
√

3√
2

;
π√
3

)
,

M4

(
− 3√

2
;

√
3√
2

;− π√
3

)
, M5

(
3√
2

;−
√

3√
2

;− π√
3

)
.

Íàðåøòi, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè çíàê d2L â òî÷öiM2, áî a, b � ïiâîñi åëiïñà,
à çíà÷èòü a > 0, b > 0. Äiéñíî, çà óìîâè 2a(1− b2)da+ (4b3 − 2a2b)db = 0,

d2L(M2) =
36π

3
√

3
da2 > 0,

ùî îçíà÷à¹, ùî òî÷êà (M2) ¹ òî÷êîþ óìîâíîãî ìiíiìóìó.
Âiäïîâiäü: a = 3√

2
b =

√
3√
2
.

Ðîçäië 17

17.9. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàôiêñó¹ìî åëåìåíò a1 ìíîæèíè X = {a1, a2, . . . , an}
i áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè ïiäìíîæèíè, ÿêi ìiñòÿòü a1. ×èñëî òàêèõ ïiä-
ìíîæèí äîðiâíþ¹ ÷èñëó ïiäìíîæèí ìíîæèíè {a2, . . . , an}, òîáòî ÷èñëó
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2n−1. Îòæå, k ≥ 2n−1. Ç iíøîãî áîêó, íåõàé âèáðàíî áiëüøå 2n−1 ïiäìíîæèí
ìíîæèíè X. Ðîçiá'¹ìî âñi ìîæëèâi ïiäìíîæèíè X íà 2n−1 ïàð, îá'¹äíàâøè
â îäíó ïàðó ïiäìíîæèíó òà ¨¨ äîïîâíåííÿ. Òîäi çà ïðèíöèïîì Äiðiõëå õî-
÷à á äâi âèáðàíi ïiäìíîæèíè óòâîðþþòü ïàðó, à îòæå, íå ïåðåòèíàþòüñÿ.
Òàêèì ÷èíîì, k = 2n−1.
17.10. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Áóäåìî íàçèâàòè êîæíèõ òðüîõ ïîïàðíî çíàéîìèõ

ìiæ ñîáîþ ëþäåé ¾+¿-òðiéêîþ, à êîæíèõ òðüîõ (÷îòèðüîõ) ïîïàðíî íåçíà-
éîìèõ ¾�¿-òðiéêîþ (¾�¿-÷åòâiðêîþ). Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ äîâiëüíî¨ ñêií÷åí-
íî¨ ìíîæèíè M áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê |M |.

1. Íåõàé A � ìíîæèíà, ÿêà íå ìiñòèòü æîäíî¨ ¾+¿-òðiéêè i æîäíî¨ ¾�¿-
òðiéêè, à x � äîâiëüíà ëþäèíà ç A. Òîäi ìíîæèíà A, êðiì x, ñêëàäà-
¹òüñÿ ç ïiäìíîæèíè A+ çíàéîìèõ ç x ëþäåé i ç ïiäìíîæèíè A− ëþ-
äåé, íåçíàéîìèõ ç íèì. Áóäü-ÿêi äâî¹ îñiá ç A+ íåçíàéîìi (iíàêøå âîíè
óòâîðþþòü ¾+¿-òðiéêó ç x), òîìó |A+| ≤ 2 (iíàêøå A+ ìiñòèòü ¾�
¿-òðiéêó). Áóäü-ÿêi äâî¹ îñiá ç A− çíàéîìi (iíàêøå âîíè óòâîðþþòü
¾�¿-òðiéêó ç x), òîìó |A−| ≤ 2 (iíàêøå A− ìiñòèòü ¾+¿-òðiéêó). Çâiäñè
|A| = |A+|+ |A−|+ 1 ≤ 5. Òàêèì ÷èíîì, ñåðåä áóäü-ÿêèõ 6 àáî áiëüøå
îñiá çàâæäè çíàéäåòüñÿ àáî òðî¹ ïîïàðíî çíàéîìèõ, àáî òðî¹ ïîïàðíî
íåçíàéîìèõ.

2. Íåõàé B � ìíîæèíà, ÿêà íå ìiñòèòü æîäíî¨ ¾+¿-òðiéêè i æîäíî¨ ¾�¿-
÷åòâiðêè, x � äîâiëüíà ëþäèíà ç B. Òîäi ìíîæèíà B, êðiì x, ñêëàäà¹-
òüñÿ ç ïiäìíîæèíè B+ çíàéîìèõ ç x ëþäåé i ç ïiäìíîæèíè B− ëþäåé,
íåçíàéîìèõ ç íèì. Áóäü-ÿêi äâî¹ îñiá ç B+ íåçíàéîìi (iíàêøå âîíè
óòâîðþþòü ¾+¿-òðiéêó ç x), òîìó |B+| ≤ 3 (iíàêøå B+ ìiñòèòü ¾�¿-
÷åòâiðêó). Ìíîæèíà æ B− íå ìîæå ìiñòèòè íi ¾�¿-òðiéîê (iíàêøå ðà-
çîì ç x âîíè óòâîðÿòü ¾�¿-÷åòâiðêó), íi ¾+¿-òðiéîê. Òîìó çà ïóíêòîì
à) |B−| ≤ 5. Òîäi |B| = |B+| + |B−| + 1 ≤ 9. Ïîêëàäåìî |B| = 9. Òîäi
äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà |B+| = 3 i |B−| = 5. Îòæå, êîæíà ëþäèíà â B
çíàéîìà ðiâíî ç òðüîìà iíøèìè ëþäüìè. Òîäi çàãàëüíà êiëüêiñòü ïàð
çíàéîìèõ ëþäåé â B äîðiâíþ¹ 3·9

2 = 27
2 , ùî íåìîæëèâî. Îòæå |B| < 9.

3. Íàâåäåìî ïðèêëàä òàêî¨ ìíîæèíè B ç âîñüìè îñiá, ïîçíà÷èâøè âåðøè-
íàìè ëþäåé, à ôàêò çíàéîìñòâà ðåáðàìè.

17.11. Âêàçiâêà. à) Ñêîðèñòàòèñÿ áiíîìîì Íüþòîíà:

(
√

2 +
4
√

3)100 =
100∑
k=0

Ck
1002

k
2 3

100−k
4 ,
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çâiäêè çðîçóìiëî, ùî äîäàíîê áóäå ðàöiîíàëüíèì ëèøå òîäi, êîëè k � ïàðíå,
ïðè÷îìó 100− k ... 4. Òàêèõ ÷èñåë 26.
á) Âiäïîâiäü: 51.
17.12. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ââåäåìî ïîäi¨: A3={÷èñëî äiëèòüñÿ íà 3},

A4={÷èñëî äiëèòüñÿ íà 4}. Òîäi çà ôîðìóëîþ âêëþ÷åííÿ-âèêëþ÷åííÿ êiëü-
êiñòü ÷èñåë âiä 1 äî 2020, ùî íàöiëî äiëÿòüñÿ íà 3 àáî 4:

N(A3 ∪ A4) = N(A3) +N(A4)−N(A3 ∩ A4) = 673 + 505− 168 = 1010.

Àëå ñåðåä íèõ ¹ òi, ùî äiëÿòüñÿ i íà 5. �õ ïîòðiáíî âèêëþ÷èòè, à îòæå,
íåîáõiäíî îá÷èñëèòè êiëüêiñòü òèõ ÷èñåë âiä 1 äî 2020, ùî íàöiëî äiëÿòüñÿ
õî÷à á íà îäíå ç ÷èñåë: íà 15 àáî íà 20. Çíîâó ââåäåìî ïîäi¨: A15={÷èñëî
äiëèòüñÿ íà 15}, A20={÷èñëî äiëèòüñÿ íà 20}. Òîäi

N(A15 ∪ A20) = N(A15) +N(A20)−N(A15 ∩ A20) = 134 + 101− 33 = 202.

Òàêèì ÷èíîì, êiëüêiñòü ÷èñåë, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè çàäà÷i:

N(A3 ∪ A4)−N(A15 ∪ A20) = 1010− 202 = 808.

17.13. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çàãàëüíà êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé äîâæèíè n,
ùî ñêëàäàþòüñÿ ëèøå ç öèôð 0, 1 òà 2, äîðiâíþ¹ 3n. Ââåäåìî ïîäi¨:
A0={ïîñëiäîâíiñòü íå ìiñòèòü öèôðó 0}, A1={ïîñëiäîâíiñòü íå ìiñòèòü öè-
ôðó 1}, A2={ïîñëiäîâíiñòü íå ìiñòèòü öèôðó 2}. Çà ôîðìóëîþ âêëþ÷åííÿ-
âèêëþ÷åííÿ îá÷èñëèìî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ó îá'¹äíàííi A1 ∪ A2 ∪ A3:

N(A0 ∪ A1 ∪ A2) = N(A0) +N(A1) +N(A2)−

−N(A0 ∩ A1)−N(A0 ∩ A2)−N(A1 ∩ A2) +N(A0 ∩ A1 ∩ A2) =

= 3 · 2n − 3 · 1n + 0 = 3 · 2n − 3.

Òîìó êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé äîâæèíè n, ùî ìiñòÿòü êîæíó öèôðó õî÷à
á îäèí ðàç: 3n − 3 · 2n + 3.
17.14. Âêàçiâêà. Çàäà÷à àíàëîãi÷íà äî çàäà÷i 17.13.
Âiäïîâiäü:

mn − C1
m(m− 1)n + C2

m(m− 2)n − . . .+ (−1)mCm
m · 0n.

17.15. Âêàçiâêà. Çàäà÷à àíàëîãi÷íà äî çàäà÷i 17.6.
Âiäïîâiäü: 12.
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17.16. Âêàçiâêà. Ç óìîâè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî íå ìîæå ìiñòèòè öèôðó
0, à òîìó âñi öèôðè ÷èñëà âèáèðàþòüñÿ ç ìíîæèíè {1, 2, . . . , 9}. Ïðè öüî-
ìó öèôðè ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñÿ. Òîìó âèáåðåìî ç ìíîæèíè {1, 2, . . . , 9}
ï'ÿòü öèôð, ìîæëèâî ç ïîâòîðåííÿìè. Êiëüêiñòü ñïîñîáiâ öå çðîáèòè äî-
ðiâíþ¹ êiëüêîñòi êîìáiíàöié ç ïîâòîðåííÿìè ç 9 ïî 5, òîáòî C

5
9 = C5

9+5−1 =
C5

13 = 1287. Äàëi ðîçòàøóâàòè âèáðàíi öèôðè ó ïîðÿäêó íåñïàäàííÿ ¹ ¹äè-
íèé ñïîñiá.
Âiäïîâiäü: C5

13 = 1287.
17.17. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà óìîâîþ çàäà÷i, áóäü-ÿêi 5 îñiá íå ìîæóòü âiäêðè-

òè ñåéô. Òîìó ó íèõ íåìà¹ êëþ÷à âiä ÿêîãîñü çàìêà. Ïðè öüîìó, áóäü-ÿêèé
iíøèé ÷ëåí êîìiñi¨ ìà¹ âîëîäiòè öèì êëþ÷åì. Îòæå, ïîòðiáíî âñòàíîâèòè
C5

9 = 126 çàìêiâ. 4 êëþ÷à âiä êîæíîãî çàìêà âiääàþòüñÿ äåÿêié ÷åòâiðöi
÷ëåíiâ êîìiñi¨, ïðè÷îìó ðiçíi êëþ÷i ðîçäàþòüñÿ ðiçíèì ÷åòâiðêàì. Êðiì òî-
ãî, ÿêùî çáåðóòüñÿ áóäü-ÿêi 6 ÷ëåíiâ êîìiñi¨, òî ñåðåä íèõ áóäå ïî îäíîìó
ïðåäñòàâíèêó âiä êîæíî¨ ÷åòâiðêè i âîíè çìîæóòü âiäêðèòè âñi çàìêè.
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó çíàäîáèòüñÿ Cm−1

n çàìêiâ òà n −m + 1 êëþ÷ äî
êîæíîãî ç íèõ.
17.18. Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïîçíà÷èìî äîâiëüíèé íîìåð abcd. Íàñ öiêàâëÿòü

òàêi íîìåðè, ùî a + b = c + d. Áóäåìî ðîçãëÿäàòè âñi ìîæëèâi ñóìè a + b:
0, 1, 2, . . . , 18.
Çàóâàæèìî, ùî íîìåðiâ ç ñóìîþ a + b = 0 òà ñóìîþ a + b = 18 ¹ ïî

îäíîìó � öå 0000 òà 9999.
Ðîçãëÿíåìî ñóìó a + b = 1. Â öüîìó âèïàäêó ìîæëèâi ëèøå òàêi âèäè

íîìåðiâ: 01cd òà 10cd, äå îñòàííi 2 öèôðè cd ìîæóòü ñêëàäàòè îäíó ç 2-õ
ïåðøèõ êîìáiíàöié � àáî 01 àáî 10. Îòæå, íîìåðiâ ç ñóìîþ a + b = 1 ¹
âñüîãî 22 = 4. Àíàëîãi÷íî äëÿ ñóìè a+ b = 17 � òàêèõ íîìåðiâ òåæ 22 = 4.
Ðîçãëÿíåìî ñóìó a+b = 2. Â öüîìó âèïàäêó ìîæëèâi ëèøå òàêi âàðiàíòè:

02cd, 20cd òà 11cd, äå îñòàííi 2 öèôðè cd ìîæóòü ñêëàäàòè îäíó ç 3-õ
ïåðøèõ êîìáiíàöié � àáî 02 àáî 20 àáî 11. Îòæå, íîìåðiâ ç ñóìîþ a+b = 2
¹ âñüîãî 33 = 9. Àíàëîãi÷íî äëÿ ñóìè a + b = 16 � òàêèõ íîìåðiâ òåæ
33 = 9.
I ò.ä. Î÷åâèäíî, íàéáiëüøà êiëüêiñòü íîìåðiâ ìà¹ ñóìó a+ b = 9. Äiéñíî,

öå íîìåðè âèäó 09cd, 90cd, 18cd, 81cd, 27cd, 72cd, 36cd, 63cd, 45cd, 54cd, äå
îñòàííi 2 öèôðè cd ìîæóòü ñêëàäàòè îäíó ç 10-è ïåðøèõ êîìáiíàöié � 09,
90, 18, 81, 27, 72, 36, 63, 45, 54. Îòæå, âñüîãî íîìåðiâ ç ñóìîþ a+ b = 9 �
102 = 100 øòóê.
Îòæå, êiëüêiñòü ùàñëèâèõ íîìåðiâ:

12 + 22 + 32 + 42 + . . .+ 92 + 102 + 92 + . . .+ 32 + 22 + 12 =
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= 2(12 + 22 + 32 + . . .+ 92) + 102 = 2 · 9 · 10 · 19

6
+ 100 = 670.

Ïðè ïiäðàõóíêó ìè ñêîðèñòàëèñÿ âiäîìîþ ôîðìóëîþ äëÿ ñóìè êâàäðàòiâ
ïåðøèõ n íàòóðàëüíèõ ÷èñåë:

12 + 22 + 32 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.
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