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Ðîçäië 1

Ëiíiéíi íîðìîâàíi òà áàíàõîâi

ïðîñòîðè

1.1 Îçíà÷åííÿ i åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi

Îçíà÷åííÿ 1.1. Íåõàé E � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C.
Ôóíêöiÿ ‖·‖ : E → R, íàçèâà¹òüñÿ íîðìîþ, ÿêùî âèêîíàíi òàêi óìîâè (àêñiîìè
íîðìè):

1) ∀ x ∈ E : ‖x‖ ≥ 0, äî òîãî æ ‖x‖ = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè x = 0
(íåâiä'¹ìíiñòü);

2) ∀ x ∈ E ∀ λ ∈ C : ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ (îäíîðiäíiñòü);

3) ∀ x, y ∈ E : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà).

Çàóâàæèìî, ùî òàê ñàìî ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ íîðìè i äëÿ äiéñíîãî
ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Äàëi ìè çäåáiëüøîãî áóäåìî ïðàöþâàòè ç êîìïëåêñíèìè
ïðîñòîðàìè, ïðîòå âñi âiäìiííîñòi áóäóòü îáãîâîðþâàòèñÿ îêðåìî.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ëiíiéíèé ïðîñòið iç ââåäåíîþ íà íüîìó íîðìîþ íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì.

Çàóâàæåííÿ 1.1. (äðóãà íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà) Ó ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó
ïðîñòîði äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ E∣∣∣ ‖x‖ − ‖y‖∣∣∣ ≤ ‖x− y‖ .
Ñïðàâäi, ç ìiðêóâàíü ñèìåòðè÷íîñòi äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê ‖x‖ ≥ ‖y‖.
Ìà¹ìî

‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖ ⇔ ‖x‖ ≤ ‖y‖+ ‖x− y‖ ,
ùî âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà òà ðiâíîñòi x = y + (x− y) .

5



6 Ðîçäië 1. Ëiíiéíi íîðìîâàíi òà áàíàõîâi ïðîñòîðè

Çàóâàæåííÿ 1.2. Êîæåí ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið E ¹ ìåòðè÷íèì ïðî-
ñòîðîì, ìåòðèêó ìîæíà çàäàòè ðiâíiñòþ

ρ (x, y) = ‖x− y‖ .

Ïåðåâiðèìî, ùî òàê ââåäåíà ôóíêöiÿ ρ : E × E → R çàäîâîëüíÿ¹ âëàñòèâîñòi
ìåòðèêè. Ìà¹ìî

1) Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ E

ρ (x, y) = ‖x− y‖ ≥ 0, äî òîãî æ ρ (x, y) = 0⇔ x = y.

2) Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ E

ρ (y, x) = ‖y − x‖ = ‖(−1) (x− y)‖ = ‖x− y‖ = ρ (x, y) .

3) Äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ E

ρ (x, y) = ‖x− y‖ = ‖x− z + z − y‖ ≤ ‖x− z‖+‖z − y‖ = ρ (x, z)+ρ (z, y) .

Îçíà÷åííÿ 1.3. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xn, n ≥ 1} ⊂ E çáiãà¹òüñÿ
äî x ∈ E, ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî x ó ìåòðèöi ρ, òîáòî

xn
E−→ x

def⇐⇒ ρ (xn, x) −→ 0⇐⇒ ‖xn − x‖ −→ 0.

Ç îçíà÷åííÿ òà çàóâàæåííÿ 1.1 âèïëèâà¹, ùî

xn
E−→ x =⇒ ‖xn‖ −→ ‖x‖ .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó

òà ìíîæåííÿ ¨õ íà ñêàëÿð ¹ íåïåðåðâíèìè îïåðàöiÿìè, òîáòî ÿêùî xn
E−→ x,

yn
E−→ y, λn −→ λ, òî

xn + yn
E−→ x+ y, λnxn

E−→ λx.

(Äîâåäiòü öå ñàìîñòiéíî!)

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ïîâíèé ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið E íàçèâà¹òüñÿ áàíà-
õîâèì.

Îçíà÷åííÿ 1.5. Ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið E íàçèâà¹òüñÿ ñåïàðàáåëüíèì,
ÿêùî iñíó¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà A ⊂ E, òàêà ùî çàìèêàííÿ A = E.



1.2. Êëàñè÷íi áàíàõîâi ïðîñòîðè 7

1.2 Êëàñè÷íi áàíàõîâi ïðîñòîðè

Ïðèêëàä 1.1. E = C ç ‖x‖ = |x|. Òàê ñàìî ìîæíà ââåñòè íîðìó â äiéñíîìó
ëiíiéíîìó ïðîñòîði E = R.

Ïðèêëàä 1.2. Ðîçãëÿíåìî E = Cn. Äëÿ x = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , yn) ∈
Cn, λ ∈ C ëiíiéíi îïåðàöi¨ ââîäÿòüñÿ ñòàíäàðòíèì ÷èíîì

x+ y := (x1 + y1, . . . , xn + yn) , λx := (λx1, . . . , λxn) .

Íîðìó ìîæíà âèçíà÷èòè ðiâíiñòþ

‖x‖ =

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

.

Àíàëîãi÷íî ââîäèòüñÿ íîðìà i â äiéñíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði E = Rn.

Ïðèêëàä 1.3. Íåõàé T � äåÿêà ìíîæèíà, B(T ) � ïðîñòið îáìåæåíèõ íà T
ôóíêöié x : T → C. Äîâåäåìî, ùî ‖x‖ = sup

t∈T
|x (t)| ¹ íîðìîþ. Ñïðàâäi,

1) ‖x‖ ≥ 0, òà ‖x‖ = 0⇐⇒ sup
t∈T
|x (t)| = 0⇐⇒ ∀t ∈ T |x (t)| = 0

def⇐⇒ x = 0;

2) ‖λx‖ = sup
t∈T
|λx (t)| = |λ| sup

t∈T
|x (t)| = |λ| ‖x‖;

3) Î÷åâèäíî, äëÿ âñiõ t ∈ T

|x (t) + y (t)| ≤ |x (t)|+ |y (t)| ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

Ïåðåõîäÿ÷è äî ñóïðåìóìà, äiñòàíåìî íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà.

Äîâåäåìî, ùî ïðîñòið (B(T ), ‖·‖) áóäå ïîâíèì. Ñïðàâäi, íåõàé {xn, n ≥ 1} ⊂
B(T ) � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ N ∈
N òàêèé, ùî äëÿ âñiõ n,m > N ‖xn − xm‖ < ε, çâiäêè äëÿ âñiõ t ∈ T

|xn (t)− xm(t)| < ε. (1.1)

Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî t ∈ T ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {xn (t) , n ≥ 1} ôóíäà-
ìåíòàëüíà â C. Îñêiëüêè C � ïîâíèé ïðîñòið, òî iñíó¹ x (t) ∈ C òàêå, ùî
xn (t) −→ x (t), n −→∞. Ïåðåéäåìî â (1.1) äî ãðàíèöi ïðè m −→ ∞ òà äi-
ñòàíåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ N ∈ N òàêèé, ùî äëÿ âñiõ n > N òà
t ∈ T

|xn (t)− x(t)| ≤ ε. (1.2)

Ç (1.2) âèïëèâà¹, ùî x−xn îáìåæåíà ôóíêöiÿ íà T , à îòæå, x = (x− xn)+xn ∈
B(T ). Äî òîãî æ,

‖x− xn‖ = sup
t∈T
|x (t)− xn(t)| ≤ ε,

çâiäêè xn −→ x â B(T ).
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Ïðèêëàä 1.4. Íåõàé F � σ-àëãåáðà íà ìíîæèíi T , µ � ìiðà íà (T,F). Ðîç-
ãëÿíåìî ïðîñòið Lp F-âèìiðíèõ ôóíêöié x : T → C, ùî ¹ iíòåãðîâàíèìè ó
ñòåïåíi p (1 ≤ p < +∞), òîáòî∫

T

|x (t)|p dµ (t) < +∞.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

Lp 3 x 7→ ‖x‖p :=

∫
T

|x (t)|p dµ (t)

 1
p

.

Î÷åâèäíî

1) ‖x‖p ≥ 0, òà ‖x‖p = 0⇔ x = 0 (mod µ).

2) ‖λx‖p =

(∫
T

|λx (t)|p dµ (t)

) 1
p

= |λ|
(∫
T

|x (t)|p dµ (t)

) 1
p

= |λ| ‖x‖p

3) Íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà çáiãà¹òüñÿ ç íåðiâíiñòþ Ìiíêîâñüêîãî.

Îòæå, âñi àêñiîìè íîðìè, êðiì ïåðøî¨, âèêîíàíi. Ââåäåìî íà Lp âiäíîøåííÿ
åêâiâàëåíòíîñòi:

x ∼ y def⇐⇒ x = y (mod µ) . (1.3)

Òîäi êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi [x] ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ òèõ y ∈ Lp, ùî ñïiâïàäàþòü ç x
µ-ìàéæå ñêðiçü. Ïðîñòîðîì Lp (T, µ) áóäåìî íàçèâàòè ïðîñòið òàêèõ êëàñiâ
åêâiâàëåíòíîñòi ç ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè

[x] + [y] := [x+ y] ,

[λx] := λ [x]

i íîðìîþ
‖[x]‖p := ‖x‖p .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî öi îçíà÷åííÿ êîðåêòíi òà ‖·‖p ¹ íîðìîþ â Lp (T, µ).

Çàóâàæåííÿ 1.3. Íåõàé E � ëiíiéíèé ïðîñòið. Ôóíêöiÿ s : E → R íàçèâà-
¹òüñÿ íàïiâíîðìîþ, ÿêùî âîíà ¹ íåâiä'¹ìíîþ òà çàäîâîëüíÿ¹ äðóãó òà òðåòþ
àêñiîìè íîðìè. Ìîæíà ââåñòè âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi

x ∼ y def⇐⇒ s(x− y) = 0.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî öå ñïðàâäi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òà âiäïîâiäíèé ôàêòîð-
ïðîñòið E/∼ ¹ ëiíiéíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ

‖[x]‖ := s(x).

Çîêðåìà, ‖·‖p � íàïiâíîðìà íà Lp.
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Íàâåäåìî âàæëèâó ëåìó, ùî îïèñó¹ çâ'ÿçîê ìiæ çáiæíîñòÿìè â Lp, ìàéæå
ñêðiçü òà çà ìiðîþ.

Ëåìà 1.1. Íåõàé 1 ≤ p < +∞. Òîäi

xn −→ x â Lp (T, µ)⇒ xn
µ−→ x⇒ ∃{xnk, k ≥ 1} : xnk

−→ x (modµ).

Äîâåäåííÿ. Äðóãà iìïëiêàöiÿ ¹ òâåðäæåííÿì êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Ðiñà. Ïåðøà
iìïëiêàöiÿ ëåãêî âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi ×åáèøîâà. Ñïðàâäi,∫

T

|xn (t)− x (t)|p dµ (t) ≥
∫

{t||xn−x|>ε}

|xn (t)− x (t)|p dµ (t) ≥

≥ εp · µ ({t ||xn (t)− x (t)| > ε}) ,

ùî i äîâîäèòü ëåìó. �

Áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì öi¹¨ ëåìè ¹ íàñòóïíå êîðèñíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Íåõàé xn → x â Lp (T, µ) òà xn → y (mod µ). Òîäi x =
y(mod µ).

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ [1,∞) Lp (T, µ) � áàíàõiâ ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {xn | n ≥ 1} ôóíäàìåíòàëüíà â Lp (T, µ). Òîäi ∀ ε > 0 ∃N ∈
N ∀n,m ≥ N :

‖xn − xm‖p =
(∫
T

|xn (t)− xm (t)|p dµ (t)
) 1

p

< ε.

Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëåìè 1.1 ìà¹ìî, ùî {xn | n ≥ 1} ôóíäàìåíòàëüíà çà
ìiðîþ òà çíàéäåòüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòü {xnk

| k ≥ 1}, ùî çáiãà¹òüñÿ µ-ìàéæå
ñêðiçü äî äåÿêî¨ F-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ x. Çîêðåìà, ∀n, nk ≥ N(∫

T

|xn (t)− xnk
(t)|p dµ (t)

) 1
p

< ε.

Ç ëåìè Ôàòó òåïåð âèïëèâà¹, ùî ∀n ≥ N :

‖xn − x‖p ≤ ε.

Îòæå, x = (x− xn) + xn ∈ Lp (T, µ) òà xn → x â Lp (T, µ). �

Íàãàäà¹ìî íàñòóïíèé âàæëèâèé ôàêò ç êóðñó ç òåîði¨ ìiðè.
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Òåîðåìà 1.2. Íåõàé µ � σ-ñêií÷åííà ìiðà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ [1,∞)
ìíîæèíà

S =

{
n∑
k=1

akχAk

∣∣∣∣∣ ak ∈ C, Ak ∈ F , µ (Ak) < +∞, 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N

}
¹ ùiëüíîþ â Lp (T, µ).

Îçíà÷åííÿ 1.6. σ-ñêií÷åííà ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ ñåïàðàáåëüíîþ, ÿêùî iñíó¹
íå áiëüø íiæ çëi÷åííèé êëàñ ìíîæèí K ⊂ F òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0
òà A ∈ F ñêií÷åííî¨ ìiðè çíàéäåòüñÿ òàêà ìíîæèíà B ∈ K, ùî µ (A4B) < ε.

Î÷åâèäíî, ìîæíà ââàæàòè, ùî ìíîæèíè ç K ìàþòü ñêií÷åííó ìiðó (ùî
ìè i áóäåìî äàëi ðîáèòè).

Òåîðåìà 1.3. Íåõàé ìiðà µ ¹ ñåïàðàáåëüíîþ, òîäi äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ [1,∞)
ïðîñòið Lp (T, µ) ¹ ñåïàðàáåëüíèì ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

S0 =

{
n∑
k=1

akχBk

∣∣∣∣∣ ak = αk + iβk, αk, βk ∈ Q, Bk ∈ K, 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N

}
,

äå K � êëàñ ìíîæèí ç îçíà÷åííÿ ñåïàðàáåëüíî¨ ìiðè µ. Î÷åâèäíî, ùî ìíî-
æèíà S0 çëi÷åííà. Äîâåäåìî, ùî âîíà ¹ ùiëüíîþ â Lp (T, µ). Â ñèëó òåîðåìè
1.2 äîñèòü äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ F ñêií÷åííî¨ ìiðè òà
äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò x ∈ S0, ùî ‖χA − x‖Lp

< ε.
Îñêiëüêè µ � ñåïàðàáåëüíà ìiðà, òî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ F (òàêî¨, ùî
µ (A) < +∞) òà äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêà ìíîæèíà B ∈ K, ùî
µ (A4B) < εp. Òîäi äëÿ x = χB ∈ S0 ìà¹ìî

‖χA − χB‖Lp
= ‖χA4B‖Lp

< ε.

�

Ïðèêëàä 1.5. Íåõàé m � ìiðà Ëåáåãà íà ïðÿìié, òà F � σ-àëãåáðà âèìið-
íèõ çà Ëåáåãîì ìíîæèí. Òîäi m ¹ ñåïàðàáåëüíîþ ìiðîþ. Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî
çëi÷åííèé êëàñ ìíîæèí ç F :

K =

{
n⋃
k=1

(ak, bk]

∣∣∣∣∣−∞ < ak < bk < +∞, ak, bk ∈ Q, 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N

}
.

Çà òåîðåìîþ ïðî íàáëèæåííÿ ìiðè, äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ F ñêií-
÷åííî¨ ìiðè òà äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàéäåòüñÿ òàêà ìíîæèíà B ∈ K, ùî
m (A4B) < ε. Îòæå, çà îçíà÷åííÿì, ìiðà m ¹ ñåïàðàáåëüíîþ. Òîäi, çà òåî-
ðåìîþ 1.3, ïðîñòið Lp (R,m) =: Lp (R) òàêîæ ¹ ñåïàðàáåëüíèì äëÿ äîâiëüíîãî
p ∈ [1,∞). Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ [1,∞) ïðîñòið
Lp (Rn,mn), äå mn � ìiðà Ëåáåãà â Rn, òàêîæ ¹ ñåïàðàáåëüíèì.
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Âïðàâà 1.1. Ðîçãëÿíåìî íåñïàäíó íåïåðåðâíó ñïðàâà ôóíêöiþ F : R → R.
Íåõàé λF � âiäïîâiäíà ìiðà Ëåáåãà�Ñòiëüòü¹ñà íà R. Äîâåñòè, ùî λF ñåïàðà-
áåëüíà, à îòæå, ïðîñòið Lp (R, λF ) (p ∈ [1,∞)) òàêîæ ¹ ñåïàðàáåëüíèì.

Âïðàâà 1.2. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíà ñêií÷åííà íà ñêií÷åííèõ iíòåðâàëàõ áîðå-
ëåâà ìiðà µ íà ïðÿìié ¹ ìiðîþ Ëåáåãà�Ñòiëüòü¹ñà, à îòæå, ïðîñòið Lp (R, µ) ¹
ñåïàðàáåëüíèì äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ [1,∞).

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷åíü ïîêëàäåìî:

Lp (R) := Lp (R,m) , Lp (a, b) := Lp((a, b),m).

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið C[a, b] íåïåðåðâíèõ íà âiäðiçêó [a, b] ôóíêöié. Äî-
âiëüíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ x = x (t) ¹ áîðåëåâîþ òà iíòåãðîâíîþ ó ñòåïåíi
p, òîáòî x ∈ Lp ([a, b] ,m). Öå îçíà÷à¹, ùî âiäïîâiäíèé êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi
x̂ ∈ Lp (a, b). Î÷åâèäíî, ðiçíèì åëåìåíòàì x, y ∈ C[a, b] âiäïîâiäàþòü ðiçíi
êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi x̂, ŷ ∈ Lp (a, b). Ñïðàâäi, ÿêùî x̂ = ŷ, òî, çà îçíà÷åííÿì,
x = y (modm). Òîäi çà íåïåðåðâíiñòþ x, y ìà¹ìî x (t) = y (t) äëÿ âñiõ t ∈ [a, b].
Îòæå, x = y (ÿê åëåìåíòè ïðîñòîðó C[a, b]). Òàêèì ÷èíîì,

C[a, b] ⊂ Lp (a, b) ,

äå âêëþ÷åííÿ ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ (âêëàäåííÿ) ïðîñòîðó
C[a, b] ó ïðîñòið Lp (a, b) (x ∈ C[a, b] îòîòîæíþ¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèì êëàñîì
åêâiâàëåíòíîñòi x̂).

Ðîçãëÿíåìî êëàñ C0 (R) ôiíiòíèõ íåïåðåðâíèõ íà R ôóíêöié:

C0 (R) := {x ∈ C (R) | ∃a > 0 : x (t) = 0, |t| ≥ a} .

Î÷åâèäíî, C0 (R) ⊂ Lp (R).

Òåîðåìà 1.4. Ìíîæèíà C0 (R) ¹ ùiëüíîþ â Lp (R) äëÿ âñiõ p ∈ [1; +∞).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîñèòü íàáëèçèòè åëåìåíòà-
ìè ç C0 (R) äîâiëüíó ôóíêöiþ ç ìíîæèíè

S′ =

{
n∑
k=1

akχ(bk,ck] | ak ∈ C, bk, ck ∈ R, bk < ck, 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N

}
.

Çàâäÿêè ëiíiéíîñòi C0 (R) äîñòàòíüî íàáëèçèòè iíäèêàòîð äîâiëüíîãî íàïiâií-
òåðâàëó (a, b]. Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ðîçãëÿíåìî:

xε(t) =


1, ÿêùî a+ ε

4 < t < b− ε
4

2
ε t−

2a
ε + 1

2 , ÿêùî a− ε
4 < t < a+ ε

4

− 2
ε t+ 2b

ε + 1
2 , ÿêùî b− ε

4 < t < b+ ε
4

0, ÿêùî t < a− ε
4 àáî t > b+ ε

4

Î÷åâèäíî, xε ∈ C0 (R) òà ‖x− xε‖pp < ε. �
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Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà C[a, b] ùiëüíà â Lp (a, b), à
C0 (Rn) ùiëüíà â Lp (Rn). Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 1.4 ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ (íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié ç Lp (R) â ñåðåäíüîìó).

Âïðàâà 1.3. Íåõàé x ∈ Lp (R). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî
äëÿ âñiõ h: |h| < δ ìà¹ìî:∫

R

|x (t+ h)− x (t)|p dt < ε.

Îçíà÷åííÿ 1.7. Áóäåìî íàçèâàòè F-âèìiðíó ôóíêöiþ x : T −→ C iñòîòíî
îáìåæåíîþ (âiäíîñíî ìiðè µ), ÿêùî iñíó¹ c ≥ 0 òàêå, ùî

|x (t)| ≤ c (mod µ).

Ïðîñòið óñiõ iñòîòíî îáìåæåíèõ íà T ôóíêöié ïîçíà÷èìî L∞ (T, µ). Ââå-
äåìî íà öüîìó ïðîñòîði ôóíêöiþ ‖·‖∞:

‖x‖∞ := ess sup
t∈T

|x (t)| := inf {c ≥ 0 | |x (t)| ≤ c (mod µ)} .

Âïðàâà 1.4. Äîâåñòè, ùî

‖x‖∞ = min {c ≥ 0 | |x (t)| ≤ c (mod µ)} .

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ‖·‖∞ ¹ íàïiâíîðìîþ. Ïiñëÿ ôàêòîðèçàöi¨ îòðèìà¹ìî
áàíàõiâ ïðîñòið L∞ (T, µ).

Òâåðäæåííÿ 1.2. ßêùî µ (T ) < +∞, òî äëÿ âñiõ 1 ≤ p′ ≤ p ≤ ∞:

L∞ (T, µ) ⊂ Lp (T, µ) ⊂ Lp′ (T, µ) ⊂ L1 (T, µ) .

Öi âêëþ÷åííÿ ¹ íåïåðåðâíèìè, òîáòî çi çáiæíîñòi â L∞ (T, µ) âèïëèâà¹ çái-
æíiñòü â Lp (T, µ), çi çáiæíîñòi â Lp (T, µ) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü â Lp′ (T, µ) òà çi
çáiæíîñòi â Lp′ (T, µ) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü â L1 (T, µ).

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî:

‖x‖p =

∫
T

|x (t)|p dµ (t)

 1
p

≤

∫
T

‖x‖p∞ dµ

 1
p

= (µ (T ))
1
p ‖x‖∞ ,

çâiäêè L∞ (T, µ) ⊂ Lp (T, µ). Äàëi, çà íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà:

‖x‖1 =

∫
T

|x| dµ ≤

∫
T

|x|p
′
dµ

 1
p′
∫
T

1qdµ

 1
q

= ‖x‖p′ · (µ (T ))
1
q ,
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äå ÷èñëî q òàêå, ùî 1
p′ + 1

q = 1. Çâiäñè, Lp′ (T, µ) ⊂ L1 (T, µ). Àíàëîãi÷íî,

‖x‖p
′

p′ =

∫
T

|x|p
′
dµ ≤

∫
T

(
|x|p

′) p
p′
dµ


p′
p
∫
T

1qdµ

 1
q

= ‖x‖p
′

p · (µ (T ))
1
q ,

äå ÷èñëî q òàêå, ùî p′

p + 1
q = 1. Çâiäñè, Lp (T, µ) ⊂ Lp′ (T, µ). �

Ïðèêëàä 1.6. Íåõàé T := N, σ-àëãåáðà F = 2N. Äîâiëüíó ôóíêöiþ x : N→ C
ìîæíà îòîòîæíèòè ç ïîñëiäîâíiñòþ (xk)k≥1, äå xk := x (k) , k ∈ N . Íåõàé ìiðà
µ íà (T,F) òàêà, ùî µ (k) = 1 äëÿ âñiõ k ∈ T . Ïîêëàäåìî: lp := Lp

(
N, 2N, µ

)
,

1 ≤ p < +∞. Òîäi

‖x‖lp =

∫
T

|x|p dµ

 1
p

=

( ∞∑
k=1

|xk|p
) 1

p

.

Îòæå,

lp = {x = (xk)
∞
k=1 ∈ C∞ | ‖x‖p =

( ∞∑
k=1

|xk|p
) 1

p

<∞}.

Ëåãêî äîâåñòè, ùî ïðîñòîðè lp, p ∈ [1,∞) ¹ ñåïàðàáåëüíèìè. Ñïðàâäi, çëi÷åííà
ìíîæèíà

A = {x = (xk)
∞
k=1 |xk = αk + iβk : αk, βk ∈ Q, ∃k0 = k0 (x) : xk = 0 ∀k ≥ k0}

¹ ùiëüíîþ â lp.
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî

lp 3 x(n) =
(
x

(n)
k

)∞
k=1
−→ x = (xk)

∞
k=1 ∈ lp,

òî x
(n)
k −→ xk, n −→∞ äëÿ âñiõ k ∈ N (òîáòî çi çáiæíîñòi â lp âèïëèâà¹

ïîêîîðäèíàòíà çáiæíiñòü). Öå ¹ íàñëiäêîì î÷åâèäíî¨ íåðiâíîñòi

‖x‖p ≥ |xk| , k ≥ 1.

Ïðîòå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íåïðàâèëüíå. Ñïðàâäi, äëÿ

x(n) =
(

0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n

, 0, . . .
)
,

ìà¹ìî, ùî äëÿ âñiõ k ≥ 1 x
(n)
k −→ 0 ïðè n −→∞, àëå

∥∥x(n)
∥∥
p

= 1 6→ 0.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ââåñòè ïðîñòið

l∞ := L∞ (N, µ) =

{
x = (xk)

∞
k=1 | ‖x‖∞ := sup

k≥1
|xk| < +∞

}
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Òâåðäæåííÿ 1.3. l∞ � íåñåïàðàáåëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íåçëi÷åííó ìíîæèíó

B := {x = (xk)
∞
k=1 | xk ∈ {0, 1} , k ≥ 1} ≡ 2{0,1} ⊂ l∞.

Äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ x, x′ ∈ B ìà¹ìî

ρ (x, x′) = sup
k≥1
|xk − x′k| = 1. (1.4)

Íåõàé A � äîâiëüíà ùiëüíà â l∞ ìíîæèíà, òîáòî äëÿ âñiõ x ∈ l∞, ε > 0 iñíó¹
òàêèé y ∈ A, ùî ρ (x, y) < ε, çîêðåìà äëÿ êîæíîãî x ∈ B çíàéäåòüñÿ òàêèé
y ∈ A, ùî ρ (x, y) < 1

2 . Âíàñëiäîê ðiâíîñòi (1.4) äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ x, x
′ ∈ B

B

(
x;

1

2

)
∩B

(
x′;

1

2

)
= ∅.

Îòæå, êóëi
{
B
(
x; 1

2

)}
x∈B íå ïåðåòèíàþòüñÿ, i êîæíà ç íèõ ìiñòèòü ïðèíàéìíi

îäíó òî÷êó ç A. Òîìó, ïîòóæíiñòü A íå ìåíøà çà ïîòóæíiñòü B, òîáòî ìíîæèíà
A ¹ íåçëi÷åííîþ. �

Âïðàâà 1.5. Äëÿ äîâiëüíèõ 1 ≤ p ≤ p′ ≤ ∞

l1 ⊂ lp ⊂ lp′ ⊂ l∞.

Âïðàâà 1.6. ßêùî 0 < p < 1, òî ‖x‖p = (
∑∞
k=1 |xk|

p
)

1
p íå çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-

íîñòi òðèêóòíèêà.

Âïðàâà 1.7. Äîâåñòè, ùî ïðîñòið L∞ (a, b) ≡ L∞ ((a, b),m) ¹ íåñåïàðàáåëü-
íèì.

1.3 Ïiäïðîñòîðè

Îçíà÷åííÿ 1.8. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Äîâiëüíà íåïîðî-
æíÿ çàìêíåíà ëiíiéíà ìíîæèíà L ⊂ E íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòîðîì E.

Ïðèêëàä 1.7. 1) Íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä ïiäïðîñòîðiâ äàþòü L = E òà
L = {0}.

2) Îäíîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì (íàòÿãíóòèì íà âåêòîð x ∈ E) íàçèâà¹òüñÿ
ïiäïðîñòið L = {λx | λ ∈ C}.

3) Íåõàé E = C[a, b], L � ìíîæèíà âñiõ ïîëiíîìiâ. L � ëiíiéíà ìíîæèíà,
àëå L̄ = C[a, b]. Òàêèì ÷èíîì, L íå ¹ ïiäïðîñòîðîì.

4) Íåõàé E = C[a, b], L = {x ∈ C[a, b] | x (a) = 0}. Òîäi L � ïiäïðîñòið ó
ïðîñòîði E.
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5) Íåõàé E = L2 (−1; 1), à L = {x | x (t) = 0 äëÿ µ− ì.â. t ≥ 0}. Î÷åâèäíî
L ¹ ëiíiéíîþ ìíîæèíîþ. Äîâåäåìî çàìêíåíiñòü. ßêùî L 3 xn

L2−→ x ∈
L2 (−1; 1), òî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {xnk

} òàêà, ùî xnk
−→ x (mod µ),

çâiäêè x (t) = 0 äëÿ µ-ì.â. t ≥ 0, òîáòî x ∈ L. Òàêèì ÷èíîì, L � ïiäïðî-
ñòið.

Çàóâàæèìî, ùî â ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði íåìà¹ îðòîãîíàëüíî-
ñòi, ïðîòå ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíå âàæëèâå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1.2. (Ðiñà ïðî ìàéæå ïåðïåíäèêóëÿð) Íåõàé L � ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî
íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó E, L 6= E. Òîäi ∀ε > 0 ∃xε ∈ E : ‖xε‖ = 1 òà ρ(xε, L) >
1− ε.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ E, x 6∈ L. Ïîçíà÷èìî α := ρ(x, L) = inf
y∈L
‖x − y‖.

Ïîêàæåìî, ùî α > 0. Äiéñíî, ÿêùî α = 0, òî iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü yn ∈ L : yn →
x. Ç çàìêíåíîñòi L ìà¹ìî, ùî x ∈ L, ùî ñóïåðå÷èòü ïî÷àòêîâîìó ïðèïóùåííþ.
Ç îçíà÷åííÿ α âèïëèâà¹, ùî ∀ε ∈ (0, 1) ∃yε ∈ L : ‖x−yε‖ < α

1−ε . Ïîêëàäåìî
xε := x−yε

‖x−yε‖ . Òîäi ‖xε‖ = 1 òà ∀y ∈ L :

‖xε − y‖ =

∥∥∥∥ x− yε
‖x− yε‖

− y
∥∥∥∥ =

1

‖x− yε‖
‖x− yε − y‖x− yε‖‖ >

1− ε
α
· α = 1− ε.

Îòæå,
ρ(xε, L) = inf

y∈L
‖xε − y‖ ≥ 1− ε.

�

Îçíà÷åííÿ 1.9. Íåõàé E ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, M ⊂ E. Ëiíiéíîþ
îáîëîíêîþ M áóäåìî íàçèâàòè íàéìåíøó ëiíiéíó ìíîæèíó, ùî ìiñòèòü M

ë.î.(M) :=
{ n∑
k=1

ckxk | ck ∈ C, xk ∈M,n ∈ N
}

Îçíà÷åííÿ 1.10. Çàìêíåíîþ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ M áóäåìî íàçèâàòè íàé-
ìåíøèé ïiäïðîñòið, ùî ìiñòèòü M .

ç.ë.î.(M) := ë.î.(M).

1.4 Içîìîðôiçì ëiíiéíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ

Îçíà÷åííÿ 1.11. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, n ∈ N. Áóäåìî
êàçàòè, ùî dimE = n, ÿêùî â E ¹ n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ i äîâiëüíi
n+1 âåêòîðè â E ëiíiéíî çàëåæíi. Áóäåìî êàçàòè, ùî dimE =∞, ÿêùî ∀n ∈ N
â E iñíó¹ n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ.
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Âïðàâà 1.8. Äîâåäiòü, ùî ïðîñòîðè C[a, b], lp, Lp(a, b) íåñêií÷åííîâèìið-
íi.

Îçíà÷åííÿ 1.12. Íåõàé E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè. E1 íàçèâà¹òüñÿ
içîìîðôíèì E2, ÿêùî iñíó¹ ái¹êöiÿ ϕ : E1 → E2 òàêà, ùî:

1) ∀x, y ∈ E, ∀λ, µ ∈ C : ϕ(λx+ µy) = λϕ(x) + µϕ(y).
2) ∃C1, C2 > 0 : ∀x ∈ E1 C1‖x‖E1 ≤ ‖ϕ(x)‖E2 ≤ C2‖x‖E1 .

Çàóâàæèìî, ùî îñòàííÿ óìîâà â òî÷íîñòi îçíà÷à¹, ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ òà
éîãî îáåðíåíå íåïåðåðâíi.

Òåîðåìà 1.5. (ïðî içîìîðôiçì ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ) Íåõàé E1, E2 �
ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, dimE1 = dimE2 = n < ∞,. Òîäi E1 içîìîðôíèé
E2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið (íàä ïîëåì C), dimE =
n <∞. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî E içîìîðôíèé Cn ç åâêëiäîâîþ íîðìîþ. Íåõàé
{e1, . . . , en} � äîâiëüíà ñèñòåìà ç n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ â E. Òîäi

∀x ∈ E ∃!(x1, . . . , xn) = x ∈ Cn : x =

n∑
i=1

xiei.

Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

ϕ(x) := x = (x1, . . . , xn), x =

n∑
i=1

xiei.

Î÷åâèäíî ϕ � ëiíiéíà ái¹êöiÿ ç E â Cn. Ïîêàæåìî, ùî ϕ ¹ içîìîðôiçìîì.
Î÷åâèäíî

‖x‖E =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

xiei

∥∥∥∥∥
E

≤
n∑
i=1

|xi|‖ei‖E ≤

(
n∑
i=1

‖ei‖2E

) 1
2

·

(
n∑
i=1

|xi|2
) 1

2

= C‖ϕ(x)‖Cn ,

(1.5)

äå C =

(
n∑
i=1

‖ei‖2E
) 1

2

.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(x) ≡ f(x1, . . . , xn) := ‖x‖E , x =

n∑
i=1

xiei.

Ç (1.5) âèïëèâà¹, ùî

|f(x)− f(y)| = |‖x‖E − ‖y‖E | ≤ ‖x− y‖E ≤ C‖x− y‖Cn .

Çîêðåìà, f ∈ C(Rn). Ïîêàæåìî, ùî

d := min
‖x‖Cn=1

f(x) > 0.
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Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî d = 0, òîäi ∃x : ‖x‖Cn = 1 òàêèé, ùî f(x) =
‖x‖E = 0. Òàêèì ÷èíîì, x = 0, ùî åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî x = 0. Îòðèìàëè
ñóïåðå÷íiñòü, îòæå d > 0. Äëÿ x ∈ E, x 6= 0 ïîêëàäåìî x′k := xk

‖x‖Cn , x
′ =

(x′i)
n
i=1. Î÷åâèäíî, ‖x′‖Cn = 1. Ìà¹ìî

‖x‖E = ‖x‖Cn ·

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

x′kek

∥∥∥∥∥ = ‖x‖Cnf(x′) ≥ d‖x‖Cn = d‖ϕ(x)‖Cn . (1.6)

Ç îöiíîê (1.5), (1.6) âèïëèâà¹, ùî ϕ içîìîðôiçì. �

Îçíà÷åííÿ 1.13. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 �
íîðìè íà E. Áóäåìî êàçàòè, ùî ‖ ·‖1 òà ‖ ·‖2 åêâiâàëåíòíi (‖ ·‖1 ∼ ‖·‖2), ÿêùî

∃C1, C2 > 0 ∀x ∈ E : C1‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ C2‖x‖2.

Âïðàâà 1.9. ∼ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

Âïðàâà 1.10. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, ‖ · ‖1 òà ‖ · ‖2 �
åêâiâàëåíòíi íîðìè íà E. Ïîçíà÷èìî Ei := (E, ‖ · ‖i), i = 1, 2. Äîâåäiòü, ùî

1) xn → x â E1 ⇔ xn → x â E2,
2) xn � ôóíäàìåíòàëüíà â E1 ⇔ xn � ôóíäàìåíòàëüíà â E2,
3) E1 � ïîâíèé ⇔ E2 � ïîâíèé,
4) A � âiäêðèòà â E1 ⇔ A � âiäêðèòà â E2,
5) A � çàìêíåíà â E1 ⇔ A � çàìêíåíà â E2,
6)A � êîìïàêòíà â E1 ⇔ A � êîìïàêòíà â E2,
7)A � îáìåæåíà â E1 ⇔ A � îáìåæåíà â E2.

Âïðàâà 1.11. Ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði âñi
íîðìè åêâiâàëåíòíi.

Âïðàâà 1.12. Íåõàé E = C[0, 1], ‖x‖1 = max
t∈[0,1]

|x(t)|, ‖x‖2 =
1∫
0

|x(t)|dt. Äî-

âåäiòü, ùî ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 íå åêâiâàëåíòíi.

Âïðàâà 1.13. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, M � äîâiëüíà ñêií-
÷åííà ïiäìíîæèíà E. Äîâåñòè, ùî ë.î.(M) � ïiäïðîñòið â E.

Òåîðåìà 1.6. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Òîäi êóëÿ B(0, 1) =
{x | ‖x‖ ≤ 1} êîìïàêòíà â E ⇔ dimE <∞.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.5 ïðî içîìîðôiçì ñêií÷åííîâè-
ìiðíèõ ïðîñòîðiâ. Íåõàé òåïåð dimE = ∞. Äîâåäåìî, ùî B(0, 1) íå êîìïà-
êòíà. Äëÿ äîâiëüíîãî y1 ∈ B(0, 1) ðîçãëÿíåìî îäíîâèìiðíèé ïiäïðîñòið íàòÿ-
ãíóòèé íà y1 : L1 = {λy1, λ ∈ C}. Çà ëåìîþ Ðiñà ïðî ìàéæå ïåðïåíäèêóëÿð
çíàéäåòüñÿ âåêòîð y2 ∈ E òàêèé, ùî ‖y2‖ = 1 òà ρ(y2, L1) ≥ 1

2 . Ïîêëàäåìî
L2 := ë.î.({y1, y2}). Òîäi L2 � ïiäïðîñòið E òà L2 6= E. Àíàëîãi÷íî çíàéäåòüñÿ
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y3 ∈ E : ‖y3‖ = 1, ρ(y3, L2) ≥ 1
2 . Ïîêëàäåìî L3 := ë.î.({y1, y2, y3}) 6= E.

Ïîâòîðþþ÷è öi àðãóìåíòè, ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíîñòi âåêòîðiâ {yn} òà ïiäïðî-
ñòîðiâ Ln := ë.î.({y1, y2, . . . , yn}) òàêi, ùî

‖yn‖ = 1, ρ(yn, Ln−1) >
1

2
.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ‖yk − yn‖ > 1
2 , k 6= n. Òàêèì ÷èíîì, ç

ïîñëiäîâíîñòi {yn} íå ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíîñòü, ùî i äîâîäèòü
òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �



Ðîçäië 2

Ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè

2.1 Ñêàëÿðíèé äîáóòîê òà éîãî âëàñòèâîñòi

Íåõàé H � (êîìïëåêñíèé) ëiíiéíèé ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ôóíêöiÿ (·, ·) : H×H → C íàçèâà¹òüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì,
ÿêùî âèêîíàíi òàêi óìîâè (àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó):

1) ∀x ∈ H: (x, x) ≥ 0 òà (x, x) = 0 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè x = 0.

2) ∀x, y ∈ H: (x, y) = (y, x).

3) ∀x, y, z ∈ H ∀λ, µ ∈ C: (λx+ µy, z) = λ (x, z) + µ (y, z) .

Ç îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âèïëèâà¹, ùî äëÿ ∀x, y, z ∈ H ∀λ, µ ∈ C
âèêîíó¹òüñÿ

(z, λx+ µy) = λ̄ (z, x) + µ̄ (z, y) ,

(0, x) = (x, 0) = 0.

Àíàëîãi÷íî ââîäèòüñÿ ñêàëÿðíèé äîáóòîê i äëÿ äiéñíîãî ëiíiéíîãî ïðîñòîðó.
Â öüîìó âèïàäêó äðóãà àêñiîìà ¹ çâè÷àéíîþ óìîâîþ ñèìåòðè÷íîñòi (x, y) =
(y, x) , x, y ∈ H.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ïåðåäãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèé ïðî-
ñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì.

Íàâåäåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó òà ïåðåäãiëüáåðòîâèõ
ïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 2.1. Íåðiâíiñòü Øâàðöà (Êîøi�Áóíÿêîâñüêîãî). Íåõàé H � ïåðåä-
ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H

|(x, y)|2 ≤ (x, x) (y, y) . (2.1)

19
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äëÿ ôiêñîâàíèõ x, y ∈ H ôóíêöiþ

B (λ) := (x+ λy, x+ λy) = (x, x) + λ (y, x) + λ̄ (x, y) + |λ|2 (y, y) ≥ 0, λ ∈ C.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ y = 0 íåðiâíiñòü (2.1) âèêîíó¹òüñÿ. Äëÿ y 6= 0 ïîêëàäåìî
λ := − (x,y)

(y,y) . Äiñòàíåìî:

0 ≤ (x, x)− |(x, y)|2

(y, y)
− |(x, y)|2

(y, y)
+
|(x, y)|2

(y, y)
,

çâiäêè

0 ≤ (x, x)− |(x, y)|2

(y, y)
,

ùî äîâîäèòü òåîðåìó. �

Ëåìà 2.1. Ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið H ¹ ëiíiéíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì ç
íîðìîþ

‖x‖ :=
√

(x, x), x ∈ H.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî âëàñòèâîñòi íîðìè. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ H ‖x‖ =√
(x, x) ≥ 0 òà

‖x‖ = 0⇔ (x, x) = 0⇔ x = 0.

Î÷åâèäíî,

‖λx‖ =
√

(λx, λx) =

√
|λ|2 (x, x) = |λ| ‖x‖ , x ∈ H, λ ∈ C.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè íåðiâíiñòü òðèêóòíèêà. Çà íåðiâíiñòþ Øâàðöà äëÿ
äîâiëüíèõ x, y ∈ H ìà¹ìî:

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = (x, x) + (x, y) + (y, x) + (y, y) =

= ‖x‖2 + 2Re (x, y) + ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2 |(x, y)|+ ‖y‖2 ≤

≤ ‖x‖2 + 2 ‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 ,

çâiäêè ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖. �

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ïîâíèé ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ãiëüáåðòîâèì
ïðîñòîðîì.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ïðèêëàä 2.1. 1) H = CN . Äëÿ x = (xk)
N
k=1 , y = (yk)

N
k=1 ∈ H âèçíà÷èìî:

(x, y) =

N∑
k=1

xkyk.

Àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó î÷åâèäíî âèêîíàíi.
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2) H = l2. Äëÿ x = (xk)k≥1 , y = (yk)k≥1 ∈ H âèçíà÷èìî:

(x, y) =

∞∑
k=1

xkyk.

Çàóâàæèìî, ùî ðÿä çáiãà¹òüñÿ â ñèëó íåðiâíîñòi Êîøi�Áóíÿêîâñüêîãî∣∣∣∣ ∞∑
k=1

xkyk

∣∣∣∣ ≤ ( ∞∑
k=1

|xk|2
∞∑
k=1

|yk|2
) 1

2

= ‖x‖l2 ‖y‖l2 . Ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî

àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

3) H = L2 (T, µ). Äëÿ x, y ∈ H ïîêëàäåìî:

(x, y) =

∫
T

x (t) y (t)dµ (t) .

Ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî, ùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê êîðåêòíî âèçíà÷åíèé òà H
¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Ëåìà 2.2. Òîòîæíiñòü ïàðàëåëîãðàìà. Íåõàé H � ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið.
Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H:

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
.

Äîâåäåííÿ. Öþ òîòîæíiñòü ìîæíà îòðèìàòè, äîäàâøè äâi î÷åâèäíi ðiâíîñòi

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2 ,

‖x− y‖2 = ‖x‖2 − (x, y)− (y, x) + ‖y‖2 .

�

Ëåìà 2.3. (Ïðèíöèï ïîëÿðèçàöi¨.) Íåõàé H � ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Òîäi
äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H:

(x, y) =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 + i ‖x+ iy‖2 − i ‖x− iy‖2

)
. (2.2)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ïîòðiáíî ïðîñòî ðîçïèñàòè ïðàâó ÷àñòèíó àíàëî-
ãi÷íî äîâåäåííþ òîòîæíîñòi ïàðàëåëîãðàìà. Âiäíîâiòü äåòàëi ñàìîñòiéíî. �

Çàóâàæåííÿ 2.1. Òîòîæíiñòü ïàðàëåëîãðàìà íàñïðàâäi ¹ õàðàêòåðèçóþ÷îþ
âëàñòèâiñòþ íîðìè â ïåðåäãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. É. Íåéìàí ó 1935 ðîöi äî-
âiâ, ùî (2.2) âèçíà÷à¹ â ëiíiéíîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði E ñêàëÿðíèé äîáó-
òîê òîäi é ëèøå òîäi, êîëè íîðìà ‖·‖ çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi ïàðàëåëîãðàìà.
Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíèõ p ∈ [1;∞], p 6= 2 íîðìè â lp òà Lp (R) íå çàäîâîëüíÿþòü
òîòîæíîñòi ïàðàëåëîãðàìà, òîáòî öi ïðîñòîðè íå ¹ ãiëüáåðòîâèìè.
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Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî H ¹ äiéñíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì (àáî, ÿê éîãî
òîäi íàçèâàþòü, åâêëiäîâèì ïðîñòîðîì), òî

(x, y) =
1

4

(
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

)
.

Ëåìà 2.4. (Íåïåðåðâíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.) Íåõàé H � ïåðåäãiëüáåðòiâ

ïðîñòið, ïîñëiäîâíîñòi {xn} , {yn} ⊂ H òàêi, ùî xn
H−→ x, yn

H−→ y. Òîäi

(xn, yn) −→ (x, y) .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç ïðèíöèïó ïîëÿðèçàöi¨ òà íåïåðåðâíîñòi íîð-
ìè. �

2.2 Îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä ó ãiëüáåðòîâîìó ïðî-
ñòîði

Äàëi ñêðiçü ó öüîìó ðîçäiëi H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷å-
ííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Âåêòîðè x, y ∈ H íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî (x, y) =
0. Îðòîãîíàëüíiñòü âåêòîðiâ x, y áóäåìî ïîçíà÷àòè ÿê x ⊥ y.

Îçíà÷åííÿ 2.5. Âåêòîð x ∈ H íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äî ìíîæèíèM ⊂
H, ÿêùî ∀y ∈M : (x, y) = 0. Áóäåìî öå ïîçíà÷àòè ÿê x ⊥M .

Îçíà÷åííÿ 2.6. Ìíîæèíè M1 ⊂ H, M2 ⊂ H íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè,
ÿêùî ∀x ∈M1, ∀y ∈M2 : x ⊥ y. Áóäåìî öå ïîçíà÷àòè ÿê M1 ⊥M2.

Îçíà÷åííÿ 2.7. Îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì äî ìíîæèíè M ⊂ H íàçèâà¹-
òüñÿ ìíîæèíà

M⊥ = {x ∈ H | x ⊥M}.

Ëåìà 2.5. ∀M ⊂ H M⊥ � ïiäïðîñòið H.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî ñïî÷àòêó, ùîM⊥ ëiíiéíà ìíîæèíà. Íåõàé x, y ∈M⊥,
λ, µ ∈ C. Òîäi

∀z ∈M : (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, αx+ βy ∈M .

Çàëèøà¹òüñÿ ïîÿñíèòè çàìêíåíiñòü M⊥. Íåõàé {xn} ∈ M⊥ òà xn → x â
H. Òîäi â ñèëó íåïåðåðâíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó

∀z ∈M : (x, z) = lim
n→∞

(xn, z) = 0⇒ x ∈M⊥.

�
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Ïðèêëàä 2.2. Íåõàé H = C2, e1, e2 � îðòîíîðìîâàíi âåêòîðè â H,M = {e1}.
Òîäi M⊥ = {te2 | t ∈ C}.

Âïðàâà 2.1. Íåõàé M1 ⊂M2 ⊂ H. Äîâåñòè, ùî M⊥2 ⊂M⊥1 .

Âïðàâà 2.2. Íåõàé M ⊂ H, L = ç.ë.î.(M). Äîâåñòè, ùî L⊥ = M⊥.

Ëåìà 2.6. (ïðî ïðîåêöiþ) Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, L � ïiäïðîñòið
H. Òîäi

∀x ∈ H ∃!y ∈ L : ρ(x, y) = ρ(x, L) := inf
z∈L
‖x− z‖.

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ρ(x, L)

∃ {zn} ⊂ L : ‖x− zn‖ → ρ(x, L) =: d.

Ç òîòîæíîñòi ïàðàëåëîãðàìà ìà¹ìî

2
(
‖x− zn‖2 + ‖x− zm‖2

)
= ‖2x− zn − zm‖2 + ‖zn − zm‖2.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

‖zn − zm‖2 = −4‖x− zn + zm
2

‖2 + 2‖x− zn‖2 + 2‖x− zm‖2 ≤

2
(
‖x− zn‖2 + 2‖x− zm‖2

)
− 4d2 → 0, n,m→∞.

Îòæå zn � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü. Â ñèëó ïîâíîòè H zn çáiãà¹òüñÿ
äî äåÿêîãî y ∈ H. Äî òîãî æ, ç çàìêíåíîñòi L âèïëèâà¹, ùî y ∈ L. Î÷åâèäíî

ρ(x, y) = ‖x− y‖ = lim
n→∞

= ‖x− zn‖ = ρ(x, L).

Ïåðåâiðèìî ¹äèíiñòü y. Íåõàé y, y′ ∈ L òàêi, ùî ‖x− y‖ = ‖x− y′‖ = d. Òîäi ç
òîòîæíîñòi ïàðàëåëîãðàìà âèïëèâà¹, ùî

4d2 =
(
‖x− y‖2 + ‖x− y′‖2

)
= 4‖x− y + y′

2
‖2 + ‖y − y′‖2

Îñòàòî÷íî

‖y − y′‖2 = 4d2 − 4‖x− y + y′

2
‖2 ≤ 0

òà y′ = y. �

Òåîðåìà 2.2. (ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó) Íåõàé
H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, L � ïiäïðîñòið H. Òîäi

∀x ∈ H ∃!y ∈ L, ∃!z ∈ L⊥ : x = y + z. (2.3)
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Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ ïðî ïðîåêöiþ ∀x ∈ H ∃!y ∈ L : ‖x − y‖ = d := ρ(x, L).
Ïîêëàäåìî z := x−y òà ïåðåâiðèìî, ùî z ∈ L⊥. Çàóâàæèìî, ùî ∀h ∈ L∀λ ∈ C
âåêòîð y + λh ∈ L, à òîìó

‖z‖2 = d2 ≤ ‖x− (y + λh)‖2 = ‖z − λh‖2 = ‖z‖2 − λ(h, z)− λ(z, h) + |λ|2‖h‖2.

Îòæå,
∀h ∈ L, ∀λ ∈ C : |λ|2‖h‖2 − λ(h, z)− λ(z, h) ≥ 0.

Äëÿ h 6= 0 ïîêëàäåìî λ = (h,z)
‖h‖2 . Òîäi

|(h, z)|2

‖h‖2
− |(h, z)|

2

‖h‖2
− |(h, z)|

2

‖h‖2
≥ 0⇒ (h, z) = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî z ∈ L⊥ òà ðîçêëàä x = y + z âèãëÿäó (2.3) îòðèìàíî.
Äîâåäåìî ¹äèíiñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî ¹ iíøèé ðîçêëàä x = y′ + z′, äå x′ ∈
L, z′ ∈ L⊥. Òîäi L 3 y − y′ = z′ − z ∈ L⊥ òà

0 = (y − y′, z′ − z) = ‖z′ − z‖2.

Îòæå, z′ = z òà y′ = y. �

Îçíà÷åííÿ 2.8. Âåêòîð y ∈ L, ùî îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ òåîðåìîþ 2.2 (à
òàêîæ ëåìîþ 2.6), íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöi¹þ x íà L. Áóäåìî öå
ïîçíà÷àòè ÿê y = prLx.

Íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ. Íåõàé E � ëiíiéíèé ïðîñòið, A,B ⊂ E. Ñó-
ìîþ ìíîæèí A,B íàçèâà¹òüñÿ

A+B := {x1 + x2 | x1 ∈ A, x2 ∈ B}.

ßêùî H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, L1, L2 � îðòîãîíàëüíi ïiäïðîñòîðè â H, òî ¨õ
ñóìà íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíîþ

L1 ⊕ L2 := L1 + L2.

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ç òåîðåìè 2.2 âèïëèâà¹, ùî

H = L⊕ L⊥.

Íàâåäåìî äâà íàñëiäêè ç òåîðåìè 2.2.

Íàñëiäîê 2.1. ∀M ⊂ H H = ç.ë.î (M)⊕M⊥

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L = ç.ë.î. (M). Çàëèøà¹òüñÿ çãàäàòè, ùî â ñèëó âïðàâè 2.2
L⊥ = M⊥. �

Îçíà÷åííÿ 2.9. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, M ⊂ E. Áóäåìî
ãîâîðèòè, ùî M òîòàëüíà, ÿêùî ç.ë.î. (M) = E.
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Íàñëiäîê 2.2. Íåõàé M ⊂ H. Òîäi M òîòàëüíà â H òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
M⊥ = {0}.

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 2.1. �

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé L,M � îðòîãîíàëüíi ïiäïðîñòîðè â H òàêi, ùî

H = L⊕M.

Òîäi M = L⊥.

Äîâåäåííÿ. Ç îðòîãîíàëüíîñòi L,M î÷åâèäíî âèïëèâà¹, ùî M ⊂ L⊥. Äîâåäå-
ìî âêëþ÷åííÿ â iíøèé áiê. Ìà¹ìî

∀x ∈ L⊥ ∃!x1 ∈ L ∃!x2 ∈M : x = x1 + x2.

Äîìíîæèìî öþ ðiâíiñòü íà x1 ñêàëÿðíî òà îòðèìà¹ìî 0 = (x, x1) = ‖x1‖2 +
(x2, x1). Òàê ÿê (x2, x1) = 0, òî ìà¹ìî ‖x1‖2 = 0 ⇒ x1 = 0. Òîìó x = x2 ∈
M ⇒ L⊥ ⊂M. �

Ïðèêëàä 2.3. Íåõàé H = L2(−1, 1),

L = {x ∈ H | x(t) = x(−t)(modm)}, M = {x ∈ H | x(t) = −x(−t)(modm)}.

Ïîêàæåìî, ùî L ïiäïðîñòið. Ëiíiéíiñòü L î÷åâèäíà, äîâåäåìî çàìêíåíiñòü.
Íåõàé xn ∈ L, xn → x â H ⇒ xn

m−→ x, òîäi çà òåîðåìîþ Ðiñà ∃ {xnk
} :

xnk
→ x (modm) ⇒ x ∈ L. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî M ïiäïðîñòið. Òàê ÿê

äîáóòîê ïàðíî¨ òà íåïàðíî¨ ôóíêöi¨ ¹ íåïàðíîþ, òî

(x, y) =

1∫
−1

x(t)y(t)dt = 0, x ∈ L, y ∈M.

Çîêðåìà, L ⊥M . Ïîêàæåìî, ùî H = L⊕M. Î÷åâèäíî ∀x ∈ H

x(t) =
x(t) + x(−t)

2
+
x(t)− x(−t)

2
.

ßñíî, ùî y(t) := x(t)+x(−t)
2 ∈ L, z(t) := x(t)−x(−t)

2 ∈M . Ç òâåðäæåííÿ 2.1 òåïåð
âèïëèâà¹, ùî M = L⊥, òà y = prLx.

2.3 Îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè â ãiëüáåðòîâîìó ïðî-
ñòîði

Îçíà÷åííÿ 2.10. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, {ek | k ≥ 1} ⊂ H. Áóäåìî
ãîâîðèòè, øî {ek | k ≥ 1} � îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà (ÎÍÑ), ÿêùî

(ek, ej) = δkj :=

{
1, k = j,
0, k 6= j.
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Íàâåäåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi îðòîíîðìîâàíèõ ñèñòåì.

Ëåìà 2.7. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, {ek | k ≥ 1} � ÎÍÑ â H, {ck | k ≥
1} ⊂ C. Òîäi ðÿä

∞∑
k=1

ckek çáiãà¹òüñÿ â H ⇔
∞∑
k=1

|ck|2 <∞.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Sn :=
n∑
k=1

ckek. Çà òåîðåìîþ Ïiôàãîðà äëÿ n ≥ m ìà¹ìî

‖Sn − Sm‖2 = ‖
n∑

k=m+1

ckek‖2 =

n∑
k=m+1

|ck|2,

çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Ëåìà 2.8. (Íåðiâíiñòü Áåññåëÿ) Íåõàé {ek | k ≥ 1} � ÎÍÑ â H. Òîäi ∀x ∈ H∑
k≥1

|(x, ek)|2 ≤ ‖x‖2.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, äëÿ ∀x ∈ H

0 ≤ ‖x−
n∑
k=1

(x, ek)ek‖2 = ‖x‖2−

(
x,

n∑
k=1

(x, ek)ek

)
−

(
n∑
k=1

(x, ek)ek, x

)
+

n∑
k=1

|(x, ek)|2 =

= ‖x‖2 −
n∑
k=1

|(x, ek)|2

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

‖x‖2 ≥
n∑
k=1

|(x, ek)|2.

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåéòè äî ãðàíèöi, êîëè n→∞. �

Íàñëiäîê 2.3. Íåõàé {ek | k ≥ 1} � ÎÍÑ â H. Òîäi ∀x ∈ H ðÿä
∞∑
k=1

(x, ek)ek

çáiãà¹òüñÿ â H.

Ëåìà 2.9. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, {ek | k ≥ 1} � ÎÍÑ, L := ç.ë.î.
{ek | k ≥ 1}. Òîäi

∀x ∈ H prLx =
∑
k≥1

(x, ek)ek.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî
∞∑
k=1

(x, ek)ek ∈ L. Òîìó çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî

x−
∑
k≥1

(x, ek)ek ∈ L⊥
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Ç âïðàâè 2.2 âèïëèâà¹, ùî îñòàíí¹ åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî

y := x−
∑
k≥1

(x, ek)ek ⊥ ej j ≥ 1.

Ç íåïåðåðâíîñòi ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ìà¹ìî

(y, ej) = (x, ej)−
∑
k≥1

(x, ek)(ek, ej) = 0,

ùî i äîâîäèòü ëåìó. �

Îçíà÷åííÿ 2.11. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ÎÍÑ {ek | k ≥ 1} ¹ îðòîíîðìîâàíèì
áàçèñîì (ÎÍÁ) â H, ÿêùî ç.ë.î. {ek | k ≥ 1} = H.

Çàóâàæåííÿ 2.3. Íåõàé {ek | k ≥ 1} � ÎÍÁ â H. Òîäi ç ëåìè 2.9 âèïëèâà¹,
ùî

∀x ∈ H x =
∑
k≥1

(x, ek)ek (2.4)

(ðÿä çáiãàþòüñÿ â H). ßñíî, ùî ïðàâèëüíå i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, òîáòî ÎÍÑ
{ek | k ≥ 1}, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (2.4), ¹ ÎÍÁ â H.

Çàóâàæåííÿ 2.4. Ç íàñëiäêó 2.2 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî ÎÍÑ {ek | k ≥
1} ¹ ÎÍÁ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ ïîâíîþ,
òîáòî

{ek | k ≥ 1}⊥ = {0}

.

ßñíî, ùî ÎÍÑ òà ÎÍÁ ìîæíà ðîçãëÿäàòè i â ïåðåäãiëüáåðòîâèõ ïðîñòî-
ðàõ, ïðîòå ó öüîìó âèïàäêó ïîâíà îðòîíîðìîâàíà ñèñòåìà ìîæå âæå íå áóòè
áàçèñîì (ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ÎÍÁ ¹ ïîâíîþ ÎÍÑ â äîâiëüíîìó ïåðåäãiëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîði).

Âïðàâà 2.3. Íàâåñòè ïðèêëàä ïîâíî¨ îðòîíîðìîâàíî¨ ñèñòåìè â ïåðåäãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîði R[a, b] ç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(x, y) =

b∫
a

x(t)y(t)dt,

ùî íå ¹ îðòîíîðìîâàíèì áàçèñîì.

Òåîðåìà 2.3. (Ðiâíiñòü Ïàðñåâàëÿ) Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið,
{ek | k ≥ 1} � ÎÍÁ â H. Òîäi ∀x, y ∈ H

(x, y) =
∑
k≥1

(x, ek)(y, ek).
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Äîâåäåííÿ. Ç (2.4) âèïëèâà¹, ùî x =
∑
k≥1

(x, ek)ek, y =
∑
k≥1

(y, ek)ek. Òîäi

(x, y) =
∑
k,j≥1

(x, ek)(y, ej)(ek, ej) =
∑
k≥1

(x, ek)(y, ek).

�

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé {ek | k ≥ 1} � ÎÍÑ, òîäi {ek | k ≥ 1} áóäå ÎÍÁ òîäi i
ëèøå òîäi, êîëè ∀x ∈ H âèêîíó¹òüñÿ

‖x‖2 =
∑
k≥1

|(x, ek)|2. (2.5)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ äëÿ x = y. Äîâåäåìî
äîñòàòíiñòü. Ìà¹ìî (äèâèñü äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi Áåññåëÿ)

‖x−
n∑
k=1

(x, ek)ek‖2 = ‖x‖2 −
n∑
k=1

|(x, ek)|2 → 0, n→∞.

Òàêèì ÷èíîì, âèêîíàíî (2.4), ùî i äîâîäèòü òåîðåìó.
�

Ïðèêëàä 2.4. Ðîçãëÿíåìî â H = l2 ÎÍÑ en = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, 0, 0, . . .). Î÷åâè-

äíî, äëÿ ∀x = (xk)∞k=1 ∈ l2

‖x‖2 =
∑
k≥1

|xk|2 =
∑
k≥1

|(x, ek)|2.

Â ñèëó òåîðåìè 2.4 {en | k ≥ 1} � ÎÍÁ â H.

Ïðèêëàä 2.5. Ðîçãëÿíåìî â H = L2(−π, π) ÎÍÑ{
ek(t) :=

eikt√
2π
| k ∈ Z

}
.

Î÷åâèäíî
ë.î.{eikt | k ∈ Z} = ë.î.{cos kt, sin kt | k ≥ 0}.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ë.î.{eikt | k ∈ Z} ùiëüíà â L2-ìåòðèöi â R[−π, π], à òîäi
i â H = L2(−π, π). Îòæå, {ek | k ∈ Z} � ÎÍÁ â H.

Íàãàäà¹ìî êîðîòêî ñóòü ïðîöåñó îðòîãîíàëiçàöi¨. Ïðèïóñòèìî, ùî ñèñòå-
ìà {xk | k ≥ 1} ⊂ H ëiíiéíî íåçàëåæíà, òîáòî ∀n ≥ 1 {xk | 1 ≤ k ≤ n} ëiíiéíî
íåçàëåæíà. Ïðîöåñ îðòîãîíàëiçàöi¨ ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi ÎÍÑ {ek | k ≥ 1} òàêî¨,
ùî

∀n ≥ 1 ë.î.{ek | 1 ≤ k ≤ n} = ë.î.{xk | 1 ≤ k ≤ n}.
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Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ñèñòåìó {ek | k ≥ 1} ìîæíà âèçíà÷èòè òàêèìè ôîðìó-
ëàìè:

e1 := x1

‖x1‖ ,

e2 := x2−(x2,e1)e1
‖x2−(x2,e1)e1‖ ∈ ë.î.{x1, x2},

. . .

en :=
xn−

n−1∑
k=1

(xn,ek)ek

‖xn−
n−1∑
k=1

(xn,ek)ek‖
∈ ë.î.{x1, . . . , xn}.

Òåîðåìà 2.5. Â ñåïàðàáåëüíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði iñíó¹ ÎÍÁ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {xn | n ≥ 1} � çëi÷åíà ñêðiçü ùiëüíà ìíîæèíà â H. Ðîç-
ãëÿíåìî ñèñòåìó âåêòîðiâ {x′n | n ≥ 1}, óòâîðåíó ç {xn | n ≥ 1} �âèêèäàííÿì�
ëiíiéíî çàëåæíèõ âåêòîðiâ. Òîäi ë.î.{x′n | n ≥ 1} = ë.î.{xn | n ≥ 1} = H. Î÷å-
âèäíî, ùî â ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëiçàöi¨ ñèñòåìè {x′n | n ≥ 1} îòðèìà¹ìî ÎÍÁ
â H. �

Îçíà÷åííÿ 2.12. Íåõàé E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Áóäåìî ãîâî-
ðèòè, ùî E1, E2 içîìåòðè÷íî içîìîðôíi, ÿêùî iñíó¹ ëiíiéíà ái¹êöiÿ ϕ : E1 → E2

òàêà, ùî ∀x ∈ E1 ‖ϕ(x)‖E2
= ‖x‖E1

.

Òåîðåìà 2.6. Äîâiëüíèé íåñêií÷åííîâèìiðíèé ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðî-
ñòið H içîìåòðè÷íî içîìîðôíèé l2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {ek | k ≥ 1} � ÎÍÁ â H. Òîäi

∀x ∈ H x =

∞∑
k=1

(x, ek)ek.

Ïîêëàäåìî
ϕ(x) := (xk)∞k=1, äå xk := (x, ek).

Ç ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ (2.5) âèïëèâà¹, ùî ϕ ¹ içîìåòði¹þ ç H â l2. Ëiíiéíiñòü ϕ
î÷åâèäíà. Ñïðàâäi,

(λx+ µy)k = (λx+ µy, ek) = λ(x, ek) + µ(y, ek) = λxk + µyk, x, y ∈ H,λ, µ ∈ C.

Çàóâàæèìî, ùî äîâiëüíà ëiíiéíà içîìåòðiÿ ¹ ií'¹êöi¹þ. Ñþð'¹êòèâíiñòü ϕ äî-
âåäiòü ñàìîñòiéíî. �

Íàãàäà¹ìî, ùî äîâiëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ìîæíà ïîïîâíèòè äî ïîâ-
íîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó. Àíàëîãè öüîãî âàæëèâîãî ðåçóëüòàòó ñïðàâåäëèâi
i äëÿ ëiíiéíèõ íîðìîâàíèõ òà ïåðåäãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ. Íàâåäåìî áåç äî-
âåäåííÿ âiäïîâiäíi ôîðìóëþâàííÿ.

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Òîäi iñíó¹ áàíàõiâ
ïðîñòið Ẽ òà ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ J : E → Ẽ òàêå, ùî

1) J(E) ùiëüíà â Ẽ,
2) ∀x ∈ E ‖J(x)‖Ẽ = ‖x‖E .
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Òåîðåìà 2.8. Íåõàé H � ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Òîäi iñíó¹ ãiëüáåðòiâ
ïðîñòið H̃ òà ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ J : H → H̃ òàêå, ùî

1) J(H) ùiëüíà â H̃,
3) ∀x, y ∈ H (J(x), J(y))H̃ = (x, y)H .

Ïðîñòîðè Ẽ òà H̃ íàçèâàþòüñÿ ïîïîâíåííÿì E òà H âiäïîâiäíî. Ëåãêî
áà÷èòè, ùî âîíè âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî içîìåòðè÷íîãî içî-
ìîðôiçìó.

Ïðèêëàä 2.6. Ðîçãëÿíåìî ïåðåäãiëüáåðòiâ ïðîñòið H = C[a, b] çi ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì (x, y) =
b∫
a

x(t)y(t)dt. Òîäi H̃ = L2(a, b), J(x) = x̂, äå x̂ � êëàñ

åêâiâàëåíòíîñòi, ùî ìiñòèòü x.



Ðîçäië 3

Ëiíiéíi íåïåðåðâíi

ôóíêöiîíàëè

3.1 Îçíà÷åííÿ i åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, f : E → C. f
íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì, ÿêùî ∀x, y ∈ E, ∀λ, µ ∈ C :

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y).

Çàóâàæåííÿ 3.1. Äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíèé ôóíêöiîíàëà f(0) = 0 (ïîêëàäiòü
λ = µ = 0).

Îçíà÷åííÿ 3.2. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, f : E → C �
ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë. f íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì, ÿêùî

∃C ≥ 0 ∀x ∈ E : |f(x)| ≤ C||x||. (3.1)

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé f : E → C � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë. Òîäi íàñòóïíi óìîâè
åêâiâàëåíòíi:

1) f íåïåðåðâíèé â òî÷öi 0;
2) f íåïåðåðâíèé íà E;
3) f îáìåæåíèé.

Äîâåäåííÿ. 1)⇒2). Íåõàé E 3 xn → x0 ∈ E. Òîäi

f(xn)− f(x0) = f(xn − x0)→ f(0) = 0.

2) ⇒ 3). Äîâåäåìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî f íå îáìåæåíèé. Òîäi
∀ k ≥ 1 ∃ xk ∈ E : |f(xk)| > k||xk|| (çîêðåìà xk 6= 0). Ðîçãëÿíåìî yk := xk√

k||xk||
.

Î÷åâèäíî

||yk|| =
1√
k
→ 0, k →∞,

31
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ïðîòå

|f(yk)| = |f(xk)|√
k||xk||

>
√
k →∞, k →∞,

ùî ñóïåðå÷èòü íåïåðåâíîñòi â òî÷öi 0. 3) ⇒ 1). Íåõàé xn → 0. Òîäi ç (3.1)
âèïëèâà¹, ùî

|f(xn)| ≤ C||xn|| → 0, n→∞.

Îòæå, ôóíêöiîíàë f íåïåðåðâíèé â 0. �

Ïðèêëàä 3.1. Íåõàé E = Cm. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ek âåêòîð, ó ÿêîãî âñi êîîð-
äèíàòè êðiì k-òî¨ íóëüîâi, à k-òà êîîðäèíàòà ðiâíà îäèíèöi. Î÷åâèäíî

Cm 3 x = (x1, . . . , xm) =

m∑
k=1

xkek.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà f : E → C ìà¹ìî

f(x) =

m∑
k=1

xkyk, (3.2)

äå yk := f(ek) ∈ C. Î÷åâèäíî, ôîðìóëà (3.2) çàäà¹ çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíî-
ãî ôóíêöiîíàëà íà Cm, çîêðåìà äîâiëüíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà Cm áóäå
íåïåðåðâíèì. Ç òåîðåìè ïðî içîìîðôiçì ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ âèïëè-
âà¹, ùî îñòàíí¹ çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì i äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî
ïðîñòîðó.

Ïðèêëàä 3.2. Íåõàé E = C[a, b], ||x|| = max
t∈[a,b]

|x(t)|, x ∈ E. Ðîçãëÿíåìî

f(x) = x(a), x ∈ E.

. Î÷åâèäíî, ∀x, y ∈ E, ∀λ, µ ∈ C

f(λx+ µy) = (λx+ µy)(a) = λx(a) + µy(a) = λf(x) + µf(y),

òîáòî f � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë. Ç îöiíêè

|f(x)| = |x(a)| ≤ ||x||, x ∈ E

âèïëèâà¹, ùî f îáìåæåíèé, à òîìó íåïåðåðâíèé.

Ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà E áóäåìî ïîçíà-
÷àòè E∗ òà íàçèâàòè ñïðÿæåíèì (äî E) ïðîñòîðîì. Íà E∗ ìîæíî ââåñòè
ñòðóêòóðó ëiíiéíîãî ïðîñòîðó. Ñïðàâäi, äëÿ f, f1, f2 ∈ E∗, λ ∈ C, ïîêëàäåìî

(λf)(x) := λf(x), (f1 + f2)(x) := f1(x) + f2(x), x ∈ E.

ßñíî, ùî λf, f1 + f2 ∈ E∗, òà âñi àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó âèêîíàíi.
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Îçíà÷åííÿ 3.3. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, f ∈ E∗. Íîðìîþ
f áóäåìî íàçèâàòè

‖f‖ = sup
x 6=0

|f(x)|
‖x‖

. (3.3)

Çàóâàæåííÿ 3.2. Ç (3.1) âèïëèâà¹, ùî ‖f‖ ≤ C <∞.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé f ∈ E∗. Òîäi

‖f‖ = sup
‖x‖=1

|f(x)| = sup
‖x‖≤1

|f(x)| = min{C ≥ 0 | ∀x ∈ E : |f(x)| ≤ C‖x‖}.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

a1 := sup
‖x‖=1

|f(x)|, a2 := sup
‖x‖≤1

|f(x)|, a3 := min{C ≥ 0 | ∀x ∈ E : |f(x)| ≤ C‖x‖}.

Î÷åâèäíî

‖f‖ = sup
x 6=0

|f(x)|
‖x‖

= sup

∣∣∣∣f ( x

‖x‖

)∣∣∣∣ = sup
‖y‖=1

|f(y)| = a1.

Íåõàé C òàêå, ùî ∀x ∈ E |f(x)| ≤ C‖x‖. Òîäi ç (3.3) âèïëèâà¹, ùî ‖f‖ ≤ C,
à çíà÷èòü ‖f‖ ≤ inf{C ≥ 0 | ∀x ∈ E : |f(x)| ≤ C‖x‖}. Äî òîãî æ ç (3.3) ìà¹ìî,
ùî

∀x ∈ E |f(x)| ≤ ‖f‖‖x‖.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖f‖ = a3. Ðiâíiñòü ‖f‖ = a2 äîâåäiòü ñàìîñòiéíî. �

Òåîðåìà 3.3. Ôîðìóëà (3.3) çàäà¹ íîðìó íà E∗.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ‖f‖ çàäîâîëüíÿ¹ îçíà÷åííþ íîðìè. Ïåðøi
äâi âëàñòèâîñòi ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî, ìè äîâåäåìî òðåòþ. Íåõàé f1, f2 ∈ E∗,
òîäi äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E

|(f1 + f2)(x)| ≤ |(f1(x)|+ |(f2)(x)| ≤ (‖f1‖+ ‖f2‖) ‖x‖.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖f1 + f2‖ ≤ ‖f1‖+ ‖f2‖. �

Òåîðåìà 3.4. (ïðî ïîâíîòó ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó) Íåõàé E � ëiíiéíèé íîð-
ìîâàíèé ïðîñòið. Òîäi E∗ � áàíàõiâ ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ïîâíîòó E∗. Íåõàé {fn, n ≥ 1} ⊂ E∗ � ôóíäàìåíòàëüíà
ïîñëiäîâíiñòü, òîáòî ∀ε > 0 ∃N ∀n,m ≥ N : ‖fn − fm‖ < ε. Òîäi ∀ε > 0 ∀x ∈
E ∃N ∀n,m ≥ N :

|fn(x)− fm(x)| = |(fn − fm)(x)| ≤ ‖fn − fm‖‖x‖ < ε‖x‖. (3.4)
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Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E ÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü {fn(x)} ôóíäàìåíòàëüíà.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

∀x ∈ E iñíó¹ lim
n→∞

fn(x) =: f(x) ∈ C.

Ïåðåâiðèìî, ùî f ∈ E∗. Î÷åâèäíî, äëÿ λ, µ ∈ C, x, y ∈ E

f(λx+ µy) = lim
n→∞

fn(λx+ µy) = lim
n→∞

(λfn(x) + µfn(y)) = λf(x) + µf(y).

Ñïðÿìó¹ìî m→∞ â (3.4) òà îòðèìà¹ìî, ùî ∀ε > 0 ∀x ∈ E ∃N ∀n ≥ N :

|fn(x)− f(x)| ≤ ε‖x‖.

Îòæå, ∀n ≥ N :
fn − f ∈ E∗ òà ‖fn − f‖ ≤ ε.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f = (f − fn) + fn ∈ E∗ òà fn → f. �

Íàâåäåìî ïðîñòi ïðèêëàäè ïiäðàõóíêó íîðìè ôóíêöiîíàëà.

Ïðèêëàä 3.3. Íåõàé

E = C[a, b], f(x) = x(a), x ∈ E.

Î÷åâèäíî, f ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë òà

|f(x)| = |x(a)| ≤ max
t∈[a,b]

|x(t)| = ‖x‖ ⇒ ‖f‖ ≤ 1.

Ç iíøîãî áîêó äëÿ x0(t) := 1 ìà¹ìî

‖x0‖ = 1, f(x0) = 1. Òîìó ‖f‖ = sup
‖x‖=1

|f(x)| ≥ |f(x0)| = 1.

Îòæå, ‖f‖ = 1.

Ïðèêëàä 3.4. Íåõàé

E = C[−1, 1], f(x) = x(−1)− 2x(0) + 4x(1), x ∈ E.

Î÷åâèäíî, f ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë òà

|f(x)| ≤ |x(−1)|+ 2|x(0)|+ 4|x(1)| ≤ 7‖x‖ ⇒ ‖f‖ ≤ 7.

Íåõàé x0(t) := 2|t| − 1, òîäi

‖x0‖ = 1, f(x0) = 1 + 2 + 4 = 7 ⇒ ‖f‖ = sup
‖x‖=1

|f(x)| ≥ |f(x0)| = 7.

Îòæå, ‖f‖ = 7.



3.2. Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõôóíêöiîíàëiâ â êîíêðåòíèõ ïðîñòîðàõ35

Ïðèêëàä 3.5. Íåõàé E = C[0, 1], f(x) =
1∫
0

tx(t)dt− x(0), x ∈ E. Î÷åâèäíî,

f ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë òà

|f(x)| ≤
1∫

0

t|x(t)|dt+ |x(0)| ≤ 3

2
‖x‖ ⇒ ‖f‖ ≤ 3

2
.

Ðîçãëÿíåìî

xn(t) :=

{
2nt− 1, 0 ≤ t < 1

n ,
1, 1

n ≤ t ≤ 1.

Òîäi ‖xn‖ = 1, òà çà òåîðåìîþ Ëåáåãà ïðî ìàæîðîâàíó çáiæíiñòü

f(xn) =

1∫
0

txn(t)dt+ 1→ 3

2
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

‖f‖ = sup
‖x‖=1

|f(x)| ≥ sup
n≥1
|f(xn)| = 3

2
.

Îòæå, ‖f‖ = 3
2 .

3.2 Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöiîíàëiâ â êîíêðåòíèõ ïðîñòîðàõ

3.2.1 Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiî-

íàëà â Cm

Ìè âæå âñòàíîâèëè, ùî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëà â E = Cm
äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.2), ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî âñi òàêi ôóíêöiîíàëè íåïåðåðâíi.
Îá÷èñëèìî ‖f‖ ó âèïàäêó, êîëè

‖x‖E = ‖x‖1 :=

m∑
k=1

|xk|, x = (xk)mk=1.

Ìà¹ìî

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
m∑
k=1

xkyk

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
k=1

|xkyk| ≤ max
1≤k≤m

|yk| · ‖x‖1, x ∈ E.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
‖f‖ ≤ max

1≤k≤m
|yk| =: ‖y‖∞.
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Ç iíøîãî áîêó,

‖f‖ = max
‖x‖=1

|f(x)| ≥ max
1≤k≤m

|f(ek)| = max
1≤k≤m

|yk| = ‖y‖∞.

Îòæå,
‖f‖ = ‖y‖∞.

Âïðàâà 3.1. Íåõàé p ∈ [1,∞], ‖x‖E = ‖x‖p = (
m∑
k=1

|xk|p)
1
p , x = (xk)mk=1,

f(x) =

m∑
k=1

xkyk.

Äîâåñòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó ‖f‖ = ‖y‖q, äå 1
p + 1

q = 1.

3.2.2 Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiî-

íàëiâ â lp, Lp(T, µ)

Íåõàé E = lp. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ek âåêòîð, ó ÿêîãî âñi êîîðäèíàòè êðiì k-òî¨
íóëüîâi, à k-òà êîîðäèíàòà ðiâíà îäèíèöi.

Ëåìà 3.1. Íåõàé p ∈ [1,∞). Òîäi ∀x = (xk)∞k=1 ∈ lp

x =

∞∑
k=1

xkek, (3.5)

äå ðÿä çáiãà¹òüñÿ â lp.

Äîâåäåííÿ. ‖x−
n∑
k=1

xkek‖p =

(
∞∑

k=n+1

|xk|p
) 1

p

→ 0, n→∞ �

Çàóâàæåííÿ 3.3. Äëÿ p =∞ ðÿä (3.5) ìîæå íå çáiãàòèñÿ. Íàâåäiòü ïðèêëàä.

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé p ∈ [1,∞), 1
p + 1

q = 1 (äëÿ p = 1 ââàæà¹ìî q =∞). Òîäi
ôîðìóëà

f(x) =

∞∑
k=1

xkyk, x ∈ lp. (3.6)

äå y = (yk)∞k=1 ∈ lq, äà¹ çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà
â lp, äî òîãî æ ‖f‖ = ‖y‖q.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ p ∈ (1,∞). Íåõàé f çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
(3.6), äå y = (yk)∞k=1 ∈ lq. Òîäi çà íåðiâíiñòþ Ãåëüäåðà ðÿä (3.6) çáiãà¹òüñÿ òà

|f(x)| ≤ ‖x‖p‖y‖q, x ∈ lp.
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Ëiíiéíiñòü f î÷åâèäíà, òîìó çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

f ∈ l∗p, òà ‖f‖ ≤ ‖y‖q. (3.7)

Íåõàé òåïåð f ∈ l∗p. Òîäi çàâäÿêè (3.5)

f(x) = f

( ∞∑
k=1

xkek

)
=

∞∑
k=1

xkf(ek).

Ìè äîâåëè, ùî f çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.6), äå yk := f(ek). Ïîêàæåìî, ùî
y = (yk)∞k=1 ∈ lq. Íåõàé

z(n) := (|y1|q−1e−iargy1 , . . . , |yn|q−1e−iargyn , 0, 0, 0, . . .) ∈ lp, n ≥ 1.

Ìà¹ìî

f(z(n)) =

n∑
k=1

|yk|q−1e−iargykyk =

n∑
k=1

|yk|q,

òà

n∑
k=1

|yk|q = |f(z(n))| ≤ ‖f‖‖z(n)‖p = ‖f‖

(
n∑
k=1

|yk|p(q−1)

)1/p

= ‖f‖

(
n∑
k=1

|yk|q
)1/p

.

Îòæå, äëÿ âñiõ n ≥ 1 (
n∑
k=1

|yk|q
) 1

q

≤ ‖f‖.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî y ∈ lq òà ‖y‖q ≤ ‖f‖. Îñòàòî÷íî ç (3.7) ìà¹ìî, ùî

‖f‖ = ‖y‖q.

�

Âïðàâà 3.2. Äîâåäiòü òåîðåìó äëÿ p = 1.

Ç òåîðåìè 3.5 âèïëèâà¹, ùî ôîðìóëà (3.6) çàäà¹ ñþð'¹êòèâíå içîìåòðè÷íå
âiäîáðàæåííÿ

l∗p 3 f
J−→ y ∈ lq.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî öå âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíå. Çâiäñè òà ç içîìåòðè÷íîñòi àâòî-
ìàòè÷íî âèïëèâà¹ ií'¹êòèâíiñòü J . Òàêèì ÷èíîì, âñòàíîâëåíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé p ∈ [1,∞), 1
p + 1

q = 1. Òîäi l∗p içîìåòðè÷íî içîìîðôíî lq.

Îòîòîæíþþ÷è içîìåòðè÷íî içîìîðôíi ïðîñòîðè, öå ÷àñòî çàïèñóþòü ÿê

(lp)
∗ = lq, 1 ≤ p <∞, 1

p
+

1

q
= 1.
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Çàóâàæåííÿ 3.4. Äëÿ p = ∞ ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ l1
ôîðìóëà (3.6) çàäà¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà l∞ òà ‖f‖ = ‖y‖1.
Ïðîòå íå âñi ôóíêöiîíàëè ç l∗∞ çàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ (3.6) (ìè öå ïîêàæåìî
äàëi). Îòæå, ìîæíà ãîâîðèòè ïðî (ñòðîãå) âêëþ÷åííÿ

l1 ⊂ l∗∞.

Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè ñïðàâåäëèâi äëÿ ïðîñòîðiâ Lp(T, µ). Íàâåäåìî ¨õ
áåç äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé E = Lp(T, µ), p ∈ [1,∞), 1
p + 1

q = 1. Òîäi

1) ∀f ∈ E∗ ∃!y ∈ Lq(T, µ) :

f(x) =

∫
T

x(t)y(t)dµ, x ∈ Lp(T, µ), (3.8)

2) ‖f‖ = ‖y‖q,
3) Âiäîáðàæåííÿ

Lp(T, µ)∗ 3 f J−→ y ∈ Lq(T, µ).

¹ içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì.

Îòîòîæíþþ÷è içîìåòðè÷íî içîìîðôíi ïðîñòîðè, îòðèìà¹ìî

Lp(T, µ)∗ = Lq(T, µ), p ∈ [1,∞),
1

p
+

1

q
= 1.

Âïðàâà 3.3. Äîâåñòè, ùî ∀ y ∈ L1(T, µ) ôîðìóëà (3.8) çàäà¹ ëiíiéíèé íåïå-
ðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà L∞(T, µ) òà ‖f‖ = ‖y‖1.

3.2.3 Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiî-

íàëà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði

Òåîðåìà 3.8. (Ðiñà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiî-
íàëà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði). Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Òîäi äëÿ
äîâiëüíîãî f ∈ H∗ iñíó¹ ¹äèíèé y ∈ H òàêèé, ùî

f(x) := (x, y), x ∈ H. (3.9)

Äî òîãî æ

‖f‖ = ‖y‖. (3.10)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ H∗, L := ker f := {x ∈ H | f(x) = 0}. Çàóâàæèìî, ùî L
� ïiäïðîñòið â H. Ìîæëèâi äâà âèïàäêè.

à) L = H ⇔ f = 0 ⇔ y = 0.
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á) L 6= H. Òîäi ∃ y1 ∈ L⊥, y1 6= 0. Òàê ÿê L ∩ L⊥ = {0}, òî y1 /∈ L òà
f(y1) 6= 0. Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ H ðîçãëÿíåìî âåêòîð z := x− f(x)

f(y1)y1. Òîäi

f(z) = f(x)− f(x)

f(y1)
f(y1) = 0 ⇒ z ∈ L.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

0 = (z, y1) = (x, y1)− f(x)

f(y1)
‖y1‖2 ⇒ f(x) =

f(y1)

‖y1‖2
(x, y1).

Îòæå, ìà¹ìî (3.9) ç y := f(y1)
‖y1‖2 · y1. �äèíiñòü ëåãêî äîâåñòè âiä ñóïðîòèâíîãî

(äîâåäiòü öå ñàìîñòiéíî). Ïåðåâiðèìî (3.10). Ç íåðiâíîñòi Øâàðöà âèïëèâà¹,
ùî ∀x ∈ H

|f(x)| = |(x, y)| ≤ ‖y‖‖x‖ òà ‖f‖ ≤ ‖y‖.
Ç iíøîãî áîêó, çi ñïiââiäíîøåíü

f(y) = (y, y) = ‖y‖2, |f(y)| ≤ ‖f‖ ‖y‖

ìà¹ìî ‖y‖ ≤ ‖f‖, ùî äîâîäèòü (3.10). �

Çàóâàæåííÿ 3.5. Î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ H ôîðìóëà (3.9) çàäà¹ ëiíié-
íèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà H. Çîêðåìà, ç äîâåäåííî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹,
ùî âiäîáðàæåííÿ

H∗ 3 f J−→ y ∈ H
¹ içîìåòðè÷íèì àíòèëiíiéíèì içîìîðôiçìîì, äå àíòèëiíiéíiñòü îçíà÷à¹, ùî

J(f + g) = J(f) + J(g), J(λf) = λ̄J(f), f, g ∈ H∗, λ ∈ C.

Îòîòîæíþþ÷è içîìåòðè÷íî içîìîðôíi ïðîñòîðè, ÷àñòî ïèøóòü H∗ = H.

3.2.4 Òåîðåìà Ðàäîíà-Íiêîäèìà

Ïîêàæåìî, ùî êëàñè÷íó òåîðåìà Ðàäîíà-Íiêîäèìà ëåãêî äîâåñòè çà äîïîìî-
ãîþ òåîðåìè Ðiñà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà
â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Íåõàé (T,F) � âèìiðíèé ïðîñòið, µ, ν ìiðè íà F .

Îçíà÷åííÿ 3.4. Ìiðà µ íàçèâà¹òüñÿ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ν,
ÿêùî ∀A ∈ F ç óìîâè ν(A) = 0 âèïëèâà¹, ùî µ(A) = 0.

Ïîçíà÷àòèìåìî öå µ� ν.

Òåîðåìà 3.9. (Ðàäîíà-Íiêîäèìà) Íåõàé µ, ν σ-ñêií÷åííi ìiðè íà F , µ � ν.
Òîäi iñíó¹ F-âèìiðíà ôóíêöiÿ x : T → [0,∞) òàêà, ùî

∀A ∈ F : µ(A) =

∫
A

xdν. (3.11)

Ôóíêöiÿ x ¹äèíà ç òî÷íiñòþ äî åêâiâàëåíòíîñòi âiäíîñíî ìiðè ν.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó äëÿ ñêií÷åííèõ ìið µ, ν (âèïàäîê σ-ñêií÷åííèõ
ìið çàëèøà¹ìî ÷èòà÷ó). Ïîêëàäåìî λ = µ+ ν òà ðîçãëÿíåìî â äiéñíîìó ãiëü-
áåðòîâîìó ïðîñòîði H = L2(T, λ) ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë

f(x) =

∫
T

xdν, x ∈ H.

Î÷åâèäíî,

|f(x)| ≤
√
ν(T )

∫
T

|x|2dν

 1
2

≤
√
ν(T )‖x‖H , x ∈ H.

Îòæå, f ∈ H∗ òà çà òåîðåìîþ Ðiñà iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ y ∈ H òàêà, ùî:

f(x) =

∫
T

xdν = (x, y)H =

∫
T

xydλ, x ∈ H.

Íåõàé òåïåð x = χA, A ∈ F . Òîäi∫
A

ydλ = ν(A) ≥ 0, A ∈ F . (3.12)

Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî y ≥ 0 (modλ). Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó T0 = {t | y(t) =
0}. Î÷åâèäíî, ν(T0) = 0, à ç òîãî, ùî µ � ν ìà¹ìî µ(T0) = 0 òà λ(T0) =
µ(T0) + ν(T0) = 0, òîáòî y > 0(modλ). Ïåðåïèøåìî (3.12) ó âèãëÿäi

ν(A) =

∫
A

ydν +

∫
A

ydµ, A ∈ F ,

àáî ∫
A

(1− y)dν =

∫
A

ydµ ≥ 0, A ∈ F .

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî y ≤ 1 (mod ν) òà äëÿ äîâiëüíî¨ ïðîñòî¨ F-âèìiðíî¨ ôóíêöi¨ z∫
T

z(1− y)dν =

∫
T

zydµ.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ïåðåíîñèòüñÿ íà äîâiëüíi íåâiä'¹ìíi F-âèìiðíi ôóíêöi¨ z çà
äîïîìîãîþ òåîðåìè ïðî ìîíîòîííó çáiæíiñòü ïiä çíàêîì iíòåãðàëà. Çàëèøà-
¹òüñÿ ïîêëàñòè z := 1

yχA òà îòðèìàòè (3.11) ç x := 1−y
y . �äèíiñòü x äîâåäiòü

ñàìîñòiéíî. �



Ðîçäië 4

Ïðîäîâæåííÿ ëiíiéíèõ

íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ

4.1 Ïðîäîâæåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ

Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, L � ëiíiéíà ïiäìíîæèíà E. Î÷åâè-
äíî, ùî L òåæ áóäå ëiíiéíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì ç òi¹þ ñàìîþ íîðìîþ.
Íàñ áóäå öiêàâèòè ïèòàííÿ ïðîäîâæåííÿ ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà
ç L íà E. Íåõàé f ∈ L∗, F ∈ E∗. F íàçèâà¹òüñÿ ïðîäîâæåííÿì f , ÿêùî äëÿ
âñiõ x ∈ L F (x) = f(x). Â öüîìó âèïàäêó f íàçèâà¹òüñÿ çâóæåííÿì F íà L.
Öå áóäå ïîçíà÷àòèñÿ f = F �L.

Çàóâàæåííÿ 4.1. Çàóâàæèìî, ùî ïðè ïðîäîâæåííi íîðìà ôóíêöiîíàëà íå
ìîæå çìåíøèòèñÿ. Òîáòî ç f = F �L âèïëèâà¹, ùî ‖F‖ ≥ ‖f‖ . Ñïðàâäi,

‖F‖ = sup
x∈E,‖x‖=1

|F (x)| ≥ sup
x∈L,‖x‖=1

|F (x)| = sup
x∈L,‖x‖=1

|f(x)| = ‖f‖ .

Â çâ'ÿçêó ç öèì âàæëèâîþ ¹ çàäà÷à ïîáóäîâè ïðîäîâæåííÿ çi çáåðåæåí-
íÿì íîðìè. Ó âèïàäêó ùiëüíîñòi L â E öÿ çàäà÷à ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ äîñèòü ïðîñòî.

Òåîðåìà 4.1. (Ïðîäîâæåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ) Íåõàé E � ëiíiéíèé
íîðìîâàíèé ïðîñòið, L � ùiëüíà ëiíiéíà ïiäìíîæèíà L, f ∈ L∗. Òîäi iñíó¹
¹äèíèé F ∈ E∗ òàêèé, ùî F �L= f. Äî òîãî æ ‖F‖ = ‖f‖.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ùiëüíî¨ ïiäìíîæèíè ìà¹ìî, ùî

∀x ∈ E ∃{xn} ⊂ L : xn → x, n→∞.

Ïîêëàäåìî
F (x) := lim

n→∞
f(xn). (4.1)

41
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Ïîêàæåìî, ùî öÿ ãðàíèöÿ iñíó¹ òà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi {xn}.
Iñíóâàííÿ ãðàíèöi âèïëèâà¹ ç î÷åâèäíî¨ îöiíêè

|f(xn)− f(xm)| = |f(xn − xm)| ≤ ‖f‖ ‖xn − xm‖ → 0, m, n→∞,

òà ôóíäàìåíòàëüíîñòi {xn}. Íåõàé òåïåð iíøà ïîñëiäîâíiñòü L 3 x′n → x, n→
∞. Òîäi ‖x′n − xn‖ → 0, òà

|f(x′n)− f(xn)| ≤ ‖f‖ ‖x′n − xn‖ → 0, n→∞,

ùî äîâîäèòü íåçàëåæíiñòü ãðàíèöi âiä âèáîðó {xn}. Äîâåäåìî ëiíiéíiñòü F .
Íåõàé x, y ∈ E , λ, µ ∈ C, {xn} ⊂ L, {yn} ⊂ L òàêi, ùî xn → x, yn → y, n→∞.
Òîäi

F (λx+µy) = lim
n→∞

f(λxn+µyn) = λ lim
n→∞

f(xn)+µ lim
n→∞

f(yn) = λF (x)+µF (y).

Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü (îáìåæåíiñòü) F . Ç (4.1) âèïëèâà¹, ùî

|F (x)| = lim
n→∞

|f(xn)| ≤ lim
n→∞

‖f‖ ‖xn‖ = ‖f‖ ‖x‖ , x ∈ E.

Òàêèì ÷èíîì, F ∈ E∗ òà ‖F‖ ≤ ‖f‖. Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 4.1 ìà¹ìî, ùî
‖F‖ = ‖f‖ . Ïîÿñíiòü ñàìîñòiéíî, ùî F ¹ ïðîäîâæåííÿì f . Íåõàé òåïåð F̃ �
äîâiëüíå íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f íà E. Òîäi F òà F̃ ñïiâïàäàþòü íà ùiëüíié
ìíîæèíi L, à òîìó ñïiâïàäàþòü i íà âñüîìó ïðîñòîði E. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
íåïåðåðâíå ïðîäîâæåííÿ f íà E ¹äèíå. �

4.2 Òåîðåìà Ãàíà � Áàíàõà

Ñèòóàöiÿ, êîëè L íå ùiëüíà â E, iñòîòíî ñêëàäíiøà, ïðîòå ñïðàâåäëèâà òàêà
(íàäçâè÷àéíî âàæëèâà) òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.2. (Ãàíà�Áàíàõà) Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, L
� ëiíiéíà ïiäìíîæèíà E, f ∈ L∗. Òîäi iñíó¹ F ∈ E∗ òàêèé, ùî F �L= f òà
‖F‖ = ‖f‖ .

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ëåìó, ùî çàêëàäà¹ ôóíäàìåíò äîâåäåííÿ òåîðåìè
Ãàíà�Áàíàõà.

Ëåìà 4.1. (Ïðîäîâæåííÿ ðàíãó 1) Íåõàé E � äiéñíèé ëiíiéíèé íîðìîâàíèé
ïðîñòið, L � ëiíiéíà ïiäìíîæèíà E, y /∈ L, L1 := ë.î{L∪{y}} = {x+λy, x ∈
L, λ ∈ R}, f ∈ L∗. Òîäi ∃F ∈ L∗1 òàêèé, ùî F �L= f òà ‖F‖ = ‖f‖ .

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ïðåäñòàâëåííÿ âåêòîðà z ∈ L1 ó âèãëÿäi

z = x+ λy, x ∈ L, λ ∈ R
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¹äèíå. Ñïðàâäi, íåõàé

z = x1 + λ1y = x2 + λ2y, xi ∈ L, λi ∈ R, i = 1, 2.

ßêùî λ1 = λ2, òî x1 = x2. ßêùî æ λ1 6= λ2, òî y = 1
λ1−λ2

(x2 − x1) ∈ L, ùî
ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi. Âèçíà÷èìî ëiíiéíå ïðîäîâæåííÿ F ôóíêöiîíàëà
f íà L1 ôîðìóëîþ

F (x+ λy) = F (x) + λF (y) := f(x) + λc, x ∈ L, λ ∈ R

äå c = F (y) ∈ R � äåÿêà ñòàëà. Ëåãêî áà÷èòè, ùî F � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà
L1 òà F �L= f . Ïîêàæåìî, ùî ñòàëó c ìîæíà ïiäiáðàòè òàê, ùîá F áóâ îáìå-
æåíèì ôóíêöiîíàëîì ç íîðìîþ, ùî íå ïåðåâèùó¹ ‖f‖. Îñòàíí¹ åêâiâàëåíòíî
òîìó, ùî

|F (x+ λy)| = |f(x) + λc| ≤ ‖f‖ ‖x+ λy‖ , x ∈ L, λ ∈ R. (4.2)

Çàóâàæèìî ùî äëÿ λ = 0 (4.2) âèêîíàíî, òîìó äàëi ââàæà¹ìî, ùî λ 6= 0.
Ïîêëàäåìî x′ = x

λ , òîäi (4.2) ìîæíà ïåðåïèñàòè, ÿê

|f(x′) + c| ≤ ‖f‖ ‖x′ + y‖ , x′ ∈ L,

àáî
− ‖f‖ ‖x′ + y‖ − f(x′) ≤ c ≤ ‖f‖ ‖x′ + y‖ − f(x′), x′ ∈ L. (4.3)

Çàóâàæèìî, ùî

∀x1, x2 ∈ L : − ‖f‖ ‖x1 + y‖ − f(x1) ≤ ‖f‖ ‖x2 + y‖ − f(x2), (4.4)

ùî âèïëèâà¹ ç

f(x2)−f(x1) ≤ ‖f‖ ‖x2 − x1‖ = ‖f‖ ‖(x2 + y)− (x1 + y)‖ ≤ ‖f‖ (‖x2 + y‖+‖x1 + y‖).

Ïîçíà÷èìî

c1 := sup
x∈L
{−‖f‖ ‖x+ y‖ − f(x)}, c2 := inf

x∈L
{‖f‖ ‖x+ y‖ − f(x)}.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ç (4.4) âèïëèâà¹, ùî

−∞ < c1 ≤ c2 <∞.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî c ∈ [c1, c2] áóäå âèêîíóâàòèñÿ (4.3), à çíà÷èòü i (4.2).
Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ‖F‖ ≤ ‖f‖ . Òàê ÿê ïðè ïðîäîâæåíi íîðìà íå çìåíøó¹-
òüñÿ, òî îñòàòî÷íî ìà¹ìî, ùî ‖F‖ = ‖f‖. �

Òåîðåìà 4.3. (Ãàíà�Áàíàõà, âèïàäîê äiéñíîãî ïðîñòîðó.) Íåõàé E �
äiéñíèé ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, L � ëiíiéíà ïiäìíîæèíà E, f ∈ L∗.
Òîäi iñíó¹ F ∈ E∗ òàêèé, ùî F �L= f òà ‖F‖ = ‖f‖ .



44 Ðîçäië 4. Ïðîäîâæåííÿ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó çà äîäàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ ñåïàðàáåëüíîñòi
ïðîñòîðó E. Íåõàé {yn |n ≥ 1} � äîâiëüíà òîòàëüíà ïiäìíîæèíà E. Ïîêëàäå-
ìî L0 := L òà ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ ìíîæèí {Lk | k ≥ 1}. Íåõàé n1

� íàéìåíøèé íîìåð òàêèé, ùî yn1 /∈ L (ÿêùî òàêèõ íîìåðiâ íåìà¹, òî L ùiëü-
íà â E i òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.1). Ïîêëàäåìî L1 := ë.î{L0∪{yn1}}.
Íåõàé òåïåð n2 � íàéìåíøèé íîìåð òàêèé, ùî yn2

/∈ L1 (ÿêùî òàêèõ íî-
ìåðiâ íåìà¹, òî L1 ùiëüíà â E), L2 := ë.î{L1 ∪ {yn2

}}. Çà iíäóêöi¹þ ïî-
áóäó¹ìî (ñêií÷åííó àáî íåñêií÷åííó) ïîñëiäîâíiñòü {Ln : n ≥ 1} òàêó, ùî
Lk := ë.î{Lk−1 ∪ {ynk

}}. Ïîêëàäåìî

M :=
⋃
n≥0

Ln.

Î÷åâèäíîM ëiíiéíà òà ùiëüíà â E. Ç ëåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî ìîæíà ïîáóäóâàòè
ïîñëiäîâíiñòü {fk | k ≥ 1} òàêó, ùî

fk ∈ L∗k, fk �Lk−1
= fk−1, ‖fk‖ = ‖f‖ , k ≥ 1 (4.5)

(òóò f0 = f). Ïîáóäó¹ìî ïðîäîâæåííÿ f∞ ôóíêöiîíàëà f íà M . Äëÿ äîâiëü-
íîãî x ∈M çíàéäåòüñÿ òàêå k, ùî x ∈ Lk. Ïîêëàäåìî äëÿ òàêîãî x

f∞(x) = fk(x), x ∈ Lk, k ≥ 0.

Ç îãëÿäó íà (4.5) òàêå îçíà÷åííÿ êîðåêòíå (íå çàëåæèòü âiä k). Ïåðåâiðòå
ñàìîñòiéíî, ùî f∞ � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë. Ç íåðiâíîñòi

|f∞(x)| = |fk(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖ , x ∈ Lk, k ≥ 0

òåïåð âèïëèâà¹, ùî ‖f∞‖ = ‖f‖. Çàëèøà¹òüñÿ ëèøå ïîñëàòèñÿ íà òåîðåìó
4.1. �

Çàóâàæåííÿ 4.2. Çàóâàæèìî, ùî äîâåäåííÿ òåîðåìè â çàãàëüíîìó âèïàäêó
íåñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó E çàìiñòü ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ âèêîðè-
ñòîâó¹ ëåìó Öîðíà òà ìîæå áóòè çíàéäåíå ïðàêòè÷íî â óñiõ ïiäðó÷íèêàõ ç
ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó (äèâ., íàïðèêëàä [2], [3] [6], [7].)

Òåîðåìà 4.4. (Ãàíà�Áàíàõà, âèïàäîê êîìïëåêñíîãî ïðîñòîðó.) Íåõàé E �
êîìïëåêñíèé ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, L � ëiíiéíà ïiäìíîæèíà E, f ∈
L∗. Òîäi iñíó¹ F ∈ E∗ :

1)F �L= f, 2) ‖F‖ = ‖f‖ .

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî E ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äiéñíèé ëiíiéíèé íîðìî-
âàíèé ïðîñòið (ÿêùî îáìåæèòèñÿ ìíîæåííÿì ëèøå íà äiéñíi ñêàëÿðè). Âiä-
ïîâiäíèé äiéñíèé ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ïîçíà÷àòèìåìî ER (çîêðåìà,
CR � äâîâèìiðíèé äiéñíèé ëiíiéíèé ïðîñòið). Äëÿ f ∈ L∗ ïîêëàäåìî

a(x) := Re f(x), b(x) := Im f(x), x ∈ L.
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Î÷åâèäíî a, b ëiíiéíi íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë. Äî òîãî æ

|a(x)| ≤ |f(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖ , x ∈ L.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a ∈ L∗R òà ‖a‖ ≤ ‖f‖ . Àíàëîãi÷íî, b ∈ L∗R. Ç ðiâíîñòi
f(x) = a(x) + ib(x) ìà¹ìî,

ia(x)− b(x) = if(x) = f(ix) = a(ix) + ib(ix), x ∈ L.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
b(x) = −a(ix), x ∈ L.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ãàíà�Áàíàõà äëÿ äiéñíîãî ïðîñòîðó ìîæíà ñòâåðäæóâàòè,
ùî iñíó¹

A ∈ E∗R : A �LR= a òà ‖A‖ = ‖a‖ .

Ïîêëàäåìî
B(x) := −A(ix), F (x) := A(x) + iB(x), x ∈ E (4.6)

Î÷åâèäíî F � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íàä ïîëåì R:

F (λx+ µy) = λF (x) + µF (y), λ, µ ∈ R, x ∈ E.

Äî òîãî æ,
F (ix) = iF (x), x ∈ E.

Ñïðàâäi, çãiäíî ç (4.6)

F (ix) = A(ix) + iB(ix) = −B(x) + iA(x) = i(A(x) + iB(x)) = iF (x), x ∈ E.

Çâiäñè ëåãêî âèïëèâà¹, ùî F � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë i íàä ïîëåì C. Ïåðåâiðòå
ñàìîñòiéíî, ùî F ¹ ïðîäîâæåííÿì f . Äëÿ x ∈ E ïîçíà÷èìî α := e−iarg(F (x)).
Òîäi

0 ≤ |F (x)| = αF (x) = F (αx) = A(αx) ≤ ‖A‖ ‖αx‖ = ‖a‖ ‖x‖ ≤ ‖f‖ ‖x‖ x ∈ E.

Çàóâàæèìî, ùî B(αx) = 0, áî F (αx) ∈ R. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî F ∈ E∗ òà
‖F‖ ≤ ‖f‖ . Òàê ÿê íîðìà ïðîäîâæåííÿ íå ìåíøå íîðìè ïî÷àòêîâîãî ôóí-
êöiîíàëà, òî ‖F‖ = ‖f‖ . �

4.3 Íàñëiäêè ç òåîðåìè Ãàíà�Áàíàõà

Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, L � ïiäïðîñòið E,
y /∈ L. Òîäi iñíó¹ f ∈ E∗ :

1)f �L= 0, 2)f(y) = ρ(y, L) := inf
z∈L
‖y − z‖ , 3) ‖f‖ = 1.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé L1 = ë.î{L ∪ {y}} = {x+ λy, x ∈ L, λ ∈ C},

f1(x+ λy) := λρ(y, L), x ∈ L, λ ∈ C.

Î÷åâèäíî, f1 �L= 0, f1(y) = f1(0 + 1 · y) = ρ(y, L) > 0 (y /∈ L). Ïåðåâiðòå
ñàìîñòiéíî, ùî f1 ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà L1. Ìà¹ìî

‖f1‖L∗1 = sup
x∈L,λ 6=0

|f1(x+ λy)|
‖x+ λy‖

= sup
x∈L,λ6=0

|λρ(y, L)|
|λ|
∥∥y − (−xλ )

∥∥ =
ρ(y,  L)

inf
z∈L
‖y − z‖

= 1.

Ç òåîðåìè Ãàíà�Áàíàõà âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ f ∈ E∗ òàêèé, ùî f �L1
= f1 , ‖f‖ =

‖f1‖ = 1. ßñíî, ùî f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1), 2), 3). �

Çàóâàæåííÿ 4.1. Â óìîâàõ íàñëiäêó 4.1. L1 � ïiäïðîñòið. Ñïðàâäi, íåõàé

L1 3 zn = xn + λny → z ∈ E.

Òîäi
λnρ(y, L) = f1(zn)→ f1(z).

Çâiäñè âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {λn | n ≥ 1} äî λ := f1(z)
ρ(y,L) , à

çíà÷èòü i {xn | n ≥ 1} ïðÿìó¹ äî äåÿêîãî x ∈ L (L çàìêíåíà). Îòæå,
z = x+ λy ∈ L1.

Íàñëiäîê 4.2. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, y ∈ E, y 6= 0. Òîäi
iñíó¹ f ∈ E∗ :

1)f(y) = ‖y‖ , 2) ‖f‖ = 1.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 4.1 äëÿ L = {0}, çîêðåìà f(y) = ρ(y, {0}) =
‖y‖ . �

Íàñëiäîê 4.3. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, y1, y2 ∈ E, y1 6= y2.
Òîäi iñíó¹ f ∈ E∗ : f(y1) 6= f(y2). (ìíîæèíà ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiî-
íàëiâ ðîçäiëÿ¹ òî÷êè)

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 4.2 äëÿ y := y1 − y2. �

Íàñëiäîê 4.4. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, M ⊂ E. Òîäi M
òîòàëüíà â E ⇔ ∀f ∈ E∗ : f �M= 0⇒ f = 0.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M òîòàëüíà â E òà f �M= 0. Òîäi ç ëiíiéíîñòi f âèïëèâà¹,
ùî f �

ë.î{M}= 0, à ç íåïåðåðâíîñòi f ìà¹ìî, ùî f �
ç.ë.î{M}= 0. Îòæå, f = 0.

ßêùî M íå òîòàëüíà â E, òî ðîçãëÿíåìî L := ç.ë.î{M} 6= E. Ç íàñëiäêó 4.1
òåïåð âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî E∗ 3 f 6= 0, ùî f �L= 0. �

Âïðàâà 4.1. Íåõàé f ∈ E∗ L := Ker f = {x ∈ E : f(x) = 0}. Äîâåñòè, ùî
1)L ïiäïðîñòið, 2)ßêùîf 6= 0, òî äëÿ äîâiëüíîãî y /∈ L E = ë.î{L, y}.

Çàóâàæåííÿ 4.3. Çàñòîñóéòå ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äî àðãóìåíòiâ ç äîâåäå-
ííÿ òåîðåìè Ðiñà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà
â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.
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4.4 Çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöiîíàëiâ â C[a, b]

Íåõàé BV [a, b] � ïðîñòið (êîìïëåêñíîçíà÷íèõ) ôóíêöié, ùî ìàþòü îáìåæåíó
âàðiàöiþ íà [a, b]. Ðîçãëÿíåìî äëÿ g ∈ BV [a, b]

f(x) =

b∫
a

x(t)dg(t), x ∈ C[a, b] = E.

Ëåìà 4.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ g ∈ BV [a, b] f � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë
íà C[a, b] òà

‖f‖ ≤ Var(g, [a, b]). (4.7)

Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíiñòü f î÷åâèäíà, äîâåäåìî îáìåæåíiñòü. Òàê ÿê iíòåãðàë ¹
ãðàíèöåþ iíòåãðàëüíèõ ñóì Ðiìàíà�Ñòiëòü¹ñà, òî äîñòàòíüî âñòàíîâèòè âiä-
ïîâiäíó îöiíêó äëÿ äîâiëüíî¨ iíòåãðàëüíî¨ ñóìè. Íåõàé λ = {a = t0 < t1 <
. . . < tn = b} � ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [a, b], sk ∈ [tk, tk+1]. Ìà¹ìî∣∣∣∣∣

n−1∑
k=0

x(sk)(g(tk+1)− g(tk))

∣∣∣∣∣ ≤
n−1∑
k=0

|x(sk)| |g(tk+1)− g(tk)| ≤

≤ ‖x‖C[a,b]

n−1∑
k=0

|g(tk+1)− g(tk)| ≤ ‖x‖C[a,b] Var[a,b]g.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|f(x)| =

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

x(t)dg(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Var[a,b]g ‖x‖C[a,b] .

Îñòàíí¹ äîâîäèòü òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Íåõàé V [a, b] := {g ∈ BV [a, b] | g(a) = 0, g íåïåðåðâíà ñïðàâà íà (a, b)}.
Î÷åâèäíî V [a, b] � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ç íîðìîþ

‖g‖V [a,b] = Var(g, [a, b]). (4.8)

Òåîðåìà 4.5. (Ðiñà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíà-
ëà â C[a, b].) ∀f ∈ (C[a, b])

∗ ∃!g ∈ V [a, b] :

f(x) =

b∫
a

x(t)dg(t), x ∈ C[a, b]. (4.9)
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Äî òîãî æ âiäîáðàæåííÿ

(C[a, b])
∗ 3 f −→ g ∈ V [a, b] (4.10)

¹ içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì. Çîêðåìà,

‖f‖ = Var(g, [a, b]). (4.11)

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî áàíàõiâ ïðîñòið îáìåæåíèõ ôóíêöié íà [a, b]

B[a, b] := {x : [a, b]→ C | ‖x‖ =: sup
t∈[a,b]

|x(t)| <∞}

Î÷åâèäíî, C[a, b] � ïiäïðîñòið B[a, b]. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ãàíà�Áàíàõà ∀f ∈
(C[a, b])

∗ iñíó¹ F ∈ (B[a, b])∗ :

1)F �C[a,b]= f, 2) ‖F‖ = ‖f‖ .

Ïîêëàäåìî
g(t) := F (ut), äå ut := χ(a,t] ∈ B[a, b], t ∈ [a, b].

Ïîêàæåìî, ùî g ìà¹ îáìåæåíó âàðiàöiþ. Äiéñíî, íåõàé λ = {a = t0 < t1 <
. . . < tn = b} � äîâiëüíå ðîçáèòòÿ [a, b], αk := exp(−iargF (utk+1

− utk)). Òîäi

n−1∑
k=0

|g(tk+1)− g(tk)| =
n−1∑
k=0

∣∣F (utk+1
)− F (utk)

∣∣ =

n−1∑
k=0

∣∣F (utk+1
− utk)

∣∣ =

=

n−1∑
k=0

αk(F (utk+1
− utk)) =

n−1∑
k=0

F (αk(utk+1
− utk)) =

= F (

n−1∑
k=0

αkχ(tk,tk+1]) ≤ ‖F‖

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

αkχ(tk,tk+1]

∥∥∥∥∥ = ‖F‖ = ‖f‖

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
Var(g, [a, b]) ≤ ‖f‖ . (4.12)

Äîâåäåìî (4.9). Ïîçíà÷èìî tk := a+ (b−a)k
n . Äëÿ ∀x ∈ C[a, b] ïîêëàäåìî

xn(t) :=

n−1∑
k=0

x(tk)(utk+1
(t)− utk(t))

Î÷åâèäíî, ùî xn → x â B[a, b] (çáiæíiñòü â B[a, b] ¹ ðiâíîìiðíîþ çáiæíiñòþ).
Òîäi, ∀x ∈ C[a, b]

f(x) = F (x) = lim
n→∞

F (xn) = lim
n→∞

n−1∑
k=0

x(tk)(g(tk+1)− g(tk)) =

b∫
a

x(t)dg(t).
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Çãiäíî ç (4.7), (4.12) ìà¹ìî (4.11). Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ g ìîæå íå áóòè
íåïåðåðâíîþ ñïðàâà íà (a, b), ïðîòå çàìiíà g(t) íà g(t + 0) (äëÿ t ∈ (a, b)) íå
ìiíÿ¹ çíà÷åííÿ iíòåãðàëà

∫ b
a
xdg (äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ x) òà íå çáiëüøó¹

Var(g, [a, b]). Îòæå âiäîáðàæåííÿ (4.10) ¹ ëiíiéíîþ içîìåòði¹þ, à ç îãëÿäó íà
ëåìó 4.7 içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì ïðîñòîðiâ (C[a, b])∗ òà V [a, b]. Çâiäñè,
çîêðåìà, âèïëèâà¹ ¹äèíiñòü g. �

Çàóâàæåííÿ 4.4. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ g ç ëåìè 4.7 ìîæå áóòè ‖f‖ < Var(g, [a, b]).
Óìîâà íåïåðåðâíîñòi ñïðàâà ôóíêöi¨ g íà (a, b) ãàðàíòó¹ ðiâíiñòü.

Ïðèêëàä 4.1. Ðîçãëÿíåìî

f(x) = 2x(0)− 3x(1) + x(2), x ∈ E = C[0, 2].

Òîäi

f(x) =

2∫
0

x(t)dg(t),

äå

g(t) =


0, ÿêùî t = 0,

2, ÿêùî t ∈ (0, 1),

−1, ÿêùî t ∈ [1, 2),

0, ÿêùî t = 2.

Ìà¹ìî
‖f‖ = Var(g, [0, 2]) = 2 + 3 + 1 = 6.

Ïðèêëàä 4.2. Ðîçãëÿíåìî

f(x) =

2∫
−1

tx(t)dt, x ∈ E = C[−1, 2].

Òîäi

f(x) =

2∫
−1

x(t)dg(t),

äå g(t) = t2/2 (äèâèñü çàóâàæåííÿ 4.5). Ìà¹ìî ‖f‖ = Var(g, [−1, 2]) = 1/2 +
2 = 5/2.

Ïðèêëàä 4.3. Ðîçãëÿíåìî

f(x) =

2∫
−1

tx(t)dt− 2x(−1)− x(1), x ∈ E = C[−1, 2].
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Òîäi

f(x) =

2∫
−1

x(t)dg(t),

äå

g(t) =


0, ÿêùî t = −1,
t2−5

2 , ÿêùî t ∈ (−1, 1),
t2−7

2 , ÿêùî t ∈ [1, 2].

‖f‖ = Var(g, [−1, 2]) = 5/2 + 2 + 1 = 11/2.

Ïîÿñíèìî, ÿê òåîðåìà Ðiñà óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà ïðîñòið C(K) íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié íà äîâiëüíîìó êîìïàêòíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði K. Íàãàäà¹ìî, ùî
êîìïëåêñíîçíà÷íà σ-àäèòèâíà ôóíêöiÿ ν íà σ-àëãåáði áîðåëåâèõ ïiäìíîæèíK
íàçèâà¹òüñÿ (ñêií÷åííèì) êîìïëåêñíèì áîðåëåâèì çàðÿäîì íà K. Çàóâàæèìî,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî òàêîãî çàðÿäó ν = Re ν + i Im ν, äå

Re ν(∆) := Re(ν(∆)), Im ν(∆) := Im(ν(∆)), ∆ ∈ B(K)

� äiéñíi áîðåëåâi çàðÿäè. Çîêðåìà, äîâiëüíèé êîìïëåêñíèé çàðÿä ¹ ëiíiéíîþ
êîìáiíàöi¹þ ìið òà iíòåãðàë âiäíîñíî òàêîãî çàðÿäó ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ií-
òåãðàëiâ çà âiäïîâiäíèìè ìiðàìè. Âàðiàöiÿ òàêîãî çàðÿäó |ν|(∆) âèçíà÷à¹òüñÿ,
ÿê

sup
{ n∑
k=1

|ν(∆k)| | n ≥ 1,

n⋃
k=1

∆k = ∆, ∆k − íåïåðåòèííi áîðåëåâi ìíîæèíè
}
.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî |ν(∆)| ≤ |ν|(∆), ∆ ∈ B(K) òà |ν| � ñêií÷åííà áîðåëå-
âà ìiðà íà K. Ìíîæèíà òàêèõ çàðÿäiâ óòâîðþ¹ ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ç
íîðìîþ ‖ν‖ = |ν|(K) (ïîçíà÷àòèìåìî öåé ïðîñòið ÷åðåç M(K)). Çàóâàæèìî,
ùî ôîðìóëè

νg([a, t]) = g(t), t ∈ (a, b], νg({a}) = g(a+)− g(a)

çàäàþòü içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì ìiæ V [a, b] òà ïðîñòîðîì M [a, b] (êîìïëå-
êñíèõ) áîðåëåâèõ çàðÿäiâ íà [a, b]. Îòæå, òåîðåìà Ðiñà â òî÷íîñòi îçíà÷à¹, ùî
ñïðÿæåíèé äî C[a, b] ïðîñòið içîìåòðè÷íî içîìîðôíèé M [a, b]. Öåé ðåçóëüòàò
óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà ïðîñòið C(K) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà êîìïàêòi K.

Òåîðåìà 4.6. (Ðiñà�Ìàðêîâà) Íåõàé K � êîìïàêò ó ìåòðè÷íîìó ïðî-
ñòîði. Âiäîáðàæåííÿ

M(K) 3 ν −→ f ∈ (C(K))∗,

äå

f(x) =

∫
K

x(t)dν, x ∈ C(K)

¹ içîìåòðè÷íèì içîìîðôiçìîì. Çîêðåìà, ‖f‖ = |ν|(K).
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Çàóâàæåííÿ 4.5. Òåîðåìà 4.5 áóëà äîâåäåíà Ô.Ðiñîì â 1909 ðîöi, â 1937
ðîöi Ñ.Áàíàõ äîâiâ òåîðåìó 4.6. À.Ìàðêîâ (1938) òà Ñ.Êàêóòàíi (1941) âñòà-
íîâèëè âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò ó âèïàäêó, êîëè K � êîìïàêòíèé ãàóñäîðôiâ
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.

Ðîçãëÿíåìî âàæëèâèé êëàñ íåâiä'¹ìíèõ ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà C(K).

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë f íà ïðîñòîði C(K) íàçèâà¹òüñÿ íå-
âiä'¹ìíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîòî÷êîâî íåâiä'¹ìíî¨ ôóíêöi¨ x âèêîíó¹òüñÿ
f(x) ≥ 0.

Çàóâàæèìî, ùî ç íåâiä'¹ìíîñòi f âèïëèâà¹, ùî äëÿ ïîòî÷êîâî äiéñíî¨
ôóíêöi¨ x âèêîíó¹òüñÿ f(x) ∈ R (äiéñíà ôóíêöiÿ ¹ ðiçíèöåþ íåâiä'¹ìíèõ).
Çâiäñè ëåãêî âèâåñòè, ùî

Re(f(x)) = f(Rex), x ∈ C(K).

Ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå âàæëèâå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Äîâiëüíèé ëiíiéíèé íåâiä'¹ìíèé ôóíêöiîíàë f ¹ íåïåðåðâ-
íèì òà ||f || = |f(1)|.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ôóíêöiÿ x äiéñíà. Òîäi ç íåðiâíîñòi
−||x||C(K) ≤ x(t) ≤ ||x||C(K) òà íåâiä'¹ìíîñòi f âèïëèâà¹, ùî −f(1)||x||C(K) ≤
f(x) ≤ f(1)||x||C(K), àáî

|f(x)| ≤ f(1)||x||C(K).

Äëÿ äîâiëüíî¨ êîìïëåêñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ x ìà¹ìî |f(x)| = f(x)eiα, äå α =
−arg{f(x)}. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|f(x)| = f(eiαx) = Re(f(eiαx)) = f(Re(eiαx)) ≤ f(1)||x||C(K),

ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (íîðìà äîñÿãà¹òüñÿ íà x(t) = 1, t ∈ K.) �

ßêùî äîâiëüíèé ôóíêöiîíàë f ∈ (C(K))∗ çàäà¹òüñÿ êîìïëåêñíèì çàðÿ-
äîì, òî íåâiä'¹ìíi ôóíêöiîíàëè çàäàþòüñÿ ìiðàìè. Öå ëåãêî äîâåñòè ó âèïàäêó
K = [a, b].

Âïðàâà 4.2. Íåõàé ν � ñêií÷åííèé êîìïëåêñíèé çàðÿä íà [a, b] òà

f(x) =

b∫
a

xdν, x ∈ C[a, b].

Äîâåäiòü, ùî ôóíêöiîíàë f íåâiä'¹ìíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ν ¹ ìiðîþ (íå-
âiä'¹ìíèì çàðÿäîì).
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4.5 Ïðîñòið, ñïðÿæåíèé äî l∞

Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ðàíiøå äîâåëè, ùî ∀p ∈ [1,∞) (lp)
∗ içîìåòðè÷íî içîìîð-

ôíèé lq, (1/p+1/q = 1). Äëÿ p =∞ öå âæå íå òàê. Ëåãêî äîâåñòè, ùî ôîðìóëà

f(x) =

∞∑
k=1

xkyk, (4.13)

äå y = (yk)∞k=1 ∈ l1, çàäà¹ ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà l∞ òà ‖f‖ =
‖y‖1. Ïðîòå, íå âñi f ∈ (l∞)∗ çàäàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (4.13), òîáòî
âêëþ÷åííÿ

(l∞)∗ ⊃ l1

¹ ñòðîãèì. Äîâåäåìî öå.

Òåîðåìà 4.7. Iñíó¹ f ∈ (l∞)∗, ùî íå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (4.13).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî

c := {x = (xk)∞k=1 ∈ C∞ | {xk | k ≥ 1} çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü â C}.

Î÷åâèäíî, ùî c � ëiíiéíà ïiäìíîæèíà â l∞. Ðîçãëÿíåìî

f(x) := lim
k→∞

xk, x = (xk)∞k=1 ∈ c. (4.14)

Ç âëàñòèâîñòåé ãðàíèöi âèïëèâà¹, ùî f � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà c. Ìà¹ìî

|f(x)| =
∣∣∣∣ lim
k→∞

xk

∣∣∣∣ ≤ sup
k→∞

|xk| = ‖x‖∞ , x ∈ c.

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî f � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íà c. Çà òåîðåìîþ
Ãàíà�Áàíàõà ∃F ∈ (l∞)∗ : F �c= f. Ïðîòå F íå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (4.13).
Ñïðàâäi, íåõàé F ìà¹ âèãëÿä (4.13). Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ≥ 1

yn = F (en) = f(en) = lim
k→∞

(en)k = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî F = 0, ùî ñóïåðå÷èòü (4.14). �

Âïðàâà 4.3. Äîâåñòè, ùî c � ïiäïðîñòið â l∞.

Ðîçãëÿíåìî

c0 := {x = (xk)∞k=1 ∈ C∞ | lim
k→∞

xk = 0}.

Î÷åâèäíî, ùî c0 � áàíàõiâ ïðîñòið ç ‖x‖ = ‖x‖∞.
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Âïðàâà 4.4. Äîâåäiòü, ùî ôîðìóëà

f(x) =

∞∑
k=1

xkyk, x ∈ c0. (4.15)

äå y = (yk)∞k=1 ∈ l1 äà¹ çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà
â c0, äî òîãî æ ‖f‖ = ‖y‖1.

Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ âïðàâè îçíà÷à¹, ùî ïðîñòið c∗0 içîìåòðè÷íî
içîìîðôíèé l1.

Âïðàâà 4.5. Äîâåñòè, ùî c∗ içîìåòðè÷íî içîìîðôíèé l1.

4.6 Êàíîíi÷íå âêëàäåííÿ E â E∗∗

Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, E∗∗ := (E∗)∗ (äðóãèé ñïðÿæåíèé).
Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E ðîçãëÿíåìî ôóíêöiîíàë

Fx(f) := f(x), f ∈ E∗. (4.16)

Ïîêàæåìî, ùî Fx ∈ E∗∗. Ïåðåâiðèìî ëiíiéíiñòü. Íåõàé f, g ∈ E∗, λ, µ ∈ C.
Ìà¹ìî

Fx(λf + µg) = (λf + µg)(x) = λf(x) + µg(x) = λFx(f) + µFx(g).

Äàëi,
|Fx(f)| = |f(x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖ = ‖x‖ ‖f‖ .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Fx ∈ E∗∗ òà

‖Fx‖ ≤ ‖x‖ , x ∈ E. (4.17)

Ïîêëàäåìî
J(x) := Fx, x ∈ E (4.18)

Òåîðåìà 4.8. J � ëiíiéíà içîìåòðiÿ E â E∗∗.

Äîâåäåííÿ. Ç (4.16) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ E, f ∈ E∗, λ, µ ∈ C

Fλx+µy(f) = f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y) = λFx(f) + µFy(f).

Îñòàíí¹ â òî÷íîñòi îçíà÷à¹ ëiíiéíiñòü J . Ç íàñëiäêó 4.2 ç òåîðåìè Ãàíà�Áàíàõà
ìà¹ìî, ùî

∀x ∈ E ∃ f̃ ∈ E∗ : 1) f̃(x) = ‖x‖ , 2) ||f̃ || = 1.

Ç (4.16) òåïåð âèïëèâà¹, ùî

‖Fx‖ = ‖Fx‖ ||f̃ || ≥
∣∣∣Fx(f̃)

∣∣∣ =
∣∣∣f̃(x)

∣∣∣ = ‖x‖ , x ∈ E.

Îñòàíí¹, ç îãëÿäó íà (4.17), äîâîäèòü içîìåòðè÷íiñòü îïåðàòîðà J . �
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Çàóâàæèìî, ùî ç ëiíiéíîñòi òà içîìåòðè÷íîñòi J âèïëèâà¹, ùî J ¹ âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íèì (ií'¹êòèâíèì) âiäîáðàæåííÿì E â E∗∗. Ñïðàâäi,

‖J(x1)− J(x2)‖E∗∗ = ‖J(x1 − x2)‖E∗∗ = ‖x1 − x2‖E .

Îòæå, J(x1) = J(x2)⇔ x1 = x2.

Ïîáóäîâàíå âiäîáðàæåííÿ J íàçèâàþòü êàíîíi÷íèì âêëàäåííÿì E â
E∗∗.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið E íàçèâà¹òüñÿ ðåôëåêñèâ-
íèì, ÿêùî

E∗∗ = J(E). (4.19)

Iíøèìè ñëîâàìè E ðåôëåêñèâíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

∀F ∈ E∗∗ ∃x ∈ E : F = Fx. (4.20)

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà (4.19) áiëüø ñèëüíà íiæ óìîâà içîìåòðè÷íî¨ içîìîðôíî-
ñòi ïðîñòîðiâ E òà E∗∗. Äîäàòêîâî âèìàãà¹òüñÿ, ùî içîìîðôiçì çäiéñíþ¹òüñÿ
çà äîïîìîãîþ êàíîíi÷íîãî âêëàäåííÿ J . Içîìåòðè÷íî içîìîðôíi ïðîñòîðè E
òà J(E) ÷àñòî îòîòîæíþþòü òà óìîâó ðåôëåêñèâíîñòi çàïèñóþòü ó âèãëÿäi
E∗∗ = E.

Çàóâàæåííÿ 4.6. Ç òåîðåìè ïðî ïîâíîòó ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó âèïëèâà¹, ùî
ðåôëåêñèâíèé ïðîñòið ¹ áàíàõîâèì.

ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, ç ôîðìàëüíî¨ ðiâíîñòi

(lp)
∗∗ = (lq)

∗ = lp, äå 1/p+ 1/q = 1, 1 < p <∞

ùå íå ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ðåôëåêñèâíiñòü lp äëÿ 1 < p <∞.Ïîòðiáíî
ïîêàçàòè, ùî öÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ â ñåíñi ïîáóäîâàíîãî âèùå içîìîðôiçìà
J , òîáòî

∀F ∈ (lp)
∗∗ ∃x ∈ lp : F (f) = Fx(f) := f(x), f ∈ (lp)

∗, 1 < p <∞. (4.21)

Íàãàäà¹ìî, ùî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà íà lp
äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

f(x) =

∞∑
k=1

xkyk, (4.22)

äå y = (yk)∞k=1 ∈ lq, (1/p+1/q = 1). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç α : lq → (lp)
∗ içîìåòðè-

÷íèé içîìîðôiçì, ÿêèé y ∈ lq ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü f ∈ (lp)
∗ çà ôîðìóëîþ

(4.22). Ðîçãëÿíåìî
F1(y) := F (α(y)), y ∈ lq.
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Î÷åâèäíî F1 ∈ (lq)
∗, à òîìó çíàéäåòüñÿ x ∈ lp òàêèé, ùî

F1(y) =

∞∑
k=1

ykxk, y ∈ lq.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

F (f) = F (α(y)) = F1(y) =

∞∑
k=1

ykxk = f(x), f ∈ (lp)
∗.

Îñòàíí¹ äîâîäèòü (4.21) òà ðåôëåêñèâíiñòü ïðîñòîðó lp äëÿ 1 < p < ∞. Òàê
ñàìî äîâîäèòüñÿ, ùî ïðîñòîðè Lp(T, µ) ðåôëåêñèâíi äëÿ 1 < p < ∞. Àíà-
ëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ, çàñíîâàíi íà òåîðåìi Ðiñà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî
íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, äîâîäÿòü ðåôëåêñèâ-
íiñòü ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó. Òàêîæ ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äîâiëüíèé ñêií-
÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ¹ ðåôëåêñèâíèì.

Ç òåîðåìè 4.7 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íåðåôëåêñèâíiñòü l1. Ñïðàâäi, ìà-
¹ìî ñòðîãå âêëþ÷åííÿ

(l1)∗∗ = (l∞)∗ ⊃ l1.
Ïðîñòið l∞ òàêîæ íå ðåôëåêñèâíèé. Äî òîãî æ ìà¹ ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò, ùî
ìè íàâåäåìî áåç äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 4.9. Ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið E ðåôëåêñèâíèé òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè E∗ ðåôëåêñèâíèé.

Òàê ñàìî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðîñòîðè L1(T, µ) òà (ñïðÿæåíèé äî íüîãî)
L∞(T, µ) íå ðåôëåêñèâíi (çà óìîâè, ùî âîíè íåñêií÷åííîâèìiðíi).

Äîâåäåìî íåðåôëåêñèâíiñòü ïðîñòîðó C[a, b]. Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâ-
íîãî, ùî C[a, b] ðåôëåêñèâíèé. Òîäi äëÿ âñiõ F ∈ (C[a, b])∗∗ çíàéäåòüñÿ x ∈
C[a, b] òàêå, ùî

F (f) = Fx(f) = f(x) =

b∫
a

x(t)dg(t), f ∈ (C[a, b])∗. (4.23)

Òóò g = α(f), äå α � içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì, ùî â ñèëó òåîðåìè Ðiñà êî-
æíîìó f ∈ (C[a, b])∗ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü g ∈ V [a, b]. Ðîçãëÿíåìî

F̃ (f) =

a+b
2∫
a

dg(t), g = α(f), f ∈ (C[a, b])∗.

Î÷åâèäíî, F̃ ∈ (C[a, b])∗∗. Ïîêàæåìî, ùî F̃ íå ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (4.23).
Ðîçãëÿíåìî äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ (a, b] ôóíêöiîíàëè

fs(x) := x(s), x ∈ C[a, b].
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Î÷åâèäíî, fs ∈ (C[a, b])∗. Ïîêëàäåìî gs := α(fs) = χ[s,b] ∈ V [a, b], s ∈ (a, b].
Òîäi ôóíêöiÿ

F̃ (fs) =

a+b
2∫
a

dgs(t) = χ[a,(a+b)/2](s), s ∈ (a, b]

ðîçðèâíà â òî÷öi a+b
2 . Ïðîòå äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ C[a, b]

Fx(fs) = fs(x) = x(s), s ∈ (a, b]

íåïåðåðâíà íà (a, b]. Îñòàíí¹ i äîâîäèòü íåðåôëåêñèâíiñòü C[a, b].



Ðîçäië 5

Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨

îáìåæåíîñòi, ñëàáêà

çáiæíiñòü

5.1 Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi (Òåîðåìà
Áàíàõà�Øòåéíãàóçà)

Òåîðåìà 5.1. (Áàíàõà�Øòåéíãàóçà) Íåõàé E � áàíàõiâ ïðîñòið, {fα| α ∈
T} ⊂ E∗ � ñiì'ÿ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà E òàêà, ùî

∀x ∈ E cx := sup
α∈T
|fα(x)| <∞. (5.1)

Òîäi
c := sup

α∈T
‖fα‖ <∞. (5.2)

Çàóâàæåííÿ 5.1. A priori íåìà¹ æîäíèõ óìîâ íà ïîâåäiíêó cx. À âòiì, ç (5.2)
âèïëèâà¹, ùî cx ≤ c ‖x‖.

Çàóâàæåííÿ 5.2. Óìîâà ïîâíîòè E âàæëèâà. Â íåïîâíèõ ïðîñòîðàõ òâåð-
äæåííÿ òåîðåìè íåïðàâèëüíå.

Äîâåäåííÿ ïðèíöèïó ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi áóäå äàíî çãîäîì äëÿ ëi-
íiéíèõ îïåðàòîðiâ. Çàðàç íàâåäåìî îäíå öiêàâå çàñòîñóâàííÿ, ùî äåìîíñòðó¹
íåòðèâiàëüíiñòü òåîðåìè 5.1.

Òåîðåìà 5.2. (Å.Ëàíäàó) Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {ak | k≥1} ⊂ C òàêà, ùî ∀x =
(xk)∞k=1 ∈ l2

∞∑
k=1

akxk çáiãà¹òüñÿ (5.3)

57
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Òîäi a := (ak)∞k=1 ∈ l2.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü

fn(x) :=

n∑
k=1

akxk, x = (xk)∞k=1 ∈ l2

Î÷åâèäíî fn ∈ (l2)∗ òà

‖fn‖2 =

n∑
k=1

|ak|2 (5.4)

Ç (5.3) ìà¹ìî, ùî ∀x ∈ l2 ïîñëiäîâíiñòü {fn(x)|n ≥ 1} çáiæíà i, çîêðåìà,
îáìåæåíà. Òîäi ç òåîðåìè Áàíàõà�Øòåéíãàóçà âèïëèâà¹, ùî

‖a‖l2 = sup
n≥1
‖fn‖ <∞.

�

Âïðàâà 5.1. (Å.Ëàíäàó) Íåõàé p ∈ [1,∞], 1/p + 1/q = 1 Ïðèïóñòèìî, ùî
{ak | k ≥ 1} ⊂ C òàêà, ùî ∀x = (xk)∞k=1 ∈ lp âèêîíàíî (5.3). Äîâåäiòü, ùî
a := (ak)∞k=1 ∈ lq.

Âïðàâà 5.2. (Ô.Ðiñ) Íåõàé (T,F , µ) � âèìiðíèé ïðîñòið iç σ-ñêií÷åííîþ
ìiðîþ µ, p ∈ [1,∞], 1/p + 1/q = 1. Ïðèïóñòèìî, ùî a � F-âèìiðíà êîìïëå-
êñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ òàêà, ùî ∀x ∈ Lp(T, µ) äîáóòîê ax ∈ L1(T, µ). Äîâåäiòü,
ùî a ∈ Lq(T, µ).

5.2 Ñëàáêà ç çiðî÷êîþ (∗-ñëàáêà) çáiæíiñòü ëi-
íiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ

Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, à fn, f ∈ E∗.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî fn ∗-ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî f (fn
w∗−→

f), ÿêùî
∀x ∈ E : fn(x)→ f(x). (5.5)

Çáiæíiñòü fn äî f çà íîðìîþ ïðîñòîðó E∗ áóäåìî íàçèâàòè ñèëüíîþ çáiæíi-
ñòþ (fn

s−→ f).

Òâåðäæåííÿ 5.1. Íåõàé fn
s−→ f , òîäi fn

w∗−→ f .

Äîâåäåííÿ.
|fn(x)− f(x)| ≤ ‖fn − f‖ ‖x‖ , x ∈ E.

�
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Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði öi çáiæíîñòi åêâiâà-
ëåíòíi.

Âïðàâà 5.3. Íåõàé E = Cm (àáî äîâiëüíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé) ëiíiéíèé

íîðìîâàíèé ïðîñòið. Äîâåñòè, ùî fn
s−→ f ⇔ fn

w∗−→ f.

Â íåñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði öå âæå íå òàê. Íàâåäåìî ïðîñòèé ïðè-
êëàä.

Ïðèêëàä 5.1. Íåõàé E = lp, p ∈ [1,∞). Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ
íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ

fn(x) = xn, x = (xk)∞k=1 ∈ lp.

Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ lp ìà¹ìî fn(x) → 0. Îòæå, fn
w∗−→ 0. Ç iíøîãî áîêó,

‖fn‖ = 1, n ≥ 1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî fn íå çáiãà¹òüñÿ ñèëüíî äî 0, à çãiäíî ç
òâåðäæåííÿì 5.1 fn âçàãàëi íå ìà¹ ñèëüíî¨ ãðàíèöi.

Íàñòóïíà âïðàâà âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ ∗-ñëàáêî¨ çáiæíî-
ñòi.

Âïðàâà 5.4. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, fn
w∗−→ f . Äîâåñòè, ùî

‖f‖ ≤ lim
n→∞

‖fn‖.

Çàóâàæèìî, ùî ìè íå âèêëþ÷à¹ìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà â îñòàííié íåðiâ-
íîñòi ìîæå áóòè íåñêií÷åííîþ, ïðîòå â ïîâíîìó ïðîñòîði öå âæå íå òàê.

Òâåðäæåííÿ 5.2. Íåõàé E � áàíàõiâ ïðîñòið, fn
w∗−→ f . Òîäi ïîñëiäîâíiñòü

fn îáìåæåíà, òîáòî sup
n≥1
‖fn‖ <∞.

Äîâåäåííÿ. Ç ∗-ñëàáêî¨ çáiæíîñòi fn âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ x ∈ E ïîñëiäîâ-
íiñòü {fn(x) |n ≥ 1} îáìåæåíà. Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨
îáìåæåíîñòi. �

Çàóâàæèìî, ùî áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà (5.5) ìîæå áóòè íåïðîñòîþ. Íà
ïðàêòèöi çàçâè÷àé çàñòîñîâóþòü íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 5.3. (Êðèòåðié ∗-ñëàáêî¨ çáiæíîñòi.) Íåõàé E � áàíàõiâ ïðî-

ñòið fn, f ∈ E∗. Òîäi fn
w∗−→ f òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíàíi òàêi óìîâè:

1) c := sup
n≥1
‖fn‖ <∞, (5.6)

2) fn(y)→ f(y) äëÿ y ∈M, äå M � äåÿêà òîòàëüíà ìíîæèíà â E. (5.7)
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 5.2. Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü.
Íåõàé x ∈ E, ε > 0. Â ñèëó òîòàëüíîñòi M iñíó¹ y ∈ ë.î (M) :

‖x− y‖ < ε

3(‖f‖+ c+ 1)
.

Âèáåðåìî N ∈ N òàêå, ùî äëÿ âñiõ n ≥ N âèêîíó¹òüñÿ |fn(y)− f(y)| < ε
3 . Òîäi

äëÿ n ≥ N

|f(x)− fn(x)| ≤ |f(x)− f(y)|+ |f(y)− fn(y)|+ |fn(y)− fn(x)| ≤

≤ ‖f‖ ‖x− y‖+ ‖fn‖ ‖x− y‖+ |f(y)− fn(y)| ≤ 2ε

3
+ |f(y)− fn(y)| < ε,

ùî i äîâîäèòü òåîðåìó. �

Ïðîñòèì, àëå âàæëèâèì çàñòîñóâàííÿì íàâåäåíî¨ òåîðåìè ¹ íàñòóïíà
êëàñè÷íà ëåìà.

Ëåìà 5.1. (Ðiìàíà�Ëåáåãà) Íåõàé x ∈ L1(a, b). Òîäi

b∫
a

x(t)eintdt→ 0, n→∞ (5.8)

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî E := L1(a, b),

fn(x) :=

b∫
a

x(t)eintdt, x ∈ E.

Î÷åâèäíî fn ∈ E∗ òà ‖fn‖ = 1, n ≥ 1. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 5.3. Óìîâà (5.6)
âèêîíàíà, ïåðåâiðåìî (5.7). Ïîêëàäåìî M := {χ[a,s] | s ∈ [a, b]} (î÷åâèäíî M
òîòàëüíà â L1(a, b)). Äëÿ äîâiëüíîãî y = χ[a,s] ∈M ìà¹ìî

|fn(y)| =

∣∣∣∣∣∣
s∫
a

eintdt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2

n
→ 0, n→∞.

�

Çàóâàæèìî, ùî äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi â òåîðåìi 5.3 íå âèêîðèñòîâó¹ ïîâ-
íîòó E. Äî òîãî æ ëåãêî äîâåñòè äåùî áiëüø ñèëüíå òâåðäæåííÿ.

Âïðàâà 5.5. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, {fn |n ≥ 1} � îáìå-
æåíà ïîñëiäîâíiñòü â E∗, M � òîòàëüíà ìíîæèíà â E òàêà, ùî ∀x ∈M ïîñëi-

äîâíiñòü {fn(x)} çáiæíà. Òîäi iñíó¹ f ∈ E∗ : fn
w∗−→ f.



5.2. Ñëàáêà ç çiðî÷êîþ (∗-ñëàáêà) çáiæíiñòü ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ61

Òåîðåìà 5.4. (Ïîâíîòà E∗ âiäíîñíî ∗-ñëàáêî¨ çáiæíîñòi.) Íåõàé E
� áàíàõiâ ïðîñòið, {fn |n ≥ 1} ⊂ E∗ òàêà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E ïîñëi-
äîâíiñòü {fn(x) |n ≥ 1} ôóíäàìåíòàëüíà â C. Òîäi iñíó¹ f ∈ E∗ òàêèé, ùî
fn

w∗−→ f.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

f(x) := lim
n→∞

fn(x), x ∈ E. (5.9)

Ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî, ùî f ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë. Î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî
x ∈ E ïîñëiäîâíiñòü {fn(x) |n ≥ 1} îáìåæåíà. Ç ïðèíöèïó ðiâíîìiðíî¨ îáìå-
æåíîñòi ìà¹ìî (5.6). Òîäi äëÿ âñiõ x ∈ E

|f(x)| = lim
n→∞

|fn(x)| ≤ sup
n≥1
|fn(x)| ≤ sup

n≥1
‖fn‖ ‖x‖ = c ‖x‖ .

Îòæå, f ∈ E∗. Ñëàáêà ç çiðî÷êîþ çáiæíiñòü fn äî f âèïëèâà¹ ç (5.9). �

Òåîðåìà 5.5. (Êîìïàêòíiñòü êóëi ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó âiäíîñíî
∗-ñëàáêî¨ çáiæíîñòi) Íåõàé E � ñåïàðàáåëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið. Òîäi ç
äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöiîíàëiâ {fn | n ≥ 1} ⊂ E∗ ìîæíà
âèäiëèòè ∗-ñëàáêî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ çàñòîñó¹ìî äiàãîíàëüíèé ìåòîä Êàíòîðà. Íåõàé
{fn | n ≥ 1} ⊂ E∗ òà c := supn≥1 ‖fn‖ <∞. ÍåõàéM = {xk | k ≥ 1} � çëi÷åííà
ñêðiçü ùiëüíà ìíîæèíà â E . Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü {fn(x1) |n ≥
1} ⊂ C. Âîíà îáìåæåíà, òàê ÿê

|fn(x1)| ≤ c ‖x1‖ , n ≥ 1.

Ç òåîðåìè Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàñà âèïëèâà¹, ùî ç íå¨ ìîæíà âèäiëèòè çái-
æíó ïiäïîñëiäîâíiñòü {fn,1(x1) |n ≥ 1}. Ïîñëiäîâíiñòü {fn,1(x2) |n ≥ 1} òåæ
î÷åâèäíî îáìåæåíà, i ç íå¨ çíîâ ìîæíà âèäiëèòè çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü
{fn,2(x2) |n ≥ 1}. Ïðîäîâæóþ÷è öþ ïðîöåäóðó îòðèìà¹ìî çëi÷åííèé íàáið
ïîñëiäîâíîñòåé (�ñòîâï÷èêiâ�) {fn,k |n ≥ 1} ⊂ E∗ òàêèõ, ùî äëÿ äîâiëüíîãî k
ïîñëiäîâíiñòü {fn,k(xk) |n ≥ 1} çáiãà¹òüñÿ, òà {fn,k+1 |n ≥ 1} ¹ ïiäïîñëiäîâíi-
ñòþ {fn,k |n ≥ 1}. Ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëüíó ïîñëiäîâíiñòü {fk,k | k ≥ 1}. Òîäi
äëÿ âñiõ n ≥ 1 {fk,k | k ≥ n} ¹ ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi {fn,k |n ≥ 1}.
Îòæå, äëÿ âñiõ n ≥ 1 {fk,k(xn) | k ≥ 1} çáiæíà. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè òåïåð
âèïëèâà¹ ç âïðàâè 5.5. �

Çàóâàæåííÿ 5.3. Ñåïàðàáåëüíiñòü E âàæëèâà. Ðîçãëÿíåìî â l∗∞ îáìåæåíó
ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöiîíàëiâ fn(x) := xn, x = (xk)∞k=1 ∈ l∞. Äîâåäiòü, ùî ç íå¨
íå ìîæíà âèäiëèòè ∗-ñëàáêî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü. Ïîðiâíÿéòå ç ïðèêëà-
äîì 5.1.
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5.3 Ñëàáêà çáiæíiñòü åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî íîð-
ìîâàíîãî ïðîñòîðó

Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, xn, x ∈ E.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî xn ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî x (xn
w−→ x),

ÿêùî
∀f ∈ E∗ : f(xn)→ f(x).

Çáiæíiñòü xn äî x çà íîðìîþ â E áóäåìî íàçèâàòè ñèëüíîþ çáiæíiñòþ (xn
s−→

x).

Íàâåäåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ñëàáêî çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Òâåðäæåííÿ 5.3. (�äèíiñòü ñëàáêî¨ ãðàíèöi) Íåõàé xn, x, y ∈ E. Òîäi

ÿêùî xn
w−→ x òà xn

w−→ y, òî x = y.

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi âèïëèâà¹, ùî ∀f ∈ E∗ f(x) = f(y).
Òîäi ç Íàñëiäêó 4.3 ç òåîðåìè Ãàíà�Áàíàõà îòðèìà¹ìî, ùî x = y. �

Òâåðäæåííÿ 5.4. Íåõàé xn
s−→ x, òîäi xn

w−→ x.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî. �

Ïðèêëàä 5.2. Íåõàé E = Cm, x(n) = (x
(n)
k )mk=1, x = (xk)mk=1 ∈ E. Ïîêàæåìî,

ùî
x(n) s−→ x ⇔ x(n) w−→ x.

ßñíî, ùî ïîòðiáíî ëèøå ïåðåâiðèòè, ùî çi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi âèïëèâà¹ ñèëüíà.
Ðîçãëÿíåìî

fk(x) := xk, x = (xk)mk=1 ∈ E, k = 1, 2, . . . , n.

Î÷åâèäíî fk ∈ E∗. Òîäi çi ñëàáêî¨ çáiæíîñòi x(n) w−→ x âèïëèâà¹, ùî

x
(n)
k = fk(x(n))→ fk(x) = xk, n→∞, k = 1, 2, . . . , n.

Îòæå, x(n) çáiãà¹òüñÿ ïîêîîðäèíàòíî, à çíà÷èòü i ñèëüíî. Î÷åâèäíî, ùî òâåð-
äæåííÿ çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì äëÿ äîâiëüíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî íîðìî-
âàíîãî ïðîñòîðó.

Ïðèêëàä 5.3. Â ïðîñòîði E = lp, p ∈ (1,∞) ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü x(n) =
e(n) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

, 1, 0, 0, 0, . . .). Äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ l∗p ìà¹ìî f(x) =
∑∞
n=1 xkyk,

äå y = (yk)∞k=1 ∈ lq, 1/p + 1/q = 1. Îòæå, f(e(n)) = yn → 0, n → ∞. Îñòàíí¹
îçíà÷à¹ ñëàáêó çáiæíiñòü e(n) äî 0. Î÷åâèäíî ‖e(n)‖ = 1, à òîìó e(n) íå çáiãà-
¹òüñÿ ñèëüíî äî 0. Ç òâåðäæåííÿ 5.4 òåïåð âèïëèâà¹, ùî e(n) íå ìà¹ ñèëüíî¨
ãðàíèöi.
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Âïðàâà 5.6. Ïîêàæiòü, ùî e(n) íå çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â l1.

Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E ðîçãëÿíåìî

Fx(f) := f(x), f ∈ E∗. (5.10)

Ç òåîðåìè 4.8 âèïëèâà¹, ùî

Fx ∈ E∗∗ := (E∗)∗, òà ‖Fx‖ = ‖x‖ . (5.11)

Òåîðåìà 5.6. Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, xn, x ∈ E. Òîäi:

xn
w−→ x ⇔ Fxn

w∗−→ Fx.

Äîâåäåííÿ. Ç (5.10) òà îçíà÷åíü ñëàáêî¨ òà ñëàáêî¨ ç ∗ çáiæíîñòåé ìà¹ìî

Fxn

w∗−→ Fx ⇔ ∀f ∈ E∗ f(xn) = Fxn
(f)→ Fx(f) = f(x) ⇔ xn

w−→ x.

�

Íàñëiäîê 5.1. Äîâiëüíà ñëàáêî çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü ó ëiíiéíîìó íîðìîâà-
íîìó ïðîñòîði E ¹ îáìåæåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé xn
w−→ x â E. Òîäi Fxn

w∗−→ Fx. Ç òâåðäæåííÿ 5.2 ìà¹ìî, ùî
sup
n≥1
‖Fxn

‖ <∞. Çàëèøà¹òüñÿ ïîñëàòèñÿ íà (5.11). �

Âïðàâà 5.7. Ïîÿñíiòü, ÷îìó â íàñëiäêó 5.1 íå ïîòðiáíî âèìàãàòè ïîâíîòó
E (íà âiäìiíó âiä òâåðäæåííÿ 5.2).

Òåîðåìà 5.7. (Êðèòåðié ñëàáêî¨ çáiæíîñòi åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî íîð-
ìîâàíîãî ïðîñòîðó). Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, xn, x ∈ E.
Òîäi xn

w−→ x òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âèêîíàíi òàêi óìîâè:

1) c := sup
n≥1
‖xn‖ <∞, (5.12)

2) g(xn)→ g(x) äëÿ g ∈M, äå M � äåÿêà òîòàëüíà ìíîæèíà â E∗. (5.13)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.6 òà êðèòåðiþ ∗-ñëàáêî çáiæíî¨
ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöiîíàëiâ (òåîðåìà 5.3). Âiäíîâiòü äåòàëi ñàìîñòiéíî. �

Òåîðåìà 5.8. (Êîìïàêòíiñòü êóëi ðåôëåêñèâíîãî ïðîñòîðó âiäíîñíî
ñëàáêî¨ çáiæíîñòi). Íåõàé E � ðåôëåêñèâíèé áàíàõiâ ïðîñòið, {xn |n ≥ 1}
� îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü ç E. Òîäi ç {xn |n ≥ 1} ìîæíà âèäiëèòè ñëàáêî
çáiæíó â E ïiäïîñëiäîâíiñòü {xnk

| k ≥ 1}.
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî òåîðåìó çà äîäàòêîâîãî ïðèïóùåííÿ ñåïàðàáåëüíîñòi
E∗ (íàñïðàâäi âîíî íå ïîòðiáíî). Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü Fxn

∈ (E∗)∗. Çàâ-
äÿêè (5.11) öÿ ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà i ç òåîðåìè 5.5 ïðî êîìïàêòíiñòü êóëi
ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó âiäíîñíî ∗-ñëàáêî¨ çáiæíîñòi âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïiä-

ïîñëiäîâíîñòi {xnk
| k ≥ 1} òà F ∈ E∗∗ òàêèõ, ùî Fxnk

w∗−→ F, k → ∞. Ç
ðåôëåêñèâíîñòi E âèïëèâà¹, ùî çíàéäåòüñÿ òàêèé x ∈ E, ùî F = Fx. Îòæå,

Fxnk

w∗−→ Fx, k →∞, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.6 îçíà÷à¹, ùî xnk

w−→ x. �

Ïðèêëàä 5.4. Â íåðåôëåêñèâíîìó ïðîñòîði E = l1 ðîçãëÿíåìî îáìåæåíó
ïîñëiäîâíiñòü e(n) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n−1

, 1, 0, 0, 0, . . .). Íàãàäà¹ìî, ùî l∗1 içîìåòðè÷íî içî-

ìîðôíî l∞. Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíîãî y = (yk)∞k=1 ∈ l∞ ôóíêöiîíàë

fy(x) =

∞∑
n=1

xkyk (5.14)

¹ ëiíiéíèì òà íåïåðåðâíèì íà l1. ßñíî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi
{e(nk) | k ≥ 1} ïîñëiäîâíîñòi {e(n)} çíàéäåòüñÿ òàêèé y ∈ l∞, ùî ïîñëiäîâíiñòü
fy(e(nk)) = ynk

ðîçáiãà¹òüñÿ. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ç {e(n)} íå ìîæíà âèäiëèòè
ñëàáêî çáiæíó ïiäïîñëiäîâíîñòü.

5.4 Ñëàáêà çáiæíiñòü ó êëàñè÷íèõ ëiíiéíèõ íîð-
ìîâàíèõ ïðîñòîðàõ

Ìè âæå ãîâîðèëè, ùî â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði ñëàáêà çáiæíiñòü åêiâà-
ëåíòíà ñèëüíié. Âñòàíîâèìî êðèòåði¨ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ó êëàñè÷íèõ ïðîñòîðàõ
lp, Lp, C[a, b].

Òåîðåìà 5.9. Íåõàé E = lp, 1 < p < ∞, x(n) = (x
(n)
k )∞k=1 ∈ lp, x = (xk)∞k=1 ∈

lp. Òîäi x
(n) w−→ x òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

1) sup
n≥1
||x(n)||p <∞,

2) ∀k ≥ 1 x
(n)
k → xk, n→∞.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiî-
íàëà íà lp äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.14), äå y = (yk)∞k=1 ∈ lq, 1

p + 1
q = 1. Äî òîãî æ

âiäîáðàæåííÿ
I(y) := fy

çàäà¹ içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì lq íà (lp)
∗. Íåõàé M := {gk | k ≥ 1} ⊂ l∗p, äå

gk(x) := xk, x = (xk)∞k=1 ∈ lp.
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Óìîâà 2) îçíà÷à¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî g ∈ M g(x(n)) → g(x). Çãiäíî ç òåîðå-
ìîþ 5.7 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî M òîòàëüíà â (lp)

∗. Ìà¹ìî M = I(M̃), äå
M̃ = {e(k) | k ≥ 1}. Òóò e(k) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

k−1

, 1, 0, 0, . . .) � ñòàíäàðòíèé áàçèñ â lp.

Î÷åâèäíî M̃ òîòàëüíà â lq, çâiäêè i âèïëèâà¹ òîòàëüíiñòü M â (lp)
∗. �

Ïðèêëàä 5.5. Ìè âæå çíà¹ìî, ùî e(n) w−→ 0 â lp äëÿ âñiõ p ∈ (1,∞). Ïîêà-
æåìî, ÿê öå âèïëèâà¹ ç äîâåäåíîãî êðèòåðiþ. Ìà¹ìî

1) ||e(n)||p = 1, 2) äëÿ âñiõ k ≥ 1 e
(n)
k = 0, n > k ⇒ e

(n)
k = 0→ 0, n→∞.

Çàóâàæåííÿ 5.4. Ïîñëiäîâíiñòü {e(n) | k ≥ 1} íå çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â l1 (íà-
ñïðàâäi ç ïðèêëàäó 5.4 âèïëèâà¹, ùî ç e(n) íå ìîæíà âèäiëèòè ñëàáêî çáiæíó
ïîñëiäîâíiñòü â l1). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî ñëàáêà çáiæíiñòü
â l1 åêâiâàëåíòíà ñèëüíié [4].

Âïðàâà 5.8. Äîâåñòè, ùî e(n) w−→ 0 â l∞. Âèêîðèñòàòè òå, ùî e(n) ∈ c0, äå

c0 = {x = (xk)∞k=1 ∈ l∞ | lim
k→∞

xk = 0}, ||x||c0 := ||x||∞,

òà îïèñ ñïðÿæåíîãî äî c0.

Òåîðåìà 5.10. (Êðèòåðié ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â Lp). Íåõàé E = Lp(R, λF ),

äå 1 < p <∞ òà λF ìiðà Ëåáåãà�Ñòiëüòü¹ñà, xn, x ∈ E. Òîäi xn
w−→ x òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè
1) sup

n≥1
‖xn‖p <∞,

2) ∀a, b ∈ R, a < b

∫
(a,b]

xn(t)dλF →
∫

(a,b]

x(t)dλF .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïîâòîðþ¹ àðãóìåíòè äëÿ lp. Íàâåäåìî ¨õ äëÿ ïîâíîòè
âèêëàäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóí-
êöiîíàëà íà E äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

fy(x) =

∫
x(t)y(t)dλF ,

äå y ∈ Lq(R, λF ), 1
p + 1

q = 1. Äî òîãî æ âiäîáðàæåííÿ I(y) := fy çàäà¹ içîìå-
òðè÷íèé içîìîðôiçì Lq(R, λF ) íà E∗. Íåõàé M := {gab | a < b} ⊂ E∗, äå

gab(x) :=

∫
(a,b]

x(t)dλF , x ∈ Lp(R, λF ).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.7 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî M òîòàëüíà â E∗. Ìà¹ìî M =
I(M̃), äå M̃ = {χ(a,b] | a < b}. Îòæå, òîòàëüíiñòü M â E∗ âèïëèâà¹ ç òîòàëü-

íîñòi M̃ â Lq(R, λF ). �
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Ïðèêëàä 5.6. E = Lp(R), 1 < p <∞

xn(t) = e−|t−n|

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ êðèòåðiþ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â Lp(R).

1) ‖xn‖pp =

∫
R

e−p|t−n|dt =

∫
R

e−p|s|ds =
2

p
;

2)

b∫
a

e−|t−n|dt =

b−n∫
a−n

e−|s|ds→ 0, n→∞.

Îòæå, xn
w−→ 0. Çàóâàæèìî, ùî ç 1) âèïëèâà¹, ùî {xn} íå ïðÿìó¹ äî 0 ñèëüíî.

Íàâåäåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè äëÿ ïðîñòîðó Lp(a, b).

Òåîðåìà 5.11. (Êðèòåðié ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â Lp(a, b)). Íåõàé E =

Lp(a, b), äå 1 < p <∞, xn, x ∈ E. Òîäi xn
w−→ x òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

1) sup
n≥1
‖xn‖p <∞,

2)∀c ∈ (a, b)

c∫
a

xn(t)dt→
c∫
a

x(t)dt.

Ïðèêëàä 5.7. E = Lp(a, b), 1 < p <∞

xn(t) = eitn

Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ êðèòåðiþ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â Lp(a, b).

1) ‖xn‖pp =

b∫
a

∣∣eitn∣∣pdt =

b∫
a

dt = b− a;

2)

∣∣∣∣∣∣
c∫
a

eitndt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

in
eitn|ca

∣∣∣∣ ≤ 2

n
→ 0, n→∞.

Îòæå, xn
w−→ 0. Ç 1) âèïëèâà¹, ùî {xn} íå çáiãà¹òüñÿ äî 0 ñèëüíî.

Âïðàâà 5.9. Äîâåñòè, ùî xn(t) = eitn
w−→ 0 â L1(a, b).

Òåîðåìà 5.12. (Êðèòåðié ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â C[a, b]). Íåõàé E =

C[a, b], xn, x ∈ E. Òîäi xn
w−→ x òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

1) sup
n≥1
‖xn‖C[a,b] <∞,

2)∀t ∈ [a, b] xn(t)→ x(t).
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Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Ïåðøà óìîâà ïîâòîðþ¹ óìîâó (5.12) àá-
ñòðàêòíîãî êðèòåðiþ (òåîðåìè 5.7). Ðîçãëÿíåìî ft(x) := x(t). Î÷åâèäíî ft ∈
(C[a, b])∗, t ∈ [a, b]. Òîäi ÿêùî xn

w−→ x, òî

∀t ∈ [a, b] xn(t) = ft(xn)→ ft(x) = x(t).

Äîñòàòíiñòü ëåãêî äîâåñòè çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Ðiñà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä
ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà â E = C[a, b] òà òåîðåìè Ëåáåãà ïðî ìà-
æîðîâàíó çáiæíiñòü. Âiäíîâiòü äåòàëi ñàìîñòiéíî. �
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Ðîçäië 6

Ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïåðàòîðè

6.1 Ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ

Íåõàé E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, A : E1 → E2 � ëiíiéíå âiäîáðà-
æåííÿ (îïåðàòîð), òîáòî

A(λx+ µy) = λA(x) + µA(y), λ, µ ∈ C, x, y ∈ E1

Äàëi áóäåìî ïèñàòè Ax çàìiñòü A(x).

Îçíà÷åííÿ 6.1. Ëiíiéíèé îïåðàòîð A : E1 → E2 íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíèì,
ÿêùî iñíó¹ c ≥ 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ x ∈ E1

‖Ax‖2 ≤ c ‖x‖1 . (6.1)

Òóò i äàëi ‖·‖i � íîðìà â ïðîñòîði Ei.

Òåîðåìà 6.1. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð ç E1 â E2. Òîäi íàñòóïíi óìîâè
åêâiâàëåíòíi:

1) A íåïåðåðâíèé â 0;
2) A íåïåðåðâíèé íà E1;
3) A îáìåæåíèé.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïîâòîðþ¹ àðãóìåíòè, íàâåäåíi äëÿ ëiíiéíèõ íåïåðåðâ-
íèõ ôóíêöiîíàëiâ. Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî! �

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(E1, E2) ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ ç E1

â E2, L(E) := L(E,E). Çàóâàæèìî, ùî L(E,C) = E∗. Â L(E1, E2) ïðèðîäíèì
÷èíîì ââîäèòüñÿ ñòðóêòóðà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, à ñàìå äëÿ A,B ∈ L(E1, E2)
òà λ ∈ C ïîêëàäåìî:

(λA)(x) := λAx, x ∈ E1,

(A+B)(x) := Ax+Bx, x ∈ E1.

69
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Òàê ÿê i äëÿ ôóíêöiîíàëiâ ìîæíà ââåñòè íîðìó ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïå-
ðàòîðà.

‖A‖ := sup
x∈E1\{0}

‖Ax‖2
‖x‖1

. (6.2)

Äîâåäåííÿ íàñòóïíèõ ëåì àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ âiäïîâiäíèõ òâåðäæåíü äëÿ
ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ.

Ëåìà 6.1. Äëÿ A ∈ L(E1, E2) ìà¹ìî

‖A‖ = sup
‖x‖1=1

‖Ax‖2 = sup
‖x‖1≤1

‖Ax‖2 = min{c ≥ 0 | ∀x ∈ E1 âèêîíàíî (6.1)}

Äîâåäåííÿ. Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî! �

Ëåìà 6.2. Íåõàé E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, òîäi L(E1, E2) ç
íîðìîþ (6.2) ¹ ëiíiéíèì íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî! �

Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè ïðî ïîâíîòó
ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó.

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé E1 � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, E2 � áàíàõiâ ïðî-
ñòið. Òîäi L(E1, E2) � áàíàõiâ ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî! �

Òàê ñàìî ÿê i äëÿ ôóíêöiîíàëiâ äîâîäèòüñÿ i íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6.3. (ïðîäîâæåííÿ çà íåïåðåðâíiñòþ) Íåõàé E1 � ëiíiéíèé
íîðìîâàíèé ïðîñòið, E2 � áàíàõiâ ïðîñòið, G � ùiëüíà ëiíiéíà ïiäìíîæèíà
E1, A ∈ L(G,E2). Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé Ã ∈ L(E1, E2) :

A �G= A.

Áiëüø òîãî, ||Ã|| = ‖A‖.

Çàóâàæåííÿ 6.1. G ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ç ‖·‖G =
‖·‖E1

.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî! �
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6.2 Ïðèêëàäè ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ

Ïðèêëàä 6.1. Íåõàé E1 = Cm, E2 = Cn, A : E1 → E2 � ëiíiéíèé îïåðàòîð.
Íåõàé ei = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−1

, 1, 0, . . . 0) (i = 1, 2, . . . ,m) � ñòàíäàðòíèé áàçèñ â E1, gk

(k = 1, 2, . . . , n) � àíàëîãi÷íèé áàçèñ â E2. Äëÿ x = (x1, . . . , xm) =
m∑
i=1

xiei ∈ E1

ìà¹ìî

Ax =

m∑
i=1

xiAei =

n∑
k=1

(Ax)kgk ∈ Cn.

Òîäi

(Ax)k =

m∑
i=1

xi(Aei)k =

m∑
i=1

akixi, k = 1, 2, . . . , n, (6.3)

äå aki := (Aei)k. Îòæå, äîâiëüíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð A ç E1 â E2 çàäà¹òüñÿ
ìàòðèöåþ Ã = (aki)

n,m
k=1,i=1. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âñÿêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ç

Cm â Cn (íàñïðàâäi âñÿêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ó ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòî-
ðàõ) ¹ íåïåðåðâíèì (çáiæíiñòü ó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði åêâiâàëåíòíà
ïîêîîðäèíàòíié). Îá÷èñëèìî ‖A‖ ó âèïàäêó, êîëè

‖x‖E1
= max

1≤i≤m
|xi| , ‖y‖E2

= max
1≤k≤n

|yk| .

Ìà¹ìî

‖Ax‖E2
= max

1≤k≤n
|(Ax)k| = max

1≤k≤n
|
m∑
i=1

akixi| ≤ max
1≤k≤n

m∑
i=1

|akixi| ≤ c ‖x‖E1
,

äå

c := max
1≤k≤n

m∑
i=1

|aki|.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖A‖ ≤ c. Âèáåðåìî k0 òàê, ùîá c =
∑m
i=1 |ak0i|, i ïîêëà-

äåìî x̃ := (e−iargak0i)nk=1. ßñíî, ùî ‖x̃‖E1
= 1. Òîäi

‖A‖ ≥ ‖Ax̃‖E2
≥ |(Ax̃)k0 | =

m∑
i=1

ak0ie
−iargak0i = c.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî

‖A‖ = c = max
1≤k≤n

m∑
i=1

|aki|.

Ïðèêëàä 6.2. Îá÷èñëèìî ‖A‖ ó âèïàäêó, êîëè

‖x‖E1
=

m∑
i=1

|xi| , ‖y‖E2
=

n∑
i=1

|yk| .
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Ìà¹ìî

‖Ax‖E2
=

n∑
k=1

|(Ax)k| =
n∑
k=1

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

akixi

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
i=1

|xi|
n∑
k=1

|aki| ≤ c ‖x‖E1
,

äå c := max1≤i≤m
∑n
k=1 |aki|. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖A‖ ≤ c. Äîâåäiòü ñàìîñòié-

íî, ùî öÿ îöiíêà òî÷íà, òîáòî

‖A‖ = max
1≤i≤m

n∑
k=1

|aki|.

Ïðèêëàä 6.3. Íåõàé a = (ak)∞k=1 ∈ l∞. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði E = lp, 1 ≤
p <∞ îïåðàòîð

Ax = (akxk)∞k=1, x ∈ lp. (6.4)

Î÷åâèäíî, ùî A � ëiíiéíèé îïåðàòîð òà

‖Ax‖p = (

∞∑
k=1

|akxk|p)1/p ≤ sup
k≥1
|ak| ‖x‖p = ‖a‖∞ ‖x‖p , x ∈ lp.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A ∈ L(E) òà ‖A‖ ≤ ‖a‖∞. Ç iíøîãî áîêó,

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖p ≥ sup
k≥1
‖Aek‖p = sup

k≥1
|ak| = ‖a‖∞ .

Îñòàòî÷íî
‖A‖ = ‖a‖∞ .

Âïðàâà 6.1. Ðîçãëÿíüòå âèïàäîê p =∞.

Ïðèêëàä 6.4. Íåõàé a ∈ L∞(T, µ), µ(T ) < ∞. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði E =
L2(T, µ) îïåðàòîð

(Ax)(t) = a(t)x(t), x ∈ E. (6.5)

Î÷åâèäíî, ùî A � ëiíiéíèé îïåðàòîð òà

‖Ax‖ =

∫
T

|a(t)x(t)|2 dµ

1/2

≤ ‖a‖∞ ‖x‖ .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A ∈ L(E) òà

‖A‖ ≤ ‖a‖∞ . (6.6)

Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

∆ε = {t ∈ T : |a(t)| ≥ ‖a‖∞ − ε}.
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Ç îçíà÷åííÿ iñòîòíîãî ñóïðåìóìà âèïëèâà¹, ùî µ(∆ε) > 0. Ïîêëàäåìî

xε :=
1√
µ(∆ε)

χ∆ε
.

Î÷åâèäíî ‖xε‖ = 1 òà

‖Axε‖ =

∫
∆ε

|a(t)|2 1

m(∆ε)
dµ

1/2

≥ ‖a‖∞ − ε.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ ≥ ‖Axε‖ ≥ ‖a‖∞ − ε.

Âðàõîâóþ÷è (6.6), ìà¹ìî
‖A‖ = ‖a‖∞ .

Âïðàâà 6.2. Äîâåñòè, ùî îòðèìàíèé ðåçóëüòàò çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì äëÿ
äîâiëüíîãî p ∈ [1,∞].

Âïðàâà 6.3. Äå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñêií÷åííiñòü ìiðè µ? Ïîøèðòå äîâåäåííÿ
íà âèïàäîê σ-ñêií÷åííî¨ ìiðè µ.

Ïðèêëàä 6.5. Íåõàé K ∈ C([a, b]× [a, b]). Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði E = C[a, b]
iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç ÿäðîì K

(Ax)(t) :=

b∫
a

K(t, s)x(s)ds, x ∈ C[a, b]. (6.7)

Â ñèëó òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíiñòü iíòåãðàëà, ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà,
A ïåðåâîäèòü C[a, b] â C[a, b]. Ëiíiéíiñòü A âèïëèâà¹ ç ëiíiéíîñòi iíòåãðàëà.
Î÷åâèäíî,

‖Ax‖C[a,b] = max
t∈[a,b]

|(Ax)(t)| ≤
{

max
t∈[a,b]

b∫
a

|K(t, s)|ds
}
‖x‖C[a,b] .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A ∈ L(E) òà

‖A‖ ≤ max
t∈[a,b]

b∫
a

|K(t, s)|ds.

Äåùî ñêëàäíiøå äîâîäèòüñÿ, ùî â îñòàííié ôîðìóëi ¹ ðiâíiñòü.
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Ïðèêëàä 6.6. Íåõàé E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, y ∈ E2, f ∈ E∗1 .
Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

Ax = f(x)y, x ∈ E1. (6.8)

Î÷åâèäíî, ùî A � ëiíiéíèé îïåðàòîð ç E1 â E2 òà

‖A‖ = sup
||x||E1

=1

‖f(x)y‖E2
= sup
||x||E1

=1

|f(x)| ‖y‖E2
= ‖f‖E∗1 ‖y‖E2

. (6.9)

Ïðèêëàä 6.7. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði E = Lp(−1, 1) (1 < p <∞) îïåðàòîð

(Ax)(t) =

1∫
−1

ts2x(s)ds, x ∈ E.

Î÷åâèäíî A ìà¹ âèãëÿä (6.8), äå E1 = E2 = E = Lp(−1, 1), f(x) =
∫ 1

−1
s2x(s)ds,

y = t. Çãiäíî ç (6.9) ìà¹ìî

‖A‖ = ‖f‖E∗ ‖y‖E =

 1∫
−1

|s|2qds

1/q 1∫
−1

|t|pds

1/p

=
2

(2q + 1)1/q(p+ 1)1/p
,

äå q = p/(p− 1) � ñïðÿæåíèé iíäåêñ.

Âïðàâà 6.4. Îá÷èñëiòü ‖A‖ äëÿ p = 1 òà p =∞.

Ïðèêëàä 6.8. Íåõàé {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn}, {ψ1, ψ2, . . . , ψn} � îðòîíîðìîâàíi ñè-
ñòåìè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H, {c1, c2, . . . , cn} ⊂ C. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

Ax =

n∑
k=1

ck(x, ϕk)ψk, x ∈ H. (6.10)

Î÷åâèäíî, ùî A � ëiíiéíèé îïåðàòîð â H. Ç òåîðåìè Ïiôàãîðà òà íåðiâíîñòi
Áåññåëÿ ìà¹ìî

‖Ax‖2 =

n∑
k=1

|ck|2|(x, ϕk)|2 ≤ max
1≤k≤n

|ck|2‖x‖2. (6.11)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A ∈ L(E) òà

‖A‖ ≤ max
1≤k≤n

|ck|.

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ äîâiëüíîãî i ∈ {1, 2, . . . , n} Aϕi = ciψi òà

‖A‖ ≥ ‖Aϕi‖ = |ci|.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî
‖A‖ = max

1≤k≤n
|ck|. (6.12)
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Ïðèêëàä 6.9. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði H = L2(−1, 1) îïåðàòîð

(Ax)(t) =

1∫
−1

(t− 3s3)x(s)ds, x ∈ H.

Òîäi A ìà¹ âèãëÿä (6.10), äå

ϕ1(s) =
1√
2
, ϕ2(s) =

√
7

2
s3, ψ1(t) =

√
3

2
t, ψ2(t) =

1√
2
, c1 =

2√
3
, c2 = − 6√

7
.

Î÷åâèäíî {ϕ1, ϕ2}, {ψ1, ψ2} � îðòîíîðìîâàíi ñèñòåìè â H. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ‖A‖ = 6√

7
.

6.3 Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi

Íåõàé (E, ρ) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, S ⊂ E. Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà S íàçèâà-
¹òüñÿ íiäå íå ùiëüíîþ, ÿêùî ¨¨ çàìèêàííÿ S íå ìà¹ âíóòðiøíiõ òî÷îê.

Îçíà÷åííÿ 6.2. S íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ I êàòåãîði¨, ÿêùî S ¹ çëi÷åííèì
îá'¹äíàííÿì íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí. S íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ II êàòåãîði¨,
ÿêùî S íå ¹ ìíîæèíîþ I êàòåãîði¨.

Òåîðåìà 6.4. (Áåðà ïðî êàòåãîði¨.) Ïîâíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið ¹ ìíî-
æèíîþ II êàòåãîði¨.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî E ìíîæèíà I êàòåãîði¨. Òîäi

E =

∞⋃
n≥1

Sn, (6.13)

äå Sn íiäå íå ùiëüíà â E. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó E \ S1, ÿêà ¹ âiäêðèòîþ òà
íåïîðîæíüîþ (S1 íå ìà¹ âíóòðiøíiõ òî÷îê i íå ìîæå ñïiâïàäàòè ç E). Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòà êóëÿ B1 := B(x1, r1) ⊂ E \ S1. Çìåíøèâøè r1,
çàâæäè ìîæíà ââàæàòè, ùî r1 ∈ (0, 1) òà B1 ⊂ E \ S1. Î÷åâèäíî B1 \ S2

çíîâ âiäêðèòà òà íåïîðîæíÿ. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ âiäêðèòà êóëÿ B2 =
B(x2, r2) òàêà, ùî B2 ⊂ B1 \ S2 òà r2 ∈ (0, 1/2). Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ,
îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ êóëü Bn = B(xn, rn) òàêèõ, ùî

Bn ⊂ Bn−1 \ Sn òà rn ∈ (0, 1/2n), n ≥ 1.

Ç ïîâíîòè E òà òåîðåìè ïðî âêëàäåíi êóëi âèïëèâà¹, ùî ∃x ∈ E:
⋂∞
n=1Bn =

{x}. Ç iíøîãî áîêó, ∀n ≥ 1 x ∈ Bn ⊂ Bn−1 \Sn. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü (6.13). �
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Ëåìà 6.3. (Îáìåæåíiñòü îïåðàòîðà i âíóòðiøíi òî÷êè). Íåõàé E1, E2

� ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, A : E1 → E2 � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Òîäi A
îáìåæåíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ äåÿêîãî c > 0 ìíîæèíà

Φc = {x ∈ E1 | ‖Ax‖ ≤ c}

ìà¹ âíóòðiøíi òî÷êè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Φc ìà¹ âíóòðiøíþ òî÷êó x0. Òîäi ∃ ε > 0 òàêå, ùî B(x0, ε) ⊂
Φc. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∀x ∈ B(0, ε) âåêòîð x+x0 ∈ B(x0, ε) ⊂ Φc. Ç îçíà÷åííÿ
Φc ìà¹ìî, ùî

‖Ax‖ = ‖A(x+ x0)−Ax0‖ ≤ ‖A(x+ x0)‖+ ‖A(x0)‖ ≤ 2c, x ∈ B(0, ε).

Òîäi äëÿ âñiõ x ∈ B(0, 1) \ {0}.

‖Ax‖ =

∥∥∥∥A( ε

‖x‖
x
)∥∥∥∥ ‖x‖ε ≤ 2c

ε
‖x‖ .

Îòæå, A îáìåæåíèé òà ‖A‖ ≤ 2c
ε .

Äîâåäåìî îáåðíåíå òâåðäæåíÿ. Ç íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà A ìà¹ìî íåïå-
ðåðâíiñòü äiéñíîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨ E1 3 x → ‖Ax‖. Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî c > 0
ìíîæèíà {x | ‖Ax‖ < c} âiäêðèòà, à òîìó Φc ìà¹ âíóòðiøíi òî÷êè. �

Ëåìà 6.4. (Ïðî ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü ñiì'¨ îïåðàòîðiâ). Íåõàé
E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, {Aα, α ∈ T} ⊂ L(E1, E2) � ñiì'ÿ ëiíié-
íèõ îïåðàòîðiâ. Íåõàé äëÿ äåÿêîãî c > 0 ìíîæèíà

Φc = {x ∈ E1 | ∀α ∈ T ‖Aαx‖ ≤ c} (6.14)

ìà¹ âíóòðiøíi òî÷êè. Òîäi

sup
α∈T
‖Aα‖ <∞.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïîâòîðþ¹ àðãóìåíòè ïîïåðåäíüî¨ ëåìè. Çîêðåìà, ç óìî-
âè B(x0, ε) ⊂ Φc âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ α ∈ T

‖Aα‖ ≤
2c

ε
,

ùî i äîâîäèòü ïîòðiáíå òâåðäæåííÿ. �

Òåîðåìà 6.5. (Ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi). Íåõàé E1 � áàíà-
õiâ ïðîñòið, E2 � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, {Aα, α ∈ T} ⊂ L(E1, E2).
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E1

cx := sup
α∈T
‖Aαx‖ <∞. (6.15)

Òîäi
c := sup

α∈T
‖Aα‖ <∞. (6.16)
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Äîâåäåííÿ. Óìîâà (6.15) îçíà÷à¹, ùî äëÿ âñiõ x ∈ E1 âèêîíó¹òüñÿ x ∈ Φcx ,
äå Φc � ìíîæèíà, âèçíà÷åíà (6.14). Òàêèì ÷èíîì, x ∈ Φn äëÿ n ≥ cx. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî

E1 =
⋃
n≥1

Φn.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî n ìíîæèíà

Φn =
⋂
α∈T
{x ∈ E1 : ‖Aαx‖ ≤ n}

çàìêíåíà ÿê ïåðåòèí çàìêíåíèõ ìíîæèí. Ç òåîðåìè Áåðà ïðî êàòåãîði¨ òåïåð
âèïëèâà¹, ùî äëÿ äåÿêîãî n0 ìíîæèíà Φn0

= Φn0
ìà¹ âíóòðiøíi òî÷êè. Òåïåð

òâåðäæåííÿ òåîðåìè ¹ íàñëiäêîì ëåìè 6.4. �
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6.4 Çáiæíiñòü îïåðàòîðiâ

Íåõàé E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè. Çáiæíiñòü çà íîðìîþ â ïðîñòîði
L(E1, E2) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíîþ çáiæíîñòþ îïåðàòîðiâ.

Áóäåìî êàçàòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ {An |n ≥ 1} ⊂ L(E1, E2)

ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî A ∈ L(E1, E2) (An
s−→ A), ÿêùî

∀x ∈ E1 Anx
s−→ Ax â E2.

Áóäåìî êàçàòè, ùî An ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî A (An
w−→ A), ÿêùî

∀x ∈ E1 Anx
w−→ Ax â E2,

òîáòî
∀x ∈ E1 ∀f ∈ E∗2 f(Anx)→ f(Ax).

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ âèäíî, ùî ç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi âèïëèâà¹ ñèëüíà,
à ç ñèëüíî¨ ñëàáêà:

An ⇒ A ⇒ An
s−→ A ⇒ An

w−→ A.

Iìïëiêàöi¨ â iíøèé áiê, âçàãàëi êàæó÷è, íåâiðíi.

Ïðèêëàä 6.10. Íåõàé E = l2,

Anx = (x1, x2, . . . , xn, 0, 0, . . .), x = (xn)∞n=1 ∈ l2.

Î÷åâèäíî, ∀x ∈ l2
‖Anx− x‖2 =

∑
k≥n+1

|xk|2 → 0.

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî An
s−→ I, äå I � îäèíè÷íèé (òîòîæíèé) îïåðàòîð (Ix :=

x, x ∈ E). Òàê ÿê ç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi âèïëèâà¹ ñèëüíà, òî ¹äèíèì êàí-
äèäàòîì íà ðiâíîìiðíó ãðàíèöþ ¹ îäèíè÷íèé îïåðàòîð. Ïðîòå äëÿ âñiõ n
‖An − I‖ = 1 (äîâåäiòü öå). Îòæå, ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íåìà¹.

Ïðèêëàä 6.11. Íåõàé E = l2,

Bnx = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

, x1, x2, . . .), x = (xk)∞k=1 ∈ l2.

Ç êðèòåðiþ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi â E = l2 âèïëèâà¹, ùî ∀x ∈ l2 Bnx
w−→ 0,

à çíà÷èòü i Bn
w−→ 0. Ç iíøîãî áîêó, ∀x ∈ l2 ‖Bnx‖ = ‖x‖. Îòæå, ñèëüíî¨

çáiæíîñòi íåìà¹.

Âïðàâà 6.5. Äîâåñòè, ùî ó âèïàäêó ñêií÷åíííîâèìiðíèõ ïðîñòîðiâ E1, E2 âñi
ââåäåíi îïåðàòîðíi çáiæíîñòi åêâiâàëåíòíi.
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Íàâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi çáiæíèõ îïåðàòîðíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Òâåðäæåííÿ 6.1. Íåõàé E1 � áàíàõiâ ïðîñòið, E2 � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé
ïðîñòið, {An |n ≥ 1} ⊂ L(E1, E2), A ∈ L(E1, E2). Ïðèïóñòèìî, ùî An

w−→ A,
òîäi

sup
n≥1
‖An‖ <∞. (6.17)

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ ìà¹ìî, ùî ∀x ∈ E1

Anx
w−→ Ax â E2. Çîêðåìà, ç íàñëiäêó 5.1 âèïëèâà¹, ùî

∀x ∈ E1 cx := sup
n≥1
‖Anx‖ <∞.

Çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè ïðèíöèï ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi (òåîðåìà 6.5). �

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi (6.17) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî íîðìîâàíîãî E1.

Òåîðåìà 6.6. (Êðèòåðié ñèëüíî¨ çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ). Íåõàé E1 �
áàíàõiâ ïðîñòið, E2 � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, An, A ∈ L(E1, E2). Òîäi

An
s−→ A òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

1) âèêîíàíî (6.17);

2) çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà M òîòàëüíà â E1 òàêà, ùî ∀y ∈M Any
s−→ Ay.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 6.1. Äîñòàòíiñòü äîâîäèòüñÿ
àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ êðèòåðiþ ∗-ñëàáêî¨ çáiæíîñòi ôóíêöiîíàëiâ. �

Ïðèêëàä 6.12. Íåõàé p ∈ [1,∞). Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði E = Lp(R) ïîñëi-
äîâíiñòü îïåðàòîðiâ

(Anx)(t) = x
(
t− 1

n

)
, x ∈ Lp(R).

Ìà¹ìî

‖Anx‖p =

∫
R

|x(t− 1/n)|p dt = ‖x‖p , x ∈ Lp(R).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∀n ≥ 1 ‖An‖ = 1. Çîêðåìà âèêîíàíî (6.17). Ïåðåâiðèìî
äðóãó óìîâó êðèòåðiþ ñèëüíî¨ çáiæíîñòi. ÍåõàéM = {χ[a,b) | a < b} (M î÷åâè-
äíî òîòàëüíà â Lp(R)). Äëÿ x = χ[a,b) ∈M ìà¹ìî (Anx) = χ[a+1/n,b+1/n). Òîäi
äëÿ n > 1/(b− a)

‖Anx− x‖p =

∫
R

|χ(b,b+1/n)(t)− χ(a,a+1/n)(t)|pdt =
2

n
→ 0, n→∞.

Îòæå,An
s−→ I (I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð). Ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî, ùî ‖An − I‖ =

2 äëÿ âñiõ n ≥ 1. Çîêðåìà, ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi íåìà¹.
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Òåîðåìà 6.7. (Êðèòåðié ñëàáêî¨ çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ). Íåõàé E1 �
áàíàõiâ ïðîñòið, E2 � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. An, A ∈ L(E1, E2). Òîäi

An
w−→ A òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

1) âèêîíàíî (6.17);
2) çíàéäóòüñÿ ìíîæèíè M1 òîòàëüíà â E1, M2 òîòàëüíà â E∗2 òàêi, ùî
∀y ∈M1, ∀g ∈M2

g(Any)→ g(Ay).

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 5.3 ìîæíî ïåðåéòè âiä M1 äî E1,
à ïîòiì âiä M2 äî E2. Âiäíîâiòü äåòàëi ñàìîñòiéíî. �

Ç òåîðåìè Ðiñà ïðî çàãàëüíèé âèãëÿä ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíà-
ëà â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Âïðàâà 6.6. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. An, A ∈ L(H). Òîäi An
w−→ A

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ∀x, y ∈ H

(Anx, y)→ (Ax, y), n→∞.

Òåïåð ëåãêî äîâåñòè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.8. (Êðèòåðié ñëàáêî¨ çáiæíîñòi îïåðàòîðiâ ó ãiëüáåð-
òîâîìó ïðîñòîði.) Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. An, A ∈ L(H). Òîäi

An
w−→ A òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

1) âèêîíàíî (6.17);
2) çíàéäåòüñÿ ìíîæèíà M òîòàëüíà â H òàêà, ùî ∀x, y ∈M

(Anx, y)→ (Ax, y), n→∞.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî. �

Ïðèêëàä 6.13. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði H = L2(R) ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ

(Anx)(t) = x(t− n), x ∈ L2(R)

Î÷åâèäíî

‖Anx‖2 =

∫
R

|x(t− n)|2 dt = ‖x‖2 , x ∈ L2(R).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∀n ≥ 1 ‖An‖ = 1 òà âèêîíàíî (6.17). Ïåðåâiðèìî äðóãó
óìîâó êðèòåðiþ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi. Íåõàé M = {χ[a,b) | a < b} (M î÷åâèäíî
òîòàëüíà â L2(R)). Äëÿ x = χ[a,b) ∈M , y = χ[c,d) ∈M ìà¹ìî

(Anx, y) =

∫
R

χ[a+n,b+n)(t)χ[c,d)(t)dt = 0, n > d− a.

Îòæå, An
w−→ 0. Ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî, ùî ñèëüíî¨ çáiæíîñòi íåìà¹.
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6.5 Äîáóòîê îïåðàòîðiâ. Îáåðíåíèé îïåðàòîð

Íåõàé E1, E2, E3 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, B ∈ L(E1, E2) A ∈ L(E2, E3).
Âèçíà÷èìî äîáóòîê îïåðàòîðiâ

ABx := A(Bx), x ∈ E1.

Î÷åâèäíî AB ëiíiéíèé îïåðàòîð òà

‖ABx‖E3
≤ ‖A‖ ‖Bx‖E2

≤ ‖A‖ ‖B‖ ‖x‖E3
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî AB ∈ L(E1, E3), òà

‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ .

Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó E1 = E2 = E3 = E âèçíà÷åíi äîáóòêè BA òà AB.
Îòæå, L(E) óòâîðþ¹ àëãåáðó (íåïåðåðåðâíèõ) îïåðàòîðiâ.

Äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ L(E1, E2) âèçíà÷èìî ÿäðî KerA := {x ∈ E1 | Ax = 0}
i îáðàç îïåðàòîðà RanA = {Ax | x ∈ E2}.

Âïðàâà 6.7. Äîâåñòè, ùî KerA � ïiäïðîñòið E1, à RanA � ëiíiéíà ìíîæèíà
â E2.

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà KerA = {0} åêâiâàëåíòíà ií'¹êòèâíîñòi îïåðàòîðà
A. Ñïðàâäi, â ñèëó ëiíiéíîñòi A ìà¹ìî, ùî Ax = Ay òîäi i ëèøå òîäi, êîëè x−
y ∈ KerA. Îòæå, ÿêùî KerA = {0}, òî ìîæíà âèçíà÷èòè îáåðíåíèé îïåðàòîð
A−1 : RanA→ E1

A−1(Ax) := x, x ∈ E1. (6.18)

Âïðàâà 6.8. Äîâåñòè, ùî A−1 � ëiíiéíèé îïåðàòîð ç RanA â E1.

Îçíà÷åííÿ 6.3. Íåõàé A ∈ L(E1, E2). Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî A íåïåðåðâíî
îáîðîòíèé, ÿêùî âèêîíàíi òàêi óìîâè:

1) KerA = {0}, 2) RanA = E2, 3)A−1 ∈ L(E2, E1). (6.19)

Óìîâè 1), 2) îçíà÷àþòü, ùî A ¹ ái¹êöi¹þ, â 3) äîäàòêîâî âèìàãà¹òüñÿ
íåïåðåðâíiñòü A−1.

Ïðèêëàä 6.14. Íåõàé E = E1 = E2 = Cn òà îïåðàòîð A çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ
(ai,j)

n
i,j=1. Òîäi

KerA = {0} ⇔ det((ai,j)
n
i,j=1) 6= 0 ⇔ RanA = E2 ⇔ A−1 ∈ L(E).

Áiëüø çàãàëüíî, ó âèïàäêó ñêií÷åííîâèìiðíîãî E = E1 = E2 óìîâè 1), 2), 3)
îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ îáîðîòíîñòi åêâiâàëåíòíi.

Â íåñêií÷åííîâèìiðíîìó âèïàäêó öå âæå íå âiðíî. Ðîçáåðåìî íàñòóïíèé
ïðèêëàä.
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Ïðèêëàä 6.15. Íåõàé E = C[0, 1] òà (Ax)(t) =
∫ t

0
x(s)ds. Î÷åâèäíî A ∈ L(E).

ßêùî x ∈ KerA, òî ∀t ∈ [0, 1]
∫ t

0
x(s)ds = 0. Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè îñòàííþ

ðiâíiñòü, îòðèìà¹ìî x = 0. Îòæå, KerA = {0} i óìîâà 1) âèêîíàíà. Çàóâàæèìî,
ùî

RanA = {y ∈ C[0, 1] | y(t) =

t∫
0

x(s)ds, x ∈ C[0, 1]} = {y ∈ C1[0, 1] | y(0) = 0} 6= E.

Òîáòî, 2) íå âèêîíàíî. Çíàéäåìî A−1. Ìà¹ìî

y(t) := (Ax)(t) =

t∫
0

x(s)ds ⇒ y′(t) = x(t)⇒ (A−1y)(t) = x(t) = y′(t).

Îòæå,
(A−1x)(t) = x′(t), x ∈ RanA.

Ïîêàæåìî, ùî A−1 íå îáìåæåíèé. Íåõàé xn(t) = sinnt. Î÷åâèäíî xn ∈ RanA
òà ‖xn‖C[0,1] = 1 äëÿ n ≥ 2. Ç iíøîãî áîêó,

(A−1xn)(t) = n cosnt òà
∥∥A−1xn

∥∥
C[0,1]

= n→∞.

Îòæå, çàðàç âèêîíàíà ëèøå ïåðøà óìîâà (6.19).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç IE îäèíè÷íèé îïåðàòîð â E (IEx := x, x ∈ E).

Òåîðåìà 6.9. (Êðèòåðié íåïåðåðâíî¨ îáîðîòíîñòi) Íåõàé E1, E2 �
ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, A ∈ L(E1, E2). Òîäi A íåïåðåðâíî îáîðîòíèé
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè çíàéäåòüñÿ òàêèé B ∈ L(E2, E1), ùî

BA = IE1
(6.20)

AB = IE2 (6.21)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi äîñòàòíüî âçÿòè B := A−1. Äîâåäåìî
äîñòàòíiñòü. Íåõàé x ∈ KerA, òîäi BAx = 0 i ç (6.20) âèïëèâà¹, ùî x = 0.
Îòæå, KerA = {0}. Ç (6.21) ìà¹ìî, ùî RanA ⊃ Ran (AB) = Ran (IE2

) = E2.
Îòæå, A ¹ ái¹êöi¹þ ç E1 â E2. Â ñèëó (6.20) A−1 ñïiâïàäà¹ ç B íà RanA = E2.
Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî A−1 = B ∈ L(E2, E1). �

Ç äîâåäåííÿ âèäíî, ùî óìîâà (6.20) çàáåçïå÷ó¹, ùî KerA = {0}. Â ñâîþ
÷åðãó óìîâà (6.21) äà¹ RanA = E2.

Ïðèêëàä 6.16. Íåõàé E1 = E2 = L2(R) òà

(Ax)(t) = x(t+ 1), (Bx)(t) = x(t− 1), x ∈ L2(R).

Î÷åâèäíî, A,B ∈ L(E), òà AB = BA = I. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A, B íåïåðåðâ-
íî îáîðîòíi òà A−1 = B.
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Ïðèêëàä 6.17. Íåõàé E = L1(0,∞),

(Ax)(t) = tx(t2), x ∈ E.

Î÷åâèäíî, ùî A � ëiíiéíèé îïåðàòîð òà

‖Ax‖ =

∞∫
0

t
∣∣x(t2)

∣∣dt =
1

2

∞∫
0

|x(s)|ds =
1

2
‖x‖, x ∈ E.

Îòæå, A íåïåðåðâíèé. Ç ðiâíÿííÿ

y(t) = (Ax)(t) = tx(t2),

ìà¹ìî
x(t) = t−1/2y(

√
t).

Öÿ ôîðìóëà çàäà¹ ôîðìàëüíó äiþ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà. Âèçíà÷èìî

(Bx)(t) := t−1/2x(
√
t), x ∈ E.

Ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî, ùî B ∈ L(E) òà AB = BA = I. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
îïåðàòîð A íåïåðåðâíî îáîðîòíèé òà A−1 = B.

Ïîÿñíèìî, ùî (íà âiäìiíó âiä ñêií÷åííîâèìiðíîãî âèïàäêó) îäíi¹¨ ç óìîâ
(6.20), (6.21) íå äîñòàòíüî äëÿ íåïåðåðâíî¨ îáîðîòíîñòi A.

Ïðèêëàä 6.18. Íåõàé E1 = E2 = l2 òà

Ax = (0, x1, x2, . . .), x = (xn)∞n=1 ∈ l2.

Î÷åâèäíî A ∈ L(l2). Ìà¹ìî KerA = {0}, RanA = {x = (xn)∞n=1 ∈ l2 |x1 = 0} 6=
l2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî íå âèêîíàíà äðóãà óìîâà (6.19) i A íå ¹ íåïåðåðâíî
îáîðîòíèì. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð Bx = (x2, x3, . . .), x = (xn)∞n=1 ∈ l2. Ìà¹ìî

BA = I, ABx = (0, x2, x3, . . .), x = (xn)∞n=1 ∈ l2.

Îòæå, óìîâà (6.20) âèêîíàíà, à (6.21) íi.

Òàê ñàìî ëåãêî íàâåñòè ïðèêëàä ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, äëÿ
ÿêèõ óìîâà (6.21) âèêîíàíà, à (6.20) íi.

Òâåðäæåííÿ 6.2. Íåõàé E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, A ∈ L(E1, E2)
� íåïåðåðâíî îáîðîòíèé îïåðàòîð. Òîäi çíàéäåòüñÿ c > 0 òàêå, ùî ∀ x ∈ E1

‖Ax‖2 ≥ c‖x‖1. (6.22)

Äîâåäåííÿ. Ç íåïåðåðâíî¨ îáîðîòíîñòi A âèïëèâà¹, ùî ∀ y ∈ E2∥∥A−1y
∥∥

1
≤
∥∥A−1

∥∥ ‖y‖2
Äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ E1 çàñòîñó¹ìî öþ íåðiâíiñòü äî âåêòîðà y = Ax. Â ðåçóëü-
òàòi îòðèìà¹ìî (6.22) ç c :=

∥∥A−1
∥∥−1

. �
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Ïðèêëàä 6.19. Íåõàé a = (ak)∞k=1 ∈ l∞, 1 ≤ p ≤ ∞. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði
E = lp äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð

Ax = (akxk)∞k=1, x ∈ lp.

Ïîêàæåìî, ùî A íåïåðåðâíî îáîðîòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

c := inf
k≥1
|ak| > 0. (6.23)

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî A íåïåðåðâíî îáîðîòíèé. Òîäi â ñèëó òâåðäæåííÿ
6.2

inf
k≥1
|ak| = inf

k≥1
‖Aek‖ ≥ inf

‖x‖=1
‖Ax‖ > 0.

Íàâïàêè, íåõàé âèêîíàíî (6.23). Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

Bx = (a−1
k xk)∞k=1, x ∈ lp.

Î÷åâèäíî, B ∈ L(E) (ïåðåâiðòå, ùî ‖B‖ = 1
c ) òà AB = BA = I. Çîêðåìà, â

ñèëó òåîðåìè 6.9, îïåðàòîð A íåïåðåðâíî îáîðîòíèé òà A−1 = B.

Âïðàâà 6.9. Íåõàé a ∈ L∞(T, µ), 1 ≤ p ≤ ∞. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði E =
Lp(T, µ) îïåðàòîð

(Ax)(t) = a(t)x(t), x ∈ E.
Äîâåñòè, ùî A íåïåðåðâíî îáîðîòíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

ess inf
t∈T

|a(t)| > 0.

Çíàéòè A−1.

Íàñòóïíà âàæëèâà i íåòðèâiàëüíà òåîðåìà Ñ.Áàíàõà ñòâåðäæó¹, ùî ó
ïîâíèõ ïðîñòîðàõ òðåòÿ óìîâà (6.19) àâòîìàòè÷íî âèïëèâà¹ ç ïåðøèõ äâîõ.
Iíøèìè ñëîâàìè, ëiíiéíà íåïåðåðâíà ái¹êöiÿ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Òåîðåìà 6.10. (Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð) Íåõàé E1, E2 � áà-
íàõîâi ïðîñòîðè, A ∈ L(E1, E2). Òîäi A íåïåðåðâíî îáîðîòíèé òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè A ¹ ái¹êöi¹þ ç E1 â E2, òîáòî KerA = {0} òà RanA = E2.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ìîæíà çíàéòè â [6], [7]. Çàóâàæèìî, ùî
â íåïîâíèõ ëiíiéíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ òâåðäæåííÿ òåîðåìè íå âèêîíó¹-
òüñÿ. �

Íàâåäåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 6.10.

Òâåðäæåííÿ 6.3. Íåõàé E � ëiíiéíèé ïðîñòið, íà ÿêîìó çàäàíi íîðìè ‖·‖1 , ‖·‖2.
Ïðèïóñòèìî, ùî E � ïîâíèé (áàíàõiâ) ïðîñòið âiäíîñíî íîðì ‖·‖1 , ‖·‖2, òà äëÿ
äåÿêîãî c1 > 0 ñïðàâåäëèâà îöiíêà

‖x‖2 ≤ c1 ‖x‖1 , x ∈ E. (6.24)

Òîäi çíàéäåòüñÿ c2 > 0 òàêå, ùî

‖x‖1 ≤ c2 ‖x‖2 , x ∈ E. (6.25)
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Çàóâàæåííÿ 6.2. Íàâåäåíå òâåðäæåííÿ îçíà÷à¹, ùî ÿêùî â ïðîñòîði E ââå-
äåíi äâi íîðìè, âiäíîñíî ÿêèõ E ¹ ïîâíèì (áàíàõîâèì) ïðîñòîðîì, òà îäíà ç
öèõ íîðì ïiäïîðÿäêîâàíà iíøié, òî íàñïðàâäi öi íîðìè ìàþòü áóòè åêâiâàëåí-
òíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ei ïðîñòið E ç íîðìîþ ‖·‖i, i = 1, 2. Ðîçãëÿíåìî
òîòîæíèé îïåðàòîð Ax := x, ÿê îïåðàòîð ç E1 â E2. Ç (6.24) âèïëèâà¹, ùî A ∈
L(E1, E2). Î÷åâèäíî A � ái¹êöiÿ i ç òåîðåìè Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð
ìà¹ìî, ùî A−1 ∈ L(E2, E1). Òîäi

‖x‖1 =
∥∥A−1x

∥∥
1
≤
∥∥A−1

∥∥ ‖x‖2 , x ∈ E.
�

Âïðàâà 6.10. Íåõàé E = C[0, 1],

‖x‖1 = max
[0,1]
|x(t)|, ‖x‖2 =

1∫
0

|x(t)|dt.

Äîâåñòè, ùî ó öüîìó âèïàäêó îöiíêà (6.24) âiðíà, ïðîòå (6.25) íå ñïðàâåäëèâà.
ßê öå êîðåëþ¹ ç äîâåäåíèì òâåðäæåííÿì?

Òåîðåìà 6.11. (Ïðî îáîðîòíiñòü îïåðàòîðà, áëèçüêîãî äî I) Íåõàé
E � áàíàõiâ ïðîñòið, A ∈ L(E) i ‖A‖ < 1. Òîäi îïåðàòîð I + A íåïåðåðâíî
îáîðîòíèé.

Çàóâàæåííÿ 6.3. Òàê ÿê ‖A‖ = ‖−A‖, òî â äîâåäåííi òåîðåìè I + A ìîæíà
çàìiíèòè íà I −A.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî Sn := I +A+A2 + . . .+An. Î÷åâèäíî

‖Sn − Sm‖ =
∥∥Am+1 + . . .+An

∥∥ ≤ n∑
k=m+1

‖A‖k → 0, m, n→∞.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî Sn ôóíäàìåíòàëüíà â L(E), à òîìó iñíó¹ S ∈ L(E) :
Sn ⇒ S, n→∞. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî

Sn(I −A) = (I −A)Sn = I −An+1.

Ñïðÿìóâàâøè n äî ∞, îòðèìà¹ìî:

S(I −A) = (I −A)S = I.

Ç êðèòåðiþ íåïåðåðâíî¨ îáîðîòíîñòi (òåîðåìà 6.9) âèïëèâà¹, ùî I − A íåïå-
ðåðâíî îáîðîòíèé òà

(I −A)−1 = S. (6.26)

�
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Çàóâàæåííÿ 6.4. Ôîðìóëà (6.26) ¹ îïåðàòîðíèì àíàëîãîì ôîðìóëè äëÿ ñóìè
ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨.

1

1− q
=

∞∑
n=0

qn, |q| < 1.

Âïðàâà 6.11. Íåõàé E � áàíàõiâ ïðîñòið. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà íåïåðåðâíî
îáîðîòíèõ îïåðàòîðiâ âiäêðèòà â L(E).



Ðîçäië 7

Îïåðàòîðè â ãiëüáåðòîâîìó

ïðîñòîði

7.1 Áiëiíiéíi ôîðìè

Íåõàé H � êîìïëåêñíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, B : H ×H → C.

Îçíà÷åííÿ 7.1. B íàçèâà¹òüñÿ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ, ÿêùî

1)∀x, y, z ∈ H ∀λ, µ ∈ C B(λx+ µy, z) = λB(x, z) + µB(y, z);

2)∀x, y, z ∈ H ∀λ, µ ∈ C B(z, λx+ µy) = λB(z, x) + µB(z, y).

Îòæå, áiëiíiéíà ôîðìà ¹ ôóíêöi¹þ ç H×H â C, ùî ¹ ëiíiéíîþ çà ïåðøèì
àðãóìåíòîì òà àíòèëiíiéíà çà äðóãèì.

Îçíà÷åííÿ 7.2. Áiëiíiéíà ôîðìà B íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ, ÿêùî

∃c ≥ 0 ∀x, y ∈ H : |B(x, y)| ≤ c ‖x‖ ‖y‖ . (7.1)

Î÷åâèäíî, ñêàëÿðíèé äîáóòîê ¹ îáìåæåíîþ áiëiíiéíîþ ôîðìîþ. Äëÿ
îáìåæåíî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè B ââåäåìî

‖B‖ := sup
x 6=0, y 6=0

|B(x, y)|
‖x‖ ‖y‖

. (7.2)

Âïðàâà 7.1. Äîâåñòè, ùî

‖B‖ = sup
‖x‖=‖y‖=1

|B(x, y)| = min{c ≥ 0 | ∀x, y ∈ H : |B(x, y)| ≤ c ‖x‖ ‖y‖}.

Âïðàâà 7.2. Äîâåñòè, ùî îáìåæåíà áiëiíiéíà ôîðìà ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ
íà H ×H.

87
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Ïðèêëàä 7.1. Íåõàé A ∈ L(H). Ðîçãëÿíåìî

BA(x, y) := (Ax, y) (7.3)

Î÷åâèäíî, BA áiëiíiéíà ôîðìà òà |BA(x, y)| ≤ ‖A‖ ‖x‖ ‖y‖. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî BA îáìåæåíà òà

‖BA‖ ≤ ‖A‖ . (7.4)

Òåîðåìà 7.1. (Ïðî îïåðàòîðíå ïðåäñòàâëåííÿ áiëiíiéíî¨ ôîðìè).
Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, B � îáìåæåíà áiëiíiéíà ôîðìà. Òîäi ∃! A ∈
L(H) :

B = BA. (7.5)

Äî òîãî æ,
‖A‖ = ‖BA‖ = sup

‖x‖=‖y‖=1

|(Ax, y)| . (7.6)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ H � ôiêñîâàíèé åëåìåíò ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó. Ðîç-
ãëÿíåìî

f(y) := B(x, y), y ∈ H. (7.7)

Òîäi f � ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà H òà

|f(y)| =
∣∣∣B(x, y)

∣∣∣ ≤ ‖B‖ ‖x‖ ‖y‖ , y ∈ H.
Îòæå, f ∈ H∗. Ç òåîðåìè Ðiñà âèïëèâà¹, ùî ∃!h ∈ H : f(y) = (y, h). Âðà-
õîâóþ÷è (7.7), ìà¹ìî B(x, y) = (h, y). Çàñòîñóâàâøè íàâåäåíi àðãóìåíòè äëÿ
äîâiëüíîãî x ∈ H, îòðèìà¹ìî, ùî

∀x ∈ H ∃!hx ∈ H ∀y ∈ H : B(x, y) = (hx, y). (7.8)

Ïîêëàäåìî
Ax := hx, x ∈ H.

Ïåðåâiðèìî, ùîA ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì âH. ∀x1, x2, y ∈ H, λ1, λ2 ∈
C ìà¹ìî

(hλ1x1+λ2x2 , y) = B(λ1x1 + λ2x2, y) = λ1B(x1, y) + λ2B(x2, y) =

= λ1(hx1,, y) + λ2(hx2
, y) = (λ1hx1

+ λ2hx2
, y).

Îòæå, hλ1x1+λ2x2
= λ1hx1

+ λ2hx2
, òîáòî A ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì. Ç (7.8)

ìà¹ìî
B(x, y) = (Ax, y) x, y ∈ H, (7.9)

ùî åêâiâàëåíòíî (7.5). Ïiäñòàâèâøè y = Ax â (7.9), îòðèìà¹ìî

‖Ax‖2 = B(x,Ax) ≤ ‖B‖ ‖x‖ ‖Ax‖ , x ∈ H.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ∀x ∈ H ‖Ax‖ ≤ ‖B‖ ‖x‖, à çíà÷èòü i ‖A‖ ≤ ‖B‖ . Âðàõî-
âóþ÷è (7.4), ìà¹ìî, ùî ‖A‖ = ‖B‖ . Çàóâàæèìî, ùî ìè âñòàíîâèëè iñíóâàííÿ
A, ¹äèíiñòü äîâåäiòü ñàìîñòiéíî. �
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Ïîçíà÷èìî B[x] := B(x, x), x ∈ H. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ òàê
ñàìî, ÿê i äëÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

Âïðàâà 7.3. (Ïðèíöèï ïîëÿðèçàöi¨) Íåõàé B : H × H → C � áiëiíiéíà
ôîðìà. Òîäi ∀x, y ∈ H

B(x, y) =
1

4

∑
α∈{1,−1,i,−i}

αB[x+ αy].

7.2 Ñïðÿæåíèé îïåðàòîð â ãiëüáåðòîâîìó ïðî-
ñòîði

Íåõàé A ∈ L(H). Ïîêëàäåìî

B̃A(x, y) := (x,Ay), x, y ∈ H.

ßñíî, ùî B̃A � îáìåæåíà áiëiíiéíà ôîðìà. Ç òåîðåìè 7.1 òåïåð âèïëèâà¹, ùî
∃! A∗ ∈ L(H) : B̃A = BA∗ . Öå îçíà÷à¹, ùî

(A∗x, y) = (x,Ay), x, y ∈ H. (7.10)

Îçíà÷åííÿ 7.3. Îïåðàòîð A∗ ∈ L(H), ùî çàäîâîëüíÿ¹ (7.10), íàçèâà¹òüñÿ
ñïðÿæåíèì äî îïåðàòîðà A.

ßê âæå âiäçíà÷àëîñÿ, òåîðåìà 7.1 çàáåçïå÷ó¹ iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü A∗.
Ïîêàæåìî, ùî

‖A∗‖ = ‖A‖ . (7.11)

Ç (7.6) ìà¹ìî

‖A∗‖ = ||B̃A|| = sup
‖x‖=‖y‖=1

|(x,Ay)| = sup
‖x‖=‖y‖=1

|(Ay, x)| = ‖A‖ .

Ïðèêëàä 7.2. ÍåõàéH = Cn òà îïåðàòîðA çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþA = (aij)
n
i,j=1,

òîáòî äëÿ x = (x1, . . . , xn)

(Ax)i =

n∑
j=1

aijxi, i = 1, 2, . . . , n. (7.12)

Òîäi ∀x, y ∈ Cn ìà¹ìî

(A∗x, y) = (x,Ay) =

n∑
i=1

xi

n∑
j=1

aijyj =

n∑
j=1

(
n∑
i=1

aijxi

)
yj .
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(A∗x)i =

n∑
j=1

ajixi, i = 1, 2, . . . , n.

Îòæå, ñïðÿæåíèé îïåðàòîð A∗ çàäà¹òüñÿ ñïðÿæåíîþ òðàñïîíîâàíîþ äî A ìà-
òðèöåþ At := (aji)

n
i,j=1.

Ïðèêëàä 7.3. Íåõàé H = L2(T, µ), a ∈ L∞(T, µ),

(Ax)(t) = a(t)x(t), x ∈ H.

Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H ìà¹ìî

(A∗x, y) = (x,Ay) =

∫
T

x(t)a(t)y(t)dµ =

∫
T

a(t)x(t)y(t)dµ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (A∗x)(t) = a(t)x(t), x ∈ H.

Ïðèêëàä 7.4. Íåõàé H = L2(R), s ∈ R,

(Ax)(t) = x(t+ s), x ∈ H.

Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H ìà¹ìî

(A∗x, y) = (x,Ay) =

∫
R

x(t)y(t+ s)dt =

∫
R

x(τ − s)y(τ)dτ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî (A∗x)(t) = x(t− s), x ∈ H.

Ïðèêëàä 7.5. Íåõàé H = l2,

Ax = (0, x1, x2, . . .) , x = (xk)
∞
k=1 ∈ l2.

Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H ìà¹ìî

(A∗x, y) = (x,Ay) = x1 · 0 + x2y1 + . . .+ xkyk−1 + . . . =

∞∑
k=1

xk+1yk.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A∗x = (x2, x3, x4, . . .) , x = (xk)
∞
k=1 ∈ l2.

Âïðàâà 7.4. Íåõàé H = l2,

Ax = (x3, x4, x5 . . .) , x = (xk)
∞
k=1 ∈ l2.

Äîâåñòè, ùî A∗x = (0, 0, x1, x2, . . .) , x = (xk)
∞
k=1 ∈ l2.
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Íàâåäåìî åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ

Òâåðäæåííÿ 7.1. Íåõàé A,B ∈ L(H), λ, µ ∈ C. Òîäi

(λA+ µB)∗ = λA∗ + µB∗, (7.13)

(AB)∗ = B∗A∗, (7.14)

A∗∗ = A. (7.15)

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà ìà¹ìî

∀x, y ∈ H ((AB)∗x, y) = (x,ABy) = (A∗x,By) = (B∗A∗x, y),

ùî äîâîäèòü (7.14). Òàê ñàìî (7.15) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî

∀x, y ∈ H (A∗∗x, y) = ((A∗)∗x, y) = (x,A∗y) = (A∗y, x) = (y,Ax) = (Ax, y).

Äîâåäiòü (7.13) ñàìîñòiéíî. �

Ïðèêëàä 7.6. Íåõàé H = L2(R),

(Cx)(t) = eitx(t+ 3), x ∈ H.

Òîäi C = AB, äå (Ax)(t) = eitx(t), (Bx)(t) = x(t+ 3), x ∈ H. Çãiäíî ç ïðèêëà-
äàìè 7.3, 7.4 ìà¹ìî (A∗x)(t) = e−itx(t), (B∗x)(t) = x(t− 3), x ∈ H. Îòæå,

(C∗x)(t) = B∗(A∗x)(t) = e−i(t−3)x(t− 3), x ∈ H.

7.3 Ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè

Îçíà÷åííÿ 7.4. Îïåðàòîð A ∈ L(H) íàçèâà¹òüñÿ ñàìîñïðÿæåíèì, ÿêùî A =
A∗.

ßñíî, ùî óìîâó ñàìîñïðÿæåíîñòi ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

(Ax, y) = (x,Ay), x, y ∈ H, (7.16)

àáî â òåðìiíàõ áiëiíiéíî¨ ôîðìè BA(·, ·) = (A·, ·)

BA(x, y) = BA(y, x), x, y ∈ H. (7.17)

Áiëiíiéíi ôîðìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü (7.17), íàçèâàþòü åðìiòîâèìè. ßñíî, ùî
ñêàëÿðíèé äîáóòîê ¹ ïðèêëàäîì åðìiòîâî¨ áiëiíiéíî¨ ôîðìè.

Ïðèêëàä 7.7. Íåõàé H = Cn i îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ A = (aij)
n
i,j=1. Òîäi

(äèâèñü ïðèêëàä 7.2) A = A∗ ⇔ aij = aji, i, j ∈ 1, 2, . . . , n, òîáòî ìàòðèöÿ A
åðìiòîâà.
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Ïðèêëàä 7.8. Íåõàé H = L2(T, µ), (Ax)(t) = a(t)x(t), äå a ∈ L∞(T, µ). Â
ñèëó ïðèêëàäó 7.3 ìà¹ìî, ùî A ñàìîñïðÿæåíèé òîäi i ëèøå òîäi, êîëè a äiéñíà
ìàéæå ñêðiçü âiäíîñíî ìiðè µ.

Íàñòóïíà òåîðåìà ïîêàçó¹, ùî â êîìïëåêñíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
ñàìîñïðÿæåíiñòü åêâiâàëåíòíà äiéñíîñòi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìèBA[x] = BA(x, x).
Çàóâàæèìî, ùî öåé ðåçóëüòàò íåâiðíèé äëÿ äiéñíèõ ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ (ó
äiéñíîìó ïðîñòîði âñi êâàäðàòè÷íi ôîðìè áóäóòü äiéñíèìè).

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé H � êîìïëåêñíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, A ∈ L(H). Òîäi
A ñàìîñïðÿæåíèé, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

∀x ∈ H BA[x] ≡ (Ax, x) ∈ R. (7.18)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç (7.17). Äîâåäåìî äîñòàòíiñòü. Ç ïðèíöèïó
ïîëÿðèçàöi¨ äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H ìà¹ìî

BA(x, y) =
1

4
(BA[x+ y]−BA[x− y] + iBA[x+ iy]− iBA[x− iy]). (7.19)

Ç (7.18) âèïëèâà¹, ùî

BA(y, x) =
1

4
(BA[y + x]−BA[y − x]− iBA[y + ix] + iBA[y − ix]). (7.20)

Ç ðiâíîñòi
BA[λx] = BA(λx, λx) = |λ|2BA[x], λ ∈ C, x ∈ H,

ìà¹ìî

BA[y−x] = BA[x−y], BA[y+ ix] = BA[x− iy], BA[y− ix] = BA[x+ iy]. (7.21)

Óìîâà åðìiòîâîñòi (7.17) ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì (7.19), (7.20) òà (7.21). �

Òåîðåìà 7.3. (Ïðî íîðìó ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà) Íåõàé A = A∗.
Òîäi

‖A‖ = sup
‖x‖=1

|(Ax, x)| . (7.22)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ïðàâó ÷àñòèíó (7.22) ÷åðåç cA. Â ñèëó (7.6) ìà¹ìî

cA ≤ ‖A‖ .

Äîâåäåìî ïðîòèëåæíó íåðiâíiñòü. Ç îçíà÷åííÿ cA âèïëèâà¹, ùî ∀x ∈ H

|BA[x]| = |(Ax, x)| ≤ cA ‖x‖2 .

Ç äiéñíîñòi êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè BA[·] òà (7.19) ìà¹ìî, ùî ∀x, y ∈ H

|ReBA(x, y)| =
∣∣∣∣14(BA[x+ y]−BA[x− y])

∣∣∣∣ ≤
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≤ cA
4

(‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2) =
cA
2

(‖x‖2 + ‖y‖2),

äå îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ ç òîòîæíîñòi ïàðàëåëîãðàìà. Äëÿ äîâiëüíèõ ôi-
êñîâàíèõ x, y ∈ H ïîçíà÷èìî α := e−iargBA(x,y). Òîäi

|BA(x, y)| = BA(αx, y) = ReBA(αx, y) ≤ cA
2

(‖αx‖2 + ‖y‖2) =
cA
2

(‖x‖2 + ‖y‖2).

Ç (7.6) òåïåð âèïëèâà¹, ùî

‖A‖ = ‖BA‖ = sup
‖x‖=1,‖y‖=1

|BA(x, y)| ≤ cA
2

(1 + 1) = cA.

�

Âïðàâà 7.5. Íåõàé A = A∗. Ïîêëàäåìî

M := sup
‖x‖=1

(Ax, x), m := inf
‖x‖=1

(Ax, x).

Äîâåñòè, ùî ‖A‖ = max{M,−m}.

Âïðàâà 7.6. Íàâåñòè ïðèêëàä îïåðàòîðà A ∈ L(H), òàêîãî, ùî cA < ‖A‖ .

Îçíà÷åííÿ 7.5. Îïåðàòîð A ∈ L(H) íàçèâà¹òüñÿ íåâiä'¹ìíèì (A ≥ 0), ÿêùî

1) A = A∗

2) ∀x ∈ H (Ax, x) ≥ 0

Âïðàâà 7.7. Â êîìïëåêñíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ç äðóãî¨ óìîâè îçíà÷å-
ííÿ âèïëèâà¹ ïåðøà.

Ïðèêëàä 7.9. H = L2(R), a ∈ L∞(R), (Ax)(t) = a(t)x(t), x ∈ H. Ìè âæå çíà¹-
ìî, ùî ñàìîñïðÿæåíiñòü A åêâiâàëåíòíà äiéñíîñòi (ìàéæå ñêðiçü âiäíîñíî ìiðè
Ëåáåãà) ôóíêöii a. Ïîêàæåìî, ùî íåâiä'¹ìíiñòü A åêâiâàëåíòíà íåâiä'¹ìíîñòi
a (ìàéæå ñêðiçü âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà). Î÷åâèäíî äëÿ íåâiä'¹ìíèõ a

(Ax, x) =

∫
R

a (t) |x (t)|2 dt ≥ 0, x ∈ L2(R),

ùî îçíà÷à¹ íåâiä'¹ìíiñòü îïåðàòîðàA. Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùîA íåâiä'¹ìíèé.
Äëÿ äîâiëüíîãî ∆ ∈ B(R) m(∆) < ∞ ðîçãëÿíåìî x := χ∆ ∈ L2(R). Òîäi äëÿ
âñiõ òàêèõ ∆ ìà¹ìî

(Ax, x) =

∫
∆

a (t) dt ≥ 0.

Äîáðå âiäîìî, ùî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî a ≥ 0 (mod m) .
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7.4 Óíiòàðíi îïåðàòîðè

Îçíà÷åííÿ 7.6. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Îïåðàòîð U ∈ L(H) íàçèâà-
¹òüñÿ óíiòàðíèì, ÿêùî

1) ∀x ∈ H ‖Ux‖ = ‖x‖ ,

2) Ran (U) = H.

Óìîâè 1), 2) â òî÷íîñòi îçíà÷àþòü, ùî U ¹ içîìåòðè÷íîþ ái¹êöi¹þ.

Âïðàâà 7.8. Äîâåäiòü çà îçíà÷åííÿì, ùî îïåðàòîð çñóâó

(Ux)(t) = x(t− 1), x ∈ L2(R)

¹ óíiòàðíèì â H = L2(R).

Âïðàâà 7.9. Äîâåñòè, ùî äëÿ óíiòàðíîãî îïåðàòîðà U âèêîíó¹òüñÿ

(Ux,Uy) = (x, y), x, y ∈ H. (7.23)

Äîâåäiòü öå çà äîïîìîãîþ ïîëÿðèçàöiéíî¨ òîòîæíîñòi.

Âïðàâà 7.10. Äîâåñòè, ùî â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ç
ïåðøîãî ïóíêòó îçíà÷åííÿ óíiòàðíîãî îïåðàòîðà âèïëèâà¹ äðóãèé.

Ïðèêëàä 7.10. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði H = l2 îïåðàòîð Ax = (0, x1, x2, . . .),
x = (xk)

∞
k=1 ∈ l2. Ïåðåêîíàéòåñü, ùî ïåðøèé ïóíêò îçíà÷åííÿ 7.6 âèêîíàíèé,

à äðóãèé íi.

Òåîðåìà 7.4. Îïåðàòîð U ∈ L(H) ¹ óíiòàðíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
a) îïåðàòîð U íåïåðåðâíî îáîðîòíèé,
b) U−1 = U∗.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Ç içîìåòðè÷íîñòi U âèïëèâà¹, ùî Ker U =
{0}. Òîäi ç óìîâè Ran U = H ìà¹ìî, ùî U ¹ ái¹êöi¹þ, i çàâäÿêè òåîðåìi Áàíàõà
ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð U ¹ íåïåðåðâíî îáîðîòíèì. Ïîêàæåìî, ùî U−1 = U∗.
Â ñèëó îçíà÷åííÿ ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà òà (7.23)

(x, U∗Uy) = (Ux,Uy) = (x, y) , x, y ∈ H.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî U∗U = I òà U−1 = U∗. Äîñòàòíiñòü äîâåäiòü ñàìîñòiéíî.
�

Ïðèêëàä 7.11. Íåõàé H = L2(R), s ∈ R

(Ux)(t) = x(t+ s), x ∈ H.

Çãiäíî ç ïðèêëàäàìè 6.16, 7.4 ìà¹ìî, ùî U íåïåðåðâíî îáîðîòíèé òà

(U−1x)(t) = (U∗x)(t) = x(t− s), x ∈ H.

Òàêèì ÷èíîì, U−1 = U∗ i U ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì.
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Ïðèêëàä 7.12. Íåõàé H = L2(0,∞),

(Ux)(t) =
√

2tx(t2), x ∈ H.

Î÷åâèäíî, ùî U � ëiíiéíèé îïåðàòîð òà

‖Ux‖2 = 2

∞∫
0

t
∣∣x(t2)

∣∣2dt =

∞∫
0

|x(s)|2ds = ‖x‖2, x ∈ H.

Îòæå, U � içîìåòðè÷íèé îïåðàòîð. Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ H ìà¹ìî

(U∗x, y) = (x, Uy) =

∞∫
0

x(t)
√

2ty(t2)dt = 2−1/2

∞∫
0

s−1/4x(
√
s)y(s)ds.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(U∗x)(t) =
1√
2 4
√
t
x(
√
t), x ∈ H.

Ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî, ùî U∗U = UU∗ = I. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî U íåïåðåðâíî
îáîðîòíèé òà U−1 = U∗. Îòæå, U óíiòàðíèé îïåðàòîð.

7.5 Îðòîïðîåêòîðè

Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, L � ïiäïðîñòið H òà L⊥ � éîãî îðòîãîíàëüíå
äîïîâíåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî òåîðåìà ïðî îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä ãiëüáåðòîâîãî
ïðîñòîðó ñòâåðäæó¹, ùî

∀x ∈ H ∃! x1 ∈ L, ∃! x2 ∈ L⊥ : x = x1 + x2.

Âåêòîð x1 íàçèâàþòü îðòîïðîåêöi¹þ x íà L (x1 = prLx).

Îçíà÷åííÿ 7.7. Îïåðàòîð

PLx := prLx, x ∈ H

íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ (îðòîïðîåêòîðîì)
íà ïiäïðîñòið L.

Ïîêàæåìî, ùî PL � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Íåõàé x = x1 + x2, y = y1 + y2,
äå x1, y1 ∈ L, x2, y2 ∈ L⊥, λ, µ ∈ C. Òîäi

λx+ µy = (λx1 + µy1) + (λx2 + µy2).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

PL(λx+ µy) = λx1 + µy1 = λPLx+ µPLy,
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òîáòî PL � ëiíiéíèé îïåðàòîð. Î÷åâèäíî

‖PLx‖2 = ‖x1‖2 ≤ ‖x1‖2 + ‖x2‖2 = ‖x‖2 , x ∈ H.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî PL ∈ L(H) òà ‖PL‖ ≤ 1. Òàê ÿê PLx = x äëÿ x ∈ L, òî
‖PL‖ = 1, ÿêùî L 6= {0}. Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ îïèñ îðòîïðîåêòîðiâ â H.

Òåîðåìà 7.5. Îïåðàòîð P ∈ L(H) ¹ îðòîïðîåêòîðîì íà äåÿêèé ïiäïðîñòið
L â H òîäi i ëèøå òîäi, êîëè P ñàìîñïðÿæåíèé òà P 2 = P .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé P = PL � îðòîïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið L. Òîäi ∀x, y ∈ H

(PLx, y) = (x1, y1 + y2) = (x1, y1) = (x, y1) = (x, PLy) .

Òóò x = x1 + x2, y = y1 + y2, äå x1, y1 ∈ L, x2, y2 ∈ L⊥. Òàêèì ÷èíîì,
îïåðàòîð PL ñàìîñïðÿæåíèé. Äàëi, ∀x ∈ H

PLx = x1, P
2
Lx = PLx1 = x1 ⇒ P 2

L = PL.

Íåõàé òåïåð P � ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð òàêèé, ùî P 2 = P . Âèçíà÷èìî
L := {x ∈ H | Px = x}. Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî, ùî L � ïiäïðîñòið òà P = PL. �

7.6 Îïåðàòîðè Ãiëüáåðòà�Øìiäòà

Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, {ek | k ≥ 1} � îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ â H, A ∈ L(H). Ðîçãëÿíåìî ðîçêëàä âåêòîðà x ∈ H â ðÿä Ôóð'¹ çà
áàçèñîì {ek | k ≥ 1}

x =
∑
k≥1

(x, ek) ek =
∑
k≥1

xkek,

äå xk := (x, ek). Ç ëiíiéíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi A âèïëèâà¹, ùî Ax =
∑
k≥1

xkAek.

Ïîêëàäåìî
ajk := (Aek, ej) .

Òîäi
(Ax)j = (Ax, ej) =

∑
k≥1

ajkxk, x ∈ H. (7.24)

Îòæå, áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
H çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ A := (aj,k)j,k≥1 (äîïóñêà¹ ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ) â
äîâiëüíîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi {ek | k ≥ 1}.

Ëåìà 7.1. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, {ek | k ≥ 1} �
îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â H. Ìàòðèöÿ A = (aj,k)j,k≥1, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

C :=
∑
j,k≥1

|aj,k|2 <∞, (7.25)

âèçíà÷à¹ çà ôîðìóëîþ (7.24) ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A â H. Äî òîãî
æ, ‖A‖ ≤

√
C
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Äîâåäåííÿ. Ç ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ òà íåðiâíîñòi Êîøi � Áóíÿêîâñüêîãî ìà¹ìî,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ H

‖Ax‖2 =

∞∑
j=1

∣∣∣(Ax)j

∣∣∣2 ≤ ∞∑
j=1

( ∞∑
k=1

|ajkxk|

)2

≤
∞∑
j=1

( ∞∑
k=1

|ajk|2
∞∑
k=1

|xk|2
)

= C ‖x‖2 .

Òàêèì ÷èíîì, A : H → H. Ëiíiéíiñòü A âèïëèâà¹ ç (7.24), îáìåæåíiñòü òà
îöiíêà äëÿ íîðìè ç äîâåäåíî¨ íåðiâíîñòi. �

Çàóâàæèìî, ùî óìîâà (7.25) ¹ ëèøå äîñòàòíüîþ, àëå íå íåîáõiäíîþ äëÿ
çàäàííÿ îïåðàòîðà A ∈ L(H). Çîêðåìà, òîòîæíîìó îïåðàòîðó âiäïîâiäà¹ îäè-
íè÷íà ìàòðèöÿ, ùî íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi (7.25) â íåñêií÷åííîâèìiðíîìó H.

Îçíà÷åííÿ 7.8. Îïåðàòîð A ∈ L(H) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì Ãiëüáåðòà�
Øìiäòà, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó {ek | k ≥ 1} â H∑

k≥1

‖Aek‖2 <∞. (7.26)

Ïîçíà÷èìî êëàñ îïåðàòîðiâ Ãiëüáåðòà�Øìiäòà ÷åðåç S2(H) òà ââåäåìî
íîðìó Ãiëüáåðòà�Øìiäòà

‖A‖2 := (
∑
k≥1

‖Aek‖2)1/2. (7.27)

Òåîðåìà 7.6. Íîðìà Ãiëüáåðòà�Øìiäòà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {ek}, {gj} � îðòîíîðìîâàíi áàçèñè â H. Ç ðiâíîñòi Ïàðñå-
âàëÿ ìà¹ìî

‖Aek‖2 =
∑
j≥1

|(Aek, gj)|2,

òà∑
k≥1

‖Aek‖2 =
∑
k≥1

∑
j≥1

|(Aek, gj)|2 =
∑
j≥1

∑
k≥1

|(ek, A∗gj)|2 =
∑
j≥1

‖A∗gj‖2 (7.28)

Çàôiêñó¹ìî áàçèñ {gj} òà îòðèìà¹ìî, ùî ëiâà ÷àñòèíà (7.28) (à çíà÷èòü, i ‖A‖2)
íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó {ek}. Çîêðåìà, ÿêùî ñóìà â (7.26) ñêií÷åííà
äëÿ îäíîãî áàçèñó, òî âîíà ñêií÷åííà i äëÿ äîâiëüíîãî iíøîãî. �

Òåîðåìà 7.7. Íåõàé A ∈ L(H) òà {ek | k ≥ 1} � äîâiëüíèé îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ â H. Òîäi A ∈ S2(H) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè∑

j,k≥1

|(Aek, ej)|2 <∞. (7.29)
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Äî òîãî æ

‖A‖2 =

∑
k,j≥1

|(Aek, ej)|2
1/2

≡

∑
j,k≥1

|aj,k|2
1/2

. (7.30)

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäiòü gj = ej â (7.28). �

Íàñëiäîê 7.1. Äëÿ A ∈ S2(H)

‖A‖ ≤ ‖A‖2.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç ëåìè 7.1 òà (7.30). �

Íàñëiäîê 7.2. A ∈ S2(H)⇔ A∗ ∈ S2(H), äî òîãî æ ‖A∗‖2 = ‖A‖2.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç (7.28). �

Òâåðäæåííÿ 7.2. S2(H) � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ç ‖ · ‖2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A, B ∈ S2(H), aj,k = (Aek, ej), bj,k = (Bek, ej) � ìàòðè÷íi
åëåìåíòè îïåðàòîðiâ A, B â áàçèñi {ek}. Òîäi

‖A+B‖2 =

∑
k,j≥1

|aj,k + bj,k|2
1/2

≤

∑
k,j≥1

|aj,k|2
1/2

+

∑
k,j≥1

|bj,k|2
1/2

=

= ‖A‖2 + ‖B‖2 <∞.

Îòæå, A+B ∈ S2(H). Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî λA ∈ S2(H) äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ C,
òà ‖λA‖2 = |λ|‖A‖2. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî S2(H) � ëiíiéíà ìíîæèíà òà ‖ · ‖2 �
íîðìà â S2(H) (ïåðøà àêñiîìà íîðìè âèêîíàíà çàâäÿêè íàñëiäêó 7.1). �

Òâåðäæåííÿ 7.3. Íåõàé A ∈ S2(H), B ∈ L(H). Òîäi äîáóòêè AB, BA ∈
S2(H).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {ek} � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â H. Òîäi

‖BA‖22 =
∑
k≥1

‖BAek‖2 ≤ ‖B‖2
∑
k≥1

‖Aek‖2 = ‖B‖2‖A‖22 <∞.

Îòæå, BA ∈ S2(H) òà ‖BA‖2 ≤ ‖B‖‖A‖2. Ç íàñëiäêó 7.2 òåïåð âèïëèâà¹, ùî

‖AB‖2 = ‖(AB)∗‖2 = ‖B∗A∗‖2 ≤ ‖B∗‖‖A∗‖2 = ‖B‖‖A‖2,

çîêðåìà AB ∈ S2(H). �

Òåîðåìà 7.8. S2(H) � äâîñòîðîííié iäåàë â L(H).
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Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òâåðäæåíü 7.2, 7.3. �

Âïðàâà 7.11. Íåõàé A, B ∈ S2(H), {ek} � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â H.
Ââåäåìî

(A,B)2 :=
∑
k≥1

(Aek, Bek). (7.31)

Äîâåñòè, ùî

1) ðÿä (7.31) çáiãà¹òüñÿ òà éîãî ñóìà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó â H;

2) (A,B)2 :=
∑
j,k≥1

ajkbjk, äå aj,k = (Aek, ej), bj,k = (Bek, ej) � ìàòðè÷íi

åëåìåíòè îïåðàòîðiâ A, B â áàçèñi {ek}.

3) S2(H) ç (·, ·)2 ¹ ñåïàðàáåëüíèì ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Íàãàäà¹ìî, ùî îäíîâèìiðíi îïåðàòîðè â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H çàäà-
þòüñÿ ôîðìóëîþ A = (·, y)z, y, z ∈ H.

Âïðàâà 7.12. Äîâåñòè, ùî

1) îäíîâèìiðíèé îïåðàòîð â H ¹ îïåðàòîðîì Ãiëüáåðòà � Øìiäòà;

2) îïåðàòîð A ∈ L(H) ¹ îäíîâèìiðíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ‖A‖2 = ‖A‖;

3) äëÿ îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó {ϕk | k ≥ 1} â H ñèñòåìà îäíîâèìiðíèõ
îïåðàòîðiâ {Ajk := (·, ϕk)ϕj | j, k ≥ 1} óòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â
S2(H).

7.7 Îïåðàòîðè Ãiëüáåðòà�Øìiäòà â L2(T, µ)

Îïèøåìî êëàñ îïåðàòîðiâ Ãiëüáåðòà�Øìiäòà â H = L2(T, µ) iç σ-ñêií÷åíîþ
ìiðîþ µ.

Ëåìà 7.2. Íåõàé K ∈ L2(T × T, µ× µ) òà

(Ax)(t) =

∫
T

K(t, s)x(s)dµ(s), x ∈ L2(T, µ). (7.32)

Òîäi A ∈ L(H) òà ‖A‖ ≤ ‖K‖L2(T×T ).

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî çà òåîðåìîþ Ôóáiíi∫
T

|K(t, s)|2 dµ(s) <∞ (modµ).
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Îñêiëüêè äîáóòîê êâàäðàòè÷íî ñóìîâíèõ ôóíêöié àáñîëþòíî ñóìîâíèé, òî
ïðàâà ÷àñòèíà (7.32) ñêií÷åííà µ-ìàéæå ñêðiçü òà

|(Ax)(t)|2 ≤
∫
T

|K(t, s)|2 dµ(s) ‖x‖2H . (7.33)

Çàëèøà¹òüñÿ ïðîiíòåãðóâàòè (7.33) òà îòðèìàòè òâåðäæåííÿ ëåìè. �

Çàóâàæåííÿ 7.1. Â óìîâàõ ëåìè 7.32

(A∗x)(t) =

∫
T

K(s, t)x(s)dµ(s), x ∈ L2(T, µ).

Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ Ôóáiíi äëÿ âñiõ x, y ∈ L2(T, µ) ìà¹ìî

(Ax, y) =

∫
T

(

∫
T

K(t, s)x(s)dµ(s))y(t)dµ(t) =

=

∫
T

x(s)(

∫
T

K(t, s)y(t)dµ(t))dµ(s) = (x,A∗y).

Îòæå, ñïðÿæåíèé îïåðàòîð ¹ iíòåãðàëüíèì ç ÿäðîì

K∗(t, s) := K(s, t).

Ïðèêëàä 7.13. (Iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Âîëüòåðè) Íåõàé H = L2(a, b), ∆ =
{(t, s) | a ≤ s ≤ t ≤ b}, K ∈ L2(∆),

(Ax) (t) =

t∫
a

K (t, s)x (s) ds, x ∈ H.

Îïåðàòîð A ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

(Ax) (t) =

b∫
a

K0 (t, s)x (s) ds, x ∈ H,

äå

K0(t, s)(x) :=

{
K(t, s), a ≤ s ≤ t ≤ b
0, a ≤ t < s ≤ b .

Î÷åâèäíî K0 ∈ L2((a, b)2) òà

K∗0 (t, s) := K0(s, t) =

{
0, a ≤ s ≤ t ≤ b
K(s, t), a ≤ t < s ≤ b .
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

(A∗x)(t) =

b∫
t

K(s, t)x(s)ds, x ∈ H. (7.34)

Âïðàâà 7.13. Äîâåäiòü (7.34) áåçïîñåðåäíüî çà äîïîìîãîþ çìiíè ïîðÿäêó
iíòåãðóâàííÿ.

Âïðàâà 7.14. Íåõàé H = L2(0, 1), K ∈ L2((0, 1)2). Çíàéäiòü ñïðÿæåíèé îïå-
ðàòîð äî îïåðàòîðà

(Ax) (t) =

t∫
t2

K (t, s)x (s) ds, x ∈ H.

.

Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðîñòið H = L2(T, µ) ñåïàðàáåëüíèé. Äëÿ
ϕ,ψ ∈ L2(T, µ) ïîçíà÷èìî (ϕ⊗ ψ)(t, s) := ϕ(t)ψ(s).

Òåîðåìà 7.9. Íåõàé {ϕk | k ≥ 1} òà {ψj | j ≥ 1} � îðòîíîðìîâàíi áàçèñè â
L2(T, µ). Òîäi {ϕk⊗ψj | k, j ≥ 1} � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â L2(T ×T, µ×µ).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäiòü ñàìîñòiéíî, ùî {ϕk ⊗ ψj | k, j ≥ 1} � îðòîíîðìîâàíà
ñèñòåìà â L2(T ×T, µ×µ). Ïîêàæåìî, ùî öÿ ñèñòåìà ïîâíà. Íåõàé x ∈ L2(T ×
T, µ× µ) îðòîãîíàëüíà äî âñiõ ôóíêöié {ϕk ⊗ ψj}. Ðîçãëÿíåìî

xj(t) =

∫
T

x (t, s)ψj (s)dµ (s) , j ≥ 1.

Çàóâàæèìî, ùî çà ëåìîþ 7.2 xj ∈ L2(T, µ). Çà òåîðåìîþ Ôóáiíi

(xj , ϕk) =

∫
T

xj(t)ϕk (t)dµ (t) =

∫
T×T

x (t, s)ϕk (t)ψj (s)d (µ× µ) (t, s) = 0, k, j ≥ 1.

Îòæå, xj = 0 µ-ìàéæå ñêðiçü. Çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåìè Ôóáiíi òàêîæ âèïëè-
âà¹, ùî x(t, ·) ∈ L2(T, µ) äëÿ µ-ìàéæå âñiõ t ∈ T . Ç ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ òåïåð
ìà¹ìî∫

T

|x (t, s)|2 dµ (s) =
∑
j≥1

∣∣∣∣∣∣
∫
T

x (t, s)ψj (s)dµ (s)

∣∣∣∣∣∣
2

=
∑
j≥1

|xj (t)|2 = 0 (mod µ) .

Çà òåîðåìîþ Ôóáiíi

‖x‖2 =

∫
T

∫
T

|x (t, s)|2 dµ (s)

 dµ (t) = 0.

�
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Íàñëiäîê 7.3. Íåõàé {ϕk | k ≥ 1} � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â L2(T, µ).
Òîäi {ϕj ⊗ ϕk | k, j ≥ 1} � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â L2(T × T, µ× µ).

Òåîðåìà 7.10. Íåõàé H = L2(T, µ). Îïåðàòîð A ∈ L(H) ¹ îïåðàòîðîì Ãiëü-
áåðòà � Øìiäòà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ ôóíêöiÿ K ∈ L2(T × T, µ× µ)
òàêà, ùî A ¹ iíòåãðàëüíèì îïåðàòîðîì âèãëÿäó (7.32). Äî òîãî æ

‖A‖2 = ‖K‖L2(T×T, µ×µ). (7.35)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî K ∈ L2(T × T, µ × µ). Ç ëåìè 7.2 âèïëèâà¹, ùî
A ∈ L(H). Íåõàé {ϕk | k ≥ 1} � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â H. Òîäi ç (7.30),
òåîðåìè Ôóáiíi, íàñëiäêó 7.3 òà ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ ìà¹ìî, ùî

‖A‖22 =
∑
k,j≥1

|(Aϕk, ϕj)|2 =
∑
k,j≥1

∣∣∣∣∣∣
∫
T

(∫
T

K(t, s)ϕk(s)dµ(s)
)
ϕj(t)dµ(t)

∣∣∣∣∣∣
2

=

=
∑
k,j≥1

∣∣∣∣∣∣
∫

T×T

K(t, s)ϕj(t)ϕk(s)dµ× µ(t, s)

∣∣∣∣∣∣
2

=
∑
k,j≥1

|(K,ϕj ⊗ ϕk)L2(T×T )|2 =

= ‖K‖2L2(T×T ) <∞.

Íåõàé òåïåð A ∈ S2(H), ajk := (Aϕk, ϕj). Ïîêëàäåìî

K(t, s) :=
∑
k,j≥1

ajkϕj(t)ϕk(s).

Çà òåîðåìîþ 7.7 K ∈ L2(T × T, µ× µ). Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

(Bx)(t) =

∫
T

K(t, s)x(s)dµ(s), x ∈ L2(T, µ).

Ç ëåìè 7.1 âèïëèâà¹, ùî B ∈ L(H). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

∀ k, j ≥ 1 (Bϕk, ϕj) = ajk = (Aϕk, ϕj).

Ç (7.24) ìà¹ìî, ùî A = B. Îòæå, A � iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç ÿäðîì K ∈
L2(T × T ). �



Ðîçäië 8

Êîìïàêòíi îïåðàòîðè

8.1 Îçíà÷åííÿ i îñíîâíi âëàñòèâîñòi

Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ïåðåäêîìïàêòíî¨ ìíîæèíè â (ìåòðè÷íîìó) ïðîñòîði E.

Îçíà÷åííÿ 8.1. Ìíîæèíà M íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäêîìïàêòíîþ â E, ÿêùî ¨¨
çàìèêàííÿ M êîìïàêòíå â E ⇔ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn} ⊂ M iñíó¹
çáiæíà ïiäïîñëiäîâíiñòü {xnk

}.

Íåõàé E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè. A : E1 → E2 � ëiíiéíèé
îïåðàòîð.

Îçíà÷åííÿ 8.2. Îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì, ÿêùî îáðàç A (M)
äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ â E1 ìíîæèíè M ¹ ïåðåäêîìïàêòîì â E2.

Êëàñ óñiõ êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ ïîçíà÷àòèìåìî S∞(E1, E2), S∞(E) :=
S∞(E,E).

Âïðàâà 8.1. A ∈ S∞(E1, E2) ⇔ ∀r > 0 îáðàç A
(
B (0, r)

)
êóëi ðàäióñà r

¹ ïåðåäêîìïàêòîì â E2 ⇔ A
(
B (0, 1)

)
� ïåðåäêîìïàêò â E2 ⇔ äëÿ áóäü-

ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn} â E1 iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {xnk
} òàêà, ùî

{Axnk
} çáiãà¹òüñÿ â E2.

Î÷åâèäíî S∞(E1, E2) ⊂ L(E1, E2). Ñïðàâäi, äëÿ êîìïàêòíîãî îïåðàòîðà
A îáðàç êóëi A

(
B (0, 1)

)
� ïåðåäêîìïàêòíà, à çíà÷èòü i îáìåæåíà ìíîæèíà â

E2. Îòæå, ‖A‖ = sup
‖x‖≤1

‖Ax‖ <∞.

Îçíà÷åííÿ 8.3. Íåõàé A ∈ L (E1, E2). A íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîâèìiðíèì,
ÿêùî dim (Ran (A)) <∞.

Òâåðäæåííÿ 8.1. Íåõàé A : E1 → E2 � ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð. Òîäi
A ∈ S∞ (E1, E2).
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî A
(
B (0, 1)

)
⊂ B (0, ‖A‖)∩Ran (A) i òâåðäæåííÿ âèïëè-

âà¹ ç ïåðåäêîìïàêòíîñòi îáìåæåíî¨ ìíîæèíè â ñêií÷åííîâèìiðíîìó ëiíiéíîìó
íîðìîâàíîìó ïðîñòîði. �

Âïðàâà 8.2. Íåõàé dimE2 <∞ àáî dimE1 <∞. Òîäi S∞ (E1, E2) = L (E1, E2) .

Ïðèêëàä 8.1. Íåõàé {y1, y2, . . . , yn} ⊂ E2, {f1, f2, . . . , fn} ⊂ E∗1 ,

Ax =

n∑
k=1

fk (x) yk, x ∈ E1. (8.1)

Î÷åâèäíî A ∈ L (E1, E2) òà Ran (A) ⊂ ë.î.{y1, y2, . . . , yn}. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
A ñêií÷åííîâèìiðíèé, çîêðåìà A ∈ S∞ (E1, E2). Íåâàæêî äîâåñòè, ùî ôîðìó-
ëà (8.1) E1 äà¹ çàãàëüíèé âèãëÿä ñêií÷åííîâèìiðíîãî îïåðàòîðà ç E1 â E2.

Âïðàâà 8.3. Íåõàé p ∈ [1,∞], 1/p + 1/q = 1, E = Lp (T, µ) , {a1, . . . , an} ⊂
Lp (T, µ), {b1, . . . , bn} ⊂ Lq (T, µ),

K(t, s) =

n∑
k=1

ak (t) bk (s) .

Äîâåñòè, ùî

(Ax) (t) =

∫
T

K (t, s)x (s) ds, x ∈ E

� ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð â E.

Ïðèêëàä 8.2. (Iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Âîëüòåðè.) Íåõàé E = C[a, b], ∆ =
{(t, s) | a ≤ s ≤ t ≤ b}, K ∈ C(∆),

(Ax) (t) =

t∫
a

K (t, s)x (s) ds, x ∈ E. (8.2)

Äîâåäåìî, ùî îáðàç îäèíè÷íî¨ êóëi F := A
(
B (0, 1)

)
� ïåðåäêîìïàêòíà ìíî-

æèíà â E. Î÷åâèäíî F îáìåæåíà (F ⊂ B (0, ||A||)). Â ñèëó òåîðåìè Êàíòîðà
ÿäðî K ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå íà ∆ , çîêðåìà

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ {(t1, s), (t2, s)} ⊂ ∆, |t1−t2| < δ : |K(t1, s)−K(t2, s)| <
ε

2(b− a)
.

Ïîçíà÷èìî M := ‖K‖C(∆). ßñíî, ùî ìîæíà ââàæàòè, ùî δ ≤
ε

2M . Òîäi ∀ x ∈
B (0, 1), òà ∀ {t1, t2} ⊂ [a, b] òàêèõ, ùî 0 ≤ t2 − t1 < δ, âèêîíó¹òüñÿ

|(Ax)(t1)−(Ax)(t2)| ≤
t1∫
a

|K(t1, s)−K(t2, s)|ds+
t2∫
t1

|K(t2, s)|ds ≤
ε

2
+M |t1−t2| < ε.

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà F îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà, òà çà òåîðåìîþ Àð-
öåëà � Àñêîëi ïåðåäêîìïàêòíà â E. Îòæå, A ∈ S∞ (E) .
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Òàê ñàìî ìîæíà âñòàíîâèòè êîìïàêòíiñòü ó ïðîñòîði C[a, b] iíòåãðàëüíî-
ãî îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà

(Ax) (t) =

b∫
a

K (t, s)x (s) ds, x ∈ C[a, b] (8.3)

ç ÿäðîì K ∈ C([a, b]2). Çãîäîì ìè äàìî iíøå äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ.
Íàâåäåìî ïðèêëàä íåêîìïàêòíîãî îïåðàòîðà.

Ïðèêëàä 8.3. Íåõàé E � íåñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið,
òîäi îäèíè÷íèé îïåðàòîð A = I 6∈ S∞ (E). Ñïðàâäi, A

(
B (0, 1)

)
= B (0, 1) � íå

ïåðåäêîìïàêòíà ìíîæèíà â E.

Òâåðäæåííÿ 8.2. S∞ (E1, E2) � ëiíiéíà ìíîæèíà â L (E1, E2) .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A,B ∈ S∞ (E1, E2) , λ ∈ C. Î÷åâèäíî λA ∈ S∞. Äîâåäåìî,
ùî A+B ∈ S∞. Âèêîðèñòà¹ìî âïðàâó 8.1. Íåõàé {xn} � îáìåæåíà ïîñëiäîâ-
íiñòü â E1. Ç êîìïàêòíîñòi îïåðàòîðà A âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi
{xnk

} òàêî¨, ùî {Axnk
} çáiãà¹òüñÿ â E2. Çàâäÿêè êîìïàêòíîñòi B iñíó¹ ïiäïî-

ñëiäîâíîñòü {xnkl
} òàêà, ùî {Bxnkl

} çáiæíà â E2. Òîäi {(A+B)xnkl
} çáiãà¹òüñÿ

â E2, ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ. �

Âïðàâà 8.4. Äîâåäiòü, ùî ñóìà êîìïàêòíîãî òà íåêîìïàêòíîãî îïåðàòîðiâ
íåêîìïàêòíà.

Ïðèêëàä 8.4. Ðîçãëÿíåìî â ïðîñòîði E = Lp(0, 1) îïåðàòîð (Ax)(t) = x(t) +∫ 1

0
ts2x(t)dt, x ∈ E. Òîäi A íåêîìïàêòíèé ÿê ñóìà îäèíè÷íîãî òà îäíîâèìið-

íîãî îïåðàòîðiâ.

Ïîêàæåìî, ùî äîáóòîê êîìïàêòíîãî òà îáìåæåíîãî îïåðàòîðiâ (â äîâiëü-
íîìó ïîðÿäêó) áóäå êîìïàêòíèì.

Òâåðäæåííÿ 8.3. Íåõàé Ei, (i = 1, . . . , 4) � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè,
îïåðàòîðè A ∈ S∞ (E2, E3) , B ∈ L (E1, E2) , C ∈ L (E3, E4) . Òîäi

AB ∈ S∞ (E1, E3) , CA ∈ S∞ (E2, E4) .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {xn} � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü â E1, òîäi â ñèëó îáìåæå-
íîñòi îïåðàòîðà B {Bxn} � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü â ïðîñòîði E2. Ç êîìïà-
êòíîñòi A òåïåð âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {xnk

} òàêà, ùî {ABxnk
}

çáiãà¹òüñÿ â E3. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹ êîìïàêòíiñòü AB. Êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà
CA äîâåäiòü ñàìîñòiéíî. �

Òåîðåìà 8.1. S∞ (E) � äâîñòîðîííié iäåàë â àëãåáði L(E).

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òâåðäæåíü 8.2, 8.3. �
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Íàñëiäîê 8.1. Íåõàé E � íåñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðî-
ñòið, A ∈ S∞ (E), òîäi A íå ¹ íåïåðåðâíî îáîðîòíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùîA íåïåðåðâíî îáîðîòíèé. Òîäi I = A−1A ∈ S∞ (E),
ùî ñóïåðå÷èòü ïðèêëàäó 8.3. �

Òåîðåìà 8.2. Íåõàé E1 � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, E2 � áàíàõiâ ïðî-
ñòið. Òîäi ðiâíîìiðíà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ {An} ç
E1 â E2 ¹ êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ L(E1, E2) : An ⇒ A. Ç îçíà÷åííÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi
âèïëèâà¹, ùî ∀ε > 0 ∃N : ‖AN −A‖ < ε

2 . Ç êîìïàêòíîñòi AN ìà¹ìî, ùî
ìíîæèíà AN

(
B (0, 1)

)
ïåðåäêîìïàêòíà â E2. Òîìó çà êðèòåði¹ì Ãàóñäîðôà

çíàéäåòüñÿ {y1, y2, . . . , yn} ⊂ E2 :

∀x ∈ B (0, 1) min
1≤k≤n

‖ANx− yk‖ <
ε

2
.

Î÷åâèäíî,

‖Ax− yk‖ ≤ ‖Ax−ANx‖+ ‖ANx− yk‖ ≤
ε

2
+ ‖ANx− yk‖ , x ∈ B (0, 1).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

min
1≤k≤n

‖Ax− yk‖ ≤ min
1≤k≤n

‖ANx− yk‖+
ε

2
< ε, x ∈ B (0, 1).

Îòæå, {y1, y2, . . . , yn} ¹ ε-ñiòêîþ äëÿA
(
B (0, 1)

)
. Çà êðèòåði¹ì ÃàóñäîðôàA

(
B (0, 1)

)
� ïåðåäêîìïàêòíà ìíîæèíà â E2, ùî îçíà÷à¹ êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà A. �

Íàñëiäîê 8.2. Íåõàé E1 � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, E2 � áàíàõiâ ïðî-
ñòið. Òîäi ðiâíîìiðíà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ
{An} ç E1 â E2 ¹ êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì.

Íàñëiäîê 8.3. (Iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà.) Íåõàé E = C[a, b], K ∈
C
(

[a, b]
2 ),

(Ax) (t) =

b∫
a

K (t, s)x (s) ds, x ∈ E. (8.4)

Òîäi A ∈ S∞ (E) .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ïðèêëàäîì 6.5 îïåðàòîð A ∈ L(E) òà

‖A‖ ≤ max
a≤t≤b

b∫
a

|K (t, s)| ds ≤ ‖K‖C([a,b]2) (b− a) . (8.5)
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Çà òåîðåìîþ Ñòîóíà � Âåé¹ðøòðàññà çíàéäåòüñÿ ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ

Pn (t, s) =

n∑
k,j=0

akjt
ksj : ‖K − Pn‖C([a,b]2) → 0, n→∞.

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè

(Anx) (t) =

b∫
a

Pn (t, s)x (s) ds, x ∈ E.

Î÷åâèäíî, ùî Ran (An) ⊂ ë.î. {1, t, . . . , tn}, à çíà÷èòü îïåðàòîðè An ñêií÷åí-
íîâèìiðíi. Äî òîãî æ â ñèëó (8.5)

‖A−An‖ ≤ ‖K − Pn‖C([a,b]2) (b− a)→ 0 ⇒ A ∈ S∞ (E) .

�

Âïðàâà 8.5. Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Àðöåëà � Àñêîëi äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà
A
(
B (0, 1)

)
ïåðåäêîìïàêòíà â C ([a, b]).

Çàóâàæåííÿ 8.1. Íà âiäìiíó âiä iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà Ôðåäãîëüìà îïå-
ðàòîð Âîëüòåðè (8.2) ç ïîëiíîìiàëüíèì ÿäðîì K âæå íå ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì.
Êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà (8.2) äîâåäåíà ðàíiøå çà äîïîìîãîþ îçíà÷åííÿ òà
òåîðåìè Àðöåëà � Àñêîëi.

Âïðàâà 8.6. Íåõàé E = Lp(a, b), p ∈ [1,∞], K ∈ C
(

[a, b]
2 ), A çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ (8.4). Äîâåñòè, ùîA ∈ L(E) òà ‖A‖ ≤ ‖K‖C([a,b]2) (b− a).Ïîêàçàòè,

ùî A ∈ S∞ (E) .

Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíà â âïðàâi îöiíêà äëÿ íîðìè îïåðàòîðà A â ïðî-
ñòîði Lp(a, b) íå âèïëèâà¹ àâòîìàòè÷íî ç àíàëîãi÷íî¨ îöiíêè â C[a, b]. Ïðîòå ¨¨
ëåãêî îòðèìàòè áåçïîñåðåäíüî.

8.2 Õàðàêòåðèçàöiÿ êîìïàêòíèõ îïåðàòîðiâ â ãiëü-
áåðòîâîìó òà ðåôëåêñèâíîìó ïðîñòîðàõ

Ïîêàæåìî, ùî â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði äîâiëüíèé êîìïàêòíèé îïåðàòîð ¹
ðiâíîìiðíîþ ãðàíèöåþ ñêií÷åííîâèìiðíèõ.

Òåîðåìà 8.3. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Òîäi A ∈ L (H) êîìïàêòíèé
òîäi i ëèøå òîäi, êîëè iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü {An | n ≥ 1} ñêií÷åííîâèìiðíèõ
îïåðàòîðiâ â H òàêèõ, ùî An ⇒ A.
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Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü âèïëèâà¹ ç íàñëiäêó 8.2, äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íå-
õàé A ∈ S∞ (H). Òîäi A

(
B (0, 1)

)
� ïåðåäêîìïàêòíà â H i â ñèëó êðèòåðiþ

Ãàóñäîðôà

∀ε > 0 ∃ {y1, y2, . . . , yn} ⊂ H : ∀x ∈ B (0, 1) min
1≤k≤n

‖Ax− yk‖ < ε.

Íåõàé L := ë.î. {y1, . . . , yn} òà PL � îðòîïðîåêòîð íà L. Ââåäåìî îïåðàòîð
AL := PLA ∈ L(H). Î÷åâèäíî Ran (AL) ⊂ L. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî AL �
ñêií÷åííîâèìiðíèé îïåðàòîð. Î÷åâèäíî

∀x ∈ B (0, 1) ‖Ax−ALx‖ = ρ (Ax,L) := inf
y∈L
‖Ax− y‖ ≤ min

1≤k≤n
‖Ax− yk‖ < ε⇒

‖A−AL‖ ≤ ε.

Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Çàóâàæåííÿ 8.2. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíèì â êëàñè-
÷íèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ C[a, b], lp, Lp(a, b), p ∈ [1,∞).

Íàñëiäîê 8.4. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, òîäi S2(H) ⊂
S∞ (H).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ S2 (H), {ek} � îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â H, òà ajk =
(Aek, ej) � ìàòðè÷íi åëåìåíòè A â öüîìó áàçèñi. Íàãàäà¹ìî, ùî

‖A‖22 =
∑
k,j≥1

|akj |2 <∞.

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè An, ùî âiäïîâiäàþòü çà ôîðìóëîþ (7.24) ìàòðèöÿì

An =



a11 . . . a1n . . .
...

...
...

...
an1 . . . ann . . .
0 . . . 0 . . .
0 . . . 0 . . .
...

...
...

...


Î÷åâèäíî, An ∈ S2 (H). Äî òîãî æ An ñêií÷åííîâèìiðíi, áî Ran (An) ⊂
ë.î. {e1, . . . , en}. Ìà¹ìî

‖A−An‖2 ≤ ‖A−An‖22 =
∑

j≥n+1

∑
k≥1

|ajk|2 → 0, ïðè n→∞

Îòæå, A êîìïàêòíèé, ÿê ðiâíîìiðíà ãðàíèöÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ
An. �
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Íàñëiäîê 8.5. Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið L2 (T, µ), K ∈ L2 (T × T, µ× µ),

(Ax) (t) =

∫
T

K (t, s)x (s) dµ (s) , x ∈ H.

Òîäi A ∈ S∞ (H) .

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 7.10 òà ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó. �

Ïîêàæåìî, ùî êîìïàêòíi îïåðàòîðè ïåðåâîäÿòü ñëàáêî çáiæíi ïîñëiäîâ-
íîñòi â ñèëüíî çáiæíi. Íàñòóïíå åëåìåíòàðíå òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âè-
ïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ñëàáêî¨ çáiæíîñòi.

Âïðàâà 8.7. Íåõàé E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, A ∈ L (E1, E2). Òîäi

E1 3 xn
w−→ x ∈ E1 ⇒ Axn

w−→ Ax. (8.6)

Òåïåð íåâàæêî äîâåñòè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 8.4. Íåõàé E1, E2 � ëiíiéíi íîðìîâàíi ïðîñòîðè, A ∈ S∞ (E1, E2)
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñëàáêî çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xn} â E1 ïîñëiäîâíiñòü
{Axn} ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ â E2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé xn
w−→ x E1. Äîâåäåìî, ùî Axn

s−→ Ax. Ïðèïóñòèìî âiä
ñóïðîòèâíîãî, ùî öå íå âèêîíàíî. Òîäi

∃ε > 0 ∃ {xnk
} : ∀k ≥ 1 ‖Axnk

−Ax‖ ≥ ε. (8.7)

Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {xnk
} ñëàáêî çáiæíà, à òîìó îáìåæåíà. Ç êîì-

ïàêòíîñòi A âèïëèâà¹, øî çíàéäóòüñÿ ïiäïîñëiäîâíiñòü {xnkl
} òà âåêòîð y ∈

E2 : Axnkl

s−→ y. Ç (8.6) ìà¹ìî, ùî y = Ax. Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü (8.7). �

Ó âèïàäêó ðåôëåêñèâíîãî ïðîñòîðó E1 ïðàâèëüíå i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 8.5. Íåõàé E1 � ðåôëåêñèâíèé áàíàõiâ ïðîñòið, E2 � ëiíiéíèé
íîðìîâàíèé ïðîñòið, A ∈ L (E1, E2). Òîäi A ∈ S∞ (E1, E2) òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè

∀ {xn} ⊂ E1 : xn
w−→ 0 â E1 âèêîíó¹òüñÿ Axn

s−→ 0 â E2.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 8.4. Äîâåäåìî
äîñòàòíiñòü. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü {xn} îáìåæåíà â E1. Òîäi ç ðåôëåêñèâíîñòi
E1 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi {xnk

} òà âåêòîðà x ∈ E1 òàêèõ, ùî
xnk

w−→ x. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî A(xnk
− x)

s−→ 0. Îòæå, {Axnk
} çáiæíà, à

çíà÷èòü A ∈ S∞ (E1, E2) . �

Ïîêàæåìî, ùî êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà A â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði åêâi-
âàëåíòíà êîìïàêòíîñòi ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A∗.
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Òåîðåìà 8.6. Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Òîäi A ∈ S∞(H) òîäi i ëèøå
òîäi, êîëè A∗ ∈ S∞(H).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé îïåðàòîð A êîìïàêòíèé. Òîäi çà òâåðäæåííÿì 8.3 äîáóòîê
AA∗ ∈ S∞(H). Ïðèïóñòèìî, ùî xn

w−→ 0, òîäi ç òåîðåìè 8.5 âèïëèâà¹, ùî

‖A∗xn‖2 = (AA∗xn, xn) ≤ ‖AA∗xn‖ ‖xn‖ → 0, n→∞.

Îòæå, A∗ ïåðåâîäèòü ñëàáî çáiæíó ïîñëiäîâíiñòü ó ñèëüíî çáiæíó i, çãiäíî ç
òåîðåìîþ 8.5, ¹ êîìïàêòíèì. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi A =
(A∗)∗. �

Ïðèêëàä 8.5. Íåõàé E = lp, 1 < p <∞, a = (ak)∞k=1 ∈ l∞,

Ax = (anxn)
∞
n=1 , x = (xk)∞k=1 ∈ lp.

Òîäi A ∈ S∞ (E) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè lim
n→∞

ak = 0.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî çà ïðèêëàäîì 6.3 A ∈ L(lp) òà

‖A‖ = ‖a‖∞ = sup
k≥1
|ak|.

Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. Íàãàäà¹ìî, ùî en = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, 0, . . .)
w−→ 0 â lp. Ç

êîìïàêòíîñòi A òà òåîðåìè 8.4 âèïëèâà¹, ùî |an| = ‖Aen‖ → 0. Äîâåäåìî
äîñòàòíiñòü. Íåõàé an → 0. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè

Anx = (a1x1, a2x2, . . . , anxn, 0, 0, . . .) , x = (xk)∞k=1 ∈ lp.

Î÷åâèäíî An ñêií÷åííîâèìiðíi òà

‖A−An‖ = sup
k≥n+1

|ak| → 0.

Îòæå, A êîìïàêòíèé, ÿê ðiâíîìiðíà ãðàíèöÿ ñêií÷åííîâèìiðíèõ îïåðàòîðiâ.
�

Âïðàâà 8.8. Äîâåñòè, ùî ðåçóëüòàò ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó çàëèøà¹òüñÿ âið-
íèì äëÿ p = 1, ∞.

Âïðàâà 8.9. Íåõàé E = lp, 1 ≤ p ≤ ∞, a = (ak)∞k=1 ∈ l∞,

Ax = (anxn+1)
∞
n=1 , x = (xk)∞k=1 ∈ lp.

Äîâåñòè, ùî A ∈ S∞ (E) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè lim
n→∞

ak = 0.
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Ïðèêëàä 8.6. Íåõàé E = Lp (a, b) , 1 < p < ∞, α ∈ L∞ (a, b) , A � îïåðàòîð
ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ α:

(Ax) (t) = α (t)x (t) , x ∈ E. (8.8)

Òîäi A ∈ S∞ (E)⇔ α = 0 (mod m) .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ S∞ (E). Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü xn (t) = eint. Î÷åâè-
äíî xn

w−→ 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

‖α‖Lp(a,b) = ‖Axn‖Lp(a,b) → 0.

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî α = 0 (mod m). �

Âïðàâà 8.10. Äîâåñòè, ùî ðåçóëüòàò ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó çàëèøà¹òüñÿ
âiðíèì äëÿ p = 1, ∞.

Âïðàâà 8.11. Íåõàé E = Lp (R) , 1 ≤ p ≤ ∞, α ∈ L∞ (R) ,

(Ax) (t) = α (t)x (t+ 1) , x ∈ E.

Äîâåñòè, ùî A ∈ S∞ (E)⇔ α = 0 (mod m) .

Íåõàé E � ëiíiéíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið, L � ïiäïðîñòið E. Áóäåìî êà-
çàòè, ùî L � iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið îïåðàòîðà A ∈ L(E), ÿêùî ∀ x ∈ L
âèêîíó¹òüñÿ Ax ∈ L (òîáòî A ïåðåâîäèòü L â L). Çâóæåííÿ îïåðàòîðà A íà L
áóäåìî ïîçíà÷àòè AL. Î÷åâèäíî AL ∈ L(L).

Òâåðäæåííÿ 8.4. Íåõàé L � iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið îïåðàòîðà A ∈ S∞(E).
Òîäi AL ∈ S∞(L).

Äîâåäåííÿ. Áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îçíà÷åíü êîìïàêòíîñòi òà iíâàðiàíòíîãî
ïiäïðîñòîðó îïåðàòîðà. �

Ïðèêëàä 8.7. Íåõàé E = C[a, b], α ∈ C[a, b], A � îïåðàòîð âèãëÿäó (8.8). Ïî-
êàæåìî, ùî A ∈ S∞ (E)⇔ α(t) = 0, t ∈ [a, b]. Íåõàé A ∈ S∞(E). Ïðèïóñòèìî
âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî ∃ t0 ∈ [a, b] òàêå, ùî α(t0) 6= 0. Çàâäÿêè íåïåðåðâíîñòi α
çíàéäåòüñÿ (âiäêðèòèé) iíòåðâàë ∆ ⊂ [a, b] òàêèé, ùî

inf
t∈∆
|α(t)| > 0. (8.9)

Ðîçãëÿíåìî L = {x ∈ E | x(t) = 0, t ∈ [a, b] \∆}. Î÷åâèäíî L � iíâàðiàíòíèé
ïiäïðîñòið îïåðàòîðà A. Ç óìîâè (8.9) âèïëèâà¹, ùî AL � íåïåðåðâíî îáî-
ðîòíèé îïåðàòîð â L, à òîìó AL /∈ S∞(L). Îñòàíí¹ ñóïåðå÷èòü êîìïàêòíîñòi
A.
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