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Вступ

Посiбник мiстить теоретичнi вiдомостi з теми «Ряди» у вiдпо-
вiдностi до програми курсу «Вища математика» багатоступене-
вої пiдготовки фахiвцiв технiчних спецiальностей. Розглянуто
поняття числового ряду (включаючи знакозмiннi), поняття збi-
жностi, абсолютної i умовної збiжностi. Наведено ознаки збi-
жностi. Розглянуто також ряди степеневi (Тейлора) i тригоно-
метричнi (Фур’є). Переважну бiльшiсть тверджень доведено з
дотриманням досить високого рiвня математичної строгостi. Це
дозволяє розглядати матерiал як викладений системно. Крiм
того, з практичної точки зору мати в наявностi доведення зру-
чно, оскiльки при цьому легше прийняти рiшення про вiдпо-
вiднiсть конкретної ситуацiї до меж застосування тих чи iнших
ознак, теорем, формул тощо.

Значний об’єм посiбника зумовлений значною кiлькiстю на-
ведених прикладiв, якi пояснюють специфiку принципово но-
вих термiнiв. В багатьох прикладах також розв’язано низку ти-
пових задач курсу вищої математики для студентiв технiчних
спецiальностей.

В посiбнику прийнято наступнi умовнi позначення. Озна-
чення супроводжуються символом �. Формулювання теорем
супроводжуються чорним квадратом �. Доведення теорем мi-
стяться мiж бiлими квадратами: � текст доведення �, а при-
клади – мiж бiлими трикутниками: C текст прикладу B.

В посiбнику мiстяться також iндивiдуальнi завдання в кiль-
костi 15 варiантiв i приклад розв’язку одного варiанта. Жодна
задача (крiм розвинення функцiї в ряд Фур’є) застосування
обчислювальної технiки не потребує.
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1 РЯДИ

1.1 Вступ до теорiї рядiв

1.1.1 Основнi означення

Символ
+∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · (1.1)

називають рядом, а величини an – членами ряду. Якщо величи-
ни an є числами, то ряд називають числовим, а якщо функцi-
ями – то функцiональним. Зокрема, якщо an = cnx

n, ряд нази-
вають степеневим; якщо an = cn cos (nx+ ϕn) – тригонометри-
чним (рядом Фур’є) тощо.

Вираз (1.1) є лише символом. Математична сутнiсть, яку по-
значає цей символ, потребує формулювання певного означен-
ня, оскiльки сприймати (1.1) як звичайну арифметичну суму
означає припускатися помилки. Це доводить наступний при-
клад.
C Приклад 1.1. Вираз A = 1 + 2 + 4 + 8 + · · · перетворимо

наступним чином:

A = 1 + (2 + 4 + 8 + · · · ) = 1 + 2 (1 + 2 + 4 + · · · ) .

Маємо: A = 1 + 2A, A = −1. Це протирiччя виникає через те,
що ми намагаємось розповсюдити нашi звички працювати з
сумами скiнченної кiлькостi доданкiв (групування, винесення
множника за дужки тощо) на випадок нескiнченної кiлькостi
доданкiв. Iншого джерела помилок в цьому прикладi немає. B

Сума (1.1) може виявитись конкретним числом навiть попри
те, що вона мiстить нескiнченну кiлькiсть доданкiв.
C Приклад 1.2. В (1.1) покладемо an = 3

10n−1 :

+∞∑
n=1

an =
+∞∑
n=1

3

10n−1
=

3

100
+

3

101
+

3

102
+ · · · =

= 3 + 0,3 + 0,03 + · · · = 3,(3) =
10

3
.
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Тут 3,(3) – перiодичний десятковий дрiб, на що вказують дуж-
ки пiсля коми. B

Результат останнього прикладу можна отримати, накопичу-

ючи доданки послiдовно один за одним. Позначимо S =
+∞∑
n=1

an,

де an = 3
10n−1 . Очевидно, зi збiльшенням номеру n числа an

стають дедалi меншими. Тому можна припустити, що грубе
наближення для значення S виникає при врахуваннi декiлькох
початкових доданкiв, а подальше його уточнення – при вра-
хуваннi все бiльшої кiлькостi доданкiв. Отже, найбiльш грубо
можна вважати: S ≈ a1 = 3

100 = 3. Бiльш точний результат:
S ≈ a1 + a2 = 3

100 + 3
101 = 3,3. Ще бiльш точний результат:

S ≈ a1 + a2 + a3 =
3

100
+

3

101
+

3

102
= 3,33

i т.д. Узагальнимо цi мiркування. У виразi (1.1) вiдокремимо
першi M доданкiв:

+∞∑
n=1

an = (a1 + a2 + · · ·+ aM ) + (aM+1 + aM+2 + · · · ) =

=

M∑
n=1

an +

+∞∑
n=M+1

an.

Тут в правiй частинi першу суму називають частковою сумою
ряду, а другу – залишковим членом, або залишком ряду. Вiдки-

даючи залишок ряду, можна припустити, що
+∞∑
n=1

an ≈
M∑
n=1

an.

Поступово збiльшуючи M , тобто враховуючи в частковiй
сумi все бiльшу кiлькiсть доданкiв, отримаємо (числову) послi-

довнiсть часткових сум SM =
M∑
n=1

an:

S1 = a1,

S2 = a1 + a2,

S3 = a1 + a2 + a3,

· · · ,

SM = a1 + a2 + · · ·+ aM
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i т.д. Якщо ця послiдовнiсть має скiнченну границю при пряму-
ваннi M до нескiнченностi, то цю границю i вважають сумою
ряду (1.1), а про ряд кажуть, що вiн збiгається (є збiжним).
Якщо ця послiдовнiсть має нескiнченну границю, або не має
нiякої границi взагалi, про ряд кажуть, що вiн розбiгається (є
розбiжним). Сенсу говорити про суму розбiжного ряду немає.

� Означення 1.1. Числовий ряд
+∞∑
n=1

an називають збiжним,

якщо границя S = lim
M→+∞

SM = lim
M→+∞

M∑
n=1

an послiдовностi час-

ткових сум iснує i є скiнченною. Цю границю називають су-

мою ряду.

� Означення 1.2. Числовий ряд
+∞∑
n=1

an називають розбiжним,

якщо границя S = lim
M→+∞

SM = lim
M→+∞

M∑
n=1

an послiдовностi час-

ткових сум є нескiнченною або не iснує взагалi.
C Приклад 1.3. Нехай an = (−1)n+1. Ряд

+∞∑
n=1

an =

+∞∑
n=1

(−1)n+1 = 1− 1 + 1− 1 + · · ·

має частковi суми S1 = 1, S2 = 1 − 1 = 0, S3 = 1 − 1 + 1 = 1,
S4 = 1− 1 + 1− 1 = 0, i т.д. Очевидно, послiдовнiсть 1, 0, 1, 0, · · ·
взагалi нiякої границi не має, нi скiнченної, анi нескiнченної.
Отже, ряд розбiгається. B
C Приклад 1.4. Нехай an = n. Ряд

+∞∑
n=1

an =

+∞∑
n=1

n = 1 + 2 + 3 + · · ·

є сумою арифметичної прогресiї з першим членом a1 = 1 i
рiзницею d = 1. Його частковi суми (див. п. 4.1)

SM =
2a1 + d(M − 1)

2
·M =

2 + (M − 1)

2
·M =

M2 +M

2
.

Границя послiдовностi часткових сум:

S = lim
M→+∞

SM = lim
M→+∞

M2 +M

2
= +∞,
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отже, ряд розбiгається. B
C Приклад 1.5. Нехай an = 1. Ряд

+∞∑
n=1

an =

+∞∑
n=1

1 = 1 + 1 + 1 + · · ·

має частковi суми S1 = 1, S2 = 1+1 = 2, S3 = 1+1+1 = 3, i т.д. В
загальному випадку SM = M . Границя послiдовностi часткових
сум:

S = lim
M→+∞

SM = lim
M→+∞

M = +∞,

отже, ряд розбiгається. B
C Приклад 1.6. Нехай an = 1

2n . Ряд

+∞∑
n=1

an =

+∞∑
n=1

1

2n
=

1

21
+

1

22
+ · · ·

є сумою геометричної прогресiї з першим членом a1 = 1
2 i зна-

менником q = 1
2 . Його частковi суми (див. п. 4.2)

SM =
a1
(
1− qM

)
1− q

=

1
2

(
1−

(
1
2

)M)
1− 1

2

= 1− 1

2M
.

Границя послiдовностi часткових сум:

S = lim
M→+∞

SM = lim
M→+∞

(
1− 1

2M

)
= 1 < +∞,

отже, ряд збiгається. Сума ряду дорiвнює одиницi. B
Порiвняймо три останнi приклади. Частковi суми

SM =
M2 +M

2
, SM = M, SM = 1− 1

2M

є монотонно зростаючими функцiями номеру M (чим бiльше
M , тим бiльше SM ). Справдi, при збiльшеннi M до суми SM
накопичених ранiше членiв an ми долучаємо додатковi додатнi
члени an, а це тiльки збiльшує накопичену часткову суму. Але
поведiнка функцiй SM = f(M) (тобто динамiка накопичення) в
трьох останнiх прикладах є рiзною. В прикладi 1.4 накопичення
вiдбувається з прискоренням, оскiльки кожний новий доданок
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an на одиницю бiльший за попереднiй. Графiк SM – квадрати-
чна парабола гiлками догори i опуклiстю донизу. В прикладi
1.5 накопичення є рiвномiрним, оскiльки кожний новий дода-
нок an дорiвнює попередньому (i дорiвнює одиницi). Графiк
SM – пряма. I лише в прикладi 1.6 накопичення вiдбувається з
уповiльненням, оскiльки кожний новий доданок an вдвiчi мен-
ший за попереднiй. Графiк SM – графiк показникової функцiї
з опуклiстю догори. Саме тому i виникає горизонтальна асим-
птота з рiвнянням

S = lim
M→+∞

SM = 1.

Графiк продовжує зростати, але не може «перестрибнути» че-
рез цю асимптоту. Це i означає, що границя послiдовностi час-
ткових сум iснує i є скiнченною, а вiдповiдний ряд – збiжним.

1.1.2 Гармонiчний ряд

Здавалося б, з наведених вище мiркувань випливає: якщо чле-
ни an з ростом n збiльшуються (або принаймнi не зменшую-
ться), то ряд розбiгається, а якщо зменшуються, прямуючи до
нуля, – то збiгається. Але цей висновок є хибним. Аби його
спростувати, достатньо навести приклад хоча б одного розбi-
жного ряду, члени an якого зменшуються, прямуючи до нуля.
Таким прикладом може бути так званий гармонiчний ряд. Вiн
виникає з використанням послiдовностi an = 1

n i має вигляд

+∞∑
n=1

an =

+∞∑
n=1

1

n
=

1

1
+

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · · .

Зауважимо, послiдовнiсть an = 1
n вже не є прогресiєю. До речi,

переважна бiльшiсть розлядуваних нижче рядiв – не прогресiї.
Доведемо, що гармонiчний ряд є розбiжним. Згрупуємо йо-

го доданки в «блоки» так, щоб кiлькiсть доданкiв в кожному
«блоцi» збiльшувалась за законом геометричної прогресiї:

+∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2︸︷︷︸
1 шт.

+
1

3
+

1

4︸ ︷︷ ︸
2 шт.

+
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8︸ ︷︷ ︸
4 шт.

+
1

9
+ · · ·+ 1

16︸ ︷︷ ︸
8 шт.

+ · · · .

Виявляється, що кожний «блок» (починаючи з другого) – це
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число, яке перевищує 1
2 :

1

3
+

1

4
>

1

4
+

1

4
= 2 · 1

4
=

1

2
,

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
>

1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8
= 4 · 1

8
=

1

2
,

1

9
+ · · ·+ 1

16︸ ︷︷ ︸
8 шт.

>
1

16
+ · · ·+ 1

16︸ ︷︷ ︸
8 шт.

= 8 · 1

16
=

1

2

i т.д. Ясно, що часткова сума перевищує величину
(
1 + n · 12

)
,

де n – кiлькiсть врахованих «блокiв» (починаючи з «блоку»,
який складається з числа 1

2 ). Оскiльки ця кiлькiсть є необме-
женою, то i часткова сума скiнченної границi не має. Отже,
гармонiчний ряд є розбiжним.

1.1.3 Подальшi приклади

C Приклад 1.7. Нехай an = 1√
n
. Для M -ї часткової суми ряду

+∞∑
n=1

an =

+∞∑
n=1

1√
n

=
1√
1

+
1√
2

+
1√
3

+ · · ·

маємо оцiнку

SM =
1√
1

+
1√
2

+ · · ·+ 1√
M︸ ︷︷ ︸

M шт.

>
1√
M

+
1√
M

+ · · ·+ 1√
M︸ ︷︷ ︸

M шт.

=

= M · 1√
M

=
√
M, SM >

√
M.

Оскiльки lim
M→+∞

√
M = +∞, то тим паче lim

M→+∞
SM = +∞. Отже,

ряд розбiгається. B
C Приклад 1.8. Розглянемо ряд

+∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n

)
.
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Для n-го члену ряда маємо: an = ln n+1
n = ln(n + 1) − lnn. Тодi

M -а часткова сума:

SM = a1 + a2 + · · ·+ aM =

= (ln 2− ln 1) + (ln 3− ln 2) + · · ·+ (ln(M + 1)− lnM) =

= ln(M + 1)− ln 1 = ln(M + 1).

Тодi lim
M→+∞

SM = lim
M→+∞

ln(M + 1) = +∞, i ряд розбiгається. B

Цi приклади, а також приклад гармонiчного ряду доводять
наступне. Навiть якщо члени ряду прямують до нуля, це ще не
гарантує збiжностi ряду. Iншими словами, прямування членiв
ряду до нуля ще не є достатньою умовою збiжностi.

1.2 Теореми про числовi ряди

Розглянемо декiлька теорем загального характеру.
� Теорема 1.1. Ряди

+∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · ·+ ak−1 + ak + ak+1 + · · · , (A)

+∞∑
n=k,
k>1

an = ak + ak+1 + · · · (B)

збiгаються або розбiгаються одночасно.
� Доведення. Дано: ряд (A) збiгається. Довести: ряд (В) та-

кож збiгається. За означенням збiжностi дано:

lim
M→+∞

M∑
n=1

an = S,

причому величина S iснує i є скiнченною. Маємо:

lim
M→+∞


k−1∑
n=1

an︸ ︷︷ ︸
const

+

M∑
n=k

an

 = S.
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Тут перша сума мiстить усi тi доданки, яких немає в рядi (В).
Тому друга сума i є частковою сумою ряду (В). Для її границi
маємо:

lim
M→+∞

M∑
n=k

an = S − lim
M→+∞

k−1∑
n=1

an = S − const = const,

а це i значить, що ряд (В) також збiгається. З розбiжностi ряду
(А) розбiжнiсть ряду (В) випливає аналогiчно. �

Ця теорема стверджує, що вiдкидання скiнченної кiлькостi
початкових членiв ряду не впливає на поведiнку ряду в сенсi
його збiжностi.

� Теорема 1.2. Нехай ряд
+∞∑
n=1

an збiгається. Тодi залишок

ряду прямує до нуля:

lim
M→+∞

+∞∑
n=M+1

an = 0.

� Доведення. Нехай сума ряду дорiвнює S. За означенням
збiжностi iснує i є скiнченною границя:

S = lim
k→+∞

k∑
n=1

an.

Тодi для кожного фiксованого M , M < k, маємо:

S = lim
k→+∞

(
M∑
n=1

an +

k∑
n=M+1

an

)
=

M∑
n=1

an + lim
k→+∞

k∑
n=M+1

an,

S =

M∑
n=1

an +

+∞∑
n=M+1

an. (∗)

Тут lim
k→+∞

k∑
n=M+1

an =
+∞∑

n=M+1

an, оскiльки останнiй ряд збiгається

за теоремою 1.1. Здiйснимо в рiвняннi (∗) граничний перехiд

при M → +∞. Оскiльки сума
M∑
n=1

an є частковою, то її границя

i є S. Тодi

S = S + lim
M→+∞

+∞∑
n=M+1

an,
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звiдки i випливає твердження теореми. �
Доведена теорема стверджує наступне. Якщо в частковiй

сумi SM =
M∑
n=1

an накопичити достатньо велику кiлькiсть M по-

чаткових членiв, то похибка наближеної рiвностi
+∞∑
n=1

an ≈ SM

прямує до нуля. Важливо вiдмiтити, що до нуля прямує не тiль-
ки кожний окремо взятий вiдкинутий член збiжного ряду, а
навiть сума нескiнченної кiлькостi вiдкинутих членiв, узятих
разом. Отже, ця теорема обґрунтовує практичний спосiб об-
числення суми збiжного ряду, який полягає в припиненнi на-
копичення доданкiв an в частковiй сумi SM при досягненнi до-
сить великого номеру M . Звичайно, до розбiжних рядiв такий
спосiб застосовувати не можна.
� Теорема 1.3 (про почленне множення). Нехай з одного

ряду
+∞∑
n=1

an утворено другий ряд
+∞∑
n=1

bn за правилом bn = αan,

∀n ∈ N, α = const. Якщо перший ряд збiгається i його сума
дорiвнює A, то другий ряд також збiгається, причому його сума
дорiвнює αA.
� Доведення. Позначимо M -i частковi суми першого i дру-

гого рядiв через S(1)
M , S(2)

M . Маємо:

S
(2)
M =

M∑
n=1

bn =

M∑
n=1

αan = α

M∑
n=1

an = αS
(1)
M .

Здiйснюючи граничний перехiд при M → +∞, отримуємо твер-
дження теореми. �

Ця теорема узагальнює дистрибутивнiсть множення вiдно-
сно додавання, тобто дозволяє в рiвностi

αx+ αy + · · ·+ αz = α (x+ y + · · ·+ z)

вважати кiлькiсть доданкiв нескiнченно великою, якщо вiдпо-
вiднi суми збiгаються.

� Теорема 1.4 (про почленне додавання). Нехай ряди
+∞∑
n=1

an

i
+∞∑
n=1

bn збiгаються i їх суми дорiвнюють A i B вiдповiдно. Нехай

з членiв цих двох рядiв утворено третiй ряд
+∞∑
n=1

cn за правилом
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cn = an + bn, ∀n ∈ N. Тодi цей третiй ряд також збiгається,
причому його сума дорiвнює (A+B).
� Доведення. Позначимо M -i частковi суми першого i дру-

гого рядiв через S
(1)
M , S(2)

M . Тодi часткова сума третього ряду
дорiвнює

SM = c1 + c2 + · · ·+ cM = (a1 + b1) + (a2 + b2) + · · ·+ (aM + bM ) =

= (a1 + a2 + · · ·+ aM ) + (b1 + b2 + · · ·+ bM ) = S
(1)
M + S

(2)
M .

Здiйснюючи граничний перехiд при M → +∞, отримуємо твер-
дження теореми. �

Зауважимо, зi збiжностi ряду
+∞∑
n=1

(an + bn) збiжнiсть окре-

мих рядiв
+∞∑
n=1

an i
+∞∑
n=1

bn не випливає.

� Теорема 1.5 (необхiдна умова збiжностi). Якщо ряд
+∞∑
n=1

an

збiгається, то lim
n→∞

an = 0.

� Доведення. Запишемо n-у i (n− 1)-у частковi суми:

Sn = a1 + a2 + · · ·+ an−1 + an,

Sn−1 = a1 + a2 + · · ·+ an−1.

Вiднiмаючи цi рiвняння, знаходимо:

an = Sn − Sn−1.

Очевидно, обидвi частковi суми мають однакову границю, яка
дорiвнює сумi S ряду, оскiльки вiн збiгається. Тодi, здiйснюючи
граничний перехiд при n→∞, отримуємо:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→∞

Sn − lim
n→∞

Sn−1 = S − S = 0,

що i треба було довести. �
Зауваження 1. З цiєї теореми легко отримати ознаку розбi-

жностi ряду: якщо lim
n→∞

an 6= 0, то ряд розбiгається. Доведемо

цю ознаку «вiд супротивного». Нехай ряд не розбiгається, от-
же, вiн збiгається. Тодi за теоремою 1.5 lim

n→∞
an = 0, i протирiччя

отримано.
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Зауваження 2. Остання теорема доводить: якщо ряд збiгає-
ться, то його члени прямують до нуля. Обернене твердження
(якщо члени ряду прямують до нуля, то вiн збiгається) є хи-
бним. На цьому ми вже наголошували при аналiзi гармонiчного
ряду, а також подальших прикладiв. Отже, прямування членiв
ряду до нуля є лише необхiдною умовою збiжностi ряду, але
не є достатньою умовою його збiжностi.

Остаточно маємо: lim
n→∞

an = 0 – необхiдна умова збiжностi

ряду (але не достатня), lim
n→∞

an 6= 0 – достатня умова розбiжно-

стi ряду (але не необхiдна).

1.3 Збiжнiсть додатних рядiв

1.3.1 Iдея аналiзу збiжностi додатних рядiв

При встановленнi збiжностi ряду за означенням потрiбно зро-
бити два кроки: 1) вивести формулу для часткової суми; 2) зна-
йти границю часткової суми. При такому способi встановлення
збiжностi додатковим результатом є сума ряду.

Але виведення загальної формули для часткової суми за-
звичай пов’язане зi значними труднощами. Тому часто обме-
жуються лише дослiдженням ряду на збiжнiсть (розбiжнiсть),
не знаходячи нi виразу для часткової суми, анi його границi.
Саме так ми робили, наприклад, у випадку гармонiчного ряду.

Замiсть виведення точної формули для часткової суми часто
достатньо побудувати її оцiнку, скажiмо, як в прикладi 1.7. В
цьому роздiлi наведено низку теорем про збiжнiсть, заснова-
них на такiй оцiнцi. Такi теореми називають ознаками збiжно-
стi i використовують замiсть означення збiжностi.

Найбiльш просто такi ознаки сформулювати i довести для
додатних рядiв.

� Означення 1.3. Додатним називають ряд
+∞∑
n=1

an, кожний

член якого an > 0.
За умови an > 0 дослiдження збiжностi рядiв значно спро-

щується. Для довiльного ряду маємо:

Sn+1 = (a1 + a2 + · · ·+ an) + an+1 = Sn + an+1.
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В разi додатних рядiв an+1 > 0, i тому Sn+1 > Sn. Отже, послi-
довнiсть часткових сум додатних рядiв є монотонно неспадною.
Вiдома теорема К. Вейєрштрасса1, яка стверджує, що монотон-
на обмежена послiдовнiсть має скiнченну границю. Монотон-
нiсть послiдовностi часткових сум в разi додатних рядiв вже
гарантовано. Якщо на додачу до цього ми зможемо пред’явити
число, яке жодна часткова сума не перевищує, то буде гаран-
тованою також обмеженiсть послiдовностi часткових сум. Тодi
обидвi умови теореми Вейєрштрасса виконано, i послiдовнiсть
часткових сум має скiнченну границю. Але це i означає збi-
жнiсть дослiджуваного ряду за означенням.

1.3.2 Ознака порiвняння

� Теорема 1.6 (ознака порiвняння). Розглянемо ряди
+∞∑
n=1

an

(А) i
+∞∑
n=1

bn (В), для членiв яких виконана нерiвнiсть 0 6 an 6 bn.

Якщо ряд (В) збiгається, то ряд (А) тим паче збiгається.
� Доведення. Нехай ряд (В) збiгається. Тодi iснує i є скiн-

ченною границя

S(ряду В) = lim
M→∞

S
(ряду В)
M = lim

M→∞

M∑
n=1

bn.

Оскiльки ряд (В) додатний, то при зростаннi M його частко-
вi суми не можуть зменшуватись. Тодi вони не перевищують
суму ряду (В):

S
(ряду В)
M 6 S(ряду В).

Частковi суми ряду (А) складено з членiв вiдповiдно менших,
тому

S
(ряду A)
M 6 S(ряду В)

M .

Отже,
S

(ряду A)
M 6 S(ряду В) = const,

1Карл Теодор Вiльгельм Вейєрштрасс (31 жовтня 1815 – 19 лютого 1897) –
нiмецький математик. Дослiдження Вейєрштрасса присвяченi математичному
аналiзу, теорiї функцiй, варiацiйному численню, диференцiальнiй геометрiї i
лiнiйнiй алгебрi.
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тобто послiдовнiсть часткових сум ряду (А) обмежена зверху
(конкретно кажучи, числом S(ряду В)). З iншого боку, ряд (А)
є додатним, тому послiдовнiсть його часткових сум монотонно
зростає. Отже, за теоремою Вейєрштрасса ця послiдовнiсть має
границю, що i треба було довести. �

Наслiдок. Якщо ряд
+∞∑
n=1

an (А) розбiгається i 0 6 an 6 bn,

то ряд
+∞∑
n=1

bn (В) тим паче розбiгається. Справдi, припустимо,

це не так, i ряд (В) збiгається. З цього випливала б i збiжнiсть
ряду (А), що протирiчить вихiдному припущенню.

C Приклад 1.9. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

2n · sin π
3n .

Покладемо an = 2n ·sin π
3n , bn = 2n · π3n . Кути α = π

3n – з першої
чвертi, тому sinα < α, i an < bn. Але ряд, складений з членiв
bn, збiгається як прогресiя (q = 2

3 < 1), тому наш ряд тим паче
збiгається за ознакою порiвняння. B

Зауважимо, пред’являти суму S(ряду В) =
+∞∑
n=1

bn збiжного ря-

ду в якостi числа, яке обмежує зверху послiдовнiсть частко-
вих сум ряду (А), не обов’язково. Достатньо лише знати, що
воно iснує. Iнакше кажучи, для доведення збiжностi ряду (А)
за ознакою порiвняння достатньо пред’явити сам ряд (В), про
який вiдомi двi речi: 1) вiн збiжний i 2) його члени бiльшi за
вiдповiднi члени ряду (А). В цьому випадку кажуть, що ряд (В)
виконує роль мажоранти для ряду (А). Мажоранта (В) оцiнює
ряд (А) зверху.

C Приклад 1.10. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

1√
n(n−1)

.

Маємо наступну оцiнку:

an =
1√

n(n− 1)
>

1√
n · n

=
1

n
.

Покладемо bn = 1
n , i тодi an > bn. Ряд, складений з членiв bn,

розбiгається як гармонiчний, тому наш ряд тим паче розбiгає-
ться за ознакою порiвняння. B

Зауважимо, для доведення розбiжностi ряду (А) за ознакою
порiвняння достатньо пред’явити сам ряд (В), про який вiдомi
двi речi: 1) вiн розбiжний i 2) його члени меншi за вiдповiднi
члени ряду (А). В цьому випадку кажуть, що ряд (В) виконує
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роль мiноранти для ряду (А). Мiноранта (В) оцiнює ряд (А)
знизу.

1.3.3 Ряд Дiрiхле

Рядом Дiрiхле2 називають числовий ряд, народжений послiдов-
нiстю an = 1

nx , x ∈ R. Вiн має вигляд

∞∑
n=1

1

nx
. (∗)

(Власне, iменем Дiрiхле називають ряди бiльш загального

вигляду:
∞∑
n=1

an
nz , де an i z – деякi комплекснi числа).

Нехай x = 1. Тодi ряд Дiрiхле стає гармонiчним рядом (i
тому ряд (∗) називають також узагальненим гармонiчним). При
x = 1 ряд Дiрiхле розбiгається.

Нехай тепер x < 1 (тепер x може дорiвнювати нулю або на-
вiть бути вiд’ємним; ряд Дiрiхле залишається додатним). Тодi
1 − x > 0, i n1−x > 1 для всiх n > 2. Тодi n

nx > 1, 1
nx > 1

n . По-
значимо bn = 1

n . Маємо: an > bn. Ряд з членiв bn розбiгається
як гармонiчний, тому ряд Дiрiхле при x < 1 тим паче розбiга-
ється за ознакою порiвняння. Приклад 1.7 був саме таким. Вiн
виникав при x = 1

2 < 1.
Нарештi, нехай тепер x > 1. Покладемо x = 1 + β, β > 0.

Порiвняємо ряд Дiрiхле зi збiжною геометричною прогресiєю
зi знаменником q = 1

2β
< 1. Розiб’ємо ряд Дiрiхле на «блоки»

як i у випадку гармонiчного ряду:

1

2x︸︷︷︸
1 шт.

+
1

3x
+

1

4x︸ ︷︷ ︸
2 шт.

+
1

5x
+ · · ·+ 1

8x︸ ︷︷ ︸
4 шт.

+ · · ·

1 + q + q2 + · · ·

Тут початковий доданок 1
1x вiдкинуто, оскiльки його наявнiсть

2Йоганн Петер Густав Лежен-Дiрiхле́ (нiм. Johann Peter Gustav Lejeune Di-
richlet; 13 лютого 1805, Дюрен, Францiя, зараз Нiмеччина – 5 травня 1859,
Геттiнген, Ганновер) – нiмецький математик, вiдомий значним внеском до ма-
тематичного аналiзу, теорiї функцiй комплексної змiнної та теорiї чисел.
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чи вiдсутнiсть не впливає на збiжнiсть ряду. Маємо:

1

2β︸︷︷︸
1 шт.

< 1 = q0,

1

3x
+

1

4x
<

1

2x
+

1

2x︸ ︷︷ ︸
2 шт.

=
2

2x
=

1

2x−1
=

1

2β
= q1,

1

5x
+ · · ·+ 1

8x
<

1

4x
+ · · ·+ 1

4x︸ ︷︷ ︸
4 шт.

=
4

4x
=

1

4x−1
=

1

(22)
β

=
1

(2β)
2 = q2,

i т.д. Отже, збiжний ряд
∞∑
n=1

bn =
∞∑
n=1

qn−1 = 1 + q + q2 + · · · є

мажорантою, тому ряд Дiрiхле при x > 1 збiгається за ознакою
порiвняння.

Гармонiчний ряд i збiжна прогресiя виконували роль ета-
лонiв, з якими ми порiвнювали ряд Дiрiхле при дослiдженнi
його збiжностi. Тепер, коли збiжнiсть (розбiжнiсть) ряду Дiрi-
хле встановлено (в залежностi вiд x), вiн сам може вiдiгравати
роль такого еталону.

C Приклад 1.11. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

1√
n(n2+1)

.

Маємо наступну оцiнку:

an =
1√

n(n2 + 1)
<

1√
n · n2

=
1

n3/2
.

Покладемо bn = 1
n3/2 , i тодi an < bn. Ряд, складений з членiв bn,

збiгається як ряд Дiрiхле при x = 3
2 > 1, тому наш ряд тим паче

збiгається за ознакою порiвняння. B

1.3.4 Гранична ознака порiвняння

При дослiдженнi ряду на збiжнiсть за означенням було потрi-
бно виводити формулу для часткової суми. При застосуваннi
ознаки порiвняння ми позбавились цiєї потреби, але необхi-
днiсть порiвнювати члени an i bn ще залишалась. Виявляється,
що i цiєї необхiдностi можна уникнути: достатньо порiвнюва-
ти не члени ряду, а їх асимптотичну поведiнку при n → ∞.
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Наприклад, до рядiв, складених з членiв an = 1
n2 i bn = 1

n2 +

+ sinn
n3 , ознаку порiвняння застосувати не можна, оскiльки при

зростаннi n величина sinn може виявитись як додатною, так i
вiд’ємною. Це означає, що для рiзних n може виконуватись як
нерiвнiсть an > bn, так i нерiвнiсть an < bn. Однак, в порiвняннi
з доданком 1

n2 доданок sinn
n3 швидше прямує до нуля, i ним мо-

жна знехтувати. Тому при великих n отримаємо bn ≈ 1
n2 , тобто

bn ≈ an. Це означає, що при n → ∞ члени an i bn прямують
до нуля з однаковою швидкiстю3 (мають однакову асимптоти-
чну поведiнку, тобто стають нескiнченно малими однакового
порядку малостi). Тому iнтуїтивно ясно, що ряд з членiв bn по-
винен збiгатись, бо ряд з членiв an збiгається як ряд Дiрiхле
при x = 2.

Наведенi мiркування вдається «узаконити» за допомогою
наступної теореми.
� Теорема 1.7 (гранична ознака порiвняння). Нехай з чле-

нiв an, bn двох додатних рядiв утворено вираз K = lim
n→∞

an
bn

.

Якщо K = const i K 6= 0, то ряди
∞∑
n=1

an (А) i
∞∑
n=1

bn (В) збiгаю-

ться або розбiгаються одночасно.
� Доведення. За означенням границi послiдовностi, припу-

скаючи bn 6= 0, маємо:∣∣∣∣anbn −K
∣∣∣∣ < ε, an < bn(K + ε).

Нехай ряд (B) збiгається. Тодi ряд з членiв b′n = bn(K+ ε) також
збiгається за теоремою 1.3. Тодi з нерiвностi an < b′n випливає
збiжнiсть ряду (A) за ознакою порiвняння (b′n – мажоранта).

Нехай тепер ряд (В) розбiгається, i K 6= 0. Тодi ряд (А) та-
кож розбiгається. Справдi, припустимо, це не так, i ряд (А) –
збiжний. Маємо:

lim
n→∞

bn
an

=
1

K
,

∣∣∣∣ bnan − 1

K

∣∣∣∣ < ε, bn < an

(
1

K
+ ε

)
.

Тодi ряд з членiв a′n = an
(

1
K + ε

)
також є збiжним за теоремою

1.3. Тодi з нерiвностi bn < a′n випливає збiжнiсть ряду (В) за
3Нагадаємо, одного лише прямування членiв до нуля ще не достатньо для

збiжностi. Для збiжностi треба, щоб вони не тiльки прямували до нуля, а ще
й робили це достатньо швидко. Наприклад, ряд Дiрiхле збiгається не тодi,
коли його члени прямують до нуля, а тодi, коли вони це роблять хоча б трохи
швидше, нiж члени гармонiчного ряду.
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ознакою порiвняння (a′n – мажоранта), а це протирiчить розбi-
жностi ряду (В). �
C Приклад 1.12. Дослiдити на збiжнiсть ряд

∞∑
n=1

bn =

∞∑
n=1

(
1

n2
+

sinn

n3

)
.

Для порiвняння утворимо еталонний ряд з членами an = 1
n2 .

Вiн збiгається як ряд Дiрiхле при x = 2 > 1. Маємо:

K = lim
n→∞

1
n2

1
n2 + sinn

n3

= lim
n→∞

1

1 + sinn
n

=
1

1 + 0
= 1 6= 0.

Отже, ряд з членiв bn є збiжним за граничною ознакою порiв-
няння. Нашi iнтуїтивнi мiркування пiдтвердились. B
C Приклад 1.13. За допомогою граничної ознаки порiвняння

встановити розбiжнiсть гармонiчного ряду.
Для дослiджуваного ряду з членами bn = 1

n оберемо ета-
лонний ряд з членами an = ln

(
1 + 1

n

)
. Вiн є розбiжним (див.

приклад 1.8). Маємо:

K = lim
n→∞

ln
(
1 + 1

n

)
1
n

= lim
t→0

ln (1 + t)

t
= lim
t→0

1
1+t

1
= 1 6= 0

(ввели замiну t = 1
n i скористались правилом Лопiталя4). Отже,

гармонiчний ряд – також розбiжний. B

C Приклад 1.14. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

tg 1√
n
.

За умовою an = tg 1√
n
. Для порiвняння утворимо еталонний

ряд з членами bn = 1√
n
. Вiн розбiгається як ряд Дiрiхле при

x = 1
2 < 1. Маємо:

K = lim
n→∞

tg 1√
n

1√
n

= lim
t→0

tg t

t
= 1 6= 0.

Отже, ряд з членiв an є розбiжним за граничною ознакою по-
рiвняння. B

4Гiйом Франсуа Антуан де Лопiталь (фр. Guillaume François Antoine de
L’Hôpital; 1661, Париж – 2 лютого 1704, Париж) – французький математик,
член Французької Академiї Наук. Автор першого друкованого пiдручника з
диференцiального числення (1696).
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1.3.5 Радикальна ознака Кошi

Далi розглядатимемо радикальну ознаку Кошi5 i ознаку Да-
ламбе́ра6. Вони обидвi базуються на порiвняннi дослiджувано-
го ряду з геометричною прогресiєю. Ми наведемо т.зв. грани-
чну форму цих ознак.
� Теорема 1.8 (радикальна ознака Кошi). Для додатного

ряду
∞∑
n=1

an (А) утворимо послiдовнiсть Cn = n
√
an i обчислимо

границю C = lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

n
√
an. Якщо C < 1, то ряд збiгається,

а якщо C > 1 – то ряд розбiгається.
� Доведення. Нехай C < 1. Доведемо збiжнiсть ряду (А). За

означенням границi маємо

|Cn − C| < ε, C − ε < Cn < C + ε,

n
√
an < C + ε. (1.2)

Величину ε ми можемо обрати в довiльний спосiб, аби лише
вона залишалась додатною, ε > 0. При цьому означення грани-
цi нам гарантує, що нерiвнiсть (1.2) буде виконаною при будь-
яких номерах n, принаймнi починаючи з деякого номера (якщо
для деяких початкових номерiв ця нерiвнiсть не виконана, то
вiдповiднi члени ряду можна вiдкинути, i це не вплине на збi-
жнiсть ряду за теоремою 1.1). Тодi покладемо ε = 1−C

2 > 0,
оскiльки C < 1. Позначимо q = C + ε = C + 1−C

2 = 1+C
2 . Очеви-

дно, q < 1, оскiльки C < 1. Тодi нерiвнiсть (1.2) набуває вигляду

n
√
an < q, an < qn.

Утворимо геометричну прогресiю зi знаменником q i першим
членом b1 = q, тодi n-й член bn = b1q

n−1 = q · qn−1 = qn, i на-
ша нерiвнiсть набуває вигляду: an < bn. Але сума прогресiї –
збiжна, бо q < 1. Тодi ряд (А) – збiжний за ознакою порiвняння.

Нехай тепер C > 1. Доведемо розбiжнiсть ряду (А). За озна-
ченням границi маємо також

C − ε < n
√
an. (1.3)

5Огюсте́н Луї Кошi (фр. Augustin Louis Cauchy; 21 серпня 1789, Париж – 23
травня 1857) – французький математик, член Паризької Академiї Наук (1816),
Петербурзької Академiї Наук (1831).

6Жан ле Рон д’Аламбер (фр. Jean le Rond d’Alembert; 16 листопада 1717, Па-
риж – 29 жовтня 1783, Париж) – французький фiлософ-енциклопедист, фiзик,
математик.
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Покладемо ε = C−1
2 > 0, оскiльки C > 1. Позначимо

Q = C − ε = C − C − 1

2
=
C + 1

2
.

Очевидно, Q > 1, оскiльки C > 1. Тодi нерiвнiсть (1.3) набуває
вигляду

Q < n
√
an, Qn < an.

Утворимо геометричну прогресiю зi знаменником Q i першим
членом B1 = Q, тодi n-й член Bn = B1Q

n−1 = Q · Qn−1 = Qn,
i наша нерiвнiсть набуває вигляду: Bn < an. Але сума прогре-
сiї – розбiжна, бо Q > 1. Тодi ряд (А) – розбiжний за ознакою
порiвняння. �

C Приклад 1.15. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

(
n

2n+5

)n
.

За умовою an =
(

n
2n+5

)n
. Маємо: Cn = n

√
an = n

2n+5 ,

C = lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

n

2n+ 5
=

1

2
< 1.

Отже, ряд збiгається за радикальною ознакою Кошi. B

C Приклад 1.16. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

(
1 + 1

n

)n2

.

За умовою

an =

(
1 +

1

n

)n2

=

(
1 +

1

n

)n·n
=

[(
1 +

1

n

)n]n
.

Маємо: Cn = n
√
an =

(
1 + 1

n

)n
,

C = lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e ≈ 2,71828 > 1.

Отже, ряд розбiгається за радикальною ознакою Кошi. B
Зауважимо, при C = 1 ряд може як збiгатись, так i розбi-

гатись. В цьому разi радикальна ознака Кошi виявляється не-
чутливим iнструментом дослiдження, i тодi питання про збi-
жнiсть розв’язують iншими засобами.

C Приклад 1.17. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

(
1 + 1

n

)n
.
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За умовою an =
(
1 + 1

n

)n
. Маємо: Cn = n

√
an =

(
1 + 1

n

)
,

C = lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
= 1.

Отже, питання про збiжнiсть за допомогою радикальної ознаки
Кошi в даному разi вирiшити не можна. Але iншими засобами
питання вирiшується просто. Маємо:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e 6= 0.

Отже, необхiдну умову збiжностi ряду не виконано (або вико-
нано достатню умову розбiжностi ряду), ряд розбiгається. B
C Приклад 1.18. Застосувати радикальну ознаку Кошi до

ряду Дiрiхле i зробити висновок про непридатнiсть цiєї ознаки
в цьому випадку.

За умовою an = 1
nx , x ∈ R. Маємо:

Cn = n
√
an =

(
1

nx

) 1
n

= n−
x
n = elnn

− x
n = e−

x
n ·lnn = e−x·

lnn
n .

Тодi

C = lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

e−x·
lnn
n = e

lim
n→∞

(−x· lnnn )
=

= e
−x· lim

n→∞
lnn
n = e

−x· lim
n→∞

1
n
1 = e−x·0 = 1

(при знаходженнi границi lim
n→∞

lnn
n скористались правилом Ло-

пiталя). Отже, радикальна ознака Кошi в цьому випадку є не-
придатною. При цьому C = 1 незалежно вiд x, а сам ряд може
як збiгатись (при x > 1), так i розбiгатись (при x 6 1), що було
встановлено вище. B

1.3.6 Ознака Даламбера

Формулювання i доведення ознаки Даламбера

� Теорема 1.9 (ознака Даламбера). Для додатного ряду
∞∑
n=1

an

(А) утворимо послiдовнiсть Dn = an+1

an
i обчислимо границю
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D = lim
n→∞

Dn = lim
n→∞

an+1

an
. Якщо D < 1, то ряд збiгається, а якщо

D > 1 – то ряд розбiгається.
� Доведення. Нехай D < 1. Доведемо збiжнiсть ряду (А). За

означенням границi маємо

|Dn −D| < ε, D − ε < an+1

an
< D + ε,

an+1 < an (D + ε) . (1.4)

Покладемо ε = 1−D
2 > 0, оскiльки D < 1. Позначимо

q = D + ε = D +
1−D

2
=

1 +D

2
.

Очевидно, q < 1, оскiльки D < 1. Тодi нерiвнiсть (1.4) набуває
вигляду

an+1 < qan. (1.5)

Утворимо геометричну прогресiю зi знаменником q i довiль-
ним першим членом b1, b1 > a1. Сума цiєї прогресiї є збiжним
рядом, оскiльки q < 1. Випишемо нерiвнiсть (1.5) при декiлькох
початкових номерах n:

n = 1 : a2 < qa1 < qb1 = b2, a2 < b2,

n = 2 : a3 < qa2 < qb2 = b3, a3 < b3,

n = 3 : a4 < qa3 < qb3 = b4, a4 < b4

i т.д. Тодi ряд (А) – збiжний за ознакою порiвняння.
Нехай тепер D > 1. Доведемо розбiжнiсть ряду (А). За озна-

ченням границi маємо також

(D − ε) an < an+1. (1.6)

Покладемо ε = D−1
2 > 0, оскiльки D > 1. Позначимо

Q = D − ε = D − D − 1

2
=
D + 1

2
.

Очевидно, Q > 1, оскiльки D > 1. Тодi нерiвнiсть (1.6) набуває
вигляду

an+1 > Qan. (1.7)
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Утворимо геометричну прогресiю зi знаменником Q i довiль-
ним першим членом B1, B1 < a1. Сума цiєї прогресiї є розбi-
жним рядом, оскiльки Q > 1. Випишемо нерiвнiсть (1.7) при
декiлькох початкових номерах n:

n = 1 : a2 > Qa1 > QB1 = B2, a2 > B2,

n = 2 : a3 > Qa2 > QB2 = B3, a3 > B3,

n = 3 : a4 > Qa3 > QB3 = B4, a4 > B4

i т.д. Тодi ряд (А) – розбiжний за ознакою порiвняння. �

Короткi вiдомостi про факторiал

Перед наведенням прикладiв подамо основнi вiдомостi про фа-
кторiал. Факторiа́л натурального числа n (позначається n!) –
це добуток усiх натуральних чисел вiд одиницi до даного чи-
сла. Наприклад, 2! = 1 · 2 = 2, 3! = 1 · 2 · 3 = 6, i т.д. Приймають
0! = 1, 1! = 1.

Факторiал – це дуже швидко зростаюча функцiя. Напри-
клад, 10! ≈ 3,6 · 106, 50! ≈ 3,0 · 1064. Для дуже великих значень n
вiдома наближена формула Стiрлiнга:

n! ≈
(n
e

)n√
2πn.

Як бачимо, факторiал зростає швидше навiть за показнико-
ву (зокрема, експоненцiальну) функцiю: у експоненцiальної
функцiї зростає лише показник степеня, а факторiал близький
до показниково-степеневої функцiї; його зростання зумовлене
зростанням i показника степеня, i його основи.

Вiдношення факторiалiв зручно скорочувати. Наприклад:

(n+ 1)!

n!
=

1 · 2 · . . . · n · (n+ 1)

1 · 2 · . . . · n
= n+ 1,

(n+ 2)!

n!
=

1 · 2 · . . . · n · (n+ 1) · (n+ 2)

1 · 2 · . . . · n
= (n+ 1)(n+ 2).

Приклади застосування ознаки Даламбера

C Приклад 1.19. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

2n

n! .
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За умовою an = 2n

n! . Тодi an+1 = 2n+1

(n+1)! (просто переписуємо
формулу для an, тiльки записуємо (n + 1) всюди замiсть n).
Маємо:

D = lim
n→∞

an+1

an
= lim
n→∞

2n+1

(n+ 1)!
· n!

2n
= lim
n→∞

2

n+ 1
= 0 < 1,

i ряд збiгається за ознакою Даламбера. Це цiлком очiкуваний
результат, оскiльки за рахунок факторiалу члени ряду дуже
швидко прямують до нуля. B

C Приклад 1.20. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

nxn−1 при

всiх x > 0.
За умовою an = nxn−1. Тодi an+1 = (n+1)x(n+1)−1 = (n+1)xn.

Маємо:

Dn =
an+1

an
=

(n+ 1)xn

nxn−1
= x · n+ 1

n
,

D = lim
n→∞

Dn = lim
n→∞

(
x · n+ 1

n

)
= x.

Отже, при 0 < x < 1 ряд збiгається, а при x > 1 – розбiгається
за ознакою Даламбера.

При x = 1 ознака Даламбера є непридатною, тому рiшення
про збiжнiсть отримаємо в iнший спосiб. При x = 1 маємо ряд:

∞∑
n=1

n · 1n−1 =

∞∑
n=1

n = 1 + 2 + 3 + · · · .

Очевидно, в цьому разi ряд є розбiжним. B
Ознака Даламбера, як i ознака Кошi, може «спрацювати»

лише при D 6= 1. При D = 1 ряд може виявитись як збiжним,
так i розбiжним.
C Приклад 1.21. Застосувати ознаку Даламбера до ряду Дiрi-

хле i зробити висновок про непридатнiсть цiєї ознаки в цьому
випадку.

За умовою an = 1
nx , x ∈ R. Маємо: an+1 = 1

(n+1)x ,

Dn =
an+1

an
=

1

(n+ 1)x
· n

x

1
=

nx

(n+ 1)x
=

(
n

n+ 1

)x
,

D = lim
n→∞

Dn = lim
n→∞

(
n

n+ 1

)x
=

(
lim
n→∞

n

n+ 1

)x
= 1x = 1.
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Отже, ознака Даламбера в цьому випадку виявилась недоста-
тньо чутливим iнструментом, оскiльки D = 1 незалежно вiд
x, а ряд може як збiгатись (при x > 1), так i розбiгатись (при
x 6 1), що було встановлено вище. B

Про порiвняння ознак

Нехай до деякого ряду
∑
an намагались застосувати ознаку Даламбера i радикальну

ознаку Кошi i побудували вирази D = lim
n→∞

an+1
an

i C = lim
n→∞

n
√
an. Можна довести [1]

наступне: якщо iснує границя D, то iснує i границя C, причому C = D. Але обернене
твердження є хибним. А саме, якщо iснує границя C, то iснування границi D ще не гаран-

тується. Наприклад, для ряду
∞∑
n=1

(−1)n+3

2n+1 (приклад запозичено з [1]) можна отримати

C = 1
2 , в той час як D не iснує взагалi. Отже, якщо за допомогою ознаки Даламбера

вдається прийняти рiшення про збiжнiсть, то за допомогою радикальної ознаки Кошi теж
можливо прийняти рiшення, причому таке саме. Але не навпаки: якщо за допомогою ра-
дикальної ознаки Кошi вдається прийняти рiшення про збiжнiсть, то «спрацьовування»
ознаки Даламбера при цьому ще не гарантується. Це означає, що радикальна ознака Кошi
є бiльш сильною (потужною) за ознаку Даламбера.

Тодi виникають такi питання: 1) в чому причина обмеженостi потужностi ознак; 2) як
знайти бiльш потужну ознаку; 3) чи iснує найбiльш потужна (унiверсальна) ознака.

Радикальна ознака Кошi i ознака Даламбера мають обмежену потужнiсть з наступної
причини. Вони заснованi на порiвняннi дослiжуваного ряду з геометричною прогресiєю,
а для кожного збiжного (розбiжного) ряду (в тому числi i для прогресiї) завжди можна
знайти ряд, який збiгається (розбiгається) ще повiльнiше [1]. Повернемось до прикладу
1.8. Нехай ми хочемо довести розбiжнiсть ряду з членами an = ln(1 + 1

n ) за допомо-
гою радикальної ознаки Кошi або ознаки Даламбера. Нагадаємо, частковi суми в цьому
прикладi дорiвнювали SM = ln(M + 1). Отже, потрiбно знайти розбiжну (тобто q > 1)

прогресiю з членами bn, яка б накопичувала свої частковi суми S∗M =
b1

(
qM−1

)
q−1 ще по-

вiльнiше. Якби вдалося знайти таке q > 1, що SM > S∗M при будь-яких великих M , тодi
б ми могли сказати: прогресiя розбiжна, тому дослiджуваний ряд тим паче розбiжний.
Але проблема якраз в тому, що таке q не iснує. Справдi, функцiя SM є логарифмiчною
(швидкiсть зростання уповiльнюється), а функцiя S∗M – показникова з основою q > 1
(швидкiсть зростання прискорюється). Тому для всiх досить великих M виконується як
раз протилежна нерiвнiсть SM < S∗M , тобто розглядуваний ряд накопичує свої частковi
суми повiльнiше за будь-яку розбiжну прогресiю. Отже, нiяка прогресiя не може слугу-
вати еталоном для доведення розбiжностi розглядуваного ряду за ознакою порiвняння.
Власне, в цьому i полягає причина обмеженостi потужностi ознак Даламбера i Кошi.

Тодi вiдповiдь на друге запитання проста: для створення бiльш потужних ознак їх
треба засновувати на порiвняннi з еталонними рядами, якi збiгаються (розбiгаються) по-
вiльнiше за прогресiю. Так, ознака Раабе заснована на порiвняннi дослiджуваного ряду з
рядом Дiрiхле, а вiн «повiльнiший» за прогресiю (згадайте: нi радикальна ознака Кошi, нi
ознака Даламбера «не впорались» з рядом Дiрiхле).

Вiдповiдь на третє запитання, на жаль, негативна: унiверсального ряду, який є «най-
повiльнiшим», не iснує [1]. Це означає, що можна придумати як завгодно тонку i чутливу
ознаку збiжностi (засновану на порiвняннi), i для неї завжди знайдеться настiльки «по-
вiльний» ряд, що вона з ним «не впорається».

1.3.7 Iнтегральна ознака Кошi

Сформулюємо без доведення ознаку Кошi–Маклорена (її на-
зивають також iнтегральною ознакою Кошi).
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� Теорема 1.10 (iнтегральна ознака Кошi). Нехай функцiя
f(x), визначена при x > n0, є 1) неперервною, 2) додатною

(f(x) > 0), 3) монотонно спадною. Тодi ряд
∞∑

n=n0

f(n) збiгається

або розбiгається одночасно з iнтегралом
∞∫
n0

f(x) dx.

Тут невласний iнтеграл розумiють як границю:

∞∫
n0

f(x) dx = lim
A→∞

A∫
n0

f(x) dx.

C Приклад 1.22. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=2

1
n ln2 n

.

За умовою an = 1
n ln2 n

. Утворимо функцiю f(x) = 1
x ln2 x

. Оче-
видно, f(n) = an. Очевидно також, що f(x) задовольняє усi ви-
моги iнтегральної ознаки Кошi при n0 = e. Маємо:

∞∫
n0

f(x) dx = lim
A→∞

A∫
e

1

x ln2 x
dx =

t = lnx
dt = dx

x
x = e ⇒ t = 1

x = A ⇒ t = lnA

=

= lim
A→∞

lnA∫
1

dt

t2
= lim
A→∞

1

t

∣∣∣∣1
lnA

= lim
A→∞

(
1− 1

lnA

)
= 1.

Отже, ряд збiгається за iнтегральною ознакою Кошi. B

C Приклад 1.23. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=2

1
n lnn .

За умовою an = 1
n lnn . Утворимо функцiю f(x) = 1

x ln x . Оче-
видно, f(n) = an. Очевидно також, що f(x) задовольняє усi
вимоги iнтегральної ознаки Кошi при n0 = e. Маємо:

∞∫
n0

f(x) dx = lim
A→∞

A∫
e

1

x lnx
dx =

t = lnx
dt = dx

x
x = e ⇒ t = 1

x = A ⇒ t = lnA

=

= lim
A→∞

lnA∫
1

dt

t
= lim
A→∞

ln t|lnA1 = lim
A→∞

(ln lnA− ln 1) =∞.
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Отже, ряд розбiгається за iнтегральною ознакою Кошi. B

1.4 Збiжнiсть знакозмiнних рядiв

1.4.1 Вступне зауваження

Питання про збiжнiсть додатних рядiв вирiшується завдяки на-
явностi багатьох ознак збiжностi. Але цi ознаки стають непри-
датними (принаймнi – без певної модифiкацiї) для рядiв, якi
мiстять члени рiзних знакiв.

Принципово новим є випадок, коли ряд мiстить необмеже-
ну кiлькiсть i додатних, i вiд’ємних членiв. Справдi, нехай кiль-
кiсть вiд’ємних членiв скiнченна. Тодi їх можна вiдкинути за
теоремою 1.1. Якщо скiнченною є кiлькiсть додатних членiв, то
можна вiдкинути їх, а з решти членiв (вони усi вiд’ємнi) вине-
сти мiнус одиницю за дужки за теоремою 1.3. В обох випадках
уся справа зводилась би до дослiдження додатного ряду.
� Означення 1.4. Знакозмiнним називають числовий ряд,

який мiстить необмежену кiлькiсть i додатних, i вiд’ємних чле-
нiв.

1.4.2 Абсолютна збiжнiсть

Розглянемо ряд
∞∑
n=1

an, який мiстить необмежену кiлькiсть як

додатних, так i вiд’ємних членiв an. Кожному такому ряду по-
ставимо у вiдповiднiсть другий ряд, складений з модулiв членiв
першого: cn = |an|. Маємо:

∞∑
n=1

an = a1 + a2 + · · · , (A)

∞∑
n=1

cn =

∞∑
n=1

|an| = |a1|+ |a2|+ · · · = c1 + c2 + · · · . (C)

� Означення 1.5. Якщо ряд (С) збiгається, то ряд (А) нази-
вають збiжним абсолютно.

Зауважимо, якщо ряд (А) збiгається абсолютно, то за цим
означенням збiгається ряд (С), а не ряд (А).

31



� Теорема 1.11. Якщо ряд збiгається абсолютно, то вiн збi-
гається.

На перший погляд, це формулювання виглядає як тавтоло-
гiя. Але насправдi йдеться про два рiзних ряди – (А) i (С). I
цiлком можливо, що ряд (А) збiгається, а ряд (С) розбiгається
(такi приклади ми наведемо нижче). Але, як виявляється, не
можна навести таких прикладiв, щоб ряд (С) збiгався, а ряд
(А) розбiгався. Теорема стверджує саме це: якщо ряд (А) збiга-
ється абсолютно (тобто якщо ряд (С) є збiжним), то збiгається
i ряд (А). Iнакше: при абсолютнiй збiжностi ряду (А) означе-
ння нам гарантує збiжнiсть ряду (С), а теорема (на додачу до
цього) – також збiжнiсть i самого ряду (А).
� Доведення. Дано: ряд (С) – збiжний. Довести: ряд (А) –

також збiжний. Отже, достатньо довести, що границя

lim
M→∞

SM = lim
M→∞

(a1 + a2 + · · ·+ aM )

часткової суми SM ряду (А) iснує i є скiнченною.
Нехай серед M перших членiв an ряду (А) m штук вiд’ємнi i

k = M −m штук невiд’ємнi. Очевидно, числа k i m однозначно
залежать вiд M i прямують до нескiнченностi кожне разом з
M . Зберiгаючи мiсця членiв ряду, невiд’ємнi члени позначи-
мо через p1, p2, · · · , pk. Позначимо також Pk = p1 + p2 + · · ·+ pk –
«додатна частина» часткової суми SM . Модулi решти членiв по-
значимо через q1, q2, · · · , qm – додатнi числа. Позначимо також
Qm = q1 + q2 + · · ·+ qm – «вiд’ємна частина» часткової суми SM .
Тепер часткова сума ряду (А): SM = Pk −Qm.

Нехай S∗M – часткова сума ряду (С). Тодi S∗M = Pk + Qm. За
умовою ряд (С) збiгається, тому границя S∗ = lim

M→∞
S∗M iснує i

є скiнченною. Послiдовнiсть S∗M – монотонно зростаюча, тому
S∗M 6 S

∗. Але Qm > 0. Тодi

Pk = S∗M −Qm < S∗M 6 S
∗ = const.

Отже, послiдовнiсть Pk обмежена зверху. Крiм того, вона, оче-
видно, є монотонно зростаючою. Тому за теоремою Вейєр-
штрасса iснує i є скiнченною границя

P = lim
k→∞

Pk = lim
M→∞

Pk

(нагадаємо, k однозначно залежить вiд M i прямує до нескiн-
ченностi разом з M ). Аналогiчно доводиться iснування скiн-
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ченної границi
Q = lim

m→∞
Qm = lim

M→∞
Qm.

Отже,

lim
M→∞

SM = lim
M→∞

(Pk −Qm) = lim
M→∞

Pk − lim
M→∞

Qm = P −Q,

тобто ця границя iснує i є скiнченною. Тодi ряд (А) збiгається
за означенням збiжностi. �

Наслiдок. Якщо знакозмiнний ряд
∞∑
n=1

an (А) розбiгається, то

ряд
∞∑
n=1
|an| =

∞∑
n=1

cn (С), утворений з модулiв його членiв, також

розбiгається. Справдi, якби ряд (С) збiгався, то ряд (А) збiгав-
ся би абсолютно за означенням абсолютної збiжностi, тодi за
теоремою збiгався би i сам ряд (А).

Зауваження 1. За умови збiжностi ряду (С) ми довели збi-
жнiсть ряду (А) i назвали її абсолютною. Цiєю назвою ми хо-
чемо пiдкреслити, що ряд (А) збiгається не тому, що члени
an, маючи рiзнi знаки, компенсують один одного, а тому що
цi члени за модулем (тобто за абсолютним значенням) стають
малими досить швидко (саме тому ряд (С) збiгається).

Зауваження 2. Збiжнiсть ряду (С), будучи достатньою умо-
вою збiжностi ряду (А), не є необхiдною умовою його збiжно-
стi. Це значить, що ряд (А) в деяких випадках може збiгатись,

навiть якщо розбiгається ряд (С). В таких випадках збiжнiсть
ряду (А) зумовлена, як ми побачимо нижче, саме взаємною
компенсацiєю сусiднiх членiв рiзних знакiв, а не швидкiстю їх
прямування до нуля.

1.4.3 Умовна збiжнiсть. Ряд Лейбнiца

В попередньому пунктi наголошувалось, що iснує збiжний зна-
козмiнний ряд, який не збiгається абсолютно (тобто розбiжним
виявляється iнший ряд, складений з модулiв членiв першого).
Про таку збiжнiсть першого ряду кажуть, що вона є умовною.
� Означення 1.6. Якщо ряд (А) збiгається, а утворений з

модулiв його членiв ряд (С) розбiгається, то кажуть, що ряд
(А) збiгається умовно.

Приклади умовно збiжних рядiв легко знайти серед знако-
почергових рядiв.
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Знакозмiннi (рос. – знакопеременные) ряди мiстять необме-
жену кiлькiсть i додатних членiв, i вiд’ємних, але порядок роз-
ташування знакiв членiв може бути довiльним. Iснує окремий
випадок знакозмiнних рядiв: т.зв. знакопочерговi7 (рос. – зна-
кочередующиеся) ряди.
� Означення 1.7. Знакозмiнний ряд, два будь-яких сусiднiх

члени якого мають рiзнi знаки, називають знакопочерговим.
Рiзницю мiж знакозмiнним i знакопочерговим рядами про-

iлюструємо таким прикладом. Ряд

1− 1

2
− 1

3
+

1

4
− 1

5
− 1

6
+ · · ·

є знакозмiнним, але не є знакопочерговим, а ряд

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · · (1.8)

є i знакозмiнним, i, зокрема, знакопочерговим.
Аби задати типовий член знакопочергового ряду, зручно

скористатись множником (−1)n. На математичному жаргонi йо-
го можна назвати блимавкою. Справдi, до кожного члену ряду
буде приєднуватись знак «плюс» або «мiнус» залежно вiд пар-
ностi номера члена. Це i гарантуватиме протилежнiсть знакiв
будь-яких сусiднiх членiв ряду.

Ймовiрно, найпопулярнiшим прикладом умовно збiжного
ряду є ряд лейбнiцевського типу. Так називають знакопочер-
говий числовий ряд, модулi членiв якого монотонно прямують
до нуля. Власне, сам Лейбнiц8 розглядав ряд

∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·

i довiв, що вiн збiжний i його сума дорiвнює π
4 (див. також

с. 59, приклад 1.37).

7При аналiзi україномовного сегменту мережi Iнтернет станом на березень
2018 року з’ясувалось, що для позначення рядiв, в яких два будь-яких сусi-
днiх члени мають рiзнi знаки, використовуються термiни «знакопочерговий»,
«знакопочережний» i «знакоперемiжний».

8Го́тфрiд Вiльге́льм Ле́йбнiц (нiм. Gottfried Wilhelm Leibniz; 1 липня 1646,
Лейпциг – 14 листопада 1716, Ганновер) – провiдний нiмецький фiлософ, логiк,
математик, фiзик, мовознавець та дипломат. Сучасник, опонент i спiвавтор
I. Ньютона.
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Ми в якостi ряду лейбнiцевського типу розглянемо ряд (1.8),
який подамо у виглядi

σ =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · · .

(В подальшому, на с. 59, приклад 1.36, ми зможемо навiть об-
числити цю суму i з’ясувати, що вона є скiнченною i дорiвнює
ln 2).

Очевидно, цей ряд не є абсолютно збiжним: спроба «вида-
лити мiнуси» при знаходженнi модулiв членiв перетворює ряд
на гармонiчний, а вiн розбiгається. Разом з тим, завдяки на-
явностi мiнусiв цей ряд збiгається (вже не абсолютно, тобто
умовно). Доведемо це.

Спочатку подамо ряд в такiй формi, щоб стали зрозумiлими
властивостi часткових сум, складених з парної кiлькостi членiв
ряду. Маємо:

σ =

(
1− 1

2

)
+

(
1

3
− 1

4

)
+

(
1

5
− 1

6

)
+ · · ·

Тут кожна «дужка» додатна, тому послiдовнiсть часткових сум
парної кiлькостi членiв монотонно зростає. З iншого боку:

σ = 1−
(

1

2
− 1

3

)
−
(

1

4
− 1

5

)
− 1

6
+ · · ·

Тут кожна «дужка» також додатна, тому послiдовнiсть частко-
вих сум парної кiлькостi членiв обмежена зверху (зокрема, не
перевищує одиницi). Отже, за теоремою Вейєрштрасса ця по-
слiдовнiсть має скiнченну границю

Sпарне = lim
M→∞

S2M .

Розглянемо тепер частковi суми, якi складаються з непарної
кiлькостi доданкiв:

S2M+1 = S2M + a2M+1 = S2M +
(−1)(2M+1)+1

2M + 1
= S2M +

1

2M + 1
.

Здiйснимо тут граничний перехiд при M →∞:

Sнепарне = lim
M→∞

S2M+1 = lim
M→∞

S2M + lim
M→∞

1

2M + 1︸ ︷︷ ︸
=0

= Sпарне.
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Тому iснує i є скiнченною границя

σ = lim
M→∞

SM = Sпарне = Sнепарне

при довiльнiй парностi числа M . Це i доводить збiжнiсть роз-
глядуваного ряду за означенням.

1.4.4 Теорема Лейбнiца

Подамо строге означення ряду лейбнiцевського типу.
� Означення 1.8. Числовий ряд називають рядом лейбнi-

цевського типу, якщо: 1) ряд є знакопочерговим; 2) члени ряду
прямують до нуля ( lim

n→∞
an = 0); 3) їх прямування до нуля є

монотонним за модулем (для довiльного n виконано нерiвнiсть
|an+1| < |an|).

Узагальнюючи мiркування попереднього пункту, сформу-
люємо i доведемо теорему Лейбнiца про умовну збiжнiсть.
� Теорема 1.12 (теорема Лейбнiца). Ряди лейбнiцевського

типу збiгаються принаймнi умовно.

� Доведення. Розглянемо ряд
∞∑
n=1

an. Позначимо cn = |an|.

Очевидно, всi числа cn > 0. Якби з’ясувалось, що для деякого
n член an = 0, то нерiвнiсть |an+1| < |an| не змогла би бути
виконаною, тобто такий ряд не був би рядом лейбнiцевського
типу. Оскiльки ряд є знакопочерговим, то його можна9 подати
у виглядi

∞∑
n=1

an =

∞∑
n=1

(−1)n+1cn = c1 − c2 + c3 − c4 + · · · .

З урахуванням наших позначень для знакопочергового ряду
cn > cn+1. Тодi частковi суми парної кiлькостi членiв:

S4 = S2 + (c3 − c4)︸ ︷︷ ︸
>0

, S6 = S4 + (c5 − c6)︸ ︷︷ ︸
>0

, S8 = S6 + (c7 − c8)︸ ︷︷ ︸
>0

9Тут ми припускаємо, що a1 > 0. Якби це було не так, ми писали б:
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

(−1)ncn = −c1 + c2 − c3 + c4 − · · · .

Але за теоремою 1.3 винесення мiнус одиницi за дужки на впливає на збi-
жнiсть ряду. Отже, припущення a1 > 1 не обмежує загальностi мiркувань.

36



i т.д., тобто послiдовнiсть часткових сум парної кiлькостi членiв
ряду монотонно зростає. З iншого боку,

S2M = c1 − c2 + c3 − c4 + · · ·+ c2M−1 − c2M =

c1 − (c2 − c3)− · · · − (c2M−2 − c2M−1)− c2M =

= c1 − {(c2 − c3) + · · ·+ (c2M−2 − c2M−1) + c2M} < c1,

оскiльки кожна «дужка» додатна. Тодi послiдовнiсть S2M обме-
жена числом c1. Тодi за теоремою Вейєрштрасса послiдовнiсть
S2M має скiнченну границю:

S′ = lim
M→∞

S2M .

Для часткових сум, складених з непарної кiлькостi членiв
ряду, маємо: S2M+1 = S2M + a2M+1. Здiйснюючи тут граничний
перехiд при M → ∞ i враховуючи, що члени ряду прямують
до нуля, отримуємо:

S′′ = lim
M→∞

S2M+1 = lim
M→∞

S2M + lim
M→∞

a2M+1 = S′ + 0 = S′.

Отже, при довiльнiй парностi M iснує i є скiнченною границя

S = lim
M→∞

SM = S′ = S′′,

що i доводить збiжнiсть ряду. Можливо, ця збiжнiсть є навiть

абсолютною. В цьому доведеннi до ряду
∞∑
n=1

cn =
∞∑
n=1
|an| ми не

звертались, тому про абсолютну збiжнiсть сказати нiчого не
можемо. Задача про абсолютну збiжнiсть в цому доведеннi i
не ставилась. Але принаймнi умовну збiжнiсть ми вже гаран-
туємо. �

Зауваження. Нехай сума деякого збiжного ряду лейбнiцев-
ського типу дорiвнює S, i SM є частковою сумою. Тодi

S = SM +
∞∑

n=M+1

an.

Тодi S ≈ SM , причому вiдкидуваний залишок ряду i є абсо-
лютною похибкою цього наближення. Але цей вiдкидуваний
залишок, очевидно, також є рядом лейбнiцевського типу. Тодi

37



його частковi суми не перевищують |aM+1|, бо саме цей член
тепер вiдiграє роль числа c1, яке обмежувало послiдовнiсть час-
ткових сум зверху. Тому можна стверджувати: якщо числовий
ряд є рядом лейбнiцевського типу, то при вiдкиданнi залишку
ряду модуль цього залишку не перевищує модуля першого з вiд-
кинутих членiв.
C Приклад 1.24. Розглянемо ще раз ряд Лейбнiца:

S = 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− 1

11
+ · · · .

Його сума S = π
4 . Можна вважати, що вона наближено дорiв-

нює S ≈ S2 = 1− 1
3 = 2

3 . Абсолютна похибка

∆2 = S2 − S =
2

3
− π

4
≈ −0,12.

Перший з вiдкинутих членiв a3 = 1
5 = 0,20. Як бачимо,

|∆2| < |a3| , 0,12 < 0,20.

Бiльш точно можна вважати, що S ≈ S3 = 1 − 1
3 + 1

5 = 13
15 .

Абсолютна похибка

∆3 = S3 − S =
13

15
− π

4
≈ 0,08.

Перший з вiдкинутих членiв a4 = − 1
7 ≈ −0,14. Як бачимо,

|∆3| < |a4| , 0,08 < 0,14.

Ще бiльш точно S ≈ S4 = 1 − 1
3 + 1

5 −
1
7 = 76

105 . Абсолютна
похибка

∆4 = S4 − S =
76

105
− π

4
≈ −0,06.

Перший з вiдкинутих членiв a5 = 1
9 ≈ 0,11. Як бачимо,

|∆4| < |a5| , 0,06 < 0,11

i т.д. Зауважимо, що наявнi похибки ∆M рiзних знакiв. Тому
можливi як нерiвнiсть SM > S, так i нерiвнвiсть SM < S (тобто
наближений результат може бути отриманий як з перевищен-
ням, так i з недостачею). Легко побачити наступну закономiр-
нiсть. Якщо останнiй врахований член додатний (i перший з
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вiдкинутих – вiд’ємний), то часткова сума є наближеним зна-
ченням суми ряду з перевищенням: SM > S, а в iншому разi –
з недостачею: SM < S. B

Вимога монотонностi прямування модулiв членiв ряду лей-
бнiцевського типу до нуля не є зайвою. Наведемо приклад ря-
ду, для якого ця вимога не виконана, через що i виникає роз-
бiжнiсть. Розглянемо ряд

1√
2− 1

− 1√
2 + 1

+
1√

3− 1
− 1√

3 + 1
+

1√
4− 1

− 1√
4 + 1

+ · · · .

Тут порушено монотоннiсть прямування модулiв членiв до ну-
ля. Справдi, модуль чергового вiд’ємного члену виявляється
меншим за наступний за ним додатний член:∣∣∣∣− 1√

n+ 1

∣∣∣∣ < 1√
n+ 1− 1

,
√
n+ 1− 1 <

√
n+ 1,

√
n+ 1 <

√
n+ 2, n+ 1 < n+ 4

√
n+ 4, −3 < 4

√
n,

що очевидно. Далi, групуючи кожний додатний член з насту-
пним за ним вiд’ємним, отримуємо(

1√
2− 1

− 1√
2 + 1

)
+

(
1√

3− 1
− 1√

3 + 1

)
+

+

(
1√

4− 1
− 1√

4 + 1

)
+ · · · .

Чергова «дужка» дорiвнює

1√
n− 1

− 1√
n+ 1

=

√
n+ 1− (

√
n− 1)

(
√
n− 1) (

√
n+ 1)

=
2

n− 1
,

тобто послiдовнiсть парних часткових сум розбiгається як гар-
монiчний ряд. Тому i дослiджуваний ряд розбiгається.

1.4.5 Природа умовної збiжностi

Нехай ряд
∞∑
n=1

an збiгається умовно, тобто нехай ряд

∞∑
n=1

an (A)
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збiгається i нехай ряд

∞∑
n=1

cn =

∞∑
n=1

|an| (C)

розбiгається. Представимо M -i частковi суми рядiв (А) i (С)
згiдно з позначеннями п. 1.4.2:

SM = Pk(M) −Qm(M), S∗M = Pk(M) +Qk(M), k +m = M.

Нагадаємо, для ряду (А) k i m однозначно залежать вiд M .
Позначимо:

S = lim
M→∞

SM = lim
M→∞

(
Pk(M) −Qm(M)

)
.

Ця границя iснує i є скiнченною з огляду на збiжнiсть ряду
(А). Але не можна писати

S = lim
M→∞

Pk(M) − lim
M→∞

Qm(M),

бо невiдомо, чи iснують скiнченнi границi в правiй частинi, взя-
тi окремо кожна. Доведемо, що вони не iснують, тобто доведе-
мо, що ряди, складенi з тiльки додатних або тiльки вiд’ємних

членiв умовно збiжного ряду (А), є розбiжними. Припустимо,
що це не так, i послiдовнiсть Pk(M) має скiнченну границю,
яка дорiвнює P = lim

M→∞
Pk(M). Тодi Qm(M) також має скiнченну

границю, яка дорiвнює

Q = lim
M→∞

Qm(M) = lim
M→∞

(
Pk(M) − SM

)
= P − S.

Тодi послiдовнiсть S∗M теж має скiнченну границю:

S∗ = lim
M→∞

S∗M = lim
M→∞

(
Pk(M) +Qk(M)

)
=

= lim
M→∞

Pk(M) + lim
M→∞

Qk(M) = P +Q = 2P − S.

Тодi ряд (С) збiгається за означенням. Це означає, що ряд (А)
збiгається абсолютно, i протирiччя отримано.

Отже, послiдовностi Pk, Qm не мають скiнченних границь.
Тому природу умовної збiжностi з’ясовано: умовна збiжнiсть
можлива лише тому, що члени умовно збiжного ряду з рiзни-
ми знаками компенсують один одного, а не через те, що вони
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достатньо швидко прямують до нуля, в той час як абсолютна
збiжнiсть заснована саме на великiй швидкостi спадання цих
членiв (за модулем).

Разом з тим, члени умовно збiжного ряду, хоч i повiльно,
але все ж таки прямують до нуля: в iншому разi за достатньою
ознакою розбiжностi ми не отримали б нiякої збiжностi взагалi,
навiть умовної.

1.4.6 Ознаки Даламбера i Кошi

Вище ми розглядали ознаки Даламбера i Кошi для додатних
рядiв. Узагальнимо тепер цi ознаки для знакозмiнних рядiв.
� Теорема 1.13 (ознака Даламбера). Для знакозмiнного ря-

ду
∞∑
n=1

an (А) утворимо послiдовнiсть D∗n =
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ i обчислимо

границю D∗ = lim
n→∞

D∗n = lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣. Якщо D∗ < 1, то ряд збiга-

ється абсолютно, а якщо D∗ > 1 – то ряд розбiгається.
� Доведення. Для розглядуваного ряду (А) утворимо ряд

(С), складений з модулiв cn = |an| його членiв.
Нехай D∗ < 1, i нехай D = lim

n→∞
cn+1

cn
. Тодi

D = lim
n→∞

cn+1

cn
= lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

D∗n = D∗ < 1.

Отримали: D < 1. Тодi ряд (С) збiгається за ознакою Далам-
бера для додатних рядiв. Тодi ряд (А) збiгається абсолютно за
означенням абсолютної збiжностi.

Нехай тепер D∗ > 1. За означенням границi∣∣∣∣∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣−D∗∣∣∣∣ =

∣∣∣∣cn+1

cn
−D∗

∣∣∣∣ < ε.

Тодi, як i в п. 1.3.6, доводиться iснування геометричної прогре-
сiї {Bn} зi знаменником Q = D∗+1

2 , Q > 1, такої, що cn > Bn,
∀n ∈ N. Але члени Bn не прямують до нуля, бо ця прогресiя
розбiжна. Тодi тим паче lim

n→∞
cn 6= 0, i отже lim

n→∞
an 6= 0. Тодi ряд

(А) є розбiжним за достатньою ознакою розбiжностi (зауваже-
ння 1 до теореми 1.5). �

Зауваження 1. Очевидно, ознака Даламбера для додатних
рядiв є окремим випадком щойно доведеної ознаки, оскiльки
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для додатних рядiв збiжнiсть i абсолютна збiжнiсть – це одне
й те саме.

Зауваження 2. Ранiше, спiвставляючи ряди (А) i (С), ми на-
вели приклад (ряд Лейбнiца), коли ряд (А) збiгається, а ряд (С)
розбiгається. Тобто ранiше ми стверджували, що з розбiжностi
ряду (С) розбiжнiсть ряду (А) ще не випливає (див. зауваження
2 до теореми 1.11). Тепер ми стверджуємо протилежне: якщо
D∗ > 1, то ряд (С) розбiгається, i це тягне за собою розбiжнiсть
ряду (А). Але тепер iдеться не про будь-якi розбiжнi ряди (С),
а лише про такi, розбiжнiсть яких встановлено саме ознакою
Даламбера (i тому їх члени не прямують до нуля). Тому тепер
можна сказати: «якщо ряд (С) розбiгається i це встановлено

ознакою Даламбера, то ряд (А) теж розбiгається». При цьому
протирiччя не виникає, оскiльки останнє твердження стосує-
ться не всiх розбiжних рядiв (С), а лише тих, члени яких не
тiльки не прямують до нуля зi швидкiстю, достатньо великою
для збiжностi, а взагалi не прямують до нуля. Фактично в разi
розбiжностi ознака Даламбера гарантує нам саме це, оскiльки
вона заснована на порiвняннi з геометричною прогресiєю, яка
при D∗ > 1 виявляється розбiжною.

Зауваження 3. При D∗ = 1, як i ранiше, про збiжнiсть ряду
нiчого сказати не можна.

Аналогiчно маємо наступну ознаку.
� Теорема 1.14 (радикальна ознака Кошi). Для знакозмiн-

ного ряду
∞∑
n=1

an (А) утворимо послiдовнiсть C∗n = n
√
|an| i обчи-

слимо границю C∗ = lim
n→∞

C∗n = lim
n→∞

n
√
|an|. Якщо C∗ < 1, то ряд

збiгається абсолютно, а якщо C∗ > 1 – то ряд розбiгається.
� Доведення. Для розглядуваного ряду (А) утворимо ряд

(С), складений з модулiв cn = |an| його членiв.
Нехай C∗ < 1, i нехай C = lim

n→∞
n
√
cn. Тодi

C = lim
n→∞

n
√
cn = lim

n→∞
n
√
|an| = lim

n→∞
C∗n = C∗ < 1.

Отримали: C < 1. Тодi ряд (С) збiгається за радикальною озна-
кою Кошi для додатних рядiв. Тодi ряд (А) збiгається абсолю-
тно за означенням абсолютної збiжностi.

Нехай тепер C∗ > 1. За означенням границi∣∣∣ n√|an| − C∗∣∣∣ = | n
√
cn − C∗| < ε.
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Тодi, як i в п. 1.3.5, доводиться iснування геометричної прогре-
сiї {Bn} зi знаменником Q = C∗+1

2 , Q > 1, такої, що cn > Bn,
∀n ∈ N. Але члени Bn не прямують до нуля, бо ця прогресiя
розбiжна. Тодi тим паче lim

n→∞
cn 6= 0, i отже lim

n→∞
an 6= 0. Тодi ряд

(А) є розбiжним за достатньою ознакою розбiжностi (зауваже-
ння 1 до теореми 1.5). �

Маємо три наступних аналогiчних зауваження.
Зауваження 1. Очевидно, доведена ознака мiстить радикаль-

ну ознаку Кошi для додатних рядiв в якостi окремого випадку,
i отже, узагальнює її.

Зауваження 2. Якщо ряд (С) розбiгається i це встановле-

но радикальною ознакою Кошi, то ряд (А) теж розбiгається
(оскiльки члени ряду не прямують до нуля).

Зауваження 3. При C∗ = 1, як i ранiше, про збiжнiсть ряду
нiчого сказати не можна.

Не дивно, що цi три зауваження повторюють попереднi,
адже радикальна ознака Кошi так само заснована на порiвнян-
нi дослiджуваного ряду з прогресiєю, як i ознака Даламбера.

C Приклад 1.25. Досдiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

(−1)n
3n+7 .

Маємо: an = (−1)n
3n+7 . 1) ряд є знакопочерговим. 2) члени ряду

прямують до нуля:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(−1)n

3n+ 7
= 0.

3) їх прямування до нуля є монотонним за модулем:

|an+1| < |an| ,
∣∣∣∣ (−1)n

3(n+ 1) + 7

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣ (−1)n

3n+ 7

∣∣∣∣ ,
1

3n+ 10
<

1

3n+ 7
, 3n+ 7 < 3n+ 10,

що виконано для довiльного n. Отже, розглядуваний ряд є ря-
дом лейбнiцевського типу, тому за теоремою Лейбнiца вiн збi-
гається принаймнi умовно.

Дослiдимо ряд на абсолютну збiжнiсть. Покладемо cn =
= |an| = 1

3n+7 , bn = 1
n . Маємо:

K = lim
n→∞

bn
cn

= lim
n→∞

1

n
· 3n+ 7

1
= 3 6= 0.
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Таким чином, ряд членiв bn розбiгається як гармонiчний, ряд
членiв cn розбiгається за граничною ознакою порiвняння, ряд
членiв an абсолютної збiжностi не має. Тому дослiджуваний
ряд збiгається умовно. B

В цьому прикладi застосовувати ознаку Даламбера не було
сенсу (легко отримати D∗ = 1). В наступному прикладi такий
сенс є.

C Приклад 1.26. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

(−1)nn
2n .

Скористаємось ознакою Даламбера:

D∗n =

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ (−1)n+1(n+ 1)

2n+1
· 2n

(−1)nn

∣∣∣∣ =
n+ 1

2n
,

D∗ = lim
n→∞

D∗n = lim
n→∞

n+ 1

2n
=

1

2
< 1.

Отже, за ознакою Даламбера розглядуваний ряд збiгається аб-
солютно. B

1.4.7 Властивостi збiжних рядiв

Як пише Г.М. Фiхтенгольц10 [2], «Понятие суммы бесконечного
ряда существенно отличается от понятия суммы конечного чи-
сла слагаемых (рассматриваемого в арифметике и в алгебре)
тем, что включает в себя предельный переход. Хотя некото-
рые свойства обычных сумм переносятся и на суммы бесконе-
чных рядов, но чаще всего лишь при выполнении определён-
ных условий. ...В иных же случаях привычные нам свойства
сумм разительным образом нарушаются, так что, вообще, в
этом вопросе надлежит соблюдать осторожность».

Розглянемо сполучну властивiсть додавання. Для скiнчен-
ної кiлькостi доданкiв (a+ b) + c = a+ (b+ c).

Для рядiв приймемо без доведення наступне твердження.

Якщо ряд
∞∑
n=1

an збiгається, то новий ряд
∞∑
n=1

bn, члени bn яко-

го утворено групуванням скiнченних кiлькостей членiв an без
змiни порядку їх слiдування, також збiгається, причому суми

10Григорий Михайлович Фiхтенгольц (5 червня 1888, Одеса – 26 червня 1959,
Ленiнград) – радянський математик. Вiдомий як автор книги «Курс дифферен-
циального и интегрального исчисления» в трьох томах.
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рядiв однаковi:

∞∑
n=1

an = (a1 + a2 + · · ·+ an1)︸ ︷︷ ︸
b1

+

+ (an1+1 + an1+2 + · · ·+ an2
)︸ ︷︷ ︸

b2

+ · · · =
∞∑
n=1

bn.

Зауважимо, обернена дiя – розгрупування (видалення гру-
пуючих дужок) може виявитись «незаконною». Якщо при ви-
даленнi групуючих дужок зi збiжного ряду утворюється новий
ряд, який теж збiгається, то суми рядiв будуть однаковi. Але
можлива ситуацiя, коли при видаленнi дужок утворюється роз-
бiжний ряд. Наприклад, ряд

(1− 1) + (1− 1) + · · ·

збiгається до нуля, а ряд

1− 1 + 1− 1 + · · ·

розбiгається взагалi.
Бiльш того, замiсть розгрупування доданкiв можна здiйсни-

ти перегрупування. При цьому може утворитись ряд, який бу-
де збiгатись, але до iншої суми! Справдi, досi були згрупованi
члени перший з другим, третiй з четвертим i т.д. Згрупуємо
члени другий з третiм, четвертий з п’ятим i т.д.:

1 + (−1 + 1) + (−1 + 1) + · · · .

Очевидно, утворений ряд збiгається до одиницi.
Друга властивiсть – переставна (вiд перестановки доданкiв

значення суми не змiнюється). Для рядiв цю властивiсть, вза-
галi кажучи, треба доводити, тим бiльше, що вона є iстинною
не для будь-яких рядiв. Вiдповiдну теорему також подамо без
доведення.

� Теорема 1.15 (переставна властивiсть). Якщо ряд
∞∑
n=1

an

збiгається абсолютно, то iнший ряд, утворений з нього довiль-
ною перестановкою доданкiв, також збiгається, причому суми
обох рядiв однаковi.
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Вимога абсолютної збiжностi принципова. Якщо збiжнiсть –
умовна, то переставна властивiсть порушується; про це йдеться
в наступнiй теоремi.

� Теорема 1.16 (теорема Рiмана11). Якщо ряд
∞∑
n=1

an збiга-

ється умовно, то перестановкою його членiв можна отримати
ряд, який має заздалегiдь задану суму, або навiть розбiгається.
� Доведення. При доведеннi обмежимось лише випадком,

коли бажано в якостi суми ряда отримати додатну константу
B, вiдому заздалегiдь.

Розiб’ємо множину членiв ряду на множину P додатних
членiв i множину Q вiд’ємних членiв (члени, рiвнi нулю, вiд-
кинемо, бо навiть нескiнченна їх кiлькiсть суму не змiнює). В
кожнiй множинi впорядкуємо члени в порядку зменшення їх
модулiв. Додатнi члени (пiсля такої перенумерацiї) позначимо
через pk, а модулi вiд’ємних членiв – через qm вiдповiдно. Утво-

рились два ряди
∞∑
k=1

pk i
∞∑
m=1

qm. Члени pk, qm прямують до нуля

(в iншому разi вихiдний ряд не збiгався би), але не достатньо
швидко, так що два останнiх ряди розбiгаються (див. п. 1.4.5).
Отже, цi ряди є «невичерпними запасами додатностi та вiд’єм-
ностi».

Припустимо тепер, що потрiбно обрати таке розташування
членiв pk i qm (а це те саме, що обрати розташування членiв
an), при якому сума ряду буде дорiвнювати деякiй величинi B.
Складемо часткову суму. Спочатку почнемо витрачати додатнi
члени, доки їх сумма вперше не перевищить число B. Нехай
для цього потрiбно витратити, наприклад, k1 штук додатних
членiв. Отримаємо:

S = p1 + p2 + · · ·+ pk1 > B.

(Зауважимо, без останнього доданка pk1 сума в лiвiй частинi
ще не перевищила б числа B. Якщо число B мале порiвняно
з початковими членами ряду, то, можливо, спочатку знадоби-
ться всього один додатний член, i k1 = 1). Перейдемо тепер до
витрати вiд’ємних членiв. Будемо витрачати їх до тих пiр, поки
часткова сума не стане вперше меншою за B. Нехай для цього

11Георг Фрiдрiх Бернгард Рiман (нiм. Georg-Friedrich-Bernhard Riemann, 17 ве-
ресня 1826, Брезеленц, Ганновер – 20 липня 1866, Селаска, Iталiя) – нiмецький
математик, механiк i фiзик.
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потрiбно, наприклад, m1 штук вiд’ємних членiв. Отримаємо:

S = p1 + p2 + · · ·+ pk1 − q1 − q2 − · · · − qm1
< B.

Вiдновимо витрати додатних членiв, поки знову вперше не пе-
ревищимо величину B (це завжди можна зробити, адже через

розбiжнiсть ряду
∞∑
k=1

pk запаси внескiв невичерпнi). Отримає-

мо:
S = p1 + p2 + · · ·+ pk1 − q1 − q2 − · · · − qm1

+

+pk1+1 + pk1+2 + · · ·+ pk2 > B.

Повертаємось до витрати вiд’ємних членiв:

S = p1 + p2 + · · ·+ pk1 − q1 − q2 − · · · − qm1+

+pk1+1 + pk1+2 + · · ·+ pk2 − qm1+1 − qm1+2 − · · · − qm2
< B.

Продовжимо цей процес до нескiнченностi. Якщо останнiм
приєднаним доданком було число pi, то часткова сума переви-
щує B, але на величину, не бiльшу нiж pi. Якщо ж останнiм
приєднаним доданком було число qj , то часткова сума менша
вiд B, але на величину, не бiльшу нiж qj .

Таким чином, приєднання порцiй тих чи iнших доданкiв
примушує часткову суму здiйснювати коливання навколо чи-
сла B, кожного разу приймаючи значення по рiзнi боки вiд
нього. При цьому розмах таких коливань оцiнюється так:

|S −B| < pi або |S −B| < qj .

Але усi наступнi приєднанi члени pi, qj прямують до нуля. Тодi
можна написати |S −B| < ε, або limS = B при даному способi
розташування членiв ряду, що i треба було довести. �
C Приклад 1.27. В рядi

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·

переставимо доданки так, щоб пiсля кожного додатного члена
йшли два вiд’ємних:

1− 1

2︸ ︷︷ ︸−1

4
+

1

3
− 1

6︸ ︷︷ ︸−1

8
+

1

5
− 1

10︸ ︷︷ ︸− 1

12
+ · · · ,

47



або
1

2
− 1

4
+

1

6
− 1

8
+

1

10
− 1

12
+ · · · =

=
1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
− 1

6
+ · · ·

)
.

Як бачимо, вiд такої перестановки сума зменшилась вдвiчi. B

1.5 Степеневi ряди

� Означення 1.9. Степеневим називають ряд вигляду

f(x) =

∞∑
n=0

an (x− x0)
n

= a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)2 + · · · . (1.9)

Число x0 називають центром степеневого ряду.

Зауважимо, тепер нумерацiя членiв починається з n = 0. Це
дозволяє степеневому ряду мiстити вiльний член (сталу скла-
дову) a0, який не залежить вiд x (усi iншi доданки є степене-
вими функцiями x).

Фiксуючи в степеневому рядi значення x, отримаємо зви-
чайний числовий ряд. Змiнюючи x, отримаємо iнший число-
вий ряд. Очевидно, його сума може стати iншою12 або може
перестати iснувати взагалi (ряд може стати розбiжним). Отже,
степеневий ряд є своєрiдною функцiєю аргументу x.
� Означення 1.10. Множина значень x, при яких степеневий

ряд збiгається, називається областю збiжностi.
Область збiжностi за своїм змiстом є областю визначення

функцiї f(x). Очевидно, область збiжностi степеневого ряду
нiколи не є порожньою множиною, адже вона завжди мiстить
принаймнi одне значення: в точцi x = x0 степеневий ряд збi-
гається (до нуля) при коефiцiєнтах an, визначених в довiльний
спосiб. Щоправда, така точка може виявитись єдиною.

C Приклад 1.28. Розглянемо ряд
∞∑
n=0

n!xn. Вiн виникає з (1.9)

при x0 = 0, an = n!. Очевидно, при x = 0 цей ряд збiгається до

12А може i не стати. Наприклад, якщо ряд мiстить лише парнi степенi x i є
збiжним при x = +a, то очевидно, що при x = −a вiн також збiгатиметься,
причому до тiєї самої суми.
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нуля. Нехай тепер x 6= 0. За ознакою Даламбера для знакозмiн-
них рядiв маємо:

D∗n =

∣∣∣∣ (n+ 1)!xn+1

n!xn

∣∣∣∣ = (n+ 1) |x| ,

D∗ = lim
n→∞

D∗n = lim
n→∞

(n+ 1) |x| = |x| lim
n→∞

(n+ 1) = +∞ > 1,

оскiльки x 6= 0. За ознакою Даламбера для знакозмiнних ря-
дiв маємо розбiжнiсть. Отже, область збiжностi мiстить лише
єдину точку x = 0. B

Виявляється зручним ввести замiну змiнної z = x − x0, i

ряд (1.9) набуває вигляду
∞∑
n=0

anz
n. Ця замiна лише перемiщує

початок координат в точку x0 (якщо x = x0, то z = 0). Очевидно,

розглядання ряду
∞∑
n=0

anz
n замiсть (1.9) не обмежує загальностi

подальших мiркувань.
Становить iнтерес питання, як в загальному випадку вигля-

дає область збiжностi ряду
∞∑
n=0

anz
n. Вiдповiдь на це питання

надає наступна теорема.

� Теорема 1.17 (теорема Абеля13). 1) Якщо ряд
∞∑
n=0

anz
n

збiгається при деякому значеннi z = r, r 6= 0, то вiн збiгається

абсолютно при довiльних z, для яких |z| < |r|. 2) Якщо цей ряд
розбiгається при деякому значеннi z = r′, то вiн розбiгається

при довiльних z, для яких |z| > |r′|.
� Доведення. 1) Дано: ряд

∞∑
n=0

anr
n збiгається. Тодi члени

прямують до нуля: lim
n→∞

anr
n = 0 (iнакше б ряд розбiгався). Тодi

тим паче цi члени є обмеженими, тобто iснує таке стале M , що
для будь-яких номерiв n виконано нерiвнiсть |anrn| < M . Нехай
|z| < |r|. Позначимо q =

∣∣ z
r

∣∣, 0 6 q < 1. Маємо:

|anzn| =
∣∣∣∣anrn · znrn

∣∣∣∣ = |anrn| ·
∣∣∣z
r

∣∣∣n = |anrn| · qn < Mqn.

Утворимо геометричну прогресiю з початковим членом b0 = M
i знаменником q. Тепер нумерацiя членiв починається з нуля (а

13Нiльс Генрiк Абель (норв. Niels Henrik Abel; 5 серпня 1802 – 6 квiтня 1829) –
норвезький математик.
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не з одиницi, як зазвичай). Тодi члени прогресiї bn = b0q
n = Mqn

(а не bn = b1q
n−1, як зазвичай). Отже, |anzn| < bn. Але прогресiя

збiгається, оскiльки 0 6 q < 1. Тодi ряд
∞∑
n=0
|anzn| збiгається за

ознакою порiвняння для додатних рядiв (bn – мажоранта). Це

означає, що ряд
∞∑
n=0

anz
n збiгається абсолютно за означенням

абсолютної збiжностi, що i треба було довести.

2) Дано: ряд
∞∑
n=0

an (r′)
n розбiгається. Тодi очевидно, що при

|z| > |r′| ряд
∞∑
n=0

anz
n тим паче розбiгається. Справдi, припусти-

мо, це не так, i вiн збiгається. Але |r′| < |z|. Тодi за доведеним

вище ряд
∞∑
n=0

an (r′)
n збiгався би абсолютно, i протирiччя отри-

мано. �
Нехай r0 – найбiльше з усiх значень r, за яких з нерiвно-

стi |z| < |r| ще випливає абсолютна збiжнiсть ряду. Нехай r′0 –
найменше з усiх значень r′, за яких з нерiвностi |z| > |r′| вже
випливає розбiжнiсть ряду. Як виявляється, r0 = r′0. Надалi по-
значимо R = r0 = r′0. Цiкавi мiркування з приводу рiвностi
величин r0 i r′0 запропонував академiк Микола Миколайович
Лузiн [3] (наводимо цитату, змiнюючи лише позначення для
зведення їх у вiдповiднiсть до наших позначень).

«Теорема Абеля даёт ясное представление об области сходимости степенных рядов.
Окрасим (мысленно) в красную краску всякую точку расходимости степенного ряда и
в голубую краску каждую его точку сходимости. Ясно, что точка z = 0 всегда будет
голубой. Если степенной ряд везде сходится, вся ось абсцисс Oz будет голубой. Если
степенной ряд везде расходится, вся ось абсцисс Oz будет красной, кроме начала O. Если
какая-нибудь точка z0, отличная от начала O, голубая, то, в силу теоремы Абеля, все
точки оси абсцисс, лежащие ближе к началу O, чем точка z0, по обе его стороны, также
будут голубые. Если какая-нибудь точка z1 красная, то, в силу теоремы Абеля, красными
будут все точки оси абсцисс, лежащие дальше от начала O, чем z1, по обе его стороны.

Так как всякая точка оси абсцисс есть либо голубая, либо красная, то из сказанного
следует, что, идя от начала O вправо по оси абсцисс, мы сначала будем встречать лишь
голубые точки, а потом только красные, причём самая граничная точка ζ голубой и кра-
сной части, может оказаться того или другого цвета. И то же самое происходит налево
от начала O, причём обе граничные точки ζ и ζ′ разноцветных частей лежат по разные
стороны от начала O на одинаковом расстоянии R».

Тодi область збiжностi можна охарактеризувати так: для

будь-якого степеневого ряду
∞∑
n=1

anz
n iснує i є єдиним число

R > 0 таке, що при |z| < R ряд збiгається абсолютно, а при
|z| > R розбiгається. Випадки |z| = R (тобто z = ±R) потребу-
ють окремого дослiдження.

Число R називають радуiсом збiжностi. На площинi, яка

50



мiстить вiсь Oz, проведемо коло радiуса R з центром в точцi
z = 0. Точки z ∈ (−R,R) цiєї осi, якi потрапляють всередину
кола, як раз i утворюють область збiжностi ряду. Множина
зовнiшнiх точок z ∈ (−∞,−R) ∪ (R,+∞) – область розбiжностi.
(Бiльш глибоке розумiння того, чому R називають радiусом
збiжностi, виникає при переходi до комплексних степеневих
рядiв). Повертаючись до змiнної x = z + x0, область збiжностi
можна подати у виглядi: x ∈ (x0 −R, x0 +R).

Знайдемо величину R. За ознакою Даламбера для знако-
змiнних рядiв маємо:

D∗n =

∣∣∣∣an+1z
n+1

anzn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ · |z| .
Для забезпечення збiжностi вимагатимемо:

D∗ = lim
n→∞

D∗n = |z| lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < 1.

Якщо виявилось, що границя lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ iснує, є скiнченною i

вiдмiнною вiд нуля (тобто додатною сталою), то

|z| < 1

lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = lim
n→∞

1∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ .
Позначимо

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ , (1.10)

i ми отримаємо:

|z| < R, −R < z < R.

Тому величина R (1.10) i є радiусом збiжностi, отриманим за
ознакою Даламбера для знакозмiнних рядiв.

Якщо виявиться, що lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = 0, то з ознаки Даламбера

випливає: |z| · 0 < 1. Це виконано для будь-яких z. Тому має-
мо збiжнiсть на всiй осi Oz, тобто на iнтервалi z ∈ (−∞,+∞).
Отже, радiусу збiжностi формально слiд приписати значення
R = +∞. Але якщо формально домовитись, що

[
1
0

]
= ∞, то з

формули (1.10) саме це значення ми i отримаємо:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ =
1

lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ =

[
1

0

]
=∞.
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Якщо виявиться, що границя lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ iснує, але є нескiн-

ченною, то з ознаки Даламбера випливає: |z| ·M < 1, де M є
як завгодно великим. Тодi збiжнiсть буде можливою лише в
єдинiй точцi z = 0. В цьому разi вважатимемо R = 0. Але якщо
формально домовитись, що

[
1
∞
]

= 0, то з формули (1.10) саме
це значення ми i отримаємо:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ =
1

lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ =

[
1

∞

]
= 0.

Отже, якщо формально домовитись, що
[
1
0

]
=∞,

[
1
∞
]

= 0, то
можна вважати, що формула (1.10) «працює» в будь-якому ви-

падку (звичайно, якщо границя lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ iснує14 бодай яка –

скiнченна чи нескiнченна).

C Приклад 1.29. Знайдемо область збiжностi ряду
∞∑
n=0

n!xn.

Тут x0 = 0, an = n!, i тодi an+1 = (n + 1)!. За формулою (1.10)
маємо:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim
n→∞

1

n+ 1
= 0.

Тому iнтервал (x0 −R, x0 +R) вироджується в точку x = 0. За-
лишається перевiрити її i переконатись, що при x = 0 ряд збi-
гається до нуля. Отже, область збiжностi складається з єдиної
точки x = 0. B

C Приклад 1.30. Знайдемо область збiжностi ряду
∞∑
n=0

xn

n! . Тут

x0 = 0, an = 1
n! , i тодi an+1 = 1

(n+1)! . За формулою (1.10) маємо:

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)!

n!
= lim
n→∞

(n+ 1) =∞.

Отже, ряд збiгається абсолютно при будь-яких x ∈ (−∞,+∞);
це i є область збiжностi.

14Якщо ця границя не iснує взагалi (нi скiченна, анi нескiнченна), то це свiд-
чить лише про те, що радiус збiжностi не вдалося встановити за ознакою
Даламбера. Це не причина стверджувати, що радiуса немає; вiн iснує i це ви-
пливає з теореми Абеля. Просто в таких випадках шукати його потрiбно за
допомогою бiльш чутливих ознак збiжностi.
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Зауважимо, можна не користуватись формулою (1.10), а ви-
водити її для кожного нового ряду. В нашому прикладi

D∗n =

∣∣∣∣∣∣
xn+1

(n+1)!
xn

n!

∣∣∣∣∣∣ = |x| · 1

n+ 1
,

D∗ = lim
n→∞

D∗n = |x| lim
n→∞

1

n+ 1
= |x| · 0 < 1,

що виконується для будь-яких x ∈ (−∞,+∞); це i є область
абсолютної збiжностi. B

C Приклад 1.31. Знайдемо область збiжностi ряду
∞∑
n=0

nxn−1

(див. також приклад 1.20). За ознакою Даламбера

D∗n =

∣∣∣∣ (n+ 1)x(n+1)−1

nxn−1

∣∣∣∣ = |x| · n+ 1

n
,

D∗ = lim
n→∞

D∗n = |x| lim
n→∞

n+ 1

n
= |x| < 1,

отже, iнтервал збiжностi x ∈ (−1, 1).
Перевiримо кiнцi iнтервалу. При x = 1 даний ряд перетво-

рюється на ряд
∞∑
n=0

n i, очевидно, розбiгається. При x = −1

маємо:
∞∑
n=0

(−1)n−1n = 0 + 1 − 2 + 3 − 4 + · · · . Очевидно, знову

маємо розбiжнiсть. Остаточно, область збiжностi є iнтервалом
x ∈ (−1, 1). Всерединi цiєї областi ряд збiгається абсолютно, а
ззовнi – розбiгається. B

C Приклад 1.32. Знайти область збiжностi ряду
∞∑
n=1

(4x−10)n
n·2n .

За ознакою Даламбера

D∗n =

∣∣∣∣∣∣
(4x−10)n+1

(n+1)·2n+1

(4x−10)n
n·2n

∣∣∣∣∣∣ = |4x− 10| · n · 2n

(n+ 1) · 2n+1
= |2x− 5| · n

n+ 1
,

D∗ = lim
n→∞

D∗n = |2x− 5| lim
n→∞

n

n+ 1
= |2x− 5| < 1,

−1 < 2x− 5 < 1, 4 < 2x < 6, 2 < x < 3.
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Отже, iнтервал збiжностi ряду x ∈ (2, 3). Перевiримо кiнцi iн-
тервалу. При x = 3 даний ряд перетворюється на ряд

∞∑
n=1

(4 · 3− 10)n

n · 2n
=
∞∑
n=1

2n

n · 2n
=
∞∑
n=1

1

n
.

Вiн є гармонiчним i тому розбiгається; точка x = 3 не належить
областi збiжностi.

Нехай тепер x = 2. Ряд набуває вигляду

∞∑
n=1

(4 · 2− 10)n

n · 2n
=

∞∑
n=1

(−1 · 2)n

n · 2n
=

∞∑
n=1

(−1)n · 2n

n · 2n
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
.

Це ряд лейбнiцевського типу. За теоремою Лейбнiца вiн збiга-
ється принаймнi умовно. Але абсолютної збiжностi тут немає.
Справдi, ряд, складений з модулiв членiв (−1)n

n , стає гармонi-
чним, i тому розбiжним. Отже, ряд збiгається умовно в точцi
x = 2, i тому ця точка належить областi збiжностi.

Остаточно, областю збiжностi є множина x ∈ [2, 3), причому
збiжнiсть у точцi x = 2 умовна, а в точках x ∈ (2, 3) – абсолю-
тна. Зауважимо також, що цей приклад демонструє можливу
вiдмiннiсть областi збiжностi x ∈ [2, 3) i iнтервалу збiжностi
x ∈ (2, 3). B

В наведеному прикладi лiвий кiнець x = 2 iнтервалу збi-
жностi входив до областi збiжностi, а правий x = 3 не входив.
Легко навести приклади, коли областi збiжностi належать оби-
два кiнця iнтервалу збiжностi.

C Приклад 1.33. Знайти область збiжностi ряду
∞∑
n=1

xn

n2 . За

ознакою Даламбера

D∗n =

∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)2
· n

2

xn

∣∣∣∣ = |x| · n2

(n+ 1)2
,

D∗ = lim
n→∞

D∗n = |x| lim
n→∞

n2

(n+ 1)2
= |x| < 1.

Отже, iнтервал збiжностi є −1 < x < 1. Перевiримо кiнцi iн-

тервалу. При x = 1 даний ряд перетворюється на ряд
∞∑
n=1

1
n2 ,

збiжний як ряд Дiрiхле. При x = −1 даний ряд перетворюється
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на ряд
∞∑
n=1

(−1)n
n2 , який збiгається абсолютно, оскiльки збiгається

попереднiй ряд. Отже, область збiжностi є x ∈ [−1, 1]. B
Радiус збiжностi можна знаходити також з використанням

радикальної ознаки Кошi для знакозмiнних рядiв. Для ряду
∞∑
n=0

an(x− x0)n маємо:

C∗n = n
√
|an(x− x0)n| = |x− x0| n

√
|an|.

Збiжнiсть виникає при

C∗ = lim
n→∞

C∗n = |x− x0| lim
n→∞

n
√
|an| < 1.

Якщо виявилось, що границя lim
n→∞

n
√
|an| iснує, є скiнченною i

вiдмiнною вiд нуля (тобто додатною сталою), то

|x− x0| <
1

lim
n→∞

n
√
|an|

.

Позначимо
R =

1

lim
n→∞

n
√
|an|

, (1.11)

i ми отримаємо:

|x− x0| < R, x0 −R < x < x0 +R.

Тому величина R (1.11) i є радiусом збiжностi, отриманим за
радикальною ознакою Кошi для знакозмiнних рядiв. Форму-
лу (1.11) називають формулою Кошi–Адама́ра15 для радiуса збi-
жностi степеневого ряду. Якщо зберiгати формальнi домовле-
ностi

[
1
0

]
= ∞,

[
1
∞
]

= 0, то цю формулу також можна розпо-
всюдити на усi16 випадки: при R = 0 будемо отримувати ряд,

15Адамар Жак Саломон (Hadamard Jacques Salomon; 8 грудня 1865 – 17 жов-
тня 1963) – французький математик. Член Паризької Академiї наук (з 1912).
Основнi працi присвяченi теорiї диференцiальних рiвнянь з частинними похi-
дними, теорiї чисел, теорiї функцiй комплексної змiнної i механiки.

16Звiсно, лише на всi такi випадки, в яких границя (1.11) iснує бодай яка –
скiнченна або нескiнченна. Якщо ця границя не iснує взагалi (нi скiченна,
анi нескiнченна), то це свiдчить лише про те, що радiус збiжностi не вдалося
встановити за радикальною ознакою Кошi. Це не причина стверджувати, що
радiуса немає; вiн iснує i це випливає з теореми Абеля. Просто в таких випад-
ках шукати його потрiбно за допомогою бiльш чутливих ознак збiжностi. Див.
також виноску на с. 52.
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який розбiгається всюди (за винятком центра ряду x = x0), а
при R = +∞ будемо отримувати ряд, який збiгається всюди.
Втiм, користуватись формулою (1.11), як i формулою (1.10), не
обов’язково; її можна виводити для кожного нового прикладу
окремо.

C Приклад 1.34. Знайти область збiжностi ряду
∞∑
n=0

(2x−6)n
2n .

За радикальною ознакою Кошi

C∗n = n

√∣∣∣∣ (2x− 6)n

2n

∣∣∣∣ =
1

2
|2x− 6| = |x− 3| ,

C∗ = lim
n→∞

C∗n = lim
n→∞

|x− 3| = |x− 3| < 1,

−1 < x− 3 < 1, 2 < x < 4.

Ми знайшли iнтервал збiжностi. Перевiримо його граничнi то-
чки. При x = 4 вихiдний ряд перетворюється на ряд

∞∑
n=0

(2 · 4− 6)n

2n
=

∞∑
n=0

2n

2n
=

∞∑
n=0

1 = 1 + 1 + · · · .

Очевидно, вiн розбiгається. При x = 2 вихiдний ряд перетво-
рюється на ряд

∞∑
n=0

(2 · 2− 6)n

2n
=

∞∑
n=0

(−1 · 2)n

2n
=

∞∑
n=0

(−1)n = 1− 1 + 1− 1 + · · · ,

який теж розбiгається. Отже, область збiжностi x ∈ (2, 4). B

1.6 Почленнi дiї зi степеневими рядами

Приймемо без доведення, що зi степеневими рядами можна
здiйснювати почленнi операцiї диференцiювання i iнтегруван-
ня, якщо аргумент x залишається в iнтервалi збiжностi.

1.6.1 Почленне диференцiювання

Розглянемо степеневий ряд
∞∑
n=0

an(x − x0)n з радiусом збiжно-

стi R. Тодi iнтервал збiжностi x ∈ (x0 −R, x0 +R). Нехай деяке
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значення x належить цьому iнтервалу. Тодi ряд збiгається аб-
солютно. Нехай його сума дорiвнює

f(x) =

∞∑
n=0

an(x− x0)n.

Стверджується, що похiдну цiєї функцiї можна знайти так:

f ′(x) =

(
a0 +

∞∑
n=1

an(x− x0)n

)′
=

= 0 +

∞∑
n=0

an [(x− x0)n]
′

=

∞∑
n=1

nan(x− x0)n−1.

Позначимо bn = nan. Тодi можна сказати, що почленне ди-
ференцiювання степеневого ряду (тобто диференцiювання ко-
жного члену ряду, взятого окремо), веде до виникнення нового
ряду. Вiн теж є степеневим, але з iншими коефiцiєнтами bn. Га-
рантується: 1) новий ряд також є збiжним при даному значеннi
x; 2) сума цього нового ряду дорiвнює f ′(x) при даному значен-
нi x. Оскiльки це справедливо для будь-яких значень x з iнтер-
валу збiжностi, то можна стверджувати, що iнтервал збiжностi
нового ряду такий самий, як i iнтервал збiжностi старого ряду.
Iнакше: почленне диференцiювання степеневого ряду зберiгає
iнтервал його збiжностi. При цьому, взагалi кажучи, швидкiсть
збiжностi ряду погiршується (в частковiй сумi необхiдно нако-
пичити бiльшу кiлькiсть доданкiв для отримання суми ряду з
тiєю ж абсолютною похибкою.)
C Приклад 1.35. Розглянемо геометричну прогресiю:

f(x) =
1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · · =

∞∑
n=0

xn, |x| < 1.

Диференцiюючи, отримуємо:

f ′(x) =
1

(1− x)2
= 1 + 2x+ 3x2 + · · · =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn, |x| < 1.

Покладемо x = 1
2 . При цьому обидва ряди виявляються збiжни-

ми абсолютно, i ми отримуємо:

1 +
1

2
+

1

22
+

1

23
+ · · · = 2,
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1 +
2

2
+

3

22
+

4

23
+ · · · = 4.

Зауважимо, тут друга сума (на вiдмiну вiд першої) вже не є
сумою геометричної прогресiї.

Друга сума хоч i збiгається, але повiльшiше за першу. Так,
якщо накопичити шiсть доданкiв, до перша часткова сума ви-
явиться меншою за двiйку (суму ряду) на 0,78%, а друга – мен-
шою за четвiрку (суму ряду) на 3,5%; при врахуваннi десяти
доданкiв цi вiдсотки становитимуть 0,04% i 0,3% вiдповiдно, i
т.д. B

1.6.2 Почленне iнтегрування

Розглянемо степеневий ряд
∞∑
n=0

an(x−x0)n з радiусом збiжностi

R. Тодi iнтервал збiжностi x ∈ (x0 −R, x0 +R). Нехай деякi зна-
чення x1, x2 належать цьому iнтервалу. Нехай сума ряду для
будь-якого x ∈ [x1, x2] дорiвнює

f(x) =

∞∑
n=0

an(x− x0)n.

Стверджується:

x2∫
x1

f(x) dx =

x2∫
x1

( ∞∑
n=0

an(x− x0)n

)
dx =

∞∑
n=0

an

x2∫
x1

(x− x0)n dx.

Тут x1 можна вважати сталим, а x2 – змiнним (але таким, що
не залишає iнтервал збiжностi). Отже, можна замiсть x2 писати
просто x, i тодi замiсть x пiд знаками iнтегралу треба писати
його «замiнник» (наприклад, ξ):

x∫
x1

( ∞∑
n=0

an(ξ − x0)n

)
dξ =

∞∑
n=0

an

x∫
x1

(ξ − x0)n dξ.

Очевидно, тут в правiй частинi пiсля почленного iнтегрування
утворюється також степеневий ряд. Гарантується: 1) цей ряд
також є збiжним при даному значеннi x; 2) його сума дорiвнює
iнтегралу вiд вихiдного ряду при даному значеннi x. Iнтервали
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збiжностi нового i старого рядiв однаковi. Нагадаємо, область
збiжностi може вiдрiзнятись вiд iнтервалу збiжностi включен-
ням кiнцiв iнтервалу.
C Приклад 1.36. Розглянемо геометричну прогресiю:

f(x) =
1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · · , |x| < 1.

Замiнюємо змiнну x на змiнну ξ i iнтегруємо почленно:

ln(1 + ξ)|xx1
=

(
ξ − ξ2

2
+
ξ3

3
− ξ4

4
+ · · ·

)∣∣∣∣x
x1

.

Покладемо, наприклад, x1 = 0 (ця точка належить iнтервалу
збiжностi):

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n+1xn

n
.

Дослiдимо цей ряд на збiжнiсть. За ознакою Даламбера

D∗n =

∣∣∣∣∣∣
(−1)n+2xn+1

n+1

(−1)n+1xn

n

∣∣∣∣∣∣ = |x| · n

n+ 1
,

D∗ = lim
n→∞

D∗n = |x| lim
n→∞

n

n+ 1
= |x| < 1.

Отже, iнтервал збiжностi залишається незмiнним: x ∈ (−1, 1).
Але область збiжностi поповнюється точкою x = 1 i стає мно-
жиною x ∈ (−1, 1]. Справдi, при x = −1 ряд розбiгається як
гармонiчний, а при x = 1 вiн набуває вигляду

ln 2 = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · .

Це ряд лейбнiцевського типу. Його умовну збiжнiсть було вста-
новлено вище, а тепер ще й обчислено суму цього ряду. B
C Приклад 1.37. Знову розглянемо геометричну прогресiю:

1

1 + t
= 1− t+ t2 − t3 + · · · , |t| < 1.

Покладемо t = x2:

f(x) =
1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + · · · ,

∣∣x2∣∣ < 1, |x| < 1.
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Замiнюємо змiнну x на змiнну ξ i iнтегруємо почленно:

arctg ξ|xx1
=

(
ξ − ξ3

3
+
ξ5

5
− ξ7

7
+ · · ·

)∣∣∣∣x
x1

.

Покладемо, наприклад, x1 = 0 (ця точка належить iнтервалу
збiжностi):

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

2n+ 1
.

Дослiдимо цей ряд на збiжнiсть. За ознакою Даламбера

D∗n =

∣∣∣∣∣∣
(−1)n+1x2(n+1)+1

2(n+1)+1

(−1)nx2n+1

2n+1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣x2∣∣ · 2n+ 1

2n+ 3
,

D∗ = lim
n→∞

D∗n =
∣∣x2∣∣ lim

n→∞

2n+ 1

2n+ 3
=
∣∣x2∣∣ < 1.

Отже, iнтервал збiжностi залишається незмiнним: x ∈ (−1, 1).
Але область збiжностi поповнюється точками x = ±1 i стає
множиною x ∈ [−1, 1]. Справдi, при x = 1 ряд перетворюється
на ряд Лейбнiца

arctg 1 = 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · · .

Його умовну збiжнiсть було встановлено вище, а тепер ще й
обчислено суму цього ряду, яка дорiвнює arctg 1 = π

4 .
При x = −1 усi члени ряду (а також i лiва частина за ра-

хунок непарностi функцiї арктангенс) вiдрiзняються лише зна-
ком. B

1.7 Ряди Тейлора

1.7.1 Формула Лейбнiца

Розглянемо допомiжне питання знаходження n-ї похiдної до-
бутку функцiй u(x) i v(x), диференцiйовних достатню кiлькiсть
разiв. При n = 1 маємо вiдому формулу (uv)′ = u′v + uv′. При
n = 2 отримуємо

(uv)′′ = (u′v + uv′)
′

= u′′v + u′v′ + u′v′ + uv′′ = u′′v + 2u′v′ + uv′′.
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При n = 3 аналогiчно легко отримати:

(uv)′′′ = (u′′v + 2u′v′ + uv′′)
′

= u′′′v + 3u′′v′ + 3u′v′′ + uv′′′.

Отриманi результати за своїм виглядом схожi на формули ско-
роченого множення (квадрат суми, куб суми i т.iн.). Цi форму-
ли узагальнює бiном Ньютона

(a+ b)n =

n∑
k=0

Ckna
n−kbk =

= C0
na

n−0b0 + C1
na

n−1b1 + C2
na

n−2b2 + · · ·+ Cnna
n−nbn =

= an + nan−1b+
n(n− 1)

2
an−2b2 + · · ·+ bn.

Тут Ckn = n!
k!(n−k)! – кiлькiсть сполучень з n елементiв по k еле-

ментiв. Тому природно припустити, що за аналогiєю

(u · v)(n) =

n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k). (1.12)

Тут тепер (n), (n − k), (k) – номери похiдних, а не показники
степеня (саме тому їх взято в круглi дужки). Домовимось вва-
жати, що «нульова похiдна» – це функцiя, продиференцiйована
нуль разiв, тобто u(0) = u(x), u(1) = u′(x), u(2) = u′′(x) i т.д.

Доведемо формулу (1.12) методом математичної iндукцiї. На
першому етапi перевiримо її при початкових значеннях n. При
n = 0 вона набуває вигляду (uv)(0) = uv, при n = 1 – вигляду
(uv)′ = u′v + uv′, при n = 2 – вигляду (uv)′′ = u′′v + 2u′v′ + uv′′, i
т.д. Насправдi для методу математичної iндукцiї було достатньо
лише однiєї з цих перевiрок, i ми наводимо їх декiлька лише з
iлюстративною метою.

На другому етапi, вважаючи, що формулу (1.12) дано, дове-
демо аналогiчну формулу

(u · v)(n+1) =

n+1∑
k=0

Ckn+1u
(n+1−k)v(k), (1.13)

яка виникає з (1.12) при збiльшеннi n на одиницю. Маємо:

(u · v)(n+1) =
(

(u · v)(n)
)′

=

(
n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k)

)′
=
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=

n∑
k=0

Ckn

(
u(n−k)v(k)

)′
=

n∑
k=0

Ckn

{(
u(n−k)

)′
v(k) + u(n−k)

(
v(k)

)′}
=

=

n∑
k=0

Ckn

(
u(n+1−k)v(k) + u(n−k)v(k+1)

)
=

=

n∑
k=0

Cknu
(n+1−k)v(k) +

n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k+1).

З першої суми виокремимо початковий доданок (при k = 0), а
з другої – останнiй доданок (при k = n). Перша сума:

n∑
k=0

Cknu
(n+1−k)v(k) = C0

nu
(n+1)v(0) +

n∑
k=1

Cknu
(n+1−k)v(k).

Друга сума:

n∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k+1) =

n−1∑
k=0

Cknu
(n−k)v(k+1) + Cnnu

(0)v(n+1).

Покладемо k = p− 1, p = 1, 2, · · · , n. Тодi друга сума дорiвнює

n∑
p=1

Cp−1n u(n−p+1)v(p) + Cnnu
(0)v(n+1).

Тепер p можна замiнити на k, оскiльки сума не залежить вiд
позначення iндексу пiдсумовування. Тодi друга сума дорiвнює

n∑
k=1

Ck−1n u(n−k+1)v(k) + Cnnu
(0)v(n+1).

Доданки, якi залишаються пiд знаком сум, з’являються при
однаковiй змiнi iндексу k = 1, n, i їх можна об’єднати пiд один
знак суми. Тодi загальна сума становить

C0
nu

(n+1)v(0) +

n∑
k=1

(
Ckn + Ck−1n

)
u(n+1−k)v(k) + Cnnu

(0)v(n+1).

Тут

Ckn + Ck−1n =
n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
=
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=
n!(n− k + 1)

k!(n− k + 1)!
+

n!k

k!(n− k + 1)!
=

=
n!(n− k + 1 + k)

k! [(n+ 1)− k]!
=

(n+ 1)!

k! [(n+ 1)− k]!
= Ckn+1.

Залишається врахувати, що

C0
n = C0

n+1 = 1, Cnn = Cn+1
n+1 = 1.

Остаточно загальна сума має вигляд

C0
n+1u

(n+1)v(0) +

n∑
k=1

Ckn+1u
(n+1−k)v(k) + Cn+1

n+1u
(0)v(n+1) =

=

n+1∑
k=0

Ckn+1u
(n+1−k)v(k),

оскiльки початковий i останнiй доданки збiгаються з типовим
доданком при k = 0 i k = n + 1 вiдповiдно. Отриманий резуль-
тат збiгається з правою частиною (1.13). Отже, з iстинностi
формули (1.12) при деякому n (а для початкових значень n це
вже перевiрено) випливає iстиннiсть цiєї ж формули, але при
наступному значеннi n, тобто iстиннiсть формули (1.13). Тому
формулу (1.12) доведено методом математичної iндукцiї.

Формулу (1.12) називають формулою Лейбнiца знаходжен-
ня похiдних добутку. Вона виявляється зручною, коли один зi
спiвмножникiв є многочленом невеликого степеня.
C Приклад 1.38. Нехай f(x) = (2x−3)ex. Знайдемо n-ну похi-

дну dnf
dxn . Покладемо u = ex, v = 2x− 3. Маємо: u(j) = (ex)

(j)
= ex.

Маємо також v(0) = v = 2x− 3, v(1) = v′ = 2, v(k) = (2x− 3)(k) = 0
при будь-яких k > 2. Тодi за формулою Лейбнiца

dn

dxn
[(2x− 3)ex] = [(2x− 3)ex]

(n)
=

n∑
k=0

Ckn (ex)
(n−k)

(2x− 3)(k) =

= C0
ne
x(2x− 3)(0) + C1

ne
x(2x− 3)(1) +

n∑
k=2

Ckne
x(2x− 3)(k) =

= 1 · ex(2x− 3) + n · ex · 2 + 0 = ex(2x− 3 + 2n). B

Розглянемо ще один приклад, важливий для подальшого.
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C Приклад 1.39. Нехай ϕ(x) – функцiя, диференцiйовна при-
наймнi n разiв поспiль. Потрiбно обчислити n-ну похiдну фун-
кцiї f(x) = (x − x0)nϕ(x) в точцi x = x0. Введемо позначення
u(x) = (x − x0)n, v(x) = ϕ(x). Послiдовно диференцiюючи фун-
кцiю u, отримуємо:

u(0)(x) = (x− x0)n, u(1)(x) = n(x− x0)n−1,

u(2)(x) = n(n− 1)(x− x0)n−2, u(3)(x) = n(n− 1)(n− 2)(x− x0)n−3,

i т.д. Очевидна загальна закономiрнiсть:

u(k)(x) = (n− 0)(n− 1)(n− 2) · · · (n− [k − 1])︸ ︷︷ ︸
k спiвмножникiв

·(x− x0)n−k.

В усiх випадках, коли k < n, кожна похiдна ще мiстить певний
степiнь двочлена (x− x0), i при пiдстановцi x = x0 стає рiвною
нулю. Якщо ж k = n, то

u(n)(x) = (n− 0)(n− 1)(n− 2) · · · (n− [n− 1])︸ ︷︷ ︸
n спiвмножникiв

·(x− x0)n−n =

= n(n− 1)(n− 2) · · · 2 · 1 = n! = const

i не залежить вiд x. При подальшому диференцiюваннi решта
похiдних дорiвнюють нулю тотожно. Отже

u(k)(x)
∣∣∣
x=x0

=

[
n!, k = n;
0, k 6= n.

Тому в формулi (1.12) можна обмежитись лише початковим до-
данком (решта доданкiв дорiвнюють нулю), i ми отримаємо:

f (n)(x0) = C0
n u

(n)(x)v(0)(x)
∣∣∣
x=x0

+

n∑
k=1

Ckn u
(n−k)(x)v(k)(x)

∣∣∣
x=x0︸ ︷︷ ︸

=0

=

= 1 · n!v(x)|x=x0
= n!ϕ(x0).

Остаточно,

dn

dxn
{(x− x0)nϕ(x)}

∣∣∣∣
x=x0

= n!ϕ(x0). B
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1.7.2 Виникнення рядiв Тейлора

Нехай Φ(x) – функцiя, диференцiйовна в точцi x0. Локальну по-
ведiнку цiєї функцiї в околi даної точки (тобто динамiку змiни
цiєї функцiї) можна охарактеризувати за допомогою похiдної.
Нехай аргумент змiнюється вiд значення x0 до значення x =
= x0 + ∆x, а сама функцiя при цьому змiнює своє значення вiд
Φ(x0) до Φ(x). Прирiст функцiї становить ∆Φ = Φ(x) − Φ(x0).
Оскiльки функцiя Φ(x) диференцiйовна в точцi x0, то iснує та-
ка функцiя ϕ(x), що цей прирiст можна подати у виглядi

∆Φ = Φ(x)− Φ(x0) = (x− x0)ϕ(x). (1.14)

Справдi, достатньо позначити

ϕ(x) =
Φ(x)− Φ(x0)

x− x0
, x 6= x0.

Якщо ж x = x0, то функцiю ϕ(x) можна довизначити значенням
ϕ(x0), яке ми домовимось розумiти як границю:

ϕ(x0) = lim
x→x0

ϕ(x) = lim
x→x0

Φ(x)− Φ(x0)

x− x0
= Φ′(x0)

за означенням похiдної. Очевидно, при цiй домовленостi фун-
кцiя ϕ(x) стає довизначеною до неперервної. Тодi (1.14) набуває
вигляду

Φ(x) = Φ(x0) + (x− x0)ϕ(x), (1.15)

причому вiдомо, що ϕ(x0) = Φ′(x0). Формально цей результат
можна отримати диференцiюванням (1.15):

Φ′(x) = (Φ(x0))
′︸ ︷︷ ︸

=0

+ (x− x0)′︸ ︷︷ ︸
=1

ϕ(x)+(x−x0)ϕ′(x) = ϕ(x)+(x−x0)ϕ′(x).

Пiдставляючи сюди x = x0 i припускаючи17, що ϕ′(x0) iснує,
отримуємо Φ′(x0) = ϕ(x0) + 0.

В околi точки x0 функцiя Φ(x) змiнюється, причому швид-
кiсть цiєї змiни також може змiнюватись. Наприклад, фун-
кцiя може зростати, але швидкiсть її зростання може спадати.
Графiк функцiї буде опуклий догори (уповiльнене зростання).

17Припускаючи iснування ϕ′(x0), ми фактично визнаємо, що Φ(x) є двiчi
диференцiйовною в точцi x = x0, оскiльки ϕ(x0) = Φ′(x0), i ϕ′(x0) = Φ′′(x0).
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Функцiя може зростати, i швидкiсть її зростання також мо-
же зростати. Графiк функцiї буде опуклий донизу (прискорене
зростання). Враховуючи змiну функцiї, спробуємо знехтувати
принаймнi змiною швидкостi цiєї змiни. Iншими словами, замi-
нимо змiнну швидкiсть її сталим початковим значенням, тобто
в (1.15) покладемо ϕ(x) ≈ ϕ(x0) = const. Отримаємо:

Φ(x) ≈ Φдот(x) = Φ(x0) + (x− x0)ϕ(x0) = Φ(x0) + Φ′(x0)(x− x0).

Фактично права частина є рiвнянням дотичної, проведеної до
графiка Φ(x) в точцi x0. Тому можна сказати, що локальна по-
ведiнка функцiї Φ(x) в околi точки x0 визначається тангенсом
tgα = Φ′(x0) = ϕ(x0) кута нахилу цiєї дотичної. Ця поведiн-
ка є саме локальною, оскiльки змiною початкової швидкостi
ϕ(x0) можна нехтувати лише при малих значеннях приросту
аргументу ∆x = x − x0, бо саме при малих ∆x стає нескiнчен-
но малою вiдмiннiсть значень Φ(x) i Φдот(x) (тобто вiдмiннiсть
викривленого графiка Φ(x) i прямої, дотичної до нього).

Якщо ж величина ∆x = x − x0 стає великою, то треба вiд-
мовлятись вiд наближеної рiвностi ϕ(x) ≈ ϕ(x0) i починати вра-
ховувати змiну величини ϕ(x). Але це можна зробити знову за
допомогою формули (1.15). Тому iдея виникнення рядiв Тей-

лора полягає в багаторазовому застосуваннi формули (1.15).
Розглянемо тепер функцiю f(x), яка є нескiнченно дифе-

ренцiйовною в точцi x0. Охарактеризуємо локальну поведiнку
функцiї f(x) в околi точки x0. З використанням (1.15) маємо:

f(x) = f(x0) + (x− x0)g1(x).

Диференцiюючи це рiвняння i пiдставляючи в нього x = x0,
отримуємо g1(x0) = f ′(x0). Застосовуючи (1.15) до функцiї g1(x),
маємо:

g1(x) = g1(x0) + (x− x0)g2(x) = f ′(x0) + (x− x0)g2(x),

i ми отримуємо:

f(x) = f(x0) + (x− x0) [f ′(x0) + (x− x0)g2(x)] =

= f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + (x− x0)2g2(x).

Тут першi два доданки можуть бути отриманi з однакового

типового виразу f(k)(x0)
k! (x − x0)k при k = 0 i k = 1 вiдповiдно,
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оскiльки f (0)(x0) = f(x0), f (1)(x0) = f ′(x0), 0! = 1! = 1. Тодi

f(x) =

1∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + (x− x0)2g2(x).

Продиференцiюємо це рiвняння двiчi i пiдставимо x = x0. Фа-

ктично вирази f(k)(x0)
k! = const, тому пiд знаком суми при k 6 1

розташований лiнiйний двочлен, i його друга похiдна тотожно
дорiвнює нулю. Другу похiдну доданку поза знаком суми об-
числено наприкiнцi попереднього пункту. Тодi

f (2)(x0) = 2!g2(x0), g2(x0) =
f (2)(x0)

2!
.

Застосовуючи (1.15) до функцiї g2(x), маємо:

g2(x) = g2(x0) + (x− x0)g3(x) =
f (2)(x0)

2!
+ (x− x0)g3(x),

i ми отримуємо:

f(x) =

2∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + (x− x0)3g3(x).

Продиференцiюємо це рiвняння тричi i пiдставимо x = x0. Пiд
знаком суми при k 6 2 розташований квадратний тричлен, i
його третя похiдна тотожньо дорiвнює нулю. Третю похiдну
доданка поза знаком суми обчислено наприкiнцi попереднього
пункту. Тодi

f (3)(x0) = 3!g3(x0), g3(x0) =
f (3)(x0)

3!
.

Застосовуючи (1.15) до функцiї g3(x), маємо:

g3(x) = g3(x0) + (x− x0)g4(x) =
f (3)(x0)

3!
+ (x− x0)g4(x),

i ми отримуємо:

f(x) =

3∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k + (x− x0)4g4(x).
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Продовжуючи цей процес i далi, ми будемо накопичувати в

сумi доданки однакового типового вигляду f(k)(x0)
k! (x−x0)k. Але

якщо цей процес припинити на певному кроцi, то виявиться,
що в сумi накопичений деякий многочлен скiнченного степеня.
Тому функцiя f(x) буде, взагалi кажучи, вiдрiзнятись вiд поро-
джуваної нею суми. Вiдмiннiсть мiж функцiєю i породжуваним
нею многочленом зручно врахувати, вводячи т.зв. залишковий
член Rn(x). Ми отримуємо формулу Тейлора18:

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +Rn(x). (1.16)

Власне кажучи, цю формулу можна розглядати як означення
функцiї Rn(x), i тому вона доведення не потребує.

Спробуємо здiйснити граничний перехiд в (1.16) при n→∞.
Якщо при даному значеннi x залишковий член Rn(x) матиме
границю lim

n→∞
Rn(x) = 0, то виникне збiжний19 степеневий ряд,

який називають рядом Тейлора функцiї f(x) з центром в точцi
x0:

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k. (1.17)

Зокрема, можна обрати x0 = 0. При цьому утворюється сте-
пеневий ряд

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk,

який називають рядом Маклорена20 функцiї f(x).
Формально, якщо для функцiї f(x) в точцi x0 iснують похi-

днi усiх порядкiв, то ця функцiя вже здатна породжувати свiй
ряд Тейлора (1.17). При цьому може статись так, що при одних

18Брук Тейлор (англ. Brook Taylor; 1 серпня 1685, Мiддлсекс, Англiя – 29
грудня 1731, Лондон) – англiйський математик, член Лондонського королiв-
ського товариства. Його iм’ям названа загальна формула розвинення функцiї
в степеневий ряд.

19Якщо lim
n→∞

Rn(x) 6= 0, то ряд (1.17), очевидно, розбiгається. Але його також

називають рядом Тейлора, хоча й розбiжним.
20Ко́лiн Макло́рен (англ. Colin Maclaurin; лютий 1698 – 14 червня 1746) – шо-

тландський математик. Математичнi дослiдження Колiна Маклорена включа-
ють числення скiнченних рiзниць, аналiз теорiї рядiв i теорiю плоских кривих
вищих порядкiв, а також роботи з механiки.
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значеннях x вiн збiгається, а при iнших – розбiгається. Може
статись навiть так, що при деякому значеннi x вiн збiгається,
i отже, має свою суму, але вона не дорiвнює f(x). Це може
бути можливим за рахунок того, що залишковий член не стає
нескiнченно малим. Тому перейдемо до отримання вигляду за-
лишкового члену, бо потрiбно встановити, за яких умов цей
член прямує до нуля при n→∞.

1.7.3 Форма Лагранжа залишкового члену

Зафiксуємо довiльнi x0 i x. Розглянемо нову незалежну змiнну
y, яка належить iнтервалу y ∈ [x0, x]. Розглянемо таку функцiю
цiєї змiнної:

ϕ(y) = f(y) + (x− y) · f ′(y) + (x− y)2 · f
′′(y)
2! + · · ·+

+(x− y)n · f
(n)(y)
n! + (x− y)n+1 · Rn(x)

(x−x0)n+1 .
(1.18)

Тут x0 i x – деякi сталi параметри. Нехай y = x. Тодi

ϕ(x) = f(x) + 0 · f ′(x) + · · ·+ 0, ϕ(x) = f(x).

Пiдставимо тепер у (1.18) значення y = x0:

ϕ(x0) = f(x0) + (x− x0) · f ′(x0) + (x− x0)2 · f
′′(x0)

2!
+ · · ·+

+(x− x0)n · f
(n)(x0)

n!
+Rn(x).

Як бачимо, тут права частина збiгається з правою частиною
(1.16), отже,

ϕ(x0) = f(x).

Тодi виявляється, що функцiя ϕ(y) на лiвому i правому кiнцях
iнтервалу y ∈ [x0, x] набуває однакових значень:

ϕ(x0) = ϕ(x) = f(x).

Тодi за теоремою Ролля iснує принаймнi одне значення y = ξ,
x0 < ξ < x, таке, що ϕ′(ξ) = 0. Цю теорему ми приймемо без
доведення, оскiльки її математичний змiст припускає наочне
геометричне тлумачення. Справдi, якщо ϕ = const, то ϕ′ ≡ 0,
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тому роль точки ξ може вiдiгравати взагалi будь-яка точка iн-
тервалу [x0, x]. Якщо ж ϕ, наприклад, спочатку зростає, то для
вiдновлення початкового значення вона колись повинна почи-
нати спадати. Отже, знайдеться принаймнi одна точка y = ξ,
в якiй зростання змiнюється на спадання. Ця точка буде ста-
цiонарною за першою похiдною, дотична до графiка ϕ(y) в цiй
точцi буде горизонтальною, i тому ϕ′(ξ) = 0.

Для знаходження похiдної dϕ
dy з (1.18) виокремимо доданок,

який мiстить k-у похiдну. Позначимо uk = (x− y)k, vk = f(k)(y)
k! .

Тодi похiдна цього доданку за змiнною y:{
(x− y)k · f

(k)(y)

k!

}′
y

=
{

(x− y)k
}′
y
· f

(k)(y)

k!
+(x−y)k ·

{
f (k)(y)

k!

}′
y

=

= k(x− y)k−1 · (−1) · f
(k)(y)

k!
+ (x− y)k · f

(k+1)(y)

k!
=

= −(x− y)k−1 · f
(k)(y)

(k − 1)!︸ ︷︷ ︸
u′kvk

+ (x− y)k · f
(k+1)(y)

k!︸ ︷︷ ︸
ukv′k

.

Замiнюючи тут k на k + 1, отримуємо похiдну наступного до-
данку:

(uk+1vk+1)
′
y = −(x− y)k · f

(k+1)(y)

k!︸ ︷︷ ︸
u′k+1vk+1

+ (x− y)k+1 · f
(k+2)(y)

(k + 1)!︸ ︷︷ ︸
uk+1v′k+1

.

Як бачимо, другий внесок ukv
′
k вiд поточного доданку взаємно

знищується з першим внеском u′k+1vk+1 наступного доданку.
Тому пiсля зведення подiбних в загальнiй сумi залишається ли-
ше перший внесок початкового доданку i другий внесок остан-
нього доданку. Але початковий доданок виникає при k = 0, i

його множники u0 = (x−y)0 = 1, v0 = f(0)(y)
0! = f(y). Тодi перший

внесок початкового доданку

u′0v0 = 1′ · f(y) = 0 · f(y) = 0.

Отже, похiдна суми усiх типових доданкiв мiстить лише другий
внесок останнього доданку, тому остаточно

dϕ

dy
= unv

′
n +

{
(x− y)n+1 · Rn(x)

(x− x0)n+1

}′
y

=
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= (x− y)n · f
(n+1)(y)

n!
− (n+ 1)(x− y)n · Rn(x)

(x− x0)n+1
.

Пiдставляючи сюди y = ξ, ми повиннi отримувати нуль:

0 = (x− ξ)n · f
(n+1)(ξ)

n!
− (n+ 1)(x− ξ)n · Rn(x)

(x− x0)n+1
,

(n+ 1)(x− ξ)n · Rn(x)

(x− x0)n+1
= (x− ξ)n · f

(n+1)(ξ)

n!
,

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!(n+ 1)
(x− x0)n+1 =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

Цей вираз називають залишковим членом ряду Тейлора в формi
Лагранжа21. Тепер (1.16) набуває вигляду:

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1,

де ξ – деяке невiдоме число таке, що x0 < ξ < x.

1.7.4 Розвинення функцiй в ряд Тейлора

� Теорема 1.18. Якщо для функцiї f(x) в будь-якiй точцi iн-
тервалу x ∈ (x0 − R, x0 + R), R > 0, iснують похiднi f (n)(x) усiх
порядкiв n, i iснує така стала M , що для будь-яких n i будь-яких
x з цього iнтервалу виконано нерiвнiсть∣∣∣f (n)(x)

∣∣∣ 6M, (1.19)

то на всьому iнтервалi x ∈ (x0−R, x0 +R) справджується (1.17):

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k.

Зокрема, не виключається також можливiсть того, що R = +∞.

21Жозе́ф-Луї Лагра́нж (фр. Joseph-Louis Lagrange, iтал. Giuseppe Lodovico
Lagrangia; 25 сiчня 1736, Турин – 10 квiтня 1813, Париж) – французький мате-
матик, фiзик i астроном iталiйського походження.
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� Доведення. З використанням форми Лагранжа залишко-
вого члену маємо наступну оцiнку:

|Rn(x)| =
∣∣∣∣f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
· (x− x0)

n+1

∣∣∣∣ 6M · |x− x0|n+1

(n+ 1)!
.

Тодi

lim
n→∞

|Rn(x)| 6M lim
n→∞

|x− x0|n+1

(n+ 1)!
= 0,

i, отже, lim
n→∞

Rn(x) = 0, ∀x ∈ (x0 − R, x0 + R). Тепер в (1.16)

залишається здiйснити граничний перехiд при n → ∞, i ми
отримуємо твердження теореми. �

Легко навести приклад, коли (1.19) виконано за рахунок то-
го, що залишковий член при перевищеннi номером n деякого
значення стає не просто малим, а взагалi рiвним нулю.
C Приклад 1.40. Розвинемо в ряд Тейлора функцiю

f(x) = x4 − 4x3 + 6x2 − 4x+ 1

в точцi x0 = 1. Маємо:

f(x0) = f(1) = 14 − 4 · 13 + 6 · 12 − 4 · 1 + 1 = 0.

Маємо далi:
f ′(x) = 4x3 − 12x2 + 12x− 4,

f ′(x0) = f ′(1) = 4 · 13 − 12 · 12 + 12 · 1− 4 = 0.

Маємо далi:
f ′′(x) = 12x2 − 24x+ 12,

f ′′(x0) = f ′′(1) = 12 · 12 − 24 · 1 + 12 = 0.

Маємо далi:
f ′′′(x) = 24x− 24,

f ′′′(x0) = f ′′′(1) = 24 · 1− 24 = 0.

Маємо далi: f (4)(x) = 24, f (4)(x0) = f (4)(1) = 24 6= 0. Зрозумiло,
що усi iншi похiднi в точцi x0 = 1 дорiвнюють нулю. Отже,
в рядi Тейлора вiдмiнним вiд нуля виявляється лише єдиний
доданок, який виникає при n = 4. Тому

f(x) =
f (4)(x0)

4!
(x− x0)4 =

24

4!
(x− 1)4 = (x− 1)4.
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Часткова сума S4 спiвпадає з вихiдною функцiєю, тому зали-
шковi члени Rn(x) ≡ 0, ∀n > 4. B

Розглянемо тепер приклад, в якому умову (1.19) не викона-
но. Це вiдомий приклад, який досить повно викладений в [4],
звiдки22 ми його i запозичуємо.
C Приклад 1.41. Нехай

ϕ(x) =

[
P
(
1
x

)
e−1/x

2

, x 6= 0;
0, x = 0.

Тут P – многочлен деякого степеня. Легко бачити, що функцiя
ϕ(x) є неперервною в точцi x0 = 0:

lim
x→x0

ϕ(x) =
y = 1

x
y →∞ = lim

y→∞
P (y)e−y

2

= 0 = ϕ(x0).

Можна також довести, що ця функцiя є навiть диференцiйов-
ною в точцi x0 = 0, тобто похiдна iснує, та ще й має такий
самий вигляд, як i задана функцiя:

dϕ

dx
=

[
Q
(
1
x

)
e−1/x

2

, x 6= 0;
0, x = 0.

Тут Q – многочлен деякого степеня. З цього випливає, що
ϕ(n)(0) = 0 для будь-яких n. Отже, ряд (1.17), породжуваний
функцiєю ϕ(x), збiгається, але не до функцiї ϕ(x), а до тото-
жного нуля. Здiйснимо граничний перехiд при n → ∞ в рiв-
няннi (1.16):

lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

(
ϕ(x)−

n∑
k=0

0

k!
(x− x0)k

)
= ϕ(x),

що не є величиною, яка тотожно дорiвнює нулю. Отже, умову
(1.19) не виконано. Тому формально для функцiї ϕ(x) ряд Тей-
лора побудувати можна, i вiн навiть буде збiгатись, але не до
цiєї функцiї. Справа в тому, що цю функцiю взагалi не можна
розвинути в степеневий ряд з центром в точцi x0 = 0, оскiль-
ки спiвмножник e−1/x

2

при x → 0 прямує до нуля швидше за
многочлен будь-якого степеня. B

22Книга [2], яка видана значно ранiше, також мiстить цей приклад.

73



Розглянемо бiльш простий приклад функцiї, для якої розви-
нення в степеневий ряд не iснує.
C Приклад 1.42. Нехай

f(x) = x |x| =
[
x2, x > 0;
−x2, x < 0.

Перша похiдна:

f ′(x) =

[
2x, x > 0;
−2x, x < 0.

В тому числi f ′(0) = 0, тобто f(x) є диференцiйовною в точцi
x = 0. Але лише одноразово:

f ′′(x) =

[
2, x > 0;
−2, x < 0.

При x = 0 величина f ′′(x) вже не є визначеною, i про побудову
суми (1.17) мова йти не може. B

Як свiдчать наведенi приклади, не будь-яку функцiю мо-
жна розвинути в ряд Тейлора. Але якщо розвинення функцiї в
бодай який степеневий ряд взагалi можливо, то воно є розви-
ненням саме в ряд Тейлора.
� Теорема 1.19. Нехай

f(x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)2 + · · · ,

де ряд в правiй частинi при x0 − R 6 x 6 x0 + R збiгається до
f(x). Тодi цей ряд є рядом Тейлора, тобто

cn =
f (n)(x0)

n!
.

� Доведення. Диференцiюючи умову теореми n разiв (нага-
даємо, при почленному диференцiюваннi збiжного степенево-
го ряду виникає степеневий ряд, який теж є збiжним, причому
область збiжностi зберiгається), отримуємо:

f (n)(x) = n!cn +
(n+ 1)!

1!
cn+1(x− x0) +

(n+ 2)!

2!
cn+2(x− x0)2 + · · · .

Пiдставляючи сюди x = x0, отримуємо f (n)(x0) = n!cn, що i
треба було довести. �
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Доведена теорема стверджує наступне: якщо розвинення
функцiї f(x) в степеневий ряд в деякiй областi можливе, то
воно є єдиним (тобто, збiгається з рядом Тейлора). Отже, маємо
наступний наслiдок.

Наслiдок. Якщо для функцiї f(x) в деякiй областi отримано
два розвинення в степеневий ряд:

f(x) =

∞∑
k=0

ak(x− x0)k, f(x) =

∞∑
k=0

bk(x− x0)k,

то
ak = bk, k = 0, 1, 2, · · · .

Фактично ми отримали обґрунтування вiдомого методу неви-
значених коефiцiєнтiв.

1.7.5 Приклади рядiв Тейлора

Розглянемо приклади розвинень деяких елементарних фун-
кцiй в ряд Тейлора.
C Приклад 1.43. Нехай f(x) = ex. Покладемо x0 = 0. Усi

похiднi f (n)(x) = ex, f (n)(x0) = ex0 = e0 = 1. Тодi розвинення
(1.17) набуває вигляду

ex =

∞∑
n=0

1

n!
(x− 0)n =

∞∑
n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ · · · .

За допомогою ознаки Даламбера легко встановити, що цей ряд
є збiжним для будь-яких x ∈ R. Фiксуючи значення x, в (1.19)
достатньо покласти M = ex. Тодi отримане розвинення збiгає-
ться саме до функцiї f(x) = ex.

Цiкаво зауважити наступне. Першi два доданки отримано-
го розвинення утворюють рiвняння yдот = 1 + x дотичної до
графiка експоненти в точцi x = 0. Це узгоджується з вiдомою
границею lim

x→0

ex−1
x = 1. B

C Приклад 1.44. Нехай f(x) = sinx. Похiднi:

f (0)(x) = sinx, f (1)(x) = cosx,

f (2)(x) = − sinx, f (3)(x) = − cosx.
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В точцi x0 = 0 їх значення f (0)(0) = 0, f (1)(0) = 1, f (2)(0) = 0,
f (3)(0) = −1. Очевидно, далi цi значення повторюються блока-
ми по чотири штуки. Тодi розвинення (1.17) набуває вигляду

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1.

За допомогою ознаки Даламбера легко встановити, що цей ряд
є збiжним для будь-яких x ∈ R. В (1.19) достатньо покласти
M = 1. Тодi отримане розвинення збiгається саме до функцiї
f(x) = sinx.

Перший доданок отриманого розвинення утворює рiвняння
yдот = x дотичної до синусоїди в точцi x = 0. Це узгоджується
з першою важливою границею lim

x→0

sin x
x = 1.

Цiкаво зауважити наступне. Синус є непарною функцiєю,
тому його розвинення в ряд Тейлора мiстить лише непарнi сте-
пенi. B
C Приклад 1.45. Нехай f(x) = cosx. Похiднi:

f (0)(x) = cosx, f (1)(x) = − sinx,

f (2)(x) = − cosx, f (3)(x) = sinx.

В точцi x0 = 0 їх значення f (0)(0) = 1, f (1)(0) = 0, f (2)(0) = −1,
f (3)(0) = 0. Очевидно, далi цi значення повторюються блоками
по чотири штуки. Тодi розвинення (1.17) набуває вигляду

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n.

За допомогою ознаки Даламбера легко встановити, що цей ряд
є збiжним для будь-яких x ∈ R. В (1.19) достатньо покласти
M = 1. Тодi отримане розвинення збiгається саме до функцiї
f(x) = cosx.

Цiкаво зауважити наступне. Косинус є парною функцiєю,
тому його розвинення в ряд Тейлора мiстить лише парнi сте-
пенi (включаючи нульовий степiнь, тобто вiльний член). B

1.7.6 Бiномiальний ряд

Розглянемо функцiю f(x) = (1 + x)m. Якщо m – натуральне, то
можна розкрити дужки за допомогою формули бiнома Нью-
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тона. Тому розвинення, яке ми отримаємо нижче, називають
бiномiальним рядом.

Якщо m – натуральне, то функцiя f(x) є многочленом m-го
степеня, i при будь-якому x0 її ряд Тейлора вичерпується скiн-
ченною частковою сумою, яка мiстить (m+1) доданкiв вигляду
ck(x−x0)k, k = 0,m. Тому з точки зору рядiв iнтерес становлять
випадки, коли m /∈ N, m 6= 0. Похiднi:

f (0)(x) = (1 + x)m, f (1)(x) = m(1 + x)m−1,

f (2)(x) = m(m− 1)(1 + x)m−2

i т.д. В загальному виглядi:

f (k)(x) = m(m− 1) · · · [m− (k − 1)] (1 + x)m−k.

Покладемо x0 = 0. При довiльних m, k маємо (1 + x0)m−k = 1.
Тодi похiднi в точцi x0 = 0 дорiвнюють

f (0)(0) = 1, f (1)(0) = m, f (2)(0) = m(m− 1)

i т.д. В загальному виглядi:

f (k)(0) = m(m− 1) · · · [m− (k − 1)] .

Тодi ряд Тейлора, породжуваний функцiєю f(x), набуває ви-
гляду

1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
x3 + · · ·+

+
m(m− 1) · · · [m− (k − 1)]

k!
xk + · · · .

Оскiльки m /∈ N i m 6= 0, то кожен з коефiцiєнтiв цього роз-
винення є вiдмiнним вiд нуля. За ознакою Даламбера легко
встановити, що при |x| < 1 цей ряд є абсолютно збiжним, а
при |x| > 1 – розбiжним. Дослiдження граничних точок x = ±1
призводить до наступних результатiв [2, с. 375]. Якщо x = 1, то
бiномiальний ряд а) збiгається абсолютно при m > 0; б) збiгає-
ться умовно при −1 < m < 0; в) розбiгається при m 6 −1. Якщо
x = −1, то бiномiальний ряд а) збiгається абсолютно при m > 0;
б) розбiгається при m < 0.
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Додаткове дослiдження залишкового члену призводить до
такого результату: якщо бiномiальний ряд збiгається, то зали-
шковий член прямує до нуля. Iнакше, якщо бiномiальний ряд
збiгається, то вiн збiгається саме до функцiї f(x) = (1 + x)m.

Розвинення функцiї f(x) = (1 + x)m в бiномiальний ряд є
досить загальною задачею. Становлять iнтерес окремi випадки
цього розвинення. Так, при m = −1 для |x| < 1 отримуємо:

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · · .

Змiнюючи у x знак на протилежний, для |x| < 1 отримуємо:

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · · .

Цi двi формули надають суми збiжних геометричних прогресiй
зi знаменниками q = −x i q = x вiдповiдно.

При m = 1
2 для −1 6 x 6 1 можна отримати [2, с. 375]:

√
1 + x = 1 +

1

2
x− 1

2 · 4
x2 +

1 · 3
2 · 4 · 6

x3−

− 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6 · 8

x4 + · · ·+ (−1)n−1
(2n− 3)!!

(2n)!!
xn + · · · ,

а при m = − 1
2 для −1 < x 6 1:

1√
1 + x

= 1− 1

2
x+

1 · 3
2 · 4

x2−

−1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

x3 + · · ·+ (−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
xn + · · · . (1.20)

В двох останнiх формулах символом «!!» позначено т.зв. по-
двiйний факторiал (бiфакторiал). Величину n!! визначають як
добуток усiх натуральних чиcел, якi не перевищують n i мають
таку саму парнiсть, як n. Наприклад:

7!! = 7 · 5 · 3 · 1, 10!! = 10 · 8 · 6 · 4 · 2.

Два останнiх розвинення легко отримати, враховуючи, що

2nn! = 2n(1 · 2 · . . . · n) = (2 · 1) · (2 · 2) · . . . · (2 · n) = (2n)!!.
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1.7.7 Методи побудови рядiв Тейлора

Оскiльки розвинення функцiй в ряд Тейлора є задачею, важли-
вою з точки зору практичних застосувань, має сенс навести
певну систематизацiю методiв побудови таких розвинень.

1◦. Безпосереднє розвинення функцiй в ряд Тейлора. Йдеться
про безпосереднє застосування формули (1.17). Саме в цей спо-
сiб нами були отриманi розвинення функцiй ex, sinx, cosx, а
також функцiї (1 + x)m i її окремих випадкiв 1

1±x ,
√

1 + x, 1√
1+x

тощо. З цих результатiв можна скласти таблицю т.зв. табли-
чних розвинень.

2◦. Використання табличних розвинень.
C Приклад 1.46. Розвинемо в ряд Маклорена функцiю

f(x) =
1

1 + 4x2
.

Покладемо y = 4x2. Тодi

1

1 + 4x2
=

1

1 + y
= 1− y + y2 − y3 + · · · =

∞∑
k=0

(−1)kyk =

=

∞∑
k=0

(−1)k(4x2)k =

∞∑
k=0

(−1)k4kx2k.

Використано формулу суми геометричної прогресiї при |y| < 1,
тому отримане розвинення збiгається при

∣∣4x2∣∣ < 1, тобто при
− 1

2 < x < 1
2 . B

3◦. Додавання рядiв.
C Приклад 1.47. Розвинемо в ряд Маклорена функцiю

f(x) =
1

x2 − 2x− 3
.

Маємо:

1

x2 − 2x− 3
=

1

4

(
1

x− 3
− 1

x+ 1

)
= − 1

12
· 1

1− x
3

− 1

4
· 1

1 + x
.

Використовуючи розвинення для функцiй 1
1+y ,

1
1−y , маємо:

1

1− x
3

= 1 +
x

3
+
(x

3

)2
+ · · ·+

(x
3

)n
+ · · · ,

∣∣∣x
3

∣∣∣ < 1,
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1

1 + x
= 1− x+ x2 − · · ·+ (−1)nxn + · · · , |x| < 1.

Додаючи цi ряди, отримуємо:

f(x) = − 1

12

(
1 +

x

3
+
(x

3

)2
+ · · ·+

(x
3

)n
+ · · ·

)
−

−1

4

(
1− x+ x2 − · · ·+ (−1)nxn + · · ·

)
=

= −1

3
+

2

9
x− 7

27
x2 + · · ·+

(
(−1)n+1

4
− 1

12
·
(

1

3

)n)
xn + · · · .

Збiжнiсть першого ряду має мiсце при |x| < 3, а другого – при
|x| < 1, тодi знайдене розвинення збiгається до функцiї f(x)
при |x| < 1. B
C Приклад 1.48. Розвинемо функцiю f(x) = shx в ряд Ма-

клорена. За означенням гiперболiчного синусу: shx = ex−e−x
2 .

Очевидно,

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
+ · · · ,

e−x = 1− x+
x2

2!
− x3

3!
+
x4

4!
− x5

5!
+ · · · .

Вiднiмаючи з першого рiвняння друге, отримуємо:

ex − e−x = 2x+ 2 · x
3

3!
+ 2 · x

5

5!
+ · · · .

Тодi

shx =
ex − e−x

2
= x+

x3

3!
+
x5

5!
+ · · · .

Ясно, що це розвинення виконується при будь-яких x ∈ R,
оскiльки для таких значень виконувались розвинення експо-
нент.

Зауважимо, в отриманому розвиненнi мiстяться лише не-
парнi степенi аргументу; це узгоджується з непарнiстю гiпер-
болiчного синусу. B
C Приклад 1.49. Розвинемо функцiю f(x) = chx в ряд Ма-

клорена. За означенням гiперболiчного косинусу: chx = ex+e−x

2 .
Маємо:

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
+ · · · ,
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e−x = 1− x+
x2

2!
− x3

3!
+
x4

4!
− x5

5!
+ · · · .

Додаючи цi ряди, отримуємо:

ex + e−x = 2 + 2 · x
2

2!
+ 2 · x

4

4!
+ · · · .

Тодi

chx =
ex + e−x

2
= 1 +

x2

2!
+
x4

4!
+ · · · .

Це розвинення також виконується при будь-яких x ∈ R. Воно
мiстить лише парнi степенi аргументу (включаючи нульовий
степiнь, тобто вiльний член). Це узгоджується з парнiстю гi-
перболiчного косинусу. B

4◦. Почленне iнтегрування.
C Приклад 1.50. Розвинемо функцiю f(x) = ln(1 + x) в ряд

Маклорена. Маємо:

1

1 + ξ
= 1− ξ + ξ2 − ξ3 + · · ·+ (−1)nξn + · · · , |ξ| < 1,

Iнтегруючи в iнтервалi ξ ∈ [0, x], отримуємо:

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·+ (−1)n

xn+1

n+ 1
.

Це розвинення виконується при −1 < x 6 1, оскiльки iнтервал
збiжностi x ∈ (−1, 1) поповнюється точкою x = 1, в якiй ряд
збiгається умовно як ряд лейбнiцевського типу. В точцi x = −1
функцiї y = 1

1+x i y = ln(1 + x) не визначенi.
В отриманому розвиненнi можна замiнити x на −x:

ln(1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− x4

4
− · · · − xn+1

n+ 1
.

Очевидно, тепер область збiжностi – iнтервал −1 6 x < 1, при-
чому в точцi x = −1 ряд збiгається умовно. B
C Приклад 1.51. Розвинемо функцiю f(x) = arctg x в ряд

Маклорена. Маємо:

1

1 + t
= 1− t+ t2 − t3 + · · ·+ (−1)ntn + · · · , |t| < 1.
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Покладемо t = ξ2:

1

1 + ξ2
= 1− ξ2 + ξ4 − ξ6 + · · ·+ (−1)nξ2n + · · · , |ξ| < 1.

Iнтегруючи в iнтервалi ξ ∈ [0, x], отримуємо:

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
.

Це розвинення виконується при −1 6 x 6 1, оскiльки iнтервал
збiжностi x ∈ (−1, 1) поповнюється точками x = ±1, в яких ряд
збiгається умовно як ряд лейбнiцевського типу. B
C Приклад 1.52. Розвинемо функцiю f(x) = arcsinx в ряд

Маклорена. У формулу (1.20) пiдставимо x = −ξ2:

1√
1− ξ2

= 1 +
1

2
ξ2 +

1 · 3
2 · 4

ξ4 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

ξ6 + · · ·+ (2n− 1)!!

2n!!
ξ2n + · · · .

Iнтегруючи в iнтервалi ξ ∈ [0, x], отримуємо:

arcsinx = 1+
1

2

x3

3
+

1 · 3
2 · 4

x5

5
+

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

x7

7
+· · ·+ (2n− 1)!!

(2n)!!

x2n+1

2n+ 1
+· · · .

Це розвинення виконується при |x| 6 1. B
5◦. Почленне диференцiювання.
C Приклад 1.53. Розвинемо функцiю f(x) = 1

(1−x)2 в ряд Ма-

клорена. Позначимо g(x) = 1
1−x . Диференцiюючи, отримуємо

g′(x) = 1
(1−x)2 . Тодi

f(x) = g′(x) =

(
1

1− x

)′
=
(
1 + x+ x2 + x3 + · · ·

)′
=

= 0 + 1 + 2x+ 3x2 + · · · =
∞∑
n=1

nxn−1.

Цей ряд ми вже розглядали в прикладi 1.20. Область збiжностi
легко встановити за ознакою Даламбера: −1 < x < 1. B

Звичайно, жорстко визначеного алгоритму побудови розви-
нення функцiї в степеневий ряд не iснує. Наведенi нами при-
клади лише iлюструють розмаїття можливих методiв. Додамо,
що цi методи можна застосовувати поодинцi або в комбiнацiї
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один з одним. Наприкiнцi наведемо ще один приклад, в яко-
му комбiнуються додавання рядiв i використання табличних
розвинень.
C Приклад 1.54. Розвинемо функцiю f(x) = ln(1 − x + x2) в

ряд Маклорена. Маємо:

f(x) = ln
(1 + x)(1− x+ x2)

1 + x
= ln

1 + x3

1 + x
= ln(1 + x3)− ln(1 + x).

Використаємо вже вiдомий (табличний) результат:

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · .

Пiдставляючи x3 замiсть x, отримуємо також:

ln(1 + x3) = x3 − x6

2
+
x9

3
− x12

4
+ · · · .

Залишається вiдняти цi ряди i звести подiбнi члени. Пропо-
нуємо цю задачу для самостiйного доопрацювання. Звичайно,
областю збiжностi буде iнтервал x ∈ (−1, 1]. B

1.8 Ряди Фур’є

Цiннiсть рядiв Тейлора – можливiсть просто описати локальну
поведiнку функцiї в околi початкової точки x0. Але що далi ми
вiдсунемось вiд цiєї точки (тобто що бiльшою стане величина
|x− x0|), то повiльнiшою буде збiжнiсть ряду. В той же самий
час iснує велика кiлькiсть перiодичних процесiв, вивчення яких
становить як науковий, так i практичний iнтерес. Отже, ви-
никає проблема: як вiдсунутись далеко вiд початкової точки,
але зберегти швидку збiжнiсть ряду. Цю проблему вдається
розв’язати, використовуючи при побудовi ряду тригонометри-
чнi функцiї замiсть степеневих. Так i виникають тригономе-
тричнi ряди; їх називають також рядами Фур’є23.

23Жан Батист Жозеф Фур’є (фр. Jean Baptiste Joseph Fourier; 21 березня
1768 – 16 травня 1830) – французький математик i фiзик. Започаткував вико-
ристання тригонометричних рядiв для розв’язування задач математичної фi-
зики.
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1.8.1 Гармонiки

В цьому роздiлi будемо розглядати функцiї x = f(t), заданi на
iнтервалi t ∈ [t0, t0 +T ]. Власне, вони можуть бути визначеними
також i поза межами цього iнтервалу, причому в довiльний
спосiб, але ми будемо цiкавитись їх поведiнкою саме всерединi
цього iнтервалу.

Спробуємо подати функцiю f(t) у виглядi «сумiшi» деяких
функцiй, взятих в певних пропорцiях. Вимагатимемо, щоб цi
функцiї були перiодичними, i щоб вони довжину T вичерпу-
вали цiлою кiлькiстю своїх перiодiв. У випадку рядiв Тейлора
ми робили те ж саме: обирали систему функцiй fk(x) = xk,
k = 0, 1, · · · , i будували їх «сумiш»

∑
(k) ckfk(x) =

∑
(k) ckx

k в
пропорцiї, яка визначалась коефiцiєнтами ck. Якiсно новим є
лише те, що тепер функцiї будуть не степеневими, а тригоно-
метричними. З урахуванням сказаного приймемо їх у виглядi

fk(t) = ak cos kωt+ bk sin kωt. (1.21)

Покладемо

ω =
2π

T
.

Тодi функцiя f1(t) є перiодичною з перiодом T , а перiоди фун-
кцiй fk(t) дорiвнюють T/k. Отже, кожна з функцiй fk(t) укла-
дає свiй перiод цiлу кiлькiсть разiв на iнтервалi t ∈ [t0, t0 + T ].
Функцiї (1.21) i називають гармонiками. Тепер в (1.21) можна
покласти k = 0, 1, 2, · · · . Зокрема, при k = 0 будемо отримувати
т.зв. нульову гармонiку f0 = a0 – єдину, яка не залежить вiд t;
її називають також сталою складовою.

Тепер можна побудувати «сумiш» гармонiк. При цьому i бу-

де виникати ряд Фур’є:
∞∑
k=0

(ak cos kωt+ bk sin kωt).

1.8.2 Властивостi гармонiк

Побудована вище «сумiш» гармонiк анiякого вiдношення до
функцiї f(t) поки що не має. Справдi, гармонiки ми побуду-
вали, лише вiдштовхуючись вiд довжини T iнтервалу, в той
час як вигляд функцiї f(t) взагалi ще не визначали. Однак, при
вдалому пiдборi коефiцiєнтiв ak, bk може виявитись, що побу-
дований нами ряд 1) збiгається 2) до функцiї f(t). Перед зна-
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ходженням потрiбних для цього значень ak, bk сформулюємо i
доведемо двi властивостi гармонiк.

Утворимо систему функцiй

Ck(t) = cos kωt, Sk(t) = sin kωt.

Зокрема, C0 = 1, S0 = 0. Тодi гармонiки: fk(t) = akCk(t)+ bkSk(t).
Серед функцiй Ck(t), Sk(t) оберемо двi будь-якi (рiзнi!), i об-
числимо визначений iнтеграл вiд їх добутку в межах вiд t0 до
t0+T . Наприклад, при n 6= k, користуючись вiдомою формулою

cosα cosβ =
1

2
{cos (α+ β) + cos (α− β)} ,

отримуємо:

t0+T∫
t0

Ck(t)Cn(t) dt =

t0+T∫
t0

cos kωt cosnωt dt =

=
1

2

t0+T∫
t0

{cos(k + n)ωt+ cos(k − n)ωt} dt =

=
1

2ω

(
sin(k + n)ωt

k + n
+

sin(k − n)ωt

k − n

)∣∣∣∣t0+T
t0

= 0, n 6= k,

оскiльки кожна з функцiй sin(k+n)ωt, sin(k−n)ωt укладає свiй
перiод цiлу кiлькiсть разiв на iнтервалi t ∈ [t0, t0+T ]. Аналогiчно
доводяться також рiвностi

t0+T∫
t0

Sk(t)Sn(t) dt = 0, n 6= k,

t0+T∫
t0

Ck(t)Sn(t) dt = 0, k, n = 0, 1, 2, · · · .

Тут в останнiй формулi вже не вимагається вiдмiннiсть n i k,
тобто з останньої формули зокрема випливає

t0+T∫
t0

Ck(t)Sk(t) dt = 0, k = 0, 1, 2, · · · .
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Отже, перша властивiсть гармонiк полягає в тому, що iнте-

грал вiд добутку двох рiзних функцiй розглядуваної системи

дорiвнює нулю.
Якщо n = k, то результат буде iншим. З використанням фор-

мули cos2 α = 1+cos 2α
2 зниження степеня маємо:

t0+T∫
t0

Ck(t) · Ck(t) dt =

t0+T∫
t0

cos2 kωt dt =

t0+T∫
t0

1 + cos 2kωt

2
dt =

=
1

2

(
t+

1

2kω
sin 2kωt

)∣∣∣∣t0+T
t0

=
T

2
, k = 1, 2, · · · .

Аналогiчно маємо також

t0+T∫
t0

S2
k(t) dt =

T

2
, k = 1, 2, · · · .

При k = 0 отримуємо iншi результати:

t0+T∫
t0

C2
0 (t) dt = T,

t0+T∫
t0

S2
0(t) dt = 0.

Отриману сукупнiсть значень iнтегралiв вiд квадратiв функцiй
розглядуваної системи вважатимемо другою властивiстю. Те-
пер можна переходити до знаходження коефiцiєнтiв ak, bk.

1.8.3 Коефiцiєнти Фур’є

Розвинення функцiї f(t) в ряд Фур’є на iнтервалi t ∈ [t0, t0 + T ]
будемо шукати в виглядi

f(t) = a0 +

∞∑
k=1

(ak cos kωt+ bk sin kωt) , (1.22)

де ω = 2π
T . Ми будемо припускати, що цей ряд збiгається i що

його можна почленно iнтегрувати.
Коефiцiєнти ak, bk називають коефiцiєнтами Фур’є. Для зна-

ходження кожного окремого коефiцiєнту ak помножимо рiвня-
ння (1.22) на Ck(t) i проiнтегруємо його в iнтервалi розвинення.
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Спочатку помножимо рiвняння (1.22) на C0 ≡ 1 i проiнтегру-
ємо його. За першою властивiстю гармонiк iнтеграл вiд кожно-
го добутку пiд знаком суми дорiвнюватиме нулю, i залишиться:

t0+T∫
t0

f(t) dt =

t0+T∫
t0

a0 dt, a0 =
1

T

t0+T∫
t0

f(t) dt.

Отже, нульова гармонiка є iнтегральним середнiм функцiї f(t)
на iнтервалi розвинення: a0 є висотою такого прямокутника
ширини T , площа якого дорiвнює площi пiд графiком f(t).

Нехай тепер k > 0. Помножимо рiвняння (1.22) на Ck(t)
i проiнтегруємо його. Виокремлюючи з суми k-у гармонiку,
отримуємо:

t0+T∫
t0

f(t)Ck(t) dt = a0

t0+T∫
t0

Ck(t) dt

︸ ︷︷ ︸
=0

+

+ak

t0+T∫
t0

C2
k(t) dt

︸ ︷︷ ︸
=T

2

+bk

t0+T∫
t0

Sk(t)Ck(t) dt

︸ ︷︷ ︸
=0

+

+

+∞∑
n=1,
n 6=k

an
t0+T∫
t0

Cn(t)Ck(t) dt

︸ ︷︷ ︸
=0

+bn

t0+T∫
t0

Sn(t)Ck(t) dt

︸ ︷︷ ︸
=0

 ,

звiдки

ak =
2

T

t0+T∫
t0

f(t)Ck(t) dt =
2

T

t0+T∫
t0

f(t) cos kωt dt.

Аналогiчно, при множеннi (1.22) на Sk(t) i подальшому iнтегру-
ваннi отримуємо:

bk =
2

T

t0+T∫
t0

f(t)Sk(t) dt =
2

T

t0+T∫
t0

f(t) sin kωt dt.
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Тепер можна сказати, що функцiя f(t) породжує свiй ряд
Фур’є (1.22) з коефiцiєнтами

a0 = 1
T

t0+T∫
t0

f(t) dt,

ak = 2
T

t0+T∫
t0

f(t) cos kωt dt, bk = 2
T

t0+T∫
t0

f(t) sin kωt dt.

(1.23)

1.8.4 Збiжнiсть рядiв Фур’є

Побудований нами ряд буде 1) збiгатись 2) до функцiї f(t) не
завжди. Як мiнiмум, коефiцiєнти Фур’є повиннi iснувати, тобто
функцiя f(t) повинна бути iнтегровною.

Кажуть, що функцiя задовольняє умову Дiрiхле на деяко-

му скiнченному iнтервалi, якщо вона на цьому iнтервалi має

не бiльш як скiнченну кiлькiсть розривiв не бiльш нiж пер-

шого роду. Iншими словами, в кожнiй точцi iнтервалу функцiя
має бути або неперервною, або, якщо вона розривна, то роз-
рив має бути або усувним, або розривом першого роду (типу
«стрибка»). Розриви другого роду (коли наявна вертикальна
асимптота) є неприпустимими. При цьому кiлькiсть розривiв
(якщо вони наявнi) має бути скiнченною. Сформульованi ви-
моги гарантують iснування вiдповiдних iнтегралiв, тобто iсну-
вання коефiцiєнтiв Фур’є.

Приймемо без доведення наступну теорему.
� Теорема 1.20. Якщо функцiя f(t) задовольняє умову Дiрi-

хле на iнтервалi t ∈ [t0, t0 + T ], то її ряд Фур’є (1.22) з коефiцi-
єнтами (1.23) збiгається:

1) у внутрiшнiх точках t iнтервалу t ∈ [t0, t0 +T ], де функцiя
f(t) є неперервною, до значення f(t);

2) у внутрiшнiх точках t∗ iнтервалу t ∈ [t0, t0 + T ], де фун-
кцiя f(t) є розривною, до середнього арифметичного лiво- i
правобiчного граничних значень функцiї f(t), тобто до значе-

ння 1
2

(
lim

t→t∗−0
f(t) + lim

t→t∗+0
f(t)

)
;

3) в кiнцях iнтервалу розвинення – до середнього арифме-
тичного граничних значень в цих кiнцях; однобiчнi границi об-

числюють зсередини iнтервалу: 1
2

(
lim

t→t0+0
f(t) + lim

t→t0+T−0
f(t)

)
.
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Рисунок 1.1 – До прикладу 1.55

C Приклад 1.55. Розвинемо функцiю

f(t) =

t+ 4, 0 6 t < 1;
17, t = 1;
2, 1 < t 6 3

в ряд Фур’є. За умовою t0 = 0, T = 3, тодi ω = 2π
3 . З використа-

нням (1.23) маємо: a0 = 17
6 , а також

ak =
2

3kω

[
5 sin kω + 4 sin kω cos 2kω +

cos kω − 1

kω

]
;

bk =
2

3kω

[
4− 5 cos kω + 4 sin kω sin 2kω +

sin kω

kω

]
.

На рисунку 1.1 показано графiк функцiї f(t), а також графiк
часткової суми ряду (1.22), яка мiстить дев’ять гармонiк.

Функцiя f(t) має єдину точку розриву t∗ = 1. В цiй точцi
значення самої функцiї f(1) = 17. Але це нiякого значення не
має: число 17 до розрахунку коефiцiєнтiв Фур’є за формулами
(1.23) не залучається (замiсть цього числа ми могли взяти будь-
яке iнше або вважати функцiю f(t) взагалi не визначеною в
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точцi t = 1, i коефiцiєнти ak, bk при цьому залишилися би не-
змiнними). Лiвобiчне граничне значення функцiї визначається
з виразу t + 4 при t = 1 i становить lim

t→1−0
f(t) = 5, а правобi-

чне граничне значення lim
t→1+0

f(t) = 2. Тому в точцi t∗ = 1 ряд

Фур’є збiгається до значення 5+2
2 = 7

2 , i графiк часткової суми
проходить через точку

(
1, 72
)
. Нiякого зв’язку мiж поодиноким

значенням функцiї в точцi розриву t = 1 (число 17) i значенням
часткової суми в цiй точцi (число 7

2 ) бути i не повинно.
Навпаки, при 0 < t < 1 часткова сума збiгається до виразу

f(t) = t+ 4, а при 1 < t < 3 – до виразу f(t) = 2.
Нарештi, однобiчнi границi в кiнцях iнтервалу зсередини:

lim
t→0+0

f(t) = lim
t→0+0

(t+ 4) = 4,

lim
t→3−0

f(t) = lim
t→3−0

2 = 2.

Тому на кiнцях iнтервалу розвинення часткова сума збiгається
до значення 4+2

2 = 3. Вiдповiдно, графiк часткової суми прохо-
дить через точки (0, 3) i (3, 3). B

Нехай t1 ∈ [t0, t0 + T ] – деяка внутрiшня точка iнтервалу
розвинення. Маємо:

Ck(t1 +mT ) = cos kω(t1 +mT ) = cos(kωt1 +mkωT ).

Тут

mkωT = mkω · 2π

ω
= 2mkπ.

Тодi

Ck(t1 +mT ) = cos(kωt1 + 2mkπ) = cos kωt1 = Ck(t1),

тобто функцiї Ck(t) є перiодичними з перiодом T . Те ж са-
ме стосується також функцiй Sk(t), а тому i кожної гармонiки
fk(t), а отже – i всього ряду Фур’є в цiлому. Таким чином,
якщо ряд Фур’є збiгається всерединi iнтервалу розвинення, то
вiн збiгається на всiй дiйснiй осi t ∈ R, оскiльки вiн є перiоди-
чною функцiєю з перiодом T . Сама функцiя f(t) перiодичною
може i не бути. Поза межами iнтервалу розвинення вона може
виявляти будь-яку поведiнку або бути невизначеною взагалi, i
її ряд Фур’є «дiзнатись про це» не зможе. Фактично, все, що
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Рисунок 1.2 – Розширення iнтервалу аргументу

вiдомо про функцiю при побудовi її ряду Фур’є, – це лише її
поведiнка всерединi iнтервалу розвинення; лише це i було ви-
користано при знаходженнi коефiцiєнтiв Фур’є за формулами
(1.23). Тому можна сказати, що функцiя f(t), яка задовольняє
умови Дiрiхле на деякомi iнтервалi, породжує ряд Фур’є

f(t) ∼ f̂(t) = a0 +

∞∑
k=1

(ak cos kωt+ bk sin kωt) ,

причому всерединi iнтервалу розвинення (виключаючи, мо-
жливо, точки розриву i кiнцi iнтервалу) має мiсце рiвняння
f̂(t) = f(t). Поза межами iнтервалу розвинення це рiвняння
може i не виконуватись. Втiм, якщо домовитись, що функцiя
f(t) довизначена (або перевизначена) на зовнiшнiсть iнтервалу
до перiодичної (так щоб рiвнiсть f(t±mT ) = f(t) виконувалась
для будь-яких t i будь-яких m ∈ Z), то рiвняння f̂(t) = f(t) буде
виконано для будь-яких t ∈ R (виключаючи, можливо, точки
розриву). Тому кажуть, що ряд Фур’є довизначає (перевизна-

чає) функцiю до перiодичної з перiодом, що дорiвнює довжинi
iнтервалу розвинення. Цю думку легко проiлюструвати, якщо
в останньому прикладi використати значення t також i зовнi
iнтервалу t ∈ [0, 3] (рис. 1.2).

Збiжнiсть рядiв Фур’є може вiдбуватись з рiзною швидкi-
стю залежно вiд конкретного значення t. Особливо повiльною
вона виявляється в околi точок t∗ розриву. Це проявляється у
виникненнi т.зв. «сплескiв» (при переходi через точку t∗ ряд
повинен стрибкоподiбно змiнити свою суму на величину, що
дорiвнює рiзницi лiво- i правобiчного граничних значень фун-
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Рисунок 1.3 – Наближення параболи рядом Фур’є

кцiї). Такi «сплески» називають ефектом Гiббса24. Проблема
полягає в наступному. Навiть якщо функцiя f(t) була непе-
рервною на iнтервалi t ∈ [t0, t0+T ], але набувала на його кiнцях
рiзних значень f(t0 + T ) 6= f(t0), то вона пiсля довизначення до
перiодичної стає розривною. Розриви настають в точках

t∗m = t0 +mT, m ∈ Z;

вони є неусувними розривами першого роду зi стрибкоподi-
бною змiною значення функцiї на величину |f(t0 + T )− f(t0)|
при переходi через кожну точку t∗m.

В наступному прикладi, навпаки, рiвнiсть f(t0 + T ) = f(t0)
виконується, i тому збiжнiсть ряду є швидшою.
C Приклад 1.56. Функцiю f(t) = 2πt − t2 розвинемо в ряд

Фур’є на iнтервалi t ∈ [0, 2π]. У нас t0 = 0, T = 2π, ω = 1.
Тепер f(0) = f(2π) = 0, тому функцiя навiть пiсля довизначення
до перiодичної залишається неперервною. За формулами (1.23)
отримуємо: a0 = 2π2

3 , ak = − 4
k2 , bk = 0. На рис. 1.3 точками

показано графiк функцiї, а суцiльною лiнiєю – графiк часткової
суми, в якiй взято усього три гармонiки. Як бачимо, «сплескiв»
не спостерiгається. B

Зауважимо, в прикладi 1.55 коефiцiєнти Фур’є прямували
до нуля повiльно (зi швидкiстю порядку ∼1

k ), а в прикладi 1.56 –

24Джоза́я Вiллард Гiббз (англ. Josiah Willard Gibbs; 11 лютого 1839, Нью-
Гейвен, США – 28 квiтня 1903, там же) – американський математик та фiзик,
один iз засновникiв векторного аналiзу та математичної теорiї термодинамiки.
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швидше (зi швидкiстю порядку ∼ 1
k2 ). Це є проявом досить за-

гальної властивостi коефiцiєнтiв Фур’є: що бiльшою є гладкiсть
функцiї, то швидше коефiцiєнти Фур’є прямують до нуля [5].

1.8.5 Косинус- i синус- розвинення

Будуючи розвинення функцiї в ряд Фур’є, iнтервал розвинен-
ня можна обирати довiльно, аби лише на ньому виконувались
умови Дiрiхле. Часто обирають T = 2π i t0 = 0 або t0 = −T2 .

Ясно, що для даної функцiї можна побудувати безлiч рi-
зних розвинень Фур’є. Справдi, нехай функцiя f(t) задана на
iнтервалi t ∈ [t0, t0 + T ]. Нехай a > 0 – довiльне число. Утво-
римо новий iнтервал t ∈ [t0 − a, t0 + T ], приєднуючи до старого
iнтервалу з лiвого боку «шматочок» довжиною a. Позначимо
t̂0 = t0 − a, T̂ = T + a, тодi t ∈ [t̂0, t̂0 + T̂ ]. На цьому новому
iнтервалi утворимо нову функцiю f̂(t) за правилом

f̂(t) =

[
ϕ(t), t0 − a 6 t < t0;
f(t), t0 6 t 6 t0 + T.

Тут функцiя ϕ(t) може бути будь-якою, аби лише на новому iн-
тервалi для функцiї f̂(t) виконувались умови Дiрiхле. Тодi для
нової функцiї f̂(t) на новому iнтервалi t ∈ [t̂0, t̂0 + T̂ ] можна по-
будувати звичайния ряд Фур’є, який i буде зображати функцiю
f̂(t). В тому числi, цей ряд буде зображати також i стару фун-

кцiю f(t), якщо t не буде залишати старого iнтервалу, оскiльки
за цiєї умови f̂(t) = f(t). Цим рядом функцiя f(t) буде дови-
значеною до перiодичної, але її перiод дорiвнюватиме T̂ (а не
T ). При цьому поведiнкою ряду на «шматочку» t ∈ [t0 − a, t0)
можна навiть не цiкавитись.

Звичайно, старий iнтервал можна було розширити по оби-
два боки, покладаючи a > 0, b > 0, а також

f̂(t) =

ϕ1(t), t0 − a 6 t < t0;
f(t), t0 6 t 6 t0 + T ;
ϕ2(t) T < t 6 t0 + T + b.

Тепер лiвий кiнець нового iнтервалу t̂0 = t0−a, а його довжина
T̂ = T + a+ b.
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Надалi обмежимось випадком, коли t0 = 0. Тодi формули
(1.23), (1.22) набувають вигляду

a0 =
1

T

T∫
0

f(t) dt, ak =
2

T

T∫
0

f(t) cos kωt dt, bk =
2

T

T∫
0

f(t) sin kωt dt,

f(t) = a0 +

∞∑
k=1

(ak cos kωt+ bk sin kωt) , ω =
2π

T
.

Виявляється, цьому розвиненню можна надати спрощений ви-
гляд. Пiдбираючи параметр a i функцiю ϕ(t), можна досягти
того, щоб для довiльних k виконувались рiвняння ak = 0 або
рiвняння bk = 0.

Синус- розвинення

Нехай функцiю f(t) задано на iнтервалi t ∈ [0, T ]. Покладемо
a = −T . Утворюється новий iнтервал t ∈ [t̂0, t̂0 + T̂ ], лiвий кiнець
якого t̂0 = −T , а довжина T̂ = 2T . Довизначимо функцiю f(t)
на цьому iнтервалi до непарної, тобто утворимо нову функцiю

f̂s(t) =

[
−f(−t), −T 6 t < 0;
f(t), 0 6 t 6 T.

Звичайно, на старому iнтервалi t ∈ [0, T ] матимемо f̂s(t) = f(t).
Побудуємо розвинення нової функцiї на новому iнтервалi.

Позначимо ω̂ = 2π
T̂

= 2π
2T = ω

2 . Косинус- коефiцiєнти Фур’є

âk =
2

T̂

t̂0+T̂∫
t̂0

f̂s(t) cos kω̂t dt =
2

2T

T∫
−T

f̂s(t) cos kω̂t dt = 0

як iнтеграл вiд непарної25 функцiї в симетричних межах. Те ж
саме стосується i вiльного члену: â0 = 0.

Синус- коефiцiєнти Фур’є

b̂k =
2

T̂

t̂0+T̂∫
t̂0

f̂s(t) sin kω̂t dt =
2

2T

T∫
−T

f̂s(t) sin kω̂t dt.

25Функцiя f̂s(t) є непарною, а функцiя cos kω̂t є парною. Отже, їх добуток,
розташований пiд знаком iнтегралу, є непарною функцiєю.
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Тепер пiд знаком iнтегралу розташовано парну функцiю (до-
буток двох непарних f̂s(t) i sin kω̂t). За рахунок симетрiї меж
iнтегрування отримуємо:

b̂k =
2

2T
· 2

T∫
0

f̂s(t) sin kω̂t dt =
2

T

T∫
0

f(t) sin k
(ω

2

)
t dt.

Тут в останньому iнтегралi функцiю f̂s(t) замiнили на функцiю
f(t), оскiльки тепер 0 6 t 6 T , а на цьому iнтервалi вони не
вiдрiзняються. Тодi ряд Фур’є

f̂s(t) =

∞∑
k=1

b̂k sin kω̂t =

∞∑
k=1

b̂k sin k
(ω

2

)
t.

Зокрема, якщо t ∈ [0, T ], то цей ряд зображає також i функцiю
f(t). Але тепер її довизначено до перiодичної з перiодом T̂ =
= 2T , причому так, що вона стає непарною. Отриманий ряд

називають розвиненням за синусами. Саме тому позначення
функцiї f̂(t) супроводжували iндексом «s».

Як бачимо, при побудовi розвинення функцiї в ряд Фур’є за
синусами косинус- коефiцiєнти (включаючи вiльний член) про-
сто вiдкидають, а синус- коефiцiєнти обчислюють за форму-
лою (1.23). Ряд синтезують за формулою (1.22). Єдина «розпла-
та» за вiдкидання косинус- коефiцiєнтiв полягає лише в тому,
що в формулах (1.22), (1.23) замiсть ω використовують частоту
ω̂ = ω

2 першої гармонiки, яка вiдповiдає iнтервалу T̂ = 2T .
Як правило, отриманий ряд збiгається повiльно. Справдi,

якщо f(0) 6= 0, то f̂s(t) в точцi t∗ = 0 має неусувний розрив
першого роду з величиною стрибка ∆f̂s = 2 |f(0)|, тобто f̂s(t)
належить найнижчому класу гладкостi.

Косинус- розвинення

Нехай функцiю f(t) знову задано на iнтервалi t ∈ [0, T ], i потрi-
бно побудувати розвинення, в якому усi коефiцiєнти bk = 0. Як
i вище, утворимо новий iнтервал t ∈ [−T, T ], лiвий кiнець якого
t̂0 = −T , а довжина T̂ = 2T . Функцiю f(t) на ньому цього разу
довизначимо до парної, тобто утворимо нову функцiю

f̂c(t) =

[
f(−t), −T 6 t < 0;
f(t), 0 6 t 6 T.

95



Звичайно, на старому iнтервалi t ∈ [0, T ] матимемо f̂c(t) = f(t).
Побудуємо розвинення нової функцiї на новому iнтервалi.

Позначимо ω̂ = 2π
T̂

= 2π
2T = ω

2 . Синус- коефiцiєнти Фур’є

b̂k =
2

T̂

t̂0+T̂∫
t̂0

f̂c(t) sin kω̂t dt =
2

2T

T∫
−T

f̂c(t) sin kω̂t dt = 0

як iнтеграл вiд непарної (за рахунок синусу) функцiї в симе-
тричних межах.

Вiльний член

â0 =
1

T̂

t̂0+T̂∫
t̂0

f̂c(t) dt =
1

2T

T∫
−T

f̂c(t) dt.

Оскiльки функцiя пiд знаком iнтегралу є парною, i межi iнте-
грування симетричнi, то маємо далi:

â0 =
1

2T
· 2

T∫
0

f̂c(t) dt =
1

T

T∫
0

f(t) dt = a0.

Тут при переходi до останнього iнтегралу функцiю f̂c(t) замi-
нили на f(t), оскiльки при t ∈ [0, T ] цi функцiї збiгаються. Як
бачимо, вiльний член у функцiй f̂c(t) i f(t) виявляється однако-
вим. Так i має бути, оскiльки графiк функцiї f̂c(t) утворюється
при доповненнi графiка f(t) його дзеркальним вiдображенням
лiворуч, i площа пiд графiком зростає вдвiчi. Але й ширина
iнтервалу зростає вдвiчi. Тому висота рiвновеликого прямоку-
тника (тобто iнтегральне середнє значення) залишається не-
змiнною.

Косинус- коефiцiєнти Фур’є:

âk =
2

T̂

t̂0+T̂∫
t̂0

f̂c(t) cos kω̂t dt =
2

2T

T∫
−T

f̂c(t) cos kω̂t dt.

Тепер пiд знаком iнтегралу розташовано парну функцiю. За
рахунок симетрiї меж iнтегрування отримуємо:

âk =
2

2T
· 2

T∫
0

f̂c(t) cos kω̂t dt =
2

T

T∫
0

f(t) cos k
ω

2
t dt.
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Тут в останньому iнтегралi функцiю f̂c(t) замiнили на функцiю
f(t), оскiльки тепер 0 6 t 6 T , а на цьому iнтервалi вони не
вiдрiзняються. Тодi ряд Фур’є

f̂c(t) = â0 +

∞∑
k=1

âk cos kω̂t = â0 +

∞∑
k=1

âk cos k
(ω

2

)
t.

Зокрема, якщо t ∈ [0, T ], то цей ряд зображає також i фун-
кцiю f(t). Але тепер її довизначено до перiодичної з перiодом
T̂ = 2T , причому так, що вона стає парною. Отриманий ряд на-
зивають розвиненням за косинусами. Саме тому позначення
функцiї f̂(t) супроводжували iндексом «c».

Як бачимо, при побудовi розвинення функцiї в ряд Фур’є
за косинусами синус- коефiцiєнти вiдкидають, а косинус- кое-
фiцiєнти обчислюють за формулою (1.23). При цьому формула
для вiльного члена (i отже, його значення) залишається такою
самою, як i у випадку розвинення старої функiї на старому iн-
тервалi. Ряд синтезують за формулою (1.22). Єдина «розплата»
за вiдкидання синус- коефiцiєнтiв полягає лише в тому, що в
формулах (1.22), (1.23) замiсть ω використовують частоту ω̂ = ω

2

першої гармонiки, яка вiдповiдає iнтервалу T̂ = 2T .
Як правило, отриманий ряд збiгається швидше за синус-

розвинення. Справдi, при довизначеннi функцiї f(t) на iнтер-
вал t ∈ [−T, 0) до парної утворюється функцiя f̂c(t), яка є непе-
рервною в точцi t = 0: lim

t→0−0
f̂c(t) = lim

t→0+0
f̂c(t) = f(0).

C Приклад 1.57. Для функцiї

f(t) =

[
1, 0 < t < 1;
t 1 < t < 2

побудувати розвинення в ряд Фур’є, а також знайти косинус-
i синус- розвинення.

За умовою маємо T = 2, тодi ω = 2π
T = π. Застосовуючи (1.23)

при t0 = 0 i враховуючи, що вихiдна функцiя задана кусково,
отримуємо:

a0 =
1

T

T∫
0

f(t) dt =
1

2

 1∫
0

dt+

2∫
1

t dt

 =
1

2

(
t

∣∣∣∣1
0

+
t2

2

∣∣∣∣2
1

)
=

5

4
.

Аналогiчно маємо:

ak =
1− cos kπ

k2π2
, bk = − 1

kπ
,
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Тодi з (1.22) отримуємо:

f(t) =
5

4
+

∞∑
k=1

(
1− cos kπ

k2π2
cos kωt− 1

kπ
sin kωt

)
.

Тут ω = π i вiдповiдає головному перiоду розвинення t ∈ [0, T ].
При побудовi синус- i косинус- розвинень покладаємо

T̂ = 2T = 4, ω̂ =
ω

2
=
π

2
.

Для косинус- розвинення отримуємо: b̂k = 0, â0 = a0 = 5
4 , а

також

âk =
4

k2π2

(
cos kπ − cos

kπ

2

)
,

i вниникає ряд

f̂c(t) =
5

4
+

∞∑
k=1

4

k2π2

(
cos kπ − cos

kπ

2

)
cos kω̂t.

Тут ω̂ = π
2 i вiдповiдає головному перiоду розвинення t ∈ [−T, T ].

При цьому функцiя f̂c(t) довизначає функцiю f(t) до парної.
Для синус- розвинення отримуємо: âk = 0, k = 0, 1, · · · , а

також

b̂k =
2

kπ
(1− 2 cos kπ)− 4

k2π2
sin

kπ

2
,

i вниникає ряд

f̂s(t) =

∞∑
k=1

[
2

kπ
(1− 2 cos kπ)− 4

k2π2
sin

kπ

2

]
sin kω̂t.

Тут частота першої гармонiки ω̂ = π
2 також вiдповiдає голов-

ному перiоду розвинення t ∈ [−T, T ]. Але тепер функцiя f̂s(t)
довизначає функцiю f(t) до непарної.

На рисунку 1.4 в порядку зверху донизу показано графiки
часткових сум рядiв функцiй f(t), f̂c(t), f̂s вiдповiдно. Для f(t)

головним перiодом є iнтервал t ∈ [0, T ], а для f̂c(t) i f̂s – iнтервал
t ∈ [−T, T ]; графiки на цих iнтервалах зображено бiльш грубою
лiнiєю. При розрахунках за формулою ряду Фур’є для f(t) в
частковiй сумi взято 16 доданкiв, для f̂c(t) – 5 доданкiв, для
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Рисунок 1.4 – Порiвняння синус- i косинус- розкладань

f̂s(t) – 30 доданкiв. Серед трьох розвинень тiльки f̂c(t) (пiсля
довизначення до перiодичної) залишається неперервною, а f(t)

i f̂s мають розриви (в точках t∗ = 2m, m ∈ Z). Для них в цих
точках якраз i спостерiгається ефект Гiббса у виглядi сплескiв.
B

1.9 Контрольнi запитання

1. Що таке ряд? член ряду?

2. Що таке числовий ряд? функцiональний ряд?
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3. Що таке часткова сума ряду?

4. Що таке залишковий член (залишок ряду)?

5. Чому частковi суми утворюють числову послiдовнiсть? Як
вона виглядає?

6. Що таке збiжний ряд? сума збiжного ряду?

7. Що таке розбiжний ряд?

8. Що таке гармонiчний ряд? Як вiн поводиться?

9. Як змiниться збiжнiсть ряду, якщо вiдкинути члени з пер-
шого по сьомий?

10. Нехай деякий ряд збiгається. Як поводиться залишок цьо-
го ряду?

11. Теорема про почленне множення рядiв.

12. Теорема про почленне додавання рядiв.

13. Чи правильне твердження: якщо ряд збiгається, то його
залишок прямує до нуля?

14. Чи правильне твердження: якщо ряд збiгається, то його
n-й член прямує до нуля?

15. Чи правильне твердження: якщо n-й член ряду прямує до
нуля, то ряд збiгається?

16. Чи правильне твердження: якщо ряд розбiгається, то його
n-й член не прямує до нуля?

17. Чи правильне твердження: якщо n-й член ряду не прямує
до нуля, то ряд розбiгається?

18. В чому полягає необхiдна умова збiжностi ряду?

19. В чому полягає достатня умова розбiжностi ряду?

20. Що таке додатний числовий ряд?

21. Чому при дослiдження збiжностi додатних числових рядiв
законно застосовувати теорему Вейєрштрасса про iсну-
вання скiнченної границi монотонної обмеженої числової
послiдовностi?

100



22. Перелiчiть п’ять ознак збiжностi додатних числових рядiв.

23. Що зручнiше застосовувати: означення збiжностi чи озна-
ку збiжностi? Чому?

24. Сформулюйте i доведiть ознаку порiвняння.

25. Що таке мажоранта? мiноранта? Навiщо вони потрiбнi?

26. Що таке ряд Дiрiхле? Як вiн поводиться в залежностi вiд
показника степеня?

27. Як доводять збiжнiсть чи розбiжнiсть ряду Дiрiхле?

28. Сформулюйте i доведiть граничну ознаку порiвняння.

29. Чому при встановленнi збiжностi за граничною ознакою
порiвняння мажоранта не потрiбна? Що використовують
замiсть неї?

30. На чому заснована радикальна ознака Кошi збiжностi до-
датних рядiв?

31. Сформулюйте i доведiть радикальну ознаку Кошi збiжно-
стi додатних рядiв.

32. Чи завжди радикальна ознака Кошi здатна встановити
збiжнiсть ряду? Чому?

33. На чому заснована ознака Даламбера збiжностi додатних
рядiв?

34. Сформулюйте i доведiть ознаку Даламбера збiжностi до-
датних рядiв.

35. Чи завжди ознака Даламбера здатна встановити збiжнiсть
ряду? Чому?

36. Що таке факторiал? Чому при дослiдженнi збiжностi ря-
дiв з членами, вирази для яких мiстять факторiал, вигiдно
застосовувати ознаку Даламбера?

37. Який результат виникає в разi застосування радикальної
ознаки Кошi при дослiдженнi збiжностi гармонiчного ря-
ду? ряду Дiрiхле?
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38. Який результат виникає в разi застосування ознаки Да-
ламбера при дослiдженнi збiжностi гармонiчного ряду?
ряду Дiрiхле?

39. Яка ознака є бiльш потужною: ознака Даламбера чи ра-
дикальна ознака Кошi?

40. Чи iснує унiверсальний еталон для утворення ознак збi-
жностi, заснованих на порiвняннi? Чому?

41. Iнтегральна ознака Кошi (Кошi-Маклорена) збiжностi до-
датних рядiв.

42. Що таке знакозмiнний ряд? знакопочерговий ряд?

43. Що таке абсолютна збiжнiсть?

44. Якщо ряд збiгається абсолютно, то вiн збiгається. Це твер-
дження є наслiдком означення абсолютної збiжностi чи
воно потребує доведення?

45. Чи може бути збiжним ряд, якщо вiн не є збiжним абсо-
лютно? Наведiть приклади.

46. Що таке умовна збiжнiсть?

47. Що таке ряд лейбнiцевського типу?

48. Теорема Лейбнiца про умовну збiжнiсть.

49. Як оцiнити похибку при сумуваннi ряду лейбнiцевського
типу методом безпосереднього накопичування?

50. На чому засновано радикальну ознаку Кошi i ознаку Да-
ламбера збiжностi знакозмiнних рядiв?

51. Що змiнюється у формулюваннi умов радикальної ознаки
Кошi i ознаки Даламбера при переходi вiд додатних рядiв
до знакозмiнних рядiв? Як змiнюється висновок, який за
допомогою цих ознак можна зробити в разi збiжностi?

52. Нехай перший числовий ряд є знакопочерговим. Нехай
для нього побудовано другий ряд, складений з модулiв
членiв першого. Нехай виявилось, що другий ряд є розбi-
жним. Як може поводитись перший ряд? Чому?
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53. Нехай перший числовий ряд є знакопочерговим. Нехай
для нього побудовано другий ряд, складений з модулiв
членiв першого. Нехай виявилось, що другий ряд є роз-
бiжним, i це вдалося встановити шляхом застосування
радикальної ознаки Кошi для знакозмiнних рядiв. Як може
поводитись перший ряд? Чому?

54. Нехай перший числовий ряд є знакопочерговим. Нехай
для нього побудовано другий ряд, складений з модулiв
членiв першого. Нехай виявилось, що другий ряд є роз-
бiжним, i це вдалося встановити шляхом застосування
ознаки Даламбера для знакозмiнних рядiв. Як може пово-
дитись перший ряд? Чому?

55. Що таке степеневий ряд?

56. Що таке центр степеневого ряду? область збiжностi? iн-
тервал збiжностi? радiус збiжностi?

57. Чи може область збiжностi степеневого ряду бути поро-
жньою множиною?

58. Сформулюйте i доведiть теорему Абеля про структуру
областi збiжностi степеневого ряду.

59. Як збiгається степеневий ряд у внутрiшнiй точцi областi
збiжностi?

60. Як може поводитись степеневий ряд на кiнцях iнтервалу
збiжностi?

61. Як знайти радiус збiжностi степеневого ряду за допомо-
гою ознаки Даламбера?

62. Як знайти радiус збiжностi степеневого ряду за допомо-
гою радикальної ознаки Кошi? Що таке формула Кошi–
Адамара?

63. Як здiйснюють почленне диференцiювання степеневого
ряду? Як при цьому змiнюється iнтервал збiжностi?

64. Як здiйснюють почленне iнтегрування степеневого ряду?
Як при цьому змiнюється iнтервал збiжностi?

65. Як знайти n-у похiдну добутку двох функцiй?
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66. Що таке ряд Тейлора? ряд Маклорена? Чому дорiвнюють
коефiцiєнти цих рядiв?

67. Як виникають ряди Тейлора? В чому полягає iдея їх ви-
никнення?

68. Як доводять, що ряд Тейлора всерединi областi збiжностi
збiгається саме до тiєї функцiї, яка його породжує?

69. Як виглядає залишковий член ряду Тейлора в формi Ла-
гранжа?

70. За якої умови можна гарантувати, що розвинення функцiї
в ряд Тейлора iснує?

71. Якщо розвинення функцiї в бодай який степеневий ряд
взагалi можливо, то воно є розвиненням саме в ряд Тей-
лора. Доведiть це.

72. Як виглядає розвинення ескпоненти в ряд Маклорена?
Яка область збiжностi цього розвинення?

73. Як виглядає розвинення синусу в ряд Маклорена? Яка
область збiжностi цього розвинення?

74. Як виглядає розвинення косинусу в ряд Маклорена? Яка
область збiжностi цього розвинення?

75. Що таке бiномiальний ряд? Як виглядає його розвинення
в ряд Маклорена?

76. При яких показниках степеня бiномiальний ряд перетво-
рюється на окремий випадок суми збiжної геометричної
прогресiї?

77. Якою є область збiжностi бiномiального ряду в залежностi
вiд показника степеня? Який характер збiжностi?

78. Перелiчiть методи побудови розвинень Телора. Наведiть
приклади.

79. Що таке тригонометричний ряд (ряд Фур’є)? Якi процеси
аналiзують за його допомогою?

80. Що таке гармонiка? Якi властивостi гармонiк?
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81. Що таке коефiцiєнти Фур’є? Як їх обчислюють?

82. Що таке умова Дiрiхле для заданої функцiї на заданому
iнтервалi?

83. Який характер збiжностi ряду Фур’є при виконаннi умови
Дiрiхле?

84. Чому кажуть, що ряд Фур’є довизначає (перевизначає)
функцiю до перiодичної? З яким перiодом?

85. Чи є єдиним розвинення функцiї в ряд Фур’є? Чому?

86. Що таке розвинення за синусами? за косинусами?

87. До якої функцiї довизначається (перевизначається) фун-
кцiя, задана на iнтервалi t ∈ [0, T ], при побудовi її розви-
нення за синусами? за косинусами?

88. Який ряд збiгається швидше: розвинення за синусами чи
розвинення за косинусами? За якої умови? Чому?
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2 IНДИВIДУАЛЬНI ЗАВДАННЯ

Задача 1. Встановити розбiжнiсть заданого ряду, використову-
ючи достатню ознаку розбiжностi.

В-1.
∞∑
n=1

2n+3
3n+2 . В-2.

∞∑
n=1

n2

n2+5 . В-3.
∞∑
n=1

(
1 + 1

n

)n
.

В-4.
∞∑
n=1

n sin π
n . В-5.

∞∑
n=1

2n tg 2−n. В-6.
∞∑
n=1

n
(√
n2 + 1− n

)
.

В-7.
∞∑
n=1

n+1√
n2+1

. В-8.
∞∑
n=1

n2

n+1 sin 1
n . В-9.

∞∑
n=1

n ln
(
1 + 1

n

)
.

В-10.
∞∑
n=1

1+n2

1+2n2 . В-11.
∞∑
n=1

(
n−1
n+1

) 1
n

. В-12.
∞∑
n=1

n2
(
1− cos 1

n

)
.

В-13.
∞∑
n=1

2n−n
2n+n . В-14.

∞∑
n=1

n
lnn . В-15.

∞∑
n=1

n
n+ 3√n2+1

.

Задача 2. Дослiдити на збiжнiсть заданий ряд, використовуючи
ознаку порiвняння.

В-1.
∞∑
n=1

1
n2+ 1

2

. В-2.
∞∑
n=1

1
2n− 1

3

. В-3.
∞∑
n=1

(√
n+ 1−

√
n
)
.

В-4.
∞∑
n=1

2n+5
n2 . В-5.

∞∑
n=1

3n
n2− 1

2

. В-6.
∞∑
n=1

2n
n
√
n−2 .

В-7.
∞∑
n=1

2n

3n+4 . В-8.
∞∑
n=1

1√
n− 1

2

. В-9.
∞∑
n=1

2n+sin2 n
n3 .

В-10.
∞∑
n=1

tg 1
n . В-11.

∞∑
n=1

sin 1
n2 . В-12.

∞∑
n=1

ln
(

1
n2 + 1

)
.

В-13.
∞∑
n=1

n2+1
n3 . В-14.

∞∑
n=1

(
1− cos 1

n

)
. В-15.

∞∑
n=1

ln
(
1 + 1

en

)
.

Задача 3. Дослiдити на збiжнiсть заданi ряди, використовуючи
граничну ознаку порiвняння.

В-1. а)
∞∑
n=1

(
1
n2 + sinn

n5

)
; б)

∞∑
n=1

(
1
n2 + sin 1√

n

)
.

В-2. а)
∞∑
n=1

(
1
2n + 1√

n

)
; б)

∞∑
n=1

(
1
2n + 1

3n

)
.

В-3. а)
∞∑
n=1

(
1
n2 + 1

2n

)
; б)

∞∑
n=1

(
1
n2 + 1√

n

)
.

В-4. а)
∞∑
n=1

(
e

1
n2 − 1 + 1

n

)
; б)

∞∑
n=1

(
e

1
n2 − 1 + 1

n3

)
.
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В-5. а)
∞∑
n=1

(
ln
(

1 + 1
n
√
n

)
+ 1

n

)
; б)

∞∑
n=1

(
ln
(

1 + 1
n
√
n

)
+ 1

n5

)
.

В-6. а)
∞∑
n=1

(
tg 1

n2 + 1√
n

)
; б)

∞∑
n=1

(
tg 1

n2 + 1
n3

)
.

В-7. а)
∞∑
n=1

(√
1 + 1

n2 − 1 + 1
n

)
; б)

∞∑
n=1

(√
1 + 1

n2 − 1 + 1
n4

)
.

В-8. а)
∞∑
n=1

(
arcsin 1

n
√
n

+ e
1
n − 1

)
; б)

∞∑
n=1

(
arcsin 1

n
√
n

+ e
1
n2 − 1

)
.

В-9. а)
∞∑
n=1

[(
1 + 1

n2

)3 − 1 + 2√
n

]
; б)

∞∑
n=1

[(
1 + 1

n2

)3 − 1 + 2
n7

]
.

В-10. а)
∞∑
n=1

[(√
n+ 1−

√
n
)3

+ 1
n

]
; б)

∞∑
n=1

[(√
n+ 1−

√
n
)3

+ 1
n2

]
.

В-11. а)
∞∑
n=1

(
1
2n + 1√

n

)
; б)

∞∑
n=1

(
1
2n + 1

100n

)
.

В-12. а)
∞∑
n=1

(
arctg 1√

n
+ 1

n2

)
; б)

∞∑
n=1

(
arctg 1

n5 + 1
n2

)
.

В-13. а)
∞∑
n=1

(
1− cos 1

n + 1
n

)
; б)

∞∑
n=1

(
1− cos 1

n + 1
n3

)
.

В-14. а)
∞∑
n=1

(
e

1
n − 1 + 1

n

)
; б)

∞∑
n=1

(
e

1
n − 1− 1

n

)
.

В-15. а)
∞∑
n=1

[
ln
(
1 + 1

n

)
+ 1

n2

]
; б)

∞∑
n=1

[
ln
(
1 + 1

n3

)
+ 1

n2

]
.

Задача 4. Дослiдити на збiжнiсть заданий ряд з використанням
ознаки Даламбера.

В-1.
∞∑
n=1

n2

2n . В-2.
∞∑
n=1

3n

n! . В-3.
∞∑
n=1

1
n5+3n .

В-4.
∞∑
n=1

(n!)2

en2 . В-5.
∞∑
n=1

n2

(n+2)! . В-6.
∞∑
n=1

2
5n+n .

В-7.
∞∑
n=1

n3·2n
n! . В-8.

∞∑
n=1

10n·n!
(2n)! . В-9.

∞∑
n=1

(n+ 5) sin 1
2n .

В-10.
∞∑
n=1

n2 tg 1
3n . В-11.

∞∑
n=1

arctg 1
n

n! . В-12.
∞∑
n=1

nn

(n!)2 .

В-13.
∞∑
n=1

32n

(2n+1)! . В-14.
∞∑
n=1

2n

nn sin 1
n

. В-15.
∞∑
n=1

3n+4n

5n .

Задача 5. Дослiдити на збiжнiсть заданий ряд з використанням
радикальної ознаки Кошi.

В-1.
∞∑
n=1

2n+1

nn . В-2.
∞∑
n=1

nn+3

(8n3+1)
n
3
. В-3.

∞∑
n=1

arctgn n+3
n+5 .
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В-4.
∞∑
n=1

n5·3n
(2n+1)n . В-5.

∞∑
n=1

(
n−1
n

)n· n+1
4n . В-6.

∞∑
n=1

n ·
(

3n
5n+1

)2n
.

В-7.
∞∑
n=1

2n−1

en . В-8.
∞∑
n=1

(
n−1
n

)n2

. В-9.
∞∑
n=1

nn+3

(2n2+1)
n
3
.

В-10.
∞∑
n=1

n3

lnn n . В-11.
∞∑
n=1

1
2n

(
n+1
n

)n2

. В-12.
∞∑
n=1

1
3n

(
n+1
n

)n2

.

В-13.
∞∑
n=1

n2 · 3
n+1

10n . В-14.
∞∑
n=1

(
n+1
n

)n2

. В-15.
∞∑
n=1

nn arcsinn π
4n .

Задача 6. Дослiдити на збiжнiсть заданий ряд з використанням
iнтегральної ознаки Кошi–Маклорена.

В-1.
∞∑
n=2

1
n ln2(3n+1)

. В-2.
∞∑
n=1

1
(2n+3) ln2(2n+1)

.

В-3.
∞∑
n=1

1
(3n+4) ln2(5n+2)

. В-4.
∞∑
n=1

1
(n
√
2+1) ln2(n

√
3+1)

.

В-5.
∞∑
n=1

1
n ln2(2n+1)

. В-6.
∞∑
n=5

1
(n−2) ln3(n−3) .

В-7.
∞∑
n=2

1

2n
√

ln(3n−1)
. В-8.

∞∑
n=4

1

(3n−1)
√

ln(n−2)
.

В-9.
∞∑
n=2

1
(n/3) ln2(n+7)

. В-10.
∞∑
n=1

1
(n/3−1) ln2(n/2)

.

В-11.
∞∑
n=2

1
(n+5) ln2(n+1)

. В-12.
∞∑
n=3

n
(n2−3) ln2 n

.

В-13.
∞∑
n=1

n
(n2+1) ln3 n

. В-14.
∞∑
n=1

n2

(n3+1) lnn .

В-15.
∞∑
n=1

2n+5
(3n2+8)

√
lnn

.

Задача 7. Дослiдити заданий знакозмiнний ряд на збiжнiсть.

В-1. а)
∞∑
n=1

(−1)n2n
n2+n ; б)

∞∑
n=1

(−1)n(n2+1)
3n(n+1) ; в)

∞∑
n=1

(−1)nnn
5n .

В-2. а)
∞∑
n=1

(−1)n√
2n+1

; б)
∞∑
n=1

(
− n

2n+1

)n
; в)

∞∑
n=1

(−1)nn!
3n+5 .

В-3. а)
∞∑
n=1

(−1)n
ln(n+3) ; б)

∞∑
n=1

(−1)n
(2n+5)2 ; в)

∞∑
n=1

(−1)nnn
n2+2 .

В-4. а)
∞∑
n=1

(−1)nn
n2+4 ; б)

∞∑
n=1

(−1)n
n! ; в)

∞∑
n=1

(−1)n2n
n2 .

В-5. а)
∞∑
n=1

(−1)n
n lnn ; б)

∞∑
n=1

(−1)n√
n3

; в)
∞∑
n=1

(−1)nn!
3n .
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В-6. а)
∞∑
n=1

(−1)n

n
√
n+1

; б)
∞∑
n=1

(−1)n
n+5 ; в)

∞∑
n=1

(−1)nnn
n! .

В-7. а)
∞∑
n=1

(−1)n sin π
n√

n2+1
; б)

∞∑
n=1

(−1)n√
n2+1

; в)
∞∑
n=1

(−1)n3n
n .

В-8. а)
∞∑
n=1

(−1)n tg π
n ; б)

∞∑
n=1

(−1)n√
n3+1

; в)
∞∑
n=1

(−1)n(2n)!
en .

В-9. а)
∞∑
n=1

(−1)n tg π
n2 ; б)

∞∑
n=1

(−1)n(2n+1)
n2 ; в)

∞∑
n=1

(−1)nnn
(n+1)! .

В-10. а)
∞∑
n=1

(−1)n
n ln(2n) ; б)

∞∑
n=1

(−1)n · n
2+1
3n ; в)

∞∑
n=1

(−1)nnn
5n+n5 .

В-11. а)
∞∑
n=1

arcsin 1
n

cosπn ; б)
∞∑
n=1

(−1)n · n
2+5
n5+2 ; в)

∞∑
n=1

(−1)nnn
n3+3 .

В-12. а)
∞∑
n=1

cosπn
n2 ; б)

∞∑
n=1

(−1)n
2n−1 ; в)

∞∑
n=1

(−1)n(2n)!
n! .

В-13. а)
∞∑
n=1

n+1
2n cosπn ; б)

∞∑
n=1

(−1)n arcsin 1
n ; в)

∞∑
n=1

(−1)nen
n3 .

В-14. а)
∞∑
n=1

(−1)n
3n2+1 ; б)

∞∑
n=1

(−1)n · n
3n2+1 ; в)

∞∑
n=1

(−1)n5n
n·2n .

В-15. а)
∞∑
n=1

(−1)n
√
n+1

n
√
n

; б)
∞∑
n=1

(−1)n sin2 2
n ; в)

∞∑
n=1

(−1)nnn
n!
√
n

.

Задача 8. Знайти область збiжностi заданого степеневого ряду.
Вказати характер збiжностi на кiнцiях iнтервалу збiжностi.

В-1.
∞∑
n=1

(x−1)n
n
√
n
. В-2.

∞∑
n=1

(x−5)2n
2n . В-3.

∞∑
n=1

(x−4)n
3n+1 .

В-4.
∞∑
n=1

(x−2)n
n·3n . В-5.

∞∑
n=1

xn

n ln2 n
. В-6.

∞∑
n=1

(2x)n

n5+5 .

В-7.
∞∑
n=1

(x−2)n
n3 . В-8.

∞∑
n=1

(x−3)n
2n+1 . В-9.

∞∑
n=1

(x−5)n
3n(n2+1) .

В-10.
∞∑
n=1

(x+2)n

n3
√
n
. В-11.

∞∑
n=1

(x−1)n
2n+n2 . В-12.

∞∑
n=1

(x+1)n√
n+1

.

В-13.
∞∑
n=1

(x−3)n
(2n+5)2 . В-14.

∞∑
n=1

(x−1)n
(n+1)3n . В-15.

∞∑
n=1

n(x−3)n
(n2+1)2 .

Задача 9. Задану функцiю f(x) розвинути в ряд Тейлора в
заданiй точцi x0. Знайти область збiжностi отриманого ряду.
Скористатись табличними розвиненнями (див. п. 4.3), а також
iншими методами (за необхiдностi).
В-1. f(x) = sinx, x0 = π

4 . В-2. f(x) = cosx, x0 = π
3 .

В-3. f(x) = e−x
2

, x0 = 0. В-4. f(x) = ex, x0 = 1.

109



В-5. f(x) = xex, x0 = 1. В-6. f(x) = 1
2x+5 , x0 = 3.

В-7. f(x) = sin πx
4 , x0 = 2. В-8. f(x) = 1

x , x0 = 2.

В-9. f(x) = x2+1
x , x0 = 1. В-10. f(x) = ln 2x, x0 = 2.

В-11. f(x) = sh 2x, x0 = 0. В-12. f(x) = arctg 2x, x0 = 0.
В-13. f(x) = 1

(x−3)2 , x0 = 1. В-14. f(x) = sin2 x, x0 = π
4 .

В-15. f(x) = 1
(1−2x)2 , x0 = 0.

Задача 10. Функцiю f(t) задано на iнтервалi t ∈ (0, π). 1) Роз-
винути цю функцiю на цьому iнтервалi в ряд Фур’є i в однiй
системi координат побудувати графiк функцiї i графiк частко-
вої суми її ряду Фур’є з врахуванням 10 гармонiк. 2) Знайти
косинус- розвинення i в однiй системi координат побудувати
графiк функцiї, довизначеної до парної, i графiк часткової су-
ми одержаного косинус- розвинення з врахуванням 10 гармо-
нiк. 3) Знайти синус- розвинення i в однiй системi координат
побудувати графiк функцiї, довизначеної до непарної, i графiк
часткової суми одержаного синус- розвинення з врахуванням
10 гармонiк. За необхiдностi скористатись прикладом 1.57.
В-1. f(t) = t− π

2 . В-2. f(t) = 2π − t. В-3. f(t) = π2 − t2.
В-4. f(t) = π

3 − t. В-5. f(t) = t+ π
4 . В-6. f(t) = π − t.

В-7. f(t) = sin 2t. В-8. f(t) = cos 2t. В-9. f(t) = sin 3t
4 .

В-10. f(t) = cos 3t
4 . В-11. f(t) =

∣∣t− 2π
3

∣∣ . В-12. f(t) =
∣∣t− π

3

∣∣ .
В-13. f(t) = cos 3t. В-14. f(t) = sin 3t. В-15. f(t) = t2

π2 .
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3 РОЗВ’ЯЗОК ТИПОВОГО

ВАРIАНТУ

Задача 1. Встановити розбiжнiсть заданого ряду
∞∑
n=1

n
√
n, вико-

ристовуючи достатню ознаку розбiжностi.
За умовою an = n

√
n = n

1
n . Маємо:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n
1
n = lim

n→∞
e
ln
(
n

1
n

)
= e

lim
n→∞

1
n lnn

= e
lim
n→∞

lnn
n .

Користуючись правилом Лопiталя, маємо:

lim
n→∞

lnn

n
=
[∞
∞

]
= lim
n→∞

(lnn)
′

n′
= lim
n→∞

1
n

1
= lim
n→∞

1

n
= 0,

отже,
lim
n→∞

an = e0 = 1 6= 0.

Отже, члени ряду не прямують до нуля, i необхiдну умову
збiжностi не виконано (тобто виконано достатню умову розбi-
жностi); ряд розбiгається.
Вiдповiдь: розбiгається.

Задача 2. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

(
e

1√
n − 1

)
, використо-

вуючи ознаку порiвняння.

За умовою an = e
1√
n − 1. Очевидно, границя:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
e

1√
n − 1

)
= e0 − 1 = 0,

отже, ситуацiя поки залишається невизначеною.
Як вiдомо, ex − 1 > x при будь-яких x, причому рiвнiсть

досягається лише при x = 0. Покладаючи x = 1√
n
> 0, маємо:

an = e
1√
n − 1 = ex − 1 > x =

1√
n

=
1

n1/2
= bn.

Отже, утворилась мiноранта. Ряд членiв bn розбiгається як ряд
Дiрiхле з показником степеня 1/2 < 1, тодi ряд членiв an роз-
бiгається тим паче за ознакою порiвняння.
Вiдповiдь: розбiгається.
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Задача 3. Ряди а)
∞∑
n=1

(
sin 1

n + tg 1
n2

)
; б)

∞∑
n=1

(
sin 1

n3 + tg 1
n2

)
дослi-

дити на збiжнiсть з використанням граничної ознаки порiвня-
ння.

а) За умовою an = sin 1
n + tg 1

n2 . Якщо n → ∞, то 1
n → 0.

Отже, an є сумою двох нескiнченно малих. За таблицею еквi-
валентних нескiнченно малих маємо sin z ∼ z, tg z ∼ z, z → 0.
Очевидно, sin 1

n є нескiнченно малою першого порядку малостi,
а tg 1

n2 – бiльш високого (другого) порядку малостi. Тому при
великих n поведiнка членiв an визначатиметься, в основному,
складовою sin 1

n . Отже, має сенс в якостi еталону при порiв-
няннi обрати ряд з членами bn = 1

n . Вiн є гармонiчним, i тому
розбiгається. Маємо:

K = lim
n→∞

an
bn

=
x = 1

n
x→ 0

= lim
x→0

sinx+ tg x2

x
=

= lim
x→0

[
sinx

x
+ x · tg x2

x2

]
= 1 + 0 · 1 = 1 6= 0.

Отже, ряд з членiв an також розбiгається за граничною озна-
кою порiвняння.

б) За умовою an = sin 1
n3 +tg 1

n2 . Але цього разу внесок sin 1
n3

прямує до нуля швидше (має бiльш високий – третiй – порядок
малостi). Тому при великих n поведiнка членiв an визначати-
меться, в основному, складовою tg 1

n2 . Отже, має сенс в якостi
еталону при порiвняннi обрати ряд з членами bn = 1

n2 . Вiн збi-
гається як ряд Дiрiхле з показником степеня 2 > 1. Маємо:

K = lim
n→∞

an
bn

=
x = 1

n
x→ 0

= lim
x→0

sinx3 + tg x2

x2
=

= lim
x→0

[
x · sinx3

x3
+

tg x2

x2

]
= 0 · 1 + 1 = 1 6= 0.

Отже, ряд з членiв an також збiгається за граничною ознакою
порiвняння.
Вiдповiдь: а) розбiгається; б) збiгається.

Задача 4. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

n!
nn з використанням

ознаки Даламбера.
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За умовою an = n!
nn , тодi an+1 = (n+1)!

(n+1)n+1 . Маємо:

Dn =
an+1

an
=

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
· n

n

n!
=

(n+ 1)!

n!
· nn

(n+ 1) · (n+ 1)n
=

=
nn

(n+ 1)n
=

1(
n+1
n

)n =
1(

1 + 1
n

)n ,
D = lim

n→∞
Dn = lim

n→∞

1(
1 + 1

n

)n =
1

lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n =
1

e
< 1.

Отже, ряд збiгається за ознакою Даламбера.
Вiдповiдь: збiгається.

Задача 5. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑
n=1

(
n

2n+1

)n
з використа-

нням радикальної ознаки Кошi.

За умовою an =
(

n
2n+1

)n
, тодi:

Cn = n
√
an =

n

2n+ 1
,

C = lim
n→∞

Cn = lim
n→∞

n

2n+ 1
=

1

2
< 1.

Отже, ряд збiгається за радикальною ознакою Кошi.
Вiдповiдь: збiгається.

Задача 6. Ряд
∞∑
n=3

2n+1
(3n2/2+2) ln(n/2) дослiдити на збiжнiсть з вико-

ристанням iнтегральної ознаки Кошi–Маклорена.
За умовою an = 2n+1

(3n2/2+2) ln(n/2) . Для дробово-рацiональної
частини маємо:

2n+ 1

3n2/2 + 2
=

2 + 1
n

3n/2 + 2
n

=
2
3 + 1

3n

n/2 + 2
3n

.

Очевидно, при зростаннi n доданками 1
3n i 2

3n можна знехтува-
ти. Тому ясно, що для порiвняння (з точнiстю до спiвмножника
2
3 ) зручно обрати ряд з членiв

bn =
1

(n/2) ln(n/2)
.
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Застосуємо граничну ознаку порiвняння:

K = lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

2n+1
(3n2/2+2) ln(n/2)

1
(n/2) ln(n/2)

=

= lim
n→∞

2n+ 1

(3n2/2 + 2)
· (n/2) = lim

n→∞

2
3 + 1

3n

n/2 + 2
3n

· (n/2) =
2

3
6= 0.

Отже, за граничною ознакою порiвняння ряди з членiв an
i bn збiгаються або розбiгаються одночасно. Тому дослiдимо
збiжнiсть ряду з членiв bn.

У вiдповiдностi до вигляду членiв bn утворимо функцiю

f(x) =
1

(x/2) ln(x/2)
.

Покладемо n0 = 2e. При x > n0 функцiя f(x) неперервна, на-
буває додатних значеньi є монотонно спадною. Отже, можна
застосувати iнтегральну ознаку Кошi. Маємо:

∞∫
n0

f(x) dx = lim
A→∞

A∫
2e

2 dx

x ln(x/2)
=

ln(x/2) = t
lnx− ln 2 = t
dx
x = dt
t ∈
[
1, ln A

2

] =

= lim
A→∞

2

ln A
2∫

1

dt

t
= lim
A→∞

2 ln t

∣∣∣∣ln A
2

1

= lim
A→∞

2

[
ln

(
ln
A

2

)
− ln 1

]
=∞.

Отже, iнтеграл є розбiжним. Разом з ним є розбiжним i ряд з
членiв bn за iнтегральною ознакою Кошi. Тодi i ряд з членiв an
також є розбiжним за граничною ознакою порiвняння.
Вiдповiдь: розбiгається.
Задача 7. Дослiдити на збiжнiсть знакозмiннi ряди:

а)
∞∑
n=1

(−1)n2n

n!
; б)

∞∑
n=1

(−1)n tg 1√
n√

n+ 1
; в)

∞∑
n=1

(−1)nnn

n! (n2 + 3n)
.

а) За умовою an = (−1)n2n
n! . Покладемо cn = |an|, тодi cn = 2n

n! ,

cn+1 = 2n+1

(n+1)! ,

Dn =
cn+1

cn
=

2n+1

(n+ 1)!
· n!

2n
=

2

n+ 1
,
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D = lim
n→∞

Dn = lim
n→∞

2

n+ 1
= 0 < 1.

Отже, ряд з членiв cn збiгається за ознакою Даламбера, тодi
ряд з членiв an збiгається абсолютно.

б) За умовою an =
(−1)n tg 1√

n√
n+1

. Цей ряд є знакопочерговим;
його члени прямують до нуля при n → ∞; їх прямування є
монотонним за модулем:∣∣∣∣∣ (−1)n+1 tg 1√

n+1√
n+ 2

∣∣∣∣∣ >
∣∣∣∣∣ (−1)n tg 1√

n√
n+ 1

∣∣∣∣∣ ,
що випливає з властивостей тангенса i кореня. Отже, розгля-
дуваний ряд є рядом лейбнiцевського типу. Тому за теоремою
Лейбнiца вiн збiгається принаймнi умовно.

Перевiримо, чи збiгається вiн абсолютно. Утворимо новий

ряд з модулiв членiв старого: cn = |an| =
tg 1√

n√
n+1

. Розглянемо та-

кож ряд членiв bn = 1
n . Вiн розбiгається як гармонiчний. Легко

переконатись, що

K = lim
n→∞

cn
bn

= 1 6= 0.

Тому ряд з членiв cn також розбiгається за граничною ознакою
порiвняння, i отже, абсолютна збiжнiсть ряду з членiв an мiсця
не має. Iншими словами, ряд з членiв an збiгається умовно, але
не абсолютно.

в) За умовою an = (−1)nnn
n!(n2+3n) . Застосуємо для ряду з цих чле-

нiв ознаку Даламбера для знакозмiнних рядiв:

D∗n =

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
(n+ 1)n+1

(n+ 1)! ((n+ 1)2 + 3(n+ 1))
·
n!
(
n2 + 3n

)
nn

=

=
(n+ 1) · (n+ 1)n

(n+ 1)! (n2 + 5n+ 4)
·
n!
(
n2 + 3n

)
nn

=

=
(n+ 1)n

(n2 + 5n+ 4)
·
(
n2 + 3n

)
nn

=

(
n+ 1

n

)n
· n2 + 3n

n2 + 5n+ 4
=

=

(
1 +

1

n

)n
·

1 + 3
n

1 + 5
n + 4

n2

,
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D∗ = lim
n→∞

D∗n = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
· lim
n→∞

1 + 3
n

1 + 5
n + 4

n2

= e · 1 = e > 1.

Отже, новий ряд, складений з модулiв членiв старого ряду, роз-
бiгається за ознакою Даламбера для знакозмiнних рядiв, i то-
му старий ряд абсолютної збiжностi не має. Але новий ряд
не просто розбiгається, а розбiгається так, що це встановлено
ознакою Даламбера (тобто розбiгається так, що до нуля не пря-
мує не тiльки залишок ряду, а навiть n-й член ряду; фактично
ознакою Даламбера ми порiвняли модулi цих членiв з членами
розбiжної геометричної прогресiї). Отже, збiжностi немає анi-
якої, навiть умовної; ряд розбiгається за достатньою умовою
розбiжностi. Див. також зауваження 2 до теореми 1.13.
Вiдповiдь: а) збiгається абсолютно; б) збiгається умовно; в) роз-
бiгається.

Задача 8. Для степеневого ряду
∞∑
n=1

(x−1)n
n·4n знайти область збi-

жностi i вказати характер збiжностi на кiнцях iнтервалу збi-
жностi.

За ознакою Даламбера для знакозмiнних рядiв

D∗n =

∣∣∣∣ (x− 1)n+1

(n+ 1) · 4(n+1)
· n · 4n

(x− 1)n

∣∣∣∣ = |x− 1| · n

4(n+ 1)
,

D∗ = lim
n→∞

D∗n =
|x− 1|

4
.

Для абсолютної збiжностi вимагатимемо: D∗ < 1,

|x− 1|
4

< 1, |x− 1| < 4, −4 < x− 1 < 4, −3 < x < 5.

Це i є iнтервал збiжностi. Перевiримо поведiнку ряду на кiнцях
цього iнтервалу.

Нехай x = 5. Член ряду перетворюється на вираз:

(5− 1)n

n · 4n
=

1

n
.

Цей ряд є гармонiчним i тому розбiгається. Точка x = 5 до
областi збiжностi не належить.

Нехай тепер x = −3. Член ряду перетворюється на вираз:

(−3− 1)n

n · 4n
=

(−1)n · 4n

n · 4n
=

(−1)n

n
.
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Це ряд лейбнiцевського типу, i тому вiн збiгається принаймнi
умовно. Але абсолютна збiжнiсть мiсця не має, оскiльки новий
ряд, складений з модулiв цих членiв, є гармонiчним, i тому
розбiжним. Точка x = −3 до областi збiжностi належить, але в
цiй точцi ряд збiгається умовно.
Вiдповiдь: x ∈ [−3, 5), причому всерединi iнтервалу ряд збiга-
ється абсолютно, в точцi x = −3 – умовно, а в точцi x = 5 –
розбiгається.
Задача 9. Функцiю f(x) = 1

(ax+b)2 розвинути в ряд Тейлора в за-
данiй точцi x0 = c. Знайти область збiжностi отриманого ряду.
Вважати, що b+ ac 6= 0, a 6= 0.

Спочатку розв’яжемо допомiжну задачу: в заданiй точцi
x0 = c розвинемо в ряд Тейлора функцiю g(x) = 1

ax+b . Маємо:

g(x) =
1

ax+ b
=

1

ax− ac+ b+ ac
=

=
1

(b+ ac) + a(x− c)
=

1

b+ ac
· 1

1 + a(x−c)
b+ac

.

Позначимо A = 1
b+ac , β = a

b+ac , t(x) = a(x−c)
b+ac = β(x− c), тодi

g(x) = A · 1

1 + t(x)
= A

(
1− t+ t2 − t3 + · · ·

)
як сума геометричної прогресiї (використали табличне розви-
нення). Пiдставляючи сюди t(x) = β(x−c), отримаємо вiдповiдь:

g(x) = A
{

1− β(x− c) + β2(x− c)2 − β3(x− c)3 + · · ·
}
.

Це i є шукане розвинення за степенями двочлена (x− c). Воно
збiгається при виконаннi нерiвностi |t| < 1, |β(x− c)| < 1,

c− 1

|β|
< x < c+

1

|β|
.

Тут величина 1
|β| iснує, оскiльки a 6= 0.

Повернемось до розв’язку вихiдної задачi. Маємо:

dg

dx
=

(
1

ax+ b

)′
= − a

(ax+ b)2
,
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звiдси

f(x) =
1

(ax+ b)2
= −1

a
· dg
dx
.

Оскiльки отримане нами вище розвинення для g(x) є степе-
невим, то дозволяється почленне диференцiювання всерединi
областi збiжностi, причому ця область зберiгається. Тодi маємо:

f(x) = −1

a
·A
{

1− β(x− c) + β2(x− c)2 − β3(x− c)3 + · · ·
}′

=

=
A

a

{
β − 2β2(x− c) + 3β3(x− c)2 − · · ·

}
=

=
βA

a

{
1− 2β(x− c) + 3β2(x− c)2 − · · ·

}
=

=
1

(b+ ac)2

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)βk(x− c)k,

причому область збiжностi вже встановлено вище. Зокрема, в
точцi x = c (середина iнтервалу збiжностi) в знайденiй сумi
вiдмiнним вiд нуля є лише доданок з номером k = 0 (вiд дорiв-
нює одиницi), i ми отримуємо: f(c) = 1

(b+ac)2 , що узгоджується
з умовою задачi.

Вiдповiдь: f(x) = 1
(b+ac)2

∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)βk(x − c)k, де β = a
b+ac ;

область збiжностi x ∈
(
c− 1

|β| , c+ 1
|β|

)
.
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4 ДОДАТКОВI ВIДОМОСТI

4.1 Арифметична прогресiя

Розглянемо числову послiдовнiсть з першим членом a1. Нехай
кожний наступний член послiдовностi бiльше попереднього на
одне й те саме число d. Таку послiдовнiсть називають арифме-
тичною прогресiєю, а число d – рiзницею прогресiї. Маємо:
an+1 = an + d. Тодi

a2 = a1 + d, a3 = a2 + d = a1 + 2d, a4 = a3 + d = a1 + 3d,

i т.д. Очевидно, an = a1 + d(n− 1).
Обчислимо суму M перших членiв арифметичної прогресiї.

Перпишемо цю суму двiчi – в прямому порядку i в зворотному:

SM = a1 + a2 + · · ·+ aM ,
SM = aM + aM−1 + · · ·+ a1.

При додаваннi цих рiвнянь в правiй частинi згрупуємо члени
по одному вiдповiдному з першого i другого рядкiв:

2SM = (a1 + aM ) + (a2 + aM−1) + · · ·+ (aM + a1)︸ ︷︷ ︸
M «дужок»

.

При переходi вiд чергової «дужки» до наступної перший дода-
нок замiняється на наступний, тобто збiльшується на d, а дру-
гий – на попереднiй, тобто зменшується на d. Тому всi «дужки»
дорiвнюють одна однiй. Тодi

2SM = (a1 + aM ) ·M, SM =
a1 + aM

2
·M.

Пiдставляючи сюди aM = a1 + d(M − 1), легко отримати також

SM =
2a1 + d(M − 1)

2
·M.
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4.2 Геометрична прогресiя

Розглянемо числову послiдовнiсть з першим членом a1, вiдмiн-
ним вiд нуля. Нехай кожний наступний член послiдовностi до-
рiвнює попередньому члену, помноженому на одне й те саме
число q. Таку послiдовнiсть називають геометричною прогре-
сiєю, а число q – знаменником прогресiї. Маємо: an+1 = anq.
Тодi

a2 = a1q, a3 = a2q = a1q
2, a4 = a3q = a1q

3,

i т.д. Очевидно, an = a1q
n−1.

Обчислимо суму M перших членiв геометричної прогресiї:

M∑
n=1

a1q
n−1 = a1 + a1q + · · ·+ a1q

M−1 = a1
(
1 + q + · · ·+ qM−1

)
=

= a1 ·
(
1 + q + · · ·+ qM−1

)
(1− q)

1− q
=

= a1 ·
1− q + q − q2 + · · ·+ qM−1 − qM

1− q
=
a1
(
1− qM

)
1− q

,

SM =
a1
(
1− qM

)
1− q

.

Якщо кiлькiсть членiв прогресiї M → +∞, то цю суму до-
мовляються розумiти в граничному сенсi:

S∞ = lim
M→+∞

SM .

Якщо |q| < 1, то ця границя iснує i є скiнченною:

S∞ = lim
M→+∞

a1
(
1− qM

)
1− q

=

=

a1

(
1− lim

M→+∞
qM
)

1− q
=
a1 (1− 0)

1− q
=

a1
1− q

.

У випадку |q| < 1, M → +∞ прогресiю називають нескiнченно
спадною (оскiльки |an+1| < |an|). Її сума є сумою збiжного ря-
ду. При |q| > 1 границя S∞ = lim

M→+∞
SM не iснує як скiнченна
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величина. Прогресiю в цьому разi називають нескiнченно зро-
стаючою, а її сума є сумою розбiжного ряду; ця сума не iснує
як скiнченна величина.

Аналiз випадкiв |q| = 1 також не складає труднощiв. При
q = 1 маємо:

SM = a1 + a1 + · · ·+ a1 = Ma1, lim
M→+∞

SM = lim
M→+∞

Ma1 =∞;

ця границя не iснує як скiнченна величина.
При q = −1 маємо:

SM = a1 − a1 + a1 − a1 + · · · .

Очевидно, якщо M – парне, то SM = 0, а якщо непарне, то
SM = a1 6= 0. Тому границя lim

M→+∞
SM взагалi не iснує: нi як

скiнченна величина, анi як нескiнченна величина.
Остаточно, сума геометричної прогресiї зi знаменником q i

першим членом a1 збiгається до числа a1
1−q при |q| < 1 i розбiга-

ється при |q| > 1.
Формулу суми нескiнченно спадної геометричної прогресiї

зручно використовувати для зведення перiодичних десяткових
дробiв до звичайних дробiв. Наприклад, число 3,(3) може бути
подане як

3,(3) = 3 + 0,3 + 0,03 + 0,003 + · · · ,

тобто як нескiнченно спадна геометрична прогресiя з параме-
трами a1 = 3, q = 0,1, |q| < 1. Тому маємо:

3,(3) = S∞ =
a1

1− q
=

3

1− 0,1
=

3

0,9
=

30

9
=

10

3
.

В цьому легко переконатись, роздiливши 10 на 3 «в стовпчик».

4.3 Розвинення елементарних функцiй

в ряд Маклорена

Нижче наведено розвинення в ряд Маклорена деяких елемен-
тарних функцiй та вказано область їх збiжностi. Використо-
вуючи цi розвинення, можна побудувати як ряди Маклорена,
так i ряди Тейлора для досить широкого класу функцiй, що
виражаються через елементарнi.
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ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R;

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, x ∈ R;

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · · =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, x ∈ R;

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
, |x| < 1;

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
x3 + · · · =

= 1 +

∞∑
n=1

m(m− 1)(m− 2) · · · (m− n+ 1)

n!
xn, |x| < 1.

Окремi випадки останнього (бiномiального) ряду при m = −1:

1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + · · · =

∞∑
n=0

(−1)nxn, |x| < 1;

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · · =

∞∑
n=0

xn, |x| < 1.
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