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Вступ 

 

Математична освіта є важливою складовою в системі фундаментальної 

підготовки фахівця в будь-якій сфері сучасної діяльності. Очевидно, що 

значну роль при вивченні математики відіграє навчально-методична 

література, яку використовує в своїй роботі викладач. 

Даний навчальний посібник відповідає навчальним програмам з вищої 

математики для підготовки бакалаврів інженерно-технічних спеціальностей 

НТУУ «КПІ ім. Ігоря Сікорського» денної та заочної форм навчання і 

складається з наступних тем: числові ряди, збіжність ряду; основні 

властивості збіжних числових рядів; достатні ознаки збіжності числових 

рядів з додатними членами; знакозмінні ряди, абсолютна та умовна 

збіжності; функціональні ряди, область збіжності, рівномірна збіжність; 

степеневі ряди, інтервал та радіус збіжності, теорема Абеля; ряди Тейлора і 

Маклорена; розвинення в ряд основних елементарних функцій; ряди Фур’є. 

Кожна тема містить необхідний теоретичний матеріал з поданням основних 

формул, означень та теорем з доведенням, зразки розв’язання типових 

навчальних прикладів, які можуть бути використані в лекційній та 

аудиторній роботі, достатню кількість завдань для самостійної аудиторної та 

домашньої роботи студентів, відповіді до них. В кінці посібника наведено 

30 варіантів індивідуальних завдань за вказаними темами у зручному для 

використання форматі та розгорнутий довідковий матеріал. 

Навчальний посібник рекомендований студентам і викладачам 

технічних спеціальностей вищих навчальних закладів. 
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Теоретичні питання до розділу «Числові та функціональні ряди» 

 

1. Числові ряди. Частинні суми. Збіжність числових рядів. 

2. Основні властивості збіжних числових рядів.  

   Необхідна ознака збіжності числового ряду. 

3. Ознаки порівняння числових рядів з додатними членами.  

    Збіжність узагальненого гармонічного ряду. 

4. Достатні ознаки збіжності числових рядів (ознака Д'Аламбера і радикальна 

ознака Коші). Інтегральна ознака Коші. 

5.  Числові  ряди  (знакозмінніі ряди ) вигляду  

∑(−1)𝑛+1 ∙ 𝑎𝑛    

∞

𝑛=1

 

     Теорема    Лейбніца. 

 

6. Ряди з довільними за знаком членами. Абсолютна та умовна збіжність. 

7. Функціональні ряди. Область збіжності. Рівномірна збіжність.  

     Ознака Вейєрштрасса. 

8. Степеневі ряди. Означення. Інтервал збіжності, радіус збіжності. 

     Теорема      Абеля. 

9. Основні властивості степеневих рядів в області збіжності. 

10. Ряди Тейлора і Маклорена. 

11. Розклад в ряд Маклорена елементарних функцій:  

       𝑒𝑥 ,   𝑐ℎ 𝑥 ,  𝑠ℎ 𝑥,  𝑠𝑖𝑛 𝑥,  cos 𝑥.    

12.  Біноміальний ряд. 

       ( Розклад в ряд Маклорена функцій 

        (1 + 𝑥)𝛼, 𝑙𝑛(1 + 𝑥), 𝑙𝑛(1 − 𝑥),    𝑙𝑛
1+𝑥

1−𝑥
,    𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔𝑥  , 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥) .  

       Біном Ньютона. 
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13.  Ряд Фур’є для 2п-періодичних функцій. Теорема Діріхле. 

14. Ряд Фур’є для 2l-періодичної функції. 

      Ряди Фур’є для парних і непарних періодичних функцій. 

 15. Ряд Фур’є для функції, заданої на відрізку [0; 𝑙]. 
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1.  Числові ряди. Частинні суми. Збіжність числових рядів 

Розглянемо числову послідовність {𝑎𝑛}: 𝑎1, 𝑎2, . . . 𝑎𝑛 … . 

Означення 1. Вираз вигляду      

𝒂𝟏 + 𝒂𝟐+. . . +𝒂𝒏+. . . = ∑ 𝒂𝒏

∞

𝒏=𝟏

 

називається числовим рядом. 

𝑎1, 𝑎2, . . . 𝑎𝑛 … - члени ряду,   𝑎𝑛 -   n – й член числового ряду,  n=1,2,3, … . 

Означення 2.   Сума скінченного числа n перших членів числового ряду 

 𝒂𝟏 + 𝒂𝟐+. . . +𝒂𝒏=𝑺𝒏  називається n – ю частковою сумою ряду; 

    Тобто 𝑆1=𝑎1,  𝑆2=𝑎1 + 𝑎2,  𝑆3=𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 і т. д. – маємо послідовність 

часткових сум {𝑆𝑛}. 

Означення 3.   Числовий ряд  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1   називається збіжним, якщо існує 

скінченна границя  

𝑺 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝑺𝒏,  а    𝑺 = ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1   називається сумою ряду. 

Означення 4.   Числовий ряд  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1   називається розбіжним і суми не має, 

якщо 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛 не існує або нескінченна.  

Означення 5.   Різниця 𝑅𝑛 = 𝑆 − 𝑆𝑛 = 𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛+2+. . . = ∑ 𝑎𝑘
∞
𝑘=𝑛+1  називається 

залишком ряду ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  . 

    Залишок ряду є в свою чергу нескінченним рядом, який отримано з даного 

ряду відкиданням перших його n членів. 

    Якщо ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  збігається і має суму 𝑆,  то 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑅𝑛=  

= lim (
𝑛→∞

𝑆 − 𝑆𝑛)= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆−𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛= 𝑆- 𝑆=0,  
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тобто залишок збіжного ряду при n→ ∞ прямує до нуля. 

Приклад 1. Довести (за означенням) збіжність ряду  

 ∑
5 ∙ 3𝑛 + 2 ∙ 4𝑛

12𝑛

∞

𝒏=𝟏

    

та знайти його суму 

Розв’язання.  Знайдемо n – у часткову суму ряду 

 𝑆𝑛=
5∙3+2∙4

12
+

5∙32+2∙42

122
+∙∙∙ +

5∙3𝑛+2∙4𝑛

12𝑛
 = 

=5(
3

12
+ (

3

12
)

2
+∙∙∙ + (

3

12
)

𝑛
)+2 (

4

12
+ (

4

12
)

2
+∙∙∙ + (

4

12
)

𝑛
)=5(

1

4
+ (

1

4
)

2
+∙∙∙ + (

1

4
)

𝑛
)+ 

+2(
1

3
+ (

1

3
)

2
+∙∙∙ + (

1

3
)

𝑛
)=5 ∙

1

4
(1−

1

4𝑛)

1−
1

4

 +2 ∙
1

3
(1−

1

3𝑛)

1−
1

3

 = 
5

3
(1 −

1

4𝑛
) + 1 −

1

3𝑛
.  

Використали формулу суми геометричної прогресії 𝑆𝑛 = 
𝑏1(1−𝑞𝑛)

1−𝑞
 .  Знайдемо 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛 =lim ( 
𝑛→∞

5

3
(1 −

1

4𝑛
) + 1 −

1

3𝑛
)= 

8

3
. 

Отже, заданий ряд збіжний і його сума  𝑆 =
8

3
.  

       Найпростішим прикладом числового ряду є геометрична прогресія, для якої 

n – а часткова сума 𝑆𝑛 = 
𝑏1(1−𝑞𝑛)

1−𝑞
 . У випадку, коли 

 |𝑞| < 1 ,  ряд  ∑ 𝑏1𝑞𝑛∞
𝒏=𝟏  буде завжди збіжним,  бо 𝑞𝑛 → 0  і   𝑆𝑛=

𝑏1

1−𝑞
 = 𝑆.  

 Якщо  |𝑞| > 1  , то 𝑆𝑛 = 
𝑏1(1−𝑞𝑛)

1−𝑞
 → ∞, коли  𝑛 → ∞,  і ряд  ∑ 𝑏1𝑞𝑛∞

𝒏=𝟏  буде 

розбіжним. Якщо 𝑞 = 1, то  𝑆𝑛= 𝑏1 ∙ 𝑛 → ∞, коли  𝑛 → ∞,  і ряд  ∑ 𝑏1𝑞𝑛∞
𝒏=𝟏  буде 

розбіжним. 
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Якщо 𝑞 = −1, то  𝑆𝑛= {
0, при  𝑛 = 2𝑚

𝑏1, при  𝑛 = 2𝑚 + 1
  , 𝑚𝜖 𝑁.  Тобто в цьому випадку 

 𝑆𝑛 не прямує до єдиного значення 𝑆, коли 𝑛 → ∞,  і ряд  ∑ 𝑏1𝑞𝑛∞
𝒏=𝟏  буде 

розбіжним. 

Приклад 2. Знайти суму ряду  

∑
1

4𝑛2 + 8𝑛 + 3

∞

𝑛=1

. 

Розв’язання.  Оскільки  4𝑛2 + 8𝑛 + 3 = 4 (𝑛 +
1

2
) (𝑛 +

3

2
) = (2𝑛 + 1)(2𝑛 + 3), то 

загальний член 𝑎𝑛 можна записати у вигляді 

𝑎𝑛 =
1

4𝑛2 + 8𝑛 + 3
=

1

(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 3)
=

1

2
(

1

2𝑛 + 1
−

1

2𝑛 + 3
). 

Маємо:  𝑆𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2+. . . +𝑎𝑛 =
1

2
(

1

3
−

1

5
+

1

5
−

1

7
+

1

7
−

1

9
+. . . +

1

2𝑛+1
−

1

2𝑛+3
) =  

= 
1

2
(

1

3
−

1

2𝑛+3
). 

Тоді за означенням   𝑺 = 𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

𝑺𝒏 = 𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

𝟏

𝟐
(

𝟏

𝟑
−

𝟏

𝟐𝒏+𝟑
) =

𝟏

𝟐
⋅

𝟏

𝟑
=

𝟏

𝟔
. 

Отже, заданий ряд збіжний і його сума  𝑆 =
1

6
.  

Приклад 3. Знайти суму ряду   

∑
1

𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
.

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Подаємо загальний член заданого ряду у вигляді 

𝑎𝑛 =
1

𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
= (

1

𝑛
−

1

𝑛 + 1
) ⋅

1

𝑛 + 2
=

1

𝑛(𝑛 + 2)
−

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
=

=
1

2
(

1

𝑛
−

1

𝑛 + 2
) − (

1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2
). 
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Маємо:  𝑆𝑛 =
1

2
(1 −

1

3
+

1

2
−

1

4
+

1

3
−

1

5
+

1

4
−

1

6
+. . . +

1

𝑛
−

1

𝑛+2
) − 

− (
1

2
−

1

3
+

1

3
−

1

4
+

1

4
−

1

5
+. . . +

1

𝑛 + 1
−

1

𝑛 + 2
) = 

=
1

2
(1 +

1

2
−

1

𝑛 + 2
) − (

1

2
−

1

𝑛 + 2
) =

1

2
⋅

3

2
−

1

2(𝑛 + 2)
−

1

2
+

1

𝑛 + 2

=
1

4
+

1

2(𝑛 + 2)
. 

Тоді   𝑆 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(
1

4
+

1

2(𝑛+2)
) =

1

4
. 

Отже, заданий ряд збіжний і його сума  𝑆 =
1

4
 . 

 

2. Основні властивості збіжних числових рядів. 

Необхідна ознака збіжності числового ряду 

 

    Числовий ряд – це сума нескінченного числа доданків, але збіжні числові 

ряди задовольняють деяким властивостям, які дозволяють діяти з ними, як із 

скінченними сумами (деякі властивості розглянемо з доведенням). 

Властивість 1.  Нехай ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  є збіжним і має суму 𝑆, тоді ряд ∑ с ∙ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  

також збіжний і має суму   с ∙ 𝑆, де с -const. 

∎ Нехай G𝑛 – часткова сума ряду ∑ с ∙ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 ,   а  𝑆𝑛- часткова сума ряду 

∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 . Тоді G𝑛 = с ∙ 𝑎1 + с ∙ 𝑎2 + ⋯ + с ∙ 𝑎𝑛= с(𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ +𝑎𝑛)= с ∙ 𝑆𝑛, 

тому 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

G𝑛=𝑙𝑖𝑚с ∙
𝑛→∞

𝑆𝑛=с ∙ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛= с ∙ 𝑆. ∎ 

Властивість 2.  Два збіжних ряди ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  і ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1  з  відповідно сумами S і G 

можна почленно додавати і віднімати, до того, сума ряду  

∑ (𝑎𝑛
∞
𝑛=1 ± 𝑏𝑛) = S ± G. 

∎ Дійсно, якщо 𝑆𝑛, G𝑛, 𝐵𝑛 – часткові суми згаданих рядів, то 
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 𝐵𝑛= (𝑎1 ± 𝑏1)+(𝑎2 ± 𝑏2)+…(𝑎𝑛 ± 𝑏𝑛)= (𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛) ± (𝑏1 + 𝑏2 + ⋯ +

𝑏𝑛)= 

= 𝑆𝑛 ± G𝑛 ;   𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑆𝑛 ± G𝑛)= 𝑙𝑖𝑚𝑆𝑛 ±
𝑛→∞

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

G𝑛= S ± G. ∎ 

Властивість 3.  Відкидання сталого числа початкових членів ряду або 

приєднання на початку його декілька нових членів не впливає на збіжність 

або розбіжність ряду. 

∎Нехай 𝑆𝑛 – сума перших 𝑛 членів ряду ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  ,  С𝑘 – сума 𝑘 відкинутих 

членів. При досить великому 𝑛 всі відкинуті члени містяться в 𝑆𝑛. Позначимо 

через G𝑛−𝑘 суму членів ряду ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  , які входять в 𝑆𝑛 і не входять в С𝑘. Тоді 

𝑆𝑛 = G𝑛−𝑘 + С𝑘 , де С𝑘 – стале число, не залежне від 𝑛. Якщо існує 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

G𝑛−𝑘 , 

то існує і границя 𝑙𝑖𝑚𝑆𝑛
𝑛→∞

 =С𝑘 + 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

G𝑛−𝑘 і навпаки, що доводить  

справедливість твердження . ∎ 

Властивість 4.  (Необхідна умова збіжності ряду)  

Загальний член 𝑎𝑛  збіжного числового ряду   прямує до нуля при 

необмеженому зростанні 𝑛  :  

𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

𝑎𝑛=0. 

    Ця умова є необхідною умовою збіжності числового ряду, тобто, коли 

𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

𝑎𝑛 ≠0, то ряд  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  є розбіжним. 

∎ 𝑎𝑛= 𝑆𝑛-𝑆𝑛−1 ⟹ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

S𝑛- 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

S𝑛−1= S- S=0 ∎ 

Зауваження.   Оскільки умова 𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

𝑎𝑛=0 є необхідною, а не достатньою, то 

навіть тоді, коли вона виконана, ряд може бути і розбіжним. 

Властивість 5.  У збіжному числовому ряді можна довільно групувати члени, 

не змінюючи їх порядку, при цьому збіжність і сума ряду не змінюється. 

 

Приклад 1.  Дослідити на збіжність ряд 
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∑
2𝑛 + 1 

3 + 7𝑛
 .

∞

𝑛=1

 

 

Розв’язання.  𝑎𝑛=
2𝑛+1

3+7𝑛
 , тоді 𝑙𝑖𝑚

𝒏→∞

2𝑛+1

3+7𝑛
 = 

∞

∞
 = 𝑙𝑖𝑚

𝒏→∞

2+1/𝑛

3/𝑛+7
 = 2/7≠0 ⟹ряд 

розбіжний, бо не виконана необхідна умова збіжності. 

 

Завдання для самостійної роботи 1 

Знайти суму n перших членів ряду 𝑆𝑛 і суму ряду S: 

1. 
1 1 1 1

... ...
1 3 2 4 3 5 ( 2)n n

    
   

 

2. 
1 1 1 1

... ...
1 3 3 5 5 7 (2 1)(2 1)n n

    
    

 

3. 
1 1 1 1

... ...
1 4 4 7 7 10 (3 2)(3 2)n n

    
    

 

4. 
1 1 1 1

... ...
1 2 3 2 3 4 3 4 5 ( 1)( 2)n n n

    
       

 

5. 
2

1 1 1 1
... ...

4 10 18 2n n
    

 
 

6. 
2

1 1 1 1
... ...

5 21 45 4 4 3n n
    

 
 

7. 
13 35 2 3

1 ... ...
25 125 5

n n

n


      

8. 
10 58 3 7

...
21 121 21

n n

n


    

Перевірити, чи виконується необхідна ознака збіжності рядів: 

9. 
2 4 6 2

... ...
3 5 7 2 1

n

n
    


 

10.  
2

3 5 2 1
1 ... ...

4 9

n

n
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11. 
2 2 2 2

1 2 3
... ...

1 1 1 2 1 3 1

n

n
    

   
 

12. 
3 4 1

2 ... ...
2 3

n

n


      

13. 25( 2 1) 7( 5 2) ... (2 3)( 1 2) ...n n          

14. 
2 3 4

1 1 3 1
... ...

3 2 5 1

n
n

n

       
           

       
 

15. 
2 3

1 4 7 3 2
... ...

4 7 10 3 1

n
n

n

     
         

     
 

Відповіді: 

1. 
1 3 1

2 2 2
Sn

n

 
  

 
; 

3

4
S  . 

2. 
1 1

1
2 2 1

Sn
n

 
  

 
; 

1

2
S  . 

3. 
1 1

1
3 3 1

Sn
n

 
  

 
; 

1

3
S  . 

4. 
1 1 1

2 2 ( 1)( 2)
Sn

n n

 
  

  
; 

1

4
S  . 

5. 
1 11 1 1 1

3 6 1 2 3
Sn

n n n

 
    

   
; 

11

18
S  . 

6. 
4 1 1

3 2 1 2 3
Sn

n n
  

 
; 

4

3
S  . 

7. 
13 2 2 3 3

6 3 5 2 5

n n

Sn
   

     
   

; 
13

6
S  . 

8. 
8 7 1 3 1

3 6 7 2 3

n n

Sn
   

     
   

; 
8

3
S  . 

9. Не виконується, ряд розбіжний. 10. Виконується. 11. Виконується.   

    12. Не виконується, ряд розбіжний. 13. Не виконується, ряд розбіжний.     

    14. Не виконується, ряд розбіжний. 15. Не виконується, ряд розбіжний. 
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3. Ознаки порівняння числових рядів з додатними членами 

 

         Розглянемо ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  , при умові, що 𝑎𝑛 > 0,  𝑛 = 1, 2, 3, … 

В цьому випадку S𝑛+1=S𝑛 + 𝑎𝑛+1 > S𝑛, тобто послідовність частинних сум є 

зростаючою. Для того, щоб ряд з додатними членами збігався, необхідно і 

достатньо, щоб послідовність частинних сум цього ряду була обмежена 

зверху: 

 S𝑛 ≤ 𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑛 = 1, 2, 3, … . 

      Розглянемо ряд   

∑
𝟏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

  , 

який називається гармонічним.  

𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

1

𝑛
 = 0 необхідна умова збіжності виконана, але ряд буде розбіжним, 

доведемо це. 

∎ Згадаємо границю  𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛
= e ,   а  (1 +

1

𝑛
)

𝑛
< e.  Прологарифмуємо 

цю нерівність  

𝑛 ∙ 𝑙𝑛 (1 +
1

𝑛
) < 1  ⟹  𝑙𝑛

𝑛+1

𝑛
<

1

𝑛
  ⟹ ln(𝑛 + 1) − ln𝑛 <

1

𝑛
  і розглянемо цей 

вираз при 𝑛 = 1, 2, 3, … :    ln 2 − ln1 < 1 ,   ln 3 − ln2 <
1

2
 , … ln(𝑛 + 1) − ln𝑛 

<
1

𝑛
  , якщо додати ці нерівності, будемо мати  ln(𝑛 + 1) <1+

1

2
+

1

3
+ ⋯

1

𝑛
 =S𝑛.  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

S𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

ln(𝑛 + 1)=∞ ⟹ 

  ряд буде розбіжним. ∎        

     

Перша теорема порівняння ( достатня ознака збіжності ряду). 

Розглянемо  два ряди  
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(А):   ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1        і     (В): ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1  

з додатними членами.  Якщо, починаючи з деякого номера n≥ 𝑁, виконується 

нерівність 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛, то із збіжності ряду    (В) випливає збіжність ряду (А)  , а 

із розбіжності (А)  випливає розбіжність (В). 

∎  Нехай 𝑎𝑛 ≤ 𝑏𝑛   (  𝑛 = 1, 2, 3, … ),   𝑆𝑛   і  𝐺𝑛 – частинні суми рядів (А)   і  (В) 

відповідно. Якщо ряд (В) збігається, то частинні суми 𝐺𝑛 обмежені зверху: 

𝐺𝑛 ≤ L ⟹  

𝑆𝑛 ≤ 𝐺𝑛 ≤ L= const, що тягне за собою збіжність ряду (А).  

  Якщо ряд (А) розбігається, то 𝑆𝑛 → ∞  і оскільки 𝐺𝑛 ≥ 𝑆𝑛 , то і  𝐺𝑛 → ∞ , 

тобто ряд (В) також розбігається . ∎ 

Приклад 1.   Ряд  ∑
1

𝑛𝑛
∞
𝑛=1   буде збіжним, бо його члени є меншими 

відповідних членів ряду  ∑
1

2𝑛
∞
𝑛=1   , який є збіжним ( 𝑞 =

1

2
< 1,    

1

𝑛𝑛
  <

1

2𝑛
 ). 

 

Приклад 2.   Ряд 1+ 
1

√2
 +

1

√3
+

1

√4
+ ⋯ +

1

√𝑛
 +… буде розбіжним, оскільки його 

члени, починаючи з другого, більші відповідних членів ряду ∑
𝟏

𝒏

∞
𝒏=𝟏  . 

Друга теорема порівняння ( достатня ознака збіжності ряду). 

Нехай для рядів   

(А):   ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1      і     (В): ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=1  ,   𝑎𝑛 > 0,  𝑏𝑛 > 0,   𝑛 = 1, 2, 3, … ,  існує 

    𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝒂𝒏

𝒃𝒏
 = K. 

 Якщо   0< К< ∞, то ряди (А)   і  (В) збігаються або розбігаються одночасно. 

∎  Нехай ряд (В) збіжний і існує границя 𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
 = K,  до того  К< ∞.  За 

означенням границі: існує N=N(𝜀), що при 𝑛 > N(𝜀): |
𝑎𝑛

𝑏𝑛
− K| <  𝜀 ⟹ 

𝑎𝑛

𝑏𝑛
−

K <  𝜀 ⟹ 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
 < K +  𝜀 ⟹  𝑎𝑛 < ( K +  𝜀) ∙  𝑏𝑛 .  Ряд   ∑ ( K +  𝜀) ∙  𝑏𝑛

∞
𝑛=1  буде 

збіжним за Властивістю 1, тоді за Першою теоремою порівняння буде 

збіжним і ряд (А). 
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  Якщо ряд (В) розбіжний і К> 0, то в цьому випадку обернене відношення 
𝑏𝑛

𝑎𝑛
 

має скінченну границю 
1

K
 . Ряд  (А) повинен бути розбіжним. ∎ 

Приклад 3.   Ряд  
1

1+12
 +

2

1+22
+ ⋯ +

𝒏

1+𝒏2
 +… є розбіжним, оскільки  

𝑎𝑛=
𝒏

1+𝒏2
 ~

1

𝑛
 =𝑏𝑛 , коли 𝑛 → ∞,  а ряд  ∑

𝟏

𝒏
 ∞

𝒏=𝟏   розбігається (це гармонічний 

ряд). 

(Нагадаємо, що запис 𝑎𝑛~𝑏𝑛 означає, що 𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
 =1) . 

 

     Розглянемо ряд   

∑
𝟏

𝒏𝛼

∞

𝒏=𝟏

 

- узагальнений гармонічний ,  де 𝛼 = 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕 >0.   

Дослідимо його на збіжність. 

∎ Нехай 𝛼 ≤ 1, тоді 
𝟏

𝒏𝛼
 ≥

1

𝑛
 і оскільки ряд ∑

𝟏

𝒏

∞
𝒏=𝟏   розбіжний, то за Першою 

теоремою порівняння ряд  ∑
𝟏

𝒏𝛼
∞
𝒏=𝟏  також буде розбіжним. 

Нехай 𝛼 > 1: подаємо ряд ∑
𝟏

𝒏𝛼
∞
𝒏=𝟏  =1+

𝟏

𝟐𝛼
+

𝟏

𝟑𝛼
+…+

𝟏

𝒏𝛼
 

+…=1+(
𝟏

𝟐𝛼
+

𝟏

𝟑𝛼
) +( 

𝟏

𝟒𝛼
+

𝟏

𝟓𝛼
+

𝟏

𝟔𝛼
+

𝟏

𝟕𝛼
)+…≤

|в кожній дужці замінимо всі  доданки найбільшим з них| 

≤ 1+(
𝟏

𝟐𝛼
+

𝟏

𝟐𝛼
) +( 

𝟏

𝟒𝛼
+

𝟏

𝟒𝛼
+

𝟏

𝟒𝛼
+

𝟏

𝟒𝛼
)+…= 1+

𝟐

𝟐𝛼
+

𝟒

𝟒𝛼
+…=1+

𝟏

𝟐𝛼−𝟏
+(

𝟏

𝟐𝛼−𝟏
)

𝟐
+ (

𝟏

𝟐𝛼−𝟏
)

𝟑
+ ⋯  

отримали нескінченну суму геометричної прогресії із знаменником 𝑞 =

𝟏

𝟐𝛼−𝟏
< 1, отже, отриманий ряд буде збіжним. ∎ 

Висновок:    Ряд  ∑
𝟏

𝒏𝜶
∞
𝒏=𝟏    при 𝜶 > 𝟏 буде збіжним,  при 𝜶 ≤ 𝟏 -розбіжним.  

Приклад 4.   Дослідити на збіжність ряд   
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∑
2𝑛

3 + 5𝑛2  .

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. 𝑎𝑛= 
2𝑛

3+5𝑛2
 ~

2  

5𝑛
 = 𝑏𝑛 .   Оскільки ∑

2  

5𝑛
∞
𝑛=1 =

2  

5
∑

1  

𝑛
∞
𝑛=1   розбіжний, то і  

ряд   ∑
2𝑛

3+5𝑛2
∞
𝑛=1  буде розбіжним. 

 ( Або: 𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

2𝑛

3+5𝑛2

1  

𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

2𝑛2

3+5𝑛2
=

2  

5
 = К>0 ). 

Приклад 5.   Дослідити на збіжність ряд    

∑
√𝑛3 + 3
5

2𝑛 − 4
 

∞

𝑛=1

. 

Розв’язання.  𝑙𝑖𝑚
𝒏→∞

(𝑛3+3)1/5

2𝑛−4
 :

1

𝑛2/5
 = 

1  

2
=  К >0. ( 

2  

5
 =1 - 

 3 

 5
  , як різниця степенів 

знаменника і чисельника). А оскільки ряд ∑
1

𝑛2/5
∞
𝑛=1  – розбіжний (𝛼 = 

2  

5
< 1), то 

і ряд ∑
√𝑛3+3
5

2𝑛−4
∞
𝑛=1  також буде розбіжним. 

Приклад 6. Дослідити на збіжність ряд    

∑
2𝑛 + 7

3𝑛2 + 5𝑛 + 6
.

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Використаємо граничну ознаку порівняння:  

𝑎𝑛=
2𝑛+7

3𝑛2+5𝑛+6
 ,  𝑏𝑛=

1  

𝑛
  .       𝑙𝑖𝑚

𝒏→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
 = 𝑙𝑖𝑚

𝒏→∞

(2𝑛+7)𝑛

3𝑛2+5𝑛+6
 =

2  

3
≠0. 

Ряд    ∑ 𝑏𝑛 =∞
𝑛=1 ∑

1

𝑛
∞
𝑛=1  – гармонічний, розбіжний.  Отже, заданий ряд теж 

розбіжний. 

Приклад 7. Дослідити на збіжність ряд   
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∑ 𝑠𝑖𝑛
1

𝑛2 .

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Оскільки 𝑎𝑛 = 𝑠𝑖𝑛
1

𝑛2
<

1

𝑛2
= 𝑏𝑛 , і ряд  ∑

1

𝑛2
∞
𝑛=1  – збіжний    (ряд 

Діріхле,  𝛼 = 2 > 1), то за ознакою порівняння заданий ряд також збіжний. 

Прилад 8. Дослідити на збіжність ряд  

∑ 𝑙𝑛
𝑛2 + 3

𝑛2 + 2
 .

∞

𝑛=1

 

Розв’язання.      𝑎𝑛 = 𝑙𝑛
𝑛2+3

𝑛2+2
= 𝑙𝑛 (1 +

1

𝑛2+2
). 

Візьмемо 𝑏𝑛 =
1

𝑛2
.        Тоді   𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑛2 𝑙𝑛

𝑛2+3

𝑛2+2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑙𝑛 (1 +

1

𝑛2+2
)

𝑛2

= 

2

2 22

2

2 2
lim

2
2

1
ln lim 1 ln ln 1 0.

2

n

n

n nn

n

n
e e

n



 





  
          

 

Оскільки ряд  ∑
1

𝑛2
∞
𝑛=1  – збіжний    (ряд Діріхле,   𝛼 = 2 > 1), то за граничною 

ознакою порівняння заданий ряд також збіжний. 

 

4. Достатні ознаки збіжності числових рядів (ознака Д'Аламбера і 

радикальна ознака Коші). Інтегральна ознака Коші 

 

Ознака Д'Аламбера (Даламбера), ( достатня ознака збіжності числових рядів 

з додатними членами). 

Розглянемо ряд  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  .  Якщо існує границя   

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝒂𝒏+𝟏

𝒂𝒏
= 𝒍, 
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то при 𝑙 <1 ряд буде збіжним, а при  𝑙 > 1 ряд буде розбіжним.  

Якщо 𝑙 = 1, то потрібні подальші дослідження 

( тобто дана ознака не дає відповідь на питання про збіжність ряду). 

∎1)  Нехай існує  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= 𝑙 , то при 𝑙 <1 вибираємо число 𝑞:  𝑙 < 𝑞 <1.  

 Для 𝜀 = 𝑞 − 𝑙 > 0 існує номер  N(𝜀), що при 𝑛 ≥ N(𝜀)    
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
 - 𝑙 < 𝑞 − 𝑙  ⟹ 

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
  

< 𝑞  ⟹ 𝑎𝑛+1 < 𝑞 ∙ 𝑎𝑛 ⟹ 𝑎N+1 < 𝑞 ∙ 𝑎N , 𝑎N+2 < 𝑞2 ∙ 𝑎N , … Тоді за Першою 

теоремою порівняння ряд   ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  буде збіжним. 

2) Нехай існує границя  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= 𝑙 > 1 ⟹ при 𝑛 ≥ N      

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
  >1 ⟹ 𝑎𝑛+1 >

𝑎𝑛 ⟹ не виконується необхідна ознака збіжності, тобто ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  буде 

розбіжним. ∎ 

Радикальна ознака Коші ( достатня ознака збіжності числових рядів з 

додатними членами). 

Розглянемо ряд  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  .  Якщо існує границя  

𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

√𝒂𝒏
𝒏 = 𝒍 , 

то при 𝑙 <1 ряд буде збіжним, а при  𝑙 > 1 ряд буде розбіжним. Якщо 𝑙 = 1, то 

потрібні подальші дослідження 

( тобто дана ознака не дає відповідь на питання про збіжність ряду). 

∎ 1) Нехай 𝑙 <1. Розглянемо число 𝑞: 𝑙 < 𝑞 <1. З рівності 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

√𝑎𝑛
𝑛 = 𝑙 і 

означення границі одержимо : | √𝑎𝑛
𝑛 − 𝑙| < 𝑞 − 𝑙  , починаючи з деякого номера 

N, тобто при 𝑛 ≥ N.  Тоді √𝑎𝑛
𝑛  < 𝑞  або  𝑎𝑛 < 𝑞𝑛 для всіх 𝑛 ≥ N.   

Розглянемо тепер два ряди : 𝑎1+𝑎2+ ⋯ + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑁+1𝑎 +𝑁+2+…   і 

𝑞𝑁+ 𝑞𝑁+1+𝑞𝑁+2+…  . Другий ряд збігається, бо його члени утворюють спадну 

геометричну прогресію. Члени першого ряду, починаючи з 𝑎𝑁 , менші 

відповідних членів другого ряду. Таким чином, ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  збігається за 

Першою теоремою порівняння. 
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2) Нехай 𝑙 > 1. Тоді, починаючи з деякого номера 𝑛 = N будемо мати  

√𝑎𝑛
𝑛  > 1 або 𝑎𝑛 > 1.  Але, якщо всі члени розглядуваного ряду, починаючи з 𝑎𝑁 

, більші за 1, то ряд є розбіжним, оскільки його загальний член не прямує до 

нуля. ∎ 

Приклад 1. Дослідити на збіжність ряд  

∑
𝑛𝑛

5𝑛𝑛!
 .

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Скористаємося ознакою Д’Аламбера. Маємо: 

𝑎𝑛 =
𝑛𝑛

5𝑛𝑛!
,   𝑎𝑛+1 =  

(𝑛 + 1)𝑛+1

5𝑛+1(𝑛 + 1)!
=

(𝑛 + 1)𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

5𝑛 ⋅ 5𝑛! (𝑛 + 1)
=

(𝑛 + 1)𝑛

5𝑛 ⋅ 5𝑛!
. 

Тоді   𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

(𝑛+1)𝑛⋅5𝑛⋅𝑛!

5𝑛⋅5𝑛!⋅𝑛𝑛
=

1

5
𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(
𝑛+1

𝑛
)

𝑛
=

1

5
𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(1 +
1

𝑛
)

𝑛
=

1

5
𝑒 < 1. 

Отже, за ознакою д’ Аламбера ряд збіжний. 

Приклад 2. Дослідити ряд на збіжність   

∑
1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅. . .⋅ (2𝑛 − 1)

2 ⋅ 5 ⋅ 8 ⋅. . .⋅ (3𝑛 − 1)  

∞

𝑛=1

. 

 

Розв’язання. Скористаємося ознакою Д’Аламбера. 

Маємо: 

    
    

1
1 3 5 ... 2 1 2 1 2 5 8 ... 3 1 2 1 2

lim lim lim 1.
2 5 8 ... 3 1 3 2 1 3 5 ... 2 1 3 2 3

n

n n n
n

n n na n

a n n n n



  

            
   

            
 

Отже, за ознакою Д’Аламбера даний ряд збіжний. 

Приклад 3. Дослідити ряд на збіжність   
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∑
3𝑛 ⋅ 𝑛

(2𝑛 + 2)!!
.

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Скористаємось ознакою Д’Аламбера.  

Маємо: 𝑎𝑛+1 =
3𝑛+1⋅(𝑛+1)

(2(𝑛+1)+2)!!
=

3𝑛⋅3(𝑛+1)

(2𝑛+4)!!
=

3𝑛⋅3(𝑛+1)

(2𝑛+2)!!(2𝑛+4)
. 

Тоді    𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

3𝑛⋅3(𝑛+1)(2𝑛+2)!!

(2𝑛+2)!!(2𝑛+4)⋅3𝑛⋅𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

3(𝑛+1)

(2𝑛+4)𝑛
= 0 < 1. 

Отже, за ознакою Д’Аламбера ряд збігається. 

Приклад 4. Дослідити на збіжність  ряд 

∑ (
3𝑛

2𝑛 + 1
)

∞

𝑛=1

𝑛
2

. 

 

Розв’язання. Скористаємось радикальною ознакою Коші. 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

√𝑎𝑛
𝑛 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

√(
3𝑛

2𝑛 + 1
)

𝑛
2𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(
3𝑛

2𝑛 + 1
)

1
2

= √
3

2
> 1. 

Отже, за радикальною ознакою Коші ряд розбігається. 

Приклад 5. Дослідити на збіжність  ряд 

∑ (
2𝑛 + 2

2𝑛 − 4
)

𝑛2∞

𝑛=1

. 

 

Розв’язання. Скористаємось радикальною ознакою Коші. 
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𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

√𝑎𝑛
𝑛 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

√(
2𝑛 + 2

2𝑛 − 4
)

𝑛2
𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(
2𝑛 + 2

2𝑛 − 4
)

𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(
(2𝑛 − 4) + 6

2𝑛 − 4
)

𝑛

= 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(1 +
6

2𝑛 − 4
)

𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

((1 +
6

2𝑛 − 4
)

2𝑛−4
6

)

6𝑛
2𝑛−4

= 𝑒
𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

6𝑛
2𝑛−4 = 𝑒3 > 1. 

Отже, за радикальною ознакою Коші ряд розбігається. 

Інтегральна ознака Коші. 

Розглянемо числовий ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 , члени якого додатні і не зростають, тобто 

𝑎1  ≥ 𝑎2 ≥ 𝑎3 ≥ ⋯ > 0.  Нехай 𝑓(𝑥) – така неперервна незростаюча функція, 

що 𝑓(1)=𝑎1, 𝑓(2)=𝑎2 , … 𝑓(𝑛)=𝑎𝑛, …  Тоді ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  збігається або 

розбігається одночасно з невласним інтегралом ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

1
. 

Нагадаємо, що ∫
𝟏

𝒙𝛼
𝑑𝑥

∞

1
  збігається при 𝛼 > 1 і розбігається при 𝛼 ≤ 1. 

Приклад 6. Дослідити на збіжність ряд  

∑
1

(𝑛 − 1) 𝑙𝑛( 𝑛 + 2)

∞

𝑛=2

. 

 

Розв’язання. Застосуємо спочатку граничну ознаку порівняння: 

𝑎𝑛 =
1

(𝑛 − 1) 𝑙𝑛( 𝑛 + 2)
~

1

(𝑛 + 2) 𝑙𝑛( 𝑛 + 2)
= 𝑏𝑛 , 𝑛 → ∞. 

Ряди ∑ 𝑎𝑛  ∞
𝑛=2 та   ∑ 𝑏𝑛

∞
𝑛=2  одночасно збігаються, або одночасно розбігаються . 

Застосуємо до ряду ∑ 𝑏𝑛
∞
𝑛=2  інтегральну ознаку Коші: 

𝑏𝑛 = 𝑓(𝑛),     𝑛 = 2,3. . .    ⇒     𝑓(𝑥) =
1

(𝑥 + 2) 𝑙𝑛( 𝑥 + 2)
. 

Функція ( )f x - неперервна, спадна для 2.x    
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∫
𝑑𝑥

(𝑥 + 2) 𝑙𝑛( 𝑥 + 2)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑏→∞

∞

2

∫
𝑑𝑥

(𝑥 + 2) 𝑙𝑛( 𝑥 + 2)

𝑏

2

= 𝑙𝑖𝑚
𝑏→∞

∫
𝑑𝑥

(𝑥 + 2) 𝑙𝑛( 𝑥 + 2)
=

𝑏

2

𝑙𝑖𝑚
𝑏→∞

(𝑙𝑛|𝑙𝑛( 𝑥 + 2)|)|2
𝑏 = 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑏→∞

(𝑙𝑛𝑙𝑛( 𝑏 + 2) − 𝑙𝑛𝑙𝑛 4) = ∞. Невласний інтеграл розбігається. Тоді ряд 

∑ 𝑏𝑛
∞
𝑛=2  розбігається за інтегральною ознакою Коші. Отже, ряд ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=2  

розбігається за другою ознакою (теоремою) порівняння. 

Приклад 7. Дослідити  на збіжність ряд  

∑
𝑛

(𝑛2 + 5) 𝑙𝑛 𝑛
.

∞

𝑛=2

 

Розв’язання. Застосуємо граничну ознаку порівняння: 𝑎𝑛 =
𝑛

(𝑛2+5) 𝑙𝑛 𝑛
~

1

𝑛 𝑙𝑛 𝑛
=

𝑏𝑛 ,   𝑛 → ∞.   𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

𝑛

(𝑛2+5) 𝑙𝑛 𝑛

1

𝑛 𝑙𝑛 𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛2 𝑙𝑛 𝑛

(𝑛2+5) 𝑙𝑛 𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

𝑛2

𝑛2+5
= 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛2

𝑛2 (1 +
5

𝑛2)
= 1. 

Ряди 
2

n
n

a




  та 
2

n
n

b




  одночасно збігаються, або одночасно розбігаються . 

Застосуємо до ряду 
2

n
n

b




  інтегральну ознаку Коші: 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥 𝑙𝑛 𝑥
.   Функція ( )f x - неперервна, монотонно  спадна при 𝑥 ≥ 2. 

2
2 2 2

(ln )
lim lim limln(ln ) lim(ln ln ln ln 2) .

ln ln ln

b b
b

b b b b

dx dx d x
x b

x x x x x



   
          

Невласний інтеграл розбігається. Тоді ряд 
2

n
n

b




  розбігається за інтегральною 

ознакою Коші.  Отже, ряд 
2

n
n

a




  розбігається за Другою теоремою порівняння. 
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Завдання для самостійної роботи 2 

Використовуючи ознаки порівняння, дослідити на збіжність наступні ряди: 

1. 
1

1

( 1)n n n



 
 . 

2. 
1

1

2n
n n



 
 . 

3. 
2

1

1

1n

n

n








 . 

4. 
1

1

3 1n n



 
 . 

5. 
2

1

1

4 5n n n



  
 . 

6. 

2
2

3
1

1

1n

n

n





 
 
 

 . 

7. 
1

( 1)
n

n n




  . 

8. 
1

1
( 1 1)

n

n n
n





   . 

9. 
1

sin
2n

n






 . 

10. 
1 4n

tg
n






 . 

Використовуючи ознаку Даламбера, дослідити на збіжність ряди: 

11. 
3

1 2n
n

n



 . 

12. 
2

1 3n
n

n



 . 

13. 
1

3 !n

n
n

n

n





 . 

14. 
1

1

(2 1)!n n



 
 . 

15. 
1

!

10n
n

n



 . 

16. 
1

( 1)!

2 !n
n

n

n






 . 

17. 2

1

sin
2n

n

n





 . 

18. 
1

1 2n
n

n tg






 . 

19. 
1

1 3 5 ... (2 1)

2 5 8 ... (3 1)n

n

n





    

    
 . 

20. 
1

2 5 ... (3 1)

1 5 ... (4 3)n

n

n





   

   
 . 

Використовуючи радикальну ознаку Коші, дослідити на збіжність ряди: 

21. 
1 2 1

n

n

n

n





 
 

 
 . 

22. 

2

1

1

3 1

n

n
n

n

n





 
 

 
 . 

23. 
1

3

2

n

n
n n



 
 . 

24. 

2

2

2
1

1

1

n

n

n

n





 
 

 
 . 
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25. 
1

sin
2

n

n
n






 . 26. 

1

1n

n

arctg
n





 . 

Використовуючи радикальну ознаку Коші, дослідити на збіжність ряди: 

27. 
23

2

1

(2 3)n n



 
 . 

28. 
3

1 ( 1)n

n

n



 
 . 

29. 
1

1

3 1n n



 
 . 

30. 
1

1

(2 1)(2 3)n n n



  
 . 

31. 
2

2

1

(ln )n n n





 . 

32. 
2

1

lnn n n





 . 

Користуючись збіжністю відповідного ряду, доведіть правильність 

наступних рівностей: 

33. 
2 !

lim 0
n

nn

n

n
 . 

34. 
3

lim 0
!

n

n n
 . 

35. 
1 3 5 ... (2 1)

lim 0
3 !nn

n

n

    



. 

36. 
!

lim 0
n

n

n
  

Відповіді: 

1. Розбіжний. 2. Збіжний. 3. Розбіжний. 

4. Розбіжний. 5. Збіжний. 6. Збіжний. 

7. Розбіжний. 8. Збіжний. 9. Збіжний. 

10.  Розбіжний. 11.  Збіжний. 12.  Збіжний. 

13.  Розбіжний. 14.  Збіжний. 15.  Розбіжний. 

16.  Збіжний. 17.  Збіжний. 18.  Збіжний. 

19.  Збіжний. 20.  Збіжний. 21.  Збіжний. 

22.  Збіжний. 23.  Розбіжний. 24.  Розбіжний. 

25.  Збіжний. 26.  Збіжний. 27.  Розбіжний. 

28.  Збіжний. 29.  Розбіжний. 30.  Збіжний. 

31.  Збіжний. 

32.  Розбіжний. 
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5. Числові ряди вигляду 

∑(−𝟏)𝒏+𝟏 ∙ 𝒂𝒏   

∞

𝒏=𝟏

 

(знакозмінні ряди) . 

Теорема (ознака) Лейбніца 

 

Розглянемо ряд, члени якого по черзі додатні і від’ємні, тобто ряд вигляду 

𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3−𝑎4 + ⋯ + (−1)𝑛+1 ∙ 𝑎𝑛 + ⋯ =∑ (−1)𝑛+1 ∙ 𝑎𝑛 ∞
𝑛=1  , де  

𝑎1,  𝑎2,  𝑎3, 𝑎4, …  -  додатні числа. 

Питання про збіжність таких рядів з’ясовуються за допомогою ознаки 

Лейбніца. 

Теорема ( ознака Лейбніца). 

Якщо члени ряду ∑ (−1)𝑛+1 ∙ 𝑎𝑛 ∞
𝑛=1  монотонно спадають 

 𝑎1 > 𝑎2 > 𝑎3 > 𝑎4 > ⋯ > 0   і  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0, то заданий ряд буде збіжним, 

сума його S додатна і не перевищуватиме першого члена :  0< S< 𝑎1.  

∎ Розглянемо суму 𝑛 = 2𝑚 перших членів заданого ряду ( він називається 

рядом Лейбніца) і напишемо її у вигляді  𝑆2𝑚 = 𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3−𝑎4 + ⋯ +

𝑎2𝑚−1 − 𝑎2𝑚= (𝑎1 − 𝑎2) + ( 𝑎3−𝑎4) +  + ⋯ + (𝑎2𝑚−1 − 𝑎2𝑚).  З нерівності  

𝑎1 > 𝑎2 > 𝑎3 > 𝑎4 > ⋯ > 0   випливає, що вирази в дужках додатні , тому 

𝑆2𝑚 > 0 і зростає із зростанням 𝑚 . 

  Цю ж суму 𝑆2𝑚 можна переписати так: 

𝑆2𝑚= 𝑎1 − (𝑎2 − 𝑎3) − (𝑎4 − 𝑎5) − ⋯ − (𝑎2𝑚−2 − 𝑎2𝑚−1) − 𝑎2𝑚.  В дужках 

стоять додатні величини, отже , 𝑆2𝑚 < 𝑎1. Таким чином, частинні суми 𝑆2𝑚 

зростають при збільшенні 𝑚 і обмежені зверху числом 𝑎1, тому існує 

скінченна границя 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆2𝑚 = 𝑆 ,  де   0< 𝑆 < 𝑎1. 

Далі, 𝑆2𝑚+1=𝑆2𝑚 + 𝑎2𝑚+1.  Оскільки 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0, то  і 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎2𝑚+1 = 0, то  
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 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆2𝑚+1 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆2𝑚 + 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎2𝑚+1= 𝑆 + 0 = 𝑆. 

Отже, як сума парного, так і сума непарного числа членів ряду 

 ∑ (−1)𝑛+1 ∙ 𝑎𝑛 ∞
𝑛=1 наближається до однієї і тієї ж границі 𝑆, тобто даний ряд 

збігається і має суму 𝑆, причому 0< 𝑆 < 𝑎1. ∎ 

Зауваження. Легко оцінити похибку, яка виникне , якщо замінити суму 𝑆 

ряду Лейбніца частинною сумою 𝑆𝑛. Залишок ряду 𝑅𝑛= 𝑆 − 𝑆𝑛 представляє 

собою знакозмінний ряд, сума якого за абсолютним значенням менша 

першого члена цього ряду, тобто менша від 𝑎𝑛+1 , першого з відкинутих 

членів. 

Приклад 1. Дослідити на збіжність ряд ∑ (−1)𝑛+1 ∙
1

𝑛
 ∞

𝑛=1  . 

Розв’язання.   

 Ряд   1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+ ⋯ + (−1)𝑛+1 1

𝑛
+ ⋯    збігається за ознакою Лейбніца, 

оскільки виконані дві умови: 1) 1 >
1

2
>

1

3
>

1

4
> ⋯ > 0  і   2) 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝑛
 = 0. 

Сума 𝑛 перших членів ряду 𝑆𝑛=1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+ ⋯ + (−1)𝑛+1 1

𝑛
  відрізняється 

від суми ряду 𝑆 на величину, меншу ніж 
1

𝑛+1
 . 

Приклад 2. Дослідити на збіжність ряд ∑ (−1)𝑛+1 ∙
1

𝑛𝛼
 ∞

𝑛=1  . 

Розв’язання.   

 Ряд 1 −
1

2𝛼
 + 

1

3𝛼
 −

1

4𝛼
 +…+ (−1)𝑛+1 1

𝑛𝛼
 +… збігається за ознакою Лейбніца при 

𝛼 > 0. 

Приклад 3.  Знайти суму ряду   

3 −
1

3
+

3

2
−

1

6
+

3

4
−

1

12
+

3

8
−

1

24
+ ⋯ 
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Розв’язання. Ряд можна переписати так:   
8

3
+

8

6
+

8

12
+

8

24
+ ⋯ , отже маємо 

геометричну прогресію, знаходимо суму її 𝑛 доданків 

𝑆𝑛 =
8

3
(1−(

1

2
)

𝑛
)

1−
1

2

  і    𝑆=𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛 =
16

3
 . 

 

6. Ряди з довільними за знаком членами.  

Абсолютна та умовна збіжність 

 

Перейдемо до рядів, члени яких є дійсні числа з довільним знаком, назвемо їх 

знакозмінними. Очевидно, що ряди, знаки членів яких змінюються по черзі, 

є частинним випадком знакозмінних рядів. 

   Розглянемо знакозмінний ряд   

𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ = ∑ 𝑎𝑛     (1)∞
𝑛=1 , 

члени якого є довільні за знаком дійсні числа. З абсолютних величин членів 

цього ряду складемо ряд |𝑎1| + |𝑎2| + |𝑎3| + ⋯ + |𝑎𝑛| + ⋯ =∑ |𝑎𝑛|    (2)∞
𝑛=1 . 

Теорема.   Якщо збігається ряд  ∑ |𝑎𝑛|∞
𝑛=1     з  абсолютних величин членів 

знакозмінного ряду , то збігається і знакозмінний ряд  ∑ 𝑎𝑛 
∞
𝑛=1 . 

∎ Нехай 𝑆𝑛 і 𝐺𝑛 – частинні суми рядів (1) і (2) відповідно. 

𝑆𝑛
+ і 𝑆𝑛

−  -  сума всіх додатних і сума абсолютних величин всіх від’ємних 

членів ряду (1), що входять в 𝑆𝑛 . Тоді  𝑆𝑛 = 𝑆𝑛
+ − 𝑆𝑛

− , а  𝐺𝑛 = 𝑆𝑛
+ + 𝑆𝑛

− . 

За умовою теореми ряд (2) збігається, тобто існує 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐺𝑛= 𝐺 

 ⟹ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑆𝑛
+ + 𝑆𝑛

−) = 𝐺.  Оскільки 𝑆𝑛
+ і 𝑆𝑛

− -  додатні зростаючі величини, 

менші від 𝐺, то вони мають границі 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛
+ = 𝑆+ і  𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑆𝑛

− = 𝑆−.  Тому існує 

границя частинних сум  𝑆𝑛: 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑆𝑛
+ − 𝑆𝑛

−)= 𝑆+ − 𝑆−, тобто 

знакозмінний ряд (1) збігається. ∎ 
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Зауваження.  Таким чином, якщо збігається ряд з абсолютних значень членів 

знакозмінного ряду, то збігається і сам знакозмінний ряд. Обернене 

твердження в загальному випадку неправильне: існують такі знакозмінні 

ряди, які самі збігаються, але ряди, складені з абсолютних величин їх членів, 

розбігаються. 

Означення.  Знакозмінний ряд називається абсолютно збіжним, якщо 

збігається ряд, складений з абсолютних значень його членів. 

Якщо ж  знакозмінний ряд  ∑ 𝑎𝑛     
∞
𝑛=1  збігається  (застосували ознаку 

Лейбніца), а ряд ∑ |𝑎𝑛|    ∞
𝑛=1 - розбігається, то знакозмінний ряд  

∑ 𝑎𝑛     
∞
𝑛=1 називається умовно або неабсолютно збіжним. 

Приклад 1.  Дослідити ряд на абсолютну збіжність  

∑(−1)𝑛+1
1

𝑛
    .

∞

𝑛=1

 

Розв’язання. Складемо ряд з абсолютних значень його членів, отримаємо 

гармонічний ряд 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ ⋯ +

1

𝑛
+ ⋯   , який розбігається , а за ознакою 

Лейбніца  ряд  ∑ (−1)𝑛+1 1

𝑛
    ∞

𝑛=1 є  збіжним . Тому заданий 

 ряд  1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+ ⋯ + (−1)𝑛+1 1

𝑛
+ ⋯    є  умовно збіжним,  

Приклад 2. Дослідити на абсолютну та умовну збіжність ряд   

∑
(−1)𝑛+1

𝑛 ⋅ 3𝑛
.

∞

𝑛=1

 

 

Розв’язання. 𝑎𝑛 =
(−1)𝑛+1

𝑛⋅3𝑛
,    |𝑎𝑛| = |

(−1)𝑛+1

𝑛⋅3𝑛
| =

1

𝑛⋅3𝑛
. 

Дослідимо ряд  ∑ |𝑎𝑛|∞
𝑛=1   за ознакою Д’Аламбера: 

1
1

3 1
lim lim 1.

3( 1)3

n
n

n
n n

n

a n

a n
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За ознакою Д’Аламбера ряд ∑ |𝑎𝑛|∞
𝑛=1  - збігається. Отже, даний ряд ∑ 𝑎𝑛

∞
𝑛=1  

збігається абсолютно. 

Приклад 3. Дослідити на абсолютну збіжність ряд   

∑
(−1)𝑛+1

√5𝑛 − 1
.

∞

𝑛=1

 

 

Розв’язання. 𝑎𝑛 =
(−1)𝑛+1

√5𝑛−1
,    |𝑎𝑛| =

1

√5𝑛−1
~

1

√𝑛
= 𝑏𝑛. 

Застосуємо граничну ознаку порівняння: 

𝑙𝑖𝑚
т→∞

|𝑎𝑛|

𝑏𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
√

𝑛

5𝑛 − 1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞√

𝑛

𝑛 (5 −
1
𝑛

)
=

1

√5
< ∞. 

Оскільки ряд ∑ 𝑏𝑛
∞
𝑛=1  - це узагальнений гармонічний ряд, 𝛼 =

1

2
< 1 - 

розбіжний, то і ряд  ∑ |𝑎𝑛|∞
𝑛=1   - теж є розбіжним, тому абсолютної збіжності 

немає. 

Дослідимо ряд  ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  за ознакою Лейбніца: 

|𝑎𝑛| =
1

√5𝑛 − 1
>

1

√5𝑛 + 4
= |𝑎𝑛+1|, 𝑛 ∈ 𝑁. 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑎𝑛| = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

√5𝑛 − 1
= 0. 

Обидві умови ознаки Лейбніца виконуються, тому заданий ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  

збігається. Оскільки ряд із абсолютних величин розбігається, то заданий ряд 

збігається умовно. 

Приклад 4. Дослідити на абсолютну збіжність ряд 

∑(−1)𝑛+1
𝑛2 + 5

3𝑛2 − 1
 .

∞

𝑛=1

 

 

Розв’язання.  𝑎𝑛 = (−1)𝑛+1 𝑛2+5

3𝑛2−1
,   |𝑎𝑛| =

𝑛2+5

3𝑛2−1
 . 

Обчислимо границю: 
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𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑎𝑛| = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛2 + 5

3𝑛2 − 1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→∞

𝑛2 (1 +
5
𝑛

)

𝑛2 (3 −
1
𝑛

)
=

1

3
. 

Оскільки 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑎𝑛| ≠ 0, то для заданого ряду не виконується необхідна ознака 

збіжності числового ряду. Отже, ряд  ∑
𝑛2+5

3𝑛2−1
∞
𝑛=1   розбігається. Перевіримо, чи 

не буде даний ряд умовно збіжним. За ознакою Лейбніца ряд 

∑ (−1)𝑛+1 𝑛2+5

3𝑛2−1
∞
𝑛=1   буде розбіжним,  (𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

𝑛2+5

3𝑛2−1
≠ 0). Тому робимо остаточний 

висновок, що заданий ряд є розбіжним. 

 

       Наведемо без доведення теореми про властивості абсолютно збіжних і 

умовно збіжних рядів. 

Теорема Коші.  Якщо знакозмінний ряд збігається абсолютно, то він 

залишається абсолютно збіжним при довільній перестановці його членів. При 

цьому сума ряду не залежить від порядку його членів. 

Теорема Римана.  Якщо знакозмінний ряд збігається умовно, то яке б не 

було наперед задане число А, можна так переставити члени цього ряду, щоб 

сума перетвореного ряду точно дорівнювала б А. Більш того, можна так 

переставити члени умовно збіжного ряду, щоб перетворений ряд виявився 

розбіжним. 

 

Завдання для самостійної роботи 3 

Дослідити на абсолютну та умовну збіжність: 

1

1

1
1. ( 1)

2

n

n
n n









                          
3

1

1
2. ( 1)n

n n






 

1

1

1
3. ( 1)

2 1

n

n n










                          

1

3
1

1
4. ( 1)

(2 1)

n

n n
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1

1

1
5. ( 1)n

n

n

n









                            1

1
6. ( 1)

( 1)

n

n n n









 

1

7. sin
3n

n




                                 1

1
8. ( 1)

ln( 1)

n

n n









 

Обчисліть суми рядів з точністю ℇ . Вкажіть найменшу достатню кількість 

членів ряду: 

1
3

3
1

( 1)
9. , 10 .

5

n

n n








   

1
3

2
1

( 1)
10. , 10 .

( 1) 3

n

n
n n











 
  

1
3

3
1

( 1)
11. , 10 .

!

n

n n n











  

3

1

1
12. , 10 .

(2 1)!n n










  

 

Відповіді: 

1.Збігається абсолютно.  2.Збігається умовно.  3.Збігається умовно. 

4.Збігається абсолютно.  5.Розбігаються.          6. Збігається абсолютно. 

7. Розбігаються.  8. Збігається умовно.  9.S ≈0.181, n=5. 

10.S ≈0.148, n=3.  11.S ≈0.944, n=3.  12.S ≈1,175, n=3. 
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7. Функціональні ряди. Область збіжності.  

Рівномірна збіжність. Ознака Вейєрштрасса. 

 

      Досі ми розглядали ряди, членами яких були числа. Перейдемо тепер до 

вивчення функціональних рядів, членами яких є функції змінної 𝑥 ∶ 

𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + 𝑓3(𝑥) +…= ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  .                (*) 

       Нехай функції 𝑓𝑖(𝑥) (𝑖 = 1,2,3, … 𝑛, … ) визначені в деякій області U. 

Розглянемо певне значення 𝑥о𝜖 U. Підставляючи його замість 𝑥 в 

функціональний ряд (*), одержимо числовий ряд  

𝑓1(𝑥о) + 𝑓2(𝑥о) + 𝑓3(𝑥о) +…= ∑ 𝑓𝑛(𝑥о)∞
𝑛=1 .            (**) 

Якщо ряд (**) збігається, то 𝑥о називається точкою збіжності 

функціонального ряду (*), якщо розбігається – точкою розбіжності.  

      Множина 𝑉 всіх точок збіжності називається областю збіжності 

функціонального ряду (*). 

 Позначимо через 𝑆𝑛(𝑥) частинну суму функціонального ряду: 

𝑆𝑛(𝑥)= 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + 𝑓3(𝑥) + ⋯ +𝑓𝑛(𝑥). 

         Якщо при деякому значенні 𝑥 ряд (*) збігається, то існує границя 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥)= 𝑆(𝑥).  𝑆(𝑥) називається сумою функціонального ряду (*). Різниця 

між сумою ряду  (*) і його частинною сумою називається залишком ряду: 

𝑅𝑛(𝑥)= 𝑆(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥). 

  Залишок функціонального ряду теж є функціональним рядом: 

𝑅𝑛(𝑥)=𝑓𝑛+1(𝑥) + 𝑓𝑛+2(𝑥) + ⋯ +𝑓𝑛+𝑝(𝑥) + ⋯.   Знайдемо 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥)=𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑆(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥))= 𝑆(𝑥) − 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑆𝑛(𝑥)= 𝑆(𝑥) − 𝑆(𝑥) = 0  для 

довільного 𝑥, що належить області збіжності 𝑉.  Отже, 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥)=0 для ∀𝑥𝜖𝑉. 
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  Нехай для всіх значень 𝑥 з області  𝑉 має місце остання рівність. З 

означення границі випливає : при фіксованому значенні 𝑥1𝜖 𝑉для довільного 

наперед заданого як завгодно малого додатного числа 𝜀 знайдеться таке 

натуральне число 𝑁1 , що для всіх 𝑛 ≥ 𝑁1 справджується нерівність 

|𝑅𝑛(𝑥1)|=|𝑆(𝑥1) − 𝑆𝑛(𝑥1)| <  𝜀.  Якщо взяти інше значення 𝑥2𝜖 𝑉, то 

одержимо іншу числову послідовність частинних сум: 𝑆𝑛(𝑥2) і для того ж 

𝜀 > 0 нерівність |𝑅𝑛(𝑥2)| <  𝜀 буде виконана для всіх 𝑛 ≥ 𝑁2 , де 𝑁2 у 

загальному випадку не збігається з 𝑁1 . Але 𝑥 набуває нескінченну множину 

значень в області збіжності 𝑉, тому ми маємо справу з нескінченною 

множиною послідовностей частинних сум 𝑆𝑛(𝑥). Для кожної з таких 

послідовностей при заданому значенні 𝜀 > 0 існує такий номер 𝑁 = 𝑁(𝑥, 𝜀), 

що при 𝑛 ≥  𝑁 буде виконуватися нерівність |𝑅𝑛(𝑥)|=|𝑆(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥)| <  𝜀.   

Виникає питання, чи існує такий номер 𝑁=𝑁(𝜀) , який не залежить від 𝑥,

щоб при 𝑛 ≥ 𝑁 нерівність |𝑅𝑛(𝑥)|=|𝑆(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥)| <  𝜀 справджувалася 

одночасно для всіх 𝑥 𝜖 𝑉. Виявляється, що в одних випадках такий номер 𝑁 

існує, в інших – ні. 

Означення 1.   Функціональний ряд  

∑ 𝑓𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

 

 називається рівномірно збіжним в області 𝑉, якщо для довільного як 

завгодно малого числа 𝜀 > 0 існує такий не залежний від 𝑥 номер 𝑁(𝜀), що 

при 𝑛 ≥  𝑁(𝜀) нерівність    |𝑅𝑛(𝑥)|=|𝑆(𝑥) − 𝑆𝑛(𝑥)| <  𝜀 справджувалася 

відразу для всіх 𝑥 𝜖 𝑉.      

Означення 2.  Функціональний ряд ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  збігається правильно в 

деякій області 𝑉 змінної   𝑥, якщо кожний його член 𝑓𝑛(𝑥) за абсолютною 

величиною не більший, ніж відповідний член 𝑎𝑛 збіжного числового ряду  
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∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯    з додатними членами, тобто для всіх 𝑥 𝜖 𝑉 

виконуються нерівності  

|𝑓1(𝑥)| ≤ 𝑎1 , |𝑓2(𝑥)| ≤ 𝑎2 , … , |𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛  ,… 

Із означення безпосередньо випливає, що ряд, який правильно збігається в 

деякій області, абсолютно збігається в усіх точках цієї області. 

Приклад 1. Функціональний ряд ∑
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥

𝑛2
∞
𝑛=1  збігається правильно на всій 

числовій осі, оскільки  |
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥

𝑛2
| ≤

1

𝑛2
   при  𝑛 = 1,2,3, … , 𝑥𝜖(−∞; +∞), а 

числовий ряд ∑
1

𝑛2
∞
𝑛=1   збігається. 

Теорема (Ознака Вейєрштрасса). 

Якщо функціональний ряд  ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  збігається правильно в області 

збіжності 𝑉 , то він рівномірно збігається в області 𝑉. 

∎ Якщо функціональний ряд  ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  збігається правильно в області 𝑉, 

тоді для ∀𝑥 𝜖 𝑉виконуються нерівності |𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛 , 𝑛 = 1,2,3, … , а 

числовий ряд ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  з додатними членами збігається. Позначимо через 𝐺 , 

його суму, тоді 𝐺 = 𝐺𝑛+ 𝑅𝑛 , де  𝐺𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ + 𝑎𝑛  , а  𝑅𝑛 = 𝑎𝑛+1 +

𝑎𝑛+2 + ⋯ . Оскільки ∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  є збіжним, то 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑅𝑛=0. Звідки, за означенням 

границі , випливає, що для довільного як завгодно малого числа 𝜀 > 0 існує 

такий номер 𝑁(𝜀), що при 𝑛 ≥  𝑁(𝜀) виконується нерівність    𝑅𝑛 <  𝜀.    

  Суму  𝑆(𝑥) функціонального ряду  ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  подаємо у вигляді 

 𝑆(𝑥) = 𝑆𝑛(𝑥) + 𝑟𝑛(𝑥), де 𝑆𝑛(𝑥)=𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + 𝑓3(𝑥) + ⋯ +𝑓𝑛(𝑥), а  

  𝑟𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛+1(𝑥) + 𝑓𝑛+2(𝑥) + 𝑓𝑛+3(𝑥) + ⋯ .  

З умов   |𝑓𝑛(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛 , 𝑛 = 1,2,3, … випливає, що для ∀𝑥 𝜖 𝑉 : 

   |𝑓𝑛+1(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛+1,  |𝑓𝑛+2(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛+2, |𝑓𝑛+3(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛+3, … , тому |𝑟𝑛(𝑥)| ≤ 𝑅𝑛 

для ∀𝑥 𝜖 𝑉.    Отже,  з врахуванням попередніх нерівностей при всіх 𝑛 ≥  𝑁(𝜀) 

і для ∀𝑥 𝜖 𝑉 виконується нерівність |𝑟𝑛(𝑥)| <  𝜀, тому у відповідності до 
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означення  робимо висновок, що функціональний ряд  ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  збігається 

рівномірно в області 𝑉. ∎ 

    Отже, якщо функціональний ряд   збігається правильно в деякій області, 

області, то він збігається рівномірно в цій області . Обернене твердження в 

загальному випадку неправильне.  

Теорема. (про неперервність суми функціонального ряду) 

     Якщо функціональний ряд  ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  рівномірно збігається на відрізку 

[𝑎; 𝑏], а його члени 𝑓𝑛(𝑥)  (𝑛 = 1,2,3, … ) є неперервними функціями на цьому 

відрізку, то сума 𝑆(𝑥) ряду  ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  теж буде неперервною функцією при  

∀𝑥 𝜖[𝑎; 𝑏]. 

     Відмітимо, що вимога рівномірної збіжності функціонального ряду є 

достатньою, але не є необхідною умовою неперервності його суми. І 

нерівномірно збіжний ряд може мати неперервну суму. 

 Теорема. (про почленне інтегрування  функціональних рядів) 

      Якщо функції 𝑓𝑛(𝑥)  (𝑛 = 1,2,3, … ) неперервні на відрізку [𝑎; 𝑏], а 

утворений з них функціональний ряд ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1  рівномірно збігається на 

цьому відрізку, тоді інтеграл від суми ряду 𝑆(𝑥) дорівнює сумі інтегралів від 

членів даного ряду. 

Теорема.(про почленне диференціювання  функціональних рядів) 

     Нехай функції 𝑓𝑛(𝑥)  (𝑛 = 1,2,3, … ) визначені на відрізку [𝑎; 𝑏] і мають 

неперервні похідні 𝑓𝑛
′(𝑥). Якщо на відрізку [𝑎; 𝑏] не тільки збігається 

функціональний ряд ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1 , але і рівномірно збігається ряд, утворений з 

похідних ∑ 𝑓𝑛
′(𝑥) ∞

𝑛=1 , то сума останнього ряду дорівнює похідній від суми 

ряду ∑ 𝑓𝑛(𝑥)∞
𝑛=1 . 

Приклад 2. Відомо, що 1 + 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3+…= 
1

1−𝑥
 , якщо |𝑥| < 1. 
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Показати, що ряд 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + ⋯ + 𝑛𝑥𝑛−1+… збігається правильно на 

відрізку [−𝜌; 𝜌],  де  0<  𝜌 < 1 і знайти його суму. 

Розв’язання. Якщо |𝑥| ≤  𝜌, де 0<  𝜌 < 1, то  

|𝑓𝑛
′(𝑥)|= |𝑛𝑥𝑛−1|=𝑛|𝑥|𝑛−1 ≤  𝑛𝜌𝑛−1.  Ряд ∑ 𝑛𝜌𝑛−1∞

𝑛=1  збігається, оскільки 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

(𝑛+1)𝜌𝑛

𝑛𝜌𝑛−1
= 𝜌 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

(𝑛+1)

𝑛
= 𝜌 < 1. Тому ряд ∑ 𝑓𝑛

′(𝑥)∞
𝑛=1 =

∑ 𝑛𝑥𝑛−1 ∞
𝑛=1 збігається правильно на відрізку [−𝜌; 𝜌],   а ряд ∑ 𝑥𝑛 ∞

𝑛=1  можна 

почленно диференціювати:  

(∑ 𝑥𝑛 ∞
𝑛=1 )′=∑ (𝑥𝑛)′ ∞

𝑛=1 =∑ 𝑛𝑥𝑛−1 ∞
𝑛=1 =(

1

1−𝑥
)

′
= 

1

(1−𝑥)2
.    

Таким чином, 1 + 2𝑥 + 3𝑥2 + ⋯ + 𝑛𝑥𝑛−1+…= 
1

(1−𝑥)2
 ,  якщо  |𝑥| < 1.  

 

8. Степеневі ряди. Означення.  

Інтервал збіжності, радіус збіжності. Теорема Абеля 

 

Означення 1.   Степеневим рядом називається функціональний ряд вигляду 

𝑐0 + 𝑐1(𝑥 − 𝑎) + 𝑐2(𝑥 − 𝑎)2 +…+  𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)𝑛 + ⋯ = ∑ 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)𝑛 ∞
𝑛=0 ,   (1) 

де 𝑎 – фіксоване число, числа 𝑐𝑛  (𝑛 = 0,1,2,3, … )  називаються коефіцієнтами 

степеневого ряду.   Членами цього ряду є функції 𝑓𝑛(𝑥)  (𝑛 = 0,1,2,3, … ). 

     Простою заміною 𝑥 − 𝑎=𝑦  означений ряд зводиться до форми  

 𝑐0 + 𝑐1𝑦 + 𝑐2𝑦2 +…+  𝑐𝑛𝑦𝑛 + ⋯ = ∑ 𝑐𝑛𝑦𝑛 ∞
𝑛=0 .                                            (2)  

     Надалі будемо розглядати степеневі ряди вигляду (2). Областю збіжності 

степеневого ряду завжди є деякий інтервал, який, зокрема, може 

вироджуватися в точку. Це випливає з наступної теореми. 
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Теорема Абеля.       1)   Якщо степеневий ряд  ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞
𝑛=0  збігається при 

деякому значенні 𝑥0 ≠ 0, то він абсолютно збігається при всіх значеннях 𝑥, що 

задовольняють нерівність |𝑥| < |𝑥0| , тобто при 𝑥𝜖(−𝑥0;  +𝑥0). 

2) Якщо ряд розбігається при деякому значенні 𝑥1 ≠ 0, то він розбігається при 

всіх значеннях 𝑥, які задовольняють нерівність |𝑥| > |𝑥1| , тобто при 

𝑥𝜖(−∞;  −𝑥1) ⋃(𝑥1;  +∞). 

∎ 1) Із збіжності числового ряду ∑ 𝑐𝑛𝑥0
𝑛 ∞

𝑛=0  випливає, що його загальний член  

𝑐𝑛𝑥0
𝑛  наближається до нуля при 𝑛 → ∞, а отже обмежений:  |𝑐𝑛𝑥0

𝑛| ≤ 𝑀 

 (𝑀 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝑛 = 0,1,2,3, … ).  Візьмемо тепер довільне 𝑥 , для якого |𝑥| <

|𝑥0| і утворимо ряд ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞
𝑛=0 . Враховуючі останню нерівність, одержимо 

|𝑐𝑛𝑥𝑛|=|𝑐𝑛𝑥0
𝑛| ∙ |

𝑥

𝑥0
|
𝑛

≤ 𝑀 ∙ |
𝑥

𝑥0
|

𝑛
 , (𝑛 = 0,1,2,3, … ). Таким чином, члени ряду  

∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞
𝑛=0  виявляються не більшими відповідних членів ряду ∑ 𝑀 ∙ |

𝑥

𝑥0
|

𝑛
 ∞

𝑛=0 . 

При |𝑥| < |𝑥0| останній ряд являє собою збіжну геометричну прогресію , 

оскільки її знаменник q = |
𝑥

𝑥0
| < 1. За Першою теоремою порівняння рядів із 

додатними членами ряд ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞
𝑛=0 також збігається, крім того, збігається 

абсолютно при всіх значеннях 𝑥, що задовольняють нерівність |𝑥| < |𝑥0|.  

2) Нехай в деякій точці 𝑥1 ряд ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞
𝑛=0 розбігається. Тоді він буде 

розбіжним в довільній точці 𝑥, для якої |𝑥| > |𝑥1|. Дійсно, якби в деякій точці 

𝑥, що задовольняє |𝑥| > |𝑥1|, ряд збігався, то на підставі тільки що доведеної 

першої частини теореми він збігався б і у точці 𝑥1, оскільки |𝑥1| < |𝑥|. Але це 

суперечить умові, що в точці 𝑥1 ряд розбігається. Отже, ряд є розбіжним в 

довільній точці 𝑥  яка задовольняє нерівність |𝑥| > |𝑥1|. ∎ 

       З теореми Абеля випливає, що для кожного степеневого ряду ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞
𝑛=0  

існує таке додатне число R, що при |𝑥| < R  ряд абсолютно збігається, а при 

|𝑥| > R  ряд розбігається. Таким чином, областю збіжності степеневого ряду 
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∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞
𝑛=0  є інтервал (−R;  R). Зазначений інтервал (−R;  R) називається 

інтервалом збіжності степеневого ряду, (0≤  R ≤ ∞). 

   На кінцях інтервалу (тобто при 𝑥 = −R  і  𝑥 = R) степеневий ряд може 

збігатися, а може і розбігатися. Для кожного конкретного степеневого ряду 

питання про його збіжність на кінцях інтервалу (−R;  R)  розв’язується 

окремо. Усередині інтервалу збіжності степеневий ряд збігається абсолютно. 

Зауваження.  Інтервалом збіжності степеневого ряду ∑ 𝑐𝑛(𝑥 − 𝑎)𝑛 ∞
𝑛=0 буде 

інтервал (𝑎 − R;  𝑎 + R), симетричний відносно точки 𝑥 = 𝑎.  

Обчислення радіуса збіжності степеневого ряду 

    Розглянемо ряд ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞
𝑛=0 і утворимо ряд із модулів його членів 

∑ |𝑐𝑛𝑥𝑛| ∞
𝑛=0  . Для визначення збіжності останнього ряду з додатними 

членами використаємо ознаку Д’Аламбера. Нехай існує границя 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
 = 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑐𝑛+1|∙|𝑥|𝑛+1

|𝑐𝑛|∙|𝑥|𝑛
 = |𝑥| ∙ 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

|𝑐𝑛+1|

|𝑐𝑛|
= L∙ |𝑥|  , де   L=𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

|𝑐𝑛+1|

|𝑐𝑛|
. 

За ознакою Д’Аламбера ряд   ∑ |𝑐𝑛𝑥𝑛| ∞
𝑛=0 збігається (абсолютно), якщо  

L∙ |𝑥| < 1, тобто якщо  |𝑥| <
1

𝐿
  , і розбігається, якщо L∙ |𝑥| > 1 , тобто якщо  

|𝑥| >
1

𝐿
  .   Звідси випливає, що радіус збіжності степеневого ряду дорівнює 

1

𝐿
 . 

тобто   𝐑 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

|𝒄𝒏|

|𝒄𝒏+𝟏|
 . 

Якщо застосувати для визначення інтервалу збіжності ознаку Коші, то 

дістанемо формулу 𝐑 = 𝒍𝒊𝒎
𝒏→∞

𝟏

√|𝒄𝒏|𝒏  . 

Приклад 1. Знайти область збіжності степеневого ряду  

∑ 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

. 
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Розв’язання. Заданий ряд є геометричною прогресією із знаменником q = 𝑥; 

вона збігається, якщо |𝑥| < 1. Таким чином, областю збіжності степеневого 

ряду ∑ 𝑥𝑛∞
𝑛=0  є інтервал (-1; 1). 

Приклад 2. Знайти область збіжності степеневого ряду  

∑
𝑥𝑛

𝑛
 

∞

𝑛=0

. 

Розв’язання.  Знайдемо радіус збіжності, враховуючі, що  𝑐𝑛 =
1

𝑛
 :  

R = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑐𝑛|

|𝑐𝑛+1|
 =𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝑛
1

𝑛+1

 =𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛+1

𝑛 
 = 1. Тому інтервал збіжності є (-1; 1). 

Дослідимо збіжність ряду на кінцях інтервалу збіжності. При 𝑥 = 1 

одержимо гармонічний ряд, який розбігається. При 𝑥 = −1 дістанемо 

знакопереміжний ряд ∑
(−1)𝑛

𝑛
 ∞

𝑛=0 , який збігається умовно за ознакою 

Лейбніца. Отже, областю збіжності даного ряду є проміжок [-1; 1) . 

Приклад 3.  Знайти область збіжності степеневого ряду  

∑
𝑥𝑛

𝑛2 

∞

𝑛=0

. 

Розв’язання.  Знайдемо радіус збіжності  

R = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝑐𝑛|

|𝑐𝑛+1|
 =𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1

𝑛2

1

(𝑛+1)2

 =𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑛+1)2

𝑛2 
 = 1. При 𝑥 = 1 одержимо узагальнений 

гармонічний ряд ∑
1

𝑛2
 ∞

𝑛=0 , який збігається, оскільки 𝛼 =2> 1. При 𝑥 = −1 

одержимо знакопереміжний ряд ∑
(−1)𝑛

𝑛2
 ∞

𝑛=0 , який збігається абсолютно. 

Отже, областю збіжності даного ряду є проміжок [-1; 1] . 

Приклад 4. Знайти область збіжності степеневого ряду  

∑
4𝑛𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=1

. 
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Розв’язання.  𝑎𝑛 =
4𝑛

𝑛!
,    𝑎𝑛+1 =

4𝑛+1

(𝑛+1)!
=

4𝑛⋅4

𝑛!(𝑛+1)
. Визначимо радіус збіжності 

ряду за формулою 

R=𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
| = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

4𝑛𝑛! (𝑛 + 1)

𝑛! 4𝑛 ⋅ 4
= ∞. 

Отже, ряд збігається при 𝑥 ∈ (−∞; ∞). 

Приклад 5. Знайти область збіжності степеневого ряду  

∑
𝑛

3𝑛
(𝑥 − 2)𝑛

∞

𝑛=1

. 

 

Розв’язання. Даний ряд збігається в інтервалі  (𝑥0 − 𝑅; 𝑥0 + 𝑅),   𝑥0 = 2. 

Знайдемо радіус збіжності ряду за формулою 

R=𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

√|𝑎𝑛|𝑛 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

√
𝑛

3𝑛
𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

3

√𝑛𝑛 = |𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

√𝑛
𝑛

= 1| = 3.  

Ряд збігається при 𝑥 − 2 ∈ (−3; 3) ⟹ 𝑥 ∈ (−1; 5). Дослідимо ряд на кінцях 

інтервалу збіжності.  

Для 𝑥 = −1 маємо   ряд ∑ (−1)𝑛∞
𝑛=1 𝑛.  Він розбігається за ознакою Лейбніца, 

( не виконується необхідна ознака збіжності числового ряду). 

Для 𝑥 = 5 маємо ряд ∑ 𝑛∞
𝑛=1 . Він теж розбігається, оскільки не виконується 

необхідна ознака збіжності. 

Отже, область збіжності ряду (−1; 5). 

Приклад 6. Знайти область збіжності степеневого ряду  

∑
𝑥2𝑛+1

2𝑛 + 1

∞

𝑛=0

. 

 

Розв’язання. Заданий ряд ─ це неповний степеневий ряд, оскільки 

𝑎0 = 𝑎2 = 𝑎4 =. . . = 𝑎2𝑛 =. . . = 0, тому не можна використати формули для 

знаходження радіуса R інтервалу збіжності. Застосуємо ознаку Д’Аламбера: 
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𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|
𝑎𝑛+1(𝑥)

𝑎𝑛(𝑥)
| = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

|
𝑥2𝑛+3

2𝑛 + 3
|

|
𝑥2𝑛+1

2𝑛 + 1
|

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

2𝑛 + 1

2𝑛 + 3
⋅ |𝑥2| = |𝑥2|𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

𝑛 (2 +
1
𝑛

)

𝑛 (2 +
3
𝑛

)
= |𝑥2|

= 𝑙(𝑥). 

Ряд збігається абсолютно, якщо 𝑙(𝑥) = |𝑥2| < 1, тобто 𝑥 ∈ (−1; 1). Дослідимо 

ряд на кінцях інтервалу. При 𝑥 = 1 маємо ряд ∑
1

2𝑛+1
∞
𝑛=0 . Використаємо 

граничну ознаку порівняння: 

𝑎𝑛 =
1

2𝑛 + 1
~

1

𝑛
= 𝑏𝑛 , 𝑛 → ∞, 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

1
2𝑛 + 1

1
𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛

2𝑛 + 1
=

1

2
< ∞. 

За граничною ознакою порівняння ряд розбігається. 

При 𝑥 = −1 маємо ряд ∑
(−1)2𝑛+1

2𝑛+1
= − ∑

1

2𝑛+1
∞
𝑛=0

∞
𝑛=0 . Він теж розбігається, в 

силу вище вказаного. 

Отже, область збіжності заданого ряду є інтервал (−1; 1). 

Приклад 7. Знайти область збіжності ряду  

∑
𝑛

(1 + 𝑛2)𝑥𝑛 

∞

𝑛=1

. 

Розв’язання. Ряд зводиться до степеневого заміною 
1

𝑥
= 𝑡:  ∑

𝑛

1+𝑛2
∞
𝑛=1 ⋅ 𝑡𝑛 . 

Знайдемо область збіжності ряду відносно змінної t:  

𝑎𝑛 =
𝑛

1 + 𝑛2 ,    𝑎𝑛+1 =
𝑛 + 1

1 + (𝑛 + 1)2 , 

R=𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|
𝑎𝑛

𝑎𝑛+1
| = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
|

𝑛

1 + 𝑛2
⋅

1 + (𝑛 + 1)2

𝑛 + 1
| = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞

𝑛(𝑛2 + 2𝑛 + 2)

(𝑛 + 1)(1 + 𝑛2)
= 1. 

Ряд збігається при −1 < 𝑡 < 1, тобто −1 <
1

𝑥
< 1.   Звідки  

𝑥 ∈ (−∞; −1) ∪ (1; +∞) - інтервал збіжності. Дослідимо ряд на кінцях 

інтервалу. При 𝑥 = 1 маємо ряд ∑
𝑛

1+𝑛2
∞
𝑛=1 . Він розбігається за граничною 

ознакою порівняння, оскільки  
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𝑎𝑛 =
𝑛

1 + 𝑛2 ~
1

𝑛
, 𝑛 → ∞. 

Для 𝑥 = −1 маємо знакозмінний ряд ∑ (−1)𝑛∞
𝑛=1

𝑛

1+𝑛2
.  Він збігається умовно 

за ознакою Лейбніца. 

Отже, область збіжності ряду (−∞; −1] ∪ (1; +∞). 

 

9. Основні властивості степеневих рядів в області збіжності 

Теорема ( Правильна збіжність степеневих рядів). 

 

 Степеневий ряд  

∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 

∞

𝑛=0

 

збігається правильно на довільному відрізку [−𝜌; 𝜌], який цілком лежить 

усередині інтервалу збіжності (−R; R). 

∎ Оскільки за умовою теореми 𝜌 <  R, то згідно з теоремою Абеля при 𝑥 =  𝜌 

числовий ряд  ∑ 𝑐𝑛𝜌𝑛 ∞
𝑛=0  збігається абсолютно, тобто збігається числовий 

ряд  ∑ |𝑐𝑛|𝜌𝑛 ∞
𝑛=0 . Але при |𝑥| ≤  𝜌 члени степеневого ряду ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞

𝑛=0  не 

перевищують за абсолютною величиною членів збіжного ряду з додатними 

членами ∑ |𝑐𝑛|𝜌𝑛 ∞
𝑛=0 , тому (на підставі означення про правильну збіжність 

функціонального ряду) ряд ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞
𝑛=0 збігається правильно на 

відрізку[−𝜌; 𝜌], якщо 𝜌 <  R. ∎ 

Властивість 1.  На кожному відрізку, який цілком лежить усередині інтервалу 

збіжності, сума степеневого ряду є неперервною функцією. 

Властивість 2.  Якщо межі інтегрування 𝑎 і b лежать усередині інтервалу 

збіжності степеневого ряду, то інтеграл від суми ряду дорівнює сумі 

інтегралів від членів ряду. 
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Властивість 3.  Якщо степеневий ряд ∑ 𝑐𝑛𝑥𝑛 ∞
𝑛=0 =𝑆(𝑥) має інтервал збіжності 

(−R; R),   то ряд   ∑ 𝑛𝑐𝑛𝑥𝑛−1 ∞
𝑛=0 =𝜑(𝑥),  одержаний почленним 

диференціюванням початкового ряду, має той же інтервал збіжності (−R; R); 

При цьому 𝜑(𝑥)=𝑆′(𝑥), якщо |𝑥| < 𝑅. 

Завдання для самостійної роботи 4. 

Знайти область збіжності  степеневих рядів: 
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10. Ряди Тейлора і Маклорена 

         Нехай в околі точки 𝑥0 функція 𝑦 = 𝑓(𝑥) має похідні будь-якого 

порядку. Тоді за формулою Тейлора 𝑓(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)+ 𝑅𝑛(𝑥), де  

𝑃𝑛(𝑥) =  𝑓(𝑥0)+𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)+
𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2++…+

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛, 

𝑅𝑛(𝑥) =  
𝑓(𝑛+1)(𝑥0+𝜃(𝑥−𝑥0))

(𝑛+1)!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛+1 – залишковий член формули Тейлора у 

формі Лагранжа, причому 0 < 𝜃 < 1 (існують інші форми залишкового 

члена).  

      Перейдемо у рівності 𝑓(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)+ 𝑅𝑛(𝑥) до границі, коли 𝑛 → ∞, тоді  

𝑓(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑃𝑛(𝑥)+ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥).   Для тих 𝑥, для яких 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0, маємо 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑃𝑛(𝑥) =  𝑓(𝑥). Оскільки 𝑃𝑛(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥 − 𝑥0)𝑘 𝑛

𝑘=0 – частинна сума 

ряду   ∑
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥 − 𝑥0)𝑘 ∞

𝑘=0 , то з рівності 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑃𝑛(𝑥) =  𝑓(𝑥), що при 

виконанні умови  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0 ряд  ∑
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥 − 𝑥0)𝑘 ∞

𝑘=0 збігається і його 

сума дорівнює 𝑓(𝑥):       

𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥 − 𝑥0)𝑘 .

∞

𝑘=0

 

Маємо ряд, який називається рядом Тейлора. 

      Таким чином, ряд Тейлора зображає дану функцію 𝑓(𝑥) тільки при тих 

значеннях аргументу 𝑥, для яких 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0. При тих значеннях 𝑥, для 

яких ця границя не дорівнює нулю , ряд Тейлора не представляє даної 

функції, хоч може і збігатися до іншої функції. 

      Вираз  𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
(𝑥 − 𝑥0)𝑘 ∞

𝑘=0 називається розвиненням (або 

розкладом) функції 𝑓(𝑥) в ряд Тейлора в околі точки 𝑥0  

(або  за степенями 𝑥 − 𝑥0 ). 
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     Якщо в останній формулі покласти 𝑥0 = 0, то отримаємо ряд Маклорена 

функції 𝑓(𝑥):     

𝒇(𝒙) = ∑
𝒇(𝒌)(𝟎)

𝒌!
𝑥𝒌  

∞

𝒌=𝟎

 

  ( тільки при тих значеннях аргументу 𝑥, для яких 

 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) == 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑛+1)(𝜃𝑥)

(𝑛+1)!
𝑥𝑛+1=0). 

      Ряди Тейлора і Маклорена є степеневими рядами. Відзначимо, що для 

кожної елементарної  функції існує таке 𝑥0 і таке R > 0  , що в інтервалі 

(𝑥0 − R; 𝑥0+R) вона розкладається в ряд Тейлора або , якщо 𝑥0 = 0, в ряд 

Маклорена. 

       Необхідною умовою розвинення функції 𝑓(𝑥) в ряд Тейлора в інтервалі 

(𝑥0 − R; 𝑥0+R) є нескінченна диференційованість функції 𝑓(𝑥) в околі точки 

𝑥0.  Достатньою умовою розвинення функції 𝑓(𝑥) в ряд Тейлора є виконання 

умови 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0 для довільного 𝑥 𝜖 (𝑥0 − R; 𝑥0+R). 

Приклад 1.     Розкласти в ряд Тейлора в околі точки 𝑥 = 3 функцію 𝑦 =
1

𝑥
  , 

знайти область збіжності. 

Розв’язання. Подаємо  
1

𝑥
=

1

(𝑥−3)+3
=

1

3(1+
𝑥−3

3
)

=
1/3

1−
−(𝑥−3)

3

 =
1

3
(1 −

(𝑥−3)

3
+

(𝑥−3)2

32
−

(𝑥−3)3

33
+ ⋯ ).    

Застосували  формулу суми нескінченно спадної геометричної прогресії із 

знаменником 𝑞 =
−(𝑥−3)

3
   при умові, що |

−(𝑥−3)

3
| < 1.  Звідки шукаємо область 

збіжності:  |−(𝑥 − 3)| < 3 ⟹ −3 <  𝑥 − 3 < 3 ⟹ 0 <  𝑥 < 6 ⟹  𝑥 𝜖 (0; 6). 
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11. Розклад в ряд Маклорена елементарних функцій:  𝒆𝒙, 

  𝒄𝒉 𝒙 ,  𝒔𝒉 𝒙,  𝒔𝒊𝒏 𝒙,  𝐜𝐨𝐬 𝒙   

Доведемо спочатку наступне твердження. 

Теорема.    Якщо функція 𝑓(𝑥) на відрізку [- H; H]   (H > 0  )  має похідні 

будь-якого порядку і всі ці похідні при зміні 𝑥 на зазначеному відрізку 

обмежені одним і тим же числом L : |𝑓(𝑛)(𝑥)| ≤ L    (𝑛 = 1,2,3, … ), то на 

всьому відрізку [- H; H] справджується розвинення функції 

   𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(0)

𝑘!
𝑥𝑘  ∞

𝑘=0 в ряд Маклорена. 

∎ Розглянемо залишковий член 𝑅𝑛(𝑥) =  
𝑓(𝑛+1)(𝜃𝑥)

(𝑛+1)!
𝑥𝑛+1 , тоді з урахуванням 

нерівності   |𝑓(𝑛)(𝑥)| ≤ L    одержимо, що при |𝑥 | ≤ H 

|𝑅𝑛(𝑥) |=
|𝑓(𝑛+1)(𝜃𝑥)|

(𝑛+1)!
|𝑥 |𝑛+1 ≤ L ∙

H𝑛+1

(𝑛+1)!
 . Оскільки ряд ∑

H𝑛+1

(𝑛+1)!
  ∞

𝑛=1 збігається за 

ознакою Д’Аламбера (неважко перевірити), то його загальний член прямує 

до нуля при 𝑛 → ∞: 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

H𝑛+1

(𝑛+1)!
= 0 і тоді 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑅𝑛(𝑥) = 0 для всіх 𝑥, які 

задовольняють нерівність |𝑥 | ≤ H.  Отже, справджується розвинення функції  

𝑓(𝑥) в ряд Маклорена. ∎ 

 

1) Розвинення  функції 𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙  в   ряд Маклорена. 

     Для функції 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 похідні 𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑒𝑥    (𝑛 = 1,2,3, … ).  

В будь-якому проміжку [- H; H] вони обмежені по модулю числом L=𝑒H. 

Підставимо значення 𝑓(0) = 𝑒0 = 1, 𝑓(𝑛)(0) = 𝑒0 = 1    (𝑛 = 1,2,3, … ) у 

формулу 𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(0)

𝑘!
𝑥𝑘  ∞

𝑘=0 , одержимо розвинення 𝑒𝑥 в ряд Маклорена 
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𝑒𝑥 =1+ 
𝑥

1!
 + 

𝑥2

2!
 + … +

𝑥𝑛

𝑛!
 + … = ∑

𝑥𝑛

𝑛!
  ∞

𝑛=0 .                                        (1) 

 

2) Розвинення функції 𝒇(𝒙) =  𝒔𝒉 𝒙 ,  𝒇(𝒙) = 𝒄𝒉 𝒙  в ряд Маклорена. 

      Якщо в формулі (1)  замінити 𝑥  на  (- 𝑥), то дістанемо  

𝑒−𝑥 =1− 
𝑥

1!
 + 

𝑥2

2!
 − 

𝑥3

3!
 + …+(−1)𝑛  

𝑥𝑛

𝑛!
 + … = ∑ (−1)𝑛  

𝑥𝑛

𝑛!
  ∞

𝑛=0 .           (2) 

За означенням гіперболічних функцій  𝑠ℎ 𝑥= 
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

2
;    𝑐ℎ 𝑥= 

𝑒𝑥+𝑒−𝑥

2
 . 

   Розвинення цих функцій в ряд Маклорена легко отримати, якщо взяти 

піврізницю і півсуму рядів (1) та   (2): 

 𝑠ℎ 𝑥= 𝑥 + 
𝑥3

3!
+  

𝑥5

5!
 + … + 

𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!
 + … = ∑

𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!
  ∞

𝑛=0 .                                 (3)    

𝑐ℎ 𝑥 =  1 + 
𝑥2

2!
+  

𝑥4

4!
 + … + 

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
 + … = ∑

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
  ∞

𝑛=0 .                                       (4)    

  Ці розвинення справедливі на всій числовій осі. 

 

3)   Розвинення функції  𝒇(𝒙) =  𝒔𝒊𝒏 𝒙   в ряд Маклорена. 

   Знайдемо послідовні похідні від функції 𝑓(𝑥) =  𝑠𝑖𝑛 𝑥 : 

𝑓(𝑥) =  𝑠𝑖𝑛 𝑥 ;   𝑓(0) = 0,  

𝑓′(𝑥) =  𝑐𝑜𝑠 𝑥 =  𝑠𝑖𝑛( 𝑥 +
𝜋

2
) ;   𝑓′(0)=1, 

𝑓′′(𝑥) = −𝑠𝑖𝑛 𝑥 =  𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 2 ∙
𝜋

2
) ;   𝑓′′(0)=0, 

𝑓′′′(𝑥) = −𝑐𝑜𝑠 𝑥 =  𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 3 ∙
𝜋

2
) ;   𝑓′′′(0)= −1, …, 

𝑓(𝑛)(𝑥) =  𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 𝑛 ∙
𝜋

2
) ;   𝑓(𝑛)(0)= 𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑛

2
 ={

0    при  𝑛 = 2𝑚
(−1)𝑚    при  𝑛 = 2𝑚 + 1    .  
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    Всі похідні при 𝑥 𝜖 (−∞; +∞) обмежені по модулю числом L=1.  

Підставивши значення 𝑓(0) = 0,  𝑓(2𝑚)(0) = 0,  𝑓(2𝑚+1)(0) = (−1)𝑚       

(𝑚 = 0,1,2,3, … ) в формулу 𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(0)

𝑘!
𝑥𝑘  ∞

𝑘=0 , дістанемо розвинення 

функції 𝑓(𝑥) =  𝑠𝑖𝑛 𝑥 в ряд Маклорена: 

 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑥 − 
𝑥3

3!
+  

𝑥5

5!
 + … + 

(−1)𝑚∙𝑥2𝑚+1

(2𝑚+1)!
 + … = ∑

(−1)𝑚∙𝑥2𝑚+1

(2𝑚+1)!
  ∞

𝑚=0         (5)                                    

справедливе на всій числовій осі. 

 

4)   Розвинення функції  𝒇(𝒙) =  𝒄𝒐𝒔 𝒙   в ряд Маклорена. 

Знайдемо послідовні похідні від цієї функції: 

𝑓(𝑥) =  𝑐𝑜𝑠 𝑥 ;   𝑓(0) = 1,  

𝑓′(𝑥) = −𝑠𝑖𝑛 𝑥 =  𝑐𝑜𝑠( 𝑥 +
𝜋

2
) ;   𝑓′(0)=0, 

𝑓′′(𝑥) = −𝑐𝑜𝑠 𝑥 =  𝑐𝑜𝑠( 𝑥 + 2 ∙
𝜋

2
) ;   𝑓′′(0)=−1, 

𝑓′′′(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 =  𝑐𝑜𝑠( 𝑥 + 3 ∙
𝜋

2
) ;   𝑓′′′(0)= 0, …, 

𝑓(𝑛)(𝑥) =  𝑐𝑜𝑠( 𝑥 + 𝑛 ∙
𝜋

2
) ;   𝑓(𝑛)(0)= 𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑛

2
 ={

(−1)𝑚    при  𝑛 = 2𝑚
0    при  𝑛 = 2𝑚 + 1    .  

 

Оскільки |𝑓(𝑛)(𝑥)| = | 𝑐𝑜𝑠( 𝑥 +
𝑛𝜋

2
)| ≤  1       при всіх 𝑥 𝜖 (−∞; +∞), то 

розвинення функції  𝑐𝑜𝑠 𝑥 в ряд Маклорена  

 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 1 − 
𝑥2

2!
+  

𝑥4

4!
 − … + 

(−1)𝑚𝑥2𝑚

(2𝑚)!
 + … = ∑

(−1)𝑚𝑥2𝑚

(2𝑚)!
  ∞

𝑛=0                 (6)      

справедливе на всій числовій осі. 

        Одержані розвинення      (1)  -   (6)    можна використовувати для 

наближеного обчислення функцій    𝑒𝑥 ,   𝑐ℎ 𝑥 ,  𝑠ℎ 𝑥, 𝑠𝑖𝑛 𝑥,  cos 𝑥 та для 

розкладання в степеневі ряди інших функцій. 
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  Приклад 1.     Обчислити     𝑠𝑖𝑛10∘   з точністю до 10−5  . 

Розв’язання. Виразимо    𝑠𝑖𝑛10∘  в радіанах: 
2𝜋

360
∙ 10 =

𝜋

18
= 0,174533. 

Підставивши 𝑥 =
𝜋

18
 в  розвинення (5) , дістанемо  

𝑠𝑖𝑛10∘ =  𝑠𝑖𝑛
𝜋

18
=

𝜋

18
−

1

3!
(

𝜋

18
)

3
+

1

5!
(

𝜋

18
)

5
− ⋯ .  Обмежившись першими 

двома членами, одержимо таку наближену рівність: 

𝑠𝑖𝑛
𝜋

18
≈

𝜋

18
−

1

3!
(

𝜋

18
)

3
.  При цьому ми робимо похибку ∆1, яка буде по модулю 

менша ніж перший з відкинутих членів останнього ряду : 

∆1<
1

5!
(

𝜋

18
)

5
<

1

120
∙ (0,2)5 <4 ∙ 10−6 < 10−5.  У формулі 𝑠𝑖𝑛

𝜋

18
≈

𝜋

18
−

1

3!
(

𝜋

18
)

3
кожний з двох доданків обчислимо з шістьома знаками після коми, 

тоді   𝑠𝑖𝑛10∘ ≈ 0, 174533 − 0,000886 = 0,173647. Округлюючи на один 

знак, остаточно одержимо 𝑠𝑖𝑛10∘ ≈ 0,17365.  Похибка буде не більша, ніж  

4 ∙ 10−6 + 2∙0,5∙ 10−6 + 0,3 ∙ 10−6 = 5,3 ∙ 10−6 < 10−5. 

 

Приклад 2.     Функцію 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 розвинути в ряд Маклорена. 

Розв’язання.  Оскільки 𝑠𝑖𝑛2𝑥 =
1

2
(1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑥), то, використовуючи 

розвинення (6) , дістанемо  

𝑠𝑖𝑛2𝑥 =
1

2
(1 − 1 +

(2𝑥)2

2!
−  

(2𝑥)4

4!
+

(2𝑥)6

6!
− ⋯ ) =

2

2!
𝑥2 −

23

4!
𝑥4 +

25

6!
𝑥6 − ⋯, 

Розвинення справедливе на всій числовій осі. 

Приклад 3. Обчислити інтеграл   

∫
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
𝑑𝑥

1

0

 

  з точністю 𝜀 = 0,001 
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Розв’язання .Використаємо розвинення  функції  𝑠𝑖𝑛 𝑥 в ряд Маклорена 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−. . . . . +(−1)𝑛+1 𝑥2𝑛−1

(2𝑛−1)!
+. ..       Звідси  маємо   

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
= 1 −

𝑥2

3!
+

𝑥4

5!
−

𝑥6

7!
+. .. 

 

Проінтегруємо отриманий ряд почленно  

13 5 71

0 0

sin 1 1 1
( ...) 1 ...

3 3! 5 5! 7 7! 3 3! 5 5! 7 7!

1 1 1
1 ...

18 600 35280

x x x x
dx x

x
          

     

    



 

Так  як 3 4

1 1

600 35280
u , а u     , то для наближеного обчислення 

досить взяти перші три члени ряду 

1

0

sin 1 1
1 1 0,0556 0,0017 0,9461.

18 600

x
dx

x
        

 

12.  Біноміальний ряд. ( Розклад в ряд Маклорена функцій 

(𝟏 + 𝒙)𝜶, 𝒍𝒏(𝟏 + 𝒙), 𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙),    𝒍𝒏
𝟏+𝒙

𝟏−𝒙
,    𝒂𝒓𝒄𝒕𝒈𝒙  , 𝒂𝒓𝒄𝒔𝒊𝒏𝒙) . 

Біном Ньютона 

 

    Розвинемо в ряд Маклорена функцію 𝒇(𝒙) = (𝟏 + 𝒙)𝜶,  де 𝛼 – довільне 

дійсне число. Знайдемо значення похідних від цієї функції при 𝑥 = 0: 

𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥)𝛼;            𝑓(0) = 1, 

𝑓′(𝑥) = 𝛼(1 + 𝑥)𝛼−1 ;     𝑓′(0) = 𝛼, 

𝑓′′(𝑥) = 𝛼(𝛼 − 1)(1 + 𝑥)𝛼−2;     𝑓′′(0)=𝛼(𝛼 − 1), … 

𝑓(𝑛)(𝑥) =  𝛼(𝛼 − 1)(𝛼 − 2) … (𝛼 − 𝑛 + 1)(1 + 𝑥)𝛼−𝑛;     
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 𝑓(𝑛)(0) =  𝛼(𝛼 − 1)(𝛼 − 2) … (𝛼 − 𝑛 + 1), 

𝑓(𝑛+1)(𝑥) =  𝛼(𝛼 − 1)(𝛼 − 2) … (𝛼 − 𝑛)(1 + 𝑥)𝛼−𝑛−1;     

Підставивши значення похідних 𝑓(𝑛)(0) в ряд Маклорена 

 𝑓(𝑥) = ∑
𝑓(𝑘)(0)

𝑘!
𝑥𝑘  ∞

𝑘=0 , одержимо ряд  

(1 + 𝑥)𝛼 =1+ 𝛼𝑥 + 
𝛼(𝛼−1)

1∙2
𝑥2 +

𝛼(𝛼−1)(𝛼−2)

1∙2∙3
𝑥3 + ⋯ +

𝛼(𝛼−1)(𝛼−2)…(𝛼−𝑛+1)

1∙2∙3∙…∙𝑛
𝑥𝑛 +

⋯ .                                                                                                                  ( ℬ ) 

який називається біноміальним рядом, а його коефіцієнти – біноміальними 

коефіцієнтами. Нескладно за допомогою ознаки Д’Аламбера знайти інтервал 

збіжності даного ряду: |𝑥| < 1 і сума його буде дорівнювати (1 + 𝑥)𝛼 при 

умові, що 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑅𝑛(𝑥) = 0 для всіх 𝑥, які задовольняють нерівність |𝑥| < 1 . 

          Якщо  показник  𝛼 = 𝑚 -  цілому додатному числу,  то ряд ( ℬ ) 

закінчиться на члені 𝑛 = 𝑚 і перетвориться у формулу бінома Ньютона 

(1 + 𝑥)𝑚 =1+ 𝑚𝑥 + 
𝑚(𝑚−1)

2!
𝑥2 + ⋯ +

𝑚(𝑚−1)…(𝑚−𝑘+1)

𝑘!
𝑥𝑘 + ⋯ + 𝑥𝑚 .                                                                                                                   

Її можна записати у вигляді  

(𝟏 + 𝒙)𝒎 =1+ 𝑪𝒎
𝟏 𝒙 + 𝑪𝒎

𝟐 𝒙𝟐 + ⋯ + 𝑪𝒎
𝒌 𝒙𝒌 + ⋯ + 𝒙𝒎,  

де  𝐶𝑚
𝑘 =

𝑚(𝑚−1)…(𝑚−𝑘+1)

𝑘!
= 

𝑚!

𝑘!(𝑚−𝑘)!
 ,    причому 𝐶𝑚

𝑘 = 𝐶𝑚
𝑚−𝑘  (𝑘 = 0,1,2,3, … ). 

       В загальному випадку розвинення ( ℬ ) розповсюджує формулу бінома 

Ньютона на випадок будь-якого показника 𝛼. 

        Відзначимо деякі частинні випадки: 

При  𝛼 = −1:     
𝟏

𝟏+𝒙
= 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + ⋯ + (−1)𝑛 ∙ 𝑥𝑛 + ⋯ .   (I) 

При  𝛼 =
1

2
:      √𝟏 + 𝒙 = 1 +

1

2
𝑥 −

1

2∙4
𝑥2 +

1∙3

2∙4∙6
𝑥3 − ⋯   .              (II) 
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При  𝛼 = −
1

2
:      

𝟏

√𝟏+𝒙
  = 1 −

1

2
𝑥 +

1∙3

2∙4
𝑥2 −

1∙3∙5

2∙4∙6
𝑥3 + ⋯   .               (III) 

Інтегруючи рівність (I) у межах від 0 до  𝑥  (де  |𝑥| < 1), одержимо 

∫
1

1+𝑡
𝑑𝑡 =

𝑥

0
∫ (1 − 𝑡 + 𝑡2 − 𝑡3 + ⋯ + (−1)𝑛 ∙ 𝑡𝑛 + ⋯ )𝑑𝑡

𝑥

0
      або 

𝒍𝒏(𝟏 + 𝒙)=𝑥 −
1

2
𝑥2 +

1

3
𝑥3 −

1

4
𝑥4 + ⋯ + (−1)𝑛 ∙

1

𝑛+1
𝑥𝑛+1 + ⋯  .     (IV) 

Це розвинення справедливе у проміжку (−1; 1].  При 𝑥 = 1 маємо  

𝑙𝑛2 = 1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+ ⋯ + (−1)𝑛 ∙

1

𝑛+1
+ ⋯  . 

   Заміняючи у формулі 𝑥 на (−𝑥), знайдемо: 

𝒍𝒏(𝟏 − 𝒙)= −𝑥 −
1

2
𝑥2 −

1

3
𝑥3 −

1

4
𝑥4 − ⋯ −

1

𝑛+1
𝑥𝑛+1 − ⋯  .              (V) 

     Віднімаючи від рівності  (IV) рівність (V), одержимо  

𝒍𝒏
𝟏+𝒙

𝟏−𝒙
 =2(𝑥 +

1

3
𝑥3 +

1

5
𝑥5 + ⋯ +

1

2𝑛+1
𝑥2𝑛+1 + ⋯   .                             (VI) 

Формула (VI) використовується для наближеного   обчислення логарифмів 

(при |𝑥| < 1). 

       Замінимо в формулі (I)  𝑥  на 𝑥2, одержимо ряд  

𝟏

𝟏+𝒙𝟐
= 𝟏 − 𝒙𝟐 + 𝒙𝟒 − 𝒙𝟔 + 𝒙𝟖 − ⋯ +(−𝟏)𝒏 ∙ 𝒙𝟐𝒏 + ⋯   .                   (VII) 

        Якщо рівність (VII) проінтегрувати в межах від 0 до  𝑥  (при |𝑥| < 1), то  

∫
1

1+𝑡2
𝑑𝑡 =

𝑥

0 ∫ (1 − 𝑡2 + 𝑡4 − 𝑡6 + 𝑡8 − ⋯ )𝑑𝑡
𝑥

0
        або 

arctgx = 𝑥 −
1

3
𝑥3 +

1

5
𝑥5 −

1

7
𝑥7 + ⋯ + (−1)𝑛 ∙

1

2𝑛+1
𝑥2𝑛+1 + ⋯  .        (VIII) 

Розвинення (VIII) справедливе при 𝑥𝜖[−1; 1]. 

          Якщо в рівності (III) замінити  𝑥  на (−𝑥2),  одержимо ряд 

   
𝟏

√𝟏−𝑥2
  = 1 +

1

2
𝑥2 +

1∙3

2∙4
𝑥4 +

1∙3∙5

2∙4∙6
𝑥6 + ⋯   . 
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 Якщо цю рівність проінтегрувати почленно в межах від 0 до  𝑥  (при |𝑥| <

1), то знайдемо 

arcsinx = 𝒙 +
𝟏

𝟐
∙

𝒙𝟑

𝟑
+

𝟏∙𝟑

𝟐∙𝟒
∙

𝒙𝟓

𝟓
+

𝟏∙𝟑∙𝟓

𝟐∙𝟒∙𝟔
∙

𝒙𝟕

𝟕
+ ⋯   .                                         (IX) 

Розвинення (IX) справедливе при 𝑥𝜖[−1; 1]. 

Приклад 1.    Обчислити 𝑙𝑛 1 , 04 з точністю 𝜀 = 10−5. 

Розв’язання . 

Використаємо розвинення : 

𝑙𝑛 (
1+𝑥

1−𝑥
) = 2 (𝑥 +

𝑥3

3
+

𝑥5

5
+. . . .

𝑥2𝑛−1

2𝑛−1
+. . . ) , 𝑥 ∈ (−1; 1). 

Похибка цієї формули оцінюється за допомогою нерівності  

2 1

2
( ) 2 .

(2 1)(1 )

n

n

x
r x

n x




 

 

За умовою 
1+𝑥

1−𝑥
= 1,04,   звідси  𝑥 =

1

54
. Підставимо це значення в ряд.  

Одержуємо  

𝑙𝑛 1 , 04 = 2(
1

51
+

1

3 ⋅ 513
+. . . .

1

5 ⋅ 515
+. . . +

1

(2𝑛 − 1)512𝑛−1
+. . . ) 

Число членів ряду визначається нерівністю  

5

2 1

2

2
( ) 10 .

1
51 (2 1)(1 )

51

n
n

r x

n





 

 
 

Цю нерівність задовольняють 𝑛 ≥ 1. 

Отже, 𝑙𝑛 1 , 04 ≈ 2 ⋅
1

51
= 0,03921. 

Приклад 2. Обчислити значення функції  √18
4

  з точністю 𝜀 = 0,001. 
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Розв’язання. Маємо  √18
4

= √16 + 2
4

= 2√1 +
2

16

4
= 2(1 +

1

8
)

1

4. 

Скористаємось біноміальним рядом (1 + 𝑥)𝛼 = 

1 + 𝛼𝑥 +
𝛼(𝛼 − 1)

2!
𝑥2+. . . +

𝛼(𝛼 − 1)(𝛼 − 2). . . (𝛼 − 𝑛 + 1)

𝑛!
𝑥𝑛+. . .,

|𝑥| < 1, 

 

і підставимо в нього 𝛼 =
1

4
,   𝑥 =

1

8
: 

2 31

4 4

1 1 1 1 1
1 1 2

1 1 1 1 14 4 4 4 4
18 2(1 ) 2 1 ...

8 4 8 2! 8 3! 8

1 3 7
2 1 ....

32 2048 65536

     
       

                   
    
 
 

 
     

 

 

Так як 3 4

3 7
0,0015 , 0,0001 ,

2048 65536
u а u        

то для наближеного обчислення з заданою точністю досить взяти три члени 

ряду . 

√18
4

= 2 (1 +
1

32
−

3

2048
) ≈ 2(1 + 0,03125 − 0,0015) = 2,0595. 

Приклад 3.    Нехай треба обчислити інтеграл  ∫ 𝑒−𝑥2
𝑑𝑥

𝑎

0
. 

Зауважимо, що первісна функція для функції 𝑒−𝑥2
 не є елементарною 

функцією, тому формулою Ньютона-Лейбніца для обчислення цього 

інтеграла скористатися не можна. Розкладемо підінтегральну функцію в ряд, 

замінивши в розвиненні (1) функції 𝑥 на (−𝑥2): 

𝑒−𝑥2
= 1− 

𝑥2

1!
 + 

𝑥4

2!
 − 

𝑥6

3!
+  … (−1)𝑚 ∙

1

𝑚!
𝑥2𝑚 + ⋯  . 

Інтегруючи обидві частини цієї рівності в межах від 0 до 𝑎, одержимо  
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∫ 𝑒−𝑥2
𝑑𝑥

𝑎

0
= (𝑥 −  

𝑥3

3
 +  

𝑥5

2! ∙5
 −  

𝑥7

3!∙7
+   … )|

0

𝑎

=  𝑎 −  
𝑎3

3
 +  

𝑎5

2! ∙5
 −  

𝑎7

3!∙7
+   …  

Якщо взяти відповідне число членів ряду, то можна обчислити цей інтеграл з 

будь-якою точністю. 

Приклад 4. 

Знайти перші чотири члени розкладу в степеневий ряд розв’язку задачі Коші: 

𝑦′ = 𝑦2 + 𝑒𝑥 − 2, 𝑦(0) = 2. 

Розв’язання. 

Застосуємо метод послідовного диференціювання . Оскільки початкову 

умову задано в точці 𝑥 = 0, то розвинення  розв’язку шукатимемо у вигляді  

 
2'(0) "(0) (0)

( ) (0) ... ...
1! 2! !

n
ny y y

y x y x x x
n

       

Послідовно диференціюємо диференціальне рівняння за змінною x і 

підставляємо початкові умови : 

2(0) 2, '(0) 2 1 2 3;y y      

"( ) 2 ' , "(0) 2 2 3 1 13;xy x yy e y        

 
 

2 2"'( ) 2 ' 2 , "'(0) 2 3 2 2 13 1 71.xy x y yy ye           

Отже , 𝑦(𝑥) = 2 + 3𝑥 +
13

2
𝑥2 +

71

6
𝑥3+. .. 

Приклад 5 . 

Знайти перші п’ять ненульових членів розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 𝑦" − 𝑥2𝑦 + 5𝑦 = 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 , 𝑦(0) = 0, 𝑦′(0) = 1. 

Розв’язання . Застосуємо метод невизначених коефіцієнтів . Розв’язок заданої 

задачі Коші шукатимемо у вигляді степеневого ряду  
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𝑦 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3𝑥3 + 𝑎4𝑥4 + 𝑎5𝑥5+. ..   звідки  

 𝑦′ = 𝑎1 + 2𝑎2𝑥 + 3𝑎3𝑥2 + 4𝑎4𝑥3 + 5𝑎5𝑥4 + 6𝑎6𝑥5+. . ., 

𝑦" = 2𝑎2 + 6𝑎3𝑥 + 12𝑎4𝑥2 + 20𝑎5𝑥3 + 30𝑎6𝑥4+. ..  , 

𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 𝑥 (𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−. . . ) = 𝑥2 −

𝑥4

3!
+

𝑥6

5!
−. .. 

Підставимо отримані ряди в задане диференціальне рівняння : 

2𝑎2 + 6𝑎3𝑥 + 12𝑎4𝑥2 + 20𝑎5𝑥3 + 30𝑎6𝑥4+. . . 

−𝑎1𝑥2 − 2𝑎2𝑥3 − 3𝑎3𝑥4 − 4𝑎4𝑥5 − 5𝑎5𝑥6 − 6𝑎6𝑥8+. . . 

+5𝑎0 + 5𝑎1𝑥 + 5𝑎2𝑥2 + 5𝑎3𝑥3 + 5𝑎4𝑥4 + 5𝑎5𝑥5 + 5𝑎6𝑥6+. . . 

= 𝑥2 −
𝑥4

3!
+

𝑥6

5!
−. .. 

Прирівняємо коефіцієнти при однакових степенях 𝑥 з лівої і правої частини: 

0

2 0 0 2

1

3 1 1 3

2

4 1 2 4

3

5 2 3 5

4

6 3 4 6

: 2 5 0, (0) 0 0;

5
: 6 5 0, (0) 1 ;

6

1
:12 5 1, ;

6

5
: 20 2 5 0 ;

24

1 7
: 30 3 5 .

6 60

x a a a y a

x a a a y a

x a a a a

x a a a a

x a a a a

     

      

    

    

      

 

Підставимо одержані значення в ряд : 

2 3 4 5 6

3 4 5 6

5 1 5 7
( ) 0 0 ...

6 6 24 60

5 1 5 7
...

6 6 24 60

y x x x x x x x

x x x x x
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Завдання для самостійної роботи 5 

Розкласти задані функції по степенях х: 

1
1. ( )

xe
f x

x




                   

2

2

1
2. ( )

xe
f x

x




   

23. ( ) cosf x x                     
24. ( ) sinf x x    

5. ( ) sin
2

x
f x 

                    
26. ( ) ln(1 )f x x x   

27. ( ) 1f x x                  
3 38. ( ) 8f x x   

Відповіді: 

1

1. ( ) 1 , ( ; )
2! !

nx x
f x x

n



       
 

2 4 2 2
12. ( ) 1 ( 1) , ( ; )

2! 3! !

n
nx x x

f x x
n


         

 

2 3 4 5 6 2 1 22 2 2 ( 1) 2
3. ( ) 1 , ( ; )

2! 4! 6! (2 )!

n n nx x x x
f x x

n


         

 

2 1 2
1

1

2
4. ( 1) , ( ; )

(2 )!

n n
n

n

x
x

n






   
 

2 1

2 1
0

5. ( 1) , ( ; )
2 (2 1)!

n
n

n
n

x
x

n






   



 

2 1
1

1

6. ( 1) , ( 1;1)
n

n

n

x
x

n






  
 

2 4 2
11 1 3 (2 3)

7.1 ( ( 1) , ( ; )
2 2 4 2 4 (2 2)2

n
nx x n x

x
n n

    
         

    

3 6 1 31 2 2 5 (3 4)
8.2 2( ( ) ( ) ( 1) ( ) , ( 1;1)

3 2 3 6 2 3 ! 2

n

n

x x n x
x

n
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Завдання для самостійної роботи 6 

Обчислити визначені інтеграли з точністю до ℇ=0,001: 

1

2

0

1.
arctgx

dx
x

                

1

10

0

ln(1 )
2.

x
dx

x




                  

1

2

0

3. sin xdx
  

  

2

1

4

0

4. xe dx


                   

1

2

4

0

5.
1

dx

x
                     

0,8

10

0

6. sinx xdx
 

Обчислити наближено значення функцій із вказаною точністю ℇ: 

3

3

1
7. , 10 .

e
             38. , 10 .e                   59.sin10 , 10 .   

 410.cos10 , 10 .             51
11. , 10 .

3
arctg            512.ln1,02, 10 .   

3313. 30, 10 .                     3514. 250, 10 .   

Знайти перші чотири ненульові члени розвинення у степеневий ряд 

розв'язну задачі Коші: 

215. , (0) 1y x y y                                                   

2 216. 3 2 5 , (1) 2y x x y y     
217. cos sin , ( ) 1, ( ) 2

2 2
y y x x y y

 
      

     

18. 4 , ( ) 4, ( ) 4
2 2

y y ctgx y y
 

    
 

Відповіді: 

1. 40,87. 2. 0,098. 3. 0,310. 4. 0,245. 5. 0,494. 

6. 0,006. 7. 0,716. 8. 1,649. 9. 0,17365. 10. 0,9848. 

11. 0,321. 12. 0,01980. 13. 3,107. 14. 3,017.  
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2 31 4
15. ( ) 1 ...

2 6
y x x x x       

2 38048
16. ( ) 2 25( 1) 246( 1) ( 1)

3
y x x x x        

 

2 3 45 11
17. ( ) 1 2( ) ( ) ( ) ( )

2 2 6 2 24 2
y x x x x x

   
         

 

2 41
18. ( ) 4 4( ) 2( ) ( )

2 2 6 2
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13.  Ряд Фур’є для 2п-періодичних функцій.  

Теорема Діріхле 

 

Означення 1.    Гармонікою ( або гармонічним коливанням) називають 

функцію        𝛾(𝑥) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑥 − 𝜓)                                                                 (1) 

або  𝛾(𝑥) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑥 + 𝜑) , де 𝐴 ≥ 0,  𝜔, 𝜑,  𝜓 =
𝜋

2
−  𝜑   - сталі. Число 𝐴 –це  

амплітуда,  𝜔 -  частота, 𝜓 – початкова фаза, 𝑇 =
2𝜋

𝜔
 -  період гармоніки. 

Гармоніку   𝛾(𝑥) = 𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑥 − 𝜓) можна зобразити у вигляді  

𝛾(𝑥) = 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜔𝑥 +  𝑏𝑠𝑖𝑛𝜔𝑥,                                                                                (2) 

 де  𝑎 =  𝐴𝑐𝑜𝑠 𝜓,  𝑏 =  𝐴𝑠𝑖𝑛 𝜓.  І навпаки: від запису (2) можна перейти до (1), 

якщо покласти  𝐴 = √𝑎2 + 𝑏2  ,    𝑐𝑜𝑠 𝜓 = 
𝑎

𝐴
 ,   𝑠𝑖𝑛 𝜓 =

𝑏

𝐴
 . 

 Означення 2.         Умовною гармонікою називають комплексно значну  

функцію вигляду   𝛾(𝑥) = 𝐶𝑒𝑖𝜔𝑥= 𝐶(𝑐𝑜𝑠𝜔𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛𝜔𝑥), де 𝜔 − дійсна стала 

(частота), 𝐶 − комплексна (амплітуда). 𝑇 =
2𝜋

𝜔
 -  період уявної гармоніки. 

Означення 3.    Тригонометричним рядом Фур’є  функції  𝑓(𝑥), заданої на 

відрізку [−𝑙; 𝑙],  називають функціональний ряд вигляду  

𝑎0

2
+ ∑ (𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑥 + 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝑛𝜔𝑥)∞

𝑛=1  ,                                                            (3) 

де    𝜔 =
𝜋

𝑙
 , а коефіцієнти  𝑎0,  𝑎𝑛,  𝑏𝑛, що звуться коефіцієнтами Фур’є 

функції  𝑓(𝑥), обчислюються за формулами 

𝑎0 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

−𝑙
,    𝑎𝑛 =   

1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑥𝑑𝑥

𝑙

−𝑙
,   𝑏𝑛 =

1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑠𝑖𝑛𝑛𝜔𝑥𝑑𝑥

𝑙

−𝑙
   (4) 

(𝑛 = 1,2,3, … ). 

Теорема Діріхле.    

   Якщо функція  𝑓(𝑥) на відрізку [−𝑙; 𝑙] відповідає умовам Діріхле: 

а) неперервна або має скінченне число точок розриву першого роду,  

б) має скінченне число максимумів і мінімумів, 

то у всіх точках     𝑥 ∈ (−𝑙; 𝑙) сума тригонометричного ряду Фур’є  дорівнює 
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𝑓(𝑥−0)+𝑓(𝑥+0)

2
,  де 𝑓(𝑥 − 0), 𝑓(𝑥 + 0) – ліва і права границі 𝑓(𝑥) в точці 𝑥. 

x

f(x-0)  

½(f(x-0)+f(x+0))

f(x+0)  

y

x

 

Мал. 1 

 

Зокрема, якщо в точці 𝑥 ∈ (−𝑙; 𝑙) функція 𝑓(𝑥) неперервна, то 

 𝑓(𝑥 − 0) =   𝑓(𝑥 + 0),    
𝑓(𝑥−0)+𝑓(𝑥+0)

2
=  𝑓(𝑥). 

        Таким чином, якщо функція 𝑓(𝑥)  на 𝑥 ∈ [−𝑙; 𝑙] відповідає умовам 

Діріхле, то для ∀ 𝑥 ∈ (−𝑙; 𝑙) має місце рівність  

𝑓(𝑥−0)+𝑓(𝑥+0)

2
=

𝑎0

2
+ ∑ (𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑥 + 𝑏𝑛𝑠𝑖𝑛𝑛𝜔𝑥)∞

𝑛=1  ,                                     (5) 

де  𝜔 =
𝜋

𝑙
 , а коефіцієнти  𝑎0,  𝑎𝑛 ,  𝑏𝑛 обчислюються за формулами (4).   

В точках  𝑥 = −𝑙  і  𝑥 = 𝑙  сума тригонометричного ряду Фур’є  дорівнює 

𝑓(−𝑙+0)+𝑓(𝑙−0)

2
 . 

       Члени ряду у формулі (5) є гармоніками з частотами  {𝑛𝜔}𝑛=0
∞  . Тому 

вираз (5) називають розкладанням (або розвиненням) функції 𝑓(𝑥) в 

інтервалі (−𝑙; 𝑙) на гармоніки.  Оскільки гармоніки мають спільний період   

𝑇 =
2𝜋

𝜔
 =2 𝑙 , то сума тригонометричного ряду Фур’є  (3) є періодичною 

функцією з періодом  𝑇 =2 𝑙 . 
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         Звідси випливає:  якщо функція 𝑓(𝑥) має період 𝑇 =2 𝑙 і розкладається 

на відрізку [−𝑙; 𝑙] в тригонометричний ряд Фур’є, то сума цього ряду 

збігається з 𝑓(𝑥) на всій числовій осі.  

Якщо ж функція 𝑓(𝑥) не є періодичною і на відрізку [−𝑙; 𝑙] розвинута в 

тригонометричний ряд Фур’є, то сума цього ряду збігається з 𝑓(𝑥) тільки в 

інтервалі (−𝑙; 𝑙), а поза цим інтервалом вона дає періодичне продовження  

 функції 𝑓(𝑥). 

Приклад 1. Розкласти функцію в ряд Фур’є 

𝑓(𝑥) = {
𝑥, −𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 0,
0, 0 < 𝑥 ≤ 𝜋,

    𝑓(𝑥 + 2𝜋) = 𝑓(𝑥). 

Розв’язання . 

 Побудуємо графік заданої функції на відрізках [−𝜋; 0] ∪ [0; 𝜋] і продовжимо 

його періодично на вісь X. 

 

 

 

 

Оскільки функція 𝑓(𝑥) - неперервна на [−𝜋; 𝜋], монотонна і обмежена на 

відрізках [−𝜋; 0] ∪ [0; 𝜋], то вона задовольняє умовам теореми Діріхле і її 

можна розкласти в ряд Фур’є: 

𝑓(𝑥) =
𝑎0

2
+ ∑ (𝑎𝑛 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥∞

𝑛=1 + 𝑏𝑛 𝑠𝑖𝑛 𝑛 𝑥),  де   𝑎0 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝜋

−𝜋
, 

  𝑎𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

,    𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥) 𝑠𝑖𝑛 𝑛 𝑥𝑑𝑥

𝜋

−𝜋

, 𝑛 ∈ 𝑁. 

Обчислимо коефіцієнти ряду Фур’є. 

y 

-3π -2π -π 3π 2π π 0 
x 
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𝑎0 =
1

𝜋
(∫ 𝑥𝑑𝑥

0

−𝜋

+ ∫ 0𝑑𝑥
𝜋

0

) =
1

𝜋
⋅

𝑥2

2
|

−𝜋

0

= −
1

𝜋
⋅

𝜋2

2
| = −

𝜋

2
,

 

𝑎𝑛 =
1

𝜋
(∫ 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥𝑑𝑥

0

−𝜋
+ ∫ 0 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥𝑑𝑥

𝜋

0
) =

1

𝜋
∫ 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥𝑑𝑥

0

−𝜋
=

|

𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥
𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥𝑑𝑥

𝑣 =
1

𝑛
𝑠𝑖𝑛 𝑛 𝑥

| =  
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Підставимо обчислені коефіцієнти в ряд Фур’є і одержимо : 
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Приклад 2.   Розкласти функцію в тригонометричний ряд Фур’є 
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𝑓(𝑥) = {

1

2
𝑥   при  − 𝜋 ≤ 𝑥 < 0,

𝑥     при  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋,
    . 

Розв’язання .  Функція 𝑓(𝑥) задана на відрізку [−𝜋; 𝜋], де вона відповідає 

умовам Діріхле.  

x

f(x)

п 

п 

-п 

-п/2 

 

Мал.2 

 

В нашому випадку  𝑙 =  𝜋,  𝜔 =
𝜋

𝑙
= 1.  Обчислимо коефіцієнти Фур’є за 

формулами (4): 

𝑎0 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝜋

−𝜋

1

𝜋
 (∫

1

2
𝑥𝑑𝑥 + ∫ 𝑥𝑑𝑥

𝜋

0

0

−𝜋
) =  

1

𝜋
(

𝑥2

4
|−𝜋
0 +

𝑥2

2
|0
𝜋)= 

=
1

𝜋
(−

𝜋2

4
+

𝜋2

2
)= 

𝜋

  4
 , 

𝑎𝑛 =   
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑥𝑑𝑥

𝜋

−𝜋
 = 

1

𝜋
 (∫

1

2
𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥𝑑𝑥 + ∫ 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥𝑑𝑥

𝜋

0

0

−𝜋
) =  

= 
1

𝜋
(

1

2𝑛
∫ 𝑥𝑑(𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥) +

1

𝑛
∫ 𝑥𝑑(sin (𝑛𝑥))

𝜋

0

0

−𝜋
). Застосовуючи формулу 

інтегрування частинами   ∫ 𝑢(𝑥)𝑑𝑣(𝑥)
𝑏

𝑎
=  𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)|𝑎

𝑏 − ∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑢(𝑥)
𝑏

𝑎
, маємо: 

𝑎𝑛 =   
1

𝜋
(

1

2𝑛
(𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)|−𝜋

0 − ∫ sin(𝑛𝑥) 𝑑𝑥 +
0

−𝜋

1

𝑛
𝑥(𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥)|0

𝜋 − ∫ sin (𝑛𝑥)
𝜋

0
𝑑𝑥))= 

= 
1

𝜋
(

1

2𝑛
(0 +

1

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥|−𝜋

0 ) +
1

𝑛
(0 +

1

𝑛
𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥|0

𝜋)) = 

= 
1

𝜋
(

1

2𝑛2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋) +

1

𝑛2
(𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 − 1))=

1

𝜋
(

1

2𝑛2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋) −

1

𝑛2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋))= 
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=−
1

2𝜋𝑛2
(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋)=−

1

2𝜋𝑛2
(1−(−1)𝑛).  

Таким чином, 𝑎𝑛 =   {
0,   якщо  𝑛 = 2𝑚  

−
1

𝜋𝑛2
 ,   якщо  𝑛 = 2𝑚 − 1

 ,    (𝑚 = 1,2,3, … ); 

𝑏𝑛 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑥)sin (𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝜋

−𝜋
 = 

1

𝜋
 (∫

1

2
𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑛 𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝑛 𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0

0

−𝜋
) =  

= 
1

𝜋
(−

1

2𝑛
∫ 𝑥𝑑(𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥) −

1

𝑛
∫ 𝑥𝑑(𝑐𝑜𝑠 (𝑛𝑥))

𝜋

0

0

−𝜋
)= 

−
1

𝜋
(

1

2𝑛
(𝑥𝑐𝑜𝑠 𝑛 𝑥|−𝜋

0 − ∫ 𝑐𝑜 𝑠(𝑛𝑥) 𝑑𝑥) +
1

𝑛

0

−𝜋
(𝑥𝑐𝑜 𝑠(𝑛𝑥) |0

𝜋 − ∫ 𝑐𝑜 𝑠(𝑛𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

0
)) =  

=−
1

𝜋
(

1

2𝑛
(𝜋𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋) −

1

𝑛
sin (𝑛𝑥)|−𝜋

0 +
1

𝑛
(𝜋𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋) −

1

𝑛
sin (𝑛𝑥)|0

𝜋) = 

=−
1

𝜋
(

1

2𝑛
(𝜋𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 − 0) +

1

𝑛
(𝜋𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 − 0)) = 

=−
1

𝜋
∙

3

2𝑛
∙  𝜋𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 =

−3

2𝑛
(−1)𝑛=

3

2𝑛
(−1)𝑛+1 . 

Отже, коефіцієнти Фур’є функції 𝑓(𝑥) мають такі значення: 

𝑎0 =
𝜋

  4
 ,    𝑎2𝑚 = 0 ,   𝑎2𝑚−1 = −

1

𝜋(2𝑚−1)2
     (𝑚 = 1,2,3, … ) , 

𝑏𝑛 =
3

2𝑛
(−1)𝑛+1      (𝑛 = 1,2,3, … ).  Якщо підставити їх  у формулу (5) і 

врахувати, що 𝜔 = 1, а 𝑓(𝑥) неперервна в довільній  точці 𝑥𝜖(−𝜋; 𝜋), 

одержимо розвинення 

𝑓(𝑥) =
𝜋

  8
−

1

𝜋
∑

𝑐𝑜𝑠(2𝑚−1)𝑥

(2𝑚−1)2
∞
𝑚=1 +  

3

2
∑

(−1)𝑛+1

𝑛
∞
𝑛=1 sin (𝑛𝑥) , 

яке справджується для будь-яких 𝑥𝜖(−𝜋; 𝜋). 

В точках 𝑥 = −𝜋  і  𝑥 = 𝜋   значення суми тригонометричного ряду Фур’є 

дорівнює  
𝑓(−𝜋−0)+𝑓(𝜋+0)

2
=

1

  2
(−

𝜋

  2
+ 𝜋)= 

𝜋

  4
 . 

Поза інтервалом (−𝜋; 𝜋) сума ряду Фур’є дає періодичне продовження 

функції 𝑓(𝑥). 
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14. Ряд Фур’є для 2l-періодичної функції. 

  Ряди Фур’є для парних і непарних періодичних функцій 

 

Якщо на відрізку  [𝛼; 𝛼 + 2𝑙] функція 𝑓(𝑥) відповідає умовам Діріхле, то для 

∀𝑥𝜖(𝛼; 𝛼 + 2𝑙) справджується розвинення (5) , де 𝜔 =
𝜋

𝑙
 , а коефіцієнти 𝑎0 , 

𝑎𝑛 ,  𝑏𝑛 обчислюються за формулами: 

𝑎0 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝛼+2𝑙

𝛼
 ,    𝑎𝑛 =   

1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑥𝑑𝑥

𝛼+2𝑙

𝛼
 , 

𝑏𝑛 =
1

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)sin (𝑛𝜔𝑥)𝑑𝑥

𝛼+2𝑙

𝛼
 ,  (𝑛 = 1,2,3, … ).   

 

         Нехай на відрізку [−𝑙; 𝑙] функція 𝑓(𝑥) відповідає умовам Діріхле і для  

∀𝑥𝜖[−𝑙; 𝑙]  𝒇(−𝒙) = 𝒇(𝒙). 

Тоді ця парна функція розвивається в тригонометричний ряд Фур’є, який 

містить тільки косинуси: 

𝑓(𝑥−0)+𝑓(𝑥+0)

2
=

𝑎0

2
+ ∑ 𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑥∞

𝑛=1  ,                                     (∗) 

де   𝜔 =
𝜋

𝑙
 ,   а коефіцієнти Фур’є визначаються так: 

𝑎0 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0
 ,    𝑎𝑛 =   

2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑥𝑑𝑥

𝑙

0
,    (𝑛 = 1,2,3, … ),  𝑏𝑛 = 0 

(  формули випливають із властивостей визначеного інтегралу). 

Приклад 1.   Функцію 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 розвинути в ряд Фур’є в інтервалі 

(−
𝜋

2
;

𝜋

2
). Використовуючи отримане розвинення, знайти суму ряду  

∑
(−1)𝑛

(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)

∞

𝑛=1

 . 

 

Розв’язання .  Тут  𝑙 =
𝜋

2
 , 𝜔 =

𝜋

𝑙
= 2.  Оскільки 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 парна, то 𝑏𝑛 = 0 

(𝑛 = 1,2,3, … ); обчислимо 𝑎0 і 𝑎𝑛: 

𝑎0 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

𝑙

0
= 

4

𝜋
∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥

𝜋/2

0
= 

4

𝜋
 sin (𝑥)|0

𝜋/2
= 

4

𝜋
 , 
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𝑎𝑛 =   
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑥𝑑𝑥

𝑙

0
=

4

𝜋
∫ 𝑐𝑜𝑠𝑥 ∙ 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥𝑑𝑥

𝜋/2

0
= 

= 
2

𝜋
∫ (cos(2𝑛 − 1) 𝑥 + cos(2𝑛 + 1) 𝑥)𝑑𝑥

𝜋/2

0
= 

= 
2

𝜋
 (

𝑠𝑖𝑛(2𝑛−1)𝑥

(2𝑛−1)
+

𝑠𝑖𝑛(2𝑛+1)𝑥

(2𝑛+1)
) |0

𝜋/2
= 

2

𝜋
 (

𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋−
𝜋

2
)

(2𝑛−1)
+

𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜋+
𝜋

2
)

(2𝑛+1)
) =  

= 
2

𝜋
 (−

𝑠𝑖𝑛(
𝜋

2
−𝑛𝜋)

(2𝑛−1)
+

𝑠𝑖𝑛(
𝜋

2
+𝑛𝜋)

(2𝑛+1)
) =

2

𝜋
 (−

𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋

(2𝑛−1)
+

𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋

(2𝑛+1)
)=

2𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋

𝜋
(

1

(2𝑛+1)
−

1

(2𝑛−1)
) = 

=
2(−1)𝑛

𝜋
 ∙

2𝑛−1−2𝑛−1

(2𝑛+1)(2𝑛−1)
= −

4(−1)𝑛

𝜋(4𝑛2−1)
=

4

𝜋
∙

(−1)𝑛+1

(4𝑛2−1)
 . 

Отже, якщо в (∗) підставити  𝜔 = 2,  𝑎0 =
4

𝜋
 ,  𝑎𝑛 =   

4

𝜋
∙

(−1)𝑛+1

(4𝑛2−1)
   і врахувати 

неперервність 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥, одержимо розвинення 

 𝑐𝑜𝑠𝑥 =
2

𝜋
+

4

𝜋
∑

(−1)𝑛+1

(4𝑛2−1)
∞
𝑛=1 𝑐𝑜𝑠2𝑛𝑥.                                                               (∗∗) 

Оскільки 𝑓 (−
𝜋

2
+ 0) = 𝑓 (

𝜋

2
− 0) = 𝑐𝑜𝑠

𝜋

2
= 0, то значення суми одержаного 

ряду Фур’є в точках 𝑥 = −
𝜋

2
  і  𝑥 =

𝜋

2
   дорівнює нулю. Тому розвинення (∗∗) 

справджується для ∀𝑥𝜖 [−
𝜋

2
;

𝜋

2
]. Якщо в (∗∗) покласти 𝑥 = 0, знайдемо : 

1=
2

𝜋
+

4

𝜋
∑

(−1)𝑛+1

(4𝑛2−1)
∞
𝑛=1   звідки ∑

(−1)𝑛+1

(4𝑛2−1)
∞
𝑛=1 =

𝜋

4
(1 −

2

𝜋
). 

Таким чином, сума заданого числового ряду дорівнює  
1

2
−

𝜋

4
 . 

 

         Нехай на відрізку [−𝑙; 𝑙] задана непарна функція 𝑓(𝑥), тобто 

для ∀𝑥𝜖[−𝑙; 𝑙]   𝒇(−𝒙) = −𝒇(𝒙) і вона відповідає умовам Діріхле  

Тоді 𝑓(𝑥) розвивається в тригонометричний ряд Фур’є, який містить тільки 

синуси: 

𝑓(𝑥−0)+𝑓(𝑥+0)

2
= ∑ 𝑏𝑛sin (𝑛𝜔𝑥)∞

𝑛=1  ,                                     (∗∗∗) 
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де   𝜔 =
𝜋

𝑙
 ,   а коефіцієнти Фур’є визначаються так: 

𝑏𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)sin (𝑛𝜔𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0
,  𝑎0 = 0 ,    𝑎𝑛 =   0,    (𝑛 = 1,2,3, … ),   

(  формули випливають із властивостей визначеного інтегралу). 

Приклад 2.   Розвинути в тригонометричний  ряд Фур’є функцію 

𝑓(𝑥) = {
2   при 𝑥𝜖[−3; 0) 

−2   при 𝑥𝜖[0; 3]
. 

Розв’язання . В нашому випадку   𝑙 = 3,   𝜔 =
𝜋

𝑙
=

𝜋

3  
 . 

2

-2

-3

3 x

f(x)

 

 

Мал.3 

 

     Оскільки функція 𝑓(𝑥) непарна, то коефіцієнти Фур’є  𝑎0 = 0 ,  𝑎𝑛 =   0 

(𝑛 = 1,2,3, … ),  знаходимо коефіцієнт 𝑏𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)sin (𝑛𝜔𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0
=

2

3
∫ (−2)sin 

𝑛𝜋𝑥

3
𝑑𝑥

3

0
=−

4

3
∫ sin 

𝑛𝜋𝑥

3
𝑑𝑥

3

0
=

4

3

3

𝑛𝜋
 𝑐𝑜𝑠

𝑛𝜋𝑥

3
|0

3=
4

𝑛𝜋
(𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 − 1)= 

= 
4

𝑛𝜋
((−1)𝑛 − 1)= {

0,   якщо  𝑛 = 2𝑚  

−
8

𝑛𝜋
 ,   якщо  𝑛 = 2𝑚 − 1

 ,    (𝑚 = 1,2,3, … ); 

Таким чином, 𝑏2𝑚 = 0,  𝑏2𝑚−1 = −
8

(2𝑚−1)𝜋
, (𝑚 = 1,2,3, … ). 
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Якщо підставити ці значення в формулу (∗∗∗), то одержимо шукане 

розвинення: 

𝑓(𝑥−0)+𝑓(𝑥+0)

2
= −

8

𝜋
∑

1

2𝑚−1
sin 

(2𝑚−1)𝜋𝑥

3
∞
𝑚=1  . 

Сума тригонометричного  ряду Фур’є збігається з функцією 𝑓(𝑥) для всіх 𝑥, 

що належать інтервалам (−3; 0) і  (0; 3). В точці 𝑥 = 0 сума ряду дорівнює 

𝑓(𝑥−0)+𝑓(𝑥+0)

2
=

2+(−2)

2
 = 0. 

 

15. Ряд Фур’є для функції, заданої на відрізку [𝟎; 𝒍]. 

 

        Якщо функція 𝑓(𝑥) задана тільки на відрізку [0; 𝑙] і задовольняє там 

умовам Діріхле, то, побудувавши  парне продовження 𝑓(𝑥) на  [−l;0)  (мал.А)    

і розклавши одержану парну функцію за формулою   

  
𝑓(𝑥−0)+𝑓(𝑥+0)

2
=

𝑎0

2
+ ∑ 𝑎𝑛𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑥∞

𝑛=1   

з коефіцієнтами 𝑎0 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0
 ,    𝑎𝑛 =  

2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛𝜔𝑥𝑑𝑥

𝑙

0
,    

 (𝑛 = 1,2,3, … ), матимемо розвинення функції 𝑓(𝑥) в інтервалі (0; 𝑙) в ряд 

Фур’є, що містить тільки косинуси. Аналогічно, якщо побудувати непарне 

продовження функції 𝑓(𝑥) на [−l;0)  (мал.В))  і застосувати формули    

𝑓(𝑥−0)+𝑓(𝑥+0)

2
= ∑ 𝑏𝑛sin (𝑛𝜔𝑥)∞

𝑛=1  , 

𝑏𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)sin (𝑛𝜔𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0
,  (𝑛 = 1,2,3, … ),  то одержимо розвинення функції 

𝑓(𝑥) в інтервалі (0; 𝑙) в ряд Фур’є, що містить тільки синуси. 
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x
С

l-l 0

d

f(x)

 

 

(мал.А) 

x

f(x)

d

-d

c

-c
l

-l

 

 

(мал.В) 
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Приклад 1.   Функцію 𝑓(𝑥) = 𝑥2,  𝑥𝜖[0; 𝜋] розвинути в тригонометричний  

ряд Фур’є: 1) за косинусами;  2) за синусами;   

Розв’язання . Функція задана на відрізку [0; 𝑙], де 𝑙 =  𝜋;  𝜔 =
𝜋

𝑙
= 1 . 

1) Побудуємо парне продовження функції на проміжок [−𝜋;0)  

x

f(x)

п 

п -п 

2

 

і обчислимо коефіцієнти Фур’є: 

𝑎0 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0
=

2

𝜋
∫ 𝑥2𝑑𝑥

𝜋

0
=

2

3
𝜋2,  

  𝑎𝑛 =  
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥)𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥

𝑙

0
=

2

𝜋
∫ 𝑥2𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥 

𝜋

0
= 

2

𝑛𝜋
∫ 𝑥2𝑑(𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥)

𝜋

0
= 

= 
2

𝑛𝜋
(𝑥2 sin(𝑛𝑥)|0

𝜋 − 2 ∫ 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)𝑑𝑥
𝜋

0
) =

2

𝑛𝜋
(0 − 2 ∫ 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0
)= 

= −
4

𝑛𝜋
∫ 𝑥𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)𝑑𝑥

𝜋

0
 = 

4

𝑛2𝜋
∫ 𝑥𝑑(𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥)

𝜋

0
= 

4

𝑛2𝜋
(𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥|0

𝜋 − ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥𝑑𝑥
𝜋

0
)= 
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=
4

𝑛2𝜋
(𝜋 𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 −

1

𝑛
sin(𝑛𝑥)|0

𝜋) =
4

𝑛2𝜋
( 𝜋(−1)𝑛 − 0)= 

4(−1)𝑛

𝑛2
 . 

І остаточно маємо:   

𝑥2 =  
𝜋2

3
+ 4 ∑

(−1)𝑛

𝑛2
𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥∞

𝑛=1  ,   𝑥𝜖[0; 𝜋].    

Зауважимо, що на проміжку [−𝜋;0) сума одержанного ряду Фур’є теж 

дорівнює 𝑥2 . 

2) Побудуємо непарне продовження функції 𝑓(𝑥) = 𝑥2 на проміжок [−𝜋;0) , а 

потім одержану непарну   функцію розвинемо в ряд Фур’є 

x

f(x)

п 

п 
-п 

2

-п 
2

 

 

 
𝑓(𝑥−0)+𝑓(𝑥+0)

2
= ∑ 𝑏𝑛sin (𝑛𝜔𝑥)∞

𝑛=1 .  Обчислюємо коефіцієнт 𝑏𝑛 

𝑏𝑛 =
2

𝑙
∫ 𝑓(𝑥) sin(𝑛𝜔𝑥) 𝑑𝑥

𝑙

0
 = 

2

𝜋
∫ 𝑥2𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑑𝑥 

𝜋

0
=− 

2

𝑛𝜋
∫ 𝑥2𝑑(𝑐𝑜𝑠𝑛𝑥)

𝜋

0
= 
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= −
2

𝑛𝜋
(𝑥2 cos(𝑛𝑥)|0

𝜋 − 2 ∫ 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑛𝑥)𝑑𝑥
𝜋

0
) = 

= −
2

𝑛𝜋
(𝜋2𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 −

2

𝑛
∫ 𝑥𝑑(sin (𝑛𝑥))

𝜋

0
)= 

 = −
2

𝑛𝜋
(𝜋2(−1)𝑛 −

2

𝑛
(𝑥 sin(𝑛𝑥))|0

𝜋 − ∫ sin(𝑛𝑥) 𝑑𝑥
𝜋

0
) = 

= −
2

𝑛𝜋
(𝜋2(−1)𝑛 −

2

𝑛
(0 +

1

𝑛
cos(𝑛𝑥)|0

𝜋))= 

= −
2

𝑛𝜋
(𝜋2(−1)𝑛 −

2

𝑛2
(𝑐𝑜𝑠𝑛𝜋 − 1))= 

= −
2

𝑛𝜋
(𝜋2(−1)𝑛 −

2

𝑛2
(−1)𝑛 +

2

𝑛2) = 

= −
2

𝑛𝜋
(𝜋2(−1)𝑛 +

2

𝑛2
(1 − (−1)𝑛)) =  

=  
2𝜋(−1)𝑛+1

𝑛
 −

4

𝜋𝑛3
(1 − (−1)𝑛) = {

2𝜋(−1)𝑛+1

𝑛
,   якщо  𝑛 = 2𝑚  

2𝜋(−1)𝑛+1

𝑛
−

8

𝜋𝑛3
 ,   якщо  𝑛 = 2𝑚 − 1

 ,    

 (𝑚 = 1,2,3, … );   Таким чином,   

 𝑏2𝑚 = −
𝜋

𝑚
 ,     𝑏2𝑚−1 =

2𝜋

2𝑚−1
−

8

𝜋(2𝑚−1)3
 ,   (𝑚 = 1,2,3, … ). Одержимо 

𝑥2 = ∑ 𝑏𝑛 sin(𝑛𝑥) = 

∞

𝑛=1

∑ 𝑏2𝑚 sin(2𝑚𝑥) + ∑ 𝑏2𝑚−1 sin(2𝑚 − 1)𝑥) = 

∞

𝑚=1

 

∞

𝑚=1

 

= − 𝜋 ∑
sin(2𝑚𝑥)

𝑚
+ ∑ (

2𝜋

2𝑚 − 1
−

8

𝜋(2𝑚 − 1)3) sin(2𝑚 − 1)𝑥) = 

∞

𝑚=1

 

∞

𝑚=1

 

= − 2𝜋 ∑
sin(2𝑚𝑥)

2𝑚
+ 2𝜋 ∑

sin(2𝑚 − 1)𝑥)

2𝑚 − 1
−

8

𝜋
 ∑

sin(2𝑚 − 1)𝑥)

(2𝑚 − 1)3
 

∞

𝑚=1

∞

𝑚=1

 

∞

𝑚=1

⟹ 

𝑥2 = 2𝜋 ∑
(−1)𝑛+1sin(𝑛𝑥)

𝑛
− 

∞

𝑛=1

8

𝜋
 ∑

sin(2𝑚 − 1)𝑥)

(2𝑚 − 1)3  

∞

𝑚=1

 

Це розвинення справджується для ∀𝑥𝜖[0; 𝜋).  
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Завдання для самостійної роботи 7 

1. Функцію  𝑓(𝑥) =
𝜋

4
−

𝑥

2
  розкласти в ряд на інтервалі (0;𝜋) за косинусам. 

2. Функцію  𝑓(𝑥) =
1

2
𝜋 −

1

2
𝑥  розкласти в ряд на інтервалі (0;𝜋) за 

синусам. 

3. Розкласти в ряд Фур’є функцію  
6,   0 2,

3 ,   2 4.

якщо x
f x

x якщо x

 
 

 
 

4. Розкласти в ряд Фур’є функцію  
2,     π x 0,

1,     0 π.

якщо
f x

якщо x

  
 

 
 

5. Розкласти в ряд Фур’є функцію   2f x x  на відрізку [-𝜋;𝜋]. 

6. Розкласти в ряд Фур’є функцію  
π x

2
f x


  на інтервалі (-𝜋;𝜋). 

7. Розкласти в ряд Фур’є функцію  
2

x
f x   в інтервалі (0; 2𝜋). 

8. Розкласти в ряд Фур’є функцію   2 3f x x   в інтервалі (-3;3). 

9. Розкласти в ряд Фур’є функцію   1f x x   в інтервалі (-2;2). 

10. Розкласти в ряд Фур’є функцію  
1,    3 0,

2,   0 0.

якщо x
f x

якщо x

  
 

  
 

11. Розкласти в ряд Фур’є функцію  
0,    2 0,

,   0 2.

якщо x
f x

x якщо x

  
 

 
 

12. Розкласти в ряд Фур’є функцію  

π
,    0; ,

2

π π
,    ;π .

2 2

x якщо x

f x

якщо x

  
 

  
 

     

 

 

 

 

      Відповіді: 

1.  
 

 
2

0

cos 2 11

2 2 1k

k x
f x

k









 . 
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2.  
 

1

sin

n

nx
f x

n





 . 

3. 

 

 

2

15 12 1 3 1 5
cos cos cos ...               

2 π 2 9 2 25 2

6 1 2 1 3
sin sin sin ... , 2 6.

π 2 2 2 3 2

x x x
f x

x x x
S

  

  

      
           

      

      
          

      
 

4.  
       sin sin 3 sin 5 sin 2 13 2

... ...
2 π 1 3 5 2 1

x x x n x
f x

n

 
       

 
. 

5.  
   

12

2
1

1 sinπ
4

3

n

n

nx
f x

n







   . 

6.      
1

1

π
1 sin

2

n

n

f x nx






   . 

7.  
 

1

sinπ

2 n

nx
f x

n





  . 

8.  
 

1

1

112
3 sin

π 3

n

n

nx
f x

n








  
    

 
 . 

9.   2 2 2 2

π π π
sin sin 3 sin 5

8 2 2 2
...

π 1 3 5

x x x

f x

      
      
          

 
 
 

. 

10.  
 

π 5π
sin sin

sin1 6 3 3
...

2 π 1 3 5

x x
x

f x


    
    
         

 
 
 

. 

11.  
   

1

2 2
1 1

1 11 2 2
cos sin

2 π 2 π 2

n n

n n

nx nx
f x

n n

 


 

 

    
      

   
  . 

12.  a)    2
1

3π 2 1
cos 1 cos

8 π 2n

nx
f x nx

n





  
    

  
 ; 

 б)  
 

 
1

2
1

1 π2 1
sin sin

π 2 2

n

n

n
f x nx

n n








  
      
 . 
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Завдання для типової розрахункової роботи 

Варіант 1  

1. Знайти суму ряду:  

3

4
.

( 1)( 2)n n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

a)
2

1

2 1
;

( 1)n

n

n n








         б)

1

!
;

n

n
n

e n

n






         в) 

2

1

1
.

n

n

n

n





 
 
 

   

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

3

1

( 1) .
( 1)!

n

n

n

n








  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

.
!1




n

n
n

x
n

n
 

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

0,1

2

0

cos(10 ) .x dx   

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: .10;545cos 5
 

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші:           

2' 1, (0) 2.y xy y    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

, ,
( , ).

0, 0 ,

x x o
y x

x
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Варіант 2 

1. Знайти суму ряду: 

.
351236

12

1
2



 n nn
 

2. Дослідити на збіжність ряд: 

a) ;
)1ln(

1
3 2








n n

n

      

б) ;
)!2(1




n

n

n

n
      в) .

3

)1(

1

2

2




 



n
nn

n

n

n
 

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

.
1

cos1)1(
1















n

n

n
 

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

2
1

1
.

2 ( 1)

n

n
n

n
x

n








  

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

.
256

2

0
4 3

 x

dx
 

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю 

   значення функції: .10,15 44   

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2' cos ; (0) 1.y x y y    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 








x

x
y

2
 ),2,0(

,21

,10





x

x

x
  по косинусам. 
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Варіант 3 

1. Знайти суму ряду: 




 



3

.
)1()1(

13

n nnn

n
 

2. Дослідити на збіжність ряд: 

.
1

);
10

!
);)

111
3

53 




























n

n

n
n

n n

n
arctgв

n
б

n
tgnа


 

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

.
11

sin)1(
1







n

n

n
tg

n
 

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

.
)1(

!3

1




 n

n

n

n

x
n

n
 

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

.
64

2

0
3 5

 x

dx
 

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції:    .10,
57

1 5arctg  

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші:   
2" 4, (1) '(1) 1.

y
y x y y y

x
      

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

.);0()0;(
,0

,0

,1

,0









 




x

x

x
y  
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Варіант 4 

1. Знайти суму ряду: 

.
15816

8

3
2



 n nn
 

2. Дослідити на збіжність ряд: 

.
)13ln(2

1
);

1

3

1
);

3

)1(
)

211

2












 







 




n

n

n
n

n
n

nn
в

n

n
б

nn
а  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

.
1

1ln)1(
1

2














n

n

n
 

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

.
!

1




n

n

n
x

n

n
 

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

.
)1ln(

3,0

0




dx
x

x
 

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 
30 4 10cos , , .   

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2' , (0) 1.y x x y y    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 









 ),;0(

,1

,10

,0

,1



x

x

x
y  по синусах. 
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Варіант 5 

1. Знайти суму ряду: 

.
)1(

1

2
2



 n nn
 

2. Дослідити на збіжність ряд: 

2

2
1 1 1

2 !
) ln ; ) ; ) 3 sin .

1 (2 )!! 4

n

n
n n n

n n n
а б в

n n

  

  




    

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

.
3

3sin
)1(

1







n

n

n
n

 

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

.
)12()!12(1

12








n

n

nn

x
 

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

.
8

1

0
3 4

 x

dx
 

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 43 28 10, .   

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2 2' , (0) 5.y x x y y     

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

1, 1,
( ;0) (0; ).

1, 0 ,

x
y x

x
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Варіант 6 

1. Знайти суму ряду: 

.
239

3

1
2



 n nn
 

2. Дослідити на збіжність ряд: 



























 11

2

1
3

.
13

22
);

)!2(

)!(
);

1

1

1

1
ln)

n

n

nn n

n
в

n

n
б

n
arctg

n
а  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

.
sin

)1(

1
22



 



n

n

nn
 

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

.
1




 n

n

nn

x
 

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

.)4cos(

5,0

0

2

 dxx  

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: .10,
3

1 3arctg  

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2" 2 3 0, (0) 1, '(0) 1.xy y xy e y y        

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

).1;1(,  xxy  
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Варіант 7 

1. Знайти суму ряду: 

.
)2)(1(

6

1




 



n nnn

n
 

2. Дослідити на збіжність ряд: 

2

1 1

1 2 ! ( !)
) ; ) ; ) .

ln(1 ) (3 1)(2 )!

n

n n
n n

n n
а б в

n n n

 

  
    

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

1

( 1) sin .
2

n

n
n





  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

.
)!2(

)!(

1




n

n
n

x
n

n
 

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

.
16

1

0
4 3

 x

dx
 

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 

53 1 05 10. , .   

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

' , (0) 0.yy xy e y    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

2 , ( 1;1).y x x    
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Варіант 8 

1. Знайти суму ряду: 

.
351236

12

1
2



 n nn
 

2. Дослідити на збіжність ряд: 

.
)2(

)1(
);

2

1

53

)!22(
);)1()

1
1

1

2

1

1























n
n

n

n
n

n

n

n

n
в

n

n
бenа  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

.
)4/2cos(

)1(

1




 



n

n

nn
 

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

.
1

1
1

2
















n

n

n

x
n

 

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

.
1

5,0

0
3 2

 x

dx
 

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: .10,03.1ln 4  

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2' sin 0,5 , (0) 1.y x y y    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

);2;0(,13  xxy   по косинусах . 
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Варіант 9 

1. Знайти суму ряду: 

.
)2)(1(

43

1




 



n nnn

n
 

2. Дослідити на збіжність ряд: 

.
)52(1197

)23(741
);

)(ln
);

11
)

11

2

1












 



nn
n

n n

n
в

n

n
б

n

nn
а  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

  .
)sin(

1
1







n

n

nn

nn
 

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

.
1

3

1
2




 n

nn

n

x
 

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

.)10sin(

1,0

0

2

 dxx  

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: .10,230 3  

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

" , (0) 1, '(0) 0.y xy y y     

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

).;(,3  xxy
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Варіант 10 

1. Знайти суму ряду: 

.
63549

7

1
2



 n nn
 

2. Дослідити на збіжність ряд: 

.
)!1(

54
);

)(ln

1
);

)2)(1(

1
)

1

21

1 2

3
1












 



 n

n

nn n

n
в

nn

б
nnn

а  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

.
2)12(

)1(

1
12








n
n

n

n
 

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

.
9

)1(

1

2




 



n
n

n

n

x
 

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

.

1,0

0

2 2


 dxe x

 

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції:   3ln1,2, 10 .   

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші:   
3' 3 , (0) 1.y x y y     

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 









 ),;1()1;0(

,1

,10

,0

,1



x

x

x
y  по косинусах. 
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Варіант 11 

1. Знайти суму ряду: 

2

5 2
.

( 1) ( 2)n

n

n n n







 
   

2. Дослідити на збіжність ряд: 

a)
1

1 cos
n n





 
 

 
 ;      б)

 1

4 !

2 2 !!

n

n

n

n








 ;      в)

2

1

3 1
.

4 2

n

n

n
n

n





 
 

 
   

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 

1

1
4

.
5 1

n

n

tg
n

n









   

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 
2 1

1

5
.

2 4

n

n
n

x

n









   

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

1

23
0

.
27

dx

x
   

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: sin0,5 ; 310 .    

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

y' sin( xy ) ,  0 1.y    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

2y x ,  0;x  ,     по синусах. 
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Варіант 12 

1. Знайти суму ряду: 

2 5 6
1

5
.

25 n
n n



 


   

2. Дослідити на збіжність ряд:  

 

2
1

4
1 1

1 5 2
) ; б) ; в) .

1 ! 4 31

nт

n n n

n
a

т nn

  

 

 
 

  
     

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
3

1

1
1 .

n

n

n

n






   

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

1

!
.

n
n

n

x





  

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

0,5

2

0

.arctgx dx   

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 
3, 10 .e     

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

 2 2' , 0 2.y x y y    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

 2 , 0;1 ,y x x     по синусах. 
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Варіант 13 

1. Знайти суму ряду: 

  3

4
.

1 2n

n

n n n







 
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

 
   2

1 1 2

4 7 10 ... 3 1
) ; б) sin ; в) .

2 2 1 2 5 ln

n

n
n n n

n n
a

n n n n

  

  

    

  
    

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

   
 1

1 3
.

ln 4

n

n

n

n





 


  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

1

1
.

! n
n n x





  

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

1

2

0

sin .x dx  

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 
3ln9, 10 .   

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

   '' ' 1, 0 ' 0 0.y xy y y y      

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

 5 2, ; .y x x       
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Варіант 14 

1. Знайти суму ряду: 

2
1

8
.

16 8 15n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

 
 1 1 2

3 2
) ln 1 2 ; б) ; в) .

4 2 ! 3 5

nn

n
n n n

n
a n

n n

  

  

 
  

  
    

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
1

2 1
1 .

3

n

n

n

n






  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

2
1

2 1
.

4n n
n

n

x






  

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

 20,5

0

ln 1
.

x
dx

x



  

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 
35 30, 10 .   

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

 ' sin , 0 1.y y x y   

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

 5 2, 1;1 .y x x     



90 
 

Варіант 15 

1. Знайти суму ряду: 

   3

8 10
.

1 1 2n

n

n n n







  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

 

2

2

3 1 2

1 1 1

2
) ; б) ; в) .

2 3 2 !3

n

n n n
n n n

n n n
a

n

  

  



 
    

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 

  

1

1

1
.

1 3 / 2

n

n
n n









  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 1

1
.

3 5
nn

n n x



  
  

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

3
0,5

0

.xxe dx

  

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 
41

, 10 .
18

arctg    

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші:    ' , 0 2.xy ye y   

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

  , 0 1,
0;2 ,

2 , 1 2
x x

y x
x x

 
 

  
  по синусах. 
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Варіант 16 

1. Знайти суму ряду: 

2
1

9
.

9 3 20n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

 

2
5

3

3
1 1 1

1
) arctg ; б) ; в) .

1 ! 1

n

n n n

n n
a n

n n n

  

  

 
  

  
    

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
 

1

2
1

1
.

2 2

n

n
n n









  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

1

1

.
n

n
n

n

x





  

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

0,1 2

0

1
.

xe
dx

x


  

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 
43 , 10 .e    

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

   2'' ', 0 2, ' 0 1.y xy y y y     

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

  
, 0 1,

0; ,
1, 1
x x

y x
x




 
 

 
  по косинусах. 
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Варіант 17 

1. Знайти суму ряду: 

  1

3 2
.

1 2n

n

n n n







 
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

 
 

1 2

2
1 1 1

2 !!1 2 1
) 1 ; б) ; в) .

2 5 8 ... 3 1 3 13

n

n

n n n

n n
a e

n nn

  

  

   
             

    

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

2
1

cos
.

n

n

n





  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

1

.
2

n

n
n

x

n



 
  

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

0,5

0

arctg
.

x
dx

x  

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 
5cos0,1, 10 .   

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

 ' 2 , 0 0.yy e xy y    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

 y 1 , ; .
2

x
x       
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Варіант 18 

1. Знайти суму ряду: 

2
1

4
.

4 4 3n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

 

 
2

2

22
1 1 1

2 !!2 1
) sin ; б) ; в) .

4 !! 21
n

n n n

nn n
a

nn n

  

  

   


    

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
1

1
1 .

n

n

tg
n





  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 
 1

2
.

2 1 3

n

n
n

x

n








  

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

1

0

ln 1
5

.

x

dx
x

 
 

 
  

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 
31

10
8

arcsin , .   

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші:     ' , 0 0.xy e xy y    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

 2 , 0; ,y x x     по косинусах. 
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Варіант 19 

1. Знайти суму ряду: 

   3

5 2
.

1 2n

n

n n n







 
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

2

2
1 1 1

2 5 2
) ; б) sin ; в) .

1 ! 3 1
2

nn
n n n

n n n
a

n n

n

  

  

 

  
 

 

    

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
 3

1
.

ln 2

n

n n n






  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

1

.
1 2

n

n

n x

n





 
 

  
  

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

2
0,1

8

0

.xe dx

  

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 
5cos375 , 10 .    

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші:    '' sin ', 1 0, ' 1 .
2

y x y y y


    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

 3 1, 0;2 ,y x x     по синусах. 
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Варіант 20 

1. Знайти суму ряду: 

2
1

6
.

36 24 5n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

   

2
23

1 1 1

1 5 1
) ; б) ; в) .

1 ! 11

nn

n n n

n n
a

n nn n

  

  

  
 

   
    

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

1

sin
.

!n

n

n





  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 
2

1

3
.

n

n

x

n






  

5. Обчислити інтеграл з точністю 0,001  : 

1

2

0

cos .x dx  

6. Застосовуючи відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 
4ln1,2, 10 .   

7. Знайти перші три ненульові  члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

 2 3' 1 , 0 2.y x y y      

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

 , 0;1 .y x x 
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Варіант №21 

1. Знайти суму ряду: 

1

3 2
.

( 1)( 2)n

n

n n n







 
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

а)
3 5

1

;
n

n tg
n





  б)
 

3
1

( 1)!( 3)!
;

( 2)!n

n n

n





 


  в)

2

2

3 1
.

4 2

n

n

n
n

n





 
 

 
  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
1

1
1 .

3

n

n

n

n






  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 
 1

1
.

2 1 2

n

n
n

x

n








  

5. Обчислити інтеграл з точністю до 0,001: 

0,5

0

1 cos
.

x
dx

x


  

6. Застосувавши відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 

31
10

4
arcsin , .   

7. Знайдіть перші чотири ненульові члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

cos , (0) 1, (0) .
3

y x y y y y


       

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

2 ,y x  ( ; )x     . 
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Варіант №22 

1. Знайти суму ряду: 

2
2

1
.

2n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

а)
3

1

( 1)! ( 1)!
;

n

n n

n





  
  б)

2

1

2 1
2 ;

3 1

nn

n

n

n n

n n





   
   

   
  в)

2

2

1
( ) .
2 3

n

n

n

n








  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

3
1 2

cos
.

n

n

n





  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 
 1

3
.

ln 1

n

n
n

x

n








  

5. Обчислити інтеграл з точністю до 0,001: 

0,1

0

ln(1 4 )
.

x
dx

x


  

6. Застосувавши відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 

5ln(1,06), 10 .   

7. Знайдіть перші чотири ненульові члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2 , (0) 0.yy e xy y     

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

2 1,y x   (0; ),x   по  синусaх. 



98 
 

Варіант №23 

1. Знайти суму ряду: 

1

1
.

( 2)( 3)n n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

а)
 

2
1

(3 )!
;

(2 2)!!n

n

n



 
  б)

2

1

2 1
;

3 1

n n

n

n n

n n





   
   

   
  в)

2 2
3

.
( 3)lnn

n

n n



 
  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

  3

1

1
.

3

n

n
n

n




  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 

1

2
.

n

n

x

n






  

5. Обчислити інтеграл з точністю до 0,001: 

1

3

0

cos .x xdx  

6. Застосувавши відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 

33 9, 10 .   

7. Знайдіть перші чотири ненульові члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

, (0) 4.xy e y y     

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

2 ,y x  (0; ),x   по косинусах. 
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Варіант №24 

1. Знайти суму ряду: 

2
1

3
.

9 3 2n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

а)
1

sin ,(0 );
n n


 





   б)
4

1

10
;

(2 )!!

n

n n





  в)

2

1

2 3
.

1

n

n

n

n





 
 

 
  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
1

3
1 .

4 1

n
n

n

n

n





 
  

 
  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 
 

2

1

!
.

5 ! n
n

n

n x





  

5. Обчислити інтеграл з точністю до 0,001: 

2
0,5

0,16

0

.xe dx
  

6. Застосувавши відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 

3

3

1
, 10 .

30
   

7. Знайдіть перші чотири ненульові члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2 2 , (0) 1.y x y y     

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

1,y x   (0;1)x . 
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Варіант №25 

1. Знайти суму ряду: 

1

1
.

( 1)( 3)n n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

а)
1

1 1
;

!n

n n

n





  
  б)

2

2
1

2
;

3 5

n

n

n

n





 
 

 
  в)

2

3
2

.
( 1)lnn

n

n n



 
  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
1

2
1 .

n

n

tg
n





  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 1

3
.

3 2 2

n n

n
n

x

n



 
  

5. Обчислити інтеграл з точністю до 0,001: 

0,25

0

ln(1 ) .x dx  

6. Застосувавши відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції:  
4lg3, 10 .   

7. Знайдіть перші чотири ненульові члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2, (0) (0) 1.y yy x y y       

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

,0 1
,

1,1

x x
y

x

 
 

  
 (0; ),x   по синусaх. 
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Варіант №26 

1. Знайти суму ряду: 

2
0

2
.

4 8 3n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

а)
1

1

101 102 ... (100 2 )
;

(2 )!!

n

n n





   
  б)

2

1

2 1
;

2

n

n
n

n

n





 
 
 

  в)
2

1
.

(2 1)ln( 1)n n n



  
  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
1

4
1

1
.

1

n

n n n









  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

1

3
.

!

n n

n

x

n





  

5. Обчислити інтеграл з точністю до 0,001: 

0,2 2

0

1
.

x

e
dx

x




  

6. Застосувавши відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 

51
, 10 .

10
arctg    

7. Знайдіть перші чотири ненульові члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2 , (0) 1.y y x y     

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

1 ,
2

x
y    (0; ),x   по косинусах. 
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Варіант №27 

1. Знайти суму ряду: 

1

5 3
.

( 1)( 3)n

n

n n n







 
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

а)
1

1
;

(2 1)(2 1)n n n



  
  б)

1

!(2 1)!
;

(3 )!n

n n

n






  в)

2

1

2 1
.

3 1

n

n

n

n





 
 

 
  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
1

1

1 .
3 2

n
n

n

n

n






 
  

 
  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 

1

2 1
.

2 1

n

n

x

n








  

5. Обчислити інтеграл з точністю до 0,001: 

0.1

0

2cos(10 ) .x dx  

6. Застосувавши відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 

515 10sin , .   

7. Знайдіть перші чотири ненульові члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

cos 0, (0) 1, (0) 0.y y x y y      

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

5 ,y x  (0;1),x  по косинусах. 
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Варіант №28 

1. Знайти суму ряду: 

2
1

6
.

9 6 8n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

а)

2

2
1

1
;

1n

n

n





 
 

 
  б)

2

2

1

( !)
;

2n
n

n



  в)

2 1

1

4
.

3 1

n

n

n

n





 
 

 
  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 
1

2
1 .

2

n

n
n

n




  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 
2

1

2
.

2 1 3

n n

n
n

x

n



 
  

5. Обчислити інтеграл з точністю до 0,001: 

1

23
0

.
125

dx

x
  

6. Застосувавши відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 

30 5 10cos , , .   

7. Знайдіть перші чотири ненульові члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

cos( ), (0) 1.y xy y    

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

1, 1 0
,

3,0 1

x
y

x

  
 

 
 ( 1;0) (0;1)x   . 
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Варіант №29 

1. Знайти суму ряду: 

3

4 5
.

( 1)( 2)n

n

n n n







 
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

а)
2

1
;

(3 1)lnn n n



 
  б).

1

3 !n

n
n

n

n






   

в)
2

1

.
1

2

n
n

n

n



  
 

 

  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

 

1

1
.

ln

n

n n n






  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

 
1

1

1
.

4

n

n
n

x

n









  

5. Обчислити інтеграл з точністю до 0,001: 

0,5 2

2

0

sin
.

x
dx

x  

6. Застосувавши відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 

34 19, 10 .   

7. Знайдіть перші чотири ненульові члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2 cos , (0) 0.y x y y     

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

,y x  ( ; )x   . 
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Варіант №30 

1. Знайти суму ряду: 

2
1

6
.

9 12 5n n n



  
  

2. Дослідити на збіжність ряд: 

а)
2

1

1

1 ;n

n

e




 
 

 
  б)

2

1

( !)
;

n
n

n

n





  в)

2

2

1
.

2 3

n

n

n

n





 
 

 
  

3. Дослідити ряд на абсолютну або умовну збіжність: 

  2

1

1
.

1
3

n

n
n

n

n







 
 

 

  

4. Знайти інтервал збіжності степеневого ряду: 

1

.
3

n

n
n

x

n





  

5. Обчислити інтеграл з точністю до 0,001: 

0,5

3

0

1 .x dx  

6. Застосувавши відповідні степеневі ряди, обчислити з точністю   значення 

функції: 

4

4

1
, 10 .

e

   

7. Знайдіть перші чотири ненульові члени розкладу в степеневий ряд розв’язку 

задачі Коші: 

2, (0) 0.xy e y y     

8. Розкласти функцію в ряд Фур’є на заданому інтервалі: 

,
4 2

x
y


   (0; ),x   по косинусах. 
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Додатки 

1.0 Допоміжні відомості 

1)

1

0 1 0

1

0 1 0

0, ,

...
lim , ,

...

, ,

l l

l

m mn
m

l m

a n a n a a
l m

b n b n b b

l m





 


   
 

   
  

 

2)
1

lim 1 ;

n

n
e

n

 
  

 
                                3) lim lim 1, 0;n n

n n
a n a

 
    

Таблиця еквівалентностей   00,u x коли x x   

   

   

 
 

   

2

sin ~ ;

~ ;

1 cos ~ ;
2

arcsin ~ ;

u x u x

tgu x u x

u x
u x

u x u x


                                         

   
   

    

    

arctgu ~ ;

1~ ;

ln 1 ~ ;

1 1~

u x

x u x

e u x

u x u x

u x u x








 

                       

Факторіал     

 

! 1 2 ... , 0! 1;

1 ! ! 1 ;

! 1 !

n n

n n n

n n n

    

  

 

 

Подвійний факторіал 
   

 

2 1 !! 1 3 5 ... 2 1 ;

2 !! 2 4 6 ... 2 2 !n

n n

n n n

      

     
 

Сума геометричної прогресії з 

першим членом 0b  та знаменником q  

1

0 0

1

1

1

n
k

n

n

q
S b q b

q







 


  

Стірлінгова формула  !~ 2 ,n

n
n

n n
e
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Додатки 

1.1 Числові ряди  

Числовий ряд. Нехай задано числову послідовність { }na . Числовим рядом називають вираз 

1 2

1

... ... .n n

n

a a a a




      

1 2, ,..., ,...na a a – члени ряду; ( )na f n – n-й загальний член ряду;  

1 2

1

S ...
n

n n k

k

a a a a


     – n-а частинна сума ряду; 

1 2

1

...n n n k

k n

R a a a


 

 

     – n-й залишок числового ряду. 

Збіжність числового ряду. Числовий ряд 

називається збіжним, якщо послідовність 

частинних сум  { }nS збігається до деякого числа 

S, яке називається сумою ряду і пишуть 

1

limn n
n

n

S a S





   

 

Якщо не існує скінченної границі 

послідовності { }nS , то ряд називають 

розбіжним. 

Ознаки збіжності рядів.  

Необхідна умова збіжності ряду. 

Якщо ряд 
1

n
n

a




  збігається, то 

lim 0.n
n

a


  

Достатня ознака розбіжності ряду. 

Якщо lim 0,n
n

a


  то ряд 
1

n
n

a




 розбігається. 

Критерії збіжності рядів.  

1
n

n

a




 збіжний тоді і лише тоді, коли збіжний 

довільний його залишок. 

Властивості збіжних рядів.  

Якщо ряд 
1

n
n

a




  збігається до суми  S, то ряд 

1

,n
n

ca




 де ,c R збігається до суми сS. 

Якщо ряд 
1

n
n

a




 та ряд 
1

n
n

b




 збігаються до 

сум 1S  та 2S , то ряд 
1

( )n n

n

a b




    збігається 

до суми 1 2S S . 

Переставляння, відкидання або приєднання 

скінченної кількості членів ряду не впливає 

на його збіжність(розбіжність). 
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Додатки 

1.2 Ряди з додатними членами 

Перша ознака порівняння(у формі нерівності). Якщо 

задано два ряди  
1

n
n

a




 , 
1

n
n

b




 з невід’ємними членами і для 

всіх n виконано нерівність 
n na b  ,то: 

1) Із збіжності 
1

n
n

b




  випливає збіжність ряду 
1

n
n

a




 . 

2) Із розбіжності 
1

n
n

a




 випливає розбіжність ряду
1

n
n

b




 . 

Друга ознака 

порівняння(гранична). 

Якщо задано два ряди 
1

n
n

a






, 
1

n
n

b




 з додатними членами 

і існує lim 0n

n
n

a
c

b
   ,   то 

ряди 
1

n
n

a




 , 
1

n
n

b




 одночасно 

збігаються або одночасно  

розбігаються.

  

Для порівняння часто використовують ряди: 

Геометричний ряд 
1

1

збіжний, 1,

розбіжний, 1

n

n

q
aq

q






 
 


  

Гармонічний ряд 
1

1

n n





  – розбіжний 

Ряд Діріхле (узагальнено гармонічний) 
1

збіжний, 11

розбіжний, 1n n










 


  

Д’Аламберова ознака. Якщо для ряду 

1
n

n

a




 з додатними членами існує

1lim n

n
n

a
L

a




 ,    то: 

1) Для 1L  ряд збігається; 

2) Для 1L  ряд розбігається; 

3) Для 1L  ряд потребує 

додаткового дослідження. 

Радикальна ознака Коші.  Якщо для ряду 

1
n

n

a




 з додатними членами існує lim n
n

n
a L


 ,  

то: 

1) Для 1L  ряд збігається; 

2) Для 1L  ряд розбігається; 

3) Для 1L  ряд потребує додаткового 

дослідження. 
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Інтегральна ознака Коші.  Нехай члени 

ряду 
1

n
n

a




 мають вигляд ( ),na f n

починаються з ,n k N   

де ( )f n ─ неперервна, невід’ємна, 

спадна функція на проміжку [ ; ).k   

Тоді ряд 
1

n
n

a




 збігається (розбігається) тоді і 

лише тоді, коли збігається (розбігається) 

інтеграл 

( )
k

f x dx


 . 
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Додатки 

1.3 Знакозмінні ряди 

Знакозмінний ряд. Числовий ряд, який містить 

нескінчену кількість додатних і  нескінчену 

кількість від’ємних членів називають знакозмінним.  

Знакопереміжний ряд. Числовий 

ряд, знаки членів якого строго 

чередуються називають переміжним. 

Абсолютна та умовна збіжність ряду. Ряд 
1

n
n

a




  

називають абсолютно збіжним, якщо збігається ряд 

1
n

n

a




 ,  та умовно збіжним, якщо ряд 
1

n
n

a




  

збігається, проте ряд 
1

n
n

a




  розбігається. 

Якщо збігається ряд 
1

n
n

a




 , 

утворений з модулів членів 

знакозмінного ряду 
1

n
n

a




 , то 

збігається і ряд 
1

n
n

a




 . 

Ознака Лейбніца. Нехай задано переміжний ряд 
1

1

( 1)n
n

n

a






 , де   0,na n N   . 

Якщо: 

1)  1, ;n na a n N   

2)  lim 0n
n

a


  

То цей ряд збігається. Сума його не перевищує першого члена 1( )S a  і 

1nR a   .n N   

Схема дослідження переміжного ряду на збіжність. 

Досліджують ряд 
1

n
n

a




 на абсолютну збіжність, вивчаючи ряд 
1

n
n

a




 . 

Якщо ряд 
1

n
n

a




  збігається, то  кажуть, що ряд 
1

n
n

a




 збігається абсолютно. 

 Якщо ряд 
1

n
n

a




  розбігається, то застосовують до ряду 
1

n
n

a




 Лейбніцову ознаку або 

достатню   ознаку роззбіжності.  Якщо ряд 
1

n
n

a




  збігається, то кажуть, що  ряд 
1

n
n

a






збігається умовно. Інакше ─ ряд 
1

n
n

a




 розбігається. 
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Додатки 

1.4 Степеневі ряди 

Степеневий ряд. Степеневим рядом за степенями 0( )x x (степеневим рядом з центром в 

точці 0x ) називають функціональний ряд вигляду 

     0 1 0 0 0

0

... ...
n n

n n

n

c c x x c x x c x x




         

Теорема Абеля. Якщо степеневий ряд   

збігається в точці 1x  , то він абсолютно 

збігається в кожній точці x , для якої 

1x x ; 

Якщо степеневий ряд розбігається в точці 2x

, то він розбігається скрізь, де 2x x . 

Наслідок. Степеневий ряд 
0

n

n

n

c x




   

абсолютно збігається на деякому інтервалі 

( ; )R R , який називають інтервалом 

збіжності, число R ─ радіус збіжності. 

Інтервал збіжності степеневого ряду 

 0

0

n

n

n

c x x




  
 0 0 0;x x R x R x R      

Формула Коші-Адамара 

1

1
lim limn

n n n
n n

c
R

c c 


   

Властивості степеневих рядів. 

Сума S(x) степеневого ряду
0

n

n

n

c x




 є неперервною функцією в інтервалі збіжності  ; .R R  

Степеневі ряди 
0

n

n

n

a x




 та 
0

n

n

n

b x




 , з радіусами збіжності 1R  та 2R можна почленно додавати 

і віднімати. Радіус збіжності суми і різниці не менше, ніж найменше з чисел 1R  та 2R  . 

Степеневий ряд усередині інтервалу збіжності можна почленно диференціювати: 

 1

0 1

, ;n n

n n

n n

c x c nx x R R
 



 

 
   

 
   

Степеневий ряд можна почленно інтегрувати на кожному відрізку, який міститься всередині 

інтервалу збіжності: 
1

0 0

,
1

x n
n

n n

n n

xt
c t dt c

n

R x R
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 Додатки 

Тейлорів ряд. Нехай функція ( )f x в деякому околі точки 0x  має похідні всіх 

порядків. Степеневий ряд: 

 
 

 
   

 
   

 0 0 0

0 0 0

0

... ...
1! ! !

n n
n n

o

n

f x f x f x
f x x x x x x x

n n






         

Називають Тейлоровим рядом  функції ( )f x з центром в точці 0x . 

1.5 Розвинення функції у степеневий ряд (Тейлорові ряди) 

 

1.6 Тейлорові розвинення елементарних функцій з центром в точці 0.x   

2

0

1 ... ,
1! 2! ! !

n n
x

n

x x x x
e x R

n n





        

   
 

3 5 2 1 2 1

0

sin ... 1 ... 1 ,
3! 5! (2 1)! 2 1 !

n n
n n

n

x x x x
x x x R

n n

 



         
 

  

   
 

2 4 2 2

0

cos 1 ... 1 ... 1 ,
2! 4! (2 )! 2 !

n n
n n

n

x x x x
x x R

n n





           

   

3 5 2 1 2 1

0

... ... ,
3! 5! 2 1 ! 2 1 !

n n

n

x x x x
shx x x R

n n

 



       
 

  

   

2 4 2 2

0

1 ... ... ,
2! 4! 2 ! 2 !

n n

n

x x x x
chx x R

n n





         

 
     21 1 ... 1

1 1 ... ..., 1
1! 2! !

nn
x x x x x

n

         
         

2

0

1
1 ... ... , 1

1

n n

n

x x x x x
x





       


  

   2

1

1
1 ... 1 ... 1 , 1

1

n nn n

n

x x x x x
x





         


  

       
2 3 1 1

0

ln 1 ... 1 ... 1 , 1;1
2 3 1 1

n n
n n

n

x x x x
x x x

n n

 



           
 

  

     
3 5 2 1 2 1

0

... 1 ... 1 , 1;1
3 5 2 1 2 1

n n
n n

n

x x x x
arctgx x x

n n
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Додатки 

1.7 Ряди Фур’є 

Тригонометричний ряд Фур’є. Тригонометричним рядом Фур’є Т-

періодичної, інтегральної  функції ( )f x на відрізку ;
2 2

T T
  називають ряд 

    0
1 1 1

1

2
cos sin , ,

2
n n

n

a
a n x b n x

T


  





    

Коефіцієнти якого визначають за формулами: 

         
/2 /2 /2

0 1 1

/2 /2 /2

2 2 2
; cos ; sin

T T T

n n

T T T

a f x dx a f x n x dx b f x n x dx
T T T

 
  

      

Теорема Діріхле. Якщо  Т-періодична  

функція ( )f x справджує умови 

Діріхле на відрізку ;
2 2

T T
  тобто 

функція ( )f x  на цьому відрізку: 

1) Кусково-неперервна; 

2)  Кусково-монотонна; 

3) Обмежена, 

То її ряд Фур’є збігається в кожній 

точці відрізку. 

Його сума: 

1) ( ) ( )S x f x , якщо ;
2 2

T T
x

 
  
 

 і 

є точкою неперервності функції

( )f x . 

2)    
2 2

1
0 0 ,

2 2 2

T T
S S

T T
f f

   
     
   

    
        

    

  

якщо ;
2 2

T T
x

 
  
 

 і є  точкою 

розриву функції ( )f x . 
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Додатки 

1.8 Різні форми ряду Фур’є 

Ряд Фур’є для Т-періодичної функції ,f ;
2 2

T T
x

 
  
 

, 1

2
.

T


   

      

         

0
1 1

1

/2 /2 /2

0 1 1

/2 /2 /2

f ~ cos sin ,
2

2 2 2
; cos ; sin

n n

n

T T T

n n

T T T

a
x a n x b n x

a f x dx a f x n x dx b f x n x dx
T T T

 

 





  

 

  



  

 

Ряд Фур’є для Т-періодичної парної функції :f  

   

     

0
1

1

/2 /2

0 1

0 0

~ cos ,
2

2 2
2 ; 2 cos ; 0

n

n

T T

n n

a
f x a n x

a f x dx a f x n x dx b
T T











    



 

 

Ряд Фур’є для Т-періодичної непарної функції :f  

   

   

1

1

/2

0 1

0

~ sin ,

2
0; 2 sin

n

n

T

n n

f x b n x

a a b f x n x dx
T









   





 

Ряд Фур’є для Т-періодичної парної функції, графік якої симетричний щодо 

точки (0; )A c  

   

   

1

1

/2

0 1

0

~ sin

2
2 ; 0; 2 sin ,

n

n
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