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ВСТУП

Математичне моделювання – це процес побудови та дослідження  матем а-
тичної моделі, створеної за вихідними ф ізичними параметрами, що забезпечує
можливість  одержувати інформацію про поведінку об' єкта.

На відміну від реально поставленого експерименту математична м одель об’єкта
має ряд переваг, які пов'язані з трьома основними  аспектами. По-перше, це економія
матеріальних ресурсів, необхідних для постановки та проведення фізичного експер и-
менту; по-друге, можливість апробації системи в екстремальних умовах і навіть за їх
межами; по-третє, оцінка працездатності систем із тривалими технологічними (дні,
тижні, місяці, роки) циклами роботи в суттєво більш стислі строки (наприклад, досл ід
ження процесів нагрівання на сотні градусів зі швидкостями , нижчими десятих часток
градуса в годину).

Математична модель за формою здебільшого являє собою систему диференці-
альних рівнянь у частинних похідних, що описують поведінку об'єкта в навколи ш-
ньому середовищі з установленими початковими та граничними умов ами.

Обране диференціальне рівняння в частинних похідних (або система таких
рівнянь) разом із початковими та граничними  умовами зазвичай складають осно-
ву математичної моделі об’єкта, що підлягає аналізу. Поряд з наданими постано в-
ником задачі додатковими експериментальними даними вони є результатом  в и-
конання першого етапу моделювання.

Під час побудови математичних моделей звичайно закладають деякі при-
пущення, які можуть призводити до «некоректності» математичної моделі відно с-
но до реальних процесів. Ці припущення формулюють за допомогою деяких з а-
лежностей (наприклад, законів  фізики), параметри яких «п рипасовують» до зна-
чень, отриманих з результатів експериментальних досл іджень.

Оскільки під час опису реальних процесів значення деяких параметрів, що
входять до рівняння математичної моделі, беруться з великими припущеннями, то їх
можна розглядати як невідомі величини для конкретно поставленої задачі математич
ного моделювання. Для  їх визначення  слід послуговуватися непрямою інформаці-
єю – даними про розв'язок задачі, які експериментально одержати значно прост іше.
Такі задачі відносять до класу обернених задач.

Обернені задачі цього типу формулюють на першій стадії моделювання р е-
ального процесу за допомогою спільних зусиль математика та  постановника з а-
дач, який надає необхідну непряму інформацію про об'єкт дослідження.

На відміну від задач прямого моделювання обернені задачі з матема тичного
погляду можна віднести  до класу «некоректних» задач, а саме до таких, чий
розв’язок є нестійкий щодо похибки вхідних даних.

Усунення проблем, пов’язаних з «некоректністю»  задачі, виконує матема-
тик на другому етапі моделюван ня шляхом розробки спеціальних регулярівних
алгоритмів.
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1. МЕТОД ОБЕРНЕНИХ З АДАЧ

1.1. Прямі й обернені задачі. Типи обернених задач

Математична модель будь-якого об'єкта дослідження уможливлює встанов-
лення зв'язку між вхідними та вихідними даними  про об'єкт та дозволяє прог
нозувати його поведінку за зміни зовнішніх факторів. З погляду співвідношення
причина – наслідок усі задачі математичного моделювання можна розбити на два
класи – прямі задачі  та обернені задачі.

Для прямих задач відомими є причини, необхідно знайти наслідки.
Як причини можуть виступати такі фактори:
1) зовнішній вплив;
2) початкові та крайові умови, сформульовані для моделі;
3) коефіцієнти диференціальних операторів, застосовуваних для опису  моделі

та пов'язаних зі структурою об'єкта, його фізичними й хімічними властивостями;
4) геометричні властивості моделі.
Як наслідки  можна застосовувати будь-які  компоненти фізичних полів

(переміщення, деформації, температурне поле, магнітний та електричний
потенціали та ін.).

Для опису прямих задач застосовують зазвичай рівняння математичної ф і-
зики. Для таких задач детально розроблені аналітичні та чис лові методи розв'язу-
вання, найбільш популярними з яких є метод скінченних різниць, метод скінчен-
них елементів, метод граничних елементів. Для реалізац ії перелічених методів
створено пакети прикладних програм, їх постійно удосконалюють.

Для обернених задач необхідно за відомими наслідками визначити одну або
кілька причин із числа перерахованих у п. 1 – 4.

Обернені задачі широко застосовують у науці й техніці [6, 8, 11], за їх допо-
могою можна:

1) визначати  механічні та теплофізичні властивості  матеріалів, ідентифікув а-
ти полімерні і композитні матеріали, біоматеріали, п'єзокерам ічні матеріали;

2) розв’язувати  задачі сейсморозвідки , а саме визначати розташування й
потужності покладів корисних копалин за  відбитими від родовища звуковими сиг
налами;

3) розв’язувати проблеми неруйн івного контролю, а саме визначати  розта-
шування й конфігурацію дефекту за  виміряним на поверхні тіла полем пружних
переміщень або за резонансними частотами;

4) моделювати  явища акустичної емісії та встановлювати зв'язок між осн ов
ними характеристиками емісії та хар актеристиками напруженого стану, д ослід
ження цього явища дозволяє виявити стан конструкції, що передує її руйнуванню;

5) розв’язувати задачі рентгенівської й акустичної томографії.
Вибираючи математичну модель, звичайно фіксують два етапи:
1) вибір структури оператора A , що здійснює відображення входу  tx  на

вихід  ty ;
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2) ідентифікація причин, перелічених у п. 1 – 4.
Структура оператора A  може бути різною:
1) скінченновимірний оператор (наприклад, матриця);
2) диференціальний оператор (звичайний або у частинних похідних);
3) інтегральний або інтегродиференціальний оператор;
4) абстрактний оператор, що відображає спеціальні функціональні власт и-

вості, у тому числі й ті, що погано формалізуються.
Процедура ідентифікації припускає числове визначення або аналітичний

опис невідомих функцій та параметрів, що описують фактори, зазначені у п. 1 – 4.
Умовно обернені задачі можна класифікувати у такій спосіб [1, 4]:
1) ретроспективні задачі – задачі про визначення початкового стану

об’єкта (початкових умов) за деякими заданими або спостережуваними функція-
ми або операторами від розв’язку прямої задачі;

2) коефіцієнтні обернені задачі – задачі визначення функцій і параметрів,
що входять до оператора A , за заданими або спостережуваними функціями або
операторами від розв’язку прямої задачі;

3) граничні обернені задачі – задачі визначення граничних умов і зовні ш-
нього впливу на об'єкт за заданими або спостережуваними функціями або опера-
торами від розв’язку прямої задачі.

Розглянемо деякі приклади постановок обернених задач .
Математичну модель руху маси на пружині опису ють диференціальним рів

нянням

       tPtk
dt

txdtm 2

2
, Nttt 0 ;

  00 xx  ; 0
0 x

dt
dx  ,

де  tm – величина маси;  tk – коефіцієнт пружності пружини;  tP – зовнішній
вплив;  tx – переміщення маси; t – час; 0t , Nt – початковий та кінцевий момент и
часу.

Необхідно:
1) за відомими значеннями  itx , N,i 1  (або частиною з них) визначити

значення 0x , 0x за відомих значень коефіцієнта  tk  та зовнішнього впливу  tP
(ретроспективна задача);

2) за відомими значеннями  itx , N,i 1  (або частиною з них) визначити зо-
внішній вплив  tP  за відомих  tk , 0x , 0x  (гранична обернена задача);

3) за відомими значеннями  itx , N,i 1  (або частиною з них) і відомими
 tP , 0x , 0x  визначити масу  tm  й (або) коефіцієнт пружності  tk  (коефіцієнтна

обернена задача).
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1.2. Математична особливість обернених задач

Розглянемо довільну задачу (пряму або обернену), що полягає в знаходже н-
ні деякого розв’язку за вихідними даними. Розв'язок позн ачимо через z  і будемо
вважати, що він обирається з деякої множини Z  Zz елементів тієї ж або іншої
математичної природи (вектори, функції та ін.); вихідні дані позначимо через u ,
вважаючи, що Uu . Тоді наша задача може бути записана у вигляді

 uRz  ,

де R – деякий «оператор», який можна роз уміти як алгоритм обчислення шуканої
величини z  за відомою величиною u .

Характер множин Z  і U , а також властивості оператора R  залежать від по-
становки задачі. У конкретних задачах уводять міри близькості елементів із з а-
значених множин (відстань між ними або метрика), і тоді останні називають ме т-
ричними просторами.

Відповідно до поняття, уведеного на початку століття Ж. Ад амаром, задачу
 uRz   називають коректно поставленою, якщо вона задовольняє тр и умови:
1) за кожного Uu   розв'язок задачі існує;
2) розв'язок є єдиний за кожного Uu ;
3) розв'язок є стійкий до малих варіацій величини u , тобто достатньо малим

зміненням величини u  відповідають як завгодно малі зміни величини z  [1, 7].
Якщо задача не задовольняє хоча б одну із зазначених умов, то її називають неко-
ректно поставленою.

Очевидно тепер, що обернені задачі в розглянутих прикладах відносять  до
числа некоректно поставлених, оскільки в них порушується третя, а мо жливо, і
перша із зазначених вище умов. Некоректність постановки обернен ої задачі і є її
математична особливість. Якщо для пошуку наближеного розв’язку оберненої з а-
дачі застосовувати будь-який класичний алгоритм формально, не враховуючи н е-
коректність постановки  задачі, то  є великий ризик отримати результат, який не
має ні наукової, ні прикладної цінності.

У спільності відзначеної специфіки задач цього класу можна пер еконатися,
розглядаючи узагальнюючі  класичні постановки обернених задач.

Позначимо через Z – метричний простір характеристик об'єкта або проц е-
су, які є невідомими оберненої задачі інтерпретації, а через U – простір характе-
ристик спостережуваного явища, тобто непрямих характеристик об'єкта. Припус-
тимо, що кожному Zz  за допомогою відомого оператора A  можна поставити у
відповідність  значення Uu :

Azu  .
Тоді обернену задачу сформулюємо у вигляді операторного рівняння

uAz  , Zz , Uu .                                      (1.1)
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Сформульована природна постановка задачі інтерпретації некоректна за та-
кими причинами [12]:

1) за визначенням множини U  властивості її елементів ( Azu   ) визнача-
ються властивостями множини Z  та заданим оператором A . Похибки, внесені,
скажімо, через неточність вимірювань, є некеровані, таким чином, збурений еле-
мент u~  може й не належати до множини U . У цьому випадку рівняння u~Az  ,
яке необхідно розв’язувати на практиці, не має розв'язків і має суто умовний ха-
рактер;

2) у обернених задачах оператор A  має «інтегральний» характер , тобто його
значення Az  слабко чутливі до збурень величини z . Тому, навіть за умови мож-
ливості розв'язання рівняння, малим збуренням величини u  можуть відповідати
великі збурення величини z ,  при цьому характеристика об’єкта повністю спотво-
рюється.

Питання про єдиність розв’язку рівняння (1.1) можна розглядати тільки в
конкретних постановках задачі за наявності точних вихідних даних ( Uu ). Доказ
цього факту, якщо він не випливає з фізичних міркувань, – суто математична проб
лема. У задачах інтерпретації ц ей доказ має принципове значення, оскільки надає
сенсу постановці задачі про пошук наближеного розв’язку за неточних вхідних
даних.

Якщо рівняння u~Az  має умовний характер, то більш природною є «варі а-
ційна» постановка оберненої задачі, тобто перехід до задачі мінімізації «відстані»
між Az  і u~ . Позначимо через U~  множину спостережень за характеристиками
об’єкта з урахуванням можливих похибок результатів вимірювань. Нехай

 21 u,uU~ – міра близькості елементів (відстань між елементами) у множині U ,
вигляд якої також залежить від конкретної задачі. Тоді за наближення z  до точно-
го розв’язку рівняння (1.1)   (а не до розв’язку u~Az  , якого не існує!) можна об-
рати елемент, на якому досягається точна нижня грань ( inf – найглибший міні-
мум) відстані між Az  і u~ :

 u~,Azinfargz~ U~ , Zz .  (1.2)

У задачах розглянутого класу під U~  відповідно до умов експерименту маєть-
ся на увазі середньоквадратична метрика, яка осереднює локальні похибки. За пев-
ної конкретизації простору U~  й відповідної міри U~  ця постановка є подібна до
методу найменших квадратів, однак вона може бути ефективною (приводити до
задовільного результату) лише за певних обмежень на властивості оператора A
(оператор A  не повинен бути цілком безперервним) і простору Z .

 Якщо такі обмеження не ви конуються, то задача (1.2) залишається
некоректною за такими причинами:

1. Хоча U~inf   існує ( тому що 0U~ , тобто обмежена знизу), елемент, на
якому досягається точна нижня грань, може й не існувати в множині Z .
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2. Якщо оператор A – цілком безперервний, то малим збуренням Az  і 
можуть відповідати збурення величини z  (а виходить, і z~ ), які є далекі від точно-
го розв’язку задачі.

У подібних до (1.2) класичних варіаційних постановках можуть бути сфо р-
мульовані й обернені задачі ще  двох інших типів.

Розглянемо узагальнюючу постановку  цих задач. Нехай Z – метричний
простір, який описує множину можливих параметрів конструкції; U – метричний
простір, який описує множину можливих експлуатаційних характеристик: Azu  ,

Zz , де A – заданий явно або неявно оператор, який здійснює відображення
елементів з простору Z  в простір U . Метричний простір U~ характеризує мно-
жину бажаних експлуатаційних характеристик u~  об’єкта дослідження, причому

U~U  . Тоді шуканий елемент z~ повинен задовольняти вимогу

  u~,Azinfargz~ U~ , Zz , (1.3)

де Z – область визначення оператора A .
Відмінність задачі (1.3) від задачі (1.2), незважаючи на формальну поді б-

ність, полягає насамперед у тому, що метрики U~  в просторах U~  мають різний
сенс. У задачах інтерпретації U~ – множина спостережуваних величин, і в цьому
випадку зазвичай з експерименту відома усереднена оцінка похибки. Відповідно

U~ – її середньоквадратичне відхилення. Наприклад, якщо  xuu~  ,  d,cx , то
метрику визначають у такій спосіб:

      
21

2
2121













  dxxuxuu,u
d

c
U~ .

У задачах синтезу U~ – множина «ідеальних» експл уатаційних характерис-
тик, тоді метрика, обрана як усереднена міра відхилення, може виявитися недо-
статньою. Так, у тому ж прикладі вищезазначена метрика може виявитися нечут-
ливою до великих локальних збурень, неприпустим их під час експлуатації
об’єкта. У цих випадках  «рівномірну» оцінку відхилення уводять у такій спосіб:

     MuMumaxu,u
DU~ 2121  ,

де D – область визначення функцій  Muu  .
У більш загальній постановці синтезован у систему характеризує інший

«функціонал якості»  z , який задають явно або алгоритмічно. Цей функціонал
необов’язково повинен бути метрикою в будь -якому метричному просторі. Тоді
основна вимога до системи може бути сформульована у в игляді
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 zinfargz~  , Zz .                                 (1.4)

Прикладом такої постановки можуть служити задачі проектування. Для них
функціонал якості є заданий, у наведеній вище постановці роль « функціонала яко-
сті» відіграє  u~,AzU~ .

Таким чином, обернена задача будь-якого класу може бути сформульована у
варіаційній постановці, тобто як задача мінімізаці ї цільового функціонала. Для за-
дач класу інтерпретації за точних вихідних даних така задача еквівалентна деяк ому
операторному рівнянню. У розглянутих класичних постановках (1.2) – (1.4) перед-
бачено єдиність мінімізуючого елемента z~ . Якщо існує множина 0Z~ елементів z~ ,
які задовольняють умову (1.3), то постановка задачі, для визначеності, має бути
уточнена вказівкою, який саме елемент із 0Z~  треба обирати. А втім цим не вичер-
пується питання про коректність постановки обернених задач синтезу та  кер у-
вання у формі (1.2) – (1.4).

По-перше, як і в задачах інтерпретації, потрібна впевненість у тому, що вв е-
дені обмеження на z  гарантують існування мінімізуючого елемента на множині
Z . По-друге, в умовах слабкої залежності функціоналів якості або цільових фу н-
кціоналів від значних змін параметра z  потрібна впевненість у тому, що отрим а-
ний наближений розв’язок  виявиться прийнятним у практичному сенсі. Щодо
цього вихідні математичні постановки (1.2) – (1.4) залишаються некоректними.

Ігнорувати некоректність постано вки задачі не можна. Для її подолання і с-
нують  два шляхи: а) коректна постановка оберненої задачі того або іншого т ипу,
яка заснована на залученні додаткової інформації про шуканий розв'язок; б) кер у-
вання класичними алгоритмами розв’язання некоректно поста влених задач.
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2. МЕТОДИ УСУНЕННЯ НЕКОРЕКТНОСТІ

2.1. Про наближення розв’язку некоректно поставлених задач

Проблема знаходження стійкого розв’язку обернених задач пов'язана з п о-
будовою таких методів, які  б дозволяли визначати наближений розв'язок z , тобто
розв’язок, близький до шуканого розв’язку z , на основі наявної, приблизно зад а-
ної вихідної інформації u  й величини похибки  , що характеризує близькість між
u  та u  в деякій метриці.

Уперше проблему побудови стійкого розв’язку обернених задач сформулю-
вав А.М. Тихонов [12], запропонувавши підхід до усунення нестійкості розв’язку
оберненої задачі, який ґрунтується на застосуванні апріорної інформації про то ч-
ний розв'язок задачі. Апріорна інформація про точний розв'язок досить часто має
місце під час аналізу різних обернених задач. Як правило, вона пов'язана з тим,
що невідома характеристика z  являє собою деяку фізичну величину, що має певні
властивості, до яких можна віднести, наприклад, додатність, монотонність, обме-
женість її похідної та багато інших. Такого типу апріорна інформація дозв оляє в
ряді випадків звузити множину елементів Z , до якої належить розв'язок z  обер-
неної задачі, до деякої множини M , на якій розв'язок оберненої задачі буде сті й-
ким. Обґрунтуванням подібного підходу до отримання стійкого розв’язку оберн е-
них задач є така теорема [Там само].
Теорема 2.1.1. Нехай множина M  метричного простору Z  взаємно однозначно
відображається оператором A  на множину N  метричного простору U . Тоді,
якщо оператор A  є  безперервний на множині M   та M  є  компактна множи-
на, то  обернений оператор 1A  є  безперервний  на множині N .

Ідея звуження множини можливих розв'язків оберненої задачі до деякої
множини, на якій її розв'язок є стійки й, лежить в основі поняття коректності за
Тихоновим або умовної коректності оберненої задачі [2, 12].

Задачу розв'язання рівняння uAz    називають коректно поставленою за
Тихоновим (умовно-коректною), якщо виконані такі умови:

1) апріорі відомо, що розв'язок рівняння uAz   існує й належить деякій за-
даній множині M ( множині коректності) простору Z ;

2) розв'язок рівняння є єдиний на множині M ;
3) існує безперервна залежність розв’яз ку рівняння uAz   від правої части-

ни, та її варіації не виводять розв'язок за границі множини M .
Відповідну множину M  називають множиною коректності розв’язку обе р-

неної задачі. У тому випадку, коли задача розв'язання рівняння uAz   є умовно-
коректна та множина M – компактна множина в Z , можлива побудова оцінок
стійкості розв’язку оберненої задачі [12]. Ця можливість ґрунтується на такій тео-
ремі.
Теорема 2.1.2. Нехай оператор A  відображає компактну множину ZM   без-
перервно та взаємно однозначно на множину UAMN   . Тоді існує безперерв-
на в нулі функція   ,   00  , така, що для будь-яких 1z  і Mz 2  виконується
оцінка
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 2121 AzAzzz  .                                 (2.1)
Оцінки стійкості типу (2.1), отримані в припущенні, що розв'язок належить

деякій множині M , називають оцінками умовної стійкості.
Попередній підхід до розв'язання некоректних задач ґрун тувався на викорис

танні апріорної інформації про належність розв’язку до деякої множини M . Од-
нак для багатьох обернених задач характерною є ситуація, коли апріорна інфо р-
мація про належність розв’язку до  множини M , на якій розв'язок розглянутої з а-
дачі був би стійким, відсутня. В цьому випадку для побудови наближених розв'я з-
ків некоректної задачі слід скористатися фундаментальним поняттям регулярівно-
го оператора [Там само].

Розглянемо задачу розв'язання рівняння uAz  , де A – оператор, що відо-
бражає простір Z  на простір U ( Z , U – лінійні нормовані простори).

Припустимо, що оператор A , простори Z  та U  такі, що задача є некорект-
на. Нехай для точної правої частини u  існує єдиний розв'язок рівняння – z , тобто

uzA  . Однак елемент u  невідомий, а задані значення u  та величина похибки 

такі, що  uu . Потрібно побудувати наближений розв'язок рівняння — еле-

мент z , який би збігався до точного розв’язку z за збіжності до нуля величини
похибки   заданої вихідної інформації. Оскільки задача є некоректн а, то для по-
будови наближеного розв’язку не можна застосовувати обернений оператор, тоб-
то брати z як елемент 

 uA 1 . Це можна пояснити тим, що обернений оператор
може бути невизначеним на u  та  не безперервним на множині U .

Для визначення наближеного ро зв’язку z  природно використовувати всю
вихідну інформацію, тобто значення u  й величину похибки  .
Визначення. Оператор  ,uR , що здійснює відображення простору U на простір
Z , називають регулярівним для рівняння uAz  , якщо він має такі властивості:

1) існує число 01   таке, що оператор  ,uR  визначений для всіх
 10,   та Uu  , що задовольняють нерівність  uu ;

2) для кожного 0  існує число   10  u,  таке, що з нерівності

0 uu випливає нерівність  zz , де    ,uRz .
Наведене визначення допускає багатозначність оператора  ,uR . Через z

позначають довільний елемент із множини значень  ,uR .
Для теорії наближених методів типовою є ситу ація, коли конкретний метод

побудови наближеного розв’язку задачі залежить від деякого параметра. Це може
бути крок сітки дискретизації, номер  ітерацій  та ін. З огляду на це здебільшого
послуговуються саме такою схемою побудови регулярівного оператора. Задається
деяке сімейство операторів  ,uR , що здійснюють відображення множини U на
множину Z , при цьому будучи  залежними від деякого параметра  . Потім пара-
метр  вибирають залежно від похибки   та u :   u,  так, щоб

   zu,,uR     за 0 .
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Задачу пошуку наближеного розв’язку рівняння uAz   можна розглядати в
більш загальній постановці, коли не тільки права частина u , але й оператор A  за-
дані з похибкою. Оскільки загальні принципи побудови наближеного розв’язку
рівняння за такої постановки задачі, як правило, залишаються такими ж, що й за
точно заданого оператора A , то для простоти викладу  розглянемо тільки випа-
док точно заданого оператора.

Нижче наводимо основні наближені методи, застосовні для усунення неко-
ректності постановки оберненої задачі.

2.2. Метод квазірозв’язків

Розглянемо операторне рівняння 1 -го роду
uAz  ,                                                      (2.2)

де A – безперервний оператор, що діє з метричного простору Z  в метричний прос-
тір U  такий, що задача розв'язання рівняння (2.2) є некоректн а.

Припустимо, що для точної правої частини рівняння (2.2) u  існує єдиний
розв'язок z , що належить деякій компактній множині M . Однак елемент u  є не-
відомий, а задані наближена права частина u  й величина похибки   такі, що
умова     u,u виконується. Потрібно, уважаючи відомими u   та  , запропону-
вати спосіб побудови наближених розв'язків z , які б збігалися до точного
розв’язку z  за 0 . Розглянемо множину

    u,Az:zZ .
 Оскільки задача розв'язання рівняння (2.2) є некоректн а,  довільний елемент

цієї множини не можна розглядати  як наближен ий розв’язок. Оскільки існує апріор-
на інформація про належність точного розв’язку z компактній множині M , то ціл-
ком природно звузити  множину Z , обравши за множину розв’язків оберненої зада-
чі  її перетин  з компактом M , а саме MZZ M   . Відзначимо, що для будь-якого

0  множина MZ є  непуста, оскільки містить точний розв'язок z . Показано [12],
що елементи  множини MZ  можна розглядати як наближені розв'язки рівняння (2.2).
Теорема 2.2.1. За 0

  0


z,zsup
MZz

.                                     (2.3)

У випадку, коли задача розв'язання рівняння (2.2) некоректна, природно
спробувати так змінити поняття розв’язку, щоб за певних умов задача його знахо-
дження була коректною.

Зважаючи на це В.К. Іванов увів поняття «квазірозв’язок». Нехай у рівнянні
(2.2) A – безперервний оператор, що діє з лінійного нормованого про стору Z  в
лінійний нормований простір U , і M – компактна множина в просторі Z .
Визначення. Квазірозв’язком рівняння (2.2) назива ють елемент Kz , який мінімізує
похибку uAz   на множині M
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uAzinfargz
Mz

K 


.              (2.4)

Із визначення квазірозв’язку випливає, що він існує для кожного Uu . Дій-
сно, оскільки оператор A  є безперервний, то похибка uAz  – є  безперервний
функціонал, що досягає своєї нижньої грані на компакт ній множині M . Якщо

AMu , то квазірозв’язок Kz  збігається до точного розв'язка, тому що в цьому
випадку 0 uAzK .

Можна показати, що у разі виконання певних умов квазірозв’язок рівняння (2.2)
існує, є єдиний та безперервно залежить від правої частини u  [1]. Тоді можна сфор-
мулювати теорему [4].
Теорема 2.2.2. Нехай A – лінійний безперервний оператор, що відображає ліні й-
ний нормований простір Z  у гільбертовий простір U  та є такий, що рівняння

0Az  має тільки нульовий розв'язок, а множина M – опукла компактна мно-
жина у просторі Z . Тоді для будь-якого елемента Uu  квазірозв’язок рівняння
(2.2) існує,  є єдиний та безперервно залежить від правої частини u .

Розглянемо питання про застосування методу квазірозв’язків для
розв’язання рівняння (2.2) з правою частиною, яка задана наближено [12]. Нехай
A – безперервний оператор, що відображає лінійний нормований простір Z  у ліній-
ний нормований простір U . Для точної правої частини u  рівняння (2.2) має єдиний
розв'язок z , що належить компактній множині M . Припустимо, що елемент u  неві-
домий, натомість задано елемент u . Позначимо через 

kZ  множину квазірозв’язків
рівняння (2.2) на компактній множині M , яка відповідає елемента u .
Теорема 2.2.3. Якщо 0 uu , то 0

zzsup
kZ

.

Теореми 2.2.1 та 2.2.3 є основою для побудови стійких методів розв’язання
багатьох обернених задач. Дуже часто, послуговуючись апріорною інформацією
про розв'язок задачі, можна зробити виснов ок про його належність до деякої
компактної множини M . Потім задача пошуку наближеного розв’язку рівняння
зводиться до задачі мінімізації функціонала-похибки uAz  на множині M .
При цьому, як це випливає з теореми 2.2.1, якщо величин а похибки  задана, то
процес мінімізації можна закінчити, як тільки буде знайдений елемент z  такий,
що виконується умова  uAz .  Якщо ж величина  невідома, то потрібно
проводити процес мінімізації функціонала до кінця, щоб знайти квазірозв’язок
оберненої задачі.

2.3. Метод регуляризації на компактних множинах

Зупинимося ще на одному моменті, пов'язаному з розв'язанням рівняння
(2.2), припускаючи, що існує апріорна інформація про належність точного
розв’язку компактній множині M . Це припущення необтяжливе, оскільки, навіть
не володіючи будь-якою кількісною інформацією про точний розв'язок, ми, як
правило, можемо вибрати настільки великий компакт M , що він міститиме точ-
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ний розв'язок. Наприклад, розв’язуючи задачу в просторі безперервних фун кцій
 b,aCZ   і припускаючи, що точний розв'язок належить до цього класу
 b,aCz 1 , за компакт M можна взяти замикання множини функцій  xz  таких,

що
  1cxz  ,   2cxz  ,  b,ax .

Відтак, не володіючи певною кількісною інформацією про  розв’язок  xz , мож
на припустити, що, взявши значення 1c  й 2c  досить великими, матимемо, що Mz  .
З теоретичного погляду на основі теорем 2.2.1, 2.2.3 проблема стійкого розв’язку з а-
дачі із приблизно заданою правою частиною вважатиметься розв’язаною. Однак слід
зазначити, що теореми 2.2.1 і 2.2.3 мають асимптотичний характер, тобто вони дово-
дять, що множина наближених розв'язків збігається  до розв’язку z  за виконання
умови 0 uu . У той же час на практиці ми стикаємося з необхідністю
розв’язувати  задачу з конкретним значенням u . При цьому,  якщо компактна мно-
жина M  є «дуже велика», множина наближених розв'язків MZ також може бути ве-
ликою й містити елементи, далекі від розв’язку z . Так само у разі великого розміру
компакту M  квазірозв’язок для даного u  може бути досить далеким від точного
розв’язку z .

Таким чином, точність методів, заснованих на використанні апріорної інфо р-
мації про належність точного розв’язку компактній множині M , суттєво залежить
від вигляду множини M .

Наведемо критерій компактності множини, яким найбільш часто послуго-
вуються під час  практичного застосування.
Критерій Арцела [12]. Множина  b,aCM   компактна, якщо функції з M  рів-
номірно обмежені та рівноступенево безперервні.

Розглянемо типові для практики розв’язання обернених задач способи в и-
бору компактної множини M :

1) M – обмежена множина у просторі nR . Така ситуація зустрічається, коли
вихідне операторне рівняння мож на побудувати із застосуванням скінченного чис
ла параметрів, тобто задача формулюється як задача пошуку розв’язку в д еякому
функціональному просторі, а  метод квазірозв’язків буде аналогом мето ду най-
менших квадратів;

2) у ряді обернених задач апріорною інформацією слугує інформація про
характер поведінки функції, що описує шуканий розв’язок, як-от:

а) додатність; б) монотонність; в) опуклість.
Зазначимо, що наведені нижче приклади множин є компактні в  b,aL2 :
1) CM  – множина обмежених монотонно незростаючих функцій

          12122 0 xx,xuxu,cxu|b,aLxuM C  ,   (2.5)
відповідно до теореми [9] CM   компактна в  b,aL2 ;

2)


CM – множина обмежених опуклих догори функцій
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xuxuuxu,cxub,aLxuMC ; (2.6)

3) CM 


– множина обмежених незростаючих опуклих догори функцій:

             






 








 




1212
2121

2 22
0 xx,xuxu,xuxuuxu,Cxu|b,aLxuMC .  (2.7)

 Для відшукання квазірозв’язків на компактних множинах зазвичай застос о-
вують процедуру дискретизації, техніка якої має свою специфіку. Фактично для
побудови наближеного розв’язку дос татньо навчитися будувати послідовність
елементів,  яка мінімізує функціонал -нев'язку  u,AzU  на множині M . Про спо-
соби дискретизації та зведення задач до скінченно вимірних мова йтиме в наступ-
них параграфах.

2.4. Метод регуляризації  Тихонова

Метод регуляризації А.М. Тихонова [12] широко застосову ють для
розв’язання лінійних і нелінійних операторних рівнянь типу (2.2).

Розглянемо застосування цього методу для задачі розв’язання операторного
рівняння (2.2), в якому A – лінійний цілком безперервний оператор, що здійснює
відображення Z  в U  ( Z  і U – сепарабельні гільбертові простори). Оскільки опе-
ратор A  цілком безперервний,  задача розв’язання рівняння (2.2) є некоректн а.

Припустимо, що для точної правої частини u  рівняння (2.2) має єдиний роз-
в'язок z . Однак, оскільки елемент u  є невідомий, натомість задані наближена
права частина u  й величина похибки :  uu , потрібно, за відомими u  й
, побудувати наближений розв'язок рівняння (2.2) – z , який би збігався  до точ-
ного розв’язку z  за 0 .

Розглянемо функціонал
  22 zuAzzM  , (2.8)

де  – додатний параметр. Наявні та доведені такі теореми [Там само].
Теорема 2.4.1. Для будь-яких Uu  та 0  функціонал  zM   сягає своєї ниж-
ньої грані на єдиному елементі.
Теорема 2.4.2. Якщо   0  за 0 ,   0  і   02   за 0 , то

  0 zz  за 0 .
Таким чином, за узгодження швидкості збіжності до нуля параметра рег у-

ляризації    з величиною похибки  наближений розв'язок  n
z  збігатиметься

до точного розв’язку z  за 0 . Оскільки розв’язуючи практичні задачі дово-
диться шукати наближений розв’язок за  конкретної величини похибки , то важ-
ливо вказати і спосіб вибору   за заданої величини , який би забезпечував
збіжність послідовності елементів  n

z   до  точного розв’язку z за 0 . Можна
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показати [Там само], що параметр регуляризації    можна однозначно визначи-
ти як корінь рівняння

  uẑA ,
де ẑ – елемент, на якому досягається точна нижня грань функціонала:

22 zuAz),z(   .

2.5. Метод похибки

Розглянемо задачу розв’язання рівняння (2.2) [ 4], де A – безперервний опе-
ратор, що здійснює відображення Z  в U  ( Z , U – лінійні нормовані простори).
Припустимо, що не існує безперервної  залежності z  від u , тому задача
розв’язання рівняння (2.2) є некоректно поставлен а. Зазначимо, що лінійність
оператора A  не передбачається.

Нехай для точної правої частини u  існує єдиний розв'язок рівняння (2.2) –
z , причому fVz  , де V – лінійний, цілком безперервний, взаємно однозначний
оператор, що відображає сепарабельний гільбертовий простір F у простір Z , а

0f . Потрібно знайти наближений розв'язок рівняння (2.2) за умови, що точна
права частина u  невідома, а задані u  й  такі, що виконується умова  uu .

Розглянемо в просторі Z  множину елементів
   uAVf;Ff,VfzZ .       (2.9)

З урахуванням визначення цієї множини для кожного елемента  Zz вико-
нується нерівність  uAz . Однак, оскільки задача розв’язання рівняння (2.2)
є некоректна,  довільний елемент множини Z  не можна розглядати як наближ е-
ний розв’язок рівняння (2.2). Метод похибки, заснований на виділенні із множ ини
Z  елементів, що мають мінімальну норму, забезпечує збіж ність наближених роз-

в'язків до точного [Там само].
Позначимо через F  множину елементів простору F  таких, що

 uAVf . Зауважимо, що для будь-якого 0  множина F  є непуста, тому
що їй належить елемент f .
Теорема 2.5.1. Для кожного 0  у  множині F  існує елемент, що має мінімал ь-
ну норму.

Розглянемо множину F , що складається з елементів множини F , на яких
досягається мінімум f  на множині F . З теореми 2.5.1 випливає, що множина

F  є непуста.
Теорема 2.5.2. У випадку 0 0

 zzsup FVz , тобто елементи множини

FV  можна розглядати як наближені розв'язки рівняння (2.2).
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2.6. Ітераційний метод розв’язання  рівнянь

Ітераційні методи застосовують для розв’яз ування численного класу різних
задач. Їх також можна застосовувати для розв’язання операторних рівнянь (2.2) із
приблизно заданою правою частиною, однак при цьому необхідно враховувати
специфіку цих рівнянь, обумовлену їх некоректністю.

Нехай A – лінійний, цілком безперервний оператор, що ві дображає простір
Z  в U  ( Z , U – сепарабельні гільбертові простори). Припустимо, що для точної
правої частини u  рівняння uAz  має єдиний розв'язок z , але елемент u  невідо-
мий,  наближена права частина u  й величина похибки  задані так, що викону-
ється умова  uu .

Розглянемо ітераційний процес

 11   n
**

nn AzAuAzz , ,...,,n 21         (2.10)
де uAz *0 ; *A – оператор, спряжений з оператором A ,  – додатний числовий
параметр.

Покажемо, застосовуючи метод математичної індукції, що ел емент nz ,
знайдений на n -му кроці ітераційного процесу (2.10), може бути зображений у
вигляді uRz nn  , де оператор R  визначають у такий спосіб:

 



n

i

*i*
n AAAER

0
,         (2.11)

де E – одиничний оператор. Дійсно, за 1n  з (2.10) маємо
    uRuAAAEuAzAAEuAz *****

101  .
Нехай uRz nn  . Тоді з (2.10) випливає, що

     





n

i

*i**
n

**
n uAAAEuAuRAAEuAz

0

1
1

 





1

0
1

n

i
n

*i** uRuAAAEuA .

 Таким чином, запис uRz nn  є справедливий для будь-якого числа кроків
n  ітераційного процесу (2.10)  і еквівалентн ий застосуванню до елемента u  опе-
ратора nR , описаного формулою (2.11).

2.7. Проекційний метод розв’язання рівнянь

Проекційні методи наближеного розв’язання різних задач засновані на тому,
що наближений розв'язок шука ють у вигляді скінченновимірної лінійної комбіна-
ції функцій з деякої системи функцій. Застосовуючи проекційні методи для
розв’язання операторних рівнянь типу (2.2) із цілком безперервним операт ором,
необхідно накладати суттєво більш жорсткі обмеження на властивості функцій
системи, за допомогою якої будують наближений розв'язок. Суттєвою для відшу-
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кання наближеного розв’язку є також наявність апріорної інформації про точний
розв'язок [4].

Нехай A – лінійний безперервний оператор, що здійснює відображення з
простору Z у простір U  ( Z , U – сепарабельні гільбертові простори), такий, що
рівняння 0Az  має тільки нульовий розв'язок. Припустимо, що для точної правої
частини u  існує розв'язок z  рівняння

uAz  ,                     (2.12)
який може бути зображений у такій спосіб:





N

i
iiz

1
, 0N ,                (2.13)

де i – заздалегідь відома система лінійно незалежних функцій у просторі Z . У
формулі (2.13) невідомими є число доданків N  у сумі  та  коефіцієнти i . Точний
розв’язок z рівняння (2.12) у вигляді (2.13) являє собою існуючу апріорну інфо р-
мацію про точний розв'язок z .

Розглянемо метод наближеного розв’язання рівняння (2.12) з неточно з ада-
ною правою частиною, тобто у разі, коли елемент u  є невідомий, а задані u  та 

такі, що виконується умова  uu . Визначимо для 1n систему множин









 





n

i
iin quAzczZ

1
, (2.14)

де ic – дійсні числа; q – задана стала, 1q . Позначимо через  n додатне ціле
число таке, що   OZ n 

1 , OZn  , де O – пуста множина. Тоді справедливою є
Теорема 2.7.1. [Там само] Існує 00   таке, що   Nn   для 00 

 

0



zzsup
nZz

за 0 .

Збіжність наближених розв'язків буде мати місце тільки у разі спеціального
вибору системи функцій  i .

Припустимо, що uzA  , але u  невідоме, а задані u  та   такі, що
 uu . Оскільки оператор AA*  є цілком безперервний, самоспряжений та

додатний, то за теоремою  Гільберта-Шмідта існує ортонормований базис власних
елементів оператора  i* AA  , ii

* AA  , 0 i , ,...,i 21 .
Визначимо множини наближених розв'язків  


nZ  відповідно до (2.13) та

(2.14), взявши за базисні функції i – базис власних елементів оператора AA* , а
сталу 1q . Тоді для будь-якої похибки 0  множини 

nZ за досить великого
значення n  є непусті, і номер  n , визначений умовою (2.14), і снує.
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Теорема 2.7.2. [Там само] Якщо базис власних елементів оператора AA*  упоряд-
кований за незростанням власних значень, то у разі 0

 

0



zzsup
nZz

.

2.8. Метод усічених сингулярних розкладань

Одним із ефективних методів побудови регуляр івного оператора є метод
усікання сингулярних розкладань [7 ], тісно пов'язаний з ортогональними розкл а-
даннями, а саме з рядами Фур'є.

Сингулярним розкладанням оператора A : FU   називають його зобра-
ження у вигляді

 





1k
kkk fu,uAu ,                                             (2.15)

де  ku ,  kf – нормовані ортогональні системи функцій у просторах U  і F  від-
повідно, а величини k  називають сингулярними числами оператора A .

Будемо вважати, що послідовність  k  є обмежена. Тоді оператор A  являє
собою безперервний лінійний оператор , що здійснює відображення з простору U у
простір F , зі спряженим оператором

  k
k

kk
* uf,ffA 






1
,

а оператори

 





1

2

k
kkk

* uu,uAuA ,

  k
k

kk
* ff,ffAA 






1

2           (2.16)

є самоспряжені у просторах U  і F  відповідно. Спектр оператора AAB * містить
власні значення 2

k , яким відповідають власні елементи ku і, можливо, власне зна-
чення 0 , кратність якого може бути як скінченною, так і нескінченною. Те ж саме
справедливо і для оператора AA*  із власними елементами kf . При цьому власні
елементи пов'язані співвідношеннями

kkk
* ufA  ,

kkk fAu  .  (2.17)
Правильне і обернене твердження, якщо  kf ,  ku – нормовані системи

власних елементів операторів AA*  та *AA , що задовольняють співвідноше ння
(2.16), то оператор A  допускає зображення (2.15). Зокрема, компактні (цілком
безперервні) оператори завжди припуск ають сингулярне розкладання, причому
для них 0k , k . Має місце така теорема.
Теорема 2.8.1. Якщо оператор A  припускає сингулярне розкладання (2.15), то
оператор, що замінює обернений, буду ють за правилом
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 




 
1

1

k
kkk uf,ffA . (2.18)

З огляду на теорему 2.8.1. оператор A  є необмежений у тому й тільки в
тому випадку, коли 0k . За таких умов оператор A  можна регуляризувати за
допомогою усіченого сингулярного розкладання, якщо зберегти скінченне чи сло
членів ряду в зображенні (2.18) і відкинути зростаючі доданки:

 





1

1

k
kkk uf,fRfu .                                    (2.19)

Очевидно, що параметром регуляризації служить число N , яке вибирають
виходячи з апріорної інформації про похибку  .

Аналізуючи структуру сингулярного розкладання, можна зрозуміти прир оду
некоректності. Нехай f  апроксимує f , тобто   Fff . Якщо відомо тільки

f , то для коефіцієнтів розкладання Rf  з теореми 2.8.1 можна одержати оці нку

    111 


  kkkkk f,ff,f ,

з якої зрозуміло, що внесок доданків ku  у розкладання fA  для малих k  (прак-
тично за k ) не можна обчислити з прийнятною точністю. Таким чином, якщо
відомі сингулярні числа й відповідні їм власні  елементи оператора, то можна ви-
значитися, які компоненти розв’язку рівняння (2.15) можна обчислити за набли-
женням елемента f , а які – неможливо. На жаль, обчислення або знаходже ння
асимптотик сингулярних чисел операторів і числове до слідження їх залежностей
від параметрів некоректної задачі є досить складн а проблема, хоча для деяких за-
дач можна побудувати їх явні зображення (особливо у випадку самоспряж ених
операторів).

Зазначимо, що число доданків N , яке необхідно вибрати у представленні
(2.19), визначають із критерію похибки [4] у такій спосіб:

   fAu:NmaxN .
Слід  зауважити, що процедура мінімізації стабілізуючого функціонала

А.М. Тихонова за наявності сингулярного розкладання приводить до розв’язку
(2.18) такого вигляду:

  kk
k k

k uf,fu 




 





1

2 ,

причому параметр регуляризації 0  повинен узгоджуватися з похибкою  вхі-
дної інформації  відповідно до теореми 2.8.1 , а крім того, його можна обрати з
критерію похибки.
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3. МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕКОРЕКТНИХ ЗАДАЧ

3.1. Методи оптимізації

Однією з головних проблем п ід час розв’язання некоректних задач за допо-
могою викладених вище способів усунення некоректності є задача відшукання
мінімуму функціонала-похибки

    2fAuuJf,Auu  , Ff  , Uu .       (3.1)

Для розв’язання цієї  проблеми застосовують різні ітераційні процедури [3].
Існує кілька способів прямого знаходження мінімуму функціонала (3.1). При

цьому ітераційний процес побудови розв’язку некоректної задачі має таку характер-
ну  властивість поведінки: початкові ітерації добре наближаються до точного розв' яз
ку, однак починаючи з деякої ітерації характерн ою стає наявність суттєвих коливань,
а ітераційний процес починає набувати розбіжний характер. Це обумовлено тією о б-
ставиною, що у разі існування незамкненого образу оператора  AR  та розв’язку рі-
вняння (2.2), що є єдиний, не всяка послідовність, яка мінімізує функціонал (3.1),  бу-
де збіжною, оскільки обернений оператор 1A  є необмежений. Виникає проблема:
на якій ітерації слід призупинити ітераційний процес, щоб уникнути його розбіжно с-
ті? Для з'ясування цього питання розглянемо основні типи ітераці йних процесів для
квадратичного функціонала (3.1).

Важливу роль під час побудови ітераційних алгоритмів відіграє похідна функ-
ціонала за Фреше  uJ   [1], яка для лінійного оператора А має вигляд

   fAuAuJ *  2 .                                        (3.2)
Серію ітераційних методів звичайно будую ть за таким правилом:

 nnnn uJuu 1 , ,...,,n 21                            (3.3)
де параметр n вибирають залежно від типу ітераційної схеми.

Слід зазначити, що градієнтні мет оди вигляду (3.3) також прийнятні для
ідентифікації векторної, функціонально-векторної або скалярної невідомої Uu ,
однак похибка отриманого розв’язку суттєво залежить від вибору початкового
наближення.

Для отримання  1n -го наближення 1nu  до розв’язку u  задачі
fAu  , Uu , Ff                 (3.4)

за допомогою ітераційного процесу (3.3) найбільш часто застосовують три методи
вибору коефіцієнта n  та  напрямку спуску np . Ці методи ґрунтуються на  мінімі-

зації функціонала 2
1 uun   й функціонала-похибки (3.1) у просторі U , де

FU:A  – лінійний, безперервний оператор, що диференціюється за Фреше;
U , F – гільбертові простори [Там само].
1. Метод  мінімальних похибок. Послуговуючись цим методом за напрям спуску
вибирають

nun J  , де
nuJ  –  градієнт функціонала (3.1) за nuu  . Крок спуску

n на кожній ітерації отримують з умови мінімуму фун кціонала
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  22222
1 2

nnn .un.unnn.unnn JJ,uuuuuJuuu  . (3.5)
Мінімум цього функціонала по n  досягається за

2

2

nu

n
n

J

e


 , (3.6)

де fAue nn  .
Для отримання наближення 1nu  вираз (3.3) з урахуванням (3.6) набуває вигляду:

nunnn Juu 1 , ,...,n 21  .   (3.7)
2. Методу найшвидшого спуску . Послуговуючись цим методом за напрям спу ску
беруть

nun J  , де
nuJ  –  градієнт функціонала (3.1) за nuu  . Крок спуску n на

кожній ітерації добирають з умови мінімуму функціонала

  2222
1 2

nn ununnnn JAJ,fAufAufAu  .   (3.8)
Мінімум цього функціонала по n  досягається за умови

2

2

n

n

u

u
n

JA

J




 .   (3.9)

Для отримання  1n -го наближення 1nu (3.3) до  розв’язку u з урахуван-
ням (3.9) на основі мінімізації функціонала (3.1) вираз (3.3) набуває в игляду

n

n

n
u
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u
nn J

JA

J
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 2

2

1  .

3. Метод спряжених градієнтів . Напрямом спуску в даному методі вибирають

1 nnun n
J , де 00  , 2

2

1





n

n

u

u
n

J

J
;

nuJ  –  градієнт функціонала (3.1) за

nuu  . Крок спуску n на кожній ітерації вибирають у вигляді 2

2

n

nu
n

A

,J
n




 .

Перелічені методи мають лінійну швидкість збіжності [ 1] для задач із без-
перервним оберненим  оператором. Більш високу (надлінійну) швидкість зб іжно-
сті в таких задачах має метод спряжених градієнтів [ Там само].

Тепер замість точної задачі (2.2) розглянемо наближену:
 fuAh , Uu , Ff  ,  ff ,

причому наближений оператор FU:Ah  – лінійний безперервний оператор з
деякого сімейства апроксимуючих операторів, що задовольняє умов у

hAA h  .
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У наведеному випадку послідовність наближень u  може досить сильно
відрізнятися від точного  розв’язку задачі (2.2). Однак  за досить малих похибок

 h,  перші наближення в градієнтних методах мало відрізняються від відп о-
відних наближень за точних вихідних даних. З і зростанням номера ітерації на-
ближення можуть досить сильно відрізнятися від розв'язків. Метод ітераційної р е-
гуляризації полягає в тому, щоб за наявною апріорною інформацією про похибку
вхідних даних  вибрати деяке наближення, близьке до точного розв’язку; зокр е-
ма, тут номер ітерації є параметром регуляризації. Має місце така теорема [Там
само].
Теорема 3.1.1. Методи 1 – 3 породжують регуляризуюче  сімейство опер аторів,
у яких номер ітерації є параметром регуляризації. При цьому регуляр івне набли-
ження збігається до нормального  розв’язку рівняння (2.2) відносно початкового
наближення за збіжності похибки у вихідних даних до нуля  0 .

Теорема 3.1.1 констатує необхідність принципового вибору кількості ітера-
цій  N , за якого наближення  nu стають стійкими до похибок вихідних да-
них, однак не забезпечує конструктивного способу вибору. На практиці один із
можливих способів вибору числа  N  полягає у виконанні умови узгодження
значень величин N  та  0uhH , де 0u – нормальний розв'язок рівняння
(2.2).

Критерій вибору  N  формулюється в такий спосіб:
  H

n
n:nminN  ,

де  n – деякий функціонал, що залежить від конкретного обр аного ітераційного

методу; наприклад, для методу найшвидшого спуску –  
2
nen 

У випадку конкретної реалізації у виразі для ne  можна замінити 0u  на nu .

3.2. Метод обернення оператора

У загальному випадку побудувати розв'язок початково -крайової прямої за-
дачі в аналітичному вигляді, а потім задовольнити  додатков у умову uAz  не-
можливо.  Для операторів прямої задачі з постійними коефіцієнтами можна здій с-
нити  цю процедуру, послуговуючись поняттям фундаментального розв’язку й
побудувати функції Гріна. У цьому випадку оператор можна зобразити у такій
спосіб:

     xudsszs,xKAz
b

a
  , dxc  , (3.11)

де  s,xK – функція, яка інтегрується  з квадратом. Інтегральний оператор у (3.11)
діє з простору  b,aL2  в  d,cL2 , причому він є цілком безперервни й [4]. Припус-
тимо, що для точної правої частини    d,cLxu 2  рівняння (3.11) має єдиний роз-
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в'язок    b,aLxz 2 , однак  xu  невідомий, а задана функція  xu  й величина по-
хибки   такі, що

       









  

21
2

2

/d

c
d,cL

dxxuxuuu .

Потрібно побудувати наближений розв'язок  sz  рівняння (2.2) такий,  щоб

       0
21

2

2











  

/b

a
b,aL

dzszszzz  за 0 .

Надалі будемо вважати, що для функції  xu  виконується умова    d,cLu
2

і

замикання області значень оператора A  збігається в  d,cL2 .
Для наближеного розв’язання рівняння (2.2)  будемо застосовувати метод регу-

ляризації А.М. Тихонова. Побудуємо функціонал [Там само]  у  просторі  b,aL2 :

               









 


d

c

b

a

b

a
b,aLd,cL dsszdxxudsszs,xKzuAzzM 2

2
22

22
.  (3.12)

З теореми 2.4.1 випливає, що для кожного 0  існує єдина функція  zẑ ,
на якій досягається точна нижня грань функціонала (3.12). Для побудови функції
 zẑ  можна застосовувати прямі методи мінімізації функц іонала (3.12) або ви-

значати  zẑ  з рівняння, що є необхідною умовою екстремуму. Це рівня ння в
операторному вигляді записують у такий спосіб:   uAẑAAẑ ** . Оператор

*A є спряжений до  інтегрального оператора A , діє із простору  d,cL2  в  b,aL2  і
має вигляд

   
d

c

* dxxft,xKfA , dta  .

Отже, рівняння, що являє собою необхідну умову мінімуму функціонала
(3.12), має вигляд

         dxxut,xKdsdxsẑs,xKt,xKtẑ
d

c

b

a

d

c
   ,

або

         dxxut,xKdssẑs,tKtẑ
d

c

b

a
   1 ,                 (3.13)

де ядро  s,tK1  описується формулою

     
d

c
dxs,xKt,xKs,tK1 .                      (3.14)

Функція  stK ,1  є симетричною функцією своїх аргументі в    t,sKs,tK 11  .
Рівняння (3.13) являє собою інтегральне рівняння Фредгольма 2 -го роду. Це рів-
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няння має єдиний розв'язок за  будь-якої функції    d,cLxu 2  та за будь-якого
значення параметра 0 . З теореми 2.4.2 випливає, що у разі відповідного узгод
ження значення параметра  з величиною похибки      розв'язок рівнян-
ня (3.13) буде збігатися до точного розв’язку  sz  в метриці простору  d,cL2 , як-
що похибка   буде збігатися до нуля.

У випадку заданої величини похибки   можна вибирати параметр регуляри-
зації  , спираючись на теорему 2.3.1. Рівняння для визначення параметра   має
такий вигляд:

       









 

d

c

b

a
dxxudssẑs,xK 2

2

,                     (3.15)

де  sẑ – розв'язок інтегрального рівняння (3.13). Для розв’язання неліні йного
рівняння (3.15) можна застосовувати будь-які методи визначення коренів функції
однієї змінної, наприклад ітераційні методи. При цьому на кожному кроці ітер а-
ційного процесу для обчислення значення  1 n  необхідно розв'язувати  рів-
няння (3.13) зі значенням параметра 1 n .

3.3. Метод малого параметра

Розглянемо об'єкт дослідження, стан якого в області
  21021 ,,lx,x,xx|x   ,

де l – границя області  , зображена рівнянням

   t,xfLu
t
uxc 

 , x , Tt 0 ,                             (3.16)

де   














 

 x
uxk

x
Lu

2

1
, x ,

 xuu  – функція, що описує поведінку об’єкта,  xc ,  xk – функції,  що визна-
чають модель об’єкта.

Будемо вважати, що на границі області   задані змішані крайові умови.
Нехай  22 lx,x|x   та  – частина границі області  . На гра-
ниці   задані умови першого роду , а на  – другого роду:

   t,xgt,xu  , x ,

 ,t,xq
n
u)x(k 



x , Tt 0              (3.17)

Задана також початкова умова    xuo,xu 0 , x
   *

*
* t,xut,xu  .                                       (3.18)

У   випадку розв’язування коефіцієнтних  задач невідомою виступає век-
тор-функція         Txf,xk,xcxH  , при цьому зазвичай відома область визна-
чення компонент вектор-функції  xH –       212121 fxff,kxkk,cxcc  .
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Передбачається, що
     xc~xcxc  0 ;
     xk~xkxk  0 ;                               (3.19)
     xf~xfxf  0 ,

де 1
1

12 



c

cc ; 1
1

12 



k

kk ; 1
1

12 



f

ff ,  , 0

Будемо шукати розв'язок вихідної задачі (3.16)-(3.18), ураховуючи апроксимації
(3.19), у вигляді розкладання за ступенями малого параметра  :

 2
10  ouuu .                      (3.20)

Враховуючи (3.19), (3.20) зобразимо (3.16) у такій спосіб:

      f~fuuL
t

uuc~c 



 010
10

0 ,                       (3.21)

де    
 



 







2

1

10
0 x

uuk~k
x

L , x .

Крайові (3.17) та початкові умови (3.18) матимуть вигляд
 t,xguu  10 , x ;                                  (3.22)

     t,xq
n

uuk~k 



 10
0 , x , Tt 0 ;

   xu,xu 00  .
Далі складемо крайові задачі за однакових ступенів параметра  :

 

   

 

   



























xu,xu

x,t,xq
n
uk

x,t,xgt,xu

fuL
t

uc

:

0

0
0

0

000
0

0

0

0

;  (3.23)

   

 

   

 


























































 


x,
n
uxk~

n
uk

i,
x
uxk~

x
L

x,t,xu

uL
t

uc~uL
t

uc

:

011
0

01
2

1
1

1

01
0

10
1

0

1

0

0
.  (3.24)

Для знаходження невідомих компонент вектор-функцій  Tf~,k~,c~H~   у першому
наближенні будемо застосовувати умову (1.3), з якої випливає, що
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 H~JinfargH~ H~ ,

де       dxuH~uuH~J 



2

10 .

Аналогічно відшукуємо компоненти вектор-функції H~ у подальших на-
ближеннях.

У разі розв’язання граничної задачі за невідому виступає вектор-функція
 q,gH  . При цьому передбачаємо, що області дозволених значень функцій g ,

q відомі, визначатимемо їх у такий спосіб: 21 ggg  ; 21 qqq  .
Візьмемо, що

g~gg  0 ;
q~qq  0 ;                                 (3.26)

де 0g , 0q – заздалегідь задані; 1
1

12 



g

gg ; 1
1

12 



q

qq ; 1 .

Як і раніше, уважаючи, що розв’язок може бути зображений як:

 2
10  ouuu ,

отримаємо, що рівняння (3.23), (3.24) відносно iu на ітераціях залишаються без
змін, а крайові умови набувають вигляду

  00 gt,xu  , 0
0 q

n
uk 



,

  11 qt,xu  , q~
n
uk 

 1 .                    (3.27)

Початкову умову вважатимемо заданою.
Невідому вектор-функцію  q~,g~H~   визначимо з умови (1.3)

 H~JinfargH~ H~ , *HH~  .                  (3.28)
Для ретроспективних задач за невідомої початкової умови  0,xu , але відо-

мих умов типу (3.17) у кінцевий момент часу задача стає умовно -оберненою,
оскільки за введення оберненого часу задача пере творюється на пряму задачу.
Коли задані тільки умови у середині часового інтервалу Tt 0 , то задачу
розв’язують аналогічно викладеному вище. Обиремо апроксимацію  розв’язку у
вигляді:

    u~,xu,xu *  00 ,      (3.29)

де   12 0 u,xuu  , 1
1

12 



u

uu ,  0,xu* – деяка задана початкова умова, а фун к-

цію u~ обчислимо з умови
 u~Jinfargu~ u~ , D~u~ .

При цьому застосуємо один із методів оптимізації.
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3.4. Дискретизація задачі й метод обернення різницевої схеми

 Для побудови розв’язку оберненої задачі зведемо процедуру визнач ення
невідомих функцій )x(H  до ідентифікаційної задачі, тобто здійснимо перехід від
континуальної моделі об'єкта дослідження до дискретної моделі із застосуванням
методу скінченних елементів. Дискретизація задачі припускає скінченно-
елементну апроксимацію невідомих функцій прямої і оберненої задач, дискрети-
зацію множини можливих станів об'єкта, дискретизацію функціонала оберненої
задачі [10].

Для опису невідомих функцій прямої і оберненої задач на області, зайнятій
об’єктом дослідження, уведемо сітки, невідомі функції зобразимо у вигляді век-
торів, компоненти яких є вузловими значеннями функцій задачі.

Уведемо:
– сітку прямої задачі – sX , де  ssss ,,X 321  , S,s 1 ; невідомі функції,

)H,X(u , що описують розв'язок прямої задачі, зобразимо у вигляді  векторів
 suU  ;

– сітку оберненої задачі – ,X j  де  jjjj ,,X 321  , M,j 1 (усі вузли jX вибе-
ремо з числа sX ); невідомі функції )X(H , що  описують розв'язок оберненої з а-
дачі, зобразимо у вигляді векторів  jHH  ;

– сітку для обраних точок спостереження – rX , N,r 1  (усі вузли rX виберемо
з числа sX ); функцію )X(u* , що описує результати вимірювань параметрів ст а-
ну, наведемо у вигляді вектора }U{u *

r
*  .

Для побудови розв’язку прямої задачі застосуємо метод скінченних елемен-
тів. Виконаємо регулярну тріангуляцію області 

k
kT , де kT – елемент тріан-

гуляції.
Наближений розв'язок прямої задачі знайдемо як функцію в просторі вузло-

вих параметрів, їх кількість визначає вимірність простору.
Невідомі функції на елементі запи шемо в криволінійній системі коорд инат

1 , 2 , 3 . Кожна координатна система 1 , 2 , 3  породжує свій ансамбль скін
ченних елементів. Для об'єднання скінченних елементів усіх ансамблів скориста-
ємося глобальною декартовою системою координат 1 , 2 , 3 .

Для запису локальної апроксимації функцій задачі й геометрії об'єкта ус е-
редині кожного скінченного елемента скористаємося локальною системою бари-
центричних координат 1L , 2L , 3L .

Для вектора компонентів невідомих усередині кожного скінченного елемен-
та )e(  виконуємо апроксимацію квадратичним або кубічним поліномом :

      )l()l(
v UNUIN,...,IN,INxu  21 ,             (3.30)
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де  N – матриця, що залежить від L - координат елемента; I – одинична матриця,
U – вектор вузлових значень функцій прямої задачі )H,X(u .

Після виконання процедур інтегрування співвідношень, що описують м о-
дель прямої задачі, за заданої апроксимації невідомих функцій і підсум овування
матриць елементів, отримуємо систему лінійних  алгебраїчних рівнянь для визн а-
чення вузлових значень функції )H,X(u :

RKU  ,              (3.31)
де K –  матриця системи; R – проекція вектора зовнішнього  впливу.

Виконуючи стандартні процедури обернення матриць  та розв’язання систе-
ми лінійних рівнянь (3.31) , можна обчислити значення компонент вектора U

RKU 1 .                           (3.32)
Після знаходження значень компонент вектора переміщень U  разом із за-

даним у вузлах спостережен ь вектором )X(U r
* будуємо функціонал-похибку

оберненої задачі в дискретній формі. У результаті, з урахуванням виконаної ди с-
кретизації прямої  і оберненої задач, функціонал оберненої задачі зобразимо у ви-
гляді

))X(U)H,X(U())X(U)H,X(U(J r
*

r

N

r

T
r

*
r 

1
,             (3.33)

  M
j EHH  , U)X(U r

*  , M,j 1 , N,r 1 ,
для спрощення покладемо, що EA  .
Тоді задачу знаходження невідомого вектора можна зобразити у такий спосіб:

))X(U)H,X(U())X(U)H,X(U(minargH r
*

r

N

r

T
r

*
r

HH k

 
 1

.           (3.34)

Для знаходження розв’язку оберненої задачі необхідно мінімізувати функціонал
(3.33), сформульований у багатовимірному просторі параметрів ME .

Вище було показано, що множина,  на якій відшукується розв'язок оберненої
задачі, повинна задовольняти умову компактності, тобто функція )X(H має бути
обмежена зверху й знизу разом зі своєю похідною.

Під час виконання зазначених умов, зважаючи на єдиність розв’язку обер-
неної задачі, цей розв'язок мож на знайти будь-яким методом локальної оптиміз а-
ції (див. 3.1).

3.5. Метод нейромережевої апроксимації

 Одним із способів реалізації методу регуляризац ії на компактних множинах
у комбінації з дискретизацією задачі (див. 3. 4) є нейромережева апроксимація
розв’язку оберненої задачі. У цьому випадку як вх ід нейронної мережі використо-
вують інформацію про спостереження за об'єктом, а  як вих ід – розв'язок оберне-
ної задачі. При цьому передбачається, що функція, яка описує ро зв'язок прямої
задачі )H,X(u та інформація про спостережувані значення *u  дискретизовані
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аналогічно (3.30). Тоді для двошарової нейромережі компоненти ве ктора H  та U
пов'язані співвідношенням [5]




















  

 

n

j

m

i
jljlji UfFH

1
0

1
0  ,        (3.35)

де  jHH  ; M,j 1 ;  sUU  ; S,s 1 ; j , jl – компоненти вектора парамет-
рів, що налаштовуються  в процесі реалізації а лгоритму ідентифікації вектора H
за значенням вектора U ; F , f – функції активації; m , n – число нейронів у ша-
рах.

Таке зображення можливе на основі теореми Колмогорова, з якої випливає, що
якщо функція H безперервно залежить від функції U , то її можна зобразити у ви-
гляді

    


 


12

1 1
221

n

q

k

p

p
qqk Uh...,,H , (3.36)

де функції qh – безперервні функції, а функції  2Up
q  такі, що не залежать від

вигляду функції  UH .
Далі, А.Н. Горбань [Там само] показав, що будь-яка нелінійна апроксимація

має універсальні апроксимаційні властивості: за допомогою лі нійних операцій та
каскадного об'єднання  з довільних нелінійних елементів можна отримати будь-
який необхідний результат з будь -якою попередньо заданою точністю. При цьому
доведено, що для отримання скільки завгодно точної апроксимації (а не зобра-
ження)  можна використовувати практично будь -яку одну  нелінійну функцію.

Відтак для апроксимації залежності  21 U,UH  необхідно:
1) забезпечити безперервність розв’язку H оберненої задачі від розв’язку

U  прямої задачі;
2) реалізувати вказану процедуру апроксимації, тобто обрати деякий набір

функції однієї змінної  у вигляді лінійних операцій, побудувати їх суперпоз ицію,
яка буде аргументом єдиної нелінійної фун кції.

Для забезпечення безперервної залежності функції H  від U  визначимо струк-
туру множини, до якої належить функція H :

 021  H,HHH,HH . (3.37)
Якщо є виміряні значення компонент вектора *U , то елемент множини
HH *   повинен задовольняти операторн е рівняння

  *UHU  , HH  , UU*  ,
де  HU – розв’язок прямої задачі, який обчислюють шляхом розв’язання (3.32).
Це означає, що вектор  HU  здійснює відображення елемента HH *   на елемент

UU*  . У цьому випадку елемент *H  є розв'язком оберненої задачі.
Якщо множина H , що зображена у (3.37), компактна множина, то у просторі

0W   з будь-якої послідовності    HH m   можна виділити  хоча б одну підпослідо в-
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ність    m)m(
n HH  , яка б збігалася до деякого елемента 0WH*   в нормі простору

0W .
Умова (3.37) не є достатня для означення множини H як компактної. Тому

введемо підмножини kH , для яких виконується умова

b
dU
dHa  ; bsignasign  ; HH k  . (3.38)

Тоді підмножини kH  будуть компактними, оскільки вони обмежені та м онотонні.
Оскільки оператор  HU  безперервний, то функціонал (3.33) є також безперерв-
ний, тобто якщо послідовність    k

m HH  збігається до елемента k
* HH   в нор

мі простору 0W , то числова послідовність  mJ  збігається до елемента *J . Відтак
згідно з теоремою Вейєрштрасса [12] маємо, що задача мінімізації функціонала
(3.33)  на множині kH  має щонайменше один розв'язок, та будь-яка мінімізуюча
послідовність    k

m HH  збігається до елемента *H , k
* HH  .

Тепер покажемо, що залежність функції H  від функції U  є безперервна.
Доведемо таку теорему:
Теорема 3.5.1. Якщо вектор спостережень *U  заданий, то відображення

UH k  є взаємнооднозначним.
Доведення: Розв'язок U прямої задачі (3.31) є лінійним  відносно ве ктор-функції
H . Отже, якщо обрати 1H  та 2H  такими, що 21 HH  , то завжди

)H(U)H(U **
21  . Це означає, що відображення UH k   є однозначним.

Для подальших міркувань застосуємо топологічну лему [Там само] у термі-
нах поставленої задачі.
Лема: Нехай метричний простір H  відображається на метричний про стір U , а

HH* 0 – образ компакту при цьому відображенні. Якщо відобр аження UH  є
безперервне та взаємооднозначне, то обернене відображення  множини U  на H
є також безперервне в метриці  простору U .

Звідси випливає безперервн ість залежності функцій H  від U , тобто можли-
вість апроксимації залежності  *UH  за допомогою нейронної мережі.

Таким чином, нелінійну апроксимаційну структуру (3.35) можна реалізува-
ти у вигляді нейронної мережі. Нейромереж ева структура являє собою параметри-
зовану множину моделей

    ,U,f:M * , MD ,    ,,UfH * , (3.39)
де вектор   визначає набір параметрів, що налаштовуються в мережевій моделі;

MD – підмножина простору R , на якій здійснюється пошук конкретної моделі.
Основною вимогою до модельної структури є приналежність реальної системи

 ** H,US   множині моделей M , MS  .
Моделлю *M назвемо опис  типу (3.39) за умов и конкретного завдання век-

тора *
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 *** MM:M  , M
* D . (3.40)

Таким чином, задача апроксимації (3.39) складається з побудови нел інійної
функції    ,,Uf * , де   ,U* – вектор-функція, що використовує інформ а-
цію про спостереження за об’єктом;  – вектор параметрів, що налагод жується за
відомими входами *U та виходом H системи в процесі навчання. Н авчання являє
собою відображення множини даних про стан об’єкта на множину параметрів
нейромережевої моделі ( NZ ), де  ii

N U,HZ  , N,i 1 , iH – вектори з фік-
сованими значеннями компонент; iU – відповідні до них вектори невідомих пр я-
мих задач, які обчислюють за допомогою співвідношень (3.32) ; N –  обсяг вибір-
ки, що визначає підмножину kH . Обсяг вибірки розраховують з умови, що крок

N
HHH 21   на множині  021  H,HHH,HH  повинен забезпечува-

ти різницю між двома розрахунками, яка задовольняє вимогу
      11 nnn HUHHU , 1 , (3.41)

де H – крок дискретизації, який забезпечує HHH ii  1 .
Таким чином, модель для розв’язання оберненої задачі можна реалізувати у

вигляді інверсної функціональної структури, схема якої зображена на рис. 1. Як
багатошарову нейромережу (БШН) використовують багатошаровий персептрон.
Розглянемо структурні одиниці схеми: МНМ – модуль навчання мережі ; ПЗ – ал-
горитм, що реалізує розв'язування прямої задачі; АН – алгоритм навчання нейро-
мережі;  HUUe *  – похибка;  – малий параметр.

Рис. 1. Нейромережева структура  для розв’язання оберненої задачі

Кількість вхідних і вихідних елементів у багатошаровому персептроні в и-
значається умовами задачі.

Під час побудови нейромережевої моделі основною задачею є створення
адекватної до розглянутої задачі вибірки, що навчає мережу. Повнота і достовір-
ність вибірки забезпечує можливість розв'язання оберненої задачі та якість отри-
маних результатів. Задача побудови вибірки полягає в тому, щоб , враховуючи
властивості розв’язків прямої задачі, вибрати максимально інформативні дані , які
б відповідали властивостям системи. Основними моментами на етапі створення
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вибірки є раціональний підбір кроку дискретизації області H , а також вибір точок
спостереження з врахуванням властивостей розв’язків сформульованої прямої за-
дачі.

Навчання мережі (3.35), тобто налашт ування параметрів j , відбувається із
застосуванням, наприклад, методу оберненого поширення помилки або іншого
градієнтного методу. Налаштована мережа являє собою програмний пр одукт; на
його вхід подається вектор значень спостережуваних параметрів *U , на виході
отримуємо  вектор параметрів H , який характеризує властивості спостережуваної
системи.

3.6. Метод квазіобернення

Розглянемо таку пряму задачу. Нехай D – скінченна область точок
 nx,...,x,xx 21 n - вимірного евклідова простору nR , обмежена гладкою або кус-

ково-гладкою поверхнею S , t – час. На області D задана безперервна функція
 x . Пряма задача полягає у знаходженні в області  0 t,DxG розв’язку

рівняння

0

 u

t
u ,

що задовольняє крайову
  0t,xu  за Sx

і початкову умови
   x,xu 0 ,

де 
 



n

k kx
uu

1
2

2
.

Відомо, що розв'язок такої задачі  t,xuu  існує. Кожній функції   Cx 
відповідає розв'язок задачі, який позначимо  ;t,xu .

Обернена задача полягає у знаходженні функції  x  за відомою функцією
 ;t,xu . У реальних задачах функці ю  ;t,xu зазвичай отримують як результат

вимірювань і отже, вона відома приблизно. Будемо вважати, що   2L;t,xu  . Та-
ка функція може й не відповідати ніякій «початковій» функції  x . Таким чином,
у класі функцій C може і не існувати розв’язку оберненої задачі . Тому будемо
розглядати задачу знаходження деякого узагальненого розв’язку оберненої з адачі.

Нехай задані число 0T  та функція  x  в області D ,   2Lx  . На функ-
ціях  x  класу C  визначено функціонал

      dxx;t,xuf
D

2
  .           (3.42)

Узагальненим розв'язком оберненої задачі будемо  називати функцію  x ,
на якій досягається точна нижня границя функціонала (3.42)
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 


finff
C

0 .

Слід зазначити, що «природний» підхід до розв’язання цієї задачі полягає у
такому виборі функції  x , щоб виповнювалась умова   0f .

Для цього досить знайти розв'язок прямої задачі

0

 u

t
u ;

  0t,xu  для Sx , Tt 0 ;
   xT,xu 

і покласти    0,xux  . Але така задача за заданої  функції  x  з 2L , узагалі ка-
жучи, не має розв'язків і , крім того, нестійка до малих змін функції  x .

На деякому класі узагальнених функцій  x 00 f . Тому розглянемо зада-
чу знаходження наближеного значення 0f  із заданим рівнем похибки.

 Для заданого числа 0  знайдемо функцію  x , на якій   f . Саме
ця задача розв’язується  методом квазіобернення.

Ідея методу квазіобернення полягає в тому, що замість оператора теплопр о-
відності  t  використовують «близький» до нього оператор B , для якого
задача з оберненням відліку ч асу

0uB , Dx , Tt  , 0 ;
   xT,xu  ;
  0 t,xu  для Sx , Tt 

є стійка.
Розв'язавши цю задачу, уважають    0,xux  . Звичайно за оператор B

беруть оператор 2


t

і розв’язують пряму задачу

02 




 uu
t

u , Dx , Tt  , 0 ;

   xT,xu  ;
  0 t,xu  для Sx , Tt 0 ;

0 u  для Sx , Tt 0 .
Потім покладають, що

   0,xux  .
 Слід зазначити, що u  не збігається  у звичайному сенсі за 0 .
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4. РОЗВ'ЯЗАННЯ ДЕЯКИХ ОБЕРНЕНИХ ЗАДАЧ

4.1. Коефіцієнтні обернені задачі

Розглянемо жорстко закріплений на кінці 0x  пружний стрижень довжини
l , в якому збуджуються коливання за допомогою сили, прикладеної до торця
стрижня lx   (рис. 2) [3]. Будемо вважати, що модуль пружності  xEE  , густи-
на  x , площа поперечного перерізу  xFF  є функціями координати x .

Рис. 2. Стрижнева система за динамічного  стискання

Рівняння руху для неоднорідного стрижня має такий вигляд:

        2

2

t
uxFx

x
uxFxE

x 














 ,                             (4.1)

а крайові умови можна зобразити у вигляді

  00 t,u ,      
 lF
tpt,l

x
ulE 

 . (4.2)

Далі будемо розглядати задачі про коливання стрижню, що встановилися,
покладаючи, що   tipetp    і

    tiexut,xu  ,
де  – частота коливань. Припустимо, що є додаткова інформація про ро зв'язок

    f,lu ,  21  , .                                   (4.3)
Тоді маємо такі постановки обернених задач:
1) F – стала; за відомою  x  знайти  xE  з умови (4.3);
2) F – стала; за відомою  xE  знайти  x  з умови (4.3);
3) E ,  – сталі;  xF невідома, її визначають з умови (4.3).
Розглянемо детально ці задачі на прикладі першої, оскільки схеми їх досл ід

ження ідентичні. В основу аналізу покладемо метод малого параметра.

4.1.1. Задача про визначення модуля пружності  xE

Розглянемо випадок, коли  x  та  xF  постійні [Там само]. Рівняння коли-
вань (4.1) і крайові умови (4.2) мають такий вигляд:
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00
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                                            (4.4)

Будемо знаходити невідому  xE , послуговуючись додатковою інформаці-
єю про розв’язок

    f,lu ,  21  , .                                        (4.5)
Припустимо, що

   xEExE 10  ,
 

1
0

1 
E

xE
max .                         (4.6)

Позначимо
0

2
2

E
k 

 ,  21 k,kk – хвильове число, та зобразимо відношення

   x
E

xE
1

0
.

Слід зазначити, що в задачі (4.4)  xE – довільна кусково-безперервна функ
ція, однак побудувати аналітичний розв'язок прямої задачі (4.4) з довільним зак о-
ном змінювання модуля пружності, взагалі кажучи, не можна. Будемо знаходити
її розв'язок у вигляді розкладання за ступенями  , враховуючи зображення (4.6):

 2
10  ouuu                                             (4.7)

Зобразимо систему (4.4), враховуючи зображення (4.7) :

       01 10
2

10 





 






 uukuu

x
x

x
;

  0010  xuu ;                                                (4.8)

  *lx puu
x





10 ;
0

0

E
pp*  .

Далі побудуємо крайові задачі за  однакових ступенів параметра  , аналогічно
тому, як це було зроблено в (3.23), (3.24):
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1 00
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.       (4.9)

Задача (4.9)  за 0  має постійні коефіцієнти, її розв'язок  легко побудувати
у  вигляді
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kxcosBkxsinAu 0 .
Значення коефіцієнтів можна отримати із крайових умов

klcosk
pA * , 0B ,

тоді вираз для 0u матиме такий вигляд:

kxsin
klcosk

pu *0 .

Далі розглянемо систему (4.9), сформульовану за 1 . Її розв'язок має вигляд
чukxcosBkxsinAu 1111  .

Щоб знайти частковий розв'язок чu1 , використаємо фундаментальний роз-
в'язок відповідного оператора [3]

 
k

xksin
xg

2


і знайдемо частковий розв'язок у вигляді згортки :

      












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
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













l

ч dR
k
xksin

dRxgu
0

1 2
,

де     










 0uR .

Задовольняючи крайові умови, обчислимо значення коефіціє нтів:
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0 00

1 22
11 ,
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1 . (4.10)

Таким чином, застосування додаткової умови (4.3) оберненої задачі привело
до такого інтегрального рівняння:

   
k

klsinklcoskfdkcos
l

2
22

0
2

0

 ,      fpkf *
1

0 ,  21 k,kk  ,     (4.11)

а обернена задача із застосуванням методу малого параметра зводиться до інте г-
рального рівняння Фредгольма 1 -го роду із гладким ядром. Це рівняння можна
розв’язати за допомогою числового методу оптимізації (див. розд. 3.1.).

Неважко бачити, що додаткові складно сті у випадку побудови оберненого
оператора рівняння (4.11) виникають на резонансних частотах, тобто за

 12
2




 nkl . В цьому випадку права частина (4.1 1) перетворюється на нуль не-

залежно від вигляду функції  kf0 . Узагалі кажучи, вона має свої точки розриву
відповідно до резонансів неоднорідного стрижня. Для забезпечення є диності
розв’язку оберненої задачі відрізок  21 k,k слід вибирати між резонансними хви-
льовими числами.
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4.1.2. Задача про визначення густини

Розглянемо задачу про визначення густини стрижня в такому вигляді [3]:
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x
uE

lx
                               (4.12)

Розв'язок задачі (4.12) будують із застосуванням методу малого параметра  в
припущенні, що

    xx  10 , де
 

 xmin
l,x


 0
0 ,   0 x .

Згідно з міркуваннями, описаними у попередньому пункті, перейдемо  до
інтегрального рівняння за допомогою скінченного перетворення Фур'є відносно
до лінеаризованої задачі:

    ,
k

klsinklcoskfdksin
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 ,  21 k,kk ,      fpkf *
1

0 .                        (4.13)

На відміну від попереднього випадку ядро  інтегрального рівняння
   ksin,kK 2

не є додатне, а лише невід’ємне, тому права частина рівняння (4.13) відрізняєт ься
від рівняння (4.11) лише знаком. Зважаючи на таку особливість ядра (воно пере-
творюється на нуль за 0  для будь-яких k ), можна передбачити, що похибка
визначення густини в околі початку координат  буде великою. Зазначимо, що  за-
дачі,  аналогічні попередньо розглянут ій, мають додаткові складності у разі обер-
нення оператора (4.13), які  виникають на резонансних частотах задачі нульового

наближення, тобто за  12
2




 nkl . В цьому випадку права частина (4 .11) пере-

творюється на нуль незалежно від функції  kf0 .

4.1.3. Задача про визначення форми поперечного переріз у стрижня

Розглянемо задачу про визначення форми поперечного переріз у  xF за ві-
домих значень густини й модуля пружності  0EE  :
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    f,lu ,  21  , .                                 (4.15)
Аналогічно попередньому, у рамках методу малого параметра задача про

визначення форми поперечного переріз у стрижня зводиться до інтегрального рі в-
няння Фредгольма 1-го роду із гладким ядром:

    
l

k
klsinklcoskfdkcos

0

2
0 2

22 ,  21 k,kk ,                     (4.16)

причому
0

2
2

E
k 

 . Для розв’язання рівняння (4.16) також необхідно скористатися

методами регуляризації [3]. Зауважимо, що праві частини рівнянь (4.11) і (4.16) збіга-
ються, а вимоги до вибору відрізка  21 k,k формулюють аналогічно п. 4.1.1.

4.2. Граничні обернені задачі

Розглянемо задачу про ідентифікацію теплового потоку у стаціонарних за-
дачах теплопровідності за відомим розв'язком [9].

За найпростішу математичну модель візьмемо одновимірне рівняння тепло-
провідності

     xfTxq
dx
dTxk

dx
d







 , lx 0                          (4.17)

за звичайних обмежень на значення його коефіцієнтів:
  0xk ,   0xq ,

де T – температура.
Пряма задача полягає у визначенні функції  xT  з рівняння (4.17) із задани-

ми коефіцієнтами  xk ,  xq , правою частиною  xf  й додатковими умовами на
границі. У найпростішому випадку нехай задані однорідні крайові умови першого
роду:

  00 T ,   0lT .                                                   (4.18)
Сформулюємо обернену задачу. Будемо вважати, що права частина  xf –

невідома функція. Для її визначення потрібно задати деяку додаткову інформацію
про самий розв'язок. Оскільки необхідно знайти функцію, яка залежить від коор-
динати x , то додаткову інформацію бажан о задати також у вигляді функції від x .
Крім того, будемо вважати, що відомим є розподіл функції температури  xT ,  де

 l,x 0 .  За відомого точного розв’язку  xT ,  l,x 0  праву частину визначають
однозначно. З рівняння (4.17) випливає, що
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     Txq
dx
dTxk

dx
dxf 






 , lx 0 .                              (4.19)

Застосування формули (4.19) припускає, наприклад, що    l,Cxf 0 , якщо
розв'язок    l,CxT 02  за    l,Cxk 01 ,    l,Cxq 0 .

Проблема полягає в тому, що вхідні дані (у наш ому випадку розв'язок  xT ,
 l,x 0 ) задані приблизно й не належать класу гладкості , зазначеному вище. Ти-

пова ситуація полягає в тому, що замість точного розв’язку  xT ,  l,x 0  відома
функція  xT ,  l,x 0 , причому  xT ,  l,Cx 0  і

       l,CxTxT 0 , (4.20)

де      
 xTmaxxT

l,xl,C 00 
 .

Задача (4.19), (4.20) є задачею обчислення значень диференціального опера-
тора. Вона належить до класу некоректних у класичному  сенсі задач, і для її
розв’язання необхідно використати регуляр івний алгоритм.

На множині функцій, що перетворюється на нуль на кінцях відрізка  l,0
(див. (4.18)), визначимо оператор D  за правилом

   Txq
dx
dTxk

dx
dDT 






 .

Тоді задачу (4.18), (4.19) за точних вхідних даних можна записати у в игляді
DTf  .                                              (4.21)

У просторі  l,L 02  оператор

mEDD *  , 2

2

l
m 

 .

Зважаючи на це, зауважимо, що 1D  існує й

E
m

D 10  .

Тепер маємо можливість від рівняння (4.21) перейти до рівняння
TAf  ,                                                     (4.22)

де 1 DAA * .
У рівнянні (4.22) права частина визначена з похибкою, замість точного зна-

чення відома T , причому рівень похибки контролюємо нерівністю
 TT ,                                                (4.23)

де

   
c

dxxTxT
0

22 .

Для отримання стійкого розв’язку задачі застосуємо метод регуляризації
А. М. Тихонова. У цьому випадку наближений розв'язок f ,    визначимо з
умови мінімуму функціонала
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   TJminfJ
Hv




  ,                                             (4.24)

де
  22 TTATTJ   .                                        (4.25)

Функціонал (4.25), з урахуванням уведених у (4.22) позначень, можна запи-
сати у вигляді

  221 TTTDTJ  


 .
Його особливість пов'язана з тим, що обчислити значення оператора D  про-

стіше, ніж побудувати для нього обернений оператор. А тому замість (4.25) буде-
мо використовувати більш загальний функціонал

  221



  TTTDTJ ,

0 * .
Покладемо DD* , тоді

  22 DTDTTTJ   ,                                (4.26)
тобто для наближеного розв’язання задачі (4.21), (4.23) застосуємо варіант методу
регуляризації А.М. Тихонова, який спирається на розв’язання варіаційної задачі
(4.24), (4.26).

Рівняння Ейлера для (4.24), (4.26) матиме вигляд
    DTfDDE * .                                        (4.27)

Для розглянутого прикладу (4.18)-(4.20) рівняння (4.27) приводить до
крайової задачі для звичайного диференціального рівняння четвертого порядку.
Розв’язок рівняння (4.27) можна оцінити за допомогою типової апріорної оцінки

 
 Tf

2
1 ,             (4.28)

яка встановлює стійкість наближеного розв’язку до малих збурень правої частини.
 За різницевого обчислення правої частини крок дискретизації h  виступає

параметром регуляризації. Його величина повинна узгоджуватися з похибкою у
вхідних даних  . Оптимальне значення кроку дискретизації залежить від пості й-
них 1M , 2M , тобто  21 M,Mhopt . Найчастіше пряме обчислення цих постійних
унеможливлено, тому в таких випадках слід орієнтуватися на використання виб о-
ру кроку дискретизації за критерієм похибки.

У випадку числового розв’язання нестійких задач дискретизація ( перехід до
скінченновимірної задачі) завжди привносить ефект регуляризац ії. Це зауваження
стосується як сіткових методів, так і проекційних методів. При цьому параме тром
дискретизації виступає вимірність задачі, яку визначають кроком дискретизації.
Можна говорити, що числові методи мають властивість саморегуляризац ії. Однак
за спроби збільшити вимірність задачі для одержання наближеного розв’язку з бі-
льшою точністю ми з деякого моменту одержу ємо все більш і більш гірші резуль-
тати – виявляється некоректність задачі. Тому потрібно  вчасно призупинити
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зменшення кроку дискретизації , обмежитися наближеним розв'язком, отриманим
за деяких оптимальних параметр ів сітки дискретизації.

Можливості регуляризації, заснованої на дискретизації задачі, досить обме-
жені. В обчислювальній практиці зазвичай вибирають іншій шлях, застосовуючи
методи, у яких регулярівні властивості мають місце для безперервної задачі. Під
час виконання дискретизації з використанням сіток з досить малим кроком, явно
не відслідковується близькість дискретної задачі до регуляризовано ї диференціа-
льної задачі. У цьому випадку додаткові регулярівні властивості, що вносить дис-
кретизація, не враховуються через їх незначний вплив. У разі, коли впливом по-
хибок апроксимації не можна нехтувати , доцільно здійснювати більш ретельне
врахування похибок. Зокрема, вибираючи параметр регуляризації його слід узго-
джувати не тільки з похибкою в завданні правої частини, але й з похибкою в за-
вданні оператора за наближеного розв’язання операторного рівняння першого р о-
ду. Вказаний підхід має назву принципу узагальненої похибки.

4.3. Обернена ретроспективна задача

Як модельні приклади таких задач розглянемо наступну початково -крайову
одновимірну задачу для рівняння теплопровідності [3 ]:

T
T

x
T








 1

2

2
,

    00 





 t,l

x
Tt,

x
T                                        (4.29)

   x,xT 0 .
Сформулюємо обернену ретроспективну задачу: необхідно знайти початко-

вий розподіл температури  x  за деякою інформацією про поле температур  xT .
При цьому будемо розрізняти дві найбільш  вживані постановки обернених задач:

1) відомим є поле температур у деякий момент часу *t
   xft,xT *  ,  l,x 0 ;

2)  відомим є поле температур у деякій точці 0x  усередині відрізка  l,0 :
   xgt,xT 0 ,  21 t,tt .

Під кутом зору здійснення спостереження за об'єктом другу постановку з а-
безпечити простіше, вимірювання температури здійснюють в одній точці, однак
порівняльний аналіз постановок задач дозволяє виявити деякі особливості рекон-
струкції початкової умови,  які є дуже важливі для постановки експерименту.

Розглянемо першу постановку. Для розв’язання оберненої задачі необхідно
знайти початковий розподіл температур  x  за наявною інформацією про поле
температур в деякий момент часу 0 *tt :

   xft,xT *  ,  l,x 0 .                                    (4.30)
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Побудуємо розв'язок прямої задачі із застосуванням методу розподілення
змінних [1]. Відповідно до запропонованого методу будемо знаходити розв'язок у
вигляді

     tTxXt,xT  .
Розділяючи змінні, одержимо співвідношення

21






const
T
T

X
X 

,

звідки
02  XX , xsinCxcosCX  21 .

Із граничних умов знаходимо
02 C , 01  lsinC ,

і, отже,

l
n

n


 ,
l
nxcosX n


 , t
nn

neCT
2 .

Задовольняючи початкові умови, визначимо

  
l

nn dcos
l

C
0

2 , ,..,,n 21   
l

d
l

C
0

0
1

Таким чином, розв'язок прямої задачі має вигл яд

      
l

dt,,xKt,x
0

,                                       (4.31)

де

  





1

221

n

t
nn

necosxcos
ll

t,,xK .                         (4.32)

Обернена задача зводиться до інтегрального рівняння Фредгольма 1 -го роду
на підставі (4.31), (4.32) у разі задоволення умови (4.30):

      
l

xfd,xKK
0

11 ,  l,x 0 ,                        (4.33)

причому
   T,,xK,xK 1 .

Слід зауважити, що ядро  ,xK1  є симетричне, а оператор 1K   самоспря-
жений у просторі  l,L 02 . Власні функції ядра дорівнюють –1, xcos n , та явля-
ють собою повну ортогональну си стему в  lL ,02 . Сингулярні числа оператора 1K

T
n

ne 
22 , ,...,,n 210

швидко зменшуються за n , оскільки
222 nc

n e , 222  Tlc .
З урахуванням оцінки
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  





1

1
221

n

Tne
ll

,xK

і збіжності ряду, розташованого в цьому виразі праворуч, ядро  ,xK1  ( за теоре-
мою Вейєрштрасса [12]) являє собою безперервну функцію, отже, 1K  є цілком
безперервний оператор, що діє з простору  l,L 02  в  l,L 02 , тому обернений опе-
ратор 1

1
K  є необмежений  і проблема розв’язання інтегрального рівняння (4.33)

потребує регуляризації.
Зазначимо, що, враховуючи ортогональність системи xcos, n1 , неважко

зобразити формальний розв'язок (4.33) у вигляді

      
l

* df,xKx
0

1 ,                 (4.34)

де

  T
n

n
n

* necosxcos
ll

,xK 



 

2

1
1

21                            (4.35)

з урахуванням того, що коефіцієнти Фур'є k  й kf  функцій  x  і  xf  відповідно
пов'язані залежністю

kkk f 2 , ,...,,k 210 .
Із (4.34), (4.35) випливає, що для збіжності ряду у (4.34), через наявність

швидкозростаючих множників Tne 2
, необхідно накласти досить жорсткі умови

на характер убування коефіці єнтів Фур'є kf . Такі умови  виконуються далеко не
для всіх функцій з  l,L 02 , навіть для тих, що мають нескінченну кількість похід-
них, і тому використовувати розв'язок рівняння (4.34) для практичних розрахунків
не можна. Така структура розв’язку відображає факт необмеженості оператора,
оберненого до 1K .

Очевидно, одним із найбільш ефективних способів побудови регуляризов а-
ного розв’язку (4.34) є метод усічених сингулярних розкладань, згідно з яким р е-
гуляризований розв'язок матиме  вигляд

     



 

N

k

l
T

nn

l

N
nxecosdcosf

l
df

l
fRx

100

221 ,            (4.36)

a число N  ( у цьому випадку – параметр регуляризації) обирають погодженим з
похибкою   вимірювання функції f   ff . Знайдемо умови, з яких його
слід визначати. Побудуємо оцінку похибки у нормі простору  l,L 02 :

     l,LNl,LNl,LN fRffRfR 000 222
  ,

причому

 NMeR
/N

n

T
N

n 







 




21

1

2 2
1

монотонно зростає зі зростанням N ,
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   NCfR l,LN  02

являє собою норму остачі ряду, який збігається, й, отже, збігається до 0 за
N .
Таким чином, похибку регуляризованого розв’язку можна оцінити в такий

спосіб:
     NCNM,Nm  ,

і за заданої похибки   завжди знайдеться елемент  *N такий, що доставляє
 ,Nmmin . Якщо необхідно побудувати розв'язок оберненої задачі з похибкою,

що не перевищує значення  , у разі похибки вхідних даних  , то порядок величи-
ни N є такий:

















  lncN 1 ,   501 .Tlc   .

Слід наголосити, що за певних співвідношень між параметрами   та   може
статися випадок, коли такого цілого числа N  не існує, тобто за заданої похибки
вхідних даних неможливо досягнути необхідної точності розв’язку.

У принципі, для розв’язання ретроспективної задачі достатньо зробити за-
міну змінних tt*  , де *t – відомий час спостереження за об'єктом, і розв'язу-
вати задачу з оберненим часом. Відповідна початково -крайова задача щодо функ-
ції

    *tu
набуде  вигляду








 v
x

v 1
2

2
;

    00 





 ,l

x
v,

x
v ;                                (4.37)

   xf,xv 0 .
 Для визначення    xt,xv *   (температури стрижня в момент часу *t ) не-

обхідно розв'язати початково -крайову задачу (4.34). Таким чином, невідому функ
цію можна отримати або з рівняння Фредгольма 1 -го роду із гладким ядром (4.32),
або у разі безпосереднього розв’язання рівняння (4.37) методом розподілення
змінних. Члени отриманого при цьому ряду, як зазначено вище, містять експоне-
нціально зростаючі співмножники, і для його збіжності потрібн о накласти дуже
жорсткі обмеження на функцію  xf , сформульовані, наприклад, у вигляді дуже
швидкого убування коефіцієнтів ряду Фур'є.
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