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Вступ

Диференцiальнi рiвняння є одним з найпотужнiших математич-
них iнструментiв для моделювання та дослiдження процесiв нав-
колишнього середовища. Сучасна теорiя звичайних диференцiаль-
них рiвнянь являє собою багаторiвневу систему знань iз розгалу-
женою внутрiшньою структурою, рiзноманiтними зв’язками з iн-
шими роздiлами математики та потужним арсеналом аналiтичних,
геометричних та чисельних методiв, багато з яких можна вiдзна-
чити як виключно кориснi з точки зору практичних застосувань.
Тому диференцiальнi рiвняння як навчальна дисциплiна, що ви-
кладається в унiверситетах, досить повно забезпечена лiтературою.
Проте бiльшiсть iснуючих посiбникiв розрахованi або на засвоєння
елементарних навичок iнтегрування та аналiзу в межах загального
курсу вищої математики для нематематичних спецiальностей, або
на глибоке i детальне вивчення в класичному рiчному курсi для
студентiв-математикiв. Тому в сучасних умовах зростаючої кiлько-
стi комп’ютерних та технiчних спецiальностей виникла необхiднiсть
пiдготувати посiбник, який був би розрахований в першу чергу на
студентiв цих спецiальностей, враховував би їх достатньо високу
математичну пiдготовку i забезпечував би засвоєння основних те-
оретичних та прикладних аспектiв навчальної дисциплiни ”Дифе-
ренцiальнi рiвняння” в межах короткого семестрового курсу. Це об-
умовило структуру посiбника, який складається з шiстнадцяти тем,
в межах кожної з яких можна видiлити теоретичну, практичну та
лабораторну частину. До кожної теми наведено короткi теоретичнi
вiдомостi, розв’язанi типовi задачi, а значна кiлькiсть вправ дає мо-
жливiсть викладачу адаптивно, виходячи з потреб та можливостей
аудиторiї, здiйснити пiдбiр завдань для проведення практичних за-
нять, самостiйних та контрольних робiт, а студентам – широкi мо-
жливостi для активної самостiйної роботи з метою вiдпрацювання
навичок застосування викладених прийомiв та алгоритмiв.
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Окремо слiд зупинитися на запропонованих у посiбнику лабо-
раторних роботах. З огляду на розвиток iнформацiйних техноло-
гiй в сучасному свiтi неможливо залишити поза увагою користь i
зручнiсть використання вiдповiдного програмного забезпечення до
дослiдження, аналiзу i прогнозування поведiнки моделей, що опи-
суються за допомогою диференцiальних рiвнянь. Завдання лабора-
торних робiт складено таким чином, щоб студенти могли застосову-
вати як сучаснi програмнi пакети для розв’язання задач обчислю-
вальної математики (такi як Octave, Maple, Mathematica, MatLab,
MathCad тощо), якi вiдомi простотою iнтерфейсу та великою бi-
блiотекою вбудованих функцiй i методiв, так i об’єктно-орiєнтовнi
мови програмування (наприклад, Python), для яких характерний
зрозумiлий синтаксис та зручнi пакети для наукових, зокрема, сим-
вольних, обчислень.

Для засвоєння матерiалу посiбника достатньо володiти такими
стандартними роздiлами математичного аналiзу, як ”Границi”, ”По-
хiдна”, ”Iнтеграл Рiмана”, ”Функцiональнi ряди”, ”Диференцiальне
числення функцiй кiлькох змiнних”, а також основами лiнiйної ал-
гебри та програмування.

Теоретичною основою даного посiбника є пiдручник ”Дифе-
ренцiальнi рiвняння” авторiв А.М. Самойленко, М.О. Перестюк,
I.О. Парасюк, навчальний посiбник ”Диференцiальнi рiвняння в за-
дачах” авторiв А.М. Самойленко, С.А. Кривошея, М.О. Перестюк
та навчальний посiбник ”Збiрник задач з диференцiальних рiвнянь”
авторiв М.О. Перестюк, М.Я. Свiщук.

Автори щиро вдячнi професору кафедри iнтегральних та дифе-
ренцiальних рiвнянь Київського нацiонального унiверситету iменi
Тараса Шевченка, доктору фiзико-математичних наук, академiку
НАН України Миколi Олексiйовичу Перестюку за постiйну пiд-
тримку, увагу та поради при пiдготовцi даного посiбника.
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1. Утворення диференцiальних рiвнянь

Перш нiж розглядати диференцiальне рiвняння як абстрактний
об’єкт, придiлимо увагу питанню утворення диференцiальних рiв-
нянь. Багато процесiв, що вiдбуваються у часi, можуть бути описанi
рiвнiстю, яка пов’язує мiж собою шукану функцiю, її похiднi та ар-
гумент, вiд якого ця функцiя залежить. Така рiвнiсть називається
диференцiальним рiвнянням.

Диференцiальне рiвняння першого порядку записується у ви-
глядi

dy

dx
= f(x, y), (1)

де y = y(x) — шукана функцiя, x — аргумент шуканої функцiї
(незалежна змiнна).

Диференцiальнi рiвняння є математичними моделями певних
процесiв, якi можуть мати рiзноманiтну природу, наприклад, гео-
метричну, фiзичну, бiологiчну, економiчну, соцiальну та iн. Одними
з найперших задач, якi зводилися до розв’язання диференцiальних
рiвнянь, були так званi оберненi задачi на дотичнi. Наведемо про-
стий приклад такої задачi.

Нехай на площинi з прямокутною декартовою системою коор-
динат Oxy потрiбно знайти криву, у кожнiй точцi якої кутовий ко-
ефiцiєнт дотичної пропорцiйний з коефiцiєнтом k ординатi точки
дотику. Позначимо через y = y(x), x ∈ R, функцiю, графiком якої
є шукана крива. Враховуючи геометричний змiст похiдної, умову
задачi можна записати у виглядi рiвностi

dy

dx
= ky, (2)

яка є одним з найпростiших, але дуже важливим диференцiальним
рiвнянням. Зокрема, рiвнянням (2) описуються найпростiша модель
чисельностi одновидової популяцiї, процес охолодження тiла за ра-
хунок теплообмiну з середовищем, процес розпаду радiоактивних
елементiв, розмiр банкiвського вкладу при неперервному нараху-
ваннi вiдсоткiв та iн.
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Розв’язками диференцiальних рiвнянь є диференцiйовнi функ-
цiї, що перетворюють рiвняння на тотожнiсть. Зокрема для рiвнян-
ня (2) безпосередньою пiдстановкою легко впевнитись, що кожна
функцiя y(x) = Cekx, де C ∈ R, задовольняє (перетворює на тотож-
нiсть) це рiвняння.

Розв’язки диференцiальних рiвнянь можуть виражатися еле-
ментарними функцiями, iнтегралами вiд них, а також неявно або
параметрично. Щоб переконатися, що розв’язок дiйсно перетворює
рiвняння на тотожнiсть, використовуємо вiдомi факти з математи-
чного аналiзу.

Приклад 1. Довести, що функцiя y(x) = ex
x∫
0

es
2
ds + Cex є

розв’язком диференцiального рiвняння y′ = ex+x2
+ y.

Розв’язання. Використовуючи правило диференцiювання добутку
двох функцiй та формулу для похiдної вiд iнтеграла зi змiнною верх-

ньою межею, знаходимо похiдну y′(x) = ex
x∫
0

es
2

ds + ex · ex2

+ Cex. Тодi,

пiдставляючи в рiвняння, переконуємось у справедливостi тотожностi:

y′ = ex
x∫
0

es
2

ds+ ex · ex
2

+ Cex = ex+x2

+ y.

Отже, вказана функцiя є розв’язком заданого рiвняння.

Кожне диференцiальне рiвняння має безлiч розв’язкiв — цiла
сiм’я функцiй задовольняє одне конкретне диференцiальне рiвнян-
ня.

Навпаки теж вiрно: маючи деяку n−параметричну сiм’ю функ-
цiй, можна знайти диференцiальне рiвняння, для якого ця сiм’я
функцiй буде розв’язком. Для цього потрiбно продиференцiювати
рiвняння сiм’ї кривих по x, вважаючи при цьому y функцiєю вiд
x, стiльки разiв, скiльки параметрiв задають сiм’ю кривих, потiм
вилучити з отриманих спiввiдношень параметри.

Приклад 2. Знайти диференцiальне рiвняння сiм’ї кривих y2 =
= 2Cx.

Розв’язання. Диференцiюємо задану неявну функцiю: 2yy′ = 2C,
звiдки C = yy′. Пiдставляємо знайдене значення C у вихiдне рiвняння i



8

отримуємо: y2 = 2xyy′ або y − 2y′x = 0. Це i є шукане диференцiальне
рiвняння заданої сiм’ї кривих.

Отже, диференцiальне рiвняння описує всi можливi еволюцiї,
якi можуть вiдбуватись у моделi. Для того щоб видiлити певну ево-
люцiю системи iз усiх, потрiбна додаткова умова. Такою умовою, як
правило, виступає стан системи у певний момент часу. Найчастiше
стан системи вiдомий на початку розгляду процесу еволюцiї. Тому
таку додаткову умову називають початковою умовою.

З точки зору диференцiального рiвняння початкова умова озна-
чає, що при певному значеннi аргумента вiдоме значення шуканої
функцiї. Записується початкова умова рiвнiстю

y(x0) = y0, (3)

де y0 — значення шуканої функцiї при значеннi аргумента x0.
Пара (1), (3) називається задачею Кошi.
Зокрема, для рiвняння (2) початкова умова (3) означає, що по-

трiбно знайти криву, яка проходить через точку (x0, y0) площини
Oxy.

Розглянемо кiлька процесiв рiзної природи, математичний опис
яких приводить до диференцiальних рiвнянь

Приклад 3. Тiло, що має в початковий момент часу темпера-
туру T0, помiстили в середовище, температура якого пiдтримується
постiйною i рiвна T1. Як буде змiнюватись з плином часу темпера-
тура тiла?

Розв’язання. Позначимо через T (t) температуру тiла в момент ча-
су t. Експериментально встановлено, що за певних спрощень швидкiсть
змiни температури тiла пропорцiйна рiзницi температур тiла i навколи-
шнього середовища. Це означає, що

dT (t)

dt
= −γ(T (t)− T1), (4)

де γ > 0 – коефiцiєнт пропорцiйностi. Знак мiнус в правiй частинi рiв-
няння вiдповiдає експериментальним даним: якщо T (t)− T1 > 0, то тем-
пература тiла зменшується i тому швидкiсть її змiни вiд’ємна, якщо ж
T (t) − T1 < 0, то температура тiла зростає, а тому швидкiсть її змiни
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додатня. Отже, процес нагрiвання (або охолодження) тiла в середовищi
зi сталою температурою моделюється рiвнянням (4), одним iз розв’язкiв
якого є функцiя T (t) = T1. Всi ж розв’язки цього рiвняння виражаю-
ться формулою T (t) = T1 + Ce−γt, C ∈ R. Враховуючи початкову умо-
ву T (0) = T0, знаходимо шукану залежнiсть температури тiла вiд часу:
T (t) = T1 + (T0 − T1)e

−γt. Функцiя T (t) зростає, якщо T0 − T1 < 0 (тiло
нагрiвається), i спадає, якщо T0 − T1 > 0 (тiло охолоджується). В обох
випадках з ростом t її значення прямує до T1.

Приклад 4. В посудину з чистою водою мiсткiстю 10 л непе-
рервно зi швидкiстю 2 л за хвилину надходить розчин, в кожному
лiтрi якого мiститься 0,3 кг солi. Розчин, що надходить в посудину,
перемiшується з водою, i сумiш витiкає з посудини з тiєю ж швид-
кiстю. Скiльки солi буде в посудинi через 5 хвилин?

Розв’язання. Вiзьмемо за незалежну змiнну час t, а за шукану функ-
цiю y(t) – кiлькiсть солi в посудинi через t хвилин пiсля початку дослiду.
Знайдемо, на яку величину змiниться кiлькiсть солi за промiжок часу вiд
момету t до моменту t+4t. За одну хвилину надходить 2 лiтри розчину, а
за 4t хвилин – 24t лiтрiв. В цих 24t лiтрах мiститься 0, 3·24t = 0, 64t кг
солi. Разом з тим за час 4t iз посудини витiкає 24t лiтрiв розчину. В мо-
мент t у всiй посудинi (10 л) мiститься y(t) кг солi, а отже, в 24t лiтрах
розчину, що витiкає, мiстилося б 0, 24t·y(t) кг солi, якщо б за час 4t вмiст
солi в посудинi не змiнювався. Але, оскiльки вiн за цей час змiнюється на
величину, нескiнченно малу при 4t→ 0, то в 24t лiтрах розчину, що ви-
тiкає, мiститься 24t · (y(t)+α(t,4t)) кг солi, де α(t,4t) → 0 при 4t→ 0.
Отже, в розчинi, що надходить за промiжок часу [t, t + 4t), мiститься
0, 64t кг солi, а в розчинi, що витiкає, мiститься 0, 24t(y(t) + α(t,4t))
кг солi. Змiна кiлькостi солi y(t +4t) − y(t) за цей час дорiвнює рiзницi
отриманих вище величин, а саме

y(t+4t)− y(t) = 0, 64t− 0, 24t · (y(t) + α(t,4t)). (5)

Роздiлимо рiвнiсть (5) на 4t i перейдемо у отриманiй рiвностi до границi
при 4t→ 0. В лiвiй частинi одержимо похiдну y′(t), а в правiй частинi –
0, 6− 0, 2y(t). Отже, маємо диференцiальне рiвняння

y′(t) = 0, 6− 0, 2y(t),
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яке описує процес змiни з часом кiлькостi солi у розчинi. Всi розв’язки
цього рiвняння задаються сiм’єю функцiй

y(t) = 3− Ce−0,2t, C ∈ R. (6)

Оскiльки в початковий момент (при t = 0) солi в посудинi не було, то
y(0) = 0 – початкова умова. Пiдставивши (6) у початкову умову, знайдемо
функцiю y(t), яка описує змiну кiлькостi солi у розчинi:

0 = y(0) = 3− C ⇒ 0 = 3− C ⇒ C = 3.

Пiдставивши отримане значення C в (6), маємо y(t) = 3− 3e−0,2t – функ-
цiю, що задає кiлькiсть солi у розчинi при заданих умовах. Порахуємо
кiлькiсть солi в посудинi через 5 хв, а саме, значення функцiї y(t) при
t = 5:

y(5) = 3− 3e−0,2·5 = 3− 3

e
≈ 1, 9 кг солi.

Приклад 5. Матерiальна точка маси m вiльно падає пiд дiєю
сили тяжiння. Нехтуючи опором повiтря, знайти закон руху точки.

Розв’язання. На вертикальнiй осi, вздовж якої падає точка, вибере-
мо точку вiдлiку O i визначимо додатнiй напрямок – вiд точки O вниз.
Положення матерiальної точки визначаються координатою y(t), що змi-
нюється з часом t уздовж вибраної осi. Точка падає пiд дiєю сили тяжiння
F = mg, де g – прискорення вiльного падiння. Враховуючи те, що приско-
рення матерiальної точки є другою похiдною по часу вiд положення цiєї
точки, яке змiнюється з часом, згiдно другого закону Ньютона (ma = F )
маємо диференцiальне рiвняння руху матерiальної точки:

m
d2y

dt2
= mg або

d2y

dt2
= g.

Iнтегруючи двiчi останнє спiввiдношення, знаходимо

dy

dt
= gt+ C1, y =

gt2

2
+ C1t+ C2, C1, C2 ∈ R. (7)

Формула (7) визначає закон руху матерiальної точки, що вiльно падає
пiд дiєю сили тяжiння без опору повiтря. Знаючи у початковий момент
часу t = 0 положення точки y0 i її швидкiсть v0, iз сукупностi функцiй (7)
виберемо ту, що описує рух точки за заданих початкових даних. Оскiльки
швидкiсть точки є першою похiдною по часу вiд положення цiєї точки,

то маємо початковi умови: y(0) = y0,
dy(0)

dt
= v0.
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Пiдставляючи (7) у вказанi початковi умови, знаходимо, що C1 = v0,
C2 = y0. Отже, шукана функцiя, що описує рух матерiальної точки з
початковим положенням y0 i початковою швидрiстю v0, має вигляд

y(t) =
gt2

2
+ v0t+ y0.

Таким чином, одержали вiдому формулу шляху, що проходить точка при
рiвноприскореному русi.

Вправи

У задачах 1–5 перевiрити, чи є заданi функцiї розв’язками вка-
заних рiвнянь (C ∈ R):
1. y = earcsin(Cx), xy′ = y tg(ln y).
2. y = etg

x
2 , y′ sinx = y ln y.

3. y = x
x∫
1

sin s

s
ds, xy′ = y + x sinx.

4. x = yeCy+1, y′ =
y

x(lnx− ln y)
.

5. x = y ln y, y′(x+ y) = y.

6. Довести, що параметрично задана функцiя

{
x = C cos t,

y = C sin t,
при

довiльному ненульовому C є розв’язком рiвняння x+ yy′ = 0.

У задачах 7–11 скласти диференцiальнi рiвняння сiмей кривих:
7. y2 + Cx = x3, C ∈ R.
8. x tg(x+ C) = y, C ∈ R.
9. x2 + y2 = Ce

arctg x
y – сiм’я логарифмiчних спiралей, C ∈ R.

10. ln y = ax+ by, a, b ∈ R.
11. y = ax3 + bx2 + cx, a, b, c ∈ R.
12. Знайти диференцiальне рiвняння всiх кiл на площинi.
13. Скласти диференцiальне рiвняння кiл, що дотикаються одно-
часно до прямих y = 0 та x = 0 i розташованi в першiй i третiй
чвертях.
14. Скласти диференцiальне рiвняння кривих, у яких точка пере-
тину довiльної дотичної з вiссю абсцис має абсцису, вдвiчi меншу
за абсцису точки дотику.
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15. Скласти диференцiальне рiвняння всiх парабол, якi проходять
через початок координат i для яких вiсь 0x є вiссю симетрiї.
16. Знайти диференцiальне рiвняння кривих, для яких сума катетiв
трикутника, утвореного дотичною, ординатою точки дотику i вiссю
абсцис є величиною сталою i дорiвнює b.
17. В умовах боротьби за iснування швидкiсть збiльшення числа
особин популяцiї пропорцiйна (з коефiцiєнтом a) кiлькостi особин
в наявний момент часу, а швидкiсть їх зменшення пропорцiйна (з
коефiцiєнтом b) квадрату кiлькостi особин; a, b – сталi. Записати
закон змiни кiлькостi особин у виглядi диференцiального рiвняння.
18. За допомогою диференцiального рiвняння записати закон змiни
струму I(t) в колi з опором R та самоiндукцiєю L, якщо початкова
сила струму I0, а електрорушiйна сила змiнюється за законом U =

= U0 sinwt.
19. Деяка кiлькiсть нерозчиненої речовини мiстить у своїх порах
10 кг солi. Пiддаючи її дiї 90 л води, довiдалися, що протягом годи-
ни розчиняється половина наявної кiлькостi солi. Швидкiсть роз-
чинювання пропорцiйна (з коефiцiєнтом a) добутку кiлькостi не-
розчиненої солi та рiзницi мiж концентрацiєю насиченого розчину
(1 кг на 3 л) та концентрацiєю даної речовини (концентрацiєю да-
ної речовини називають її кiлькiсть, що мiститься в одиницi об’єму).
Записати закон змiни кiлькостi солi у розчинi у виглядi диференцi-
ального рiвняння.
20. Точка маси m рухається прямолiнiйно. На неї дiє сила про-
порцiйна кубовi часу, який пройшов з моменту часу, коли швид-
кiсть дорiвнювала нулю (коефiцiєнт пропорцiйностi a). Крiм того,
точка зазнає опору середовища, який пропорцiйний добутку часу
та швидкостi (коуфiцiєнт пропорцiйностi b). Записати закон змiни
швидкостi у виглядi диференцiального рiвняння.
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2. Iнтегровнi типи диференцiальних рiвнянь

Диференцiальне рiвняння вигляду

y′ = f(x), (8)

де f — неперервна на деякому iнтервалi (a, b) ⊂ R функцiя, називає-
ться найпростiшим диференцiальним рiвнянням першого порядку.

Твердження. Для довiльних x0 ∈ (a, b), y0 ∈ R задача Кошi

y′ = f(x), y(x0) = y0,

де f ∈ C(a, b), має єдиний розв’язок, який задається формулою

y(x) =
x∫

x0

f(s)ds+ y0 i визначений на (a, b).

Зауваження. Всi розв’язки рiвняння (8) задаються сiм’єю функ-
цiй y = F (x) + C, де F (x) – деяка первiсна функцiї f(x), наприклад,

F (x) =
x∫

x0

f(s)ds, C ∈ R – довiльна стала.

Приклад 1. Знайти всi розв’язки рiвняння y′ = x2 + 1 та роз-
в’язок задачi Кошi з початковою умовою y(1) = 2.

Розв’язання. Всi розв’язки рiвняння задаються сiм’єю функцiй

y =

∫
(x2 + 1)dx =

x3

3
+ x+ C, C ∈ R.

Для знаходження розв’язку задачi Кошi, пiдставимо отриманi функцiї
y = x3

3 +x+C у початкову умову i знайдемо значення сталої C, яка i буде
визначати розв’язок задачi Кошi:

y(1) =
1

3
+ 1 + C = 2 ⇒ C =

2

3
.

Таким чином, розв’язком задачi Кошi є функцiя y(x) = x3

3 + x+ 2
3 .

Диференцiальне рiвняння вигляду

y′ = f(x)g(y), (9)

де f ∈ C(a, b), g ∈ C(c, d), називається диференцiальним рiвнянням
з вiдокремлюваними змiнними.

Теорема. Нехай f ∈ C(a, b), g ∈ C(c, d) i g(y) 6= 0 для всiх
y ∈ (c, d). Тодi для будь-яких x0 ∈ (a, b) та y0 ∈ (c, d) iснує єдиний



14

розв’язок задачi Кошi

y′ = f(x)g(y), y(x0) = y0, (10)

який задається неявною функцiєю
y∫

y0

ds

g(s)
=

x∫
x0

f(t)dt, визначеною у

деякому околi точки x0.
Рiвнiсть ∫

dy

g(y)
=

∫
f(x)dx+ C, C ∈ R

називається загальним iнтегралом рiвняння (9).
Якщо функцiя g(y) у жоднiй точцi не обертається в нуль, то

загальний iнтеграл задає всi розв’язки рiвняння (9). Якщо iснують
точки y∗ такi, що g(y∗) = 0, то, щоб одержати всi розв’язки рiв-
няння (9), до загального iнтегралу цього рiвняння потрiбно додати
сталi функцiї y = y∗ для всiх таких y∗, що g(y∗) = 0.

Таким чином, всi розв’язки рiвняння (9) задаються сукупнiстю[ ∫ dy
g(y) =

∫
f(x)dx+ C, C ∈ R,

y = y∗ для всiх y∗ таких, що g(y∗) = 0, якщо такi y∗ iснують.

Приклад 2. Проiнтегрувати рiвняння y′ = y2 та знайти розв’я-
зок задачi Кошi з початковою умовою y(2) = 0.

Розв’язання. Знайдемо спочатку всi розв’язки рiвняння:∫
dy

y2
= x+ C ⇒ −1

y
= x+ C ⇒ y = − 1

x+ C
, C ∈ R.

Функцiя y = 0 також є розв’язком рiвняння, оскiльки обертає праву ча-
стину на нуль. Отже, всi розв’язки рiвняння[

y = − 1
x+C , C ∈ R,

y = 0.

Задовольняючи початкову умову, отримуємо розв’язок задачi Кошi
y(t) ≡ 0.

Приклад 3. Знайти всi розв’язки рiвняння y′ ctg x + y = 2 та
розв’язок, який задовольняє початкову умову y(π3 ) = −1.

Розв’язання. Перепишемо задане рiвняння у виглядi:
dy

dx
= (2− y) tg x.
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Найперше зауважимо, що функцiя y = 2 є розв’язком рiвняння. Далi,
вiдокремлючи змiннi та iнтегруючи, знаходимо:

1

2− y
= tg x,

∫
dy

y − 2
= −

∫
tg xdx+ C, C ∈ R ⇒

⇒ ln |y − 2| = ln | cosx|+ C, C ∈ R.

Якщо пiсля iнтегрування невiдома функцiя знаходиться пiд знаком ло-
гарифма, то, як правило, вiд логарифма позбуваються потенцiюванням
(знаходять експоненту вiд обидвох частин рiвностi). В результатi, вико-
ристовуючи властивостi експоненти та логарифма, одержуємо

|y − 2| = C1| cosx|, C1 = eC > 0.

Модулi у останнiй рiвностi можна розкрити:

y − 2 = ±C1 cosx = C2 cosx, C2 = ±C1 6= 0.

Врахувавши, що при C2 = 0 маємо розв’язок y = 2, i розширюючи область
значень довiльної сталої C2 до всiєї дiйсної осi, остаточно отримуємо за-
гальний розв’язок вихiдного рiвняння

y = 2 + C2 cosx, C2 ∈ R.

Задовольнимо тепер початкову умову:

y
(π
3

)
= 2 +

C

2
= −1 ⇒ C = −6 ⇒ y = 2− 6 cosx.

Зауваження. Не обмежуючи загальностi, сталу iнтегрування
на кожному кроцi можемо позначати однiєю i тiєю ж лiтерою з ука-
занням множини значень цiєї константи.

Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними також може бути за-
писане в симетричнiй формi :

P (x)Q(y)dx+M(x)N(y)dy = 0,

де P (x),M(x) – неперервнi функцiї на деякому iнтервалi (a, b) ∈ R,
Q(y), N(y) – неперервнi функцiї на деякому iнтервалi (c, d) ∈ R.
У такiй формi немає чiткого роздiлення на незалежну змiнну та
невiдому функцiю цiєї змiнної, вiдповiдно як розв’язки ми можемо
розглядати як функцiї y = y(x), так i x = x(y), або навiть у параме-
тричному заданнi x = x(t), y = y(t). Для такого рiвняння потрiбно
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вiдслiдкувувати не лише розв’язки вигляду y = y∗, де Q(y∗) = 0,

але й розв’язки вигляду x = x∗, де M(x∗) = 0.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння xydx+ (x+ 1)dy = 0.
Розв’язання. Насамперед зауважимо, що розв’язками цього рiвнян-

ня будуть функцiї x = −1 при y 6= 0 i y = 0 при x 6= −1. Точка (−1, 0) є
так званою особливою точкою рiвняння, до вивчення таких точок ми ще
повернемося пiзнiше. Далi вiдокремлюючи змiннi, отримуємо рiвняння

x

x+ 1
dx+

1

y
dy = 0,

iнтегруючи яке, маємо∫
x

x+ 1
dx+

∫
1

y
dy = C, C ∈ R,

тобто

x− ln |x+ 1|+ ln |y| = C, C ∈ R ⇒ y = Ce−x(x+ 1), C ∈ R.

Таким чином, ми знайшли однопараметричну сiм’ю розв’язкiв вихiдно-
го рiвняння. Зауважимо, що розв’язок y = 0 входить в цю сiм’ю (одер-
жується при C = 0), а розв’язок x = −1 потрiбно додати окремо, щоб
отримати всi розв’язки рiвняння.

Рiвняння вигляду

y′ = f(ax+ by + c)

зводиться замiною z = ax + by + c, де z = z(x) — нова невiдома
функцiя, до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

z′ = bf(z) + a.

Приклад 5. Розв’язати рiвняння y′ = y + 2x− 3.
Розв’язання. Запровадимо замiну z = y + 2x − 3, де z = z(x) –

нова невiдома функцiя, тодi, диференцiюючи по x вказану замiну, маємо
z′ = y′+2 або y′ = z′−2. Пiсля пiдстановки одержуємо рiвняння z′−2 = z.
Вiдокремлюючи змiннi у останньому рiвняннi, знаходимо

dz

z + 2
= dx ⇒

∫
dz

z + 2
=

∫
dx+ C, C ∈ R,

ln |z + 2| = x+ C, C ∈ R ⇒ z = Cex − 2, C ∈ R.
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Розв’язок z = −2 входить у знайдену однопараметричну сiм’ю розв’язкiв
(отримується при C = 0). Повертаючись до вихiдної невiдомої функцiї y
(y = z − 2x+ 3), маємо загальний розв’язок вихiдного рiвняння

y = Cex − 2x+ 1.

Диференцiальне рiвняння

y′ = f(x, y) (11)

називається однорiдним диференцiальним рiвнянням, якщо для
будь-якого додатного λ виконується рiвнiсть f(λx, λy) = f(x, y).

Зауваження. Також, рiвняння (11) є однорiдним, якщо iснує
функцiя g(z) така, що

f(x, y) ≡ g
(y
x

)
.

Твердження. Однорiдне диференцiальне рiвняння (11) замi-
ною y = xz, де z = z(x) — нова невiдома функцiя, зводиться до
рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

Приклад 6. Розв’язати рiвняння y′ =
y

x
+ tg

y

x
.

Розв’язання. Оскiльки має мiсце спiввiдношення

λy

λx
+ tg

λy

λx
=
y

x
+ tg

y

x
, ∀λ > 0,

то дане рiвняння є однорiдним. Запровадимо замiну y = zx, де z = z(x) –
нова невiдома функцiя. Диференцiюючи замiну по x, маємо y′ = z + xz′.
Далi, пiдставляючи замiну у вихiдне рiвняння, одержимо

z+xz′ = z+tg z ⇒ z′

tg z
=

1

x
⇒

∫
dz

tg z
=

∫
dx

x
+C, C ∈ R ⇒

⇒ ln | sin z| = ln |x|+ C, C ∈ R ⇒ sin z = Cx, C ∈ R.

Розв’язки z = πk, k ∈ Z, входять у отриману однопараметричну сiм’ю
розв’язкiв (одержуються при C = 0). Повертаючись через замiну до вихi-
дної змiнної y, дiстанемо всi розв’язки у неявнiй формi заданого рiвняння

sin
y

x
= Cx, C ∈ R.
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Рiвняння вигляду

y′ = f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
(12)

зводиться до однорiдного рiвняння, якщо прямi a1x + b1y + c1 = 0

та a2x + b2y + c2 = 0 не є паралельними, тобто det

(
a1 b1

a2 b2

)
6= 0.

А саме, потрiбно виконати одночасну замiну як незалежної змiнної,
так i невiдомої функцiї {

x = u+ x0,

y = v + y0,
(13)

де u - нова незалежна змiнна, v = v(u) – нова невiдома функ-
цiя, (x0, y0) – точка перетину згаданих вище прямих, тобто єдиний
розв’язок лiнiйної алгебаїчної системи{

a1x+ b1y + c1 = 0,

a2x+ b2y + c2 = 0.

В результатi замiни (13) одержується однорiдне рiвняння

dv

du
= f

(
a1u+ b1v

a2u+ b2v

)
.

Якщо ж вказанi вище прямi є паралельними, тобто a2x+ b2y =

= k(a1x+ b1y) для деякого k ∈ R, то рiвняння (12), фактично, має
вигляд y′ = F (ax+by), i зводиться до рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними замiною z = ax+ by, де z = z(x).

Приклад 7. Розв’язати рiвняння y′ = 2

(
y + 2

x+ y − 1

)2

.

Розв’язання. Оскiльки

∣∣∣∣∣ 0 1

1 1

∣∣∣∣∣ = −1 6= 0, то впровадимо замiну (13):

{
x = u+ x0,

y = v + y0,

де x0, y0 знаходяться як розв’язок системи{
y + 2 = 0

x+ y − 1 = 0,
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з якої маємо x0 = 3, y0 = −2. Тому остаточно маємо замiну{
x = u+ 3,

y = v − 2.

i отримуємо однорiдне диференцiальне рiвняння вiдносно невiдомої функ-
цiї v = v(u)

dv

du
= 2

(
v

u+ v

)2

,

що розв’язується за допомогою замiни v = zu, z = z(u). Тодi, диферен-
цiюючи замiну по u, маємо v′ = z′u + z, i в результатi приходимо до
рiвняння

z′u+ z = 2

(
z

1 + z

)2

⇒ z′u = − z3 + z

(z + 1)2
.

Зауважимо, що z = 0 є розв’язком останнього рiвняння. Далi, вiдокрем-
люючи змiннi та iнтегруючи, маємо

(z + 1)2

z(z2 + 1)
= − 1

u
⇒

∫ (
1

z
+

2

z2 + 1

)
dz = −

∫
du

u
⇒

⇒ ln |z|+ 2arctg z + ln |u| = C, C ∈ R, ⇒ zue2 arctg z = C, C ∈ R.

Оскiльки розв’язок z = 0 входить у знайдену однопараметричну сiм’ю
функцiй (одержується при C = 0), то, послiдовно повертаючись до поча-
ткових змiнних, знаходимо

ve2 arctg v
u = C, C ∈ R,

i остаточно отримуємо загальний розв’язок вихiдного рiвняння

(y + 2)e2 arctg y+2
x−3 = C, C ∈ R.

Приклад 8. Розв’язати рiвняння
dy

dx
+

2x+ 2y − 1

x+ y − 2
= 0.

Розв’язання. Оскiльки

∣∣∣∣∣ 2 2

1 1

∣∣∣∣∣ = 0, то прямi 2x+2y− 1 = 0 i x+ y−

− 2 = 0 паралельнi. Тому, виконуючи замiну змiнних x+ y = z, z = z(x),
отримаємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

dz

dx
− 1 +

2z − 1

z − 2
= 0 ⇒ dz

dx
= −z + 1

z − 2
.

Функцiя z = −1 є розв’язком отриманого рiвняння Далi вiдокремлюючи
змiннi та iнтегруючи:
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z − 2

z + 1
= −1 ⇒

∫
z − 2

z + 1
dz = −

∫
dx,

знаходимо однопараметричну сiм’ю розв’язкiв цього рiвняння

z + x− 3 ln |z + 1| = C, C ∈ R.

Крiм того, до отриманої сiм’ї розв’язкiв треба додати розв’язок z = −1,
i, таким чином, одержуємо всi розв’язки рiвняня з вiдокремлюваними
змiнними [

z + x− 3 ln |z + 1| = C, C ∈ R.
z = −1.

Повертаючись до початкових змiнних, одержуємо всi роз’язки вихiдного
рiвняння [

y + 2x− 3 ln |y + x+ 1| = C, C ∈ R,
y = −1− x.

Диференцiальне рiвняння (11) називається квазiоднорiдним,
якщо знайдеться σ ∈ R таке, що для будь-якого λ > 0 виконує-
ться рiвнiсть

f(λx, λσy) = λσ−1f(x, y).

Число σ називається показником квазiоднорiдностi цього рiвняння.
Зауваження. При σ = 1 маємо однорiдне диференцiальне рiвнян-

ня.

Твердження. Квазiоднорiдне рiвняння (11) з показником ква-
зiоднорiдностi σ замiною y = xσz, де z = z(x) — нова невiдома
функцiя, зводиться до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними.

Приклад 9. Розв’язати рiвняння x3(y′ − x) = y2.
Розв’язання. Перепишемо рiвняння у виглядi

y′ = x+
y2

x3
.

Для правої частини рiвняння перевiримо умову квазiоднорiдностi. Оскiль-
ки

f(λx, λσy) = λx+
λ2σy2

λ3x3
= λx+ λ2σ−3 y

2

x3
, (14)

λσ−1f(x, y) = λσ−1x+ λσ−1 y
2

x3
, (15)
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то рiвнiсть мiж (14) та (15) для всiх λ > 0 можлива при{
λ2σ−3 = λσ−1,

λ = λσ−1;
⇔

{
2σ − 3 = σ − 1

1 = σ − 1
⇒ σ = 2.

Впровадимо замiну y = x2z, z = z(x). Тодi y′ = z′x2 + 2xz. Пiдставивши
y i y′ рiвняння, будемо мати

z′x2 + 2xz = x+
z2x4

x3
⇒ x2

dz

dx
= x(1− z)2.

Стала функцiя z = 1, що є розв’язком отриманого рiвняння. Тепер може-
мо вiдокремити змiннi:

− dz

(z − 1)2
= −dx

x
,

та проiнтегрувати:
1

z − 1
= − ln |x|+ C, C ∈ R ⇒ z = 1 +

1

C − ln |x|
, C ∈ R.

Додаючи до отриманої сiм’ї розв’язкiв рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними розв’язок z = 1, одержуємо всi розв’язки цього рiвняння z = 1 +

1

C − ln |x|
, C ∈ R,

z = 1.

Повернувшись до вихiдної невiдомої функцiї, отримуємо[
y = x2 + x2

C−ln |x| , C ∈ R,
y = x2.

Зауваження. При iррацiональному σ та рацiональному σ з пар-
ним знаменником замiна y = xσz для квазiоднорiдного рiвняння спра-
ведлива лише для x > 0, для x < 0 потрiбно застосовувати замiну
y = z(−x)σ.

Вправи

У задачах 21–52 розв’язати диференцiальнi рiвняння; там, де
вказано, знайти розв’язок, що задовольняє початкову умову.

21. xy′ + y = y2, y(1) =
1

2
.

22. y = 2
x∫
0

√
ydx.

23. (x2 − 1)y′ + 2xy2 = 0, y(0) = 1.
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24. 2x2yy′ + y2 = 2.
25. z′ = 10x+z.
26. y′ = (x+ y + 1)2.
27. y′ = 2x cos2 y, y(0) =

π

4
.

28. y′ = cos(y − x).
29. y′ =

√
4x+ 2y − 1.

30. (y2 + xy2)y′ + x2 − yx2 = 0.
31. ey(1 + x2)dy − 2x(1 + ey)dx = 0.
32. (xy2 + x)dx+ (y − x2y)dy = 0.
33.

√
y2 + 1dx = xydy.

34. y′ − xy2 = 2xy.
35. (x+ 2y)y′ = 1, y(0) = −1.
36. (x2 − y2)dx+ 2xydy = 0.
37. xdy = (ax+ by)dx.
38. xy′ = y cos ln

y

x
.

39. (2x− 4y + 6)dx+ (x+ y − 3)dy = 0.
40. x(x+ 2y)dx+ (x2 − y2)dy = 0.

41. xy′ − y = (x+ y) ln
x+ y

x
.

42. (2x+ y + 1)dx− (4x+ 2y − 3)dy = 0.

43. (y′ + 1) ln
x+ y

x+ 3
=
x+ y

x+ 3
.

44. y′ =
xy + y2e−x/y

x2
.

45.
2

3
xyy′ =

√
x6 − y4 + y2.

46. 2x2y′ = y3 + xy.

47. y′ = y2 − 2

x2
.

48. 2y + (x2y + 1)xy′ = 0.
49. 2xdy + (x2y4 + 1)ydx = 0.
50. ydx+ x(2xy + 1)dy = 0.
51. 2y′ + x = 4

√
y.

52. 2xy′ + y = y2
√
x− x2y2.
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53.* Знайти розв’язок рiвняння 3y2y′+16x = 2xy3, що залишається
обмеженим при x→ +∞.
54.* Знайти кут мiж iнтегральними кривими рiвняння y′ = φ

(y
x

)
та прямою y = kx.

55.* Довести, що однорiдне рiвняння зводиться до рiвняння з вiд-
окремленими змiнними переходом до полярних координат.

56.* При яких m i n рiвняння
dy

dx
= axm + byn є квазiоднорiдним?

Розв’язати рiвняння y′ = xm +2y2 за умови, що воно є квазiоднорi-
дним.
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3. Геометрична iнтерпретацiя диференцiального
рiвняння першого порядку

Розглянемо автономне рiвняння вигляду

y′ = g(y). (16)

Насамперед зауважимо, що якщо g(y∗) = 0, то функцiя y = y∗ є
розв’язком рiвняння (16). Крiм того, якщо y(x) – розв’язок рiвняння
(16) на деякому iнтервалi (α, β), то для довiльного τ ∈ R функцiя
yτ (x) = y(x − τ) теж є розв’язком рiвняння (16) на (α + τ, β + τ).
Отже, достатньо розглядати задачу Кошi з x0 = 0, тобто{

y′ = g(y)

y(0) = y0.
(17)

Нехай −∞ ≤ c < d ≤ +∞. Справедливий наступний результат.
Теорема (про iснування розв’язку автономного рiвнян-

ня). Якщо g ∈ C(c, d) та g(y) > 0 для всiх y ∈ (c, d), то для
довiльного y0 ∈ (c, d) iснує єдиний розв’язок y = y(x) задачi (17),
що задається неявною формулою∫ y

y0

ds

g(s)
= x, (18)

причому цей розв’язок визначений i монотонно зростаючий на

(α, β), де α = lim
y→c+

∫ y

y0

ds

g(s)
, β = lim

y→d−

∫ y

y0

ds

g(s)
.

Зауважимо, що якщо g(y) < 0, то y визначений i монотонно
спадний на (β, α).

Теорема (про максимальний iнтервал iснування розв’язку
автономного рiвняння). Нехай g ∈ C(c,+∞) i g(y) > 0 для всiх
y ∈ (c,+∞). Тодi

1) якщо
g(y) = O(y), y → ∞, (19)

то для довiльного y0 ∈ (c,+∞) розв’язок (17) iснує на (α,+∞);
2) якщо для деякого k > 1:

g(y) = O(yk), y → ∞, (20)
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то для довiльного y0 ∈ (c,+∞) знайдеться β = β(y0) <∞ таке,
що розв’язок задачi (17) iснує на (α, β) i lim

x→β−
y(x) = +∞.

Зауважимо, що при g(y) < 0 або при y0 ∈ (−∞, d) твердження
залишається вiрним з вiдповiдною замiною iнтервалiв.

Значення β(y0) можна знайти з рiвностi β(y0) = lim
y→∞

y∫
y0

ds

g(s)
.

Нехай тепер y∗ – єдиний нуль функцiї g(y) на iнтервалi (c, d).
Тодi вiрний наступний результат про асимптотичну поведiнку
розв’язкiв автономного рiвняння.

Теорема (про асимптотичнi властивостi розв’язкiв ав-
тономного рiвняння). Нехай g ∈ C(c, y∗) та g(y) > 0 для всiх

y ∈ (c, y∗), g(y∗) = 0. Для y0 ∈ (c, y∗) покладемо F (y) =
y∫

y0

ds

g(s)
. Тодi

1) якщо iснує границя lim
y→y∗

F (y) =: β(y0) <∞, то розв’язок задачi

Кошi (17) строго монотонно зростає, дотикаючись до прямої
y = y∗ в точцi x = β(y0);

2) якщо ж lim
y→y∗

F (y) = ∞, то y = y∗ – горизонтальна асимптота

розв’язку (17) при x→ ∞, тобто

{
y(x) → y∗, x→ ∞,

y′(x) → 0, x→ ∞.

Твердження теореми справедливе для всiх y0 ∈ (y∗, d), якщо ви-
магати виконання умов g(y) < 0 для всiх y ∈ (y∗, d), g(y∗) = 0. При
x→ −∞ можна отримати аналогiчнi асимптотичнi властивостi.

Зауважимо, що якщо в умовах теореми iснує похiдна g′(y), то
виконується пункт 2).

Якщо y1, y2, . . . – нулi правої частини рiвняння (16), то вони
розбивають вiсь 0y на промiжки знакосталостi функцiї g(y), а вiд-
повiднi сталi розв’язки y ≡ y1, y ≡ y2, . . . рiвняння (16) розбивають
площину 0xy на горизонтальнi смуги, в кожнiй з яких розв’язки рiв-
няння є монотонними функцiями, асимптотичнi властивостi яких
можна уточнити за допомогою двох останнiх теорем.

Приклад 1. Проаналiзувати поведiнку розв’язiв задачi Кошi
y′ = y2, y(0) = y0 в залежностi вiд значення параметру y0.



26

Розв’язання. Оскiльки g(y) = y2 ∈ C(R), g(0) = 0 та g(y) > 0 для
всiх y ∈ (−∞, 0)

⋃
(0,∞), то y∗ = 0 i рiвняння має один сталий розв’язок

y ≡ 0, а всi iншi розв’язки строго монотонно зростають.
Використовуючи теорему про максимальний промiжок iснування

розв’язку автономного рiвняння та враховуючи, що g(y) = y2, прихо-
димо до висновку, що для y0 > 0 розв’язки задачi Кошi прямують до
нескiнченностi за скiнченний час, тобто мають вертикальну асимптоту

x = β(y0) = lim
y→∞

y∫
y0

ds

s2
=

1

y0
> 0. Аналогiчно, для y0 < 0 розв’язки вiдпо-

вiдної задачi Кошi матимуть вертикальну асимптоту x = β(y0) < 0.

При цьому оскiльки F (y) =
y∫

y0

ds

g(s)
=

y∫
y0

ds

s2
= −1

y
+

1

y0
→ ∞, y → 0,

то використовуючи теорему про асимптотичнi властивостi розв’язкiв ав-
тономного рiвняння, отримуємо, що y = 0 є горизонтальною асимптотою
розв’язку заданої задачi Кошi для кожного y0 6= 0. А саме, при y0 < 0

для розв’язкiв вiдповiдної задачi Кошi має мiсце асимптотична власти-
вiсть y(x) → 0, t → ∞, в той час, як для розв’язкiв задачi Кошi з y0 > 0

маємо y(x) → 0, t → −∞. Крiм того, розв’язок задачi Кошi (при y0 6= 0)
не має спiльних точок з асимптотою y = 0.

Пересвiдчитись у справедливостi наших висновкiв можна також без-

посередньо. Розв’язуючи задану задачу Кошi знаходимо y(x) = − 1

x− 1
y0

,

тобто для кожного y0 6= 0 графiком розв’язку є гiпербола з вертикаль-

ною асимптотою x =
1

y0
та горизонтальною асимптотою y = 0. Однак

отримати розв’язок у явному виглядi вдається далеко не завжди, а роз-
глянутi теореми дають змогу отримати уявлення про поведiнку розв’язкiв
рiвняння, не шукаючи явно цi розв’язки.

Приклад 2. Проаналiзувати поведiнку розв’язiв задачi Кошi
y′ = 2

√
−y, y(0) = y0 в залежностi вiд значення параметру y0.

Розв’язання. Маємо g(y) = 2
√
−y ∈ C(−∞, 0), g(0) = 0, g(y) > 0 для

всiх y ∈ (−∞, 0), y∗ = 0.
За теоремою про максимальний промiжок iснування розв’язку авто-

номного рiвняння всi розв’язки iснують на промiжку (0,∞).

Застосовуючи теорему про асимптотичнi властивостi, бачимо, що
оскiльки F (y) = −

√
−y +

√
−y0 →

√
−y0, y → 0, то розв’язок заданої
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задачi Кошi дотикається до прямої y = 0 в точцi x =
√
−y0. Отже, кож-

на точка прямої y = 0 є точкою неєдиностi розв’язку задачi Кошi. Такi
розв’язки диференцiальних рiвнянь називаються особливими.

Розв’язуючи задану задачу Кошi для y0 < 0, отримуємо

y(x) = −(
√
−y0 − x)2, x ≤

√
−y0,

що ще раз пiдтверджує нашi висновки.

Перейдемо до розгляду загального диференцiального рiвняння
першого порядку

y′ = f(x, y) (21)

з неперервною функцiєю f : D → R, D ⊆ R2.

Поведiнка розв’язкiв рiвняння (21) може бути набагато складнi-
шою, нiж для автономного рiвняння. Однак певну iнформацiю ми
можемо отримати безпосередньо з вигляду правої частини f(x, y),

не вдаючись при цьому до вiдшукання розв’язкiв в явному вигляду
i подальшого аналiзу отриманих функцiй.

Наприклад, у областi

D+ = {(x, y) ∈ D : f(x, y) > 0}

всi розв’язки рiвняння (21) строго монотонно зростають, а в областi

D− = {(x, y) ∈ D : f(x, y) < 0}

навпаки строго монотонно спадають. Точки екстремуму належать
кривiй

Γ0 = {(x, y) ∈ D : f(x, y) = 0}.

Якщо припустити, що функцiя f неперервно диференцiйовна,
то диференцiюючи по x тотожнiсть

y′(x) = f(x, y(x)),

що справедлива для кожного розв’язку рiвняння (21), отримуємо
вираз для другої похiдної у термiнах функцiї f :

y′′(x) =
d

dx
f(x, y(x)) = f ′x(x, y(x)) + f ′y(x, y(x)) · y′(x) =

= f ′x(x, y(x)) + f ′y(x, y(x)) · f(x, y(x)),
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який дозволяє видiлити множини точок перегину, опуклостi вгору
чи вниз розв’язкiв, а також уточнити множини точок екстремуму,
видiливши точки мiнiмуму та максимуму.

Полем напрямкiв у областi D ⊆ R2 називається вiдповiднiсть,
яка кожнiй точцi (x0, y0) ∈ D зiставляє пряму y = f(x0, y0)(x −
− x0) + y0, що проходить через точку (x0, y0) ∈ D. Поле напрямкiв
зображається у виглядi малих вiдрiзкiв вiдповiдних прямих. Цей
об’єкт можна вважати геометричним еквiвалентом диференцiаль-
ного рiвняння. З огляду на геометричний змiст похiдної очевидно,
що iнтегральна крива у кожнiй своїй точцi дотикається до поля
напрямкiв.

Множина точок Γk = {(x, y) ∈ D : f(x, y) = k}, де k – дiйсне
число з областi значень функцiї f, називається k−iзоклiною рiвнян-
ня (21). Очевидно, що вздовж iзоклiн поле напрямкiв паралельне,
а точки екстремума iнтегральних кривих рiвняння (21) лежать на
0−iзоклiнi.

Для автономного рiвняння (16) аналогом поля напрямкiв є ве-
кторне поле на прямiй – залежнiсть, яка кожнiй точцi y0 прямої 0y
ставить у вiдвiднiсть вектор довжини |g(y0)|, що прикладений у цiй
точцi у додатному напрямку для g(y0) > 0 i у вiд’ємному напрямку
для g(y0) < 0.

Використовуючи наведенi вище характеристики iнтегральних
кривих рiвняння (21) (множини спадання та зростання, опуклостi
вниз i вгору, точок максимуму i мiмiмуму), а також будуючи поле
напрямкiв у вузлах деякої достатньо густої сiтки з горизонтальних
та вертикальних прямих, можна отримати достатньо чiтке уявлення
про поведiнку розв’язкiв рiвняння (21), не вдаючись при цьому до
безпосереднього розв’язання.

Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 1

Задача 1. Для диференцiального рiвняння y′ = f(x, y) викона-
ти наступнi завдання, результати вiдобразити на одному графiку.

1) Зобразити поле напрямкiв в точках
(
m, n2

)
, m = −6,−5, . . . , 6,

n = −10,−9, . . . , 10.
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2) Зобразити iзоклiни, якi характеризуються кутовими коефiцiєн-
тами k = ±1

2 ,±1,±3
2 .

3) Зобразити областi, де iнтегральнi кривi рiвняння зростають, та
областi, де iнтегральнi кривi спадають.

4) Описати аналiтично та зобразити множини точок максимуму
розв’язкiв.

5) Видiлити областi, де iнтегральнi кривi опуклi вгору, та областi,
де iнтегральнв кривi опуклi вниз.

6) Описати аналiтично та зобразити множину точок перегину iнте-
гральних кривих.

7) Зобразити наближено iнтегральнi кривi, якi проходять через
точки (0,−2), (0, 0), (0, 1) вiдповiдно.

Варiанти завдань.
1. y′ = y2 − 3y + x− 2.
2. y′ = y2 − x.
3. y′ = y2 − y + x.
4. y′ = y2 − 3y − x+ 2.
5. y′ = y2 + x.
6. y′ = y2 + y + x.

7. y′ = y2 − 2y + x.
8. y′ = y2 + y + x− 2.
9. y′ = y2 + x− 1.
10. y′ = y2 − x− 1.
11. y′ = y2 − 5y + x+ 6.
12. y′ = y2 + x− 2.

Задача 2. Для автономного рiвняння y′ = g(y) провести насту-
пнi дослiдження.

1) Зобразити векторне поле в точках 0, ±1, ±2, ±3, ±4.

2) Знайти областi зростання i спадання, множину точок перегину
iнтегральних кривих заданого рiвняння.

3) Знайти явний вигляд y(x, y0), x ∈ Iy0 – непродовжуваного роз-
в’язку рiвняння такого, що y(0, y0) = y0. У разi наявностi вер-
тикальних асимптот, вказати точки, через якi вони проходять, а
вiдтак, знайти явний вигляд iнтервалу Iy0 .

4) Для y0 ∈ [y1, y2], y0 ∈ (−∞, y1), y0 ∈ (y2,+∞) (y1, y2 – нулi
функцiї g(y), розташованi в порядку зростання) зобразити гра-
фiк функцiї y(x, y0).

5) Нехай I = (a, b), J = (b, c) – iнтервали зростання i спадання
iнтегральних кривих заданого рiвняння, вiдповiдно. Зобразити
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графiки функцiй y(x, b+ 1/2) та y(x, b− 1/2) для x ≥ 0. Знайти
x ≥ 0 таке, що |y(x, b+ 1/2)− y(x, b− 1/2)| < 10−3.

Варiанти завдань.
1. g(y) = y2 + 3y + 2.
2. g(y) = y2 − 2y − 3.
3. g(y) = y2 − 3y + 2.
4. g(y) = y2 + y − 6.
5. g(y) = y2 + y.
6. g(y) = 2y − y2 + 3.

7. g(y) = y2 − y.
8. g(y) = y2 − 1.
9. g(y) = y − y2.
10. g(y) = y2 − 2y.
11. g(y) = 3y − y2 − 2.
12. g(y) = 2− y − y2.
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4. Лiнiйне рiвняння, рiвняння Бернуллi

Диференцiальне рiвняння вигляду

y′ = a(x)y + b(x), (22)

де a(x) та b(x) — заданi неперервнi функцiї, називається лiнiйним
неоднорiдним рiвнянням. Рiвняння вигляду

y′ = a(x)y (23)

називається лiнiйним однорiдним рiвнянням, що вiдповiдає лiнiй-
ному неорднорiдному рiвнянню (22).

Рiвняння (23), крiм того що є лiнiйним, також є рiвнянням з вiд-
окремлюваними змiнними, i всi розв’язки цього рiвняння задаються
сiм’єю функцiй

y = Ce
∫ x
x0

a(s)ds
, C ∈ R,

де x0 — деяка точка з областi визначення функцiї a(x).
Найрозповсюдженiшим методом знаходження розв’язкiв лiнiй-

ного неоднорiдного рiвняння (22) є метод варiацiї довiльної сталої
(метод Лагранжа). Суть цього методу полягає у тому, що спочат-
ку розв’язуємо вiдповiдне лiнiйне однорiдне рiвняння (23), а далi
розв’язки неоднорiдного рiвняння (22) шукаємо у виглядi

y = C(x)e
∫ x
x0

a(s)ds
,

де C(x) – нова невiдома функцiя. Тодi пiсля пiдстановки у (22),
вiдносно C(x) одержуємо диференцiальне рiвняння

C ′(x)e
∫ x
x0

a(s)ds
= b(x).

Звiдки знаходимо C(x) = C +
x∫

x0

e
−

∫ t
x0

a(s)ds
b(t)dt, C ∈ R, а отже, i

всi розв’язки рiвняння (22)

y = e
∫ x
x0

a(s)ds
(
C +

∫ x

x0

e
−

∫ t
x0

a(s)ds
b(t)dt

)
, C ∈ R. (24)

Теорема. Нехай a(·), b(·) ∈ C(α, β). Тодi для будь-яких x0 ∈
∈ (α, β), y0 ∈ R задача Кошi

y′ = a(x)y + b(x), y(x0) = y0
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має єдиний розв’язок

y(x) = e
∫ x
x0

a(s)ds
(
y0 +

∫ x

x0

e
−

∫ t
x0

a(s)ds
b(t)dt

)
визначений на (α, β).

Приклад 1. Розв’язати рiвняння xy′ − 2y = 2x4.
Розв’язання. Перепишемо задане рiвняння у виглядi y′ − 2

x
y = 2x3.

Розв’яжемо спочатку однорiдне рiвняння

y′ − 2

x
y = 0.

Загальний розв’язок однорiдного рiвняння має вигляд

y(x) = C exp
∫

2
xdx = Cx2, C ∈ R.

Тому вiдповiдно до методу варiацiї довiльної сталої будемо шукати роз-
в’язок вихiдного рiвняння у виглядi y(x) = C(x)x2. Пiдставимо y(x) у
вихiдне рiвняння:

xC ′(x)x2 + 2x2C(x)− 2x2C(x) = 2x4 ⇒

⇒ C ′(x) = 2x ⇒ C(x) = x2 + C1, C1 ∈ R.

Зауважимо, що ми можемо позначати сталу iнтегрування C1 знову ж лi-
терою C. Отже, y(x) = x2(x2+C), C ∈ R – загальний розв’язок вихiдного
лiнiйного неоднорiдного рiвняння.

Рiвняння вигляду

y′ = a(x)y + b(x)yn, (25)

де a(x) та b(x) — заданi функцiї, n ∈ R, називається рiвнянням
Бернуллi.

Зауваження. При n = 1 рiвняння (25) перетворюється у лiнiйне
однорiдне рiвняння, при n = 0 — у лiнiйне неоднорiдне рiвняння.

Для розв’язання рiвняння Бернуллi при n 6= 1 використовується
метод Бернуллi, вiдповiдно до якого розв’язки рiвняння (25) шука-
ємо у виглядi y = uv, де u = u(x), v = v(x) — поки що невизначенi
функцiї. Пiдставляємо y = uv у рiвняння та групуємо доданки

u′v + uv′ = a(x)uv + b(x)unvn ⇒ (u′ − a(x)u)v + uv′ = b(x)unvn.
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Якщо тепер функцiю u = u(x) вибрати як будь-який ненульовий
розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння u′ = a(x)u, наприклад,
u(x) = e

∫ x
x0

a(s)ds, то вiдносно функцiї v приходимо до диференцi-
ального рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

v′ = b(x)vne
(n−1)

∫ x
x0

a(s)ds
.

Розв’язавши це рiвняння i домноживши знайденi розв’язки на
функцiю u(x), одержимо всi розв’язки рiвняння Бернуллi.

Вiдмiтимо, що при n > 0 рiвняння з вiдокремлюваними змiн-
ними для функцiї v(x) має розв’язок v ≡ 0, тобто функцiя y ≡ 0

завжди є розв’язком рiвняння Бернуллi для n > 0.

Зауваження. При n 6= 0 та n 6= 1 рiвняння Бернуллi можна
звести до лiнiйного неоднорiдного рiвняння замiною z = y1−n, де z = z(x)

— нова невiдома функцiя. Однак зазначимо, що при такiй замiнi для
n > 0 ми втрачаємо розв’язок y = 0, тому його слiд додати до отриманої
сiм’ї функцiй.

Лiнiйне рiвняння, як частинний розв’язок рiвняння Бернуллi,
також можна розв’язувати методом Бернуллi.

Приклад 2. Розв’язати рiвняння y′ − 1

x
y = 3x методом Бер-

нуллi.
Розв’язання. Задане рiвняння є лiнiйним неоднорiдним. Згiдно ме-

тоду Бернуллi розв’язок цього рiвняння шукаємо у виглядi y = uv. Тодi,
диференцiюючи пiдстановку по x, маємо y′ = u′v + v′u. Пiдставивши y i
y′ у рiвняння, одержимо:

u′v + v′u− 1

x
uv = 3x ⇒ uv′ + v(u′ − 1

x
u) = 3x.

Розв’язуємо рiвняння u′− 1

x
u = 0. Частковим розв’язком такого рiвняння

з вiдокремленими змiнними є функцiя u(x) = x 6≡ 0. Пiдставивши це
значення у спiввiдношення uv′ = 3x, одержимо xv′ = 3x або v′ = 3.
Звiдки v = 3x + C, C ∈ R. Тодi загальний розв’язок заданого лiнiйного
неоднорiдного рiвняння має вигляд: y = x(3x+ C), C ∈ R.

Приклад 3. Розв’язати рiвняння y′ +
y

x
= y2

lnx

x
.

Розв’язання. Задане рiвняння є рiвнянням Бернуллi. Розв’яжемо йо-
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го двома способами.
1-й спосiб. Використаємо метод Бернуллi. Застосовуючи пiдстанов-

ку y = uv, маємо:

u′v + v′u+
uv

x
= u2v2

lnx

x
⇒

(
u′ +

u

x

)
v + v′u = u2v2

lnx

x
.

Функцiю u шукаємо як деякий нетривiальний розв’язок рiвняння u′+
u

x
=

0, вiзьмемо, наприклад, u =
1

x
6≡ 0. Тодi для v отримуємо рiвняння з

вiдокремлюваними змiнними

v′ =
v2

x2
lnx.

Функцiя v ≡ 0 є розв’язком цього рiвняння, iншi розв’язки знаходимо
вiдокремлюючи змiннi

1

v2
=

lnx

x2
⇒

∫
dv

v2
=

∫
lnx

x2
dx ⇒

⇒ 1

v
=

lnx

x
+

1

x
+ C, C ∈ R ⇒ v =

x

1 + Cx+ lnx
, C ∈ R.

Отже, всi розв’язки вихiдного рiвняння задаються сукупнiстю y =
1

1 + Cx+ lnx
, C ∈ R,

y = 0.

2-й спосiб. Застосуємо замiну z = y1−2 =
1

y
, z = z(x), тодi z′ =

= − y′

y2
. Вiдразу зауважимо, що за такої замiни втрачається розв’язок

y = 0 вихiдного рiвняння. Впровадивши замiну, будемо мати:

− 1

z2
z′ +

1

zx
=

1

z2
lnx

x
⇒ −z′ + z

x
=

lnx

x
.

Розв’язуючи останнє лiнiйне неоднорiдне рiвняння вiдносно z, отримаємо:
z = lnx + 1 + Cx, C ∈ R. Повертаючись до вихiдної невiдомої функцiї,
одержуємо всi розв’язки рiвняння Бернуллi: y(x) = 1

lnx+ 1 + Cx
, C ∈ R,

y = 0.

Лiнiйне неоднорiдне рiвняння (22) можна також розв’язувати
методом Ейлера (методом iнтегрувального множника). А саме,
домноживни це рiвняння на функцiю m(x) = e

−
∫ x
x0

a(s)ds (iнтегру-
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вальний множник), одержимо рiвнiсть

y′e
−

∫ x
x0

a(s)ds − a(x)ye
−

∫ x
x0

a(s)ds
= b(x)e

−
∫ x
x0

a(s)ds

або, що те саме,

d

dx

(
ye

−
∫ x
x0

a(s)ds
)
= b(x)e

−
∫ x
x0

a(s)ds
.

Проiнтегрувавши останню рiвнiсть по x та виразивши явно y =

= y(x), одержимо всi розв’язки лiнiйного неоднорiдного рiвняння у
виглядi (24).

Приклад 4. Розв’язати рiвняння x2y′ + xy + 1 = 0 методом
Ейлера (методом iнтегрувального множника).

Розв’язання. Перепишемо задане рiвняння у виглядi

y′ +
1

x
y = − 1

x2
.

Згiдно медоду Ейлера домножимо останнє рiвняння на m(x) = e
∫

1
xdx = x.

Будемо мати:

xy′ + y = − 1

x
⇒ (xy)′ = − 1

x
⇒ xy = − ln |x|+ C, C ∈ R.

Тому загальним розв’язком вихiдного рiвняння буде сiм’я функцiй

y = − 1

x
ln |x|+ C

x
,C ∈ R.

Зауваження. Деякi рiвняння стають лiнiйними, якщо помiня-
ти ”ролями” шукану функцiю i незалежну змiнну. Однак при такiй про-
цедурi можна втратити розв’язки вигляду y = const, якi слiд перевiри-
ти окремо та додати до сiм’ї розв’язкiв.

Приклад 5. Розв’язати рiвняння y = (2x+ y3)y′.
Розв’язання. Вихiдне рiвняння не є лiнiйним вiдносно змiнної y.

Одразу зауважимо, що серед функцiй вигляду y = const лише y = 0

розв’язком. Далi перепишемо рiвняння у виглядi

1

y′
=

2x+ y3

y
⇒ dx

dy
− 2

y
x = y2.

Отримане рiвняння є лiнiйним неоднорiдним, в якому незалежною змiн-
ною є y, а шуканою функцiєю x = x(y). Застосовуючи один iз запропо-
нованих вище методiв для розв’язування лiнiйних неоднорiдних рiвнянь,



36

отримаємо розв’язок

x = (y + C)y2, C ∈ R.

Тодi розв’язки вихiдного рiвняння задаються сукупнiстю[
x = (y + C)y2, C ∈ R,
y = 0.

Вправи

У задачах 57–72 розв’язати рiвняння:

57. y′ sinx− y cosx = −sin2 x

x2
.

58. (xy + ex)dx− xdy = 0.
59. 2x(x2 + y)dx = dy.
60. (xy′ − 1) lnx = 2y.
61. (2ey − x)y′ = 1.
62. y′ + 2y = y2ex.
63. xy′ − 2x2

√
y = 4y.

64. (2x+ 1)y′ = 4x+ 2y.
65. y = x(y′ − x cosx).

66. y(x) =
x∫
0

y(t)dt+ x+ 1.

67.
x∫
0

(x− t)y(t)dt = 2x+
x∫
0

y(t)dt.

68. (2x2y ln y − x)y′ = y.
69. xy′ + y = xy2 lnx.

70. y′ + ytgx =
1

cosx
.

71. (x+ 1)(y′ + y2) = −y.
72. xy2y′ = x2 + y3.

73.* Знайти перiодичний розв’язок рiвняння y′ = 2y cos2 x− sinx.
74.* Нехай в рiвняннi xy′ + ay = f(x) маємо a = const > 0,
f(x) → b ∈ R при x → 0. Показати, що лише один розв’язок рiв-
няння залишаються обмеженим при x → 0 i знайти границю цього
розв’язку при x→ 0.
75.* Нехай в рiвняння попередньої задачi a = const < 0, f(x) → b ∈
∈ R при x → 0. Показати, що всi розв’язки цього рiвняння мають
одну i ту ж скiнченну границю при x→ 0. Знайти цю границю.
76.* Знайти всi 2π-перiодичнi розв’язки рiвняння y′ = y cosx+cosx.
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5. Рiвняння Рiккатi

Рiвняння Рiккатi має вигляд

y′ = P (x)y2 +Q(x)y +R(x), (26)

де P , Q, R – неперервнi функцiї змiнної x ∈ (a, b), (a ≥ −∞, b ≤ ∞).
У загальному випадку рiвняння Рiккатi (26) не iнтегрується в

квадратурах. Однак, iснує багато частинних випадкiв, коли iнте-
грування можливе.

Наприклад, при P ≡ 0 рiвняння Рiккатi перетворюється на лi-
нiйне рiвняння, а при R ≡ 0 – на рiвняння Бернуллi. Розглянемо
iншi випадки, коли рiвняння Рiккатi можна проiнтегрувати в ква-
дратурах.

1) Якщо рiвняння (26) має вигляд

y′ = Ay2 +B
y

x
+ C

1

x2
,

де A,B,C – деякi дiйснi сталi, то (26) – квазiоднорiдне рiвняння з
показником квазiоднорiдностi σ = −1.

2) Якщо рiвняння (26) має вигляд

y′ = A
y2

x
+

1

2

y

x
+ C, (27)

де A, C – дiйснi сталi, то замiною y = z
√
x, де z = z(x) – но-

ва шукана функцiя, воно зводиться до рiвняння з вiдокремленими
змiнними.

3) Якщо вiдомий деякий частинний розв’язок y = φ(x) рiвняння
(26), то замiною y = z + φ(x), де z = z(x) – нова шукана функцiя,
воно зводиться до рiвняння Бернуллi.

Приклад 1. Розв’язати рiвняння x2y′ = x2y2 + xy + 1.
Розв’язання. Це рiвняння Рiккатi. Спробуємо вiдшукати його ча-

стинний розв’язок у виглядi y =
a

x
, де сталу a пiдберемо таким чином,

щоб дiйсно отримати розв’язок. Пiдставляючи зазначену функцiю у рiв-
няння, маємо:

x2
(
− a

x2

)
= x2

(a
x

)2
+x · a

x
+1 ⇒ −a = a2 + a+1 ⇒ (a+1)2 = 0.
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Звiдси a = −1, i функцiя y(x) = − 1

x
– частинний розв’язок рiвняння.

Тепер зробимо замiну y = z − 1

x
, де z = z(x), тодi y′ = z′ +

1

x2
.

Пiдставляючи замiну у рiвняння, маємо:

x2
(
z′ +

1

x2

)
= x2

(
z − 1

x

)2

+ x

(
z − 1

x

)
+ 1, ⇒

⇒ x2z′ + 1 = x2z2 − 2xz + 1 + xz − 1 + 1 ⇒ x2z′ = x2z2 − xz.

У результатi, дiйсно, прийшли до рiвняння Бернуллi

z′ = z2 − z

x
.

Одразу зазначимо, що це рiвняння має розв’язок z = 0, який породжує

частинний розв’язок y = − 1

x
вихiдного рiвняння, який ми вже знайшли.

Iншi розв’язки отримуємо за допомогою методу Бернуллi, використовую-
чи пiдстановку z = uv:

u′v + uv′ = u2v2 − uv

x
⇒

(
u′ +

u

x

)
v + uv′ = u2v2.

Виберемо u як нетривiальний частинний розв’язок рiвняння u′ +
u

x
= 0,

наприклад, u =
1

x
. Тодi вiдносно v приходимо до рiвняння

1

x
v′ =

1

x2
v2, з

якого маємо:
dv

v2
=
dx

x
⇒ −

∫
dv

v2
= −

∫
dx

x
⇒ 1

v
= − ln |x|+ C, C ∈ R ⇒

⇒ v =
1

C − ln |x|
⇒ z = uv =

1

Cx− x ln |x|
, C ∈ R.

Згадуючи, що y = z − 1

x
, повертаємося до вихiдної змiнної, i беручи

до уваги розв’язок y = − 1

x
, отримуємо всi розв’язки вихiдного рiвняння

Рiккатi: 
y =

1

Cx− x ln |x|
− 1

x
, C ∈ R,

y = − 1

x
.

4) Рiвняння (26) можна звести до рiвняння Рiккатi канонiчного
вигляду

y′ = ±y2 +R(x),

за допомогою комбiнацiї пiдстановок y = α(x)z, z = u + β(x), де
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z = z(x), u = u(x). При цьому у першiй пiдстановцi функцiю α(x)

вибираємо так, щоб перетворити на ±1 коефiцiєнт при y2, а в другiй
– функцiю β(x) так, щоб перетворити на 0 коефiцiєнт при z, при
цьому коефiцiєнт при z2 не змiнюється. Зведення рiвняння Рiккатi
до канонiчного вигляду не гарантує його iнтегровностi у квадра-
турах, але у такому виглядi рiвняння або може бути вiднесене до
одного з iнтегровних типiв, або може бути простiше знайти частин-
ний розв’язок.

Приклад 2. Розв’язати рiвняння y′ = 4y2 − 4x2y + x4 + x+ 4.
Розв’язання. Спробуємо звести рiвняння до канонiчного вигляду.

Спочатку зробимо замiну y = α(x)z, z = z(x), i пiдберемо функцiю α(x):

α′(x)z + α(x)z′ = 4α2(x)z2 − 4x2α(x)z + x4 + x+ 4,

z′ = 4α(x)z2 −
(
4x2 +

α′(x)

α(x)

)
z +

x4 + x+ 4

α(x)
.

Отже, якщо покласти α(x) =
1

4
, то коефiцiєнт при z2 буде рiвним 1, i ми

отримаємо рiвняння

z′ = z2 − 4x2z + 4x4 + 4x+ 16.

Далi застосуємо замiну z = u+β(x) i виберемо β(x) так, щоб перетворити
на нуль коефiцiєнт при z:

u′ + β′(x) = (u+ β(x))2 − 4x2(u+ β(x)) + 4x4 + 4x+ 16,

u′ = u2 +
(
2β(x)− 4x2

)
u+ 4x4 + 4x+ 16 + β2(x)− 4x2β(x)− β′(x).

Таким чином, якщо вибрати β(x) = 2x2, то приходимо до рiвняння

u′ = u2 + 16,

яке є не лише рiвнянням Рiккатi канонiчного вигляду, але й рiвняннм з
вiдокремлюваними змiнними, розв’язуючи яке отримуємо

u = 4 tg(4x+ C), C ∈ R.

Нарештi послiдовно повертаючись до вихiдних змiнних (y =
1

4
z =

1

4
(u +

+ 2x2)), остаточно отримуємо всi розв’язки заданого рiвняння:

y = tg(4x+ C) +
1

2
x2, C ∈ R.
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5) Рiвняння Рiккатi вигляду

y′ +Ay2 = Bxm, (28)

де A, B та m – дiйснi сталi, називається рiвнянням Рiккатi спецi-
ального вигляду. Зауважимо, що у випадку, коли m = 0 або m = −2

рiвняння (28) легко iнтегрується в елементарних функцiях, адже є
рiвнянням з вiдокремленими змiнними та квазiоднорiдним рiвнян-
ням, вiдповiдно. Для iнших значень m, рiвняння (28) iнтегрується
в квадратурах тодi i лише тодi, коли

m

2m+ 4
= k ∈ Z. (29)

Метод iнтегрування:

а) замiною y =
z

x
, z = z(x) зводимо рiвняння до вигляду

xz′ − z +Az2 = Bxm+2;

б) проводимо замiну незалежної змiнної t = xm+2 i далi розгляда-
ємо z = z(t), в результатi отримуємо рiвняння вигляду

tz′ + αz + βz2 = γt;

в) далi послiдовним застосуванням однiєї з двох замiн

z =
t

a+ u
, де a =

1 + α

γ

або
z = a+

t

u
, де a = −α

β

приходимо до рiвняння (27), причому перша з указаних замiн
збiльшує коефiцiєнт при z на одиницю, а друга – зменшує.

Приклад 3. Розв’язати рiвняння y′ = y2 +
1

x4
.

Розв’язання. Маємо рiвняння Рiккатi спецiального вигляду з m =

= −4. Оскiльки
−4

2 · (−4) + 4
= 1 ∈ Z, то рiвняння iнтегрується в квадра-

турах. Застосуємо описаний вище алгоритм.

Впровадимо замiну y =
z

x
. Тодi оскiльки y′ =

z′

x
− z

x2
, то отримуємо

z′

x
− z

x2
− z2

x2
=

1

x4
⇒ xz′ − z − z2 =

1

x2
.
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Тепер робимо замiну незалежної змiнної t =
1

x2
. Тодi

z′ =
dz

dx
=
dz

dt

dt

dx
= − 2

x3
z′t ⇒ xz′x = −2tz′t,

а тому приходимо до рiвняння вiдносно функцiї z = z(t) :

−2tz′t − z − z2 = t ⇒ tz′t +
1

2
z +

1

2
z2 = −1

2
t.

Порiвнюючи отримане рiвняння з (27), бачимо, що нам потрiбно змен-
шити коефiцiєнт при z на одиницю (у рiвняннi (27) вiдповiдний коефiцi-

єнт дорiвнює − 1
2 ). Оскiльки α = β =

1

2
, γ = −1

2
, то застосовуємо замiну

z = a +
t

u
з a = −

1
2
1
2

= −1, тобто z = −1 +
t

u
. Тодi z′ =

1

u
− tu′

u2
i

пiдставляючи у рiвняння:

t

(
1

u
− tu′

u2

)
+

1

2

(
−1 +

t

u

)
+

1

2

(
−1 +

t

u

)2

= −1

2
t,

приходимо до рiвняння вигляду (27)

u′ =
1

2
· u

2

t
+

1

2
· u
t
+

1

2
.

Насамкiнець застосовуємо замiну u = v
√
t. Зауважимо, що оскiльки у

нас t =
1

x2
> 0, то операцiя добування кореня є коректною. Тодi оскiльки

u′ = v′
√
t+

v

2
√
t
, то пiдставляючи приходимо до рiвняння з вiдокремлю-

ваними змiнними:

v′
√
t+

v

2
√
t
=

1

2
v2 +

v

2
√
t
+

1

2
⇒ v′

√
t =

1

2
v2 +

1

2
.

Розв’язуючи останнє рiвняння знаходимо

v(t) = tg(
√
t+ C), C ∈ R.

Тепер залишилось лише зробити зворотнi замiни i повернутися до почат-
кової функцiї:

u(t) =
√
t tg

(√
t+ C

)
, C ∈ R,

z(t) = −1 +
t

u
= −1 +

√
t ctg

(√
t+ C

)
, C ∈ R,

z(x) = −1 +
1

x

(
ctg

1

x
+ C

)
, C ∈ R,

y(x) =
z

x
= − 1

x
+

1

x2

(
ctg

1

x
+ C

)
, C ∈ R.
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Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 2

Задача 1. Шляхом пiдбору частинного розв’язку звести рiв-
няння Рiккатi до рiвняння Бернуллi i розв’язати його.

Варiанти завдань.
1. x2y′ + xy + x2y2 = 4.
2. xy′ = y2 − (2x+ 1)y + x2 + 2x.
3. x2y′ + (xy − 2)2 = 0.
4. y′ − 2xy + y2 = 5− x2.
5. y′ + 2yex − y2 = e2x + ex.

6. 3y′ + y2 +
2

x2
= 0.

7. xy′ − (2x+ 1)y + y2 = −x2.
8. x3y′ − y2 − x2y + x2 = 0.
9. y′ = −y2 + x2 + 1.
10. y′ + y2 = x2 − 2x.

11. y′ + y2 = − 1

4x2
.

12. y′ =
y2

2
+

1

2x2
.

Задача 2. Розв’язати рiвняння Рiккатi, попередньо звiвши його
до канонiчного вигляду.

Варiанти завдань.

1. y′ = y2 − 2y

x3
+

1

x6
.

2. y′ = −y
2

x4
+

4y

x
+ 1.

3. x2y′ − y2 − 2xy − 3 = 0.

4. y′ = −y2 + 2y

x2
− 2

x3
.

5. y′ = y2 − 2y

x
+

3

x4
.

6. x2y′ + y2 − 2xy − 1 = 0.

7. y′ = −exy2 − y + x−
4
3 e−x.

8. y′ = y2 − 2x−
1
3 y + x−

2
3 .

9. y′ =
2

3
x−

5
3 − 2x−

2
3 y − y2.

10. xy′ = x
1
3 y2 +

2

3
y +

1

3
x

1
3 .

11. xy′ + y2 − y − x
2
3 = 0.

12. y′ = y2 − 2y

x
+

1

3
x−

4
3 .
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6. Рiвняння у повних диференцiалах, iнтегрувальний
множник

Розглянемо диференцiальне рiвняння у симетричнiй формi

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (30)

де функцiї M,N ∈ C(D), D ⊂ R2 — вiдкрита область, |M(x, y)| +
+ |N(x, y)| 6= 0 для всiх (x, y) ∈ D.

Означення. Рiвняння (30) називається рiвнянням у повних
диференцiалах, якщо iснує функцiя U ∈ C1(D) така, що

∂U(x, y)

∂x
=M(x, y) i

∂U(x, y)

∂y
= N(x, y)

в областi D, тобто рiвняння (30) можна переписати у виглядi

dU(x, y) = 0.

Теорема. Нехай (30) є рiвнянням у повних диференцiалах. То-
дi для будь-якої точки (x0, y0) ∈ D iснує єдина iнтегральна крива
цього рiвняння, яка проходить через точку (x0, y0), визначена при-
наймнi в деякому околi цiєї точки i задається неявною функцiєю
U(x, y) = C0 для C0 = U(x0, y0).

Зауваження. Всi розв’язки рiвняння у повних диференцiалах (30)
задаються неявно рiвнiстю U(x, y) = C, C ∈ R, яка називається загаль-
ним iнтегралом рiвняння у повних диференцiалах.

Теорема. Нехай M,N ∈ C1(D), D – однозв’язна область. То-
дi рiвняння (30) є рiвнянням у повних диференцiалах тодi i лише
тодi, коли

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
для всiх (x, y) ∈ D.

Зауваження. Для рiвняння у повних диференцiалах (30) функцiю
U(x, y) можна визначити формулою

U(x, y) =

∫ x

x0

M(s, y)ds+

∫ y

y0

N(x0, s)ds,

де (x0, y0) ∈ D — деяка точка.

Приклад 1. Розв’язати рiвняння ydx+ xdy = 0.
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Розв’язання. Перевiримо для заданого рiвняння умову повноти.

Оскiльки у нас M(x, y) = y, N(x, y) = x, то
∂M

∂y
− ∂N

∂x
= 1 − 1 = 0. От-

же, маємо рiвняння в повних диференцiалах. Очевидно, що U(x, y) = xy,

тому загальними iнтегралом буде xy = C, C ∈ R.

Приклад 2. Розв’язати рiвняння 2xydx+ (x2 − y2)dy = 0.
Розв’язання. Перевiримо для заданого рiвняння умову повноти.

Оскiльки M(x, y) = 2xy, N(x, y) = x2 − y2, то
∂M

∂y
− ∂N

∂x
= 2x − 2x = 0.

Отже, маємо рiвняння в повних диференцiалах. Знайдемо для нього за-
гальний iнтеграл U(x, y) = C, C ∈ R. Вiдомо, що

∂U

∂x
=M = 2xy ⇒ U =

∫
2xydx+ φ(y) = x2y + φ(y).

Тодi з одного боку

∂U

∂y
=

∂

∂y

(
x2y + φ(y)

)
= x2 + φ′(y),

з iншого боку з рiвняння
∂U

∂y
= x2 − y2,

тому, прирiвнюючи правi частини, знаходимо

φ′(y) = −y2 ⇒ φ(y) = −y
3

3
⇒ U(x, y) = x2y − y3

3
.

Отже, загальний iнтеграл рiвняння: x2y − 1

3
y3 = C, C ∈ R.

Не кожне рiвняння вигляду (30) є рiвнянням у повних диферен-
цiалах. Однак можна спробувати звести рiвняння (30) до рiвняння
у повних диференцiалах, домножуючи його на деяку функцiю. Та-
ким чином, ми приходимо до поняття iнтегрувального множника.

Функцiю µ(x, y) ∈ C(D), яка не перетворюється в нуль у жоднiй
точцi областi D, називається iнтегрувальним множником рiвнян-
ня (30), якщо пiсля домноження на цю функцiю рiвняння (30) пе-
ретворюється на рiвняння у повних диференцiалах.

Припустимо, що у рiвняннi (30) M,N ∈ C1(D) i D є однозв’яз-
ною областю. Тодi для того щоб функцiя µ(x, y) ∈ C1(D) була iнте-
грувальним множником цього рiвняння необхiдно i достатньо, щоб
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виконувалась рiвнiсть
∂

∂y

(
µ(x, y)M(x, y)

)
=

∂

∂x

(
µ(x, y)N(x, y)

)
(31)

в областi D.
Для одержання iнтегрувального множника достатньо вiдшука-

ти один нетривiальний розв’язок µ(x, y) рiвняння (31), знаходити
всi розв’язки цього рiвняння не потрiбно. Зокрема, у деяких ви-
падках iнтегрувальний множник можна знайти як функцiю однiєї
змiнної, або µ = µ(x), або µ = µ(y). У таких випадках рiвнiсть (31)
перетворюється на звичайне диференцiальне рiвняння з вiдокрем-
люваними змiнними. А саме, якщо дрiб

M ′
y −N ′

x

N
= φ(x)

є функцiєю лише змiнної x, то iнтегрувальний множник µ = µ(x)

знаходиться як розв’язок диференцiального рiвняння

µ′

µ
=
M ′

y −N ′
x

N
= φ(x).

Аналогiчно, якщо дрiб

N ′
x −M ′

y

M
= ψ(y)

є функцiєю лише змiнної y, то iнтегрувальний множник µ = µ(y)

знаходиться як розв’язок диференцiального рiвняння

µ′

µ
=
N ′

x −M ′
y

M
= ψ(y).

Приклад 3. Розв’язати рiвняння (x2−sin2 y)dx+x sin 2ydy = 0.
Розв’язання. Перевiримо умову повноти:

∂M

∂y
− ∂N

∂x
= −2 sin y cos y − sin 2y = −2 sin 2y 6= 0.

Отже, умова повноти не виконується. Тому задане рiвняння не є рiвнян-
ням в повних диференцiалах. Спробуємо знайти iнтегрувальний множник
як функцiю змiнної x: µ = µ(x). Перевiряємо вираз:

M ′
y −N ′

x

N
=

−2 sin 2y

x sin 2y
= − 2

x
= φ(x).
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Отже, можемо знайти iнтегрувальний множник як функцiю змiнної x з
диференцiального рiвняння

µ′

µ
= − 2

x
, де µ = µ(x).

Таким чином, прийшли до диференцiального рiвняння з вiдокремлюва-

ними змiнними, розв’язком якого, наприклад, є функцiя µ(x) =
1

x2
. Далi,

домножаючи вихiдне рiвняння на цей iнтегрувальний множник, отрима-
ємо рiвняння (

1− sin2 y

x2

)
dx+

sin2 y

x
dy = 0.

Це рiвняння є рiвнянням у повних диференцiалах. Знайдемо його загаль-
ний iнтеграл. З одного боку:

∂U

∂y
=

sin 2y

x
⇒ U =

1

x

∫
sin 2ydy + φ(x) =

sin2 y

x
+ φ(x).

З iншого боку:

∂U

∂x
= − sin2 y

x2
+ φ′(x) = 1− sin2 y

x2
⇒ φ′(x) = 1 ⇒ φ(x) = x.

Отже, U(x, y) =
sin2 y

x
+ x, тобто маємо загальний iнтеграл

sin2 y

x
+ x = C, C ∈ R.

Зауважимо, що знайдений iнтегрувальний множник µ(x) =
1

x2
неви-

значений вздовж прямої x = 0, тому його використання звужує початкову
область визначення рiвняння i, таким чином, може привести до втрати
розв’язкiв. Дiйсно, функцiя x ≡ 0 є розв’язком вихiдного рiвняння, то-
му її треба додати до знайдених розв’язкiв рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними. Таким чином, одержуємо всi розв’язки вихiдного рiвняння: sin2 y

x
+ x = C, C ∈ R,

x ≡ 0.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння y(x+ y)dx+ (xy + 1)dy = 0.
Розв’язання. Перевiримо умову повноти:

∂M

∂y
− ∂N

∂x
= x+ 2y − y = x+ y 6= 0.
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Отже, умова повноти не виконується. Тому задане рiвняння не є рiв-
нянням в повних диференцiалах. Спробуємо вiдшукати iнтегрувальний
множник як iункцiю змiнної y: µ = µ(y). Перевiряємо вираз:

N ′
x −M ′

y

M
=

x+ y

−y(x+ y)
= −1

y
= ψ(y).

Отже, можемо знайти iнтегрувальний множник як функцiю змiнної y з
диференцiального рiвняння

µ′

µ
= −1

y
, де µ = µ(y).

Таким чином, отримали рiвняння з вiдокремлюваними змiнними для зна-
ходження iнтегрувального множника. Одним з його розв’язкiв є функцiя

µ(y) =
1

y
. Тепер домноживши вихiдне рiвняння на знайдений iнтегру-

вальний множник, одержуємо рiвняння в повних диференцiалах:

(x+ y)dx+

(
x+

1

y

)
dy = 0.

Знайдемо його загальний iнтеграл:

xdx+ ydx+ xdy +
dy

y
= 0 ⇒ d

(
1

2
x2 + xy + ln |y|

)
= 0.

Тому загальним iнтегралом рiвняння з вiдокремлюваними змiнними є

U(x, y) =
1

2
x2 + xy + ln |y| = C, C ∈ R.

Оскiльки ми використовували iнтегрувальний множник µ(y) =
1

y
неви-

значений при y = 0, то безпосередньою перевiркою встановлюємо, що
функцiя y ≡ 0 теж є розв’язком вихiдного рiвняння. Отже, всi розв’язки
вихiдного рiвняння задаються сукупнiстю: U(x, y) =

1

2
x2 + xy + ln |y| = C, C ∈ R,

y ≡ 0.

Iнодi iнтегрувальний множник можна шукати у виглядi µ =

= µ(ω(x, y)), де ω(x, y) – деяка функцiя, зокрема, дость часто ви-
користовуються варiанти: ω(x, y) = x2 ± y2, ω(x, y) = xy, ω(x, y) =
= x ± y. У цьому випадку з рiвностi (31) отримуємо рiвняння для
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знаходження µ = µ(ω(x, y)):

µ′ω
µ

=

∂M

∂y
− ∂N

∂x

N
∂ω

∂x
−M

∂ω

∂y

= η(ω).

Якщо виявиться, що права частина цього рiвняння залежить ли-
ше вiд ω(x, y), то рiвняння (30) допускає iнтегрувальний множник
вигляду µ = µ(ω(x, y)).

Приклад 5. Розв’язати рiвняння (x2 + y2 + y)dx− xdy = 0.
Розв’язання. Перевiримо умову повноти:

∂M

∂y
− ∂N

∂x
= 2y + 2 6= 0.

Отже, умова повноти не виконується. Тому задане рiвняння не є рiвнян-
ням в повних диференцiалах. Знайдемо iнтегрувальний множник вигляду
µ = µ(ω), де ω(x, y) = x2 + y2. Оскiльки

∂M

∂y
− ∂N

∂x

N
∂ω

∂x
−M

∂ω

∂y

=
y + 1

−x2(y + 1)− y2(y + 1)
= − 1

x2 + y2
= − 1

ω
= η(ω),

то рiвняння допускає iнтегрувальний множник такого вигляду, i ми мо-
жемо його знайти як один з розв’язкiв рiвняння

µ′
ω

µ
= − 1

ω
⇒ µ =

1

ω
=

1

x2 + y2
.

Тепер домножимо вихiдне рiвняння на iнтегрувальний множник:(
1 +

y

x2 + y2

)
dx− x

x2 + y2
dy = 0.

Отримали рiвняння в повних диференцiалах, загальним iнтегралом якого,
а також загальним iнтегралом вихiдного рiвняння, є

x+ arctg
x

y
= C, C ∈ R.

При вiдшуканнi iнтегрувальних множникiв можна використо-
вувати наступний результат.

Теорема (про загальний вигляд iнтегрувального мно-
жника). Якщо µ(x, y) — iнтегрувальний множник рiвняння (30),
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U(x, y) — iнтеграл рiвняння

µ(x, y)M(x, y)dx+ µ(x, y)N(x, y) = 0

i f : R → R \ {0} — довiльна неперервна функцiя, то функ-
цiя f(U(x, y))µ(x, y) також є iнтегрувальним множником рiвнян-
ня (30).

Приклад 6. Розв’язати рiвняння(y
x
+ 3x2

)
dx+

(
1 +

x3

y

)
dy = 0.

Розв’язання. Перепишемо вихiдне рiвняння у виглядi:(y
x
dx+ dy

)
+

(
3x2dx+

x3

y
dy

)
= 0.

Для рiвняння
y

x
dx + dy = 0 iнтегрувальним множником є функцiя

µ1 = x, а iнтегралом є функцiя U1 = xy. Вiдповiдно, для рiвняння

3x2dx +
x3

y
dy = 0 iнтегрувальним множником є функцiя µ2 = y, а iнте-

гралом є U2 = x3y. Якщо ми зможемо пiдiбрати функцiї φ,ψ ∈ C1 таким
чином, щоб xφ(xy) = yψ(x3y), то цей вираз буде одночасно iнтегруваль-
ним множником i для першої, i для другої дужки, тобто iнтегрувальними
всього рiвняння. Для φ(t) = t2, ψ(s) = s потрiбна рiвнiсть буде виконува-
тись, а отже, спiльне значення µ = x3y2 буде iнтегрувальним множником
для вихiдного рiвняння, пiсля домноження на який отримуємо рiвняння(

x2y3dx+ x3y2dy
)
+
(
3x5y2dx+ x6ydy

)
= 0

загальний iнтеграл якого легко знайти

U =
1

3
x3y3 +

1

2
x6y2 = C, C ∈ R.

Вiдмiтимо, що ми домножили вихiдне рiвняння на функцiю µ = x3y2,

що обертається на нуль вздовж прямих x = 0, y = 0. Разом з тим множини
x = 0, y = 0 не належать до множини допустимих значень рiвняння, тому
їх слiд виключити зi знайденого загального iнтегралу: U =

1

3
x3y3 +

1

2
x6y2 = C, C ∈ R,

x 6= 0, y 6= 0.

Останнiй вираз також можна переписати наступним чином. Помiти-
мо, що при x = 0 або y = 0 значення параметру C = 0. З iншого боку, якщо
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C = 0, то окрiм значень x = 0 та y = 0 рiвнiсть U =
1

3
x3y3+

1

2
x6y2 = 0 за-

довольняє функцiя y = −3

2
x3, яка є розв’язком вихiдного рiвняння, тому

маємо  U =
1

3
x3y3 +

1

2
x6y2 = C, C ∈ R \ {0},

y = −3

2
x3.

Вправи

У задачах 77–97 розв’язати рiвняння:
77. (y + ex)dx+ xdy = 0.
78.

x

x2 + y2
dx+

y

x2 + y2
dy = 0.

79.
(
1

x
+ y

)
dx+ (3y2 + x)dy = 0.

80. 2xyex2
dx+ (2− ex

2
)dy = 0.

81.
x

y2
dx− x2

y3
dy = 0.

82. yxy−1dx+ xy lnxdy = 0.
83. (x2 − 4xy − 2y2)dx+ (y2 − 4xy − 2x2)dy = 0.

84. 3x2(1 + ln y)dx =

(
2y − x3

y

)
dy.

85. 2x(1 +
√
x2 − y)dx−

√
x2 − ydy = 0.

86. e−ydx− (2y + xe−y)dy = 0.
87. ydx− (x+ x2 + y2)dy = 0.
88. (x2 + y2 + 2x)dx+ 2ydy = 0.
89. dx+ (x+ e−yy2)dy = 0.
90.

(
y − ay

x + x
)
dx+ ady = 0, a – параметр, ω = x± y.

91. (x2 + y2 + y)dx− xdy = 0, ω = x2 ± y2.
92. (x2 + y2 + 1)dx− 2xydy = 0.
93. y2(x− 3y)dx+ (1− 3xy2)dy = 0.
94. (2xy + ax)dx+ dy = 0, a – параметр.
95. (2y2 − 9xy)dx+ (3xy − 6x2)dy = 0, µ = xαyβ .
96. (2x− 2y − x2 + 2xy)dx+ (2x2 − 4xy − 2x)dy = 0, µ = eaxeby.
97. (x3 − xy2 − y)dx+ (xy2 − y3 + x)dy = 0.
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98.* Методом iнтегрувального множника розв’язати однорiдне ди-
ференцiальне рiвняння (py − qx)dx− (px− qy)dy = 0.
99.* Знайти iнтегрувальний множник для лiнiйного рiвняння
dy − (a(x)y + b(x))dx = 0.
100.* Знайти iнтегрувальний множник рiвняння
yg(xy)dx+ xh(xy)dy = 0.
101.* За яких умов рiвняння M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 має iнте-
грувальний множник у формi µ(x, y) = h(xy)?
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7. Фазовi портрети автономних систем на площинi

НехайM,N ∈ C(D),D – деяка область в R2, i нехай виконується
умова

|M(x, y)|+ |N(x, y)| 6= 0 ∀ (x, y) ∈ D. (32)

Розглянемо диференцiальне рiвняння першого порядку в симе-
тричнiй формi

M(x, y)dx−N(x, y)dy = 0. (33)

Поряд iз рiвнянням (33) розглянемо автономну систему другого
порядку {

ẋ = N(x, y),

ẏ =M(x, y);
(34)

тут символ □̇ (крапка зверху) позначає похiдну за змiнною t, тобто

ẋ =
dx

dt
, ẏ =

dy

dt
.

Означення. Фазовою траєкторiєю системи (34) називається
гладка крива Γ = {(x(t), y(t)), t ∈ (α, β)}, яка цiлком лежить в
областi D (для всiх t ∈ (α, β) точка (x(t), y(t)) ∈ D) i для якої
виконується тотожнiсть{

ẋ(t) ≡ N(x(t), y(t))

ẏ(t) ≡M(x(t), y(t)).

Має мiсце наступний результат про зв’язок мiж автономною си-
стемою i рiвнянням в симетричнiй формi.

Теорема. За умови (32) довiльна фазова траєкторiя автоном-
ної системи (34) є iнтегральною кривою диференцiального рiвнян-
ня (33) i навпаки.

Означення. Точка (x0, y0), для якої виконується{
M(x0, y0) = 0,

N(x0, y0) = 0,

називається особливою точкою рiвняння (33), або положенням
рiвноваги системи (34).
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Зауваження. Якщо (x0, y0) – положення рiвноваги системи (34),
то x(t) ≡ x0, y(t) ≡ y0 є сталим розв’язком (стацiонарним розв’язком)
цiєї системи.

Для положення рiвноваги (особливої точки) (x0, y0) замiна x =

= x̄ + x0, y = ȳ + y0 переносить його у точку (0, 0). Тому, не обме-
жуючи загальностi, можна вважати, що (x0, y0) = (0, 0).

Нехай M,N ∈ C1(D), (0, 0) ∈ D, M(0, 0) = N(0, 0) = 0. Тодi
можемо записати

M(x, y) =M ′
x(0, 0) · x+M ′

y(0, 0) · y + o(
√
x2 + y2)

N(x, y) = N ′
x(0, 0) · x+N ′

y(0, 0) · y + o(
√
x2 + y2)

при (x, y) → (0, 0).
Означення. Систему{

ẋ = N ′
x(0, 0)x+N ′

y(0, 0)y

ẏ =M ′
x(0, 0)x+M ′

y(0, 0)y
(35)

називають лiнеаризованою (або системою першого наближення)
для системи (34) в околi положення рiвноваги (0, 0) (тривiального
положення рiвноваги).

Поведiнка фазових траєкторiй систем (34) i (35) в околi три-
вiального положення рiвноваги досить часто тiсно пов’язанi. Тому
важливо вивчати поведiнку траєкторiй системи (35).

Розглянемо лiнiйну систему зi сталими коефiцiєнтами{
ẋ = ax+ by,

ẏ = cx+ dy,
(36)

де a, b, c, d ∈ R i одночасно нулю не дорiвнюють. Очевидно, що (0, 0)

– положення рiвноваги цiєї системи.
Нехай

v =

(
x

y

)
, A =

(
a b

c d

)
.

Тодi систему (36) можна переписати у векторнiй формi

v̇ = Av.
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Нехай λ1, λ2 – власнi числа матрицi A, тобто розв’язки характери-
стичного рiвняння

det(A− λE) = 0 ⇔

∣∣∣∣∣ a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣∣ = 0.

Розглянемо можливi випадки.
I. Нехай detA = 0. У цьому випадку принаймнi одне з власних
чисел нульове, скажiмо λ1 = 0, та cx + dy = k(ax + by) з деяким
k ∈ R, i положення рiвноваги системи (36) – це кожна точка прямої
ax + by = 0 (тобто кожна точка прямої ax + by = 0 є окремою
фазовою траєкторiєю).

При ax + by 6= 0 вiд системи (36) можемо перейти до диферен-
цiального рiвняння

dy

dx
= k,

всi розв’язки якого зображуються формулою y = kx+ C, C ∈ R.
1) Якщо λ2 6= 0, то кожна пряма y = kx+ c складається з трьох

фазових траєкторiй системи (36): це положення рiвноваги, що є пе-
ретином прямих y = kx+c i ax+by = 0, та два променi, рух вздовж
яких визначається знаком λ2 : якщо λ2 < 0, то рух вiдбувається до
положення рiвноваги, якщо λ2 > 0 – рух вiд положення рiвноваги.

2) При λ2 = 0 прямi y = kx+ c i ax+ by = 0 паралельнi. Кожна
з прямих y = kx + c є фазовою траєкторiєю, для уточненням на-
прямку руху вздовж якої потрiбно скористатись вектором фазової
швидкостi

v̇|(x∗,y∗) =

(
ax∗ + by∗

cx∗ + dy∗

)
,

що обчислюється в довiльнiй точцi (x∗, y∗) вiдмiннiй вiд положен-
ня рiвноваги. Напрям вектора v̇|(x0,y0) вказує напрям руху уздовж
фазових траєкторiй.
II. Нехай detA 6= 0. Тодi v0 ≡ (0, 0) – єдине положення рiвноваги,
а власнi числа є ненульовими розв’язками квадратного рiвняння,
тому можливi наступнi ситуацiї.

1) Власнi числа λ1, λ2 – дiйснi та рiзнi (λ1, λ2 ∈ R, λ1 6= λ2). У
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цьому випадку кожному власному числу λi вiдповiдає один власний
вектор si, i = 1, 2. При цьому власнi числа можуть бути одного
знаку або мати рiзнi знаки.

а) Власнi числа одного знаку: λ1 · λ2 > 0.

У цьому випадку маємо фазовий портрет типу ”вузол”.
Фазовими траєкторiями системи (36) є положення рiвноваги

(0, 0), напiвпрямi, що починаються в точцi (0, 0) i проходять вздовж
власних векторiв s1, s2, гiлки парабол, якi в точцi (0, 0) дотикаю-
ться до напiвпрямих, паралельних власному вектору, що вiдповiдає
меншому за модулем власному числу.

Рух вздовж траєкторiй визначається знаком λ1, λ2:
– якщо λ1 > 0, λ2 > 0, то рух вiдбувається вiд положення рiвноваги,
– якщо λ1 < 0, λ2 < 0, – рух до положення рiвноваги.

б) Власнi числа рiзних знакiв: λ1 · λ2 < 0.
У цьому випадку маємо фазовий портрет типу ”сiдло”.

Фазовими траєкторiями системи (36) є положення рiвноваги
(0, 0), напiвпрямi, що починаються у точцi (0, 0) i паралельнi вла-
сним векторам s1, s2, i кривi типу гiпербол, для яких цi напiвпрямi
є асимптотами.

Рух на напiвпрямих визначається знаком вiдповiдного власного
числа. Нехай для визначеностi λ1 < 0, λ2 > 0. Тодi на напiвпрямих
вздовж вектора s1 рухаємося до положення рiвноваги, а на напiв-
прямих вздовж вектора s2 – вiд положення рiвноваги. Рух вздовж
iнших траєкторiй узгоджується з цими рухами.

2) Власнi числа дiйснi та однаковi: λ1 = λ2 = λ ∈ R.
Тодi можливi два випадки.

а) Матриця A – дiагональна:

A =

(
λ 0

0 λ

)
,

тобто система (36) має вигляд{
ẋ = λx,

ẏ = λy;
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А отже, переходячи до рiвняння, отримуємо

dy

dx
=
y

x
⇒ y = Cx, C ∈ R.

У цьому випадку маємо фазовий портрети типу ”дикритичний
вузол”.

Фазовi траєкторiї системи (36) – це положення рiвноваги (0, 0)

та напiвпрямi, якi виходять з точки (0, 0) пiд всiма можливими на-
прямками. Рух вздовж напiвпрямих визначається знаком λ: при
λ < 0 – рух до положення рiвноваги, при λ > 0 – рух вiд положення
рiвноваги.

б) Матриця A – не дiагональна.
У цьому випадку маємо фазовий портрет типу ”вироджений вузол”.

Нехай s – єдиний власний вектор, що вiдповiдає кратному вла-
сному числу λ. Тодi фазовi траєкторiї системи (36) складаються
з положення рiвноваги (0, 0), двох напiвпрямих, що починаються
в точцi (0, 0) i проходять вздовж власного вектора s, i S-подiбних
кривих, якi примикають до положення рiвноваги, дотикаючись цих
напiвпрямих. Рух визначається знаком λ: якщо λ < 0, то рух вiд-
бувається до положення рiвноваги, якщо λ > 0 – вiд положення
рiвноваги. Один з двох можливих варiантiв фазового портрету (в
яку сторону вигнутi дуги S-подiбних кривих) визначає вектор фа-
зової швидкостi.

3) Власнi числа – це пара комплексно-спряжених чисел:

λ1,2 = α± iβ ∈ C.

а) Якщо дiйсна частина ненульова (α 6= 0), то маємо фазовий
портрет типу ”фокус”.

Всi фазовi траєкторiї окрiм положення рiвноваги мають вигляд
спiралей, що ”навиваються” на положення рiвноваги.

Напрям руху визначає знак дiйсної частини α: якщо α < 0, то
рух по спiралям вiдбувається таким чином, щоб поступово з кожним
обертом уздовж спiралi наближатись до положення рiвноваги, при
α > 0 – рух вiд положення рiвноваги; та вектор фазової швидко-
стi : спiралi намотуються за годинниковою стрiлкою, чи проти неї.
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Таким чином, в залежностi вiд знаку α та напряму вектора фазової
швидкостi можливi чотири варiанти фазового портрету.

б) Якщо власнi числа суто уявнi, тобто α = 0, то маємо фазовий
портрет типу ”центр”.

Всi фазовi траєкторiї окрiм положення рiвноваги мають вигляд
концентричних елiпсiв, розташованих навколо положення рiвнова-
ги, напрям руху по яким визначає вектор фазової швидкостi.

Повернемось до аналiзу систем (34) i (35). Справедливий насту-
пний результат щодо коректностi методу лiнеаризацiї.

Теорема (Гробмана-Хартмана). Якщо дiйснi частини вла-
сних чисел матрицi

A =

(
N ′

x(0, 0) N ′
y(0, 0)

M ′
x(0, 0) M ′

y(0, 0)

)

вiдмiннi вiд нуля, то в деякому околi точки (0, 0) iснує близька
до тотожної замiна змiнних, що переводить фазовi траєкторiї
системи (35) в фазовi траєкторiї системи (34).

Таким чином, при виконаннi умов теореми фазовi портрети си-
стем (34) i (35) в деякому околi положення рiвноваги є близькими.

Приклад 1. Знайти та дослiдити особливi точки диференцi-
ального рiвняння

(2xy − 4y − 8)dy = (4y2 − x2)dx. (37)

Розв’язання. Поряд з рiвнянням (37) розглянемо автономну систему{
ẋ = 2xy − 4y − 8,

ẏ = 4y2 − x2.
(38)

Особливi точки рiвняння (37) (те саме, положення рiвноваги системи
(38)) знаходяться з системи алгебраiчних рiвнянь{

2xy − 4y − 8 = 0,

4y2 − x2 = 0;
(39)
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розв’язуючи яку маємо

{
2xy − 4y − 8 = 0,

(2y − x)(2y + x) = 0;
⇒


{
y = 2x,

y2 − y − 2 = 0;{
y = −2x,

y2 + y + 2 = 0.

Таким чином, з першої системи отримуємо двi особливi точки

(x1, y1) = (−2,−1), (x2, y2) = (4, 2),

а друга система не має дiйсних розв’язкiв.
Оскiльки система (38) нелiнiйна, то випишемо лiнеаризовану систему{

ẋ = 2y0(x− x0) + (2x0 − 4)(y − y0),

ẏ = −2x0(x− x0) + 8y0(y − y0);
(40)

i дослiдимо окремо кожне з положень рiвноваги, скориставшись теоремою
Гробмана–Хартмана.

1. Точка (x1, y1) = (−2,−1). Лiнеаризована система має вигляд{
ẋ = −2(x+ 2)− 12(y + 1),

ẏ = 4(x+ 2)− 8(y + 1).
(41)

Впровадивши замiну ξ1 = x+2, η1 = y+1, у площинi 0ξ1η1 приходимо до
системи вигляду (35) з матрицею

A1 =

(
−2 −8

4 −8

)
.

Власнi числа матрицi A1 знаходяться з характеристичного рiвняння∣∣∣∣∣ −2− λ −8

4 −8− λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ λ2 + 10λ+ 48 = 0,

яке має пару комплексно-спряжений коренiв λ1,2 = −5± i
√
23 з вiд’ємною

дiйсною частиною. Тому (x1, y1) = (−2,−1) є особливою точкою типу
фокус, в її околi всi фазовi траєкторiї системи (41) (а отже, i вихiдної
системи (38)) є спiралями, рух по яким вiдбувається до точки (−2,−1).

Цi спiралi можуть закручуватися за або проти годинникової стрiлки, щоб
уточнити, як саме, потрiбен вектор фазової швидкостi, порахований у
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точцi близький до особливої. Вiзьмемо, наприклад, точку (−2, 0). Тодi
вектор фазової швидкостi

v̇|(−2,0) =

(
−4(−2 + 2)− 6(0 + 1)

2(−2 + 2) +−8(0 + 1)

)
=

(
−12

−8

)
направлений вниз i лiворуч, отже, спiралi намотуються проти годиннико-
вої стрiлки.

2. Точка (x2, y2) = (4, 2). iнеаризована система має вигляд{
ẋ = 4(x− 4) + 4(y − 2),

ẏ = −8(x− 4) + 16(y − 2).
(42)

Впровадивши замiну ξ2 = x− 4, η2 = y− 2, у площинi 0ξ2η2 приходимо до
системи вигляду (35) з матрицею

A2 =

(
4 4

−8 16

)
.

Власнi числа матрицi A2 знаходяться з характеристичного рiвняння∣∣∣∣∣ 4− λ 4

−8 16− λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇔ λ2 − 20λ+ 96 = 0,

яке має пару дiйсних вiд’ємних коренiв λ1 = 8, λ2 = 12. Тому (x2, y2) =

(4, 2) є особливою точкою типу вузол.
Знайдемо власнi вектори s1, s2 :

s1 :

(
4− 8 4

−8 16− 8

)
=

(
−4 4

−8 8

)
∼ (1,−1) ⇒ s1 =

(
1

1

)
,

s2 :

(
4− 12 4

−8 16− 12

)
=

(
−8 4

−8 4

)
∼ (−2, 1) ⇒ s2 =

(
1

2

)
.

Отже, в околi точки (4, 2) фазовi траєкторiї системи (42) (а отже, i
вихiдної системи (38)) складаються з чотирьох променiв, якi утворюють
двi прямi, що проходять через точку (4, 2) паралельно векторам s1, s2, та
гiлок парабол. Параболи дотикаються прямої, що проходить через осо-
бливу точку паралельно власному вектору, який вiдповiдає меншому за
модулем власному числу λ1 = 8, тобто y = x − 2. Рух по траєкторiям
вiдбувається вiд точки (4, 2).
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Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 3

Задача 1. Для заданої лiнiйної системи:

1) знайти, пiд яким кутом фазовi траєкторiї перетинають пряму
y = x;

2) для фазових траєкторiй, що примикають до початку координат,
знайти кут, пiд яким вони примикають до точки (0, 0);

3) зобразити фазовi траєкторiї.

Варiанти завдань.

1.

{
ẋ = x+ y,

ẏ = 4x+ y;

2.

{
ẋ = −2x+ 3y,

ẏ = x− y;

3.

{
ẋ = 3x− y,

ẏ = 2x+ 7y;

4.

{
ẋ = 2y − x,

ẏ = 3x− y;

5.

{
ẋ = 2x− y,

ẏ = 5x− 3y;

6.

{
ẋ = −2x− y,

ẏ = −9x− 3y;

7.

{
ẋ = −2x− y,

ẏ = 2x+ 3y;

8.

{
ẋ = −x− 3y,

ẏ = −2x− y;

9.

{
ẋ = x+ 4y,

ẏ = x+ y;

10.

{
ẋ = 5y − x,

ẏ = x− 2y;

11.

{
ẋ = 3x− 3y,

ẏ = −4x+ 2y;

12.

{
ẋ = −4y − x,

ẏ = −3x− y.

Задача 2. Для заданої автономної системи:

1) знайти всi положення рiвноваги системи диференцiальних рiв-
нянь, для кожного з положень рiвноваги записати вiдповiдну
систему першого наближення;

2) зобразити на фазовiй площинi напрямки векторного поля у точ-
ках (m,n), де m = −6,−5, . . . , 6, n = −6,−5, . . . , 6;

3) визначити тип усiх положення рiвноваги;
4) зобразити на фазовiй площинi фазовi траєкторiї в околах поло-

жень рiвноваги.
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Варiанти завдань.

1.

{
ẋ = 2xy − 4y − 8,

ẏ = 4y2 − x2;

2.

{
ẋ = −2y(x− y),

ẏ = 2 + x− y2;

3.

{
ẋ = x− y,

ẏ = y2 + x2 − 2;

4.

{
ẋ = x+ y + 1,

ẏ = y +
√
2x2 + 1;

5.

{
ẋ = x− y − 1,

ẏ = x3 − y3 − 7;

6.

{
ẋ = y2 − xy + 12,

ẏ = x2 − xy − 28;

7.

{
ẋ = x2y + xy − 6,

ẏ = xy + x+ y − 5;

8.

{
ẋ = x3 + y3 − 9,

ẏ = xy − 2;

9.

{
ẋ = (2x− y)2 − 9,

ẏ = (x− 2y)2 − 9;

10.

{
ẋ = x2 + xy − 15,

ẏ = y2 + xy − 10;

11.

{
ẋ = y − x,

ẏ =
√
3x+ y2 − 2;

12.

{
ẋ = 4x2 − y2,

ẏ = 2xy − 4x− 8.
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8. Iснування, єдинiсть та продовжуванiсть розв’язку
задачi Кошi

Розглядаємо задачу Кошi

y′ = f(x, y), y(x0) = y0 (43)

у прямокутнику Π = {(x, y) ∈ R2 : |x − x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b}, де
a > 0, b > 0 — деякi числа.

Основнi результати щодо iснування та єдиностi розв’язку задачi
Кошi (43) дають теореми Пеано про iснування розв’язку та Пiкара
про iснування та єдинiсть розв’язку.

Теорема (Пеано). Нехай функцiя f(x, y) ∈ C(Π). Тодi на вiд-

рiзку Ih = [x0 − h, x0 + h], де h = min

{
a,

b

M

}
, M = max

(x,y)∈Π
|f(x, y)|,

iснує розв’язок y(x) задачi Кошi (43).

Теорема (Пiкара). Нехай функцiя f(x, y) ∈ C(Π) задовольняє
умову Лiпшиця щодо змiнної y, тобто iснує стала L > 0 (стала
Лiпшиця) така, що для довiльних точок (x, ȳ), (x, ỹ) ∈ Π виконує-
ться

|f(x, ȳ)− f(x, ỹ)| ≤ L|ȳ − ỹ|.

Тодi на вiдрiзку Ih = [x0 − h, x0 + h], де h = min

{
a,

b

M

}
,

M = max
(x,y)∈Π

|f(x, y)|, iснує єдиний розв’язок задачi Кошi (43). Цей

розв’язок є границею рiвномiрно збiжної послiдовностi функцiй
{yk(x), k = 0, 1, 2, . . .}, визначеної рекурентними формулами ме-
тоду послiдовних наближень

y0(x) ≡ y0,

yk+1(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, yk(s))ds, x ∈ Ih, k = 0, 1, 2, . . .

При цьому має мiсце оцiнка швидкостi збiжностi

|y(x)− yk(x)| ≤
M

L

(Lh)k+1

(k + 1)!
=: 4k для всiх x ∈ I.

Зауваження. Умова Лiпшиця виконується, якщо iснує неперерв-

на частинна похiдна
∂f

∂y
∈ C(Π).
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Теорема Пiкара гарантує iснування та єдинiсть розв’язку на де-
якому невеличкому вiдрiзку довкола початкової точки x0. Послi-
довно застосовуючи теорему Пiкара можна продовжити розв’язок
до виходу на границю прямокутника Π, однак питання продовже-
ння на весь iнтервал Ih = [x0 − a, x0 + a] залишається вiдкритим.
Наступнi результати можна застосовувати при дослiдження питан-
ня продовження розв’язку.

Теорема (порiвняння). Припустимо, що D ⊂ R2 – опукла
область i функцiї f(x, y), f1(x, y), f2(x, y) ∈ C(D) задовольняють
умову

f1(x, y) < f(x, y) < f2(x, y) для всiх (x, y) ∈ D.

Нехай yk(x) : Ik 7→ R – непродовжуваний розв’язок задачi Кошi
y′ = fk(x, y), y(x0) = y0, k = 1, 2, графiк якого належить обла-
стi D, де (x0, y0) ∈ D — спiльна початкова точка. Тодi розв’язок
задачi Кошi (43) допускає продовження на iнтервал I = I1 ∩ I2 i
задовольняє нерiвнiсть

y1(x) < y(x) < y2(x) для всiх x ∈ I+ := {x ∈ I, x > x0},

y1(x) > y(x) > y2(x) для всiх x ∈ I− := {x ∈ I, x < x0}.

Твердження. Якщо функцiя f(x, y)∈C(R2) задовольняє умову

|f(x, y)| ≤ a(x)|y|+ b(x) для всiх (x, y) ∈ R2,

де функцiї a(x), b(x) ∈ C(R 7→ [0,∞]), то кожен розв’язок рiвняння
y′ = f(x, y) продовжується на всю дiйсну вiсь.

Приклад 1. Для задачi Кошi{
y′ = x− y2,

y(0) = 0;

у прямокутнику Π = {(x, y) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1} перевiрити умови
теореми Пiкара, знайти третє наближення до точного розв’язку i
оцiнити похибку.

Розв’язання. У нашому випадку f(x, y) = x−y2, a = 1, b = 1, x0 = 0,
y0 = 0. Очевидно, що f ∈ C(Π) як степенева функцiя i iснує f ′y = −2y
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обмежена на Π, а тому умови теореми Пiкара виконуються. Знайдемо про-
мiжок, на якому теорема Пiкара гарантує iснування та єдинiсть розв’язку
задачi Кошi. Оскiльки M = max

(x,y)∈Π
|x − y2| = 2, L = max

(x,y)∈Π
| − 2y| = 2, то

h = min

{
1,

1

2

}
=

1

2
. Отже, за теоремою Пiкара iснує i єдиний розв’язок

задачi Кошi y = y(x) принаймнi на промiжку
[
−1

2
,
1

2

]
. Побудуємо три

послiдовнi наближення до точного розв’язку:

y0(x) = 0,

y1(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, y0)ds = 0 +
x∫
0

(s− 0)ds =
x2

2
,

y2(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, y1(s))ds = 0 +
x∫
0

(
s−

(
s2

2

)2
)
ds =

x2

2
− x5

20
,

y3(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, y2(s))ds = 0 +
x∫
0

(
s−

(
s2

2
− s5

20

)2
)
ds =

=
x2

2
− x5

20
+

x8

160
− x11

4400
.

Порахуємо похибку

max
[− 1

2 ,
1
2 ]
|y(x)− y3(x)| ≤ 43 =

M

L

(Lh)3+1

(3 + 1)!
=

2

2

(
2 · 1

2

)4
(4)!

=
1

24
.

Приклад 2. Знайти максимальний промiжок iснування розв’язку
задачi Кошi {

y′ = (x2 + y2)e1−x2−y2 ,

y(0) = 0.

Розв’язання. Вiзьмемо у якостi прямокутника Π квадрат Π =

= {(x, y) : |x| ≤ a, |y| ≤ a}, a ≥ 1. Тодi

f(x, y) = (x2 + y2)e1−x2−y2

∈ C(Π),

f ′y(x, y) = 2ye1−x2−y2

− 2y(x2 + y2)e1−x2−y2

= 2y(1− x2 − y2)e1−x2−y2

i f ′y – обмежена на Π. Отже, за теоремою Пiкара iснує єдиний роз-

в’язок задачi Кошi, визначений на [−h, h], де h = min
{
a,

a

M

}
, M =

= max
(x,y)∈Π

|f(x, y)| = max
(x,y)∈Π

(x2 + y2)e1−x2−y2

.



65

Розглянемо функцiю g(t) = te1−t при t ≥ 0. Тодi, якщо t = x2+ y2, то
M = max

0≤t≤2a2
g(t). Покажемо, що максимум досягається при t = 1. Дiйсно,

оскiльки g′(t) = e1−t − te1−t = (1 − t)e1−t, то єдиною критичною точкою
функцiї g(t) буде t = 1. У точцi t = 1 похiдна похiдна g′(t) змiнює знак
з ”+” на ”-”, тому t = 1 – єдина точка максимуму функцiї g(t). Тому
max

t∈[0,2a2]
g(t) = g(1) = 1. Звiдси

max
(x,y)∈Π

|f(x, y)| = 1 ⇒ M = 1 ⇒ h = min
{
a,

a

M

}
= a.

Таким чином, для довiльного a > 0 розв’язок iснує на [−a, a], а отже i на
всьому R.

Приклад 3. Знайти розв’язок задачi Кошi{
y′ = x+ y,

y(0) = 1;

як границю послiдовних наближень.
Розв’язання. Побудуємо послiдовнiсть наближень {yn}∞n=1:

y0(x) = y0 = 1,

y1(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, y0(s))ds = 1 +
x∫
0

(s+ 1)ds = 1 + x+
x2

2
,

y2(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, y1(s))ds = 1 +
x∫
0

(
s+ 1 + s+

s2

2

)
ds =

= 1 +
x∫
0

(
1 + 2s+

s2

2

)
ds = 1 + x+ x2 +

x3

2 · 3
,

y3(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, y2(s))ds = 1 +
x∫
0

(
s+ 1 + s+ s2 +

s3

2 · 3

)
ds =

= 1 +
x∫
0

(
1 + 2s+ s2 +

s3

2 · 3

)
ds = 1 + x+ x2 +

x3

3
+

x4

4 · 3 · 2
;

y4(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, y3(s))ds =

= 1 +
x∫
0

(
s+ 1 + s+ s2 +

s3

3
+

s4

4 · 3 · 2

)
ds =

= 1 + x+ x2 +
x3

3
+

x4

4 · 3
+

x5

5 · 4 · 3 · 2
. . .
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У побудованих наближеннях проявляється закономiрнiсть, яка дає мо-
жливiсть сформулювати гiпотезу про те, що

yn(x) = 1 + x+ 2 · x
2

2!
+ 2 · x

3

3!
+ · · ·+ 2 · x

n

n!
+

xn+1

(n+ 1)!
. (44)

Перевiримо цю гiпотезу за допомогою методу математичної iндукцiї:

yn+1(x) = y0 +
x∫
x0

f(s, yn(s))ds =

= 1 +
x∫
0

(
s+ 1 + s+ 2 · s

2

2!
+ 2 · s

3

3!
+ · · ·+ 2 · s

n

n!
+ sn+1(n+ 1)!

)
ds =

= 1 + x+ 2 · x
2

2!
+ 2 · x

3

3!
+ · · ·+ 2 · x

n

n!
+ 2 · xn+1(n+ 1)! +

xn+2

(n+ 2)!
.

Отже, гiпотеза вiрна i послiдовнi наближення дiйсно визначаються фор-
мулою (44). Знайдемо тепер границю yn(x) при n→ ∞:

yn(x) = 1 + x+ 2 · x
2

2!
+ 2 · x

3

3!
+ · · ·+ 2 · x

n

n!
+ xn+1(n+ 1)! =

= 2

(
1 + x+

x2

2!
+ . . .+

xn

n!

)
− x− 1 +

xn+1

(n+ 1)!
→ 2ex − x− 1, n→ ∞.

Неважко перевiрити, що отриманий таким способом розв’язок y(x) =

= 2ex −x− 1 збiгається з розв’язком задачi Кошi для лiнiйного рiвняння,
що можна отримати одним iз запропонованих вище методiв.

Вправи

102. Знайти найменшу константу M ∈ R, яка обмежує модуль
функцiї f(x, y) = x2+ y2+2(2−x− y) у прямокутнику Π = {(x, y) :
|x− 1| ≤ a, |y − 1| ≤ b}.
103. Перевiрити, що функцiя f(x, y) = y2 sinx + ex в смузi Π =

= {(x, y) : |y| ≤ b} задовольняє умову Лiпшиця за y рiвномiрно
вiдносно x ∈ R. Знайти найменшу зi сталих Лiпшиця.

У задачах 104–106, використовуючи достатнi умови єдиностi,
видiлити такi областi площини, через кожну точку яких проходить
єдина iнтегральна крива:
104. y′ = xy + y3.
105. (x− 1)y′ = y1/2 − x.
106. (y − x)y′ = y ln y.
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У задачах 107–109 вказати вiдрiзок, на якому задача Кошi має
розв’язок:
107. y′ = ey + x, y(−3) = 0.
108. y′ = 2y2 + 3xey sin(xy), y(2) = 4.
109. y′ = x+ y3, y(0) = 0.

У задачах 110–112 для вказаних задач Кошi побудувати п’ять
послiдовних наближень Пiкара:
110. y′ = 4− y, y(0) = 0.
111. y′ = 2− x, y(2) = −2.
112. y′ = y sinx, y

(π
2

)
= 1.

У задачах 113–116, застосовуючи метод послiдовних наближень
Пiкара, знати точний розв’язок задачi Кошi:{

y′ = a(x)y + b(x),

y(α) = β;

та розв’язати задану задачу Кошi методом Лагранжа, порiвняти
отриманi результати.
113. a(x) = 1, b(x) = 2x− x2, y(0) = 1.
114. a(x) = −x, b(x) = x3, y(0) = −1.
115. a(x) = 1, b(x) = −1, y(0) = 2.
116. a(x) = 1, b(x) = 2x, y(0) = 1.

117. Для задачi Кошi {
y′ = x2 + y2,

y(0) = 0;

у прямокутнику Π = {(x, y) : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1} перевiрити умови
теореми Пiкара, знайти третє наближення до точного розв’язку i
оцiнити похибку.
118. Як поводять себе на промiжку [0, 2] послiдовнi наближення
Пiкара для диференцiального рiвняння y′ = y2, якщо y(0) = 1?
119. При яких невiд’ємних значеннях змiнної m порушується єди-
нiсть розв’язку задачi Кошi для рiвняння dy

dx = |y|m та в яких точ-
ках?



68

120.* Довести, що розв’язок задачi Кошi{
y′ = sin(xy)y − y3,

y(0) = 1;

iснує для всiх x ≥ 0.
121.* Довести, що розв’язок задачi Кошi{

y′ = x3 − y3,

y(x0) = y0;

iснує на [x0,+∞).

Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 4

Задача 1. У прямокутнику

Π =
{
(x, y) ∈ R2 : |x− x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b

}
для задачi Кошi {

y′ = f(x, y),

y(x0) = y0.

виконати наступнi завдання.

1) Знайти сталу Лiпшиця функцiї f(x, y) в Π та перевiрити вико-
нання умов теореми Пiкара.

2) На якому промiжку [x0 − h, x0 + h] теорема Пiкара гарантує збi-
жнiсть послiдовних наближень?

3) Знайти третє пiкарiвське наближення y3(x), x ∈ [x0 − h, x0 + h]

до розв’язку заданої задачi Кошi.
4) Оцiнити похибку 4n = max

|x−x0|≤h
|y(x)−yn(x)| для третього набли-

ження. При якому n буде виконуватись нерiвнiсть 4n ≤ 10−3?
5) Знайти h1 ∈ (0, h) таке, що на промiжку [x0 − h1, x0 + h1]

для третього наближення можна гарантувати оцiнку похибки
4h1, 3 = max

|x−x0|≤h1

|y(x)− y3(x)| ≤ 10−6.

Варiанти завдань.
1. f(x, y) = x2 + y2 + 2, x0 = 0, y0 = 0, a = 2, b = 1;

2. f(x, y) = x2 − y2, x0 = 0, y0 = 0, a = 1, b = 2;
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3. f(x, y) = x2 − y2, x0 = 2, y0 = 0, a = 1, b = 1;

4. f(x, y) = x+ y2, x0 = 3, y0 = 0, a = 3, b = 1;

5. f(x, y) = x− y2, x0 = 5, y0 = 2, a = 2, b = 2;

6. f(x, y) = x− y2, x0 = −4, y0 = 2, a = 2, b = 3;

7. f(x, y) = 2xy + y2, x0 = 5, y0 = 3, a = 3, b = 2;

8. f(x, y) = x2 + y2, x0 = 7, y0 = 0, a = 3, b = 1;

9. f(x, y) = ex + y2, x0 = 1, y0 = 0, a = 2, b = 2;

10. f(x, y) = x+ y2, x0 = 2, y0 = 3, a = 1, b = 2;

11. f(x, y) = xex + x2y2, x0 = 1, y0 = 0, a = 2, b = 2;

12. f(x, y) = ex + y2, x0 = 0, y0 = 1, a = 2, b = 1.

Задача 2. В областi K ⊂ R2 задано задачу Кошi{
y′ = g(y),

y(x0) = y0.

1) Чи виконанi для заданої задачi Кошi умови теореми Пеано? На
якому iнтервалi ця теорема гарантує iснування розв’язку заданої
задачi Кошi?

2) Знайти всi розв’язки заданої задачi Кошi. Вказати максималь-
ний та мiнiмальний розв’язки цiєї задачi. (Тут пiд максимальним
розв’язком задачi Кошi ми розумiємо такий її непродовжуваний
розв’язок ymax = ymax(x), що для будь-якого iншого розв’язку
y = y(x) цiєї задачi має мiсце нерiвнiсть y(x) ≤ ymax(x). Мiнi-
мальний розв’язок ymin = ymin(x) визначається аналогiчно).

3) Зобразити геометричну фiгуру G, яку ”заповнюють” iнтегральнi
кривi – графiки розв’язкiв заданої задачi, та розв’язок задачi,
що для x 6= x0 лежить сторого мiж мiнiмальним i максимальним
розв’язком.

Варiанти завдань.
1. g(y) = 3y2/3, K =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1

}
, x0 = 0, y0 = 0.

2. g(y) = −3y2/3, K =
{
(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 2

}
, x0 = 0, y0 = 0.
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3. g(y) = 4(y − 1)3/4, K =
{
(x, y) ∈ R2 : y ≥ 1, x2 + y2 − 2y ≤ 3

}
,

x0 = 0, y0 = 1.

4. g(y) = 2
√
y, K =

{
(x, y) ∈ R2 :

x2

4
+ y2 ≤ 1

}
, x0 = 0, y0 = 0.

5. g(y) = 4(2 − y)3/4, K =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 − 2y ≤ 5

}
, x0 = −1,

y0 = 2.

6. g(y) =
√
−y, K =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 4

}
, x0 = 1, y0 = 0.

7. g(y) = −√
y, K =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 9

}
, x0 = 2, y0 = 0.

8. g(y) = (y − 2)3/4, K =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 − 2y ≤ 5

}
, x0 = 1,

y0 = 2.

9. g(y) = −
√
−y, K =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 8

}
, x0 = 0, y0 = 0.

10. g(y) = −(y + 2)3/4, K =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 16

}
, x0 = −1,

y0 = −2.

11. g(y) = (1−1/2y)1/3,K =
{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 − 5y ≤ 6

}
, x0 = 0,

y0 = 2.

12. g(y) = −2
√
y, K =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 16

}
, x0 = −1, y0 = 0.
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9. Диференцiальнi рiвняння вищих порядкiв

Диференцiальне рiвняння n-го порядку записується у виглядi

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0, (45)

де F : G→ R, G ⊂ R2+n.
Означення. Функцiя y = y(x), x ∈ (a, b), називається розв’яз-

ком рiвняння (45) на iнтервалi (a, b), якщо:

1) y(x) має на (a, b) неперервнi похiднi до порядку n включно;
2) графiк функцiї y(x) цiлком лежить в областi G, тобто точки(

x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)
)
∈ G для всiх x ∈ (a, b);

3) при пiдстановцi y(x) у рiвняння (45) обертає його на тотож-
нiсть, а саме F

(
x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n)(x)

)
≡ 0 для всiх

x ∈ (a, b).

У рiзноманiтних ситуацiях досить часто виникають диференцi-
альнi рiвняння вигляду

y(n) = f
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)

)
, (46)

де f : D ∈ R, D ⊂ R1+n. Також, питання про можливiсть зведення
рiвняння (45) до вигляду (46) вирiшується за допомогою теореми
про неявну функцiю.

Задача Кошi для рiвняння (46) полягає у тому, щоб для заданих
початкових даних (x0, y0, y0,1, y0,2, . . . , y0,n−1) ∈ D знайти розв’язок
y(x) цього рiвняння, визначений принаймнi в деякому околi точки
x0, який задовольняє початковi умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y0,1, . . . y(n−1)(x0) = y0,n−1.

Рiвняння (46) завжди можна звести до, так званої, нормальної
системи диференцiальних рiвнянь, а саме, покладаючи y1 = y, y2 =
= y′1, y3 = y′2,. . . , yn = y′n−1, отримуємо систему

y′1 = y2,

. . .

y′n−1 = yn,

y′n = f(x, y1, . . . , yn).
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Розв’язки рiвняння (45) (або (46)) можуть бути записанi

• у явному виглядi: y = y(x);
• у неявному виглядi: Φ(x, y) = 0;

• у параметричнiй формi:

{
x = x(t),

y = y(t).

Розповсюдженим пiдходом до розв’язування (iнтегрування) ди-
ференцiальних рiвнянь вищих порядкiв є зниження порядку цього
рiвняння.

Розглянемо випадки, коли у рiвняннях (45) i (46) можна знизити
порядок та проiнтегрувати.

1. Рiвняння вигляду

y(n) = f(x),

де f – неперервна на I = (a, b) функцiя, називається найпростiшим
диференцiальним рiвнянням n-го порядку. Розв’язки цього рiвнян-
ня можна знайти послiдовним iнтегруванням:

y =

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
n разiв

f(x) dx . . . dx = Φ(x) + C1x
n−1 + C2x

n−2 + . . .+ Cn,

де Φ(x) – деяка первiсна функцiї f(x), а C1, . . . , Cn ∈ R – довiльнi
сталi.

Приклад 1. Розв’язати задачу Кошi

y′′ = −6x, y(0) = 3, y′(0) = −2.

Розв’язання. Послiдовно iнтегруючи, знаходимо загальний розв’язок
рiвняння:

y′ =

∫
(−6x) dx = −3x2 + C1, C1 ∈ R;

y =

∫
(−3x2 + C1)dx = −x3 + C1x+ C2, C1, C2 ∈ R.

Для знаходження розв’язку задачi Кошi пiдставляємо знайденi
розв’язки у початковi умови:

y(0) = C2 = 3, y′(0) = C1 = −2.
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Отже, розв’язок задачi Кошi: y(x) = −x3 − 2x+ 3.

2. Для рiвняння вигляду

y(n) = f
(
y(n−1)

)
,

ввiвши нову невiдому функцiю (виконавши замiну змiнних) u =

= y(n−1), u = u(x), приходимо до автономного рiвняння

u′ = f(u),

з якого маємо ∫
du

f(u)
= x+ C1, C1 ∈ R.

Припустимо, що з отриманої рiвностi можна явно виразити

u = φ(x,C1), C1 ∈ R.

Тодi, пiдставляючи отриману функцiю u у замiну, приходимо до
найпростiшого диференцiального рiвняння (n− 1)-го порядку

y(n−1) = φ(x,C1),

розв’язавши яке, одержимо всi розв’язки вихiдного рiвняння.

Приклад 2. Розв’язати рiвняння y′′ + 2y′ = 0.

Розв’язання. Впровадивши замiну u = y′, приходимо до рiвняння
u′ + 2u = 0, розв’язки якого мають вигляд u = C1e

−2x, C1 ∈ R. Тодi,
пiдставляючи знайденi розв’язки у замiну i iнтегруючи, маємо

y = C1

∫
e−2xdx+ C2 = −C1

2
e−2x + C2, C1, C2 ∈ R.

Беручи до уваги довiльнiсть сталих C1, C2, загальний розв’язок рiвняння
можна переписати у виглядi

y = C1e
−2x + C2, C1, C2 ∈ R.

3. Для рiвняння вигляду

y(n) = f
(
y(n−2)

)
,

впровадивши замiну u = y(n−2), u = u(x), приходимо до рiвняння
другого порядку

u′′ = f(u).
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Домножуючи обидвi частини отриманого рiвняння на 2u′:

2u′u′′ = 2u′f(u),

отримаємо рiвняння у повних диференцiалах

d(u′)2 = 2f(u)du,

пiсля iнтегрування якого маємо автономне рiвняння першого по-
рядку:

(u′)2 = 2

∫
f(u)du+ C1 ⇒ u′ = ±

√
2

∫
f(u) du+ C1, C1 ∈ R.

Розв’язавши отриманi рiвняння i повертаючись до вихiдних
змiнних, тобто пiдставляючи знайденi функцiї u = u(x) у замi-
ну y(n−2) = u, дiстанемо найпростiше диференцiальне рiвняння
(n− 2)-го порядку.

Приклад 3. Розв’язати задачу Кошi

y′′ = ey, y(0) = 0, y′(0) = −
√
2.

Розв’язання. Оскiльки ми маємо рiвняння другого порядку, то пер-
шу замiну робити не потрiбно, а можна одразу домножити праву та лiву
частини рiвняння на 2y′:

2y′y′′ = 2y′ey ⇒ dy′2 = 2eydy ⇒ y′2 = 2ey + C1, C1 ∈ R.

Враховуючи, що нам потрiбно знайти розв’язок задачi Кошi, для
спрощення подальшого розв’язування рiвняння одразу визначимо значен-
ня довiльної сталої C1 з початкової умови y′(0) = −

√
2:(

−
√
2
)2

= 2e0 + C1.

Отже, C1 = 0, i приходимо до пари рiвнянь першого порядку

y′ = ±
√
2ey/2.

Враховуючи початкову умову y′(0) = −
√
2 < 0, з отриманої пари рiв-

нянь достатньо розглядати тiльки рiвняння зi знаком "мiнус", тобто
y′ = −

√
2ey/2.
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Таким чином, ми отримали автономне рiвняння першого поряд-
ку, а тому пiсля вiдокремлення змiнних та iнтегрування приходимо до
розв’язку

−2e−y/2 = −
√
2x+ C2, C2 ∈ R.

Далi з початкових умов знаходимо, що C2 = −2. Тодi маємо e−y/2 =

=
x√
2
+ 1.

Остаточно отримуємо розв’язок задачi Кошi

y(x) = −2 ln

(
x√
2
+ 1

)
.

Як бачимо, диференцiальне рiвняння n-го порядку (45) має за-
гальний iнтеграл

Φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0, C1, . . . , Cn ∈ R,

в процесi знаходження якого отримуємо деякi промiжнi результати
вигляду

φk(x, y, y
′, . . . , y(n−k), C1, . . . , Ck) = 0. (47)

Вираз (47) називають k-им iнтегралом рiвняння (45).
Перехiд вiд рiвняння (45) до його k-го iнтегралу (47) назива-

ється зниженням порядку. Рiвняння (47) теоретично простiше за
рiвняння (45), i тому придатнiше для подальших дослiджень.

У вже розглянутих випадках 1–3 послiдовно знижується поря-
док рiвняння до першого i iнтегрується отримане рiвняння. Розгля-
немо типи рiвнянь, що допускають зниження порядку.

4. Для рiвняння вигляду

F
(
x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)

)
= 0

замiна u = y(k), де u = u(x), знижує порядок на k одиниць.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння y′′′ = 2xy′′.

Розв’язання. Впроваджуючи замiну u = y′′, u = u(x), приходимо
до рiвняння першого порядку з вiдокремлюваними змiнними u′ = 2xu,

розв’язок якого має вигляд u = C1e
x2

, C1 ∈ R. повертаючись до вихiдної
функцiї приходимо до рiвняння другого порядку

y′′ = C1e
x2

, C1 ∈ R.
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Таким чином, ми знизили порядок вихiдного рiвняння на одиницю, разом
з тим отримане рiвняння є найпростiшим диференцiальним рiвнянням,
тобто розв’язується послiдовним iнтегруванням. Остаточно знаходимо

y = C1

∫∫
ex

2

dxdx+ C2x+ C3, C1, C2, C3 ∈ R.

5. Якщо рiвняння не мiстить явно незалежної змiнної, тобто є
автономним:

F
(
y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
= 0,

то замiна u = y′, де u = u(y) – нова невiдома функцiя змiнної y,
знижує порядок цього рiвняння на одиницю. При цьому враховуємо,
що

y′ = u,

y′′ =
dy′

dx
=
dy′

dy

dy

dx
= u′u,

y′′′ =
dy′′

dx
=
dy′′

dy

dy

dx
=
d(u′u)

dy
u = u′′u2 + u′2u,

· · ·

y(n) = Y (u, u′, u′′, . . . , u(n−1)).

Пiсля пiдстановки замiни у рiвняння одержуємо вiдносно нової невi-
домої функцiї u = u(y) диференцiальне рiвняння (n−1)-го порядку.

Зауваження. При такiй замiнi можна втратити розв’язки ви-
гляду y = const.

Приклад 5. Розв’язати рiвняння yy′′ = y′2.

Розв’язання. Це автономне рiвняння, тому пiсля замiни u = y′, де
u = u(y), маємо yuu′ = u2.

Таким чином, ми знизили порядок рiвняння на одиницю i отримали
диференцiальне рiвняння першого порядку з вiдокремлюваними змiнни-
ми, розв’язками якого є функцiї u = C1y, C1∈R. Зауважимо, що функцiя
u = 0 входить до сiм’ї функцiй u = C1y, C1 ∈ R (отримується при C1 = 0).

Виконуючи зворотню замiну, приходимо до диференцiального рiв-
няння першого порядку з вiдокремленими змiнними y′ = C1y, C1 ∈ R,
розв’язуючи яке знаходимо загальних розв’язок вихiдного рiвняння

y(x) = C2e
C1x C1, C2 ∈ R.
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6. Якщо рiвняння (45) однорiдне вiдносно змiнних y, y′, . . . , y(n),
тобто iснує m ∈ R, що для всiх λ > 0 виконується

F
(
x, λy, λy′, λy′′, . . . , λy(n)

)
= λmF

(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
,

i тому iнварiантне вiдносно розтягiв (x, y) → (x, λy), то його поря-
док можна знизити на одиницю замiною y′ = uy, де u = u(x) – нова
невiдома функцiя. При цьому

y′ = uy,

y′′ = (y′)′ = (uy)′ = u′y + uy′ = u′y + u2y = (u′ + u2)y,

y′′′ = (y′′)′ = ((u′ + u2)y)′ = (u′′ + 3uu′ + u3)y,

. . .

y(n) = Y (u, u′, u′′, . . . , u(n−1))y.

Пiдставляючи замiну в (45) та використовуючи властивiсть одно-
рiдностi, отримуємо розв’язок y = 0 та рiвняння (n− 1)-го порядку

F
(
x, 1, u, u′ + u2, . . . , Y (u, u′, u′′, . . . , u(n−1))

)
= 0.

Приклад 6. Розв’язати рiвняння xyy′′ − xy′2 − yy′ = 0.

Розв’язання. Неважко помiтити, що рiвняння є однорiдним. Дiйсно,
для всiх λ > 0 маємо xλyλy′′ − x(λy′)2 − λyλy′ = λ2(xyy′′ − xy′2 − yy′).
Тодi впроваджуючи замiну y′ = yu, u = u(x), маємо y′′ = (u′ + u2)y i
рiвняння пiсля пiдстановки замiни переписується у виглядi

x(u′ + u2)y2 − xu2y2 − uy2 = 0.

Виносячи y2 за дужки, бачимо, що або y = 0, або приходимо до диферен-
цiального рiвняння першого порядку з вiдокремлюваними змiнними

xu′ − u = 0,

загальний розв’язок якого має вигляд u = C1x, C1 ∈ R.
Повертаючись через замiну до вихiдної функцiї, знову отримуємо ди-

ференцiальне рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

y′ = c1xy,

розв’язавши яке, отримуємо загальний розв’язок y = C2e
C1x

2

, C1, C2 ∈ R.
Зауважимо, що розв’язок y=0 входить в останню формулу при C2=0.
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7. Якщо рiвняння (45) є квазiоднорiдним (або узагальнено одно-
рiдним), тобто iснує σ ∈ R таке, що для довiльного λ > 0 виконує-
ться умова

F
(
λx, λσy, λσ−1y′, . . . , λσ−ny(n)

)
= λmF

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
.

з деяким m ∈ R (у цьому випадку ще кажуть, що рiвняння (45)
iнварiантне щодо розтягiв (x, y) → (λx, λσy)), то замiна{

x = et,

y = ueσt,
(48)

де u = u(t) – нова невiдома функцiя, зводить це рiвняння до авто-
номного рiвняння n-го порядку, яке вже допускає зниження поряд-
ку.

При замiнi (48) похiднi перетворюються за формулами

y′ =
dy

dx
=
dy

dt
· dt
dx

=
dy

dt
· e−t = (u′ + σu) · e(σ−1)t,

y′′ =
dy′

dt
· e−t =

[
u′′ + (2σ − 1)u′ + σ(σ − 1)u

]
· e(σ−2)t,

. . .

y(n) = Y (u, u′, u′′, . . . , u(n)) · e(σ−n)t.

(49)

Пiдставляючи вирази (48), (49), i використовуючи умову ква-
зiоднорiдностi, приходимо до автономного рiвняння n-го порядку,
яке допускає зниження порядку на одиницю.

Зауваження. Вказана замiна (48) застосовна при x > 0, при
x < 0 потрiбна замiна {

x = −et,
y = zekt.

Приклад 7. Розв’язати рiвняння x2y′′ − 3xy′ + 4y + x2 = 0.

Розв’язання. Пiдберемо σ таким чином, щоб виконувалась умова
квазiоднорiдностi. Оскiльки F (x, y, y′, y′′) = x2y′′−3xy′+4y+x2, то умова
квазiоднорiдностi означає, що вiрною є рiвнiсть

(λx)2
(
λσ−2y′′

)
−3(λx)

(
λσ−1y′

)
+4λσy+(λx)2 = λm

(
x2y′′ − 3xy′ + 4y + x2

)
,

що можливо лише при σ = 2 (при цьому m = 2).
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Отже, нам потрiбно виконати замiну{
x = et,

y = ue2t.

Тодi за формулами (49):

y′ = (u′ + 2u)et, y′′ = u′′ + 3u′ + 2u,

i пiдставляючи у вихiдне рiвняння, приходимо до рiвняння

e2t(u′′ + 3u′ + 2u)− 3(u′ + 2u)e2t + 4ue2t + e2t = 0 ⇒ u′′ = −1,

яке не лише автономне, але й легко розв’язується послiдовним iнтегру-
ванням:

u = −1

2
t2 + C1t+ C2, C1, C2 ∈ R.

Знаючи функцiю u = u(t), легко знаходимо

y(t) = e2tu(t) = e2t
(
−1

2
t2 + C1t+ C2

)
, C1, C2 ∈ R.

А беручи до уваги замiну незалежної змiнної x = et або t = lnx, отриму-
ємо розв’язки

y(x) = x2
(
−1

2
ln2 x+ C1 lnx+ C2

)
, C1, C2 ∈ R.

Крiм того, зауважимо, що рiвняння не змiниться, якщо впровадити
замiну x 7→ −x. Тому разом з розв’язком y(x) при x > 0, розв’язком також
буде функцiя y(−x) при x < 0. Отже, всi розв’язки задаються формулою

y(x) = x2
(
−1

2
ln2 |x|+ C1 ln |x|+ C2

)
, C1, C2 ∈ R.

8. Якщо рiвняння (45) має форму повної похiдної, тобто iснує
неперервно диференцiйовна функцiя G(x, y, p1, . . . , pn−1) така, що

F
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n)

)
=

d

dx
G
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)

)
,

то воно допускає очевидне зниження порядку на одиницю. А саме,
в результатi iнтегрування дiстанемо:

G
(
x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)

)
= C1, C1 ∈ R.

Останнє спiввiдношення називають першим iнтегралом рiвняння.

Приклад 8. Розв’язати рiвняння y′′ = xy′ + y + 1.
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Розв’язання. Перепишемо рiвняння у виглядi y′′−xy′−y = 1. Тепер
нескладно помiтити, що його лiва частина є повною похiдною по x:

(y′ − xy)
′
= 1.

Проiнтегрувавши, отримуємо перший iнтеграл:

y′ − xy = x+ C1, C1 ∈ R,

який у свою чергу є лiнiйним диференцiальним рiвнянням першого по-
рядку.

Домножуючи лiву i праву частину цього рiвняння на e−x2/2, знову
отримуємо рiвняння у формi повної похiдної(

ye−x2/2
)′

= xe−x2/2 + C1e
−x2/2.

Iнтегруємо останню рiвнiсть

ye−x2/2 = −e−x2/2 + C1

∫
e−x2/2dx+ C2, C1, C2 ∈ R;

i приходимо до розв’язку вихiдного рiвняння

y = C1e
x2/2

∫
e−x2/2dx+ C2e

x2/2 − 1, C1, C2 ∈ R.

Зауваження. Зауважимо, що зниження порядку у рiвняннi у
формi повної похiдної не потребує замiни змiнних.

9. Якщо рiвняння (45) не має форми повної похiдної, то у де-
яких випадках воно може набути бажаної форми при домноженнi
його на деяку функцiю µ

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
– iнтегрувальний множ-

ник. Слiд мати на увазi, що якщо при цьому для деяких значень
своїх змiнних µ = 0, то можуть з’явитися зайвi розв’язки, а якщо
iнтегрувальний множник має вужчу область визначення, нiж саме
рiвняння, то навпаки можлива втрата деяких розв’язкiв.

Приклад 9. Розв’язати рiвняння yy′′ = y′2.

Розв’язання. Домножуючи лiву i праву частини рiвняння на iнте-

грувальний множник
1

y2
, приходимо до рiвняння

y′′y − y′2

y2
= 0,
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лiва частина якого є повною похiдною:(
y′

y

)′

= 0.

Тому пiсля iнтегрування приходимо до першого iнтегралу, що є ди-
ференцiальним рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними

y′

y
= C1, C1 ∈ R,

розв’язуючи яке знаходимо розв’язок вихiдного рiвняння

y = C2e
C1x, C1, C2 ∈ R.

Зауважимо, що використовуючи iнтегрувальний множник
1

y2
, ми мо-

гли втратити розв’язок y = 0, але цей розв’язок входить у отриману сiм’ю
розв’язкiв при C2 = 0.

Вправи

Знизити порядок рiвнянь, там, де це можливо, розв’язати рiв-
няння, там, де вказанi початковi умови, знайти розв’язок задачi
Кошi.
122. y′′′ = e−x; y(0) = 0, y′(0) = 0, y′′(0) = 0.

123. xy(4) = 1.

124. y′′ = ex +
3

4
x−

5
2 .

125. y′′ =
1

(x− 1)3
− 1

(x+ 1)3
.

126. y′(1 + y′2) = ay′′.
127. yy′′2 = 1.
128. y4 − y3y′′ = 1.
129. y′′′y′2 = 1.

130. y′′′ = 2xy′′.
131. x2y′′ = y′2.
132. y′′x lnx = y′.

133. xy′′ = y′ ln

(
y′

x

)
.

134. y′′3 + xy′′ = 2y′.
135. 2y′(y′′ + 2) = xy′′2.
136. y′′′ + (y − 2)y′ = 0.

137. y2(y′y′′′ − 2y′′2)− yy′2y′′ = 2y′4.

138. yy′y′′′ + 2y′2y′′ = 3yy′′2.
139. yy′′ = y′2.

140. 1 + y′2 = 2yy′′.
141. 2yy′′ + y2 + y′4 = 0.
142. y′′2 − 2y′y′′′ + 1 = 0.

143. y′′′y′2 = y′′3.
144. 2yy′′ = y2 + y′2.
145. (y′ + 2y)y′′ = y′2

146. yy′′ = y2 − y′3.
147. yy′′ = y′2 + 2xy2.
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148. y′′2 − yy′′′ =

(
y′

x

)2

.

149. y′2 + 2xyy′′ = 0.
150. x2(y2y′′′ − y′3)− 2y2y′ − 3xyy′2 = 0.
151. x2yy′′ = (y − xy′)2.

152. yy′′ − y′2 =
yy′√
1 + x2

.

153. x2(yy′′ − y′2) + xyy′ = y
√
x2y′2 + y2.

154. yy′′ = y′2 + 15y2
√
x.

155. (x2 + 1)(y′2 − yy′′) = xyy′.
156. y(xy′′ + y′) = xy′2(1− x).
157. x2(y′2 − 2yy′′) = y2.
158. y′′ + cosxy′ − sinxy = 0.

159. y′′ +
2

x
y′ + y2 = 0.

160. x2yy′′ + 1 = (1− y)xy′.
161. y(2xy′′ + y′) = xy′2 + 1.
162. yy′ + xyy′′ − xy′2 = x3.

163.
y2

x2
+ y′2 = 3xy′′ +

2yy′

x
.

164. x2(yy′′ − y′2) + xyy′ = (2xy′ − 3y)
√
x3.

165. x4(y′2 − 2yy′′) = 4x3yy′ + 1.
166. x2y′′ − 3xy′ + 4y + x2 = 0.
167. xyy′′ + yy′ − x2y′3 = 0.

168. y′′ − 1

x
y′ +

1

x2
y = 1.

169. y′′ = 2yy′.
170. y′′y + y′2 = 1.
171. xy′′ = 2yy′ − y′.
172. y′′ = xy′ + y + 1.
173. yy′′′ − y′y′′ = 0.
174. yy′′ = y′.
175. y′′ = y′2y.
176. 5y′′′2 − 3y′′y(4) = 0.
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10. Лiнiйнi рiвняння вищих порядкiв

Диференцiальне рiвняння вигляду

y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = b(x), (50)

де aj(x), b(x) : (α, β) → R, j = 1, . . . , n, — заданi функцiї, називає-
ться лiнiйним неоднорiдним рiвнянням (ЛНР) n-го порядку.

Рiвняння вигляду

L[y] = y(n) + a1(x)y
(n−1) + · · ·+ an−1(x)y

′ + an(x)y = 0, (51)

називається лiнiйним однорiдним рiвнянням (ЛОР) n-го порядку,
що вiдповiдає ЛНР (50).

Загальний розв’язок yз.н. ЛНР (50) дорiвнює сумi загально-
го розв’язку yз.о. вiдповiдного ЛОР (51) та деякого частинного
розв’язку yч.н. ЛНР (50):

yз.н. = yз.о. + yч.н..

Спочатку розглянемо ЛОР (51).
Розв’язки ЛОР (51) утворюють лiнiйний простiр, тобто має мi-

сце.
Твердження. Якщо y1(x), y2(x), . . . yk(x) – розв’язки ЛОР

(51), то для довiльних сталих C1, C2, . . . Ck ∈ R функцiя

C1y1(x) + C2y2(x) + . . .+ Ckyk(x)

також буде розв’язком рiвняння (51).
Цей лiнiйний простiр n−вимiрний.
Означення. Функцiй y1(x), y2(x), . . . , yk(x) : (α, β) → R, на-

зиваються лiнiйно залежними на (α, β), якщо iснують сталi
C1, C2, . . . , Ck ∈ R, якi одночасно не обертаються в нуль, такi,
що

C1y1(x) + C2y2(x) + · · ·+ Ckyk(x) ≡ 0 x ∈ (α, β).

Функцiї y1(x), y2(x), . . . , yk(x) називаються лiнiйно незалеж-
ними на (α, β), якщо C1y1(x)+C2y2(x)+ · · ·+Ckyk(x) ≡ 0 на (α, β)

тодi i лише тодi, коли C1 = C2 = · · · = Ck = 0.
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Приклад 1. Дослiдити лiнiйну залежнiсть та незалежнiсть си-
стеми функцiй 1, x, x2, . . . , xk, x ∈ R.

Розв’язання. Ця система функцiй є лiнiйно незалежною на будь-
якому iнтервалi I ⊆ R. Дiйсно, лiнiйна комбiнацiя C1+C2x+ · · ·+Ck+1x

k

є многочленом i за умови |C1| + · · · + |Ck+1| 6= 0 обертається в нуль не
бiльше, нiж у k iзольованих точках дiйсної осi, а тотожно дорiвнювати
нулю може лише при C1 = · · · = Ck+1 = 0.

Означення. Якщо y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ∈ Cn−1(α, β), то ви-
значник

W [y1(x), . . . , yn(x)] :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) . . . yn(x)

y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)
...

. . .
...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
називається визначником Вронського (вронськiаном) цiєї системи
функцiй.

Твердження. Якщо система функцiй y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ∈
∈ Cn−1(α, β) лiнiйно залежна на (α, β), то W [y1(x), . . . , yn(x)] ≡ 0

на (α, β). Якщо ж W [y1(x0), . . . , yn(x0)] 6= 0 хоча б в однiй точцi
x0 ∈ (α, β), то система функцiй y1(x), y2(x), . . . , yn(x) є лiнiйно
незалежною на (α, β).

Приклад 2. Дослiдити лiнiйну залежнiсть та незалежнiсть си-
стеми функцiй 1, ex, xex, x ∈ R.

Розв’язання. Вказанi функцiї є двiчi неперервно диференцiйовними
на R. Тому можемо записати вронськiан цiєї системи функцiй:

W =

∣∣∣∣∣∣∣
1 ex xex

0 ex (x+ 1)ex

0 ex (x+ 2)ex

∣∣∣∣∣∣∣ = (x+ 2)e2x − (x+ 1)e2x = e2x,

який не обертається в нуль у жоднiй точцi на R. Отже, задана система
функцiй є лiнiйно незалежною на R.

Розглянемо систему функцiй y1(x), y2(x), . . . , yn(x) : (α, β) →
→ R, кожна з яких є розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння
n-го порядку (51).
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Означення.Фундаментальною системою розв’язкiв (ФСР) рiв-
няння (51) називається набiр з n лiнiйно незалежних розв’язкiв
цього рiвняння.

Теорема. Якщо aj(x) ∈ C(α, β), j = 1, . . . , n, то фундамен-
тальна система розв’язкiв рiвняння (51) iснує.

Справедливий критерiй фундаментальностi системи розв’язкiв
лiнiйного однорiдного рiвняння.

Твердження. Нехай y1(x), y2(x), . . . , yn(x) ∈ Cn−1(α, β) –
розв’язки лiнiйного однорiдного рiвняння n-го порядку (51). Тодi
якщо iснує x0 ∈ (α, β) таке, що W [y1(x0), . . . , yn(x0)] = 0, то цi
розв’язки лiнiйно залежнi. Якщо ж W [y1(x0), . . . , yn(x0)] 6= 0 хо-
ча б в однiй точцi x0 ∈ (α, β), то функцiї y1(x), y2(x), . . . , yn(x) є
лiнiйно незалежними на (α, β), тобто є фундаментальною систе-
мою розв’язкiв, причому вронськiан не перетворюється на нуль у
жоднiй точцi iнтервалу (α, β).

Зауваження. Будь-який набiр з n+ 1 розв’язкiв рiвняння (51) є
лiнiйно залежним.

Твердження. Якщо y1(x), y2(x), . . . , yn(x) — фундаменталь-
на система розв’язкiв рiвняння (51), то загальний розв’язок цього
рiвняння задається формулою

yз.о. = C1y1(x) + C2y2(x) + · · ·+ Cnyn(x), C1, . . . , Cn ∈ R.

Теорема. Нехай y1(x), y2(x), . . . , yn(x), x ∈ (α, β) – лiнiйно
незалежнi розв’язки рiвняння (51) i x0 ∈ (α, β) – фiксована точка.
Тодi справедлива формула Остроградського–Лiувiлля

W [y1(x), . . . , yn(x)] =W [y1(x0), . . . , yn(x0)]e
−

x∫
x0

a1(s)ds

, x ∈ (α, β).

Приклад 3. Дослiдити на лiнiйну незалежнiсть розв’язки y1(x)
i y2(x) рiвняння

y′′ +
1

x
y′ +

(
1− a2

x2

)
y = 0, x 6= 0, a = const

на I = (0,+∞), якщо вiдомо, що:
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а) y1(1) = 3, y′1(1) = −1, y2(1) = 0, y′2(1) = −2;

б) y1(1) = −6, y′1(1) = 2, y2(1) =
1
3 , y

′
2(1) = −1

9 .

Знайти W [y1, y2].
Розв’язання. Використовуючи формулу Остроградського–Лiувiлля,

записуємо

W [y1, y2] =W (1)e
−

x∫
1

ds/s
=W (1)e− ln |x| =

W (1)

|x|
.

Далi розглянемо заданi пункти окремо.
а) Для розв’язкiв, що задовольняють умовам першого пункту, маємо

W (1) =

∣∣∣∣∣ 3 0

−1 −2

∣∣∣∣∣ = −6 6= 0,

а тому цi розв’язки є лiнiйно незалежними.
б) Для умов другого пункту маємо:

W (1) =

∣∣∣∣∣ −6 1
3

2 − 1
9

∣∣∣∣∣ = 2

3
− 2

3
= 0,

тобто W (x) ≡ 0, i розв’язки є лiнiйно залежними.

Нехай y1(x), . . . , yn(x) заданi лiнiйно незалежнi функцiї змiнної
x ∈ (α, β), що мають неперервнi похiднi до n-го порядку включно,
i W [y1(x), y2(x), . . . , yn(x)] 6= 0 на (α, β). Тодi рiвняння∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) · · · yn(x) y(x)

y′1(x) · · · y′n(x) y′(x)
...

. . .
...

...
y
(n)
1 (x) · · · y

(n)
n (x) y(n)(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

є лiнiйним однорiдним рiвнянням n−го порядку на (α, β) з фунда-
ментальною системою розв’язкiв y1(x), . . . . . . , yn(x).

Якщо вiдомо r лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв рiв-
няння (51), то порядок рiвняння можна знизити на r одиниць.

Твердження. Нехай y1(x), y2(x), . . . , yr(x) — лiнiйно неза-
лежнi розв’язки рiвняння (51) i y1(x) не перетворюється в нуль на
(α, β). Тодi замiна y = y1(x)z, z′ = u, де z = z(x), u = u(x), зводить
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це рiвняння до лiнiйного однорiдного рiвняння (n−1)-го порядку вiд-
носно невiдомої функцiї u = u(x), яке має r−1 лiнiйно незалежних

розв’язкiв вигляду uj(x) =
d

dx

(
yj+1(x)

y1(x)

)
, j = 1, . . . , r − 1.

Зауваження. У останньому твердженнi перша замiна (y =

= y1(x)z) "знищує" останнiй доданок у рiвняннi (51), тобто рiвняння
пiсля замiни набуває вигляду z(n)+b1(x)z(n−1)+ · · ·+bn−1(x)z

′ = 0, а дру-
га замiна (z′ = u) безпосередньо знижує порядок рiвняння. Крiм того,
цю пару замiн можна також записати у виглядi y = y1(x)

∫
udx.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння y′′′ − 3

x
y′′ +

6

x2
y′ − 6

x3
y = 0.

Розв’язання. Легко бачити, що y1(x) = x – розв’язок цього рiвняння.
Тодi виконаємо замiну для зниження порядку

y = xz, z′ = u, z = z(x), u = u(x),

Тодi при такiй замiнi:

y′ = xz′ + z, y′′ = xz′′ + 2z′, y′′′ = xz′′′ + 3z′′,

i пiдставляючи в рiвняння, отримуємо рiвняння

xz′′′ + 3z′′ − 3

x
(xz′′ + 2z′) +

6

x2
(xz′ + z)− 6

x3
xz = 0 ⇔

⇔ xz′′′ = 0 ⇒ u′′ = 0.

Розв’язок останнього рiвняння u = C1x+C2, C1, C2 ∈ R, i виконуючи
зворотню замiну, знаходимо розв’язок вихiдного рiвняння

y = x

∫
(C1x+ C2)dx = C1x

3 + C2x
2 + C3x, C1, C2, C3 ∈ R.

При розв’язаннi рiвнянь другого порядку вигляду

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0, p, q ∈ C(α, β), (52)

зручно користуватися таким результатом: якщо вiдомий один ча-
стинний розв’язок y1(x) рiвняння (52) такий, що y1(x) 6= 0 на (α, β),
то загальний розв’язок можна знайти за формулою Абеля:

y = C1y1(x)

∫
e−

∫
p(x) dx

y21(x)
dx+ C2y1(x), C1, C2 ∈ R.
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Приклад 5. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′ +
2

x
y′ +

+y = 0, якщо вiдомий один частинний розв’язок y1(x) =
sinx

x
цього

рiвняння.
Розв’язання. Скористаємося формулою Абеля:

y = C1
sinx

x

∫
x2e−

∫
2dx/x

sin2 x
dx+ C2

sinx

x
=

= C1
sinx

x

∫
dx

sin2 x
dx+ C2

sinx

x
= −C1

cosx

x
+ C2

sinx

x
, C1, C2 ∈ R.

Для знаходження загального розв’язку ЛНР (50), окрiм загаль-
ного розв’язку вiдповiдного ЛОР (51), достатньо знайти деякий ча-
стинний розв’язок ЛНР.

Найчастiше для знаходження частинного розв’язку ЛНР (50)
застосовують метод варiацiї довiльних сталих (метод Лагранжа).
Цей метод використовується для довiльної неперервної функцiї f(x)
i полягає в тому, що частинний розв’язок ЛНР (50) шукають у фор-
мi

yч.н. = C1(x)y1 + C2(x)y2 + . . .+ Cn(x)yn, (53)

де {y1(x), y2(x), . . . , yn,(x)} – ФСР вiдповiдного лiнiйного однорi-
дного рiвняння (51), Ci(x) – невiдомi функцiї, якi можна знайти,
розв’язавши систему

C ′
1y1 + C ′

2y2 + . . .+ C ′
nyn = 0;

C ′
1y

′
1 + C ′

2y
′
2 + . . .+ C ′

ny
′
n = 0;

. . .

C ′
1y

(n−2)
1 + C ′

2y
(n−2)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−2)
n = 0;

C ′
1y

(n−1)
1 + C ′

2y
(n−1)
2 + . . .+ C ′

ny
(n−1)
n = b(x).

(54)

вiдносно C ′
1, C

′
2, . . . , C

′
n i проiнтегрувавши отриманi диференцiальнi

рiвняння вигляду
dCi

dx
= φ(x), i = 1, n.

Вправи

У задачах 177–181 дослiдити на лiнiйну залежнiсть та незале-
жнiсть функцiї у їх спiльнiй областi визначення:
177. y1 = x, y2 = 2x, y3 = x2.
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178. y1 = cosx, y2 = cos(x+ 1), y3 = cos(x− 2).
179. y1 = x, y2 = aloga x.
180. y1 = 2π, y2 = arctg x

2π , y3 = arcctg x
2π .

181. y1 = e−
ax2

2 , y2 = e−
ax2

2 ·
x∫
0

e
aξ2

2 dξ.

182. Функцiї y1 = x, y2 = x5, y3 = |x5| задовольняють рiвняння
x2y′′ − 5xy′ + 5y = 0. Чи є цi функцiї лiнiйно залежними при x ∈
∈ (−1, 1)? Вiдповiдь аргументувати.
183. Дано чотири розв’язки рiвняння y′′′+xy = 0. Вiдомо, що графi-
ки цих розв’язкiв дотикаються один до одного в однiй точцi. Скiль-
ки лiнiйно незалежних функцiй може бути серед цих розв’язкiв?
184. Довести, що якщо два розв’язки рiвняння y′′+p(x)y′+q(x)y = 0

з неперервними коефiцiєнтами мають максимум при одному й тому
самому значеннi x , то вони лiнiйно залежнi.
185. Лiнiйне однорiдне рiвняння якого порядку може мати на iн-
тервалi (−1, 1) чотири розв’язки вигляду:
y1 = x2 − 2x+ 2; y2 = (x− 2)2; y3 = x2 + x− 1; y4 = 1− x?

У задачах 186–187 знайти загальнi розв’язки рiвнянь, застосо-
вуючи зниження порядку та формулу Абеля:
186. y′′(cosx+ sinx)− 2 cosxy′ + (cosx− sinx)y = 0, y1 = cosx.

187. y′′′ +
4x− 3

x(2x− 1)
y′′ − 2

x(2x− 1)
y′ +

2

x2(2x− 1)
y = 0,

y1 = x, y2 =
1

x
.

188. Рiвняння (x− 1)y′′ − (x+1)y′ +2y = 0 має розв’язок у виглядi
многочлена. Знайти його фундаментальну систему розв’язкiв.

У задачах 189–190 скласти ЛОР якомога нижчого порядку, яке
має розв’язки:
189. y1 = x, y2 = ex.

190. y1 = 3x, y2 = x− 2, y3 = ex + 1.
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11. Лiнiйнi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Розглянемо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння n-го по-
рядку зi сталими коефiцiєнтами

L[y] = y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = 0. (55)

де aj ∈ R, j = 1, . . . , n.
Алгебраїчне рiвняння n-го степеня

P (λ) = λn + a1λ
n−1 + . . .+ an = 0 (56)

називається характеристичним рiвнянням для ЛОР (55).
Теорема (про ФСР для ЛОР зi сталими коефiцiєн-

тами). Нехай вiдомi коренi характеристичного рiвняння (56):
{λ1, . . . , λn} ∈ C. Тодi ФСР (55) може бути знайдена в елемен-
тарних функцiях.

Шукаємо розв’язок ЛОР (55) у виглядi y(x) = eλx, λ ∈ C. Пiд-
ставляючи у рiвняння, отримуємо

L[y] = L[eλx] = eλx(λn + a1λ
n−1 + . . .+ an) = eλxP (λ) = 0.

Звiдки λ – корiнь рiвняння (56).
Рiвняння (56) – алгебраiчне рiвняння n−го степеня, тому за

основною теоремою алгебри має n коренiв з урахуванням кратностi
у полi комплексних чисел. Цi n коренiв i зададуть ФСР ЛОР зi
сталими коефiцiєнтами (55).

Розглянемо можливi випадки:
I. {λ1, . . . , λn} ∈ R – дiйснi, рiзнi, простi коренi рiвняння (56).

Тодi {yi(x) = eλix}ni=1 – линiйно незалежнi розв’язки ЛОР (55),
тобто {eλix}ni=1 – ФСР (55).

II. {λ1, . . . , λn} – рiзнi, простi коренi рiвняння (56), але серед
них є комплекснi.

Нехай α ± iβ – пара комплексно-спряжених коренiв. Потрiбно
знайти два лiнiйно незалежнi розв’язки, що їм вiдповiдають.

Оскiльки z = e(α+iβ)x – розв’язок (55), то Re z = eαx cosβx,

Im z = eαx sinβx – два дiйснозначнi розв’язки рiвняння (55). Корiнь
α − iβ не породжує нових лiнiйно незалежних розв’язкiв. Отже,
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парi α ± iβ у ФСР вiдповiдають два лiнiйно незалежнi розв’язки
{eαx cosβx, eαx sinβx}.

III. Серед коренiв {λ1, . . . , λn} є кратнi. Нехай λ – корiнь кра-
тностi k рiвняння (56), тобто

p(λ) = p′(λ) = . . . = p(k−1)(λ) = 0, pk(λ) 6= 0.

Розглянемо тотожнiсть

L[eλx] = p(λ)eλx.

Тодi для m ≤ k−1, використовуючи формулу Лейбнiца, отримуємо

L[xmeλx] =
∂m

∂λm
L[eλx] =

∂m

∂λm

(
p(λ)eλx

)
=

=

m∑
j=0

Cj
m

∂j

∂λj
p(λ) · ∂m−i

∂λm−j
eλx = 0.

Отже, кореню λ ∈ R кратностi k рiвняння (56) вiдповiдають k лi-
нiйно незалежних розв’язки {eλx, xeλx, . . . , xk−1eλx} ЛОР (55).

Якщо ж λ = α + iβ ∈ C – комплексний корiнь кратностi
k, то λ = α − iβ ∈ C теж є коренем цiєї ж кратностi, i парi
λ = α ± iβ ∈ C вiдповiдають 2k лiнiйно незалежних розв’язки
{ eαx cosβx, eαx sinβx, xeαx cosβx, xeαx sinβx, . . . , xk−1eαx cosβx,

xk−1eαx sinβx} рiвняння (55).

Приклад 1. Розв’язати рiвняння y′′ − 2y′ = 0.

Розв’язання. Це ЛОР зi сталими коефiцiєнтами. Для його розв’язання
запишемо характеристичне рiвняння

P (λ) = λ2 − 2λ = 0,

яке має два рiзнi дiйснi коренi λ1 = 0, λ2 = 2. Тому ФСР складається
з функцiй y1(x) = e0x = 1 та y2(x) = e2x. Отже, загальний розв’язок
заданого ЛОР має вигляд

y = C1 + C2e
2x, C1, C2 ∈ R.

Приклад 2. Розв’язати рiвняння y′′ + 2y′ + 10 = 0.

Розв’язання. Записуємо характеристичне рiвняння: P (λ) = λ2+2λ+

+ 10 = 0 та знаходимо його коренi λ1,2 = −1 ± 3i. Тодi ФСР має ви-
гляд y1(x) = e−x cos 3x, y2(x) = e−x sin 3x, i можемо записати загальний
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розв’язок y = C1e
−x cos 3x+ C2e

−x sin 3x, C1, C2 ∈ R.

Приклад 3. Розв’язати рiвняння yIV − y = 0.

Розв’язання. Записуємо характеристичне рiвняння: P (λ) = λ4 − 1 =

0. Воно має коренi λ1,2 = ±1, λ3,4 = ±i. Тодi ФСР: y1(x) = ex, y2(x) = e−x,

y3(x) = e0x cos 1x = cosx, y4(x) = sinx, а отже, загальний розв’язок

y = C1e
x + C2e

−x + C3 cosx+ C4 sinx, Ci ∈ R, i = 1, . . . , 4.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння y′′ − 4y′ + 4y = 0.

Розв’язання. Оскiльки характеристичне рiвняння P (λ) = λ2 − 4λ +

4 = 0 має корiнь λ1,2 = 2 кратностi два, то ФСР має вигляд y1(x) = e2x,

y2(x) = xe2x. Отже, загальний розв’язок

y = C1e
2x + C2xe

2x C1, C2 ∈ R.

Приклад 5. Розв’язати рiвняння yV + 8y′′′ + 16y′ = 0

Розв’язання. Характеристичне рiвняння має вигляд P (λ) = λ5 +

8λ3 + 16λ = λ(λ2 + 4)2 = 0. Його коренi λ1 = 0 та пара суто уявних
комплексно-спряжених коренiв λ2,...,5 = ±2i кратностi два. Тому ФСР
складається з п’яти функцiй: y1(x) = 1, y2(x) = cos 2x, y3(x) = sin 2x,

y4(x) = x cos 2x, y5(x) = x sin 2x. Тодi загальний розв’язок ЛОР

y = C1 + C2 cosx+ C3 sinx+ C4x cosx+ C5x sinx, Ci ∈ R, i = 1, . . . , 5.

Рiвняння Ейлера має вигляд

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + · · ·+ an−1xy

′ + any = 0, (57)

де aj ∈ R, j = 1, . . . , n, i на промiжку (0,+∞) зводиться до рiвняння
зi сталими коефiцiєнтами замiною незалежної змiнної: x = et, де t
– нова незалежна змiнна.

Дiйсно, перерахуємо похiднi:

y′ =
dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
= y′te

−t = L1[y]e
−t,

y′′ =
dy′

dx
=
dy′

dt
e−t = (y′te

−t)′te
−t = (y′′t − y′t)e

−2t = L2[y]e
−2t,

. . .

y(n) = Ln[y]e
−nt,
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де Ln – диференцiйний оператор n-го порядку зi сталими коефiцi-
єнтами. Тодi при пiдстановцi замiни в (57) маємо:

entLn[y]e
−nt + a1e

(n−1)tLn−1[y]e
−(n−1)t + · · ·+ any = 0.

Отже, приходимо до виразу

L̄[y] := Ln[y] + a1Ln−1[y] + · · ·+ any = 0,

що є ЛОР зi сталими коефiцiєнтами.
Характеристичний полiном для рiвняння Ейлера можна знайти,

якщо шукати його ФСР у виглядi y = xr :

r(r−1) . . . (r−n+1)+a1r(r−1) . . . (r−n+2)+ · · ·+an−1r+an = 0.

Приклад 6. Розв’язати рiвняння Ейлера x2y′′
+ 6xy′ + 4y = 0

Розв’язання. Шукаємо розв’язки у виглядi y = xr. Записуємо харак-
теристичний полiном для рiвняння Ейлера i шукаємо його коренi:

r(r − 1) + 6r + 4 = 0 ⇒ r2 + 5r + 4 = 0

Розв’язавши отримане квадратне рiвняння, маємо r1 = −1, r2 = −4. Тому
загальний розв’язок рiвняння Ейлера

y = C1x
−1 + C2x

−4, C1, C2 ∈ R.

Метод невизначених коефiцiєнтiв
Розглянемо лiнiйне неоднорiдне рiвнянням зi сталими коефiцi-

єнтами
y(n) + a1y

(n−1) + · · ·+ an−1y
′ + any = f(x), (58)

де aj ∈ R, j = 1, . . . , n, f(x) : (α, β) → R – задана функцiя.
Для знаходження частинного розв’язку yч.н. ЛНР (58) можна

скористатися методом варiацiї довiльних сталих.
Однак, якщо права частина має спецiальний вигляд – квазiпо-

лiном, а саме

f(x) = eαx (Pm1(x) cosβx+Qm2(x) sin βx) ,

де Pm1(x), Qm2(x) – полiноми степенiв m1 та m2 вiдповiдно, то ча-
стинний розв’язок завжди можна знайти у виглядi квазiполiнома

yч.н.(x) = eαxxk (Rm(x) cosβx+ Sm(x) sin βx) , (59)
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де m = max{m1,m2}, k – кратнiсть числа σ := α+ iβ ∈ C як кореня
характеристичного рiвняння (56) (k = 0, якщо σ не є коренем ха-
рактеристичного рiвняння), Rm(x), Sm(x) – полiноми степеня m з
невизначеними коефiцiєнтами. Невизначенi коефiцiєнти полiномiв
Rm(x) та Sm(x) знаходяться пiдстановкою функцiї yч.н.(x) у рiв-
няння (58) з подальшим зведенням подiбних доданкiв у отриманiй
рiвностi, записом системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для коефi-
цiєнтiв при лiнiйно незалежних функцiях у доданках цiєї рiвностi i
знаходженням невизначених коефiцiєнтiв полiномiв Rm(x) та Sm(x)

iз записаної системи алгебраїчних рiвнянь.
Зауваження. Якщо β = 0, то права частина рiвняння (58) на-

буває вигляду

f(x) = eσxPm(x),

тобто σ = α ∈ R, Pm(x) – полiном степеня m, i частинний розв’язок
рiвняння (58) можна знайти у виглядi

yч.н.(x) = eσxxkQm(x),

де k – кратнiсть числа σ ∈ R як кореня характеристичного рiвнян-
ня (56) (k = 0, якщо σ не є коренем характеристичного рiвняння), Qm(x)

– полiном степеня m з невизначеними коефiцiєнтами, якi знаходяться
пiдстановкою функцiї yч.н.(x) у рiвняння.

Приклад 7. Розв’язати рiвняння методом невизначених коефi-
цiєнтiв y′′′ − 6y′′ + 9y′ = xe3x.

Розв’язання. Запишемо характеристичне рiвняння для вiдповiдного
лiнiйного однорiдного рiвняння y′′′−6y′′+9y′ = 0 i знайдемо його коренi:

λ3 − 6λ2 + 9λ = 0 ⇒ λ1 = 0, λ2,3 = 3.

Отже, загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння

yз.о. = C1e
0x + (C2x+ C3)e

3x = C1 + (C2x+ C3)e
3x, C1, C2, C3 ∈ R.

Оскiльки права частина рiвняння є квазiполiном з Pm(x) = x, m = 1, а
σ = 3 ∈ R є коренем кратностi 2 характеристичного рiвняння, то k = 2 i
частинний розв’язок шукаємо у виглядi

yч.н.(x) = e3xx2Qm(x) = e3xx2(Ax+B),
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де A,B ∈ R – невизначенi коефiцiєнти. Пiдставляючи yч.н.(x) у вихiдне
рiвняння та прирiвнюючи коефiцiєнти при лiнiйно незалежних функцiях,

знаходимо, що A =
1

18
, а B = − 1

18
. Отже, частинний розв’язок має вигляд

yч.н.(x) = e3xx2
(

1

18
x− 1

18

)
=

1

18
e3xx2(x− 1).

Пiдсумовуючи, отримуємо загальний розв’язок вихiдного рiвняння:

y = C1 + (C2x+ C3)e
3x +

1

18
e3xx2(x− 1), C1, C2, C3 ∈ R.

Приклад 8. Розв’язати рiвняння методом варiацiї довiльних

сталих y′′ − 2y′ + y =
ex

x
.

Розв’язання. Запишемо характеристичне рiвняння для вiдповiдного
лiнiйного однорiдного рiвняння y′′ − 2y′ + y = 0 i знайдемо його коренi:

λ2 − 2λ+ 1 = 0 ⇒ λ1,2 = 1.

Отже, загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння:

yз.о. = C1e
x + C2xe

x, C1, C2 ∈ R.

Тепер запишемо систему (54) для пошуку розв’язку вихiдного лiнiйного
неоднорiдного рiвняння за допомогою методу варiацiї довiльних сталих i
розв’яжемо її: C ′

1(x)e
x + C ′

2(x)xe
x = 0

C ′
1(x)e

x + C ′
2(x)(e

x + xex) =
ex

x

⇒

 C ′
1(x) + C ′

2(x)x = 0

C ′
1(x) + C ′

2(x)(1 + x) =
1

x

Звiдси C ′
2(x) =

1

x
i C ′

1(x) = −1, отже, C2(x) = lnx+ C̃2 i C1(x) = −x+ C̃1.
Таким чином, ми отримали загальний розв’язок вихiдного лiнiйного

неоднорiдного рiвняння

y = C̃1e
x + C̃2xe

x − xex + xex lnx, C̃1, C̃2 ∈ R.

При розв’язаннi лiнiйних неоднорiдних рiвнянь також викори-
стовують такий результат.

Теорема (Принцип суперпозицiї). Нехай yi = φi(x), i =

= 1, . . . , k – частиннi розв’язки k лiнiйних неоднорiдних рiвнянь

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = fi(x), i = 1, . . . , k

вiдповiдно, де aj ∈ R, j = 1, . . . , n, fi(x) : (α, β) → R, i = 1, . . . , k –
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заданi функцiї. Тодi y(x) =
k∑

i=1
φi(x) – частинний розв’язок рiвнян-

ня y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any =
k∑

i=1
fi(x).

Вправи

У задачах 191–200 знайти загальний розв’язок рiвняння:

191. y′′ + 3y′ + 2y = 0.
192. y′′ − 8y′ + 16y = 0.
193. y′′ − 8y′ = 0.
194. y′′ − 2y′ + 9y = 0.
195. y′′′ + 8y = 0.

196. y′′ − 2y = 0.
197. y(4) − 5y′′ + 4y = 0.
198. y′′′ − 2y′′ + 9y′ − 18y = 0.
199. y(4)+4y′′′+6y′′+4y′+y = 0.
200. y(5) − 6y(4) + 9y′′′ = 0.

У задачах 201–204 розв’язати рiвняння методом Лагранжа:

201. y′′ + y = tg x.

202. y′′ + 3y′ + 2y =
1

ex − 1
.

203. y′′ + 2y′ + y = e−x
√
x− 1.

204. y′′ + y′ + 2y =
1

sinx
.

У задачах 205–210 розв’язати рiвняння, шукаючи частиннi
розв’язки МНК:

205. y′′−5y′+6y = 6x2−10x+2.
206. y′′ − y = 2ex.
207. y′′ + y′ − 2y = 3xex.

208. y(4) − y = 4ex.
209. y(4) + y′′′ = 2 cosx.
210. y′′ + 3y′ − 4y = e−4x + xe−x.

У задачах 211–214 користуючись МНК, написати вигляд ча-
стинного розв’язку рiвняння, не шукаючи значень коефiцiєнтiв:
211. y′′ − y = xex sinx.
212. y′′ + 7y′ + 10y = xe−2x cos 5x.
213. y(4) − 4y′′′ + 8y′′ − 8y′ + 4y = ex(sinx+ x cosx).
214. y′′′ − 2y′′ + 4y′ − 8y = e2x sin 2x+ 2x2.

У задачах 215–218 розв’язати рiвняння, звiвши їх до лiнiйних
рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами:

215. x2y′′ − xy′ − 3y = 0.
216. x3y′′′ + xy′ − y = 0.

217. x2y′′ − xy′ − 3y = 5x4.

218. x2y′′ − xy′ = −x+
3

x
.
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Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 5

Задача 1. Записати загальний розв’язок лiнiйного рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами, при цьому частинний розв’язок неоднорi-
дного рiвняння подати у виглядi суми двох доданкiв, один з яких
шукати за допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв, iнший за
допомогою методу варiацiї довiльних сталих.

Варiанти завдань.

1. y′′ − 2y′ + 2y = ex +
ex

sinx
.

2. y′′′ + y′ = cos3 x+
1

cosx
.

3. y′′ − 6y′ + 9y =
e3x

x2
+ xe3x.

4. y′′ − 2y′ + y =
ex

x
+ xe2x.

5. x3(y′′ − y) = x2 − 2 + x−4ex.

6. y′′ + 2y′ + y = xex +
1

xex
.

7. y′′+2y′+5y = e−x(cos2 x+tg x).
8. y′′ + y = 3 sinx+ ctg x.

9. y′′′ + y′ = sin3 x+
2 + x2

x3
.

10. y′′ + 4y = 2 tg x+ cos2 x.

11. y′′′ − 3y′ + 2y = 9ex +
ex

ex + 1
.

12. y′′ + 2y′ + y = 5e−x
√
x+ 1 +

+ (3x+ 7)ex.

Задача 2. Для рiвняння з Задачi 1 знайти розв’язок задачi
Кошi, що задовольняє заданим початковим умовам:

Варiанти завдань.
1. y(−3

2) = −3, y′(−3
2) = 2.

2. y(−1) = 1, y′(−1) = 2, y′′(−1) = 3.
3. y(2) = 2, y′(2) = −1.
4. y(3) = 2

3 , y′(3) = 2.
5. y(−2) = −4, y′(−2) = 2.
6. y(32) = 2, , y′(32) = −4.
7. y(1) = 3, y′(1) = 1

2 .
8. y(−3) = 4, y′(−3) = −1.
9. y(1) = −3, y′(1) = 1, y′′(1) = 2.
10. y(0) = −2

3 , y′(0) = 3
2 .

11. y(2) = 2, y′(2) = 4, y′′(2) = −1.
12. y(0) = 3, y′(0) = −7.
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Задача 3. Розв’язати рiвняння, звiвши їх до лiнiйних рiвнянь
зi сталими коефiцiєнтами:

Варiанти завдань.
1. (2x+ 1)2y′′ − 4(2x+ 1)y′ + 8y = −8x− 4.

2. x2y′′ − xy′ + y = 6x lnx.

3. x2y′′ − xy′ = −x+ 3
x .

4. x2y′′ + xy′ + y = 2 sin(ln x).

5. x2y′′ − xy′ + y = 8x3.

6. x2y′′ + xy′ + 4y = 10x.

7. x3y′′ − 2xy = 6 lnx.

8. x2y′′ − 6xy = 5x3 + 8x2.

9. (x− 2)2y′′ − 3(x− 2)y′ + 4y = x.

10. (2x+ 3)3y′′′ + 3(2x+ 3)y′ − 6y = 0.

11. x2y′′ − 2y =
3x2

x+ 1
.

12. x2y′′ − xy′ + y =
lnx

x
+

x

lnx
.
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12. Лiнiйнi системи диференцiальних рiвнянь
зi сталими коефiцiєнтами

Розглядаємо лiнiйну однорiдну систему (ЛОС) диференцiаль-
них рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами вигляду

ẋ = Ax, (60)

де x = x(t) = (x1(t), . . . , xn(t))
T – невiдома вектор-функцiя незале-

жної змiнної t, A = (aij)i,j=1,n – стала матриця розмiру n× n.
Фундаментальна система розв’язкiв системи (60) будується ана-

логiчним чином, як i для лiнiйних однорiдних рiвнянь зi сталими
коефiцiєнтами.

Многочлен P (λ) = det(A−λE) називається характеристичним
полiномом системи (60).

Для знаходження розв’язкiв системи (60) потрiбно знайти ко-
ренi {λ1, . . . , λn} ∈ C характеристичного полiнома P (λ).

Кожному простому дiйсному кореню λj характеристичного по-
лiнома вiдповiдає розв’язок системи (60) вигляду

xj(t) = eλjthj ,

де hj – власний вектор матрицi A, що вiдповiдає власному числу
λj .

Якщо кореню λ кратностi k > 1 вiдповiдає рiвно k лiнiйно неза-
лежних власних векторiв h1, . . . ,hk, то цьому власному числу вiд-
повiдає k лiнiйно незалежних розв’язкiв системи (60)

xj(t) = eλthj , j = 1, . . . , k.

Якщо кореню λ кратностi k > 1 вiдповiдаєm менше, нiж k (m <

< k), лiнiйно незалежних власних векторiв h1, . . . ,hm, то кожному
власному вектору hj вiдповiдає pj (де pj – розмiр клiтини Жордана,
що вiдповiдає вектору hj) розв’язкiв системи (60) вигляду

xj,1(t) = eλthj ,

xj,2(t) = eλt (thj + hj,1) ,
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xj,3(t) = eλt
(
t2

2!
hj + thj,1 + hj,2

)
,

· · ·

xj,pj (t) = eλt
(

tpj−1

(pj − 1)!
hj +

tpj−2

(pj − 2)!
hj,1 + · · ·+ t

1!
hj,pj−1 + hj,pj

)
,

де hj — власний вектор матрицi A, hj,1, . . . ,hj,pj — приєднанi ве-
ктори, якi визначаються iз системи:

(A− λE)hj = 0, hj 6= 0,

(A− λE)hj,1 = hj ,

(A− λE)hj,2 = hj,1,

· · · · · ·
(A− λE)hj,pj = hj,pj−1,

система (A − λE)hj,pj+1 = hj,pj є несумiсною i, вiдповiдно, вектор
hj,pj+1 не може бути визначений i, крiм того, несумiснiсть цiєї систе-
ми є умовою для визначення кiлькостi розв’язкiв (розмiру клiтини
Жордана), що вiдповiдає вектору hj . Загальна кiлькiсть розв’язкiв
системи (60), що вiдповiдають кратному власному числу λ, дорiв-
нює кратностi цього власного числа.

Парi комплексно спряжених простих власних чисел λ1,2 = α ±
± iβ ∈ C вiдповiдає пара дiйсних розв’язкiв системи (60)

x1(t) = Re z(t), x2(t) = Im z(t),

де z(t) = e(α+iβ)th, h — власний вектор (з комплексними координа-
тами), що вiдповiдає власному числу α+ iβ.

Пiсля запису всiх часткових розв’язкiв, що вiдповiдають всiм
кореням характеристичного полiнома, одержуємо n лiнiйно незале-
жних розв’язкiв системи (60): {xi(t)}ni=1 – фундаментальну систему
розв’язкiв цiєї системи.

Матриця X(t) розмiру n× n, стовпцями якої слугують елемен-
ти фундаментальної системи розв’язкiв системи (60), називається
фундаментальною матрицею цiєї системи:

X(t) =
(
x1(t) x2(t) · · · xn(t)

)
.
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Формула

x(t) =
n∑

i=1

Cixi(t) = X(t)(C1, . . . , Cn)
T , C1, . . . , Cn ∈ R,

визначає загальний розв’язок системи (60).

Приклад 1. Розв’язати систему

{
x′ = x− y

y′ = 4y − 4x

Розв’язання. Спочатку запишемо матрицю системи

A =

(
1 −1

−4 4

)
.

i складемо характеристичне рiвняння∣∣∣∣∣1− λ −1

−4 4− λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (1− λ)(4− λ)− 4 = 0 ⇒ λ2 − 5λ = 0.

Коренi цього рiвняння λ1 = 0 i λ2 = 5.
Для власного числа λ1 = 0 власним вектором буде h1 = (1, 1)T , а для

власного числа λ2 = 5 власний вектор h2 = (1,−4)T .
Отже, фундаментальна система розв’язкiв складається з двох вектор-

функцiй

x1(t) = e0t

(
1

1

)
=

(
1

1

)
, x2(t) = e5t

(
1

−4

)
,

а загальний розв’язок має вигляд(
x

y

)
= C1

(
1

1

)
+ C2e

5t

(
1

−4

)
=

(
C1 + C2e

5t

C1 − 4C2e
5t.

)
Розписуючи покоординатно, отримуємо остаточну вiдповiдь:{

x(t) = C1 + C2e
5t,

y(t) = C1 − 4C2e
5t, C1, C2 ∈ R.

Приклад 2. Розв’язати систему

{
ẋ = 2x− 3y,

ẏ = 3x+ 2y;

Розв’язання. Спочатку запишемо матрицю системи

A =

(
2 −3

3 2

)



102

та складемо характеристичне рiвняння∣∣∣∣∣ 2− λ −3

3 2− λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (2− λ)2 − (−3)3 = 0 ⇒ (λ− 2)2 + 9 = 0.

Воно має пару комплексно-спряжених коренiв λ1,2 = 2 ± 3i. Знайдемо
власний вектор, що вiдповiдає власному числу λ1 = 2 + 3i:(

−3i −3

3 −3i

)
⇝
(
i 1

0 0

)
⇝
(
i 1

)
⇝ h =

(
1

−i

)
.

Отже, до ФСР увiйдуть дiйснозначнi вектор-функцiї, що є дiйсною та
уявною частиною комплекснозначної вектор-функцiї

z(t) = e(2+3i)t

(
1

−i

)
= e2t (cos 3t+ i sin 3t)

(
1

−i

)
=

=

(
e2t cos 3t

e2t sin 3t

)
+ i

(
e2t sin 3t

−e2t cos 3t

)
.

Тому отримуємо загальний розв’язок(
x

y

)
= C1

(
e2t cos 3t

e2t sin 3t

)
+ C2

(
e2t sin 3t

−e2t cos 3t

)
,

або у координатнiй формi{
x(t) = C1e

2t cos 3t+ C2e
2t sin 3t,

y(t) = C1e
2t sin 3t− C2e

2t cos 3t, C1, C2 ∈ R.

Приклад 3. Розв’язати систему

{
x′ = 3x− y

y′ = 4x− y

Розв’язання. Спочатку запишемо матрицю системи

A =

(
3 −1

4 −1

)
i складемо характеристичне рiвняння∣∣∣∣∣3− λ −1

4 −1− λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (3− λ)(−1− λ) + 4 = λ2 − 2λ+ 1 = 0.

Це рiвняння має один корiнь кратностi два: λ1,2 = 1.
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В загальному виглядi власний вектор, що вiдповiдає λ1 = 1, має ви-
гляд h0 = (a, 2a). Тепер знайдемо приєднаний до нього(
2 −1

4 −2

)(
b

c

)
=

(
a

2a

)
⇔

{
2b− c = a

4b− 2c = 2a
⇒ c = 2b−a ⇒ v1 =

(
b

2b− a

)
.

Остаточно отримуємо(
x

y

)
= tet

(
a

2a

)
+ et

(
b

2b− a

)
,

тобто загальний розв’язок вигляду{
x(t) = atet + bet,

y(t) = 2atet + (2b− a)et, a, b ∈ R.

Вправи

Розв’язати лiнiйнi однорiднi системи диференцiальних рiвнянь:

219.


ẋ = 5x− 6y + z;

ẏ = x− z

ż = −6z.

220.


ẋ = 2x+ y;

ẏ = 2y + z

ż = 2z.

221.

{
ẋ = 2x+ y;

ẏ = −6x− 3y.

222.

{
ẋ = x− 2y;

ẏ = 6x− 5y.

223.


ẋ = 2x− y − z;

ẏ = 12x− 4y − 12z

ż = −4x+ y + 5z.

224.


ẋ = −3x+ 4y − 2z;

ẏ = x+ z;

ż = 6x− 6y + 5z,

Розв’язати задачу Кошi

225.


ẋ = y + z; x(0) = −1;

ẏ = x+ z y(0) = 1;

ż = x+ y; z(0) = 0.
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13. Знаходження розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних
систем

Розв’язки лiнiйної неоднорiдної системи (ЛНС) вигляду

ẋ = Ax+ f(t), (61)

де x = x(t) – шукана n-вимiрна вектор-функцiя, A – стала матри-
ця розмiру n × n, f(t) ∈ C(a, b) → Rn – задана n-вимiрна вектор
функцiя, можна записати у виглядi

xз.н. = xз.о. + xч.н., (62)

де xз.о. – загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної системи

ẋ = Ax, (63)

а xч.н. – частинний розв’язок неоднорiдної системи (61).
Для вiдшукання xч.н. застосовуються два основнi методи: ме-

тод невизначених коефiцiєнтiв i метод варiацiї довiльних сталих.
Метод невизначених коефiцiєнтiв – це метод пошуку xч.н. у

випадку спецiального вигляду правої частини f(t). А саме, якщо

f(t) = eαtPm(t) = eαt(b0t
m + b1t

m−1 + . . .+ bm−1t+ bm),

де bi ∈ Rn, i = 0,m, – деякi сталi вектори, то частинний розв’язок
можемо шукати у виглядi

xч.н. = eαtQm+l(t),

де l – максимальний з розмiрiв жорданових клiтин, що вiдповiдають
числу α в жордановiй нормальнiй формi матрицi A. Зокрема, l ≤ k,

де k – кратнiсть числа α, як кореня характеристичного рiвняння,
l = 0, якщо α не є коренем характеристичного рiвняння та l = 1

для простого кореня характеристичного рiвняння.

Приклад 1. Розв’язати систему

{
ẋ = 3x+ 2y + 4e5t,

ẏ = x+ 2y.

Розв’язання. Скористаємося формулою (62) i спочатку знайдемо за-
гальний розв’язок вiдповiдної однорiдної системи. Для цього запишемо
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матрицю системи i складемо характеристичне рiвняння

A =

(
3 2

1 2

)
⇒

∣∣∣∣∣ 3− λ 2

1 2− λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (3− λ)(2− λ)− 1 · 2 = 0.

Таким чином, приходимо до характеристичного рiвняння λ2 − 5λ+4 = 0,

яке має коренi λ1 = 1 та λ2 = 4. Знайдемо вiдповiднi власнi вектори.

λ1 = 1 :

(
2 2

1 1

)
⇝
(

1 1

0 0

)
⇝
(
1 1

)
⇝ h1 =

(
1

−1

)
;

λ2 = 4 :

(
−1 2

1 −2

)
⇝
(

−1 2

0 0

)
⇝
(
−1 2

)
⇝ h2 =

(
2

1

)
.

Отже, одержуємо загальний розв’язок ЛОС(
x

y

)
з.о.

= C1e
t

(
1

−1

)
+ C2e

4t

(
2

1

)
.

Для знаходження частинного розв’язку вихiдної лiнiйної неоднорi-
дної системи скористаємося методом невизначених коефiцiєнтiв.

Оскiльки права частина має вигляд

f(t) =

(
4e5t

0

)
= e5t

(
4

0

)
= e5tP0(t),

i α = 5 не є власним числом матрицi системи, то вiдповiдно до методу
невизначених коефiцiєнтiв шукаємо частинний розв’язок у виглядi(

x

y

)
ч.н.

= e5t

(
a

b

)
,

де a, b – невизначенi числовi коефiцiєнти, що знаходяться пiдстановкою в
систему записаної функцiї:{

xч.н.(t) = ae5t,

yч.н.(t) = be5t;
та

{
ẋч.н.(t) = 5ae5t,

ẏч.н.(t) = 5be5t.

Пiдставляючи, маємо{
5ae5t = 3ae5t + 2be5t + 4e5t,

5be5t = ae5t + 2be5t;
=⇒

{
5a = 3a+ 2b+ 4,

5b = a+ 2b;

З останньої системи знаходимо, що a = 3, b = 1, тобто(
x

y

)
ч.н.

= e5t

(
3

1

)
.
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Таким чином, отримуємо загальний розв’язок ЛНС у векторнiй формi(
x

y

)
з.н.

= C1e
t

(
1

−1

)
+ C2e

4t

(
2

1

)
+ e5t

(
3

1

)
,

або в координатнiй формi:{
x(t) = C1e

t + 2C2e
4t + 3e5t,

y(t) = −C1e
t + C2e

4t + e5t, C1, C2 ∈ R.

Метод невизначених коефiцiєнтiв також можна застосовувати у
випадку, якщо права частина системи (61) має вигляд

f(t) = eαt (Pm1(t) cosβt+Qm2(t) sin βt) .

Тодi
xч.н. = eαt (Rm+l(t) cosβt+ Sm+l(t) sin βt) ,

де m = max{m1,m2}, l максимальний з розмiрiв жорданових клi-
тин, що вiдповiдають числу σ = α + iβ в жордановiй нормальнiй
формi матрицi A. Зокрема, l = 0, якщо σ не є коренем характери-
стичного рiвняння, та для дво- та тривимiрних систем l = 1, якщо
σ корiнь характеристичного рiвняння.

Приклад 2. Розв’язати систему

{
ẋ = y − 5 cos t,

ẏ = 2x+ y;

Розв’язання. Спочатку знайдемо загальний розв’язок вiдповiдної
однорiдної системи, для цього запишемо матрицю системи i складемо ха-
рактеристичне рiвняння

A =

(
0 1

2 1

)
⇒

∣∣∣∣∣ −λ 1

2 1− λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (−λ)(1− λ)− 1 · 2 = 0.

Отримали характеристичне рiвняння λ2 − λ − 2 = 0 з коренями λ1 = −1

та λ2 = 2. Знаходячи вiдповiднi власнi вектори

λ1 = −1 :

(
1 1

2 2

)
⇝
(

1 1

0 0

)
⇝
(
1 1

)
⇝ h1 =

(
−1

1

)
;

λ2 = 2 :

(
−2 1

2 −1

)
⇝
(

2 −1

0 0

)
⇝
(
2 −1

)
⇝ h2 =

(
1

2

)
;

остаточно одержуємо(
x

y

)
з.о.

= C1e
−t

(
−1

1

)
+ C2e

2t

(
1

2

)
.
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Для знаходження частинного розв’язку вихiдної неоднорiдної систе-
ми скористаємося методом невизначених коефiцiєнтiв.

Оскiльки права частина має вигляд

f(t) =

(
−5 cos t

0

)
= e0t

((
−5

0

)
cos t+

(
0

0

)
sin t

)
=

= e0t
(
P

(1)
0 (t) cos t+P

(2)
0 (t) sin t

)
,

i число σ = 0+1·i = i не є власним числом матрицi системи, то частинний
розв’язок шукаємо у виглядi(

x

y

)
ч.н.

= e0t

((
a

b

)
cos t+

(
c

d

)
sin t

)
=

(
a

b

)
cos t+

(
c

d

)
sin t,

де коефiцiєнти a, b, c, d знаходимо, пiдставляючи записанi функцiї{
xч.н.(t) = a cos t+ c sin t,

yч.н.(t) = b cos t+ d sin t;
та

{
ẋч.н.(t) = −a sin t+ c cos t,

ẏч.н.(t) = −b sin t+ d cos t.

у вихiдну систему:{
−a sin t+ c cos t = b cos t+ d sin t− 5 cos t,

−b sin t+ d cos t = 2a cos t+ 2c sin t+ b cos t+ d sin t.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при лiнiйно незалежних функцiях sin t i cos t
приходимо до системи чотирьох лiнiйних рiвнянь вiдносно чотирього
змiнних a, b, c, d : 

−a = d,

c = b− 5,

−b = 2c+ d

d = 2a+ b;

з якої знаходимо a = −1, b = 3, c = −2, d = 1. Отже,(
x

y

)
ч.н.

=

(
−1

3

)
cos t+

(
−2

1

)
sin t.

Отже, маємо загальний розв’язок вихiдної ЛНС(
x

y

)
з.н.

= C1e
−t

(
−1

1

)
+ C2e

2t

(
1

2

)
+

(
−1

3

)
cos t+

(
−2

1

)
sin t,

або у координатнiй формi{
x(t) = −C1e

−t+C2e
2t− cos t−2 sin t,

y(t) = C1e
−t+2C2e

2t+3 cos t+sin t, C1, C2 ∈ R.



108

У випадку довiльної правої частини використовують метод ва-
рiацiї довiльних сталих.

Нехай загальний розв’язок ЛОС має вигляд

x(t) = X(t)C,

де C ∈ Rn – вектор довiльних сталих, X(t) – фундаментальна ма-
триця системи (63). Вiдповiдно до методу варiацiї довiльних сталих
будемо шукати розв’язок ЛНС (61) у виглядi

x(t) = X(t)C(t), (64)

де вектор-функцiя C(t) визначається таким чином, щоб (64) був
розв’язком (61), а саме з системи

X(t)C′(t) = f(t).

Приклад 3. Розв’язати систему

{
ẋ = y + tg2 t− 1,

ẏ = −x+ tg t.

Розв’язання. Спочатку знайдемо загальний розв’язок вiдповiдної
однорiдної системи. Для цього запишемо матрицю та характеристичне
рiвняння системи:

A =

(
0 1

−1 0

)
⇒

∣∣∣∣∣ −λ 1

−1 −λ

∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ (−λ)(−λ)− 1 · 1 = 0.

Таким чином, отримали характеристичне рiвняння λ2 + 1 = 0, яке має
пару суто уявних коренiв λ1,2 = ±i. Тепер знайдемо власний вектор для
числа λ1 = i :(

−i 1

−1 −i

)
⇝
(

−i 1

0 0

)
⇝
(
−i 1

)
⇝
(

1

i

)
Далi записуємо комплексно-значну вектор-функцiю

z(t) = eit

(
1

i

)
= (cos t+ i sin t)

(
1

i

)
=

(
cos t

− sin t

)
+ i

(
sin t

cos t

)
,

дiйсна та уявна частина якої утворює ФСР вiдповiдної ЛОС системи.
Отже, загальний розв’язок ЛОС(

x

y

)
з.о.

= C1

(
cos t

− sin t

)
+ C2

(
sin t

cos t

)
=

(
cos t sin t

− sin t cos t

)(
C1

C2

)
.
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У вiдповiдностi з методом варiацiї довiльних сталих загальний роз-
в’язок ЛНС шукаємо у виглядi(

x

y

)
з.н.

=

(
cos t sin t

− sin t cos t

)(
C1(t)

C2(t)

)
,

де функцiї C1(t), C2(t) знаходяться з системи(
cos t sin t

− sin t cos t

)(
C ′

1(t)

C ′
2(t)

)
=

(
tg2 t− 1

tg t

)
,

або {
C ′

1(t) cos t+ C ′
2(t) sin t = tg2 t− 1,

−C ′
1(t) sin t+ C ′

2(t) cos t = tg t.

Звiдси знаходимо {
C ′

1(t) = − cos t,

C ′
2(t) = sin t tg2t.

Iнтегруючи отриманi вирази, маємо C1(t) = − sin t+ C̃1,

C2(t) = cos t+
1

cos t
+ C̃2.

Пiдставляючи знайденi значення C1(t), C2(t), маємо загальний розв’язок
вихiдної ЛНС(
x

y

)
=

(
cos t sin t

− sin t cos t

) − sin t+ C1

cos t+
1

cos t
+ C2

 =

(
C1 cos t+ C2 sin t+ tg t

−C1 sin t+ C2 cos t+ 2.

)
або у координатнiй формix(t) = C1 cos t+ C2 sin t+ tg t,

y(t) = −C1 sin t+ C2 cos t+ 2, C1, C2 ∈ R.

Для лiнiйних неоднорiдних систем, як i для лiнiйних неоднорi-
дних рiвнянь n-го порядку має мiсце принцип суперпозицiї : якщо
у лiнiйнiй неоднорiднiй системi (61) вектор-функцiя f є сумою двох
вектор-функцiй

f(t) = f1(t) + f2(t),

то i частинний розв’язок можна шукати у виглядi суми двох ча-
стинних розв’язкiв

xч.н.(t) = x1(t) + x2(t),
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де xi(t) – розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи (61) з неоднорi-
днiстю fi(t), i = 1, 2.

Вправи

Розв’язати лiнiйнi неоднорiднi системи методом невизначених
коефiцiєнтiв:

226.

{
ẋ = 2x− 3y;

ẏ = x− 2y + 2 sin t.

227.

{
ẋ = 2x+ 4y − 8;

ẏ = 3x+ 6y.

228.

{
ẋ = 4x− 3y + sin t;

ẏ = 2x− y + 2 cos t.

229.

{
ẋ = 2x− y;

ẏ = 2y − x− 5et sin t.

230.

{
ẋ = 2x+ y + et;

ẏ = −2x+ 2t.

231.

{
ẋ = t2 + 6t+ 1− y;

ẏ = x− 3t2 + 3t+ 1.

232.


ẋ = 2x+ y − 2z − t+ 2;

ẏ = 1− x;

ż = x+ y − z − t+ 1.

233.


ẋ = −x− y + t2;

ẏ = −y − z + 2t;

ż = −z + t.

234.

{
ẋ = 2x− y;

ẏ = y − 2x+ 18t.

235.

{
ẋ = 5x− 3y + 2e3t;

ẏ = x+ y + 5e−t.

236.

{
ẋ = y + 2et;

ẏ = x+ t2.

237.

{
ẋ = 2x+ y + 2et;

ẏ = x+ 2y − 3e4t.

Розв’язати системи методом варiацiї довiльних сталих:

238.

 ẋ = x− y +
1

cos t
;

ẏ = 2x− y.

239.


ẋ = −4x− 2y +

2

et − 1
;

ẏ = 6x+ 3y − 3

et − 1
.

240.

 ẋ = 2y − x;

ẏ = 4y − 3x+
e3t

e2t + 1
.

241.

{
ẋ = 3x− 2y;

ẏ = 2x− y + 15et
√
t.
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Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 6

Задача 1. Розглядається система диференцiальних рiвнянь

y′ = Ay + f(t), (65)

де A – стала матриця розмiру 3× 3; y, f(t) – тривимiрнi вектори.

1) Знайти загальний розв’язок вiдповiдної лiнiйної однорiдної си-
стеми y′ = Ay.

2) Знайти загальний розв’язок неоднорiдної системи (65), викори-
стовуючи метод невизначених коефiцiєнтiв.

3) Знайти розв’язок задачi Кошi з початковими даними x(0) = 0,
y(0) = 0, z(0) = 0.

Варiанти завдань.

1. A =

 1 −1 1

1 1 −1

2 −1 0

, f(t) =

 e3t + 2et

2e3t + et

−e3t

.

2. A =

 6 1 −5

3 2 −3

7 1 −6

, f(t) =

 2e−2t

−e−2t

e−2t + e−t

.

3. A =

 2 −1 −1

1 2 −1

3 −1 −2

, f(t) =

 −e2t

3e2t

e2t + 1

.

4. A =

 1 −2 2

1 4 −2

1 5 −3

, f(t) =

 sin t

−2 cos t

− sin t+ et

.

5. A =

 1 2 0

0 2 0

−2 −2 −1

, f(t) =

 cos t+ e−t

2 sin t

− cos t

.

6. A =

 4 6 0

−3 −5 0

−3 −6 1

, f(t) =

 ch t

−e−t

e−t

.

7. A =

 9 22 −6

−1 −4 1

8 16 −5

, f(t) =

 3et

−et − 5e−2t

2et

.
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8. A =

 7 0 −5

3 −4 1

−2 0 −2

, f(t) =

 1

e−4t

2

.

9. A =

 2 2 −1

−1 1 0

−8 0 1

, f(t) =

 −et

5et + 1

3et

.

10. A =

 0 1 1

1 0 1

2 2 1

, f(t) =

 e−t

et

2et

.

11. A =

 3 −3 1

3 −2 2

−1 2 0

, f(t) =

 2e−t

2 sh t

2et

.

12. A =

 3 1 1

1 0 −1

2 −1 2

, f(t) =

 24

−e2t

2e2t

.

Задача 2. Використовуючи метод варiацiї довiльних сталих,
знайти загальний розв’язок системи диференцiальних рiвнянь

Варiанти завдань.

1.

 ẋ = −3x+ y +
2e−2t ln t

t
,

ẏ = −x− y.

2.

 ẋ = −2x− 3y +
et

sin t
,

ẏ = 6x+ 4y.

3.

 ẋ = −2x− 3y,

ẏ = 3x+ 4y − et

t2
.

4.

{
ẋ = −2x+ 13y,

ẏ = −x+ 4y − et ctg 2t.

5.

 ẋ = 5x− 2y + e3t
√
t,

ẏ = 2x+ y − e3t√
t
.

6.


ẋ = −4x− 2y +

2e−t

cos t
,

ẏ = 5x+ 2y − 3e−t

cos t
.

7.

{
ẋ = −x− 2y + e−3tt−

3
2 ,

ẏ = 2x− 5y − e−3tt
3
2 .

8.


ẋ = −2x− 5y +

5et

cos t
,

ẏ = 2x+ 4y − 3et

cos t
.

9.

 ẋ = −4x+ 3y − 2e−t ln t

t
,

ẏ = −3x+ 2y.

10.

 ẋ = −4x+ 6y,

ẏ = −3x+ 2y +
3e−t

cos 3t
.

11.

{
ẋ = x+ y + e2t ln t,

ẏ = −x+ 3y − e2t ln t.

12.

{
ẋ = −4x+ y − e−t tg 2t,

ẏ = −13x+ 2y.
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14. Стiйкiсть розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь

Розглядаємо систему

ẋ = f(t,x), (66)

де x = (x1, . . . , xn)
T , f(t, ) = (f1(t,x), . . . , fn(t,x))

T , визначену в
областi Ω = [a,∞) ×D, D ⊂ Rn. Будемо припускати, що розв’язок
задачi Кошi з довiльними початковими даними iснує та єдиний, тоб-
то, наприклад, fi – неперервнi за всiма своїми змiнними та неперерв-
но диференцiйовнi по xi, i = 1, n.

Означення. Розв’язок x∗(t) системи (66) називається стiй-
ким за Ляпуновим, якщо цей розв’язок визначений на [a,∞) i для
будь-яких ε > 0 та t0 ≥ a знайдеться таке δ = δ(ε, t0) > 0,
що для будь-якого розв’язку x(t) цiєї ж системи, такого, що
‖x(t0)− x∗(t0)‖ < δ, вiн визначений на [t0,∞) та виконується не-
рiвнiсть ‖x(t)− x∗(t)‖ < ε для всiх t > t0.

Тут i далi ‖ · ‖ – евклiдова норма в Rn.

Означення. Розв’язок x∗(t) системи (66) називається асим-
птотично стiйким за Ляпуновим, якщо цей розв’язок є стiйким
за Ляпуновим i для будь-якого t0 ≥ a можна вказати ∆ = ∆(t0) >

> 0 таке, що для кожного розв’язку x(t) цiєї ж системи такого,
що ‖x(t0)− x∗(t0)‖ < ∆, виконується

lim
t→∞

‖x(t)− x∗(t)‖ = 0.

Якщо ж ∆ = +∞, то розв’язок називають стiйким всюди.

Розв’язок x∗(t) системи (66) називається нестiйким, якщо вiн
не є стiйким. Зокрема, розв’язок, який не продовжується на [a,+∞)

є нестiйким. Якщо розв’язок нестiйкий i iснує на [a,+∞), то знайду-
ться такi ε > 0 та t0 ≥ 0, що для кожного δ > 0 знайдеться розв’язок
x̃(t) системи (66) такий, що ||x̃(t0)− x∗(t0)|| < δ, однак для деякого
T = T (δ, ε, t0) > t0 виконується нерiвнiсть ||x̃(T )− φ(T )|| > ε.

Зауважимо, що питання стiйкостi розв’язку x = x∗(t) системи
(66) замiною y(t) = x(t)− x∗(t) завжди можна звести до дослiдже-
ння стiйкостi тривiального розв’язку y(t) ≡ 0.
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Приклад 1. Дослiдити на стiйкiсть розв’язок задачi Кощi

3(t− 1)ẋ = x, x(2) = 0.

Розв’язання. Спочатку розв’яжемо рiвняння. Вiдокремлюючи змiннi
та iнтегруючи маємо∫

dx

x
=

∫
dt

3(t− 1)
⇒ ln |x| = 1

3
ln |t− 1|+ C ⇒ x(t) = C 3

√
t− 1.

Задовольняючи початкову умову: x(2) = C = 0, отримуємо розв’язок
x∗(t) ≡ 0, що iснує для всiх t ≥ 2.

Отже, нам потрiбно дослiдити на стiйкiсть нульовий розв’язок x∗(t) ≡
≡ 0. Але для будь-якого iншого розв’язку рiвняння, для якого x(t0) = x0,
t0 ≥ 2, маємо x(t) =

x0
3
√
t0 − 1

3
√
t− 1, i хоча цей розв’язок i визначений

при t ≥ 2, однак значення |x(t)− x∗(t)| = |x0|
3
√
t0 − 1

3
√
t− 1 необмежене при

t→ ∞, тому тривiальний розв’язок нестiйкий.
Строго кажучи, у означеннi нестiйкостi можна взяти ε = 1 та у якостi

x̃(t) – розв’язок з початковою умовою x̃(t0) =
δ

2
. Тодi для T ≥ 8

δ3
(t0−1)+1

матимемо |x(T )− x∗(T )| = δ

2 3
√
t0 − 1

3
√
T − 1 ≥ 1.

Приклад 2. Дослiдити на стiйкiсть розв’язок задачi Кошi

ẋ = 4x− t2x, x(0) = 0.

Розв’язання. Розв’яжемо рiвняння. Це рiвняння з вiдокремлювани-
ми змiнними, тому

dx

x
= (4− t2)dt ⇒ ln |x| = 4t− 1

3
t3 + C ⇒ x(t) = Ce4t−

1
3 t

3

,

i всi розв’язки визначенi на R.
Беручи до уваги початкову умову x(0) = C = 0, знаходимо x∗(t) ≡ 0.

Для довiльного початкового значення x(t0) = x0 розв’язком буде

x(t) =
x0

e4t0−t30/3
e4t−t3/3.

Отже,

|x(t)− x∗(t)| =
∣∣∣∣ x0

e4t0−t30/3
e4t−t3/3 − 0

∣∣∣∣ = |x0|
e4t0−t30/3

e4t−t3/3.
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Оскiльки для t ≥ 0 функцiя φ(t) = 4t− 1

3
t3 досягає свого максималь-

ного значення
16

3
у точцi t = 2, то маємо оцiнку

|x(t)− x∗(t)| = |x0|
e4t0−

1
3 t

3
0

e4t−
1
3 t

3

≤ |x0|
e4t0−

1
3 t

3
0

e
16
3 < ε.

Тому для довiльного ε > 0 та t0 ≥ a знайдеться таке

δ = δ(ε, t0) ∈

(
0, ε

e4t0−t30/3

e
16
3

)
,

що для будь-якого розв’язку x(t) рiвняння, такого, що |x(t0)−x∗(t0)| < δ,
вiн визначений на [t0,∞) та виконується нерiвнiсть |x(t)− x∗(t)| < ε для
всiх t > t0.

Розглянемо лiнiйну однорiдну систему

ẋ = A(t)x (67)

з неперервними коефiцiєнтами на [a,∞).
Розв’язки лiнiйної системи (67) одночасно є або стiйкi, або асим-

птотично стiйкi, або нестiйкi. Тому коректним є поняття стiйкостi,
асимптотичної стiйкостi, нестiйкостi лiнiйних систем.

Теорема (про стiйкiсть лiнiйної системи). Для стiйко-
стi лiнiйної однорiдної системи (67) необхiдно i достатньо, щоб її
фундаментальна матриця була обмежена на [a,∞).

Для асимптотичної стiйкостi системи (67) необхiдно i доста-
тньо, щоб норма її фундаментальної матрицi прямувала до нуля
при t→ ∞.

Для нестiйкостi розв’язкiв лiнiйної однорiдної системи (67)
необхiдно i достатно, щоб її фундаментальна матриця X(t) була
необмеженою на [a,+∞).

Для лiнiйної однорiдної системи зi сталою матрицею

ẋ = Ax (68)

дослiдження стiйкостi залежить вiд характеру власних чисел ма-
трицi A. А саме, справедливий наступний результат.

Теорема (Про стiйкiсть лiнiйної системи зi сталою ма-
трицею). Якщо всi власнi числа матрицi A мають вiд’ємнi дiй-
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снi частини (Reλi < 0, i = 1, n), то всi розв’язки системи (68) є
асимптотично стiйкими.

Якщо ж є хоча б одне власне число λs з додатною дiйсною ча-
стиною (Reλs > 0), то всi розв’язки системи (68) є нестiйкими.

Якщо Reλi ≤ 0 i, крiм того, кожному власному числу з нульо-
вою дiйсною частиною вiдповiдають тiльки одновимiрнi клiтини
Жордана, то всi розв’язки системи (68) є стiйкими за Ляпуно-
вим.

Для вивчення Reλi не обов’язково знаходити всi λi з характе-
ристичного рiвняння

det(A− λE) = 0 ⇔ a0λ
n + a1λ

n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0. (69)

Можна скористатися, наприклад, критерiєм Рауса – Гурвiца.
Теорема (Критерiй Рауса – Гурвiца). Для того, щоб усi

розв’язки рiвняння (69) мали вiд’ємнi дiйснi частини, необхiдно i
достатньо, щоб головнi мiнори матрицi Гурвiца

Γ =


a1 a0 0 0 0 . . . 0

a3 a2 a1 a0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 . . . an


були додатними: ∆1 = a1 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣∣ a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣∣ > 0 i т.д.

Розглянемо n-вимiрну автономну систему

ẋ = f(x). (70)

Нехай x∗ – положення рiвноваги цiєї системи (тобто f(x∗) = 0),
Ux∗ 3 x∗ – вiдкритий окiл точки x∗.

Теорема. Нехай f ∈ C1(Ux∗) i f(x∗) = 0. Якщо дiйснi ча-

стини всiх власних чисел матрицi A :=
∂f(x∗)

∂x
системи першого

наближення є строго вiд’ємними, то положення рiвноваги x∗ си-
стеми (70) є асимптотично стiйким.

Якщо у матрицi A iснує хоча б одне власне число зi строго
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додатною дiйсною частиною, то положення рiвноваги x∗ систе-
ми (70) є нестiйким.

Приклад 3. Дослiдити на стiйкiсть положення рiвноваги си-
стеми {

ẋ = 2xy − 4y − 8,

ẏ = 4y2 − x2.

Розв’язання. Ми вже дослiджували цю систему ранiше (система
(38)). Тодi ми встановили, що ця система має два положення рiвнова-
ги: фокус (x1, y1) = (−2,−1) i вузол (x2, y2) = (4, 2). (див. Приклад 1 у
темi "Фазовi портрети автономних систем на площинi").

Крiм того, ми знайшли власнi числа системи першого наближення
для кожного положення рiвноваги.

А саме, для точки (x1, y1) = (−2,−1) : λ1,2 = −5 ± i
√
23, тобто

Reλ1,2 = −5 < 0, а отже, це положення рiвноваги асимптотично стiй-
ке.

Для iншого положення рiвноваги (x2, y2) = (4, 2) обидва власнi числа
λ1 = 8 та λ2 = 12 додатнi, тому це положення рiвноваги нестiйке.

Пiдсумовуючи, отримуємо:

– асимптотичний стiйкий фокус (x1, y1) = (−2,−1);

– нестiйкий вузол (x2, y2) = (4, 2).

Випадок, коли дiйснi частини власних чисел матрицi A є недо-
датними, називається критичним. У цьому випадку лише по систе-
мi першого наближення характер стiйкостi положення рiвноваги x∗

системи (70) визначити неможливо, тому застосовують iншi методи,
зокрема, метод функцiй Ляпунова.

Не обмежуючи загальностi, вважатимемо далi, що положенням
рiвноваги системи (70) є точка x∗ = 0.

Уведемо до розгляду функцiю V : U0 7→ R, де U0 – деякий окiл
положення рiвноваги x∗ = 0.

Функцiю V ∈ C1(U0) називають функцiєю Ляпунова систе-
ми (70), якщо:

– вона є додатно визначеною в U0, тобто V (0) = 0, V (x) > 0 для
всiх x ∈ U0 \ {0};
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– похiдна унаслiдок системи

V̇f (x) :=

n∑
i=1

∂V (x)

∂xi
fi(x) ≡ (gradV (x), f(x))

є недодатною в U0 : V̇f (x) ≤ 0 (тут (·, ·) позначає скалярний добу-
ток двох векторiв).

Теорема (Ляпунова про стiйкiсть). Якщо система (70) в
деякому околi U0 має функцiю Ляпунова, то положення рiвноваги
x∗ = 0 є стiйким.

Теорема (Ляпунова про асимптотичну стiйкiсть). Якщо
система (70) в деякому околi U0 має функцiю Ляпунова, похiдна
унаслiдок системи якої є вiд’ємно визначеною в U0, то положення
рiвноваги x∗ = 0 є асимптотично стiйким.

Теорема (Ляпунова про нестiйкiсть). Припустимо, що
в околi U0 3 x∗ = 0 для системи (70) iснують функцiя V (x) ∈
∈ C1(U0), похiдна унаслiдок системи якої є знаковизначеною в U0,
а сама функцiя V не є знакосталою зi знаком, протилежним V̇f , в
будь-якому околi нуля. Тодi положення рiвноваги x∗ = 0 є нестiй-
ким.

Теорема (Четаєва). Якщо для системи (70) в деякiй областi
D ∈ Rn такої, що 0 ∈ ∂D, iснує функцiя V (x) для якої:

– V (x) = 0 для всiх x ∈ ∂D,
– для довiльного x ∈ D виконуються нерiвностi V (x) > 0 та
V̇f (x) > 0,

то нульовий розв’язок є нестiйким.
Єдиного методу побудови функцiї Ляпунова не iснує. Часто її

будують у виглядi квадратичної форми або застосовують метод вiд-
окремлених змiнних.

Приклад 4. Дослiдити на стiйкiсть нульовий розв’язок системи{
ẋ = x3 − y,

ẏ = x+ y3.

Розв’язання. Спочатку спробуємо застосувати теорему про стiйкiсть за
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першим наближенням. Виписуємо вектор-функцiю правої частини

f(x, y) =

(
x3 − y

x+ y3

)
та знаходимо матрицю системи першого наближення

A =
∂f

∂((x, y))

∣∣∣∣
(0,0)

=

(
3x2 −1

1 3y2

)∣∣∣∣∣
(0,0)

=

(
0 −1

1 0

)
.

Для матрицi A характеристичне рiвняння λ2+1 = 0 має пару суто уявних
коренiв λ1,2 = ±i, тобто Reλ1,2 = 0, а тому теорема про стiйкiсть за
першим наближенням не дає вiдповiдi на питання про характер стiйкостi.

Скористаємося методом функцiй Ляпунова. Розглянемо функцiю
V (x, y) = x2 + y2. Очевидно вона додатно визначена. Пiдраховуючи похi-
дну унаслiдок системи

V̇f (x, y) = (gradV (x, y), f(x, y)) =
∂V

∂x
(x3 − y) +

∂V

∂y
(x+ y3) =

= 2x(x3 − y) + 2y(x+ y3) = 2x4 − 2xy + 2xy + 2y4 = 2(x4 + y4),

бачимо, що вона теж додатно визначена. Таким чином, i сама функцiя
V, i її похiдна унаслiдок системи додатно визначенi, а тому за теоремою
Ляпунова про нестiйкiсть нульовий розв’язок системи буде нестiйким.

Приклад 5. Дослiдити на стiйкiсть нульовий розв’язок системи{
ẋ = 2y3 − x5;

ẏ = −x− y3 + y5.

Розв’язання. Аналогiчно попередньому прикладу, застосовуючи те-
орему про стiйкiсть за першим наближенням, ми отримаємо критичний
випадок i не зможемо визначити характер стiйкостi.

Застосовуючи метод вiдокремлених змiнних, спробуємо пiдiбрати
функцiю Ляпунова вигляду V (x, y) = A(x) + B(y). Обчислимо похiдну
унаслiдок системи:

V̇f (x, y) = (gradV (x, y), f(x, y)) =

= A′(x)(2y3 − x5) +B′(y)(−x− y3 + y5) =

= 2y3A′(x)− x5A′(x)− xB′(y)− y3B′(y) + y5B′(y) =

=
(
2y3A′(x)− xB′(y)

)
− x5A′(x)− y3B′(y) + y5B′(y).
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Пiдберемо функцiї A(x) i B(y) таким чином, щоб обнулити вираз у дуж-
ках i похiдна унаслiдок системи, як i сама функцiя V (x, y) = A(x)+B(y),
мала структуру з вiдокремленими змiнними. Це легко зробити, якщо по-

класти A′(x) = x, B′(y) = 2y3. Тодi A(x) =
x2

2
, B(y) =

y4

2
i одержуємо

V (x, y) =
x2

2
+
y4

2
,

V̇f = −x5 · x− y3 · 2y3 + y5 · 2y3 = −x6 − 2y6 + 2y8 = −x6 − 2y6(1− y2).

Отже, бачимо, що, зокрема, в околi U0 =

{
(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 <

1

2

}
точ-

ки нуль функцiя V (x, y) додатно визначена, а її похiдна унаслiдок системи
V̇f (x, y) вiд’ємно визначена, тому за теоремою Ляпунова про асимптоти-
чну стiйкiсть нульовий розв’язок вихiдної системи є асимптотично стiй-
ким.

Вправи

242. Дослiдити стiйкiсть нульового розв’язку системи, якщо вiдо-
мий її загальний розв’язок:

а) x = C1 cos
2 t− C2e

−t, y = C1t
4e−t + 2C2, C1, C2 ∈ R;

б) x =
C1 − C2t

1 + t
, y = (C1t

3 + C2)e
−t, C1, C2 ∈ R.

243. Користуючись означенням стiйкостi, для рiвняння ẋ = t(x−1)

дослiдити стiйкiсть розв’язки, що задовольняють заданим початко-
вим умовам: а) x(1) = 2, б) x(1) = 0.

У задачах 244–246 дослiдити на стiйкiсть нульовий розв’язок
системи:

244.

{
ẋ = 2x;

ẏ = x− 5y.

245.

{
ẋ = −5x+ y;

ẏ = x− 7y.

246.

{
ẋ = x2 + y2 − 2x;

ẏ = 3x2 − x+ 3y.

247. Дослiдити на стiйкiсть розв’язок x(t) = −t2, y(t) = t системи{
ẋ = y2 − 2ty − 2y − x;

ẏ = 2x+ 2t2 + e2t−2y.
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Дослiдити на стiйкiсть нульовий розв’язок системи:

248.

{
ẋ = y − x+ xy;

ẏ = x− y − x2 − y3.

249.

{
ẋ = xy − x3 + y3;

ẏ = x2 − y3.

250.

{
ẋ = 2y − x− y3;

ẏ = x− 2y.

251.

{
ẋ = −x− xy;

ẏ = y3 − x3.

Лабораторна робота, комп’ютерний практикум 7

Задача 1.

1) Знайти всi положення рiвноваги системи диференцiальних рiв-
нянь, для кожного з положень рiвноваги записати вiдповiдну
систему першого наближення.

2) Дослiдити на стiйкiсть усi положення рiвноваги.
3) Наближено зобразити на фазовiй площинi фазовi траєкторiї в

околах положень рiвноваги, вказати напрямок руху вздовж тра-
єкторiй.

Варiанти завдань.

1.

{
ẋ = 2xy − 4y − 8,

ẏ = 4y2 − x2.

2.

{
ẋ = y,

ẏ = x2 − y2 − y − 1.

3.

{
ẋ = x− y,

ẏ = y2 + x2 − 2.

4.

{
ẋ = x+ y + 1,

ẏ = y +
√
2x2 + 1.

5.

{
ẋ = x− y − 1,

ẏ = x3 − y3 − 7.

6.

{
ẋ = y2 − xy + 12,

ẏ = x2 − xy − 28.

7.

{
ẋ = x2y + xy − 6,

ẏ = xy + x+ y − 5.

8.

{
ẋ = x3 + y3 − 9,

ẏ = xy − 2.

9.

{
ẋ = x2 + xy − 15,

ẏ = y2 + xy − 10.

10.

{
ẋ = x3 − y3 − 65,

ẏ = x2y + y2x− 20.

11.

{
ẋ = y − x,

ẏ =
√
3x+ y2 − 2.

12.

{
ẋ = 4x2 − y2,

ẏ = 2xy − 4x− 8.
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Задача 2. Записати матрицю Гурвiца та застосувати критерiй
Рауса-Гурвiца для дослiдження асимптотичної стiйкостi розв’язкiв
рiвняння.

Варiанти завдань.
1. y(5) + 4y(4) + 16y(3) + 25y

′′
+ 13y′ + 9y = 0.

2. y(5) + 3y(4) + 10y(3) + 22y
′′
+ 23y′ + 12y = 0.

3. y(5) + 5y(4) + 15y(3) + 48y
′′
+ 44y′ + 74y = 0.

4. y(5) + 2y(4) + 14y(3) + 36y
′′
+ 23y′ + 68y = 0.

5. y(5) + 4y(4) + 9y(3) + 16y
′′
+ 19y′ + 13y = 0.

6. y(5) + 3y(4) + 6y(3) + 7y
′′
+ 4y′ + 4y = 0.

7. y(5) − 4y(4) + 16y(3) − 25y
′′
+ 13y′ − 9y = 0.

8. y(5) − 3y(4) + 10y(3) − 22y
′′
+ 23y′ − 12y = 0.

9. y(5) − 5y(4) + 15y(3) − 48y
′′
+ 44y′ − 74y = 0.

10. y(5) − 2y(4) + 14y(3) − 36y
′′
+ 23y′ − 68y = 0.

11. y(5) − 4y(4) + 9y(3) − 16y
′′
+ 19y′ − 13y = 0.

12. y(5) − 3y(4) + 6y(3) − 7y
′′
+ 4y′ − 4y = 0.

Задача 3. Дослiдити на стiйкiсть нульовий розв’язок системи.
Варiанти завдань.

1.

{
ẋ = y − x3,

ẏ = −4x− y3.

2.

{
ẋ = −2x5 − 3y,

ẏ = x− y3.

3.

{
ẋ = 3x3 − y,

ẏ = 2x+ 7y5.

4.

{
ẋ = 2y − x5,

ẏ = −3x− y5.

5.

{
ẋ = 2x3 − y,

ẏ = 5x− 3y3.

6.

{
ẋ = −2x3 − y,

ẏ = 3x− 3y5.

7.

{
ẋ = 2x3 − y,

ẏ = 2x+ 3y.

8.

{
ẋ = −x3 − 3y,

ẏ = 2x− y5.

9.

{
ẋ = x3 − 4y,

ẏ = x+ y3.

10.

{
ẋ = 5y − x3,

ẏ = −x− 2y5.

11.

{
ẋ = 3x5 + 3y,

ẏ = −4x+ 2y3.

12.

{
ẋ = 4y − x5,

ẏ = −3x− y3.
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15. Крайовi задачi

Розглянемо крайову задачу для лiнiйного диференцiального
рiвняння другого порядку: знайти функцiю y = y(t), визначену на
[0, l], яка задовольняє

a(t)ÿ + b(t)ẏ + c(t)y = F (t), t ∈ (0, l),

α1x(0) + β1ẋ(0) = γ1, α2x(l) + β2ẋ(l) = γ2,
(71)

де a, b, c, F ∈ C(0, l) – заданi функцiї, причому a 6= 0, x ∈ [0, l],

α1, α2, β1, β2, γ1, γ2 ∈ R – заданi числа, причому |αj | + |βj | 6= 0, j =

= 1, 2.

Якщо β1 = β2 = 0, то такi крайовi умови називаються умовами
першого роду, якщо α1 = α2 = 0 — умовами другого роду, у рештi
випадкiв — умовами третього роду.

Якщо F (t) ≡ 0 i γ1 = γ2 = 0, то крайову задачу (71) називають
однорiдною. Якщо ж або F (t) 6≡ 0, або |γ1|+ |γ2| 6= 0 – неоднорiдною
крайовою задачею.

Якщо вдається отримати загальний розв’язок рiвняння у (71),
то крайову задачу можна розв’язати безпосередньою пiдстановкою
розв’язкiв у крайовi умови.

Приклад 1. Розв’язати крайову задачу

x2y′′ + 5xy′ + 3y = 0;

y′(1) = 3, y(x) = O
(

1
x2

)
при x→ +∞;

Розв’язання. Спочатку розв’яжемо рiвняння

x2y′′ + 5xy′ + 3y = 0.

Це рiвняння Ейлера, тому шукаючи розв’язки у виглядi y = xλ, записуємо
характеристичне рiвняння для рiвняння Ейлера

λ(λ− 1) + 5λ+ 3 = 0,

яке має коренi λ1 = −1, λ2 = −3.

Вiдповiдно отримуємо загальний розв’язок рiвняння

y(x) =
C1

x
+

C2

x3
, C1, C2 ∈ R.

Пiдставляємо у крайовi умови.
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Оскiльки y(x) = O

(
1

x2

)
при x→ +∞, то C1 = 0, а отже,

y(x) =
C2

x3
.

Далi з першої умови знаходимо C2 = 3, тобто маємо розв’язок кра-
йової задачi

y(x) =
3

x3
.

Не втрачаючи загальностi, ми можемо обмежитись розглядом
крайових задач для неоднорiдного рiвняння з однорiдними умова-
ми. Дiйсно, якщо у (71) γ1 6= 0 i γ2 6= 0, то ми можемо зробити
замiну

y = x+ φ(t),

де x = x(t) – нова невiдома функцiя, а φ(t) – деяка функцiя, що
задовольняє неоднорiднi крайовi умови:

α1φ(0) + β1φ̇(0) = γ1, α2φ(l) + β2φ̇(l) = γ2.

Наприклад, у випадку умов першого роду: x(0) = γ1, x(l) = γ2,

можна взяти

φ(t) =
γ1
l
(l − t) +

γ2
l
t.

У результатi замiни приходимо до крайової задачi

a(t)ẍ+ b(t)ẋ+ c(t)x = f(t), t ∈ (0, l),

α1x(0) + β1ẋ(0) = 0, α2x(l) + β2ẋ(l) = 0,
(72)

де f(t) = F (t)− (a(t)φ̈+ b(t)φ̇+ c(t)φ) .

Поряд з неоднорiдною задачею (72) розглянемо вiдповiдну одно-
рiдну крайову задачу

a(t)ẍ+ b(t)ẋ+ c(t)x = 0, t ∈ (0, l),

α1x(0) + β1ẋ(0) = 0, α2x(l) + β2ẋ(l) = 0.
(73)

Зрозумiло, що кожна однорiдна крайова задача (73) має три-
вiальний розв’язок x(t) ≡ 0, iнших розв’язкiв однорiдна крайова
задача може не мати.
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Розглянемо невироджений випадок крайової задачi (72), який
характеризується тим, що вiдповiдна однорiдна задача (73) має ли-
ше тривiальний розв’язок x(t) ≡ 0.

Твердження. Якщо у невиродженому випадку iснує розв’язок
крайової задачi (72), то вiн – єдиний.

Функцiя G(t, s) : [0, l]× [0, l] → R з властивостями:

1) G(t, s) неперервна у квадратi K := [0, l] × [0, l], має неперерв-
нi частиннi похiднi G′

t(t, s), G′′
tt(t, s) у кожному iз трикутникiв

{(t, s) ∈ K : t > s}, {(t, s) ∈ K : t < s};
2) для кожного фiксованого s ∈ (0, l) функцiя xs(t) := G(t, s) задо-

вольняє лiнiйне однорiдне рiвняння

a(t)ẍ+ b(t)ẋ+ c(t)x = 0

при всiх t ∈ [0, l] \ {0}, а також однорiднi крайовi умови

α1x(0) + β1ẋ(0) = 0, α2x(l) + β2ẋ(l) = 0;

3) на дiагоналi t = s квадрата K похiдна G′
t(t, s) має розрив пер-

шого роду зi стрибком
1

a(s)
;

називається функцiєю Грiна крайової задачi (72).
Теорема. Нехай iснує функцiя Грiна крайової задачi (72). То-

дi, якою б не була функцiя f(t) ∈ C(0, l), ця задача має єдиний
розв’язок, i його можна подати у виглядi

x(t) =

∫ l

0
G(t, s)f(s)ds.

Для побудови функцiї Грiна крайової задачi (73) знаходять не-
тривiальнi розв’язки x1(t) та x2(t) лiнiйного однорiдного рiвнян-
ня, якi задовольняють, вiдповiдно, першу i другу крайовi умови
з (73). Кожен з цих розв’язкiв iснує i визначений з точнiстю до ста-
лого множника (наприклад, x1(t) можна шукати з початкових умов
x(0) = β1, ẋ(0) = −α1). Далi функцiю Грiна шукають у виглядi

G(x, s) =

{
c1(s)x1(t), t ≤ s

c2(s)x2(t), t ≥ s,
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добираючи функцiї c1(s), c2(s) так, щоб виконувалися умови не-
первностi функцiї Грiна G(t, s) та стрибка її похiдної G′

t(t, s).

Приклад 2. Побудувати функцiю Грiна для крайової задачi

ẍ+ x = 0;

ẋ(0) = 0, x(π) = 0.

Розв’язання. Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвнян-
ня

x = C1 cos t+ C2 sin t, C1, C2 ∈ R.

Знайдемо розв’язки

x1(t) : x′1(0) = 0 ⇒ C2 = 0 ⇒ x1(t) = cos t;

x2(t) : x2(π) = 0 ⇒ C1 = 0 ⇒ x2(t) = sin t.

Тепер шукатимемо функцiю Грiна у виглядi

G(t, s) =

{
c1(s) cos t, t ≤ s,

c2(s) sin t, t ≥ s.

Для такої функцiї G(t, s) умова 2) означення функцiї Грiна виконува-
тиметься автоматично. Залишилось шляхом вибору функцiй c1(s), c2(s)

виконати умови 1), 3).
Для неперервностi функцiй G(t, s) маємо

G(s− 0, s) = G(s+ 0, s) ⇔ c1(s) cos s = c2(s) sin s.

Умова стрибку похiдної дає

G′
x(s+ 0, s)−G′

x(s− 0, s) =
1

a(s)
⇔ c2(s) cos s+ c1(s) sin s = 1.

Отже, функцiї c1(t), c2(t) знаходимо з системи{
c1(s) cos s− c2(s) sin s = 0,

c1(s) sin s+ c2(s) cos s = 1;
⇒

{
c1(s) = sin s,

c2(s) = cos s.

I остаточно знаходимо функцiю Грiна

G(t, s) =

{
sin s cos t, t ≤ s,

cos s sin t, t ≥ s.
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Вправи

252. Чи має крайова задача розв’язок:

а) y′′ − y = 0, y(0) = 0, y(2π) = 1;
б) y′′

+ y = 0, y(0) = 0, y(2π) = 1.

Розв’язати крайовi задачi:
253. y′′

+ y = 1, y(0) = 0, y′
(π
2

)
= 1.

254. y′′ − 2y′ − 3y = 0, y(0) = 1, lim
x→∞

y(x) = 0.

255. y′′ − 2y′ − 3y = 0, y(0) = 1, lim
x→∞

y(x) = 2.

256. x2y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y(x) = O(x) при x→ 0, y(1) = 2.

257. y′′
+ y = 1, y(1) = 1, y′(0) = 0.

258. y′′ − y = 0, y(0) = −1, y′(1)− y(1) = 2.

259. y′′
+ y = 1, y(0) = 0, y′(π) = 0.

Побудувати функцiю Грiна для крайових задач:
260. y′′

+ y = f(x), y(π) = 0, y′(0) = 0.

261. y′′
+ y′ = f(x), y(0) = 0, y(1) = 0.

262. y′′
= f(x), y(0) = 0, y(1) = 0.

263. x2y′′
+ 2xy′ = f(x), y(1) = 0, y′(3) = 0.

264. xy′′ − y′ = f(x), y(2) = 0, y′(1) = 0.

265. y′′
= f(x), y(0) = 0, y(x) обмежена при x→ +∞.

266. y′′ − y = f(x), y′(0) = 0, y′(2) + y(2) = 0.

267. y′′
+ y′ = f(x), y(+∞) = 0, y′(0) = 0.

268. y′′
+4y′+3y = f(x), y(0) = 0, y(x) = O(e−2x) при x→ +∞.

269. x2y′′
+ 2xy′ − 2y = f(x), y(0)обмежена, y(1) = 0.
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16. Iнтегрування диференцiальних рiвнянь рядами

Розглянемо диференцiальне рiвняння

ẍ+ p(t)ẋ+ q(t)x = 0, (74)

в якому коефiцiєнти p(t), q(t) є аналiтичними функцiями в околi
деякої точки t0, тобто розвиваються в околi цiєї точки у збiжнi
степеневi ряди. Тодi таку саму властивiсть мають i розв’язки цього
рiвняння. Не обмежуючи загальностi, можемо вважати, що t0 = 0.

Теорема. Якщо розвинення коефiцiєнтiв рiвняння (74) у сте-

пеневi ряди p(t) =
∞∑
j=0

pjt
j, q(t) =

∞∑
j=0

qjt
j збiгаються на iнтервалi

(−r, r), то кожен розв’язок цього рiвняння можна представити

сумою степеневого ряду x(t) =
∞∑
j=0

cjt
j, збiжного на тому самому

iнтервалi (−r, r).

Приклад 1. Знайти фундаментальну систему розв’язкiв рiв-
няння y′′ − xy′ = 0 у виглядi рядiв за степенями x.

Розв’язання. Функцiї p(x) = −x та q(x) = 0 аналiтичнi на будь-
якому iнтервалi (−r, r), тому шукаємо розв’язки у виглядi

y(x) =

∞∑
k=0

ckx
k.

Обчислюємо похiднi

y′(x) =

∞∑
k=1

kckx
k−1,

y′′(x) =

∞∑
k=2

k(k − 1)ckx
k−2,

i пiдставляємо в рiвняння
∞∑
k=2

k(k − 1)ckx
k−2 −

∞∑
k=0

ckx
k+1 = 0.

Змiнемо поряд пiдсумовування таким чином, щоб у кожнiй сумi воно вiд-
бувалося по xk :

∞∑
k=0

(k + 2)(k + 1)ck+2x
k −

∞∑
k=1

ck−1x
k = 0,
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i збираючи в одну суму, маємо

2c2 +

∞∑
k=1

[ck+2(k + 2)(k + 1)− ck−1]x
k = 0.

Звiдси, прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях, знаходимо

2c2 = 0 ⇒ c2 = 0,

ck+2 =
ck−1

(k + 1)(k + 2)
, k ≥ 1 або ck+3 =

ck
(k + 2)(k + 3)

, k ≥ 0.

Для отримання першої функцiї з фундаментальної системи розв’язкiв
покладемо c0 = 0, c1 = 1, тодi

c3k = c3k+2 = 0, c3k+1 =
c3k−2

3k(3k + 1)
=

k∏
i=1

1

3i(3i+ 1)
, k ≥ 1;

для другої функцiї c0 = 1, c1 = 0, тому

c3k+1 = c3k+2 = 0, c3k =
c3k−3

3k(3k − 1)
=

k∏
i=1

1

3i(3i− 1)
, k ≥ 1.

У результатi записуємо ФСР:

y1(x) = 1 +

∞∑
k=1

(
k∏

i=1

1

3i(3i− 1)

)
xk,

y2(x) = x+

∞∑
k=1

(
k∏

i=1

1

3i(3i+ 1)

)
xk,

а загальний розв’язок має вигляд

y(x) = C1y1(x) + C2y2(x), C1, C2 ∈ R.

Розглянемо рiвняння

t2ẍ+ tp(t)ẋ+ q(t)x = 0, (75)

де p(t), q(t) є аналiтичними функцiями в околi точки t0 = 0, тобто

розвиваються у степеневi ряди p(t) =
∞∑
j=0

pjt
j , q(t) =

∞∑
j=0

qjt
j , збiжнi

в деякому околi |t| < r.
Точка t0 = 0 є регулярною особливою точкою для рiвняння (75)

при умовi |p0|+ |q0|+ |q1| 6= 0.
Рiвнiсть

ρ(ρ− 1) + p0ρ+ q0 = 0
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називається визначальним рiвнянням диференцiального рiвнян-
ня (75).

Нехай ρ1, ρ2 — дiйснi коренi визначального рiвняння, ρ2 ≤ ρ1.
Теорема. Нехай у рiвняннi (75) функцiї p(t) та q(t) розвиваю-

ться у збiжнi на iнтервалi (−r, r) степеневi ряди. Тодi це рiвняння
завжди має розв’язок у виглядi узагальненого степеневого ряду

x(t) =

∞∑
j=0

cjt
j+ρ1 ,

причому ряд
∞∑
j=0

|cjtj | збiгається при |t| < r.

Якщо додатково виконується умова ρ1 − ρ2 /∈ Z, то рiвнян-
ня (75) має два лiнiйно незалежних розв’язки у виглядi збiжних
при |t| < r узагальнено степеневих рядiв

x1(t) =

∞∑
j=0

c1,jt
j+ρ1 , x2(t) =

∞∑
j=0

c2,jt
j+ρ2 .

Якщо для коренiв визначального рiвняння ρ1 − ρ2 ∈ N∪ {0}, то
iнший лiнiйно незалежний розв’язок можна шукати або в такому
ж виглядi, або у виглядi

x2(t) = tρ1
∞∑
k=0

ckt
k + γx1(t) ln t.

Приклад 2. Знайти два лiнiйно незалежнi розв’язки рiвняння

x(x− 1)y′′ + (3x− 1)y′ + y = 0

в околi особливої точки x0 = 0 у виглядi узагальнено степеневих
рядiв, або рядiв, що додатково мiстiть lnx.

Розв’язання. Перепишемо рiвняння у виглядi (75) для цього домно-
жимо обидвi частини рiвняння на x та подiлемо на x− 1 :

x2y′′ + x
3x− 1

x− 1
y′ +

x

x− 1
y = 0,

або

x2y′′ + x

(
3− 2

1− x

)
y′ +

(
1− 1

1− x

)
y = 0.
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Складемо визначальне рiвняння

ρ(ρ− 1) + ρ = 0 ⇔ ρ2 = 0.

Воно має корiнь ρ1,2 = 0 кратностi два. Тому перший розв’язок шукаємо
у виглядi звичайного степевого ряду

y(x) =

∞∑
k=0

ckx
k.

Обчислюємо похiднi

y′(x) =

∞∑
k=1

kckx
k−1,

y′′(x) =

∞∑
k=2

k(k − 1)ckx
k−2,

та пiдставляємо у вихiдне рiвняння
∞∑
k=2

k(k−1)ckx
k−

∞∑
k=2

k(k−1)ckx
k−1+

∞∑
k=1

3kckx
k−

∞∑
k=1

kckx
k−1+

∞∑
k=0

ckx
k = 0.

Далi у другому та четвертому доданках змiнюємо порядок пiдсумовува-
ння

∞∑
k=2

k(k − 1)ckx
k −

∞∑
k=1

k(k + 1)ck+1x
k +

∞∑
k=1

3kckx
k−

−
∞∑
k=0

(k + 1)ck+1x
k +

∞∑
k=0

ckx
k = 0,

i прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях, маємо
k = 0 : −c1 + c0 = 0 ⇒ c1 = c0,

k = 1 : −2c2 + 3c1 − 2c2 + c1 = 0 ⇒ c0 = c1 = c2,

k ≥ 2 : ck+1(k
2 + k + k + 1) = ck(k

2 − k + 3k + 1) ⇒ ck+1 = ck.

Отже, покладаючи c0 = 1, отримуємо ck = 1, k ≥ 0, тобто

y1(x) =

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
.

Оскiльки ρ1 − ρ2 = 0, то другий розв’язок шукаємо у виглядi:

y2(x) =

∞∑
k=0

c̃kx
k + γ

lnx

x− 1
.

Позначимо
u(x) =

lnx

x− 1
,
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обчислимо похiднi

u′(x) =
1

x(x− 1)
− lnx

(x− 1)2
,

u′′(x) = − 1

x2(x− 1)
− 2

x(x− 1)2
+

2 lnx

(x− 1)3

i пiдставимо в рiвняння

− 1

x
− 2

(x− 1)
+

2x lnx

(x− 1)2
+

3

x− 1
− 3x lnx

(x− 1)2
− 1

x(x− 1)
+

lnx

(x− 1)2
+

lnx

x− 1
≡ 0.

Таким чином, функцiя u(x) є розв’язком вихiдного рiвняння.
Отже,

y2(x) =
lnx

x− 1
.

i отримуємо загальний розв’язок

y(x) =
C1

x− 1
+
C2 lnx

x− 1
, C1, C2 ∈ R.

Розглянемо задачу Кошi

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, (76)

де f(t, x) ∈ C∞(D), D ⊂ R2, (t0, x0) ∈ D.
Тодi для кожного натурального N при t → t0 для розв’язку

задачi Кошi (76) має мiсце формула Тейлора

x(t) = x0 + a1(t− t0) + a2(t− t0)
2 + · · ·+ aN (t− t0)

N + o((t− t0)
N ),

де коефiцiєнти aj =
1

j!

djx(t0)

dtj
, j = 1, . . . , N . Цi коефiцiєнти можна

визначити не знаючи явного вигляду самого розв’язку x(t) реку-
рентними формулами, а саме,

a1 = ẋ(t0) = f(t0, x0),

a2 =
ẍ(t0)

2!
=

1

2

(
f ′t(t0, x0) + f ′x(t0, x0)f(t0, x0)

)
,

aj =
1

j!

(
dj−1

dtj−1
f(t, x(t))

)∣∣∣∣
t=t0

, j = 3, . . . , N.

Вiдповiдь на запитання: чи можна представити розв’язок задачi
Кошi (76) у виглядi збiжного степеневого ряду – дає теорема.

Теорема. Нехай ряд Тейлора функцiї f(t, x) збiгається в
деякому околi точки (t0, x0). Тодi iснує таке дiйне число ρ =
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= ρ(t0, x0) > 0, що розв’язок задачi Кошi (76) можна представити
сумою збiжного на iнтервалi (t0 − ρ, t0 + ρ) степеневого ряду

x(t) = x0 +
∞∑
j=1

aj(t− t0)
j ,

де aj = 1
j!

(
dj−1

dtj−1
f(t, x(t))

)∣∣∣∣
t=t0

, j = 1, 2, . . ..

Вправи

Знайти два лiнiйно незалежних частинних розв’язки рiвнянь в
околi особливої точки x0 = 0 у виглядi узагальнених степеневих
рядiв, або рядiв що мiстять додатково lnx:
270. x(x− 1)y′′ + (3x− 2)y′ + y = 0.
271. x(x− 1)y′′ + (2x− 2)y′ − 2y = 0.
272. x(x− 1)y′′ + (x+ 1)y′ − y = 0.
273. x(x− 1)y′′ + (3x− 1)y′ + y = 0.
274. x2y′′ − (3x+ x2)y′ + 4y = 0.
275. x(x− 1)2y′′ + x(x− 1)y′ − y = 0.

276. y′′ +
2

x
y′ + y = 0.

277. x2y′′ + xy′ +

(
x2 − 1

4

)
y = 0.

Знайти у виглядi ряду за степенями x один частинний розв’язок,
який задовольняє поставленi початковi умови. Знайти суму ряду та
побудувати другий частинний розв’язок за формулою Абеля:
278. y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y1(0) = 0, y′1(0) = 2.

279. (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y1(0) = 0, y′1(0) = 1.

280. (1− x)y′′ + xy′ − y = 0, y1(0) = 1, y′1(0) = 1.

281. (1− x2)y′′ − xy′ + y = 0, y1(0) = 0, y′1(0) = 1.

282. (1− x2)y′′ − xy′ = 0, y1(0) = 1, y′1(0) = 0.

Знайти розв’язки, якi виражаються степеневими або узагальне-
ними степеневими рядами:
283. xy′′ + y′ − xy = 0.
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284. xy′′ − xy′ − y = 0.

285. x2y′′ + 2xy′ − (x2 + 2x+ 2)y = 0.

286. x2y′′ − x2y′ + (x− 2)y = 0.

Знайти у виглядi степеневих рядiв розв’язки задач Кошi. Обчи-
слити коефiцiєнти рядiв (до третього включно):
287. y′ = y2 − x; y(0) = 1.

288. y′ = x+
1

y
, y(0) = 1.

289. y′ = y + xey, y(0) = 0.

290. y′ = 2x+ cos y, y(0) = 0.
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