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$# � �3//' ���
�
��������� !+�#���#�.�

+� ���� 
����� ���
�
' a�	� �	
�
$�� -��(%# �����# ��
�

��# # $
���$�����R $�� ��
�R ��
	�� �� ��������� -#�� 	�������)
��� � $
�	��#������ ������ # $�����R� "� �42 ��#�
��R ��	�$-���(
���(�������)�	
��$T� �� �(
�
$�� �� ��	��$��
�( ��%� �4|
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����� ������� ����� ���������� � ��
��� ��� ����� �����
������ � ���� ������� ������ ��������� � !����
���� �
��
��������" �� �� ������" 
����� ��#� ���$��� ��������
��� 	
%� �
���� 
��
� � 
������ � ��#�� ����������
�� ����� ����%����� ���& ��������� � '��������� %� ��"
������ �����#���	 ��������� �� & ����"����

'����� �����������	 ������ ��
� ��������	 �&�����
�����������	 ���$�& ����������	
�� (� �������� 	
� ����
$�& �����������	� ����#�� ������ ������ ��� �	���

�
 �����
 ����� )���� ����������� ��
��������� "
����� � !����
���� ������" �����
�" ������������� *���
����� +������ 
���
� 
����
�� �������� ��$
�� � ����
���$��� $�������� %� ������ ���
����

,� ���� ������ ����������� ������&��	 �
��������-
�����������	 ������&��	 �� ��#� ������
�" ����" .��
�
��
���
�/� 	
�" ��������&��	 ��� ���
�� ��� � ������
����������� ����� �� 
�������

+����������" ������ �����������	 ��������� ��
����
������	 ��� $�� ����� ������ ��"��- ��������" �� ����
����� 
��	$��� 	"�	 �
� ���
�&� 	
%� 	"�� �
���� �
�
���� � �" #� $��� $������ ������	� �
���� ���� ����
���
� " ������� 
���� �
�� �� ��������� ���
��

0 ��$������ ���� ������ ����������� ���������� ���
�� � 
�������� � ��
�������	� ������$��� ������ ���
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� ����� �	 �������� �
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	���

�����$���	 
���������"���� � �����$���� ��������� �
!��
�� 	
� ���$�& �� ������ ������&��	 ��������	
���

�� ��� ���	
����

+��� � �������� 
�������	 ����
� ��
�������&��	 �
��� $�� � ���	��& � ���������� '������� � �	��
 ���
��
�� �
�� ���
��� �������� 0 ������� �	�
� ��������
��
��� 	
� ��������	 ����������� ����
���	� 
�����

��������� +����&�� ������� ������-

� � � � � � � �	 
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3�#��" ��
�� � ������� �	�
� �������� � ������������
��
�� � ������� �	�
�� %� �������� ��� ���� '����#����
%� 
��� ���� ��
� � ��" ������ ���������� � ������
��
�����

Ǳ�� ���������� �����������	 ������ ������ �����#�
��� ��
�� ����� �� 	
�  " ���������& � ��������" �������
!����
����

Ǳ������ −→ ���	�
�

3�� 
�������� �������� �� �
 ������ �
�����������

�	�
�� ����� 	
�� & � ���� 5����	�



��	�	 �� ���
 ���	
 ��

�� ��� �����

)���� ��"��������� ����� ���������$��� & �	� ���

����� Ǳ��������$�� ����� ������ �
�# ��� ������ ���

����	��
��� ��� ������� ���
�� 5�" ���� ����
����
��&��	 ��������� 6 < b ≤ 11� 	
�" & ���������� $������
+���#���	 ������ ��	���&��	 
���
��� ��
� � �
�� ����

��� �������� 7���� ����� �������� � ���������- � ���
���������� 
�#�� ��
�� ������&��	 �� �� 	
� � �������
����� � ��� �� �� b ������" ������� !�#$� �������� ���
���� ��	 ����� 5����	 ��� b 8 1 .���� �� ���$���	 �#��
��� 9��" 5������ ��� ��	 ������ �������:/-
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!����
���� �� ��������� ����� 5����	 �����������	
Ǳ������ ��������&��	 � �����������	 �
�����

(�	 �����������	 ��#�� ��
������ � # �������
*������ �����������	 �
����&��	 � ���� ��"-

.;/ ���"� �������
�� � ������� �	�
� ������ <=
.;;/ �����������
��� ���� �� 	
� �� � � ������� �	��


� ������������ ����$�
��

Ǳ���
 �������
�� ���� ��������� 	
%� ����$�
� ���
���� < ��������� �
� %�� ��
�� � ������� �	�
� ����
���������� � ���������� ���	�
�-
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�

�

>���� ���
����� ���������� ��
������� �����-

�
���� −→ Ǳ������

!��
����� ������ �������� 	
� ���?	���� ��# �����
�	�
� ������ < � 1-

.@/ �����" �	��
 ������ < & ��
��$��� ������ �������
�	�
� ����� �� 1 ������ =

.A/ �����" �	��
 ������ < & ��
��$��� ������ �������
�	�
� ����� �� 16 ������" .��� ������ �� 1 ������ /=

.B/ �����" �	��
 ������ 1 & ��
��$��� ������ �������
�	�
� ����� �� 1 ������ =

.C/ �����" �	��
 ������ 1 & ��
��$��� ������ �������
�	�
� ������ �� 1 ������ .��� ����� �� 16 ������"/�
1

D
%� ���� 5����	 ��
�������&��	 � ��������� 6 <
b ≤ 11 ������ 1� � � ���� �������� 1 ��������� ������� ��
b� � 16 �� 11 − b�

���� �
�# ������$��� %� ���� 5����	 � b 8 6 & �
���
�������� ����� � b 8 11� E��� ��#�� �#���� " ��	
b < 6 ��� b > 11� ��� �� �����
� & �
����������� �� ���$��
��� ��%�� 2


��� ����������� ����� � ����� ������� Ǳ�����
���������	 ��� ��
�������� ����� 5����	 ��#�� �����
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 ���	
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���������� 	
%� ��
������ ����� ������ 
�#�� ��
�
��� !������� ������ ������" ��	 ��
� �
�� ���
��� ���
������

� � � � � � � �	 ������ ������ ��� ���!�"#�$� ��������
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F��� ��������� ������" ��
� ������� ��$����� � 6 �
��
��$��� 1<� ��� �� ��$���&�� � G � ��
��$�&�� 11�

*������ ���������	 �� ��������� ����� 5����	 �
b 8 1 ��#�� ��������� �������� $����-

Ǳ������ −→ �� �� �� �� �� � �
�������� � ��	�


−→ �� �� �� �� �� � �
���
�� b�

−→ �
����
�������� � �����

5�" #� ������� ��#�� ��
������ � ��	 �����������	�
��� � 11 − b ������ b .� ������ �����
� b 8 1/-

.G/

�
���� −→ �� �� �� �� �� � �
�������� � ��	�


−→ �� �� �� �� �� �� ��
���
�� ��

−→ �� �� �� �� �� � �
����
��� ��� ��

−→ Ǳ������
�������� � �����



�� �������	
�	 ���
� ����� �	 �������� �
�����
	���

���������� ��# ���� ����� ������� � ���� %� � �����"
��
������� ����
��� �������� HIC 11-

.</ k HIC 11 8

{
k, k ≤ 11,

k − 11, k > 11.

!���������� ��& ������� ��	���&��	 ��� %� � �������
�� .G/ ����	 ������� 
��
� �?	������ $����� 	
� ������%��
�� 
���
��� ��
� � �������� ,�� ���"� �����#�� ���
����� ���������� ��
��� �� ��������&�� �������� HIC 11�

'����#���� %� �	 # �������	 ��
�$�� & ���������� �
��	 ���������	 �� ��������� ����� 5����	� !����
����

���� −→ �� �� �� ��
�������� � ��	�


−→ �� �� �� ��
���
�� �

−→ � �� �� �
����
��� ��� ��

−→ ���	
�������� � �����

+������	 k HIC 11 J �� ������$��" �
������� ������
K��
��$��" ���� �� 11L�

�� Ǳ��
���
��� ���������� �����

!�������� �������	 HIC 11� ����$��� � .</� & ����� ���
�������� +���$���	 � .</ �����&��	 �� � ���������� %�
����	 ����� ����� ������ �� ������%�& MM�

Ǳ����� �� D
%� �� � ������ b 8 1N � ����� 5����
�	� � ��
�� � ����������� �� ��
��� �� *�� ������� .</
���� � ������� ��������� M2 HIC 11 8 1N� %� �� ��������
��& #����" ��
�� �
�� ���
��� �������� ,�� ������



��	�	 �� ���
 ���	
 ��

����� ���������� ��������� ��������� ������� .</ %� ���-
1N HIC 11 8 G�

O����	���� �� ��#���� �������� ����� ��������

!��� "������ � ������#� P����� �����$�� $���� $
���#��� ���������� $����� $ 8 {G, <, 1, . . .}� � $���� % J
���#��� ����� $����� % 8 {. . . ,−1,−<,−G, 6, G, <, 1, . . .}�

&�������� �� )� 
�#���� %� ���� $���� m �
����� ��
���� $���� n �8 6� 	
%� ����& q ∈ %� ��	 	
��� m 8 qn�

D
%� m �� ������	 �� n� � m 8 qnQr ��	 ��	
�� q ∈ %
� 6 < r < n� )� �������� �� � �������" �������

'����(� �� ����� m ∈ %� n ∈ $ !��
 �����"���� ���


��� ���� q ∈ % �� 6 ≤ r < n� #�

m 8 qn Q r.

!��� ������������� m ����� n � ���� 

$�������� >������ & ������ ��	 m 8 6� ��� ���� �����	�
��&�� ������
 m �8 6� 3 O����	���� ���#���

M 8 {x ∈ % - m − nx ≥ 6}.

'��������� %� $���� −|m| ����#�� ���#��� M � 4 ���$��
�� #���� ������ M �� ������%�& |m| 5 � Ǳ����$��� $����
q ��"������" ������ ���#��� M � ��
������ r 8 m− nq�
+�
���
� q ∈ M � � r ≥ 6� 6 D
�� r ≥ n� � q Q G ∈ M �
7 %� ����#���� ������ ������ q� 5� ������� ��������	
$���� q � r � ��������� ��������	���

,�� ������ &������ �
��� �����������	� ��������
��� %� ����& %� ���� ���� ����� $���� q′ � r′� ��	 	
� 



�� �������	
�	 ���
� ����� �	 �������� �
�����
	���

m 8 q′nQr′� >��� n.q′−q/ 8 r−r′� +�
���
� −n < r−r′ < n�
8 � n|q′ − q| < n� ����
� q′ 8 q 9 � ��� r′ 8 r� R������
�
�# ��������� �

&�������� 
� F���� q � r� �����$��� � ������ G� �������
���	 ������� � ������� ��� ������	 m �� n� '���������
%� r 8 6� 	
%� m ������	 �� n�

&�������� !� !���" m ∈ %� n ∈ $� !���" ���� q � r
����$��� ������ ������ G� >��� �� �����$�&��

r 8 m .HIC n/ .

%�"��&���� ' !��
����� ����
������� %� k .HIC 11/
��	 G ≤ k < MM ��������& � ��������� ������� .</� 10

>�
�# ���
����� ���������� %� � ���
���� G ��#�� ����
��� ��������� �������� k .HIC 11/ ������ ���� %�� ����
$� ����������� �������� k HIC 11�

&�������� )� (�� $���� m�, m� ∈ % ���������	 �����"�

����� �� ������� n� 	
%� m� .HIC n/ 8 m� .HIC n/
.������ �������� 	
%� ���$� ��� ������	 �� n & ����
����
��/� � ����� �����
� �� ������ m� ≡ m� .HIC n/�

�� ������	���
 ������� 
!

!������� 
���
� ���������" 
��������� � 	
� �������
�	��	 � �����������

'����(� 
� ����� n ∈ $ ����"��
 �� ���������


��"����� ��� ("������ r, s, t ∈ % 

) � � � �  � 
 � � � ' r ≡ r .HIC n/ 



��	�	 �� ���
 ���	
 �!

) � � � �  � 
 � � � * r ≡ s .HIC n/ ���
 
 �
���

���
 � ��� s ≡ r .HIC n/ 
) � � � �  � 
 � � � + ,�#� r ≡ s .HIC n/ 
 ����� �

�� s ≡ t .HIC n/� �� r ≡ t .HIC n/ 

5� ��������� ���� ���������� �����- ��������� G ���
����&��	 �
�������� ��	���������
� ��������� < S ��

������
���� ��������� 1 S ��������
����

$�������� ��� �� ��������� ��������� �������������
� ����$���	 N� 11 �

%�"��&���� * 0 ������$��" ������ �����	���� ������
���
�� ���� ���������� ��� �
�� 	
� ���"���� ���
�
��� ���$���	� �� ! � "#$%!� 	
��� � �� ����  ��� ��������
�� !���" h.i, j/ �������� ������ ���
��	 ���� ����������
���� ������&��	 ���
�������
���� 	
%� ���� & �����
�
������� ������$�� � ����������� ��� 	
%�

.@/ h.i, i/ 8�� ! ��	 �����	
�� i=

.A/ 	
%� h.i, j/ 8�� !� � h.j, i/ 8�� !=
.B/ 	
%� h.i, j/ 8�� ! � h.j, k/ 8�� !� � h.i, k/ 8�� !�

>�
�� $����� ������ < �����#�&� %� �������	 HIC & �
���
����������

'����(� !� ����� n ∈ % !��


) � � � �  � 
 � � � - n ≡ 6 .HIC n/=
) � � � �  � 
 � � � . nq ≡ 6 .HIC n/ ��� ("��������

q ∈ %�

$�������� +����� ��������� ��������� � ����$���	 N�
12 �



�" �������	
�	 ���
� ����� �	 �������� �
�����
	���

'����(� ) *��	�����
 ���������
+� Ǳ��"�����
#� m� ≡ l� .HIC n/ �� m� ≡ l� .HIC n/ !��


) � � � �  � 
 � � � 0 m� Q m� ≡ l� Q l� .HIC n/=
) � � � �  � 
 � � � 1 m� − m� ≡ l� − l� .HIC n/=
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 � � � 2 m�m� ≡ l�l� .HIC n/�

$�������� '� ������ ������ m�−l� ≡ 6 .HIC n/� ���
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������� F����� 	
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G/ n 8 1a� a ∈ $=
</ n 8 1b Q G� b ∈ $=
1/ n 8 1c Q <� c ∈ $�

� ������� �����
� .n, 1/ 8 1� � � ���� J .n, 1/ 8 G� >���
$���� 1 & �������

%�"��&���� + D
%� $���� p & ������� � ���� �� ���
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%� �� ���� � �� �
� �
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��� �� �����

������� ���&��
� 

$�������� 
��"����� �������" (�������	 ��������� ����
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� ��������� $����� >�
�� $����
���
��� m �
����&��	 � ���
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����
���#��
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� ���� ���
���
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�� � !���" &������
�������� ��	 ���� $����� ������ �� n� ��������   ��	 n�
D
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���
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��� l ∈ $� +�
���
� l < n� � ���
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���
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.��� ����� ���/� ��� /�����0 ������ ' �������� ���
���� �������&� %� �� 
�#���� � �����#
�� Wn, n: Q GX �	��
���������� $���� & �����"��� ���� ����� $����� 20

%�"��&���� - !������ ����� ������ ����#���	 �����
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 �������� ����
� �����#
� �	��
���������� $����� 	
� �� ���	� ������ $�����
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("������ � ����

.N/ N : Q <, N : Q 1, . . . , N : Q .N − G/, N : Q N

� �������� 

$�������� (�"���� ��
���
� N : 8 G·<·. . .·N � � N : ������	
�� <� ����
� �������&� %� " N : Q < ������	 �� <� 21 � (����
��
���
� N : 8 G · < · 1 · . . . · N � N : ������	 �� 1� ����
�
�������&� %� " N : Q 1 ������	 �� 1� >�
�� #� $���� ���
������� %� N : Q k ������	 �� k ��	 �����	
��� k ≤ N � 22
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D
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� N �
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#� 5� ���	&�� b < � 	$� b > �� &� -��
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 ���&�/� &�

� ≤ b ≤ ��6 3���
� ��4�
$� 7��* ���
��	  ' ��
��0 &� m 8 �6 3���
� ��4�
%� 7��* * &���&���� ���
���  ����
&(*'�/�2 .� ����� −|m| �	9

��(��/ ���(��� M � 3���
� ��4�
&� 7��* * &���&���� ���
���  (�&�� ������� M �� ��
���.*' |m|6

3���
� ��4�
'� 7��* r ≥ � * &���&���� ���
���  6 3���
� ��4�
(� Ǳ������2 ���* * &���&���� ���
���  ����
&(*'�/�2 .� q; ∈

M 2 �.� r ≥ n6 3���
� ��4�
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���	�� * &���&����
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� ��4�
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������� ��(������ �������� b �� ���(����� ��� �������������
/��� � �������� b � �%��� ��������6 Ǳ������� (��� ��� ������
� ���������%���6

,����� %- ������2 *� ����� �	�
������ ���(���� 	�
��� ���
���  ���������� b�2 � ����� *� �� 	�
��� �����  ��	�� ���
�������� b�� 1� � ����� ������ 	�
������� ���%	 �������2 ��"
������ 2 ���� 	�
� ����� �������������%�� ���%�� ���� ��6
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������ � ��������� 	�
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�����2 ��"�� ���������� ������������ ���� �����

3D4 )���%�� ����� ����' 	�
��� ������������ ��� ���� ��%����
��
�����6

3E4 1� � ����� ����� ���� �
��������2 ��*� ������$ *� ���
	�
���� ����������� ����  	�
��� ������������6
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,����� ""- 3��(��� ����� � ���(� DE �������� � ��������F

,n�� 8 �� ; ,n 3<=> ��4 , X� 8 ��,

����� ��"�� �������� ����� ��(������%�� (��� ��������� � ���
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,����� "%- �������2 *� ��*�

D4 a|b �� b|a2 �� a 8 bG
E4 a|b �� c|d2 �� ac|bd�

,����� "&- �������2 *� ��*� ������� ������ (����

D4 � ������2 �� � ���� (���� � ������G
E4 � ��������2 �� � ���� (���� � ���������
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,����� "'- �������2 *�

D4 ������� ���' ����������' ����' (���� � ������G
E4 n� ; n � ������ ��� ���%������ �������%���� (���� n�

,����� "(- �������$ *� �n� ; �n� ; n � ������ ��� ���%������
�������%���� (���� n�

,����� ")- �������$ *� ��|3n�−n4 ��� ���%������ �������%���� n�

,����� "*- �������2 *� ������ ��������� ���' �������%��' (��
��� �� ��"� �����������  �

,����� #+- �������2 *� ��*� ���� ����� ��%�' ����������' ���
�����%��' (���� � ����� k�2 �� �|k�

,����� #"- /��  ��������' �����"��% � �������2 ��*� a, b, c !
�������%�� (����2 � p ! ������6

a4 3a, b4 8 3b, a4G b4 3a, b4 8 3a, a − b4G c4 3a, b4 8 3a, a − �b4G
d4 3a, a ; �4 8  G e4 3p, p ; �4 8  G f4 3ac, bc4 8 c3a, b4.

,����� ##- -����� 3a, b42 ��*�

a4 b 8  G b4 b 8 aG c4 b 8 a ;  G d4 b|aG
e4 b 8 a�G f4 b 8 anG g4 b 8 naG h4 b 8 3b, a4.

,����� #$- &�'�� a > b� -�����

a4 3a ; b, a� − b�4G b4 3a� − b�, a� − b�4G c4 3a� − b�, a� − b�4.

,����� #%- )���������� �����"����F

D4 ��*� 3a, b4 8  �� 3b, c4 8  2 �� 3a, c4 8  G
E4 ��*� 3a, b4 8 � �� 3b, c4 8 �2 �� 3a, c4 8 ��

,����� #&- �������2 *� 3a, a − b4 8  ���� � ���%�� ���� 2 ����
3a, b4 8  �
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,����� #(- &�'�� n ! ���%���� (�������(�� (����2 �������� 
������������ ���������' ��
� � ≤ d ≤ c ≤ b ≤ a ≤ �2 �� ���  ���' �
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����� 3�������� ��� ��������� n �������%�� K3n4 8 n′ − n′′�
&�������� 2 K3 ��!4 8 ��! −  !�� 8 ��!��

3D4 F�(������ K3K3 ��!44G
3E4 �������2 *� K3" #�4 8 " #�G
3H4 (� ������% ��	� (���� n2 ���� " #� 3��������� 3��������42

��� ���' K3n4 8 n6

,����� #)- &�'�� K�3n4 8 K3n42 �� K ! �� 
������2 ���(���
� ���(� �#� Ǳ�������� ����� K�3n44 8 K3K3n44 � ������ Km3n4 8
K3Km−�3n44 ��� �����%���� m ≥ �� Ǳ���������2 *� K	3�� "4 8 " #��

,����� #*- G�������� ������� (����� �������% ���� ������
(����2 *� ��"�� ������������ ���� ��
� ����" � ������� (������
&�������� 2 �2 � �� ! � ��������� �������� (�������

3D4 H���� ����� ��������� ������' (����2 ��� ��������%�� 
���' ����' ���������' ��
�� -�����  ' �

3E4 H���� ���I��% ��������� ������' (����2 ��� ��������%�� 
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�� -�����  ' �

3H4 �������2 *� ��������� ������ (����2 ��� ��������%�� 
���' ��� ���%	�' ���������' ��
�2 ��"� ���������� ��	�
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�����((� 2 ������ ��� �����2 *� � ���� x� ���� ����������% x ������

D4 3��� ��� ���������6
E4 1� ��"� ���� " ������"����� ��������� 2 ���� "�� �

II �����((�6

,����� $"- �� ���(� �  �"� ���� ����������� K� :������2 �������
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����% ���%��� �� ���� ���������%��' �����������
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C� ≡ P� % b &'() **+

��	
P� % b ≡ C� &'() **+ .

����� �
	���� ���� 
������� b ��	���� �	 ��� �	����� ��,
"��� ��	�� ��������� ����������

�� ��������	 
��������������� ������

-�"�, ���� ���	����� ��	
���	������� "����� .��
��, / < a < ** � ���������� ���	� 0	�� ��!	���� "���
������� ������
���������� "���	� ��
������ ���

&/+ C� ≡ a · P� &'() **+

��	

&1+ a · P� ≡ C� &'() **+ .

2�	�	��	 ������
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����� ���	$ Ma������� � 
	������� Ma�
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�� &1+ �	$�� ���	������� ��� ��"���������� D ��
����
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&*+ 1 · P� ≡ C� &'() **+ ,
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&E+ P� ≡ /
1
· C� &'() **+ .

Ǳ�	�� �
� ·C� �� ��6 ������� ��9	 C� 6 ��
����� ���	�� �	��

� ���������� �� �	����� ����	�	��6���� ��"�, �
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/ · P� ≡ /F · C� &'() **+
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&G+ P� ≡ /F · C� &'() **+ .
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"��������� ���	������� 	������� ����� � &� ���	$ �����
� � ����� ��"�+ ���	$���	 	��	����	 ��"���������

���������� ��  §/�1 �� ���,����� 
�	������ ��"�����
����� ��� a 5 1� ���,"	�"� ���� c &��� ������	�� ���	
c 5 /F+� 9	

ac ≡ / &'() **+ .

#� �������� ����	��	 c �� ��6 �	��L������ ��9	 a 5 *� 3 M�
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	����	 ��$� �� ����������� � ��������6 "���� M�

�� M��

�� �������� ����� � ����
����� �� 
�����


D ����,��, ���������� ���	 c ������6���� ���������

�	 a� ��9	
ca 5 /.

C������� ���	 
	����6���� ���	$ //a� �
a ��	 a−�� A�����

$��	� 9	 	������� ���	 c � ����,��, ���������� �� 6



����� �� ���	
�����
��� ����� �!

������������ ��9	 a �5 /�
 !��"���� �� .���, a �� n ���������� �����  �������
���� �� �	����� n ���������� ���	 / ≤ c < n ������6����
��������� �� a �� ����	�� n� ��9	

ca ≡ / &'() n+ .

C������� �� �	����� n ���	 
	����6���� a−� &'() n+�

Ǳ���������	 9� ���� 9	� �� ������� ��� ����,�	� �����
������� a−� &'() n+ 6 ����������� ���	�� 
��	�� ����
"�� �� n�
M� �� ����� ��9�� 	������� �� �	����� ���	 ����6 ��

��� �	�����	� 
��� a� n�

��#��$� � %��� ��������� ���������� �� ����	��&� ���

 �! n �� / ≤ a < n " ������	
���� #��	���� $%�

&a, n+ 5 /� �� a−� &'() n+ ����"� $%� � &a, n+ �5 /� ��

a−� &'() n+ �� ����"� &����� �	������ a−� &'() n+ ����"
���� � ��	
� ���� � �	� &a, n+ 5 /�

'��������� .���, &a, n+ 5 /� ��� 	������� a−� &'() n+ ��
����6� J	�!�����	 	���� rk� / ≤ k < n� ��� ������� ���� ka
�� n� �	��	 ka 5 skn % rk ��� ����	!	 sk ∈ '� A &a, n+ 5 /
��
����6� 9	 : �∈ {r�, . . . , rn−�}� 4 � � 
��
�9���� 
�	 �����
������� a−� &'() n+ � 9	 / �∈ {r�, . . . , rn−�}� 5 A����� 	��
����6�	� 9	 ����� {r�, . . . , rn−�} ���,������ ��� 	����	���
����� ���$��	 ri �� rj � i > j� 6 0	�� &i− j+a ≡ : &'() n+�
9	 ���	$���	� 7 C������� 
�	����� �	�	����� 9	 	����
���� a−� &'() n+ ����6�
J	�!�����	 ��
�� ��
��	� &a, n+ �5 /� M��� 
�� ��	��

	������� a−� &'() n+ �������	� �	 ka ≡ / &'() n+ ���



�" ������
���� 
���� ����� 
� ������
� ����
������

����	!	 / ≤ k < n� �	��	 ka 5 ns % / ��	 ka − ns 5 / ���
����	!	 ���	!	 ���� s� ?�� 	������ �������� ���	$�����
	������� �� ���� ������ �������� �� &a, n+ > /� �
��()*+#, �� �� �! n �� / ≤ a < n " ������	
����

#��	���� (������� a−� &'() n+ ����" ���� � ��	
� ���� �
�	� ��� ����#� ka &'() n+� / ≤ k ≤ n� " �������� 8

���������� )� A!���	 � �������	� /� ��9	 &a, n+ �5 /� �	
���,������ ��� 	����	�� 	����� N�� "���� Ma �� 	����6�
9	 ���
	����� ����� ����� 	����	�� �	��� �	��	 
	���	��
����� ���	$���	 ����	���� 	��	����	 
	 ,	!	 �	��� 2���
� ��6� 
����� �	� M� �� �	$�� �$����� ��� ���������	!	
��������� � �	� M� � �	$���
#����	 ���	$ ���������� 9	 	������� � ��!��,���	�� ���

������ 13 ����� �	 ��� ��	!	 ���
��� �	� M� �$����� ��
�	$��� � M� � �	$���

�� ����������� ����� Ma,n

���� ������������ Ma,n ������ O�����
���������
"���� �$������ ��� ���������� ��������� ��� ���������	�
!	� .���, &a, n+ 5 /� 0	�� "��������� �!���	 �	 �����
��
��������	!	 "���� Ma,n � ��	$���	� a �� �	����� n
���,���6���� �� �	����	�

&3+ C� ≡ a · P� &'() n+ .

N�"��������� ���,���6���� �� 
�����	�

&F+ P� ≡ a−� · C� &'() n+ .

N�� ��	�	���� ��
��� ��� �� � ����"�� 
�"��	 Ma �������
Ma,�� � ��
���� n 5 **�



����� �� ���	
�����
��� ����� ��

���� 	��-.#���)*!Ma ������ .�������	 
�����������
9	 � ��������� P/, **Q ����6 /I ���6��	 
�	���� ���� � **� 9

0	��� ���� ���	�	���� 
	���	������� ���,�� a ��������	
������� ������� ��������� ���, 9� ������6���� �������

�����* ��	��

Ǳ��,)�+ �� .�$� 
	�����	 ��� ���	�� !���	� ���� ��

�	��	�� 
������� ���	�	���	!	 
	���	������ �� �� �
>

��� a−� a−� · ��� a−� · ��� &'() **+ �����
�� �� �
 1 �� �� �
 � ��  �!"
�� �� �
 * ��  � �
 �� � � ��#
�� �� �
 E  � 	� �
 � �
 �� �$%
�� �� �
 G 	
 ��
 �

 �� �� � ���

 ��������, ������� 
	�����	 ��������� ��"��������� ��
�	����	� &F+ ��� �	$�	!	 � ;����������< a−� &'() **+ 5
1, *, E, G� 10 J�������� ��"��������� 6 	��������� ��	�	�
������ ��� a−� &'() **+ 5 G� 0	�� �� ���$�6�	� 9	 �� �
6 ��� ��� ��"��������� �������	!	 ���	�	���	!	 ��	���
N	 ���� ��9	 a−� &'() **+ 5 G �	 a 5 1:� 11

���� 
)/�0��1"��2 (-#(*0 +������������ O��	� 
���
�	!	 
����	��� 
	������, � 
������� /� 6 �	������	 �����
������ ��� Ma �	���� J	�!�����	 	��� � ,	!	 ����������
���, 
	���6���� � 
��
�9���� 
�	 �������� C� 5 P- ���
��	� ����	����� ���� X �� Y �

Ǳ��,)�+ �� Ǳ��
�����	� 9	 
	���	������ ���	�	���	 ��
�	
	�	!	� "����Ma� M�9	 ��	���� 
��
�9���� C 5 PǱ�
�	 � �	$�� �������� aR
O� ���6�	� 9	 ��� �������	� ����� �

C� ≡ a · P� &'() **+ �� P� ≡ a−� · C� &'() **+ .



�# ������
���� 
���� ����� 
� ������
� ����
������

=��� �	!	� 	������� P 5 /E �� PǱ 5 1:� �	

1: ≡ a · /E &'() **+ .
S	� �	��L����� �� �������� ����	��	 a� �	��	$��	 �� ����
����� �� 13 5 /E−� &'() **+> 12

G1: ≡ a &'() **+ ��	 a 5 1G.

��3� �)� �,�4 a *(��5.6 Ma ������ #� 
������ ��
6 �	�������� 	������� ���
����� Ma "��� ����6 ��� �����
��	!	 / ≤ a ≤ **� ��� �� ��� ���� a ,	!	 �	$�� 	��	����	
��"��������� A ��	���� / ��
����6� 9	 ��9	 a �� ��������
�� * �� �� //� �	Ma "��� �	$�� 	��	����	 ��"���������
-�"��� ��	����� ��� �	!	� 9	� Ma "��� �	$�� ���	 	��
�	����	 ��"��������� ��	�����	� 9	� �������	 	�������
a−� &'() **+�
A ��"	!	 �	��� ��� ��"��������� Ma "���� ��	�����	

����� ���� 	������� a−� &'() **+ &���� &F++� N�� ����	���
�������	 ������� ���� ����� ���6��	 
�	���� � **� �� �����
	���������  ������� E �� 
	������ c 5 a−� &'() **+�

� � � � � � � �	 ������� ����� � �� �� ���� �������

a " # $ � � ! !� !# !� !� !� " "� "$ "� "� "� �! �"
� !� "$ " !� "� ! "� "� �! " � $ "� # !# !� � !� �"

13 A������� ���!� �� �
��
������>

/:−� &'() **+ 5 /:, 1*−� &'() **+ 5 1*,

*1−� &'() **+ 5 *1.



����� �� ���	
�����
��� ����� �$

N	 ���,�� /:� 1*� *1 �	$�� �	���� ���	 /� ��� ��6 ��
$ ������������ .�������� 	����	� ���� a � �����������
a−� &'() **+ 5 a ��������6 ���������� 
	 �	���� ** ���
����,�	� ����������� � ���, a−� 5 a ������ ��� ��	� ��
��� a 5 ±/�
��7� ���* �)���*.�� O� �$� ���������� 9	 ������
�� ������
���������, "��� ��������	 ���	�	� 
����	���
#�, ���	� ���6 ���" ����������� ��9	 
������� a ���6 �	�
������	 �������� .�$� �� 	�!	�	���	 �������� �
	�	����
9� ������� ��� 
������	!	 ����	�������� ��� ��� �������
����� ���� Ma "�����

��+��� Ǳ��� �� �� -�������. �	������� M�9	 � �������
��"��������� ������� ������ �	 ��!����� ��������� ���
�	!	 �������� ��!�� E* ����	���� N�� ��	!	 �������� �	$�
�� 	������ ��
������� a 5 *F� N�� ���	�� !���	� ���� ��
	����6 ������� ��� �� 1:T ����"�� ��$ ��� ����,�	!	
�������� &��	������, �� ��� 	��	 6 ��������+� 14 -�"��
�
	�	�	� 6 ������� � ������� ��"� ����	��� ������ ��
���������� �	�
L������
.�,����" ����������� 6 ���	�������� UVWXX �	��� ���,

�����6 ��� ����	�� ����������� ����� ���������	!	 ���
������� � ���	$ ��� ��������� ������ A� �	
	�	!	� UVWXX
�	$�� �	������ 1G3 ����	���� 15

��+��� /���������� 2��� ��	!	 �
	�	�� 
	�����	 ��

�������� Ǳ�� "��������� 
	���	������

��&���'�()�&* � ��&*)�%


��"	� &�	����	�	�+ ��6� 6 !��
������ ���� 
	 ���

&B+ �� &� �� '� () �& *�� ��� �� &* )� %��



�� ������
���� 
���� ����� 
� ������
� ����
������

0�� ���	������	 ����	� �� ��� 
	������� 
�	��$�� ��$
��	����� � ���	$ ��� �	
	������ &��9	 �� 6 ��	�������+
	������	� !��
�� 2���	� �� �� �	��6�	 �	 �������� 
���� ��
J	�!�����	 ;�������<� ;�������< ��	!	 6 
��� ���� ���

�������	!	 �������� � �	����� ����	�	� �� � #�, ;�������<
������� //G3 ;����<� 16 J	���"������ ;����< � ;��������<
�	$� ���� �	��������
N�� "��������� 
	���	������ &B+� �	$�� � ,	!	 ;����<

��"����6�	 ��
�� �� �	
	�	!	� ������
��������	!	 "���
�� Ma,��
� � �������	����� / < a < //G3 � &a, //G3+ 5 /�
#���	� ����	!��	 
	
������	�� ������� Ma,�� "����

��� ����,�	!	 ��������� ��"��������� ��
�� ���	$ ���,��
��6���� �� �	
	�	!	� Mc,��
� "���� � c 5 a−� &'() //G3+�
7��� ���6 9� ����" ����9����� ��9	 
	
������	 !���


����� ����� 
	���	������ � !��
� 
	 ���>

��& ��� '�( )�& *��� ���� &*) �%��

17 D ������� 
	���	������� !��
� �	$��� ���������� �
����"	� �����	��� ;����<�

���������� +� Ǳ��
�����	� 9	 �	$�� !��
� ������6����
� /: ����� 0	�� ;�������< ������� n 5 **�� ≈ /:�� &�	��
�	� /: ���������+ ;����<� Ǳ�� "��������� 
	���	�����
	�����	 a ≈ **��� Ǳ��
�����	� 9	 �� 	��� ������� �	$��
��"�������� ������� "�����Ma,n� 0	�� �� 
	���, 
������
��	�����	 /: ������ ��	 1 !	���� �� *F ������� �� 6 �����
������ ���	� !���	� ���� � ��	�� ��
����R �� ���������
�� ���
	���� �� �� 
������� ��9	 !��
� ���������� � //
����	���R

���������� 0� Y	� 
	���	� ;����< � ;��������< �� 6
�������� ��� ����	������� ������
���������� "������



����� �� ���	
�����
��� ����� ��

���	 ����	�	����� ��� �����, 	���������#��! �������
���, 
	��!�6 � �����
�	��> �
	���� � ��	�� ;��������<
�	���"	���	 ;�����<� ��� 
	�������� � ����	�� �� �	��	
++,+�, . . . ,+��Z 
	��� �	���"	���	 ������ ��� 
	�������
�� � �� �	��	 �+,��, . . . ,���Z . . . Z 	�������� ;�������< 6
��+,���, . . . ,�����
[�����	!������, 
	���	� � ;��������< �	$�� 	
�����

������������� ��	�> ;�����< -. �	���"	���	 � ;��������<
����"� �� ;�����< �/� ��9	 L./ < L�-� �� L./ 5 /::P.%P/�
L�- 5 /::P� % P-� 18

.�,����"�� ���	� ��!���� /::m% n � / ≤ m, n ≤ *E� 6
*E*E� #� 	����6� 9	 �� �	$�	�� ���� � ���
��	�� ��� / �	
*E*E �	$�� 
	������� � ���
	�������� 
���� ;�����< � ;���
������<� ��� �� �� �
����6 �� ������	!������, 
	���	��
A�	�����	� 9	 
��� ++ 6 
��"	� � ;��������<� � 
���

���� � 	������	�� #� 
�������$�6���� ���
	������� ���
���� L00 5 /::∗P0%P0 5 /:/ �� L�� �� 5 /::∗P�� %P�� 5
*E*E�

�	 �  ! � "  # $ ! % Ǳ ' � ( ! ! )

�� %��� ��� a & �� �� ����'(���� ) �*�������� *�� ����� Ma+
,�
��� ��-�
�� %��� ���� Ma ) ��������
��� ����� Ma ���� ���+ ,�
��� ��-�
�� %��� ������� ax ≡ ! ,./0 ��- �� ��) ��1�2�1��3 ��4� a & �+

,�
��� � -�
�� %��� � *���*��� 
������ ! 1 ����� ,a, n- & ! �������)3 4�

 �∈ {r�, . . . , rn−�}+ ,�
��� �!-�
�� Ǳ�����
�3 ���� � *���*��� 
������ ! �
���*6�)
	��3 4� ��4�

a−� ,./0 n- �� ���)3 
� ! �∈ {r�, . . . , rn−�}+ ,�
��� �!-�
�� Ǳ�����
�3 ���� � *���*��� 
������ ! �
���*6�)
	��3 4� ��4�

 , ! �∈ {r�, . . . , rn−�}3 
� 1��7*�
	�� ! ≤ j < i < n3 *�� ���8 ri & rj+
,�
��� �!-�



�� ������
���� 
���� ����� 
� ������
� ����
������

�� 9 *���*��� 
������ ! �
���*6�)
	��3 4� ��4�  < i < j < n3 
�
��������:� ,i−j-a ≡  ,./0 n- ����6����� %��� :� 
��+ ,�
��� �!-�
�� ;����
� ����*�� !� ,�
��� �"-�
	� Ǳ*��8���
� ��	��
	 �1�)��� ����
�8 ����� 1 �� � �
�����

<!, ��=� ,�
��� �"-�
�
� Ǳ�����
�3 ���� � ������* ! ����*�� a−� ,./0 ��- & � ��6��

�� ��1���*�
�� ,�
��� ��-�
��� Ǳ������
�3 4� a & " 3 ��4� a−� ,./0 ��- & $ � ������* !�

,�
��� ��-�
��� Ǳ������
� ����
	 "� & !#−� ,./0 ��-� ,�
��� �#-�
��� Ǳ�����
� *�� � 
�(��: #� ,�
��� �#-�
��� >:��
� ���3 ���(8*��7 *�� ��
�*� ���(�� ���� � ����*�� ��'

���
�3 ���7 ����*�)
	�� 1 #� �������� ,�
��� �$-�
��� ;����
�3 4� 1� *�������? @ABCC ��6�� ��*���
� "$� ��������

,�
��� �$-�
��� Ǳ�����
�3 ���� D�����
E3 D(������E ����� ) ���� (��� ��'

�����	���� �����
� 1 *�*���� �������� ��3 ��
�
	 !!$� D(���E+
,�
��� ��-�
��� Ǳ������1���
� ����( ���������� 1� *�������? ���������� ��


�� �������� ,�
��� ��-�
��� Ǳ�����
�3 ���� ������� L./ < L�- ) ��������
��� *� �������'

��������� ����*��+ ,�
��� ��-�

*	 + ( , ( � %

����� �� �������� 	� 
����� ,#- �� ,$- ����� ��������� ���

������� ��	� C� � �������

����� �� ����
����� ����� ����� �� ��������� �����������

������� ��
� M�	�

����� �� ����
����� ����� �	���3 ���  �� ����
������ ��

��������� ����������������� ��
� M���

����� �� ����
����� ����� � ���3 ��� ���!���  �� ����
�

������ �� ��������� ��
� M
3 � ����� "���� # �� ��������� ��
�

� M��
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����� �� ���������� ����� �� �$ ���� � ����
����� �����

�������� ���$������ �����

�	� ���� �!�Ǳ��
! ������! ��	���!� ��������
�����	�� �������  �	���� !Ǳ!�����

���  �� ����
������ ���������������� ��
��� Ma,���

����� �� %� � ���������������� ��
� Ma �������!���3 ��	�

������� 	�

,F- P� & C�+
,G- P� & C�+

����� �� %� ���� Ma ��
�3 ��� ����

F- P & C�H G- P� & C�H I- P� & C�H
0- P� & C�H J- P� & C�H K- P� & C��

����� �� &�����3 	� P� & C�3 ��	� ���������� ��
� Ma� �����

�� a�

����� 	� '��������� ������ ������ ��
������3 ���  ��

������ �� ��
����� � ()  ��� Ǳ���� ��
������� ��+�� �����

�������� ���������� ��� 3 	� ��� � ����  ��� ��������  ���

���� 3 � ����

� → �, � → �, � → �.

,�������� 3
����� → �����

Ǳ���� ����$ ������  ������������ ��������������� ���� ()  ��

���$������� ��
���� ,��� 3 ���� �3 � �� �-� ������� ������������

��
������ �� ��������� ��
� Ma� ,�+!� �������� ���"���

��
������ ����� ������� ��� ��
� M�-

������������ � � � � � � �
������� ������������ � � � � � � �

!������� 
����� $& + $( + #( #( &&
" · P� ,./0 � - ## #, #' #, ' ' $#
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.���� !����3
������� → �������

F- /��� !���� ��� ������� ����
��"�� ������������ ��� ����

������ ����� +
G- %�� ��
� M� ��+�� �+����� ��� ���!������ ��
����3

��� �� �+��� ��� ����������� ����� + � ������  ��3 !��
� M�� ��+�� �+����� ��� �������$ �0���3 � ��� ���!���

���� ��
���� ��+
I- ����
����� ������������ �����3 �����������!� ������

�0���

0- Ǳ�������3 !�� � ��!�� ��� ������������ ������� �0���

�  ���� �������3 ��+ ���������������� ��
� ��� ����

!������ ��
����+

����� �
� ,������� ����� ��������� ��� ��� �����������

������ ��
�  ���� �������� 1 ����� ���!��� �����3 ���������

!����3 ���������� ����  ���  "�
����� 
������ 2 ����� ���

���� "�
����� ���!�� � $, #, #' #, #+� Ǳ�� ��+���  ���� ���

���������� �������� ���������� !���� "�
������ ���!� � "����!���

��������� ,�������� 3 ��� ������������ 3����� �"������4 �� �����

����
�
$,

�
#,

�
#'

�
#,

�
#+

�
$,

"
#,

�
#'

�
#,

�
#+

�
$,

�
#,

�
#'

.���� ��+�  �� ������������ ����
���� ����������������

��
��� � ����������� 	� �����!������ ����� �������� ��� ���

���� ������� ��
���  ��

�
$,
Ǳ

�
#,
�

�
#'
�

�
#,
�

�
#+
�

�
$,
�

"
#,
�

�
#'
�

�
#,



�
#+
�

�
$,
�

�
#,
�

�
#'
 

F- /� ����
����� ������������3 ��	� ���!��� ����� � �����

���+
G- ����
����� ������������ ��������� !3 ���  �� ����
�

������ �� ��������� ���!����� ����� !�����
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��� ����� �!

����� ��� ,�0�� a �� n � ������� ��������3 � ! ≤ m < n�

�������3 	� �������� ax ≡ m ,./0 n- ��� ����5�����

����� ��� ,�0�� i ≥ !3 � n & ,akak−� . . . a�a-�3 ���!�� k ≥ i�

Ǳ����!��� ni & ,ai−� . . . a�a-� ,ni # "� !����3 �������� � �������0

i ���������0 "�
� !���� n-�

F �������3 	� n �������� �� "i ���� � ������ ���� 3 ���� ni

�������� �� "i�

G %� �������� !���� �#�$ � �� �� #+ 6 �� �+

����� ��� �� 7))8 ��� ��� ������
���"�$ ��������0 ������

���������������� ������� 9:;<=>) 3 ������ �� ���$ ��+�� ���+�

�� ��������� ��� 3 	� ��������� � >) ��������3 ��� ���0 ��  ���

��L ������  ��� ������
��� ��� �������3 ����� # �������"���3
������ # ����� ������ %��������  ��� ���������� �� �����������

����� ����� 9:;<� Ǳ���� ���5��� ��������  "��� ������ � ���

��������� "�
����3 � ������� # "�
���  ������� �� ������� >> 3
�� �� ������� ���!���� *3 #3 . . . � , � � �� /�	� �����!��� !����

x�, x�, . . . , x� ��������� !���� � ������ 9:;< 3 �� x� �����!������


������
�∑

i��

ixi ≡  ,./0 !!- .

F- �������*3 	�

x� ≡
�∑

i��

ixi ,./0 !!- .

G- 1 !������ ��������� "�
� x� ��� ���+������ ������

9:;<=>) 3 ���� ��!�������� $1##&1)%**#�

����� ��� ��������3 	� ������ ��+�� ��������3 ��	�  ���

���� 9:;<=>) ,���� ����! !�- ������� �������� ���� �������

����� ��� ��������3 	� ������ ��+�� ��������3 ��	�  ���

���� 9:;<=>) ,���� ����! !�- ��� ������� ��������� �������� ����

"����
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����� ��� � 7))8 ��� ��� ������� 9:;<=>( ������
���"�$ ����

+�� 3 ��� ����������� >( ��������� 1������� ������ ����������

������ ��� ��������� ����������� � �����!������ �����

	∑
i��

,x�i−� M �x�i- M x�� ≡  ,./0 ! - .

��������3 	� � "� ������� �������� �������� ������3 ��	�  ���

���� 9:;<=>( ������� �������� ���� �������

����� ��� Ǳ�������3 	� ������� 9:;<=>( �� ��+� ����������

��� ������������ ���0 ��������  �������

����� ��� Ǳ��������� 	� ��� ��������� ����������� �����

����� ��������������� ������� ����� ������ ���������0 "�
��

������� � ���0 �����!������ ���������������

�∑
i��

xi ≡  ,./0 !!- .

F- %� �����!�� "� ������� ������� � ����� �������+
G- %� �����!�� "� ������� ������  ����� ������ ���0 ����

�����+

����� �	� ,�������� �������3 	� �N ≡ −! ,./0 �-� ������

�N & !·"·�·#·$·� & !·,"·#-·,�·$-·�� ?� ��������� ��������3 � 5�������

 ���� � ������ �� ������L # & "−� ,./0 �-3 $ & �−� ,./0 �-� .��

�N ≡ ! · � ,./0 �- ≡ −!�
&����������!� "� ����3 ������� ������ &�������L ��	� p �

������� !�����3 �� ,p − !-N ≡ −! ,./0 p-�

����� �
� ?���� 
��������"�$ ���������0 !����3 ���� �� ���

��� �������3 ����+��� �� Ǳ������ � ����������� ρ�������� Ǳ���

������

,�0�� ������ !���� n3 ��� ��� ������������� �������� '��������

�� ������� f,x- & x� M ! � ��������� !���� x� Ǳ� ���� ����

������ ������������� ���������0 !���� xk�� ≡ f,xk- ,./0 n-3
k ≥  � /�	� ,xj − xi, n- �& ! ��� 0�!�  �����$ ���� xi �� xj 3 ��

������� n �������� ,xj − xi, n-�
�������3 	� "� ������ ����
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����� ��� �� ��������� ρ������ Ǳ������� ,����!� " - ������

������� !���� n & ��#�3 � ����� x & "� 1 !������ ���!���� !�����

������������� {xi} �������� ��+!�L

x� & $, x� & "�, x� & ���, x
 & $$��, x� & #$��, x	 & ��#, . . . .

����� ��� �������3 	� � ������ �����+���� �� ������� &����

���� ����+ � ������L ��	� ,n−!-N ≡ −! ,./0 n-3 �� n � �������

!������

����� ��� ,�0�� m & ,akak−� . . . a�a-�3 �� a, a�, . . . , ak−�, ak #

"� "�
��  ���������� ������ !���� m�

F- �������3 	� m ≡ ,a M a� M a� M · · ·M ak- ,./0 �-�
G- &����������!� "� ����������� ����������3 !� � ��, #�#

���� !���� �$��� "#, ��� �� #�, $ �+

����� ��� ,������ "�
����� ������� ����������� !���� m !���

�� ! ≤ ρ,m- ≤ �3 ��� ������� �� �������� ��������L ��������

�� "�
� !���� m3 �����!��� $$ s�� /�	� s� ≤ �3 �� ρ,m- & s�H
��	� + s� > �3 �� �������� �� "�
� !���� s�3 �����!��� $$ s��
/�	� s� ≤ �3 �� ρ,m- & s�H ��	� + s� > �3 �� �������� �� "�
�

!���� s�3 �����!��� $$ s�� ���� ����� �� �������� �������� �� ��0

���3 ���� �� ��������� !����3 ��� �� ������	� �H ���� � � !�����

��� ������� ��� m� ,�������� 3 !������� ������� !���� " !$ � �3 �
!��� # � !�

,�0�� m & ,a�a� . . . ak-�� �������3 	�

ρ,m- &

{
,a� M · · ·M ak- ,./0 �- , ,a� M · · ·M ak- /≡  ,./0 �-,

�, ,a� M · · ·M ak- ≡  ,./0 �-.

����� ��� ,�0�� ρ,n- # "� !������� ������ ����������� !���� n
,���� ����! "#-� �������3 	� ���  ������0 ���������0 !���� m

�� n

F- ρ,ρ,n-- & ρ,n-H
G- ρ,m M n- & ρ,ρ,m- M ρ,n--H
I- ρ,mn- & ρ,ρ,m-ρ,n--�
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����� ���

F- ������ ��� ��+���� !������ ������ ��� ��������� ��������

��0 !���� ,���� ����! "#-�
G- &����������!� ��������� ��������3 �������3 	� !����

n & !� !$! �!� �"# �� � ����������

����� ��� %� � ������ �����+����3 ��� � � ������� �� ������

��� ����!� 7@+ A����� �������3 !� � ��5������ !���� � ���������3
��	� ���� !������� ������ �������� !3 #3 � � � �+

����� ��� ,�0�� p > � �� p M " # !����  ��������

F- �������3 	� !������� ������ $0����� �� �� �������� �
,���� ����! 7B �������� ����!���� !�������� ������-�

G- %�� "� �����+���� � �������� ��� p & �+

����� �	� ,���� ��+��$ ��������$ ����� CDEFGHIDHJ ����������

�� � >@ ���������0 "�
�3 ��� �����!��� d�, . . . , d�	� 1������ "�
��

d�	 ��������������� ��� ��������� &��� � !��������� �� ������

���

d�	 ≡ −
[

�∑
i��

ρ,"d�i−�- M
�∑

i��

d�i

]
,./0 ! - ,

�� ρ,m- # "� !������� ������ !���� m ,���� ����! 7B -� Ǳ����0����

d�	 ��� �����3 ������� >K "�
���� ���$ �

F- $�  O�# "O#  !O��� G- $�"�O #!�O#"$�O���.

����� �
� ���
������� ��������� ������� ������� ���������

����! ���0��+���� ���������0 x �� y3 ��� ���0 ax M by & c3 ��
a3 b �� c # ������ ��������� !����� '������� ������ ��� ���

����� �� !���� ���"����� ���������� ���
����3 ��� ����� ����

	� � ������� �� �������� ���� ������3 ����� � ���0 � 3���������
	
4� ,����� ���� ���� +���� � ����������3 0�!� � ������ ������

���L�3  ���� ��� ���
���� ��������L
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 �
�
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4 %�� %� %��� ,N9 �����!!�- �����!������ ���� ����!�L
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�����
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 ���� � �� ��������� �� ���� �a, n� � 

� ������ ��� ������������� �� �!������ ���"��#��$
%�����&  �!��	 '� ��%�� ��������� �� ��� �� �!$
������ Ma,n  �!�� ���(&���� ����� ������ �(������ ��
������%�  �!�� �� )��� �������� ��(�� a−� �*+, n�	 �
-�) ���� �� �������� �(�������� a−� �*+, n�	

.�� #������ �� � ��������� ���&������� ����%� �� ����$
�� �� ������� �������"��& ����� �� �������"��	 /��� -�)
�������� (� �����) �� � 0����) 1��-�2� �� ) ���� ��$
�� ���"�� ����� � ��)(��" �!�%����&	 3���%� #�� �"�$
�� ����� ���)��  %���� 455 ���������� 
� 6���������7
����-	 8τoιχε9ια� ���	 Elementa� ���	 6	
�
�
7� :%����� ��$
#�����& �� �;; ��%� �� �	 �	 <��� )��� ��%�� �������"

������� ������
� &��� #�� -�) �������� ������ ��
.��������" �� %��"%� ���������" �� #��� ���� :%����	
6��������7 ��)����� �) ���-"%�) �����������) ���%����
�� �(������ �� �� �& ����	 /��� #���(�� ���� ������� )
�� :%����� ��� ��� (��� ������� � #����� ����	

� ��������� 
 ��� ������& �������"��& ����� n �� a < n
���&����"�� -��� ��������� ����� q �� r� #�� �%�& n � aq=r	
>� ����� �������"�� �
���� �� ��
��� �� ������� n ��
a	 0�� ���&������� q �� r �������� ��%������� �������
����� ���!�������2 #����������� {vk} �� #������ vk �
vk−� − a	 Ǳ�� �� ������ -��2 #����������� � v� � n − a	
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��� ������� ��

�������� 	
 ���������� ����� � ����� ��� �������

������ ����� a, n ∈ �� � ≤ a < n�

�	����� ����� ����
����� q ≥ � �� � ≤ r < n� ��� ���� n � aq � r�

�	��� �� v� � n − a�

��!	 v� < a� �	 r � v�� q � � ������

��!	 " v� ≥ a� �	 �	��� �� v� � v� − a�

��!	 v� < a� �	 r � v�� q � # ������

��!	 " v� ≥ a� �	 �	��� �� v� � v� − a�

��!	 v� < a� �	 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

A%�� vk < n ��� �%����" k� �� �� -"��� %��-� ����$
���� ��%������"�� ���������� ��& ����� r � vk �� q � k	
B�%��"%� vk � vk−�−a� �� n � ka=r� 1 ��(�� rC -� �������
� q C -� ����%� �� ������� n �� a	

.������� 
 ��%������"�� �� �%������ %��"%���" %��%��
��%��"%� �� %������ %��-� ����� #����������� {vk} ����$
 ���"�� �� a	 D� #����� %��-� vk ����� ��� �� �� n 2 �
���� ���� ��� ��������� ��%�����"��	

�� ������	
 ������ �����������

����������� ��������� �������

0�� ���&������� ��)(��" ��� �#��"���� ���"��%� �a, n��

 ≤ a < n� ����� �%�������� 
������ ������
	 Ǳ����$
���� d � �n, a�	
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�������� �
 ���������� ���������� ��������� �������

������ ����� a, n ∈ �� � ≤ a < n�

�	����� ����� ��()���*�(  ������( ������� d � +a, n,�

Ǳ	������ . 	 ��%$/0 n � q�a � r�� � ≤ r� < n�

��!	 r� � �� �	 d � a ������

��!	 " r� �� �� �	 �	������ . 	 ��%$/ a �� r�0

a � q�r� � r�� � ≤ r� < r��

��!	 r� � �� �	 d � r� ������

��!	 " r� �� �� �	 �	������ . 	 ��%$/ r� �� r�0

r� � q�r� � r�� � ≤ r� < r��

��!	 r� � �� �	 d � r� ������

��!	 " r� �� �� �	 �	������ . 	 ��%$/ r� �� r�0

r� � q�r� � r�� � ≤ r� < r��

��!	 r� � �� �	 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . � �

.������� #�������"�� �������� n �� a	 A%�� n �����"��
�� a� �� ������ r� �� ������� ������� ;	 <��� �n, a� � a	
>� ��������� ���������� � ������� ���%� ��������� E	
A%�� � n �� �����"�� �� a� ��  ����"��� ���%� a ��$

���� �� r�	 A%�� ������ r� �� ������� ������� ;� �� 
��������� ���%� ���������"��� �� �n, a� � r�	
0��� ��� ��������� � -��%�� �����������F �%�� ������

�� #�#�����"��� ������� �� ������� ;� �� �� -� ������ ��$
���"�� #�#������ ������ � ���)�����"�� #�����%� �� ����$



����� �� ���	
��� ������� ��

��� ����� ��� ������	 A%�� #��������

�
� r−� � n �� r� � a,

�� �� i$��� %��-�� i ≥ 
� �������� E ���&����" ����%� qi ��
������ ri �� ������� ri−� �� ri−�� ��(�� #�����������

�E� ri−� � qiri−� = ri, ; ≤ ri < ri−�.

3 0�� ��������� ���� ���"��� �%�� �� #����� %��-�

��� rk−� � rkqk��.

� -"��� �#��%� �������� ��������� �� �n, a� � rk	
G� ��%������"�� �������� E �� �%������ %��"%���" %��%�H

A%�� ��%� �� �� ��)��� ���)���� rk ������� �n, a�H

������� �� ��� 
������� E �
���������� �
 ��������

��������� ������ ��� 
������ E �
���������� ����� ��
�������� qk�� ����� �������� ����� � �a, n� � rk�

��������� D� i$��� %��-� �������� E �(������ ������ ri

�� ������� ri−� �� ri−� ���	 ������" �E��	 >�) #��-�� ��
���� ������ (��%������� ��%��"%� ������ ���� ���"��� 4

���� �����" �����������	 <�%�� ������ �� #����� %��$
-� ������ ����� ����� ;� ��(�� (��� �%����� ���� ���	
D����#�� #�����%� ���� ��" ��� ���������� #�� -"���
d � rk	
0�� �������� ������� �n, a� � rk ������� �#����%�

�����#�� ����	

���� �� ��� i � qj = r� r �� ;� � �i, j� � �j, r��
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�� %� $� �� $�$$��� �
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�������� ���� 
� 3��������� �� �%�� i �� j �����"�� ��
�%��" �������"�� ����� m� �� ) r #����� �������� �� m	
5 >� �������� �� r �����"�� �� �i, j�� ��(�� �j, r� �����"��
�� �i, j�	 6

.���������� �%�� j �� r �����"�� �� �%��" ���%���"��
����� m� �� ) i #����� �������� �� m	 3���� �#�����
�� �i, j� �����"�� �� �j, r�	 >� � ������" ����	 �
<�#�� ��  ����� ��%������ �������� ������� 
	 D�

#������ ���� 
� � #�� ��� ���%� ��������� :%���� ��$
������� �n, a� � �a, r��� � � ������� C �� �a, r�� � �r�, r��	
<����) �� �������) ���%� ��� ����"F �r�, r�� � �r�, r�� ��
�r�, r�� � �r�, r��	 D� #������ -�& ���%���" �n, a� � �r�, r��	
B������) ����% ��� ��� �rk−�, rk� � rk	 Ǳ���������"

����� �� ���� %��% �� ���%� ���� ��������� �rk−�, rk−�� �
�rk−�, rk� � rk	 A%�� ����� ��%�� �� ����� � ����� ��
�������� �� �a, n� � rk	 7 �
 
��
!���� "� A% ���� #��������"�� ��� ��������� EH
B��� � ������& �-���% � ��%��F

k ≤ IJK+L�� aM = I.

>�) �����"���� �������)  
@NN ��-� 1	 O���� �������"��
������ #
��	 P��!�-���� I ����� ���� ��� ��

KQ�
;�

KQ�φ�
≈ N.R@I, φ �


 =
√
I

E
,

�� φ C -� ����$ �������	
3�������� ��%��� �� %��"%���" %��%�� ���(&����& ���

���� ���� ��������� :%����� �� �������" �� ��)(��"$
 ��� � ����� �� �� ��� �#��%�� �� n�F ��� ������� ����



����� �� ���	
��� ������� �1

#���"�� � #�������� � ������ ��)��� ��� � ��& ����� ��
�� ��� �#��%�� � ������ a�	

�� ����������� ����������

����� � ��� 
�	�!� �� 
��"��


A%�� #�������� c � a−� �*+, n�� �� ac ≡ 
 �*+, n�
�� ���������� �(�������� ������ #������ 
 ≤ c < n	 >�
%�������-�� ����� #��#����� � ������

ac − 
 � nj �(� ac= n · �−j� � 


��� ���%��� j	 >� �������� �� �������

�N� ax= ny � 


��� �������% � -���& �����&F x � c� y � −j	
D��%����� #�(������ �� � ��#�%�� �%�� ������� �N�

��� �������% � -���& �����&� �� �a, n� � 
	 S��" � �����
����� � ������%� � x � a−� �*+, n�	

������� � ��� ��
%�!���� ������� �
 �������� &���
����� �N� �
� ���'��� � (���% ����
% ��� � ������ ��� �
��� �a, n� � 
� ��� �a, n� � 
� � ��� �������� �
����

���
��� c � a−� �*+, n�� )�� �!�� ���'��� �������

�� �N� �
� ������

x � c= λn,�I�

y � y� − aλ, �� y� �

− ac

n
�T�

��� ������ λ ∈ �� 8 *��� � ���'����� � �
���� �

�R� x � a−� �*+, n�.
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��������� Ǳ�� � ������� ��������� ������� E #�� ���$
�������" ������� �N� � �#��%� �a, n� � 
 �� �� �����
���� ���� �����������" �� �������� �����2 �������	
A%�� #�������� ����� x, y �������% ������� �N�� ��

ax ≡ 
 �*+, n�� ���%� ��(��� �����%� �� x � c = λn
��� ���%��� λ ∈ �� ��(�� #����������� �I� �������	 9

<��� ��� %������ ������%� x, y


 � ax= ny � ac= aλn= ny ± ny� � 
 = n�aλ= y − y��,

��(�� y � y� − aλ� 10 �� � ��%����� �������� #���������$
�� �T�	
3��������� �� ������" �R� �%�����"�� #�� λ � ;	 S��" �

����� �%�� �������% x ��� ����� �I�� �� c � x �*+, n��
��(�� �(������ ����� c ����� ���%� ���)��� �%�� �����
���� � ������%� ������� �N�	 11 �
���� Ǳ������� ����������  � ����!��� .������� :$
%���� E ����� #���������� ��� ���&������� �(��������
�����  ���!����-� �� �������	 Ǳ������� -� �#����%� ��
#��%����	

Ǳ�"#!�� �� D�&�) a � 
T� � n � RI	 <��� ��������
:%���� ��� ���&������� ��)(��" ��� �#��"���� ���"��%�
��#�����"�� ��%�� �����F

RI � 
T · N = 

,

T � 

 · 
 = I,


 � I · E = 
,
I � 
 · I = ;.

<�%�� ������ �
T, RI� � 
� ��(�� 
T−� �*+, RI� �����	 U
�����"��& #���������&F q� � E� q� � 
� q� � N	 Ǳ�(������



����� �� ���	
��� ������� �2

��(��-� ��� ���&������� 
T−� �*+, RI�� #��� � � ��%�2

�@�
q� q� q�

; 

�

E 
 N

; 


'� (����� �%������ ��� !��������
i�

i� i�
��(��$

-� �@� ��%� #����������F

�V�
i�

i� i�
−→ i�

i� i� i�
, �� i� � i�i� = i�.

Ǳ�������� � !��������
q�

� �
� #���� ��%� � #�����$

����� ���)������ � !���������� �%�) ��������"�� � #�$
#�����"��� ��������� �� ���� #���-�� #���� � ��% ����	
Ǳ����������" #��������" � ��%��F

# � �

� �
→ # � �

� � #
→ # � �

� � # 1
→ # � �

� � # 1 ��

<�#�� ��(��-� � ��#������	 D��%����� #��������� ��

n · �− a · 
N � 
 �(� a · �−
N� = n · � � 
.
P��!�-������ #�� a �(���� �������) ������� ������� ���%��
� %��!�-������ #�� n C #�����������) 22 �������	 <�%��
������ #��� ����� −
N, � � ������%�� ������� �N�	 3�����
�� ������� E ����� −
N � c=λ ·RI #�� ���%��� λ ∈ �	 Ǳ��
λ � −
 ��������� c � T
� ��(�� 
T−� �*+, RI� � T
 <�#��
-�) �����"��� ����� #�������� (��#�������"�	 12

3����"��) �#���% ���������� � �����#���� �����"����	
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������� $ �
������ ��
%�!���� ������� �
 ����

����� 	�%
$ n ∈ %� 
 < a < n �
 �a, n� � 
� Ǳ��������
�� � 
������ ������
 �
���,���� �
 �k = 
���� ��(�

����� ���� Ǳ���
��� � �
�����- �
���(� � ���
�����

��� ������ �����

�
;�
qk . . . q� q�

; 
 . . .
,

���$���� ������� ����������� �V� $ ������� �
���

��� �����$ ���� �
���(� �
;�F

�

�
qk . . . q� q�

; 
 uk . . . u� u�
.

)��

�
E� nu� − au� � ±
.

)�� �������� �N� �
� ���'��� x � −u�� y � u�� ���
nu� − au� � 
W 
� x � u�� y � −u�� ��� nu� − au� � −
�
.��� ���

c � u� �*+, n� , ��� nu� − au� � −
W
c � −u� �*+, n� , ��� nu� − au� � 
.

��������� Ǳ�������� uk�� � 
 �� uk�� � ;	 <��� �������$
��� ��

�
�� ui � qiui�� = ui��, i � k, k − 
, . . . , 
.



����� �� ���	
��� ������� �4

Ǳ�%������� �% � ���� r� � a� r−� � n	 <��� �������� E
���)����" ��%� �(��������F

r−� � r�q� = r�,

r� � r�q� = r�,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rk−� � rk−�qk = rk,

rk−� � rkqk��.

A���� �� %���� � ���%� %����� � #������������ �����
��#����� ��%

�
N� ri � ri��qi�� = ri��, 
 ≤ i < k − 
.

��%������ � �
N�� �(������� nu� − au�F

nu� − au� � nu� − a�q�u� = u�� � u��n − aq��− au�.

B�%��"%� r−� � n� r� � a ���	 �
��� �� n − aq� � r� ) ����

�
I� riui�� − ri��ui�� � −ri��ui�� = ri��ui��

#�� i � −
	 0������ -� ��������" ��%�� � ��� ��&
i � ;, . . . , k − 
	 0�)���� � �
�� �� �
N� �#����� ��

riui�� − ri��ui�� � riui�� − ri���qi��ui�� = ui���

� ui���ri − ri��qi���− ri��ui��

� ri��ui�� − ri��ui��,

�� ) ������" �
I� ��� ��& i � −
, ;, . . . , k − 
	



�� ��$$���
�� �$	
�� %� $� �� $�$$��� �
���	�
�&�'

O��-���% �������) �
I� #�������"�� #�� i � −
 � ��$
%������"�� #�� i � k − 
	 <�%�� ������

nu� − au� � r−�u� − r�u� � −�r�u� − r�u��

� r�u� − r�u� � −�r�u� − r�u��

� · · · � ±�rk−�uk�� − rkuk��� � ∓rk,

��%��"%� uk�� � ; �� uk�� � 
	 3����� �� ������� 
 �����
rk � �n, a� � 
� �� � ��%����� ��������	 �
 
��
!���� /� 3��% #���2 ������� �
E� �������"�� #��
�(��" ���� k �� �����-�	 <��� -� !������ ����� #���$
#����� ��%�� �����F

nu� − au� � �−
�k.

#� $��������� ������	
 ������

B(������ �����  ���!����-� �� ������� ����� ��%��
���)�� �� ��#������ ��% ������ ��,����� 
������


������
	 >�) �������� #�� � (��� �#�(��%����  
RN;
��-� �����)�"%�� ��������%�� D	 X���������� ��� �� ���
����� #�������� �� ��� �����)�"%��� ��������%� Y	 P�$
����� �%�) �������� �������� ��� ���%���� ��)���& �����
� ���-���� ���(�	
U ��) ���� %��� 6����)��)7 �������� :%���� �����$

���� E� ���&����" ��)(��" �) �#��"��) ���"��% ��& �����
a �� b� ��� �����) �������� :%���� �����%�� ���&����"
%��!�-����� x �� y� ��� �%�&

a · x= b · y � �a, b�.



����� �� ���	
��� ������� ��

3��)���� %��!�-����� x �� y ��������" �(������ ����� ��
������� � �#��%� �a, b� � 
	

�������� �
 �� ������� ������� !�����

������ ����� n ∈ �� � ≤ a < n�

�	����� ����� {u′
k}� {vk}� {uk}� {v′

k}� {sk}� {tk}� {qk}� {rk}�
�	����$	 u′

� � �� v� � �� u� � �� v′
� � �� s� � n� t� � a�

����	 s� �� t�0 s� � t�q� � r�� � ≤ r� < t��

��!	 r� � �� �	 u′
�a � v′

�n � s�� u�a � v�n � t� ������

��!	 " r� �� �� �	 �	����$	 u′
� � u�� v� � v′

� − q�v��

u� � u′
� − u�q�� v′

� � v��

s� � t�� t� � r��

����	 s� �� t�0 s� � t�q� � r�� � ≤ r� < t��

��!	 r� � �� �	 u′
�a � v′

�n � s�� u�a � v�n � t� ������

��!	 " r� �� �� �	 �	����$	 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

� ��������� � #�%��%�� �(�������"�� #�����������

{u′
k}, {vk}, {uk}, {v′

k}, {sk}, {tk}, {qk}, {rk}.
 
��
!���� 0� A%�� �� �(�������� #�����������

�
T� {u′
k}, {vk}, {uk}, {v′

k},
�� ��� �����) �������� :%���� � -��%�� ���������� ��
��������� E	 13 >� �������� �� �������� � ��%������"��
����� �%������ %��"%���" %��%�	
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U���� ���� ���� ��������� � �� %��-� k �

�
R� rk � ;.

� ��������� � ���������"��� �� #�� i � k

�
@� u′
ia= v′

in � si, uia= vin � ti.

D��#���� � -� ������� �%�����"�� �� %������ %��-� ��
���� ���� ���������	

���� �� 1��� �
@� ����
� �
 �!��� ��(� � �
�

���,���� 
��������

��������� 0�)���� #�� k � 
 ���� �
@� �����" ������"$
����F n � n �� a � a ��#�����	 14 Ǳ��#������� �� ��$
����� �
@� �%����� ��� �%����" %��%� i < k	 0������ 2&
��� �����#���� %��%� i=
	 Ǳ�� �� �� ��#� ��� #������
�� �%��� �������"�� ����� #�����������) �� �����#����
%��-�F

u′
i�� � ui, vi�� � v′

i − qivi, ui�� � u′
i − uiqi,

v′
i�� � vi, si�� � ti, ti�� � ri.

<��� �� #��#������� ����%-�2

u′
i��a= v′

i��n � uia= vin � ti.

3� #������ #���������� ti � si��� ���� u′
i��a = v′

i��n �
si��� �� ) ������" #�� � ������" � �
@� ��� %��%� i= 
	
P��� �����

ui��a= vi��n � �u
′
i − uiqi�a= �v

′
i − qivi�n

� u′
ia= v′

in − qi�uia= vin�

� si − qiti.



����� �� ���	
��� ������� ���

3����� ��������� ri � si − qiti� � �� #������ #����������
ti�� � ri� ���%� ui��a= vi��n � ti��� ��(�� � ����� ������"
� �
@� �%����� ��� %��%� i= 
	 �

������� &� 	�%
$ ��� ����� k ����
� ���� �
R��
��� 
������ � �
���������� �
 ��(� k� )��

uka= vkn � �n, a�.

)
��� ����� ��� a �
 n � ��
��� �������� �

uka= vkn � 
.

��������� 3 �����2 ����  �
@� �#����� �� uka= vkn �
tk	 B�%��"%� tk C -� ������ �� ������� �� #�#�����"���
%��-�� �� tk � �n, a� �� #������ ������� 
	 �

"
 # $ % & � $ ' ( % ) Ǳ + & � % % ,


� Ǳ$
$��
���� !	 n � ka � r � ���	
��� �� + �	
� ��,�

�� 5	� �� �$��	� �
	6� ���	
��� � %� �	 vk  ���$ $�*� .�
n7 + �	
� ��,�

�� 8�$����� �� !	 �� k9	� �
	6� ���	
�� # 	)%� �/: &	
��� +#,
+ �	
� ��,�

� 5	� 	 ��%� � ���	
��� # .$�*�/�� � �� �	"�	� �
	6�7
+ �	
� ��,�

�� 5	� � �	�$�$��� �$� �  ��$
�"�:�� �� !	 r �	����	 ������ �
�� k7 + �	
� ��,�

�� Ǳ	� ����� %	� +j, r, ������ � �� +i, j, � �	�$�$��� �$� �7
+ �	
� ��,�

�� 5	� � �	�$�$��� �$	
$� �  ��$
�"�:�� �� !	 +a, n, � rk7
+ �	
� �#,�

�� 5	� � &	
��/����� �$	
$� # %� �	 y� : 6���7 + �	
� �1,�



��# ��$$���
�� �$	
�� %� $� �� $�$$��� �
���	�
�&�'

�� Ǳ	� ����� %	� 
���� �� x � c � λn ���	���	 ��� �$��	�	 λ ∈ �

� �	�$�$��� �$	
$� #7 + �	
� ��,�


�� 5	� y � y� − aλ � �	�$�$��� �$	
$� #7 + �	
� ��,�



� ;� .��(�� c� ��!	 .���� ������ 	��� . 
	.�<�.��� 
������� +�,7
+ �	
� ��,�


�� Ǳ$
$��
��� 
���� �� �3−� +=>? 42, � 3�� + �	
� �2,�


�� 8�$����� �� !	 ���	
�� 1 : 6���	 ��$���%�� �	 ���	
��� #�
��!	 �$ 	)%� �/���� �	 ���	��	 �� +�3,� + �	
� ��,�


� Ǳ$
$��
���� !	 �	�� +��,  ��/�� �
��������� �
� k � �� �
 �$ n � n �� a � a� + �	
� ���,�

-
 � � . � / )

������ 
� ����������	
�� ������� ������ +������� #,� �����

�� ��������� ������� ������ +a, b, ���� a �� b0

@, a � ��43 �� b � ��#�� A, a � ��43 �� b � �4�3�

B, a � �43� �� b � #14�� ?, a � �11� �� b � 2��2.

������ �� �� ��������
 �������	 ������ +������� #, ������

��������� ������� ������ ����

@, ��#� �� ����� A, #�#� �� ��#��

B, 2��� �� 44��� ?, 1444 �� 2232.

������ �� �� ��������
 �������	 ������ ������

+@, +#2#, ���,� +A, +1�, 22,� + , +#�4�2, ��12�,.

������ � �� ��������
 �������	 ������ +������� #, ������

+@, +�2, 42,� +A, +��#, ###,� +B, +333, ����,.



����� �� ���	
��� ������� ��1

������ �� �� ��������
 �������	 ������ +������� #,������

��������� ������� ������ ����

@, #�43 �� ��43� A, #�43 �� �443�

B, ��43 �� �443� ?, 1�43 �� �443.

������ �� �������� �� ������	 1 ����� ����������	���� ���

���� 	 ������	 +a, n, �� � !�� ����� ����"���� ������ 	 #���	
�

����$ �������� $��� +a, n, �� �7

������ �� ����������	
�� ��������$� ������� ��� ����%$�����

������ �� �� �����	 3 �������� +��43, ��#�, 	 ���$�� ������& ������

��'�& ��43 �� ��#� (
 � �����	 ����%$���� �$ ��� ���� +A,C+?,
� ������ � 

������ �� �������� +a, b, 	 ���$�� ������& �������'�& a �� b �$

���� � ������ # 

������ �� �������� +a, b, 	 ���$�� ������& �������'�& a �� b �$

���� � ������ 1 

������ 
�� �������� +a, b, 	 ���$�� ������& �������'�& a �� b �$

���� � ������ � 

������ 

� �������� +a, b, 	 ���$�� ������& �������'�& a �� b �$

���� � ������ 2 

������ 
�� ����������	
�� ���������� ������� ������ +��

������ 1,� �������� +a, b, 	 ���$�� ������& �������'�& a �� b �$

���� � ������ # 

������ 
�� ����������	
�� ���������� ������� ������ +��

������ 1,� �������� +a, b, 	 ���$�� ������& �������'�& a �� b �$

���� � ������ 2 

������ 
� )�"�� +a, n, � d �������* �� +a/d, n/d, � � 

������ 
�� )�"�� a, b, c + ��� ���	����� ���� �������* ��

+ac, bc, � c+a, b, 
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������ 
�� ,�����	���� ����	��� ���������$0 $��� +a, b, �
� � +b, c,* �� +a, c, � � 

������ 
�� ,�����	���� ����	��� ���������$0 $��� +a, b, �
# � +b, c,* �� +a, c, � # 

������ 
�� )�"�� p�, . . . , pn + ����� ������ ����� a � pα�

�
. . . pαn

n �

b � pβ�
�

. . . pβn
n  �������� �� +a, b, � p

���{α�,β�}
�

. . . p
���{αn,βn}
n  

������ 
�� )�������� ������� ������� ���" ���	�����" ���

�� a �� b ������-���$ �������� ���	����� ����� $�� ������$ �

�� a� � �� b (� ���� �������-���$ Da, bE �������* ��

@, $��� p + ������ ����� a � pα� b � pβ � �� Da, bE � p�	
{α,β}�
A, $��� p�, p� + ��� �����" ������" ����� a � pα�

�
pα�

�
� b �

pβ�
�

pβ�
�

� �� Da, bE � p
�	
{α�,β�}
�

p
�	
{α�,β�}
�

�
B, $��� p�, . . . , pn + ����� ������ ����� a � pα�

�
. . . pαn

n � b �

p
β�
�

. . . p
βn
n � �� Da, bE � p

�	
{α�,β�}
�

. . . p
�	
{αn,βn}
n  

������ ��� ������ Da, bE �$ ���" ��� ���� a �� b � ������ � 

������ �
� ������ Da, bE �$ ���" ��� ���� a �� b � ������ # 

������ ��� ������ Da, bE �$ ���" ��� ���� a �� b � ������ 1 

������ ��� ������ Da, bE �$ ���" ��� ���� a �� b � ������ � 

������ �� ������ Da, bE �$ ���" ��� ���� a �� b � ������ 2 

������ ��� �������* �� Da, bE · +a, b, � ab 

������ ��� �������� �� +a, b, | Da, bE 

������ ��� �������� �� Dca, cbE � cDa, bE 

������ ��� .� - ������� ����	��� ���������$7

@, )������� ������ ������ ���" ������" ���� ������
- &"�

����	 ���	��	 

A, )������� ������ ������ ���" ���������" ���	�����" ���

�� ������
- &"����	 ���	��	 

B, )������� ������ ������ ���" �����" ������" ���� ������

�
- &"����	 ���	��	 



����� �� ���	
��� ������� ��2

?, !��� +a, b, � �� �� Da, bE � ab 

F, !��� p � a� �� Dp, aE � pa 

������ ��� .� - ������� ����	��� ���������$7

@, !��� Da, bE � �� �� a � � � b 

A, !��� Da, bE � b� �� a � � 

B, !��� Da, bE � b� �� a | b 
?, !��� Da, bE � ab� �� a � b 

F, !��� Da, bE � ab /01 Db, cE � bc� �� Da, cE � ac 

������ ��� 2���$���� ��$���	���� ������	 #1× �1* $��� ������

���� P� +��� ��� �, )�������� ������� K�� $��� ����� � �����

�������� ��- ������ �1× �1 )�������� ������� K�� $��� �����

������� � P� � P� \ K�� ��- ������ �� × �� � P� � P� \ K� �����

������� ��� �������� ������	 1×1 Ǳ��$ '���� �����
���$ ���

�������� ������	 �× � +��� ��� #, 

13

23

13

13

10

10

3

3

3 3 1
1
1
1

���
 	
 Ǳ�$���	���� P� ���
 �
 ������� ��������

�������� ����� ��& �������	 ������ �$ ���"������$ +#1, �1,0

+��,

#1 � � · �1 � ��

�1 � � · �� � 1

�� � 1 · 1 � �

1 � 1 · �.
@, .� ������ �� ��%$��� ��� ��������$�� � �������� �����

�� �� ���������$� ��$���	����� ����������7
A, .� - '�� ��%$��� 	�����������7
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������ �
� ��� ����'� ������
�� ��	� ��
�� ���	 �������" ���

�� Ǳ� ����� ���� ���$�� ����� ����	����� ���	 4����'� ����

�������	 ����������� ���� 	 ���$��	 ��������$� � ����� �������

�� ���	 ���	 〈x, y〉� x ≥ y� �� �	���$�	 ���	 ���$�	 〈x − ty, y〉� ��

t + ���� ���	����� ����� �� x − ty ≥ � �����- ���� "�� ����

��� ������- ���	 � �	����
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 ��������� �� $��� ���

������-���$ � ����
 〈a, b〉� �� ���� ������	-���$ ����
 〈�, +a, b,〉 
������ ��� )�"�� a ∈ � 2���$���� ��� ���� ���� n� �� ��

������ ������ ������	-���$ �� n ������ ��� ��������� +a, b, �$

��$���� b < a +������ +a, b, � rn−�, )������� � ����" n �������

������
 ���� a � ��������� h+a, 

@, �������� �� h+a, � � ���� � ����� ���� � ��� a � #�
A, Ǳ����"	���� h+a, �$ a ≤ � 
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≡
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a b
c d
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+345 .., .

-��(�!���� ����
��� ����!��! +��� ����
'�8 345 .., � �
�
(
����� ������� ������ +u, v,′ �
 ���� ����� x �
 y6

[
u
v

]
<

[
a b
c d

] [
x
y

]

��

[
a b
c d

] [
x
y

]
<

[
u
v

]
.
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�(���� '� �
������ ����!��! �
���
��� ������
���  ��� ����!�� �  ���
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�����
[

a b

c d

]
�
� ��������� ��
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�������� �������� ��������� �� ������� m
�� ����� ���� ���(� x �� �
���
���

+., ax ≡ b +345 m, ,

 � a� b �
 m �
 
�� '��� ����
� 0
��
����� )� !	)� x �
����*!�	�� �������(� ����!��! +.,� �� x±m �
	�� � ����*!��
	��� 2 7��� ��(�� !	)� +a, m, < $� �� ����� a−� +345 m,
+������
 .�$, � ���� x < a−�b +345 m,� A� ���
�
�� )�
������� ����!��! +., �
� ����*!��	 ��� �� ��!	��� b� !	�
)� +a, m, < $� > �� 
����� �
� ��
 ������! �
�������
���� �
(
����� �������
��

���
��� �� �������� +., ��� ������ ��������	 / ≤ x < m
��� ���������� b ���� � ����	� ���� 	��� +a, m, < $�

!��������� Ǳ��������� ����
�	�� )� +a, m, < $� ?	 ��
��	
�
�� ��)�� � '���� ���
 	� ����!��! +., �
� ����*!��	
x < a−�b +345 m, ��� �� ��!	��� b� ?	�� ��� '���� ���
���
� )� � �� ����*!��	� �� ���� ����� ka +345 m,� / ≤
k < m� �����
�� �  �
 � �
	����� 3 0 ���(� ��	�� �
����
 �	 .�$ ����� ���� )� ��� ���� � �������� !	)� +a, m, < $�
B����
�� ���������!  ��� ��� � ������ ����*!�	��

9��� ��� �����  ��(� �
����� �������� Ǳ���������� )�
����!��! +., �
� � ���� ����*!��	  �! �� ��!	�(� b� A�
���
�
�� )� ��� ����
 ka +345 m,� / ≤ k < m� � �������� 4

C '���� ���
 	� �
��� �	 .�$ ����� ���� )� a−� +345 m,
������ @���� � ������� .�$ ������
�� )� +a, m, < $� �
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+E,
ax2 by ≡ e +345 m, ,

cx2 dy ≡ f +345 m, .

-���*!�	�� '��8 ������� �� �
���
��� �� ��!	� �
�� '����
����� x �
 y� !	
 �
 ������!� '� ��������

���
��� �� "�#���� +E, ��� ������ ��������	 �� ��$

����� m ���� � ����	� ���� � 	��� +F, m, < $� �� F <
ad−bc +345 m,� %�������� &� ��#�� ad−bc ���������#�

��������	�� �����'� #�#���� +E,�

!��������� Ǳ���������� )� ������
 ������
 +E, �
� ����*!�
��	 / ≤ x� < m �
 / ≤ y� < m� 9�������� ���� 	��(���
��'�� �
 d� 
  ��(� G �
 b6 5

adx2 bdy ≡ de +345 m, ,

bcx2 bdy ≡ bf +345 m, .

C� �!��  ��(� 	��(����'�� �� ����8� �����
��� 6

+ad − bc,x ≡ +de − bf, +345 m, .

0(� ��  � ������� $ '� ����!��! �
� � ���� ����*!��	 / ≤
x� < m �� � � ����	� �� �� 	��� +ad−bc, m, < $� H�
��(�����
����� 7 ������ � +E, �����
�� ����!��!

+1, +bc − ad,y ≡ +ce − af, +345 m, .

A� ����!��! �
	�� �
� � ���� ����*!��	 �� � � ����	� �� ��
	��� +F, m, < $� 8 �

@�����
 &  
� 	������� �����
��! ����*!�	�� 
�� ��  
�
�������  �! ���(�� A� ������� ����!���! � �
��������
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���
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��� !� (	&� #�#���� +E, ��� ������ ��������	 / ≤
x� < m �� / ≤ y� < m� ��

+;,
x� ≡ F−�+ed − bf, +345 m, ,

y� ≡ F−�+af − ce, +345 m, ,

�� F < ad−bc� � F−� ) �������� ��#�� �� F �� ������� m�

!��������� B�	���	� ������
 +E, �
� � ���� ����*!��	� ��
+F, m, < $ �
 �������� & � ���� F−� +345 m, ������ �
���

ax� 2 by� <
(
aF−�+ed − bf, 2 bF−�+af − ce,

)
+345 m,

< +ad − bc,F−�e +345 m, < e +345 m, ,

��	���	� FF−� ≡ $ +345 m,� A� ���
�
�� )� �
�
 x� �
 y�
�
 ������!� ���� ����!��! ������� +E,� @
	�� �� �����
 ��� ���� )� '! �
�
 �
 ������!� �  ��(� ����!��!� 9 A�
���
�
�� )� �
�
 � x� �
 y� � ����*!�	�� ������� +E,� �

�� ������	
��� ����	 ������ ���������

���
��� "� %�*�� +F, .., < $� �� F < ad − bcI ��� a�
b� c �� d ) +�������� ,�-�� .����� /��� ��,�-�������

+����������� ��,�-������* ������� .����� ����#�0���#�

�� -��������
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�� -��� ����� ������ ��� #�!�� $���� ��O ���� �	
#�� � ++P
'����� 11=,�
�� :��	���� Q� ��Q� x O ���R���� ��
� 
��� ���
�

� '+,� �� x±m

����� O  ��� ���R����� '����� 11�,�
�� :��	���� Q� ��Q� ���
�

� '+, ��O Q	 ���
 ���R���� ����

x 9 a−�b '()* m,� �� �	�	� 3��	� ka '()* m,� = ≤ k < m� ��
���S
��� ��
������� '����� 11+,�
�� Ǳ���
��S 3��� ��� 3���� ka '()* m,� = ≤ k < m� O ��
����

��Q� ���
�

� '+, ��O O��
� ���R��� ��� ���ST����� b� '����� 11+,�
�� -��� ��
���	
��� ���
� �
����� 
� ��
���
��P '����� 114,�
�� -��� ��
���	
��� ���
� ���
����� ��
� ��� �
#��P '����� 114,�
�� U�  '4, �������� '/,P '����� 114,�
�� I�	�
����S� Q� ���
�

� '/, ����� ��O O��
� ���R��� ���� �

���S�� ����� ���� '8, m, 9 1� '����� 114,�
�� :��	���� Q� ���� x�� y� � ���	�	

� �	��	�� + ������S
�O �

����	 ���
�

� ����	�� '4,� '����� 11/,�
��� Ǳ	�	������� Q� '6, O 
�������� '5,� '����� 11/,�
��� -���  +t� ≡ 1 '()* /, �������O t� ≡ � '()* /,P '����� 11<,�
��� -���  1/t� & 6 ≡ + '()* 6, �������O t� ≡ + '()* 6,P

'����� 11<,�
��� Ǳ	�	������� Q� x 9 1=/s & /� ��� �	����� ������ s � ���R��

�

�������

�� ���� �S��� ���3� 
� ����� 11<� '����� 11<,�
��� I�	�
����S � ����� Q� �������

� ���� �S�� ���3� ��O 
	���
T

3	
� ���S����S ���R����� '����� 11<,�
��� U�Q� ������ ��
���	
�� O ��O�
� ��������� �� 'Mi, mi, 9 1

��� ���
��� i � ���	�	

� �	��	�� /� -���P '����� 1�=,�
��� Ǳ������� Q� Mi ≡ = '()* mj, � ���	�	

� �	��	�� / ����� �


	 ���� i �9 j� '����� 1�=,�
��� "���� �	� 3��� ��
���	
��� Miy ≡ 1 '()* mi, � ���	�	

�

�	��	�� / ��O O��
� ���R��� yiP '����� 1�=,�
��� :��	���� Q� 
� �	
#�� ����S
�� ����
�� 3��	� m�, . . . , mk O

M 9 Vm�, . . . , mk,W� ��Q� m�, . . . , mk O ��O�
� �������� 3������P
'����� 1�1,�
��� E���Q� ������
�����   ! � #�!�� Ǳ�	 !	��P '����� 1�+,�
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� ���������  �!�� "���� # �����$��

[
1 �
+ 4

]
#� �!%

��&��� !��#�

'X, 	
�� ��� 	
�� ���
'Y, �� ��	���� �� �� �����

������ �� '� �!��&��� !��#�� ��� #� �!��&��� ������� "����

# �����$��

[
1 �
+ 4

]
%

'X, �Ǳ��������
'Y, ��������������

������ �� (� ���)����* �����$�

[
1 �
+ 4

]
���  �!��&���� #� "��%

��� ������& ������*��� ��&��P

������ �� (� ���)����* �����$�

[
< �
16 /

]
���  �!��&���� #�

"����� ������& ����+��*��� ��&��P

������ �� '�� �����$� A ��#���� � × �� ���������� ���+ � ��%
�����*�� ����� aij � 1 ≤ i, j ≤ �� ��,������ �����$� A′� ��� ����%
����*�� # ��������& aij '()* n,� �� n > 1 - ��&��*�� �������*��
������

'X, '�&����� .� *Z['A, '()* n, 9 *Z['A′, '()* n,�
'Y, '�&���� ���������� �&���/���� ��� �����$* ��#���� k×k�

������ �� '�&����� .�  �!� "���� # �����$�� A ��#���� �× � �
��&�����*���  �!�� "���� # �����$�� A′� �#������+ � #����� /� (�
� $� &�����&���* &����� ��� ��&��*���� ��#���� k × kP

������ �� 0�!��� ��������&�� ��#�&���*�� �������� ���&���
�����&������ ,��& ��!�&���% C� 9 σ'P�, ��� ,��*%���+ ,��&� �� ��
σ'·, - $� #����� ���������&�� ���&���& ��!�&����

'X, Ǳ����)�&��� ���*����*  �!��& ��������&�� ��� ����+��*����
��!�&����
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'Y, (� �  �!� 2�#���  �!��� ��������&��P
'\, 3����/���� ,��&� � �� �� .�, & ��!�&��� #��� ����* ��

���&���� '� ��/��+ # 4 �������&��) ����� ��� ��������*��

# �����*�) ,��&� #��������� ��������&��% σ 9
(
� � � �

� � � �

)
�


� �!��&��� ����� ��  
���
'*, 
������� !������ �����&������ P� & C� ���  �!�� # #���%

�� '\,�

������ �� 5���*�� ����� �����$* �× �� ��.� +)�� �������� ���%
����* ���*�� #������� = �,� 1P 5���*�� ����� ��) �����$*� ���
����* �,������ #� ()* �P

������ �� 6�#������� ���/��� �����$* � × �� �������� ���)
aij � 1 ≤ i, j ≤ �� �������* ���*�� #������� =� 1 �,� �� Ǳ�#������
8 9 *Z['A, �� ��#������� �&� ������/��� �����$*7

M� 9 {A % a�� �9 =, a�� 9 =, 8 '()* +, �9 =},
M� 9 {A % a�� �9 =, a�� �9 =, 8 '()* +, 9 =}.

'�&����� .� & ��/�� # $�) �&�) ���/�� ������*�� 4 �����$*�

������ ��� 6�#������� ���/��� �����$* � × �� �������� ���)
aij � 1 ≤ i, j ≤ �� �������* ���*�� #������� =� 1 �,� �� 6�#�������
������/��� �����$*

M� 9 {A % a�� �9 =, a�� �9 =}.
5���*�� ����� �����$* � $� ������/���P 8��������&���� #���%
�� <� ��&����� .� ����� ��&�� �9 �����$*� ��� ����* �,������ #�
()* + �� a�� �9 =�

������ ��� 6�#������� ���/��� �����$* � × �� �������� ���)
aij � 1 ≤ i, j ≤ �� �������* ���*�� #������� =� 1 �,� �� 6�#�������
������/��� �����$*

M� 9 {A % a�� 9 =, *Z['A, '()* +, �9 =}.

'X, '�&����� .� \X]*'M�, 9 1��
'Y, 8��������&���� #����� < �� 1=� ��&����� .� ����� ��&�� �4

�����$*� ��� ���) *Z['A, '()* +, �9 =�
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������ ��� (���� 'abc,�� ��� ������ 	 ��� ������� �� ��� :�.�
$� ����� �����/��� �� � � �� ��������� ������ ��� ��� ������ �
��� ������� �� �	� 
���� a� b� c�

������ ��� 
�����* &�� �������*�� ����� ��/ �;; �� 	;; � ���
��� ������� �� �� 	 �� � ����* ������ � � � �� 	 � &����&�����

������ ��� 
�����* &�� �������*�� ������ ��� ��� ������� �� � �
� � � � 	 � 9 � � ����* ������ ; � � � � � � � � � 	 � &����&�����

������ ��� 
� ��������� �����*��+ ������� ��� ������ #����
��#&<�#�� ������� ��������$�

⎧⎪⎨
⎪⎩

x ≡ / '()* 6, ,

x ≡ + '()* 11, ,

x ≡ 1= '()* 1+, .

������ ��� 
� ��������� �����*��+ ������� ��� ������ #����
��#&<�#�� ������� ��������$�

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

x ≡ 1 '()* 1/, ,

x ≡ + '()* 16, ,

x ≡ 1= '()* �4, ,

x ≡ 4 '()* 1<, .

(� ����� ��#&<�#�� $��+ �������� ��.� #�����* �= & ������� ���%
�����$�+ �,���� 4 � ������ ������P

������ ��� �����*�� ������� ��� ������ &��������&���* ���
&�������� ���!�������) �����$� # &������� �������� >�)�� ��%
�������� m� 9 ��� − 1� m� 9 ��� − 1� m� 9 ��� − 1� m� 9 ��� − 1�
m� 9 ��� − 1� ?�/�� ����&������ .� &�� $� ����� � ��������� Ǳ�%
������� M 9 m�m�m�m�m��

'X, (��� ��/�� �������*�� ����� x ≤ M ��/�� ������ �����
�������&��� �<������� �������*��) ����� 'a�, . . . , a�,� ��
ai 9 x '()* mi,P

'Y, 5���*�� �������&�) $�!� ��/��* ���� ���� ����� xP
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'\, :� � &��������&���� ������ &�� ������� �� m�, . . . , m�� ��/%
�� #�����&��� �����$�+ ����&���� �� ���/���� ����� x ≤
M �� y ≤ MP

'*, :���� ����* ,��� x �� y� .�, �����$�+ ����&���� �� ���%
/���� #� ��������� ����� &�� ������� �� m�, . . . , m�� ��&���
�������� ��#��*���P

������ ��� ?�/�� �,�������� .� ��� 9 56, 1=;, ;54 �� ��	 9
1+4, �16, 6�;� ���*������� !"#$% &' (()* ��/� ��,��� ����� �,���%
����� �� � ��� �������*��) ������ ��� �� ����&�.���* <<, <<<, <<<�
3����*�� ��� > <<, <<<, <<<� �� ��� �,�������� ���*������� ��� ���%
,��#�� &����&��* ��� ≈ �.1464;+5 · 1=�� 
�����* �����, �,�������
����� ��� #� ��������� �� � !"#$% &' (()* �� �����*��+ �������
��� �������

������ ��� '�&����� .� �&� ��������$�+ x ≡ a '()* n, ��
x ≡ b '()* m, ����* ����*�� ��#&<�#�� ���� � ���*�� ���� �
���� a− b �����*�� �� 'n, m,� ��.� ��#&<�#�� ������ �� &�� � ������
#� ������� Vn, mW�

������ ��� 
���� &�� #������� a� ��� ���) �������� �������
��� )��� , ���� ��#&<�#��

{
�x ≡ a '()* 4, ,

+x ≡ 4 '()* 1=, .

������ ��� 
���� )��� , ���� m > 5� ��� ����� �������� ��%
����� �� ��� /������ ��#&<�#��%

{
x ≡ + '()* 5, ,

x ≡ 6 '()* m, .

������ ��� '�&����� .� �������� ������� �� ����* ��#&<�#��&%

'X,

{
x ≡ � '()* 4, ,

x ≡ + '()* 5, �
'Y,

⎧
⎪⎨
⎪⎩

x ≡ + '()* 4, ,

x ≡ 4 '()* /, ,

x ≡ 4 '()* 5, .
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������ ��� '�&����� .� ��.� x ≡ a '()* n,� �� &�������*��
���� # �&�) ��������$� x ≡ a '()* �n, �,� x & n ≡ a '()* �n,�
(� ��/��* $� �&� ��������$�+ ����&�/�&����* ���������P

������ ��� >�)� a �� n > 1 - �������*�� ������ Ǳ��������
a� 9 a '()* n, �� c 9 a−� '()* n,� c� 9 a−�

�
'()* n,�

'�&����� .� c 9 c��

������ ��� 
���� $��� ������ ��� ��� ������� ��

'X, �� �� 9� �� ��� ������ �� �� 	� 	 +, �-.� /012 3�3 425�
'Y, �� �� 	� 9 ��� ������ �� �� �� 	 +6789:848� .842 ���; 425�
'\, �;� ��� �� ��� ������ �� ��� �	 +<=>-010.?8. +�;(@A�;3@55�

������ ��� >������� ������� ��&����� �� ����&� �����#� ����%
�� & ������*�� ��$��������+ ���������� ��� ����������� @������
��������*�� # ,��* � ��/ �;�;;; �����A�
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Шифр Вiженера

'�� ��/��+ ,��&� ������*���� ��!�&��� ,��� �����)�&��� ++ &�����%
�� ������� � ������ &������� ,��&� B�C '��,��* �/�&���+ ,��&�
& ������*�� ��&�,� ��,�� �,������� &���� ���� ���*����� ���& $��+
,��&� �� ���*����� ���& ,��&� B�C� 
��#������ .� &������� �������
,��&� B�C ����&��� �;;D� 8��&����* ����/� .� &������� ��������
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��������� � ,��&� B�	 ����&��� ���,��#�� �9D� (������ �� �����%
�� ��#�� �&��� � ������� ��������� >� ������� ����#��� ���!���
&�������) ������ �����  �!��&���� ������ ��� ���������!�� #�
���������  �!��& Ǳ��!��� �� 8�/������ � ����/ #� ���������
 �!�� 8�/����� # &������&�� �������

'X, Ǳ������*� �� &������� ������� ���& ,��& � ������ ��/��
&��������&�&��� ��� �� �!��&���� ��&�������*P '5����,�
�� �!��&����� ����&��� �� &�������) �������) � ��#�&���*
��������� �����#���,

'Y, 
� ��������� ������� �������*� ����  �!� 8�/����� &&�%
/���*�� ��,��* ������ �� �� �!��&���� #� ���������
���������� �����#�P

'\, Ǳ�������#��� �������* �� �)  �!��&� �������&����) ��
��������

������ ��� Ǳ�� #������&����  �!�� Ǳ��!��� & ������*�� ��&�
&��������&���* ��,��$� / × /� � ,��&� B �� C �����/����*�
:�.� ���*����* ,��& � ��&��������� � ��������� �� & ���$� ������*
,��&� ��

'X, (��� & ������*�� ��&� �,���� ��,��$� /× /� � & ����+��*%
�� - 4 × ;P

'Y, '�� ���� �����/����* ,��&� B �� CP (��� ���� +)P
'\, >�&�.� & ���$� ��&��������� ������* ,��&� �� ��.� ���*%

����* ,��& � ��&��������� � ��������P

������ ��� E ������ ������*��+ ���*�����$� '����� 5���# ^
���


�� ������_  �!� Ǳ��!��� ���� &�#�����*�� ���*� Ǳ�&��������� DE
*FE GBH!IJEFEG & ���� ������ ,��� #� �!��&��� #� ���������  �!%
�� Ǳ��!��� # &������������ �����&��� ���&� KIL*F!M� �� �����$�
 �!��&����

� � � �  
! " # ` a
b c d efg h
i j k l m
n o p q r


� �!��&��� ��&��������� # ������ '� 5���#�
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������ ��� 
� ��������� ���+ / �����$�  �!��&����� .� � &
#����� �;� �� �!��&��� #��������� ��&���������% �NOP MLQKRB�E�

������ ��� 
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	�� P��
 ����&����Q ������ � ���� ���� ��&����� "����
Nαβ � . ≤ α < β ≤ k� �� Nαβ + �� �������� ���������
��� 	
�������� � ����&����� Vα 
 Vβ L ���
	 	 �
	�� 
P�� ����&����Q ������ � ���� ���� ��&����� "���� Nαβγ �
. ≤ α < β < γ ≤ k� �� Nαβγ + �� �������� ���������
��� 	
�������� � ����&����� Vα� Vβ 
 Vγ L . . . ! ;
���
��� ���
	 	 �
	�� Pk ����&���Q ������ � ������ "����
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�������� � ��� k ���
��&���!
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��
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� . . . pik

k ! 7��
��������%� . ≤ j ≤ k ����� ����� m/pj "����� ��� �� �������
'� � m 
 ������� �
 pj ! F�
��%�"��� ��� ��������� �
��
��	��� j� ≤ k 
 j� ≤ k ����� ����� m/pj�pj� "����� ��� ��
������'� � m 
 ������� �
 pj�pj� !
��'� l ≤ k� � ��� ��������� j� ≤ k, . . . , jl ≤ k ����� ����

�� m/pj� . . . pjl
"����� ��� �� ������'� � m 
 ������� �


pj� . . . pjl
! =%���� �� ��
���
 ��� "��������� "����� �����
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�
��
 -m, n/ 5 .� �
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-.#/ φ-mn/ 5 φ -m/φ -n/ .
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�� ��� m 5 n 5 p� �� p + ����� "�����
�
��� 	
 ��
����� .

φ
(
p�

)
5 p� − p �5 -p − ./-p − ./ 5 φ -p/φ -p/ .
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 n � ������
������ ���������! (������� m 
 n � �	
���� �������� �
����� p�, . . . , pk, q�, . . . , ql ���
� ���
����� "����! 21 *��� 	
��
������ -.9/ ������
�� '�

φ
(
pi�
� . . . pik

k qj�
� . . . qjl

k

)
5 pi�

� . . . pik
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φ -·/� ���� �
� �
%
�"������� 	
�����
��� � �����%�
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��� � -1� %����.� &��
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���� ������� 	 m! I�	�
%������ ��� ��&���� ������ ��%���� xia ��� i ��� . ��
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φ -m/! (������� a � �	
���� ������ 	 m 
 xi � �	
����
������ 	 m� � � xia 
��& � �	
���� ������ 	 m� ���
xia ≡ xj -123 m/ ��� �����%� . ≤ j ≤ φ -m/!
=
��
&���� '� ��� 	
����� ��� ������� "���� xia� . ≤

i ≤ φ -m/� �
 m � ��	����! 7������ ��'� �� �� 
�� �
���� � 
�� i� �5 i�� '� . ≤ i�, i� ≤ φ -m/ 


xi�a ≡ xi�a -123 m/


��
-xi� − xi�/a ≡ 9 -123 m/ .

(������� a � �	
���� ������ 	 m� � ��
��� ������� �
����������� ���� '�

xi� − xi� ≡ 9 -123 m/


��
xi� ≡ xi� -123 m/ ⇐⇒ xi� 5 xi� .

�� ������"�� �����'��� ��� �� '� "���
 x�, . . . , xφ�m�

� ��	���� �
��
������ "���
��! *��� ��� "���
 xj � ����
%�������� xia ≡ xj -123 m/� i 5 ., <, . . . , φ -m/� � ��	����!
Ǳ������&��� ���� ��� ���%������� xia ≡ xj -123 m/!

(�������

x� . . . xφ�m�a
φ�m� ≡ x� . . . xφ�m� -123 m/


��
x� . . . xφ�m�-a

φ�m� − ./ ≡ 9 -123 m/ .

(������� "���� x� . . . xφ�m� � �	
���� ������ 	m� � ��
��
�� ���%������� � �
��������� ���� '�

aφ�m� − . ≡ 9 -123 m/


�� aφ�m� ≡ . -123 m/! �
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 a−� -123 n/� ��'� -a, n/ 5 .! 7����� 	 -.@/ ������
��
'� aφ�n�−� · a ≡ . -123 n/� ���

-.$/ a−� 5 aφ�n�−� -123 n/ .
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 ��&�
 ���
"��� �
� "���
� �������� 	
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� � � � � � � �	 ������� 
����� ������� φ $n%

4 � �  " 1 5 6 7 8
40 . . < < @ < : @ :
�40 @ .9 @ .< : J J .: : .J
�40 J .< .9 << J <9 .< .J .< <J
 40 J #9 .: <9 .: <@ .< #: .J <@
"40 .: @9 .< @< <9 <@ << @: .: @<
140 <9 #< <@ $< .J @9 <@ #: <J $J
540 .: :9 #9 #: #< @J <9 :: #< @@
640 <@ ?9 <@ ?< #: @9 #: :9 <@ ?J
740 #< $@ @9 J< <@ :@ @< $: @9 JJ
840 <@ ?< @@ :9 @: ?< #< B: @< :9

� 
���� ��&�
 �������
� ��� ��� ��"������� 	�
�
"��� φ -n/ ��� �
%
��� ����� n� ��'� �������
� ��
�
������ ���������
������! ;
�����
��

φ -.99/ 5 φ -<$ · @/ 5 φ -<$/ · φ -@/ 5 <9 · @ 5 J9.

�	 � � � � � � � � � � Ǳ � � � � � �

�� Ǳ���	��� ���' ��������� a �� n ����		� ('�� �)�*�	� ��������
+�� ����, -�( ��� La,b ('� �)�*�	� �+	�)	��	��. $����� ���%�

�� /������, -� +����'��		� La,b ���' +�
�	� )+�
�	0*�1�� )�

���'��0 $"%� $����� ���%�

�� 2��' +�'��
 �������� ' ���'�� $"% ��3	� )������� ' �����+�
n − b · a−� $456 n%. $����� ���%�

�� Ǳ���	��� ���' ��	'* �� ����� 7�)��� �� "! �+	�)	��	�8 �'�19
����������	�8 ����� +�� '����	�1���� ������'. $����� ���%�



����� �� ��	�
	� ���� � �

�� 2��' ��	'* ��! ��	�
	�8 ����� +�� '����	�1���� ������'.
$����� ���%�
�� :���	����1, -� )� '��� �������, 	����+�	�8 	� b�, b�, ) ��	��'9

�	;�� $ % ��� m < ! �������*, -� b� < b�� $����� ���%�

�� Ǳ���������, -� ) ��	��'�	;�� $ % ��� m < � �������* a� < a��
$����� ���%�

�� Ǳ���������, -� ����+ �����, -� 	� ������-'0�1 "�, ���1�� �, �,
#, �, �, ��, �#, ��, ��, "�, "�, "# * �)�*�	� �������� ) "�� $����� ���%�

	� Ǳ���	��� ���' φ $n% ≤ n − �. $����� � !%�

�
� 2��' φ $n% < n − �, ��-� n * ������� ������. $����� � !%�

��� /������, -� ���1�� ����� �����+' p · j, j ∈ �, 	� * �)�*�	�
�������� ) pk� $����� � !%�

��� 2��' ��	'* ���	� pk−� �����, ��� * ��	���� )� pk �� ��� ��0�1
����1	�
 +��1	�� ) p, (��1��
 )� �. $����� � !%�

��� :���	����1, -� ����+ �����, -� 	� ������-'0�1 pq, ���1�� ��
����� 	� * �)�*�	� �������� ) pq, ��� +����1�� �(� 	� p, �(� 	� q�
$����� � !%�

��� Ǳ���������, -� φ $pq% < pq − p − q = �� $����� � !%�

��� 2��' � ������+�  �(��	� ����� �� �� "�. $����� � !%�

��� /������, -� ���	� pi−�qj �����, ��	��8 )� piqj , +����1�� 	� p�
$����� � �%�

��� /������ ����+�� ���0��		�>����0��		�, -� φ
(
piqj

)
< piqj −

pi−�qj − piqj−� = pi−�qj−�� $����� � �%�

��� 2��' ����������1 � ��3	� )������� ' �����+� $�%. $����� � �%�

�	� Ǳ���������, -� ����������1 # ��� k < " * ���	����1	�0 $�%�
$����� � �%�

�
� ?�)@�)��� )�+��' #� $����� �  %�

��� Ǳ���)���, -� ��-� m < pi�
�

. . . p
ik
k �� n < qj�

�
. . . q

jl
k * �)�*�	� ���9

�����, �� ����+ p�, . . . , pk, q�, . . . , ql 	���* �+	�����8 ������ $����� �  %�

��� /������, -� ������� � �������* ) $� % �� $#%� $����� � �%�

 	 ! � " � # �

��� �� �� ��������� 	
�
����� ���� � ����������� a < "�,
b < � ���������� ���
���	���� ������� �� ����� ������� �����

���� a < "� �	� La,b ����.
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��� �� �� ��������� 	
�
����� ���� � ����������� a < "�,
b < � ���������� ���
���	���� ��	
��, �������������� 	�������

��� �	���
�� �� ����� ������� �������� a < "� �	� La,b ����.

��� �� ����	������ ������������ 	
�
����� ���� � �����

������� a < "�, b < � �������� ����� �������� ������ �����,
����  �	� �����������

��� �� ����	������ ������������ 	
�
����� ���� � �����

������� a < "�, b < � �� ����� ���	
������ �������� ����
���

������ �����, ����  �	� �����������

��� �� !������, "� $�"% ���	���# � $��%�

��� �� Ǳ�����	
������ �� 	�%� � � ���	����� �
������ ����

����� �������
 ����%
& φ $n%� !������ %� �
�������

��� �� Ǳ�������, "� φ $#���% < φ $#���% < φ $#���%�

��� �� Ǳ�������, "� �	� ������� ������	����� n ������#���

�� �	�����
���

φ $"n% <

{
φ $n% , ��"� n �������,

"φ $n% , ��"� n �����.

��� 	� ������ ������ �
� �
	���� ����� �� �#�

��� �
� ������ ������ �
� �
	���� ������ �� " �

��� ��� '�������� ������� %���� ���	� �������

��� ��� ����(����� �
������ φ $x% < x/��

��� ��� ����(����� �
������ φ $"x% < φ $�x%�

��� ��� ����(����� �
������ φ $x% < "�

��� ��� !������, "� φ
(
n�

)
< nφ $n%�

��� ��� )�*�� m | n� !������, "� φ $mn% < mφ $n%�
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	� ���� �#�

��� ��� )�*�� d < $m, n%� !������, "�

φ $mn% < φ $m%φ $n%
d

φ $d%
.

��� ��� )�*�� d < $m, n%, � K < Am, nB� !������, "�

φ $m%φ $n% < Kφ $d% .

��� �	� !	� n < �, �!, �", �� �
���*�����

$��%
∑
d|n

φ $d% .

)� �����
 � ���	��� �������� �
������ �������� �������� %
#& ����

� ����	����� ��������

��� �
� !������, "� ���� $��% ���
���# n �	�  ��������� n�
+�� ����	���� ������� ,� -����

��� ��� !	� n < �, �!, �", �� �
���*�����

$��%
∑
d|n

$−�%n/dφ $d% .

)� �����
 � ���	��� �������� �
������ �������� �������� %
#& ����

� ����	����� ��������

��� ��� Ǳ�������� ����� Tn ���� $��%� !������, "�

Tn <

{
−n, n # ��������,

!, n # �������

��� ��� )�*�� p # ������� ���	���

$C% ������ φ $�% = φ $p%�
$D% )�*�� α > � # ������	���� ���	��� ������ ����

φ $�% = φ $p% = · · ·= φ $pα% .
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� " � . . . b

b = � b = " b = � . . . "b
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�

�
�
�

�
�
� . . .

�
�
�

$a − �%b = � $a − �%b = " $a − �%b = � . . . ab.

. ���* ���������* %
#& �� 	�%
 ���*������� ���	�, ��
 # ���#���

�������� � ���	�� b. /�
	��� � ������� � %�* ��������
� ���

��	, ��
 # ���#��� �������� � a. !����
�� ��	����	
������
���

����%
& 0�	��� �� �
�����
 �
����
��� �� ��������
 ��� ��������

��� ��� '
����, "� $m, n% > �� 1�� � ����	 #  
	���E φ $mn%
�� φ $m%φ $n%.

��� ��� 2�	� ����
	��� n ������� �� n �
���* ������� /�
	���


���# �
���* ��������* 	�����* � n �
���* 	��%��
� � �������� �

%�* �����*.

��� ��� �� 
���# ����
�� ��
���, ��� ���
���#���� �� 33345

��� ��� � ������������� ����%
& φ $n% ������ �����	�, ��

���� �������� ������� ���	
�������
 �, ", ",  ,  ,  , �, �, �, . . . �

��� �	� /�
	��� 
���# �����	���* ����������* ��� 
� �
 ����

�������� 463.

��� �
� ������ �
	��
��� ������	���* ����	 n, ��
 �� �����

��"���� ��# �� ����� �	�����
��� $n, ��#% < �#�

��� ��� �� 
���# �����%� φ $n% /n ��� n → ∞. !������, "�

FG4 GHI
n→∞

φ $n%

n
< !, FG4 JKL

n→∞
φ $n%

n
< �.

��� ��� )�*�� ! < δ < �� !������, "�

FG4
n→∞

φ $n%

n�−δ
< ∞.



����� �� ��	�
	� ���� �#�

��� ��� )�*�� f 7 ��	����	
������� ����%
�� !������, "�

��"�

FG4
pm→∞

f$pm% < !

$��� p 7 ������ ���	�%, �� f$n% → ! ��� n → ∞�



�# �����	���	� ������ ����� �� �����	�� �����������

$	 % � � & � � ' � (

�����, ������� $��!�>����%, ���
;���1��
 ���������, ���3�*�19
�� 	�
��+��	���� ����������� ��9�� ��������, �, ��3����, 	����1 '��8
������ :���� M
���� 	� ���������' ����'* �������0��		� N�	
��
�
������ �	
��
� ������ ��� � ��	
��� ���� ���O, ��� ������'*�1��
Ǳ1*�' ������' $����3 �������' ���������' ) P��	;��%�

���	��+ M
���

Ǳ���' 	�'���' ��(��' M
��� 	������ ' ��;� �� ������ 7� ��(��� 	�
�������� ������ 	� ��	�'��� Ǳ���)1��� ���+���� � ��"� ��;�, ���, � �	��
���� 
 )� �	�� ��(���, 
��� ('�� 	�����+3�	� 	�0 �" ��)�� Q������
	�� ��'(������	� (��1�� �!! �	�� �� �����
� Ǳ�����	' ����� ��������
3���� $' ��"�>�� � �� ����>���� ����8% ������ ' ?���
�1��
 �������, �
�	�' ������	' $' �� �>���� ����8% R ' Ǳ�'���� Ǳ��	� )�(��		� ��'+��
M
���� �'(���'*�1�� ) ���� ���' S��
;���1��0 ���+���*0 	�'�E +�
;1��� ���' ��
��� �� �����, )����1	� ���1����1 ��* ������� �# ������

/����	�		� M
���� +�(�� ��+��� � ���������	��' �	���)�, +� ��	
+���� +� +����	������ ���������		� �����	���8 ��+��, 	�������+

ex <
∞∑

n��

xn

nT
.

U��� ����� e 	����1 ��@� M
����� V ��������	��' �	���)' ��+���0 *
���'�� M
����E eix < W5J$x% = i JGH$x%, ) ���� �������* ����3	���1



����� �� ��	�
	� ���� �##

M
����E eiπ = � < !� M���		0 	�)���0�1 N������������ ��
���
	��

��� �������O� Q����1	� ��+���0 * �	�� ���������	� ��	���	�� γ,
��' 	�)���0�1 ��	���	��0 M
����>X������	�E

γ < FG4
n→∞

[
n∑

k��

�

k
− FH$n%

]
.

M
��� ����3 +���� ���'�' V − E = F < ", -� ���@�)'* �����
�����	, ��(�� � ���	�
 ��'����� (��������		���, � ��3�, � ���	��	�8
����� $+�� ���	��	�8 ����� V − E = F < �%� 70 ���'�' ��	
������� ��� ��)�@�)�		� )�+��� ��� ��� ������ ' �� Y�	���(����

���	��+ M
��� )��(�� )	��	�
 �	���� ' ��)����� ��8�	���, +� 
���
��@� 	����1 �
������ �'8' �+���1	�� ��+�	�, �� ����, ����� ����'*�19
�� �(����		� ����+��� ����� M�	��	� ���	�		� �����	3���� ��8�	���
����� 	�)���0�1 ���	�		��� M
����>�����	3��

Ǳ� �� 2�(���� $+��� ���������, ����� ���% �����E N������ ���

�������� ����
�� ���� ����������  �� 
���� ������
� !�"���� 
���

��� �	��O� Z����� ��		�8 ��(�� M
���� ) ������ ����� (�)'�����1 	�
��(���8 Ǳ@*�� P���� $+��� ���� !�, ����� �!%� M
��� ����;0��� +�9
��� �+�� P����, � ������'��� +���� ) 
��� ����'-�	1� :�	 ������'���
������)' P���� ��� ��, -� ��� ����� ��+' Fn < "�

n
= � * ��������[

���������, -� F� +����1�� 	� � �� /�� �+	� ) ��)�@�)�	1 )�+��� ���
������ �'(��\ /����, -� ����� X����		� "�� − � < ", � �,  ��, � � *
�������[ �������� ��
3� ��� ����� $+� ���� ���'% ��	� )���������
	�
(��1��� ��+���� ������� �������

M
��� ������� ��	��' ������ �����	�	1 � ���+�����	�8 ������, ���9
)���� +�� ����		�8 �������
 ��	'��		�� M
��� ���� ��	���� ������	�9
�� ����	� � ���'	'� ������)', -� +�� ('+19����� �������� ����� p ��	'*
������	�
 ����	1 )� ��+'��� p[ +������ ;� ��	 	� )'���, ��)	��� �����9
�' +����� ��3�	+� $+��� �"�#!$%��, ����� ���% � ��'�� $+��� �&!'((�,
����� � #%� :����� )	���		� � ������ ���� �	�� ������)� M
���� ���
���+�����	�
 )���	 �)�*�	���� ����3 +���+�	� ��)	��� ��'����� M
9
��� +���� :����' ������' P���� +�� n < � � n <  , ������� ���	'
�����0 	�������	�8 +��(��, +����+3'��� ��)	� ����� +���	����8 ���9
	�	1�

\Ǳ�����* ' ��)��)�		� ���	�		� x� = y� = z� < w� ' 	��'���1	�8
�����8�
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������ �� ���	
�� ����� ���� �
�� ����������� ������
��� La,b,n ����� �� ������
����� ����� ��! �
��� � � ���
�����
� ���� ������"� �� � n �
��� ����
��"� �� �� ���	
�
��#

$� P� ≡ a−�C� − a−�b %&' n� ,

�� a−� %&' n� ( )� *���� �������� �� a �� 	��
��	 n�

+���� ��
��! ���
 ,������ ,������
� ��� ���-��.����
,���	����� a �� b �� " ����	 ���������	 ��� �������- ����
���� �� 
 ��,���
 	
� ��,���������- ������� /�	
 ������
��!*��� 	���� ���� ��� 	
� ��,���������- Ma,n ������
	� �������
�� � §0�0� ����� 0� �������� �� ��� ��� �������

 ��,���
 �������- La,b,n �������

�� ������	
��� ����� ��� La,b �����

1� � 
 ��,���
 	
� ��,���������- ������� ������
����
�� �������!*��	 	�����	 ,�*���"� �� � ���
����� ��,�����
,�� ���,�������� ����"! � �
�� ��� ��� ��- �
��� ,����	

���
�

���� �� ������������ � ! "! � �!�!!� � #�$��%&
! " ���'#(��) � 2,�*���
 	� ��������	� �,���� ������
�
����� La,b ����
 ,�� ��������� ���� ����"! 
	����

$3�



����� �� ��	
������� ����	� �	���� ���

Ǳ�����$ �� Ǳ�����	����� ���������� �� ��,�	���# La,b

����
� ������ a �� b� ���� ����	�� �� C� 5 P��
� �����)� ��6 ���-���	�� �� P� 5 0 �� P� 5 �0� Ǳ�����

*���� c 5 a−� %&' n�� 	�"	�

P� ≡ cP� − cb %&' 00� ��� 0 ≡ �0c − bc %&' 00� .

7���8�.�	� )# �����
��)�# �������� b9 1

b ≡ �0− 0a %&' 00� .

:�����"	�� �� ��� �������*���� ������
����� ����-�����
��� a, 00� 5 $� ������ ��,����"� �� c, 00� 5 $� 2 :���#�
*� c ���- 	�.����- ���*�� � ����	
"	� ����
,�
 �����)#
����8����� ������ �! �����
��)�!9

a $ � 6 3 ; < $= $0 $6 $� $; $>
�0− 0a �= $; $$ < � −$ −; −$� −$> −�3 −�< −06

b �= $; $$ < � 0� �� $; $6 < 3 0�

a �= �0 �3 �� �< �> 0$ 0�
�0− 0a −0; −6� −3� −33 −�$ −�6 −;= −;�

b �> �= $6 $$ 3 � �> �0

/���	 *���	� 
	��
 C� 5 P� ������� ��#� �= ,�� a, b� 3

1��	 .� *���	 	�.�� ����������� ����	���� � ,���
����� $ ���
� ��� ��� ������
����� ,�����	�����?

Ǳ�����$ *� @���	�� �� ����� ���� �
�� ����������� ��
��,�	���# La,b ����
� ,��*�	
 C� 5 P�� A�����
���� )�
,�����	������

B ,����	
 �� ��
��	
 �����- �����)�� ��������! ��.*��
������� ��� �� ,�� a �� b� ,�� ���- La,b ���� 	�" ����
������� C� 5 P� ��� ,��� � ����# ����������# �������� 




��� ��������� ������ �	��� �� ������	 ��	
��������

,������� $�� C���� �� ��� ������
����� ����-���� �����
c 5 a−� %&' 00�� d 5 cb %&' 00� �� e 5 00 − dD )� *����
����. �������� 
 ���� �	
 �� *�������	
 �����- �����)��

a �  ! � � � �" �# �!
b  " �� �� �  #  $ �� �!
c � ��  �  " �%  % �"  �  $
d  "  � ��  � � !  $ �! �
e �# �   �  �  % � �% # 

4 /�,�� ������
����� ������#"� �� ������ �� ���	
�� $�
��� ��.��! ,��� *���� a �� b� ,�� ���- La,b ���� 	�" ����
������� C� 5 P�� :�.*� ,������� ���
� ��� ������
����
�� ��� ,����- *���� �- ,���

�	�� L�,�� L��,� L��,�� L��,�

��	����&'	���
��	����&()���

� �� �� �	
� 
 � �

�  �� ��
� � 
 �

� 	  ��
� � � �

� �� �� �
� � � �

5 Ǳ����# ,���#� ��� ���! ����	��� ����
	���� ���
� ����
�������� a 5 3 �� b 5 <� /�	
 ���	 " ����	 � ���������� ��
,����� �
 ���,���� � +�.�� �,������� � �� �����������
����� �� " 
���!�� ��	 ��� .����! � ����- ,�� ,���	����� a
�� b� ��	
 ���	 " "����# ���,�����# �� ,��������� ,�������

��*� �� ������������ +�+�(#� � ! "!�, � �!�!% �
#�$��%! " ���'#(��) � Ǳ��*���#� �� ���# ���,���� ��
,������ 
 ,������� $ " ���������*��	� ,����#"� �� ��	�
�� ��.�� La,b ���� 	�" ��� ,���	����� � 
	��� ��� ���
����
����� �
�� ��� �� ����� 1��� 
	�� ��� ( �� ���
����
����� ���" ,�������	�

Ǳ�����$ -� ������ a �� b� ,�� ���- La,b ���� 	�" ����
�����������9 C� 5 PǱ �� C� 5 P
�



����� �� ��	
������� ����	� �	���� ��%

C���� �� P� 5 �6 �� PǱ 5 �=� ��

�� �6a E b ≡ �= %&' 00� .

F������*��� P� 5 ; �� P
 5 $3 � ��	


0� ;a E b ≡ $3 %&' 00� .

Ǳ���	��� a ��������� ������� �����	�#*� ��� ,����! ����
��
��)�! ��
�
9 6

6� $;a ≡ 3 %&' 00� ��� a ≡ $= %&' 00� ,

����� �� � 5 $;−� %&' 00�� /���	 *���	� a 5 $=�
/�,��� ,��������#*� �������� ���*���� a � ���
 � ���-

�����
��)�� �����	� 	� �����"	� ��
�
�� ���-���	� ,����
	��� b9

3� b ≡ −33 %&' 00� ��� b ≡ $$ %&' 00� . 7

/���	 *���	� �����*��� ����������� 	�" ��� �� L��,�� �����

1��	 *���	 	�.�� ���-����� ���
	�� ��,������ ��� ���
,�	���#� ,�� ������
����� La,b ������? ���"� ��� ��
������ ,����� �
 ��,����
 ����� *���� ��- ����- ������
����� 	�.�� ��� �� ��,������� /�	 �� 	����� ���
#� ,���
�� ,��-���� ��� ,�����
#� �� ,����� �� ������� ,�*�����

��,����
� C��� � ���������- �,������ � �� ��� �� ��� La,b

������� ������"� �� ��������� ���	
����
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����*�#� �� 
 ������-� 7���� �������
.���� ��#� ����� *������ �
�� 
���!�� ���� �������
9 ���
�� ����.�� ��� �,�)���*���� ������ ���� ����# �� �	���

��� .���
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Ǳ�����	����� ������"� �� � �$ ��	����� � �
���� ���
���- ,����-����� *������� �-���� � ,�����	����� 0� ������
����� 3>H� �� ����� 
����.
"� �� � �����)�	� $ �� ��

K������ �� ����- 
 ������ �
����*�"� �� �
��� �� ��	

��)�� �� ������� ,��,
������ �� C& 5 P�� �����

aP& E b ≡ P� %&' 00� ��� $>a E b ≡ �$ %&' 00� .



�$ ��������� ������ �	��� �� ������	 ��	
��������

+� ���"	�� �� ����8������ ���*�� �,���
"� ��� ���� ����
���� ��
�� ,��,
������ C��� �� *������ �
��� ������� �
�����)� �� " 	��.� ��������#� �� ��
�� ,��,
����� �� " ���
��	 �*������	� �� ,����� +� �����	� ��
�� ,��,
�����
�����	� � ����� ,�������	� ,�����	����� 
 *������� ����
	��9

$��$0 0$�$;��3�0$ �>��$ �0��$����$����$<�$$��>�0=

$;�0=�$>�0= $>�$< $;��$��6�3�$3�;

�;�0=��3�0=��< �;��>�0=��0�0$ <�3��3��$�$0��$��6��$

$>�$< ���$0��3�$<�>�$>�; $;�3�$3�;�$$

A�� ������� �,�������� �����
 	� �� ��.���� *���� ���
��"	� �,���� ��	��� L�M�

�����	� ��,�� ��
�� ,��,
����� ������ �����)� *�����9
��
��# �� *������# � �����)� �� " �
��� �� ��	
 � �����
 ��
�����)# � ����	� ,��,
����� C% 5 P+� C���� �� P% 5 $<
�� P+ 5 0=� ��

$<a E b ≡ 0= %&' 00� .

1� � 
 ,������� 0� ������ ��,����"� ��

a ≡ −> %&' 00� ��� a 5 �6.

C���� �� �6, 00� �5 $� �� )�� ���� ����� ������
���
+� 	�.�	� ������� ���� ,��,
����� �������� ��
��!

�
���� :��*������ �� ���� �
��� ,���� � � ,�����	�����
�
����*�"� �� �� �����	� ,��,
����� ,�� ��� �� C% 5 P&�
C���� �� P& 5 $>� ��

;� $<a E b ≡ $> %&' 00� .
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/��� a 5 �� 8 /�	
 b 5 $�� 9

C�*����	� a−� %&' 00� 5 $;� a−�b 5 �;� �� ������
"	�
L��,−��� ����� 10 ���� " ������������	 L��,�� ����
� 11
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��  	�������! ������" �����

+� ,����-
���� ��� ���� �����- �������- ������ � ����
���� ���9 �������� � �� ����- ������ ���
" ��;� B )�-
,����-
���- 	� ��-����� � ����� �� ������� ������"� ��
� 00 �
��� 1� 	� ��*��� � §0�3� ����� 0� ������� 	�.��
��������� ���#*���� ���� ��	���� �������
��� G���	 �
��� � ���������	� �,�����	 ��������� ������� " ��
,
�
����� ��	����� 
 ��-����	
 ������ ���� §0�3��� ����� 0��
/���	 *���	� 	�.�� ���.���� �� ������� ����� ����.�� 
��� �� �- ,���	�����9 	��.���� a� ��
�
 b �� 	��
�� ���
�����
��)�� n� +� ,����*�"	� ���� ����� *���� La,b,n�



�$! ��������� ������ �	��� �� ������	 ��	
��������

Ǳ�����$ /� @���	�� �� ,�����	����� �
�� ����������
�� ��,�	���# La,b,�� ������ K� ����� ������ a �� b� ���
������
���� ,�����	�����?

C)���	� �,�*���
 ��� ���� ����- ������� C���� �� 0$
" ,�����	 *����	� ���
" 0= ���"	�� ,�����- � n *���� a� Ǳ��
��	��� b ������� ��" 
	��� b ≤ 0$ � ��	
 ���
" >0= �����-
La,b,�� ������� �� �� 3=H ��� ��� ��. ������ ��� ���*���
���� 
���!�� ���� �������
�

:� �
*����	
 ��	,8#���� �������� �� ,�������� $ -���
���� ��� ����� ��� ,��������� ��� 0$ ,���	����� ��
�
 ���
����������� 	
� ��,����������� ,���	���
� /�	
 � ������
� �	
 ����-���� $3 -����� ��� ����� ��� ���	��� La,b,n

���� ,�� ����	�	
 n� 12

-��� Ǳ��!)�0 �(��,�''+�� @ 
��- ,�������-� ���
	� ���������� ����� ,��,
������ � �� ����	�	 " ,����
)�, ����
�����9 ,������ 3 ,�*���"� �� �����	� L�
����

�� ���������� �
������ �� �������� 	
�
����� �����M�
Ǳ���� ,�� ������
����� )�� ���� �� 	�.� �
�� ����	�	
� ���"� ��� �� ��������� ����� ��� ) ��� ��� �� �����"�

Ǳ���� ���,������ �����	
#� �� ,���)�,
 N���-����
��� ������ � ���	 �������� ���,�������*���� �������	
 ��
	�" ����.��� ��� ,���)�,
 ����
������ ��� 	�" ����.���
��� �� ��� ��#*��� G���	� �����	�� ,�� �)��)� ����������
����
����� ����-���� ���.���� �� �
,�������� ���" ���
,�� �����	
 ����
������ ���	 ��#*��� N�#*�	 ��� ������
���� ����� " ������ a, b, n��

-�*� Ǳ��!)�0 +���$!�+� �12�+�(!%� +�.� ��������
�� ������ �� ,���)�,
 N���-����� .���� � ������ �� "
�������	 ������	�� ����� �� ���.�"� �� ����	�	 ,���)�,
����
����� � "����� �� ������"� �� ( )� ,�������� 
��



����� �� ��	
������� ����	� �	���� �$�

	�.���� ��������� O� ������ ���� ���� ���
" ���� ��	�.��
�� ��� ���� ��#*��� F�� ���� ��#*�� ������ �� ������� ��
	���� ��
��! ���� 	�.� ���� ���
� ��� ��� �� *���� ��� ��
���� *� ����� ������ �� 	�.���� ���,������� ���� 	�.��
���.��� ����� ������	�

:�����"	� ���� ������ ��0�� �� φn� ( )� ��� ���� *����
a ≤ n� ��� ���- a, n� 5 $ ���"	�� ,�����- � n�� /���
��� ���� �����- �������- ����� ��� �������
 An ������#"

<� nφn�.

A� ��*�� ����	 � )�- ����� " ����.���� ����� ������ ��
C� 5 P�� X ∈ An�

-�-� 	�+� 34�!� �(5�� G��� ������������ ����������
��*����� 
 ����*�- ���,�������! �,���� �
�� ����������
A.���	 :���	 � $>33 ��)� 
 ����� �� F������� ��)����� ��!
���,��� 2PF� ���� �
�� ��������*��� ���� � �=$� ��)��

B ���"	
 ����� :�� ,��,��
��� �)��#���� ���,��
 ���,�
�������	 ���
#*�� �� ��*���#��� ��� ����������� �����
��	� �� ��	
 ,���)�,�� ���� *���� �= ����� ,���	
 ��� �
�����
 �
*����! ���,�������!�

@ $>33 ��)� :�� �� �
� ������ �� ����	�	� �� ��,���Q
��	
 ���"� ��� �� �������)��� F:R �� �����
�� ��������!

���� �� ���� ����� 	�.���� *���� 	������ ��� �����,���
������ � 	�.���� *���� ����������� ���� ������������ :��
,����9

H��� ������	� �
����� �������� 	�����	�� ��	��� ���
�� ��� ��
� ������ �����	�� ���
� �������		� . . .
���	� �����	
��� ������		� �� �� ������� ����		�
!
���	� � �����	� �� ���I

JC �%%! ��'� GK� 4�� ���	��� 4�(�����L�) 
����MN ������M ����
K	��� �	������� ) ����	���) �)O�KL��) ���L�� HF��	 ���)�)I�



�$$ ��������� ������ �	��� �� ������	 ��	
��������

@���� L���,����)��� �� ������"M 	�.�� ���
	���� ���
,������� ����	 *���	9 ,�� �	��� ��#*�� ���� ������"� ��
� n ,���	������ �� ��#* � n E $ ,���	����	� ��������� 
��*����� )�- ,���	����� ������" 
���*�� A� :�� ���
	��
���*���� ���"! ��,�����9

H"�����
��� !
�# ������	�# �
�����$ ��%� ���������
�� ## 
���		
���$ �����	�& "�	� ��	����$ %� !
����
����
�	�� ���� �����		� ����
�$ ��
 ������	� 	�
������� �������& '
 ������		�� �����	���
 �����
�����		� �
� ����	���� ���������	��
� �� �������
����	��
�$ ���	 	����		�� 
����
#�I

-�.� ��"1 �%5 ��6�$����" ����0�+� :� ,�������

,���)�,
 N���-����� ���
#� ,��-���� �������� �� ����
��.���� � ������� ��	��� �,����
 ����
������ C��� �
����	�- ,�������� ( )� "��,��� �� �"�������*�� �����	��
��
 �	���� ����
	��� ���� � STS �����**�� G���	 " ������
�� /������� ��
 �,
����
��� � $<6$ �� U� Ǳ� ���� �Ǳ���
����� 03�� V��� � �=$� �� 	������ ,�����	��� A.�� R����
� N����� �	�� ��������� �������� ��� ����� /������� Ǳ���
�� �� ��� �������� ��� ������ �� �#����� � ����������- *�����
��	 ������� ����������

@ ��������)� W� � ���� 
����������
 2PF� �������"� ��
	��
����,�� ���� ������#� L����
	�� ��������� ����

����M� ����	�	 �#����
� O�� ������ ���� ������"� �� �
�6= ,����	�����- �������� � 	����� ,�������� $;==== ��	�
������ ��������� ������	�	 ������	� ������	� ������
����
)����� ������
 � �=$$ ��)� ������������ �� 	��
����,� �
��
�������� 
 ,����� � $6=6 ,� $60<� �� ,�������	 �
��������
���� �� ,�*���
 SS �����**� ������� �#����
 )�� ������
���,�������*��! 	������������ 	��
����,� ������#� �����



����� �� ��	
������� ����	� �	���� �$�

����� �������� 2�	� )# ����
 ,������	 SS �������� ���
������ L������ ����	�� ����������
 M�

�� -��������	 ��#����)��� �	�����- � �
��,��� 	�.��
�������� ���� �� �������� ��� ���	�)������� � ����	 .�

�,�-�	 	�.�� ���.��� ���� ������	 � �������	�! ��� ����
	�����!� 2�������*��� ������ �����
 ������� �� ���� ���
��
�
�� " -���������# ��� ��� ,�������- 	��� Ǳ���� ,����
)�, ����
����� ���� ������	�� � ��	
 	� �� ) ��� *��
 ��
���"	� �	��� ) ��� �����
�

R����* ������ �
�� ���
�
�� � ,�����
 	���� ��� �����
������� 
 	��
����,��� X����*�� ���� ��,����� ,�� 
���!�
��	���� ,�-��.���� �
��,��
 �������" ����	��� ���� ��
,��*������ ����	����� �
��,��
� Ǳ���� � )� ��,����� ���
��� 	� �,�)�������	� ���.�"� �� ����J�
�������#�

Y�,����� ,�� 
���!��	���� ,�-��.���� �
��,��
 �����
.�� A.��
 2������ ���� � $>;< ��)� ��,��,��
��� ���
�����)�# > ���� ��������� :���-���� ������*���� �� ���
�
 �����# ,��*������ �� 	�.�� ���.��� "����	 ������	�
����� �� �������� �
�� 
���� � ��������� :���� � B���!���
�� ����� ��-��)��� ��� � *���*��� ������
����� 2����� ��
����*���� � ��	 ,��-��� ��,��,�������� ��	� ��������"� �
�� ����� 	� 
���� �����*��� �. �� ,����*�� L	��*��M� �
������ ���
� 
 �=$= �� �8������� ����� �� ����- ������ ,���
*������ ����	�- �������� �
��,��
 @����*�� � ���- ��	�
,��-�� 2����� ������ �� �����
 	����
 ��������
�)�! �����
�

-�/� 7�+8 0��� 1!�" $�� ���#� � ! "!�6� 5�'��� +�
��������	� ���� ��� �� ��#���������- ,�������� �)����
*��
� ,��������� ��� ���	
 �������- ������ 	�����	 ��
��!
�����

Ǳ�����$ 9� @���	�� �� ,�����	����� �
�� �����������



�$� ��������� ������ �	��� �� ������	 ��	
��������

�� ��,�	���# ��������� La,b,��� ����
� @ ��������	
 ���
,���
� ���� �� ������ ����� ,��������� �� ������
����
,�����	�����?

@ ��������	
 ��,���
 �������� �� ,�������� �0$ ·φ�0$�
������ ���� <��� C���� �� �0$ 5 0 · ; · $$� ��

φ�0$� 5 0·;·$$·
(
$− $

0

)
·
(
$− $

;

)
·
(
$− $

$$

)
5 �·�·$= 5 $�=.

���� ���������� ��3�� /���	 *���	� 
 ��������	
 ��,���

�������� �� ,�������� �0$ · $�= 5 �;, ;�= �������

Ǳ�����$ :� 2
,�������� ,���-�,�� ,�����	������ ���
�
�� ���������� �� ��,�	���# La,b,��� ����
� R�� ��	,8#�
���� ���"� �� ,��������� ; ������ �� 3 -������ 2��� �� ���
��-���� *��
� ��� ������
���� ,�����	����� ��� ��	,8#���
��?

B ��������	
 ��,���
 ����-���� ,��������� ��� ������
*���� ���- ��$ · φ��$� ���� <��� C���� �� ��$ 5 $0 · $;�
�� ���
" ��$ · $� · $� 5 6�, 60� ������� 13 /���	 *���	� �
��������	
 ��,���
 �������� ��

6�60�

;
· 3 ≈ 0=, 0=<

-������ ��� ������
���� ,�����	������ ��
��.�	�� ��
)� ���,�����" ��� ��� ��. �$ ���� ��,�������- ��*����� �

Ǳ�����$ ;� 7������� ,���-�,��� ,�����	������ ��� �
�
�� ����������� �� ��,�	���# ��������� La,b,��� ������
A����� ����*�� � �� �,�)���������� ��	,8#����� ,�����	�
������ ,��������� �� � -������ ��� ������� ����� ,�� ����
������	
 ,���	���� a �� �����- ,���	����- b� K���� ����



����� �� ��	
������� ����	� �	���� �$%

*�� 	�.�� �*��
����� �� ,���-�,���� ,�����	����� �
��
������������?

������	 ���
" 66= · φ66=� ������ ���� <��� C���� ��
66= 5 �� ·3·$$� �� φ66=� 5

(
�� − ��

)·6·$= 5 $�=� O� ����*�"�
�� ��	,8#��� ������ �������� ��� �������� �� � · $�= 5 0�=
-������ �� ������#" 3 ����� �� �= -������ 2�	� �� �����
*�� ,�����	����� �
�� ����������� ��,�����

#� $� �	� %�� ��	"��&����

���������� �	 ���'���

N����*�� ��.����	 ��� ������
����� �������- ����
��� " �	���� ���-����� �������� *���� �� 	��
��	� Ǳ������
��� ���-��.���� ���������� �� 	��
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Ǳ �������$ �� k �	 j $ ��� ����� ���� �� ��!��� �	

���
� φ (pq)$ 12 ����� �����	�� ���� (�)� ,���

(�) akj ≡ a (*+, pq) �
� ���' a.

���������� Ǳ���%"��� ����� (�) � ����'	 kj 7 tφ (n)K �
'�� '������ t ∈ 1� J��	��� φ (·) & �����%�	�
����2
#����	&2$ �� φ (pq) 7 φ (p)φ(q)  ���� kj 7 tφ (p)φ(q) K ��
T�����
$ kj ≡ � (*+, φ (p))� T ��� ; ��%�� �%��
&

(�>) akj ≡ a (*+, p) '�� ��	/ �	�/ a.

E�
���	!��$

(��) akj ≡ a (*+, q) '�� ��	/ �	�/ a.

13 T ���
��	/ '��/ ���������	 �%��
&$ =�

akj ≡ a (*+, pq) '�� ��	/ �	�/ a.

F	 ���$ ���������	3 (�>) �
 (��) ���
!
2��$ =� akj 7 upK a
�
 akj 7 vq K a '�� '���/ u, v ∈ 1� 14 �	'�	�
2! �	'
%��"�3 �	�����	 '����$ �����&�� up − vq 7 > 
4� up 7 vq�
8� ���
!
&$ =� u '	����� �
 q$ 15 ��	'� akj 7 up K a 7
wpq K a '�� '������ w ∈ 1$ ��4�� akj ≡ a (*+, pq)� �

T ��� 9 �%��
& �
���%�� %�
��� ��
/�'.���� %��
��
��
 ������ k���� ���%��� �
 ��'���� n$ ��=� n 7 pq� 16
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���� k���� ����� �� ������ n ! pq

&�'	# n 7 pq* �� p �	 q %  ���� � ���� (��
	*

� �(�� k �	 φ (n) $ ��	$�� � ����� (��
	�

�� Ǳ��	���� �� ��� k���� ������� ���
� n
����	(�� (� �� j� ,��� j 7 k−� (*+, φ (pq))�

-���'.����$ �
��'��� �
%��	��	 '���'���� ��� 9$ ��
�
'�4���� �
� � %�'
��"��� ('�� ���'	� �>�?)$ ���� �#���
���2&��  ��� ������� 17


#�� 3� &�'	# p �	 q ��	  ����' � ����' (��
	� ����

c ≡ d (*+, p) �	 c ≡ d (*+, q)$ �� c ≡ d (*+, pq)�

Ǳ������ 4� H�/
 k 7 ;$ n 7 99� T�
 � %��
���
������ ;����� ���%��� �
 ��'���� 99�

J��	��� 99 7 9 ·��$ �� φ (99) 7 ;>� 18 J��	��� (;�, ;>) 7
�$ �� j 7 ;�−� (*+, ;>) 7 9� 19 -
�� !���$ ��=� ����� �
�
"#���
�� E�,�� "#���$ ��  ��� '�"#��2�� E�,�� "#�
����

-�3� �� ��*!���� �*%' #�� !"#"$%��&"�' �!�� J4����
�� n 7 p 
4� n 7 pq$ '� p �
 q Q '�
 �	��/ %����/ !��
�
J4����� �
���
���� !��� k �
�$ =�4 (k, φ (n)) 7 �� T�
 �
'��� j ≡ k−� (*+, φ (n))� -�'	 "#���
��� �'	 ��2&��
�
 #������2 (�)$ 
 '�"#���
��� Q �
 #������2 (@)�

Ǳ������ 5� T�
 � /�!
 4 �'�� !��� k$ ��� ��.�
 ��
�����
� � ���%�����	
������ "#�	 Ek,���

J��	��� n 7 �� 7 � · ��$ �� φ (��) 7 @> 7 ;� · 9 · :� -���
��.�
 �4�
� k$ ��� �� '	����� �
 ;$ 9 �
 :� H
%���
'$
k 7 � 
4� k 7 ��� J4!��2&�� �−� ≡ ?9 (*+, @>) �
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F�� �4!������ ���%��	� ak 	���& �#����� 
������$
�����
� �
 '�	 ������ %��'��
�����	 !��
 k�

F�� �����!���� � %"��� k 7 (bi . . . b�)�$ ��=�

(�;) k 7 bi;
i K · · ·K b�;

�.

V��
 bi, . . . , b� �
��
2���� ���#����� ��" 	� (���	 ���
� ��" 	�) � ���#����� � ����	�
���� ���	 ��� � ���

��	�
���� !��
 k�

�������� �	 ����
 �������� �� �����

������ ����� ���$������ ��	�� a% k&

������� ����� n ! ak&

'��(�� )��(��� 
�)	������� ��	�� k ! *bi . . . b�+�&

�,��	���� a�
�

, a�
�

, . . . , a�
i
&


����	�� n ! �&

��-� b� ! �% �� 
����.��� n �� a&

��-� b� ! �% �� 
����.��� n �� a�&

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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i
�
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i × · · · × ab��

�
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Ǳ������ 6� Ǳ� �4!�����	 ���� �%�!
��� ��
/�'��
'�	 ���	 �#� !��
 �90 (�9)�� 7 (��>�)�$ ��4�� �9 7
;�K;�K;�� Ǳ��	� %���	'���� �4!��2&�� ��� 7 �;�$ ��� 7
��� · ��� 7 �?, @?�$ ��� 7 ��� · ��� 7 ;�?, 9:�, ���� -�%��

���� 7 ���
� × ���

� × ���
�

7 ;�?, 9:�, ���× �?, @?�× ��

7 ;�?, 9:�, ���× �@�, >:�

7 9?, :;;, ��;, �?9, �9�.

F�� !���$ ���������/ � %���
'	$ �%��	�
�	� �4!�����
�� & ����&��2$ 
�� '�� �/ !���$ ��	 �
�%�
�'	 ���4/	'�	 �
%�
��!�	 ��4��	$ ���
 ��.� ��
� ���!�� �
.���2�

#� "	��� ���������� �� �
����� $� %�����%

F�� �4!������ ���
!	 ak (*+, n) 	���& �#����� ���
��'$ %���% ����� � �%�!
��� %����2&�� �
 %�������
!������� %���
'	 '�� a 7 �$ k 7 �9 �
 n 7 �>� -
��
!���$ � �4!��2&�� ��� (*+, �>)�

J4!��� ��� (*+, �>) �����
'��  4��%�����'���$ %��
�	��"$ =� %���	'���	��� ���
! �k %� '	����	 �
 �> & %��
�	�'!��20

k � ; 9 ? : @ � � � �> �� �; �9
�k (*+, �>) � � 9 � � � 9 � � � 9 � �

-
�� !���$ � 7 ��� (*+, �>)�
E������$ �� � �4�
&���� %��'���������
�$ & ��	�

����
����� H
 %��"���  ��� ����	 ���4/	'�� ��
 � 4	�
�
��� %��'��
����� !��
 k� � '
����� �%
'��$

�9 7 � · ;� K � · ;� K > · ;� K � · ;� 
4� (�9)�� 7 (��>�)�.
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 '�%�����2 ����� %��'��
������$ 4�'�&�� %���	'���	���
�4!�����$ �
 ��.���� ����	 ���3 �����&���� �'�
 � '��/
�
���%�/ �%��
�	 0

�) ↑ (%	'���� '� ��
'�
��  �4!��� *+, n) 
4�
;) ↑× (%	'���� '� ��
'�
��$ %����.� �
 a  �4!��

�� *+, n)�

Ǳ���	'���	��� �%��
�	 ���
!
&���� �
���%�� !���0
��-� ������ )��(���� ����� $ )��(�����$ '�
�	$ ��	��
n )�����01 /% �� '�	��	��$1��	� �
����� *↑+% � �����$
��
�)�$ 2 �
����� *↑×+�

E��������� ��.��3 �%��
�	3 & �������
� �4!������ %�%��
��'���3W '�� %��"�3 �%��
�	3 
��������� & �� S������
�
���
����3 �%��
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�������� �	 Ǳ������� �� ����� �� ������

������ ����� ���$������ ��	�� a% k% n&

������� ����� ak *345 n+&

'��(�� )��(��� 
�)	������� ��	�� k ! *bibi−� . . . b�+�&

��-� bi ! /% �� x� ! �� *345 n+& ����� x� ! �� × a *345 n+&

��-� bi−� ! /% �� x� ! x�� *345 n+& ����� x� ! x�� × a *345 n+&

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

��-� b� ! /% �� xi�� ! x�i *345 n+& ����� xi�� ! x�i × a *345 n+&


����	�� ak *345 n+ ! xi���

J��	��� (�9)�� 7 (��>�)�$ �� %� �4!�����	 ���
!	 �	'
'	����� ��� �
 �>$ %���	'���	��� �%��
�	 & �
��20

↑× ↑× ↑ ↑×



�#� ��������� ����� ��	� �� ����� ���
��������

-��� 
������ ; �'	 ��2& �
�	 �4!������0

�� x� 7 (�� × a) (*+, n)W
;� x� 7 (x�� × a) (*+, n)W
9� x� 7 x�� (*+, n)W
?� x� 7 (x�� × a) (*+, n)�

<�=� %	'��
�� !����	 ��
!����$ �� ����
&��

�� x� 7 �� × � (*+, �>) 7 �W
;� x� 7 �� × � (*+, �>) 7 9?9 (*+, �>) 7 9W
9� x� 7 9� (*+, �>) 7 �W
?� x� 7 �� × � (*+, �>) 7 :@� (*+, �>) 7 ��

4��� 7%"��"#  �#����*�#""/� J��	��� '�� "�'���
�� �4!������ ak �
 ak (*+, n) ���4/	'�� & ��
/�'.����
'�	 ������ �
%�� !��
$ � ��%����� �
 %����'��
/ %��
����'� !��� � '����!��3 ����� � '�	 �����
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 ����
��� 4	�
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���� %��'��
������ '���������� !��
� Ǳ���% ��4��
��.���� � �/ ���������� �
 %���
'	 '���������� !��

x 7 �:�

.����� Ǳ�(	�� ��(��
���� � �� !�/ ��" �� Ǳ���
!��
x� 7 x� �%�!
��� ��
/�'�� �
 4	��" ���%	�� m� '�	 �$
'�� ����� ;m� ≤ x�� T�����	��$ =� � �
"��� %���
'	
m� 7 9$ ���	��� ;� ≤ �: < ;�� -�%�� %������� �2 .

%����'���$ 
�� '�� !��
 x�
��
7 x� − ;m� 7 �: − ;� 7 ��

J����&�� !��� m� 7 ;$ ���	��� ;� ≤ � < ;�� -�%��
�4!��2&�� x� 7 x�−;m� 7 �−;� 7 9� F
�	 '	&�� �
 �� .�
%���%��0 ��
/�'�� m� 7 �$ ���	��� ;� ≤ 9 < ;�� Ǳ	���
����� �4!��2&�� x� 7 x� − ;m� 7 ; − ;� 7 �  ��
/�'��

m� 7 >$ ���	��� ;� ≤ � < ;�� H
��"�	 �4!��2&�� x�
��
7

x� − ;m� 7 >� 6 �
�
������ �%
'�� 
������ �
�	�!�&
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'�	 ������ �
%�� '���������� !��
 �:$ %�!��� � %���	�/
m� 7 9$ m� 7 ;$ m� 7 �$ m� 7 > ���4/	'�� �
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��
'�	 ���	 �'��	� -
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�
������ �%
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� ����'�

�������� �	 ����
�� ����������� ������� �� �������!

������ ����� ���$����� ��	�� k&

������� ����� )��(��� 
�)	������� k ! *bi . . . b�+�&

'��(�� m�6 �
m� ≤ k < �m��� �� 
����	�� x� ! k − �m� % i ! �&

��-� x� ! /% �� �������� 
���)$�$ 	
������������ �����

��-� . x� > /% �� '��(�� m�6 �
m� ≤ x� < �m��� ��


����	�� x� ! x� − �m� % i ! �&

��-� x� ! /% �� �������� 
���)$�$ 	
������������ �����

��-� . x� > /% �� '��(�� m�6 �
m� ≤ x� < �m��� ��


����	�� x� ! x� − �m� % i ! �&
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�� 9��$ )�����01 φ *p+; *	���� ���+�
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���% �� akj ≡ a *345 φ *n++ �� ��
� %
�� a�

���� � ��! &���	������'�� ������ �#% ���������  ������� j ���
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������ ��	
��%
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��
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P4 	������/ �� ��� ��
�����# ����� �(��� j ≡ k 3:86 n4�
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��	������ ���!	��� �#
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��! �
������� ��� �
���#�	� �� ��
��	� ���� ���������	��
Ǳ#
�# ������! � 	���� (� �#	�� �
�$� ���� $���!	��� ��
������������ �#
#$�
� ���" ���#� i � �#	�� �����	� �
#�	�

#�	 ����#��� k−� )BCD φ )n**� ��� �� ���� �#
������
����� i �#�$"���� �������	� ��
�$� �#���
������ ��������
�#��� m� 	�$	� �$�����	� x ≡ yi )BCD n*� �# y G �#
���
 ��������#��� m� 	�$	� y ≡ mk )BCD n*� @�(�
��
�$� �����	��� $#���������� 	� �#
#�	� �� ���	������ i�
3#� �����$ ��	
#$�! �# �#��# �$����#��� �� ���	�
������
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����� n�
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���#�	 �� ��
��	� �#
���� �
���(#���� ���

����! � 	���� (� ��(� �
���������� 	#��	 �������� �����
������ 	� �
��	�� �#
#$�
 �� # 	�� � �# ��	� ��	
�$����

#����	�	�� �������� 
#����	�	�� �#���
������ �
� �� �
���� i $��# �#�������� 	#��	�

��4� �'��$ -%�-"5 6�%�-2 �� � Ǳ
� ����
��	���� �#�
	��� NOP ����
 �����	�� ������! ����
�	� 7�

"�#����$ �	 ���% ��&� ����$!���

�� >'�
	� ��
 ������5 ����	�5 ����
 p �! q�

�� >'�����	� n ! pq 	
 φ 4n6 ! 4p − �64q − �6�

�� >'�
	� � < k < φ 4n6 	
�* 1�' 4k, φ 4n66 ! ��

,� ?�
+	� j* ��� ����� kj ≡ � 4;<= φ 4n66�

-� >� '�� �
	� n 	
 k�

E����� ����
�	�� ���� )k, n*� ��� ���
�! ���! ��������
�#��� ������ ����
�	�� .�

"�#����$ �	 ���% ����������

������ ����� @����	�+ ���� 4k, n6 	


����������� m < ;AB{p, q}C
������� ����� �
"�����
�� ����������� y ≡ mk 4;<= n6�

����
 �#���
�! ��������#��� ���
 ������ ����
�	�� A�
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"�#����$ �	 ���% �!����������

������ ����� @����	�+ ���� 4k, n6* ����
	�
 ��������	
 j

	
 �
"�����
�� ����������� yC

������� ����� ���
�(�& ����������� m ≡ yj 4;<= n6�

���������� !� h������ (� ����
�	� NOP �������! ����

���	� 	#��	�� �������� #������#�	 ���" �# �#
#��(�! ����
�#��# � p 	� q� 	�$	� Bdc{p, q}� 3# ������!� (� �
��������
��� 	#��	 ���#
#���� �#�$"���� 
��$�	� �� �
���� ��������
#������#�	 �� �� � ���" �# �#
#��(�! Bdc{p, q} − 7�

�� ��������� ����	��� ���

-�����!��� (� m < Bdc{p, q}� -#"�� y Q mk )BCD n*�
;� �����#�� yj )BCD n*� E� �����#���� y Q sn imk ���
�#����� ������ ����� s� 1���

yj )BCD n* Q
(
mk i sn

)j
)BCD n* Q mkj )BCD n*

Q mt	p−�
	q−�
�� )BCD n*

��� �#����� �#���0!����� ������ ����� t� 6�	���� 
�����	�
��
��� �!	��� � ���� kj ≡ 7 )BCD φ )n**� 1���� �����

).* yj )BCD n* Q m · mt	p−�
	q−�
 )BCD n* .

6������� m < p� 	� m �# ����	��� �� p� 1��� � mt	q−�
 �#
����	��� �� p� 	�$	� p 	� mt	q−�
 ! ���!��� �
��	���� 1#�#

� ���� 	#�
#�� Z#
�� )	#�
#�� =�A* �������!

(
mt	q−�


)p−�

≡ 7 )BCD p*



��
�
 ��� ����	����	��� � �����	�� ������ �,�

� 	���
m ≡ m · mt	p−�
	q−�
 )BCD p* .

,��������� ��������� (�
(
mt	p−�


)q−�

≡ 7 )BCD q* ,

�������� mt	p−�
 �# ����	��� �� q� ������

m · mt	p−�
	q−�
 ≡ m )BCD q* .

E� �#��� M�9�

)A* m · mt	p−�
	q−�
 ≡ m )BCD pq* .

E�������� (� n Q pq� � ).* 	� )A* �	
���!��

yj ≡ m )BCD n* .

�
Ǳ���(�# �� :������#�� �
��	� )	� �#
#����	����* NOP
���	#�� ���
������� ����
 ������ �� ����
�	�� 7 �$��

�! ��� �
��	�" ����� p Q A� q Q S � �$�����! n Q 7S�
φ )n* Q M� ���� ���� �$�
�! k Q A � ���"���	� j� ��� �����
kj ≡ 7 )BCD φ )n**� 	�$	� j Q A� -�
#�	� ����
 ��$����!
k 	� n�

��� ������ ����
�	�� . ���
�! �� # ��
�	�# ��������
�#��� W�X� 	�$	� m Q P� Q .?

y ≡ mk )BCD n* ≡ .� )BCD 7S* Q M.
6	
������ ��������#��� ����
 �#���
�! ���� �� �����

����� ����
�	�� A?

x ≡ yj )BCD n* ≡ M� )BCD 7S* Q S7. )BCD 7S* Q ..
1���� ������ ����
 �	
����� ��������#��� W�X�



�,� ������	
��
 	���� ����� 	
 ������	� ����	���
��

 � !��	 � ���

"������ �� �
��	��
������ ���
� �������	� �#	���
�#���
������� ��� �# $����	��� �� ������ �#�
#	��" ����
�#��
Ǳ
� ����
��	���� �#	��� NOP �#�$"���� �
�"�����	� $��

��	� ����	����" 
#���#������� ��� ���������	� �#���
��
����� ��������#�� 	
#	��� ���$���� -��
������ ��(� ����
�
 ���	� � ���! � 	#��	� ����� W�X� 	� �# �������! 	
#	��
���$� ���" �� �	��� �� 	���� 	#��	� 3���� �#������ �� ��
���$�	���� ��(� �� �� ���� ����� � ��������#��� ������	�
���������� ������? �# �
�"���! ����� W�X� � ��� ���
 �#
�	��
�	� ������" �#�
�����	#��

1��� 7������6�8"+ n +�3� &"#�9� φ )n*� �#�
#	���	�
���	������ �� ��������� �#	��� NOP �������� �� ��������
�	� ���	�
����� ������ n Q pq� 1���� ������ �������� p
	� q �#�$"���� 	
���	� � �#�
#	�� (�$ ����$��	� ������ �	��
�� �� �
��	����	#��� ,�#� (�$ �#���
���	� ��������#����
	
#	�� �	�
��� �#�$"���� ��$���	� �#��# ����
����� �� 
������ ���������� -��
����� p 	� q �������	� �#��������
��(� ������� ! ����#��� φ )n*� �������

φ )n* Q )p − 7*)q − 7* Q pq − )pi q* i 7, ������

pi q Q n − φ )n* i 7.)9*

6������� n Q pq� 	� � ����� ������� �������� ! ��#����!��
	� �������� �
����� �	#�#��

f)x* Q x� − )pi q*xi pq

� 	��� ���� ��
#�� ����	� �#�������� E���� ���� (� ����
��
#���� ! ����� p 	� q� �������� f)x* Q )x − p*)x − q*�
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1�!� 7������6�8"+ n: +�3� |p − q| ; 9�(�9� 6$#
#��
p �� # �#����� �
��	�� ������� � q G ���	����� �
��	��
������� E��!	���� (� �
��	����	#�� NOP �� $��� ������
n Q pq ! ��������� �������� n ! �#������ Ǳ
�	#� ��(� |p−q|
! �#�#����� ������� 	� ����! �
��	�� ����
�	� ���	�
����
�� n� ���� ����	� ��0� Z#
���

"�#����$ '	 "�#����$ (!�$�

������ ����� ���
��� ����� nC

������� ����� 3� ����
 x 	
 y* ��� ���5 n ! 4x − y64x D y6*


'� �����
3�* 1� n ����	��

���� �� Ǳ���
���� x !
[√

n
]
C

��1� x� ! n* 	� y ! �C �	
��

��1� ( x� �! n* 	� �'��"�	� x �
 �����3�C

���� �� ��1� x ! 4n D �6/�* 	� n & ����	��C �	
��

��1� ( x < 4n D �6/�* 	� �'�����	� y !
√

x� − nC

���� � ��1� y 3��* 	� n ! 4x − y64x D y6C �	
��

��1� ( y ��3��* 	� �'��"�	� x �
 �����3�C

����+	� �� ����� �C

+ ������ 7. ��	��� �
�����!	��� ���#�	�� (� ����
�	� 9
! �
��������� 	�$	� ��� ��� �� ���"���	� ���	�
������
����� n� 5�� 
�$�	� ����� ����
�	�� ! �#������� ��(�
|p − q| ! ����� �������
1��� �
� �
��	������ ����
��	���� �#	��� NOP �#�$�

"���� ��	
�����	��� ������� (�$ |p− q| $��� ���	�	��� �#�
����� ������� h���� �������� �#	�� &
������ ��� ����
	�
����� ��	�
�����" ���#� 
�������	� � §A�7� ����� /�
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Ǳ���(�# !� ��� ���	�
����� ����� n Q 78/98 �#	��
��� Z#
�� �����	�� �$�����!�� x Q j

√
nk Q 7AA� 6������

�� x� �Q n� �$�����!�� x �� ������� � �$�����!�� y Q√
x� − n Q

√
7A9� − n Q

√
78/S=− 78/98 Q A� 6������� y !

����� ������� 	� n Q )x − y*)xi y* Q 7A7× 7A8�

"� #�$ %�� �&�'� � ��	%������(

-��	���� ���$���	�
�� #�	��� ��
 ���#�� ��! ���	����
����� � �
��	��
���� -#"�� �$0!� 
������ ��
����! V �
5� �� �� ���� (����� ��������	� �#����� �
#��#	���� ���
���	� �$0!�� a�, . . . , anH I����� �������� �� ��! ������

)S* V Q a�x� i a�x� i · · ·i anan


���0���� x�, . . . , xn� �# xi Q T �$� xi Q 7 ��� �� ���� i Q
7, ., . . . , nH + ���# ���	� ��� V 	� a�, . . . , an ������ �
� 
���
��� �� # �# ��	� 
���0����� �$� ��	� �#������ 
���0������
+�� �!	���� (� ������ �
� 
����� ! W��������X � 	���

�� ��
� �#�$"���� �������	� �$����#��� ����	� ��(� ��� 

���0������ ����
��	����	��� ����0�	#
��

4��� 
�#�*� %�� �)�6�� #(+ -2%��6��-��)*�< %�-("=

#�&'�-��$� I���! �
��	�� ����
�	� ���"�� #��� 
���0���
�� ������ �
� 
����� )S*� ��(� �����������	� a�, . . . , an !
�����#�
�����
�� 	�$	� 	����� (�

ai > a� i · · ·i ai−� ��� . < i ≤ n.

Ǳ
����	���� (� V ������ ��
����! ���� �#���" ���#� ai�
���#��� ���" �	��
��	� �#��� ������ ��� � {7, ., . . . , n}�
	�$	� V ≤ a� i · · ·i an�
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��� ������ 
���0���� ������ )S*� ���	���!�� 	��� ��
�
�������� @�(� V ≥ an� 	� �$��0������ xn Q 7� ��������
a� i · · · i an−� < an ≤ V � 	�$	� � ����� ������� �# ����!

���0���� � xn Q T� @�(�  V < an� 	� �$��0������ xn Q T�
6 +��������� 	���� ����� ��#����!�	 xn� ������� ����	�
���� ������ �� ���� ������ �
� 
�����

V − anxn Q a�x� i a�x� i · · ·i an−�xn−�.

�� ��! ������ ���	�����!�� ���������� ��
������� � �#
#�
������ �
���� ��������� ��� xn, xn−�, . . . , x�� -# ��� ��
�����#�� �����������	� xn, xn−�, . . . , x� ! 
���0����� �����
�� )S*� ��# � ����� ������� 
���0����� �#��! ��������

Ǳ���(�# �� -#"�� n Q A 	� a� Q 7� a� Q .� a� Q S�
3� �����������	� ! ���#
�
��	������ -� �# ���#�#�� ���
������� 	� 
���0������ ��� V ≤ 7 i . i S?

V a�x� i a�x� i a�x� )x�, x�, x�*
7 7 i T i T )7, T, T*
. T i . i T )T, 7, T*
A 7 i . i T )7, 7, T*
9 �#��! 
���0����
S T i T i S )T, T, 7*
= 7 i T i S )7, T, 7*
8 T i . i S )T, 7, 7*
M 7 i . i S )7, 7, 7*

Ǳ��������� ! ������� V Q 9� Ǳ��� #�� �� ���� �
����
��	� �
��#��
� ������� ��(#? �������� V < a�� 	� x� Q T<
�������� V −a�x� ≥ a�� 	� x� Q 7< �������� V −a�x�−a�x� ≥
a�� 	� x� Q 7 � �� ����� �
��#��
� ���#
��!	���� 6�������
V �Q a�x� i a�x� i a�x� ��� �����#��" x�, x�, x�� 	� ������

���0����� �# ��! ��������
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4�!� ���%��-�-��9�: �-'�&�'� '� 6�#�*" %�� �)�=

6��� + 7/8M 
��� :� ;#
�� 	� ;� >#����� ���
���������
���	���� �
��	��
������ ���	#��� �������� �� ������ �
�

������ %�$ �����	� ��#� ;#
���F>#������� ���#�#��
��������� ��� $��� ��
�������� ������	��

� � & � � ) � �	 *������� ��� &��� ����+�����#� �������

, 7 TTTTT7
h . TTTT7T
+ A TTTT77
V 9 TTT7TT
l S TTT7T7
� = TTT77T
L 8 TTT777
R M TT7TTT
4 / TT7TT7
E 7T TT7T7T
m 77 TT7T77

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

I 7. TT77TT
n 7A TT77T7
o 79 TT777T
& 7S TT7777
K 7= T7TTTT
; 78 T7TTT7
- 7M T7TT7T
6 7/ T7TT77
Ǳ .T T7T7TT
: .7 T7T7T7
� .. T7T77T

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 .A T7T777
' .9 T77TTT
Z .S T77TT7
> .= T77T7T
3 .8 T77T77
5 .M T777TT
J ./ T777T7
% AT T7777T
p A7 T77777
q A. 7TTTTT
@ AA 7TTTT7

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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�����	�� �#��� ���#
�
��	���� �����������	� a�, a�, . . . , an�
������ m > .an 	� ��� ��� a� T < a < m� ��� �����
)a, m* Q 7� Ǳ
� 	����� ��$�
� ��
��#	
�� a 	� m 
������
�� ax ≡ 7 )BCD m* ��! !����� 
���0���� )	#�
#�� S�7*�
Ǳ�������� ���� �#
#� c� �����	�� ����
 �$�����!

bi ≡ aai )BCD m* , 7 ≤ i ≤ n.

E
�������� (� T < bi < m� 7 ≤ i ≤ m� Ǳ����������	�
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b�, . . . , bn� �	
����� ����� �#
#	��
#��� ���#� a�, . . . , an� ��
�
������ �# ! ���#
�
��	������
Ǳ����������	� a�, . . . , an 	� ����� a 	� m ! �
���	���

����#� ������ 	��� �� �����������	� b�, . . . , bn !  ����
�	��
����#�� &� #�� "	� $� �! �������	� ��������#��� ������
����
��	���! b�, . . . , bn � ����	� ����� ��� ���
�������
@�(� ��� $� �! �������	� ��������#��� ������ 	� �#
�

��� ���� ��!� ! �#
#�#�#��� ������� $��� � �������# �
#��
�	���#���� ����
��	������ 	�$���� 7�
6	
����� �����������	� ��� 
��$���! �� $���� �� n $��

��
��" ���
� 6�	����� $��� �
� �#�$"�����	� �������!	��
�� ���������� 1#�#
 �� #� $��� x�, . . . , xn ���
�!	��� ��
��������� ����
�	��� ����� ����� b�, . . . , bn?

S Q b�x� i b�x� i · · ·i bnxn.

���# S ! ���
�� $���� x�, . . . , xn� � �����������	� ���#� S�
��� ����������	� 
����� $������ ! ���
�� ��������#����
E
�������� (� �#���
������ $���� ! 
����������� 
���

�0������ ������ �
� 
����� ��� �����������	� b�, . . . , bn�
��� �# ! ���#
�
��	������ -� �#
��� ������� ����
 ����
�#�� 
���0�����	� ���# �� ������� ������� �# ����� �#�

#���� �#
#� ������� "��� ���# ���� ������	������ ��
���	#��� -���
����  ����
 ��! �#
#���� �#
#� �������
�������� ������! �
���	��� �����������	� a�, . . . , an� -#�
"�� c Q a−� )BCD m*� ����
 �$�����!

S′ ≡ cS )BCD m* ≡ cb�x� i cb�x� i · · ·i cbnxn )BCD m*

≡ caa�x� i caa�x� i · · ·i caanxn )BCD m* .

6������� ca ≡ 7 )BCD m*� 	�

S′ ≡ a�x� i a�x� i · · ·i anxn )BCD m* .
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1#�#
 ����	� x�, . . . , xn �#�������� �������� �����������	�
a�, . . . , an ! ���#
�
��	����� )���� §=�7*�

)� 
���� *�+,����

' 7/MS 
��� 1�"#
 L���V����� ���
�������� �#	�� ����

������� ��������� �� ������ � ��
���	�� #�	�� ��
 	���

����� �
 ������� 3� ������ ������! � ���"�� #��� ������
���� T < x < φ )n*� ��� ����� rx ≡ y )BCD n* ��� ������"
r� y 	� n� 7 Ǳ������� x ������!	��� 	��������� �
 �����

�
� ����� y ��� ������ r �� ������ n )���� §9�.� ����� /*�
%�$ �
�����	� ��#� L���V������ �
�����!�� ������ ����	��
���	#� ��������
 
 �
���� )���� 	��� �����#��� /�A*�

>��� Ǳ��9"��&'�$ ���"'. *�-(�� 5���� a ������!	���
���������� �
����� )���� �����#��� /�A* ��� n > 7� ��(�

)d* )a, n* Q 7<
)dd* ak /≡ 7 )BCD n* ��� $��������� T < k < φ )n*�

E���� ���� (� aφ	n
 ≡ 7 )BCD n* �� 	#�
#��� 6��#
�
)	#�
#�� =�.*�

Ǳ���(�# /� %�$ ���#�	�� (� A ! �
���	����� ��
#�#�
��� 8� ����� ���� (� φ )8* Q = 	�

k 7 . A 9 S =
Ak A / .8 M7 .9A 8./

Ak )BCD 8* A . = 9 S 7

;� �� ���#�	�� (� �
���	����� ��
��� ����! ��� $����
����� �
��	��� ������ 8 Ǳ
���	���� ��
#�� �����	� 	��� 
� ��� �#���" �#�
��	�" ���#�� "��� � �# ��� ���"� I�������
�� �
���	������ ��
#�� ��� ��	�
������� ����� ! ���
��#
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 ��� ����	����	��� � �����	�� ������ �,9

������#����� -��
������ ����� mn �# ��! �
���	������
��
#��� ��(� m > .� n > . 	� )m, n* Q 7� 9 h����# 	����
	����� ����� .� 9� pk 	� .pk ���	� �
���	���� ��
#��� �# pG
�
��	# ������ � k G ��	�
����#� 10

-� �# ���#�#�� 	�$���� �
���	����" ��
#��� χp ���
�#
��" �
��	�" ���#� p?

	 � 
 � � �  �
Ǳ���	��� ����� χp ��� ���"�5 ����	�5 ����� p

p � � - 7 �� �� �7 �9 �� �9 �� �7 ,� ,� ,7 -� -9 2� 27 7�
χp � � � � � � � � - � � � 2 � - � � � � 7

+ ���#�#��� 	�$���� �� �� ��$���	� $���	� ��
���������
��" 
�� �
���	����" ��
#���� -��
������ � 	�$���� . ����
��� (� χp ≤ 8 ��� p ≤ 87� -���
���� �� ����	����	� �$#
��
��!	��� ��� ���" p ≤ 7M7� Ǳ������� �$����#��� ��� �#
��"
��	#�� �
��	�" ���#� p �# �������	� �
��	���� �����������
�	� χp� "��� � �� �� ���#�	�� (�

)=* rdB sbt
p→∞

χp Q∞. 11

1�$���� . ������	� 	��� �
� 	#� (� χp Q . ��� $����#�
�� �������� p ≤ 87� 6$����#��� ��� $�����" p 	�����
���	�#
� ��	� �� ����	����	�� "��� ��	#��	��� �# � �����
���#�	�� (� ����! �#�����#��� �������	� �
��	�" ���#� p�
��� ���" χp Q .�
Ǳ
� ����#��� �
��	��
������" ���	#� ��
����� ! ���

�	���# 	�#
� #��� �
� �
���	���� ��
#���

�����9� �� $���� a % &� ���������� �
��' 	�� ���

�����'�
 
 ����� n > 7� (
	

a* ak /≡ T )BCD n* 	�� )�	'���
 
 k ∈ ?<
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u* ak� /≡ ak� )BCD n* 	�� )�	'����� �#��� �������'�

��� ����� k� �� k�� T < k� < k� ≤ φ )n*<
v* au ≡ av )BCD n* �
	  ��'�� �
	 � �
��

u ≡ v )BCD φ )n** .

*
��	����� @�(� �
����	�	�� (� ak ≡ T )BCD n* ��� �#�
����� k ∈ ?� 	� �$��0������ )a, n* > 7� 12 1��� ����
�#����
am ≡ 7 )BCD n* �#�� ���� ���  ������ m ∈ ?� 	�$	� a
�# ! �
���	����� ��
#�#� ��� n� 13 6	
����# �
�	�
����
������	� 	�#
� #��� a*�
1#�#
 �
����	���� (� ak� ≡ ak� )BCD n* ��� �#���"

T < k� < k� ≤ φ )n*� 1��� ak� − ak� Q ak�
(
ak�−k� − 7) ���

��	��� �� n� Ǳ#
��� ��� ��� ak� �# ����	��� �� n ������
� 	�#
� #���� a*� 1��� ak�−k� ≡ 7 )BCD n*� �
�����
T < k� − k� < φ )n*� 3# �
�	�
���	� 	���� (� a ! �
���	���
��� ��
#�#� ��� n� � ������	� 	�#
� #��� u*�
��� ���#�#��� 	�#
� #��� v* �#"�� u Q λ�φ )n*iμ� ���

�#����� λ� ∈ ? 	� T ≤ μ� < φ )n*� � 	��� v Q λ�φ )n* i μ�

��� �#����� λ� ∈ ? 	� T ≤ μ� < φ )n*� @�(� μ� Q μ�� 	�$	�
u ≡ v )BCD φ )n**� 	� au ≡ av )BCD n*� ��������

)8* au Q
(
aφ	n


)λ� · aμ� , av Q
(
aφ	n


)λ� · aμ� . 14

E ������ $���� ��(� au ≡ av )BCD n* ��� �#���" ��	��

�����" ���#� u 	� v� 	� � )8* �������!� (� μ� Q μ� ��
����	��� 	�#
� #��� u*� 15 1��� u ≡ v )BCD φ )n** � 	�#
�
� #��� v* ���#�#��� �
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>�!� ���%��-�-��9� �(.=@�9�(+� ;� ���	#���� NOP
	� L���V����� ! $���	� ���������� @� � NOP� �
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�� L���V����� ����
��	���! �
���	�� 	� ����
�	� �����?
���� �#�$"���� ��� �� ���� ��
��	����� ��! ���	#��� @� �
� NOP� �� #� ��
��	���� ���
�! ��� ��������#��� �� ���
������� ����
�	�" ������� � �#���
�! �� ��������� �
��
��	��" �������
@� � � NOP� �#���
������ ! ���	� �������� �$������

������� �����#� ��� �	�
���� ��� �# ������! �
���	����
�������� E ������ $���� �	�
���� ��� ���! �
���	��� �����
�#���
�! ��������#��� �� ���#�� �#����� � ����
��	�����
����0�	#
��� -�
#�	�� ��
��	����� �$�" ���	#� �# �$�����
�	��� �
���	���� �������� (� ������	� �������! �� �
�����	� �#
#"���#��� ������ ��� ��� �#
#�����

+�!��� ,� ���&�- �����
������� .�'�/������ Ǳ
�����
	���� (� ����
 ��
����� 
��
�$�	� ���� ���	#�� L���V��
���� ��� �#�
#	���� ���	������ � �
������ %�$ ��������
	� ���� �
��	����	#��� ����
 �����	�� �$�
�! ��
��#	
�
)p, r, a*� �� ������� � ���	������ ����
�	���

"�#����$ ,	 -!��� .��/0�$���% ��&� ����$!���

�� >'�
	� ����	� ����� p�

�� >'�����	� ����	����+ ����� r ��� p�

�� @��
������ ����� ��'�
	� k* � ≤ k ≤ p − ��

,� >'�����	� a ≡ rk 4;<= p6�

E���� ���� (� ������ �$����#��� �
���	������ ��
#��
�#�$"���� 
���0�����	� ���# ���� 
�� � ���#�	� ���� �$��

��	��� ��
��#	
� �
��	����	#��� &
�� ������ � $������
�	� �������� r Q χp ! ������ ����� ������� �#
#� �#
��"
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 ������	� ����	���
��

7/�M=A �
��	�" ���#� )��	����� �#
#� ��" ! ..A�TS7* �#
���
���	� χp < = ������!	��� ��� MTw �
��	�" ���#� p< 
�����	�
χp Q . ��! ����# ��� 89./ �
��	�" ���#�� (� �	�����	� A8w�
� χp Q A ����	#
���!	��� ��� 9S7S �
��	�" ���#� �$� .Aw�
+���
�	�� ����#� ����� ! 	
���� )p, r, a*� 5���� k ! 

�
���	��� ����#��
��� �#
#����	� ���! ��������#��� � ���
���� ��
��	 �

����
��	���! ����
�	�� ���� ������ (�$ �������	� � �����
����#���� ����
��	������ ���	����� ����
�	�� ,���
�	�

������! ��������#��� �� $���� � ���
�! " ��
#��� J���

�� �� ���� $���� ! ��
� ��	�
�����" ���#�� Ǳ
� ���
��
����� ����
��	���!	��� ����	����� ��
��#	
 j� ���� ����
�����! �� ���� �	��� �� ���
�

"�#����$ 1	 -!��� .��/0�$���% ����������

������ ����� @����	�+ ���� ����� 4p, r, a6C

����������� M  3������� ����
	�

������� ����� ?
"�����
�� ������������

����� ����������

�� F��'�	� ���������	� ����	����5 3��� M �
 '���� B < p�

�� @��
������ ����� �'�
	� �
	 �
���� ����� j* � ≤ j ≤ p − ��

�� G�� ��(���� '��� B �'�����	� C� ≡ rj 4;<= p6 	


C� ≡ Baj 4;<= p6�

,� H����� ����������� & ���������	� �
� 4C�, C�6�

E���� ���� (� ����� j �� # �������	��� � �� ��� ���
�	����� $������ 3# �����	� (# $����� �	�����	� �#	���
���
������ L���V������ +����	���� (� ����
 �# ���! ��#
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 ��� ����	����	��� � �����	�� ������ �-�

����� j �$
�� ��� ��� �� ���� $����� +�����!	���� (� �#
� �# ��	
�$���
Ǳ�������� �#
# m �������	� ��
 )C�, C�*� �	
�����" �
�

���
������ �� ��������� ����
�	�� =�

"�#����$ 2	 -!��� .��/0�$���% �!����������

������ ����� @����	�+ ���� 4p, r, a6 	
 ����
	��+ ���� kC

�
"�����
�� ����������� 4C�,i, C�,i6* � ≤ i ≤ m�

������� ����� G�"�����
�� ������������

�� G�� ��(��� �
�� 4C�, C�6 �'�����	� T ≡ C�C
p−k−�

� 4;<= p6�

�� G�"�����
��� ������������ & ���������	� ����� Ti�

6	
������ ��������#��� ��� ���
� ��# ������!	��� � m
��
 )C�,i, C�,i*� 7 ≤ i ≤ m� ����
 ����
��	���! ���� �
���	�
��� ���� k � �#���
�! �� ��� $��� �� ��������� �����

�	�� 8�
%�$ ��#���	���� (� ����
 �
������� �#���
�! �����

����#��� ���
� ����� ���� (� a ≡ rk )BCD p* � 	���
��� �� ���� �
���#�	� )C�, C�* �����
������� 	#��	�

T ≡ C�C
p−k−�
� )BCD p* ≡ )Baj* · )rj*p−k−� )BCD p*

≡ B)rk*j · rj	p−�
−jk )BCD p*

≡ B)rp−�*j )BCD p* ≡ B )BCD p* .

6�	���� ����
�#���� ! ��
��#������ �� ����	��� ���� 	#��

#�� Z#
�� )	#�
#�� =�A*� 16

Ǳ���(�# 1� Ǳ
����	���� (� ����
�	�� ����#� �����
! 	
���� )p, r, a* Q )9A, A, ..*� � �
���	��� G ����� k Q
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7S� E����� �� ����
�	�� S ��$�
� ��
��#	
�� ���
� L���
V������ ��!�� a ≡ rk )BCD p*� 	�$	� .. ≡ A�� )BCD 9A*�
17

Ǳ
����	��� ����� (� ��� "��# �������	� ��������#���
W� !"#X� Ǳ#
� �� ��# ��� �#
#����	� ���� � ���
���� ��
�
��	? � !"#$%&%'()%%%*� -��	����� �
���� ��� 
��$���!
��������#��� �� $���� � ���" ��������?

� !"#$%& %' () %% %*.

1#�#
 ��� �$�
�! j Q .A� ��� ��
�(#��� �� ��� �!��� (�
�# ����� ! ��������� ��� ���" $������ E����� ����
�	�� =
��� �$�����!

C� ≡ rj )BCD p* Q A�� )BCD 9A* Q A9,

aj )BCD p* Q ..�� )BCD 9A* Q A..

Ǳ���� ����� ��� ���"���	� Baj )BCD p* ��� �� ���� ����
����������� $���� B� -��
������ ��� �#
���� $���� ����
�$����#��� ! 	�����

C� Q 7M · A. ≡ 78 )BCD 9A* .

1���� ������ ���
�� �#
���� $���� ! ��
� )A9, 78*� ���
����" $����� �$����#��� ������ �����������
6	
������ ��������#��� ��� ���
� ����
 �#���
�! ���

��� ��������� �� ����
�	�� 8?

Cp−k−�
� )BCD p* Q A9��−��−� )BCD 9A* Q A9�� )BCD 9A*

Q A/. 18
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Ǳ������� �$����#��� ��� ���	��
#��� �#
���� ������� !
	�����?

T Q C�C
p−k−�
� )BCD p* Q 78 · A/ )BCD 9A*

Q ==A )BCD 9A* Q 7M. 19
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���������� 0� &
��	����	#�� L���V����� �
����	� ���
�������# � ��
������� � NOP� 1��� " ����
��	����	� ���#
� 	�� �����"  )��	��� �������� ��� ���
������ ������
NOP� ��� ! ��$���	� �#����� � ��
������� � ����� ��������
�#����� 1��� ��� ���
������ ������ �# �
�! ��
�������"

����

3	 4 5 6 � 7 5 8 9 6 : Ǳ ; � " 6 6 <

�� Ǳ�����	�* 1� �-, ���, --7 ! �,,7 · 2���� 4�	��� ���6�
�� Ǳ���
�
+	�* ��� φ 4n6 ! 4p − �64q − �6  ���
�� n ! pqI

4�	��� ��,6�
�� Ǳ���
�
+	�* ��� ��
�	���	� 4�6 & �����I 4�	��� ��,6�
�� Ǳ�����	�* ��� �� �'��J������ ���
�
	�* 1�' � ��	�� #$% k

' �� � (� ������� ������I 4�	��� ��,6�
�� K� �+��� ��
��� j & ����
���	��� �� ��
��� 4p, q6 � ��	��

#$%I 4�	��� ��,6�
�� K�� xn ! �* ��1� V < an � �
�
� ��� ����
�I 4�	��� �,,6�
�� :
�1� �������	�� &	��� �'��(���� � < x < φ 4n6  �
�
� ���

������	��+ 
�����	�I 4�	��� �,86�
�� L���' +	� �����	�* 1� ����	����+ ����� �� & ��� ' ��)�����

����	��� ����
� 4�	��� �,86�
�� L���' +	� �����	�* 1� ����� mn �� �
& ����	������ ������*

��1� m > �* n > � 	
 4m, n6 ! �� 4�	��� �,86�
��� L���' +	� �����	�* 1� 	���� ����
 �* ,* pk 	
 �pk �
�	� ���)

�	��� �����* �� p / ����	� �����* 
 k / �
	 �
����� 4�	��� �,86�
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��� Ǳ�����	�* ��� ����� a �� ��(� ' 	� ����	����� ������� ���

n* ��1� ak ≡ � 4;<= n6I 4�	��� �-�6�
��� K�� �� u ≡ v 4;<= φ 4n66 ������
&* 1� au ≡ av 4;<= n6* ��

a / 3� ����	����+ ����� ��� nI 4�	��� �-�6�
��� K�� � �����	 476 	
 ����� ��3� au ≡ av 4;<= n6 ������
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1� u ≡ v 4;<= φ 4n66I 4�	��� �-�6�
��� Ǳ������	� �
�	�� �
��� �
��� 	������ M���
  �������� 
�)

����	� 7� 4�	��� �-�6�
��� Ǳ������	�* 1� �� ≡ ��� 4;<= ,�6� 4�	��� �-�6�
��� @�����	���* 1� �,�� 4;<= ,�6 ! �9� 4�	��� �-,6�
��� @�����	���* 1� �7 · �9 4;<= ,�6 ! �8� 4�	��� �-,6�

=	 > " * " ? :
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!���"� �# ��
���������� ���
���� 
��� 4n, k6 ! 4�77�, ��6

���������� ��� ���������� ����������� 

�� � � !! ��"# �!!# ��"# �$!!  ##

�� �  ## �!   ## "$� �!  ��"#

!���"� �# !�"�� n ! pq* �� p � q # ����� �����* p > q� ������$
� p � q ����� n � φ 4n6�

!���"� �# ������	 %� � 
���������� ��� n ! pq ! �7,�79 �

φ 4n6 ! �7��72� &���� p � q�

!���"� �# Ǳ��������	 %� ���
���� 
����� 
����������

��� ( n ! ����	 k ! �7� )*������ �������� 
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%� M �� ( ���(��� ������ � n ! pq	 �� p � q ( ������� ��������

Ǳ�
����	 %� � ,-��� �����
� ��
�����,� n ( ������ ��������

!���"� �# Ǳ��������	 %� ��& �*��� n	 n ! pq	 �� ���(. ���


����������	 �� p � q ��� ����
�" �����" �����	 � ��� ��$
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� k� � k�� /����������- 
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��� �����- ����� �������� ����������� 	  
� ���� ���� �������(	

�����
� ��� ������ � 
����� 4n, k�6	 � ���� %� ��� � 
�����

4n, k�6� 0� ����( �
�� �����* ��������� *��-��. *����
� � ����$

����� ��1 �����' � ��&�(2

!���"� �# Ǳ��������* %� � ���." ��� 
����������" ����)

� ��& ��
��������- ����-��� �����- n	 ��� ����� ��
����
� k�
� k�� Ǳ��������	 %� ����) �������( ��&� ����������� M	 ��$

��������� ���� ���
���� 
����� 4n, k�6	 � ��& �������( ����� �

1 ���� ����������� M * ��� ����������� ���
���� 
����� ���*

�� 4n, k�6� Ǳ�
�1�-	 �� � ,-��� �����
� ���������� M ( ������

������ ��������

!���"� ��# Ǳ��������* %� ������ ��� ��
�������(-� �� 

�����,�. ����������- M� � M�* � �
�1 ."�-��� ��*�
� M !
M�M�� Ǳ�
����* %� ���� �� M �������( ��*�
� ������ �� 

M� � M� �� ������� n�

!���"� ��# !�"�� n ! �, �,�, ��7� Ǳ�������� ����� x �������� �

,���" �����* ��  
�" x� − n ≥ �� )�
��-
� x ! ��-9* �
√

x� − n ��

( ,����* ��� �*��-���� x �� �����,� � ������1��� ,�� ���,��

���* ��
� �����
√

x� − n �� ���� ,���� �*� �� ��� ����� ��1�

x ! 4n D �6/�� )*������� �������� � �������� �*��,� N

x ��-9 ��2� ��2� ��2� ��2� ��2,√
x� − n ��, 97 -8, 9� 72, �� 9�, �9 ���, �8 ���
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�������* � ����( �
� ������-�� ����� x*√
n ≤ x < 4n D �6/�* ��  
���

√
x� − n ( ������-��� ���$

���C
P6  
%� n ( ������* �

√
x� − n �� ( ������-��� ������
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��� x < 4n D �6/��

!���"� ��# &��������	 %� � �����-���� �����
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�� ����� n ��1�� ��������� � ���� �� n ! ab �� � < a < b < n
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��- ������� ,I

!���"� ��# +�����	 %� ������� 3 ��
��� �� ��
����-� *  
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n ! �k �� ��������� ����� k�

!���"� ��# 5���� ���� �
�� ,������� ������ �� *��� �����-$
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���������-

�
�� ������ #$%k,n2
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P6 �7 ! �x� D 7x� D 9x� D ��x� D ��x� ��( ��
��-
� ����7 �
���

!���"� ��# !�"�� ai ! �i �� ���" � ≤ i ≤ n* � V < �n��� +�����*
%� ������ ��� ��
��
 ��( (����� ����7 ��
�

!���"� ��# &���� ����7 ��
 �������. ������ ��� ��
��


�8 ! �x� D -x� D ��x� D ��x� D ,�x�.

!���"� ��# ��������-* %� ������� � §2�� ������ ���"���-

����7 ��
 ����
���. ������ * ������� ,�� ����7 ��
 ( (������

!���"� ��# Ǳ��������* %� ������������ a�, . . . , an � ������" �7
� �8 ( ����������������

!���"� ��# O6 ��
���������� ������������� �����������-

a� ! �* a� ! �* a� ! ,* �����- m ! 9 � ���1��
 a ! ,* �*���$
��� �����������- b�* b�* b��

P6 Ǳ������� � *������ ������ ����������� Ǳ01�2��

i6 &��������� ����������� Ǳ01�2�* ��
���������� 
���$

�������* �������� �� ������ ��� ��
��
 � ���
����


��� b�* b�* b�* �*�������� � O6�
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� ������ ��� ��
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, �����������- ( ���������������

!���"� ��# ���
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����� ��
�����. 
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a ! ��* �  
�� ( ������� ������������� �����������-I
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����� ��
�����. 
���������� �����
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P�� �� �� �� �� �� �� �� � � �� �� �� ��
C�� ��� �� ��� ��� �� �� �� ��� � ��� �� ��� �
P�� �� � �� �� �� �� �� �� � �� �� �� �

G����#�� � ��$��(� *J, ��� �������� $�������� ����������
 ���'� !���� ��  ��������! � $�������� ����� �����/
���� ���#�� ��! ��'�'� !���)

P�� �� � �� �� �� �� �� �� � �� �� �� �
�
�

� # � � � � � $ � " � � �

;�$ ���������� (������  �� ��� ��� �����������
�������� ���� ����	K �����  ������� ����#��� ��'� �$/
������# ��  ������ P� ≡ *S�,� *<=> EH,)

S� � �� �� � �� �� �� �
P� �� � �� � �� �� �� �
� �  ! � " � � �
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���#�� �� � ��� ���� $��� ���������� &� ���� ���� ��/
������� ���� ������

�� ��������

L���� �	
 ���0!��� $�'���  �$����  ��0!����� � ���/
������� ������ �� ������(�1� !�� ���$�����  ������ ���
�����1 ������ �� ����1� Ǳ�/ ����  � ����������� �	

�����  �����!  � ���������#  �(��� �$���� �������� ��/
���#�� (�� ��� ���'��� ��������� � �	
) $��#/��� ���� ��/
������� ��������'� ����� ����� �����#�� ����� ���� ���/
����� ���� ����� ��� ����� ���! ������ �� ����  ���/
���� (#�'� ����� �� ���  ������� ���� ���� ������#�!
� �������

M��#�� ��'�� ����� �� ����  ���$���  �� �� ����	 � 11
����� �� ����� �����#�� ������ ��� ��1� �� ���� 11  ������'�
������ 4� (� ������ ���5

Ǳ� ������� &� ��� ������ ����� ��� ���� ��� ����	
���� � 11 (������  �� ���� *�� �������� ���������! �
 ������� *$���������, ��'�!��� �����#�� ����� �����
�  �!�����  �$���� �� ��!� 11  �������!,)

�����������( #�%%�$  #� &��'� (� ) #)* * � *�
�����( � ! �"���

L� ������� �� �  �����!� &� � ��  ������ (��1 '����)

�� ���� ��� ��	� 
��
����� �� ���� �����
�������� ����� ���	��

N�'� ������� �����# $���  ��0!���� � ���� &� �����  ���
(�� ����������# � ����� � ������ � ������ �� ��	 �����
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��
 	���� ����� 	
 ������	� ����	���
��

���������� ����� �� (������  �� ��)

&)'
�����������( ) #+ Ǳ�%&��#�"��� %� ��Ǳ)�

�����( � ! �"���

���� ��� ��'��  ������� (��  �� �� � ����� �� ����� !��
�������� ��&�� ����� ������ ����� �� ����  ���$��� (��/
����  �� �� ����	� ��� �� ���������� &� ����# ��� ��'�
�� �� � ���� 11 �����������

;�$ �������� (��1  �$����� ���$�����  ��0!���� (��/
����  �� �� �� ������ ����'�  ����������!) ����  �� ��
�����'� ��� � ����� � ���������#�! �����  ����������!��
4� ����� (� ��$���5 ���� (� �������� 6� ������  ��/
 ���� ���� ������� ����  ����������!� O�&� kB C (�
������� ��� ������ ����� � jA C (�  ������ ��� ������
����	� �� ����� ����  ����������! ����� ���)

���	 *����+	��� � kB ( #�%%�$  #� &��'� (� ) #)* * � *�
����� *����+	��� � jA( #�%%�$  #� &��'� (� ) #)* * � *�

2�������� &� ����� � ���$ �� � ���������� 2�'��#/
�� ���!���  ������� � ����������! �������	�� ��$��
 �������!  ����������! � ����������� *��� ��� � ��/
�� � �������������, ��'�!��� 6� ������ ����������
� ������  ������ ���� $��� -�����.� �������� � �����'�
���#�'� �������  ����������! *������� �  �$����� ���
�������,� ����� ������� �������� *-�����. �  ����������
$��� �  ����� !���, � ����  �� ��)

���	 *����+	��� � kB ( #�%%�$�� #���&��'���(���)��#)* *��� *�
����� *����+	��� � jA( %$#&'(#�� �"���
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�� � �������� � ���� �������� ������������� �� ������/
���#� �����#�� ����  ����������! *8, �� ��	 �����  �� �����
������ ����� �����)

�����������( )��#+ ��Ǳ�%&��#�"�����%�����Ǳ)�
�����( �� ��#�����Ǳ� �"���

����� ������ �� �! (#�'�  �� ��� � ����� �� ���� ��������
$� &� (�� ���� ��������� �� ������

���� ��� �������� P�������! ���������� ��'�!����/
'� ��&�� ����� � ����� ������������

Ǳ����� �� A��'�!����  ����#��  �(���� ��  ����/
��  ����������! � �� ���������� !��'� � -�����. �� B�!
�������! ���������� � ������  �������� ����� $���� �
11 �������� �����)

� → +F,  → ++, � → 7+.

Ǳ���� ������� ������ �� ������ ������� ����������� ����
�� �����)

m @ !"!!#!.

����

m −
[ m

+QQ

]
· +QQ @ 7+ @ D�

� �������� ����� $���� �� !�� ������# � ��������� 2

B�������� ��!  ���������# ����� ��������� ������
� ���$���� � �� ���#�� ���� &� �� �������������� �����
3  ����#���� $����� �������� &�  ����������! �� ���/
�� � ��������� ��'�!��� !�  �!����� ��&�� ����� ������
�������  ����������� �� � �������!���  ���� ����� m�
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� ����� ���� ��������� �� �� ����������� ����� -���
�����	� �����.� -�������	� 
����.� -���� 	����	���
���� �����.� 3 ��'��#���� �� ���� ����  �!�����! (��
������ �������� ��� ��! ���������  ������� ���� ���/
��# (����� �����������

���� ���! �� ����$�����! H ) " → " �� ���������
�� �������!"� !�&�

+� ��! ������'� m �������! H*m, �$������� ��'��K
7� ��! ������'� H*m, �������! m �$������� �������K
?� ������# H*m�, @ H*m�, ��! m� �@ m� ���� �� �/

���# ���� �����

#��
�����$ %& Ǳ��� ��� ����� ��������! + �������#� &�
H � ����������#�� ����(��� *���� ��������! 9�+,� ���!
����� �������� &� ����� $��� ����� � ������� � ����� &�
�������! ���/����(�1 H*m, -�����. �������� ���� �����
m� 2�����# ���'�� &� ���! ����� �������� &� ���  ���/
�������! ����� -�����. �������� ����� ������ ������
H*m,� G����#��  ����������! ���������� � �����#�! ���/
��� m� �� �������� � ��� &� H*m, � ������ ������ ��
m�

P������� ����(�1 H � ������ ����������!�� ��� ����/
���� ������ �� ������ � ��������� ��'����� ������/
����� ���/����(�� ���  ���� ������������ � ���! ������
!�� �������� &� H−� �� �$��0!����� � ����������� ����/
(����

#��
�����$ '& O�&� H−� � ����������� ����(���� ��
������# H*m�, @ H*m�, ���'��� ��������� ��! m� �@ m��
3
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 ""$ %������� ����� ���

#��
�����$ (& B�������� !��� �� ���������� �  ����/
�� ?� ����� � ����(��� ��� �������'� �����������  ������/
����!� Ǳ�������� 11 ���� H� O���� &� ����� + �������/
�! + � �������#�! ��! ��1� L���� �����  �'������#� &�
� ����� 7 � ������ ����� � ? ��$��# �� � ����� ��! ����1
���/����(�1 H�

�  ����#���� �� �������  � ����)�"� !�&� ������#
H*m�, @ H*m�, ��������#�! ��!  ����1  �� m� �@ m��

#��
�����$ *& :�����1 �����# �������� � ��! ��$� ��/
����� ����(��� �� ����� H*x, @ H*−x, ��! H*x, @ x��

Ǳ������ �	 
��������� ��� ��������� �������

,�� -�������� ������ ���./��� �������	����
	� /�*0
����-�1 ��� ��.�� H ���./��� �����	� ��������� �2
��������3 ��
���� H&m' &�/ ���./��� ��.�	� �������
���*���' 	
 �
�	�	�3 ���������� ����� &�/�3 �����	�
���./��� ����*�	�1 ��� -���� ���./��� ���*���	� �.0
�
�	� ��
���� ��� H1 ��
����� H&m' ��2�	� ��� -����
����	
	�'$

�� ������ ������� ������

A��'�!���� &� ���� �� ��� (�����'�  �� ��� �� �����/
������! ���1 �	
� R�����  ������� ��'�!����'� ������ �
��������#��� �� ����' B���� 4����

Ǳ� ������� &� ����� $����� &�$

*w�, ���  ������� ����  �� ��  �� 11  ����������!��
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 ������	� ����	���
��

B��������� 11 ������ �

*w�, ��� �� �����  ������� ����  ����������!� �����#
!�&� ��� �������# ��$� ��'� �� ���

���� �����(�1 � ������ �� ����������� � ��������� ���
$�����  �������� ���� ���� � ��� �$��#  � ���(�� ��/
���� � $����� &�$ (�� ���� $��� ���������� ���������
*��������� � ����� ���� �� ���� ���� (!  � ���(�! ��$/
����,� 3����� �$��  ������ � ��� &� ������� �� $����#
����� !�� ���� � ���  � ���� ������� ����� ������ ��/
����� ��������� �������� -���� �.� &� �  �!���� ����� ��/
��'�  �� ����

4� ����� �������#���� (� ��� ����'� ����	5

Ǳ����� #� A��'�!���� �!��� �����# ����1 �����(�1�
��! !��1  ��������� ������ ����� ���0!����� 3!����� &�
� ������� ��������#�! �������� � �� �����#��� ����� O�/
&� ������� ������#  �� �� �� �������� �� ��� ���� �� �/
�� ���$�����#�! �� ���������� �������� ������� ������/
��  �� ������ ��������� ���������  ����� ��'� ����� ��/
������ ����������

4� ����� � ����� �����# �  ������ J � ���������/
��� �������5 Ǳ�� �� ��� ���������� &� !�&� ��� *��/
�����, ��� �������� ���� 〈nB, kB〉 *�����# �� ��� ����/
��,� �� �������� ����'� ����	  ��!'���# � ����� &�$ ���
 ������� (������  �� �� � ����������!� nB �� kB � �����
� ���  ���$�� ����� �����  �����������#� &� ���� ���
���������  ����������!� 4

���� �$%& �% '(�$ '��)%&% )��)'�� M��#/!�� ���/
�� $�� ����'� ��� �'�  �� ���  ������ ���� ����� �� ��
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������������ !�� ��� �������# ����'�� ����	�

+, +����
� ��)���� ���$� S! ����������# �������� &�
����� ������  �� �� ���� �� ������  ������������
�� ��������� ��'� �������

7, +������
��	� ��
,$)�	� ������ 	� ��
��������$�
6����# !�&� ����� � �$�����  �� �� ����� !���  ��/
 ���� 11  ����������! ���� �� ��� �� �����  �����/
��  ����������!�

?, -����"	�� 
��
�����	�� S! ����������# ��������
&� ���#�� ��� ����  �������� ����� ����������
 �� ��� ��$�� ����� ����� ������� �'����� &� ����
���  �� ���� 11  ����������!�

�������� �	 ������ �������� ������

"$ ����� ��������	� ���+ ����������� � �������� ����
	 m1

�$ ����� �.��
+ � < � < n5 ��� ����� &�, n' 6 "1

�$ ����� ��
/���	� i 6 �−� &789 n'1

!$ ����� �
���+ ���+ ����������� -./0&m'
���
6 t 6 m�k &789 n'1

 $ ��	 ������+ �
�
����
�� ����������� �
 ��������3 �����

����
	���� ��3�
5 	�.	� ��	 �.����3+

/123&-./0&m''
���
6 y 6 tj &789 n'1

)$ ����� ���
���+ ����������� � �������5

	�.	� �.����3+ z 6 yi &789 n'$

Ǳ��� ������(�! ��� ��  �� �����  ���������� � ��'�/
���� +� $��� ��������� 4����� �� �� ���'�� �� �������/
�� �	
� ���� �������#�!� ���������� ��&� �#�� ����'���
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� (�� ����� 〈n, k〉 C (� �������� ���� ����� � j C ��'�
 ������� ����� R�'���� + � ����#�! �� ���  �(����
$%&'*·, �� &()**·,� Ǳ��� � ��� �  �(����� ���������!
 ����������! ����	� ��'� C  �(����� (�����'�  ��/
 ��� �����

���� 
%*�����! ��&%�+$� �� ;�$ �������� ��'�/
��� +�  �� �� ��� ���������� ���� ������� ����� z�
�$������� �� ������� ��(�)

*F,

z @ yi *<=> n, @ tji *<=> n, @
(
m�k

)j
i *<=> n,

/2/
@ mj�kji *<=> n, @ mj�i *<=> n, 5

/3/
@ mj *<=> n, . 6

����� ������ z C (�  ����������! ����	� ����������
 ������� ������ ����� S� �������#� &� ���#�� ��� ��'
���������� �������� m� �����#�� ����� ����� �� ���� j �
���� �� ���� ������� y�

����� �$��'�� z � � $��#/!��� ������ ���� �������� &�
���� ��� ��������� ��������� 7

��� �� ����  ������� �������� m �� ��(� H� �����#��
��� ������ ���� t� � !��'� �� ����� ��������� m � ��'���
� ���$� 8

Ǳ����� ,� ����� �$��#  � ���(�� ���+,�- �������
+QQQ ������� ����� $����� &�$ 11 �'��� ��� ��������� 11
 � ���(��� ��� �� $����� &�$ ��� $���� ����� ������� �
 � ���(�1� �������� ������ ���� � *n, k, @ *HH8+, 7?H,�

+� Ǳ����������!� ����	 � m @ +, QQQ� ���� �� �������
����� �$��� ����� � @ 9+ � ��������# i� �$����� �� �
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�� ������� n� ��$�� i @ HHQ� 9 �� � ����� ������ ����
 � ���(��� ������������� �������� ���� ����)

t ≡ m�k *<=> n, @ +, QQQ×9+��� *<=> HH8+, @ +F+H. 10

7� ���  �� ���� ���� � �����������  ����������! t� ����/
��������� ��! (#�'� ����  ������� ���� *n, j,� "�����
�������� ��� �$������

y ≡ tj *<=> n, @ +F+Hj *<=> HH8+, @ 7+8.

2�������� &� ��� �� �������� ����  ������� ���� j  ��
��� (��1  �(����� 11

?� 2�������� &�

*E,
y ≡ tj *<=> n, @ *m�k,j *<=> n,

/4/
@ mj� *<=> n, . 12

�� � ����� ������ ������ ���������� �� �$����� �� �
�� ������� n)

*9, z ≡ yi *<=> n, @ 7+8×HHQ *<=> HH8+, @ 7Q+9. 13

J� ���+,�. ����  �������  ����������! ����	� !�&�
��������� �������� ���� ���� � �$������#
*+Q,

m ≡ zk *<=> n, @ 7, Q+9��� *<=> HH8+, @ +QQQ. 14

6����� ��� ���� *�����# ����� (�� !����T,� �� ���� ��/
'�  ������� ���� *n, j,� �����  ��� ����� n @ HH8+ ��
������������� ����� �� ���� j� 15
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V, ���� ��'�� ������������#�
VV, ���� � ���������� � ���� ��������� &� ���� �����
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2����#�!� &� ���������� ���������� '������ ���� �� ��/
���  ��� ������� ����������� ���1 ������!��#  ������� (�
����������� '������ �� ��� ����� ����	����� ��� ��

A��'�!���� ����� �� ����������� �����# ����������
'����� �� � ������� B� 4������ ��� �� � ������ ��/
����� ����������  �������  �� ������ WXYZ[� ����� !��1
$��� ������� !�  �$����  ��0!����� �  ����#����� � ���$/
��� ����&������  ������� �� ��������� �������� 2�
������� 4����� WXYZ[  ������ $�� � ������ $�'�����
��$��0!����!�� � ��'�!�� ���������� ������������ !�� ��'
�� ������ ���#�� $��� �$� ���� ������������ ������� �/
'�����(�!� Ǳ� ���$�������� (� ��$��0!����! ����� $��� �$/
���!�� �� '��� � ���������

"��� 4����  ������� �� ����� ���� *����, � �&�����
 ������� I �&���! �������#�! ���� ��������� �������
���������! � ��(��� � �� ���� ����� � ��(���

Ǳ� ������� &� ����� $���� ������� ��� $���� ���
������� 7Q '����#� ���� ����� $����� &�$� $��� ��
�������! !��� ����� � ���� ���� ��������� (�� ����
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G����#�� $��� �� ���� ������� ���� �� ����������!
���� �� $����� ��� �� ���� ��� ���� ���������! ����� ������
��$�� ����������# ����	 �$�������

#��
�����$ .& Ǳ� ������� &� ���� � ������ �����'��/
��� ��� ������ ���� O�&� ��� �� ��#�!� &� ���� � �/
���# ��������� ������� ���� � ���1 ����� ��  ������ ����
� ��� �� ����� ��� ����������#� 16 ;�$ �������� ����1
�� �����1  ���1� $��� ���� ����'��� ��� �������� �$����
���� ������ �� ������ ����� *�� ������ �  ������ ���
+Q��� �� +Q���− +,� � (#��� �� ���� ���������# � �� ����/
�! ���� ������ � ����� ��������

6���� �������� ��'����� !��� ������� � (�������
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�����$ ����� �.����3+ i ≡ �−� &789 n'$

�$ ����� �
���+ ������� �����5 �.����33�� y ≡ S�k &789 n'1
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����� y ���
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�$ :
�� ��.�	�+ �
/���� ����4 �
 �� ������� � ������+

�
�
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��� ������� �����5 �.����33�� t ≡ yj &789 n'1
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+ �����$
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+ ���+ �
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���5 �.����33�� z ≡ ti &789 n'1

��� ����� ���
 ��������+ ����� z ����
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 $ Ǳ���
��-� �.����3+ S ≡ zk &789 n'1 �
 ���*��� -���
�� S
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�� �������+ ������� ����� S � �����	�+ �
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�
 �� �������$

� ��'����� 7 �� ��������� &� *n, k, C (� ��������
����� � j C (�  ������� ����� !�� $��� ����������� ��!
����� ������� 7Q '����#�

2��������� &� �� ��(� J � �����1  �(���� ����� ���/
����� �$������

z ≡ ti *<=> n, @ yji *<=> n, @ *S�k,ji *<=> n,

@ Sj�kji *<=> n, @ Sj�i *<=> n, @ Sj *<=> n, ,

��$�� ������� ����� �����������  ������� ������
$����� S� �$�������!  �!���� ����#��� �� ��(� H� 17
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#��� .�/$�� &%�%'�*���!� "��! ��� �� (������  ��/
 ���� ������������#�! ��! �'�����(�1 ������'� '��������/
�!� G ����� ���� �  �������� � �$��������� � +997 �(�
! ���#���� ������� R� P�������� �� G������ �� :� G����
��������'�!� !�� �� ������������� ����� *-��������/
�!.� - �� ��. ��&�,� � ��������� � ��'����� +�

Ǳ������� ������(�1 ���������'� '���������! ��$� ��/
����) �� ������ ���� ��� �'��������� ��$�� � D�����1�
Ǳ��� ������(�!  ����� � D�����1  � ��� �� ���(��� ��/
$�� � ������ 7QQH ���� I������ �������� ���#�� ��/
 �$�����! � $��� ������#���� ����������� ������� �� ��/
���� Ǳ��������#�� ��$�� � ����������!� ������� ����/
�����'� '��������# �����  ����� �� �����

B�! ���������!  �(���� ������'� '���������! �$��/
��#�! ��� ������1� ������#�� *::, �� �����#�� *\:,� :��/
���#�� ������! ���������� ���$� ��$�(!� ��� �� ��� ��/
��� � �� ��'� ��$��� \����#�� ������! ���������� ����#/
��� '���������! ��$�(!� ��� �� ���� �������������� ��'�
���$�� 6�!�����# ���� �������� � �� �����1�  ����&�� ���/
�����(������#  �(���� '���������!� :���� � ��$0�����
��$���'�  �(��� ��� ����  ������� �� �������� �����

Ǳ� ����������� '���������� ����#����� � ������ !��
���������� �������� � ���$���! ��$�(! *�� ������ ��/
�� ���'� ������� � ��$����� � ����,�

B�1 �����1 � ����� ��$���'�  �(��� �������� � ��$/
��(� ������ B�!  ���������! ���'� � ���$���! ��$��(#
'����� +QQ �� ������� (�� � ������ ������ ������ �� �/
����� � ������ HQ  ���� �'��������� (���  ���� ����
��$��  ���� ������� �'�������� (���� S� ����� ��  ����/
����� ���� C�
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Ǳ���! ���������! ���� +7 �����#�� ������! &� �� � �����
���������� � ���$���! ��$�(! C� S� ���� �������� ����
 ���! ��'�� !� � �������'��# ��'������� ������ ��$��(#
������� ���� ���� �� \:�

#��
�����$ /& 6������  �������� &� :: ���� ���$� ��/
$�(!� !��� �������� $������#� ��� �� ���� ����������
��'� ��$�� �����#�� � $������� �� ����� M � � �� C� 2 ��/
��'� $���� \: �� ���� ���������� ���$� ��$�(!� �����#��
������ $������# � ��������� ��'�  �� ����� A����#���
'���������! ��$�(! \: ���� ������� ����  ���! ��'��
!� ��� ������� �����

#��
�����$ 0& Ǳ�� �� ��$�(! �� ��(� ? ��� $��� ��/
���� &�$ :: $��� � ����� �������������� ��'� ���$�� B�!
(#�'� �� ������� ��$��� :: ����� ������� ��$�(� ����/
������(����� ����� !��� ������������#�! �  �� ��� ��/
$�(!�

#��
�����$ 1& G����#�� ��$��(# ������ ��� ::  ��/
 ������ $������#� ��� ���� ������� ���� ��$�  ��� ����
!�  ��������� \:  � ���� ��$�� S� ���������# �����
��$��������� !�&� ���������#� &�  �� �� :: ������� M �

#��
�����$ 2& I��$��� ���(�� � �����1 ����� � ������/
����# ������� ��� ����� ��� :: �� \:� ����#����� !��1
���� ����� ��������(������� ��$�(!� �����#�� :: ��� M
�� ���� ���$� ��$�(!� � \: � ������ ������ M � � �'�/
��� � C� G$0������! ����� :: �� \: ������� ������(�
'���������!�

#� $������� ������ ��� �!�"� %�&'(�"���

G��$������� �� ��������� D�#/U����! *����� +Q�F,� !�
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� ������� �	
� � ��!�����# ���������1  �(���� (�����1
 ������ *��	��	��������, ���$� ���� �������� 6����
����� ����������� ������� D�#/U����! � �������� ���/
��� *p, r, a, ��  ������� ������ k� 6���� �������� ��'�/
��� ? (�����'�  �� ��� ��! �� ��������� D�#/U����!�
!��� �����������  ���� ��� ����(�� H� !�� � ����������
* �������,  ������� (��1 ��������

�������� %	 &������� ������ ��� ������� $� '�����

������ ����� ;����	�� ��3� &p, r, a' 	
 ����
	��� ��3� k1

*���0����������� M $

������� ����� %������� �����( �
�
 ����� c5 d$

56�7 �$ D.�
	� ���
����� ����� " ≤ j ≤ p − "5 ��� �
+

��
�	���	� &j, p − "' 6 "1

56�7 �$ �.�����	� c ≡ rj &789 p'1

56�7 �$ �.�����	� ��
����� /�* ����-� B 6 H&M'1

56�7 �$ ��
�	� ��������� d ������ ��������-�

jd E kc ≡ B &789 p − "'$

�������#�!� &� �������� B  ����������! M �� � ���/
������ ��� ��� ����(�� H� ��! !��1 B @ H*M,� ��$�
�$���� ���� ����#��� &�$ M �� ����� $��� ���������
�� B�

L���� ���0!����! ���'���(�1� &� ������� �� /,�0� 1
��'����� ?� � ����� � ������ J�7� A���0!��� ����� �� �/
���� � ��'�!�� d ≡ *B − kc,j−� *<=> p − +,�

Ǳ�� (���� ����� *c, d, � � (������  �� ����� !��� ��/
����#�! ��  ����������!� N�'� ���� ������� ���#�� ����
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��� ����  ������� ���� k� �� ������ (��� ����� j �� ����
 ����������! M �

��� �� �� ���'�� �������'� ����� ����	 *p, r, a,  �/
���!�  �� ��� B�! (#�'� ���  �������� ��� �����

V� ≡ accd *<=> p, , V� ≡ rB *<=> p, .

2�������� &� Q ≤ V�, V� ≤ p − +� S������  �� ��  ��/
����#�!� !�&� V� @ V�� S� �� ����� � ����� ��� ���'���/
(��

*++,
V� ≡ accd ≡ *rk,c*rj,d ≡ rkc�jd ≡ rB

≡ V� *<=> p, , 18

�����#�� a @ rk *<=> p,� 2��������� &� (!  �(����
�����������(�1 (�����'�  �� ��� �� ����'�� �����!  �/
�����'� ����� k�

Ǳ����� 0� Ǳ� ������� &� ����� ����������� �� /
��������� D�#/U����! � �������� ������ p @ J?� r @ ?�
19 a @ 77 ��  ������� ������ k @ +H� 20 ���� $���� ��/
������� ����  ����������! M � ���1� (������  �� �����
B�! (#�'� ���� � ������ �$��� (��� ����� Q ≤ j ≤ J7 �
*j, J7, @ +� �� ����� j @ 7H� Ǳ�� �� ��� ����� �$������

c ≡ ?�� ≡ H *<=> J?, .

O�&� �������!� ��� ����(�1 H*M, � B @ +?� �� ����  ���!
(#�'� ���0!��� ������� ���'���(��

7Hd ≡ +?− H · +H *<=> J7,
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� ������ d ≡ +8 *<=> J7,� 21 Ǳ�� *H, +8, !��!� ��$��
(������  �� �� ����	� G������� ��� ����	  ���������/
�!� ���  ����!�  �� ���  �������� ��� (���� ����� V�
��V�)

*+7,
V� ≡ 77� · H�	 ≡ ?9 · JQ ≡ +7 *<=> J?, ,

V� ≡ ?�� ≡ +7 *<=> J?, . 22

,��� 1�*���� (�� ������!� 6�� ������� ��� ����/
(��� � H*x, @ x� B�!  ������ (�����'�  �� ��� � �����
��� ����(���  ���$�� ����� �� ���� !� � ��! ����'�  ���/
�������!� B�! �������  ���������# (� ���� $��� �� ��/
�!����� R�� ��$� ����1 ��� ����(�1 � �������� �����# �
��! �����  ���������#� �����#�� ���������# ������� ���/
���� �������#�!  � H*x, @ x�

Ǳ� ������� &� ����� � ���������� � ����� ��������/
��� ��'� ������� D�#/U����!� ���� ������ �����������
����  ����������! � !����� (�����'�  �� ���� � (#���
�� ���� ����� � �(���#��  ����������! �  ����#���  ��/
 ����� !�� $��#/��� ����� ���� ��������� ����� � ��� ��
�����  �������� &�  ����������! �������� �� ��� ����	�

.*���2���! �� +���� l� 	� l� 3 ��
����� ���� ������
Q ≤ l�, l� ≤ p−+� � l−�

� 3 �� �������� �� l� )� ������� p−+&
Ǳ�)������

β ≡ rl�al� *<=> p, , γ ≡ −βl−�
� *<=> p − +, .

5��� ���� ����� β� γ ! ���
������ �������� ��$ ��
�����
����$

M ≡ γl� *<=> p − +, .
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6�
�����$& 6�'������� &� rp−� ≡ + *<=> p,� ����� !�&�
u ≡ v *<=> p − +,� �� rλu ≡ rλv *<=> p, ��! $��#/!��'�
������#��'� ����� λ� 23 L� ���� ����������� (� ���/
�������# � ���(���� �������#� �� ������ ������ �����
������ �� ������� p

V� @ aββγ ≡ rkβr
l��kl��γ
/5/≡ rkβr
l��kl��
−βl−�

�
�

≡ rkβr−βl�l−�

�
−βk /6/≡ r−βl�l−�

�

/7/≡ rγl� ≡ rM *<=> p, @ V�.

I��� � ���'���(�!� /5/� /6/ �� /7/ �� ����������� ���������
��&� ����������# ����� r �� p� 24

����� ������ V� @ V� � ��� ����# (#���  �� ���� ����
����  ����������! � �����  ����#���  �� ���� ��'�� ��/
����� ��� $��#/!��'� ���� �������� � �� ���#�� ��� ����	�
�����#�� l� �� l� �����#��� �
,��� 3+���4 !�5% j / *��%$$� 4���� j� !�� �� �������
����� �$����#�! � ��'����� ?� ���$����� ������ � ����/
��� ������� O�&� � ���� ���� ������� ����� ������� ��
 ������� ���� k ��'�� ���������#�!� �����#��

k ≡ *B − jd,c−� *<=> p − +, .

��� B @ H*M, C (� ��������  ����������! M � !��� ����/
������ ��! (�����'�  �� ��� *���� /,�2 1 � ��'����� ?,�

,��� 3+���4 !�5% j )%*+%�6/+7'!� 6� �����  �� ���/
���� ����  ����������!� ������������� ���� � �� � �����
j� ������ � ��$�� ���� &� ���! ������ ����� ��'� �$���/
����� ;�$  ������� (��  �������� ���� d� �� d� ��'�
�������  �� ���� ��!  ���������# M� �� M� * ��� �����/
�� � ��� �������� ������ � ��������# c,� B�! � �&���!
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������������ &� H*x, @ x� ��$�� B� @ M� �� B� @ M�

*���� /,�2 3 � ��'����� ?,� ����

accd� ≡ rkc�jd� ≡ rM� *<=> p, ,

accd� ≡ rkc�jd� ≡ rM� *<=> p, .

2'���� � ��������!� ], ������ +Q�+ (� ��� ���'���(�1
������������ ���� ����� M� ≡ kc ^ jd� *<=> p − +, ��
M� ≡ kc^ jd� *<=> p − +,� ������

M� − M� ≡ j*d� − d�, *<=> p − +, .

O�&�  �������� ���� g ���$��#��� � ��#��� ���#��� ��/
��� p − + �� d� − d�� ��$�� g @ *p − +, d� − d�,� �� ������
�� �����

M� − M�

g
≡ j*d� − d�,

g

(
<=>

p − +
g

)

� ����

j ≡ M� − M�

g

(
d� − d�

g

)−� (
<=>

p − +
g

)
.

G$����� �� ������� ������ �����#�� *d�−d�,/g �� *p−+,/g �
�������  ������� ����� ������ j ����� �$�������� !�&�
��'� ���������� � ���� �����  ����������!�� ���� ����
(� �$������� ����� j �$����#�! �� ������ �� /,�0� ! �
��'����� ?) (� �� ���'�� ��  ��������� ��'� � �����
 ����������!��
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)� *�+������  � ��,�����

B��� ������ ��'�!���� ���� � ����������# �� ��'�/
��1� � ����� � ���$ ��! �� �������! �������� Ǳ� ����/
��� &� ��! ����(��������!  ����1 ������� ���$����� ����
�������� ��� ����������� ������� �� ����� ��������(��/
������ ������(�!� Ǳ�������  ���$��1 ������(�1 ����
������� ��� �� $������#��'� �����) ��'� �� ����� ��'�$�/
��� ��� �� ����� � ������� $��#/�����

"�����(��� !��� ��������#�! �������� �� ����� ���/
���� � ������� �� ����) &�$ �� �� ������ ����� ����/
��(�1 11 ���$����� �� �������� !����'� ����� R�� �����
 �����  �������# ����� 11 �����������  � ���������# ��
����� �������(�������� !�� ������� !����'� ���� �$��/
����! &��� �� ���������!�

G���� �  ������� �� ���0!����! ���������1 ������ � ��/
 �������! ������ ��� ���#���� ���������� ���� &�$ ���/
���� ��������# ���� ��'� �������� 3  ����#���� $�����
'������  � ���� *�����, k� !��� � � ���� �������� ����/
��(����  � !�� �� '������ ��&�� ;�$ ��������� ���� k
!� ��� ������ ��� � ��� �����(��������'� ����� �� �� $����/
�� ��'� 	��� k�, . . . , kr� !�� �� ����!��#�! ��� r ������
���$���� ���� $���  �$������� ���� &�$ ���� ����� $���
��������� � $��#/!��1 ���$���(�1 s < r ������ ���� &�$ ����/
�! �����1� ��� s� ���#����� ����� �� ������!�� �$�������
����� I���� � ������ ����������!�� ��������#�! *r, s, ���
����
�" �����"�

��$����  ���� ����� p > k ��  �����������#  � ���
�������  ����� ����� m� < m� < · · · < mr� ����� � !���
�� �����#�! �� p� S� ����� ��������� ����# ����������#

*+?, m�m� . . .ms > pmrmr−� . . .mr−s��.
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P����� *+?, �������� &� ��$���� ��������� s �����  �/
����������� {m�, m�, . . . , mr} � $��#���� ��� ��$���� p ��
s− + ���$��#��� ������ Ǳ�������� M @ m�m� . . .ms� ����
� ����������� *+?, �� ������ &� M/p � $��#��� �� ��$����
$��#/!��� s − + ����� �  ������������ {m�, m�, . . . , mr}� 25

G$���� �� ������ ������#�� ����� Q ≤ t < M/p �
 ��������

k� @ k ^ tp.

���� k ≤ k� ≤ M − +� 26 G������� �� �

kj ≡ k� *<=> mj, , + ≤ j ≤ r.

G$���� �����#��  ��������� {j�, . . . , js} ⊆ {+, . . . , r} � s
�������� �  �������� &� �� �� ���'�� kj� , . . . , kjs

�����
�$������� ��� ������ ����� k�� A��'�!���� ����� �� ��/
����� �������� ���'���(��

x ≡ kj *<=> mj, , j ∈ {j�, . . . , js}.

2'���� ������#��� ������  � ������ *������ H�H, (! ��/
����� ��� ������ ���0!��� �� ������� Ms @ mj� . . .mjs

�
G����#�� Q ≤ k� < M ≤ Ms� �� (�� ���0!���� � k�� �� �
�$�������� k @ k� − tp�

Ǳ������� �� �� &� �����! �����#��1 ������� s − + ��/
��� kj� , . . . , kjs−�

���������#�� &�$ ��������� k� A��'�!����
�� � ������� �������� ���'���(��

x ≡ kj *<=> mj, , j ∈ {j�, . . . , js−�}.

O� � � ��������!��  �������� ��&� ��! s ������ (! �����/
�� ��� ������ ���0!��� �� ������� Ms−� @ mj� . . .mjs−�
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* �������� ��'� ���� a,� ���� k� @ a ^ xMs−� ��! ��!/
��'� Q ≤ x < M/Ms−�� 27 �� � � *+?, �$��� ���������
&� M/Ms−� > p� ����� ������ ������#�� x � ������ ��
M/Ms−� � ���� $��� $��#/!��� � ������� �����  � ��/
����� �� p� 28 G����#�� *mj , p, @ + ��! j ∈ {j�, . . . , js−�}� ��
*Ms−�, p, @ + � ���� a^xMs−� ����� ���� $��� �����#���
������ � ������� �����  � ������� �� p� 29 S� � ��������
&� �����! $��#/!��� s− + ����� ���������#� ��! ��'�� &�$
�$������� k�� �����#�� k� ���� $��� $��#/!��� � �������
�����  � ������� �� p�

#��
�����$ %7& 2��������� &� ��� ����������  ��'�/
��1 ����� �������� �� ����!��#�! ������(�! *kj, mj,� �
��  ���� kj � S� �������� &� j/�� ��������  ��'���1 ���/
�� �������� � ��� ����� kj �� mj �

#��
�����$ %%& Ǳ��'��� *r, s, ����� ������!� ���������
���� �����# ����� ���� ������� r − s ������ Ǳ��� ���/
�� $��#��1 ���#����� ����� ������� ����� ������ G�����!
����������# ������� ������ &� �'��� $��#/!��� s − + *�$�
�����1 ���#�����, ���������  ��'���1 ����� �� ������!� 1�
��������� �����

Ǳ����� 8� 6���� k @ +8� Ǳ�$������ *?, 7,  ��'���
������ G$����� p @ +F �� m� @ +9� m� @ 7+� m� @ 7?� ����
M @ ?99 � ����� ��!�� t @ +Q� ���� k� @ +8^ +Q · +F @ +E8
� k� @ +E8 *<=> +9, @ +H� k� @ +E8 *<=> 7+, @ +E� k� @
+E8 *<=> 7?, @ 7�

����� ������ ������� ������(�! �� ����!��#�! ��/
������� *���!��, ��� ����������  ��'���1 ����� ����� /
��� �����)

�����  ���'� ����� ��'�'� ����� ���#�'�
+H, +9 +E, 7+ 7, 7?
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6�������� ���0!���� $��#/!��1 � ������

j� 6 ", j� 6 � j� 6 ", j� 6 � j� 6 �, j� 6 �{
x 6 " &789 "4'

x 6 "� &789 �"'

{
x 6 " &789 "4'

x 6 � &789 ��'

{
x 6 "� &789 �"'

x 6 � &789 ��'

� ����� k� @ +E8)

"�) 6

{
4 · "4 E " 

� · �" E "�
"�) 6

{
4 · "4 E " 

� · �� E �
"�) 6

{
� · �" E "�

� · �� E �

3 ������� � �� ����� ����� ��������� ����)

k @ +E8− +Q · +F @ +8.

����� ������ ����� �����1 � ����� �� � �������� ��! ���/
�������! ����'� ������ Ǳ��� ����� ���� �$� �#�� �����
������� ����� ������ 6� ������ !�&� ������� ����  �/
��'� �� ��'�'� ��������� �� ���'���(�! ���#�'� ������/
�� x @ 7 *<=> 7?, ��� ���0!��� x @ 7� !��'� ���������#�
��! ��'�� &�$ ��������� �����

(	 ) * + , - * . / + 0 Ǳ 1 , � + + 2

	$ Ǳ�����	� ����	� /1/ � �
�-32�� &�'$ &�	��$ ���'$

$ F�
������� &�� �����
�� �' ����� ����
	� ���-����� �	�����0

�� �
��2��	
 ��� G�����/H ����������$ &�	��$ �� '$
�$ I��� ����	� H&m�' 6 H&m�' ����2���
 ��� m� �6 m�5 ��<�

H−� + ������
���3 ����-+3J &�	��$ ��)'$
�$ ?� ��2�
 ���������	���5 <� �
�� ��� �
����
� �����������

� �����
� !J &�	��$ ���'$
$ ������	� ����	� /2/ � &�'$ &�	��$ ���'$
�$ ������	� ����	� /3/ � &�'$ &�	��$ ���'$
�$ ?��� ����� ����� ��2� �����	�5 <� �
�� ��� �
����
� ����0

���	 � �����
� §�$�J &�	��$ ���'$



#�
�
 ""$ %������� ����� �4�

�$ I��� ��� �� ��2� � ������ ����. �����	
	� �������	 m �

���-  � �����
� §�$�J &�	��$ ���'$
�$ Ǳ������	�5 <�   �× 4" ≡ " &789   )"'$ &�	��$ ���'$
	�$ ,����	�5 <� t ≡ "�" &789   )"'$ &�	��$ ��"'$
		$ ;���
��	� ����
	��� ��3� ���� � �����
�  $ &�	��$ ��"'$
	
$ Ǳ�����	� ����	� /4/ � &�'$ &�	��$ ��"'$
	�$ Ǳ������	� ����	� z 6 ��"4 � &4'$ &�	��$ ��"'$
	�$ Ǳ������	� �.�������� #��86�9 � &"�'$ &�	��$ ��"'$
	$ K
�	������
	� �����   )" � ����
��	� j � ��	
������ �����

�����
��  $ &�	��$ ��"'$
	�$ Ǳ�����	���5 <� ��� �	���
� 	
��� 2� ����	������ ���5 �� 
�����$ I��� ���� � ��/ �� ���2� ����
/��
	��� &���$ �
��
2����
 'J &�	��$ ���'$
	�$ Ǳ������	� �.�������� �
 ���-  � 
�����	� �$ &�	��$ ��!'$
	�$ Ǳ�����	� ���� � &""' ������
+5 <� V� 6 V�$ &�	��$ ��4'$
	�$ ;�����	���5 <� r 6 � + ����	����� ������� ��� p 6 !�$

&�	��$ ��4'$

�$ ,����	�5 <� a 6 rk &789 p' ��� a 6 ��5 r 6 �5 k 6 " 5 p 6 !�$

&�	��$ ��4'$

	$ ;�����	���5 <� d 6 ") + ���������� ��������-� � d ≡ "� −  ·

" &789 !�'$ &�	��$ ��4'$


$ Ǳ������	� �� ��������-�5 �� �������	
� ��� �.������� V� 	


V� � &"�'$ &�	��$ �4�'$

�$ ;�����	���5 <� rλu ≡ rλv &789 p' ��� .���0����� �
	��
��0

���� ����
 λ5 ��<� u ≡ v &789 p − "'5 
 r + ����	����� �������
��� p$ &�	��$ �4�'$

�$ ,����	� ��������-� /5/5 /6/ 	
 /7/$ &�	��$ �4"'$

$ I��� � ��
�	����	 &"�' ������
+5 <� M/p + .��*�� �
 ��.�	��

.���0���/ s − " ����� � ����������	 {m�, m�, . . . , mr}J &�	��$ �4�'$

�$ I��� k ≤ k� ≤ M − "J &�	��$ �4!'$

�$ Ǳ�����	�5 ���� k� 6 a E xMs−� ��� ������� � ≤ x < M/Ms−�J

&�	��$ �4!'$

�$ I��� ����� x � �������� ����2�����	 ������	� ��3� � ��0

������ ���.�
-� s − " 	��� ��2� .�	� .���0���� � ���2��� ��	
�
��� ����� �
 pJ &�	��$ �4!'$
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�$ I��� ����� aExMs−� � �������� ����2�����	 ������	� ��3�
� �������� ���.�
-� s−" 	��� ��2� .�	� .���0���� � ���2��� ��	
�
��� ����� �
 pJ &�	��$ �4!'$

3	 4 � 5 � ! 0

� ������� +_8� ��������� ������ �������� &�
����� �� ��� ������������# �	
 �������
� ��������� ������� *kA, nA, @ *?, H+7HHF,
�� kB, nB, @ *?, H8H79+,�

������ 	� ����� ������� ���� ����4�

������ 
� ����� ������� ���� ��	��

������ �� ��������� ������
����	 �Ǳ�)#�� ��� ����4 �� ��	�
�� ������� ���� ��"�����

������ �� Ǳ������ ��������	 ��	� �� ��������� ������
 
����	 �� ������5 ���!��" � !����� ��

������ � ��������� ��������# �Ǳ�)#�� ��� ��	� �� ����4 ��
������� ���� ������

������ �� Ǳ������ ��������	 ����4 �� ��������� ������
 
����	 �� ������5 ���!��" � !�����  �

3 ������� F_+Q �������� &� �������� ���/
��� ���� � kB @ H� nB @ ?7?�

������ �� ����� "���5 $�� ��	 ������� ����� ����� ��� �� ���� 
��
����	
� %�	 �#��� ���� ����& � 6 �� ����� �−� &789 nB'�
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������ �� Ǳ�����
����	
 ����4 & G���H� '����� !�
��������
������
����	( 	�� ������&�#�	 ��	: �� ������

������ �� )�
 & !�
�������� ������
����	 ! ������
 ��	�J

������ 	�� )�
 & ������
����	 ! ������
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���
���

������� �� ��������� ��
�� n ≥ ' � ���
�� ��	 	

	���� ��	 	 ����
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����!
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������� ����� �������� �$����� �������� n#
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��� ����

��%� * � � n �� �n−� /≡ � �&'( n�) �� ��n � ������	
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���3�& )4, ����%�� �� �=	 ��#�� )4, � ��
��$�
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)<, bn ≡ b )OPQ p, .

M�����	 ��9� b ����%�� �� p	 �� ����
��������% )<, �������
��	 ����%�� �#���� ���� b �� bn ����%�� �� p�
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�!� 4�*, �������	 9� bn−� ≡ � )OPQ n,� M��	 n−� S
)p − �,q �� ������� 3���� q ������ �!��� V, � ��!�

n S )n − �, T � S )p − �,q T �.
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H���
 � �!��� �, ��
�!��!� n S p� . . . pk	 �� p�, . . . , pk J
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��� �� !����! n	 ��9� ����� ���� x	 9�

)(, x� ≡ a )OPQ n, .

0 ��-�!� ������� a ��������%�� ����������� ����-���
�� !����! n� ������� ����
������" �-��� �� !����!
n �������!� ��
�� cdef )n,�
>�"�� p J ����
�� �
���� ����� .������� ,�*�����

����
�%���� ���� a �� !����! p ��������%�� ����

geh )a, p, S

⎧
⎪⎨
⎪⎩

�, ��9� a ∈ cdef )p, �� a /≡ � )OPQ p,	

−�, ��9� a /∈ cdef )p, �� a /≡ � )OPQ p,	
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�� n � �����
���

�#� ��n � ������	
����
Ǳ�
-�� � 3�" ��������� �� �����%�� ��
����!E #�%-

������! �� ��� #�� #� �������� ��n � �����
���	 �� ����

��! ' �
�#��� ���� �� � �!���� Ǳ
�3���
� \�����lb�
���
���� !���� �����
��� ��%�� 
����	 ��9� ������� 
��� &&
��������! � ������
�� n � �����
���� Ǳ����
��-� �
�3����

� �������$ ��%����% 
���� � ��
�!��-� ������� 
��� 3��



����� ��	 Ǳ������� ����� �� �������� ��!

��������	 !� � �������%�$ ����������$ ������!�	 9� ��n �

�����
��� )���� §+�+,�
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������ ����� ������� ����� n > �#

������� ����� �$�� . $��/ ��������) � ���� ��n � ������	
��� �0�

������
�� n � �����
��� #

�0���� ����$���� ����� � < a < n − �#

��%� �a, n� > � �0� a�n−��/� /≡ 123 �a, n� �&'( n�)

�� ��������� 4 ��n � ������	
���#

���5� ��������� 4 ������
�� n � �����
��� 	
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�#��% ���
��! '	 �����$��%�� �������
��! 
���%����! )!� ������!� ���� �����,�

������� 3 "/����#� ����� p � ���
� ��
��0 � a �
"	��� 1��	

)��, ap−��/� ≡ geh )a, p, )OPQ p, .

+����*���� 2� X���
���3�� )��, � 3���! �
���!��$	 ���
9� )a, p, > �� 0 3%�!� ������� a ����%�� �� p	 ��#��
geh )a, p, S � �� ���������! ��!��� K�����
�R �
���!��
� �����	 9� ap−��/� ≡ � )OPQ p,�

Ǳ��$��% )� >�"�� n S =� [ ��������" ��#�3�" �����
���� �������� b ≡ an−��/� )OPQ =, �� a S ', *, +, ;, 4	 �
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����� y ≡ x� )OPQ =, �� x S ', *, +, ;, 4E

a ' * + ; 4
b � −� � −� �

x ' * + ; 4
y + ' ' + �

 �
���& ��#�3� 
�#�!� �������� �
� ��	 9�

678 ��, �� 9 �, ����"�� +� ≡ � �&'( �� #

678 ��, �� 9 −�, ����"�� x� /≡ � �&'( �� $�� x ≤ -#

678 �+, �� 9 �, ����"�� �� ≡ + �&'( �� #

678 �,, �� 9 −�, ����"�� x� /≡ , �&'( �� $�� x ≤ -#

678 �-, �� 9 �, ����"�� -� ≡ - �&'( �� .
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#��%������ � < a < =� H���! ����!	 ���
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�� �������� b ≡ an−��/� )OPQ (, �� a S ', *, +, ;, 4, =, <	 �
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y + � = = � + �
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�������� ����
������" �-����

���� �� Ǳ����
���	 !� p � ������� ���
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��������� ���� �� 7���%�� )a, p, S �	 �� a /≡ � )OPQ p, �
��!� 
���1���� x 
������� )(, � ����!	 9� x /≡ � )OPQ p,�
18 K���� #�����	 9� −x )OPQ p, ����� � 
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���
����� )(,� 19 5���	 9� x )OPQ p, �S −x )OPQ p,	 #� ����-�
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���$� ��%����� ��!����� �
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{
a ≡ b )OPQ p, ,

a ≡ � )OPQ q, .

 
���!��	 9� )a, p, S �	 20 ������ )a, n, S �� 21 X
�! ����	

geh )a, p, S geh )b, p, S −�, geh )a, q, S geh )�, q, S �. 22

H�!� ijk )a, n, S −�� 23 Ǳ
������!�	 9� ��! �� !��-�

an−��/� ≡ ijk )a, n, )OPQ n,

�#� ��-�!� ����!�	 9� an−��/� ≡ −� )OPQ pq,�  �����
an−��/� ≡ −� )OPQ q,� 24 7���%�� a ≡ � )OPQ q, ��
���������! a	 �� � ≡ −� )OPQ q,� 2%��� �� !��� #���
�� q > '� �
.�)� +6��!��0�!!( ����� 
���0�(12������!�� M�
�#�
��������� ���
��!� \�����lb�
������ !� �������
!� ���
�!� ;�

��������� ������ ;� 5�9� )a, p, > �	 �� a S cp �� ����
���� c ∈ /	 ������ �������	 9� a

p−�

� ≡ � )OPQ p,� H��
!� ��� 
��������!�!� �-� ������� )a, p, S �� 0 3%�!�



��+ ����������� ����� ����� �� �������� ���������� 

������� � !��& ���
�!� U�
!� )���
�!� 4�*, ��
�!��!�
ap−� ≡ � )OPQ p,	 ������

(
a

p−�

� − �
)(

a
p−�

� T �
)

≡ � )OPQ p, .

2� �������	 9� �������� ���� � ���" ����
���3��

)�', a
p−�

� ≡ � )OPQ p, �#� a
p−�

� ≡ −� )OPQ p, .

M�����!�	 9� ��
-� ����
���3�� � )�', � �����������$ ���
!�	 9� geh )a, p, S � �#� a ∈ cdef )p,�
Ǳ����
-�	 ��9� a ∈ cdef )p,	 �� ����� ���� ����
�%��

���� x	 9� x� ≡ a )OPQ p,� H�!�

a
p−�

� S xp−� )OPQ p, S �,

����%�� )x, p, S �� 25 H�!� ��
-� ����
���3�$ � )�', �����
�����
Ǳ���
���	 ��"�� a /∈ cdef )p, � a /≡ � )OPQ p,� 7#�
��

!� ����%�� ����
�%�� ���� b ∈ {�, ', . . . , p−�}� 7���%��
)b, p, S �	 �� 
������� bx ≡ a )OPQ p, !�� ������ 
���1����
)���� ���
�!� ;��,� Ǳ������!� 3�� 
���1���� ��
�� b′�  ��
�����!�	 9� b′ �S b )����-� b� ≡ a )OPQ p, � a ∈ cdef )p,,�
H���! ����!	 ��� ���� �, ', . . . , p−� !���� 
��#��� �� ��
�
�� �
����! b ↔ b′� H�!�

)p − �,N S
∏

p−�

�
���

bb′ ≡ a
p−�

� )OPQ p, .

 ��-��� #���	 )p−�,N ≡ −� )OPQ p, �� ���
�!�$ 0�%����
)���
�!� �,	 ��!� �� a /∈ cdef )p, �������� �
��� ����
����
3�� � )�',� �



����� ��	 Ǳ������� ����� �� �������� ��,

.�.� ���-$� �����7� ����� 
���0�(12������!�� 0���
�����% ��n � ������	
��� ������ � �����$ � ���
��!� '� Z��
-� ��������% ������
�� n � �����
��� � �������$� Y��
��!
!���� �����
��� ��%�� 
����	 ��9� ������� 
��� ���� ����
�����! � ������
�� n � �����
���� 5�9� 3�� �������� ����
�
�
������� �� ��n � �����
��� 	 �� �� �����!� �
�3� !��� ���
������� ��!���	 �!���
����% ���& � !��-�$ �� �/' )����

�!� =,� 5�9� ���
��! ' �����
��� l 
����	 �� �!���
�
����% ��!��� #��� !��-�$ �� �/'l� 7#�
�$�� l �������%�
�����!	 �!���
����% ��!��� !���� �
�#��� �� ��������
!��$� >��
����	 ��� �� l S �� �!���
����% ��!��� �
!��-�$ �� �

���� �

������� 8 ".������0 3��

��#� ����� n � �������

��������� ��
��� Ǳ�#������ ����# A ���*���

{
� ≤ a < n E )a, n, S �, an−��/� ≡ ijk )a, n, )OPQ n,

}
.

1��	 |A| < n−�
� �

H��
�!� = �������	 9� #�%-� ������� ���� ��� � ��
n − � �#� �� � ����!�� �
����!� � n	 �#� ������%��$�%
�!��� )��,� Z�-�!� ����!�	 ��9� �������� ������
�� n �

�����
��� � ���
��!� ' ��!����� �� ��n � �����
���	 �� ��
#�%-� ��� ������� ���� � ≤ a < n ��� #��� �
���%��!	
��#�� ��9� a �#
��� ���������! ����!	 �� �!���
����% ���
!��� �
� ����!� �������� � !��-�$ �� �

� �

��������� ������ =� >������!�	 9� ijk )a, n, S ±�	 ��9�
a �� n � ����!�� �
����!�	 � ijk )a, n, S �	 ��9� )a, n, > ��
>�"�� B J 3� !������

{
� ≤ a < n E )a, n, S �, an−��/� /≡ ijk )a, n, )OPQ n,

}
,
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� C S {� ≤ a < n E )a, n, > �}� ������� A	 B �� C �� ��
��
����$�%��	 � &"��! �#1�������! � {�, ', . . . , n − �}� ������
�� A �� ��
����	 ����%�� � ∈ AR !������ C �� ��
����	
����%�� n � �������! ����!�  � ���
�!�$ 4 !������ B
����� ����
�����  �/�����!� ����%�� b� ∈ B� H��� ��
#��%������ a ∈ A ���� ab� � ����!�� �
����! � n	 �
���!�

)ab�,
n−��/� ≡ ijk )a, n,bn−��/�

� )OPQ n, .

 
���!��	 9� ab� )OPQ n, ∈ A ∪ B� 26 M�����!�	 9�
ab� )OPQ n, ∈ B� 5�9� ������� ab� )OPQ n, ∈ A	 ��

)ab�,
n−��/� ≡ ijk )ab�, n, ≡ ijk )a, n, ijk )b�, n, )OPQ n, .

 ������!�	 9� )a, n, S � � ��!� ijk )a, n, S ±�� Ǳ�
���$�
$�� ������� ��� ���������-����	 ��
�!��!�

ijk )b�, n, ≡ b
n−��/�
� )OPQ n, .

2� �
���
����% �!��� b� ∈ B	 ��#�� ����
���� ��
��! �
��$����� ab� )OPQ n, ∈ B �� ����%���� ���� a ∈ A
� ��!� Ab� ⊂ B	 ��

Ab� S {ab� )OPQ n, E a ∈ A}.
>�"�� a �� a′ J 3� ��� 
����" ����
�%��" ���� � !�����
�� A� H��� � ab� /≡ a′b� )OPQ n,� M�����	 ��9� �
�������
��	 9� ab� ≡ a′b� )OPQ n,	 �� ��
�!��!� a ≡ a′ )OPQ n,	
������ a S a′	 ����%�� a, a′ < n� H�!� ��%����% ��!�����
� !������ Ab� ��
���$� |A|� H���
 � ���������� ��$�����
Ab� ⊂ B !� ��
�!��!� |A| S |Ab�| ≤ |B|� H���! ����!	

n − � S |A|T |B|T |C| ≥ |A|T |A|T � > '|A|,
��#�� |A| < n−�

� 	 9� � �
�#� #�� �������� �



����� ��	 Ǳ������� ����� �� �������� ���

Ǳ��$��% 3� >�"�� n S ;, 4�;, '*4� >���� �������� �#�
������� �� �
%�" ��������� �#
���" a� M� ��
-�" ���"
���� a �������%	 9� an−��/� ≡ ijk )a, n, )OPQ n,E 3�
�������% �
� ��	 9� ������
�� n � �����
���� M� �
��%���
���� a ���-� an−��/� /≡ ijk )a, n, )OPQ n,E 3� �������%
�
� ��	 9� ����
���� ��n � ������	
����

a an−��/� )OPQ n, ijk )a, n,
+�=�;�4� � �
�<'4=�(= � �
;;�+4�*( � −�

 ������!�	 9� ���
��! \�����lb�
������ �-� ����
�
����	 9� ���� ;4�;'*4 � �������!	 �� ���� ��%���� ��
���"����%� >���
���� �	 ;4�;'*4 S '� · *� · = · �* · '( · ;(�
Ǳ��$��% 5� >�"�� n S =, +'=, +44, *(�� >���� ��������
�#������� �� ������ ��������� �#
���" a� M� ���" � ��"
�������%	 9� an−��/� ≡ ijk )a, n, )OPQ n,�

a an−��/� )OPQ n, ijk )a, n,
*+�''*;;=� � �
''==**(�<* � �
*;��4�'44� � �
�<('+(;(=( −� −�
=*;;*4=;; � �
(44�((*=� −� −�
*'<<�4((�' � �
*�*=4=�';� −� −�
'=��(*<(< � �
=+'=+44*(� −� −�

0 3%�!� ������� ���
��! \�����lb�
������ �� ���
�����& ��������� �������� �
������ n	 �� ��#� n #�� # ����
����!	 �� -���� ��
�!��� ���� 
���%����	 �� � ��#�3�	 ��
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��
���9���� �/'�� ≈ �.���(=� >���
���� � =+'=+44*(� �
�
����! ����!�

+����*���� 6� [ ��������" �
�����" !� �� �����$���
�� !���� �#������ ��!��� K�����
� �� 5��#�� M� ���
-�" 3��� 3� �������%��	 ����%�� ����� !���� ��
���
��
���� �� �
������	 ��������� �� �����! ��-�� ���&�

#� ���� $������

0 �(=4 
�3� �̂ ���
 ���
�������� � ���&� ���������%�
��� ����
��3�& ����� �����# �� ��
���
�� �
������ �����

�%��" �����
Ǳ���#�� �� !����� \�����lb�
������	 �� ��� ����
�%�

�� ���� !���� ��
���
��� �� �
������ �����#�! ���
�	
����%�� � #����%�" �������" ���� ��������! � ? )���
��
����� �� ������
�� n � �����
���,� ���� �����% ��������
�
������	 9� 
���%���	 ���!����� ��� ? 	 !���� ��
�!���
�-� � ���$���" ������%��" �������"� Ǳ
���	 ���
�!� <
�������%	 9� ����������� ��������% ? ��
�!���%�� ��
���

��-� �� ����� ��������%�
Ǳ�
�����$ !����� ���
� � ��#����� !��-� �!���
����%

��!������� �������� �
� ����� �� ��%����� ���
�3��	 �� �
����� \�����lb�
������� X
�! ����	 !���� ���
� �� ���
��
������� ��!��� 5��#�	 �#������� ���" ���
�#�� ����
���� ����	 � ��!� � #�%- �/�������!	 ��� ���� \�����l
b�
�������
.����!������� ��
��� ���
��!� ���
� )���� 
���� 4,

� �� 3%��� ���� � /���
���! ��
�� ���" ����!�" !������ ���

���
�� ����
�%��" ���� �� �
�������  � -�������$ �#�
�����% ����� � ����
!�������" ���
��!�� �� !��� ����
��� ��!� �����
��3�$�



����� ��	 Ǳ������� ����� �� �������� ��!

�������� �
 ��� �������

������ ����� ������� �������"�� ����� n ≥ , : ������ b)

�������"�� ����� � < b < n − �#

������� ����� �������� ��n � ������	
��� �0� ? #

.��/�$��� k �� ������� q) $�� ���/ n − � 9 �kq#

�����$��� r� 9 b�
�q �&'( n�#

��%� r� 9 �) �� ? ����

��%� * r� �9 �) �� �����$��� r� 9 b�
�q �&'( n�#

��%� r� 9 n − �) �� ? ����

��%� * r� �9 n − �) �� �����$��� r� 9 b�
�q �&'( n�#

��%� r� 9 n − �) �� ? ����

��%� * r� �9 n − �) �� �����$��� r� 9 b�
�q �&'( n�#

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

��%� rk−� 9 n − �) �� ? ����

��%� * rk−� �9 n − �) �� ��n � ������	
��� ����

7�����%�$ ���$ ���
��!� * !��� ����� ��
���
�� 
���
����� rk−� S n − �E ��9� ���� � ����
��$	 �� ��������!
���
��!� � ��n � ������	
���R ��9� � ��
��$ J �� �������
��! � ? 	 ��#�� ��	�����
�� ����	��
�
 �
 � n �����
� �
�������
[ ������� ? !����� ��� �����3�&E �#� n � �
����!	 �#�

n � �������!� M
��� �����3�� 
��%�� !��� ���������
�� �����" ���� n�

��������� ��&����� �	������ >�"�� n ≥ ; J ����
�� ���
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��
�%�� ����� >�"�� � < b < n − �� 7���%�� n � ����
�
��!	 �� n − � � ��
��!� Ǳ�
-�$ ���$ ���
��!� ���
�
� ���"������� ������ k ≥ �	 9� n − � S 'kq �� �������
����
���� ���� q� 27 �
[ ����%-�!� ���
��! �#���$� ������ �
� ������ �� n

�� ����� ������������

)�*, b�
�q, b�

�q, . . . , b�
k−�q.

 1����!�	 ��� ���������� !�� 3� �����������%	 ��9� n �
�
����! ����!� 0 3%�!� ������� � !��& ���
�!� U�
!�
)���
�!� 4�*, �������

b�
kq S bn−� ≡ � )OPQ n, ,

��#�� ������ �
� ������ b�
kq �� n �#��1������ ��
���$� ��

\�
�� ����� r�, r�, . . . , rk−� !����% #��� � ��-�	 ��� ��
���$�
$�% �� Ǳ������!� ��
�� j ���!��-� ����	 �� ����� rj S
b�

jq ≡ � )OPQ n,� 5�9� j S �	 �� r� S bq ≡ � )OPQ n,�
5�9� � j ≥ �	 ��

b�
jq − � S

(
b�

j−�q − �
)(

b�
j−�q T �

)
.

7���%�� n J �
���� ���� � � ��%����! 
����3� ����
����
b�

jq−�	 28 �� ���� � ��%����! �#� b�
j−�q−�	 �#� b�

j−�qT�� 29

 ������!� �����	 9� n �� !��� #��� ��%����! b�
j−�q − ��

30 H�!� ���-���%�� ��%�� ���� !�������%E n � ��%����!
���� b�

j−�q T �	 ��#��

b�
j−�q ≡ −� )OPQ n, ≡ n − � )OPQ n, .
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2� !�
������� �������%	 9� ��9� n � �
����! ����!	
�� ��
�� ����� ������������

b�
�q, b�

�q, . . . , b�
k−�q

�������%�� "��� # ���� ����	 ����
������ � n − � �� !����
�! n�
H���! ����!	 ��9� n � �
����! ����!	 �� �#� ��
-��

�� ��� ������������ ����� �
� ������ ���� )�*, �� n
��
���$� �	 �#� � 3�� ������������ �1����%�� �����	 9�
��
���$� n − �� Z�-�!� ����!�	 ��9� b�

�q /≡ � )OPQ n,
��

b�
�q /≡ n − � )OPQ n,, . . . , b�

k−�q /≡ n − � )OPQ n,,

�� n � �������! ����!� �
+����*���� 7� M� �#������� ����� � ����� ���
� ���
!�� ���
�#� ������������� �� �����!� �
�3� ���
��! +��
)���
��! 8����� ���"������� ������ �� ������,	 ����%�
�� ����� �������� ������ ��
���$� ����
��� ����
���%�&

�� !����! n� M�����	 b�
jq S

(
b�

j−�q
)�

�
� j ≥ ��

M� 
���	 ������ �������	 9� �� ��%�� � ������������
����� �� !����! n ����
����%�� ���� n − �	 �� ��� 
�-��
��
���$$�% �� 31

Ǳ��$��% 8� �� #���� � �
����� '	 9� "��� ���� *+�
�� � �
����!	 ���� � �������
����! �� ������$ '� 5��� ��
�������� 
�#��% ���� ���
� �������� 3%��� ����6 ���!�
*+� S '� · <;	 ��#�� k S '	 q S <;� H���


r� S '�� )OPQ *+�, ≡ *' )OPQ *+�, ,

r� S '�	� )OPQ *+�, ≡ *'� )OPQ *+�, S �.
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32 7���%�� r� �S � �� rk−� �S n−�	 �� �� �������� ����� ���
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� 
�#�!� �������� �
� ��	 9� *+� � �������! ����!�

Ǳ��$��% 9� Ǳ�
���
�!� ���� X�
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$���) �� 4 ����� :��� ����$*���� ����� ����� ��.���4�"�� �����.�<
C����:����	 B�������� 0����"�/ ���������� �$����� ��5� $������)
%� ��%� �����.� C����:��� 4 ������<) �� ?� ��*� ������� ��5�
��$) ����

x > ����,���,���.

.��!���) %��� 9
�B��� ���-+I�!+��) ���?"��: ���������	 @�
�$���� ������: C������� $�� ����� C����:��� �$��	 �$����%���)
����	 �+��	 @ �!�� ��? .�/����� ���$�$���"�� $������?< �� ����
EǱ	� ���������� 	���D���� ����� �	� ���� ����������� �	������

��� �� ������B�� ������ ����L	 @$���: ����* ���4< $�����4< .
�	 T���� �������� ��������.�? ����$��� ������� ) .������������ 
��"0�����	

B0������� ��$����� :��� .��:���/ ��� ��) %� �� ��� ���5 ��
�������� �� ���$0���� ���� �� �����) ���� .��*$� ��� $�*� ��5��G
���� .���5���"	

"��!���) E
�	�� ����	 �!+! �	�) �$�����$�"��:
���������) ���?���� . ����0��) ���� �����) ���� 
���������	 @$����� 4 :��� ��0��� �������� ���G
����.�? �� ��������/ �����/) � ����* 5��$����
�0�������� ��:*� ���������"��/ 0�.���	 Z��� ����G
���� ��.������� �������� ����� 4 ��:5��$5�� ����$
$���������"��/ ��������� ������ ��$�	 C�� ����)
�� ���.�� . Ǳ������?�� �$��	 �Ǳ�����	!�) ����	 �--��
���� ���������) �� ����.�<�") %� �����.� U���G
���� �$��	 �&*������) ����	 �+,� �������� 5��$��$ 

��������� UCH) 4 ������<	



����� ��	 Ǳ������� ����� �� �������� �+!

Z��� ������$*��� ������� T��������� ��!�,� �� H���.� ��!!��	
@ ���! ��? S��?"�� ����������� ����� �$.������ :��� $�������G
��) ������$��5� ����4< ������) ��� ����$0���4 ?��� ���?: ����$
5�����< ��$����4< . ���$����) ���: ��.����4 ��� �����	

0�����) F�		� G� ����	 � [[ �������) �����G
����"��: ��������� �� ���?���� � ����. ����"<G
�����/ ����	 B�/����� ���$�$���"�� $������?<
EF����
�� 9���� �� �
	
��	�� ���
� � �	������L
� �!�, ��?	 P�.�� . ;	 P�0��� �$��	 �+�,�	�)
����	 �+!� �� 4 �$��� . ������ �$����� :������G
���� ����$� �������� �������"��/ ����� �� ���G
�����	 @ ���� ��? ��.�� . ��"��� �5��� ��G
������ ������� ������*�� ����< C��������� .�
E	��	���� � ����� ��B�	����� � �
�	�H ���
� �� ���

����������� B
��
�	�HL	
Z��� ����$ � ����$�� ������$������ �����.� P���� $�4 .��G

�� ��.������ �������� ����� .� ��������"��: ���	 \� ���������G
��4�"�� $�� �.���� ��$� �������?: �������� E.���0��L ���������� 
� ����$�� ������$������ �����.� P���� �$��	 �"������� +���	��)
����	 ����	

1�2��) !���� I�
	 ����	 �	�!	�!���) .���"�"G
��: ���?���� � ����. ����"<�����/ ����	 @� 4 �G
$���� ����. ��: :��������: ���� �������� ����G
���"��/ ����� �� ��������	 P�0� ��.��0�� ?�: ��G
��$ �� 0�. ���5�"� ��0��� �	 ;����� �$��	 �-���
����) ����	 �+!�) ���: .����������� $�����������:
����$ �������� �� �������� � �����%���) %� ��G
��< 4 �.����"���� �����.� P����	 ;	 P�0� ��.G
0���� ?"��� �����%���� ?��< $���%���� ����� 
:�������� ��/�0�� ���������	 @ ���� ��? P�G
0� ��.�� . �	 ;������ �$��	 �-������) ����	 �+!�)

T	 J��������� �$��	 �.������	�) ����	 �,�� �� P	 H������� �$��	 �/��
����%�) ����	 �,�� ������� ������*�� ����< U��?�? ����"<�����/
�0������" �����< ��� C����������	



�,� ����������� ����� ����� �� �������� ���������� 

@� 4 ������� �$�4 . �������������/ ������ . �$������� ��<G
����) ��� .���. �����" :��� �K� �$��	 .�$��� !	���	 Z��� �������
�������� �� ����$���� �0�������� ���$�����/ ������ .� ��$����	

B� �$�� . ��� / ����/ ��0� 0�� ������$*���: ���.�� . A	 H�������
����4< R"<����	

3���)�/) 9��
	� ����	 �,	��	�!���) �����G
����"��: ���������) ���: ���?<4 � ����. ���G
� ���*��	 F$��� . :��� ��.��"���� � ���G
� ���*�� 4 ����$*���� ��� ��) %� �.� $����/
�����%��"� ����$*���� E��(�� ������(���
��!���% ����� � ������� �� >���0��L 4 �.��$G
*���< . ��$���< \������IT������� 0�. ����G

�� ��0���	 ] ������� ����"�� . T	 J��������� �$��	 �.������	�)
����	 �,��� ��������� �������� ����� �� ��������	

4���!!��) $����
	 ����	 �!	�+	�!�-�) ���?"G
��: ���������) .����: ���?���� . ���� :������G
���: �� ����.� ���������	 Z��� ��.���<�" 0��"G
��� ����0�� ��� ���� ����$����	 J����� �$�G
��� 4 ��� .����: ����������� ���� �����	��

B� ��B�	���� J�	���
�) ���: �� $��� � �!-+ ��G
?	 @� 4 ������� 0����"�/ ��������� $�� 5��$��/
�0������") �� .���. ���?<<�" �� ��":���/ ���G
�"<����	 @ �!-! ��? �� �$���� �0���<��� ����:

����0 ���*���� $��/ �����?" ��.��� n × n .� ��� O
(
n�.
�

)
) ��$

�� .����:��: ����0 .$:��<4�"�� .� ��� O
(
n�

)
	 U������� J��/���I

J�������� ���*���� ������/ ����� ���*���� ��:5��$5�� � ��� $�
���� ����) ���  $�� 4 ����$������ ����$�� � ����"<�����/ �0���G
�����/ ��������� ������4 ���*���� .� ��� O�N ·^'8 N ·^'8 ^'8 N�) $� N

?� ��"���" $�:����/ ��.��$� � 0������� ���$�������� $�0�����	
T	 J�������� ������$*��� ��$��"< C������ � �!!! ��?) ����4<

C���� � ���� ��?	 @ ���� ��? �� ��.�� . P	 H������� �$��	 �/����
��%�) ����	 �,��) �	 ;������ �$��	 �-������) ����	 �+!� �� ;	 P�0���
�$��	 �+�,�	�) ����	 �+!� ������� ������*�� ����< C��������� .�
��0��� �������� �������� ����� �� ��������	



����� ��

������� ���	
���

����� �����	�� 
����  ��� ����� � ���	��� π�x�� �����
����� ������� ������ ��� 	� ���������� x !�� ����� ����
���� ���	�
� "	���� #�$����� 

%	�&�	 ������� ����� ��'	���
� ����' P ��������

	
����� 	�'��������

ϑ�x� (
∑

p∈P
p≤x

)*�p�, x ≥ +,

,� )*�p� - �� 	������	�� ������"
 ����� p Ǳ����,�
�
����& ϑ�x� ( /� / ≤ x < + 0�'������,	�� ' �'	���		�
��������� ��

x � � � �
ϑ�x� ����� ����� 	 ����� ����� 	 ����� ����� 	 ����� 	 �����

Ǳ��	�
� ' 	��$��,	�� ���	�� ,�� $�	�
����	�� ���"����	�
��� 

��� �� ��� ���� n ≥ 1 ����������� �
��������

2n

+
√

n
≤ Cn

�n < 2n.

���
�
��� �
�� 1� 3� "��
��� $�	�
� �����	�

2n ( �1 4 1��n (
�n∑

k��

Ck
�n > Cn

�n,

561



��� 
��������� ������ ����� �� ������� ������������

� ��
 ����	� ���	� ,���,�	� ��&	� ���	� ,���,�
�

���,�
 
���
����	�7 �	,���7 8�	� �����,	� ,�� n ( 1 
8��&����� �� ��	� � ���	�� ,�� n ( k� 
��
� '� �����
��		�
 �	,���7

Ck��
��k��� (

+�+k 4 1�

k 4 1
Ck
�k ≥ +�+k 4 1�

k 4 1

2k

+
√

k
>

2k��

+
√

k 4 1
. 1

9�
 ,���,�	� �
:���� 
� 
�&�
� ����
��� ���	� '���� ,�� "	���7
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 ,�$��� ������� 
	�&	���� ? ,�$�� n< ( 1 ·+ · . . . ·n 	�

p ≤ n ,������� ���	�
[

n
p

]

	�&	����� 8 	� p� - ���	�

[
n
p�

]
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 ,�� ��&	��� i ≥ 1 ��	� ���	� δi (
[

n
pi

]
−

[
n

pi��

]

������ ��� 	� ���������� n �� ,������� 	� pi� ��� 	� ,��
������ 	� pi�� 10 @�&	� ' ����� ����� 
�&	� '�������
 �����,� kpi� ,� k - ���	�� 
	�&	�� ����� ,�� ��&	���
������� ���� 	� ,������� 	� p >� �'	����� �� ,�$��� ����
����� ����� ,������� 	� piδi � ��$�� n< ,������� 	� p � �����	�∑

i≥� iδi 11 :���
 ��	�
�

�5� νp�n<� (
∑
i≥�

iδi (
∑
i≥�

[
n

pi

]
. 12



 ��!� ��" #����� $�%�&�!� ���

=������� �����	� ��&	��� �������� ����� p  ��	�	��	��

 ��'���,� Cn

�n 	� ������ 
	�&	��� ,����	�� νp��+n�<� −
+νp�n<�� �� ' �5� ��������

νp �Cn
�n� ( νp

(
�+n�<

�n<��

)
(

∑
i≥�

[
+n

pi

]
− +

∑
i≥�

[
n

pi

]
13
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A��p��n�B∑
i��

([
+n

pi

]
− +

[
n

pi

])
≤ [

)CDp�+n�
]
, 14

	� ��,����� A+xB − +AxB ≤ 1 ,�� ���� x 15 3��,�� ����
�
�

Cn
�n (

∏
p<�n

pνp�C
n
�n� ≤

∏
p<�n

pA��p��n�B 16

≤
∏

p≤√
�n

p��p��n�
∏

√
�n<p<�n

p��p��n�

≤ �+n��
√
�n���/�

∏
√
�n<p<�n

p. 17

=���		� 	����	���� � ���	�� 	� ��,����� ���	�� ���������
������� ����� p ≤ √

+nE 7� 	� $������ 	�& �
√

+n 4 1�/+ 18

8������������ ���� 	����	���� ' ��
� 1� ����
�
�

ϑ�+n� >
∑

√
�n<p≤�n

)*�p� ≥ )* �Cn
�n� − 1

+

(√
+n 4 1

)
)*�+n�

≥ n )*�2� − )*�+� − 1

+
)*�n� − 1

+

(√
+n 4 1

)
)*�+n� ( ntn,

,�

tn ( )*�2� − )*�+�

n
− )*�n�

+n
− �

√
+n 4 1� )*�+n�

+n
.
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@�	���	�� tn � 	� 
�	��� '� 1� ���� n ≥ 152 19

:���
 ��	�
� ���� ����� m ≥ +FG � ���	�
� �� 	�����
	���� �+� ,���,�	� H��� & m ≥ +FG � 	����	�
� �� ϑ�m� (
ϑ�m 4 1� > �m 4 1�/+ > m/+ � 	����	���� �+� ����& ������
,&����� 

�����	���� �+� ������������� $�'������,	�� ,�� ���� ���
��� m < +FG 20 �
����� � �	
������ ��� n ≥ + �����

�2�
1

+
· )*�n�

n
< π�n� < 6 · )*�n�

n
.

���
�
��� �
��
�� 1� Ǳ����,�
� y ( n�/� :�,�

�6� ϑ�n� ≥
∑

p∈P
y<p≤n

)*�p� ≥ �π�n� − π�y�� )*�y�. 21

=������� π�y� ≤ y� �� ' ��
� + ��������

�F� π�n� ≤ cn
n

)*�n�
, ,� cn ( F )*�+� 4

)*�n�

n�/�
. 22
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e

"	���7 ���x�
x�/� � �$����� x ≥ 1 ,��

��������� ��� x ( e� 23 :�


�I� π�n� ≤
(

F )*�+� 4
5

e

)
n

)*�n�
< 6 · n

)*�n�
24
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9��� 	����	���� � �2� ,���,����� '� ,���
���� ��
� 5E

�G�
n

+
< ϑ�n� ≤ π�n� )*�n�. 25

�
������
���  � �������,�� Ǳ 9 #�$���� � 1G2G ���� ,����
$���� ���	 	����	����

�K�
I

G
· )*�n�

n
< π�n� <

K

G
· )*�n�

n
.

�� ������	��
� 
��
	��� ��	���� ����

3 ���	�� #�$����� �K� ��������� ��

�1/� )LM L*N
x→∞

π�x�

x/ )*�x�
≥ I

G
, )LM OPQ

x→∞
π�x�

x/ )*�x�
≤ K

G
.

3 �����
� 1 �	������	�� ��'����� 
�&	� ����
��� ' ��	�
���	��
� �

� '�
���� �
� �� 6 '�
���� �

�  >� ,�� 	����	���� ����
����	� ������� ���
������ "	���7 π�x�� ��� ��'�����
	� � ���	�
 :��	�
 
� 	�'����
� ����� ��'������ � ����

 '	��,�	� ���	� '	���		� ���	��� ��,	���		� π�x� ,�
x/ )*�x�� � 	� ������ ���
������	� ���	�� ,�� 	���� =����
���	 ��,����,� 	� ����		� ��� ���
������ "	���7 π�x�
��� x → ∞ ,�� 	����	�� ��'����� 

����� � ��
��
�� !�� !����� "������

�11� )LM
x→∞

π�x�

x/ )*�x�
( 1.
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�� ,������ ����
������'] �� '
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Ǳ���&�
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x→∞
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������� �x, +xB� �� ����		� ������,	���		� �'	����� ��

π�+x� − π�x� >
1

+
· x

)*�x�

,�� ,�����	�� ������� x =������� x/ )*�x� ���
� ,� 	��
���	��	���� ��� x → ∞� �� 
� ����
�
� ����� ��'����� 

����$��� �� #
��$ %����� ���������
 "���� N � &���
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���� �x, +x� ������� ����
� ��� N !������ "��
��
��'� x � ��������� �
������

������
��� (� :���,&�		� 1 � 	�$����� $���� '
������
	�
� 	�& ������� 0�����	� 3 �	���� $��� � ����,&�		� 1
	� ���'����� ���	� 	�&	� 
�&� ,�� x� ����� ���7 ��'�����
� ���	�
 

:��� & 
�����		� ,���,���� �� ���� c > 1 - ,�����	�
������ � N > 1 - ,�����	� 	������	� ������ �� �	������
�x, cx� 
������ $������ 	�& N ������� ������ ���� x � ,��
����	�� ������
 27
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��� !�������� )
������� Ǳ�'	���
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A�x� ( �T@ �1, +, 5, . . . , AxB�, x > /.

����,��
�� �� ����' �T@ �m�, m�, . . . , mk� 
� ��'	����
�
	��$����� �����	� ����	� 	������	�� ����� m�, . . . , mk 
����� p - ������ ������ � kp ( kp�x� - �� 
����
����
	� ���� ����� k� ,�� ����� pk ≤ x ;	��
� �����
�� kp -
�� ��������� ��'�[�'��� 	����	���� pk ≤ x� ,� 	���,�
�
 �
	������	� k @�&	� ������ ����� p ���,���  ��	�	��	��
��'���, A�x� 	� ������ 
	�&	���  �����	� kp 28
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8�'	���
� ����� ����'	�� ap�x�� ' ���
 ������ ����� p
���,���  ,�$���

�15� T �x�
�	

( A�x� · A�x/+� · A�x/5� · . . . · A�x/AxB�.

3��'
���� �� ap�x� ( kp�x�4kp�x/+�4 · · ·4kp�x/AxB�� ��$��
ap�x� ,����	�� ��������� ��'�[�'��� 	����	���� npk ≤ x� ,�
	���,�
�
� � 	������	� k �� n !�� ��&	��� "������	���
k ��	� Ax/pkB ��'�[�'��� ���7 	����	���� ��,	��	� n� 29 ��$��

ap�x� ( Ax/pB 4 Ax/p�B 4 . . .
�	

( νp�x�. 30

:���
 ��	�
� ��'���, 	� ������ 
	�&	��� ,�$�� �15�
������,�� ' ��'���,�
 	� ������ 
	�&	��� ����� AxB< �"���

�� �5�� 31 >� ,���,��� ��,�
 ���������� 	
�����E

�12� T �x� ( AxB<.

Ǳ���&�
�� �� ������� 0�����	� �������� ' 	����	����

�16�
A�x�

A�x/+�
> A�

(√
x
)
, x > /.

!���	�� ���� �16� ����	������ � ������� 0�����	� 	� ���
��	������ �� ,�� ,������ x ( +n 	� ��	� &�,	��� ��������
����� p� ,�� ����� x

� < p ≤ x 
Ǳ���'	�� bp�x�� ' ���
 ��&	� ������ ����� p ���,���

� ��	�	��	�� ��'���, A�x�/A�x/+� 32 	� ������ 
	�&	��
��� ,����	�� ��������� ��� 	������	�� k� ��� � ��'�[�'��

	����	���� x/+ < pk ≤ x 33 %�&	� ����& ���'���� �� ���
����'	�� ,����	�� �
� ���������� ��'�[�'��� 	����	�����
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x/+ < p�k ≤ x �� x/+ < p�k�� ≤ x� � ���� 	���,�
�
 � 	���
����	� k =����,	�� �� �� �
� 	� �������� ��
	�&�	�7
	� + ��������� ��'�[�'��� 	����	���� pk ≤ √

x 34 >� �'	��
���� �� bp�x� 	� �������� ����'	��� ' ���
 p ���,��� �
��	�	��	�� ��'���, ����� A� �

√
x� 	� ������ 
	�&	��� 35

3��,�� ��������� �� A�x�/A�x/+� ≤ A� �
√

x�� � �� ��������
���� �16� 
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 ��	�
� ������� 0�����	� ,���	� �������� ' �16��
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 '�����,�
��� 	� ,���,�		� ���7 	����	���� 0,�
� ����
&���� �� x ≥ +/// ���� 
�	��� '	���		�� x ������� 0���
���	� ���������� 	�����,	�� 

3������
� ����&	���� #�$����� �12� ,�� x �� x/+E

AxB<

�Ax/+B<�
� (

A�x�A�x/+�A�x/5� . . .

A��x/+�A��x/2�A��x/F� . . .
.

=������� A�x� � 	����,	�� "	����� ���
�	� x� 36 ��
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A�x�

A�x/+�

/1/
≤ AxB<

�Ax/+B<��
/2/
≤ A�x�A�x/5�

A�x/+�
. 37

����� Ax/+B ( m� ��$�� m ≤ x/+ < m 4 1 :�


�1I�
A�x�

A�x/+�
≤ AxB<

�Ax/+B<��
/3/
≤ �+m 4 1�<

�m<��

/4/
≤ 2m < Fm ≤ Fx/�.

38 �����	���� /4/ � ���	�� 	� ��,����� ����	��7 ���	�� ' ���

� 1 S	������	��
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A�x�A�x/5�

A�x/+�
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�Ax/+B<��
/5/
≥ �+m�<

�m<��

/6/
≥ 2m

+
√

m

/7/
≥ +�m

+m 4 1
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≥ +x−�

x 4 1
. 39
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x
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√
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�
√

F
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+
�
√

F
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· 1
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√
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)
· F

�
����
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� �� �,	 ��������	�	
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�+6� )CD�n, qn� ≤ μ < )CD�n, qn 4 1�.

3 �����7 	����	���� � �+5� ��������� �� qn < )CD��qn����
��$�� �����,��	���� {)CD�n, qn�} � '��������� 43 3 ,���7
	����	���� � �+5� ��������� �� )CD��qn�� 4 1� < qn 4 1� ��$��
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�� �'	����� �� �����,��	���� {)CD�n, qn�} �$
�&�	� '����
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�  ������ μ ������,	� ��$������
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)CD�n, qn� < μ < )CD�n, qn 4 1�.
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����	� �����3 ��� �� �������
�	
√

n�

J� �����	�3 ��

π�n� + n − � 	 π�
√

n�−
t∑

i
�

[
n

pi

]
	

∑
i<j

[
n

pipj

]
−

∑
i<j<k

[
n

pipjpk

]

	 · · ·	 �−��t
[

n

p�p� . . . pt

]
.

K� �������	��
��� J�3 ������
��	� π��))��

��� �� J� �� �������	��
��� ���
�	�	� ����  ����3 ����!

�	�3 ��

π�n� ≥ �� ������−� ���n�.

K� Ǳ������	� �����
 � J� � 	����� #��$
��� � ������ %�
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��� �� �� �������	��
��� ���
�	�	� ����  ����3 �����	�3
�� π�n� ≤ �

�
n − � ��� ���� n ≥ ���

��� �� �� �������	��
��� ���
�	�	� ����  ����3 �����	�3

�� pn ≤ ��
n−�

3 �� pn � �� n!	� ����	� ������ ��������" =� * .�!�?
.���� 
!���.� ��� ������������8 ��6��� ������/ �����3 ��2����*��
p�p� . . . pk 	 � � !���������� ��.*�0�1"

��� �� �������	�	� �����
 � ��� ��������� ��������	� π�x� ≥
;������x��< 	 ��

��� �� �������	��
��� �����
 �3 �����	�3 �� pk < ��k3 ��

pk � �� k!	� ����	� ������

��� �� �����	�3 �� ϑ�x� ∼ π�x� ���x�3 x → ∞�

��� �� ����� {pn} � �����������	 ����	�� ������ �����	�3
�� pn 	 pn�� > pn���

��� 	� �����	�& �� ���

∑
p∈P

�

p

���'� ��	���

��� �
� ( 	����$� � �����	�3 �� ���
� 	��� ����	��	� L > �3
��� ���� ��)�� � ��	������� �n,Ln<3 n > �3 $��	�	 ���� ' ����

����	� ������

��� ��� �����	�3 �� � 	����$� * ��������3 ��

π�x� ∼
∫ x

�

dx

���x�
, x → ∞.

��� ��� �����	�3 �� ��������	

π�n − ��

n − �
<

π�n�

n

�����
�	�� 	��� � 	���� 	��� 3 ���� n � ����	�$ �����$�
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��������� ������ ����� �� ������� ������������

��� ��� ����� m ∈ �� (���	� ����+���� �������� π�x� + m

��� x ∈ ��

��� ��� (� ����$� �� #��$
�� ��� ����	� ������	 �
���3
���$� ������
�	�� ����� �))5�

��� ��� ����� n ∈ �3 p ∈ P� Ǳ������$� t + �ABp�n��

J� �����	�3 �� �	���� p � ���������$
 �������� Cn
�n ��������

([
�n

p

]
− �

[
n

p

])
	

([
�n

p�

]
− �

[
n

p�

])
	 · · ·	

([
�n

pt

]
− �

[
n

pt

])
.

K� �������	�	� J� ��� ��������� ��������	� pr ≤ �n& ����

pr | Cn
�n�

��� ��� �������	�	� �����
 �� ��� ��������� ��������	�

Cn
�n ≤ ��n�π��n�.

��� ��� �����	�3 �� ��'
	�� ���� ����	�� �����3 ��� �����!

��	�� $�) n 	� �n3 ��)�	 $�) Cn
�n 	� nπ��n�−π�n�� ��������"

>��������7�� !�����!���83 4� ��6�� ������ �����3 ��� 2��/�.��8��
�6 n �� �n3 .����8 ��n�53 ��� �� .����8 �n5��"

��� ��� �������	��	� ������ �' 	� ��3 ��' �����	�3 ��

π��n�− π�n� ≤ ����� · n

���n�
.

��� �	� �������	��	� �����
 ��3 ��' �����	�3 ��

π��n� + �π��n�− π�n�� 	 �π�n�− π�n/��� 	 �π�n/��− π�n/��� 	 . . .

≤ ���'��
Mn

���n�
.

��� �
� �������	��	� ���	
��	 ,��	���� ������� ��3 ��'

�����	�3 �� ��)�� ����� n ≥ � � �
$�� ���� ������ ����	�� ������
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��� ��� ����� n, m ∈ �� �������	��	� ���	
��	 ,��	��!

�� ������� ��3 ��' �����	�3 ��

�

n
	

�

n	 �
	 · · ·	 �

n	m

�� � ��	
�����$ �����$�

��� ��� ����� pk � �� k!	� ����	� ������ �����	�3 ��

J� p�n < pn−�pn−�pn−� ��� n ≥ 'N
K� �� ��������	 � �������� ��� n + �3 � 	� ��

��������" >��������7�� ����*��� O�������3 4�% .�!���� ����!�����
pn < �pn−� �� pn−� < �pn−�"

��� ��� ����� a > ) 	� x� > �� Ǳ���
�	�$�3 �� ��� ����

x ≥ x� �������� ��������	 π�x� ≤ ax/ ���x�" �����	�3 �� � ��$


������
 pn ≥ n
a
��

(
n
a

)
��� ���� n ≥ n�3 �� ��	
����� ����� n� > ae

� 	���$3 �� pn� ≥ x��

��� ��� ����� n > �3 � p ∈ P � 	���$3 �� �n/� < p < n�

�����	�3 �� p �� $�)� '
	� �������$ Cn
�n�

��� ��� ����� p � ����	�$ �������$ '���$����� � ���#�����!

	� Cn
�n� �����	�3 �� ���� p ≥ √

n3 	� Cn
�n �� ����	�� �� p��

��� ��� ����� p � ����	�$ �������$ '���$����� � ���#�����!

	� Cn
�n� �����	�3 �� ���� n < p < �n3 	� Cn

�n �� ����	�� �� p��

��� ��� Ǳ������$� ����� Rn ��'
	�� ���� ����	�� ����� n <
p < �n� �����	�3 ��

J� Rn | Cn
�n3 	�'	� Cn

�n + QnRn ��� ����� � ��	
����� � QnN
K� )���� � ����� n < p < �n �� ����	 QnN
�� $�� $���� ������

Rn >
�n/�

�
√

n��n�
√

n/�
.



��' 
��������� ������ ����� �� ������� ������������

��� ��� �������	�	� ���
�	�	 ������ ��3 ��' �����	�3 ��

Rn > �n ��� n ≥ '���

��� �	� �� �������	��
��� ���	
��	 ,��	����3 �����	� �

���
�	�	
 ������ ��3 �� $�) n 	� �n ������	�� ������$�� ����

����	� �����3 ���� n ≥ '���

��� �
� �� �������	��
��� ���	
��	 ,��	����3 �����	� �

���
�	�	
 ������ �(3 �� $�) n 	� �n ������	�� ������$�� ����

����	� �����3 ���� n > ��

��� ��� �������	�	� ���
�	�	 ������ �)3 ��' �����	� ��!

�	
��	 ,��	����P $�) n 	� �n − � ������	�� ������$�� ����

����	� �����3 ���� n > ��

��� ��� (���	� ��	
����� ����� n3 ��� ��������	 �
$� ����

����	�� �����3 ��� �� �������
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n
�

�
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, ab �z� > �,
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�
.

#��!���8��� �*��� ζ �*��0�� ��2�!�1�8 z + −�,−�,−', . . . " Y�!?
����8 ζ�z� + ) .�� ����/ z !����!�9 2 �*��0�����8���� ��!����� Y�?
���

ζ�z� + �zπz−�c��− z� · GC�
( πz

�

)
· ζ�z − ��.

Ǳ�� 2!@�2�� ������2� Y���� 2 ��!�.����1 �*��0�� π�x� ����8����8 ���?
���/ ����� .� x� ���4� 2� !�� �!�.���8 ��!�!������� �� ���*�1!����3
2��7.��� ! �()� ��0� F" T�/�P
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∫ x

�

dt

�AB t
	O

(√
x �AB x
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, x → ∞.
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