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ВСТУП  

Для успішного опанування курсу вищої математики в умовах 
насичення освітнього простору сучасними комп’ютерними засобами 
з розвиненим програмним забезпеченням необхідна як 
трансформація наявних традиційних навчальних матеріалів і 
технології оперування з ними, так і впровадження комплексних 
інноваційних підходів у навчальний процес з орієнтацією на 
посилення самостійності та відповідальності студентів. У посібнику 
наведено практичні індивідуальні завдання зі зразками розв’язання 
для самостійного виконання у вигляді типових розрахунків, які 
відповідають першому семестру вивчення вищої математики 
студентами комп’ютерних спеціальностей. З метою посилення 
міжпредметних зв’язків і фахової спрямованості вивчення вищої 
математики, підвищення ефективності засвоєння математичного 
апарату та набуття практичних вмінь і навичок при розв’язуванні 
завдань і візуалізації одержаних результатів заохочується 
використання самостійних програмних розробок і адаптація завдань 
до застосування універсальних і спеціалізованих програмних 
середовищ.  

Посібник призначений для організації індивідуальної 
самостійної роботи та рекомендований бакалаврам спеціальностей 
122 – Комп’ютерні науки, 126 –  Інформаційні системи та технології, 
151 – Автоматизація та комп’ютерно-інтегровані технології при 
вивченні відповідних розділів програми з вищої математики. 
Кожному розділу передує теоретична частина, де наведено основні 
формули та поняття для опрацювання. За рекомендований 
інструмент реалізації відповідного математичного апарату вибрано 
Excel¸ що обумовлено розповсюдженістю та доступністю цього 
програмного продукту. Проте це не виключає застосування інших 
програмних систем, таких як вільно поширені Maxima, Reduce, 
Yacas, SymPy, Desmos, Scilab, SageMath, GeoGebra та ін., а також 
різноманітних онлайн-калькуляторів. Для оформлення перебігу 
розв’язання та графічного відображення результатів також 
застосовуються інші стандартні компоненти пакету Microsoft Office.  

Весь матеріал поділений на теми з відповідним рейтинговим 
індивідуальним завданням (далі – РІЗ), що складається з окремих 
типових задач (далі–ТЗ), кожна з яких містить 30 варіантів для 
забезпечення індивідуального підходу.  



 5

Загальні рекомендації щодо виконання  
рейтингових індивідуальних завдань 

Рейтингові індивідуальні завдання повинні спонукати студента 
на оволодіння методикою розв’язування практичних задач, набуття 
відповідних математичних компетенцій, активізацію самостійності 
та пошук найефективніших підходів до вирішення проблем з 
урахуванням особливостей кожної задачі та наявних засобів для 
вирішення. Під час виконання проміжного РІЗ насамперед потрібно 
повторити відповідний теоретичний матеріал. Для вироблення 
стійких умінь і навичок розв’язування задач та їх комп’ютерного 
супроводу можна додатково звернутися до розгляду типових 
прикладів, які наведені у матеріалах зі списку джерел. Розв’язування 
завдань РІЗ, однак, вимагає від студента не тільки відповідних 
теоретичних знань і вміння їх застосовувати, але й творчого підходу.  

Розв’язування задач у типових випадках повинно виконуватись 
на рівні навичок – без помилок і впевнено. Тому для закріплення 
рекомендується розв’язати аналогічні задачі з інших варіантів РІЗ. 

Під час виконання проміжного рейтингового індивідуального 
завдання та оформлення письмового звіту студент повинен 
додержуватись таких правил:  

а) ураховуючи свої індивідуальні особливості та можливості, 
спрогнозувати реальний час для самостійного виконання РІЗ та 
скласти план-графік своєї роботи;   

б) перед розв’язуванням кожної задачі потрібно привести 
повністю її умову; 

в) проаналізувати умову та можливі шляхи вирішення задачі, 
вибрати з них найкращий і скласти короткий план розв’язування;   

г) подавати розв’язання задач потрібно ретельно та чітко, у тій 
самій послідовності, в якій вони вказані в РІЗ, строго зберігаючи їх 
задану нумерацію;   

д) помилкові записи потрібно не стирати й замазувати 
коректором, а закреслювати кожний з них горизонтальною лінією;   

е) розв’язання задач повинно супроводжуватись короткими та 
достатньо повними поясненнями (стислі теоретичні викладки й 
основні формули) і необхідними графічними ілюстраціями;  

ж) обчислення потрібно наводити повністю та розташовувати у 
строгому порядку, відділяючи допоміжні обчислення від основних;  
у проміжних обчисленнях заборонено використовувати наближені 
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значення;   
и) рисунки можна виконувати від руки, проте акуратно та чітко, 

із зазначенням одиниць масштабу, координатних осей; позначення в 
тексті розв’язання повинні відповідати позначенням на рисунках; 
коли необхідне особливо ретельне зображення, то варто 
користуватися відповідними креслярськими інструментами чи 
застосовувати комп’ютерні засоби;    

к) розв’язання задачі повинно доводитись до відповіді, що 
вимагається умовою, і наводитись, за можливості, в загальному 
вигляді з виведенням результуючої формули, в яку потім 
підставляють конкретні числові значення;  одержані кінцеві 
результати потрібно виділяти рамкою чи підкреслювати;  

л) одержану відповідь потрібно оцінити відповідно до 
фізичного, геометричного чи іншого практичного змісту задачі 
(наприклад перевірити розмірність і правдоподібність); розв’язати 
задачу декількома способами, якщо це можливо, і порівняти 
отримані результати;  за можливості виконати пряму перевірку 
відповіді;  

м) наприкінці звіту про виконане РІЗ необхідно привести 
список опрацьованих джерел.  

Зважаючи на очікуваний досить високий рівень комп’ютерної 
грамотності студентів і посилюючи міжпредметні зв’язки, для 
підвищення ефективності засвоєння математичного апарату та 
набуття вмінь і навичок проведення практичних обчислень та 
наочного відображення їх результатів під час розв’язування завдань 
заохочується використання самостійних програмних розробок і 
адаптація завдань до застосування універсальних і спеціалізованих 
програмних середовищ, а також перевірка самостійно знайдених 
розв’язань за допомогою онлайн-калькуляторів. Як зразок, у 
посібнику наводиться перебіг і оформлення розв’язання задач 
типового варіанта кожного РІЗ із залученням стандартних компонент 
пакету Microsoft Office, зокрема табличного процесора Excel.  

Коли виникають складнощі під час виконання РІЗ, можна 
звернутися з конкретними запитаннями за консультацією до 
викладача.  

Звіт за РІЗ підлягає захисту, на якому викладач перевіряє 
самостійність виконання роботи та фіксує використання тих чи 
інших програмних середовищ. Під час складання підсумкового 
іспиту за модуль студент може користуватися своїми звітами за РІЗи.   
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1 ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ НА ПЛОЩИНІ 

 
Теоретичні відомості  

Відстань між двома точками ( )111 , yxM  і ( )222 , yxM  
визначається за формулою:  

2
12

2
1221 )()( yyxxMM −+−= .  

Нехай задані дві точки ),( 111 yxM , ),( 222 yxM  і відношення 

21 MMMM=λ , у якому точка ),( yxM  ділить відрізок 21MM , 

починаючи від точки 1M . Тоді координати точки ( )yxM ,  
обчислюються за формулами:  

λ+
λ+=

1
21 xx

x ;    
λ+
λ+=

1
21 yy

y .  

Якщо M  – середина відрізка 21MM , то 1=λ  і отримуємо:  

2
21 xx

x
+

= ;    
2

21 yy
y

+
= . 

Основні види рівнянь прямої на площині.  

а) Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом  bkxy += , де k – 

кутовий коефіцієнт прямої, b – ордината точки перетину прямої з 
віссю Oy . 

б) Рівняння прямої, що проходить через дану точку у заданому 
напрямку  )( 00 xxkyy −=− , де ),( 000 yxM  – відома точка, що 

належить прямій.  

в) Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки  

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy

−
−=

−
−

, де ),( 111 yxM  і ),( 222 yxM  -– відомі точки, що 

належать прямій.  
г) Нехай похила пряма l  відтинає на осях координат Ox  і Oy  

відповідно відрізки a  і b . Тоді маємо рівняння прямої у відрізках на 
осях  1=+ byax .  
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д) Загальне рівняння прямої  0=++ CByAx , де  .022 ≠+ BA   

Якщо задано рівняння прямої 0=++ CByAx  і точка  

),( 000 yxM , тоді відстань від точки 0M  до цієї прямої обчислюється 

за формулою: 

22

00

BA

CByAx
d

+

++
= . 

Умова паралельності двох прямих:    21 kk = . 

Умова перпендикулярності двох прямих:   

121 −=kk   або  12 1 kk −= . 

Тангенс кута між двома прямими:   

( ) ( )1212 1/ kkkktg ⋅+−=ϕ . 

Для гострого кута між прямими маємо:  

( ) ( )1212 1/ kkkkarctgг ⋅+−=ϕ . 

До кривих другого порядку належать: коло, еліпс, гіпербола, 
парабола. Їм відповідає загальне рівняння  

0222 331313
2

2212
2

11 =+++++ ayaxayaxyaxa ,  

де  02
22

2
12

2
11 ≠++ aaa . 

Шляхом перетворення системи координат із загального 
рівняння можна одержати канонічні рівняння кривих другого 
порядку: 

кола ( ) ( ) 222 Rbyax =−+− ,  де ba,  – координати центра 

кола, а R  – його радіус;  еліпса 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
,  де ba,  – півосі еліпса;  

гіперболи 1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x
,  де а – дійсна, b – уявна півосі гіперболи;  

параболи: pxy 22 = ,  де р – параметр параболи. 

Плоска лінія у декартовій прямокутній системі координат може 
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бути задана параметричними рівняннями )(txx = ;  )(tyy = , де t  – 

допоміжна змінна (параметр), )(tx  і )(ty  – деякі функції.  

Припустимо, що полюс O  полярної системи співпадає з по-
чатком декартової прямокутної системи координат Oxy , а полярна 

вісь служить додатною піввіссю абсцис Ox . Маємо основні формули 
переходу від полярних до декартових координат ϕρ= cosx ;  

ϕρ= siny ,  а також додатково 22 yx +=ρ .  

Обмежимось розглядом тільки головних значень полярних 
координат );( ϕρ , що задовольняють умови  π≤ϕ≤≥ρ 20;0 . 

 
Рейтингове індивідуальне завдання № 1  

«Елементи аналітичної геометрії на площині» 

Задача 1. Трикутник ABC  заданий координатами своїх  
вершин );( 11 yxA , );( 22 yxB , );( 33 yxC . Засобами аналітичної 

геометрії знайти:  
1) рівняння сторони AB  та її довжину || AB ;   

2) рівняння висоти CN та її довжину ||CN ;   

3) рівняння медіани CM ;   
4) рівняння прямої ET , що проходить через точку перетину E  

медіан трикутника ABC  паралельно стороні AB ;         
5) тангенс кута ϕ  між висотою CN  і медіаною CM ;   

6) точку перетину S  висоти CN  і прямої ET ;  
7) рівняння прямої AL , що ділить сторону BC  у заданому 

відношенні λ , починаючи від точки B . 
Зобразити трикутник ABC , знайдені точки та прямі в 

прямокутній системі координат Oxy .  
 

Номер  
в-та A  B  C  λ  

Номер  
в-та A  B  C  λ  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 (-6;-5) (-4;1) (5;2) 3 16 (2;-1) (4;-7) (-6;4) 3 
2 (-3;-1) (-1;9) (2;6) 4 17 (5;-3) (1;-1) (-3;2) 4 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
3 (-1;1) (1;5) (4;-3) -3 18 (4;6) (2;-2) (-3;-1) -3 

4 (-2;4) (2;-6) (5;2) -2 19 (3;4) (-1;-6) (-4;0) -2 
5 (-1;-6) (3;2) (3;-2) 3 20 (1;-2) (-3;6) (0;2) 3 
6 (-2;-7) (6;-3) (7;1) 4 21 (2;-1) (-2;3) (-6;1) 4 

7 (-2;1) (-4;-7) (3;3) -3 22 (6;-4) (2;4) (-3;1) -3 
8 (1;2) (3;-6) (-4;-1) -2 23 (2;-5) (-8;-3) (0;4) -2 
9 (4;6) (2;-3) (-3;0) -3 24 (7;-5) (-3;-3) (2;1) -3 

10 (5;-6) (7;2) (-8;-3) 3 25 (4;-5) (6;1) (-1;2) 3 
11 (-5;-4) (-1;4) (6;-1) 4 26 (5;3) (-1;-3) (-3;4) 4 
12 (-3;2) (7;4) (1;-5) -3 27 (3;1) (-5;7) (-3;-3) -3 
13 (-2;-5) (-6;-3) (6;1) -2 28 (1;3) (-5;7) (0;-3) -2 

14 (6;2) (-2;4) (-4;-5) -3 29 (-3;3) (3;-1) (-1;4) -3 
15 (2;-4) (-2;2) (4;-3) -2 30 (3;7) (-1;-3) (-3;2) -2 
 
Задача 2. У прямокутній системі координат Oxy  лінія другого 

порядку l  визначається вказаною її характеристичною властивістю:  
для кожної точки ( )yxM ;  лінії l  відношення відстаней до заданої 

точки ( )000 ; yxM  і до заданої прямої 0l  дорівнює заданому числу .e   

Знайти загальне рівняння цієї лінії l :  

022 =+++++ FEyDxCxyByAx .  
 
Номер 
в-та ( )000 ; yxM  0l   e   

Номер 
в-та ( )000 ; yxM  0l   e   

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 (2; 3) 5−=x  4 16 (-7; 2) 1−=x  3 

2 (-2; 4) 4=x  1/2 17 (-2; -5) 3=x  1/4 

3 (4; 3) 6=x  2 18 (5; -2) 2=y  1/2 

4 (2; -3) 1−=x  3 19 (-4; 3) 7−=x  2 

5 (1; -4) 6−=y  1/4 20 (3; -7) 2−=y  1/2 



 11

1 2 3 4 5 6 7 8 

6 (-2; 4) 3=y  2 21 (2; -8) 4=x  1/3 

7 (6; 1) 5−=x  1/3 22 (-6; 5) 5=x  1/4 

8 (7; 2) 6=y  1/3 23 (8; -3) 1−=y  4 

9 (4; 1) 4−=y  2 24 (-4; -8) 4−=y  1 

10 (2; 3) 4−=x  2 25 (2; 3) 4−=y  2 

11 (5; 6) 3−=x  1 26 (-5; -8) 3=x  1 

12 (-5; 1) 8=y  2 27 (6; -7) 1=y  1/2 

13 (-2; 7) 6−=y  1 28 (-3; 7) 2−=x  1/4 

14 (-3; -5) 8=x  1/2 29 (7; -4) 2=y  3 

15 (-6; -3) 5−=y  1/3 30 (4; -7) 2=y  2 

 
Задача 3. У прямокутній системі координат Oxy  коло l  задане 

своїм загальним рівнянням вигляду 022 =++++ FEyDxAyAx , 
де відсутній член з добутком xy  координат. Необхідно привести 
задане рівняння кола до відповідного стандартного вигляду 

222 )()( Rbyax =−+− , знайти координати центра );( baC  і радіус 

R  та зобразити задане коло l  у прямокутній системі координат .Oxy   
 

Номер варіанта  Рівняння кола 

1 2 

1 02381844 22 =−−−+ yxyx  

2 016233 22 =−−++ yxyx  

3 01112644 22 =−+++ yxyx  
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1 2 

4 01116644 22 =−+−+ yxyx  

5 0532055 22 =−−−+ yxyx  

6 04142877 22 =−−++ yxyx  

7 0651422 22 =−+++ yxyx  

8 01103055 22 =−+−+ yxyx  

9 0836544 22 =−−−+ yxyx  

10 03102444 22 =−−++ yxyx  

11 058666 22 =−−++ yxyx  

12 01102555 22 =−−−+ yxyx  

13 0631622 22 =−−++ yxyx  

14 0316244 22 =+−−+ yxyx  

15 0441833 22 =+−−+ yxyx  

16 0610655 22 =−+−+ yxyx  

17 0114633 22 =−−−+ yxyx  

18 0171822 22 =−+−+ yxyx  

19 0127844 22 =−−−+ yxyx  

20 0981533 22 =−+−+ yxyx  

21 0512466 22 =++−+ yxyx  

22 01522055 22 =−−++ yxyx  
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1 2 

23 0310844 22 =−−++ yxyx  

24 01281833 22 =−−−+ yxyx  

25 0671222 22 =−+−+ yxyx  

26 0371477 22 =−+++ yxyx  

27 0518844 22 =−+−+ yxyx  

28 02151055 22 =−−++ yxyx  

29 0212433 22 =+−−+ yxyx  

30 0371622 22 =+−−+ yxyx  

 
 
Задача 4. Лінія l  задана в декартовій прямокутній системі 

координат Oxy  параметричними рівняннями  




=
=

)(

)(

tyy

txx
. Знайти 

точки заданої лінії, що відповідають значенням параметра t , узятим 
через інтервал 8/π , починаючи з 0=t , на проміжку π≤≤ 20 t . 
Заповнити таблицю:  

 

t  0  
8

π
 

4

π
 

8

3π
 

2

π
 

8

5π
 

4

3π
 

8

7π
 π  

8

9π
 

x            
y            

 

t  
4

5π
 

8

11π
 

2

3π
 

8

13π
 

4

7π
 

8

15π
 π2  

x         
y         
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Побудувати знайдені точки в декартовій прямокутній системі 

координат Oxy  і одержати зображення заданої кривої l , 
сполучивши отримані точки суцільною лінією.  

Примітка. Результати розрахунків у таблицю записувати з точністю 
до двох значущих знаків після коми.  

 
Номер 
в-та 

Рівняння лінії  
Номер 
в-та 

Рівняння лінії  

1 2 3 4 

1 




=
=

ty

tx
3

3

sin2

cos3
 16 





=
=

3 sin6

)2/cos(8

ty

tx
 

2 




=
=

ty

tx

sin2

cos8 5

 17 




=
=

ty

tx
2sin2

)2/cos(6
 

3 




=
=

ty

tx
3sin3

)2/(cos8
 18 





−=
=

)sin1(2

cos6

ty

tx
 

4 




=
=

)4/(sin6

)2/(cos3 3

ty

tx
 19 





=
=

ty

tx
5sin6

cos3
 

5 




=
=

ty

tx
5sin2

)2/cos(8
 20 





+=
−=

)cos1(3

)sin(2

ty

ttx
 

6 








π
=

π
=

3 cos
8

sin
8

t
t

y

t
t

x
 21 









π
=

π
=

t
t

y

t
t

x

sin
8

cos
4 3

 

7 




=
=

ty

tx

2sin2

)2/cos(12
 22 





=
=

)2/(sin4

)2/(cos3 3

ty

tx
 

8 




+=
=

)cos1(3

sin4

ty

tx
 23 





=
+=

ty

tx

sin4

cos41
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1 2 3 4 

9 




=
=

ty

tx
3

5

sin6

cos8
 24 





−=
=

)cos1(2

sin4

ty

tx
 

10 




−=
−=

)cos1(2

sin

ty

ttx
 25 





=
=

)2/sin(4

)2/(cos8 3

ty

tx
 

11 




=
=

ty

tx

sin4

cos3 3

 26 




=
=

ty

tx
3

3

sin2

)2/(cos8
 

12 




=
=

ty

tx
3sin2

cos6
 27 





=
=

3 sin2

cos6

ty

tx
 

13 




=
=

)2/(sin4

)2/(cos4
3

3

ty

tx
 28 





+=
=

)sin1(2

cos4

ty

tx
 

14 




=
=

ty

tx
3sin2

)2/cos(6
 29 





=
=

ty

tx

sin2

cos43

 

15 




=
=

)2/(sin6

)2/cos(8
3 ty

tx
 30 





−=
+=

)cos1(3

sin

ty

ttx
 

 
Задача 5. Лінія l  задана в полярній системі координат 

рівнянням у явній формі )(ϕρ=ρ . Знайти точки заданої лінії, що 

відповідають значенням аргументу ϕ , узятим через інтервал 8/π , 

починаючи з 0=ϕ , на проміжку π≤ϕ≤ 20  (головні значення 
полярних координат). Заповнити таблицю:  

 

ϕ  0  
8

π
 

4

π
 

8

3π
 

2

π
 

8

5π
 

4

3π
 

8

7π
 π  

8

9π
 

ρ            
 

ϕ  
4

5π
 

8

11π
 

2

3π
 

8

13π
 

4

7π
 

8

15π
 π2  

ρ         
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Побудувати знайдені точки в полярній системі координат і 

одержати зображення заданої кривої l , сполучивши послідовно ці 
точки суцільною лінією.  

Примітка. Результати розрахунків у таблицю записувати з точністю 
до двох значущих знаків після коми.  

 
Номер 
в-та 

Рівняння лінії   
Номер 
в-та 

Рівняння лінії  

1 ϕ+=ρ 2sin1  16 3 sin23 ϕ+=ρ  

2 )2cos3(4 ϕ−=ρ  17 ϕ+=ρ 2cos41  

3 ϕ+=ρ 2cos31 2  18 )2/(sin1 2 ϕ+=ρ  

4 )cos2(6 ϕ+=ρ  19 ϕ−=ρ 2sin24  

5 )2/(sin2 3 ϕ+=ρ  20 ( )2cos2 3 ϕ+=ρ  

6 )2sin3(4 ϕ−=ρ  21 )cos2(4 3 ϕ−=ρ  

7 ϕ+=ρ 3cos23  22 3 2cos2 ϕ−=ρ  

8 3 )2/(cos2 ϕ+=ρ  23 ( )2sin2 3 ϕ+=ρ  

9 ϕ−=ρ 2sin34 2  24 )2/(cos4 3 ϕ+=ρ  

10 ( )ϕ+=ρ 2sin26  25 )cos2(6 3 ϕ+=ρ  

11 ϕ+=ρ 2cos1  26 ϕ−=ρ 2sin45  

12 )cos3(6 ϕ+=ρ  27 ϕ+=ρ 3cos2  

13 ϕ−=ρ 2sin23  28 )2/(sin2 2 ϕ−=ρ  

14 )sin34(5 ϕ−=ρ  29 )2/(sin23 2 ϕ−=ρ  

15 )sin3(6 ϕ+=ρ  30 )sin2(4 3 ϕ−=ρ  
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Розв’язання типового варіанта № 0 

Задача 1. Трикутник ABC  заданий координатами своїх  
вершин );( 11 yxA , );( 22 yxB , );( 33 yxC . Засобами аналітичної 

геометрії знайти:  
1) рівняння сторони AB  та її довжину || AB ;   

2) рівняння висоти CN та її довжину ||CN ;   

3) рівняння медіани CM ;   
4) рівняння прямої ET , що проходить через точку перетину E  

медіан трикутника ABC  паралельно стороні AB ;         
5) тангенс кута ϕ  між висотою CN  і медіаною CM ;   

6) точку перетину S  висоти CN  і прямої ET ;  
7) рівняння прямої AL , що ділить сторону BC  у заданому 

відношенні λ , починаючи від точки B . 
Зобразити трикутник ABC , знайдені точки та прямі в 

прямокутній системі координат Oxy .  
 

Номер в-та A  B  C  λ  
0 (4; 5) (2;-3) (-3;0) -5 

 

Розв’язання.  

1) Знайдемо рівняння сторони AB  як прямої, що проходить 
через дві точки:  

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−

. 

Підставляємо координати точок );( 11 yxA  і );( 22 yxB :  

AB :  
53

5

42

4

−−
−=

−
− yx

;  
8

5

2

4

−
−=

−
− yx

;  05164 =+−− yx ; 

0114 =−− yx . 

Довжину || AB  сторони трикутника знайдемо як відстань між 
двома точками за формулою:   
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2
12

2
1221 )()( yyxxMM −+−= . 

Підставляємо координати точок );( 11 yxA  і );( 22 yxB :  

( ) ( ) .)(25,8172685342 22
одAB ≈==−−+−=    

2) Оскільки висота CN  перпендикулярна до протилежної 
сторони AB , то за умовою перпендикулярності 121 −=kk  або  

12 1 kk −= , тобто кутові коефіцієнти прямих CN  і AB  обернені за 
абсолютною величиною та протилежні за знаком. 

З рівняння сторони AB :  0114 =−− yx  знайдемо її кутовий 

коефіцієнт:  41140114 =−==−− ABkxyyx .  

Тоді   4/11 −=−= ABCN kk .  

Рівняння висоти CN  знайдемо як рівняння прямої, що 
проходить через задану точку C  у заданому напрямку CNk :  

)( 00 xxkyy −=− ; ))3((
4
1

0 −−⋅−=− xy ;  )3(
4

1 +−= xy ; 

034 =++ xy . 

Довжину ||CN  висоти знайдемо як відстань від точки C  до 

прямої AB :  

22

00

BA

CByAx
d

+

++
= ; 

( )
( )

.)(58,5
17

23

14

110134
22

одCN ≈=
−+

−⋅−−⋅
= . 

3) Координати кінця ),( yxM  медіани знаходимо за 

формулами поділу відрізка AB  навпіл:  










=−=+=

=+=+=
)1;3(

1
2

35
2

3
2

24
2

21

21

M
yy

y

xx
x

. 

Рівняння медіани CM  дістанемо як рівняння прямої, що 
проходить через дві точки C  і M :  
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12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−

;  
01

0

)3(3

)3(

−
−=

−−
−− yx

;  y
x =+

6

3
;  

2

1

6

1 += xy .  

4) Знайдемо рівняння іншої медіани BK , що ділить сторону 
AC  навпіл:  



















=+=+=

=−=+=

2
5

;
2
1

2
5

2
05

2

2
1

2
34

2
31

31

K
yy

y

xx
x

;  BK :  
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−

;  

)3(2/5

)3(

22/1

2

−−
−−=

−
− yx

;   
2/11
3

2/3
2 +=

−
− yx

;  013311 =−+ yx .  

Знайдемо точку E  перетину медіан CM  і BK , розв’язавши 
систему їх рівнянь:  












+=

=−






 ++







+=

=−+

2

1

6

1

013
2

1

6

1
311

2

1

6

1
013311

xy

xx

xy

yx
 

  
























=
=


+=

=−

3
2

;1
3
2
1

2
1

6
1

0
2
23

2
23

Ey

x

xy

x
.  

Якщо прямі ET  і AB  паралельні, то їх кутові коефіцієнти рівні 
між собою:  21 kk = . Отже, 4== ABET kk .   

Рівняння прямої ET  знайдемо як рівняння прямої, що 
проходить через задану точку E  в заданому напрямку ETk :  

)( 00 xxkyy −=− ;   )1(4
3
2 −=− xy ;   

0
3

10
4 =−− yx   або   010312 =−− yx .   

5) З рівняння медіани CM : 
2

1

6

1 += xy  маємо 6/1=CMk .  
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Тангенс кута ϕ  між висотою CN  і медіаною CM обчислимо 

за формулою  ( ) ( )1212 1/ kkkktg ⋅+−=ϕ . Тоді   

23

10

24/23

12/5

)4/1()6/1(1

)4/1(6/1 ==
−⋅+

−−=ϕtg . 

6) Знайдемо точку перетину S  висоти CN  і прямої ET як 
розв’язок системи їх рівнянь:   

( )




=−−−−⋅

−−=






=−−

=++
01033412

34

010312

034

yy

yx

yx

xy
  










−=

=












−=

−






−⋅−=

51
46

51

31

51
46

3
51

46
4

y

x

y

x







 −
51

46
;

51

31
S .   

7) Координати точки L , що ділить сторону BC  у заданому 
відношенні 5−=λ , починаючи від точки B , обчислюються за 
формулами:  

λ+
λ+=

1
21 xx

x ;    
λ+
λ+=

1
21 yy

y .  

Тоді  

4

17

51

)3(52 −=
−

−⋅−=x ;   
4

3

51

053 =
−

⋅−−=y ;   






−
4

3
;

4

17
L .   

Рівняння прямої AL  отримаємо як рівняння прямої, що 
проходить через дві точки A  і L :  

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−

;  
5

4
3

5

4
4

17
4

−

−=
−−

− yx
;  

4/17
5

4/33
4

−
−=

−
− yx

;   

165336817 −=− yx ;  0973317 =+− yx .    

Для побудови зображення (рис. 1.1) трикутника ABC , 
знайдених точок і прямих у прямокутній системі координат Oxy  
скористаємося програмою Microsoft Visio з пакету Microsoft Office.  
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Задача 2. У прямокутній системі координат Oxy  лінія другого 

порядку l  визначається вказаною її характеристичною властивістю:  
для кожної точки ( )yxM ;  лінії l  відношення відстаней до заданої 

точки ( )000 ; yxM  і до заданої прямої 0l  дорівнює заданому числу .e  

Знайти загальне рівняння цієї лінії l :  

022 =+++++ FEyDxCxyByAx .   

      

x

y

O

( )5;4A

( )3;2 −B

( )0;3−C

( )1;3M










2

5
;

2

1
K










3

2
;1E

)
51
46

;
51
31

( −S

)
4

3
;

4

17
(−L

N

T

Рисунок 1.1  
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Номер в-та ( )000 ; yxM   0l   e  

0 (4; 1) 4−=y  3 
 
Розв’язання.  

Згідно з зазначеною характеристичною властивістю лінії 
другого порядку число e слугує її ексцентриситетом. Оскільки 
значення 3=e  більше одиниці, то задана лінія – гіпербола. Для неї 

точка )1;4(0M  – фокус, а пряма 4−=y  – директриса.   

Для змінної точки ( )yxM ;  лінії l  відношення відстані  

22 )1()4( −+−= yxr  до заданої точки )1;4(0M  (фокуса) і відстані 

|4||)4(| +=−−= yyd  до заданої прямої 4−=y  (директриси) 
дорівнює заданому числу e (ексцентриситету). Складаємо рівняння 
лінії та перетворюємо його до загального вигляду:   

;3|4|)1()4(;/ 22 =+−+−= yyxedr    

222 )4(9)1()4( +=−+− yyx ;   −+−++− 12168 22 yyxx   

0)168(9 2 =++− yy ;  01277488 22 =−−−− yxyx .  

 

 

Задача 3. У прямокутній системі координат Oxy коло l  задане 

своїм загальним рівнянням вигляду 022 =++++ FEyDxAyAx , 
де відсутній член з добутком xy координат. Необхідно привести 
задане рівняння кола до відповідного стандартного вигляду 

222 )()( Rbyax =−+−   і знайти координати центра );( baC  і радіус 

R . 
Зобразити задане коло l  у прямокутній системі координат Oxy.  

 
Номер варіанта  Рівняння кола 

0 0636344 22 =−+−+ yxyx  
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  R ≈ 4,68

x 

y 

O 

Розв’язання.  

У загальному рівнянні кола згрупуємо члени відносно x  і y , а 
тоді виділимо повні квадрати та зведемо до шуканого стандартного 
вигляду рівняння кола зі зміщеним центром:  

0636344 22 =−+−+ yxyx ;   06)364()34( 22 =−++− yyxx ;      

( ) 0694
4
3

4 22 =−+⋅+






 −⋅ yyxx ;   +






 −+⋅−⋅
64

9

64

9

8

3
24 2 xx   

06
4
81

4
81

2
9

24 2 =−






 −+⋅+⋅+ yy ;  =






 +⋅+






 −⋅
22

2
9

4
8
3

4 yx    

81
16
9

6 ++= ;        
16

1401
2
9

4
8
3

4
22

=






 −⋅+






 −⋅ yx ;  

( ) ( ) 64/14012/98/3 22 =++− yx .        

Координати зміщеного центра ( )2/9;8/3 −C , радіус   

68,48140164/1401 ≈==R . 

Для побудови зображення (рис. 1.2) заданого кола у 
прямокутній системі координат Oxy скористаємося програмою 
Microsoft Visio з пакету Microsoft Office.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Рисунок 1.2 










2

9
;

8

3
C
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Задача 4. Лінія l  задана в декартовій прямокутній системі 

координат Oxy параметричними рівняннями  




=
=

)(

)(

tyy

txx
. Знайти 

точки заданої лінії, що відповідають значенням параметра t , узятим 
через інтервал 8/π , починаючи з 0=t , на проміжку π≤≤ 20 t . 
Заповнити таблицю:  

 

t  0  
8

π
 

4

π
 

8

3π
 

2

π
 

8

5π
 

4

3π
 

8

7π
 π  

8

9π
 

x            
y            

 

t  
4

5π
 

8

11π
 

2

3π
 

8

13π
 

4

7π
 

8

15π
 π2  

x         
y         

 
Побудувати знайдені точки в декартовій прямокутній системі 

координат Oxy і одержати зображення заданої кривої l , 
сполучивши отримані точки суцільною лінією.  

Примітка. Результати розрахунків у таблицю записувати з точністю 
до двох значущих знаків після коми.  

 
Номер варіанта Рівняння лінії  

0 




=
=

3

5

sin4

cos8

ty

tx
 

 

Розв’язання.  
Користуючись рівняннями заданої лінії, проведемо обчислення 

за допомогою функцій програми Excel з пакету Microsoft Office, 
округлюючи результат до двох знаків після коми. Заповнимо 
таблицю:  
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t  0  
8

π
 

4

π
 

8

3π
 

2

π
 

8

5π
 

4

3π
 

8

7π
 π  

tx 5cos8=  8,00 5,38 1,41 0,07 0,00 -0,07 -1,41 -5,38 -8,00 
3 sin4 ty =  0,00 2,90 3,56 3,90 4,00 3,90 3,56 2,90 0,00 

 

t  
8

9π

 4

5π
 

8

11π
 

2

3π
 

8

13π
 

4

7π
 

8

15π
 π2  

tx 5cos8=  -5,38 -1,41 -0,07 0,00 0,07 1,41 5,38 8,00 
3 sin4 ty =  -2,90 -3,56 -3,90 -4,00 -3,90 -3,56 -2,90 0,00 

 

Для побудови зображення (рис. 1.3) заданої лінії використаємо 
процедуру «Діаграма» програми Excel.  

 

 
Задача 5. Лінія l  задана в полярній системі координат 

рівнянням у явній формі )(ϕρ=ρ . Знайти точки заданої лінії, що 

відповідають значенням аргументу ϕ , узятим через інтервал 8/π , 

починаючи з 0=ϕ , на проміжку π≤ϕ≤ 20  (головні значення 
полярних координат). Заповнити таблицю:  

 

ϕ  0  
8

π
 

4

π
 

8

3π
 

2

π
 

8

5π
 

4

3π
 

8

7π
 π  

8

9π
 

ρ            

Рисунок 1.3 
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ϕ  
4

5π
 

8

11π
 

2

3π
 

8

13π
 

4

7π
 

8

15π
 π2  

ρ         
 
Побудувати знайдені точки в полярній системі координат і 

одержати зображення заданої кривої l , сполучивши послідовно ці 
точки суцільною лінією.  

Примітка. Результати розрахунків у таблицю записувати з точністю 
до двох значущих знаків після коми.  

 
Номер варіанта Рівняння лінії   

0 ϕ−=ρ 2sin24 2    

 
Розв’язання.  
Користуючись рівняннями заданої лінії, проведемо обчислення 

за допомогою функцій програми Excel з пакету Microsoft Office, 
округлюючи результат до двох знаків після коми. Заповнимо 
таблицю:  

 

ϕ  0  
8

π
 

4

π
 

8

3π
 

2

π
 

8

5π
 

4

3π
 

8

7π
 π  

ϕ−=ρ 2sin24 2  4,00 3,00 2,00 3,00 4,00 3,00 2,00 3,00 4,00 

 

ϕ  
8

9π

 4

5π
 

8

11π
 

2

3π
 

8

13π
 

4

7π
 

8

15π
 π2  

ϕ−=ρ 2sin24 2  3,00 2,00 3,00 4,00 3,00 2,00 3,00 4,00 

 

Для побудови зображення (рис. 1.4) заданої лінії використаємо 
процедуру «Діаграма» програми Excel. Для цього попередньо 
перейдемо до прямокутної системи координат за формулами   

ϕρ= cosx ;  ϕρ= siny  

 і заповнимо відповідну допоміжну таблицю:   
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ϕ  0  
8

π
 

4

π
 

8

3π
 

2

π
 

8

5π
 

4

3π
 

8

7π
 π  

ρ  4,00 3,00 2,00 3,00 4,00 3,00 2,00 3,00 4,00 
ϕρ= cosx  4,00 2,77 1,41 1,15 0,00 -1,15 -1,41 -2,77 -4,00 
ϕρ= siny  0,00 1,15 1,41 2,77 4,00 2,77 1,41 1,15 0,00 

 

ϕ  
8

9π

 4

5π
 

8

11π
 

2

3π
 

8

13π
 

4

7π
 

8

15π
 π2  

ρ  3,00 2,00 3,00 4,00 3,00 2,00 3,00 4,00 
ϕρ= cosx  -2,77 -1,41 -1,15 0,00 1,15 1,41 2,77 4,00 
ϕρ= siny  -1,15 -1,41 -2,77 -4,00 -2,77 -1,41 -1,15 0,00 

 

 
2 ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ ГРАНИЦЬ  

Рисунок 1.4 
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Теоретичні відомості  

Нескінченно малі та нескінченно великі  

Якщо функції ( )xf1  і ( )xf2  нескінченно малі, то їх сума, 
різниця та добуток є нескінченно малою.  

Якщо при 0xx →  функція ( )xf  нескінченно мала, а функція 

( )xφ  – обмежена, то їх добуток ( ) ( )xxf φ  нескінченно мала. 

Якщо при 0xx →  функція ( )xf  має скінчену границю  

( ) ∞≠
→

b=xf
xx 0

lim , а функція ( )xφ  – нескінченно велика 

( ) ∞φlim
0

=x
xx→

, то  сума їх – нескінченно велика, а границя 

відношення ( ) ( )xxf φ  дорівнює нулю. Добуток двох нескінченно 
великих є функція нескінченно велика.   

Якщо ( )xf  при 0xx →  – нескінченно велика функція, то 

функція ( )xf1  – нескінченно мала. Навпаки, якщо при 0xx →  

функція ( )xφ  нескінченно мала, то функція ( )xϕ1  – нескінченно 

велика, при цьому вважаємо, що в деякому околі точки 0x  функція 

( )xφ  відмінна від нуля.  

Нехай функції ( )xf  і ( )xφ  – нескінченно малі при 0xx → , 

причому ( ) 0φ ≠x . Якщо 
( )
( ) 1
φ

lim
0

=
x

xf
xx→

, то функції ( )xf  і ( )xφ   

називаються еквівалентними нескінченно малими:  ( ) ( )xxf φ~ .  

Принцип заміни нескінченно малих:  при розкритті 
невизначеності виду 00  можна чисельник і знаменник цієї 
невизначеності заміняти величинами, що їм еквівалентні:   

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )x

xf

x

xf

x

xf

x

xf
xxxxxxxx *

*

*

*

φ
lim

φ
lim

φ
lim

φ
lim

0000 →→→→
=== ,  

де  ( ) ( )xfxf *~   і  ( ) ( )xx *φ~φ .   
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Основні еквівалентності при 0→x :  

xx ~sin ;  xxarctg ~ ;  axax ln~1− ;  xxtg ~ ;  xx ~)1(ln + ;   

xx ~arcsin ;  xex ~1− ;  xx α−+ α ~1)1( .  

Правила граничного переходу  

Якщо при 0xx →  функції ( )xf  і ( )xφ  мають скінчені границі, 

то їх алгебраїчна сума має границю, яка дорівнює такій самій сумі їх 
границь, тобто  ( ) ( )[ ] ( ) ( )x±xfx±xf

xxxxxx
φlimlimφlim

000 →→→
= .  

Якщо при 0xx →  функції ( )xf  і ( )xφ  мають границі, то їх 

добуток також має границю, яка дорівнює добутку їх границь, тобто  

( ) ( )[ ] ( ) ( )xxfxxf
xxxxxx
φlimlimφlim

000 →→→
⋅=⋅ ,  

зокрема, сталий множник можна виносити з-під знаку границі:  

( ) ( )xfC=xfC
xxxx 00

limlim
→→

,  

а також, границя натурального степеню функції ( )xf  дорівнює 

такому самому степеню границі цієї функції ( )xf :  

( )
n

xx

n

xx
xfxf 






=
→→

)(lim)(lim
00

.  

Методи обчислення границь 

Обчислення границь спирається на неперервність функцій. 
Зазначимо основні моменти:  

а) Знак границі lim  і знак неперервної функції f  можна міняти 

місцями:  )lim()(lim
00

xfxf
xxxx →→

= .  

б) Заміна змінної:   

)(lim)()(lim

)(
))((lim

0
0

0 00
ufxxu

xu
xf

uu
xx

xx →
→

→
=ϕ=ϕ=

ϕ=
=ϕ .  
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в) Якщо при 0xx →  функції ( )xf  і ( )xφ  мають границі та 

границя функції ( )xφ  не дорівнює нулю, то границя їх відношення 
існує й дорівнює відношенню їх границь, тобто  

φ(x)lim(x)lim
φ(x)

(x)
lim

000 xxxxxx
f=

f
→→→

,  0φ(x)lim
0

≠
→xx

. 

г) Границя показниково-степеневої функції:  

( )
)(lim

)( )(lim)(lim
00

xv

xx

xv

xx

oxx
xuxu

→







=
→→

.  

д) Усі елементарні функції є неперервними у кожній точці своєї 
природної області визначення.  

Границю при 0xx →  раціонального дробу )()( xQxP , де 

)(xP  і )(xQ  – многочлени, можна обчислити шляхом прямої 

підстановки замість x  його граничного значення 0x , якщо при 

цьому не порушуються відповідні умови, передбачені у властивостях 
границь. У разі невизначеності типу 0/0 , необхідно чисельник і 

знаменник дробу розділити на 0xx −  і перейти до границі. Якщо й 

після цього чисельник і знаменник нового дробу мають границі рівні 
нулю при ,0xx→  то необхідно провести повторне ділення на .0xx−  

Для розкриття невизначеності виду ∞∞  для многочленів 

)()( xQxP  потрібно чисельник )(xP  і знаменник )(xQ  поділити 

почленно на найвищий степінь x , що зустрічається у дробі, а потім 
перейти до границі.  

Щоб знайти границю дробу, що містить ірраціональності з x , у 
випадку невизначеності типу 0/0  потрібно спочатку відповідним 
чином позбавитись ірраціональності, що дає нуль, помноживши 
чисельник і знаменник на відповідний спряжений вираз, а потім 
скоротити дріб, і нарешті перейти до границі.  

Для розкриття невизначеності виду ∞⋅0  чи ∞−∞  спочатку їх 
за допомогою тотожних перетворень зводять до виду 00  або ∞∞ , 
а потім застосовують правило Лопіталя. Формальний запис:   
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0

0

/1
0 =

ϕ
=∞⋅=ϕ⋅ f

f   або  ;
/1

0
∞
∞=ϕ=∞⋅=ϕ⋅

f
f   

0
0

)/1()/1(
/1/1 =

ϕ⋅
−ϕ=∞−∞=ϕ−

f

f
f .  

Для розкриття невизначеностей виду 00 , ∞1  і 0∞  можна 

спочатку показниково-степеневий вираз ϕf  (за основною 

логарифмічною тотожністю, припускаючи 0>f ) записати у вигляді 
fef lnϕϕ = . У показнику маємо невизначеність виду ∞⋅0 , яка 

зводиться (як показано вище) до невизначеності 00  або ∞∞ . 

При обчисленні границь конкретних функцій часто 
використовуються вже відомі результати – стандартні (важливі, 
чудові) границі:  

– перша чудова границя 1
0
0sin

lim
0

=
x

x
x

=
→

, із якої випливають 

наслідки: 1=
x

xarctg
1,=

x

xarcsin
1,=

x

xtg
xxx 000
limlimlim
→→→

;    

– друга чудова границя e
x

x

x
==







 + ∞

∞→
1

1
1lim  або 

( ) ex x

x
==+ ∞

→
11lim 1

0
 та наслідки з неї:  1

)1ln(
lim

0
=+

→ x

x
x

,  

a
x

ax

x
ln

1
lim

0
=−

→
,  α=−+ α

→ x

x
x

1)1(
lim

0
,  де 72,2...718,2 ≈=e  – 

число Ейлера.  

Дослідження функції на неперервність  

Елементарна функція може мати розрив тільки в ізольованих 
точках, у яких вона невизначена. Неелементарна функція, крім того, 
може мати розриви у точках, де змінюється її аналітичне подання. 

Кожна точка, що «підозріла» на розрив, досліджується на 
неперервність окремо, При цьому знаходять односторонні границі 
функції, коли аргумент прямує до точки можливого розриву зліва та 
справа.  
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Рейтингове індивідуальне завдання № 2  
«Елементи теорії границь» 

Задача 1. Застосовуючи стандартні границі, еквівалентні 
нескінченно малі та інші прийоми (крім правила Лопіталя), знайти 
вказані границі.   
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Задача 2. Дослідити на неперервність, визначити характер 

точок розриву та побудувати схематично графік функції.   
 

Номер 
в-та 

Функція  
Номер 
в-та 

Функція  

1 2 3 4 

1 








>−
≤<−−

≤−

=
5,122

53,86

3,4

)( 2

xx

xxx

xx

xf  16 








>−
≤<

<

=
2,)2(1

20,

,0,sin

)( 3

xx

xx

xx

xf  

2 








∞<≤−
<<−

≤≤
=

хx

xх

хx

xf

5,2,72

5,21,24

10,2

)(  17 










>−
≤<

<−

= −

4,)4(1

40,4

0,4

)( 4/

2

xx

xe

xx

xf x  

3 




−>
−≤+

=
.1,/1

1,52
)(

xx

хx
xf  18 





≤<−
≤≤=

21,2

10,
)(

2

xх

хx
xf  

4 








>

≤≤−+
−<+

=

0,

03,3

3,)3(1

)(
2 xx

xx

xx

xf  19 










≥+
<<−

<+

=
2,3

20,

0,2

)( 3

2

xx

xx

xxx

xf  

5 








>
<

−<+
=

2,

2||,||

2,)2(1

)(

xx

xx

xх

xf  20 








>−
≤<+

<
=

2,)2(1

20,1

0,

)(

xx

xx

xe

xf

x
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1 2 3 4 

6 








>−

≤π
=

1,1

1,
2

cos
)(

xх

хx
xf  21 





−>−
−≤−

=
1,)1(2

1,
)(

xx

xx
xf  

7 








>−
≤
−<

=
1,)1ln(

1,

1,0

)(

xx

xx

x

xf  22 








>−
≤≤−

−<
=

3,6

33,

3,3

)(

xx

xx

x

xf  

8 ( )









>−
≤≤−

<−

=
2,4

20,1

0,1

)( 2

2

хx

xx

xx

xf  23 








π>π−
π≤<

≤
=

xx

xx

xx

xf

,)(1

0,cos

0,sin

)(  

9 








>−
≤<−

<−
=

4,41

41,2

1,

)(

2

xх

xx

xxx

xf  24 








>+
<<−

≤

=
4,42

42,

2,

)( 2

xx

xxx

xx

xf  

10 








>
<<π−

π−≤−
=

0,

02/,tg

2/,1

)(

xx

xx

x

xf  25 








≥+−

<<−
−≤−

=

0,2

01,1

1,

)(
2 xxx

xx

xx

xf  

11 













≥−
<≤+−

<≤
<

=

3,

31,2

10,

0,0

)(
2

хx

хxx

хx

х

xf  26 













π≥

π<<

<−

=

2/,
2

0,

0,

)(

2

xx

xxtg

xx

xf  

12 








>−
≤<+

<
=

3,)3lg(

30,1

0,)3/1(

)(

xx

xx

x

xf

x

 27 








>−
≤<+

<+
=

3,)3lg(

31,22

1,13

)(

xx

xx

xx

xf  
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1 2 3 4 

13 








π>π−
π≤<

<
=

−

2/,)2(1

2/0,cos

0,2

)(

xx

xx

x

xf

x

 28 








>−
≤<−

−<
=

3,)3ln(

33|,|

3,3

)(

xx

xx

x

xf  

14 








π≥π
π<<

<
=

xx

xx

x

xf

,

0,cos

0,1

)(  29 








>−
<

−<
=

2,)2(1

2|||,|

2,2

)(

xx

xx

x

xf  

15 










>+
<≤−

<<∞−−−

=
2,)8lg(

20,1

0,1

)( 2

3

xx

xx

xx

xf  30 








>−

≤≤−
−<+

=

1,1

11|,|

1,)1(1

)(
2 xx

хx

xx

xf  

 

Розв’язання типового варіанта № 0 

Задача 1. Застосовуючи стандартні границі, еквівалентні 
нескінченно малі та інші прийоми (крім правила Лопіталя), знайти 
вказані границі.   

 
Варіант 0 

1) 
152

343
lim

2

2

−+
+−

∞→ xx

xx
x

  2)
10133

624
lim 25 −−

+−
→ xx

x
x

 3) 
xx

xx
x 7sin

9coscos
lim

0

−
→

  

4) 
95

67
47

lim
−

∞→









+
− x

x x

x
 5) 

x

xx
x

)56ln()76ln(
lim

0

+−−
+→

 

 
Розв’язання.  

1) Границя 
152

343
lim 2

2

−+
+−

∞→ xx

xx
x

 є невизначеністю типу ∞∞ . При 

достатньо великих x  величина чисельника визначається його 

старшим членом 23x , а роль інших доданків тим менш важлива, чим 
більше || x . Аналогічно, у знаменнику при достатньо великих || x  

домінуючу роль відіграє старший член 22x . Якщо чисельник і 
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знаменник розділити почленно на x  у найвищому степені, у цьому 

разі на 2x , то невизначеність зникає:  

2
3

11
52

1
3

1
43

lim
152

343
lim

2

2

2

2

=
−⋅+

⋅+⋅−
=

∞
∞=

−+
+−

∞→∞→

xx

xx
xx

xx
xx

.   

2) 
( )( )

( )( ) =
++−−

+++−
==

−−
+−

→→ 62410133

624624
lim

0
0

10133

624
lim

2525 xxx

xx

xx

x
xx

  

Оскільки спряженим до виразу 624 +− x   є  624 ++ x , 
тому використано множення чисельника та знаменника на цей вираз.  

×
+⋅+

=
−−
+−⋅

++
=

→→ 6524

1

10133

)62(16
lim

624

1
lim 255 xx

x

x xx
   

Далі розкладемо многочлени в чисельнику та знаменнику на 
множники і скоротимо дріб, а потім перейдемо до границі:  

×=
−==

=−−=
−−

−×
→ 8

1

32;5

010133

10133

210
lim

21

2

25 xx

xx

xx

x
x

  

68

1

325

1

12

1

32

1
lim

3

2

8

1

)32()5(3

)5(2
lim

55
−=

+
⋅−=

+
⋅−=

+−
−−×

→→ xxx

x
xx

.  

3) Скористаємося тригонометричними тотожностями й тричі 
виділимо першу чудову границю:  

=−−==−
→→ xx

xx

xx

xx
xx 7sin

)4sin(5sin2
lim

0
0

7sin
9coscos

lim
00

    

=
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅==
→→

x
x

x
xxx

xxxx

xx

xx
xx

7
7

7sin
45

454sin5sin2
lim

7sin
4sin5sin2

lim
00

  

7
40

1:11
7
40

7
7sin

lim:
4

4sin
lim

5
5sin

lim
7

452
000

=⋅⋅=⋅⋅⋅⋅=
→→→ x

x

x

x

x

x
xxx

.   

4) До основи показниково-степеневої функції додамо та віднімемо 
одиницю:   
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=














 −
+
−+==









+
−

−

∞→

∞
−

∞→

9595

1
67
47

1lim1
67
47

lim
x

x

x

x x

x

x

x
  

Приведемо до спільного знаменника другий та третій елементи 
основи (спростимо нескінченно малу величину):   

=








+
−+=









+
−−−+=

+

∞→

−

∞→

1295

67
10

1lim
67

6747
1lim

x

x

x

x xx

xx
  

Помножимо показник степеня на величину, обернену до 
спрощеної нескінченно малої («перевернутий дріб»), що додається 
до одиниці в основі функції, а потім «для компенсації» на саму 
нескінченно малу, виділимо другу чудову границю та скористаємось 
її значенням:   

===








+
−+= +

−−
+

−−−
+

−⋅
−

+

∞→
∞→∞→ ee x

x

x

xx
x

x

x
xx

x
/67

/95
lim10

67

)95(10
lim

)95(
67

10

10

67

67
10

1lim   

ee
7/50

07

05
10 −

+
−⋅− == .  

5) Скористаємося властивостями логарифмічної та 
показникової функцій і, аналогічно попередньому прикладу, 
виділимо другу чудову границю:   

=⋅∞=
+
−==+−−

+→+→
0

56
76

ln
1

lim
0
0)56ln()76ln(

lim
00 x

x

xx

xx
xx

   

==








+
−=









+
−= ∞

+→+→
1

56
76

limln
56
76

lnlim
/1

0

/1

0

x

x

x

x x

x

x

x
  

=








+
−+=







 −
+
−+=

+→+→

x

x

x

x x

x

x

x
/1

0

/1

0 56
12

1limln1
56
76

1limln   

2lnln
56

12
1limln 2

56

12
lim

1

56

12

12

56

0
0 −===









+
−+= −

+
−⋅

+
−⋅

−
+

+→
+→ ee x

xx

x

x

x

x
x

x

x
.   
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Задача 2. Дослідити на неперервність, визначити характер 
точок розриву та побудувати схематично графік функції.   

 
Номер варіанта  Функція  

0 








π≥π
π<<

<π
=

xx

xxtg

xx

xf

,/

0,)2/(

0,)/(

)(

3

 

 
Розв’язання.  
Задана функція не є елементарною, хоча на кожному проміжку 

визначення вона виражається елементарною функцією. Функції 

0,)/( 3 <π= xxy , π<<= xxtgy 0,)2/(  і π≥π= xxy ,/  
неперервні на відповідних інтервалах. Можливими точками розриву 
є точки переходу від одного аналітичного виразу до іншого. Кожну 
точку, що «підозріла» на розрив, дослідимо за допомогою 
односторонніх границь.  

У точці 0=x :   

;0)/(lim)(lim 3

00
=π=

−→−→
xxf

xx
   

0)2/(lim)(lim
00

==
+→+→

xtgxf
xx

;   

)0(f – не існує.  
Оскільки ліва та права границі рівні 

між собою, проте функція в точці 0=x  
невизначена, то у цій точці функція має 
усувний розрив («виколота» точка на 
рис. 2.1).  

У точці π=x :   

;)2/(lim)(lim
00

+∞==
−π→−π→

xtgxf
xx

   

1)/(lim)(lim
00

=π=
+π→+π→

xxf
xx

;  1/)( =ππ=πf .  

Оскільки обидві односторонні границі існують і серед них є 
нескінченна, то у точці π=x  функція має нескінченний стрибок 
(рис. 2.1).  

  

 

Рисунок 2.1  
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3 ПОХІДНА. ДИФЕРЕНЦІАЛ. ОСНОВНІ ТЕОРЕМИ  
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ  

 
Теоретичні відомості  

Похідні та диференціали функції  

Похідною функції )(xfy =  у точці 0xx =  називається 

швидкість змінювання функції y  в цій точці відносно змінювання 
аргументу x . Вона дорівнює границі відношення приросту функції 

y∆  до приросту аргументу x∆ , коли останній прямує до нуля:   

x

y
y

x ∆
∆=

→∆ 0
lim' . 

Диференціалом незалежної змінної x  є її приріст:  хdx ∆= . 
Головну частину dxхуdу )('=  приросту функції y∆ , яка прямо 

пропорційна приросту аргументу x∆ , називають її диференціалом.  
Якщо для функції )(xyy =  її похідна )(' хуу =  також є 

диференційованою функцією, то похідну від похідної ′′=′′ )(yy  
називають похідною другого порядку (другою похідною) самої 
функції )(xyy = .  

Правила диференціювання 

1. wvuwvu ′−′+′=′−+ )( ;  2. vuvuuv ′+′=′)( ;  3. uCCu ′=′)( ; 

4. 2v

vuvu

v

u ′−′
=

′








;  5. u

CC

u ′=
′







 1
;  6. xux uyy ′′=′ , ))(( xuyy = ;  

7. 
x

y y
x

′
=′ 1

;       8. 
t

t
x x

y
y

′
′

=′ , де 




=
=

;)(

;)(
:)(

tyy

txx
xy    

9. а) dxydy ′= ;  б) 
dx

dy
y =′ ;      10. duydy u'= , де ))(( xuyy = ;  

11. а) ′′=′′ )(yy ; б) ( )′= − )1()( nn yy ;  в) 
t

tx
xx x

y
y

′
′′

=′′ )(
, де 





=
=

;)(

;)(

tyy

txx
    

12. а) )(2 dydyd = ;   б) )( 1yddyd nn −= ;   в) nnn dxxyyd ⋅= )()(    
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Формули похідних 

1. 0=′C ;   2. а) ( ) uuau aa ′⋅=
′ −1 ;  б) 1=′x ;  в) ( ) u

u
u ′⋅=

′
2

1
;  

г) u
uu

′⋅−=
′








2

11
;  3. а) ( ) uaaa uu ′⋅=

′
ln ;  б) ( ) uee uu ′⋅=

′
;   

4. а) ( ) u
au

ua ′⋅=′
ln
1

log ;   б) ( ) u
u

u ′⋅=′ 1
ln ;  5. ;( ) uuu ′⋅=′ cossin ;  

6. ( ) uuu ′⋅−=′ sincos ;      7. ( ) u
u

utg ′⋅=′
2cos

1
;   

8. ( ) u
u

uctg ′⋅−=′
2sin

1
;   9. ( ) u

u
u ′⋅

−
=′

21

1
arcsin ;  

10) ( ) u
u

u ′⋅
−

−=′
21

1
arccos ;   11. ( ) u

u
uarctg ′⋅

+
=′

21

1
;  

12. ( ) u
u

uarcctg ′⋅
+

−=′
21

1
;  13. ( ) vuuuuvu vvv ′⋅+′⋅=

′ − ln1 .  

 
Дотична й нормаль до графіка функції  

Рівняння дотичної до графіка функції )(xfy = , яка проходить 

через точку дотику ( )000 ; yxM , має вигляд  

)(' 000 ххyуу −⋅=− ,  де )('' 00 хfy = .  

( ) )('1 000 ххyуу −⋅−=−  – відповідна нормальна пряма.  

Правило Лопіталя. Розкриття невизначеностей  

Правило Лопіталя. Нехай функції )(xf  і )(xg  

диференційовані в деякому околі точки a=x  і є нескінченно 
малими при ax → . Тоді якщо існує скінченна або нескінченна 
границя відношення похідних )(' xf  і )(' xg  при ax → , то 
відношення функцій також має, до того ж ту саму, границю: 
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( )
( )

( )
( ) .
x

xf
=

0

0
=

x

xf
axax 'g

'
lim

g
lim

→→





   

Правило Лопіталя безпосередньо поширюється на 
невизначеності типу ∞∞ / :   

( )
( )

( )
( ) .
x

xf
==

x

xf
axax 'g

'
lim

g
lim

→→







∞
∞

 

Зауваження. Інші типи невизначеностей потрібно спочатку 
звести до виду 0/0  або ∞∞ / , щоб потім застосувати правило 
Лопіталя.  

 

Рейтингове індивідуальне завдання № 3 «Похідна. Диференціал.  
Основні теореми диференціального числення» 

Задача 1. Знайти рівняння дотичної та нормалі до графіка l  
заданої функції у відповідній точці 0M . Зобразити дотичну та 

нормаль у декартовій прямокутній системі координат Oxy .   
 

Номер варіанта  Лінія l ,  точка 0M  

1 2 

1 ( ) 132 −−= xxy ;    20 =x  

2 ( ) 021ln =−++ yxy ;    ( )2;00M  

3 
( ) ( )

( )3 2

25

9

12

x

xx
y

−

+−= ;  10 =x  

4 ( ) 122
+

−=
x

xy ;  10 =x  

5 




π=
π−π=

−=
2;

sin2

1cos
02 /t

tty

ttx
  

6 




−=
=

22sin

cos

tey

tex
t

t

;   00 =t  

7 01)1sin( =+−++ xyy ; ( )1;00 −M  
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1 2 

8 01)cos( 2 =−−+− xyyx ;  ( )1;10M  

9 023cos =+−+ xyxy ;    ( )1;00 −M   

10 2522 =+ yx ;    ( )3;40 −M  

11 125100 22 =+ yx ;    ( )3;80 −M  

12 11664 22 =− yx ;    ( )3;100 −−M  

13 




−=
π−−=
)2/cos(2

sin

ty

ttx
;      π=0t  

14 




=
=

ty

tx
3

3

sin24

cos22
;     40 π=t  

15 1416 22 =− yx ;  ( )2/3;50 −−M  

16 ( ) ;1
2xxy −=     20 =x  

17 ( ) 02sin 2 =−+− yxyx ; ( )2;20M  

18 
( )

( ) ( )3 4

2

21

13

xx

x
y

−+

−= ;  10 =x  

19 ( ) xxy −= 3 ;    20 =x  

20 
( )
( )




π−−−=
π−+=

4/cossin2

4/sincos2

ttty

tttx
;  4/0 π=t  

21 1416 22 =− yx ;   ( )3;100 −M  

22 024cos 3 =−−+ yxy ;    ( )0;10M  

23 0sin2 =+−− yxxye y ;    ( )0;10M  

24 125 22 =+ yx ;  ( )5/3;40 −M  

25 023arcsin =+−+ xyy ;    ( )0;20M  
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1 2 

26 116 22 =− yx 1
116

22

=− yx
;   ( )43;50 /M −  

27 14100 22 =+ yx ;  ( )5/6;80 −M  

28 




π−+=
−++=
tarctgy

tx

41

2ln)1ln(2 2

;      10 =t  

29 






π−=
−=
ty

tx

arcsin6

)1(32 2

;      210 =t  

30 115025 22 =− yx ;  ( )12;70 −M  

 
Задача 2. Перевірити, чи задовольняє задана функція вказаній 

умові.   
 

Номер варіанта  Функція,  рівність 
1 2 

1 
x

x
y

2ln=  ;      0ln2'2 =−+ xxyyx   

2 xxy 22sin3 +−= ;  084 =−+′′ xyy  

3 xey sin= ;   0sincos''' =+− xyxyy  

4 xarctgxy )1( 2 += ;  0)1(21''' 2 =++−− xyxy  

5 xxy sin= ;   0cos2'' =−+ xyy  

6 )1( += xxy ;   0'2'' =+ yyxy  

7 
x

x
y

ln
= ;   02'' 324 =−+ yxyyx  

8 22xey = ;   0)'(''
22 =−− xeyyy   

9 xy cos= ;   0sin2''4 243 =++ xyyу  

10 43 2 −= − xey ;    ( ) )4(2 yyy +′=′′  

11 xtgy = ;    yyy ′=′′ 2  
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1 2 

12 ( )2xtgy = ;   ( ) 0''''22 =+− yyyyy  

13 
x

xtg
y = ;    0

cos

1
' 2 =−+

x
yxy     

14 xxy ln3= ;   056'' 32 =−− xyyx  

15 
2xexy −= ;   046''

23 =−+ − xexyy  

16 
2

2

x

e
y

x−
=  ;      ( ) 012' =++ yxxy  

17 xarctgxy = ;   ( ) 0'2'' 24 =−− yxyyx  

18 xy 2sin= ;   04)'(''2 22 =+− yyyy   

19 xctgy 2= ;   ( ) 0cos2sin''' 4222 =−− xyxyy   

20 xey = ;   0'2''4 =−+ yyyx   

21 
x

x
y

ln4
−= ;    

2

24

x

yyx
y

+=′  

22 xxy ln6= ;   ( ) xyxyy 22 3+=′  

23 xxy cos= ;   0sin2'' =++ xyy   

24 )/1(cos xy = ;   0'2'' 34 =++ yyxyx    

25 xexy −= ;      02'' =+− − xeyy  

26 3422 +−= xxy ;   32 =′+′′ xyy  

27 2ln xxy = ;   14'2 245 =+ yxyyx  

28 xxy sin2= ;   0)2(' =−− xctgxyxy   

29 xxy sin2= ;   ( ) 06'4'' 22 =++− yxxyyx  

30 xexy 1= ;   0''4 =− yyx  

 
 
Задача 3. Застосовуючи правило Лопіталя та інші прийоми, 

знайти вказані границі  
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Номер 
в-та 

1)  2) 3) 

1 2 3 4 

1 
xtgx

x
x 52

6arcsin
lim

0 −→
 x

x
x /5

0
)(coslim

+→
 







 −
−→ xxx ln

1

1

1
lim

1
 

2 
xxtg

x
x 7

4cos1
lim

0 +
−

→
 xx

x
e ln3

0
)1(lim −

+→
 x

x
xx /2

0
)cos(lim +

→
 

3 
xx

xarctg
x 3sin6

3
lim

0 −→
 

xx

x
xe /4

0
)(lim +

→
 x

x
xx ln3

1
)ln(lim +

→
 

4 
xarctgxtg

xx
x +

+
→

sin8sin
lim

0
 

xctg

x
x)(coslim

0→
 )2(lim xarcctgx

x
⋅

∞+→
 

5 
)/11ln(

2
lim

x

xarctg
x +

−π
+∞→

 xtg

x
xctg )(lim

0+→
 xtg

x
x ln1

0
)2(sinlim

+→
 

6 
xtgx

x
x 5

3arcsin
lim

0 +→
 

28

0
)4(coslim x

x
x

→
 xxarctg

x
)2(lim +π

∞−→
 

7 
x

xtgx
x 3arcsin

5
lim

0

+
→

 
xx

x
e 3)1(lim +−

∞+→
 x

x
x ln/2)41(lim +

+∞→
 

8 
x

xtgx
x 6arcsin

4
lim

0

−
→

 
)1ln(2

01
)(lim −

+→
− xx

x
ee  xctg

x
x 4

0
)sin1(lim +

→
 

9 
xx

x
x −→ 3sin

8arcsin
lim

0
 

x

x
x 2ln3)1(lim +

∞+→
 )4ln(

04/
)(lim π−

+π→

x

x
xtg  

10 
xxarctg

xx
x −

−
→ 3

7coscos
lim

0
 x

x
x cosln22

0
)1(lim +

→
 x

x
xx ln3

0
)(sinlim +

+→
 

11 
xx

xx
x 6arcsin

cos9cos
lim

0 +
−

→
 

xx

x
e )1(lim +

∞−→
 

)2ln(1

0
2

)(lim π−

+π→

x

x

xtg  

12 
x

xxarctg
x 2sin

4
lim

2

0

+
→

 
x

x
xtg ln1

0
)3(lim

+→
 x

x
x /2

0
)arcsin1(lim +

→
 

13 
xx

xarctgx
x 2sin4

3
lim

0 −
+

→
 

xtg

x
x 4

0
)2(sinlim

→
 ( ) x

x
xe /1

0
)ln(lim +

+→
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1 2 3 4 

14 
x

xxtg
x 2cos1

4sin2
lim

0 −
⋅

→
 

x

x
xtg sinln1

0
)2(lim

+→
 )3arcsin(lim

0
xxctg

x
⋅

→
 

15 xx

xx
x 3coscos

4arcsin
lim

0 −
−

→

 

x

x
x sinln1

0
lim

+→
 )7(lim xarcctgx

x
−π

∞−→
 

16 
xxtg

x
x sin23

4arcsin
lim

0 −→
 ( ) xx

x
e −

+→
−1lim

0
 )ln(sinlim

0
xx

x
⋅

+→
 

17 
xarctg

xxtg
x 5

2sin8
lim

0

+
→

 ( ) x

x
xctg sin

0
lim

+→
 x

x
xx /3

0
)(coslim −

→
 

18 
)/31ln(

lim
x

xarcctg
x +

−π
+∞→

 ( ) xctg

x
x 3

0
coslim

→
 )1ln(

01
)ln(lim −

+→
− x

x
xx  

19 
xx

x
x 6sin

sin
lim 3

2

0 −→
 

π−

+π→








x

x

x
tg

2
lim

0
 )4(lim xarcctgx

x
⋅

∞+→
 

20 
xx

xtg
x 2sin2

4
lim

0 −→
 ( ) xx

x
xe

/2

0
3lim −

→
 xtg

x
x ln6

0
)2(sinlim

+→
 

21 
xxtg

x
x −→

5arcsin
lim

0
 ( ) x

x
x 2

0
3sin1lim +

→
 xxarcctg

x
)(lim −π

∞−→
 

22 
xx

xarctg
x 3sin4
lim

2

0 +→
 ( ) x

x
x

cosln32

0
1lim +

→
 

xctg

x
xtg 42

0
)1(lim +

+→
 

23 
xx

xtg
x 3arcsin

5
lim

0 −→
 ( ) xctg

x
x 4

0
3coslim

→
 x

x
x ln/6)31(lim +

+∞→
 

24 
x

xtgx
x 3sin

2
lim

0

+
→  

( ) xx

x
e

4
1lim −

∞−→
+  

)2ln(

02/
)(lim π−

+π→

x

x
xtg  

25 
xx

xtg
x 3sin8

2
lim

0 −→
 ( ) x

x
xx 2

0
sinlim +

+→
 

x

x
xarctg /6

0
)1(lim +

→
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1 2 3 4 

26 
xx

xtg
x 3sin
lim

2

0 −→
 ( ) x

x
xtg ln1

0
4lim

+→
 ( ) x

x
xe /1

0
)3ln(lim −

+→
 

27 
xtgx

xx
x 3

3sin
lim

2

0 −
+

→
 ( ) 1

01
lim

−

+→
−

xx

x
ee  )2ln(1

02/
)(lim π−

+π→

x

x
xtg  

28 
xxtg

x
x sin3

1cos
lim

2

0 −
−

→
 

( ) )/(1

0
lnlim ex

ex
x −

+→

 

x

x
xx ln3

0
)3(sinlim +

+→
 

29 
xx

xtgx
x 6sin

2
lim

2

0 −
−

→
 ( ) x

x
x

ln3

01
1lim −

+→
 )4arcsin(lim

0
xxctg

x
⋅

→
 

30 
xxtg

xarctgx
x sin2

4
lim

2

0 −
+

→
 

( ) x

x
xtg sinln1

0
4lim

+→
 

( ) xctg

x
xx 3

0
3coslim +

→
 

 

Розв’язання типового варіанта № 0 

Задача 1. Знайти рівняння дотичної та нормалі до графіка l  
заданої функції у відповідній точці 0M . Зобразити дотичну та 

нормаль у декартовій прямокутній системі координат Oxy .   
 

Номер варіанта  Лінія l ,  точка 0M  

0 
3 22

4

)35()1(

)3(

xx

x
y

−⋅−
+= ;  10 −=x  

 
Розв’язання. Дотична та нормаль зображені на рисунку 3.1. 

Функція задана явно, проте громіздким виразом, тому 
безпосереднє диференціювання нераціональне. Застосуємо правило 
логарифмічного диференціювання:  

3 22

4

)35()1(

)3(
lnln

xx

x
y

−⋅−
+= ;   −−−+= )1ln(2)3ln(4ln xxy    
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)35ln(
3

2
x−− ;   

′







 −−−−+= )35ln(
3
2

)1ln(2)3ln(4')(ln xxxy ;  

)3(
35

1

3

2
)1(

1

1
2

3

1
4'

1 −⋅
−

⋅−−⋅
−

⋅−
+

⋅=
xxx

y
y

;  

y
xxx

y 








−
+

−
+

+
=

35

2

1

2

3

4
' ;   

3 22

4

)35()1(

)3(

35

2

1

2

3

4
'

xx

x

xxx
y

−⋅−

+⋅








−
+

−
+

+
= .   

 

 

Проведемо обчислення:   

1
))1(35()11(

)13(
3 22

4

0 =
−⋅−⋅+

−=y ;   

у 

0 х 

2 

3 

1 

-1 

Рисунок 3.1 

4 

2 -2 

4
17

4
13 += ху

)1;1(0 −M
13
9

13
4 +−= ху
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4

13
1

)1(35

2

11

2

13

4
'0 =⋅









−⋅−
+

+
+

−
=y ;   )1;1(0 −M .  

Тоді  

)1(
4

13
1 +=− ху ;  

4
17

4
13 += ху  – рівняння дотичної;   

)1(
4/13

1
1 +−=− ху ;  

13
9

13
4 +−= ху  – рівняння нормалі.   

 
Задача 2. Перевірити, чи задовольняє задана функція вказаній 

умові.   
 

Номер варіанта  Функція,  рівність 

0 xexy /14= ;   xexyyyx /122 24'3''2 −=−+  

 
Розв’язання.  

Знайдемо похідні, що входять у рівність:  
xxxx exexxexexy /12/132/14/13 4)/1(4' −=−⋅+= ;    

( ) ( )=−⋅+−−⋅+⋅= )/1(2)/1(34'' 2/12/12/13/12 xexxexexexy xxxx   

xxx exeex /1/1/12 612 +−= .  

Підставимо в рівність і проведемо рівносильні перетворення:    

( ) ( ) =−−⋅++−⋅ xxxxxx exexexexeexx /14/12/13/1/1/122 24436122   

xex /12−= ;    −++− xxxx exexexex /13/12/13/14 1221224   
xxx exexex /12/14/12 243 −=−− ;  xx exex /12/12 −=− – істинно.   

Отже, задана функція задовольняє вказаній умові.  

Зауваження. Такого змісту завдання зазвичай передбачає 
позитивну відповідь. Тому негативна відповідь має спонукати до 
прискіпливішої самоперевірки перебігу розв’язування.  

 
Задача 3. Застосовуючи правило Лопіталя та інші прийоми, 

знайти вказані границі  
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Номер 
в-та 

1)  2) 3) 

0 
xx

xarctg
x 2sin2
lim

2

0 −→
 

xctg

x
x

26

0
)cos2(lim −

+→
 







 −
−ππ→ xxx sin

11
lim  

 
Розв’язання.  

1) 
( )

=
x

x
xarctg

=
xx

xarctg
=

xx

xarctg
xxx 22cos2

1
1

2
lim

')2sin2(
lim

0
0

2sin2
lim

2

0

2

0

2

0 ⋅−
+

⋅

−

′
=

− →→→
  

=
x

xarctg

x
=

xx

xarctg
xxx ')2cos1(

')(
lim

1
1

lim
0
0

)2cos1)(1(
lim

02020 −
⋅

+
=

−+
=

→→→
  

∞=
+⋅

+⋅
→→ 0

1
2sin)1(

1
lim

2
1

22sin
1

1

lim1 20

2

0
=

xx
=

x
x=

xx
.  

2) Функція під знаком границі є показниково-степеневою, а 

границя є невизначеністю типу ∞1 . Позначимо шукану границю 
через A , прологарифмуємо її та змінимо порядок виконання 
операцій граничного переходу й логарифмування. Здійснимо 
перетворення невизначеності до вигляду /00  або ∞∞/  і 
скористаємося правилом Лопіталя:   

| | Ax xctg

x
==− ∞

+→
1)cos2(lim

26

0
;  =−=

+→

xctg

x
xA

26

0
)cos2(limlnln   

( ) | | =⋅∞=−⋅=−
+→+→

0)cos2ln(lim6)cos2(lnlim 2

0

6

0

2

xxctgx=
x

xctg

x
  

==−−
+→−+→ 0

0)cos2ln(
lim6

)cos2ln(
lim6 2020 xtg

x
=

xctg

x
=

xx
  

( )
( )

=
⋅

⋅
−=′

′−=
+→+→

x
xtg

x
x

xtg

x
xx

2

020

cos
1

2

sin
cos2
1

lim6
)cos2ln(

lim6    
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3
12

1
3

cos2
cos

lim3
)cos2(

cossin
lim3

3

0

2

0
=

−
⋅=

−
=

−
=

+→+→ x

x

xxtg

xx
xx

.  

Одержали 3ln =A , тоді 3e=A .   

3) ==
−π

+π−=∞−∞=






 −
−π π→π→ 0

0

sin)(

sin
lim

sin

11
lim

xx

xx

xx xx
  

( )
( )

==
−π+−
+=′−π

′+π−=
π→π→ 0

0
cos)(sin

1cos
lim

sin)(

sin
lim

xxx

x

xx

xx
xx

  

0
sin)(cos2

sin
lim

sin)(coscos

sin
lim =

−π+
=

−π−−−
−=

π→π→ xxx

x

xxxx

x
xx

.   

Виконали перетворення невизначеності ∞−∞  до вигляду /00  
і двічі застосували правило Лопіталя.  

Далі наведено, опускаючи коментарі, знаходження границі 1) 
онлайн-калькулятором [36]:  

);2sin(2)(;))(()(;
0
0

)2sin(2
))((

lim 2
2

0
xxxgxarctgxf=

xx

xarctg
x

⋅−⋅==
⋅−⋅→

 

;2)2cos(2)(';
1

)(
2)('

2
+⋅⋅−=

+
⋅= xxg

x

xarctg
xf    

 ;
)1)2(cos()1(

)(
lim;

0
0

2)2cos(2
1

)(
2

lim 20

2

0 −⋅⋅+
−

+⋅⋅−
+

⋅

→→ xx

xarctg
=

x
x

xarctg

xx
   

;
1

1
)(');1)2(cos()1()();()(

2
2

+
−=−⋅⋅+=−=

x
xfxxxgxarctgxf  

);2sin()1(2)1)2(cos(2)(' 2 xxxxxg ⋅⋅+⋅−−⋅⋅⋅=  

.
0

1

)2sin()1(2)1)2(cos(2
1

1

lim
2

2

0
∞=−

⋅⋅+⋅−−⋅⋅⋅
+

−

→
=

xxxx
x

x
 

Можна звернути увагу на нераціональність поданого онлайн-
розв’язання, що досить характерно та спонукає до творчості.  
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4 ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ  
 

Теоретичні відомості  

Зростання та спадання функції  

Правило дослідження функції )(xfy =  на монотонність:  

1. Знайти область визначення )( fD  функції.  

2. Знайти похідну )(xf ′ .  

3. Знайти критичні точки похідної )(xf ′ :  

а) стаціонарні точки як корені рівняння 0)( =′ xf , що належать 

області визначення )( fD  самої функції;  

б) точки розриву похідної )(xf ′ , що належать області 

визначення )( fD  самої функції.  

4. Позначити (штрихуванням) на координатній прямій Ox  
область визначення )( fD  функції та критичні точки похідної. 
Розбити область визначення функції на інтервали між сусідніми 
точками.   

5. На кожному інтервалі довільно вибрати одну пробну 
внутрішню точку x  і визначити знак похідної )(xf ′  у цій точці, а 
отже, і на заданому інтервалі.  

6. Виходячи зі знака похідної )(xf ′ , зробити висновок про 
поведінку функції на кожному інтервалі:  

якщо «+ », то )(xf  зростає;  якщо «− », то )(xf  спадає.    

Максимум і мінімум функції  

Правило дослідження функції )(xfy =  на екстремум за 
допомогою першої похідної аналогічне правилу дослідження на 
монотонність, тільки потрібно додатково здійснити таке:  

1. Проаналізувати зміну знака похідної )(xf ′  при переході 

через кожну критичну точку 0x  зліва направо й зробити висновок 

про наявність і характер екстремуму:  
– якщо похідна )(xf ′  змінює знак із плюса на мінус, то 0x  є 

точкою максимуму;   
– якщо – з мінуса на плюс, то 0x  є точкою мінімуму;   
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– якщо знак похідної зберігається, то в точці 0x  екстремуму 

немає.   
2. Обчислити екстремальні значення функції )(xf  у знайдених 

точках екстремуму, якщо такі існують:  

)( minmin xfy = ;   )( maxmax xfy = .  

Найменше та найбільше значення функції на відрізку  

Правило знаходження найменшого та найбільшого значень 
неперервної функції )(xfy =  на відрізку ];[ ba :  

1. Знайти всі критичні точки першої похідної )(xf ′ , що лежать 

на інтервалі );( ba  (усередині відрізка ];[ ba ).  

2. Обчислити значення функції )(xf  у знайдених критичних 
точках і на кінцях відрізка.  

3. З усіх отриманих значень функції вибрати найменше та 
найбільше.  

Опуклість і вгнутість графіка функції. Точки перегину  

Правило дослідження функції )(xfy =  на опуклість, угнутість 
і перегин:  

1. Знайти область визначення )( fD  функції.  

2. Знайти другу похідну )('' xf .  

3. Знайти критичні точки другої похідної )('' xf :  

а) корені рівняння 0)('' =xf , що належать області визначення 

)( fD  самої функції;  

б) точки розриву другої похідної )('' xf , що належать області 

визначення )( fD  самої функції.  

4. Позначити (штрихуванням) на координатній прямій Ox  
область визначення )( fD  функції та критичні точки другої 
похідної. Розбити область визначення функції на інтервали між 
сусідніми точками.   

5. На кожному інтервалі довільно вибрати одну пробну 
внутрішню точку x  і визначити знак другої похідної )('' xf  у цій 
точці, а отже, і на заданому інтервалі.  
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6. Виходячи зі знака другої похідної )('' xf , зробити висновок 
про поведінку функції на кожному інтервалі:  

якщо «+ », то )(xf  вгнута;  якщо «− », то )(xf  опукла.    

7. Проаналізувати зміну знака другої похідної )('' xf  при 

переході через кожну її критичну точку 0x  і зробити висновок про 

наявність перегину:  
– якщо друга похідна )('' xf  змінює знак, то 0x  є точкою 

перегину;   
– якщо знак другої похідної зберігається, то в точці 0x перегину 

немає.   
8.  Обчислити значення самої функції )(xf  у знайдених точках 

перегину, якщо такі існують:  )( перпер xfy = .  

Асимптоти графіка функції  

Правило дослідження функції )(xfy =  на асимптоти:  

1. Знайти область визначення )( fD  функції.  
2. Дослідити на вертикальні асимптоти:  
а) виділити точки, що «підозрілі» на вертикальні асимптоти, – 

скінченні межові точки області визначення )( fD  та точки розриву 

функції )(xfy = ;  

б) у кожній «підозрілій» точці ax =  знайти ліву )(lim
0

хf
ах −→

 та 

праву )(lim
0

хf
ах +→

 односторонні границі. Якщо хоча б одна з 

односторонніх границь нескінченна, маємо вертикальну асимптоту, 
рівняння якої ax = . Кожна нескінченна одностороння границя 
визначає свою нескінченну гілку графіка )(xfy = .  

3. Дослідити на похилі (зокрема, горизонтальні) асимптоти. Для 
цього у кожній нескінченній межі +∞→х  або −∞→х  окремо:  

а) знайти границю  
х

хf
k

х

)(
lim

∞±→
= . Якщо вона нескінченна або 

взагалі не існує, то відповідної похилої асимптоти крива )(xfy =  
не має;  
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б) знайти границю  ))((lim kххfb
х

−=
±→

. Якщо вона нескінченна 

або взагалі не існує, то відповідної похилої асимптоти крива 
)(xfy =  не має;  

в) якщо існують обидві вказані границі для k  і b , то пряма 
bkxy +=  є відповідною (лівою або правою) похилою асимптотою 

графіка )(xfy = .  

Зауваження. У деяких випадках, зокрема при дослідженні 
раціональних функцій, границі для k  і b  при +∞→х  і −∞→х  
можна знаходити одночасно, оскільки вони співпадають.  

Загальна схема дослідження функції та побудови графіка  

Нехай функція задана явно рівнянням )(xfy = . Повне 
дослідження цієї функції та побудову ескізу графіка можна 
здійснювати за такою схемою:  

1 Попереднє дослідження.  
1.1 Знаходження області визначення )( fD  функції. 
1.2 Знаходження точок перетину графіка з осями координат.  
1.3 Знаходження інтервалів знакосталості, де функція зберігає 

знак (додатна чи від’ємна).  
1.4 Дослідження функції на парність і непарність. 
1.5 Дослідження функції на періодичність.  
2 Дослідження точок розриву функції та її поведінки на кінцях 

інтервалів області визначення. Знаходження області значень )( fE  
функції. Знаходження асимптот.  

2.1 Знаходження односторонніх границь функції в точках роз-
риву та на скінченних кінцях інтервалів області визначення. 
Класифікація точок розриву. Знаходження вертикальних асимптот. 

2.2 Дослідження поведінки функції «на нескінченності» (при 
−∞→х  і +∞→x ). Знаходження похилих асимптот. Знаходження 

області значень )( fE  функції.  
3 Дослідження функції за допомогою першої похідної. 
3.1 Знаходження інтервалів зростання та спадання функції. 
3.2 Знаходження точок екстремуму та відповідних 

екстремальних значень функції. 
4 Дослідження функції за допомогою другої похідної. 
4.1 Знаходження інтервалів опуклості та вгнутості функції. 
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4.2 Знаходження точок перегину. 
5 Побудова графіка.  
5.1 Побудова асимптот.  
5.2 Побудова характерних точок, знайдених на попередніх 

етапах.  
5.3 Виділення штрихуванням вертикальних смуг (вище чи 

нижче осі Ox  відповідно до знака функції), де лежать частини 
графіка.  

5.4 При необхідності проведення додаткових обчислень 
значень функції в пробних точках з тих інтервалів, де потрібно 
уточнити розміщення графіка.  

5.5 Побудова ескізу графіка.  

Зауваження. Під час дослідження конкретної функції не 
обов’язково строго додержуватися зазначеної вище схеми. Можна 
навіть не з’ясовувати тих чи інших властивостей, якщо вони досить 
очевидні.  

 

Рейтингове індивідуальне завдання № 4  
«Застосування похідної» 

Задача 1. Для заданої функції визначити інтервали 
монотонності, знайти точки екстремуму та відповідні екстремальні 
значення функції.   

 

Номер 
в-та 

Функція 
Номер 
в-та 

Функція 

1 2 3 4 

1 35 /)13( xxy +=  16 1262 +−= xxy  

2 
1

16
22

−
+−=

x
xxy  17 14

2

5

3

1 23 +−+−= xxxy  

3 )8/( 2xey x −=  18 xxy 8/4 2 −=  

4 )6(3 −= xxy  19 )3/(3 −= − xey x  

5 )42ln( 2 +−= xxy  20 3)6( xxy −=  

6 )9/()1( 22 xxy −−=  21 xxy ln22 −=  



 62

 

1 2 3 4 

7 xxy ln=  22 2)3( −−= xexy  

8 xxy −+= )1ln(  23 .ln2 xxy =  

9 
x

x
y

4ln=  24 
x

x
y

ln
=  

10 xxey −= 4  25 22 )ln( xxxy +=  

11 xxy 2)3(33 2 −−=  26 3 2)1(96 −−= xxy  

12 
176

)1(
2

3 2

++
+

=
xx

x
y  27 

92

)1(
2

3 2

++
−

=
xx

x
y  

13 xxy 2)4(33 2 −+=  28 33 2 2)2( xxy −+=  

14 
52

)3(2
2

2

+−
+=
xx

x
y  29 

22

77
2

2

+−
+−=

xx

xx
y  

15 33 88 −−+= xxy  30 xexy −= 3  

 
Задача 2. Для заданої функції знайти рівняння всіх її асимптот.  
 

Номер 
в-та 

Функція 
Номер 
в-та 

Функція 

1 2 3 4 

1 
3

222

+
+−=

x

xx
y  16 

4

34
2

3

−
−=

x

xx
y  

2 
4

42
2

2

−
+=

x

x
y  17 

2

3

25

5

x

xx
y

−
−=  

3 )4/( 22 −= xxy  18 )9/( 23 xxy −=  

4 
1

13
2

2

+
++=

x

xx
y   19 

23

4

2

32

xx

x
y

+
−=  

5 
4

32
2

23

−
+=

x

xx
y  20 

8

52
3

34

−
−=

x

xx
y  
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1 2 3 4 

6 
2

23

1

1234

x

xxx
y

−
−−+=  21 

32

24
2

23

−−
−+=

xx

xxx
y  

7 2)1/()12( −−= xxy  22 22 )1/()12( −+= xxy  

8 
xx

xx
y

4

53
2

23

−
+−=  23 

4

14
2

23

−
+−=

x

xx
y  

9 )8/()3( 32 +−= xxy  24 )12()73( 2 +−= xxy  

10 
xx

xx
y

4

24
3

23

−
+−=  25 3

23

)1(

52

−
−=

x

xx
y  

11 23 )3/( −= xxy  26 )2/(2 −= xxy  

12 
2

23

9

223

x

xxx
y

−
−−+=  27 

2

23

3

1232

xx

xxx
y

−
+−+=  

13 2

2

)3(

136

+
+−=

x

xx
y  28 2

23

)3(

16

−
+−=

x

xx
y  

14 
23

2
2

23

+−
−+=

xx

xxx
y  29 

34

22
2

23

+−
−−=

xx

xx
y  

15 
2

2

16

823

x

xx
y

−
−−=  30 2

23

)2(

63

−
+−=

x

xxx
y  

 
 
Задача 3. Знайти найменше та найбільше значення заданої 

функції на вказаному відрізку.  
Примітка.  Відповідь подати з точністю до двох значущих знаків.  
 

Номер  
в-та 

Функція, відрізок 
Номер  
в-та 

Функція, відрізок 

1 2 3 4 

1 12/162 −+= xxy , ]4,1[  16 2/46 xxy −−= , ]4,1[  

2 2)1(

12

−
−=

x

x
y ,  ]0,1[−  17 

52

)3(4
2

2

+−
+=
xx

x
y , ]2,3[−   
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1 2 3 4 

3 42 +−= xxy ]4,0[,  18 24 +−= xxy ]9,1[,  

4 
924 ++−= xxy ,  

]7,1[−  
19 

3)1/(10 2 ++= xxy ,  

]3,0[  

5 
2

3 4

x

x
y

+= ]2,1[,  20 
60/1082 2 −+= xxy ,  

]4,2[  

6 
2)2/(45 +−−= xxy ,   

]2,1[−  
21 

212 ++++−−−−−−−−==== xxy ,   

]5,1[  

7 
22

77
2

2

+−
−+−=

xx

xx
y ]4,1[,  22 

12

3

+−
=

xx

x
y ]2,1[, −  

8 
xxy )ln1( += ,   

];[ 2 ee−  
23 

)4/(42 2xxy +−= ,   

]2,4[−  

9 
10/82/2 ++−= xxy ,  

]1,4[ −−  
24 

17/48 2 −+= xxy ,   

]2,2/1[  

10 54

)32(
2 ++

+−=
xx

xx
y ,  

]1,2[−  
25 52

)3(4
2

2

++
+−=
xx

x
y ,   

]1,5[−  

11 
3)8( 45 +−= xxy ,  

]1,4[ −−  
26 

)1/(1622 −+−= xxxy , 

]5,2[  

12 xexy )2( −= ]1,2[, −  27 xxy ln= ,  ]1;[ 2−e  

13 2

8
2

2

2

−
++−=

x
x

x
y ,  

]1,2[−  

28 
1

2

16
42 −

+
++=

x
xxy ,  

]2,1[−  

14 13 += xexy ]0,4[, −  29 
26 xxey −= ]4,1[, −  

15 
18/4 2 +−= xxy ,  

]2/1,2[ −−  
30 

155 345 −+−= xxxy ,   

]2,2[−  

 
Задача 4. Дослідити задану функцію засобами 

диференціального числення, знайти асимптоти та побудувати графік.  
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Номер 
в-та 

Функція 
Номер 
в-та 

Функція 

1 )4( 22 −= xxy  16 )1( 2 −= xxy  

2 )3( 23 xxy −=  17 24/1 xxy +=  

3 22 1 xxy +=  18 )1( 22 −= xxy  

4 2)1()12( −−= xxy  19 23 )1( += xxy  

5 )42(2 −= xxy  20 )2()1( 2 xxxy ++=  

6 )2()3( 2 +−= xxy  21 )3()136( 2 −+−= xxxу  

7 22)1(2 xxy −=  22 2)3(4 −= xxy  

8 2)2(6 −= xxy  23 )56()6( 22 +−−= xxxxу  

9 23 )3( −= xxy  24 24/1 xxy −=  

10 23 )1( −= xxy  25 )2()54( 2 −+−= xxxу  

11 44 )1( += xxy  26 34 )13( xxy +=  

12 34 )1( −= xxy  27 23 )1()1( −+= xxy  

13 2)2()3( −−= xxy  28 2)2()62( ++= xxy  

14 23)1( xxy −=  29 2)1()2(4 −−= xxy  

15 2)1()32( ++= xxy  30 23 )2( −= xxy  

 
 

Розв’язання типового варіанта № 0 

Задача 1. Для заданої функції визначити інтервали 
монотонності, знайти точки екстремуму та відповідні екстремальні 
значення функції.   

 
Номер варіанта  Функція  

0 33 22 )1( xxy −=  
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Розв’язання. Область визначення функції:  )(yD :  




≠
≥

0

0
3

3

x

x
; 

0>x ;  );0( ∞+∈x .  

Похідна цієї функції  

3 22/5

2

3

2/13 2233/12

16

92
3

)1(2)1(
3
2

'
−

−=
⋅−−⋅⋅−

=
−

xx

x

x

xxxxx
y .  

Критичні точки:   

а) стаціонарні точки:  09;0
16

9
;0' 2

3 22/5

2

=−=
−

−= x
xx

x
y ;  

)(3;)(3 yDxyDx ∈=∉−= ;  

б) точки розриву  'y :    016 3 22/5 =−xx ;   02/5 =x ;  

)(0 yDx ∉= ;   01;01 23 2 =−=− xx ;     

)(1);(1 yDxyDx ∈=∉−= .   

Область визначення 
функції розбивається на 
інтервали (рис. 4.1). На 
кожному інтервалі обираємо по 
одному пробному значенню 
аргументу 2/11 =x , 22 =x , 

43 =x  і визначаємо в них знак 

похідної. Функція зростає при )3;1(∈x ; функція спадає при 

);3()1;0( ∞+∪∈x .  

Точка мінімуму 1min =x ;  точка максимуму 3max =x . 

Відповідні екстремальні значення функції  

0)1(min == yy ;    934)3(max == yy .   

 

 

    

    

   � � � 

Рисунок 4.1 



 67

Задача 2. Для заданої функції знайти рівняння всіх її асимптот.  
 

№ варіанта  Функція  

0 )6()532( 223 −−−+= xxxxy  

 
Розв’язання. Область визначення функції:  

);3()3;2()2;(
3

2
;06:)( 2 ∞+∪−∪−−∞∈




≠
−≠

≠−− x
x

x
xxyD .  

21 −=x  і 32 =x  – точки, що «підозрілі» на вертикальну асимптоту.  

Кожну точку досліджуємо окремо.  

2−=x :   −∞=
+
−=

−−
−+

−−→ 0
9

6
532

lim 2

23

02 xx

xx
х

;  

                                                      +∞=
−
−=

−−
−+

+−→ 0
9

6
532

lim 2

23

02 xx

xx
х

.  

Отже, 2−=x  – вертикальна асимптота. До того ж зліва до цієї 
асимптоти наближається нескінченна гілка графіка, що опускається 
круто вниз, а справа до неї наближається нескінченна гілка, що 
підіймається круто вгору.  

3=x :  

−∞=
−

=
−−

−+
−→ 0

76
6

532
lim 2

23

03 xx

xx
х

; +∞=
+

=
−−

−+
+→ 0

76
6

532
lim 2

23

032 xx

xx
х

.  

Отже, 3=x  – вертикальна асимптота. До того ж зліва до неї 
наближається нескінченна гілка графіка, що опускається круто вниз, 
а справа – нескінченна гілка, що підіймається круто вгору.  

Оскільки область визначення функції містить нескінченні 
проміжки, то у функції можливі відповідні похилі (або 
горизонтальні) асимптоти b+kx=y . Ця функція – раціональна, 
тому ліву та праву асимптоти можна шукати одночасно:  

2
/6/11
/5/32

lim
)6(
532

lim
)(

lim 2

3

2

23

=
−−
−+=

∞
∞=

−−
−+==

±∞→±∞→±∞→ xx

xx

xxx

xx

x

xf
k

ххх
;   
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=







−

−−
−+=−=

±∞→±∞→
x

xx

xx
kхxfb

хх
2

6
532

lim))((lim
2

23

  

=
∞
∞=

−−
−+=

−−
++−−+=

±∞→±∞→ 6

5125
lim

6

1222532
lim 2

2

2

223

xx

xx

xx

xxxxx
хх

  

5
/6/11

/5/125
lim

2

2

=
−−
−+=

±∞→ xx

xx
х

.   

Отже, 52 += xy – похила (ліва та права одночасно) асимптота.  
 
Задача 3. Знайти найменше та найбільше значення заданої 

функції на вказаному відрізку.  
Примітка.  Відповідь подати з точністю до двох значущих знаків.  
 

Номер варіанта  Функція, відрізок  

0  )12(
2

−= xey x ,    ]0;2[−  

 
Розв’язання. Перевіримо, чи належить відрізок області 

визначення функції:   )(yD :  012 ≠−x ;  2/1≠x ;   

);2/1()2/1;( ∞+∪−∞∈x ;   )(]0;2[ yD⊂− .  

Похідна цієї функції  

2

2

2 )12(
)12(2

)12(
2)12(2

'
222

−
−−=

−
⋅−−⋅⋅=

x

xxe

x

exxe
y

xxx

.  

Критичні точки:   

а) стаціонарні точки:    ;0
)12(

)12(2
;0'

2

22

=
−

−−=
x

xxe
y

x

 

 0)12(2 22

=−− xxex ;  






=−−
=

;012

;0
2

2

xx

ex

   




−==
∅∈

;2/1;1

;

xx

x
  

)0;2(2/1);0;2(1 −∈−=−∉= xx ;   

б) точки розриву  'y :   0)12( 2 =−x ; )0;2(2/1 −∉=x .   
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Обчислимо значення функції в знайдених точках і на кінцях 

відрізка:  4/1)2/1()2/1( ey −=− ;  4)5/1()2( ey −=− ;  1)0( −=y .   

Отже, найбільше та найменше значення відповідно:   

64,0)2/1()2/1(max 4/1

]0;2[
−≈−=−=

−∈
eyy

x
;    

11)5/1()2(min 4

]0;2[
−≈−=−=

−∈
eyy

x
.  

 
Задача 4. Дослідити задану функцію засобами 

диференціального числення, знайти асимптоти та побудувати графік.  
 

Номер варіанта  Функція  

0  34 )1()4/1( −= хху  

 
Розв’язання. Область визначення:   

0)1( 3 ≠−х ;  1≠x ;   );1()1;()( +∞∪−∞=yD .  

Обчислимо  




−
≠

+
−=

−−
−=−

)(

)(

)1(4)1(4
)(

)( 3

4

3

4

xy

xy

х

x

х

x
xу .  

Отже, функція ні парна, ні непарна.  

Точка перетину з віссю Oу :  0=x ;  0)0( =у .  

Точки перетину з віссю Ox :  0)1()4/1( 34 =−хх ;  0=x .  

Отже, графік функції проходить через 
початок координат.  

Інтервали знакосталості (рис. 4.2):  
функція від’ємна при )1;0()0;( ∪−∞∈x ;  

функція додатна при );1( ∞+∈x .  
Інтервали монотонності та екстремуми:  

4

3

6

2433

)1(4
)4(

)1(
)1(3)1(4

4
1

'
−
−=

−
−⋅−−⋅

х

хх

х

хххх
=y ;  0'=y :   

0
)1(4
)4(
4

3

=
−
−

х

хх
;  0)4(3 =−хх ;  )(01 yDx ∈= ;  )(42 yDx ∈= .  

   
 

Рисунок 4.2 
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Похідна 'y  має розрив (не існує), якщо )(1 yDx ∉= . Отже, 

маємо дві критичні точки похідної 01 =x  і 42 =x , які обидві – 
стаціонарні. 

Поведінку функції на 
інтервалах монотонності згідно зі 
знаком похідної показано на 
рисунку 4.3. Функція зростає при 

);4()0;( ∞+∪−∞∈x ;  функція 

спадає при )4;1()1;0( ∪∈x .  

Зміна знака похідної при переході через точки 01 =x   і  42 =x  
указує на те, що ці точки – екстремальні. За характером зміни знака 
визначаємо, що 0max =x  – точка максимуму, а 4min =x  – точка 

мінімуму. Відповідні екстремальні значення функції:  

0)0(max == yy ;     4,227/32)4(min ≈== yy . 

Інтервали опуклості й угнутості та точки перегину графіка  
функції:  

( )
5

2

8

33432

)1(

3

)1(

)1(4)4()1()4(3

4

1
''

−
=

−
−⋅−−−+−⋅=

х

х

х

ххххххх
y .    

0'' =y :  0)1(3 52 =−хх ;  )(0 yDx ∈= . Точки розриву другої 

похідної ''y :  )(1 yDx ∉= .  
Знак другої похідної та характер 

опуклості графіка функції на відповідних 
інтервалах наведені на рисунку 4.4.  

Оскільки при переході через критичну 
точку 0=x  друга похідна зберігає знак, то 
в цій точці перегин відсутній.  

Функція опукла при )1;(−∞∈x ;  

функція вгнута при );1( ∞+∈x . Точок перегину немає.  

Оскільки  

−∞=
−

=
−−→ 0

1
)1(4

lim 3

4

01 х

х

x
  і  +∞=

+
=

−+→ 0
1

)1(4
lim 3

4

01 х

х

x
,  

    

    

  

Рисунок 4.3 

 

� � � �  

   
 

Рисунок 4.4 
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то пряма 1=x  слугує вертикальною асимптотою. До того ж зліва до 
асимптоти наближається нескінченна гілка графіка, що опускається 
круто вниз, а справа до неї наближається нескінченна гілка, що 
підіймається круто вгору.   

Знайдемо невертикальні асимптоти  b+kx=y :  

4
1

)/11(
1

lim
4
1

)1(4
lim

)(
lim 33

4

=
−

=
−

==
∞±→∞±→∞±→ хxх

х

x

xy
k

xxx
;  

( ) ( )=−−=−=
∞±→∞±→

xххkxxyb
xx

)4/1()1()4/1(lim)(lim 34   

4
3

)/11(
/1/33

lim
4
1

)1(
33

lim
4
1

3

2

3

23

=
−

+−=
∞
∞=

−
+−=

∞±→∞±→ х

хх

х

ххх

xx
.    

Отже, маємо похилу асимптоту    4/3)4/1( += xy .  

Для уточнення розміщення графіка функції проведемо 
додаткові обчислення її значень:   

4,1)8( −≈−у ;  13,0)5,0( −≈у ;  4)2( =у ;  0,3)8( ≈у .  

Побудуємо ескіз графіка функції, використовуючи отриману 
вище інформацію (рис. 4.5).  

 

 

 

Рисунок 4.5 
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5 ЕЛЕМЕНТИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ  
 

Теоретичні відомості  

Визначники 

Загальне правило обчислення визначника:   
а) Визначник першого порядку 1∆   ( )1=n  дорівнює самому 

елементу 11a :    111 a=∆ .  

б) Визначник n -го порядку n∆   ( )2≥n  дорівнює сумі добутків 

елементів довільного i -го рядка або довільного j -го стовпця на їх 
алгебраїчні доповнення:  

– розклад визначника за i -м рядком:  

ininiiii

n

k
ikikn AaAaAaAa +++==∆ 

=
...2211

1

; 

– розклад визначника за j -м стовпцем:   

njnjjjjj

n

k
kjkjn AaAaAaAa +++==∆ 

=
...2211

1

.   

Із загального правила можна одержати спрощені співвід-
ношення для визначників другого та третього порядків:   

1) визначник другого порядку 2∆  обчислюється за формулою:  

21122211
2221

1211
2 aaaa

aa

aa
−==∆   

(правило «хреста» – схема на рис. 5.1);   

2) визначник третього порядку 3∆  обчислюється за формулою:  

−++==∆ 133221312312332211

333231

232221

131211

3 aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

  

                                       113223332112312213 aaaaaaaaa −−−   

(правило «трикутників» – схема на рис. 5.2).   
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     Рисунок 5.1                                       Рисунок 5.2  
 
Основні властивості визначника:  
1) Значення визначника не зміниться при транспонуванні.  
2) Якщо поміняти місцями два паралельні ряди, то визначник 

тільки змінить знак.  
3) Спільний множник елементів будь-якого ряду можна 

виносити за знак визначника.  
4) Визначник, у якого елементи двох паралельних рядів 

відповідно пропорційні, дорівнює нулю.  
5) Значення визначника не зміниться, якщо до всіх елементів 

якого-небудь ряду додати відповідні елементи іншого паралельного 
йому ряду, помножені на одне і те саме число.  

Для економного обчислення визначника вищого п -го порядку 
з числовими елементами, потрібно, використовуючи властивості 
визначників, перетворити його так, щоб обернулися на нуль усі, крім 
одного, елементи деякого рядка чи стовпця. Розкладаючи потім 
визначник за елементами цього рядка чи стовпця, зводимо задачу 
обчислення визначника п-го порядку до знаходження одного 
визначника (п – 1)-го порядку. 

Матриці. Обернена матриця  

Матриця, на відміну від визначника, – це прямокутна таблиця 
чисел певного розміру. При множенні матриці на число потрібно 
помножити на це число кожен її елемент. Додавання (віднімання) 
визначено тільки для матриць однакового розміру, їх сумою 
(різницею) є матриця, елементи якої є сумами (різницями) 
відповідних елементів матриць, що додаються (віднімаються). 

Дія множення AB  двох матриць A  і B  у зазначеному порядку 
визначена тільки в тому випадку, коли кількість стовпців першого 
співмножника A  дорівнює кількості рядків другого співмножника 

«+» « » «+» « » 
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B . Добутком матриці A  розміру pm×  на матрицю B  розміру 

np×  називається така матриця ABC =  розміру nm× , кожний 

елемент якої ijc  дорівнює сумі добутків відповідних елементів i -го 

рядка першого співмножника A  та j -го стовпця другого 

співмножника B :  kjik

p

k
ij bac 

=
=

1

,  njmi ,1;,1 ==  .  

Зрозуміло, що в загальному випадку дія множення матриць 
некомутативна, тобто ABBA ⋅≠⋅ . 

Обернену матрицю 1−A  має тільки квадратна невироджена 
матриця A  ( 0det ≠A ) і вона така, що справджуються рівності: 

EAAAA =⋅= −− 11 . Для будь-якої невиродженої квадратної матриці 

A  n -го порядку існує єдина обернена 1−A , яка знаходиться за 

формулою A
A

A
||

11 =− . Тут A  – так звана приєднана матриця з 

елементами T
ijij Aa = , де T

ijA  – алгебраїчне доповнення елемента T
ija  

транспонованої матриці .TA   

До елементарних перетворень матриці належать такі операції:  
1) Переставлення місцями будь-яких двох паралельних рядів.  
2) Множення елементів будь-якого ряду на довільне ненульове 

число.  
3) Додавання до всіх елементів будь-якого ряду відповідних 

елементів будь-якого іншого паралельного йому ряду, помножених 
на одне і те саме довільне число.  

Матриці A  і B  – еквівалентні та мають один і той же ранг, 
якщо одну з них можна одержати з іншої за допомогою елементарних 
перетворень:  BrankArankBA =~ .  

Системи лінійних алгебраїчних рівнянь.  
Теорема Кронекера – Капеллі 

Якщо система лінійних рівнянь BAX =  є квадратною (має 
стільки само рівнянь, скільки невідомих) і матриця A  невироджена, 

то система має єдиний розв’язок ВАХ 1−=  (матричний метод).  
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Розв’язок квадратної системи з невиродженою матрицею A  

можна знайти також за правилом Крамера:  ∆∆= jjх , nj ,1= , де  

|| A=∆ – визначник системи, а j∆ – допоміжний визначник, який 

отримується з визначника Δ заміною в ньому j -го стовпця стовпцем 

вільних членів B . 
Теорема Кронекера – Капеллі.  Для сумісності системи лінійних 

рівнянь BAX =  необхідно та достатньо, щоб ранг матриці A  
системи дорівнював рангу розширеної матриці ( )BAC |= . Коли 
спільний ранг r  дорівнює числу невідомих n , то система має єдиний 
розв’язок, інакше – безліч розв’язків, які залежать від rn −  
довільних сталих.  

Розв’язування довільної прямокутної системи BAX =  можна 
здійснити методом Гауса (методом послідовного вилучення 
невідомих), що полягає в перетворенні системи рівнянь до 
трикутного вигляду відносно вибраних базисних змінних (прямий 
хід «зверху – вниз»). Для цього використовуються елементарні 
перетворення рядків розширеної матриці та, за необхідності, 
переставлення стовпців лише основної матриці (перейменування 
змінних). Одержану трикутну систему рівнянь розв’язують, 
починаючи з останнього рівняння (зворотній хід «знизу – вгору»).  

Умова наявності ненульових розв’язків однорідної квадратної 
системи.  Однорідна квадратна система 0=AX  має ненульовий 
розв’язок (має безліч розв’язків) тоді та тільки тоді, коли визначник 
системи дорівнює нулю:  0|| ==∆ A .  

 
Рейтингове індивідуальне завдання № 5  

«Визначники. Матриці. Системи лінійних рівнянь» 

Задача 1. Для заданого визначника третього порядку 3∆  і 

вказаних чисел i  та j  знайти мінори ijM , jiM  і алгебраїчні 

доповнення ijA , jiA  відповідно елементів ija  і jia .  Обчислити 

визначник 3∆  трьома способами:   

а) розкладаючи його за елементами i -го рядка;   
б) розкладаючи його за елементами j -го стовпця;   
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в) за правилом «трикутників».  
Примітка. Проміжні визначники другого порядку обчислювати за 

правилом «хреста».   
 

Номер 
в-та 

Завдання 
Номер 
в-та 

Завдання 

1 2 3 4 

1 

211

321

513

−−
−−

−
;  

2

;3

=
=

j

i
  16 

211

132

413

−−
−− ;  

2

;2

=
=
j

i
 

2 

121

421

112

−−
−

−−
;  

3

;2

=
=
j

i
 17 

112

321

113

−−
−

−
;  

1

;2

=
=
j

i
 

3 

112

321

124

−−
−

−
;  

2

;3

=
=

j

i
 18 

121

413

212

−−
−

−−
;  

1

;2

=
=
j

i
 

4 

131

124

121

−
−
−−

;  
2

;1

=
=

j

i
 19 

321

122

115

−−
−
−

;  
2

;3

=
=

j

i
 

5 

231

114

112

−−
−−

−
;  

3

;2

=
=
j

i
 20 

231

125

131

−
−−
−

;  
1

;2

=
=
j

i
 

6 

112

326

211

−
−
−−

;  
1

;2

=
=
j

i
 21 

631

122

311

−
−
−−

;  
3

;2

=
=
j

i
 

7 

413

232

112

−−
−−−
−

;  
2

;3

=
=

j

i
 22 

241

113

112

−
−

−−
;  

2

;1

=
=

j

i
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1 2 3 4 

8 

251

112

112

−−
−−

−
;  

3

;2

=
=
j

i
 23 

215

131

112

−−
−−

−
;  

2

;3

=
=

j

i
 

9 

217

212

131

−−
−−

−−
;  

2

;1

=
=

j

i
 24 

127

311

112

−
−−

−
;  

1

;2

=
=
j

i
 

10 

231

112

263

−−
−−

−
;  

1

;2

=
=
j

i
 25 

223

112

162

−−
−

−−
;  

2

;1

=
=

j

i
 

11 

122

611

213

−
−−

−
;  

2

;3

=
=

j

i
 26 

123

311

612

−−
−

−−
;  

3

;2

=
=
j

i
 

12 

163

211

113

−−
−

−−
;  

3

;2

=
=
j

i
 27 

623

311

112

−−
−
−−

;  
2

;3

=
=

j

i
 

13 

116

312

211

−−
−

−−
;  

2

;1

=
=

j

i
 28 

322

217

112

−−
−

−
;  

3

;2

=
=
j

i
 

14 

121

312

317

−−

−−
;  

1

;2

=
=
j

i
 29 

173

211

212

−−
−

−−
;  

2

;1

=
=

j

i
 

15 

421

215

113

−−
−

−−
;  

2

;3

=
=

j

i
 30 

223

231

114

−−
−−

−−
;  

1

;2

=
=
j

i
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Задача 2. Для заданого визначника четвертого порядку 4∆  і 

вказаних чисел i  та j  знайти мінори ijM , jiM  і алгебраїчні 

доповнення ijA , jiA  відповідно елементів ija  і jia .  Обчислити 

визначник 4∆  трьома способами:   
а) розкладаючи його за елементами i -го рядка;   
б) розкладаючи його за елементами j -го стовпця;   
в) попередньо отримавши нулі в j -му стовпці у всіх чарунках, 

окрім довільно обраної однієї, а потім розкладаючи його за 
елементами j -го стовпця.   

Примітка. Проміжні визначники третього порядку обчислювати за 
правилом «трикутників».   

 
Номер 
в-та 

Завдання 
Номер 
в-та 

Завдання 

1 2 3 4 

1 

5604

1132

3211

1323

−−

−

 

4;2 == ji  

16 

2036

1152

1324

2431

−
−

−−
−−

 

1;3 == ji  

2 

5351

2024

1433

4342

−−

−
 

4;1 == ji  

17 

4323

2321

3212

1432

−
−−
−−
−

 

4;3 == ji  

3 

5115

2023

3212

4321

−−−

−
−

 

3;1 == ji  

18 

2132

1143

4512

0121

−
−−−

−
−

 

3;2 == ji  
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1 2 3 4 

4 

1432

1134

3431

2202

−
−

−
−

 

3;4 == ji  

19 

1512

3143

3202

2112

−
−−

−
−−

 

3;2 == ji  

5 

1232

2304

1132

2213

−
−

−−

 

2;3 == ji  

20 

1322

1112

4013

2354

−−
−
−

−−

 

1;2 == ji  

6 

1214

2013

3232

4351

−−−
−

−−

 

4;2 == ji  

21 

6121

2032

3222

2241

−
−

−
−−

 

1;2 == ji  

7 

4232

1322

3414

1232

−
−
−−
−

 

2;3 == ji  

22 

5312

3401

4314

2542

−

−
−

 

3;1 == ji  

8 

1134

2023

4512

4121

−
−

−
−−

 

4;1 == ji  

23 

1234

2103

2321

3212

−
−

−
−

 

4;3 == ji  
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1 2 3 4 

9 

2312

1204

3123

3241

−−
−−

−−
−−

 

4;2 == ji  

24 

4324

0112

5013

1312

−
−−

−
−−

 

1;4 == ji  

10 

1351

2113

3410

1342

−
−

−
−−

 

1;3 == ji  

25 

1230

2131

4312

3221

−−−
−

−−
−

 

2;4 == ji  

11 

1322

2232

1042

2223

−−

−−

 

4;3 == ji  

26 

3432

1212

3124

2413

−
−−
−−−
−

 

3;2 == ji  

12 

3322

3112

4013

1231

−
−−

−
 

3;2 == ji  

27 

3243

2234

2012

3521

−−−
−

−
−

 

2;4 == ji  

13 

4313

2211

1202

1321

−
−

−
−

 

3;4 == ji  

28 

1242

3203

4431

1234

−
−−−
−−−

−

 

2;1 == ji  
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1 2 3 4 

14 

1253

2012

4352

1122

−−
−

−

 

2;1 == ji  

29 

1434

2123

3212

4320

−−
−−−
−−
−−

 

4;3 == ji  

15 

5111

2132

1312

3201

−−−
−−

−

 

4;1 == ji  

30 

2132

1243

4302

1152

−
−−
−

−−

 

3;4 == ji  

 
 
Задача 3. Задано матриці A , B  і C . Необхідно:  

а) Знайти матриці   BCD = ,   CBF = ,   2AG = , 

GDAH T −+= 32 .   
б) Переконатися, що матриця F  невироджена  ( 0det ≠F ) і 

знайти обернену матрицю 1−F . Перевірити, що  EFF =−1  і 

EFF =−1 .   
в) Переконатися, що матриця A  невироджена  ( 0det ≠A ) і 

знайти обернену матрицю 1−A . Перевірити, що EAA =−1  і 

EAA =−1 .  
 

Номер 
в-та  

Завдання 

1 2 

1 
















−
−

=
230

164

321

A ;  
















−

−
=

32

10

31

B ;  








−−
=

102

314
C  
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1 2 

2 
















−
−=
225

110

314

A ;  
















−

−−
=

34

10

21

B ;  








−
−

=
302

014
C  

3 
















−
−

=
031

115

141

A ;  
















−

−
=

10

31

23

B ;  








−−
−

=
131

204
C  

4 
















−
−

−
=

103

215

313

A ;  
















−
−

=
02

12

35

B ;  








−−
=

112

430
C  

5 
















−
−=

421

324

051

A ;  
















−
−

=
31

02

15

B ;  








−
−

=
012

214
C   

6 
















−
−

−
=

305

413

214

A ;  
















−
−

=
20

13

14

B ;  








−
−

=
142

230
C  

7 
















−
−
−

=
101

512

123

A ; 
















−
−

=
23

12

40

B ; 








−−
=

212

032
C   

8 
















−
−

−−
=

102

252

441

A ;  
















−=
43

12

05

B ;  








−−
−

=
102

423
C   

9 
















−
−=
120

132

415

A ;  
















−
−

=
13

52

23

B ;  






 −−
=

302

123
C  
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1 2 

10 
















−
−−=
410

314

225

A ;  
















−
−

−
=

13

02

34

B ;  








−−
−

=
112

023
C  

11 
















−−
−=

126

231

021

A ;  
















−

−
=

43

10

32

B ;  








−−
−

=
113

420
C  

12 
















−−
−

−
=

122

015

213

A ; 
















−
−

=
03

12

31

B ; 








−
−

=
410

124
C  

13 
















−
−−

=
101

112

142

A ;  
















−

−
=

21

60

11

B ;  








−
−−

=
410

314
C  

14 
















−
−=

121

043

325

A ;  
















−
−=

23

13

01

B ;  








−
−−

=
413

204
C  

15 
















−−
−

−−
=

322

013

214

A ;  
















−
−

=
03

32

11

B ;  








−
−

=
103

412
C  

16 
















−
−

−
=

230

141

133

A ;  
















−
−

−
=

01

61

11

B ;  








−
−

=
112

403
C   

17 
















−
−

=
121

803

322

A ;  
















−−=
14

31

01

B ;  








−
−−

=
110

423
C   
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1 2 

18 
















−
−

=
523

151

014

A ;  
















−
−

=
20

31

11

B ;  








−−
−

=
313

230
C   

19 
















−
−

−
=

031

214

311

A ;  
















−−
−

=
01

21

12

B ;  








−
−−

=
103

124
C  

20 
















−
−

−−
=

501

313

121

A ;  
















−
−

=
41

21

30

B ;  








−
=

212

043
C   

21 
















−
−
−−

=
431

304

213

A ;  
















−
−=

11

21

07

B ;  








−
−

=
210

143
C  

22 
















−

−
=

503

114

321

A ;  
















−
−

−
=

11

21

40

B ;  








−−
=

214

103
C   

23 
















−
−

−
=

207

164

321

A ;  
















−
−−=

11

31

02

B ;  






 −−
=

012

343
C  

24 
















−
−−

=
107

534

321

A ;  
















−
−=

02

21

14

B ;  








−
−

=
201

243
C  

25 
















−
−

=
101

522

431

A ;  
















−
−=

32

11

05

B ;  








−
−

=
421

013
C  
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1 2 

26 
















−
−

=
121

013

322

A ;  
















−
−=

32

01

14

B ;  








−−
−

=
510

243
C  

27 
















−
−

−
=

132

312

201

A ;  
















−
−=

32

01

51

B ;  








−−−
−

=
211

042
C  

28 
















−
−
−

=
150

132

412

A ;  
















−−
−

−
=

21

51

10

B ;  








−−
−

=
512

101
C  

29 
















−−
−

=
520

111

123

A ;  
















−
−
−

=
50

21

11

B ;  








−
−

=
042

213
C  

30 
















−
−−

−
=

240

112

323

A ;  
















−

−
=

31

20

14

B ;  








−−
−

=
313

240
C  

 
Задача 4. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

трьома способами:   
а) за допомогою оберненої матриці (матричним методом);   
б) методом Крамера (безпосередньо через визначники);   
в) методом Гауса (методом вилучення).   
Зробити перевірку, підставляючи розв’язок у систему.  
 

Номер 
в-та 

Завдання 
Номер 
в-та 

Завдання 

1 2 3 4 

1 








=−+−
=++

=−+

11342

12485

425

zyx

zyx

zyx

 16 








−=−+
=+−−

−=++−

1042

423

323

zyx

zyx

zyx
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1 2 3 4 

2 








=+−
=+−

=++

.32

,42

,2223

zyx

zyx

zyx

 17 








−=++−
−=+−

=−+−

9425

15233

823

zyx

zyx

zyx

 

3 








=++−
=++
=−−

8654

34

527

zyx

zyx

zyx

 18 








=++
=−+

−=+−

.543

,0324

,9533

zyx

zyx

zyx

 

4 








−=−+
−=−+

=+−

.5354

,3223

,52

zyx

zyx

zyx

 19 








−=++
=+−−

−=−+

1342

242

95

zyx

zyx

zyx

 

5 








=−−
=+−−
=++−

195

024

2853

zyx

zyx

zyx

 20 








−=−−−
=+−

=−+

922

11423

12

zyx

zyx

zyx

 

6 








=+−
−=++
−=++

.5245

,5332

,3423

zyx

zyx

zyx

 21 








=++−
−=+

=−+

1532

,445

,34

zyx

zx

zyx
 

7 








−=++
=++

−=−+

882

554

1356

zyx

zyx

zyx

 22 








−=+−
−=++−

=−+

242

323

1073

zyx

zyx

zyx

 

8 








−=−+−
=+−
=−+

8425

023

124

zyx

zyx

zyx

 23 








=−−
=++−
=++−

465

136

2853

zyx

zyx

zyx

 

9 








=−+
−=+−

=−+

423

122

534

zyx

zyx

zyx

 24 








−=−+
−=−+
=+−

.5344

,2

,923

zyx

zyx

zyx
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1 2 3 4 

10 








=++−
=++

=++

7632

8323

522

zyx

zyx

zyx

 25 








−=−+
−=−+

=−−

32103

834

326

zyx

zyx

zyx

 

11 








=++
−=−+

=++

.7432

,235

,143

zyx

zyx

zyx

 26 








=+−
=++

−=−+

.9445

,9232

,1323

zyx

zyx

zyx

 

12 








=+−
=++−
−=−+

1445

026

1753

zyx

zyx

zyx

 27 








−=++−
=−+
=−+

243

1435

352

zyx

zyx

zyx

 

13 








=++
=+−

=+−

.0434

,253

,1342

zyx

zyx

zyx

 28 








−=++−
=++−

=−+

343

2252

152

zyx

zyx

zyx

 

14 








=−−
−=++
−=−−

424

134

123

zyx

zyx

zyx

 29 








=−+−
−=−+

−=−+

542

6433

12

zyx

zyx

zyx

 

15 








−=−+
−=−+
=++−

434

545

223

zyx

zyx

zyx

 30 








−=++−
=++
=−+

13743

02

552

zyx

zyx

zyx

 

 
 
 
Задача 5. Перевірити, що задана квадратна однорідна система 
0=AX  має безліч розв’язків ( 0det =A ). Знайти ці розв’язки 

(загальний розв’язок). Навести будь-який ненульовий частинний 
розв’язок.  
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Номер 
в-та 

Завдання 
Номер 
в-та 

Завдання 

1 2 3 4 

1 








=++
=++

=−+

0623

0435

022

zyx

zyx

zyx

 16 








=+−
=+−

=−+−

0645

0534

0423

zyx

zyx

zyx

 

2 








=+−
=+−
=++

0625

022

0223

zyx

zyx

zyx

 17 








=+−
=+−
=−+

044

0253

0823

zyx

zyx

zyx

 

3 








=−+−
=+−
=−−

0710

024

022

zyx

zyx

zyx

 18 








=+−
=−−
=+−

01382

0344

0563

zyx

zyx

zyx

 

4 








=−−
=−+
=+−

0225

0523

0342

zyx

zyx

zyx

 19 








=−+
=+−

=−+

025

0322

085

zyx

zyx

zyx

 

5 








=+−
=+−
=−+

0235

024

0253

zyx

zyx

zyx

 20 








=+−
=−−

=−+

035

0443

072

zyx

zyx

zyx

 

6 








=++−
=+−
=++

08

0332

0723

zyx

zyx

zyx

 21 








=+−
=+
=−+

074

035

04

zyx

zx

zyx
 

7 








=+−
=−+
=−+

0113

064

053

zyx

zyx

zyx

 22 








=++
=++−

=−−

032

023

043

zyx

zyx

zyx

 

8 








=−+
=+−
=−+

0852

0332

0524

zyx

zyx

zyx

 23 








=−+
=−+

=++−

049

02

0453

zyx

zyx

zyx
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1 2 3 4 

9 








=−+
=+−
=−+

01210

023

064

zyx

zyx

zyx

 24 








=+−
=−+
=+−

077

03

053

zyx

zyx

zyx

 

10 








=−−
=−+
=+−

025

0353

0272

zyx

zyx

zyx

 25 








=+−
=−+
=−−

03104

034

0326

zyx

zyx

zyx

 

11 








=−+
=−+
=+−

0452

035

043

zyx

zyx

zyx

 26 








=−+−
=+−
=−+

01210

0342

0623

zyx

zyx

zyx

 

12 








=+−
=+−−

=−+

037

026

053

zyx

zyx

zyx

 27 








=−+−
=−−
=−+

0382

0334

0652

zyx

zyx

zyx

 

13 








=+−−
=−−

=+−

083

033

0542

zyx

zyx

zyx

 28 








=−−
=++−

=−+

054

062

0452

zyx

zyx

zyx

 

14 








=+−
=−+
=−−

0410

0343

0227

zyx

zyx

zyx

 29 








=−−
=+−

=−+

0325

0433

072

zyx

zyx

zyx

 

15 








=−+
=−+
=+−

0932

045

0523

zyx

zyx

zyx

 30 








=−−
=+−
=−−

0243

063

082

zyx

zyx

zyx
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Розв’язання типового варіанта № 0 

Задача 1. Для заданого визначника третього порядку 3∆  і 

вказаних чисел i  та j  знайти мінори ijM , jiM  і алгебраїчні 

доповнення ijA , jiA  відповідно елементів ija  і jia .  Обчислити 

визначник 3∆  трьома способами:   

а) розкладаючи його за елементами i -го рядка;   
б) розкладаючи його за елементами j -го стовпця;   
в) за правилом «трикутників».  
Примітка. Проміжні визначники другого порядку обчислювати за 

правилом «хреста».   
 

Номер в-та Завдання 

0 

134

321

152

−−
−
−

;  
2

;3

=
=

j

i
  

 
Розв’язання.  

516
31

12
32 −=+−=

−
−

=M ;   5)1( 32
23

32 =−= + MA ;   

14206
34

52
23 −=−=

−
−

=M ;   14)1( 23
32

23 =−= + MA ;   

а) +⋅−⋅=
−−

−
−

=∆ +

32

15
)1(4

134

321

152
13

3   

=
−
−

⋅−⋅−+
−
−

⋅−⋅−+ ++

21

52
)1()1(

31

12
)1()3( 3323   

36)54()16(3)215(4 =+−−+−⋅+−⋅= ; 
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б) +
−

−
⋅−⋅=

−−
−
−

=∆ +

14

31
)1(5

134

321

152
21

3   

=
−
−

⋅−⋅−+
−

−
⋅−⋅+ ++

31

12
)1()3(

14

12
)1(2 2322   

36)16(3)42(2)121(5 =+−⋅+−⋅+−⋅−= ; 

в) +⋅−⋅−+−⋅⋅−=
−−

−
−

=∆ 1)3()1()1(2)2(

134

321

152

3   

=−⋅⋅−−−⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅+ )2(3)3()1(5)1(421435   

36267218586034 =−=−−−−+= .  
 
Задача 2. Для заданого визначника четвертого порядку 4∆  і 

вказаних чисел i  та j  знайти мінори ijM , jiM  і алгебраїчні 

доповнення ijA , jiA  відповідно елементів ija  і jia .  Обчислити 

визначник 4∆  трьома способами:   
а) розкладаючи його за елементами i -го рядка;   
б) розкладаючи його за елементами j -го стовпця;   
в) попередньо отримавши нулі в j -му стовпці у всіх чарунках, 

окрім довільно обраної однієї, а потім розкладаючи його за 
елементами j -го стовпця.   

Примітка. Проміжні визначники третього порядку обчислювати за 
правилом «трикутників».   

 
Номер в-та Завдання 

0 

2364

5122

4213

3312

−
−−
−−

−−−

;      4;2 == ji  
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Розв’язання.   

+⋅−⋅−+⋅⋅−=
−

−−
−−

= 3)6()2(32)2(

364

122

312

24M    

=−⋅−⋅−−⋅−⋅−−⋅⋅−⋅−⋅−+ )2()1()6(3)2()1(4234)1()1(   

1042521262443612 =−=+−−++−= ; 10)1( 24
42

24 =−= + MA ;  

+−⋅−⋅+⋅−⋅−=
−−
−

−−
= )3()1(35)2()2(

512

423

332

42M    

−+=−⋅⋅−−⋅⋅−−⋅−⋅−−−⋅⋅+ 920)2(4)1(533)2()2()3()2(43   

3677418451224 −=−=−−+− ; 36)1( 42
24

42 −=−= + MA .  

а) +
−

−
−−

−⋅=

−
−−
−−

−−−

=∆ +

236

512

331

)1(3

2364

5122

4213

3312

12
4    

+
−

−
−−−

−⋅−+−−
−−

−⋅−+ ++

264

522

312

)1()2(

234

512

332

)1()1( 3222   

−+−+−−⋅−=
−

−−
−−

−⋅+ + )15121890182(3

364

122

312

)1(4 42   

+−−+−−−⋅+++−++− )6042420368(2)30121260184(   

2540)104(2112)85(3104 −=+−⋅+−−⋅−=⋅+ .    
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б) +
−

−−
−−

−⋅−=

−
−−
−−

−−−

=∆ +

364

122

213

)1(3

2364

5122

4213

3312

41
4    

+
−

−−
−−

−⋅+
−

−−
−−

−⋅+ ++

364

213

312

)1(5

364

122

312

)1(4 4342   

+−−++−⋅=
−−
−−

−−
−⋅+ + )1861642418(3

122

213

312

)1(2 44   

=−−−−+−⋅+++++−⋅−⋅+ )8364182(2)249128546(5104   

 25)5(25540)10(3 −=−⋅+⋅−+−⋅= .    

в) У j -му стовпці, 4=j , довільно оберемо ненульовий 

елемент, наприклад 314 −=a . Використовуючи властивості 
визначника та працюючи з його рядками, зведемо визначник до 
вигляду, в якому в j -му стовпці у всіх чарунках, окрім обраної 
однієї, де для спрощення обчислень елемент набуває одиничного 
значення, розміщені нулі. А потім обчислимо визначник, 
розкладаючи його за елементами j -го стовпця.  Будемо  позначати  

i -й рядок символом iR .  

=

−
−−
−−

−

=+==

−
−−
−−

−−−

=∆

2364

5122

4213

1121

:

2364

5122

4213

3312

2114 RRR   
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=
−

−−
−−

−⋅=

−
−−
−−

−

=
−=
−=
−=

= +

122

6127

671

)1(1

0122

06127

0671

1121

2:

5:

4:
41

144

133

122

RRR

RRR

RRR

   

25)1249144848412( −=+++−−−−= .   
 
Задача 3. Задано матриці A , B  і C . Необхідно:  

а) Знайти матриці   BCD = ,   CBF = ,   2AG = , 

GDAH T −+= 32 .   
б) Переконатися, що матриця F  невироджена ( 0det ≠F ) і 

знайти обернену матрицю 1−F . Перевірити, що EFF =−1  і 

EFF =−1 .   
в) Переконатися, що матриця A  невироджена ( 0det ≠A ) і 

знайти обернену матрицю 1−A . Перевірити, що EAA =−1  і 

EAA =−1 .  
 

Номер 
в-та  

Завдання 

0 
















−
−
−−

=
142

123

312

A ; 
















−

−
=

12

14

31

B ; 








−−
−

=
113

212
C  

 
Розв’язання.   

а) Знайдемо матриці   BCD = ,   CBF = ,   2AG = , 

GDAH T −+= 32 :    

=








−−
−

















−

−
==

113

212

12

14

31

BCD   
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=
















−⋅−+−⋅⋅−+⋅−⋅−+⋅
−⋅+−⋅⋅+⋅−⋅+⋅
−⋅+−⋅−⋅+⋅−−⋅+⋅−

=
)1()1()2(21)1(12)3()1(22

)1(1)2(41114)3(124

)1(3)2(11311)3(321

  

















−
−
−−

=
317

955

1211

;   =
















−

−










−−
−

==
12

14

31

113

212
CBF   










−
−

=








−⋅−+⋅+⋅−⋅−+⋅+−⋅−
−⋅−+⋅+⋅⋅−+⋅+−⋅

=
75

92

)1()1(11332)1(41)1(3

)1()2(11322)2(41)1(2
;   

=
















−
−
−−

==

2

2

142

123

312

AG   

=
















+−+++−++−
−+−+−−++−++

−++−−+−+−+−+
=

1)4(6482)2(124

)1()2(9)4(43266

)3(16)12()2(26)3(4

  

















−−
−−

=
3146

12314

8167

;  
















−−
−

−
=

















−−
−

−
=

226

842

464

113

421

232

22 TA ;   

















−
−
−−

=
9321

271515

3633

3D ;  +
















−−
−

−
=−+=

226

842

464

32 GDAH T   

 \ =
















−−
−−

−
















−
−
−−

+
3146

12314

8167

9321

271515

3633
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=
















−−+−+−−+−
−−−+−−+−+−
−−−+−−−+−−+

=
3)9(214326216

)12()27(8)3(15414152

)8()3(4)16(667)33(4

  

















−−
−−

−
=

10139

7221

12836

.    

б) 0314514
75

92
det ≠−=−=

−
−

=F . Отже, матриця F  

невироджена та має обернену.  










−
−

=
79

52TF ;  7)7()1( 11
1111 −=−⋅−== +TFf ;   

99)1( 21
1212 −=⋅−== +TFf ;  55)1( 12

2121 −=⋅−== +TFf ;     

2)2()1( 22
2222 −=−⋅−== +TFf ;   








=








−−
−−

−
==−

31/231/5

31/931/7

25

97

31

1

det

11 F
F

F ;   

=








−−
+−+−

=
















−
−

=−

14453535

18184514

31

1
25

97

75

92

31

11FF   

E=






=
10

01
;          =









−
−








=−

75

92

25

97

31

11FF   

E=






=








−+−
−+−

=
10

01

14451010

63634514

31

1
.       

в) 03583122364

142

123

312

det ≠−=++−−−=
−

−
−−

=A .  

Отже, матриця A  невироджена та має обернену.  
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















−−
−

−
=

113

421

232
TA ;    6

11

42
)1( 2

1111 =
−

−== TAa ;   

1
11

23
)1( 3

2121 −=
−

−
−== TAa ;   16

42

23
)1( 4

3131 =
−

−== TAa ;   

11
13

41
)1( 3

1212 −=
−
−

−== TAa ;   4
13

22
)1( 4

2222 −=
−

−
−== TAa ;  

6
41

22
)1( 5

3232 −=
−

−
−== TAa ;    7

13

21
)1( 4

1313 =
−−

−
−== TAa ;   

7
13

32
)1( 5

2323 −=
−−

−== TAa ;   7
21

32
)1( 6

3333 =
−

−== TAa ;   

















−
−−−

−
−==−

7616

741

7116

35

1

det

11 A
A

A ;    

×−=
















−
−−−

−

















−
−
−−

−=−

35

1

7616

741

7116

142

123

312

35

11AA     

=
















+−−−−+−−
−−+−−−−

−+++−−+
×

728146162216412

71421683316218

217141842248112

  

E=
















=
100

010

001

.   

Рівність  EAA =−1  перевірте самостійно.  
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Задача 4. Розв’язати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 
трьома способами:   

а) за допомогою оберненої матриці (матричним методом);   
б) методом Крамера (безпосередньо через визначники);   
в) методом Гауса (методом вилучення).   
Зробити перевірку, підставляючи розв’язок у систему.  
 

Номер в-та Завдання 

0 








=−−
−=−+

=+−

2235

124

62

zyx

zyx

zyx

 

 

Розв’язання.  

а) Уведемо матричні позначення:  

















−−
−

−
=

235

124

112

А ;   
















=
z

y

х

Х ;  
















−=
2

1

6

В ;   BАX = . 

Обчислимо обернену матрицю:   

03968105128

235

124

112

≠−=−−−+−−=
−−
−

−
=A . 

















−−
−−=

211

321

542
TA ;    7

21

32
)1( 2

1111 −=
−−
−

−== TAa ;   

3
21

54
)1( 3

2121 =
−−

−== TAa ;   22
32

54
)1( 4

3131 −=
−

−== TAa ;   

5
21

31
)1( 3

1212 −=
−
−−

−== TAa ;   9
21

52
)1( 4

2222 −=
−

−== TAa ;  

1
31

52
)1( 5

3232 =
−−

−== TAa ;    1
11

21
)1( 4

1313 −=
−

−
−== TAa ;   
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6
11

42
)1( 5

2323 =
−

−== TAa ;   8
21

42
)1( 6

3333 =
−

−== TAa ;   

















−
−

−−−
−==−

8122

693

157

39

1

||

11 A
A

A .  

Далі знайдемо розв’язок матричним методом:   

=
















−
















−
−

−−−
−== −

2

1

6

8122

693

157

39
11BAХ    

















−=
















−

−
−=

















+−−
++

−+−
−=

3

1

1

117

39

39

39
1

161132

12918

2542

39
1

.   

Отже,   3;1;1 =−== zyx . 

б) Визначник системи вже обчислено 39|| −==∆ A , Знайдемо 
значення допоміжних визначників:   

3918242324

232

121

116

1 −=−+−++−=
−−
−−

−
=∆ ;    

3944853084

225

114

162

2 =+++−+=
−
−−=∆ ;   

11768605728

235

124

612

3 −=−+−+−=
−

−
−

=∆ .   

Використовуючи формули Крамера, отримаємо:   

11 =∆∆=х ;    12 −=∆∆=y ;    33 =∆∆=z .  
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в) Прямий хід «зверху – вниз». За методом вилучення складемо 
розширену матрицю системи ( )BAC =  та зведемо її до 
східчастого вигляду, де ненульові елементи головної діагоналі 
дорівнюють одиниці, використовуючи елементарні перетворення її 
рядків та, за необхідності, переставлення стовпців лише основної 
матриці A  (перейменування змінних):   

~

2235

1124

16501
~3:~

2235

1124

6112
311

















−−
−−−=

















−−
−−

−
=

bzyx

RRR

bzyx

C    

~
)3/1(:

:
~

782730

652120

16501
~

5:

4:
~

33

322

133

122

RR

RRR

bzyx

RRR

RRR

−=
−−=

















−−−
−−−=

−=
   

~

1173900

1434810

16501
~:~

26910

1434810

16501
~ 233

















−−

−=

















bzyx

RRR

bzyx

   
















−=

3100

1434810

16501
~)39/1(:~ 33

bzyx

RR .   

Система сумісна та визначена, оскільки  

33 ===== nrArankCrank .  

Зворотний хід «знизу – вгору». Одержану трикутну систему з 
одиницями на головній діагоналі матриці   









=
=+
=+

3

14348

165

z

zy

zx
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розв’язуємо послідовно, підіймаючись знизу вгору, починаючи з 
останнього рівняння:  

3=z ;  134814348143 −=⋅−=−= zy ;  13516516 =⋅−=−= zx .  

Перевірка:  








=
−=−

=









=⋅−−⋅−⋅
−=−−⋅+⋅

=+−−⋅

22

11

66

232)1(315

13)1(214

63)1(12

  істинно.  

 
Задача 5. Перевірити, що задана квадратна однорідна система 
0=AX  має безліч розв’язків ( 0det =A ). Знайти ці розв’язки 

(загальний розв’язок). Навести будь-який ненульовий частинний 
розв’язок.  

 
Номер в-та Завдання 

0 








=−−
=−+
=+−

0227

0643

0232

zyx

zyx

zyx

 

 
Розв’язання.  

02418561261216

227

643

232

det =−−−+−−=
−−
−

−
==∆ A .  

Отже, система має ненульові розв’язки (безліч розв’язків). 
Розв’яжемо систему методом Гауса.  

Прямий хід. За методом вилучення складемо розширену 
матрицю системи ( )0AC =  та зведемо її до східчастого вигляду, 
де ненульові елементи головної діагоналі дорівнюють одиниці, 
використовуючи елементарні перетворення її рядків та, за 
необхідності, переставлення стовпців лише основної матриці A  
(перейменування змінних):   

 



 102

 

~

0227

0643

0871
~:~

0227

0643

0232
211

















−−
−
−

+−=

















−−
−

−
=

bzyx

RRR

bzyx

C    

~3:~

054510

018170

0871
~

7:

3:
~ 233

133

122 RRR

bzyx

RRR

RRR
−=

















−
−

−

−=
−=

   

















−
−

−=

















−
−

0000

017/1810

0871
~)17/1(:~

0000

018170

0871
~ 22

bzyx

RR

bzyx

.   

Отже,  32 =<=== nrArankCrank .   

Нехай yx,  – базисні невідомі;  z  – вільне невідоме.  

Зворотний хід. Відкидаємо тотожність 00 = , яка відповідає 
останньому рядку. Вільне невідоме приймаємо за довільну сталу 
(параметр):  Cz = . Переносимо в праву частину всі члени, що 
містять вільне невідоме. Одержуємо систему верхнє трикутної 
форми відносно базисних змінних yx, :  





=
=+

Cy

Cyx

)17/18(

87
 .  

Розв’язуємо систему, починаючи з останнього рівняння.  

Cy )17/18(= ;  CCCyCx )17/10()17/18(7878 =⋅−=−= .  

Отже, загальний розв’язок  

Cx )17/10(= ;  Cy )17/18(= ;  Cz = ,   RC ∈ .  

Покладемо, наприклад,  17=C . Тоді маємо ненульовий 
частинний розв’язок  10=x ;  18=y ;  17=z .    
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6 ЕЛЕМЕНТИ ВЕКТОРНОЇ АЛГЕБРИ.  
ЕЛЕМЕНТИ АНАЛІТИЧНОЇ ГЕОМЕТРІЇ В ПРОСТОРІ   

 
Теоретичні відомості  

Вектори та операції над ними 

Сума ba
rr +  двох векторів a

r
 і b

r
 визначається за правилом 

трикутника чи паралелограма.  
При множенні вектора a

r
 на скаляр λ  одержаний вектор a

rλ  
геометрично, залежно від величини та знака λ , розтягується чи 
стискається, зберігає чи змінює напрям на протилежний.  

Якщо вектори задано в координатній формі, то у разі множення 
на скаляр усі координати потрібно помножити на цей скаляр, а у разі 
додавання – додати відповідні координати.  

Координати точки );;( zyxM , яка ділить відрізок 21 MM  у 

заданому відношенні λ , починаючи від точки 1M , визначаються за 
формулами:  

λ+
λ+

=
1

21 xx
x ;   

λ+
λ+

=
1

21 yy
y ;   

λ+
λ+=

1
21 zz

z .  

При розв’язуванні задач використовують формули 
знаходження скалярного добутку та їх наслідки:   

ϕ=⋅ cosbaba
rrrr

;    zzyyxx babababa ++=⋅
rr

;   

222
zyx aaaa ++=r

;    ||ababпра
rrrr

r ⋅= ;   ( )||||cos baba
rrrr ⋅⋅=ϕ ,  

а також умови паралельності 
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a ==  та перпендикулярності 

0=++=⋅ zzyyxx baababa b
rr

  двох векторів.  

При використанні векторного добутку 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba

rrr

rr =× ,  

варто пам’ятати, що він не комутативний baab
rrrr

×−=× , а його 
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модуль дорівнює площі паралелограма, побудованого на векторах-
множниках. Звідки  

ACABS ABC ×=∆ )2/1(  – площа трикутника. 

Геометричний зміст мішаного добутку:  

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba =⋅× rrr
)(  

полягає в тому, що його модуль дорівнює об’єму паралелепіпеда, 
побудованого на векторах-співмножниках. Звідки  

( ) SCSBSAVSABC ⋅×= )6/1(  – об’єм трикутної піраміди;  

0)( =⋅× cba
rrr

 – умова компланарності трьох векторів.  

Для довільного ненульового вектора a
r

 його напрямок 
однозначно визначається напрямними кутами α , β  і γ , які він 

утворює з осями координат відповідно Ox , Oy  і Oz . При цьому 

напрямні косинуси αcos , βcos  і γcos  обчислюються за 

формулами  ||cos aax
r=α ;    ||cos aa y

r=β ;    ||cos aaz
r=γ .  

Довільна трійка некомпланарних векторів a
r

, b
r

 і c
r

 утворює 

базис у тому розумінні, що будь-який вектор d
r

 єдиним способом 
може бути поданий у вигляді  

cdbdadd cba
rrrr

++= .    

Цю рівність називають розкладом вектора d
r

 за базисом 

{ }cba
rrr

,, . Числа cba ddd ,,  слугують координатами вектора d
r

 у 

цьому базисі, для знаходження яких потрібно розв’язати систему 
лінійних рівнянь  









=++

=++
=++

zczbzaz

ycybyay

xcxbxax

ddcdbda

ddcdbda

ddcdbda

.   
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Площина та пряма у просторі  

Довільне рівняння першого степеню відносно координат 
змінної точки );;( zyxM  простору:  

0=+++ DCzBxAx  (загальне рівняння площини) 

задає площину і навпаки. Коефіцієнти при змінних CBA ,,  є 

компонентами вектора нормалі );;( CBAn =r , перпендикулярного 
до площини. 

Площина α  у просторі визначається однозначно, якщо відомі:   

1) точка ( )0000 ;; zyxM  на площині й вектор );;( CBAn =r , 

перпендикулярний до площини:  

0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA   

– рівняння площини, що проходить через задану точку 
перпендикулярно до заданого вектора;  

2) три точки ( )1111 ;; zyxM , ( )2222 ;; zyxM  і ( )3333 ;; zyxM  на 

площині, що не належать одній прямій  

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

  

– рівняння площини, що проходить через три задані точки.   

Також наведемо рівняння площини у відрізках на осях:  

1=++
c

z

b

y

a

x
.   

Гострий кут між двома площинами 01111 =+++ DzCyBxA  і 

02222 =+++ DzCyBxA   визначається за формулою:  

.cos
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21

CBACBA

CCBBAA

nn

nn

++++

++=
⋅
⋅

=ϕ rr

rr
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Умовою паралельності двох площин є   
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A == ,  а їх 

перпендикулярності – 0212121 =++ CCBBAA .  

Відстань від точки ( )0000 ;; zyxM  до площини α : 

0=+++ DCzByAx  можна знайти за формулою  

222

000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= . 

Пряма у просторі визначається однозначно, якщо відомі:  

– точка на прямій і вектор, паралельний прямій;  

– дві точки на прямій; 

– дві непаралельні площини, що містять задану пряму. 

Пряма l  може бути визначена як перетин двох площин 
0: 11111 =+++α DzCyBxA  і 0: 22222 =+++α DzCyBxA : 

l :  




=+++
=+++

0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 (загальні рівняння прямої). 

Тоді рівняння  

( ) 022221111 =+++λ++++ DzCyBxADzCyBxA ,  

де λ – параметр, задає пучок площин, які проходять через пряму l .  

Пряма l  також може задаватися канонічними рівняннями:  

l :  
p

zz

n

yy

m

xx 000 −=−=−
, 

де ( )pnms ,,=r  – напрямний вектор прямої, що їй паралельний, 

( )000 ,, zyxM  – фіксована точка, що лежить на прямій. 

Зауваження 1. Одна або дві координати напрямного вектора 
можуть дорівнювати нулю. 

Якщо у канонічних рівняннях увести спільний для всіх 
відношень змінний коефіцієнт пропорційності t , то пряму можна 
подати також у параметричній формі:  



 107

l :  








+=
+=
+=

,

;

;

0

0

0

ptzz

ntyy

mtxx

 

де t  – параметр.  

Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки 
( )1111 ,, zyxM  і ( )2222 ,, zyxM :  

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−=

−
−

. 

Звичайно, всі рівняння відповідають прямій у просторі і між 
ними існує певний зв’язок.  

Гострий кут ϕ  між прямими 1l  і 2l  визначається кутом між їх 

напрямними векторами ( )1111 ;; pnms =r
 і ( )2222 ;; pnms =r

:  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21cos
pnmpnm

ppnnmm

ss

sss

++++

++
=

⋅
⋅

=ϕ rr

rrr

.  

Умова перпендикулярності двох прямих:   

0212121 =++ ppnnmm .  

Умова паралельності двох прямих:  
2

1

2

1

2

1

p

p

n

n

m

m == .  

Площина та пряма у просторі можуть перетинатися під деяким 
кутом θ , який визначається за формулою  

222222

||
sin

pnmCBA

CpBnAm

sn

sn

++++

++=
⋅
⋅

=θ rr

rr

. 

У разі виконання умови: 0=++ CpBnAm  пряма та площина 

паралельні, а якщо 
p

C

n

B

m

A ==  – перпендикулярні. Умовою того, що 

пряма лежить на площині, є виконання співвідношень: 
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



=++
=+++

.0

;0000

CpBnAm

DCzByAx
 

Щоб перейти від загальних рівнянь до канонічних рівнянь 
прямої, необхідно знайти точку ( )000 ,, zyxM , що належить прямій, 

і напрямний вектор ( )pnms ,,=r  прямої або знайти дві точки на 
прямій і скористатися відповідними співвідношеннями.  

Для знаходження точки на прямій можна довільно задати одну 
з її координат, наприклад 0z , а дві інші координати 00, yx  знайти з 

системи загальних рівнянь.  

Напрямний вектор s
r

 повинен бути перпендикулярним до 
векторів нормалей площин 1n

r
 і 2n

r
, отже, можна прийняти 

.21 nns
rrr ×=   

Відстань від точки ),,( 1111 zyxM  до прямої:  

p

zz

n

yy

m

xx 000 −=−=−
 

дорівнює висоті h  трикутника, побудованого на векторах 

( )pnms ,,=r  і ),,( 01010110 zzyyxxMM −−−= , та обчислюється 

за формулою:  

||10 ssMMh
rr×= .  

Відстань між паралельними прямими 1l  і 2l , для яких 

( ) ( )11112222 ;;;; pnmspnms λλλ=λ== rr
, дорівнює висоті h  

паралелограма, побудованого на векторах ( )1111 ;; pnms =r
 і 

),,( 12121221 zzyyxxMM −−−=  та обчислюється за формулою  

|| 1121 ssMMh
rr×= .  

Відстань між мимобіжними прямими 1l  і 2l  дорівнює висоті h  

паралелепіпеда, побудованого на векторах ( )1111 ;; pnms =r
, 

( )2222 ;; pnms =r
 і ),,( 12121221 zzyyxxMM −−−= , основою 
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якого слугує паралелограм на векторах ( )1111 ;; pnms =r
 і 

( )2222 ;; pnms =r
, та обчислюється за формулою:  

( ) 212121 ssMMssh
rrrr ×⋅×= .  

Поверхні другого порядку 

Поверхнею другого порядку називається множина усіх точок 
простору 3R , координати яких задовольняють алгебраїчне рівняння 
другого степеня  

0222222222 =+++++++++ LKzHyGxFxzEyzDxyCzByAx ,  

де хоча б один із коефіцієнтів A, B, C, D, E, F відмінний від нуля.  
За допомогою паралельного переносу й повороту системи 

координат рівняння поверхні можна звести до канонічного вигляду.  
Форму поверхонь вивчають методом перерізів. Для цього 

перетинають поверхню площинами, паралельними координатним 
площинам, і досліджують тип кривої, що утворюється при перерізі.   

Далі наведено канонічні рівняння та рисунки невироджених 
поверхонь другого порядку.  

Вироджені поверхні другого порядку – порожня множина, 
точка, площина, пара паралельних або перетинних площин – не 
розглядаються. 

Канонічні рівняння поверхонь другого порядку:  

– еліпсоїд  12

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x
 

(рис. 6.1),  при Rcba ===  – сфера  
2222 Rzyx =++ ; 

– однопорожнинний гіпербо-

лоїд  1
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x
 (рис. 6.2); 

 

 

 

 Рисунок 6.1 

x
y

z
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– двопорожнинний гіперболоїд  1
2

2

2

2

2

2

=+−−
c

z

b

y

a

x
 (рис. 6.3);   

 

 

– конус  0
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x
 (рис. 6.4); 

– еліптичний циліндр  1
22

=+
b

y

a

x
 (рис. 6.5); 

– гіперболічний циліндр  

12

2

2

2

=−
b

y

a

x
  (рис. 6.6);  

– параболічний циліндр  pyx 22 =    

(рис. 6.7); 

– еліптичний параболоїд   

z
q

y

p

x
2

22

=+  (рис. 6.8); 

– гіперболічний параболоїд   

z
q

y

p

x
2

22

=−  (рис. 6.9). 

Рисунок 6.2 

x y

z

Рисунок 6.3 

x

O
y

z

c−
c

z

x

y
O

Рисунок 6.4 
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Зауваження 2. Тип поверхні 
можна встановити, зводячи її рівняння 
до відповідного канонічного вигляду. 

Зауваження 3. Рівняння сфери 
22

0
2

0
2

0 )()()( Rzzyyxx =−+−+−  з 

центром у точці );;( 0001 zyxO  і 

радіусом R  можна звести до 
канонічного вигляду  

2222 RZYX =++   заміною 

0xxX −= , 0yyY −= , 0zzZ −= .   

 

 

 

 

Рис. 110 Рисунок 6.5 

 

 

Рис. 111 Рисунок 6.6 

 

 

Рис. 112 Рисунок 6.7 

 

x

z

y

z

x

y

Рисунок 6.8 Рисунок 6.9 
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Рейтингове індивідуальне завдання № 6  
«Вектори. Аналітична геометрія у просторі»  

Задача 1. Дано вершини трикутної піраміди  4321 AAAA .  

Побудувати зображення піраміди  4321 AAAA  у декартовій 

прямокутній системі координат  Oxyz .  Засобами векторної алгебри 
знайти:   

а) довжину ребра 21AA  та напрямні косинуси вектора 21AA ;   

б) кут ϕ  між ребрами 21AA  і 41AA  як кут між відповідними 

векторами 21AA  і 41AA ;   

в) проєкцію 41
21

AAnp
AA

 вектора 41AA  на вектор 21AA ;   

г) площу грані 321 AAA ;   

д) об’єм піраміди 4321 AAAA ;   

е) довжину висоти NA4 , проведеної з вершини 4A  на грань 

321 AAA ;   

ж) координати 321 ,, ddd  радіус-вектора 4OAd =  у новому 

косокутному ненормованому базисі { }321 ,, eee , що утворений 

векторами 211 AAe = , 312 AAe = , 413 AAe = :  

332211 edededd ⋅+⋅+⋅= .  

 
Номер 
в-та 

Вершини трикутної піраміди  

1 2 

1 ( )1,2,41 −A , ( )4,5,12 −A , ( )5,4,23 −−A , ( )7,2,14 −A  

2 ( )1,5,11 −A , ( )4,3,12 −A , ( )1,6,03 −A , ( )8,2,14 −A  

3 ( )0,2,41 −A , ( )5,1,32 −A , ( )6,4,23 −A , ( )3,3,14 −−A  

4 ( )1,0,71A , ( )0,1,32A , ( )6,4,23 −A , ( )3,5,14 −A  

5 ( )4,1,61 −A , ( )4,0,12 −−A , ( )2,5,13A , ( )2,2,14 −A  

6 ( )3,1,01 −A , ( )5,2,22 −A , ( )1,6,53 −A , ( )4,0,34A  
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1 2 

7 ( )3,4,41 −−A , ( )2,0,12 −A , ( )4,1,23 −A , ( )5,2,14 −A  

8 ( )7,3,11 −A , ( )4,2,02 −A , ( )1,2,33 −A , ( )2,1,44 −A  

9 ( )3,1,01 −A , ( )3,5,32 −−A , ( )5,1,33 −A , ( )1,2,44 −A  

10 ( )1,0,41A , ( )4,5,12 −A , ( )8,3,23 −−A , ( )7,2,14 −A  

11 ( )2,0,61 −A , ( )7,3,12 −A , ( )5,1,33 −−A , ( )1,2,14 −A  

12 ( )2,1,41 −A , ( )0,2,42 −A , ( )6,2,03 −−A , ( )1,3,14 −A  

13 ( )7,3,51 −A , ( )6,2,32 −A , ( )4,5,03 −−A , ( )4,1,14 −A  

14 ( )1,7,01 −A , ( )2,0,42 −A , ( )3,1,33 −A , ( )3,2,14 −−A  

15 ( )5,0,11A , ( )4,4,12 −−A , ( )1,2,03 −A , ( )5,2,34 −A  

16 ( )1,0,31 −A , ( )0,4,12 −A , ( )1,5,03 −A , ( )2,1,54 −−A  

17 ( )2,6,11 −A , ( )4,3,12 −A , ( )2,6,33 −A , ( )3,2,14 −A  

18 ( )1,0,61 −A , ( )0,4,12 −A , ( )1,5,03 −A , ( )5,1,14 −−A  

19 ( )6,1,31 −−A , ( )4,3,42 −A , ( )2,0,13 −A , ( )0,2,14A  

20 ( )4,1,31A , ( )4,3,12 −−A , ( )2,0,13A , ( )7,2,14 −A  

21 ( )3,2,61 −A , ( )5,0,12 −−A , ( )1,3,53 −A , ( )4,4,34 −A  

22 ( )3,2,31 −−A , ( )2,3,12 −A , ( )2,1,53 −A , ( )7,2,14 −A  

23 ( )6,3,41 −A , ( )4,2,32 −−A , ( )1,4,33 −A , ( )2,2,44 −A  

24 ( )3,1,51 −A , ( )3,4,32 −−A , ( )2,1,33A , ( )7,2,14 −A  

25 ( )1,3,41 −A , ( )4,3,12 −−A , ( )2,3,23 −−A , ( )0,2,14A  

26 ( )1,6,01 −A , ( )5,4,12 −A , ( )4,3,23 −−A , ( )3,0,14 −A  

27 ( )1,0,41 −A , ( )6,2,42 −A , ( )1,5,03 −A , ( )3,3,14 −A  

28 ( )0,1,41 −−A , ( )2,1,52A , ( )4,5,33 −−A , ( )4,2,14 −A  

29 ( )0,6,71 −A , ( )2,4,12 −−A , ( )4,0,53 −A , ( )1,4,34 −A  

30 ( )3,6,11 −A , ( )5,3,32 −−A , ( )2,0,33A , ( )2,2,04A  
 
Задача 2. Для трикутної піраміди 4321 AAAA  з попередньої 

задачі засобами векторної алгебри та аналітичної геометрії знайти:   
а) загальне рівняння площини 321 AAA  і перейти від загального 
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рівняння площини 321 AAA  до її рівняння у відрізках на осях;   

б) загальне рівняння площини α , яка проходить через точку 1A  

перпендикулярно ребру 21AA ;   

в) загальні рівняння прямої l , що слугує лінією перетину грані 

321 AAA  і площини α , та перейти від загальних рівнянь прямої l  до 

канонічних рівнянь;   
г) канонічні рівняння висоти піраміди NA4 , проведеної з 

вершини 4A  на грань 321 AAA , та перейти від канонічних рівнянь 

прямої NA4  до параметричних рівнянь;   

д) координати точки N  – основи висоти NA4 , проведеної з 

вершини 4A  на грань 321 AAA ;   

е) канонічні рівняння прямої ,3MA  що паралельна ребру ,41AA  

та відстань між паралельними прямими 41AA  і MA3 ;   

ж) канонічні рівняння мимобіжних прямих 21AA  і 43AA , кут та 

відстань між ними;   
и) кут θ  між ребром 41AA  і гранню 321 AAA ;   

к) канонічні рівняння прямої KA1 , де точка K  ділить ребро 

43AA  у заданому відношенні 2−=λ , починаючи від точки 3A ;   

л) відстань від точки K  до площини 321 AAA ;   

м) відстань від точки K  до прямої 21AA .   
 
Задача 3. Показати, що задане рівняння визначає сферу, та 

знайти її центр );;( 0001 zyxO ) і радіус R .  

 
Номер в-та Рівняння 

1 2 

1 0312624444 222 =++−−++ zyxzyx  

2 056912333 222 =+−++++ zyxzyx  

3 04102015555 222 =+−+−++ zyxzyx  
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1 2 

4 071256222 222 =++−+++ zyxzyx  

5 0516212444 222 =+−+−++ zyxzyx  

6 02469333 222 =+++−++ zyxzyx  

7 06201525555 222 =++−+++ zyxzyx  

8 0361012666 222 =+−−−++ zyxzyx  

9 032724222 222 =−+−−++ zyxzyx  

10 0912424444 222 =+−+−++ zyxzyx  

11 073918333 222 =++−−++ zyxzyx  

12 0910240555 222 =+−++++ zyxzyx  

13 091296222 222 =+−+−++ zyxzyx  

14 0318412444 222 =+−−−++ zyxzyx  

15 049612333 222 =++−+++ zyxzyx  

16 0451025555 222 =+−−+++ zyxzyx  

17 011241218666 222 =+−+−++ zyxzyx  

18 0512924222 222 =−++−++ zyxzyx  

19 0718416444 222 =+−−+++ zyxzyx  

20 01328147777 222 =+++−++ zyxzyx  

21 01210440555 222 =+++−++ zyxzyx  

22 0614916222 222 =+−−+++ zyxzyx  

23 01324818444 222 =++−+++ zyxzyx  

24 0176489333 222 =++−−++ zyxzyx  

25 011154025555 222 =+−++++ zyxzyx  

26 01324648666 222 =++−−++ zyxzyx  

27 0982414222 222 =−−+−++ zyxzyx  

28 0918432444 222 =++−+++ zyxzyx  

29 01114728777 222 =+−+−++ zyxzyx  

30 0851530555 222 =++−−++ zyxzyx  
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Задача 4. Звести задане рівняння поверхні другого порядку до 
відповідного канонічного вигляду та визначити її тип.  

 
Номер в-та Рівняння 

1 2 

1 0248249849 222 =−−+−+− zyxzyx  

2 0336412326 222 =+−+−++ zyxzyx  

3 06241218643 222 =−+−+−− zyxzyx  

4 0312248416 22 =−−+−− zyxyx  

5 04366894 22 =−++++ zyxyx  

6 0448246243 22 =++−++ zxzyx  

7 0948163646 22 =+−+−− zyxyx  

8 054122 =+−− zyy  

9 0336894 22 =−++− yxyx  

10 056412181629 222 =++−−+− zyxzyx  

11 04184123166 222 =+++−++ zyxzyx  

12 0818249943 222 =−−++−− zyxzyx  

13 0109364916 22 =+−−−+ zyxzx  

14 093216464 22 =+−++− zyxyx  

15 032422443 22 =−−+−+ zyxzx  

16 0448183696 22 =+−+−− zyxyx  

17 098242 =+−+ zyy  

18 04361294 22 =−+−− yxyx  

19 03418169 22 =++−+ yxyx  

20 0524412246 22 =+−+−+ zyxzx  

21 06831849 222 =++−+−+ zyxzyx  

22 098616416 22 =+−−+− zyxzx  

23 072168164 22 =++−++ zyxyx  

24 0954412546 22 =+−+−+ zyxzx  

25 0543616916 22 =+−−++ zyxyx  
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1 2 

26 086122 =−+− zyz  

27 0392494 22 =+−−+ yxyx  

28 07436259 22 =+−+− yxyx  

29 052369 2 =−+− zxx  

30 031516186169 222 =−+−++− zyxzyx  
 
Задача 5. У декартовій прямокутній системі координат  Oxyz  

побудувати просторове тіло V , що задане рівняннями поверхонь, які 
його обмежують, або системою нерівностей.  

 
Номер в-та Просторове тіло V  

1 2 

1 09,02,0,2 =−+=−== yxyxzxz   

2 0,0,9, 222 ≥==+= yzyxyz    

3 4,3 22222 =++≤+ zyxzyx    

4 0,,4 2222 ≥+==+ zyxzyx    

5 0,0,0,1,12 22 ====+++= zyxyxyxz   

6 0,0,0,2,2 22 ≥≥≥=++= zyxyxyxz   

7 2222 6, yxzyxz −−=+=    

8 1,0,22 ==−= yzxyz   

9 0,7,022,2 ≥=+=+−= zyxyxxz   

10 9,02,0,2 2 =+=−== yxyxzxz  

11 0,,9 2222 ≥+==+ zyxzyx  

12 0,0,4,044 22222 ≥≥=+=−+ zyyxzyx  

13 0,0,4,2 222 ≥==+= yzyxyz  

14 0,1,2,2 2 ≥=== zxxyxz  

15 0,0,4,4 222 ≥≥−==+ xzxzyx  
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1 2 

16 0,0,4,4 22 ≥≥=+−= zxyyxyz    

17 0,4)2(,16 2222 ≥=−+−−= xyxyxz    

18 0,1,0,2,2 ≥==== xyzyzxy   

19 0,0,1,, 222 ≥===+= xzyxyyxz    

20 0,0,4,4 222 ≥≥=+−= xzyxyz    

21 0,0,2,422 ≥≥=+=+ xzzyyx    

22 0,0,1,4,4 22 ≥≥=== zyxxyxz    

23 22 23,0,,0,1 yxzzxyyx +=====    

24 0,0,16,2/ 222 ≥==+= xzyxxz  

25 0,9,0,9 222 ≥=+=−= xyxzxz  

26 0,,422 ≥==+ zxzxyx  

27 0,0,2,2,2 22 ≥===+= zyxxyyxz  

28 0,6,422 ≥=+=+ zzyyyx  

29 0,0,1,3,22 ≥===+= zyxxyyxz  

30 0,0,1,,3 22 ≥===+= zyxyxyxz  

 

Розв’язання типового варіанта № 0 

Задача 1. Дано вершини трикутної піраміди  4321 AAAA .  

Побудувати зображення піраміди  4321 AAAA  у декартовій 

прямокутній системі координат  Oxyz .  Засобами векторної алгебри 
знайти:   

а) довжину ребра 21AA  та напрямні косинуси вектора 21AA ;   

б) кут ϕ  між ребрами 21AA  і 41AA  як кут між відповідними 

векторами 21AA  і 41AA ;   
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в) проєкцію 41
21

AAnp
AA

 вектора 41AA  на вектор 21AA ;   

г) площу грані 321 AAA ;   

д) об’єм піраміди 4321 AAAA ;   

е) довжину висоти NA4 , проведеної з вершини 4A  на грань 

321 AAA ;   

ж) координати 321 ,, ddd  радіус-вектора 4OAd =  у новому 

косокутному ненормованому базисі { }321 ,, eee , що утворений 

векторами 211 AAe = , 312 AAe = , 413 AAe = :  

332211 edededd ⋅+⋅+⋅= .  

 

Номер 
в-та 

Вершини трикутної піраміди  

0 )4,3,3(1 −A , )2,6,2(2 −−A , )2,1,4(3 −−A , )3,0,3(4 −A  
 
Розв’язання.  
Зображення піраміди подано на рисунку 6.10, де всі ребра – 

суцільні лінії, як каркас.  
 

 

O  

z  

y  

x  

)4;3;3(1 −A

)2;6;2(2 −−A

)2;1;4(3 −−A

)3;0;3(4 −A

2

22

2−

2−
4

Рисунок 6.10 
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а) Знаходимо координати вектора 21AA , його довжину та 
напрямні косинуси:    

);;( 12121221 zzyyxxAA −−−= ;    

)6;9;5()42);3(6;32(21 −−=−−−−−−=AA ;  

222
zyx aaaa ++=r

;  92,11)6(9)5( 222
21 ≈−++−=AA ;     

||cos aax
r=α ;  5419,092,115cos −≈−=α ;  ||cos aa y

r=β ;   

0755,0
92,11

9
cos ≈=β ;  ||cos aaz

r=γ ;  4503,0
92,11
6

cos −≈−=γ .  

б) Знаходимо кут ϕ  між ребрами 21AA  і 41AA  як кут між 

відповідними векторами 21AA  і 41AA :   

)1;3;6()43);3(0;33(41 −−=−−−−−=AA ;  

782,6)1(3)6( 222
41 ≈−++−=AA ;  zzyyxx babababa ++=⋅

rr
;  

63)1()6(39)6(54141 =−⋅−+⋅+−⋅−=⋅ AAAA ;  

4141

4141cos
AAAA

AAAA

⋅
⋅=ϕ ;  3779,0

782,692,11
63

cos ≈
⋅

=ϕ ;    

)(2677,07793,0arccos рад≈=ϕ . 

в) Знаходимо проєкцію 41
21

AAnp
AA

 вектора 41AA  на вектор 

21AA :   

||ababпра
rrrr

r ⋅= ;  285,5
92,11

63
41

21
≈=AAnp

AA
.   

г) Знаходимо площу трикутної грані 321 AAA :   

)6;2;1()42);3(1;34(31 −=−−−−−−=AA ;  
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31212

1
321

AAAAS AAA ×=∆ ;  

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba

rrr

rr =× ;  

kji

kji

AAAA
rrr

rrr

193642

621

6953121 −−−=
−
−−=× ;   

.)(24,29)19()36()42(
2

1 222
321

одкв.S AAA ≈−+−+−=∆ .  

д) Знаходимо об’єм трикутної піраміди 4321 AAAA :   

( ) 163

136

621

695

413121 =
−−
−
−−

=⋅× AAAAAA ;  

( ) .)(17,27163
6

1

6

1
4131214321

одкуб.AAAAAAV AAAA ≈⋅=⋅×= .        

е) Знаходимо довжину h  висоти NA4  піраміди, проведеної з 

вершини 4A  на грань 321 AAA :   

hSV AAAAAAA ⋅= ∆ 3214321 3

1
;  788,2

24,29

17,2733

321

4321 ≈⋅==
∆ AAA

AAAA

S

V
h .   

ж) Знаходимо координати 321 ,, ddd  радіус-вектора 4OAd =  

у новому косокутному базисі { }321 ,, eee , що утворений векторами 

211 AAe = , 312 AAe = , 413 AAe = :  332211 edededd ⋅+⋅+⋅= :   

)3;0;3(4 −== OAd ;  )6;9;5(211 −−== AAe ;  

)6;2;1(312 −== AAe ;  )1;3;6(413 −−== AAe ;  
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







=++

=++
=++

zczbzaz

ycybyay

xcxbxax

ddcdbda

ddcdbda

ddcdbda

;    








=−−−
=++

−=−+−

3166

0329

3615

cba

cba

cba

ddd

ddd

ddd

;  

163

166

329

615

=
−−−

−−
=∆ ;  ( ) 3

163

320

613
1 −=

−−

−−
=∆ ;    

( ) 90

136

309

635
2 −=

−−

−−−
=∆ ;  ( ) 69

366

029

315
3 =

−−

−−
=∆ ;    

( )
40018,0

163
31

1 −≈−=
∆

∆=d ;  
( )

1552,0
163

902

2 −≈−=
∆

∆=d ;   

( ) 3423,0163693
3 ≈=∆∆=d .   

 
Задача 2. Для трикутної піраміди 4321 AAAA  з попередньої 

задачі засобами векторної алгебри та аналітичної геометрії знайти:   
а) загальне рівняння площини 321 AAA  і перейти від загального 

рівняння площини 321 AAA  до її рівняння у відрізках на осях;   

б) загальне рівняння площини α , яка проходить через точку 1A  

перпендикулярно ребру 21AA ;   

в) загальні рівняння прямої l , що слугує лінією перетину грані 

321 AAA  і площини α , та перейти від загальних рівнянь прямої l  до 

канонічних рівнянь;   
г) канонічні рівняння висоти піраміди NA4 , проведеної з 

вершини 4A  на грань 321 AAA , та перейти від канонічних рівнянь 

прямої NA4  до параметричних рівнянь;   

д) координати точки N  – основи висоти NA4 , проведеної з 

вершини 4A  на грань 321 AAA ;   
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е) канонічні рівняння прямої ,3MA  що паралельна ребру ,41AA  

та відстань між паралельними прямими 41AA  і MA3 ;   

ж) канонічні рівняння мимобіжних прямих 21AA  і 43AA , кут та 

відстань між ними;   
и) кут θ  між ребром 41AA  і гранню 321 AAA ;   

к) канонічні рівняння прямої KA1 , де точка K  ділить ребро 

43AA  у заданому відношенні 2−=λ , починаючи від точки 3A ;   

л) відстань від точки K  до площини 321 AAA ;   

м) відстань від точки K  до прямої 21AA .   
 

Номер 
в-та 

Вершини трикутної піраміди  

0 )4,3,3(1 −A , )2,6,2(2 −−A , )2,1,4(3 −−A , )3,0,3(4 −A  
 
Розв’язання.  
Зображення піраміди подано на рисунку 6.10.  
а) Знаходимо рівняння площини 321 AAA , що проходить через 

три задані точки  321 ,, AAA :    

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

;   0

423134

423632

433

=
−−+−−
−−+−−

−+− zyx

;   

0

621

695

433

=
−
−−
−+− zyx

;  −+−−−−− )3(6)4(10)3(54 yzx   

0)3(12)3(30)4(9 =−++−−− xyz ;   

036129030369186401016254 =−+−−+−−−+−+− xyzyzx ;   

094193642 =+−−− zyx ;  094193642 =−++ zyx   

– загальне рівняння площини 321 AAA ;   
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94193642 =++ zyx ;        1
94

19

94

36

94

42 =++ zyx
;   

1
19/9418/4721/47

=++ zyx
;    1

947,4611,2238,2
=++ zyx

 

–рівняння площини  321 AAA  у відрізках на осях.  

б) Знаходимо рівняння площини α , яка проходить через точку 

1A  перпендикулярно ребру 21AA :   

0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA ;     )6;9;5(21 −−== AAn
r

;    

0)4(6)3(9)3(5 =−−++−− zyx ;      −+++− 279155 yx   

0246 =+− z ;    066695 =+−+− zyx ;    066695 =−+− zyx    

– загальне рівняння площини α .   

в) Записуємо загальні рівняння прямої l , що слугує лінією 

перетину грані 321 AAA  і площини α :   





=−+−
=−++
066695

094193642

zyx

zyx
.  

Перейдемо від загальних рівнянь прямої l  до канонічних 
рівнянь. За напрямний вектор прямої можна взяти  

kji

kji

nns
rrr

rrr

rrr
558157387

695

19364221 −−=
−

=×= .  

Знайдемо деяку точку 0M  на прямій. Нехай  00 =x , тоді  





=−+−
=−+

06669

0941936

00

00

zy

zy
   




−=−
=+

2223

941936

00

00

zy

zy
    

129
23

1936
−=

−
=∆ ;  230

222

1994
1 =

−−
=∆ ; 
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984
223

9436
2 −=

−
=∆ ;   783,1

129

2301
0 −≈−=

∆
∆=y ;  

628,712998420 ≈=∆∆=z ;     )628,7;783,1;0(0 −M .   

Канонічні рівняння  

558

628,7

157

783,1

387

0

−
−=

−
+=− zyx

.  

г) Знаходимо канонічні рівняння висоти піраміди NA4 , 

проведеної з вершини 4A  на грань 321 AAA  як рівняння прямої, що 

проходить через задану точку 4A  паралельно нормальному вектору 

площини 321 AAA :   

19
3

36
0

42
3 −=−=+ zyx

.  

Перейдемо від канонічних рівнянь прямої  NA4 до 
параметричних рівнянь:  

t
zyx =−=−=+
19

3
36

0
42

3
;    ).(

319

36

342

Rt

tz

ty

tx

∈








+=
=

−=
    

д) Знаходимо координати точки N  – основи висоти NA4 , 

проведеної з вершини 4A  на грань 321 AAA , як точки перетину 

прямої NA4 з площиною 321 AAA :   













+=
=

−=
=−++

319

36

342

094193642

tz

ty

tx

zyx

    

094)319(193636)342(42 =−++⋅+− ttt ;   4213/163=t ;   

8998,03421316342 −≈−⋅=x ;   715,1342116336 ≈⋅=y ;    

905,33421316319 ≈+⋅=z ;      )905,3;715,1;8998,0(−N .  
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е) Знаходимо канонічні рівняння прямої MA3 , що паралельна 

ребру 41AA , як рівняння прямої, що проходить через задану точку 

3A  паралельно заданому вектору 41AA :   

)1;3;6()43);3(0;33(41 −−=−−−−−=AA ;  

p

zz

n

yy

m

xx 000 −=−=−
;    

1

2

3

1

6

4

−
+=+=

−
− zyx

;  

1
2

3
1

6
4 +=

−
+=− zyx

.     

Знаходимо відстань між паралельними прямими 41AA  і MA3  

як висоту h  паралелограма на векторах )1;3;6( −=s
r

 і 31AA :  

||31 ssAAh
rr×= ;  )6;2;1()42);3(1;34(31 −=−−−−−−=AA ;   

kji

kji

sAA
rrr

rrr

r
153716

136

62131 −−−=
−

−=× ;   

342,61)3(6)15()37()16( 222222 ≈+−+−+−+−=h .   

ж) Знаходимо канонічні рівняння прямої 21AA  як рівняння 
прямої, що проходить через дві задані точки:   

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−=

−
−

;  
42

4

36

3

32

3

−−
−=

+
+=

−−
− zyx

;   

6
4

9
3

5
3

−
−=+=

−
− zyx

;  
6

4
9
3

5
3 −=

−
+=− zyx

.  

Аналогічно знаходимо канонічні рівняння прямої 43AA :   

23

2

10

1

43

4

+
+=

+
+=

−−
− zyx

;   
5

2
1

1
7
4 +=+=

−
− zyx

.  

Гострий кут ϕ  між прямими 21AA  і 43AA  визначається кутом 

між їх напрямними векторами )6;9;5(1 −=s
r

 і )5;1;7(2 −=s
r

:  
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2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
pnmpnm

ppnnmm

++++

++
=ϕ ;   

7135,0
51)7(6)9(5

|561)9()7(5|
cos

222222
≈

++−⋅+−+

⋅+⋅−+−⋅=ϕ ;   

)(435,17135,0arccos рад≈=ϕ .  

Знаходимо відстань між мимобіжними прямими 21AA  і 43AA  

як висоту h  паралелепіпеда, побудованого на векторах 

)6;9;5(1 −=s
r

, )5;1;7(2 −=s
r

 і )6;2;1(31 −=AA , основою якого 

слугує паралелограм на векторах 1s
r

 і 2s
r

:  

( ) 213121 ssAAssh
rrrr ×⋅×= ;  ( ) 163

621

517

695

3121 =
−

−
−

=⋅× AAss
rr

;  

kji

kji

ss
rrr

rrr

rr
586751

517

69521 −−−=
−

−=× ;   

594,1)58()67()51(|163| 222 ≈−+−+−=h .   

и) Знаходимо кут θ  між ребром 41AA  і гранню 321 AAA  як кут 

між прямою 41AA  і площиною 321 AAA , що визначається через кут 

між напрямним вектором прямої )1;3;6(41 −−== AAs
r

 і вектором 

нормалі площини )19;36;42(1 =n
r

:   

222222

||
sin

pnmCBA

CpBnAm

++++

++=θ ;   

9433,0
)1(3)6(193642

|)1(19336)6(42|
sin

222222
≈

−++−⋅++

−⋅+⋅+−⋅=θ ;   

)(8448,09433,0arcsin рад≈=θ . 
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к) Знаходимо координати точки K , що ділить ребро 43AA  у 

заданому відношенні 2−=λ , починаючи від точки 3A :   

λ+
λ+

=
1

21 xx
x ;  

λ+
λ+

=
1

21 yy
y ;  

λ+
λ+=

1
21 zz

z ;   

10
21

)3()2(4 −=
−

−⋅−+=x ;   1
21

0)2(1 =
−

⋅−+−=y ;  

8)21()3)2(2( =−⋅−+−=z ;       )8;1;10(−K .  

Знаходимо канонічні рівняння прямої KA1  як рівняння прямої, 
що проходить через дві задані точки:   

12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx

−
−=

−
−=

−
−

;    
48

4

31

3

310

3

−
−=

+
+=

−−
− zyx

;   

4
4

4
3

13
3 −=+=

−
− zyx

.  

л) Знаходимо відстань від точки K  до площини 321 AAA :   

222

000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= 574,5

193642

94819136)10(42
222

≈
++

−⋅+⋅+−⋅
= .  

м) Знаходимо відстань від точки K  до прямої 21AA  як висоту 

h  трикутника, побудованого на векторах )6;9;5( −=s
r

 і 1KA :   

||10 ssMMh
rr×= ;    )4;4;13()84;13;103(1 −−=−−−+=KA ;  

kji

kji

sKA
rrr

rrr

r
979860

695

44131 −−−=
−

−−=× ;   

575,96)9(5)97()98()60( 222222 ≈+−+−+−+−=h .   

 
Задача 3. Показати, що задане рівняння визначає сферу, та 

знайти її центр );;( 0001 zyxO ) і радіус R .  
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Номер в-та Рівняння 
0 081122496888 222 =+−+−++ zyxzyx  

 
Розв’язання.  

Зведемо рівняння сфери до вигляду рівняння зі зміщеним 

центром 22
0

2
0

2
0 )()()( Rzzyyxx =−+−+− , де );;( 0001 zyxO  – 

центр, а R  – радіус. Для цього об’єднаємо в окремі групи члени з 
однойменними координатами, а потім у кожній групі виділимо повні 
квадрати двочленів відповідного вигляду ax ± , by ±  і cz ± :  

081))2/3((8)3(8)12(8 222 =+−+++− zzyyxx ;   

+−+⋅⋅++−+⋅⋅− ))2/3()2/3()2/3(2()6662( 222222 yyxx   

08/81))4/3()4/3()4/3(2( 222 =+−+⋅⋅−+ zz ;  

08/8116/9)4/3(4/9)2/3(36)6( 222 =+−−+−++−− zyx ;  

16/459)4/3()2/3()6( 222 =−+++− zyx .  

Одержане рівняння описує сферу з центром у точці 

)4/3;2/3;6(1 −O  і радіусом 356,5445916/459 ≈==R .  
Уведемо нову систему координат з початком у точці 

)4/3;2/3;6(1 −O , що одержується зі старої паралельним 

перенесенням за формулами 6−= xX , 2/3+= yY , 4/3−= zZ . 

У новій системі координат XYZO1  сфера задається канонічним 

рівнянням ( )2222 4459=++ ZYX .   
 
Задача 4. Звести задане рівняння поверхні другого порядку до 

відповідного канонічного вигляду та визначити її тип.  
 

Номер в-та Рівняння 
0 058482438169 222 =+++−+− zyxzyx  

 
Розв’язання.  

Об’єднаємо в групи члени, які містять однойменні координати, 
потім виділимо в групах повні квадрати двочленів. Одержимо:  
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058)6(8))2/3((16))3/1((9 222 =+++−−− zzyyxx ;   

+⋅−−−+⋅− yyxx )4/3(2(16))6/1()6/1()6/1(2(9 2222   

058)3332(8))4/3()4/3( 22222 =+−+⋅++−+ zz ;  

05872)3(89)4/3(164/1)6/1(9 222 =+−+++−−−− zyx ;  

4/21)3(8)4/3(16)6/1(9 222 =++−−− zyx .  

Поділимо обидві частини отриманого рівняння на вільний член 
4/21 :  

1
32/21

)3(

64/21

)4/3(

12/7

)6/1( 222

=++−−− zyx
;   

( ) ( ) ( ) 1
842

)3(

821

)4/3(

621

)6/1(
2

2

2

2

2

2

=++−−− zyx
.  

Уведемо нову систему координат з початком у точці 
)3;4/3;6/1(1 −O , що одержується зі старої паралельним 

перенесенням та перейменуванням змінних за формулами 
6/1−= xX , 3+= zY , 4/3−= yZ . У новій системі координат 

XYZO1  поверхня задається канонічним рівнянням  

( ) ( ) ( ) 1
821842621

2

2

2

2

2

2

=−+ ZYX
  

вигляду 1222222 =−+ cZbYaX , що визначає 
однопорожнинний гіперболоїд з півосями  

821;842;621 === cba .   
 
Задача 5. У декартовій прямокутній системі координат  Oxyz  

побудувати просторове тіло V , що задане рівняннями поверхонь, які 
його обмежують, або системою нерівностей.  

 
Номер в-та Просторове тіло V   

0 0,0,2,43 222 ≥≥≥−=+= zxyxyyxz  
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Розв’язання.  

Скористаємося методом паралельних перерізів з урахуванням 
заданих обмежень 0≥≥ xy  і 0≥z .  

Рівняння 22 43 yxz +=  задає еліптичний параболоїд, вісь 

якого співпадає з Oz . Знайдемо й побудуємо його сліди (головні 
перерізи – перетини координатними площинами):  

24:0 yzx == ;   
1640

210

z

y
;     0;0:0 === yxz ,   

де слід 23xz =  на площині 0=y  не розглядається, виходячи з 
умови xy ≥ .  

Рівняння 22 xy −=  задає параболічний циліндр, твірні якого 

паралельні осі Oz . Знайдемо й побудуємо його головні перерізи: 

22:0 xyz −== ;   
14/72

14/10

y

x
;   

2:0 == yx ;   2:0 == xy .  

Як граничний випадок, з обмеження xy ≥  маємо рівняння 

xy = , що задає площину, яка проходить через вісь Oz . Знайдемо й 
побудуємо її сліди:  

0:0 == yx ;     xyz == :0 .  

Рівняння 0=x  і 0=z , як граничні випадки обмежень 0≥x  і 
0≥z , задають відповідні координатні площини.  
Знайдемо точки перетину відповідних слідів:  

;)0;1;1(

;1

;

;2
:0

2

A

x

xy

xy
z

=





=
−==   

.)16;2;0(

;16

;2

;4
:0

2

B

z

y

yz
x

=





=
==     

Задане тіло обмежене знизу координатною площиною 0=z , 

зверху –  параболоїдом 22 43 yxz += , а з боків – вертикальними 

поверхнями
22 xy −= , xy =  і 0=x . Параболічний циліндр 

22 xy −=  і площина xy =  при умові 0≥≥ xy  перетинаються по 
вертикальній прямій:   
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



=
−=

;

;2 2

xy

xy
      





=
=

.1

;1

y

x
  

Для характерної точки )0;1;1(A  обчислимо координату z  

відповідної точки C  на верхній поверхні, для якої точка A  слугує 
проєкцією:  

71413)( 22 =⋅+⋅=Az ;   )7;1;1(C . 

Додатково обчислимо координату z  
відповідних точок на верхній поверхні для 
взятих по одній проміжних точок ліній 

22 xy −=  і xy =  на площині 0=z :  

22 xy −= :   

13)16/49(4)4/1(3)4/7;2/1( =⋅+⋅=z ;   

)13;4/7;2/1(E ;  

xy = :   

4/7)4/1(4)4/1(3)2/1;2/1( =⋅+⋅=z ;   

)4/7;2/1;2/1(G .  

Використовуючи знайдені лінії перетинів і характерні та 
допоміжні точки, побудуємо задане тіло (рис. 6.11).   

На             рисунку 6.12  
відображено фрагмент 
процедури, що показана в 
[39], побудови в системі 
GeoGebra [33] тіла, 
обмеженого циліндричними 

поверхнями 24 xz −=  і 

422 =+ yx  при додаткових 

умовах .0,0,0 ≥≥≥ zxy   
 
  

O  

x
 

O
 

y
 

Рисунок 6.11 

16

2

1

8

Рисунок 6.12 
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