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Ïåðåäìîâà

Öÿ ðîçðîáêà íàïèñàíà íà áàçi ëåêöié òà ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü ç êóðñó çà
âèáîðîì ¾Òåîðiÿ ãðóï¿, ÿêi ïðîâîäèëèñü àâòîðîì ñòóäåíòàì 3-ãî êóðñó
ñïåöiàëiçàöi¨ àëãåáðà i òåîðiÿ ÷èñåë ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó ÓæÍÓ.
Ìåòà äàíî¨ ðîçðîáêè � äîïîìîãòè ñòóäåíòàì â çàñâî¹ííi ïåðøîãî ðîçäiëó
àáñòðàêòíî¨ àëãåáðè � òåîði¨ ãðóï, áåç ÿêîãî íåìîæëèâèì ¹ âèâ÷åííÿ
òåîði¨ Ãàëóà, òåîði¨ çîáðàæåíü ñêií÷åííèõ ãðóï, ãðóïîâèõ àëãåáð, òåîði¨
ëiíiéíèõ ãðóï.

Â äiþ÷ié ïðîãðàìi êóðñó ¾Òåîðiÿ ãðóï¿ ðîçãëÿäàþòüñÿ îñíîâíi ïîíÿò-
òÿ òåîði¨ ãðóï (ãðóïà, ïiäãðóïà, ãîìîìîðôiçìè òà içîìîðôiçìè, íîðìàëü-
íi ïiäãðóïè, ôàêòîð-ãðóïè, ñóìiæíi êëàñè, êëàñè ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ),
àâòîìîðôiçìè ãðóï, âiëüíi ãðóïè, íîðìàëüíi ðÿäè ãðóï, òåîðåìè Ñèëîâà
äëÿ ñêií÷åííèõ ãðóï, ãðóïè ïiäñòàíîâîê, íiëüïîòåíòíi òà ðîçâ'ÿçíi ãðó-
ïè. Â ðîçðîáöi íàâåäåíî òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë, ùî âèñâiòëþ¹ âåñü îáñÿã
êóðñó ¾Òåîðiÿ ãðóï¿ íà ðiâíi îçíà÷åíü òà ôîðìóëþâàíü òâåðäæåíü. Êî-
æíèé ïàðàãðàô ìiñòèòü âïðàâè äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Â êiíöi
ðîçðîáêè ïðèâîäèòüñÿ ñïèñîê ðåêîìåíäîâàíî¨ ëiòåðàòóðè.
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�1. Îçíà÷åííÿ ãðóïè. Ïiäãðóïè
Íåõàé M i N � íåïîðîæíi ìíîæèíè. Ìíîæèíà âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ

ïàð (x, y) (x ∈ M , y ∈ N) íàçèâà¹òüñÿ äåêàðòîâèì äîáóòêîì ìíîæèí
M i N . Ïîçíà÷à¹òüñÿ öåé äîáóòîê ñèìâîëîì M ×N .

Áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ íà ìíîæèíi M íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðà-
æåííÿ f ìíîæèíè M × M â ìíîæèíó M . Îòæå, áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà
îïåðàöiÿ f íà ìíîæèíi M � öå äåÿêå ïðàâèëî, çà ÿêèì êîæíié âïîðÿä-
êîâàíié ïàði (a, b) (a, b ∈ M) ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ïåâíèé åëåìåíò
f(a, b) ç ìíîæèíè M . Áóäåìî f(a, b) ïîçíà÷àòè òàê:

f(a, b) = a · b = ab.

Òàêèé çàïèñ îïåðàöi¨ íàçèâàþòü ìóëüòèïëiêàòèâíèì, f � ìíîæåííÿì,
à ab � äîáóòêîì åëåìåíòiâ a i b.

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G, íà ÿêié çàäàíà áiíàðíà àëãåáðà¨÷íà îïåðà-
öiÿ ìíîæåííÿ, íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) àëãåáðà¨÷íà îïåðàöiÿ àñîöiàòèâíà, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a,

b, c ∈ G ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü (ab)c = a(bc);
2) iñíó¹ îäèíè÷íèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ìíîæèíè G,

ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi ae = ea = a;
3) äëÿ âñÿêîãî åëåìåíòà a ∈ G iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 iç ìíîæèíè

G, òîáòî òàêèé åëåìåíò, ùî aa−1 = a−1a = e.
Öÿ ñèñòåìà àêñiîì íàäëèøêîâà. Ìîæíà ïîñëàáèòè âèìîãè àêñiîì 2 òà

3 çàìiíèâøè ¨õ íà òàêi:
2′) iñíó¹ ëiâèé îäèíè÷íèé åëåìåíò, òîáòî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ìíî-

æèíè G, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü
ea = a;

3′) äëÿ âñÿêîãî åëåìåíòà a ∈ G iñíó¹ ëiâèé îáåðíåíèé åëåìåíò a−1 iç
ìíîæèíè G, òîáòî òàêèé åëåìåíò, ùî a−1a = e.

Íåõàé çàäàíî äâi ãðóïè, ìiæ åëåìåíòàìè ÿêèõ ìîæíà âñòàíîâèòè âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü. ßêùî ïðè öié âiäïîâiäíîñòi ðåçóëüòàò
àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ âiä ëþáèõ äâîõ åëåìåíòiâ îäíî¨ ãðóïè âiäïîâiäà¹
ðåçóëüòàòó àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨ âiä âiäïîâiäíèõ äâîõ åëåìåíòiâ iíøî¨
ãðóïè, òî ãðóïè íàçèâàþòü içîìîðôíèìè. Içîìîðôíi ãðóïè îäíàêîâî âëà-
øòîâàíi â ñìèñëi îïåðàöi¨, òîìó â àëãåáði ¨õ íå ðîçðiçíÿþòü àáî ââàæàþòü
òî÷íèìè êîïiÿìè îäíà îäíî¨. Òàêèì ÷èíîì, âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðà-
æåííÿ ϕ ãðóïè G íà ãðóïó G∗ íàçèâà¹òüñÿ içîìîðôiçìîì, ÿêùî

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) (a, b ∈ G).
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Îòæå, äâi ãðóïè G òà G∗ ¹ içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì
ϕ : G → G∗.

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ãðóïè G ìàþòü ìiñöå âëàñòèâîñòi:

1) G âîëîäi¹ ¹äèíèì îäèíè÷íèì åëåìåíòîì;
2) äëÿ âñÿêîãî åëåìåíòà ãðóïè G iñíó¹ ¹äèíèé îáåðíåíèé åëåìåíò â öié

ãðóïi;
3) (ab)−1 = b−1a−1 äëÿ áóäü-ÿêèõ åëåìåíòiâ a, b ãðóïè G;
4)

(
a−1

)−1
= a äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà a ãðóïè G.

Íåõàé G � ãðóïà, a � äåÿêèé åëåìåíò ãðóïè G. Åëåìåíò
an = a · a · · · a︸ ︷︷ ︸

n ðàç

(n ∈ N)

íàçèâà¹òüñÿ n-þ ñòåïåíþ åëåìåíòà a. Çà îçíà÷åííÿì a0 = e, a−n = (an)−1

(n ∈ N). ßêùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n an 6= e, òî a íàçèâà-
¹òüñÿ åëåìåíòîì íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Íåõàé a � åëåìåíò ñêií÷åíîãî
ïîðÿäêó, n � íàéìåíøå ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë m òàêèõ, ùî am = e. Òîäi
÷èñëî n íàçèâàþòü ïîðÿäêîì åëåìåíòà a.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a òà b ãðóïè G i öiëèõ ÷èñåë m, n ìàþòü
ìiñöå âëàñòèâîñòi:

1) aman = am+n;
2) (am)n = amn;
3) an = e òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n äiëèòüñÿ íà ïîðÿäîê åëåìåíòà a;
4) ÿêùî åëåìåíòè a òà b êîìóòóþòü, òîáòî ab = ba, i ¨õ ïîðÿäêè âçà¹ìíî

ïðîñòi, òî ïîðÿäîê åëåìåíòà ab ðiâíèé äîáóòêó ïîðÿäêiâ åëåìåíòiâ
a òà b.

Ãðóïà, âñi åëåìåíòè ÿêî¨, îêðiì îäèíè÷íîãî, ¹ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó,
íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ áåç ñêðóòó. Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íîþ, ÿêùî
êîæåí ¨¨ åëåìåíò ¹ åëåìåíòîì ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. ßêùî ïîðÿäêè åëå-
ìåíòiâ ãðóïè îáìåæåíi â ñóêóïíîñòi, òî ¨õ íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå íàçè-
âàþòü ïîêàçíèêîì ãðóïè. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî. Ïåðiîäè÷íà ãðóïà, ïî-
ðÿäîê áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà ÿêî¨ ¹ ñòåïåíþ ÷èñëà p, íàçèâà¹òüñÿ p-ãðóïîþ.
Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè G íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì ãðóïè G i ïîçíà÷à¹òüñÿ
|G|. ßêùî öå ÷èñëî ñêií÷åííå, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííîþ, â
iíøîìó âèïàäêó ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ íåñêií÷åííîþ. Ãðóïà, ÿêà ñêëàäà-
¹òüñÿ ç îäíîãî îäèíè÷íîãî åëåìåíòà, íàçèâà¹òüñÿ òðèâiàëüíîþ. ßêùî
îïåðàöiÿ â ãðóïi G êîìóòàòèâíà, òîáòî ab = ba äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåí-
òiâ a, b ãðóïè G, òî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ àáî àáåëåâîþ.
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×àñòî êîìóòàòèâíó îïåðàöiþ çàïèñóþòü àäèòèâíî i òîäi çìiíþþòüñÿ òåð-
ìiíîëîãiÿ òà ïîçíà÷åííÿ.

· +

ìíîæåííÿ äîäàâàííÿ
äîáóòîê ñóìà
îäèíèöÿ íóëü
îáåðíåíèé ïðîòèëåæíèé
ñòåïiíü êðàòíå
å àáî 1 0
a−1 −a

an na

Ìíîæèíà åëåìåíòiâ äîâiëüíîãî êiëüöÿ K ðîçãëÿäóâàíà âiäíîñíî îïå-
ðàöi¨ äîäàâàííÿ ¹ ãðóïîþ, ÿêó íàçèâàþòü àäèòèâíîþ ãðóïîþ êiëüöÿ K i
ïîçíà÷à¹òüñÿ K+. Ìíîæèíà îáîðîòíèõ åëåìåíòiâ êiëüöÿ K ç îäèíèöåþ
ðîçãëÿäóâàíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ óòâîðþ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíó
ãðóïîþ êiëüöÿ K i ïîçíà÷à¹òüñÿ K∗.

×àñòî îïåðàöiþ â ñêií÷åííié ãðóïi çàäà¹ìî çà äîïîìîãîþ òàáëèöi
Êåëi. Äëÿ öüîãî, ÿêùî ãðóïà G ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê n, íóìåðó¹ìî ¨¨
åëåìåíòè, ïî÷èíàþ÷è ç îäèíèöi: e, a2, a3, . . . , an. Óòâîðþ¹ìî êâàäðàòíó
òàáëèöþ, â ÿêié âèçíà÷à¹ìî äîáóòêè aiaj äîâiëüíèõ äâîõ åëåìåíòiâ ai òà
aj ãðóïè G.

e a2 . . . aj . . . an

e e a2 . . . aj . . . an

a2 a2 a2a2 . . . a2aj . . . a2an... ... ... . . . ... . . . ...
ai ai aia2 . . . aiaj . . . aian... ... ... . . . ... . . . ...
an an ana2 . . . anaj . . . anan

Íåõàé G � ãðóïà. Ïiäìíîæèíà H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ ãðó-
ïè G, ÿêùî âiäíîñíî àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨, çàäàíî¨ íà G, H ¹ ãðóïîþ.
Î÷åâèäíî, {e}, G ¹ ïiäãðóïàìè ãðóïè G. Ïiäãðóïó ãðóïè G, âiäìiííó âiä
ãðóïè G, íàçèâàþòü âëàñíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.

Äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè G âèêîíóþòüñÿ âëàñòèâîñòi.
1) Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà H ãðóïè G ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G òîäi i òiëü-

êè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b iç H âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
ab ∈ H, a−1 ∈ H. (1.1)

2) Äîáóòîê A · B = {ab|a ∈ A, b ∈ B} ïiäãðóï A òà B ãðóïè G òîäi i
òiëüêè òîäi áóäå ïiäãðóïîþ ãðóïè G, êîëè A ·B = B · A.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïåðåòèí áóäü-ÿêî¨ íå ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè ïiäãðóï
ãðóïè G � ïiäãðóïà ãðóïè G. ßêùî M � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ ïiäìíî-
æèíà ãðóïè G, òî ïåðåòèí 〈M〉 âñiõ ïiäãðóï ãðóïè G, ùî ìiñòÿòü M , íà-
çèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ, ïîðîäæåíîþ ìíîæèíîþ M , à ñàìà M � ñèñòåìîþ
òâiðíèõ åëåìåíòiâ ïiäãðóïè 〈M〉. Ïiäìíîæèíà N ìíîæèíè M íàçèâà-
¹òüñÿ âëàñíîþ, ÿêùî N 6= M . Ñèñòåìà òâiðíèõ åëåìåíòiâ äåÿêî¨ ãðóïè
íàçèâà¹òüñÿ íåçâiäíîþ, ÿêùî æîäíà ¨¨ âëàñíà ïiäìíîæèíà, íå ¹ ñèñòåìîþ
òâiðíèõ åëåìåíòiâ öi¹¨ ãðóïè.

Òåîðåìà 1.1. ßêùî M � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ãðóïè G, òî
〈M〉 = {aε1

1 aε2

2 . . . aεm
m |ai ∈ M ; εi = ±1; i = 1, 2, . . . , m; m = 0, 1, 2, . . .}.

ßêùî m = 0, òî ââàæà¹ìî, ùî aε1
1 aε2

2 . . . aεm
m = e. Ïðè çàäàííi ïiäãðóïè

÷åðåç òâiðíi åëåìåíòè ìè ïèøåìî 〈M〉 = 〈. . . | . . .〉, ÿêùî M çàäàíî ó
âèãëÿäi M = {. . . | . . .}.

Ïiäãðóïà, ïîðîäæåíà ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ, íàçèâà¹òüñÿ ñêií÷åííî
ïîðîäæåíîþ.

Òåîðåìà 1.2. Âñÿêà ñèñòåìà òâiðíèõ åëåìåíòiâ ñêií÷åííî ïîðî-
äæåíî¨ ãðóïè ìiñòèòü ïiäìíîæèíó, ÿêà ¹ ñêií÷åííîþ ñèñòåìîþ òâið-
íèõ åëåìåíòiâ öi¹¨ æ ãðóïè.

Ïiäãðóïà 〈a〉, ïîðîäæåíà îäíèì åëåìåíòîì a, íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íîþ.
Çà òåîðåìîþ 1.1 âîíà ñêëàäà¹òüñÿ ç ñòåïåíiâ òâiðíîãî åëåìåíòà:

〈a〉 = {an|n ∈ Z}.
Âñÿêà öèêëi÷íà ãðóïà, î÷åâèäíî, àáåëåâà. Ãðóïà 〈a〉 ñêií÷åííà òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè åëåìåíò a ¹ åëåìåíòîì ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Â öüîìó âè-
ïàäêó |〈a〉| ðiâíèé ïîðÿäêó åëåìåíòà a.

Öèêëi÷íà ãðóïà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi.
1) Âñÿêà íåñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà G içîìîðôíà àäèòèâíié ãðóïi öi-

ëèõ ÷èñåë Z+.
2) Âñÿêà öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n içîìîðôíà ìóëüòèïëiêàòèâíié ãðóïi

Un êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ n-ãî ñòåïåíÿ ç 1.
3) Âñÿêà ïiäãðóïà öèêëi÷íî¨ ãðóïè � öèêëi÷íà.
4) Âñÿêà ïiäãðóïà H ñêií÷åííî¨ öèêëi÷íî¨ ãðóïè G = 〈a〉 ïîðÿäêó n

ïîðîäæó¹òüñÿ åëåìåíòîì as, äå s � äiëüíèê ÷èñëà n, i ¹ öèêëi÷íîþ
ãðóïîþ ïîðÿäêó t, ïðè÷îìó n = st.

5) Ó öèêëi÷íî¨ ãðóïè ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó n ¹ còiëüêè ïiäãðóï, ñêiëüêè
¹ äiëüíèêiâ ó ÷èñëà n.

Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G, a � ôiêñîâàíèé åëåìåíò ãðóïè G.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç aH = {ah | h ∈ H}. Ìíîæèíà aH ⊂ G íàçèâà-
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¹òüñÿ ëiâèì ñóìiæíèì êëàñîì ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Àíàëîãi÷íî
ìíîæèíà Ha = {ha | h ∈ H} íàçèâà¹òüñÿ ïðàâèì ñóìiæíèì êëàñîì
ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Êîæåí åëåìåíò ñóìiæíîãî êëàñó íàçèâà¹òüñÿ
ïðåäñòàâíèêîì öüîãî êëàñó. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè
G òà ¨¨ ïiäãðóïè H

1) äâà îäíîéìíåííi (ëiâi àáî ïðàâi) ñóìiæíi êëàñè ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ
H àáî ñóìiùàþòüñÿ àáî íå ïåðåòèíàþòüñÿ;

2) aH = bH (a, b ∈ G) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a−1b ∈ H;
3) Ha = Hb (a, b ∈ G) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ab−1 ∈ H;
4) êîæåí êëàñ aH, Ha (a ∈ G) ðiâíîïîòóæíèé ç ïiäãðóïîþ H.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ãðóïè G òà ¨¨ ïiäãðóïè H âiä-
ïîâiäíiñü aH → Ha−1 (a ∈ G) ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì âiäîáðàæåííÿì
ìíîæèíè ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ¨¨ ïiäãðóïîþ H ó ìíîæèíó
¨¨ ïðàâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ. Òîáòî ìíîæèíè ëiâèõ òà ïðàâèõ ñóìiæíèõ
êëàñiâ ãðóïè G çà ¨¨ ïiäãðóïîþ H ðiâíîïîòóæíi. Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè
ëiâèõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà ¨¨ ïiäãðóïîþ H íàçèâàþòü iíäåêñîì
ïiäãðóïè H â ãðóïi G i ïîçíà÷àþòü [G : H]. ßêùî öå ÷èñëî ñêií÷åííå, òî
ïiäãðóïà H íàçèâà¹òüñÿ ïiäãðóïîþ ñêií÷åííîãî iíäåêñà â ãðóïi G.

Òåîðåìà 1.3 (Òåîðåìà Ëàãðàíæà). Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà, H �
ïiäãðóïà ãðóïè G. Òîäi |G| = [G : H] · |H|.

Ç òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ïîðÿäîê òà iíäåêñ ïiäãðóïè ñêií÷åííî¨ ãðóïè
¹ äiëüíèêàìè ïîðÿäêó ãðóïè. Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ñêií-
÷åííî¨ ãðóïè |〈a〉| ñêií÷åííèé i ðiâíèé ïîðÿäêó åëåìåíòà a, òî ïîðÿäîê
êîæíîãî åëåìåíòà ñêií÷åííî¨ ãðóïè ¹ ñêií÷åííèì i ¹ äiëüíèêîì ïîðÿäêó
ãðóïè.

Âïðàâè
1. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà Sn ïiäñòàíîâîê n-ãî ñòåïåíÿ óòâîðþ¹ ãðóïó.

Öþ ãðóïó íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n. Çàäàòè îïåðà-
öiþ â ñèìåòðè÷íié ãðóïi S3 ñòåïåíÿ 3 òàáëèöåþ Êåëi.

2. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà An ïàðíèõ ïiäñòàíîâîê n-ãî ñòåïåíÿ óòâîðþ¹
ãðóïó. Öþ ãðóïó íàçèâàþòü çíàêîçìiííîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ n. Âêà-
çàòè îäíó íåçâiäíó ñèñòåìó òâiðíèõ åëåìåíòiâ çíàêîçìiííî¨ ãðóïè A4

ñòåïåíÿ 4.
3. Âêàçàòè ïî îäíié ñèñòåìi òâiðíèõ åëåìåíòiâ äëÿ ãðóï: Z+, Z∗, Q+, Q∗.
4. Äîâåñòè, ùî ãðóïà Q+ íå ìà¹ íåçâiäíèõ ñèñòåì òâiðíèõ.
5. Ïiäñòàíîâêà n-ãî ñòåïåíÿ íàçèâà¹òüñÿ òðàíñïîçèöi¹þ, ÿêùî âîíà íå

çìiíþ¹ æîäíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà i 6 n, êðiì k òà l (k 6= l), ïðè÷îìó
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l ¹ îáðàçîì k à k � îáðàçîì l. Ïîêàçàòè, ùî ñèìåòðè÷íà ãðóïà Sn

ñòåïåíÿ n > 1 ïîðîäæó¹òüñÿ âñiìà òðàíñïîçèöiÿìè.

�2. Íîðìàëüíi ïiäãðóïè

Ïiäãðóïà H ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ (ïîçíà÷àþòü
H / G), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà a ∈ G âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü aH =
= Ha. Öÿ óìîâà åêâiâàëåíòíà óìîâi: a−1Ha = H (a ∈ G), äå a−1Ha =
= {a−1ha | h ∈ H}. Êðiì òîãî, ïiäãðóïà H ãðóïè G ¹ ¨¨ íîðìàëüíîþ
ïiäãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

a−1Ha ⊂ H (a ∈ G). (2.1)
Ãîâîðÿòü, ùî â ãðóïi G åëåìåíò a ñïðÿæåíèé ç åëåìåíòîì b çà äî-

ïîìîãîþ åëåìåíòà x, ÿêùî a = x−1bx. ×àñòî âèêîðèñòîâóþòü ñòåïåíåâi
ïîçíà÷åííÿ: x−1bx = bx. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî öiëîãî ÷è-
ñëà n òà äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, x, y ãðóïè G

1) (ax)y = axy;
2) (ab)x = axbx;
3) ex = e;
4) (an)x = (ax)n;
5) ae = a.

ßêùî A, B � äâi ïiäìíîæèíè ãðóïè G, òî ïîçíà÷èìî
AB = {ab|a ∈ A, b ∈ B}.

Òàêèì ÷èíîì, ïiäãðóïà H ãðóïè G òîäi i òiëüêè òîäi ¹ íîðìàëüíà â ãðóïi
G, ÿêùî ðàçîì ç êîæíèì ñâî¨ì åëåìåíòîì H ìiñòèòü i âñi åëåìåíòè, ÿêi
ñïðÿæåíi ç íèì çà äîïîìîãîþ åëåìåíòiâ ç ãðóïè G, àáî, êîðîòøå, ÿêùî
HG⊂H. Ïåðåòèí âñiõ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï äîâiëüíî¨ ãðóïè, ùî ìiñòÿòü
äåÿêó íåïîðîæíþ ïiäìíîæèíó N öi¹¨ ãðóïè, ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ äà-
íî¨ ãðóïè, ÿêó íàçèâàòèìåìî ïiäãðóïîþ íîðìàëüíî ïîðîäæåíîþ ìíîæè-
íîþ N . Çðîçóìiëî, ùî âñÿêèé åëåìåíò ç ïiäãðóïè íîðìàëüíî ïîðîäæåíîþ
ìíîæèíîþ N ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèãëÿäi äîáóòêó ñòåïåíiâ åëåìåíòiâ
ç N i ñòåïåíiâ åëåìåíòiâ, ÿêi ñïðÿæåíi ç åëåìåíòàìè ìíîæèíè N .

Íåõàé x ∈ G. Ïiäìíîæèíà Mx = M {x} íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíîþ ç ïiä-
ìíîæèíîþ M â ãðóïi G. Òåïåð ìè ìîæåìî êàçàòè, ùî ïiäãðóïà òîäi i
ëèøå òîäi íîðìàëüíà, êîëè âîíà ñóìiùà¹òüñÿ ç óñiìà ñâî¨ìè ñïðÿæåíè-
ìè. Ãðóïè, ùî íå ìiñòÿòü âëàñíèõ íåòðèâiàëüíèõ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï,
íàçèâàþòüñÿ ïðîñòèìè.

Íåõàé G � äîâiëüíà ãðóïà. Ââåäåìî íà íié âiäíîøåíÿ ∼, ïîêëàäàþ÷è
a ∼ b, ÿêùî åëåìåíòè a i b ñïðÿæåíi â ãðóïi G. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî
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∼ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî âîíî ðåôëåêñèâíå (a ∼ a), ñèìå-
òðè÷íå (a ∼ b ⇒ b ∼ a) i òðàíçèòèâíå (a ∼ b, b ∼ c ⇒ a ∼ b). Òîìó G

ðîçáèâà¹òüñÿ íà êëàñè ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ aG = {a}G (a ∈ G), ÿêi íå
ïåðåòèíàþòüñÿ. Çîêðåìà, íîðìàëüíèìè ïiäãðóïàìè ãðóïè G áóäóòü òàêi
¨¨ ïiäãðóïè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç äåêiëüêîõ ïîâíèõ êëàñiâ ñïðÿæåíèõ åëå-
ìåíòiâ. Íåõàé M � ïiäìíîæèíà, H � ïiäãðóïà ãðóïè G.Íîðìàëiçàòîðîì
ìíîæèíè M â ïiäãðóïi H íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

NH(M) = {h|h ∈ H, Mh = M},
ÿêà, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè, ¹ ïiäãðóïîþ â H. Íåõàé m ∈ G, NH({m}) áó-
äåìî ïîçíà÷àòè NH(m). ßêùî íå âêàçàíî, â ÿêié ïiäãðóïi H áåðåòüñÿ
íîðìàëiçàòîð, òî öå îçíà÷à¹, ùî âií áåðåòüñÿ ó âñié ãðóïi G. Î÷åâèäíî,
ïiäãðóïà ãðóïè G òîäi i òiëüêè òîäi íîðìàëüíà â ãðóïi G, êîëè ¨¨ íîðìà-
ëiçàòîð ñóìiùà¹òüñÿ çi âñi¹þ ãðóïîþ G.

Òåîðåìà 2.1. ßêùî M � ïiäìíîæèíà, H � ïiäãðóïà ãðóïè G, òî
ïîòóæíiñòü êëàñó ïiäìíîæèí, ÿêi ñïðÿæåíi ç M åëåìåíòàìè ç H,
ðiâíà iíäåêñó [H : NH(M)]. Çîêðåìà, ïîòóæíiñòü êëàñó ñïðÿæåíèõ
åëåìåíòiâ aG (a ∈ G) ðiâíà iíäåêñó [G : NG(a)].

Íåõàé G � äîâiëüíà ãðóïà. Äîáóòêîì ïiäìíîæèí A i B ãðóïè G íàçè-
âà¹òüñÿ ïiäìíîæèíà A·B = {xy |x ∈ A, y ∈ B}. Î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíèõ
ïiäìíîæèí A, B i C ãðóïè G (A·B)·C = A·(B ·C). Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó
âñiõ ñóìiæíèõ êëàñiâ ãðóïè G çà íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H. Î÷åâèäíî,
äîáóòêîì äâîõ ñóìiæíèõ êëàñiâ aH i bH ¹ ñóìiæíèé êëàñ (ab)H:

aH · bH = (ab)H. (2.2)
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ìíîæèíà {aH | a ∈ G} ç ââåäåíîþ îïåðàöi¹þ ìíî-
æåííÿ (2.2) ¹ ãðóïîþ. Îäèíè÷íèì åëåìåíòîì öi¹¨ ãðóïè ¹ ñóìiæíèé êëàñ
eH = H. Îáåðíåíèì åëåìåíòîì äî ñóìiæíîãî êëàñó aH ¹ ñóìiæíèé êëàñ
a−1H. Òàê âèçíà÷åíà ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ôàêòîð-ãðóïîþ ãðóïè G çà ïiä-
ãðóïîþ H i ïîçíà÷à¹òüñÿ G/H.

Íåõàé M � ïiäìíîæèíà, H � ïiäãðóïà ãðóïè G. Öåíòðàëiçàòîðîì
ìíîæèíè M â ïiäãðóïi H íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

ZH(M) = {x|x ∈ H, mx = m äëÿ âñiõ m ∈ M}.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ZH(M) ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ íîðìàëiçàòîðà
NH(M). ßêùî M ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòó a, òî, çâè÷àéíî, éîãî
íîðìàëiçàòîð NH(a) i öåíòðàëiçàòîð ZH(a) = ZH({a}) â H ñóìiùàþòüñÿ.
ßêùî íå âêàçàíî, â ÿêié ïiäãðóïi H áåðåòüñÿ öåíòðàëiçàòîð, òî öå îçíà-
÷à¹, ùî âií áåðåòüñÿ ó âñié ãðóïi G.

Öåíòðàëiçàòîð Z(G) âñi¹¨ ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ öåíòðîì. Î÷åâèäíî,
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ãðóïà òîäi i òiëüêè òîäi àáåëåâà, êîëè âîíà ñóìiùà¹òüñÿ ç ñâî¨ì öåíòðîì.
Çàóâàæèìî, ùî áóäü-ÿêà ïiäãðóïà öåíòðó íîðìàëüíà â ãðóïi. Íåõàé a �
äîâiëüíèé åëåìåíò ãðóïè G. Î÷åâèäíî, a ∈ Z(G) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
aG = {a}, à öå âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Z(a) = G.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé G � ãðóïà. ßêùî ôàêòîð-ãðóïà G/Z(G) öèêëi-
÷íà, òî ãðóïà G àáåëåâà.

Î÷åâèäíî, åëåìåíòè a, b ãðóïè G òîäi i òiëüêè òîäi êîìóòóþòü, êîëè
a−1b−1ab = e. Ëiâà ÷àñòèíà öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ íàçèâà¹òüñÿ êîìóòà-
òîðîì åëåìåíòiâ a, b � ó âêàçàíîìó ïîðÿäêó � i ïîçíà÷à¹òüñÿ [a, b].
Ïiäãðóïà G′ = 〈[a, b]| a, b ∈ G〉, ïîðîäæåíà â G âñiëÿêèìè êîìóòàòîðàìè,
íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàíòîì ãðóïè G. ßñíî, ùî ãðóïà òîäi i òiëüêè òîäi àáå-
ëåâà, êîëè ¨¨ êîìóòàíò òðèâiàëüíèé. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨
ãðóïè G òà ¨¨ åëåìåíòiâ a, b, c

1) ab = ba[a, b];
2) [a, b]−1 = [b, a];
3) [ab, c] = [a, c]b[b, c];
4) [a−1, b] = [b, a]a

−1.

Íåõàé G � ãðóïà, G′ � êîìóòàíò ãðóïè G, H � ïiäãóïà ãðóïè G.

1) ßêùî G′ ⊂ H, òî H C G i G/H àáåëåâà.
2) ßêùî H C G, G/H àáåëåâà, òî G′ ⊂ H.

Âïðàâè
1. Ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà ïiäñòàíîâîê K4 = {e, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4),

(1 4)(2 3)} ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ çíàêîçìiííî¨ ãðóïè A4 4-ãî ñòå-
ïåíÿ. Öþ ïiäãðóïó íàçèâàþòü ÷åòâåðíîþ ãðóïîþ Êëÿéíà.

2. Âèÿñíèòè, ÿêi ïiäãðóïè íîðìàëüíî ïîðîäæóþòüñÿ â ñèìåòðè÷íié ãðóïi
S4 4-ãî ñòåïåíÿ êîæíîþ ç ìíîæèí M1 = {(1 2), (1 3 2 4)}, M2 =
= {e, (1 2 3), (1 3 2)}.

3. Íåõàé H � ïiäãðóïà ãðóïè G iíäåêñó [G : H] = 2. Ïîêàçàòè, ùî H

íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G.
4. Çíàéòè öåíòð òà êëàñè ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ çíàêîçìiííî¨ ãðóïè A4

4-ãî ñòåïåíÿ.
5. Çíàéòè êîìóòàíò ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn n-ãî ñòåïåíÿ.

�3. Ãîìîìîðôiçìè

Âiäîáðàæåííÿ f ãðóïè G â ãðóïó G∗ íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì,
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ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b ãðóïè G ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü f(ab) =
= f(a)f(b). ßäðîì ãîìîìîðôiçìà f : G → G∗ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

Ker f = {g ∈ G|f(g) = e∗},
äå e∗ � îäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè G∗. Îáðàçîì ãîìîìîðôiçìà f : G → G∗

íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà
f(G) = {f(g)|g ∈ G}.

Ïðè ãîìîìîðôiçìi f : G → G∗

1) f(e) = e∗;
2) f(a−1) = f(a)−1 (a ∈ G);
3) Ker f C G;
4) f(a)=f(b) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a Ker f = b Ker f (a, b ∈ G);
5) f � ií¹êòèâíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Ker f = {e};
6) äëÿ âñÿêî¨ ïiäãðóïè H ãðóïè G ¨¨ îáðàç f(H) = {f(h)|h ∈ H} ¹

ïiäãðóïîþ ãðóïè G∗.

Ãîìîìîðôiçì f ãðóïè G â ãðóïó G∗ íàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîðôiçìîì G

íà ãðóïó G∗ àáî åïiìîðôiçìîì, ÿêùî f(G) = G∗, òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíò b ãðóïè G∗ iñíó¹ åëåìåíò a ∈ G òàêèé, ùî f(a) = b. Ãîìî-
ìîðôiçì f ãðóïè G â ãðóïó G∗ íàçèâà¹òüñÿ ìîíîìîðôiçìîì, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíèõ ðiçíèõ åëåìåíòiâ a i b ãðóïè G (a 6= b) ¨õ îáðàçè ðiçíi, òîáòî
f(a) 6= f(b). Î÷åâèäíî, ãîìîìîðôiçì ¹ içîìîðôiçìîì, ÿêùî âií îäíî÷àñíî
¹ åïiìîðôiçìîì òà ìîíîìîðôiçìîì. Â ðàçi iñíóâàííÿ içîìîðôiçìó ãðóïè
G íà ãðóïó G∗ öi ãðóïè ¹ içîìîðôíèìè, ùî ïîçíà÷àþòü G ∼= G∗. Ëåãêî
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ∼= � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî âîíî ðåôëå-
êñèâíå (A ∼= A), ñèìåòðè÷íå (A ∼= B ⇒ B ∼= A) i òðàíçèòèâíå (A ∼= B,
B ∼= C ⇒ A ∼= C).

Iç îçíà÷åííÿ içîìîðôiçìó âèïëèâà¹, ùî içîìîðôíi ãðóïè ðiâíîïîòó-
æíi, çîêðåìà, ÿêùî ãðóïè ñêií÷åííi, òî ñêëàäàþòüñÿ ç îäíàêîâîãî ÷èñëà
åëåìåíòiâ. Içîìîðôíi ãðóïè ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ îäíà âiä äðóãî¨ òiëüêè
ïðèðîäîþ ñâî¨õ åëåìåíòiâ, ìîæëèâî, íàçâîþ ñâî¹¨ îïåðàöi¨ i ñèìâîëiêîþ
äëÿ ¨¨ ïîçíà÷åííÿ. Âîíè, ïðîòå, íå ðîçðiçíÿþòüñÿ ç òî÷êè çîðó âëàñòèâî-
ñòåé îïåðàöié � âñå, ùî ìîæå áóòè äîâåäåíî äëÿ äåÿêî¨ ãðóïè íà îñíîâi
âëàñòèâîñòåé ââåäåíî¨ íà íié îïåðàöi¨, àëå áåç âèêîðèñòàííÿ êîíêðåòíî¨
ïðèðîäè åëåìåíòiâ ãðóïè, àâòîìàòè÷íî ïåðåíîñèòüñÿ íà âñi ãðóïè içîìîð-
ôíi ç íåþ. Òàê, íàïðèêëàä, ãðóïà içîìîðôíà àáåëåâié ãðóïi ñàìà àáåëåâà.

Êðiì ãîìîìîðôiçìiâ, iíîäi ðîçãëÿäàþòü àíòèãîìîìîðôiçì, òîáòî òàêi
âiäîáðàæåííÿ f ãðóïè G â ãðóïó G∗, ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a i b ãðó-
ïè G ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü f(ab) = f(b)f(a). Àíàëîãi÷íî äî içîìîðôiçìó
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ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ àíòèiçîìîðôiçìó. Ïðè áóäü-ÿêîìó àíòèãîìîìîðôi-
çìi f : G → G∗ âèêîíóþòüñÿ àíàëîãi÷íi óìîâè, ùî é ïðè ãîìîìîðôiçìi,
çîêðåìà, f(e) = e∗, f(a−1) = f(a)−1 (a ∈ G).

Âiäîáðàæåííÿ f : G → G∗ âèçíà÷åíå çà ïðàâèëîì f(a) = e∗ ¹ îäíî-
÷àñíî i ãîìîìîðôiçìîì i àíòèãîìîìîðôiçìîì ãðóïè G â ãðóïó G∗, ÿêèé
íàçèâàþòü òðèâiàëüíèì. Ãîìîìîðôiçì ãðóïè G â ãðóïó G íàçèâà¹òüñÿ
åíäîìîðôiçìîì ãðóïè G, içîìîðôiçì � àâòîìîðôiçìîì.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ÿäðàìè ãîìîìîðôiçìiâ âè÷åðïóþòüñÿ âñi íîðìàëüíi ïiä-
ãðóïè â ãðóïi. Äiéñíî, íåõàé G � ãðóïà, H � ¨¨ íîðìàëüíà ïiäãðóïà, G/H

� ôàêòîð-ãðóïà ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ,
ùî âiäîáðàæåííÿ ϕ : G → G/H, ÿêå çàäàíå çà ïðàâèëîì ϕ(g) = gH,
¹ åïiìîðôiçì. Òàêèé åïiìîðôiçì íàçèâàþòü ïðèðîäíèì åïiìîðôiçìîì.
Î÷åâèäíî, ÿäðîì ïðèðîäíîãî åïiìîðôiçìó G → G/H ¹ ÿêðàç H.

Òåîðåìà 3.1 (Ïåðøà òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì). ßêùî f � ãîìîìîð-
ôiçì ãðóïè G ç ÿäðîì H, òî f(G) ∼= G/H. Áiëüø òîãî, ãîìîìîðôiçì
f ðiâíîñèëüíèé ïîñëiäîâíîìó âèêîíàííþ ïðèðîäíîãî åïiìîðôiçìó ϕ :
G → G/H, à ïîòiì äåÿêîãî içîìîðôiçìó τ : G/H → f(G).

G

ϕ !!CC
CC

CC
CC

C
f // f(G)

G/H

τ

;;vvvvvvvvv

Òåîðåìà 3.2 (Äðóãà òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì). ßêùî A i B � ïiäãðó-
ïè ãðóïè G, A C 〈A,B〉, òî 〈A,B〉 = A ·B, A ∩B C B i

〈A,B〉/A ∼= B/A ∩B.

Òåîðåìà 3.3 (Òðåòÿ òåîðåìà ïðî içîìîðôiçì). ßêùî H C G, A C G i
H � ïiäãðóïà ãðóïè A, òî A/H C G/H i

(G/H)/(A/H) ∼= G/A.

ßêùî G � ãðóïà, H � ¨¨ íîðìàëüíà ïiäãðóïà, òî ïîçíà÷èìî ÷åðåç
L(G,H) ñóêóïíiñòü âñiõ ïiäãðóï ãðóïè G, ùî ìiñòÿòü H. Çîêðåìà,
L(G, {e}) � ñóêóïíiñòü âñiõ ïiäãðóï ãðóïè G. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ïðî
âiäïîâiäíiñòü ïiäãðóï ïðè ãîìîìîðôiçìi.

Òåîðåìà 3.4 (Òåîðåìà ïðî âiäïîâiäíiñòü ïiäãðóï ïðè ãîìîìîðôiçìi).
ßêùî çàäàíèé ïðèðîäíèé åïiìîðôiçì ϕ : G → G/H, òî âèíèêà¹ âiä-
îáðàæåííÿ ψ : L(G,H) → L(G/H, {H}), ÿêå çiñòàâëÿ¹ ïiäãðóïàì ç
L(G,H) ¨õ îáðàçè âiäíîñíî ϕ. Âiäîáðàæåííÿ ψ ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèì
âiäîáðàæåííÿì. ßêùî A, B � ïiäãðóïè ç L(G,H), òî âîíè cïðÿæåíi â
G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ îáðàçè A, B cïðÿæåíi â G/H. Çîêðåìà,
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A íîðìàëüíà â G òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A íîðìàëüíà â G/H.
Òåîðåìà 3.5 (Òåîðåìà Êåëi). Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó

n. Òîäi ãðóïà G içîìîðôíà äåÿêié ïiäãðóïi ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn n-ãî
ñòåïåíÿ.

Äîáóòêîì ϕψ âiäîáðàæåíü ϕ òà ψ ãðóïè G â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ âiä-
îáðàæåííÿ, ùî ïîëÿãà¹ â ïîñëiäîâíîìó âèêîíàííi ñïî÷àòêó ψ à ïîòiì ϕ.
Òîáòî, ϕψ(g) = ϕ(ψ(g)) äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà g ãðóïè G. Ïîçíà÷è-
ìî ìíîæèíó âñiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G ÷åðåç Aut G. Ìíîæèíà Aut G

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ãðóïó âiäíîñíî ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü, ÿêó íàçèâàþòü
ãðóïîþ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G.

Äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà a ãðóïè G âiäîáðàæåííÿ Ia : G → G, ÿêå çà-
äàíå çà ïðàâèëîì Ia(g) = ga, ¹ àâòîìîðôiçìîì ãðóïè G, ÿêèé íàçèâàþòü
âíóòðiøíiì àâòîìîðôiçìîì ãðóïè G, ïîðîäæåíèì åëåìåíòîì a. Ëåãêî
ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ a, b ∈ G, ϕ ∈ Aut G

1) IaIb = Iba;
2) Ia−1 = Ia

−1;
3) ϕ−1Iaϕ = Iϕ−1(a).

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Inn G âñiõ âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðó-
ïè G ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ãðóïè Aut G, ÿêó íàçèâàþòü ãðóïîþ âíó-
òðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G: Inn GCAut G. Àâòîìîðôiçì ãðóïè G,
ÿêèé íå ¹ âíóòðiøíiì, íàçèâàþòü çîâíiøíiì, à ãðóïó

Out = Aut G/ Inn G

íàçèâàþòü ãðóïîþ çîâíiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ. Î÷åâèäíî, äëÿ àáåëåâî¨ ãðó-
ïè G ãðóïà Out G òà Aut G ñóìiùàþòüñÿ.

Âëàñòèâiñòü 1) ïîêàçó¹, ùî âiäîáðàæåííÿ G → Inn G, ùî ñòàâèòü êî-
æíîìó åëåìåíòó g ãðóïè G âíóòðiøíié àâòîìîðôiçì Ig ãðóïè G, ¹ àíòè-
ãîìîìîðôiçìîì. ßäðî öüîãî àíòèãîìîìîðôiçìó ñêëàäà¹òüñÿ ç òèõ åëå-
ìåíòiâ g ãðóïè G, äëÿ ÿêèõ xg = x, x ∈ G, òîáòî ñóìiùà¹òüñÿ ç öåíòðîì
Z(G) ãðóïè G. Çâiäñè îäåðæèìî, ùî ãðóïè Inn G òà G/Z(G) àíòèiçîìîð-
ôíi.

Íåõàé α � âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè M ó ìíîæèíó L, N � äåÿêà ïiä-
ìíîæèíà ìíîæèíè M . Ðîçãëÿíóâøè äiþ âiäîáðàæåííÿ α òiëüêè íà åëå-
ìåíòàõ ìíîæèíè N , îäåðæèìî âiäîáðàæåííÿ α|N ìíîæèíè N ó ìíîæèíó
L, ÿêå íàçèâàþòü çâóæåííÿì âiäîáðàæåííÿ α íà ìíîæèíó N .

Ìíîæèíà S(G) âñiõ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü ãðóïè G íà ñåáå
âiäíîñíî ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü áóäå, î÷åâèäíî, ãðóïîþ. Ìè îäåðæèìî
òàêîæ ìîíîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ ãðóïè G â ãðóïó S(G), ÿêùî êîæíî-
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ìó åëåìåíòó a öi¹¨ ãðóïè ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü âiäîáðàæåííÿ a, ùî
ïåðåâîäèòü âñÿêèé åëåìåíò x ãðóïè G â åëåìåíò ax. Ïiäãðóïà G ãðóïè
S(G), íà ÿêó ãðóïà G öèì øëÿõîì içîìîðôíî âiäîáðàçèòüñÿ, ìîæå ââà-
æàòèñÿ òîòîæíîþ ç ñàìîþ ãðóïîþ G. Íîðìàëiçàòîð Hol G ïiäãðóïè G â
ãðóïi S(G) íàçèâà¹òüñÿ ãîëîìîðôîì ãðóïè G.

Ç âèçíà÷åííÿ íîðìàëiçàòîðà âèïëèâà¹, ùî ãðóïà Hol G ìiñòèòü G ÿê
íîðìàëüíó ïiäãðóïó. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî âñi àâòîìîðôiçìè ãðóïè G ¹
çâóæåííÿìè âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè Hol G.

Ãðóïà íàçèâà¹òüñÿ äîñêîíàëîþ, ÿêùî âîíà áåç öåíòðó i âñÿêèé ¨¨ àâòî-
ìîðôiçì ¹ âíóòðiøíiì. Äîñêîíàëà ãðóïà àíòèiçîìîðôíà, îòæå, ç ãðóïîþ
âñiõ ñâî¨õ àâòîìîðôiçìiâ.

Òåîðåìà 3.6 (Òåîðåìà Ãåëüäåðà). Ñèìåòðè÷íà ãðóïà Sn ñòåïåíÿ n >

> 3 i n 6= 6 ¹ äîñêîíàëîþ.
Íåõàé äàíî ãðóïè A i B i êîæíîìó åëåìåíòó a ∈ A âiäïîâiäà¹ àâòî-

ìîðôiçì ϕa ãðóïè B, òàê, ùî âiäïîâiäíiñòü a → ϕa ¹ àíòèãîìîìîðôiçìîì
ãðóïè A â ãðóïó Aut B. Ìíîæèíà

AnB = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}
âiäíîñíî îïåðàöi¨

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2, ϕa2
(b1)b2)

óòâîðþ¹ ãðóïó, ÿêó íàçèâàþòü íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì ãðóïè A íà ãðóïó
B.

Òåîðåìà 3.7. Ãðóïà G içîìîðôíà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó ñâî¹¨ ïiä-
ãðóïè A íà ñâîþ ïiäãðóïó B, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) B C G;
2) G = A ·B;
3) A ∩B = {e}.

Âïðàâè
1. Íåõàé Cn � àáñòðàêòíà öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n. Çîáðàçèòè ãðóïó

C5 = 〈a〉 ÿê ãðóïó ïiäñòàíîâîê.
2. Äîâåñòè, ùî Aut(K4) ∼= S3.
3. Îïèñàòè ãðóïó Aut(C10).
4. Äîâåñòè, ùî Hol G ∼= Aut GnG.
5. Äîâåñòè, ùî

HolZ+ ∼=
{(

1 β

0 α

)∣∣∣∣ α ∈ Z∗, β ∈ Z
}

.
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�4. Âiëüíi ãðóïè. Âèçíà÷àëüíi
ñïiââiäíîøåííÿ

Íåõàé äàíà äåÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà M ñèìâîëiâ xα, xβ, xγ, . . . Äî-
ìîâèìîñÿ ïîçíà÷àòè öi ñèìâîëè òàêîæ ÷åðåç x+1

α , x+1
β , x+1

γ , . . . i ââàæà-
òèìåìî, ùî öèì ñèìâîëàì âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî âiäïîâiäàþòü äåÿêi íîâi
ñèìâîëè x−1

α , x−1
β , x−1

γ , . . . Âèðàç
w = xε1

α1
xε2

α2
. . . xεn

αn
(εi = ±1, i = 1, 2, . . . , n), (4.1)

òîáòî âïîðÿäêîâàíà ñèñòåìà ç ñêií÷åííîãî ÷èñëà ñèìâîëiâ âèãëÿäó x+1
α

i x−1
β (êîæíèé ç ñèìâîëiâ, ùî âõîäÿòü ó âèðàç (4.1), ìîæå çóñòði÷àòèñÿ

â íüîìó êiëüêà ðàçiâ), íàçèâàòèìåòüñÿ ñëîâîì, ÿêùî íiäå â (4.1) íå çó-
ñòði÷àþòüñÿ ïîðÿä ÿêèé-íåáóäü ñèìâîë x+1

α i âiäïîâiäíèé éîìó ñèìâîë
x−1

α . ×èñëî n íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ ñëîâà w i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç l(w).
Ïðè áóäü-ÿêié íåïîðîæíié ìíîæèíi M ìîæíà óòâîðèòè, î÷åâèäíî, ñëîâà
áóäü-ÿêî¨ äîâæèíè. Ñëîâàìè äîâæèíè 1 áóäóòü ñàìi ñèìâîëè xα i x−1

α , i
ëèøå âîíè. Äî ÷èñëà ñëiâ ìè ïðè¹äíó¹ìî òàêîæ ïîðîæí¹ ñëîâî w0, ùî
íå ìiñòèòü æîäíîãî ñèìâîëó; l(w0) = 0. Ìíîæèíà âñiõ ñëiâ, ÿêi ìîæóòü
áóòè çàïèñàíi çà äîïîìîãîþ íàøîãî çàïàñó ñèìâîëiâ, ñòà¹ ãðóïîþ, ÿêùî
òàê âèçíà÷èòè îïåðàöiþ: ÿêùî äàíi ñëîâà

w1 = xε1
α1

xε2
α2

. . . xεn
αn

(εi = ±1, i = 1, 2, . . . , n), (4.2)
w2 = xδ1

β1
xδ2

β2
. . . xδm

βm
(δj = ±1, j = 1, 2, . . . , m)

i ðiâíîñòi
αn−i+1 = βi i εn−i+1 + δi = 0,

ÿêi âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ i, 1 6 i 6 k, äå k çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi 0 6 k 6
6 min(n,m), àëå ïðè k < min(n,m) àáî αn−k 6= βk+1, àáî æ, ïðè αn−k =
= βk+1 ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü εn−k = δk+1, òî ïîêëàäåìî

w1w2 = xε1
α1

xε2
α2

. . . xεn−k
αn−k

x
δk+1

βk+1
x

δk+2

βk+2
. . . xδm

βm
.

iíøèìè ñëîâàìè, äëÿ îòðèìàííÿ äîáóòêó w1w2 ïîòðiáíî ñëîâî w2 íàïè-
ñàòè áåçïîñåðåäíüî çà ñëîâîì w1; ÿêùî îäåðæàíèé òàêèì øëÿõîì âèðàç

w1w2 = xε1
α1

xε2
α2

. . . xεn
αn

xδ1

β1
xδ2

β2
. . . xδm

βm
. (4.3)

áóäå ñëîâîì, òîáòî ÿêùî ñèìâîëè xαn
i xβ1

àáî ðiçíi, àáî æ îäíàêîâi, àëå
âîëîäiþòü â öüîìó âèïàäêó îäíàêîâèìè ïîêàçíèêàìè, òî äîáóòîê w1w2

îäåðæàíèé. Iíàêøå íåîáõiäíî âèêîíàòè ó âèðàçi (4.3) äåêiëüêà ñêîðî÷åíü,
òîáòî ïîñëiäîâíî âèäàëèòè ïàðè, ùî ñòîÿòü ïîðó÷, îäíàêîâèõ ñèìâîëiâ ç
ïðîòèëåæíèìè ïîêàçíèêàìè. Çðîçóìiëî, ùî ïðè âèêîíàííi öèõ ñêîðî÷åíü
ñèìâîëè, ùî ñòàíîâëÿòü îäèí ç ìíîæíèêiâ w1, w2 àáî íàâiòü îáèäâà,
ìîæóòü âèïàäêîâî âèÿâèòèñÿ ïîâíiñòþ çíèùåíèìè.

Ðîëü îäèíèöi ïðè òàêîìó âèçíà÷åííi ìíîæåííÿ ñëiâ ãðà¹, î÷åâèäíî,
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ïîðîæí¹ ñëîâî w0. Îáåðíåíèì äëÿ ñëîâà (4.2) áóäå ñëîâî
w−1

1 = x−εn
αn

. . . x−ε2
α2

x−ε1
α1

.

Çîêðåìà, îáåðíåíèì äî ñèìâîëà xα áóäå ñèìâîë x−1
α .

Ãðóïà ñëiâ, ñêëàäåíèõ ç ñèìâîëiâ, ùî âõîäÿòü â ìíîæèíó M, i ñèìâî-
ëiâ, äî íèõ îáåðíåíèõ íàçèâà¹òüñÿ âiëüíîþ ãðóïîþ, ÿêà âiëüíî ïîðîäæåíà
ìíîæèíîþ M. Âîíà öiëêîì âèçíà÷à¹òüñÿ, î÷åâèäíî, çàäàííÿì ïîòóæíî-
ñòi ìíîæèíè M i íå çàëåæèòü íi âiä ÿêèõ iíäèâiäóàëüíèõ âëàñòèâîñòåé
åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè. Íàçâåìî ðàíãîì âiëüíî¨ ãðóïè, ïîáóäîâàíî¨ çà
äîïîìîãîþ ìíîæèíè M, ïîòóæíiñòü öi¹¨ ìíîæèíè (òîáòî ÷èñëî éîãî åëå-
ìåíòiâ, ÿêùî öå ÷èñëî ñêií÷åííå).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ âiëüíî¨ ãðóïè ìàþòü ìiñöå âëà-
ñòèâîñòi.
1) Âiëüíà ãðóïà ðàíãó 1 áóäå íåñêií÷åííîþ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ.
2) Âñÿêà âiëüíà ãðóïà, ðàíã ÿêî¨ áiëüøå îäèíèöi, íåêîìóòàòèâíà.
3) Âñi åëåìåíòè âiëüíî¨ ãðóïè, îêðiì îäèíèöi, ìàþòü íåñêií÷åííèé ïî-

ðÿäîê.
Íåõàé äàíà äîâiëüíà ãðóïà G i M ¹ äåÿêà ñèñòåìà òâiðíèõ äëÿ öi-

¹¨ ãðóïè; åëåìåíòè ç M ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç aα, aβ, aγ, . . . Ðîçãëÿíåìî
âiëüíó ãðóïó W , ñèñòåìà âiëüíèõ òâiðíèõ M ÿêî¨ ìà¹ òàêó æ ïîòóæíiñòü,
ÿê ìíîæèíà M . Ìiæ åëåìåíòàìè ç M i óçÿòèìè íàìè âiëüíèìè òâiðíè-
ìè ãðóïè W âñòàíîâëþ¹ìî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü, ïðè÷îìó
òâiðíèé åëåìåíò ãðóïè W , ùî âiäïîâiäà¹ åëåìåíòó aα ç Ì, äîìîâèìîñÿ
ïîçíà÷àòè ÷åðåç xα. Âiäîáðàæåííÿ, ùî ïåðåâîäèòü åëåìåíò xα, ç W ó
âiäïîâiäíèé éîìó åëåìåíò aα ç G i âçàãàëi åëåìåíò

w = xε1
α1

xε2
α2

. . . xεn
αn

(εi = ±1, i = 1, 2, . . . , n) (4.4)
ó åëåìåíò ãðóïè G, ùî ðiâíèé äîáóòêó

w = aε1
α1

aε2
α2

. . . aεn
αn

, (4.5)
áóäå ãîìîìîðôíèì âiäîáðàæåííÿì ãðóïè W íà âñþ ãðóïó G. Çâiäñè,
çà òåîðåìîþ ïðî ãîìîìîðôiçìè, âèïëèâà¹, ùî G ∼= W/H äëÿ äåÿêî¨
íîðìàëüíî¨ ïiäãðóïè H ãðóïè W . Îòæå, ìà¹ ìiñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 4.1. Âñÿêà ãðóïà içîìîðôíà ôàêòîð-ãðóïi äåÿêî¨ âiëüíî¨
ãðóïè.

Çàóâàæèìî, ùî íîðìàëüíà ïiäãðóïà H ãðóïè W ñêëàäåíèé ç òèõ i
ëèøå òèõ ñëiâ âèãëÿäó (4.4), âiäïîâiäíi ÿêèì äîáóòêè (4.5) ðiâíi â ãðóïi
G îäèíèöi. Îòæå, âñÿêà ãðóïà ç ñêií÷åííèì ÷èñëîì òâiðíèõ ¹ ôàêòîð-
ãðóïîþ âiëüíî¨ ãðóïè ñêií÷åííîãî ðàíãó. Òî÷íiøå, âñÿêà ãðóïà ç n òâið-
íèìè ¹ ôàêòîð-ãðóïà âiëüíî¨ ãðóïè ðàíãó n. Íåõàé äàíà äîâiëüíà ãðóïà
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G, ÿêà ïîäàíà ó âèãëÿäi ôàêòîð-ãðóïè äåÿêî¨ âiëüíî¨ ãðóïè W çà íîð-
ìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H. Çíîâó, ÿêùî xα, xβ, xγ, . . . � âiëüíi òâiðíi ãðóïè
W , òî âiäïîâiäíi ¨ì ïðè ïðèðîäíîìó ãîìîìîðôiçìi åëåìåíòè ç G ïîçíà-
÷àòèìåìî ÷åðåç aα, aβ, aγ, . . . à ìíîæèíà âñiõ öèõ åëåìåíòiâ (ñåðåä ÿêèõ
ìîæóòü âèÿâèòèñÿ, çâè÷àéíî, i ðiâíi) � ÷åðåç M . Íåõàé ñëîâî

xε1
α1

xε2
α2

. . . xεn
αn

, (εi = ±1, i = 1, 2, . . . , n),

¹ äîâiëüíèé åëåìåíò ç H. Éîìó âiäïîâiäà¹ â ãðóïi G ðiâíiñòü
aε1

α1
aε2

α2
. . . aεn

αn
= 1,

ÿêó íàçèâàòèìåìî ñïiââiäíîøåííÿì, ùî çâ'ÿçó¹ â ãðóïi G åëåìåíòè ìíî-
æèíè M .

Âèáèðà¹ìî â H òàêó ïiäìíîæèíó N, ùî ïiäãðóïà íîðìàëüíî ïîðîäæå-
íà â ãðóïi W öi¹þ ïiäìíîæèíîþ, ñóìiùà¹òüñÿ ç H. Ñèñòåìà ñïiââiäíî-
øåíü, ùî âiäïîâiäàþòü ñëîâàì, ùî âõîäÿòü â N, íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ
âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü ãðóïè G. Âñi ñïiââiäíîøåííÿ, ùî çâ'ÿçóþòü
â ãðóïi G åëåìåíòè ç M , ìîæóòü ââàæàòèñÿ íàñëiäêàìè âèçíà÷àëüíèõ
ñïiââiäíîøåíü, îñêiëüêè âñÿêèé åëåìåíò ç H ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó âèã-
ëÿäi äîáóòêó ñòåïåíiâ åëåìåíòiâ ç N i ñòåïåíiâ åëåìåíòiâ, ÿêi ñïðÿæåíi ç
åëåìåíòàìè ìíîæèíè N.

Ðiâíiñòü
G = 〈M | {w = e|w ∈ N}〉

íàçèâàþòü âèçíà÷åííÿì ãðóïè ÷åðåç òâiðíi åëåìåíòè òà âèçíà÷àëüíi
ñïiââiäíîøåííÿ. Ïðè òàêîìó âèçíà÷åíi ÷àñòî ñïiââiäíîøåííÿ çàïèñóþòü
ó âèãëÿäi a = b, ÿêå çàìiíþ¹ ñïiââiäíîøåííÿ ab−1 = e ÷è ñïiââiäíîøå-
ííÿ b−1a = e. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a òà b ãðóïè G

iñíóþòü ñïðÿæåíi â ãðóïi W ïðîîáðàçè åëåìåíòiâ ab−1 òà b−1a ïðè ãîìî-
ìîðôiçìi w → w, îòæå, âîíè îäíî÷àñíî ëåæàòü â íîðìàëüíié ïiäãðóïi N

àáî îäíî÷àñíî íå ëåæàòü â íié.

Òåîðåìà 4.2 (Òåîðåìà Äiêà). ßêùî ãðóïà G çàäà¹òüñÿ äåÿêîþ ñè-
ñòåìîþ âèçíà÷àëüíèõ ñïiââiäíîøåíü, à ãðóïà G∗ çàäà¹òüñÿ ùîäî òèõ
æå ñèìâîëiâ êðiì öèõ ñïiââiäíîøåíü ùå äåÿêèìè iíøèìè, òî ãðóïà G∗

içîìîðôíà ôàêòîð-ãðóïi ãðóïè G.

Íåõàé H � ïiäãðóïà äîâiëüíî¨ ãðóïè G. Çàôiêñó¹ìî â êîæíîìó ïðà-
âîìó ñóìiæíîìó êëàñi ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H ïî ïðåäñòàâíèêó. Äëÿ
ïiäãðóïè H âèáèðà¹ìî ïðåäñòàâíèêîì e. Âiäîáðàæåííÿ ãðóïè G ó ãðóïó
G, ÿêå áóäü-ÿêîìó åëåìåíòó ïðàâîãî ñóìiæíîãî êëàñó uH ñòàâèòü ó âiä-
ïîâiäíiñòü îäèí i òîé æå ôiêñîâàíèé ïðåäñòàâíèê öüîãî êëàñó u i, êðiì
òîãî, e = e, íàçèâà¹òüñÿ ïðàâîþ âèáèðàþ÷îþ ôóíêöi¹þ ãðóïè G çà ïiä-
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ãðóïîþ H. Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿþòüñÿ âëàñòèâîñòi öi¹¨ ôóíêöi¨:

1) u = u (u ∈ G);
2) uv = uv (u, v ∈ G).

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé ãðóïè G ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíîþ M , H �
ïiäãðóïà ãðóïè G i u → u � ôóíêöiÿ, ùî âèáèðà¹ ïðàâi ïðåäñòàâíèêè
ãðóïè G çà ïiäãðóïîþ H, S � ìíîæèíà âèáðàíèõ ïðåäñòàâíèêiâ. Òîäi
H = 〈sxsx

−1|s ∈ S, x ∈ M〉.
Íàñëiäîê 4.1. Ïiäãðóïà ñêií÷åííîãî iíäåêñó â ñêií÷åííî ïîðîäæåíié

ãðóïi ñàìà ñêií÷åííî ïîðîäæåíà.
Íåõàé âiëüíà ãðóïà ïîðîäæåíà íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ M. Ñëîâî

w = xε1
α1

xε2
α2

. . . xεk
αk

íàçèâàþòü ïî÷àòêîâèì âiäðiçêîì ñëîâà
w = xε1

α1
xε2

α2
. . . xεk

αk
. . . xεn

αn
,

äå αi ∈ M, εi = ±1 (i = 1, 2, . . . , n), 0 ≤ k < n. Ìíîæèíà ñëiâ âiëüíî¨
ãðóïè íàçèâà¹òüñÿ øðà¹ðiâñüêîþ ñèñòåìîþ, ÿêùî ç êîæíèì ñëîâîì âîíà
ìiñòèòü âñi éîãî ïî÷àòêîâi âiäðiçêè.

Òåîðåìà 4.4 (Òåîðåìà Íiëüñåíà � Øðà¹ðà). Íåõàé M � äîâiëü-
íà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà ñèìâîëiâ, H � äîâiëüíà íåòðèâiàëüíà ïiäãðó-
ïà âiëüíî¨ ãðóïè F âiëüíî ïîðîäæåíî¨ ìíîæèíîþ M. Iñíó¹ ïðèíàéì-
íi îäíà øðà¹ðiâñüêà ñèñòåìà ïðåäñòàâíèêiâ ãðóïè F çà ïiäãðóïîþ H.
ßêùî u → u � âiäïîâiäíà ¨é âèáèðàþ÷à ôóíêöiÿ, òî H âiëüíî ïîðî-
äæó¹òüñÿ íåîäèíè÷íèìè åëåìåíòàìè sxsx

−1, äå s ïðîáiãà¹ ìíîæèíó
âèáðàíèõ ïðåäñòàâíèêiâ, à x ïðîáiãà¹ M.

Âïðàâè
1. Çàäàòè çíàêîçìiííó ãðóïó A4 ñòåïåíÿ 4 ÷åðåç òâiðíi åëåìåíòè i âèçíà-

÷àëüíi ñïiââiäíîøåííÿ.
2. Ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæèíà îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü ïëîùèíè, ÿêi

äàíó ïëîñêó ôiãóðó F ïåðåâîäÿòü ó ñåáå óòâîðþ¹ ãðóïó, ÿêó íàçè-
âàþòü ãðóïîþ ñàìîñóìiùåíü ôiãóðè F . Çàäàòè ãðóïó ñàìîñóìiùåíü
ðîìáà, ùî íå ¹ êâàäðàòîì, ÷åðåç òâiðíi åëåìåíòè i âèçíà÷àëüíi ñïiâ-
âiäíîøåííÿ.

3. Ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìíîæèíà Q8 êâàäðàòíèõ ìàòðèöü: ±E, ±I, ±J , ±K

ïîðÿäêó 2 ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè, äå
I =

(
i 0
0 −i

)
, J =

(
0 1

−1 0

)
,
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K = IJ , E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, óòâîðþ¹ ãðóïó âiä-
íîñíî ìíîæåííÿ ìàòðèöü. �¨ íàçèâàþòü ãðóïîþ êâàòåðíiîíiâ. Çàäàòè
Q8 ÷åðåç òâiðíi åëåìåíòè i âèçíà÷àëüíi ñïiââiäíîøåííÿ.

4. Íåõàé íàòóðàëüíå ÷èñëî n > 2. Äîâåñòè, ùî ãðóïà äiåäðà D2n =
= 〈a, b | an = b2 = e, b−1ab = a−1〉 ìà¹ ïîðÿäîê 2n i içîìîðôíà
ãðóïi ñàìîñóìiùåíü ïðàâèëüíîãî n-êóòíèêà.

5. Çíàéòè öåíòð òà êëàñè ñïðÿæåíèõ åëåìåíòiâ ãðóïè äiåäðà D8 = 〈a, b |
a4 = b2 = e, b−1ab = a−1〉 8-ãî ïîðÿäêó.

�5. Ïðÿìi äîáóòêè òà íîðìàëüíi ðÿäè
Òåîðiÿ ãðóï ìà¹ íà îçáðî¹ííi ðiçíîìàíiòíi êîíñòðóêöi¨, ùî ãåíåðó¹ iç

çàäàíèõ ãðóï íîâi ãðóïè. Îäíà ç íàéïðîñòiøèõ, àëå âàæëèâèõ êîíñòðó-
êöié ïîëÿãà¹ â òàêîìó. Íåõàé G1, G2, . . . , Gm � ãðóïè. Ëåãêî ïåðåâiðèòè,
ùî ìíîæèíà G = G1×G2× · · ·×Gm âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé (g1, g2, . . . , gm),
gα ∈ Gα, ç ïîêîìïîíåíòíèì ìíîæåííÿì

(g1, g2, . . . , gm) · (g′1, g′2, . . . , g′m) = (g1g
′
1, g2g

′
2, . . . , gmg′m)

¹ ãðóïîþ. �¨ íàçèâàþòü äåêàðòîâèì äîáóòêîì ãðóï Gα, à ñàìi Gα ��
éîãî ìíîæíèêàìè. Öå ïîíÿòòÿ ëåãêå ïîøèðþ¹òüñÿ íà âèïàäîê äîâiëüíî¨
ñóêóïíîñòi ìíîæíèêiâ Gα, α ∈ I. À ñàìå, ïîçíà÷èìî ÷åðåç

G =
∏

α∈I

Gα

ìíîæèíó ôóíêöié
f : I →

⋃

α∈I

Gα

ïðè óìîâi, ùî f(α) ∈ Gα äëÿ áóäü-ÿêîãî α ∈ I. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
ìíîæèíà G ç ìíîæåííÿì çà ïðàâèëîì (fg)(α) = f(α)g(α) ¹ ãðóïîþ; âîíà
i íàçèâà¹òüñÿ äåêàðòîâèì äîáóòêîì ãðóï Gα. Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f ó òî÷öi
α íàçèâà¹òüñÿ ïðîåêöi¹þ àáî êîìïîíåíòîþ åëåìåíòà f â ìíîæíèêó Gα.
Ìíîæèíà

supp(f) = {α|α ∈ I, f(α) 6= e}
íàçèâà¹òüñÿ íîñi¹ì àáî ñóïîðòîì ôóíêöi¨ f .

ßñíî, ùî ìíîæèíà ôóíêöié ç ñêií÷åííèìè íîñiÿìè ç äåêàðòîâîãî äî-
áóòêó ãðóï Gα ñàìà ¹ ãðóïîþ âiäíîñíî ìíîæåííÿ ôóíêöié. Öÿ ãðóïà
íàçèâà¹òüñÿ ïðÿìèì äîáóòêîì ãðóï Gα i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç∏

α∈I

Gα.

Î÷åâèäíî, äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ìíîæíèêiâ ïðÿìèé i äåêàðòîâèé äîáó-
òîê ñóìiùàþòüñÿ.
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ßêùî àíòèãîìîìîðôiçì ãðóïè A â ãðóïó àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè B, ÿêèé
âèçíà÷à¹ íàïiâïðÿìèé äîáóòîê AnB ãðóïè A íà ãðóïó B, ¹ òðèâiàëüíèì,
òî íàïiâïðÿìèé äîáóòîê ãðóïè AnB ¹ ïðÿìèì.

Òåîðåìà 5.1. Ãðóïà G içîìîðôíà ïðÿìîìó äîáóòêó ñâî¨õ ïiäãðóï A

òà B, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) A, B / G;
2) G = A ·B;
3) A ∩B = {e}.
Ïðè àäèòèâíîìó çàïèñi ãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ çàìiñòü äîáóòêiâ ãîâîðÿòü

ïðî ñóìè, çàìiñòü ìíîæíèêiâ � ïðî äîäàíêè i ïèøóòü:
G = G1 ⊕G2 ⊕ · · · ⊕Gm, G =

∑

α∈I

Gα, G =
∑

α∈I

Gα.

Ëàíöþæîê
{e} = G0 ⊂ G1 ⊂ G2 ⊂ . . . ⊂ Gn = G (5.1)

âêëàäåíèõ îäèí â îäíîãî íîðìàëüíèõ ïiäãðóï ãðóïè G íàçèâàþòü íîð-
ìàëüíèì ðÿäîì ãðóïè G. Íàïðèêëàä, áóäü-ÿêèé ëàíöþæîê âêëàäåíèõ
îäèí â îäíîãî ïiäãðóï àáåëåâî¨ ãðóïè áóäå â íié íîðìàëüíèì ðÿäîì. Ðÿä
(5.1) íàçèâà¹òüñÿ ñóáíîðìàëüíèì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ñëàáêiøà óìîâà: êî-
æåí éîãî ÷ëåí êðiì îñòàííüîãî ¹ íîðìàëüíà ïiäãðóïà íàñòóïíîãî ÷ëåíà,
òîáòî Gi−1 C Gi äëÿ i = 1, 2, . . . , n. ×ëåíè ñóáíîðìàëüíèõ ðÿäiâ íàçè-
âàþòüñÿ ñóáíîðìàëüíèìè ïiäãðóïàìè (ÿêùî ïiäãðóïà H ñóáíîðìàëüíà â
G, òî ïèøóòü H CCG). Ôàêòîð-ãðóïè Gi/Gi−1 íàçèâàþòüñÿ ôàêòîðàìè,
à ÷èñëî n � äîâæèíîþ ðÿäó (5.1). Î÷åâèäíî, òiëüêè òðèâiàëüíà ãðóïà
âîëîäi¹ íîðìàëüíèì (ñóáíîðìàëüíèì) ðÿäîì äîâæèíè 0.

Ãîâîðÿòü, ùî ãðóïà G ¹ ðîçøèðåííÿì ãðóïè A çà äîïîìîãîþ ãðóïè B,
ÿêùî â G iñíó¹ òàêà íîðìàëüíà ïiäãðóïà H, ùî H ∼= A, G/H ∼= B. Ó
öüîìó çíà÷åííi ôàêòîðè ñóáíîðìàëüíîãî ðÿäó � öå òi áóäiâåëüíi áëîêè,
ç ÿêèõ øëÿõîì ïîñëiäîâíèõ ðîçøèðåíü ìîæíà çiáðàòè âñþ ãðóïó. ßêùî
ãðóïà G = A n B, òî G/B = A · B/B ∼= B/A ∩ B = A/{e} ∼= A. Îòæå,
ãðóïà AnB ¹ ðîçøèðåííÿì ãðóïè B çà äîïîìîãîþ ãðóïè A.

Cóáíîðìàëüíèé ðÿä ç öèêëi÷íèìè ôàêòîðàìè íàçèâà¹òüñÿ ïîëiöèê-
ëi÷íèì, à ãðóïà ç òàêèì ðÿäîì � ïîëiöèêëi÷íîþ ãðóïîþ. Ïiäãðóïè i
ôàêòîð-ãðóïè ïîëiöèêëi÷íî¨ ãðóïè � ïîëiöèêëi÷íi.

Âñòàíîâèòè çâ'ÿçêè ìiæ ôàêòîðàìè ñóáíîðìàëüíèõ ðÿäiâ äîçâîëÿ¹ ëå-
ìà Öàñåíõàóçà:

Òåîðåìà 5.2 (Ëåìà Öàñåíõàóçà). ßêùî â ãðóïi G äàíi ïiäãðóïè A, A∗,
B i B∗ i A∗CA, B∗CB, òî A∗(A∩B∗)CA∗(A∩B), B∗(B∩A∗)CB∗(B∩A),
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à âiäïîâiäíi ôàêòîð-ãðóïè içîìîðôíi:
A∗(A ∩B)/A∗(A ∩B∗) ∼= B∗(B ∩ A)/B∗(B ∩ A∗).

Äâà ñóáíîðìàëüíi (íîðìàëüíi) ðÿäè ãðóïè íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè,
ÿêùî âîíè ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó i ìiæ ¨õ ôàêòîðàìè iñíó¹ âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, ïðè ÿêié âiäïîâiäíi ôàêòîðè içîìîðôíi. ßêùî
îäèí ç ñóáíîðìàëüíèõ (íîðìàëüíèõ) ðÿäiâ ìiñòèòü âñi ÷ëåíè iíøîãî âðà-
õîâóþ÷è ÷èñëî âõîäæåíü îäíîãî i òîãî æ ÷ëåíà, òî ïåðøèé ðÿä íàçèâà¹-
òüñÿ óùiëüíåííÿì äðóãîãî.

Òåîðåìà 5.3 (Òåîðåìà Øðàéåðà ïðî ðÿäè). Áóäü-ÿêi äâà ñóáíîðìàëü-
íi (íîðìàëüíi) ðÿäè ãðóïè âîëîäiþòü içîìîðôíèìè ñóáíîðìàëüíèìè (íîð-
ìàëüíèìè) óùiëüíåííÿìè.

Ñóáíîðìàëüíèé (íîðìàëüíèé) ðÿä ãðóïè áåç ïîâòîðåííÿ ÷ëåíiâ íàçè-
âà¹òüñÿ êîìïîçèöiéíèì (ãîëîâíèì), ÿêùî éîãî íå ìîæíà óùiëüíèòè áåç
ïîâòîðåííÿ ÷ëåíiâ.

Òåîðåìà 5.4. Ñóáíîðìàëüíèé ðÿä ãðóïè ¹ êîìïîçèöiéíèì òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè éîãî ôàêòîðè ¹ íåòðèâiàëüíèìè ïðîñòèìè ãðóïàìè.

Òåîðåìà 5.5 (Òåîðåìà Æîðäàíà � Ãåëüäåðà). Áóäü-ÿêi äâà êîìïîçè-
öiéíi (ãîëîâíi) ðÿäè içîìîðôíi.

Âïðàâè
1. Íåõàé A, B � ãðóïè. Ïîêàçàòè, ùî (A × B)′ = A′ × B′, Z(A × B) =

= Z(A)× Z(B).
2. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà G içîìîðôíà ïðÿìîìó äîáóòêó ñâî¨õ ïiäãðóï G1,

G2, . . . , Gn , ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:
1) Gi / G (i = 1, 2, . . . , n);
2) G = G1 ·G2 . . . Gn;
3) (G1 ·G2 . . . Gi) ∩Gi+1 = {e} (i = 1, 2, . . . , n− 1).

3. Äîâåäiòü, ùî êîæíà ãðóïà G ïîðÿäêó p2, äå p � ïðîñòå ÷èñëî, àáî
öèêëi÷íà, àáî içîìîðôíà ïðÿìîìó äîáóòêó Cp × Cp äâîõ öèêëi÷íèõ
ãðóï ïîðÿäêó p.

4. Íåõàé H ïiäãðóïà ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S4 4-ãî ñòåïåíÿ, H = 〈(1 2)(3 4)〉.
Ïîêàçàòè, ùî H CCS4.

5. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà ãðóïà äiåäðà D2n = 〈a, b | an = b2 = e, b−1ab =
= a−1〉 ïîðÿäêó 2n (n > 2) ïîëiöèêëi÷íà.

�6. Ñêií÷åííi ãðóïè
Êàæóòü, ùî ãðóïà G äi¹ íà ìíîæèíi M , ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà
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g ∈ G âèçíà÷åíå âiäîáðàæåííÿ g : M → M òàêå, ùî
1) e(m) = m (m ∈ M);
2) g1g2(m) = g1(g2(m)) (g1, g2 ∈ G, m ∈ M)

àáî
2′) g1g2(m) = g2(g1(m)) (g1, g2 ∈ G, m ∈ M).
Ìíîæèíà G(m) = {g(m)|g ∈ G} íàçèâà¹òüñÿ G-îðáiòîþ åëåìåíòó

m. Ìíîæèíà St(m) = {g ∈ G|g(m) = m} íàçèâà¹òüñÿ ñòàáiëiçàòîðîì
åëåìåíòà m â ãðóïi G. Ëåãêî ïåðåâiðèòè òàêi âëàñòèâîñòi öèõ ìíîæèí.
1) G-îðáiòè áóäü-ÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ ç M àáî ñóìiùàþòüñÿ, àáî íå

ïåðåòèíàþòüñÿ.
2) Ñòàáiëiçàòîð äîâiëüíîãî åëåìåíòà ç M ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè G.
3) Ïîòóæíiñòü G-îðáiòè áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà m ìíîæèíè M ðiâíà ií-

äåêñó [G : St(m)] ñòàáiëiçàòîðà öüîãî åëåìåíòà â ãðóïi G.
Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíó M ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

M =
⋃

i∈I

G(mi) (G(mi) ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñÿ),

äå I � äåÿêà ìíîæèíà ñèìâîëiâ i mi � åëåìåíòè ðiçíèõ îðáiò. Äëÿ ÷èñëà
n åëåìåíòiâ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè M îäåðæèìî ôîðìóëó îðáiò:

n =
∑

i∈I

[G : St(mi)].

Òåîðåìà 6.1 (Òåîðåìà Ñèëîâà ïðî iñíóâàííÿ). Íåõàé G � ñêií÷åííà
ãðóïà, p � ïðîñòå ÷èñëî. Äëÿ êîæíîãî ÷èñëà pα, ùî äiëèòü ïîðÿäîê
ãðóïè G, â G iñíó¹ ïiäãðóïà ïîðÿäêó pα.

Íàñëiäîê 6.1. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî. Cêií÷åííà ãðóïà G ¹ p-
ãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè |G| = pr äëÿ äåÿêîãî öiëîãî r.

Íåõàé τ � äåÿêà âëàñòèâiñòü ïiäãðóï ãðóïè G. Ïiäãðóïà H ãðóïà G

íàçèâà¹òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ç âëàñòèâiñòþ τ , ÿêùî H íå ìi-
ñòèòüñÿ â æîäíié iíøié ïiäãðóïi ç âëàñòèâiñòþ τ . Çàóâàæèìî, ùî ãðóïà
âçàãàëi êàæó÷è ìîæå âîëîäiòè íå îäíîþ ìàêñèìàëüíîþ ïiäãðóïîþ ç âëà-
ñòèâiñòþ τ àáî íå âîëîäiòè æîäíîþ, íàâiòü ïðè iñíóâàííi ïiäãðóïîþ ç
âëàñòèâiñòþ τ .

Òåîðåìà 6.2 (Òåîðåìà Ñèëîâà ïðî âêëàäåííÿ). Íåõàé G � ñêií÷åí-
íà ãðóïà, p � ïðîñòå ÷èñëî. ßêùî pα+1 äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè G, òî
êîæíà ïiäãðóïà ïîðÿäêó pα ãðóïè G ¹ íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ äåÿêî¨ ïiä-
ãðóïè ïîðÿäêó pα+1 ãðóïè G. Çîêðåìà, ìàêñèìàëüíi p-ïiäãðóïè ãðóïè G

� ïiäãðóïè ïîðÿäêó pr, äå pr � ìàêñèìàëüíèé ñòåïiíü p, ùî äiëèòü
ïîðÿäîê ãðóïè G.
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Ìàêñèìàëüíà p-ïiäãðóïà ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ ñèëîâñüêîþ p-ïiäãðóïîþ
ãðóïè G.

Òåîðåìà 6.3 (Òåîðåìà Ñèëîâà ïðî ñïðÿæåíiñòü). Íåõàé G � ñêií÷åí-
íà ãðóïà, p � ïðîñòå ÷èñëî. Âñi ñèëîâñüêi p-ïiäãðóïè ãðóïè G ñïðÿæåíi
â G.

Íàñëiäîê 6.2. Íåõàé G � ñêií÷åííà ãðóïà, p � ïðîñòå ÷èñëî, P

� ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ãðóïè G. P � ¹äèíà ñèëîâñüêà p-ïiäãðóïà ñâîãî
íîðìàëiçàòîðà N(P ).

N(N(P )) = N(P ).

Òåîðåìà 6.4 (Òåîðåìà Ñèëîâà ïðî êiëüêiñòü). Íåõàé G � ñêií÷åí-
íà ãðóïà, p � ïðîñòå ÷èñëî. Êiëüêiñòü ñèëîâñüêèõ p-ïiäãðóïà ãðóïè G

êîíãðóåíòíà 1 çà ìîäóëåì p i äiëèòü ïîðÿäîê ãðóïè G.
Íåõàé p, q � ïðîñòi ÷èñëà, p < q, G � ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó pq.

Ñèëîâñüêi p- i q-ïiäãðóïè â ãðóïi G, áóäó÷è ïiäãðóïàìè ïðîñòîãî ïîðÿäêó,
¹ öèêëi÷íèìè. Íåõàé 〈a〉, 〈b〉 � âiäïîâiäíî ñèëîâñüêi p- i q-ïiäãðóïè. Çà
òåîðåìîþ Ñèëîâà ÷èñëî cèëîâñüêèõ q-ïiäãðóï â G ìà¹ âèãëÿä 1 + kq i
äiëèòü p, òîìó cèëîâñüêà q-ïiäãðóïà 〈b〉 ¹äèíà. Çîêðåìà, âîíà íîðìàëüíà â
G. ×èñëî cèëîâñüêèõ p-ïiäãðóï ìà¹ âèãëÿä 1+lp i äiëèòü q, òîìó ìîæëèâi
äâà âèïàäêè.
a) Cèëîâñüêà p-ïiäãðóïà 〈a〉 ¹äèíà. Òîäi âîíà íîðìàëüíà i, îòæå, [a, b] ∈

∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉 = e. Òàêèì ÷èíîì, â öüîìó âèïàäêó G = 〈a〉 × 〈b〉 = 〈ab〉
� öèêëi÷íà ãðóïà.

b) � q ìàêñèìàëüíèõ p-ïiäãðóï. Çâè÷àéíî, öå ìîæëèâî ëèøå çà óìîâè
q ≡ 1 (mod p). Íåõàé ba = br. ßêùî r = 1, òî çíîâó G = 〈ab〉 �
öèêëi÷íà ãðóïà. Íåõàé r 6= 1. Iíäóêöi¹þ çà x îäåðæó¹ìî bax

= brx,
çâiäêè

byax

= brxy

äëÿ âñiõ öiëèõ x, y. Ïðè x = p, y = 1 öå äà¹ rp ≡ 1 (mod q), êðiì
òîãî, îäåðæó¹ìî ôîðìóëó ìíîæåííÿ

axby · azbt = ax+zbyrz+t, (6.1)
äå x, y, z, t � äîâiëüíi öiëi ÷èñëà. Íàâïàêè, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
ÿêùî q ≡ 1 (mod p), rp ≡ 1 (mod q), r 6≡ 1 (mod q), òî ôîðìóëà
(6.1) ìíîæåííÿ âèçíà÷à¹ íåàáåëåâó ãðóïó ïîðÿäêó pq, ÿêà ïîðîäæå-
íà åëåìåíòàìè a, b. Íàðåøòi, ðîç'âÿçêè êîíãðóåíöi¨ rp ≡ 1 (mod q)
ñêëàäàþòü öèêëi÷íó ãðóïó ïîðÿäêó p, òîìó òi ç íèõ, ÿêi âiäìiííi âiä
1+qZ, ìàþòü âèãëÿä r+qZ, r2 +qZ, . . . , rp−1 +qZ, äå r+qZ � îäèí
ç òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Âñi öi ðîçâ'ÿçêè âèçíà÷àþòü îäíó i òó æ ãðóïó,
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îñêiëüêè çàìiíà òâiðíîãî a íà aj (j = 1, 2, . . . , p− 1) âåäå äî çàìiíè
r íà rj.

Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ òåîðåì Ñèëîâà ìè îïèñàëè âñi ìîæëèâi
òèïè ãðóï ïîðÿäêó pq; ¨õ âèÿâèëîñÿ äâi � àáåëåâà:

G = 〈a, b | ap = bq = e, ab = ba〉
i íåàáåëåâà:

G = 〈a, b | ap = bq = e, a−1ba = br〉,
äå r ∈ Z, rp ≡ 1 (mod q), r 6≡ 1 (mod q), ïðè öiì äðóãà iñíó¹ òiëüêè çà
óìîâè q ≡ 1 (mod p).

Òåîðåìà 6.5. Âñÿêà ñêií÷åííà íåòðèâiàëüíà p-ãðóïà ìiñòèòü íå-
òðèâiàëüíèé öåíòð.

Íàñëiäîê 6.3. Âñÿêà ñêií÷åííà p-ãðóïà ïîðÿäêó p2 àáåëåâà.
Íåõàé G � íåàáåëåâà ãðóïà ïîðÿäêó 8. Ãðóïà G íå ìiñòèòü åëåìåíò

ïîðÿäêó 8, îñêiëüêè, iíàêøå, âîíà áóëà á öèêëi÷íîþ. ßêùî âñi ¨¨ åëåìåíòè
ïîðÿäêó 2, òî ba = a2bab2 = a(ab)2b = ab, i ãðóïà G àáåëåâà. Òîìó ãðóïà
G âîëîäi¹ åëåìåíòîì ïîðÿäêó 4. Íåõàé, íàïðèêëàä, a � åëåìåíò 4-ãî
ïîðÿäêó. ßêùî b 6∈ 〈a〉 = A, òîäi G = A ∪ bA i b2 ∈ A. ßêùî b2 = a àáî
b2 = a3, òî b � åëåìåíò ïîðÿäêó 8 i G � öèêëi÷íà ãðóïà. Îòæå, b2 = e àáî
b2 = a2. Îñêiëüêè A C G, òî ab ∈ A à îñêiëüêè ab � åëåìåíò ïîðÿäêó 4,
òî ab = a àáî ab = a3. Àëå ïðè ab = a, G � àáåëåâà ãðóïà. Òîìó ab = a3.
Îòæå, ìè çíàéøëè äâi íåàáåëåâi ãðóïè: ãðóïó äiåäðà:

D8 = 〈a, b | a4 = b2 = e, b−1ab = a3〉
i ãðóïó êâàòåðíiîíiâ:

Q8 = 〈a, b | a4 = e, b2 = a2, b−1ab = a3〉.
Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî îáèäâi ñèñòåìè òâiðíèõ åëåìåíòiâ òà âèçíà÷àëüíèõ
ñïiââiäíîøåíü äiéñíî âèçíà÷àþòü äâi ãðóïè ïîðÿäêà 8, íåiçîìîðôíi îäíà
îäíié.

Âïðàâè
1. Çíàéòè öåíòð ãðóïè êâàòåðíiîíiâ Q8.
2. Çíàéòè ñèëîâñüêi ïiäãðóïè ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S3 3-ãî ñòåïåíÿ.
3. Çíàéòè ñèëîâñüêi ïiäãðóïè çíàêîçìiííî¨ ãðóïè A4 4-ãî ñòåïåíÿ.
4. Îïèñàòè âñi, ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó, ñêií÷åííi ãðóïè G ïîðÿäêó
|G| ≤ 10.

5. Ïîêàçàòè, ùî â çíàêîçìiííié ãðóïi A4 ñòåïåíÿ 4 íå ìà¹ ïiäãðóï ïîðÿä-
êó 6.
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�7. Ãðóïè ïiäñòàíîâîê

Çà òåîðåìîþ 3.5 âñÿêà ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó n içîìîðôíà ïiäãðó-
ïi ãðóïè Sn âñiõ ïiäñòàíîâîê n-ãî ñòåïåíÿ. Ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíèé
ïiäõiä.

Íåõàé äàíî äåÿêó ìíîæèíó X . Íàçâåìî âñÿêå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiä-
îáðàæåííÿ ìíîæèíè X ïiäñòàíîâêîþ ìíîæèíè X, à âñÿêó ïiäãðóïó ãðó-
ïè S(X) âñiõ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü X íà ñåáå � ãðóïîþ ïiä-
ñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ X . Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè X íàçèâàþòü ñòåïåíþ
ïiäñòàíîâîê ìíîæèíè X. ßêùî ìíîæèíà X ñêií÷åííà i ñêëàäà¹òüñÿ ç n
åëåìåíòiâ, òî ãðóïà âñiõ ïiäñòàíîâîê íàä X içîìîðôíà Sn. ßêùî P ¹ ãðó-
ïà ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ X, òî ìîæíà ðîçãëÿíóòè ïðèðîäíó äiþ
ãðóïè P íà ìíîæèíi X. X òàêèì ÷èíîì ðîçïàäà¹òüñÿ íà P -îðáiòè

X =
⋃

α∈I

Xα, (7.1)

ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Åëåìåíòè a i b ∈ X òîäi i òiëüêè òîäi áóäóòü âiäíå-
ñåíi â îäíó P -îðáiòó, ÿêùî â ãðóïi P ìiñòèòüñÿ õî÷à á îäíà ïiäñòàíîâêà,
ùî ïåðåâîäèòü a â b. Êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè X , ùî çàëèøà¹òüñÿ íà ìi-
ñöi ïðè âñiõ ïiäñòàíîâêàõ ç ãðóïè P , ñêëàäà¹, î÷åâèäíî, îêðåìó P -îðáiòó.
Ãðóïà ïiäñòàíîâîê P íàä ìíîæèíîþ X íàçèâà¹òüñÿ òðàíçèòèâíîþ íàä
X, ÿêùî P âîëîäi¹ îäíi¹þ-¹äèíîþ P -îðáiòîþ, ùî ñóìiùà¹òüñÿ, î÷åâè-
äíî, ç X , òîáòî ÿêùî âñÿêèé åëåìåíò ìíîæèíè X ìîæå áóòè ïåðåâå-
äåíèé äåÿêîþ ïiäñòàíîâêîþ ç ãðóïè P â áóäü-ÿêèé iíøèé åëåìåíò öi¹¨
ìíîæèíè. Ãðóïà, ùî âîëîäi¹ áiëüø íiæ îäíi¹þ P -îðáiòîþ, íàçèâà¹òüñÿ
iíòðàíçèòèâíîþ.

Íåõàé ãðóïà P òðàíçèòèâíà íàä X. X ¹ P -îðáiòîþ äîâiëüíîãî ñâîãî
åëåìåíòà a. ßêùî ìíîæèíà X ñêií÷åííà, òî ¨¨ ïîðÿäîê ðiâíèé iíäåêñó
ñòàáiëiçàòîðà Pa = St a = {δ ∈ P |δ(a) = a} â ãðóïi P . Çâiäñè îòðèìà¹ìî
òåîðåìó.

Òåîðåìà 7.1. Ïîðÿäîê òðàíçèòèâíî¨ ãðóïè ïiäñòàíîâîê ñêií÷åííîãî
ñòåïåíÿ äiëèòüñÿ íà öåé ñòåïiíü.

Íåõàé ãðóïà P òðàíçèòèâíà íàä X. Pa = St a. ßêùî ïiäñòàíîâêà σ ç
P ïåðåâîäèòü åëåìåíò a â åëåìåíò b, òî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü Pa = σ−1Pbσ.
Òîáòî, çâàæàþ÷è íà òðàíçèòèâíiñòü ãðóïè P , ïiäãðóïè Pa äëÿ âñiõ a ç
X áóäóòü ìiæ ñîáîþ ñïðÿæåíi. Âîíè ñêëàäàòèìóòü íàâiòü ïîâíèé êëàñ
ñïðÿæåíèõ ïiäãðóï â ãðóïi P . Ãðóïà ïiäñòàíîâîê P íàä ìíîæèíîþ X

íàçèâà¹òüñÿ k ðàç òðàíçèòèâíîþ (k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî), ÿêùî
âñÿêó âïîðÿäêîâàíó ñèñòåìó ç k ðiçíèõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè X ìîæíà
äåÿêîþ ïiäñòàíîâêîþ ç P ïåðåâåñòè â ëþáó iíøó âïîðÿäêîâàíó ñèñòåìó
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ç k ðiçíèõ åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè. Òàê, ñèìåòðè÷íà ãðóïà Sn ñòåïåíÿ n

¹ n ðàç òðàíçèòèâíîþ. Çðîçóìiëî, ùî k ðàç òðàíçèòèâíà ãðóïà ¹ i l ðàçiâ
òðàíçèòèâíî¨ äëÿ âñiõ l < k.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî äâi ãðóïè G1 i G2 ïiäñòàíîâîê ìíîæèíè X ìàþòü
îäèí i òîé æå îðáiòàëüíèé òèï, ÿêùî iñíó¹ òàêå âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå
âiäîáðàæåííÿ ϕ: X → X , ÿêà ïåðåâîäèòü âñÿêó îðáiòó ãðóïè G1 â îðáiòó
ãðóïè G2. Íåõàé s, t � ïiäñòàíîâêè ìíîæèíè X, x1 ∈ X. ßêùî t(x1) = x2,
òî

s−1ts(s−1(x1)) = s−1(x2).

Çâiäñè ñëiäó¹, çîêðåìà, ùî ÿêùî (7.1) � ðîçêëàä ìíîæèíè X íà Q-îðáiòè,
ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ, äëÿ äåÿêî¨ ãðóïè Q ïiäñòàíîâîê ìíîæèíè X , òî

X =
⋃

α∈I

s−1(Xα).

� ðîçêëàä ìíîæèíè X íà Qs-îðáiòè, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Îòæå, ñïðÿ-
æåíi ïiäãðóïè ãðóïè S(X) ìàþòü îäèí i òîé æå îðáiòàëüíèé òèï.

Íåõàé a ∈ S(X), Na � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè X, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç
óñiõ òàêèõ åëåìåíòiâ x ∈ X, ùî a(x) 6= x. Î÷åâèäíî çâóæåííÿ a|Na

∈
∈ S(Na). Ïiäñòàíîâêà a íàçèâà¹òüñÿ öèêëi÷íî ïiäñòàíîâêîþ àáî öèêëîì,
ÿêùî ãðóïà 〈a|Na

〉 òðàíçèòèâíà, òîáòî à Na óòâîðþ¹ îäíó îðáiòó ãðóïè
〈a〉. Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè Na íàçèâà¹òüñÿ äîâæèíîþ öèêëó a.

ßñíî, ùî áóäü-ÿêà îðáiòà ãðóïè 〈a〉 äëÿ äîâiëüíî¨ ïiäñòàíîâêè a ∈
∈ S(X) ¹ ìíîæèíîþ âñiõ åëåìåíòiâ ìíîæèíè X âèãëÿäó xk = ak(x0),
äå k ∈ Z. Îòæå, äîâæèíà áóäü-ÿêîãî öèêëó ñêií÷åííà àáî çëi÷åííà. Ó
îñòàííüîìó âèïàäêó xk 6= xl, ÿêùî k 6= l. Çðîçóìiëî, ùî öèêëi÷íî¨ ïiä-
ñòàíîâêè äîâæèíè 1 íå iñíó¹. Öèêëi÷íi ïiäñòàíîâêè äîâæèíè 2 íàçèâàþòü
òðàíñïîçèöiÿìè.

Öèêëè a, b ∈ S(X) íàçèâàþòü íåçàëåæíèìè, ÿêùî Na ∩Nb = ∅.
Òåîðåìà 7.2. Áóäü-ÿêà ïiäñòàíîâêà ñêií÷åííîãî ñòåïåíÿ îäíîçíà÷íî

ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó
íåçàëåæíèõ öèêëiâ.

Êàæóòü, ùî ïiäñòàíîâêè a i b ç S(X) ìàþòü îäèí i òîé æå öèêëi÷íèé
òèï, ÿêùî öèêëi÷íi ãðóïè 〈a〉 i 〈b〉 ìàþòü îäèí i òîé æå îðáiòàëüíèé òèï.

Òåîðåìà 7.3. Äâi ïiäñòàíîâêè ãðóïè S(X) òîäi i òiëüêè òîäi ñïðÿ-
æåíi â S(X), êîëè âîíè ìàþòü îäèí i òîé æå öèêëi÷íèé òèï.

Íàñëiäîê 7.1. Äâi ïiäñòàíîâêè ãðóïè ñêií÷åííîãî ñòåïåíÿ òîäi i
òiëüêè òîäi ñïðÿæåíi â S(X), êîëè ìiæ öèêëàìè ¨õ ðîçêëàäiâ ó âèãëÿ-
äi äîáóòêó íåçàëåæíèõ öèêëiâ iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü
òàêà, ùî âiäïîâiäíi öèêëè ìàþòü îäíàêîâó äîâæèíó.
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Òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê P íàä ìíîæèíîþ X áóäå íàçèâàòèñÿ
iìïðèìiòèâíîþ, ÿêùî ìíîæèíó X ìîæíà ðîçêëàñòè

X =
⋃

α∈I

Xα

íà ïiäìíîæèíè Xα, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ, òàê, ùî

1) õî÷à á îäíà ç ïiäìíîæèíè Xα âëàñíà;
2) õî÷à á îäíà ç ïiäìíîæèíè Xα ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ;
3) äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäñòàíîâêè σ ∈ P i äîâiëüíî¨ ïiäìíîæèíè Xα iñíó¹

òàêà ïiäìíîæèíè Xβ, ùî
σ(Xα) = {σ(a)|a ∈ Xα} ⊂ Xβ. (7.2)

Ïiäìíîæèíè Xα íàçèâàþòüñÿ ñèñòåìàìè iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè P .
ßêùî òàêèé ðîçêëàä ìíîæèíè X íåìîæëèâèé, òî ãðóïà P íàçèâà¹òüñÿ
ïðèìiòèâíîþ.

Ç (7.2) îäåðæèìî σ(Xα) = Xβ, òîáòî âñi ñèñòåìè iìïðèìiòèâíîñòi Xα

ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü i â ñêií÷åííîìó âèïàäêó ñêëàäàþòüñÿ ç îäíà-
êîâîãî ÷èñëà åëåìåíòiâ. Ìè áà÷èìî, ùî âñÿêà ïiäñòàíîâêà ç ãðóïè P ëèøå
ïåðåñòàâëÿ¹ ñèñòåìè iìïðèìiòèâíîñòi Xa, òîáòî ïîðîäæó¹ äåÿêó ïiäñòà-
íîâêó ìíîæèíè öèõ ñèñòåì. Âñi öi ïiäñòàíîâêè ìíîæèíè ñèñòåì Xa ñêëà-
äàþòü, î÷åâèäíî, ãðóïó, içîìîðôíó ôàêòîð-ãðóïi ãðóïè P çà íîðìàëüíîþ
ïiäãðóïîþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ çi âñiõ òèõ ïiäñòàíîâîê ç P , ÿêi çàëèøàþòü
êîæåí åëåìåíò ìíîæèíè X óñåðåäèíi òi¹¨ ñèñòåìè Xα, â ÿêié âií ìiñòè-
òüñÿ.

Âñi ðîçêëàäè ìíîæèíè Ì â ñèñòåìè iìïðèìiòèâíîñòi òðàíçèòèâíî¨ ãðó-
ïè P ìîæíà îäåðæàòè òàêèì ÷èíîì. Íåõàé Pa, áóäå ïiäãðóïà ãðóïè P ,
ñêëàäåíà ç ïiäñòàíîâîê, ùî çàëèøàþòü íåçìiííèì åëåìåíò a ç X. ßêùî
Q ¹ äåÿêà âëàñíà ïiäãðóïà ãðóïè P , ùî ìiñòèòü Pa ÿê âëàñíó ïiäãðóïó,
Pa ⊂ Q ⊂ P , òî ðîçêëàäà¹ìî ãðóïó P íà ïðàâi ñóìiæíi êëàñè çà ïiäãðóïi
Q i çáèðà¹ìî ðàçîì åëåìåíòè ìíîæèíè X, â ÿêi åëåìåíò a ïåðåâîäèòüñÿ
ïiäñòàíîâêàìè, ùî âõîäÿòü â îäèí ïðàâèé ñóìiæíèé êëàñ ãðóïè P çà ïiä-
ãðóïîþ Q. Öå äà¹ ðîçêëàäàííÿ ìíîæèíè X íà âëàñíi ïiäìíîæèíè, ùî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ i êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ åëåìåíòiâ. Ëåãêî
ïåðåâiðèòè, ùî öå ¹ ðîçêëàäîì ìíîæèíè X â ñèñòåìè iìïðèìiòèâíîñòi
ãðóïè P : äâà ïðàâi ñóìiæíi êëàñè ãðóïè P çà Pa, ëåæà÷i â îäíîìó ïðàâî-
ìó êëàñi P çà Q, çàëèøàþòüñÿ ïðè ìíîæåííi ñïðàâà íà äåÿêèé åëåìåíò
ç P çíîâó â îäíîìó ïðàâîìó êëàñi çà Q. Òàêèì ÷èíîì, âñÿêà ïiäãðóïà,
ìiæ P i Pa, ïîðîäæó¹ äåÿêèé ðîçêëàä ìíîæèíè X íà ñèñòåìè iìïðèìi-
òèâíîñòi ãðóïè P .

Öèì øëÿõîì ìîæóòü áóòè îäåðæàíi âñi òàêi ðîçêëàäè: ÿêùî äàíî äå-
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ÿêèé ðîçêëàä ìíîæèíè X â ñèñòåìè iìïðèìiòèâíîñòi ãðóïè P i ÿêùî
åëåìåíò a ëåæèòü â ñèñòåìi Xα òà ìíîæèíó Q âñiõ ïiäñòàíîâîê ç P , ùî
çàëèøàþòü åëåìåíò a óñåðåäèíi ñèñòåìè Xα áóäå ïiäãðóïîþ ãðóïè P , òà-
êîþ, ùî Pa ⊂ Q ⊂ P i âiäìiííî¨ âiä Pa òà P . Ðîçêëàä ìíîæèíè X, ùî
âiäïîâiäà¹ ïiäãðóïi Q, äà¹ çàäàíi ñèñòåì iìïðèìiòèâíîñòi.

Òåîðåìà 7.4. Òðàíçèòèâíà ãðóïà P ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ X

áóäå ïðèìiòèâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ïiäãðóïà Pa = {δ ∈ P |
δ(a) = a} (a ∈ P ) ¹ ¨¨ âëàñíîþ ïiäãðóïîþ, ÿêà íå ìiñòèòüñÿ â æîäíié
iíøié âëàñíié ïiäãðóïi ãðóïè P .

Âiäìiòèìî, ùî k ðàç òðàíçèòèâíà ãðóïà ïðè k > 1 ïðèìiòèâíà.
Òåîðåìà 7.5. Âëàñíà ïiäìíîæèíà X0 ìíîæèíè X òîäi i òiëüêè

òîäi áóäå ñèñòåìîþ iìïðèìiòèâíîñòi äëÿ òðàíçèòèâíî¨ ãðóïè P ïiä-
ñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ X, ÿêùî X0 ìiñòèòü íå ìåíøå äâîõ åëåìåí-
òiâ i ÿêùî âñÿêà ïiäñòàíîâêà σ ç P , ùî çàëèøà¹ îäèí åëåìåíò ç X0 â
öié ïiäìíîæèíi, âiäîáðàæà¹ âñþ ïiäìíîæèíó X0 íà ñåáå àáî â ñåáå.

Òåîðåìà 7.6. Âñÿêà âiäìiííà âiä {e} íîðìàëüíà ïiäãðóïà ïðèìiòèâ-
íî¨ ãðóïè P ïiäñòàíîâîê íàä ìíîæèíîþ X òðàíçèòèâíà íàä ìíîæè-
íîþ X.

Íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ âñÿêî¨ ãðóïè ¹ âîíà ñàìà i ¨¨ òðèâiàëüíà ïiä-
ãðóïà. Íàâåäåìî ïðèêëàäè ïðîñòèõ ãðóï, òîáòî ãðóï, â ÿêèõ íå ìà¹ iíøèõ
íîðìàëüíèõ ïiäãðóï, îêðiì öèõ äâîõ. Àáåëåâà ãðóïà áóäå ïðîñòîþ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà öèêëi÷íà i ÿêùî âñÿêèé ¨¨ åëåìåíò, âiäìiííèé
âiä 1, ¹ äëÿ íå¨ òâiðíèì. Îòæå, àáåëåâà ãðóïà áóäå ïðîñòîþ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âîíà öèêëi÷íà i ïîðÿäîê ¨¨ ¹ ïðîñòå ÷èñëî. Iñíóþòü, ïðîòå, i
íåêîìóòàòèâíi ïðîñòi ãðóïè, ÿê ñêií÷åííi, òàê i íåñêií÷åííi.

Ëåìà 7.1. ßêùî íîðìàëüíà ïiäãðóïà H çíàêîçìiííî¨ ãðóïè An ñòå-
ïåíÿ n > 5 ìiñòèòü öèêëi÷íó ïiäñòàíîâêó äîâæèíè 3, òî âîíà ñóìi-
ùà¹òüñÿ çi âñi¹þ ãðóïîþ An.

Íà îñíîâi ëåìè ìîæíà äîâåñòè ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè, ÿêà âiäiãðà¹
âàæëèâó ðîëü â òåîði¨ Ãàëóà.

Òåîðåìà 7.7 (Òåîðåìà Ãàëóà). Çíàêîçìiííà ãðóïà An ñòåïåíÿ n ïðè
n > 5 ïðîñòà.

Âïðàâè
1. Ïîêàçàòè, ùî òðàíçèòèâíà ãðóïà ïiäñòàíîâîê ñòåïåíi n ìiñòèòü íå ìåí-

øå íiæ n − 1 ïiäñòàíîâêó, êîæíà ç ÿêèõ δ íå ìà¹ íåðóõîìèõ òî÷îê i
(δ(i) = i).
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2. Ïîêàçàòè, ùî çíàêîçìiííà ãðóïà An ñòåïåíÿ n > 2 áóäå n − 2 ðàçè
òðàíçèòèâíîþ.

3. Ïîêàçàòè, ùî ñèìåòðè÷íà ãðóïà Sn òà çíàêîçìiííà ãðóïà An ñòåïåíÿ
n ïðèìiòèâíi.

4. Ïîêàçàòè, ùî çíàêîçìiííà ãðóïà A5 ñòåïåíÿ 5 íå ìà¹ ïiäãðóï ïîðÿäêó
15.

5. Ïîêàçàòè, ùî ãðóïà ç 12 åëåìåíòiâ íå ¹ ïðîñòîþ.

�8. Íiëüïîòåíòíi ãðóïè
Íåõàé A, B � ïiäãðóïè ãðóïè G. Ïiäãðóïà [A,B] = 〈[a, b]|a ∈ A, b ∈

∈ B〉 íàçèâà¹òüñÿ âçà¹ìíèì êîìóòàíòîì ïiäãðóï A òà B.
Äëÿ áóäü-ÿêèõ ïiäãðóï A, B ãðóïè G ìàþòü ìiñöå âëàñòèâîñòi.
1) [A,B] = [B, A].
2) A C 〈A,B〉 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè [A,B] ⊂ A.
3) [A,B] C 〈A,B〉.
4) Íåõàé A, B C G, A ⊂ B. [B, G] ⊂ A òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè B/A ⊂
⊂ Z(G/A).

Íåõàé G � ãðóïà. Íîðìàëüíèé ðÿä
{e} = G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gs = G (8.1)

ãðóïè G íàçèâà¹òüñÿ öåíòðàëüíèì, ÿêùî
Gi/Gi−1 ⊂ Z(G/Gi−1) äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , s (8.2)

àáî, ùî ðiâíîñèëüíå,
[Gi, G] ⊂ Gi−1 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , s. (8.3)

Ãðóïà, ùî âîëîäi¹ öåíòðàëüíèìè ðÿäàìè, íàçèâà¹òüñÿ íiëüïîòåíòíîþ, à
ìiíiìàëüíà äîâæèíà òàêèõ ðÿäiâ � ¨¨ ñòåïåíåì íiëüïîòåíòíîñòi. Î÷å-
âèäíî ôàêòîðè öåíòðàëüíîãî ðÿäó àáåëåâi. Áåçïîñåðåäíüî ç âèçíà÷åííÿ
âèäíî, ùî âñi àáåëåâi ãðóïè âè÷åðïóþòü âñi íiëüïîòåíòíi ãðóïè ñòåïåíÿ 1.

Íåõàé G � äîâiëüíà ãðóïà. Ìè ìîæåìî ñïðîáóâàòè ïîáóäóâàòè â íié
öåíòðàëüíèé ðÿä, êåðóþ÷èñü àáî ôîðìóëîþ (8.2), àáî ôîðìóëîþ (8.3).
Ñàìå, íåõàé

ζ0G = {e}, ζiG � ïîâíèé ïðîîáðàç Z(G/ζi−1G)

ïðè ïðèðîäíîìó åïiìîðôiçìi G → G/ζi−1G (i = 1, 2, . . .);
γ0G = G, γjG = [γj−1G,G]

(j = 1, 2, . . .). ßêùî äëÿ äåÿêîãî s ζsG = G i s � íàéìåíøèé iíäåêñ ç
òàêîþ âëàñòèâiñòþ, òî ðÿä

{e} = ζ0G ⊂ ζ1G ⊂ . . . ⊂ ζsG = G (8.4)
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¹ öåíòðàëüíèì ðÿäîì ãðóïè G, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ âåðõíiì öåíòðàëüíèì
ðÿäîì ãðóïè G. ßêùî äëÿ äåÿêîãî t γtG = {e} i t � íàéìåíøèé iíäåêñ ç
òàêîþ âëàñòèâiñòþ, òî ðÿä

{e} = γtG ⊂ γt−1G ⊂ . . . ⊂ γ0G = G (8.5)
¹ öåíòðàëüíèì ðÿäîì ãðóïè G, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ íèæíiì öåíòðàëüíèì
ðÿäîì ãðóïè G.

Ïiäãðóïè ζiG íàçèâàþòüñÿ ãiïåðöåíòðàìè ãðóïè G, à ïiäãðóïè γjG
� öåíòðàëàìè ãðóïè G. ßñíî, ùî ÿêùî äåÿêèé ãiïåðöåíòð ñóìiùà¹òüñÿ
ç âñi¹þ ãðóïîþ G àáî äåÿêèé öåíòðàë ñóìiùà¹òüñÿ ç îäèíèöåþ {e}, òî
ãðóïà G íiëüïîòåíòíà.

Íàâïàêè, íåõàé ãðóïà G íiëüïîòåíòíà i (8.1) � äîâiëüíèé öåíòðàëüíèé
ðÿä â íié. Âèçíà÷åííÿ i ëåãêà iíäóêöiÿ äàþòü âêëþ÷åííÿ.
{e} = ζ0G ⊂ ζ1G ⊂ . . . ⊂ ζi−1G ⊂ ζiG ⊂ . . . ,

∪ ∪ ∪ ∪
{e} = G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gi−1 ⊂ Gi ⊂ . . . ⊂ Gs = G,

∪ ∪ ∪
. . . ⊂ γs−i+1G ⊂ γs−iG ⊂ . . . ⊂ γ0G = G.

(8.6)

Çâiäñè âèäíî, ùî â íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïi ðÿäè ãiïåðöåíòðiâ i öåíòðàëiâ
îáðèâàþòüñÿ. Îòæå, ãðóïà G âîëîäi¹ âåðõíiì òà íèæíiì öåíòðàëüíèì
ðÿäîì.

Òåîðåìà 8.1. ßêùî ãðóïà G íiëüïîòåíòíà, òî G âîëîäi¹ âåðõíiì
òà íèæíiì öåíòðàëüíèì ðÿäîì, äîâæèíè ÿêèõ ðiâíi ñòåïåíi íiëüïî-
òåíòíîñòi ãðóïè.

Õî÷à âåðõíié i íèæíié öåíòðàëüíi ðÿäè íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïè ìàþòü
îäíàêîâó äîâæèíó, âîíè ñàìi íå çîáîâ'ÿçàíi áóòè içîìîðôíèìè.

Òåîðåìà 8.2. Âñÿêà ñêií÷åííà p-ãðóï íiëüïîòåíòíà.
Òåîðåìà 8.3. Âñÿêà ïiäãðóïà íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïè ñòåïåíÿ s ¹ íiëü-

ïîòåíòíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ r 6 s.
Òåîðåìà 8.4. Âñÿêà ôàêòîð-ãðóïà íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïè ñòåïåíÿ s

¹ íiëüïîòåíòíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ t 6 s.
Òåîðåìà 8.5. Ïðÿìèé äîáóòîê ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi íiëüïîòåíòíèõ

ãðóï ¹ íiëüïîòåíòíîþ ãðóïîþ.
Ëåìà 8.1. Íîðìàëiçàòîð äîâiëüíî¨ âëàñíî¨ ïiäãðóïè H íiëüïîòåí-

òíî¨ ãðóïè G âiäìiííèé âiä H.
Òåîðåìà 8.6 (Òåîðåìà Áåðíñàéäà � Âiëàíäà). Ñêií÷åííà ãðóïà ¹

íiëüïîòåíòíîþ ãðóïîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ ïðÿìèì äî-
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áóòêîì ñâî¨õ ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï.

Âïðàâè
1. Ïîáóäóâàòè âåðõíié òà íèæíié öåíòðàëüíèé ðÿä äëÿ ãðóïè êâàòåðíiî-

íiâ Q8. ßêèé ñòåïiíü íiëüïîòåíòíîñòi ãðóïè Q8?
2. Íåõàé êîìóòàíò íåàáåëåâî¨ ãðóïè G ëåæèòü â ¨¨ öåíòði. Äîâåñòè, ùî

G íiëüïîòåíòíà ãðóïà. ßêèé ñòåïiíü íiëüïîòåíòíîñòi ãðóïè G?
3. Äîâåñòè, ùî âñÿêå ñóáíîðìàëüíå óùiëüíåííÿ öåíòðàëüíîãî ðÿäó ãðóïè

¹ òàêîæ ¨¨ öåíòðàëüíèì ðÿäîì.
4. Äîâåñòè, ùî âñÿêà íiëüïîòåíòíà ãðóïà ìà¹ íîðìàëüíèé ðÿä ç öèêëi-

÷íèìè ôàêòîðàìè.
5. Íåõàé p1, p2, p3 � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, G � íiëüïîòåíòíà ãðóïà ïîðÿäêó

p1p2p3. Äîâåñòè, ùî G àáåëåâà ãðóïà.

�9. Ðîçâ'ÿçíi ãðóïè

Ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçíîþ, ÿêùî ëàíöþã
G ⊃ G′ ⊃ G′′ ⊃ . . . ⊃ G(i−1) ⊃ G(i) ⊃ . . . ,

äå êîæíà ïiäãðóïà G(i) ¹ êîìóòàíòîì ïîïåðåäíüî¨ ãðóïè G(i−1), îáðèâà¹-
òüñÿ ïiñëÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êðîêiâ íà îäèíè÷íié ïiäãðóïi (íàïðèêëàä
G(l) = {e}). Íàéìåíøå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî l òàêå, ùî G(l) = {e} íàçè-
âà¹òüñÿ ñòåïåíþ ðîçâ'ÿçíîñòi ãðóïè.

Òåîðåìà 9.1. Âñÿêà ïiäãðóïà ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè ñòåïåíÿ s ¹ ðîçâ'ÿ-
çíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ r 6 s.

Òåîðåìà 9.2. Âñÿêà ôàêòîð-ãðóïà ðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè ñòåïåíÿ s ¹ ðîçâ'ÿ-
çíîþ ãðóïîþ ñòåïåíÿ t 6 s.

Òåîðåìà 9.3. Ïîäàíi äâi âëàñòèâîñòi ãðóïè G åêâiâàëåíòíi âëàñòè-
âîñòi ðîçâ'ÿçíîñòi:

1) ãðóïà G âîëîäi¹ íîðìàëüíèì ðÿäîì
{e} = G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gi−1 ⊂ Gi ⊂ . . . ⊂ Gs = G,

ó ÿêîìó âñi ôàêòîðè Gi/Gi−1 (i = 1, 2, . . . , s) àáåëåâi;
2) ãðóïà G âîëîäi¹ ñóáíîðìàëüíèì ðÿäîì

{e} = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hj−1 ⊂ Hj ⊂ . . . ⊂ Ht = G,

ó ÿêîìó âñi ôàêòîðè Hj/Hj−1 (j = 1, 2, . . . , t) àáåëåâi.

Íàñëiäîê 9.1. Ãðóïà G ðîçâ'ÿçíà, ÿêùî âîíà âîëîäi¹ òàêîþ íîðìàëü-
íîþ ïiäãðóïîþ H, ùî H i G/H � ðîçâ'ÿçíi ãðóïè.
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Òåîðåìà 9.4. Ãðóïà G ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ðîçâ'ÿçíà òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ôàêòîðè Hi/Hi−1 êîìïîçèöiéíîãî ðÿäó

{e} = H0 ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hi−1 ⊂ Hi ⊂ . . . ⊂ Hn = G

¹ öèêëi÷íèìè ãðóïàìè ïðîñòîãî ïîðÿäêó.
Î÷åâèäíî âñÿêà ïîëiöèêëi÷íà ãðóïà ðîçâ'ÿçíà. Âàæëèâèé ïiäêëàñ ïî-

ëiöèêëi÷íèõ ãðóï ñêëàäàþòü íàäðîçâ'ÿçíi ãðóïè � öå ãðóïè, ÿêi âîëî-
äiþòü íîðìàëüíèì (à íå ïðîñòî ñóáíîðìàëüíèì) ðÿäîì ç öèêëi÷íèìè
ôàêòîðàìè. Çðîçóìiëî, ùî âñÿêà íiëüïîòåíòíà ãðóïà áóäå íàäðîçâ'ÿçíà.

Òåîðåìà 9.5. Âñÿêà ïiäãðóïà òà ôàêòîð-ãðóïà íàäðîçâ'ÿçíî¨ ãðóïè
¹ íàäðîçâ'ÿçíèìè ãðóïàìè.

Âiäçíà÷èìî îäíó âëàñòèâiñòü ñêií÷åííèõ íàäðîçâ'ÿçíèõ ãðóï. Íåõàé
G � ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó |G| = ps1

1 ps2
2 . . . psn

n , äå pi � ïðîñòi ÷èñëà,
p1 < p2 < . . . < pn. Íîðìàëüíèé ðÿä

{e} = G0 ⊂ G1 ⊂ . . . ⊂ Gi−1 ⊂ Gi ⊂ . . . ⊂ Gn = G (9.1)
íàçèâàþòü ñèëîâñüêèì ðÿäîì ãðóïè G, ÿêùî éîãî ôàêòîðè Gi/Gi−1 ¹ ñè-
ëîâñüêèìè pi-ïiäãðóïàìè ãðóïè G/Gi−1 (i = 1, 2, . . . , n). Î÷åâèäíî, íîð-
ìàëüíèé ðÿä (9.1) ãðóïè G áóäå ñèëîâñüêèìè òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
|Gi/Gi−1| = psi

i (i = 1, 2, . . . , n).
Òåîðåìà 9.6. Ñêií÷åííà íàäðîçâ'ÿçíà ãðóïà âîëîäi¹ ñèëîâñüêèì ðÿ-

äîì.

Âïðàâè
1. Ïîêàçàòè, ùî íàïiâïðÿìèé äîáóòîê ðîçâ'ÿçíèõ ãðóï ¹ ðîçâ'ÿçíîþ ãðó-

ïîþ.
2. Äîâåñòè, ùî âñÿêà ñêií÷åííà ãðóïà ïîðÿäêó 100 ðîçâ'ÿçíà.
3. Ïîáóäóâàòè îäèí êîìïîçèöiéíèé ðÿä ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè S4 4-ãî ñòåïå-

íÿ. ×è ¹ âîíà ðîçâ'ÿçíîþ?
4. Äîâåñòè, ùî ñèìåòðè÷íî¨ ãðóïè Sn ïðè n > 4 íå ¹ ðîçâ'ÿçíîþ.
5. Íåõàé ïîðÿäîê ãðóïè G ðiâíèé p2q, äå p, q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Äîâåñ-

òè, ùî â öüîìó âèïàäêó îäíà ç ñèëîâñüêèõ ïiäãðóï ãðóïè G íîðìàëüíà,
à ãðóïà G ðîçâ'ÿçíà.
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Sn � ñèìåòðè÷íà ãðóïà ñòåïåíÿ n,
An � çíàêîçìiííà ãðóïà ñòåïåíÿ n,
Cn � àáñòðàêòíà öèêëi÷íà ãðóïà ïîðÿäêó n,
Dn � ãðóïà äiåäðà ïîðÿäêó n,
K4 � ÷åòâåðíà ãðóïà Êëÿéíà,
Q8 � ãðóïà êâàòåðíiîíiâ,
|G| � ïîðÿäîê ãðóïè G,

[G : H] � iíäåêñ ïiäãðóïè H â ãðóïi G,
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