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Позначення

|a| — порядок елемента a; 31
〈a〉 — циклiчна група (скiнченна або нескiнченна) з твiрним a; 31
[a, b] — комутатор a−1b−1ab елементiв a i b; 74
A ∗B = {a ∗ b | a ∈ A, b ∈ B} — добуток непорожнiх пiдмножин A та

B напiвгрупи (групи) (S; ∗); 21
A ⊂ B — множина A є власною пiдмножиною множини B; 56
A ⊆ B — множина A є пiдмножиною множини B; 26
〈a, b, . . . , c〉 — група, породжена елементами a, b, . . . , c; 28
An — знакозмiнна група — група всiх парних пiдстановок степеня n;

23
арн ω — арнiсть дiї ω; 12
AutG — група всiх автоморфiзмiв групи G; 36
C — множина (або адитивна група, або поле) комплексних чисел; 22
C∗ — мультиплiкативна група поля комплексних чисел; 22
C∞ — нескiнченна циклiчна група; 34
C∞ — група за множенням усiх комплексних коренiв з 1 усiх можли-

вих натуральних степенiв; 22
CG(a) (або C(a)) — клас спряженостi елемента a групи G; 55
Cn — циклiчна група порядку n; 34
Cn — група за множенням усiх комплексних коренiв степеня n з 1;

22
Cp∞ — група за множенням усiх комплексних коренiв з 1 степеня pn,

де просте число p — фiксоване, а натуральне число n — довiльне; 22
Dn — дiедральна група — група всiх рухiв правильного n–кутника;

23
Dn(P ) — дiагональна група — група за множенням усiх невиродже-

них дiагональних матриць порядку n з коефiцiєнтами з поля P ; 23
{e} (або E) — одинична пiдгрупа групи G; 27
eG (або просто e) — одиничний (нейтральний) елемент групи G; 22
F (X) — вiльна група з системою твiрних X; 65
Fn(X) (або Fn) — вiльна група рангу n; 66
|G| — порядок групи G; 22
G′ = [G,G] — комутант (похiдна пiдгрупа) групи G; 75
G/H — факторгрупа групи G за нормальною пiдгрупою H; 52
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GLn(P ) — повна лiнiйна група порядку n з коефiцiєнтами з поля P
— група за множенням усiх невироджених матриць порядку n з коефi-
цiєнтами з поля P ; 22

H < G — власна пiдгрупа H групи G; 27
H ≤ G — пiдгрупа H групи G; 27
H �G — нормальна пiдгрупа H групи G; 43
Imϕ — образ гомоморфiзму ϕ; 39
InnG — група всiх внутрiшнiх автоморфiзмiв групи G; 61
K4 — четверна група Кляйна — група пiдстановок {ε, (12)(34), (13)(24),

(14)(23)}; 23
Kerϕ — ядро гомоморфiзму ϕ; 39
(M ; ◦) ' (N ; ∗) (або M ' N) — алгебричнi системи (M ; ◦) та (N ; ∗)

iзоморфнi; 16
Mn(P ) — множина матриць порядку n з коефiцiєнтами з поля P ; 14
N — множина (або адитивна напiвгрупа) натуральних чисел; 21
NG(A) (або N(A)) — нормалiзатор пiдмножини A групи G; 58
N0 = N ∪ {0}; 35
O — група всiх поворотiв куба; 80
On — ортогональна група — група за множенням усiх ортогональних

матриць порядку n; 22
Pn — арифметичний векторний простiр над полем P ; 13
P [x1, . . . , xn] — кiльце многочленiв вiд змiнних x1, . . . , xn з коефiцi-

єнтами з поля P ; ??
Q — множина (або адитивна група, або поле) рацiональних чисел;22
Q+ — множина (або мультиплiкативна група) всiх додатних рацiо-

нальних чисел; 17
Q∗ — мультиплiкативна група поля рацiональних чисел; 22
Q8 — група кватернiонiв — група, породжена кватернiонними оди-

ницями i, j, k, де i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j; 24
R — множина (або адитивна група, або поле) дiйсних чисел; 17
R+ — множина (або мультиплiкативна група) всiх додатних дiйсних

чисел; 17
R∗ — мультиплiкативна група поля дiйсних чисел; 22
SLn(P ) — спецiальна лiнiйна група порядку n з коефiцiєнтами з

поля P — пiдгрупа тих матриць iз GLn(P ), визначник яких дорiвнює
1; 22

Sn — симетрична група степеня n — група всiх пiдстановок множини
{1, . . . , n}; 23

StG(m) (або St(m)) — стабiлiзатор в групi G точки m ∈M ; 83
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T — мультиплiкативна група комплексних чисел, модуль яких до-
рiвнює 1; 22

Tn(P ) — трикутна група порядку n з коефiцiєнтами з поля P — група
за множенням усiх невироджених верхнiх трикутних матриць порядку
n з коефiцiєнтами з поля P ; 23

Un — унiтарна група порядку n — група за множенням усiх унiтар-
них матриць порядку n; 22

UTn(P ) — унiтрикутна група порядку n з коефiцiєнтами з поля P
— група за множенням усiх верхнiх трикутних матриць порядку n з
коефiцiєнтами з поля P i з одиницями на головнiй дiагоналi; 23

Z — множина (або адитивна група, або кiльце) цiлих чисел; 22
Z(G) — центр групи G; 57
ZG(A) (або Z(A)) — централiзатор пiдмножини A групи G; 58
Zn— множина (або адитивна група, або кiльце) класiв лишкiв за

модулем числа n; 23
Z∗n — мультиплiкативна група оборотних класiв лишкiв за модулем

числа n; 23
ϕ|H — обмеження гомоморфiзму груп ϕ на пiдгрупу H; 62
ϕ(n) — функцiя Ойлера; 31
ϕ ◦ ψ (тобто (ϕ ◦ ψ)(x) = ψ(ϕ(x)) ) — композицiя вiдображень ϕ i ψ;

17
ε — тотожна пiдстановка; 23
Cn — група всiх поворотiв правильного n–кутника; 23
O(a) (або aG) — орбiта точки a ∈M при дiї групи G на множинi M ;

81
χ(g) — кiлькiсть нерухомих точок елемента g ∈ G при дiї групи G

на множинi M ; 83
∅ — порожня множина. 27
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Передмова
Ряд понять i тверджень, якi мають загальноалгебричний, а почасти
i загальноматематичний, характер (як, наприклад, поняття iзоморфi-
зму, пiдструктури, факторструктури чи основна теорема про гомомор-
фiзми), формулюються спочатку не для груп, а для довiльних алге-
бричних структур. Це дозволяє пiдкреслити важливiсть цих понять i
уникнути в подальшому викладi непотрiбного паралелелiзму при ви-
вченнi конкретних типiв алгебричних структур — груп, кiлець i т.д. До
того ж з’являється можливiсть апелювати до певного досвiду, набутого
студентами при вивченнi лiнiйної алгебри.
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Вступ
Спочатку алгебра була наукою про розв’язування рiвнянь. Iз дослiджен-
ня лiнiйних рiвнянь та їх систем виросла уже вiдома нам лiнiйна алгебра
— одна з основ сучасної математики. Дослiдження рiвнянь вищих сте-
пенiв привело в першiй половинi XIX ст. до виникнення поняття групи.
Паралельно з цим у XIX ст. вiдбувається активне розширення поняття
числа (комплекснi числа, класи лишкiв, кватернiони, ...) i формування
понять поля i кiльця. На поч. XX ст. це привело до появи загального
поняття алгебричної структури i формування нового обличчя алгебри,
коли вона з науки про розв’язування рiвнянь перетворилася в науку про
властивостi операцiй на множинах.

I сьогоднi теорiя рiвнянь залишається вихiдним пунктом i основним
змiстом деяких роздiлiв сучасної алгебри. Однак тепер вона трактує-
ться зовсiм iнакше, а головне, перестала бути головним джерелом алге-
бричних проблем. Крiм того, застосування до теорiї рiвнянь перестали
бути мiрилом важливостi i успiшностi алгебричних дослiджень.

У певному розумiннi майже кожна математична теорiя зводиться до
вивчення об’єктiв двох видiв: множин i функцiй на множинах. Якщо i
аргументи i значення функцiї f належать однiй i тiй же множинi M ,
то f називається алгебричною операцiєю на M . Предметом сучасної ал-
гебри є вивчення вивчення алгебричних структур, тобто множин iз
визначеними в них алгебричними операцiями.

Можна сказати, що в першому наближеннi предметом математично-
го аналiзу є вивчення визначених на R дiйсних функцiй, тобто алгебри-
чних дiй на R. У чому ж тодi особливiсть алгебри?

1. Алгебру цiкавлять властивостi самих операцiй, а не множин, на
яких вони визначенi. Зокрема, алгебрi байдужа природа елементiв цих
множин — одна й та ж алгебрична структура може з’являтися то у
виглядi множини чисел, то у виглядi множини функцiй або таблиць
спецiального вигляду, то у виглядi множини перетворень якої–небудь
геометричної фiгури або музичного твору, i т.д. Зате в аналiзi чи гео-
метрiї основна множина (множина R в аналiзi, плошина або простiр в
геометрiї) i природа її елементiв вiдiграють величезну роль.

2. Алгебра зазвичай вивчає властивостi не усiєї сукупностi операцiй
на данiй множинi, а лише однiєї (або дуже невеликого набору операцiй),
причому не довiльної, а лише такої, яка з самого початку має деякi
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“хорошi” властивостi. Список таких “хороших” властивостей пройшов
жорстокий природний вiдбiр i не дуже великий. Важливо, що операцiї
з одними й тими ж властивостями з’являються при дослiдженнi дуже
рiзних питань. Тому виникає потреба в “iндустрiальному” пiдходi до
їх вивчення, щоб не починати кожного разу спочатку при появi чер-
гової множини з операцiєю, тим бiльше, що часто є важливими лише
абстрактнi властивостi самої операцiї, а не специфiчна природа черго-
вої множини. Гарною iлюстрацiєю такого пiдходу є лiнiйна алгебра, яка
розробила потужнi методи дослiдження векторних просторiв незалежно
вiд природи їх елементiв. Бiльше того, виявлення факту, що двi рiзнi
операцiї на множинах влаштованi у певному сенсi однаково, може ма-
ти дуже важливi наслiдки. Так, з’ясування аналогiї мiж додаванням i
множенням дiйсних чисел привело до вiдкриття логарифмiв.

Наявнiсть у рiзних природних дiй аналогiчних i подiбних власти-
востей наштовхує на думку зробити цi спiльнi властивостi вихiдним
пунктом дослiджень, тобто сформулювати їх як аксiоми i послiдовно
вивчати рiзноманiтнi логiчнi наслiдки з них. Аксiоматичний метод є
дуже характерним для алгебри. Одночасне вивчення цiлих класiв алге-
бричних структур, якi видiляються тими чи iншими системами аксiом,
корисне хоча б тим, що не обмежується початковими об’єктами, яки-
ми важливими вони не були б. Сфера застосувань алгебри надзвичайно
зростає. Адже незалежно вiд того, як визначенi дiї в кожному конкре-
тному випадку, якщо вони задовольняють аксiоми, то будь–яка теорема,
одержана з аксiом логiчним шляхом, буде для цих дiй правильною.

Однак лише дуже небагато систем аксiом є справдi цiкавими. Немо-
жливо видумати “з голови” систему аксiом, яка б привела до змiстовної
теорiї. Тi системи аксiом, якi вивчаються в сучаснiй алгебрi, пройшли
дуже жорсткий iсторичний вiдбiр i є результатом аналiзу алгебричних
структур, якi природно виникли в математицi.

Зауваження про вiдмiннiсть аксiоматичного пiдходу в геометрiї та
алгебрi.

Текст мiстить невелику кiлькiсть вправ (зазвичай вони дуже простi
i даються для закрiплення наведених перед ними понять), якi є обо-
в’язковими, i досить великої кiлькостi задач, серед яких є важкi (остан-
нi видiленi зiрочками). Задачi розрахованi на активну участь читача в
оволодiннi матерiалом, тому серед них мало чисто тренувальних. Крiм
того, задачi часто мiстять додаткову цiкаву або важливу iнформацiю,
тому бажаним є намагання читача спробувати розв’язати хоча б значну
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частину з них, i обов’язковим — ознайомлення з їх формулюваннями.
При посиланнi на задачу (вправу) використовується подвiйна нуме-

рацiя: перше число — номер параграфа, до якого ця задача (вправа)
вiдноситься, а друге — номер задачi (вправи) в цьому параграфi. При
посиланнi на теорему чи твердження використовується наскрiзна нуме-
рацiя.
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1 Множини з дiями
Означення 1.1. Бiнарною дiєю (або просто дiєю) ∗ на непорожнiй
множинi M називається довiльне вiдображення ∗ : M × M −→ M .
Результат застосування дiї ∗ до пари (a, b) позначається a ∗ b. Сино-
нiмом до термiну “дiя” є слово “операцiя”.

Бiнарну дiю ∗ на скiнченнiй множинi {a1, . . . , an} можна задавати
таблицею множення — на перетинi m–го рядка i k–го стовпчика стоїть
результат am ∗ ak застосування дiї ∗ до елементiв am i ak:

∗ a1 a2 · · · ak · · · an

a1 a1 ∗ a1 a1 ∗ a2 · · · a1 ∗ ak · · · a1 ∗ an

a2 a2 ∗ a1 a2 ∗ a2 · · · a2 ∗ ak · · · a2 ∗ an

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
am am ∗ a1 am ∗ a2 · · · am ∗ ak · · · am ∗ an

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an an ∗ a1 an ∗ a2 · · · an ∗ ak · · · an ∗ an

Цю таблицю ще називають таблицею Келi . З iншого боку, кожна така
таблиця визначає на множинi {a1, . . . , an} бiнарну дiю.

Крiм символу ∗ дiя може позначається яким–небудь iншим спецiаль-
ним символом, наприклад, +, −, ·, :, ×, ↑, ◦. У залежностi вiд вибору
позначення дiя може називатися додаванням, вiднiманням, множен-
ням, ..., а результат її застосування до певної пари елементiв — сумою,
рiзницею, добутком, ... цих елементiв.

Насправдi назви i позначення дiй в алгебричних структурах прин-
ципового значення не мають, за кiлькома винятками, коли за певними
дiями iсторично утвердилися персональнi назви (найчастiше їх нази-
вають додаванням або множенням i позначають вiдповiдним чином).
Зокрема, це дозволяє використовувати розроблену термiнологiю i си-
стему позначень.

Поняття алгебричної дiї можна розширити.

Означення 1.2. n–арною (або n–аргументовою) дiєю ω на непорожнiй
множинi M називається довiльне вiдображення

ω : Mn = M × · · · ×M −→M.

Число n називається арнiстю дiї ω. Надалi для арностi дiї використо-
вуватимемо позначення арн ω.
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Зауваження. 0–арна дiя — це просто видiлення певного елемен-
та, наприклад, 0 або 1 в полi. Дiї арностi 1 (їх ще називають унарни-
ми) зустрiчаються досить часто, наприклад, взяття протилежного або
оберненого елемента, взяття цiлої або дробової частини числа, перехiд
до транспонованої матрицi чи до спряженого числа. Дiї арностi ≥ 3
зустрiчаються рiдко.

Означення 1.3. Множина M iз заданим на нiй певним набором ал-
гебричних дiй (ωi)i∈I (можливо, рiзної арностi) називається алгебри-
чною структурою (алгебричною системою або унiверсальною алгеброю),
множина M — її носiєм, а набiр {арн ωi | i ∈ I} — її типом. Зазвичай
позначається

(
M ; (ωi)i∈I

)
.

Якщо набiр дiй (ωi)i∈I вiдомий, то часто говорять просто про стру-
ктуру M . Позначення алгебричної структури i її носiя одним i тим же
символом як правило не призводить до непорозумiнь чи двозначностi,
хоча жодним чином не можна ототожнювати структуру iз множиною її
елементiв.

Означення 1.4. Кажуть, що двi алгебричнi системи однотипнi, якщо
їх типи одинаковi.

Зауваження. Однотипнiсть алгебричних систем
(
M ; (ωi)i∈I

)
та

(
N ; (ϑj)j∈J

)
означає, що iснує бiєктивне вiдображення f : I → J таке, що арн ωi =
арн ϑf(i). Тому надалi, не обмежуючи загальностi, будемо вважати, що в
однотипних алгебричних системах I = J i для всiх i ∈ I арн ωi = арн ϑi.

Наведемо тепер декiлька прикладiв алгебричних структур.

Приклади. 1. Множина T (M) всiх перетворень множини M iз дiєю
композицiї. У випадку M = {1, 2, . . . , n} для цiєї множини використову-
ватимемо позначення Tn.

2. Множина Pn всiх n–вимiрних векторiв iз коефiцiєнтами з поля P
з дiями додавання i множення на скаляри з P утворює арифметичний
векторний простiр, який є також прикладом алгебричної структури (до-
давання є бiнарною дiєю, а множення на скаляри можна розглядати як
цiлу родину унарних дiй: для кожного скаляра — своя дiя).

Зауваження. Множина Pn iз скалярним множенням векторiв стру-
ктуру утворювати не буде, бо скалярний добуток не є алгебричною дiєю.

3. Множина всiх (неперервних) скрiзь визначених дiйсних функцiй
зi звичайними додаванням i множенням.
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4. МножинаMn(R) всiх квадратних дiйсних матриць порядку n iз бi-
нарними дiями додавання, множення, унарними — взяття протилежної
матрицi, транспонування i 0–арними — видiленими нульовою матрицею
0 та одиничною матрицею E.

Зауваження. Наведенi приклади, як i бiльшiсть iз тих, що будуть
далi, є природними в тому сенсi, що вони з’явилися в результатi ви-
вчення навколишнього свiту i внутрiшнього розвитку математики, а не
були спецiально придуманi. Взагалi кажучи можна розглядати довiльнi
дiї на довiльних множинах. Це корисно з точки зору унiфiкацiї термi-
нологiї, понять i пiдходiв, однак за широту пiдходу доводиться платити
вiдсутнiстю глибоких результатiв. Дiй занадто багато (на n–елементнiй
множинi можна визначити nn2

рiзних дiй, що вже при n = 10 дає 10100) i
вони занадто рiзнi. Тому для одержання змiстовних результатiв на алге-
бричнi структури треба накладати якiсь обмеження, бажано, природнi.
Як говорив на своїй лекцiї про найбiльш рацiональнi способи крою тка-
нини вiдомий росiйський математик татарського походження Чебишев:
“Припустимо, для простоти, що людське тiло має форму кулi”.

Цi обмеження бувають двох типiв:
— обмеження на кiлькiсть дiй;
— обмеження на властивостi дiй.

Але алгебриста цiкавлять лише тi властивостi алгебричних структур
та їх елементiв, якi можна виразити в термiнах заданих дiй.

Серед властивостей дiй вiдмiтимо такi:
(a) дiя ∗ на множинi M називається асоцiативною, якщо

для довiльних a, b, c ∈M (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);

(b) дiя ∗ на множинi M називається комутативною, якщо

для довiльних a, b ∈M a ∗ b = b ∗ a;

(c) дiя ∗ на множинi M називається скоротною злiва (справа), якщо
для довiльних a, b, c ∈M з рiвностi c ∗ a = c ∗ b (вiдповiдно a ∗ c = b ∗ c)
випливає рiвнiсть a = b.

А серед властивостей елементiв такi:
(a) елемент 0l (вiдповiдно 0r) називається лiвим (правим) нулем для

дiї ∗ на множинi M , якщо для довiльного x ∈M 0l ∗x = 0l (вiдповiдно
x ∗ 0r = 0r);

(b) елемент el (вiдповiдно er) називається лiвим нейтральним або
лiвою одиницею (правим нейтральним або правою одиницею) для дiї

14



∗ на множинi M , якщо для довiльного x ∈ M el ∗ x = x (вiдповiдно
x ∗ er = x);

(c) якщо елемент одночасно є i лiвим нулем, i правим, то вiн нази-
вається двостороннiм нулем або просто нулем i позначається 0;

(d) якщо елемент одночасно є i лiвим нейтральним, i правим, то вiн
називається двостороннiм нейтральним або просто одиницею i позна-
чається e.

Зауваження. У випадку адитивного запису нейтральний елемент
часто називають нулем дiї, хоча насправдi для додавання вiн нулем
не є! Просто у випадку числових множин нейтральний елемент для
додавання є одночасно нулем для iншої дiї — множення, що й стало
джерелом певної неузгодженостi термiнологiї.

Вправа 1.1. Як за таблицею Келi з’ясувати: a) чи буде дiя комута-
тивною; b) чи iснують для дiї лiвi або правi нулi; c) чи iснує для дiї
нейтральний елемент?

Твердження 1.1. Якщо для бiнарної дiї ∗ iснують права i лiва одиницi,
то цi одиницi збiгаються i їх спiльне значення буде нейтральним еле-
ментом для ∗.

Доведення. Позначимо символом M множину, на якiй задана дiя ∗, i
нехай er, el — права i лiва одиницi для ∗. Тодi згiдно означення правої
(вiдповiдно лiвої) одиницi добуток el ∗ er з одного боку дорiвнює el, а
з iншого — er, тому er = el. Нехай e = er = el. Тодi для довiльного
елемента a ∈ M матимемо a ∗ e = a ∗ er = a = el ∗ a = e ∗ a. Отже, e —
нейтральний елемент для ∗.

Вправа 1.2. Наведiть приклад множини з бiнарною дiєю, яка: a) має
єдину лiву одиницю, а правих одиниць не має жодної; b) має нескiн-
ченно багато лiвих одиниць, а правих — не має жодної.

Твердження 1.2. Для кожної бiнарної дiї ∗ iснує не бiльше одного
нейтрального елемента i не бiльше одного нуля.

Доведення. Припустимо, що дiя ∗ має два нейтральнi елементи e1 та
e2. Згiдно означення e1 ∗ e2 = e1 з одного боку i e1 ∗ e2 = e2 з iншого.
Звiдки, e1 = e2.

Аналогiчно, якщо дiя ∗ має два нулi 01 та 02, то 01∗02 = 01 = 01∗02 =
02 i 01 = 02.
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За наявностi нейтрального елемента e можна говорити про оборо-
тнiсть елементiв. Елемент b називається оберненим злiва (оберненим
справа) до a, якщо b ∗ a = e (вiдповiдно a ∗ b = e). Елемент b, який
є оберненим i злiва, i справа до a називається просто оберненим до a.
Якщо для a iснує обернений елемент, то a називається оборотним. У
випадку адитивної термiнологiї замiсть “обернений” говорять “протиле-
жний”.

Бiльшiсть дiй, якi природним чином виникають у математицi, є асо-
цiативними. Головним чином це викликано асоцiативнiстю композицiї
перетворень множини, адже багато дiй є безпосередньо або композицiєю
вiдображень (як множення пiдстановок), або тiсно з ними пов’язанi (як
множення матриць iз композицiєю лiнiйних вiдображень), або вони мо-
жуть бути iнтерпретованi як композицiї певних вiдображень (додавання
чисел — як композицiя зсувiв прямої, множення чисел — як композицiя
гомотетiй).

Комутативнi дiї зустрiчаються вже набагато рiдше.
Асоцiативнiсть i комутативнiсть є незалежними властивостями: (a)

множення матриць є асоцiативним, але не є комутативним; (b) дiя a∗b =
a2 + b2 на R є комутативною, але не є асоцiативною.

Задача 1.1. Нехай M — деяка n–елементна множина. Для 2 ≤ n ≤ 5
знайдiть кiлькiсть попарно неiзоморфних алгебричних систем (M ; ∗)
з одиницею, в яких кожний елемент є скоротним. Чи є серед цих сис-
тем неасоцiативнi?

2 Iзоморфiзм
Означення 2.1. Алгебричнi структури (M ; ◦) i (N ; ∗) з бiнарними
дiями ◦ i ∗ вiдповiдно називаються iзоморфними, якщо iснує таке вза-
ємно однозначне вiдображення ϕ : M → N, що для всiх x, y ∈ M вико-
нується рiвнiсть

ϕ(x ◦ y) = ϕ(x) ∗ ϕ(y).

Якщо структури (M ; ◦) i (N ; ∗) iзоморфнi, то пишуть (M ; ◦) ' (N ; ∗).
Саме вiдображення ϕ називається iзоморфiзмом структур (M ; ◦) i
(N ; ∗).

Аналогiчно визначається iзоморфiзм для алгебричних структур з
бiльшою кiлькiстю дiй та iншої арностi.
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Означення 2.2. Однотипнi алгебричнi структури
(
M ; (ωi)i∈I

)
i

(
N ; (ϑi)i∈I

)
з наборами дiй (ωi)i∈I i (ϑi)i∈I вiдповiдно називаю-

ться iзоморфними, якщо iснує таке взаємно однозначне вiдображення
ϕ : M → N, що для всiх i ∈ I та x1, . . . , xарн ωi ∈ M виконуються
рiвностi:

ϕ
(
ωi(x1, . . . , xарн ωi)

)
= ϑi

(
ϕ(x1), . . . , ϕ(xарн ωi)

)
.

Якщо структури
(
M ; (ωi)i∈I

)
i
(
N ; (ϑi)i∈I

)
iзоморфнi, то пишуть

(
M ; (ωi)i∈I

)
'(

N ; (ϑi)i∈I

)
( або коротко M ' N). Саме вiдображення ϕ називається

iзоморфiзмом структур
(
M ; (ωi)i∈I

)
i
(
N ; (ϑi)i∈I

)
.

Приклади. 1. Iз властивостей логарифмiчної функцiї випливає, що
для кожного додатного a 6= 1 вiдображення x 7→ loga x є iзоморфiзмом
(R+; ·) на (R; +). Це, зокрема, означає, що мiж iзоморфними структу-
рами може iснувати багато рiзних iзоморфiзмiв.

Вiдкриття цього iзоморфiзму чотири столiття тому вiдiграло вели-
чезну роль у рацiоналiзацiї технiки обчислень, оскiльки пiсля появи таб-
лиць логарифмiв дозволяло замiнити множення багатоцифрових чисел
додаванням. На цьому iзоморфiзмовi ґрунтується i логарифмiчна лiнiй-
ка — протягом тривалого часу робочий iнструмент кожного iнженера.

2. Розглянемо множину поворотiв на кути 0◦, 90◦, 180◦, 270◦ з дiєю
композицiї ◦ та множину {1, i,−1,−i} iз звичайною операцiєю множення
комплексних чисел. Вiдображення ϕ : 0◦ 7→ 1, ϕ : 90◦ 7→ i, ϕ : 180◦ 7→
−1, ϕ : 270◦ 7→ −i є iзоморфiзмом цих алгебричних структур.

Твердження 2.1. a) Композицiя вiдображень iзоморфiзму i вiдображення,
обернене до iзоморфiзму, також є iзоморфiзмами.
b) На класi однотипних алгебричних систем вiдношення iзоморфностi
є вiдношенням еквiвалентностi.

Доведення. Легко бачити, що доведення досить провести лише для мно-
жин з однiєю бiнарною дiєю (доведення в загальному випадку повнi-
стю аналогiчне). a) Нехай ϕ : M1 → M2, ψ : M2 → M3 — iзоморфi-
зми алгебричних структур (M1; ∗1), (M2; ∗2) та (M2; ∗2), (M3; ∗3) вiд-
повiдно. Оскiльки вiдображення (ϕ ◦ ψ) : M1 → M3 задається так:
(ϕ◦ψ)(m) = ψ(ϕ(m)), то ϕ◦ψ є бiєкцiєю i для довiльних x, y ∈M1 мати-
мемо: (ϕ◦ψ)(x∗1y) = ψ

(
ϕ(x∗1y)

)
= ψ

(
ϕ(x)∗2ϕ(y)

)
= ψ(ϕ(x))∗3ψ(ϕ(y)) =

(ϕ ◦ ψ)(x) ∗3 (ϕ ◦ ψ)(y). Тому ϕ ◦ ψ є також iзоморфiзмом.
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Покажемо тепер, що для iзоморфiзму ϕ множин (M1; ∗1) та (M2; ∗2)
оберенене вiдображення ϕ−1 : M2 →M1 таке, що ϕ−1(y) = x, де ϕ(x) =
y, також буде iзоморфiзмом. Справдi, вiдображення ϕ−1 є бiєктивним,
бо таким же є вiдображення ϕ. Крiм того, для довiльних y1, y2 ∈ M2

iснують такi x1, x2 ∈M1, що ϕ(x1) = y1, ϕ(x2) = y2. Тому ϕ−1(y1∗2y2) =
ϕ−1

(
ϕ(x1) ∗2 ϕ(x2)

)
= ϕ−1

(
ϕ(x1 ∗1 x2)

)
= x1 ∗1 x2 = ϕ−1(y1) ∗1 ϕ−1(y2) i

вiдображення ϕ−1 також є iзоморфiзмом.
b) Перевiримо, чи вiдношення iзоморфiзму є рефлексивним, симе-

тричним i транзитивним. Для довiльної алгебричної структури (M ; ∗)
тотожне вiдображення ε : M → M, ε(x) = x, є iзоморфiзмом M в се-
бе, який називається тотожним iзоморфiзмом. Якщо вiдображення
ϕ задає iзоморфiзм (M1; ∗1) та (M2; ∗2), то згiдно п. a) вiдображення
ϕ−1 задаватиме iзоморфiзм (M2; ∗2) та (M1; ∗1). Якщо ж вiдображен-
ня ϕ1 i ϕ2 задають iзоморфiзми (M1; ∗1), (M2; ∗2) i (M2; ∗2), (M3; ∗3)
вiдповiдно, то знову ж таки згiдно п. a) вiдображення ϕ1 ◦ϕ2 задавати-
ме iзоморфiзм (M1; ∗1) та (M3; ∗3). Отже, вiдношення ' є вiдношенням
еквiвалентностi.

Задача 2.1. Доведiть, що довiльний iзоморфiзм (R+; ·) на (R; +) має
вигляд x→ loga x для деякого додатного a.

Задача 2.2. Побудуйте iзоморфiзм мiж множиною всiх паралельних
переносiв прямої з дiєю композицiї та (R; +).

Зауваження. 1. Якщо двi алгебричнi структури iзоморфнi, то будь–
яке твердження, яке можна сформулювати лише в термiнах заданих
дiй, буде правильним для однiєї з цих структур тодi й лише тодi, коли
воно буде правильним i для iншої. Наприклад, якщо (M ; ◦) ' (N ; ∗) i дiя
◦ комутативна, то дiя ∗ також комутативна. Таким чином, при вивченнi
алгебричних систем iз точнiстю до iзоморфiзму природа елементiв цих
систем iгнорується, а увага зосереджується на властивостях самих дiй.
Аналогiчно читач, який цiкавиться лише змiстом твору, розглядає рi-
знi примiрники одного й того ж роману, що вiддрукованi в рiзний час,
рiзним шрифтом i на рiзному паперi, як тотожнi. Те, що властиве усiм
системам iз певного класу iзоморфних систем, i є алгебричною систе-
мою у чистому, тобто абстрактному, виглядi.

Недолiками такого пiдходу є певне збiднення об’єктiв дослiдження
i обмеження проблематики. Але це з головою перекривається загаль-
нiстю пiдходу: одержанi результати можна автоматично застосовувати
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до конкретних систем найрiзноманiтнiшого походження. Крiм того, чи-
стота такого пiдходу на практицi дуже часто порушується: вивчення
конкретних систем продовжує вiдiгравати в алгебрi величезну роль.

2. Для доведення iзоморфностi двох алгебричних структур зазви-
чай вказують в явному виглядi вiдповiдний iзоморфiзм. Для доведення
ж неiзоморфностi двох структур намагаються знайти твердження, яке
формулюється лише в термiнах заданих дiй i яке є правильним тiльки
для однiєї з цих структур.

Хоча в принципi байдуже, яку саме iз iзоморфних одна однiй алге-
бричних структур вивчати, вибiр певної структури може виявитися ва-
жливим для розв’язування конкретної задачi, бо дозволить використа-
ти специфiчнi для цiєї структури методи. Наприклад, якщо елементами
структури є матрицi, то можуть спрацювати методи лiнiйної алгебри.

Подiбно тому, як у геометрiї пiд геометричними властивостями фi-
гур i тiл розумiють тi властивостi, якi зберiгаються при вiдповiдних
геометричних перетвореннях (в евклiдовiй геометрiї — при рухах), пiд
алгебричними властивостями алгебричних структур розумiють тi вла-
стивостi, якi зберiгаються при всiх iзоморфiзмах. Зауважимо, що можна
говорити про алгебричнi властивостi не тiльки структур у цiлому, а й
їх пiдмножин, елементiв, систем елементiв i т.д. Наприклад, у теорiї
векторних просторiв алгебричною є властивiсть системи векторiв бу-
ти лiнiйно залежною. У теорiї груп алгебричними є властивостi (точнi
означення будуть далi): бути нейтральним, оборотним, мати скiнченний
порядок — для елементiв, бути пiдгрупою чи системою твiрних — для
пiдмножини, бути комутативною чи розв’язною — для самої групи, i
т.д.

3 Напiвгрупи
Означення 3.1. Алгебрична структура (M ; ∗) називається напiвгру-
пою, якщо дiя ∗ на множинi M є асоцiативною. Напiвгрупа з ней-
тральним елементом називається напiвгрупою з одиницею або моно-
їдом. Якщо дiя ще й комутативна, то напiвгрупа називається кому-
тативною або абелевою.

Зауважимо, що далеко не кожна напiвгрупа має нейтральний еле-
мент. Такими є, наприклад, напiвгрупа натуральних чисел за додаван-
ням i напiвгрупа парних чисел за множенням.
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Приклади. 1. Оскiльки додавання i множення чисел асоцiативне,
то будь–яка замкнена вiдносно додавання або множення числова мно-
жина буде напiвгрупою вiдносно вiдповiдної дiї.

2. Напiвгрупою є i множина T (M) всiх перетворень множини M
з дiєю композицiї (ця напiвгрупа називається симетричною напiвгру-
пою), i множина B(M) всiх бiнарних вiдношень на множинi M вiдносно
де–морганiвського добутку вiдношень.

3. Множина Ω(M) всiх пiдмножин множини M замкнена вiдносно
кожної з операцiй: об’єднання, перетин, рiзниця, симетрична рiзниця,
але не з кожною з цих дiй утворюватиме напiвгрупу. Так, (Ω(M);∪),
(Ω(M);∩) i (Ω(M);4) є, принаймнi, комутативними моноїдами, а Ω(M)
з операцiєю рiзниця напiвгрупу взагалi не утворюватиме.

Перевiрка асоцiативностi деяких дiй може бути досить складною
процедурою. Зокрема, для n–елементної множини в загальному випад-
ку треба перевiрити виконання n3 рiвностей. I хоча розробленi певнi
процедури, якi зменшують кiлькiсть перевiрок, цi процедури не зав-
жди ефективнi. Зокрема, угорський математик Сас довiв, що для n > 3
на n–елементнiй множинi завжди можна визначити бiнарну дiю таким
чином, щоб iз n3 рiвностей асоцiативностi не виконувалася лише одна
наперед вказана.

Твердження 3.1. У напiвгрупi добуток довiльних n множникiв не
залежить вiд способу розстановки дужок у виразi x1 ∗ · · · ∗ xn.

Доведення. Легко бачити, що для доведення цього твердження досить
скористатися iндукцiєю за кiлькiстю множникiв n.

Таким чином, у випадку асоцiативної дiї ми можемо дужки опускати
i писати просто x1 ∗ · · · ∗ xn.

Вправа 3.1. Доведiть, що коли дiя асоцiативна i комутативна, то
добуток довiльних n множникiв не залежить i вiд порядку множни-
кiв.

Задача 3.1. Скiлькома способами можна розставити дужки у виразi
x1 ∗ · · · ∗ xn?

Задача 3.2. Скiльки рiзних рацiональних виразiв можна одержати
за рахунок рiзної розстановки дужок у виразi x1 : x2 : · · · : xn?
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Елемент ε напiвгрупи називається iдемпотентом, якщо ε · ε = ε.
Iдемпотентами, зокрема, є всi лiвi (правi) нулi i всi лiвi (правi) одиницi.
Кiлькiсть iдемпотентiв у напiвгрупi може змiнюватися в дуже широких
межах: у напiвгрупi (N; +) iдемпотентiв взагалi немає, у той час як у
напiвгрупi (Ω(M);∪) кожен елемент є iдемпотентом.

Задача 3.3. Доведiть, що лiнiйне перетворення скiнченновимiрного
комплексного векторного простору буде iдемпотентом тодi й лише
тодi, коли воно є проектуванням на пiдпростiр.

Задача 3.4. Пiдрахуйте кiлькiсть iдемпотентiв у напiвгрупi Tn.

Твердження 3.2. Кожен елемент моноїда має не бiльше одного обер-
неного елемента.

Доведення. Якщо b1 i b2 — два обернених до a елементи, то

b1 = b1 ∗ e = b1 ∗ (a ∗ b2) = (b1 ∗ a) ∗ b2 = e ∗ b2 = b2 .

Вправа 3.2. Перевiрте, що в довiльному моноїдi: a) (a−1)−1 = a; b)
(ab)−1 = b−1a−1.

Теорема 3.1 (Келi). Кожна напiвгрупа S iзоморфна деякiй напiвгрупi
перетворень множини S.

Доведення. Будемо вважати, що напiвгрупа S мiстить одиницю e (у
противному разi напiвгрупу S можно перетворити в напiвгрупу S ∪ {e}
з одиницею, приєднавши до S елемент e). Зiставимо кожному a ∈ S пе-
ретворення µa множини S, яке визначатиметься правилом: µa(x) = xa.
Нехай T̂ = {µa | a ∈ S}. Тодi вiдображення ϕ : S → T̂ , a 7→ µa, є
бiєкцiєю. Крiм того, µab = µa · µb. Тому T̂ є замкненою вiдносно компо-
зицiї перетворень (значить є напiвгрупою), а вiдображення ϕ є iзомор-
фiзмом.

Для довiльних непорожнiх пiдмножин A,B напiвгрупи (S; ∗) можна
визначити їх добуток A ∗ B = {a ∗ b | a ∈ A, b ∈ B}. Якщо одна з мно-
жин одноелементна, наприклад, A = {a}, то замiсть {a} ∗ B i B ∗ {a}
вживають бiльш простi позначення a ∗ B i B ∗ a. Це множення, як це
випливає iз наступної вправи, є асоцiативним.

Вправа 3.3. Доведiть, що для довiльних непорожнiх пiдмножин A,B,C
напiвгрупи (S; ∗) має мiсце рiвнiсть: (A ∗B) ∗ C = A ∗ (B ∗ C).
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4 Групи
Означення 4.1. Моноїд, в якому кожен елемент є оборотним, нази-
вається групою. Iншими словами, група (G; ∗) — це непорожня мно-
жина G з бiнарною дiєю ∗, яка задовольняє такi умови (аксiоми групи) :
(a) асоцiативнiсть: для довiльних a, b, c ∈ G (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);
(b) iснування нейтрального елемента: iснує такий елемент e ∈ G, що
для довiльного a ∈ G a ∗ e = e ∗ a = a;
(c) оборотнiсть: для кожного a ∈ G iснує такий елемент a−1 ∈ G, що
a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Якщо дiя комутативна, тобто для всiх a, b ∈ G a∗ b = b∗a, то група
називається комутативною або абелевою.

Найчастiше дiя в групi називається множенням i використовується
мультиплiкативна термiнологiя (а саму групу iнколи називають муль-
типлiкативною). Якщо дiя називається додаванням, то використовують
адитивну термiнологiю. Причому абелевими групами частiше назива-
ють адитивнi групи з комутативною дiєю на них, а комутативними гру-
пами — мультиплiкативнi з теж комутативною дiєю на них.

Потужнiсть |G| множини G називають порядком групи G. Якщо
|G| <∞, то кажуть, що група G є скiнченною, у противному разi група
G є нескiнченною.

Зауваження. Введенi поняття порядку групи, скiнченної та нескiн-
ченної групи аналогiчним чином переносяться на довiльнi унiверсальнi
алгебри.

Наведемо деякi приклади груп.

Приклади. 1. Множини Z, Q, R, C з дiєю додавання утворюють
абелевi групи, якi називають числовими групами за додаванням.

2. Множини Q∗, R∗, R+, C∗, множина Cn всiх коренiв n–го степеня
з 1, множина Cp∞ =

⋃
n∈N

Cpn , множина T = {z ∈ C
∣∣ |z| = 1} з дiєю

множення утворюють також абелевi групи, якi називають числовими
групами за множенням.

3. Так званими матричними групами за множенням є: повна лiнiй-
на група GLn(P ) (група невироджених матриць порядку n над полем P ,
яка при n ≥ 2 є неабелевою), спецiальна лiнiйна група SLn(P ) (група
матриць порядку n з визначником рiвним 1 над полем P ), ортогональна
група On (група ортогональних матриць порядку n), унiтарна група Un
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(група всiх унiтарних матриць n–го порядку), дiагональна група Dn(P )
(група всiх невироджених дiагональних матриць порядку n над полем
P ), трикутна група Tn(P ) (група всiх невироджених матриць порядку
n над полем P з нульовим кутом пiд головною дiагоналлю), унiтрику-
тна група UTn(P ) (група всiх невироджених матриць порядку n над
полем P з нульовим кутом пiд головною дiагоналлю i з одиницями на
дiагоналi). Якщо в якостi P береться скiнченне поле iз q елементiв,
то замiсть GLn(P ) пишуть GLn(q) (аналогiчно для iнших матричних
груп).

4. Розглянемо множину класiв лишкiв Zn = {0̄, . . . , n− 1} з дiєю
додавання i множину класiв лишкiв Z∗n = {̄i |НСД(i, n) = 1} з дiєю
множення. Вони будуть утворювати вiдповiдно адитивну i мультиплi-
кативну групи. Цi групи є абелевими i називаються групами класiв
лишкiв.

5. Множина Sn всiх пiдстановок n–го степеня, тобто множина всiх
взаємно однозначних вiдображень множини {1, . . . , n} вiдносно опера-
цiї множення пiдстановок (суперпозицiї вiдображень) утворює групу,
яку прийнято називати симетричною групою. У свою чергу множина
An всiх парних пiдстановок n–го степеня з дiєю множення пiдстановок
утворює також групу, яка називається знакозмiнною групою. Цi групи
вiдносяться до класу так званих груп пiдстановок i Sn є неабелевою при
n ≥ 3, а An є неабелевою при n ≥ 4.

6. МножинаK4 пiдстановок {ε, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} з дiєю мно-
ження утворює абелеву групу, яка називається група ! четверна група
Кляйна.

7. Легко зрозумiти, що сукупнiсть усiх перетворень площини (про-
стору), якi лишають незмiнною певну фiгуру (тiло), вiдносно композицiї
також утворює групу. Таким чином з’являються групи поворотiв i рухiв
правильних многогранникiв, групи рухiв рiзних паркетiв, кристалiв i
т.д. Зокрема, група Cn всiх поворотiв правильного n–кутника складає-
ться з поворотiв на кути 0◦, 360◦/n, 2·360◦/n, . . . , (n−1)·360◦/n вiдносно
центра цього n–кутника. Група Dn всiх рухiв правильного n–кутника
(дiедральна група) складається з n поворотiв вiдносно його центра на
кути 0◦, 360◦/n, 2·360◦/n, . . . , (n−1)·360◦/n та n симетрiй l1, . . . , ln вiд-
носно осей, що проходять при непарному n через вершини n–кутника та
середини протилежних ребер, а при парному n — через двi протилежнi
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вершини або через середини двох протилежних ребер. Група рухiв ром-
ба складається iз поворотiв на кути 0◦ та 180◦ навколо точки перетину
дiагоналей ромба i двох симетрiй l1, l2 вiдносно дiагоналей ромба.

8. Кватернiоннi одиницi i, j, k породжують так звану групу кватер-
нiонiв Q8 = {1,−1, i, j, k,−i,−j,−k} порядку 8, де (−1)2 = 1, i2 = j2 =
k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j.

Вправа 4.1. Перевiрте виконання аксiом групи у щойно наведених
прикладах.

Зауваження. 1. Остання серiя прикладiв груп пов’язана iз загаль-
нонауковим i навiть загальнокультурним поняттям симетрiї, з яким
обiзнана кожна освiчена людина. Однак не всi розумiють, що глибший
аналiз поняття симетрiї неминуче приводить нас до математичної стру-
ктури — групи, бо симетрiї (як рухи або перетворення) можна множити,
виконуючи їх послiдовно.

2. Поняття групи вперше ввiв Ґалуа (1831 р.), хоча в неявному вигля-
дi комутативнi групи зустрiчалися вже в Лагранжа i Ґауса. Пiсля робiт
Кошi про пiдстановки (1847 р.) дослiдження груп (головним чином —
груп пiдстановок) починають наростати. У 1870 р. виходить знаменитий
трактат Жордана про групи пiдстановок, але тут теорiя груп розгляда-
лась лише в обсязi, необхiдному для дослiдження розв’язностi рiвнянь
у радикалах. Сучасна абстрактна теорiя груп почалася з виходу книги
Шмiдта (1916 р.), яка так i називалася “Абстрактна теорiя груп”. Оста-
ння була перевидана в 1933 р. i протягом 25-30 рокiв була основним
пiдручником з теорiї груп в унiверситетах Росiї, а згодом СРСР.

Вправа 4.2. Покажiть, що в довiльнiй групi (ab)−1 = b−1a−1. Бiльш
того, для довiльних елементiв a1, . . . , an групи має мiсце (a1a2 . . . an−1an)−1 =
a−1

n a−1
n−1 . . . a

−1
2 a−1

1 .

Твердження 4.1. a) У групi можна скорочувати, тобто з кожної з
рiвностей ac = bc i ca = cb випливає рiвнiсть a = b.
b) Для довiльних a i b кожне з рiвнянь ax = b i ya = b має в групi
єдиний розв’язок.

Доведення. a) Досить помножити рiвностi ac = bc i ca = cb вiдповiдно
справа i злiва на c−1.
b) Легко перевiрити, що x = a−1b i y = ba−1 є розв’язками. Однозна-
чнiсть випливає з п. a).
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Наслiдок 4.1. У кожному рядку i в кожному стовпчику таблицi Келi
групи кожний елемент групи зустрiчається рiвно один раз.

Твердження 4.1 b) дозволяє визначити в групi лiве a\b = a−1b i
праве b/a = ba−1 дiлення b на a. Якщо група не є комутативною, то цi
дiлення — рiзнi.

Задача 4.1. Доведiть, що в означеннi групи досить вимагати iсну-
вання лише правостороннiх (або лише лiвостороннiх) нейтрального i
оберненого елементiв.

Задача 4.2. Доведiть, що скiнченна напiвгрупа з лiвостороннiм i пра-
востороннiм скороченням є групою.

Задача 4.3. З’ясуйте, чи можна в попереднiй задачi вiдмовитися вiд
скiнченностi.

Iз твердження 3.1 випливає, що для довiльного елемента a групи i
натурального числа n добуток n множникiв an = a · a · · · a визначений
однозначно. Цей добуток називається n–м степенем елемента a. По-
кладемо a0 = e i a−n = (a−1)n. Тодi поняття степеня елемента можна
розглядати для довiльного цiлого показника. У випадку адитивного за-
пису дiї замiсть степенiв говорять про кратнi елемента i записують
na = a+ a+ · · ·+ a (n раз).

Легко перевiряються наступнi властивостi степенiв.

Твердження 4.2. Для довiльних елемента x групи G та цiлих чисел
n, m виконуються рiвностi:

a) (xn)−1 = x−n ; b) xnxm = xn+m ; c) (xn)m = xnm .

Доведення. a) Оскiльки x−n · xn = x−1 · · ·x−1︸ ︷︷ ︸
n

·x · · ·x︸ ︷︷ ︸
n

= e = x · · ·x︸ ︷︷ ︸
n

·

·x−1 · · ·x−1︸ ︷︷ ︸
n

= xn · x−n, то (xn)−1 = x−n.

b) Випадки, коли n,m ≥ 0 або n,m < 0 — очевиднi. Нехай тепер
n < 0, m ≥ 0 i |n| ≤ m. Тодi

xn ·xm = x−|n| ·xm = (x−1)|n| ·xm = x−1 · · ·x−1︸ ︷︷ ︸
|n|

·x · · ·x︸ ︷︷ ︸
m

= xm−|n| = xm+n .

Якщо ж n < 0, m ≥ 0 i |n| > m, то

xn · xm = x−|n| · xm = (x−1)|n| · xm = x−1 · · ·x−1︸ ︷︷ ︸
|n|

·x · · ·x︸ ︷︷ ︸
m

=
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= x−1 · · ·x−1︸ ︷︷ ︸
|n|−m

= x−(|n|−m) = xm−|n| = xm+n.

Випадок n > 0, m ≤ 0 розглядається аналогiчно.
c) Випадок n,m ≥ 0 — очевидний. Якщо n ≥ 0, m < 0, то

(xn)m =
(
(xn)−1

)|m| =
(
(x−1)n

)|m| = (x−1)n·|m| = x−n·|m| = xnm .

При n < 0, m ≥ 0 матимемо

(xn)m =
(
(x−1)|n|

)m = (x−1)|n|·m = x−|n|·m = xnm .

Якщо ж n < 0, m < 0, то

(xn)m =
(
(xn)−1

)|m| = (x−n)|m| = (x|n|)|m| = x|n|·|m| = xnm .

5 Пiдструктури
Нехай ω — n–арна дiя на множинi M . Пiдмножина A ⊆M називається
замкненою (iнварiантною, стiйкою) вiдносно дiї ω, якщо ω(A × · · · ×
A) ⊆ A. Iншими словами, якщо для довiльного набору (a1, . . . , an) еле-
ментiв з A результат ω(a1, . . . , an) застосування дiї ω до цього набору
також належить A.

Якщо пiдмножина A ⊆ M алгебричної структури
(
M ; (ωi)i∈I

)
є за-

мкненою вiдносно всiх визначених на цiй структурi дiй, то вона сама
перетворюється в алгебричну структуру

(
A; (ωi)i∈I

)
, яка називається

пiдструктурою даної структури.
Якi властивостi дiй успадковуються пiдструктурою? Якщо власти-

вiсть має вигляд деякої тотожностi (типу асоцiативностi чи комутатив-
ностi), то напевне так (бiльш точно — властивостi, якi описуються т.зв.
унiверсальними формулами). Але iншi властивостi можуть i не успад-
ковуватися.

Означення 5.1. Пiднапiвгрупою напiвгрупи G називається така пiд-
множина H ⊆ G, яка сама є напiвгрупою вiдносно тiєї ж дiї. Якщо
G — моноїд з одиницею e i пiднапiвгрупа H ⊆ G мiстить e, то H
називається пiдмоноїдом G.
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Означення 5.2. Пiдгрупою групи G називається така її непорожня
пiдмножина H ⊆ G, яка сама є групою вiдносно тiєї ж дiї. Факт, що
H є пiдгрупою G, позначатимемо H ≤ G.

Твердження 5.1. Непорожня пiдмножина H групи (G; ·) буде пiд-
групою G тодi й лише тодi, коли H замкнена вiдносно множення та
взяття оберненого елемента.

Доведення. Оскiльки H замкнена вiдносно дiї ·, то треба перевiрити
виконання лише аксiом групи. Асоцiативнiсть дiї очевидна. Крiм того,
для довiльного елемента a ∈ H елементи a−1 i a·a−1 = e також належать
H.

Вправа 5.1. Наведiть приклад напiвгрупи, кожна пiдмножина якої є
пiднапiвгрупою.

Зауваження. Порожню пiдмножину напiвгрупи також зручно вва-
жати пiднапiвгрупою. Але пiдмоноїд i пiдгрупа за означенням уже є
непорожнiми.

Пiднапiвгрупа (пiдмоноїд, пiдгрупа) H напiвгрупи (моноїда, групи)
G називається власною, якщо H 6= G. Той факт, що пiдгрупа H групи
G є власною, записуємо як H < G.

G i ∅ називаються тривiальними пiднапiвгрупами напiвгрупи G.
Якщо G — моноїд (група) з одиницею e, то G i {e} називаються три-
вiальними пiдмоноїдами (пiдгрупами) G, а довiльний пiдмоноїд (пiд-
група), вiдмiнний вiд G i ∅ називається нетривiальним. Пiдгрупу {e}
ще називають одиничною пiдгрупою групи G i часто позначають E, а
кожна пiдгрупа G, вiдмiнна вiд {e}, називається неодиничною.

Нижче наведемо приклади деяких ланцюгiв пiдгруп для груп, що
розглядалися на стор. 22, 24.

Приклади. 1. Z < Q < R < C.

2. Q∗ < R∗, R+ < R∗ < C∗.

3. SLn(Z) < SLn(Q) < SLn(R) < SLn(C), UTn(Q) < SLn(Q) <
GLn(Q) < GLn(R) < GLn(C), UTn(R) < Tn(R) < GLn(R), Dn(C) <
Tn(C) < GLn(C), Un < GLn(C), On < GLn(R).

4. An < Sn.

Вправа 5.2. Доведiть, що множина SLn(Z) є пiдгрупою групи GLn(Q).
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Твердження 5.2. Перетин довiльної родини пiднапiвгруп (пiдмоноїдiв,
пiдгруп) знову буде пiднапiвгрупою (пiдмоноїдом, пiдгрупою).

Доведення легко випливає iз означення.

Зауваження. 1. Об’єднання довiльної родини пiднапiвгруп (пiдмо-
ноїдiв, пiдгруп) пiднапiвгрупою (пiдмоноїдом, пiдгрупою), взагалi ка-
жучи, не буде. Зокрема, об’єднання двох пiдгруп буде пiдгрупою тодi й
лише тодi, коли одна з цих пiдгруп мiститься в iншiй (доведiть!).

2. Очевидно, що твердження 5.2 залишається правильним для пере-
тину довiльної родини пiдструктур довiльної алгебричної структури.

Вправа 5.3. Доведiть, що для скiнченної групи поняття пiдгрупи i
пiднапiвгрупи збiгаються.

Задача 5.1. Доведiть, що коли H — пiдгрупа групи G, то H ·H = H.
Чи правильне зворотне твердження?

Задача 5.2. Доведiть, що для скiнченних пiдгруп A i B групи G ви-

конується рiвнiсть |A ·B| = |A| · |B|
|A ∩B|

.

Задача 5.3. Наведiть приклад нескiнченної групи, кожна власна пiд-
група якої має скiнченний порядок.

Задача 5.4. Знайдiть усi скiнченнi пiдгрупи групи iзометрiй паркету
з: a) правильних трикутникiв; b) квадратiв.

Нехай тепер A — довiльна непорожня пiдмножина групи G. Можна
розглядати тi пiдгрупи G, якi мiстять цю множину (такою буде, зокре-
ма, сама G). Природно поцiкавитися найменшою за включенням серед
таких пiдгруп. Одразу виникають два питання. (1) Чи iснує серед таких
пiдгруп найменша? (2) Якщо iснує, то як її знайти?

Вiдповiдь на перше питання дає

Твердження 5.3. Перетин усiх пiдгруп групи G, що мiстять дану
непорожню пiдмножину A, є найменшою пiдгрупою G, що мiстить
A.

Доведення. Безпосередньо випливає iз твердження 5.2.

Найменша пiдгрупа, що мiстять дану пiдмножину A, позначається
〈A〉. Вiдповiдь на друге питання — про будову 〈A〉 — дає
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Твердження 5.4. Нехай A — деяка непорожня пiдмножина групи G.
Позначимо A−1 = {a−1 | a ∈ A}. Тодi 〈A〉 = {a1 · · · ak | k ∈ N, ai ∈
A ∪A−1}.

Доведення. Позначимо множину {a1 · · · ak | k ∈ N, ai ∈ A ∪ A−1} сим-
волом B. Включення A ⊆ B ⊆ 〈A〉 є очевидними. Тому досить показати,
що B є пiдгрупою групи G. А це випливає iз твердження 5.1, бо B за-
мкнена вiдносно множення та взяття оберненого елемента.

Твердження 5.4 можна сформулювати у трохи iншiй формi:

Твердження 5.4′. Нехай A — деяка непорожня пiдмножина групи G.
Тодi 〈A〉 = {aε1

1 · · · aεk

k | k ∈ N, ai ∈ A, εi = ±1}.

Наслiдок 5.1. Нехай група G комутативна i A = {a1, . . . , an}. Тодi
кожний елемент пiдгрупи 〈A〉 можна записати у виглядi am1

1 · · · amn
n ,

де m1, . . . ,mn ∈ Z (або у виглядi m1a1+ · · ·+mnan, якщо G — адитивна
група).

Якщо 〈A〉 = G, то A називається системою твiрних групи G. Си-
стема твiрних називається незвiдною, якщо жодна її власна пiдмножина
не є системою твiрних. У противному разi система твiрних називається
звiдною. Якщо система твiрних групи G складається з скiнченної кiль-
костi елементiв, то кажуть, що група G є скiнченно породженою. Якщо
ж група G не має скiнченних систем твiрних, то група G є нескiнченно
породженою.

Приклади. 1. Нескiнченною, незвiдною системою твiрних групи Q∗

є, наприклад, множина всiх простих чисел разом з −1.

2. Множина всiх транспозицiй є звiдною системою твiрних групи Sn.

3. Множина всiх чисел вигляду 1
n , n ∈ N, є нескiнченною, звiдною

системою твiрних групи Q.

4. Група Z i всi скiнченнi групи є скiнченно породженими.

5. Кожна з груп Q i Q∗ є нескiнченно породженою.

Задача 5.5. Доведiть, що Sn = 〈(12), (23), . . . , (n − 1, n)〉 = 〈(12),
(13), . . . , (1n)〉.

Задача 5.6. Доведiть, що знакозмiнна група An при n ≥ 3 породжу-
ється циклами довжини 3.
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Задача 5.7. Знайдiть необхiдну й достатню умову того, щоб дана
множина транспозицiй була (незвiдною) системою твiрних групи Sn.

Задача 5.8. Нехай транспозицiї π1, . . . , πk утворюють незвiдну си-
стему твiрних групи Sn. Доведiть, що їх добуток у будь–якому по-
рядку πi1 · · ·πik

буде циклом довжини n.

Задача 5.9.∗∗ Доведiть, що кiлькiсть рiзних незвiдних систем твiр-
них групи Sn, якi складаються з транспозицiй, дорiвнює nn−2.

Задача 5.10. Знайдiть в групi Sn двоелементну систему твiрних.

Задача 5.11. Знайдiть в групi всiх поворотiв куба двоелементну си-
стему твiрних.

Задача 5.12. Доведiть, що група Q не має незвiдних систем твiрних.

Зауважимо, що системи твiрних (навiть незвiднi) для однiєї й тiєї
ж групи можуть бути влаштованi дуже по рiзному. Наприклад, для
довiльного набору p1, p2, . . . , pk рiзних простих чисел множина чисел
a1 = p2 p3 · · · pk, a2 = p1 p3 · · · pk, . . . , ak−1 = p1 p2 · · · pk−2 pk, ak = p1

p2 · · · pk−2 pk−1 буде незвiдною системою твiрних адитивної групи Z.
Звiдси випливає, що Z має незвiднi системи твiрних довiльної скiнченної
потужностi.

6 Циклiчнi групи та порядок елемента
Дуже важливими (i в певному сенсi найпростiшими) прикладами груп
є тi, якi мають систему твiрних з одного елемента. Такi групи назива-
ються циклiчними.

Iз твердження 5.4 випливає, що 〈a〉 = {an | n ∈ Z}, тобто циклiчна
група складається з усiх степенiв свого твiрного елемента a. Зокрема,
циклiчна група є комутативною.

Приклади. 1. Група Z складається з усiх цiлих кратних числа 1.
Тому Z = 〈1〉.

2. З першого курсу вiдомо, що група Cn породжується будь–яким
первiсним коренем степеня n з 1. Тому вона також циклiчна.

3. Адитивна група Zn класiв лишкiв за модулем числа n породжує-
ться класом 1̄.
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Задача 6.1.∗ Доведiть, що кожна скiнченнопороджена пiдгрупа групи
a) Q, b) Cp∞ є циклiчною.

Означення 6.1. Порядком |a| елемента a групи G називається поря-
док |〈a〉| циклiчної пiдгрупи 〈a〉, породженої елементом a.

Твердження 6.1. Якщо елемент a має скiнченний порядок n, то an =
e i n є найменшим натуральним числом iз такою властивiстю. У
цьому випадку для довiльного цiлого числа m am = ar, де r — остача
вiд дiлення m на n, причому якщо остачi r1 i r2 — рiзнi, то ar1 6= ar2 .
Зокрема, am = e тодi й лише тодi, коли n|m. Якщо ж елемент a має
нескiнченний порядок, то an 6= e для будь–якого цiлого числа n 6= 0.

Доведення. Нехай група 〈a〉— скiнченна. Тодi серед елементiв an, n ∈ Z,
є однаковi. Нехай ak = al i k > l. Тодi ak−l = e i k − l ∈ N. Нехай тепер
n — найменше з таких натуральних чисел, що an = e. Тодi всi елементи
a1 = a, a2, . . . , an = e — рiзнi. З iншого боку, нехай m — довiльне цiле
число i r — його остача вiд дiлення на n. Тодi am = ank+r = (an)k · ar =
ek · ar = ar. Отже, 〈a〉 = {e, a, a2, . . . , an−1} i n = |a|.

Остання частина твердження доводиться аналогiчно.

Наслiдок 6.1. Якщо елемент a має скiнченний порядок n, то ak = am

тодi й лише тодi, коли n
∣∣(k −m).

Наслiдок 6.2. Якщо елемент a має скiнченний порядок n, то 〈a〉 =
{e, a, a2, . . . , an−1}. Якщо ж елемент a має нескiнченний порядок, то
〈a〉 = {. . . , a−2, a−1, e, a, a2, . . .}.

Твердження 6.2. Якщо елемент a має порядок n, то ak має порядок
n/НСД(n, k).

Доведення. Нехай d = НСД(n, k). За наслiдком 6.1 (ak)m = akm = e тодi
й лише тодi, коли n

∣∣km, тобто коли (n/d)
∣∣(k/d)m. Оскiльки n/d i k/d

— взаємно простi, останнє означає, що (n/d)
∣∣m. Отже, ak має порядок

n/d.

Нагадаємо, що функцiя Ойлера ϕ(n) визначається як кiлькiсть на-
туральних чисел, якi не бiльшi за n i взаємно простi з n.

Наслiдок 6.3. Циклiчна група порядку n має рiвно ϕ(n) елементiв
порядку n.

31



Група, в якiй порядок кожного елемента є скiнченним, називається
перiодичною.

Приклади. 1. У кожнiй групi є єдиний елемент порядку 1 — це
нейтральний.

2. Пiдстановка
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 4 5 6 7 8 9 2 1

)
= (13579)(2468) iз групи S9 має по-

рядок 20.

3. У групi R∗ число −1 порядку 2, а всi iншi неодиничнi елементи
мають нескiнченний порядок.

4. У групi C∗ число z має скiнченний порядок n тодi й лише тодi,
коли z є первiсним коренем степеня n з 1. Зокрема, в групi C∗ є рiвно
ϕ(n) елементiв порядку n.

Задача 6.2. Доведiть, що кожна група парного порядку мiстить еле-
мент порядку 2.

Задача 6.3. Наведiть приклад нескiнченної перiодичної групи.

Задача 6.4.∗ Доведiть, що коли елементи a i b комутують i |a| = m,
|b| = n, то в групi iснує елемент порядку НСК(m,n).

Теорема 6.1. Кожна пiдгрупа циклiчної групи G є циклiчною.

Доведення. Очевидно, що одинична пiдгрупа E є циклiчною. Нехай те-
пер G = 〈a〉 i H ≤ G — неодинична пiдгрупа. Виберемо найменше нату-
ральне n, для якого an ∈ H. Нехай тепер am — довiльний елемент з H.
Роздiлимо m на n з остачею: m = nk+r. Тодi ar = am−nk = am ·(an)−k ∈
H. Оскiльки r < n, то r = 0. Таким чином, am = ank = (an)k, тобто
кожний елемент з H є степенем елемента an.

7 Iзоморфiзм груп
Нагадаємо, що групи (G; ∗) i (H; ◦) називаються iзоморфними, якщо
iснує така бiєкцiя ϕ : G −→ H, що ϕ(x ∗ y) = ϕ(x) ◦ ϕ(y) для довiльних
x, y ∈ G.

Приклади. 1. Якщо позначити неодиничнi елементи кожної з груп:
G1 = {ε, (12), (34), (12)(34)}; G2 = {ε, (13), (24), (13)(24)}; G3 = {ε, (14),
(23), (14)(23)}; G4 = {0◦, 180◦, l1, l2} — групи рухiв ромба; G5 — групи

32



поворотiв простору навколо трьох взаємно перпендикулярних осей та
групи K4, через a, b, c, то в усiх випадках таблиця Келi кожної з груп
буде мати вигляд

· e a b c
e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Отже, множення в усiх цих групах влаштоване однаково, i вони є iзо-
морфними.

2. Iз тотожностi lnxy = lnx + ln y для додатних x i y випливає, що
вiдображення x 7→ lnx є iзоморфiзмом групи (R+; ·) на групу (R; +).

3. Вiдображення z = cosϕ+ i sinϕ 7→ ϕ є iзоморфiзмом групи Cn на
групу Cn.

Твердження 7.1. Якщо ϕ : G→ H — iзоморфiзм груп G та H, то:
a) ϕ(eG) = eH , де eG, eH — нейтральнi елементи груп G та H вiдповiдно;
b) для кожного a ∈ G матимемо ϕ(a−1) = ϕ(a)−1, |ϕ(a)| = |a|.
Доведення. Рiвнiсть ϕ(a−1) = ϕ(a)−1 випливає з того, що ϕ(a)·ϕ(a−1) =
ϕ(a ·a−1) = ϕ(eG) = eH . Iншi спiввiдношення пропонуємо довести само-
стiйно.

Задача 7.1. Доведiть, що група матриць
{
±

(
1 0
0 1

)
,±

(
i 0
0 −i

)
,±

(
0 1
−1 0

)
,

±
(
0 i
i 0

)}
(i =

√
−1) з дiєю множення i група кватернiонiв Q8 — iзомор-

фнi.

Задача 7.2. Доведiть, що групи поворотiв куба i правильного октае-
дра та група S4 — iзоморфнi.

Задача 7.3. Доведiть, що групи (Q+; ·) i (Q; +) — не iзоморфнi.

В iдеалi метою теорiї груп можна вважати опис усiх груп iз точнiстю
до iзоморфiзму. I хоча вимога оборотностi кожного елемента є дуже
сильною i з ростом n кiлькiсть неiзоморфних груп порядку n зростає
набагато повiльнiше, нiж кiлькiсть неiзоморфних напiвгруп порядку n
(див. таблицю),

n 1 2 3 4 5 6 7 8
кiлькiсть
напiвгруп 1 5 24 188 1915 28634 > 1,5 · 106 > 3,5 · 109

кiлькiсть
груп 1 1 1 2 1 2 1 5
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все одно груп виявляється настiльки багато i вони настiльки рiзнi, що
iдеал видається принципово недосяжним навiть для груп скiнченного
порядку.

Задача 7.4. Обґрунтуйте якомога бiльше чисел цiєї таблицi.

Теорема 7.1 (Келi). Кожна група iзоморфна деякiй групi пiдстано-
вок.

Доведення. У порiвняннi з доведенням теореми Келi для напiвгруп (див.
теорему 3.1) треба лише додатково показати, що кожне µa є пiдстанов-
кою, тобто взаємно однозначним перетворенням множини S. Але це
випливає з твердження 4.1 (b).

Теорема 7.2. a) Кожна циклiчна група порядку n iзоморфна групi Zn.
b) Кожна нескiнченна циклiчна група iзоморфна групi Z.

Доведення. a) Нехай G = 〈a〉 i |a| = n. Розглянемо вiдображення ϕ :
ak 7→ k = kmod n. Згiдно твердження 6.1 це вiдображення взаємно
однозначно вiдображає групу G на Zn. Позаяк

ϕ(ak · am) = ϕ(ak+m) = k +m = k +m = ϕ(ak) + ϕ(am) ,

то ϕ є iзоморфiзмом.
b) Нехай тепер |a| = ∞. Знову ж таки згiдно твердження 6.1 вiд-

ображення ϕ : ak 7→ k взаємно однозначно вiдображає групу G на Z.
Але

ϕ(ak · am) = ϕ(ak+m) = k +m = ϕ(ak) + ϕ(am) ,

тому ϕ — iзоморфiзм.

Наслiдок 7.1. Циклiчнi групи iзоморфнi тодi й лише тодi, коли вони
мають однаковий порядок.

У тих випадках, коли природа елементiв циклiчної групи нам бай-
дужа, будемо говорити про циклiчну групу Cn = {e, a, a2, . . . , an−1} по-
рядку n i нескiнченну циклiчну групу C∞ = {. . . , a−1, e, a, . . .}.

Теорема 6.1 стверджувала, що кожна пiдгрупа циклiчної групи є
циклiчною. Тепер ми можемо розiбратися з будовою пiдгруп циклiчної
групи докладнiше. Iз теореми 7.2 випливає, що для цього досить роз-
глянути будову пiдгруп у групах Z i Zn.
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Теорема 7.3 (про будову пiдгруп циклiчної групи). a) Кожна
пiдгрупа групи Z має вигляд 〈n〉 = nZ. Якщо n 6= 0, то пiдгрупа nZ
нескiнченна, а тому iзоморфна самiй групi Z. Вiдповiднiсть nZ ↔ n є
бiєкцiєю мiж множиною пiдгруп групи Z i множиною N0 невiд’ємних
цiлих чисел. Пiдгрупа nZ мiститься в пiдгрупi mZ тодi й лише тодi,
коли m

∣∣n.
b) Кожна пiдгрупа групи Zn має вигляд 〈d〉, де d є дiльником числа
n. Пiдгрупа 〈d〉 має порядок n/d i iзоморфна групi Zn/d. Вiдповiднiсть
〈d〉 ↔ d є бiєкцiєю мiж множиною пiдгруп групи Zn i множиною дiль-
никiв числа n. Пiдгрупа 〈d1〉 мiститься в пiдгрупi 〈d2〉 тодi й лише
тодi, коли d2

∣∣d1.

Доведення. a) Розглянемо довiльну пiдгрупу H ≤ Z. Якщо H = {0},
то H = 〈0〉 = 0 · Z. Нехай тепер H 6= {0}. Тодi серед елементiв H
є натуральнi числа, бо разом iз числом x пiдгрупа H мiстить i −x, а
одне з чисел x,−x є натуральним. Позначимо через n найменше з них.
Очевидно, що H ≥ nZ. З iншого боку, довiльне число m ∈ H можна
подiлити на n з остачею: m = kn + r. Тодi kn ∈ H, r = m − kn ∈ H
i з вибору n випливає, що r = 0. Отже, m = kn i H ≤ nZ. Разом iз
попереднiм включенням це дає H = nZ.

Таким чином, кожна пiдгрупа H ≤ Z має вигляд H = nZ, де n ∈
N0 = N ∪ {0}. З iншого боку легко перевiряється, що для довiльного
n ∈ N0 множина nZ є пiдгрупою групи Z. Оскiльки при цьому n є
найменшим елементом iз nZ ∩ N0, то нерiвнiсть n 6= m тягне за собою
nZ 6= mZ.

Нарештi, якщо nZ ≤ mZ, то n ∈ mZ i для деякого k n = mk, тобто
m|n. Навпаки, якщо n = mk, то n ∈ mZ i nZ ≤ mZ.

b) Мiркуючи аналогiчно попередньому, вибираємо в ненульовiй пiд-
групi H ≤ Zn найменший ненульовий клас лишкiв d̄ i показуємо, що
H = 〈d̄〉. Справдi, виберемо довiльний елемент m̄ ∈ H i подiлимо m на
d з остачею: m = kd + r, де 0 ≤ r < d. Тодi r = 0, бо d̄ — найменший
ненульовий клас iз H. Тому H =< d̄ > . Крiм того, оскiльки n̄ = 0̄ ∈ H,
то звiдси випливає, що n = dl i d|n. З iншого боку, очевидно, що для
кожного власного дiльника d|n множина H = 〈d̄〉 є пiдгрупою iз Zn,
причому d̄ є найменшим ненульовим класом лишкiв iз цiєї пiдгрупи.
Разом iз зауваженням, що {0̄} = 〈n̄〉, це дає бiєкцiю мiж множиною пiд-
груп групи Zn i множиною дiльникiв числа n. Оскiльки 〈d̄〉 — циклiчна
група i має порядок n/d, то 〈d̄〉 ' Zn/d.

Нарештi, останнє твердження випливає з того, що 〈d1〉 ≤ 〈d2〉 тодi
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й лише тодi, коли d1 ∈ 〈d2〉, тобто тодi й лише тодi, коли d1 є кратним
d2.

Зауваження. 1. Iз теореми 7.3 зовсiм не випливає, що твiрними
елементами пiдгруп циклiчної групи Zn повиннi бути лише дiльники
числа n. Наприклад, у групi Z10 маємо: 〈2̄〉 = 〈4̄〉 = 〈6̄〉 = 〈8̄〉.

2. Iз теореми 7.3 a) випливає, що група може бути iзоморфною своїй
власнiй пiдгрупi.

Наслiдок 7.2. Якщо канонiчний розклад числа n має вигляд n =
pk1
1 · · · pkm

m , то циклiчна група Cn має (k1+1) · · · (km+1) рiзних пiдгруп.

Доведення випливає з теореми 7.3 a) i того, що число n = pk1
1 · · · pkm

m має
(k1 + 1) · · · (km + 1) рiзних дiльникiв.

Наслiдок 7.3. У скiнченнiй циклiчнiй групi порядок пiдгрупи дiлить
порядок групи, причому для кожного дiльника d порядку групи G iснує
єдина пiдгрупа H ≤ G порядку d.

Доведення випливає з того, що вiдображення d 7→ n/d є бiєкцiєю мно-
жини дiльникiв числа n на себе.

Зауваження. Теореми 7.2 i 7.3 повнiстю описують будову циклiчних
груп та їх пiдгруп. Пiсля цього природно спробувати описати будову
тих груп, якi мають 2–елементну систему твiрних. Однак, як випливає
з теореми Келi i наступної задачi, це нереально навiть для скiнченних
груп.

Задача 7.5. Доведiть, що Sn = 〈(12), (123 . . . n)〉.

Iзоморфiзм групи на себе називається автоморфiзмом. Множину
всiх автоморфiзмiв групи G позначають AutG.

Приклади. 1. Вiдображення n 7→ −n є автоморфiзмом групи Z.

2. Для кожної абелевої групи вiдображення a 7→ a−1 є автоморфi-
змом.

3. Для кожної з груп (C; +) i (C∗; ·) вiдображення z 7→ z є автомор-
фiзмом.

4. Вiдображення A 7→ (A>)−1 є автоморфiзмом групи GLn(R).

Твердження 7.2. Множина AutG утворює групу вiдносно композицiї
перетворень.
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Доведення. Розглянемо симетричну групу Sym G всiх взаємно однозна-
чних перетворень множини G. Оскiльки AutG ⊆ Sym G, то досить по-
казати лише замкненiсть AutG вiдносно композицiї i взяття оберненого
перетворення. Але це випливає з твердження 2.1 a).

Зауваження. Поняття автоморфiзму як iзоморфiзму на себе має
сенс для довiльної алгебричної системи A, причому множина AutA та-
кож буде утворювати групу.

Задача 7.6. Доведiть, що кожна група порядку бiльшого, нiж 2 має
нетривiальний автоморфiзм.

Задача 7.7. Доведiть, що група Aut(Q+; ·) має потужнiсть конти-
нуум.

Задача 7.8. Доведiть, що AutD3 ' D3 i AutD4 ' D4. Чи правильне
аналогiчне твердження для довiльного n?

Задача 7.9. Доведiть, що для некомутативної групи G група AutG
є нециклiчною.

Задача 7.10. Доведiть, що вiдображення g 7→ g−1 буде автоморфi-
змом групи G тодi й лише тодi, коли група G — комутативна.

8 Гомоморфiзми
Якщо в означеннi iзоморфiзму двох однотипних алгебричних систем
вiдмовитися вiд вимоги бiєктивностi вiдображення ϕ, то приходимо до
поняття гомоморфiзму однiєї системи

(
M ; (ωi)i∈I

)
в iншу

(
N ; (ϑi)i∈I

)
.

Таким чином,

Означення 8.1. Гомоморфiзм системи
(
M ; (ωi)i∈I

)
в однотипну їй

систему
(
N ; (ϑi)i∈I

)
— це довiльне вiдображення ϕ : M → N, узгодже-

не з усiма визначеними в цих системах дiями. Зокрема, гомоморфiзм
групи (G; ∗) в групу (H; ◦) — це таке вiдображення ϕ : G→ H, що

ϕ(x ∗ y) = ϕ(x) ◦ ϕ(y) для довiльних x, y ∈ G .

Приклади. 1. У випадку векторних просторiв над одним i тим же
полем гомоморфiзми це не що iнше як лiнiйнi вiдображення.
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2. Для кожної групи G є тривiальний гомоморфiзм x 7→ e групи G
на одиничну групу E.

3. Вiдображення k 7→ kmod n є гомоморфiзмом групи Z на групу
Zn класiв лишкiв за модулем n.

4. Вiдображення A 7→ detA є гомоморфiзмом мультиплiкативної на-
пiвгрупи (Mn(R); ·) на напiвгрупу (R; ·), а також гомоморфiзмом групи
GLn(R) на групу R∗. Однак це вiдображення не є гомоморфiзмом алге-
бричної системи (Mn(R); ·,+) на систему (R; ·,+).

5. Вiдображення x 7→ |x| є гомоморфiзмом групи R∗ (групи C∗) на
групу R+.

6. Вiдображення z = r(cosψ + i sinψ) 7→ arg z = ψ є гомоморфiзмом
групи C∗ у групу всiх поворотiв площини навколо фiксованої точки.

Твердження 8.1. Якщо ϕ : G→ H — гомоморфiзм груп, то:
a) ϕ(eG) = eH , де eG, eH — нейтральнi елементи груп G та H вiдповiдно;
b) для кожного a ∈ G матимемо ϕ(a−1) = ϕ(a)−1, а якщо до того ж
a — елемент скiнченного порядку, то |ϕ(a)|

∣∣ |a|.
Доведення. Доведемо лише другу частину п. b), а решту пропонуємо
довести самостiйно. Нехай |a| = n. Тодi an = eG, звiдки ϕ(a)n = ϕ(an) =
ϕ(eG) = eH . Iз твердження 6.1 тепер випливає, що |ϕ(a)|

∣∣n.
Твердження 8.2. Якщо ϕ : G→ H — гомоморфiзм груп, то:
a) образ ϕ(A) довiльної пiдгрупи A ≤ G буде пiдгрупою групи H;
b) повний прообраз ϕ−1(B) довiльної пiдгрупи B ≤ H буде пiдгрупою
групи G.

Доведення. Замкненiсть вiдповiдних множин вiдносно множення i взят-
тя оберненого елемента випливає з рiвностей ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab) i ϕ(a)−1 =
ϕ(a−1) та замкненостi вiдносно цих дiй пiдгруп A i B.

Окремi класи гомоморфiзмiв одержали спецiальнi назви. Зокрема,
iн’єктивнi гомоморфiзми називаються мономорфiзмами, а сюр’єктивнi
— епiморфiзмами. Гомоморфiзм ϕ : G→ G групи G в себе називається
ендоморфiзмом.

Вправа 8.1. Доведiть, що вiдображення n 7→ 2n є iн’єктивним ендо-
морфiзмом групи Z, а вiдображення z 7→ z2 — сюр’єктивним ендомор-
фiзмом групи C∗, але жодне з цих вiдображень не є автоморфiзмом.
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Задача 8.1. Чи iснують епiморфiзми: a) Z → Q; b) Q → Z; c) Q → Q∗;
d) Q∗ → Z; e) Q∗ → Q?

Якщо ϕ : G → H — гомоморфiзм груп, то його ядром називається
множина Kerϕ = {g ∈ G

∣∣ ϕ(g) = eH}, де eH — нейтральний елемент
групи H, а його образом називається множина Imϕ = {h ∈ H

∣∣ h =
ϕ(g) для деякого g ∈ G}, Iз твердження 8.2 одразу випливає

Наслiдок 8.1. Якщо ϕ : G→ H — гомоморфiзм груп G та H, то його
ядро Kerϕ є пiдгрупою G, а образ Imϕ — пiдгрупою H.

Твердження 8.3. Якщо ϕ : G → H — гомоморфiзм груп i ϕ(a) = b,
то ϕ−1(b) = a ·Kerϕ = Kerϕ · a.

Доведення. Якщо x ∈ Kerϕ, то ϕ(ax) = ϕ(a)ϕ(x) = beH = b. Отже,
a · Kerϕ ⊆ ϕ−1(b). З iншого боку, якщо ϕ(y) = b, то y = a · a−1y i
ϕ(a−1y) = ϕ(a−1)ϕ(y) = b−1b = eH . Тому y ∈ a · Kerϕ. Таким чином,
ϕ−1(b) = a ·Kerϕ. Рiвнiсть ϕ−1(b) = Kerϕ ·a доводиться аналогiчно.

Наслiдок 8.2. a) Якщо ϕ : G → H — гомоморфiзм груп, то |G| =
|Kerϕ| · |ϕ(G)|.
b) Гомоморфiзм ϕ : G→ H є iн’єктивним вiдображенням тодi й лише
тодi, коли Kerϕ = E.

Твердження 8.4. Гомоморфний образ циклiчної групи є циклiчною
групою.

Доведення. Якщо a — твiрний елемент групи G i ϕ : G→ H — гомомор-
фiзм, то з рiвностi ϕ(ak) = ϕ(a)k випливає, що ϕ(a) є твiрним елементом
образу ϕ(G).

Вправа 8.2. Доведiть, що гомоморфний образ скiнченної (вiдповiдно
абелевої, перiодичної) групи є скiнченною (вiдповiдно абелевою, перiодичною)
групою.

9 Класи сумiжностi i нормальнi пiдгрупи
Твердження 8.3 є пiдставою для наступного означення.

Означення 9.1. Нехай H — пiдгрупа групи G. Для довiльного g ∈ G
множина gH = {gh

∣∣ h ∈ H} називається лiвим класом сумiжностi
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групи G за пiдгрупою H. Елемент g називається представником кла-
су сумiжностi gH.Аналогiчно визначаються правi класи сумiжностi
Hg = {hg

∣∣ h ∈ H} групи G за пiдгрупою H.

Оскiльки e ∈ H i ge = eg = g, то кожен iз класiв сумiжностi gH i Hg
мiстить свого представника g. Крiм того, серед лiвих (правих) класiв
сумiжностi за пiдгрупою H зустрiчається i сама H. Справдi, H = eH =
He.

Твердження 9.1. Довiльнi два лiвi (правi) класи сумiжностi групи
G за пiдгрупою H або збiгаються, або не мають спiльних елементiв.

Доведення. Нехай g1H i g2H — два лiвi класи сумiжностi. Припусти-
мо, що перетин g1H ∩ g2H не є порожнiм, i нехай a = g1h1 = g2h2 —
якийсь елемент iз цього перетину. Тодi для довiльного елемента g2h iз
класу сумiжностi g2H маємо: g2h = g1h1h

−1
2 · h = g1 · h1h

−1
2 h. Оскiльки

h1h
−1
2 h ∈ H, то g2h ∈ H i g2H ⊆ g1H. Включення g1H ⊆ g2H доводиться

аналогiчно, а тому g1H = g2H.
Для правих класiв сумiжностi доведення аналогiчне.

Iз твердження 9.1 випливає, що лiвi класи сумiжностi групи G за
пiдгрупою H утворюють розбиття групи G, тобто G розпадається в ди-
з’юнктне об’єднання (тобто об’єднання множин, що не перетинаються)
лiвих класiв сумiжностi за пiдгрупою H:

G = H ∪ g2H ∪ g3H ∪ · · · =
⋃
i

giH

(вважається, що g1 = e, i замiсть eH пишемо просто H). Iнколи, як вiд-
гомiн тих часiв, коли об’єднання множин називали їх сумою i позначали
знаком +, використовується запис

G = H + g2H + g3H + · · · .

Аналогiчнi розклади можна написати i для правих класiв сумiжностi.

Приклади. 1. Класами сумiжностi групи Z за пiдгрупою nZ є класи
лишкiв за модулем n.

2. Група Sn має 2 класи сумiжностi за пiдгрупою An, якi одночасно
є i лiвими, i правими: сама An i множина всiх непарних пiдстановок.

3. Класами сумiжностi (одночасно лiвими i правими) групи GLn(R)
за пiдгрупою SLn(R) є множини матриць з одним i тим же визначником.
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4. Лiвi класи сумiжностi групи S3 за пiдгрупою H = {ε, (12)} мають
вигляд εH = H, (13)H = {(13), (132)}, (23)H = {(23), (123)}, а правi
— Hε = H, H(13) = {(13), (123)}, H(23) = {(23), (132)}. Таким чином,
лiвi i правi класи сумiжностi за однiєю i тiєю ж пiдгрупою можуть не
збiгатися.

Якщо в класi сумiжностi gH вибрати довiльний елемент g1, то кла-
си gH i g1H будуть мати спiльний елемент g1 i, згiдно твердження 9.1,
будуть збiгатися. Отже, довiльний елемент лiвого класу сумiжностi мо-
жна вибирати представником цього класу.

Аналогiчне зауваження стосується i правих класiв сумiжностi.

Твердження 9.2. Нехай H — пiдгрупа групи G. Тодi: a) aH = bH ⇔
a−1b ∈ H ⇔ b−1a ∈ H ;
b) Ha = Hb⇔ ba−1 ∈ H ⇔ ab−1 ∈ H .

Доведення. Якщо aH = bH, то iснує такий елемент h ∈ H, що b = ah.
Але тодi a−1b = h ∈ H.

Навпаки, якщо a−1b = h ∈ H, то b = ah i перетин aH∩bH не пустий,
бо мiстить елемент b. Iз твердження 9.1 тодi випливає, що aH = bH.

Iншi рiвносильностi доводяться аналогiчно.

Твердження 9.3. Усi класи сумiжностi (лiвi та правi) групи G за
пiдгрупою H рiвнопотужнi.

Доведення. Iз того, що в групi можна скорочувати (твердження 4.1),
випливає, що вiдображення H → gH, h 7→ gh, є бiєкцiєю пiдгрупи H на
клас сумiжностi gH, а тому кожен iз лiвих класiв сумiжностi за пiдгру-
пою H рiвнопотужний цiй пiдгрупi. Аналогiчно для правих класiв.

Нехай тепер група G має скiнченний порядок n, а її пiдгрупа H —
порядок k. Позначимо кiлькiсть лiвих класiв сумiжностi за пiдгрупою
H через ml, а кiлькiсть правих — через mr. Тодi з тверджень 9.1 i 9.3
випливає, що

n = mlk = mrk . (1)

З цiєї рiвностi випливає кiлька важливих наслiдкiв.

Наслiдок 9.1 (теорема Лагранжа). У скiнченнiй групi порядок ко-
жної пiдгрупи дiлить порядок групи.

Наслiдок 9.2. У скiнченнiй групi порядок кожного елемента дiлить
порядок групи.
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Доведення. Це випливає з означення порядку елемента i теореми Ла-
гранжа.

Наслiдок 9.3. Якщо порядок групи є простим числом, то вона не
мiстить нетривiальних пiдгруп. Зокрема, кожна група простого по-
рядку є циклiчною.

Доведення. Оскiльки просте число p має лише два дiльники — 1 i p то
з теореми Лагранжа випливає, що пiдгрупа може мати або порядок 1 (i
тодi вона збiгається з одиничною), або p (i тодi вона збiгається з усiєю
групою). Крiм того, для довiльного a 6= e пiдгрупа 〈a〉 не є одиничною,
а тому збiгається з усiєю групою.

Зауваження. 1. З останнього доведення випливає, що в циклiчнiй
групi простого порядку кожний неодиничний елемент є твiрним.

2. Теорема Лагранжа i наслiдки 9.3 та 9.2 — це початок дуже великої
i важливої серiї теорем, якi щось стверджують про властивостi групи,
виходячи з арифметичних властивостей її порядку.

Задача 9.1. Доведiть, що коли в групi G порядку n для кожного дiль-
ника k числа n рiвняння xk = e має не бiльше k розв’язкiв, то група G
— циклiчна.

Вказiвка. Група G мiстить не бiльше однiєї циклiчної пiдгрупи по-
рядку n, тому, за наслiдком 6.3, вона мiстить не бiльше ϕ(n) елементiв
порядку n. Далi скористайтесь рiвнiстю n =

∑
k|n ϕ(k) i наслiдком 9.2.

Задача 9.2. Доведiть, що для довiльних пiдгруп H1 i H2 групи G з
рiвностi g1H1 = g2H2 випливає рiвнiсть H1 = H2.

Задача 9.3. a) Доведiть, що для кожного дiльника k числа 24 група
S4 мiстить пiдгрупу порядку k.
b) Доведiть, що група A4 не мiстить пiдгруп порядку 6.

Таким чином, у деяких групах порядок пiдгрупи може бути довiль-
ним дiльником порядку групи, як, наприклад, у групi S4 або в циклi-
чних групах (останнє випливає з теореми 7.3 b). Однак приклад групи
A4 показує, що в загальному випадку теорема Лагранжа дає лише не-
обхiдну умову для iснування пiдгрупи даного порядку.

Твердження 9.4. Вiдображення gH 7→ Hg−1 є бiєкцiєю множини
лiвих класiв сумiжностi групи G за пiдгрупою H на множину правих
класiв сумiжностi за цiєю пiдгрупою.
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Доведення. Треба довести коректнiсть, iн’єктивнiсть i сюр’єктивнiсть
даного вiдображення.

Коректнiсть випливає з твердження 9.2. Справдi, якщо g1H = g2H,
то g−1

1 g2 = g−1
1 (g−1

2 )−1 ∈ H i Hg−1
1 = Hg−1

2 .
Iн’єктивнiсть доводиться аналогiчно: якщо g1H 6= g2H, то g−1

1 g2 =
g−1
1 (g−1

2 )−1 6∈ H i Hg−1
1 6= Hg−1

2 .
Сюр’єктивнiсть випливає з того, що довiльний правий клас сумi-

жностi Hg є образом лiвого класу g−1H.

Таким чином, для довiльних групи G та її пiдгрупи H кiлькiсть лi-
вих класiв сумiжностi за пiдгрупою H завжди дорiвнює кiлькостi пра-
вих класiв за цiєю пiдгрупою (зауважимо, що для скiнченних груп це
випливає i з рiвностi (1)). Ця кiлькiсть називається iндексом пiдгрупи
H у групi G i позначається |G : H|.

Iз твердження 9.4 i зауваження, що лiвi (правi) класи сумiжностi за
пiдгрупою утворюють розбиття групи, одразу випливає

Наслiдок 9.4. |G| = |G : H| · |H|. Зокрема, в скiнченнiй групi iндекс
кожної пiдгрупи дiлить порядок групи.

Приклади. a) |Dn : Cn| = 2; b) |Sn : An| = 2; c) |S4 : K4| = 6; d)
|Q∗ : Q+| = 2; e) |Q∗ : {±1}| = ∞.

Задача 9.4. Доведiть, що: a) всi нетривiальнi пiдгрупи групи Z ма-
ють скiнченнi iндекси; b) всi нетривiальнi пiдгрупи групи Q мають
нескiнченнi iндекси.

Задача 9.5. Доведiть, що коли A < B < G, то |G : A| = |G : B|·|B : A|.

Задача 9.6. Доведiть, що з рiвностi |G : A| = |B : A ∩ B| випливає
рiвнiсть G = A ·B = B ·A.

Задача 9.7.∗ Доведiть, що перетин двох пiдгруп скiнченного iндексу
також буде пiдгрупою скiнченного iндексу.

Задача 9.8. Нехай p i q — простi числа i p < q. Доведiть, що кожна
група порядку pq мiстить: a) пiдгрупу порядку p; b)∗ пiдгрупу порядку
q.

Пiдгрупу H ≤ G називають нормальною (або iнварiантною) пiдгру-
пою групи G (i позначають H �G), якщо лiвi i правi класи сумiжностi
за цiєю пiдгрупою збiгаються, тобто якщо gH = Hg для всiх g ∈ G.
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У випадку нормальної пiдгрупи можна говорити просто про класи
сумiжностi за пiдгрупою.

Приклади. 1. Тривiальнi пiдгрупи E i G групи G є нормальними,
бо g · {e} = {e} · g = {g} i gG = Gg = G для для довiльного g ∈ G.

2. Усi пiдгрупи абелевої групи є нормальними.

3. Iз твердження 8.3 випливає, що ядро Kerϕ довiльного гомомор-
фiзму ϕ : G→ H буде нормальною пiдгрупою групи G.

Твердження 9.5. Кожна пiдгрупа H ≤ G iндексу 2 є нормальною в
G.

Доведення. Сама пiдгрупа H завжди є i лiвим, i правим класом сумi-
жностi: eH = He = H. Оскiльки класи сумiжностi утворюють розбиття
групи, то множина G \ H елементiв, що лишились, також має бути i
лiвим, i правим класом сумiжностi.

Приклад. Iз цього твердження випливає, що Cn C Dn i An C Sn як
пiдгрупи iндексу 2.

Теорема 9.1 (критерiй нормальностi пiдгрупи). Пiдгрупа H ≤ G
буде нормальною в G тодi й лише тодi, коли для довiльних елементiв
g ∈ G i h ∈ H елемент g−1hg також належить H.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай H C G i g ∈ G, h ∈ H — довiльнi
елементи. Iз рiвностiHg = gH випливає, що iснує такий елемент h1 ∈ H,
що hg = gh1. Але тодi g−1hg = h1 ∈ H.

Достатнiсть. Нехай g ∈ G i x ∈ gH — довiльнi елементи. Тодi iснує
такий h ∈ H, що x = gh. Iз рiвностi x = ghg−1 ·g = (g−1)−1hg−1 ·g i того,
що (g−1)−1hg−1 ∈ H, випливає, що x ∈ Hg. Тому gH ⊆ Hg. Аналогiчно
доводиться включення Hg ⊆ gH. Отже, Hg = gH.

Приклади. 1. Iз властивостi визначника добутку матриць випли-
ває, що для довiльних матриць A ∈ GLn(P ) i B ∈ SLn(P ) добуток
A−1BA належить пiдгрупi SLn(P ), бо det(A−1BA) = det(A−1) detB detA =
(detA)−1 · 1 · detA = 1. Тому SLn(P ) C GLn(P ).

2. Зафiксувавши на площинi який–небудь трикутник i вказавши по-
рядок обходу його вершин, можна двома рiзними способами визначити
орiєнтацiю площини. Кожен рух площини або зберiгає її орiєнтацiю, або
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змiнює цю орiєнтацiю на протилежну. Очевидно, що множина H тих ру-
хiв площини, якi зберiгають орiєнтацiю, утворює пiдгрупу в групi G всiх
рухiв площини. Якщо ϕ ∈ H, то для довiльного руху ψ ∈ G композицiя
ψ−1 ◦ ϕ ◦ ψ двiчi мiняє орiєнтацiю на протилежну, а тому в результатi
зберiгає початкову орiєнтацiю. Отже, ψ−1 ◦ ϕ ◦ ψ ∈ H для довiльних
ϕ ∈ H i ψ ∈ G. Це означає, що H C G.

Iз критерiю нормальностi випливає, що нормальна пiдгрупа H C G
буде нормальною i в кожнiй промiжнiй пiдгрупi H ≤ F ≤ G.

Твердження 9.6. Якщо ϕ : G→ H — гомоморфiзм груп, то: a) образ
ϕ(A) нормальної пiдгрупи A�G буде нормальною пiдгрупою групи ϕ(G);
b) повний прообраз ϕ−1(B) нормальної пiдгрупи B�H буде нормальною
пiдгрупою групи G.

Доведення. a) Нехай u ∈ ϕ(G) i v ∈ ϕ(A) — довiльнi. Виберемо такi
g ∈ G i a ∈ A, що u = ϕ(g), v = ϕ(a). Iз A C G випливає, що g−1ag ∈ A.
Тому ϕ(g−1ag) = ϕ(g)−1ϕ(a)ϕ(g) = u−1vu ∈ ϕ(A) i ϕ(A) C ϕ(G).

Твердження b) доводиться аналогiчно.

Вправа 9.1. Наведiть приклад таких груп G i H, нормальної пiдгрупи
N C G i гомоморфiзму ϕ : G→ H, що ϕ(N) 6 H.

Твердження 9.7. Якщо H1 i H2 — нормальнi пiдгрупи групи G, то їх
перетин H1 ∩H2 i добуток H1 ·H2 = {h1h2 | h1 ∈ H1, h2 ∈ H2} також
є нормальними пiдгрупами.

Доведення. Перше твердження випливає з того, що для довiльних g ∈ G
i h ∈ H1∩H2 добуток g−1hg належить кожнiй з пiдгруп H1 i H2, а друге
— з рiвностi g−1h1h2g = g−1h1g · g−1h2g.

Задача 9.9. Доведiть, що коли A — нормальна пiдгрупа групи G, то
для довiльної пiдгрупи B ≤ G перетин A ∩ B є нормальною пiдгрупою
групи B.

Зауважимо однак, що вiдношення “бути нормальною пiдгрупою” не
є транзитивним. Справдi, K4 є нормальною пiдгрупою в A4 (перевiр-
те!). Оскiльки K4 — абелева, то кожна з трьох її пiдгруп порядку 2
буде нормальною в K4. Однак жодна з них не буде нормальною в A4

(перевiрте!).
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Вправа 9.2. Покажiть, що жодна iз пiдгруп G1 = {ε, (12), (34), (12)(34)},
G2 = {ε, (13), (24), (13)(24)}, G3 = {ε, (14), (23), (14)(23)} не є нормаль-
ною пiдгрупою групи S4.

Задача 9.10 (теорема Пуанкаре).∗ Доведiть, що коли група G має
власну пiдгрупу скiнченного iндексу, то G має i власну нормальну пiд-
групу скiнченного iндексу.

Вказiвка. Використайте зад. 9.7.

10 Факторструктури
Перехiд до факторструктури — це спосiб побудови за вiдомою алгебри-
чною структурою нових структур, який ґрунтується на важливiй для
багатьох роздiлiв математики конструкцiї “склеювання” — утворення
фактормножини за вiдношенням еквiвалентностi.

Нагадаємо, що бiнарне вiдношення ∼ на множинi M називається
вiдношенням еквiвалентностi, якщо воно
a) рефлексивне (тобто a ∼ a для кожного a ∈M),
b) симетричне (тобто a ∼ b тягне за собою b ∼ a), i
c) транзитивне (тобто для довiльних a, b, c ∈M iз a ∼ b i b ∼ c випливає
a ∼ c).

Серед усiх вiдношень еквiвалентностi на множинi M є найменше,
коли кожний елемент еквiвалентний лише собi (це вiдношення збiгає-
ться зi звичайною рiвнiстю), i найбiльше, коли будь–якi два елементи
оголошуються еквiвалентними (останнє вiдношення iнколи називають
тотальним).

Якщо на множинi M задано вiдношення еквiвалентностi ∼, то для
a ∈ M через [a] або ā позначають клас еквiвалентностi елемента a,
тобто множину {b ∈ M | a ∼ b}. Класи еквiвалентностi завжди утво-
рюють розбиття множини M . Для вiдношення рiвностi всi класи еквi-
валентностi одноелементнi, а тотальне вiдношення має лише один клас
еквiвалентностi, який збiгається з множиною M .

Множина {[a]
∣∣ a ∈ M} усiх класiв еквiвалентностi називається фа-

ктормножиною множини M за вiдношенням еквiвалентностi ∼. Iнколи
її позначають M/∼. Вiдображення M → M/∼, a 7→ [a], є, очевидно,
сюр’єктивним. Його називають вiдображенням факторизацiїї або ка-
нонiчним вiдображенням множини M на фактормножину M/∼.
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Приклади. 1. Вiдношення “вчитися в однiй групi”, “спецiалiзувати-
ся по однiй кафедрi”, “вчитися на одному курсi” i т.п. є вiдношеннями
еквiвалентностi на множинi студентiв механiко–математичного факуль-
тету Київського нацiонального унiверситету (що буде класами еквiва-
лентностi?).

2. Вiдношення “мати однакову площу” є вiдношенням еквiвалентно-
стi на множинi всiх опуклих многокутникiв площини.

3. Вiдношення “давати однакову остачу при дiленнi на 5” є вiдно-
шенням еквiвалентностi на множинi Z. Класами еквiвалентностi будуть
класи лишкiв за модулем числа 5.

4. Важливим для теорiї груп прикладом вiдношення еквiвалентно-
стi на групi є вiдношення “належати до одного лiвого (правого) класу
сумiжностi за даною пiдгрупою H”. У випадку нормальної пiдгрупи цi
два вiдношення збiгаються, а класами еквiвалентностi будуть класи су-
мiжностi за пiдгрупою H.

В алгебрi для побудови факторструктур використовуються не будь–
якi вiдношення еквiвалентностi, а лише тi, якi узгодженi з дiями на
вiдповiдних множинах.

Означення 10.1. Вiдношення еквiвалентностi ∼ на множинi M на-
зивається узгодженим з бiнарною дiєю ∗ на M, якщо з умов a1 ∼ a2 i
b1 ∼ b2 завжди випливає, що a1 ∗ b1 ∼ a2 ∗ b2.

Узгодженiсть вiдношення еквiвалентностi з дiями iнших арностей
визначається аналогiчно.

Означення 10.2. Вiдношення еквiвалентностi, узгоджене з усiма дi-
ями алгебричної системи

(
M ; (ωi)i∈I

)
, називається конгруенцiєю на

цiй системi.

На кожнiй алгебричнiй системi є двi тривiальнi конгруенцiї — вiдно-
шення рiвностi i тотальне вiдношення. Питання про iснування та будову
iнших конгруенцiй є одним з найважливiших при дослiдженнi будь–якої
алгебричної системи.

Приклади. 1. Вiдношення ≡ (mod n) є конгруенцiєю на (Z; +, ·).

2. Розбиття N = {1} ∪ {2} ∪ {2k + 1 | k ≥ 1} ∪ {2k | k > 1} визначає
конгруенцiю алгебричної системи (N; +, ·).
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Задача 10.1. Доведiть, що кожна конгруенцiя на (Z; +, ·) має вигляд
≡ (mod n) для деякого n.

Задача 10.2. Опишiть усi конгруенцiї на алгебричнiй системi (N; +, ·).
Якщо вiдношення еквiвалентностi ∼ на множинiM узгоджене з дiєю

∗ на M , то аналогiчну дiю можна природним чином визначити i на
фактормножинi M/∼ (за новою дiєю звичайно зберiгається те ж саме
позначення):

a ∗ b := a ∗ b . (2)
Таким чином, щоб застосувати дiю ∗ до двох класiв еквiвалентностi,
треба взяти по довiльному представнику в кожному з цих класiв i засто-
сувати дiю ∗ до цих представникiв. Клас, у який попаде одержаний ре-
зультат, i є результатом застосування дiї ∗ до початкових класiв. Коре-
ктнiсть означення, тобто незалежнiсть результату вiд вибору представ-
никiв, гарантується узгодженiстю вiдношення еквiвалентностi з дiєю.
Дiйсно, якщо a1 ∼ a, b1 ∼ b, то a1∗b1 ∼ a∗b i ā∗b̄ = a ∗ b = a1 ∗ b1 = ā1∗b̄1.

Аналогiчно на фактормножину M/∼ переносяться й узгодженi з
цiєю еквiвалентнiстю дiї iнших арностей.

Таким чином, у випадку конгруенцiї ∼ на алгебричнiй структурi(
M ; (ωi)i∈I

)
всi визначенi в цiй структурi дiї можна перенести на фа-

ктормножину M/∼. У результатi одержуємо нову алгебричну структу-
ру

(
M/∼; (ωi)i∈I

)
, яка називається факторструктурою структури M

за конгруенцiєю ∼.

Приклади. 1. Якщо конгруенцiя ∼ збiгається з вiдношенням рiв-
ностi, то всi класи еквiвалентностi одноелементнi i факторструктура
M/ ∼ природно ототожнюється з початковою структурою M .

2. У випадку кiльця (Z; +, ·) i конгруенцiї ≡ (mod n) факторстру-
ктурою є кiльце Zn класiв лишкiв за модулем числа n.

3. Для конгруенцiї на алгебричнiй системi (N; +, ·), яка описана в
прикладi 2 на стор. 47, таблички додавання i множення факторсистеми
(N/∼; +, ·) виглядають наступним чином (для зручностi класи {2k +
1 | k ≥ 1} i {2k | k > 1} позначенi вiдповiдно a i b):

+ 1 2 a b
1 2 a b a
2 a b a b
a b a b a
b a b a b

,

× 1 2 a b
1 1 2 a b
2 2 b b b
a a b a b
b b b b b

.
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Твердження 10.1. Нехай вiдношення ∼ є конгруенцiєю на алгебри-
чнiй структурi

(
M ; (ωi)i∈I

)
. Тодi вiдображення π : a 7→ a є епiморфi-

змом структури M на факторструктуру
(
M/∼ ; (ωi)i∈I

)
.

Доведення. Сюр’єктивнiсть вiдображення π очевидна, а гомоморфнiсть
випливає з означення дiй на факторструктурi.

Епiморфiзм π з твердження 10.1 називається канонiчним (або при-
родним).

Важливим є питання про те, якi властивостi дiй початкової стру-
ктури успадковуються факторструктурою. До таких належать у пер-
шу чергу тi, якi мають вигляд тотожностей (наприклад, асоцiативнiсть
чи комутативнiсть). Успадковується i наявнiсть нейтрального елемен-
та та оберненого (протилежного) елемента. Але певнi властивостi, на-
приклад, скоротнiсть, можуть i не успадковуватися (згадайте, що вам
вiдомо про скоротнiсть у кiльцi класiв лишкiв Zn).

Твердження 10.2. Нехай ϕ : M → N — гомоморфiзм однотипних
алгебричних систем

(
M ; (ωi)i∈I

)
i
(
N ; (τi)i∈I

)
. Покладемо

a ∼ϕ b :⇔ ϕ(a) = ϕ(b) . (3)

Тодi вiдношення ∼ϕ є конгруенцiєю на алгебричнiй системi M .

Доведення. Доведемо, наприклад, узгодженiсть вiдношення ∼ϕ з ви-
значеною на M дiєю ωi арностi n. Справдi, якщо a1 ∼ϕ b1, . . . , an ∼ϕ bn
для a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈M, то

ϕ(ωi(a1, . . . , an)) = ϑi(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)) =

= ϑi(ϕ(b1), . . . , ϕ(bn)) = ϕ(ωi(b1, . . . , bn)),

тобто вiдношення ∼ϕ узгоджене з дiєю ωi.

Приклади. 1. Вiдображення ϕ : Z → C∗, визначене правилом k 7→
cos 2πk

n +i sin 2πk
n , є гомоморфiзмом груп. У цьому випадку ∼ϕ збiгається

з вiдношенням ≡ (mod n).

2. Вiдображення ϕ : C∗ → R∗, визначене правилом x 7→ |x|, є гомо-
морфiзмом груп. При зображеннi комплексних чисел точками площини
класами еквiвалентностi конгруенцiї ∼ϕ будуть усi можливi кола з цен-
тром у початку координат.
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Теорема 10.1 (основна теорема про гомоморфiзми алгебричних
систем). Нехай ϕ : M → N — гомоморфiзм однотипних алгебричних
систем

(
M ; (ωi)i∈I

)
та

(
N ; (τi)i∈I

)
, а ∼ϕ — вiдповiдна конгруенцiя на

M . Тодi вiдображення ψ : M/∼ϕ −→ ϕ(M), a 7→ ϕ(a), є iзоморфiзмом
факторсистеми M/∼ϕ на образ ϕ(M) системи M при гомоморфiзмi
ϕ, а дiаграма

-

Q
Q

Q
Q

Q
Qs

�
�3

��
��

M ϕ(M)
ϕ

π ψ

M/∼ϕ

де π : M →M/ ∼ϕ — канонiчний епiморфiзм, є комутативною.

Доведення. a) Коректнiсть визначення ψ. Виберемо довiльного пред-
ставника b ∈ a. Тодi b ∼ϕ a i ϕ(b) = ϕ(a). А тому ψ(b) = ϕ(b) = ϕ(a) =
ψ(a).

b) Iн’єктивнiсть ψ:

ψ(a) = ψ(b) ⇒ ϕ(a) = ϕ(b) ⇒ a ∼ϕ b⇒ a = b .

c) Сюр’єктивнiсть ψ. Якщо b ∈ ϕ(M), то iснує таке a ∈ M , що
ϕ(a) = b. Але тодi ψ(a) = ϕ(a) = b.

d) Гомоморфнiсть ψ. Якщо ωi — якась дiя на M арностi n, то для
довiльних a1, . . . , an ∈M маємо:

ψ(ωi(a1, . . . , an)) = ψ(ωi(a1, . . . , an)) = ϕ(ωi(a1, . . . , an)) =

= ϑi(ϕ(a1), . . . , ϕ(an)) = ϑi(ψ(a1), . . . , ψ(an)),

тобто вiдображення ψ узгоджене з дiями на M.
e) Комутативнiсть дiаграми. Для довiльного a ∈M маємо: ϕ(a) =

ψ(a) = ψ(π(a)), тому ϕ = πψ.

Про задовiльний опис усiх конгруенцiй для довiльних алгебричних
систем можна лише мрiяти. Але конгруенцiї на групах влаштованi вiд-
носно просто.
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Теорема 10.2. Вiдношення еквiвалентностi на групi G буде конгруен-
цiєю тодi й лише тодi, коли класи еквiвалентностi цього вiдношення
є класами сумiжностi за деякою нормальною пiдгрупою.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай ∼ — конгруенцiя на групi G. Позначи-
мо символом · дiю на G i розглянемо той клас еквiвалентностi H, який
мiстить одиницю e. Тодi для довiльних a, b ∈ H маємо: a ∼ e, b ∼ e,
звiдки a · b ∼ e · e = e, тобто ab ∈ H. Крiм того, з a−1 ∼ a−1 випливає,
що a · a−1 ∼ e · a−1, тобто e ∼ a−1. Отже, H є пiдгрупою.

Далi, для довiльних g1, g2 ∈ G iз g−1
2 ∼ g−1

2 випливає, що

g1 ∼ g2 ⇔ g1 · g−1
2 ∼ g2 · g−1

2 = e ,

Отже, g1 ∼ g2 тодi й тiльки тодi, коли g1 · g−1
2 ∈ H, тобто коли g1 i g2

належать одному правому класовi сумiжностi за пiдгрупою H.
Аналогiчно доводиться, що g1 ∼ g2 тодi й тiльки тодi, коли g−1

2 ·g1 ∈
H, тобто коли g1 i g2 належать одному лiвому класовi сумiжностi за
пiдгрупою H.

Таким чином, класи еквiвалентностi конгруенцiї ∼ є класами сумi-
жностi за пiдгрупою H, причому лiвi i правi класи збiгаються, тобто
пiдгрупа H є нормальною.

Достатнiсть. Навпаки, нехай H є нормальною пiдгрупою групи
G. Розглянемо вiдношення еквiвалентностi ∼, класами еквiвалентностi
якого є класи сумiжностi за пiдгрупою H. Нехай a ∼ a1 i b ∼ b1. Тодi
iснують такi h1 ∈ H i h2 ∈ H, що a1 = ah1 i b1 = bh2. Тому a1b1 =
ah1 · bh2 = ab · b−1h1bh2. Iз нормальностi H випливає, що b−1h1bh2 ∈ H.
Але тодi a1b1 ∈ abH i a1b1 ∼ ab. Отже, вiдношення ∼ узгоджене з дiями
на G, а тому є конгруенцiєю.

Задача 10.3. Доведiть, що конгруенцiя на групi однозначно визнача-
ється будь–яким своїм класом еквiвалентностi.

Наслiдок 10.1. Якщо ϕ : G→ H — гомоморфiзм груп, то класи еквi-
валентностi конгруенцiї ∼ϕ є класами сумiжностi за ядром Kerϕ.

Доведення. Це випливає з теореми 10.2, твердження 8.3 i означення (3)
конгруенцiї ∼ϕ .

Зауваження. Оскiльки моноїд мiстить одиницю, то для довiльного
гомоморфiзму ϕ моноїдiв також можна визначити ядро Ker ϕ як пов-
ний прообраз одиницi. Однак на вiдмiну вiд груп, де, як випливає з
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теорем 10.1 i 10.2, образ гомоморфiзму повнiстю (точнiше — з точнi-
стю до iзоморфiзму) визначається його ядром, у випадку моноїдiв ядро
гомоморфiзму не визначає навiть потужностi образу.

Приклад. Розглянемо моноїд (M ; ◦), де M = {a ∈ R | a ≥ 0} i
a ◦ b = max(a, b), та два його ендоморфiзми: ε : M → M , a 7→ a, та ϕ :
M →M , де ϕ(0) = 0 i ϕ(a) = 1, якщо a 6= 0. Тодi оскiльки нейтральним
елементом (M ; ◦) є 0, то Ker ε = Kerϕ = {0}, хоча ε(M) = M, а ϕ(M) =
{0, 1}.

Якщо класи еквiвалентностi конгруенцiї ∼ на групi G є класами
сумiжностi за нормальною пiдгрупою H, то вiдповiдну факторструкту-
ру звичайно позначають G/H i називають факторгрупою групи G за
нормальною пiдгрупою H. Оскiльки клас еквiвалентностi елемента a в
цьому випадку має вигляд a = aH, то елементами факторгрупи G/H
є класи сумiжностi за нормальною пiдгрупою H, рiвнiсть (2) набуває
вигляду

aH · bH = abH, (4)

а порядок факторгрупи G/H збiгається з iндексом |G : H| пiдгрупи H.
Iз наслiдку 9.4 одержуємо, що |G| =

∣∣G/H∣∣ · |H|. Зокрема, в скiнченнiй
групi порядок факторгрупи завжди дiлить порядок групи.

Зауважимо, що канонiчний епiморфiзм π переводить елемент a у
клас сумiжностi a = aH, тому ядром Kerπ канонiчного епiморфiзму
буде клас e = eH, тобто сама пiдгрупа H. Таким чином, кожна нор-
мальна пiдгрупа є ядром певного гомоморфiзму. Разом iз твердженням
8.3 це дає

Наслiдок 10.2. Множина нормальних пiдгруп групи G збiгається з
множиною ядер визначених на групi G гомоморфiзмiв. Iншими словами,
пiдгрупа H ≤ G є нормальною тодi й лише тодi, коли вона є ядром де-
якого гомоморфiзму.

Таким чином, теорему 10.1 — основну теорему про гомоморфiзми
алгебричних систем — для випадку груп можна сформулювати у трохи
iншiй формi:

Теорема 10.1′(основна теорема про гомоморфiзми груп). Нехай
ϕ : G → H — гомоморфiзм груп G та H. Тодi ядро Kerϕ цього гомо-
морфiзму — нормальна пiдгрупа в G i G/Kerϕ ' Imϕ. Навпаки, якщо
K — нормальна пiдгрупа групи G, то iснує група H (а саме G/H) та
епiморфiзм ψ : G→ H, ядро якого збiгається з K.
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Приклади. 1. Очевидно, що G/G ' E i G/E ' G.

2. Факторгрупа Sn/An є циклiчною групою порядку 2 (див. приклад
2 на стор. 40).

3. Iз опису класiв сумiжностi групи GLn(P ) за пiдгрупою SLn(P )
(див. приклад 3 на стор. 40) i рiвностi (4) випливає, щоGLn(P )/SLn(P ) '
P ∗ для довiльного натурального числа n.

Задача 10.4. Доведiть, що факторгрупа Q/Z перiодична i для кожно-
го натурального n мiстить єдину пiдгрупу порядку n, до того ж ци-
клiчну.

Зауваження. Виникає природне питання, чи не можна використати
рiвнiсть (4) для визначення дiї на лiвих класах сумiжностi за довiльною,
не обов’язково нормальною, пiдгрупою. Виявляється, що нi.

Вправа 10.1. Клас сумiжностi abH не залежить вiд вибору пред-
ставникiв a i b класiв aH i bH тодi й лише тодi, коли пiдгрупа H —
нормальна.

Основна теорема про гомоморфiзми є дуже корисною при вивченнi
будови факторгруп. Адже для того, щоб довести iзоморфнiсть фактор-
групи G/H i групи A, досить побудувати епiморфiзм групи G на A,
ядром якого є пiдгрупа H.

Приклади. 1. Нехай C∞ — група всiх комплексних коренiв всiх
натуральних степенiв з 1. Тодi для довiльного n факторгрупа C∞/Cn

iзоморфна самiй групi C∞. Це випливає з того, що вiдображення ϕ :
C∞ → C∞, z 7→ zn, є епiморфiзмом, ядром якого є пiдгрупа Cn.

2. Аналогiчно доводиться, що C∗/Cn ' C∗.

3. GLn(R)
/
SLn(R) ' R∗. Це випливає з того, що вiдображення ϕ :

GLn(R) → R∗, A 7→ detA, є епiморфiзмом, ядром якого є пiдгрупа
SLn(R).

Задача 10.5. Доведiть, що факторгрупа групи (Q+; ·) за пiдгрупою
H = {m

n | m,n — непарнi натуральнi числа} iзоморфна групi Z.

Задача 10.6. Доведiть, що: a) C∗/R+ ' R
/
Z ' T ; b) C∗/T ' R+.

Твердження 10.3. Кожна факторгрупа абелевої групи є абелевою.
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Доведення безпосередньо випливає з рiвностi (4).

Твердження 10.4. Кожна факторгрупа циклiчної групи є циклiчною.

Доведення. Нехай a — твiрний елемент циклiчної групи G. Тодi з рiв-
ностi (4) випливає, що кожний елемент akH факторгрупи G/H можна
записати у виглядi akH = (aH)k, тобто вiн є степенем елемента aH.

Якщо ϕ : G → H — гомоморфiзм груп, то для канонiчного епiмор-
фiзму π : G → G/Kerϕ маємо: Kerπ = Kerϕ. Тому наступну задачу
можна розглядати як певне узагальнення основної теореми про гомо-
морфiзми груп.

Задача 10.7. Нехай ϕ1 : G→ H1 i ϕ2 : G→ H2 — такi два гомоморфiзми,
що ϕ1(G) = H1 i Kerϕ1 ≤ Kerϕ2. Доведiть, що тодi iснує такий го-
моморфiзм ψ : H1 → H2, що дiаграма

-

Q
Q

Q
Qs

�
�3

��

G H2

ϕ2

ϕ1 ψ

H1

комутативна, причому ψ(H1) = ϕ2(G) i Kerψ = ϕ1(Kerϕ2).

Задача 10.8. Доведiть, що коли H — нормальна пiдгрупа групи G i
НСД (|g|, |G : H|) = 1, то елемент g належить H.

Вказiвка. Розгляньте образ елемента g при канонiчному епiморфiзмi
π : G→ G/H.

Задача 10.9. Нехай H1 i H2 — нормальнi пiдгрупи груп G1 i G2 вiд-
повiдно. Наведiть приклади, якi показують, що жоден iз iзоморфiзмiв
G1 ' G2, H1 ' H2, G1/H1 ' G2/H2 не випливає з двох iнших.

11 Спряженiсть
Означення 11.1. Елементи a i b групи G називаються спряженими,
якщо iснує такий елемент c ∈ G, що a = c−1bc. Говорять також, що
a спряжений з b за допомогою c, або що c спрягає a з b.
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Рiвнiсть a = c−1bc часто зручно записувати в показниковiй формi:
a = bc.

Вправа 11.1. Доведiть, що: a) (ab)c = abc; b) (ab)c = acbc.

Твердження 11.1. Вiдношення спряженостi є вiдношенням еквiва-
лентностi.

Доведення. Якщо a = bx, b = cy, то b = ax−1
, a = (cy)x = cyx. Крiм того,

a = ae. Тому вiдношення спряженостi є симетричним, транзитивним i
рефлексивним.

Класи еквiвалентностi вiдношення спряженостi називаються класа-
ми спряжених елементiв або просто класами спряженостi. Клас спря-
женостi, що мiстить елемент g, позначається через C(g). Якщо треба
вказати явно, в якiй саме групi G розглядається вiдношення спряжено-
стi, то використовують позначення CG(g).

Приклади. 1. У будь–якiй групi C(e) = {e}.

2. В абелевiй групi c−1bc = b, тому всi класи спряженостi одноеле-
ментнi.

3. Як випливає з теореми Жордана про нормальну форму матриць,
у групi GLn(C) матрицi A i B попадають в один i той же клас спря-
женостi тодi й лише тодi, коли цi матрицi мають однаковi жордановi
нормальнi форми.

Твердження 11.2. У симетричнiй групi Sn двi пiдстановки є спря-
женими тодi й лише тодi, коли вони мають однаковий цикловий тип.

Доведення. Безпосередньо перевiряється, що результатом спряження
пiдстановки π = (a1 . . . ak) · · · (c1 . . . cm) за допомогою пiдстановки

τ =
( a1 ... ak ... c1 ... cm

a′1 ... a′k ... c′1 ... c′m

)
буде пiдстановка π1 = τ−1πτ = (a′1 . . . a

′
k) · · · (c′1 . . . c′m) того ж циклового

типу. Навпаки, будь–якi двi пiдстановки π = (a1 . . . ak) . . . (c1 . . . cm) i
π1 = (a′1 . . . a

′
k) . . . (c′1 . . . c

′
m) однакового циклового типу будуть спряженi

за допомогою пiдстановки
τ =

( a1 ... ak ... c1 ... cm

a′1 ... a′k ... c′1 ... c′m

)
.
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Зауваження. Якщо елементи a i b пiдгрупи H групи G спряженi в
пiдгрупi H, то вони, очевидно, будуть спряженими i в групi G. Однак
обернене твердження хибне, адже той елемент групи G, за допомогою
якого a спрягається з b, може i не належати пiдгрупi H. Тому в довiль-
нiй групi пiдстановок рiвнiсть циклових типiв двох елементiв є лише
необхiдною умовою їх спряженостi.

Задача 11.1. Вкажiть у групi A4 двi пiдстановки, якi мають одна-
ковий цикловий тип, але не спряженi в A4.

Поняття спряженостi легко переноситься на довiльнi пiдмножини
групи G: пiдмножини A i B спряженi, якщо iснує такий елемент c ∈ G,
що A = Bc = {bc | b ∈ B}. Використовуючи поняття спряженостi,
критерiю нормальностi пiдгрупи (теорема 9.1) можна надати iншого
вигляду:

Теорема 11.1. Наступнi твердження рiвносильнi:
a) пiдгрупа H групи G є нормальною;
b) пiдгрупа H групи G є об’єднанням класiв спряженостi G;
c) для довiльного елемента g ∈ G виконується рiвнiсть g−1Hg = H,
тобто пiдгрупа H є спряженою в групi G тiльки з собою.

Доведення. a) ⇒ b). Iз теореми 9.1 випливає, що нормальна пiдгрупа
H разом з елементом h мiстить i всi елементи вигляду g−1hg, тобто
всi елементи, спряженi з h. Тому кожний клас спряженостi, який має
непорожнiй перетин з H, повнiстю мiститься в H.

b) ⇒ c). Оскiльки H є об’єднанням класiв спряженостi, то g−1Hg ⊆
H. Припустимо, що g−1Hg 6= H. Тодi маємо строге включення g−1Hg ⊂
H, i iз твердження 9.2:

Hg = g · g−1Hg ⊂ gH, H = Hg · g−1 ⊂ gH · g−1 = (g−1)−1Hg−1 .

Останнє строге включення означає, що знайдеться такий елемент h ∈ H,
що (g−1)−1hg−1 6∈ H. Але це суперечить тому, що H є об’єднанням
класiв спряженостi. Отже, g−1Hg = H.

c) ⇒ a). Iз рiвностi g−1Hg = H випливає, що для довiльного h ∈ H
елемент g−1gh також належить пiдгрупi H. Оскiльки елемент g ∈ G
— довiльний, то за критерiєм нормальностi (теорема 9.1) пiдгрупа H є
нормальною.

Задача 11.2. a) Доведiть, що коли H є власною пiдгрупою скiнченної
групи G, то G 6=

⋃
a∈GH

a.
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b) Доведiть, що для нескiнченних груп попереднє твердження може
бути хибним.

Рiвнiсть C(a) = {a} рiвносильна тому, що g−1ag = a для довiльного
g з групи G. Але g−1ag = a тодi й лише тодi, коли ag = ga. Тому клас
спряженостi C(a) буде одноелементним тодi й лише тодi, коли a комутує
з усiма елементами групи. Звiдси одразу випливає

Твердження 11.3. Всi класи спряженостi групи G одноелементнi
тодi й тiльки тодi, коли група G — абелева.

Об’єднання Z(G) всiх одноелементних класiв спряженостi назива-
ється центром групи G. Iншими словами, Z(G) = {g ∈ G | gx =
xg для всiх x ∈ G}.

Центр Z(G) може служити певною “мiрою комутативностi” групи G:
чим вiн бiльший, тим група “комутативнiша”. Зокрема, центр збiгається
з усiєю групою тодi й лише тодi, коли група абелева.

Твердження 11.4. Центр Z(G) є абелевою нормальною пiдгрупою
групи G.

Доведення. Якщо a ∈ Z(G) i b ∈ Z(G), то для всiх x ∈ G буде (ab)x =
a(bx) = a(xb) = (ax)b = (xa)b = x(ab), тому ab ∈ Z(G). Крiм того, з рiв-
ностi ax = xa випливає рiвнiсть xa−1 = a−1x. Тому згiдно твердження
5.1 Z(G) є пiдгрупою G. Комутативнiсть Z(G) очевидна. Нормальнiсть
Z(G) одразу випливає з теореми 11.1.

Вправа 11.2. Доведiть, що кожна пiдгрупа центру Z(G) групи G є
нормальною в G.

Задача 11.3. Доведiть, що для довiльного епiморфiзму груп ϕ : G →
H виконується включення Z(G) ≤ ϕ−1(Z(H)).

Задача 11.4. Доведiть, що центр Z(H) нормальної пiдгрупи H � G
також є нормальною пiдгрупою групи G.

Твердження 11.5. Якщо група G — не комутативна, то факторгру-
па G/Z(G) — не циклiчна.

Доведення. Припустимо, що факторгрупа G/Z(G) є циклiчною. Вибе-
ремо у факторгрупi твiрний елемент g = gZ(G). Позаяк кожний еле-
мент факторгрупи можна записати у виглядi gk = gkZ(G), то кожний
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елемент групи можна записати у виглядi gkh, де h ∈ Z(G). Але тодi для
довiльних елементiв a = gk1h1 i b = gk2h2 iз G маємо:

ab = gk1h1g
k2h2 = gk1gk2h1h2 = gk2gk1h2h1 = gk2h2g

k1h1 = ba .

Отже, група G — комутативна, що суперечить умовi.

Наступнi два поняття є певним узагальненням поняття центру. Не-
хай A — довiльна пiдмножина групи G. Централiзатором Z(A) пiдмно-
жини A називається множина всiх елементiв групи G, переставних з усi-
ма елементами множини A, тобто Z(A) = {g ∈ G | gx = xg для всiх x ∈
A}. Зокрема, централiзатором самої групи G є її центр. Нормалiзато-
ром пiдмножини A називається множина N(A) = {g ∈ G | g−1Ag =
A}. У разi потреби явного вказання групи використовують позначен-
ня ZG(A) i NG(A). Очевидно, що для одноелементної пiдмножини {a}
централiзатор ZG(A) i нормалiзатор NG(a) збiгаються.

Вправа 11.3. Доведiть, що: a) для довiльної пiдмножини A ⊆ G цен-
тралiзатор Z(A) i нормалiзатор N(A) є пiдгрупами групи G, причому
Z(A) �N(A); b) кожна пiдгрупа H ≤ G є нормальною пiдгрупою свого
нормалiзатора NG(H).

Задача 11.5.∗∗ Доведiть, що нормалiзатор NG(A) пiдмножини A гру-
пи G, взагалi кажучи, не збiгається з множиною {g ∈ G | g−1Ag ⊆ A}.

Вказiвка. Доведiть, що в групi G = {
(

a b
0 1

)
| a, b ∈ Q, a 6= 0} пiдгрупа

H = {
(

1 n
0 1

)
|n ∈ Z} при спряженнi за допомогою дiагональної матрицi

може перейти у свою власну пiдгрупу.

Задача 11.6. Доведiть, що централiзатор класу спряжених елемен-
тiв CG(a) є нормальною пiдгрупою групи G.

Задача 11.7. Доведiть, що коли елементи a i b — спряженi, то їх
нормалiзатори N(a) i N(b) — також спряженi. З’ясуйте, чи буде пра-
вильним зворотне твердження.

Вказiвка. Нехай b = g−1ag. Тодi x ∈ N(a) ⇔ x−1ax = a⇔ g−1x−1axg =
g−1ag ⇔ g−1x−1gbg−1xg = b⇔ g−1xg ∈ N(b).

Теорема 11.2. Потужнiсть класу спряженостi CG(x) елемента x
групи G дорiвнює iндексовi його нормалiзатора NG(x), тобто

|CG(x)| = |G : NG(x)| .
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Доведення. Iз ланцюжка рiвносильних тверджень

g−1xg = h−1xh⇐⇒ hg−1xgh−1 = x⇐⇒ gh−1 ∈ NG(x) ⇐⇒ g ∈ NG(x) ·h

випливає, що спряження елемента x за допомогою g i h дає однако-
вий результат тодi й лише тодi, коли g i h належать до одного й того
ж правого класу сумiжностi групи G за нормалiзатором NG(x). Тому
елементи класу спряженостi CG(x) знаходяться у взаємно однозначнiй
вiдповiдностi з правими класами сумiжностi за нормалiзатором NG(x),
а їх кiлькiсть дорiвнює iндексовi |G : NG(x)|.

Наслiдок 11.1. Потужнiсть класу спряженостi CG(x) елемента x
скiнченної групи G є дiльником порядку групи G.

Нагадаємо, що коли розклад пiдстановки π ∈ Sn у добуток незале-
жних циклiв має l1 цикл довжини 1, l2 цикли довжини 2, . . . , ln циклiв
довжини n, то набiр (l1, l2, . . . , ln) називається її цикловим типом.

Наслiдок 11.2. Якщо пiдстановка π ∈ Sn має цикловий тип
(l1, l2, . . . , ln), то

|C(π)| = n!
1l1 l1! · 2l2 l2! · . . . · nln ln!

i |N(π)| = 1l1 l1! · 2l2 l2! · . . . · nln ln!.

Доведення. Формула для |C(π)| випливає з твердження 11.2 i того, що
кiлькiсть пiдстановок циклового типу (l1, l2, . . . , ln) дорiвнює

n!
1l1 l1! · 2l2 l2! · . . . · nln ln!

.

Пiсля цього формула для |N(π)| випливає з теореми 11.2 i того, що
|Sn| = n!.

Задача 11.8.∗ Знайдiть iз точнiстю до iзоморфiзму всi групи, якi ма-
ють рiвно 4 класи спряжених елементiв.

Теорема 11.3 (формула класiв). Виберемо в кожному неодноеле-
ментному класi спряженостi Ci, 1 ≤ i ≤ k, скiнченної групи G пред-
ставника ai. Тодi

|G| = |Z(G)|+
k∑

i=1

|G : N(ai)| . (5)
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Доведення. Оскiльки класи спряженостi утворюють розбиття групи G,
а центр Z(G) є об’єднанням усiх одноелементних класiв спряженостi, то

G = Z(G)
⋃( k⋃

i=1

C(ai)
)
,

причому це об’єднання є диз’юнктним. Тому |G| = |Z(G)|+
∑k

i=1 |C(ai)|.
Застосовуючи до доданкiв з останньої суми теорему 11.2, одержуємо
рiвнiсть (5).

Наслiдок 11.3 (лема Кошi). Якщо порядок скiнченної групи G дiли-
ться на просте число p, то G мiстить елемент порядку p.

Доведення. Для циклiчних груп це випливає з теореми 7.3 b). Нехай
тепер група G — абелева i A1, . . . , Ak — список усiх її циклiчних пiдгруп.
Очевидно, що G = A1 ∪ . . . ∪ Ak. Крiм того, G ⊇ A1 · · ·Ak ⊇ A1 ∪ . . . ∪
Ak. Тодi G = A1 · · ·Ak. Якби порядок жодної циклiчної пiдгрупи Ai не
дiлився на p, то iз зад. 5.2 випливало б, що i порядок групиG не дiлиться
на p. Тому порядок якоїсь циклiчної пiдгрупи Ai дiлиться на p i знову ж
згiдно теореми 7.3 b) вона мiстить елемент порядку p. Для неабелевих
груп лема Кошi тепер легко доводиться iндукцiєю за порядком групи
G. Справдi, для груп порядку p лема Кошi випливає з наслiдку 9.3 iз
теореми Лагранжа. Якщо ж порядок групи G бiльший за p, то досить
показати, що якась iз власних пiдгруп групи G мiстить елемент порядку
p. Для цього розглянемо нормалiзатори N(ai) з правої частини рiвностi
(5). Якщо порядок |N(ai)| дiлиться на p, то, за припущенням iндукцiї,
N(ai) мiстить елемент порядку p. Якщо ж жодне з чисел |N(ai)| не
дiлиться на p, то на p будуть дiлитися всi iндекси |G : N(ai)|. Iз формули
класiв випливає, що тодi на p буде дiлитися i порядок абелевої пiдгрупи
Z(G). Далi можна зiслатися або на першу частину доведення, або на
припущення iндукцiї, бо для неабелевих груп |Z(G)| < |G|.

Задача 11.9. Доведiть, що кожна група порядку 6 iзоморфна або ци-
клiчнiй групi C6, або групi S3.

Для фiксованого елемента a ∈ G вiдображення

ϕa : G→ G , x 7→ a−1xa , (6)

називається спряженням групи G за допомогою елемента a.
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Твердження 11.6. Для кожного елемента a групи G вiдображення
ϕa є автоморфiзмом G.

Доведення. Спочатку зауважимо, що ϕe є тотожним перетворенням
групи G, бо ϕe(x) = e−1xe = x. Оскiльки для довiльних x, y ∈ G

ϕa(xy) = a−1xya = a−1xa · a−1ya = ϕa(x)ϕa(y) ,

то ϕa є ендоморфiзмом G. Iз рiвностей

(ϕa ◦ ϕb)(x) = ϕb(ϕa(x)) = b−1a−1xab = ϕab(x) (7)

випливає, що ϕa ◦ ϕa−1 = ϕa−1 ◦ ϕa = ϕe. Значить, для вiдображення
ϕa iснує обернене, а тому воно є бiєктивним. Отже, ϕa є автоморфiзмом
групи G.

Автоморфiзми спряження ϕa називаються внутрiшнiми автомор-
фiзмами групи G i для них має мiсце наступна

Теорема 11.4. 1. Множина InnG всiх внутрiшнiх автоморфiзмiв
групи G вiдносно композицiї перетворень утворює групу.

2. Група InnG iзоморфна факторгрупi G/Z(G).

3. InnG є нормальною пiдгрупою групи AutG.

Доведення. З рiвностей (7) випливає, що вiдображення ψ : a 7→ ϕa є
гомоморфiзмом групи G в групу AutG. I оскiльки InnG = ψ(G), то
згiдно твердження 8.1 множина InnG є пiдгрупою групи AutG.

Крiм того, ϕa буде тотожним автоморфiзмом тодi й лише тодi, ко-
ли a−1xa = x для всiх x ∈ G, тобто, коли a ∈ Z(G). Тому Kerψ =
Z(G) i згiдно теореми 10.1′ — основної теореми про гомоморфiзми груп,
InnG ' G/Z(G).

Нарештi, для довiльних φ ∈ AutG i ϕa ∈ InnG виконується рiвнiсть
φ−1 ·ϕa ·φ = ϕφ(a), бо (φ−1 ·ϕa ·φ)(x) = φ(ϕa(φ−1(x))) = φ(a−1φ−1(x)a) =
φ(a−1)φ(φ−1(x))φ(a) = φ(a−1)xφ(a) = φ(a)−1xφ(a) = ϕφ(a)(x) (тут x —
довiльний елемент iз G). Тому InnG є нормальною пiдгрупою групи
AutG.

Наслiдок 11.4. a) Спряженi елементи групи G мають однаковий по-
рядок.
b) Множина, спряжена до пiдгрупи групи G, також буде пiдгрупою в
G, причому iзоморфною початковiй пiдгрупi.
c) Спряженi пiдгрупи групи G мають однаковi iндекси.
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Факторгрупа AutG/InnG називається групою зовнiшнiх автомор-
фiзмiв групи G i позначається OutG.

Задача 11.10. Доведiть, що кожний автоморфiзм групи S3 є внутрi-
шнiм.

Вказiвка. Iз теореми 11.4 i того, що Z(S3) = {ε}, випливає, що група
S3 має 6 внутрiшнiх автоморфiзмiв. З iншого боку, кожен автоморфiзм
групи S3 iндукує перестановку множини транспозицiй з S3 i цiєю пере-
становкою повнiстю визначається.

Задача 11.11. Доведiть, що коли група G має тiльки одну пiдгрупу
H даного порядку n, то H є нормальною пiдгрупою групи G.

Задача 11.12.∗ Доведiть, що коли центр групи G є одиничною пiдгрупою,
то центр її групи автоморфiзмiв AutG також є одиничною пiдгру-
пою.

12 Решiтка пiдгруп i теореми про iзомор-
фiзм

Теорема 12.1 (про iзоморфiзм факторгруп). Нехай H ≤ G i K�G.
Тодi: a) KH ≤ G; b) K�KH; c) K ∩H �H; d) (KH)

/
K ' H

/
(K ∩H).

Доведення. a) Для довiльних k, k1, k2 ∈ K та h, h1, h2 ∈ H маємо:

(kh)−1 = h−1k−1 = h−1k−1h · h−1 ∈ KH i

k1h1 · k2h2 = k1h1k2h
−1
1 · h1h2 ∈ KH,

бо згiдно нормальностi пiдгрупиK добутки h−1k−1h i h1k2h
−1
1 належать

K. Iз твердження 5.1 тодi випливає, що KH є пiдгрупою.
b) одержуємо з того, що K C G i K ≤ KH ≤ G.
c) Якщо h1 ∈ K ∩ H i h ∈ H, то h−1h1h ∈ K (бо K — нормальна

пiдгрупа групи G) i h−1h1h ∈ H. Тому h−1h1h ∈ K ∩H i, за критерiєм
нормальностi, K ∩H C H.

d) Розглянемо канонiчний епiморфiзм π : x 7→ xK групи G на фа-
кторгрупу G/K. Тодi π(KH) = π(H), а тому образи гомоморфiзмiв
π
∣∣
KH

: KH → G/K i π
∣∣
H

: H → G/K збiгаються. Але ядром першого
гомоморфiзму є K, а ядром другого — K ∩ H. Далi лишається лише
скористатися основною теоремою про гомоморфiзми.
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Зауваження. Твердження d) теореми 12.1 ще називають теоремою
Нетер про iзоморфiзм або теоремою про паралелограм.

Для довiльної пiдгрупи K ≤ G через L(G,K) позначимо множину
всiх промiжних пiдгруп групи G, тобто таких пiдгруп H ≤ G, якi мi-
стять K. Множину всiх нормальних пiдгруп групи G, якi мiстяться в
L(G,K), позначимо через LN(G,K). Якщо K = E, то замiсть L(G,E)
i LN(G,E) пишемо просто L(G) i LN(G).

Теорема 12.2 (про вiдповiднiсть пiдгруп). Нехай K — нормальна
пiдгрупа групи G. Тодi визначене на множинi L(G,K) вiдображення
τ : H 7→ H = H/K є бiєкцiєю множини L(G,K) на множину L(G/K)
i одночасно бiєкцiєю множини LN(G,K) на множину LN(G/K), при-
чому для довiльної нормальної пiдгрупи N групи G, яка мiстить K,
будемо мати

G
/
N '

(
G

/
K

)/(
N

/
K

)
.

Доведення розiб’ємо на кiлька крокiв.
a) Оскiльки кожна пiдгрупа H ∈ L(G,K) є об’єднанням класiв сумi-

жностi за пiдгрупою K, то τ(H) одержується обмеженням на пiдгрупу
H канонiчного епiморфiзму π : G → G/K. Зокрема, τ(H) = π(H) є
пiдгрупою групи G/K.

b) Вiдображення τ — iн’єктивне. Справдi, якщо H1 6= H2, то без
обмеження загальностi можна припустити, що iснує такий елемент a ∈
H1, що a 6∈ H2. Але тодi aK ∈ H1 i aK 6∈ H2, тому H1 6= H2.

c) Сюр’єктивнiсть вiдображення τ випливає з твердження 8.2 b).
d) Якщо пiдгрупа H ∈ L(G,K) є нормальною, то для довiльних

hK ∈ H i gK ∈ G маємо

(gK)−1 · hK · gK = g−1hg ·K ∈ H . (8)

Отже, H C G.
e) Навпаки, якщо H C G, то для довiльних h ∈ H i g ∈ G iз рiвностi

(8) випливає, що g−1hg ∈ H. Тому H C G.
f) Нарештi, розглянемо дiаграму
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де π̃ i τ̃ — канонiчнi епiморфiзми на факторгрупи, а вiдображення
ψ : G/K → G/N визначається правилом ψ(gK) = gN (тодi лiвий трику-
тник дiаграми буде комутативним). Легко перевiряється, що ψ є епiмор-
фiзмом. Тому на пiдставi основної теореми про гомоморфiзми маємо:

ψ(G/K) = G/N ' (G/K)
/

Kerψ .

Але
gK ∈ Kerψ ⇔ gN = N ⇔ g ∈ N ⇔ gK ∈ N/K .

Отже, Kerψ = N/K, що й доводить теорему.

Приклад. Для довiльних натуральних k, m i n = km виконується
nZ � kZ � Z. Тому

Zk = Z/kZ ' (Z/nZ)
/
(kZ/nZ) ' Zn/Zm .

Таким чином, Zk ' Zmk/Zm .

13 Вiльнi групи
Нехай X = {xi | i ∈ I} — деяка сукупнiсть символiв, що не повторюю-
ться, проiндексова елементами множини I. Називатимемо множину X
алфавiтом, а її елементи — буквами. Також розглядатимемо множину
{x−1

i | i ∈ I}, яку природно позначити символом X−1.
Груповим словом w в алфавiтi X називається або порожня (позна-

чається символом Λ), або скiнченна послiдовнiсть букв iз X∪X−1. Кiль-
кiсть букв в такiй послiдовностi є довжиною цього слова, яку познача-
тимемо l(w).

Якщо u = y1 . . . yr, v = z1 . . . zs — два слова в алфавiтi X (тобто y1,
. . . , yr, z1, . . . , zs ∈ X ∪X−1), то uv означає слово y1 . . . yrz1 . . . zs.

Слово вважається нескоротним, якщо воно або пусте, або у ньому
поряд не зустрiчаються символи виду xk

i та x−k
i , де k = ±1. Iнакше,
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слово буде скоротним. Наприклад, слово x3x
−1
1 x−1

1 x1x4 є скоротним, а
слово x−1

2 x−1
2 x3x2 — нескоротним.

Будемо казати також, що два слова u та v є сусiднiми, якщо одне з
них має вигляд w1x

k
i x

−k
i w2, а iнше — w1w2, де k = ±1.

Означення 13.1. Два слова u та v називаються еквiвалентними (позначаємо
u ∼ v), якщо одне можна одержати з iншого за допомогою скiнчен-
ної кiлькостi вставок чи скорочень виду xk

i x
−k
i , де k = ±1. Iншими

словами, u ∼ v, якщо iснує скiнченна послiдовнiсть слiв w1, . . . , wr

така, що u = w1, v = wr, а wi та wi+1 є сусiднiми словами при
i = 1, . . . , r − 1.

Зокрема, два сусiднi слова є, очевидно, еквiвалентними.

Задача 13.1. Доведiть, що вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвален-
тностi.

Позначимо символом [u] сукупнiсть усiх слiв, еквiвалентних слову
u. Ця множина утворює клас еквiвалентностi вiдношення ∼.

Задача 13.2. Доведiть, що кожний клас еквiвалентностi [u] мiстить
єдине нескоротне слово.

Iз цiєї задачi, зокрема, випливає, що хоча процедура скорочення сло-
ва не є однозначною, результатом завжди буде одне й те ж нескоротне
слово.

Позначимо символом F (X) множину класiв еквiвалентних слiв в ал-
фавiтi X

F (X) = {[u] | u — слово в алфавiтi X}

i визначимо на цiй множинi операцiю приписування за правилом:

[u][v] = [uv] . (9)

Твердження 13.1. Множина F (X) iз заданою на нiй операцiєю (9) є
групою.

Доведення. Перш за все перевiримо, що операцiя (9) задана коректно.
Для цього досить показати, що якщо u1 ∼ u2, v1 ∼ v2, то u1v1 ∼ u2v2.
Згiдно означення 13.1 u1 ∼ u2, а v1 ∼ v2, якщо iснують скiнченнi послi-
довностi слiв w1, . . . , wr та t1, . . . , ts, такi що u1 = w1, u2 = wr, v1 = t1,
v2 = ts, а wi та wi+1, tj та tj+1 є сусiднiми словами при i = 1, . . . , r − 1

65



i j = 1, . . . , s − 1. Тодi, легко бачити, u1v1 = u1t1 ∼ u1t2 ∼ . . . ∼ u1ts =
u1v2 = w1v2 ∼ w2v2 ∼ . . . ∼ wrv2 = u2v2. Тому [u1v1] = [u2v2].

Перевiримо, що операцiя приписування є асоцiативною, тобто для
довiльних u, v, w ∈ F (X) виконується

([u][v])[w] = [u]([v][w]) . (10)

Для цього застосуємо iндукцiю за довжиною l(v). Не порушуючи за-
гальностi можна вважати, що слова u, v, w є нескоротними. Якщо
l(v) = 0, тобто v = Λ, то, очевидно, рiвнiсть (10) має мiсце. Нехай
l(v) = 1, тобто v = x, де x ∈ X ∪ X−1. Якщо слово ux нескоротне i
нескоротним є слово xw, то (10) виконується. Нехай ux є скоротним
словом. Це означає, що u = u′x−1, i тодi ([u][v])[w] = [uv][w] = [u′][w].
Якщо, у свою чергу, слово xw є скоротним, то w = x−1w′, а, отже,

[u]([v][w]) = [u][vw] = [u][w′] = [u′x−1][w′] = [u′x−1w′] = [u′][w].

Iншi випадки розглядаються аналогiчним чином, тому ми їх опускаємо.
Припустимо тепер, що спiввiдношення (10) має мiсце для всiх v таких,
що l(v) < n, i нехай v — слово довжини n. Тодi v = v1v2, де слова v1,
v2 меншої за n довжини: l(v1) < n, l(v2) < n. А тому iз iндукцiйного
припущення одержуємо ланцюг рiвностей:

([u][v])[w] = ([u][v1v2])[w] = ([u]([v1][v2]))[w] = (([u][v1])[v2])[w] =

= ([u][v1])([v2][w]) = [u]([v1]([v2][w])) = [u](([v1][v2])[w]) = [u]([v][w]),

i тим самим асоцiативнiсть доведена.
Нейтральним елементом операцiї приписування є, очевидно, клас

[Λ], а оберненим до класу [u], де u = y1 . . . yr, y1, . . . , yr ∈ X ∪ X−1,
є клас [u]−1 = [y−1

r . . . y−1
1 ], бо [u][u]−1 = [y1 . . . yry

−1
r . . . y−1

1 ] = [Λ] =
[u]−1[u] = [y−1

r . . . y−1
1 y1 . . . yr].

Означення 13.2. Множина F (X) iз операцiєю (9) називається вiль-
ною групою з системою твiрних X, а потужнiсть множини X нази-
вається рангом вiльної групи.

Якщо F (X) — вiльна група рангу n, то поряд iз позначенням F (X)
також використовують позначення Fn(X) або коротко Fn.

Вправа 13.1. Доведiть, що коли |X| = 1, то F (X) ' Z, а коли |X| > 1,
то група F (X) є неабелевою.

66



Вправа 13.2. Доведiть, що у вiльнiй групi немає вiдмiнних вiд Λ еле-
ментiв скiнченного порядку.

Задача 13.3. Доведiть, що вiльнi групи скiнченного рангу є злiченими,
а вiльнi групи нескiнченного рангу мають потужнiсть, яка збiгається
з цим рангом.

Теорема 13.1. Двi вiльнi групи iзоморфнi тодi i тiльки тодi, коли їх
ранги однаковi.

Доведення. Достатнiсть. Нехай F (X) та F (Y ) — вiльнi групи одина-
кового рангу. Оскiльки множини X та Y рiвнопотужнi, то iснує бiє-
ктивне вiдображення ϕ : X → Y, яке продовжується до взаємно одно-
значного вiдображення ϕ̄ : F (X) → F (Y ) природним чином: якщо
[w] = [xk1

i1
. . . xks

is
] ∈ F (X), де i1, . . . , is ∈ I, а k1, . . . , ks ∈ {±1}, то

ϕ̄([w]) = [ϕ(xi1)
k1 . . . ϕ(xis)

ks ]. Вiдображення ϕ̄ є, крiм того, гомомор-
фiзмом, бо для довiльних [u] = [xk1

i1
. . . xks

is
], [v] = [xl1

j1
. . . xlr

jr
] ∈ F (X), де

i1, . . . , is, j1, . . . , jr ∈ I, а k1, . . . , ks, l1, . . . , lr ∈ {±1}, матимемо

ϕ̄([u][v]) = ϕ̄([uv]) = [ϕ(xi1)
k1 . . . ϕ(xis

)ksϕ(xj1)
l1 . . . ϕ(xjr

)lr ] =

= [ϕ(xi1)
k1 . . . ϕ(xis

)ks ][ϕ(xj1)
l1 . . . ϕ(xjr

)lr ] = ϕ̄([u])ϕ̄([v]).

Отже, ϕ̄ — iзоморфiзм F (X) та F (Y ).
Необхiднiсть. Доведемо, що коли групи F (X) та F (Y ) мають рiзнi

ранги, то вони неiзоморфнi. Розглянемо пiдгрупу 〈F (X)2〉 = 〈a2 | a ∈
F (X)〉 вiльної групи F (X), породжену всiма квадратами елементiв з
F (X) i покажемо, що вона є нормальною пiдгрупою групи F (X). Справ-
дi, якщо f ∈ 〈F (X)2〉 має вигляд f = a2, a ∈ F (X), то для довiльного
b ∈ F (X) матимемо: b−1a2b = (b−1a2)2(a−1)2b2 ∈ 〈F (X)2〉. А тому для
довiльних елементiв b ∈ F (X) та a2

1 . . . a
2
k ∈ 〈F (X)2〉

b−1(a2
1 . . . a

2
k)b = (b−1a2

1b)(b
−1a2

2b) . . . (b
−1a2

kb) =

= ((b−1a2
1)

2(a−1
1 )2b2) . . . ((b−1a2

k)2(a−1
k )2b2) ∈ 〈F (X)2〉.

Отже, 〈F (X)2〉�F (X).Крiм того, елементи факторгрупи F (X)/〈F (X)2〉
комутують: якщо a1〈F (X)2〉, a2〈F (X)2〉 ∈ F (X)/〈F (X)2〉, то

a1〈F (X)2〉 · a2〈F (X)2〉 = a1a2〈F (X)2〉 = a2a1(a−2
1 (a1a

−1
2 )2a2

2)〈F (X)2〉 =

a2a1〈F (X)2〉 = a2〈F (X)2〉a1〈F (X)2〉,
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причому (a〈F (X)2〉)2 = a2〈F (X)2〉 = 〈F (X)2〉. Тому F (X)/〈F (X)2〉 є
абелевою групою, в якiй усi неодиничнi елементи мають порядок 2.

Визначимо дiю множення елемента v = a〈F (X)2〉 iз F (X)/〈F (X)2〉
на елементи поля Z2 = {0̄, 1̄} наступним чином:

0̄ · v = 〈F (X)2〉, 1̄ · v = v.

Тодi факторгрупа F (X)/〈F (X)2〉 з визначеним таким чином множен-
ням на елементи iз Z2 утворює векторний простiр над полем Z2, при-
чому базою цього векторного простору є множина {x〈F (X)2〉|x ∈ X},
а його розмiрнiсть дорiвнює |X|, тобто збiгається з рангом групи F (X)
(перевiрку цього факту ми залишаємо читачевi у якостi нескладної до-
машньої вправи). Аналогiчно, факторгрупа F (Y )/〈F (Y )2〉 утворювати-
ме векторний простiр над тим же полем Z2 але розмiрностi |Y |. I оскiль-
ки векторнi простори рiзних розмiрностей неiзоморфнi, тому неiзомор-
фними будуть також вiльнi групи F (X) та F (Y ).

Приклади. 1. Вiльна група F1 рангу 1 iзоморфна нескiнченнiй ци-
клiчнiй групi (Z,+).

2. Розглянемо пiдгрупу H спецiальної лiнiйної групи SL2(Z), яка
породжена матрицями a =

(
1 m
0 1

)
i b =

(
1 0
m 1

)
, де m ≥ 2 — деяке фiксоване

цiле число. Покажемо, що H iзоморфна вiльнiй групi F (x, y) рангу 2.
Для цього розглянемо вiдображення ϕ : F (x, y) → H, x 7→ a, y 7→ b. Це
вiдображення є, очевидно, епiморфiзмом. Покажемо, що Kerϕ = {Λ}.
Для цього спочатку зауважимо, що оскiльки H =< a, b >, то довiльний
елемент h iз H зображується у виглядi слова h = ai1bj1 . . . aikbjk , де
при k ≥ 2 числа i1, jk — цiлi, а числа i2, . . . , ik, j1, . . . , jk−1 є цiлими,
вiдмiнними вiд нуля, а при k = 1 цiлi числа i1 та j1 одночасно не рiвнi
0 (окремо, для одиничної матрицi E матимемо: E = a0b0). Покажемо,
що тодi h 6= E. Справдi, оскiльки air =

(
1 irm
0 1

)
, а bjr =

(
1 0
jrm 1

)
, тому

якщо (ur, ur+1) — перший рядок матрицi d = ai1bj1 . . . aitbjt , де t < k,
то перший рядок матрицi dait+1 матиме вигляд (ur, urit+1m + ur+1),
а матрицi dbjt+1 — матиме вигляд (ur + ur+1jt+1m,ur+1). Виходячи з
iндукцiйного припущення, що |ul+1| > |ul| для l ≤ r, одержимо |ur+1| =
|ur−1+urst+2m| ≥ |ur||st+2|m−|ur−1| ≥ 2|ur|−|ur−1| ≥ 2|ur|−(|ur|−1) =
|ur| + 1, де st+2 дорiвнює або it+2, або jt+2. Тому матриця h нiколи не
дорiвнюватиме E. Звiдси, оскiльки Kerϕ = {w ∈ F (x, y) | ϕ(w) = E},
то Kerϕ = {Λ} i вiдображення ϕ є iзоморфiзмом.
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Значення вiльних груп у теорiї груп стає зрозумiлим з наступного
твердження, яке можна вважати основною властивiстю вiльних груп.

Теорема 13.2. Нехай група G породжується множиною елементiв
S = {s1, . . . , sn}. Тодi для вiльної групи F (X) iз системою твiрних
X = {x1, . . . , xn} iснує єдиний гомоморфiзм ϕ : F (X) → G, при якому
ϕ : xi 7→ si для всiх i = 1, . . . , n.

Доведення. Нехай ϕ : F (X) → G — гомоморфiзм, такий що ϕ : xj 7→ sj

для всiх j = 1, . . . , n, i нехай [w] — довiльний елемент iз F (X), де слово
w = xk1

i1
. . . xkr

ir
, i1, . . . , ir ∈ I, k1, . . . , kr ∈ {±1}, є єдиним нескоротним

словом iз класу [w]. Оскiльки ϕ є гомоморфiзмом, то мають мiсце на-
ступнi рiвностi:

ϕ([xk1
i1
. . . xkr

ir
]) = ϕ([xk1

i1
. . . x

kr−1
ir−1

][xkr
ir

]) = ϕ([xk1
i1
. . . x

kr−1
ir−1

])ϕ([xkr
ir

]) =

= ϕ([xk1
i1
. . . x

kr−1
ir−1

])ϕ([xir ])
kr = ϕ([xk1

i1
. . . x

kr−1
ir−1

])skr
ir

= . . . =

= ϕ([xk1
i1

])sk2
i2
. . . skr

ir
= sk1

i1
. . . skr

ir
.

Тим самим матимемо, що коли iснує гомоморфiзм ϕ, який задовольняє
умовi теореми, то вiн єдиний.

З iншого боку, вiдображення ϕ : F (X) → G, ϕ([xk1
i1
. . . xkr

ir
]) = sk1

i1
. . . skr

ir
,

де w = xk1
i1
. . . xkr

ir
(i1, . . . , ir ∈ I, k1, . . . , kr ∈ {±1}) — нескоротне слово iз

класу [w], задано коректно, бо кожен клас [w] мiстить єдине нескоротне
слово. Крiм того, ϕ є гомоморфiзмом, бо ϕ([u][v]) означає, що ми спо-
чатку виконали скорочення в словi uv, а потiм кожну букву xi в цьому
словi замiнили буквою si, а ϕ([u])ϕ([v]) означає, що ми спочатку в сло-
вах [u] та [v] кожну букву xi замiнили буквою si, а вже потiм виконали
скорочення в одержаному словi.

Отже, iснує єдиний гомоморфiзм ϕ : F (X) → G, при якому ϕ : xi 7→
si для всiх i = 1, . . . , n.

Таким чином, довiльна група є гомоморфним образом вiльної групи
певного рангу.

Наслiдок 13.1. Кожна скiнченнопороджена група G iзоморфна фа-
кторгрупi деякої вiльної групи скiнченного рангу.

Доведення. Нехай G =< S >, де S = {s1, . . . , sn}. Розглянемо вiльну
групу F (X) з системою твiрних X = {x1, . . . , xn}. Згiдно теореми 13.2
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вiдображення ϕ : F (X) → G, при якому ϕ : xi 7→ si для всiх i =
1, . . . , n, є гомоморфiзмом. Крiм того, легко видно, що ϕ є сюр’єктивним
вiдображенням. Тому за основною теоремою про гомоморфiзми груп
матимемо F (X)/ Kerϕ ' G.

Зауваження. Одним iз важливих моментiв при дослiдженнi будови
будь-якої групи є вивчення її пiдгруп. У 20-х роках минулого столiття
Нiльсен i Шрейер довели, що кожна пiдгрупа вiльної групи також є
вiльною. Доведення цього факту ми опустимо.

14 Задання групи твiрними i спiввiдношен-
нями

Згiдно теореми 13.2 довiльна групаG з системою твiрних S = {s1, . . . , sn}
є гомоморфним образом вiльної групи F (X), де X = {x1, . . . , xn}. Iнши-
ми словами, вiдображення ϕ : xi 7→ si продовжується до гомоморфiзму
ϕ : F (X) → G. Позначимо символом H ядро цього гомоморфiзму, i не-
хай R — така множина елементiв пiдгрупи H, що H є найменшою нор-
мальною пiдгрупою, яка мiстить R, тобто R така, що < w−1wiw,wi ∈
R,w ∈ F (X) >= H. Згiдно наслiдку 13.1 група G iзоморфна факторгру-
пi F (X)/H. Тому група G повнiстю визначається заданням алфавiту X
та множини R iз ядра H. Пара 〈X|R〉 називається зображенням Дiка
групи G, множина X — множиною твiрних елементiв, а множина R —
множиною визначальних спiввiдношень. Одна й та ж група може ма-
ти рiзнi зображення Дiка, i дуже часто визначити, чи данi зображення
твiрними елементами i визначальними спiввiдношеннями є зображен-
нями Дiка однiєї i тiєї ж групи, важко. Найбiльш суттєвим є те, що не
iснує алгоритмiв, якi би розв’язували наступнi проблеми Дена:

• проблему рiвностi двох слiв групи, яка задана твiрними елемен-
тами i визначальними спiввiдношеннями;

• проблему спряженостi двох слiв групи, яка задана твiрними еле-
ментами i визначальними спiввiдношеннями;

• проблему iзоморфностi двох груп, якi заданi твiрними елементами
i визначальними спiввiдношеннями.
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Приклади. 1. Очевидно, що F (X) ' 〈X | ∅〉, тобто вiльна група
немає спiввiдношень. Тому F (X) ще називають групою, вiльною вiд
спiввiдношень.

2. Cn ' 〈a | an〉.

3. Четверна група Кляйна K4 допускає наступне зображення твiр-
ними елементами i визначальними спiввiдношеннями:

K4 ' 〈x, y |x2, y2, x−1y−1xy〉.

4. Покажемо, що зображенням Дiка симетричної групи S3 є 〈x, y |x2, y2, (xy)3〉.
Справдi, група G = 〈x, y |x2, y2, (xy)3〉 має порядок ≤ 6, бо x2 = 1,
y2 = 1, (xy)3 = 1, тому yx = (xy)2, xy = (yx)2, xyxyx = y, yxyxy = x
i група G мiстить лише елементи 1, x, y, xy, xyx, xyxy. Розглянемо
вiдображення ϕ : G → S3, задане наступним чином: ϕ : x 7→ (12),
ϕ : y 7→ (13). Неважко переконатися у тому, що ϕ є iзоморфiзмом, тому
G ' S3.

Задача 14.1. Покажiть, що S3 ' 〈x, y |x2, y3, (xy)2〉.

5. Зображення Дiка знакозмiнної групи A4 :

A4 ' 〈x, y |x3, y3, (xy)2〉 ' 〈x, y |x3, y2, (xy)3〉.

6. Вiльна абелева група G рангу n має наступне зображення твiр-
ними елементами i визначальними спiввiдношеннями:

G ' 〈x1, . . . , xn |x−1
i x−1

j xixj , i, j ∈ {1, . . . , n}, i < j〉

(про цю групу див. також на стор. 107).

Задача 14.2. Доведiть зображення груп твiрними елементами i ви-
значальними спiввiдношеннями iз прикладiв 2, 3, 5, 6.

7. Розглянемо зображення Дiка дiедральної групи Dn. Нагадаємо
(див. приклад 7 на стор. 23), що Dn — це група рухiв правильного n–
кутника, елементами якої є n поворотiв вiдносно його центра на кути 0◦,
360◦/n, 2·360◦/n, . . . , (n−1)·360◦/n та n симетрiй l1, . . . , ln вiдносно осей,
що проходять при непарному n через вершини n–кутника та середини
протилежних ребер, а при парному n — через двi протилежнi вершини
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або через середини двох протилежних ребер. Покажемо, що D4 ' G, де
G = 〈a, b | a2, bn, baba−1〉. Справдi, iз визначальних спiввiдношень мати-
мемо, що ba = ab−1. Тому кожен елемент групи G зображується словом
вигляду aεbk, де ε ∈ {0, 1}, k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Отже, порядок G не
перевищує 2n.

З iншого боку, згiдно теореми 13.2 iснують епiморфiзми ϕ : F (x, y) →
G та ψ : F (x, y) → Dn вiльної групи F (x, y) на групи G та Dn вiдпо-
вiдно. Тодi вiдображення µ : G → Dn, µ(g) = ψ(ϕ−1(g)) також буде
гомоморфiзмом, а тому |G| ≥ |Dn|.

Отже, |G| = |Dn|, i, легко бачити, що бiєктивне вiдображення ν :
Dn → G, ν : 360◦/n 7→ b, ν : l1 7→ a, буде iзоморфiзмом цих груп.

Дiедральна група допускає iнше задання твiрними елементами i ви-
значальними спiввiдношеннямми:

Вправа 14.1. Доведiть, що D4 ' 〈x, y |x2, y2, (xy)n〉.

8. Покажемо, що групу кватернiонiв Q8 = {±1,±i,±j,±k} можна
задати твiрними елементами i визначальними спiввiдношеннями насту-
пним чином:

Q8 ' 〈x, y |x4, x2y−2, yxy−1x〉.

Справдi, нехай G = 〈x, y |x4, x2y−2, yxy−1x〉. Тодi оскiльки ba = a−1b =
a3b, a2 = b2, то кожне слово групи G зводитиметься до вигляду akbl, де
0 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ l ≤ 1, а тому порядок G не перевищує 8. З iншого боку,
елементи групи Q8 задовольняють спiввiдношенням: i4 = 1, i2 = j2,
jij−1 = i−1. Розглянемо вiдображення ϕ : G→ Q8, ϕ : x 7→ i, ϕ : y 7→ j.
Легко перевiрити, що ϕ є iзоморфiзмом (покажiть це!). Тому Q8 ' G.

Задача 14.3. Покажiть, що Q8 ' 〈x, y |x−1yxy, y−1xyx〉.

15 p–групи
Нехай p — фiксоване просте число.

Означення 15.1. Група G називається p–групою, якщо порядок ко-
жного її елемента є степенем числа p.

Очевидно, що пiдгрупа i факторгрупа p–групи також є p–групами.

Приклади. 1. Група Q8 є 2–групою.
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2. В адитивнiй групi векторного простору над полем Zp усi ненульовi
вектори мають порядок p, тому вона є p–групою.

3. Група Cp∞ є нескiнченною p–групою.

Задача (жарт). Дайте загальне означення α–групи, яке б мало змiст
для кожного дiйсного числа α i яке б при α = 1 переходило в означення
групи, при α = 1/2 — в означення напiвгрупи, при α = 0 — в означення
неструктурованої множини, а для кожного простого p — в означення
p–групи.

Твердження 15.1. Скiнченна група G буде p–групою тодi й лише
тодi, коли її порядок |G| є числом вигляду pn, де n ∈ N0.

Доведення. Достатнiсть умови випливає з теореми Лагранжа, а необхi-
днiсть — з леми Кошi (якщо порядок групи G не є числом вигляду pn,
то вiн дiлиться на якесь просте число q 6= p, а тому група G мiстить
елемент порядку q).

Теорема 15.1. Кожна скiнченна неодинична p–група G має неодини-
чний центр.

Доведення. За попереднiм твердженням |G| = pn, де n ≥ 1. Нехай
C1, . . . , Ck — усi неодноелементнi класи спряженостi групи G. Тодi

G = Z(G)
⋃( k⋃

i=1

Ci

)
i |G| = |Z(G)|+

k∑
i=1

|Ci| .

Кожне з чисел |Ci| є дiльником порядку групи, тому воно дiлиться на p.
Але тодi в правiй частинi рiвностi |Z(G)| = |G| −

∑k
i=1 |Ci| всi доданки

дiляться на p. Отже, число |Z(G)| дiлиться на p, а тому Z(G) 6= E.

Наслiдок 15.1. Кожна група G порядку p2 є абелевою.

Доведення. Iз теореми 15.1 випливає, що або Z(G) = G, i тодi група G
є абелевою, або |Z(G)| = p. У другому випадку факторгрупа G/Z(G)
має порядок p i є циклiчною, що суперечить твердженню 11.5. Отже,
другий випадок неможливий.

Теорема 15.2. Якщо |G| = pn, то група G мiстить ланцюг пiдгруп

E = G0 C G1 C G2 C · · · C Gn = G,
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кожна з яких є нормальною в G, причому кожна факторгрупа Gi/Gi−1,
i = 1, . . . , n, є циклiчною порядку p.

Доведення. Застосуємо iндукцiю за порядком групи. Для n = 1 твер-
дження очевидне. Нехай тепер n > 1. За теоремою 15.1 центр Z(G) має
порядок ≥ p, тому згiдно леми Кошi центр мiстить елемент a порядку p.
Оскiльки кожна пiдгрупа центру, як об’єднання одноелементних класiв
спряженостi, є нормальною в G, то нормальною буде i пiдгрупа R = 〈a〉.
За припущенням iндукцiї у факторгрупi G/R iснує ланцюг пiдгруп

E = H0 C H1 C H2 C · · · C Hn−1 = G/R

такий, що кожнаHi є нормальною вG/R, а кожна факторгруупаHi/Hi−1

є циклiчною порядку p. Нехай тепер π : G → G/R — канонiчний епi-
морфiзм. Покладемо Gi = π−1(Hi−1), i = 1, 2, . . . , n. Тодi, за теоремою
12.2, ланцюг пiдгруп

E = G0 < G1 < G2 < · · · < Gn = G

задовольняє умови теореми.

Задача 15.1. Доведiть, що коли пiдгрупа H нескiнченної p–групи G
має скiнченний iндекс, то цей iндекс є степенем числа p.

Вказiвка. Доведiть, що перетин
⋂

a∈GH
a усiх спряжених iз H пiд-

груп є нормальною пiдгрупою скiнченного iндексу, i скористайтеся тим,
що факторгрупа p–групи також є p–групою.

Задача 15.2. Доведiть, що в довiльнiй p–групi G кожна нормальна
пiдгрупа H �G порядку p лежить у центрi Z(G).

Вказiвка. Iз задачi 15.1 i теореми 11.2 випливає, що потужностi скiн-
ченних класiв спряжених елементiв групи G є степенями p.

16 Комутант
Означення 16.1. Комутатором елементiв a i b групи G називається
елемент [a, b] = a−1b−1ab.

Очевидно, що комутатор двох елементiв дорiвнює e тодi й лише тодi,
коли цi елементи переставнi. Безпосередньою перевiркою легко довести
наступнi властивостi комутатора.
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Твердження 16.1. Для довiльних a, b, c елементiв групи G викону-
ються рiвностi: a) [a, b]−1 = [b, a]; b) ab = ba · [a, b]; c) [a, b]x = [ax, bx].

Вправа 16.1. Доведiть твердження 16.1.

Означення 16.2. Комутантом (або похiдною пiдгрупою) групи G на-
зивають пiдгрупу G′ (= [G,G]), яка породжена всiма комутаторами,
тобто G′ = 〈[a, b] | a, b ∈ G〉.

Зауваження. Хоча [a, b]−1 = [b, a] є комутатором, добуток двох ко-
мутаторiв взагалi кажучи комутатором може i не бути. Тому комутант
[G,G] групи G складається iз всiх можливих добуткiв виду

[a1, b1] · · · · · [ak, bk], де ai, bi ∈ G.

Iз твердження 16.1 п. b) легко випливатиме, що чим бiльше в гру-
пi комутаторiв (тобто чим бiльший комутант групи G), то тим група
“некомутативнiша”. Тому, поруч iз центром групи, комутант є “мiрою
комутативностi” групи.

Твердження 16.2. Комутант [G,G] групи G є її нормальною пiдгру-
пою.

Доведення. Нехай g ∈ G i h ∈ [G,G] — довiльнi. Тодi g−1hg = h · [h, g] ∈
[G,G].

Проiлюструємо це поняття на прикладах.

Приклади. 1. [G,G] = E тодi й лише тодi, коли група G — абелева.

2. Комутант довiльної неабелевої групи G, яка не мiстить неодини-
чних нормальних пiдгруп, збiгається з всiєю групою, бо згiдно твер-
дження 16.2 комутант є нормальною пiдгрупою, а тому є тривiальною
пiдгрупою. Але до того ж G — неабелева. Отже, [G,G] = G.

3. Комутатори дiедральної групи D4 i групи кватернiонiв Q8 збiга-
ються з своїми центрами: [D4, D4] = {0◦, 180◦} = Z(D4), [Q8, Q8] =
{1,−1} = Z(Q8).

Теорема 16.1 (основна властивiсть комутанта). Довiльна пiдгрупа
H групи G, яка мiстить комутант, є нормальною в G. Факторгрупа
групи G по нормальнiй пiдгрупi H буде абелевою тодi й лише тодi,
коли H мiстить комутант [G,G] групи G.
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Доведення. Нормальнiсть кожної надгрупи H ≥ [G,G] доводиться так,
як i твердження 16.2. Нехай тепер H �G. Тодi для довiльних елементiв
aH, bH факторгрупи G/H

aH · bH = bH · aH ⇐⇒ abH = baH ⇐⇒ [a, b]H = H ⇐⇒ [a, b] ∈ H .

Приклад. [Sn, Sn] = An для довiльного натурального n. Справдi,
комутатор довiльних двох пiдстановок очевидно є парною пiдстанов-
кою, тому [Sn, Sn] ⊆ An. З iншого боку, (ijk) = [(ik), (ij)] = [(ikl), (ijm)],
де i, j, k, l, m — попарно рiзнi елементи. А далi залишилося скориста-
тися лише тим, що An породжується циклами довжини 3 (задача 5.6).

Задача 16.1. Доведiть, що комутант [H,H] нормальної пiдгрупи H
групи G є нормальною пiдгрупою G.

Задача 16.2. Доведiть, що комутант скiнченної p–групи є її власною
пiдгрупою.

Задача 16.3. Доведiть, що центр i комутант довiльної некомута-
тивної групи порядку p3 збiгаються.

17 Простi групи
Означення 17.1. Група G називається простою, якщо G не має не-
тривiальних нормальних пiдгруп.

Очевидно, що простою буде кожна група простого порядку. Як ви-
пливає з леми Кошi, серед абелевих груп iнших простих немає. Неабеле-
вi простi групи також iснують, але вони влаштованi значно складнiше.

Твердження 17.1. Кожна скiнченна p–група G порядку |G| > p не є
простою.

Доведення. Згiдно теореми 15.1 група G має неодиничний центр Z(G), а
за лемою Кошi центр мiстить елемент порядку p. Тодi пiдгрупа 〈a〉 є не-
тривiальною пiдгрупою групи G, яка згiдно вправи 11.2 є нормальною.
Тому G не є простою.

Задача 17.1.∗ Доведiть, що кожна неабелева група порядку, меншого
за 60, не є простою.
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Вправа 17.1. Доведiть, що коли пiдгрупа H групи Sn мiстить непар-
нi пiдстановки, то рiвно половина її елементiв буде парними пiдстановками,
а половина — непарними.

Розглянемо один iз прикладiв простих груп, а саме:

Теорема 17.1. Група A5 — проста.

Доведення. Очевидно, що пiдстановка b ∈ Sn належить нормалiзатору
NAn(a) елемента a ∈ An тодi й лише тодi, коли b належить нормалi-
затору NSn(a) i є парною пiдстановкою. Отже, NAn(a) = NSn(a), якщо
NSn

(a) мiстить лише парнi пiдстановки, i |NAn
(a)| = 1

2 |NSn
(a)|, якщо

NSn
(a) мiстить також непарнi пiдстановки (останнє випливає з впра-

ви 17.1). За теоремою 11.2 у першому випадку потужнiсть |CAn
(a)| =

|An : NAn(a)| класу CAn(a) спряжених з a у групi An елементiв вдвiчi
менша за потужнiсть |CSn(a)| = |Sn : NSn(a)| вiдповiдного класу в групi
Sn, а в другому випадку цi потужностi рiвнi:

|An : NAn
(a)| = |An|

|NAn
(a)|

=
1
2 |Sn|

1
2 |NSn

(a)|
=

|Sn|
|NSn

(a)|
= |Sn : NSn

(a)| .

Група A5, як нормальна пiдгрупа групи S5, є об’єднанням класiв
спряженостi групи S5. Iз доведеного вище випливає, що кожний клас
спряжених елементiв групи S5, який мiститься в A5, або залишається
класом спряжених елементiв групи A5, або розпадається в A5 на два
рiвнопотужнi класи. Група S5 мiстить такi класи спряженостi, що скла-
даються з парних пiдстановок: клас C(ε) потужностi 1, клас C

(
(123)

)
потужностi 20, клас C

(
(12)(34)

)
потужностi 15 i клас C

(
(12345)

)
по-

тужностi 24. Тому A5 має один одноелементний клас спряженостi, два
класи по 10 елементiв (або замiсть них один 20–елементний), один 15–
елементний i два класи по 12 елементiв (24–елементний клас спряжено-
стi група A5 мати не може, бо її порядок не дiлиться на 24). Якщо H —
нормальна пiдгрупа A5, то H є об’єднанням класiв спряженостi групи
A5 i мiстить C(ε). Крiм того, за теоремою Лагранжа, порядок пiдгрупи
H повинен дiлити число |A5| = 60. Але сума потужностей будь–якого
нетривiального набору класiв спряженостi групи A5, який мiстить клас
C(ε), не є дiльником числа 60. Тому пiдгрупа H є тривiальною, а група
A5 — простою.

Зауваження. 1. Ґалуа довiв, що простими є всi групи An, n ≥ 5. То-
му iснує нескiнченно багато простих некомутативних скiнченних груп.
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Але такi групи далеко не вичерпуються знакозмiнними, хоча фактом,
вiдомим ще Ґалуа, є той, що група A5 серед таких груп має найменший
порядок.

2. Той факт, що група An є простою для всiх n ≥ 5 є дуже важливим,
бо, як показав той же Ґалуа, з нього випливає не тiльки неiснування
загальної алгебричної формули для знаходження коренiв многочлена
степеня n ≥ 5, а й нерозв’язнiсть у радикалах багатьох конкретних
рiвнянь.

Задача 17.2. Доведiть, що кожна група порядку pq, де p i q — не
обов’язково рiзнi простi числа, не є простою.

Зауваження. Iншими важливими прикладами простих груп є SO(3)
i серiя проективних спецiальних лiнiйних груп PSLn(F ) над полем F .
Група SO(3) — це група всiх дiйсних матриць порядку 3 з визначником
рiвним 1, обернена до кожної з яких збiгається з її транспонованою, тоб-
то SO(3) = {A ∈M3(R) |AT ·A = A ·AT = E, detA = 1}. А проективна
спецiальна лiнiйна група PSLn(F ) — це факторгрупа спецiальної лiнiй-
ної групи SLn(F ) за її центром — пiдгрупою скалярних матриць (тобто
матриць виду λE). Групи PSLn(F ) були введенi Жорданом (1870 р.).
Вiн же i встановив, що, за вийнятком PSL2(2) i PSL2(3), цi групи є
простими (недолiки доведення Жордана були пiзнiше виправленi Дi-
ксоном).

Задача 17.3.∗ Доведiть, що група GL3(Z2) є простою.

Зауваження. Свою назву простi групи отримали завдяки тому, що
вивчення групи G з нетривiальною нормальною пiдгрупою H у певно-
му сенсi можна звести до вивчення “менших” чи “простiших” груп H i
G1 = G/H (говорять, що група G одержується розширенням групи H
за допомогою групи G1). Принаймнi у скiнченному випадку групи H
i G1 справдi простiшi, бо мають менший порядок. Тому простi групи
— це тi найменшi “цеглинки”, з яких за допомогою розширень можна
будувати iншi групи. Довгий час задача класифiкацiї простих груп бу-
ла актуальною. Вважаєтья, що у певному сенсi класифiкацiя простих
скiнченних груп була завершена в лютому 1981 року. Iснуюче доведе-
ння, об’єм якого займає вiд 5000 до 10000 журнальних сторiнок, об’єд-
нав результати декiлькох сотень математикiв усього свiту за 30 рокiв iз
300-500 iндивiдуальних робiт. Хоча вважається, що всi скiнченнi простi
групи вже вiдомi, проте повного доведення досi немає. Тому чи є кла-
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сифiкацiя скiнченних простих груп великим мiфом ХХ сторiччя, чи —
реальнiстю, все ще вiдповiсти важко.

18 Дiя групи на множинi
Означення 18.1. Нехай G — деяка група, M — множина. Кажуть,
що група G дiє на множинi M, якщо для довiльних елементiв m ∈M
та g ∈ G визначений елемент mg ∈M, причому:

1) me = m для всiх m ∈M ;
2)

(
mg1

)g2 = mg1g2 для всiх m ∈M, g1, g2 ∈ G.
Той факт, що група G дiє на множинi M, позначатимемо (G,M), а
елементи множини M називатимемо точками.

Поруч iз показниковим записом mg образу точки m пiд дiєю елемен-
та g вживається i позначення g(m). Показниковий запис є коротшим, а
часто i зручнiшим.

Якщо задана дiя групи G на множинiM , то кожному елементу g ∈ G
вiдповiдає перетворення ϕ(g) множини M , яке точку m ∈M переводить
у точку mg.

Твердження 18.1. Нехай задана дiя групи G на множинi M . Тодi
a) для довiльного елемента g ∈ G перетворення ϕ(g) буде бiєкцiєю

множини M ;
b) вiдображення g 7→ ϕ(g) буде гомоморфiiзмом групи G в симетри-

чну групу Sym(M) всiх взаємно однозначних перетворень множини M.

Доведення. a) Iз рiвностей

ϕ(g)
(
ϕ(g−1)(m)

)
= (mg−1

)g = mg−1g = me = m =

= mgg−1
= (mg)g−1

= ϕ(g−1)
(
ϕ(g)(m)

)
випливає, що перетворення ϕ(g) i ϕ(g−1) є взаємно оберненими. А тому
кожне з них є бiєктивним.

b) Нам треба довести, що ϕ(gh) = ϕ(g) ·ϕ(h). Але це випливає з того,
що для довiльної точки m ∈M

ϕ(gh)(m) = mgh = (mg)h =
(
ϕ(g)(m)

)h =

= ϕ(h)
(
ϕ(g)(m)

)
=

(
ϕ(g) · ϕ(h)

)
(m).
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Гомоморфiзм ϕ : G→ Sym(M), який пов’язаний iз дiєю групи G на
множинi M , будемо називати зображенням групи G взаємно однозна-
чними перетвореннями множини M .

Оскiльки взаємно однозначнi перетворення скiнченної множини зви-
чайно називають пiдстановками, то у випадку, коли множина M скiн-
ченна, будемо говорити також про зображення групи G пiдстановками
множини M .

Множина K = {g ∈ G | для всiх m ∈M mg = m} називається ядром
дiї (G,M) групи G на множинi M i збiгається з ядром Ker ϕ гомомор-
фiзма ϕ при зображеннi G в Sym(M).

Твердження 18.2. Нехай K — ядро дiї (G,M) групи G на множинi
M . Елементи g1 i g2 групи G дiють на множинi M однаково тодi й
лише тодi, коли вони належать до одного класу сумiжностi за пiд-
групою K.

Доведення. Якщо для всiх m ∈ M mg1 = mg2 , то m = mg2g−1
1 . Тодi за

означенням ядра K дiї (G,M) матимемо g2g−1
1 ∈ K i g2 ∈ Kg1. З iншого

боку, якщо g1, g2 ∈ Kg для деякого g ∈ G, тобто iснують такi h1, h2 ∈ K,
що g1 = h1g, g1 = h2g, то для всiх m ∈ M mg1 = mh1g =

(
mh1

)g = mg,

mg2 = mh2g =
(
mh2

)g = mg, тобто mg1 = mg2 .

Дiя (G,M) називається точною або ефективною, якщо ядро цiєї
дiї тривiальне (тобто K = E) або якщо гомоморфiзм ϕ є iн’єктивним.
Оскiльки згiдно твердження 18.2 усi елементи з класу сумiжностi за
ядром K дiють на множинi M однаково, то це дозволяє визначити при-
родну дiю на множинi M факторгрупи G/K, яка, очевидно, буде вже
точною. У випадку точної дiї групи G на скiнченнiй множинi M гово-
рять також про групу пiдстановок (G,M) або про точне зображення
групи G пiдстановками.

Нехай групи G, G′ точно дiють вiдповiдно на множинах M , M ′.
Природно називати їх iзоморфними як групи пiдстановок, якщо iсну-
ють взаємно однозначна вiдповiднiсть ψ мiж множинами M та M ′ i
iзоморфiзм ϕ групи G на групу G′ такi, що

ψ(mg) = ψ(m)ϕ(g) для всiх m ∈M, g ∈ G.

Iзоморфнi групи пiдстановок називаються також подiбними.

Приклади. 1. Групу O всiх поворотiв куба можна примусити при-
родно дiяти на множинi: a) прямих, що проходять через центри про-
тилежних граней куба; b) дiагоналей куба; c) граней куба; d) вершин
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куба; e) ребер куба. Пiсля нумерацiї елементiв вiдповiдної множини на-
туральними числами одержуємо гомоморфiзм групи O в групу: a) S3;
b) S4; c) S6; d) S8; e) S12. Усi цi дiї групи O, крiм першої, є точними.
Ядром першої дiї є пiдгрупа порядку 4, що складається з тотожного пе-
ретворення i поворотiв на 180◦ навколо осей, що проходять через центри
протилежних граней.

2. Можна кiлькома природними способами визначити дiю довiльної
групи G на множинi Ġ своїх же елементiв. Найважливiшими з них є:
a) дiя правими зсувами: xg = xg (т. зв. регулярне зображення групи,
воно вже зустрiчалося при доведеннi теореми Келi); i
b) дiя спряженнями: xg = g−1xg.
Перша дiя є точною, а ядром другої дiї є центр Z(G) групи G.

3. Узагальненням регулярного зображення є дiя групи правими зсу-
вами на правих класах сумiжностi за довiльною пiдгрупою H: (Hx)g =
Hxg.

4. Iз кожною дiєю групи G на множинi M природно пов’язується
цiлий ряд т. зв. iндукованих дiй цiєї групи, зокрема, на множинi M (k) =
{A ⊆ M

∣∣ |A| = k} k–елементних пiдмножин множини M за правилом
Ag = {ag | a ∈ A} i на множинi Mk = {(m1, . . . ,mk) |m1, . . . ,mk ∈ M}
наборiв довжини k за правилом (m1, . . . ,mk)g = (mg

1, . . . ,m
g
k).

Кожна дiя групи G на множинi M визначає певне вiдношення еквi-
валентностi ∼ на множинi M :

a ∼ b ⇔ iснує такий елемент g ∈ G, що ag = b.

Вправа 18.1. Перевiрте, що це справдi вiдношення еквiвалентностi.

Класи еквiвалентностi O цього вiдношення називаються орбiтами
групи G. Легко бачити, що довiльнi двi орбiти або збiгаються, або не
перетинаються, а тому множинаM розбивається в диз’юнктне об’єднан-
ня орбiт M = ti∈IOi. Також позначимо символом O(a) або aG множину
{ag | g ∈ G}, яку природно назвати орбiтою точки a ∈M .

Твердження 18.3. Нехай задана дiя (G,M) групи G на множинi M .
Тодi для довiльного елемента a орбiти O матимемо O = O(a).

Доведення. Нехай b ∈ O, b 6= a. Тодi iснує g ∈ G такий, що ag = b.
Звiдки включення O ⊆ O(a) легко випливає. I навпаки, якщо b ∈ O(a),
то знайдеться такий елемент g ∈ G, що b = ag, а тому a ∼ b i b ∈ O.
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Наслiдок 18.1. Якщо група G дiє на множинi M, то для довiльних
a, b ∈M a ∼ b ⇔ O(a) = O(b).

Таким чином, орбiта точки a ∈ M — це клас еквiвалентностi, що
мiстить точку a.

Приклади. 1. Для природної дiї групи G всiх поворотiв площини
навколо фiксованої точкиO на множинi точок площини орбiтами будуть
кола з центром у точцi O.

2. При природнiй дiї групи ортогональних перетворень на множинi
векторiв арифметичного векторного простору орбiтами будуть множи-
ни векторiв однакової довжини.

3. Для дiї групи G на собi спряженнями орбiтами будуть класи спря-
жених елементiв групи G. Зокрема, у випадку групи GLn(C) це будуть
класи невироджених матриць з однiєю i тiєю ж нормальною жордано-
вою формою.

4. Група може дiяти по–рiзному навiть на однiй i тiй же множинi.
Наприклад, дiю нециклiчної групи G = {e, a, b, c} порядку 4 на множинi
M = {1, 2, 3, 4} можна визначити так, щоб її елементам вiдповiдали
пiдстановки ϕ(e) = ε, ϕ(a) = (12)(34), ϕ(b) = (13)(24), ϕ(c) = (14)(23), а
можна елементам групи G зiставити пiдстановки ϕ(e) = ε, ϕ(a) = (12),
ϕ(b) = (34), ϕ(c) = (12)(34). Тодi у першому випадку матимемо лише
одну орбiту M , а в другому — двi орбiти O1 = {1, 2} i O2 = {3, 4}.

Вправа 18.2. Нехай H — пiдгрупа групи G. Доведiть, що кожне з
правил gh = gh i gh = h−1g визначає дiю пiдгрупи H на множинi Ġ
елементiв групи G. Знайдiть орбiти цих дiй.

Група пiдстановок (G,M) називається транзитивною, якщо вона
має лише одну орбiту (тобто для довiльних x, y ∈ M знайдеться такий
елемент g ∈ G, що xg = y), та iнтранзитивною, якщо орбiт бiльше
однiєї.

Зауваження. 1. Ранiше (див. приклад 3 на стор. 81) з кожною пiд-
групою H < G ми зв’язали зображення групи G взаємно однозначними
перетвореннями множини правих класiв сумiжностi G за пiдгрупою H.
Таке зображення є транзитивним, бо якщо Hg1, Hg2 — два правi кла-
си сумiжностi, то (Hg1)g−1

1 g2 = Hg2. Насправдi, має мiсце i зворотне:
кожне транзитивне зображення даної групи взаємно однозначними пе-
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ретвореннями подiбне зображенню цiєї групи правими зсувами на мно-
жинi правих класiв сумiжностi за деякою пiдгрупою.

2. Транзитивнi дiї у певному сенсi можна вважати найпростiшими
дiями групи, а iнтранзитивнi — як узгодження кiлькох транзитивних
дiй групи на рiзних орбiтах.

Дiя (G,M) називається k–транзитивною, якщо iндукована дiя гру-
пи G на множинi M [k] усiх тих наборiв (m1, . . . ,mk) довжини k, ком-
поненти m1, . . . ,mk яких є попарно рiзними, є транзитивною. Iншими
словами, дiя (G,M) є k–транзитивною, якщо для довiльних двох набо-
рiв m1, . . . , mk та m̃1, . . . , m̃k iз множини M , елементи кожного з яких
є попарно рiзними, iснує такий g ∈ G, що mg

1 = m̃1, . . . , m
g
k = m̃k.

Задача 18.1. Нехай χ(g) — кiлькiсть нерухомих точок елемента g ∈
G при дiї групи G на множинi M . Доведiть, що: a) для 2–транзитивної
групи G ∑

g∈G

χ2(g) = 2 · |G|;

b) для 3–транзитивної групи G∑
g∈G

χ3(g) = 5 · |G|.

Вказiвка. a) Якщо χ(g) i χ′(g) — кiлькiсть нерухомих точок елемента
g при дiї G на M i M [2] вiдповiдно, то

∑
g∈G χ(g) = |G| i

∑
g∈G χ

′(g) =
|G|. Додайте цi рiвностi i врахуйте, що χ′(g) = χ(g)(χ(g)− 1).

Задача 18.2. Доведiть, що: a) група Sn є n−транзитивною; b) група
An є (n− 2)−транзитивною i не є (n− 1)−транзитивною.

Пiдмножина N ⊆ M називається iнварiантною вiдносно дiї групи
G, якщо mg ∈ N для всiх m ∈ N i g ∈ G. Очевидно, що пiдмножина
є iнварiантною тодi й лише тодi, коли вона є об’єднанням орбiт гру-
пи G. Тому для кожної iнварiантної пiдмножини N можна розглядати
обмеження (G,N) дiї групи G на цю пiдмножину.

Точка m ∈ M називається нерухомою вiдносно елемента g ∈ G,
якщо mg = m. Точки, нерухомi вiдносно усiх елементiв групи G — це
просто 1–елементнi орбiти групи G. Множина {g ∈ G |mg = m} нази-
вається стабiлiзатором точки m i позначається StG(m) або коротко
St(m). Очевидно, що для кожної точки m ∈M її стабiлiзатор StG(m) є
пiдгрупою групи G.
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Теорема 18.1. Нехай група G дiє на множинi M . Тодi iснує приро-
дна взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж елементами орбiти O(m) i
правими класами сумiжностi групи G за пiдгрупою StG(m). Зокрема,
|O(m)| = |G : StG(m)|, тобто довжина орбiти точки дорiвнює iнде-
ксовi її стабiлiзатора.

Доведення. Нехай a ∈ O(m). Виберемо такий елемент g ∈ G, що a = mg.
Тодi

mh = a⇐⇒ (mh)g−1
= m⇐⇒ hg−1 ∈ StG(m) ⇐⇒ h ∈ StG(m) · g.

Таким чином, кожнiй точцi a ∈ O(m) природно зiставляється правий
клас сумiжностi StG(m) · g тих елементiв групи G, якi точку m перево-
дять в a.

Наслiдок 18.2. a) Потужнiсть |O(m)| орбiти точки m дiлить по-
рядок |G| групи G.
b) Стабiлiзатори точок, що належать однiй орбiтi, мають однако-
вий порядок.

Приклад. Знайдемо
(
n
k

)
кiлькiсть k–елементних пiдмножин мно-

жини M , яка складається з n елементiв. Для цього розглянемо приро-
дну дiю симетричної групи Sn на множинi M{k} k–елементних пiдмно-
жин множини M = {1, . . . , n}. Така дiя є транзитивною. Нехай A =
{i1, . . . , ik} — довiльна пiдмножина iз M{k}. Тодi стабiлiзатор StSn

(A)
складається iз усiх тих пiдстановок множини M, якi переставляють
тiльки точки всерединi кожної з множин A та M\A. А таких пiдста-
новок, як легко бачити, буде |A|! · |M\A|! = k! · (n− k)!. Крiм того,

|M{k}| = |O(A)| = |Sn : StSn
(A)| = n!

|StSn
(A)|

.

Тому |M{k}| = n!
k!(n−k)! i

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! .

Наслiдок 18.2 b) можна трохи посилити:

Твердження 18.4. Стабiлiзатори точок, що належать до однiєї орбiти,
є спряженими пiдгрупами.

Доведення. Оскiльки згiдно твердження 18.3 орбiта O збiгається з ор-
бiтою довiльного елемента m, що їй належить, то досить показати,
що для довiльнних m ∈ M та g ∈ G St(mg) = g−1St(m)g. Нехай
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g̃ ∈ St(m). Тодi (mg)g−1g̃g = mgg−1g̃g = (mg̃)g = mg i g−1g̃g ∈ St(mg).
Тому St(mg) ⊇ g−1St(m)g. З iншого боку, для h ∈ St(mg) матимемо:
(mg)h = mg, звiдки mghg−1

= m i ghg−1 ∈ St(m). Тобто h ∈ g−1St(m)g i
St(mg) ⊆ g−1St(m)g. Отже, St(mg) = g−1St(m)g.

Задача 18.3. Доведiть, що у скiнченнiй p–групi число тих пiдгруп,
якi не є нормальними, дiлиться на p.

Вказiвка. Розгляньте дiю групи спряженнями на множинi своїх пiд-
груп.

Дiя групи на рiзних множинах є дуже ефективним методом дослi-
дження груп. Фактично ми вже ним користувалися. Так, при доведеннi
теореми Келi (теорема 7.1) використовувалося регулярне зображення
групи, а при доведеннi леми Кошi (наслiдок 11.3) i неодиничностi цен-
тра скiнченної неодиничної p–групи (теорема 15.1) — формула класiв
(теорема 11.3), в якiй йдеться про потужностi класiв спряженостi, тобто
про довжини орбiт при дiї групи на собi спряженнями. Використовуючи
iншу дiю, можна дати значно коротше доведення леми Кошi.

Нове доведення леми Кошi. Нехай порядок |G| групи G дiлиться на
просте число p. Розглянемо множину

M = {(g1, g2, . . . , gp) | g1, g2, . . . , gp ∈ G, g1g2 · · · gp = e}

i визначимо дiю на M групи Zp таким правилом:

(g1, g2, . . . , gp)k̄ = (gp−k+1, gp−k+2, . . . , gp, g1, g2, . . . , gp−k) .

Множина M мiстить |G|p−1 наборiв, тому її потужнiсть |M | дiлиться на
p. За теоремою 18.1 орбiти групи Zp мають порядок 1 або p. Оскiльки
одна 1–елементна орбiта напевно є — це {(e, e, . . . , e)}, то мусять бути
й iншi 1–елементнi орбiти. Кожна така орбiта має вигляд {(g, g, . . . , g)}.
Але тодi g — елемент порядку p. �

У багатьох задачах належнiсть чи неналежнiсть елементiв множини
M до однiєї орбiти дiї певної групи G на M є основою класифiкацiї цих
елементiв. Наприклад, в геометрiї рiвнiсть двох плоских фiгур визна-
чається саме як їх належнiсть до однiєї орбiти при природнiй дiї групи
рухiв площини на множинi фiгур. У теорiї графiв можна розглянути
природну дiю симетричної групи Sn на множинi всiх n–вершинних гра-
фiв iз множиною вершин V = {1, 2, . . . , n}: пiдстановка π ∈ Sn задає
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перенумерацiю вершин графа, коли вершина зi старим номером i одер-
жує новий номер π(i). Тодi належнiсть двох n–вершинних графiв до
однiєї орбiти групи Sn означає їх iзоморфнiсть. У таких випадках дуже
корисно вмiти знаходити кiлькiсть орбiт групи G.

Лема 18.1 (Кошi–Фробенiуса–Бернсайда). Нехай скiнченна група
G дiє на скiнченнiй множинi M . Тодi

кiлькiсть орбiт групи G дорiвнює
1
|G|

∑
g∈G

χ(g),

де χ(g) — кiлькiсть нерухомих точок елемента g.

Доведення. Пiдрахуємо двома способами кiлькiсть таких пар (g,m), в
яких g ∈ G, m ∈M i mg = m. З одного боку, вона дорiвнює

∑
g∈G χ(g).

З iншого боку, кiлькiсть таких пар дорiвнює
∑

m∈M |St(m)|. Щоб пере-
творити останню суму, розглянемо всi орбiти M1, M2, . . . , MN групи G
i в кожнiй орбiтi Mi виберемо представника mi. Враховуючи теорему
18.1 i наслiдок 18.2 b), маємо:

∑
m∈M

|St(m)| =
N∑

i=1

∑
m∈Mi

|St(m)| =
N∑

i=1

∑
m∈Mi

|St(mi)| =

=
N∑

i=1

|Mi| · |St(mi)| =
N∑

i=1

|G| = N · |G| .

Таким чином,
∑

g∈G χ(g) = N · |G|, що й доводить твердження.

Зауваження. Функцiя χ : G → N0, g 7→ χ(g), називається пiдста-
новочним характером групи G. Якщо група транзитивна, то з леми
Кошi–Фробенiуса–Бернсайда випливає, що

∑
g∈G χ(g) = |G|, тобто в

цьому випадку кожен елемент групи G має в середньому рiвно 1 неру-
хому точку.

Задача 18.4. Доведiть, що кожна пiдстановка з симетричної групи
Sn має в середньому рiвно 1/k циклiв довжини k (k = 1, 2, . . . , n).

Лема Кошi–Фробенiуса–Бернсайда має численнi застосування в ком-
бiнаторному аналiзi, де вона використовується для пiдрахунку рiзних
комбiнаторних об’єктiв.
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Приклади. 1. Кожна грань куба фарбується в один iз даних k ко-
льорiв. При фiксованому розмiщеннi куба в просторi маємо, очевидно,
k6 рiзних розфарбувань. На множинi M цих розфарбувань природно
дiє група O поворотiв куба. Назвемо два розфарбування геометрично
рiзними, якщо одне з них не можна перевести в iнше жодним поворотом
куба. Пiдрахуємо кiлькiсть геометрично рiзних розфарбувань.

Група O мiстить такi елементи: a) 1 тотожне перетворення; b) 6 по-
воротiв навколо осей, що проходять через центри протилежних граней,
на кути ±90◦; c) 3 повороти навколо осей, що проходять через центри
протилежних граней, на кут 180◦; d) 8 поворотiв навколо осей, що прохо-
дять через протилежнi вершини, на кути ±120◦; e) 6 поворотiв навколо
осей, що проходять через середини протилежних ребер, на кут 180◦. Для
кожного з таких поворотiв кiлькiсть нерухомих точок — кiлькiсть тих
розфарбувань куба, якi при цьому поворотi переходять у себе, дорiвнює:
a) k6; b) k3; c) k4; d) k2; e) k3. Тому згiдно леми Кошi–Фробенiуса–Берн-
сайда кiлькiсть геометрично рiзних розфарбувань дорiвнює

1
|O|

(1 · k6 + 6 · k3 + 3 · k4 + 8 · k2 + 6 · k3) =
k6 + 3 · k4 + 12 · k3 + 8 · k2

24
.

Зауважимо, що звiдси випливає не зовсiм очевидний факт, що для до-
вiльного натурального k число k6 + 3 · k4 + 12 · k3 + 8 · k2 дiлиться на
24.

2. Знайдемо кiлькiсть попарно неiзоморфних 5–вершинних простих
графiв (тобто графiв без кратних ребер). Позначимо символом M мно-
жину усiх 5–вершинних простих графiв i пiдрахуємо, для початку, по-
тужнiсть цiєї множини. Оскiльки двi вершини графа можуть або з’єд-
нуватися ребром, або нi, то для визначення графа нам потрiбно знати,
чи з’єднанi ребром наступнi вершини: перша та друга, перша та третя,
перша та четверта, перша та п’ята, друга та третя, друга та четверта,
друга та п’ята, третя та четверта, третя та п’ята i четверта та п’ята (10
пар). Тому всього 5–вершинних простих графiв буде 210. На множинi M
природним чином дiє симетрична група S5: нехай Γ = (V,E) — довiль-
ний 5–вершинний простий граф, де V = {1, 2, 3, 4, 5} — множина його
вершин, а E — множина його ребер, π ∈ S5, тодi Γπ = (V,Eπ) ∈ M, де
вершини π(i) та π(j) з’єднанi ребром, тобто (π(i), π(j)) ∈ Eπ, якщо ре-
бром з’єднанi вершини i та j, тобто (i, j) ∈ E. Два графи Γ1 i Γ2 будуть
iзоморфними, якщо знайдеться така пiдстановка π ∈ S5, що Γπ

1 = Γ2.
Таким чином, кiлькiсть попарно неiзоморфних 5–вершинних простих
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графiв дорiвнює кiлькостi орбiт групи (S5,M).
Знайдемо тепер кiлькiсть нерухомих точок елементiв iз S5. Порядок

групи S5 дорiвнює 5! = 120. Ця група мiстить один елемент циклового
типу (a)(b)(c)(d)(f) (це тотожна пiдстановка ε). Кожен граф Γ ∈M при
дiї на нього ε залишається на мiсцi, тому χ(ε) = |M | = 210.

Група S5 мiстить 10 елементiв циклового типу (ab). Нехай {a, b, c, d, f}
— множина вершин графа, який є нерухомою точкою для такого типу
пiдстановки. Тодi якщо в такому графi вершини a та i (i — одна iз вер-
шин {c, d, f}) з’єднанi ребром, то ребром з’єднанi i вершини b та i. А
тому для визначення цього графа нам потрiбно знати з’єднанi ребром,
чи нi тiльки наступнi вершини: a та b, a та c, a та d, a та f , c та d, c та
f , d та f . Отже, χ((ab)) = 27.

Аналогiчно, група S5 мiстить 15 елементiв циклового типу (ab)(cd).
I для визначення графа, який є нерухомою точкою для такого типу
пiдстановки, нам потрiбно знати з’єднанi ребром, чи нi тiльки наступнi
вершини: a та b, a та c, a та d, a та f , c та d, c та f . Отже, χ((ab)(cd)) = 26.

Група S5 мiстить 20 елементiв циклового типу (abc). Для визначе-
ння нерухомої точки для такого типу пiдстановки, нам потрiбно знати
з’єднанi ребром, чи нi тiльки вершини: a та b, a та c, a та d, a та f .
Отже, χ((ab)(cd)) = 24.

Стiльки ж, а саме 20, мiстить S5 елементiв циклового типу (abc)(df).
Для визначення графа, який є нерухомої точкою у цьому випадку, нам
потрiбно знати з’єднанi ребром, чи нi тiльки вершини: a та b, a та c, a
та d. Отже, χ((abc)(df)) = 23.

I, нарештi, S5 мiстить 24 елементи циклового типу (abcdf). Для ви-
значення нерухомої точки нам досить знати з’єднанi ребром, чи нi вер-
шини: a та b (тобто в такому графi або одночасно всi вершини попарно
з’єднанi ребрами, або ж жоднi двi вершини не з’єднанi ребром). Тому,
χ((abcdf)) = 22.

I згiдно леми Кошi–Фробенiуса–Бернсайда кiлькiсть попарно неiзо-
морфних 5–вершинних простих графiв дорiвнює

210 + 10 · 27 + 15 · 26 + 20 · 24 + 20 · 23 + 30 · 23 + 24 · 22

120
= 34 .

Прикладом ще однiєї дiї є дiя симетричної групи Sn на множинi
P [x1, . . . , xn] многочленiв вiд змiнних x1, . . . , xn з коефiцiєнтами з поля
P .
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Нехай
f(x1, . . . , xn) =

∑
i1,...,in

ai1,...,in
xi1

1 . . . xin
n (11)

— деякий многочлен вiд змiнних x1, . . . , xn.
Степенем одночлена ai1,...,in

xi1
1 . . . xin

n називається число i1+· · ·+in.
Найбiльший iз степенiв одночленiв ai1,...,inx

i1
1 . . . xin

n у зображеннi (11)
називається степенем многочлена f .

Вправа 18.3. Покажiть, що кiлькiсть рiзних одночленiв n змiнних
степеня m дорiвнює

(
m+n−1

m

)
.

Вказiвка. Скористайтеся тим, що
(
m+(n−1)−1

m

)
+

(
(m−1)+n−1

m−1

)
=

(
m+n−1

m

)
.

Для однозначного впорядкування членiв многочлена багатьох змiн-
них використовується так званий лексикографiчний порядок (аналогi-
чний впорядкуванню слiв у словнику): спочатку порiвнюють показни-
ки при x1, якщо вони рiвнi, то при x2 i т.д. Наприклад, у многочленi
f його члени розмiщеннi у лексикографiчному порядку вiд вищого до
нижчого: f(x1, x2, x3) = x5

1x3 + 2x4
1x

2
3 + x5

2.
Старшим членом многочлена називатимемо найвищий член у ле-

ксикографiчному порядку.
Розглянемо дiю симетричної групи Sn на P [x1, . . . , xn]: елемент π

симетричної групи Sn дiє на многочлен f(x1, . . . , xn) за правилом:

fπ(x1, . . . , xn) = f(xπ(1), . . . , xπ(n)).

Така дiя є точною. Якщо орбiта многочлена f при такiй дiї одноелемен-
тна, то кажуть, що f є симетричним многочленом. Iншими словами

Означення 18.2. Многочлен f ∈ P [x1, . . . , xn] називається симетричним,
якщо fπ(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) для всiх π ∈ Sn.

Позначимо символом SP [x1, . . . , xn] множину симетричних много-
членiв.

Вправа 18.4. Доведiть, що множина всiх симетричних многочленiв
SP [x1, . . . , xn] утворює кiльце, яке є пiдкiльцем кiльця P [x1, . . . , xn].

Вказiвка. Скористайтеся тим, що вiдображення ϕπ : f 7→ fπ є авто-
морфiзмом кiльця P [x1, . . . , xn].
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Прикладом симетричних многочленiв є, так званi, елементарнi си-
метричнi многочлени σk :

σ1(x1, . . . , xn) = x1 + . . .+ xn, . . . ,

σk(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i1<...<ik≤n

xi1 . . . xik
, . . . ,

σn(x1, . . . , xn) = x1 . . . xn.

Елементи кiльця SP [x1, . . . , xn] симетричних многочленiв влаштова-
нi досить прозоро, про що говорить наступна

Теорема 18.2 (основна теорема про симетричнi многочлени).
Для кожного симетричного многочлена f ∈ SP [x1, . . . , xn] змiнних x1,
. . . , xn над полем P iснує, причому тiльки один, такий многочлен F ∈
P [x1, . . . , xn], що

f(x1, . . . , xn) = F (σ1(x1, . . . , xn), . . . , σn(x1, . . . , xn)) . (12)

Для доведення основної теореми про симетричнi многочлени нам
знадобляться наступнi двi леми.

Лема 18.2. Нехай u = axk1
1 . . . xkn

n — старший член симетричного
многочлена f(x1, . . . , xn). Тодi k1 ≥ . . . ≥ kn.

Доведення. Припустимо, вiд супротивного, що ki < ki+1. Тодi f крiм
члена u має мiстити також ǔ, який одержаний iз u перестановкою змiн-
них xi та xi+1. А, отже, u не є старшим членом. Одержали протирiч-
чя.

Лема 18.3. Для довiльного одночлена u = axk1
1 . . . xkn

n такого, що k1 ≥
. . . ≥ kn, iснують єдиним чином визначенi невiд’ємнi цiлi числа l1, . . . ,
ln, такi що старший член могочлена σl1

1 . . . σln
n збiгається з u.

Доведення. Старший член многочлена σk дорiвнює x1 . . . xk. Тодi стар-
шим членом многочлена σl1

1 . . . σln
n буде

xl1
1 (x1x2)l2 . . . (x1 . . . xn)ln = xl1+...+ln

1 xl2+...+ln
2 . . . xln

n .

Порiвнюючи цей старший член iз одночленом u одержимо систему
l1 + . . .+ ln = k1 ,

l2 + . . .+ ln = k2 ,

. . . ,

ln = kn ,
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яка, очевидно, має єдиний розв’язок li = ki − ki+1, i = 1, . . . , n − 1,
ln = kn. Легко бачити, що всi li — невiд’ємнi.

Доведемо тепер основну теорему про симетричнi многочлени

Доведення. Нехай f ∈ SP [x1, . . . , xn] — довiльний симетричний много-
член. Нам потрiбно знайти такий многочлен F ∈ P [x1, . . . , xn], що має
мiсце (12).

Якщо f = 0, то F = 0. Нехай f 6= 0 i u1 = axk1
1 . . . xkn

n — стар-
ший член многочлена f . Тодi згiдно леми 18.2 k1 ≥ . . . ≥ kn, а згiдно
леми 18.3 iснує такий одночлен F1 ∈ P [x1, . . . , xn], що старший член
многочлена F1(σ1, . . . , σn) дорiвнює u1. Розглянемо симетричний мно-
гочлен f1 = f − F1(σ1, . . . , σn). Якщо f1 = 0, то F = F1. Нехай f1 6= 0
i u2 — його старший член. Тодi у лексикографiчному порядку u1 ви-
щий за u2. А тому iснуватиме F2 ∈ P [x1, . . . , xn], такий що старший
член F2(σ1, . . . , σn) дорiвнює u2. Далi розглянемо симетричний много-
член f2 = f1 − F2(σ1, . . . , σn). При f2 = 0 матимемо F = F1 + F2. Якщо
це не так, то продовжуємо i т.д. Згiдно леми 18.2 для показникiв одно-
членiв u1, u2, . . . є лише скiнченне число можливостей, так що описаний
процес обiрветься. Отже, fm = 0 для деякого m. Тодi F = F1 + . . .+Fm.

Доведемо тепер єдинiсть зображення (12). Припустимо, що для мно-
гочлена f iснує два рiзнi зображення у виглядi многочлена вiд σ1, . . . ,
σn, а саме f(x1, . . . , xn) = F (σ1, . . . , σn) = G(σ1, . . . , σn), де H := F−G 6=
0, а H(σ1, . . . , σn) = 0. Позначимо символами H1, . . . , Hs всi ненульовi
члени H, а символом wi (i = 1, . . . , s) — старший член Hi(σ1, . . . , σn) ∈
K[x1, . . . , xn]. Згiдно леми 18.3 серед w1, . . . , ws немає пропорцiйних.
Тому виберемо серед них старший. Не обмежуючи загальностi, можна
вважати, що ним буде w1. Тодi w1 у лексикографiчному порядку буде
старшим за iншi члени самого многочлена H1(σ1, . . . , σn) i всiх членiв
многочленiв Hi(σ1, . . . , σn) (i = 2, . . . , s). А тому пiсля зведення подi-
бних членiв у сумi H1(σ1, . . . , σn)+ . . .+Hs(σ1, . . . , σn) член w1 збереже-
ться, так що ця сума не дорiвнюватиме нулю. Тому H(σ1, . . . , σn) 6= 0.
Одержали протирiччя. Отже, зображення многочлена f у виглядi (12)
єдине.

Задача 18.5. Виразiть симетричний многочлен f = (x1 + x2)(x1 +
x3)(x1 + x4)(x2 + x3)(x2 + x4)(x3 + x4) через елементарнi симетричнi
многочлени.
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19 Теореми Силова
Теорема Лагранжа накладає на порядки пiдгруп скiнченної групи не-
обхiднi умови. Але, як показує вже приклад групи A4, що не мiстить
пiдгрупи порядку 6 (див. зад. 9.3 b)), цi умовi не є достатнiми.

Задача 19.1. Доведiть, що група A5 не мiстить пiдгруп порядкiв 15,
20 i 30.

Вказiвка. Скористайтеся тим, що дiя групи A5 правими зсувами на
правих класах сумiжностi за пiдгрупою одного iз вказаних порядкiв
матиме нетривiальне ядро.

З iншого боку, лема Кошi дає достатнi умови iснування пiдгрупи про-
стого порядку. У 1872 р. норвезький математик Силов значно посилив
результат Кошi, довiвши, що коли дiльник d порядку групи є степенем
простого числа, то пiдгрупа порядку d iснує. Крiм того, Силов описав
багато цiкавих властивостей таких груп.

Надалi вважатимемо, що p є фiксованим простим числом.

Теорема 19.1 (1-ша теорема Силова). Нехай G — скiнченна група.
a) Якщо pk

∣∣∣ |G|, то G мiстить пiдгрупу порядку pk.

b) Якщо до того ж pk+1
∣∣∣ |G|, то кожна пiдгрупа порядку pk нормальна

принаймнi в однiй пiдгрупi порядку pk+1.

Доведення. Досить довести тiльки пункт b). Застосуємо iндукцiю по k.
Базою iндукцiї — для k = 0 — є лема Кошi.

Нехай тепер P — пiдгрупа iзG порядку pk i pk+1
∣∣∣ |G|. Розглянемо дiю

P правими зсувами на правих класах сумiжностi групи G за пiдгрупою
P : (Px)g = Pxg. Оскiльки iндекс |G : P | дiлиться на p, тому i кiлькiсть
класiв сумiжностi кратна p. Крiм того, потужностi орбiт є степенями p.
I позаяк серед орбiт принаймнi одна — а саме {Pe} — є 1–елементною,
то кiлькiсть 1–елементних орбiт також кратна p.

Покажемо, що об’єднання H тих класiв сумiжностi, якi утворюють
1–елементнi орбiти цiєї дiї, є пiдгрупою групи G, причому P є нормаль-
ною пiдгрупою в H. Справдi, нехай {Px} i {Py} 1–елементнi орбiти i
h1x ∈ Px, h2y ∈ Py. Оскiльки (Px)h2 = Px, то h1xh2 = h3x для де-
якого h3 ∈ P. Тодi h1x · h2y = h3xy. Крiм того, для довiльного h ∈ P
(Py)h = Py, тому yh = h4y для деякого h4 ∈ P.Отже, (Pxy)h = Pxy·h =
Px · h4y = Pxy, тобто орбiта {Pxy} також 1–елементна. Таким чином,
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H є пiдгрупою. Нехай тепер h ∈ P i g = h1x ∈ Px — довiльнi. Тодi
g−1hg = x−1h−1

1 hh1x = x−1h
′
x = h

′′
x−1x = h

′′ ∈ P . Тому P є нормаль-
ною пiдгрупою в H.

Порядок факторгрупи H/P дiлиться на p, а значить, за лемою Кошi,
H/P мiстить пiдгрупу Q порядку p. Тодi, згiдно теореми 12.2 про вiдпо-
вiднiсть пiдгруп, її прообраз P1 = π−1(Q) при канонiчному епiморфiзмi
π : H → H/P є пiдгрупою порядку pk+1, причому P � P1.

Наслiдок 19.1. У p–групi G порядку pn кожна власна пiдгрупа мi-
ститься в деякiй пiдгрупi порядку pn−1, причому всi пiдгрупи порядку
pn−1 є нормальними пiдгрупами в G.

Очевидно, що перетин довiльної родини p–пiдгруп групи G також
буде p–пiдгрупою. Тому сукупнiсть усiх p–пiдгруп групи G утворює ни-
жню напiврешiтку вiдносно включення. Максимальними елементами цi-
єї напiврешiтки є так званi силовськi p–пiдгрупи.

Означення 19.1. Тi p–пiдгрупи групи G, якi не мiстяться в жоднiй
бiльшiй p–пiдгрупi цiєї групи, називаються силовськими p–пiдгрупами
групи G.

Зразу ж хотiлося б зауважити, що у нескiнченнiй групi силовськi
p–пiдгруп можуть i не iснувати.

Наслiдок 19.2. Якщо порядок |G| скiнченної групи G дiлиться на pk,
але не дiлиться на pk+1, то всi силовськi p–пiдгрупи групи G мають
порядок pk.

Теорема 19.2 (2-га теорема Силова). Усi силовськi p–пiдгрупи скiн-
ченної групи G є спряженими.

Доведення. Нехай P — силовська p–пiдгрупа групи G, порядок |P | якої
дорiвнює pk (тобто pk

∣∣ |G|, а pk+1 - |G|). Позначимо символом A множи-
ну {P, P1, . . . , Pm−1} всiх пiдгруп, спряжених з пiдгрупою P елементами
iз G. Якщо розглянути дiю групи G на множинi пiдгруп порядку pk, то
вiдносно цiєї дiї A утворюватиме орбiту групи G, причому згiдно теоре-
ми 18.1 m = |A| = |G : StG(P )|. З iншого боку, за наслiдком 19.2 iндекс
|G : P | пiдгрупи P не дiлиться на p, а тому на p не дiлиться i iндекс
|G : StG(P )| її стабiлiзатора StG(P ), бо P ≤ StG(P ). Отже, p - m.

Нехай тепер Q — довiльна силовська p–пiдгрупа групи G. Розгляне-
мо дiю Q спряженням на множинi A. Оскiльки довжина кожної орбiти

93



групи Q є степенем p, а число m не дiлиться на p, то iснує принайм-
нi одна 1–елементна орбiта {Pi}, тобто для довiльного a ∈ Q викону-
ється P a

i = a−1Pia = Pi. Тодi для довiльних елементiв a1b1 i a2b2 з
QPi їх добуток a1b1 · a2b2 = a1a2 · a−1

2 b1a2b2 = a1a2b3b2 також нале-
жить QPi. Тому QPi є пiдгрупою групи G. Згiдно задачi 5.2 її порядок
|QPi| = |Q|·|Pi|

|Q∩Pi| , тому є степенем числа p, причому |QPi| ≥ max(|Q|, |Pi|).
Але Q i Pi — силовськi, тобто максимальнi p–пiдгрупи групи G. Отже,
QPi = Q = Pi.

Наслiдок 19.3. a) Силовська p–пiдгрупа P скiнченної групи G буде
нормальною в G тодi й лише тодi, коли вона єдина.
b) Якщо p–пiдгрупа H скiнченної групи G є нормальною в G, то H
мiститься в кожнiй силовськiй p–пiдгрупi групи G.

Задача 19.2. Доведiть, що нормальна силовська p–пiдгрупа P скiн-
ченної групи G є iнварiантною (або ще кажуть характеристичною)
вiдносно дiї довiльного автоморфiзму ϕ ∈ AutG групи G, тобто для
кожного ϕ ∈ AutG матимемо ϕ(P ) = P .

Задача 19.3. Доведiть, що силовськi p–пiдгрупи нескiнченної групи не
завжди спряженi в самiй групi, тобто припущення про скiнченнiсть
групи в 2-й теоремi Силова є суттєвим.

Теорема 19.3 (3-тя теорема Силова). Нехай |G| = pkl, де числа p
i l — взаємно простi. Позначимо через tp число силовських p–пiдгруп
групи G. Тодi: a) tp

∣∣ l; b) tp ≡ 1 (mod p).

Доведення. Нехай A — множина всiх пiдгруп групи G, якi спряженi з
силовською p–пiдгрупою P ≤ G. Iз 2-ї теореми Силова (теореми 19.2)
випливає, що усi силовськi p–пiдгрупи є спряженими. Тому число tp
збiгається з числом m = |A| i iз рiвностей m = |G : StG(P )| i l = |G :
P | = |G : StG(P )| · |StG(P ) : P | одразу випливає, що tp

∣∣ l. Нехай Q —
довiльна силовська p–пiдгрупа групи G. Тодi при дiї Q спряженням на
множинi A є лише одна 1–елементна орбiта, а саме {Q}, бо якщо iснує
ще одна 1–елементна орбiта (нехай {Q′}) то, як це було показано при
доведеннi теореми 19.2, QQ′ є p–групою, яка мiстить Q та Q′, а тому
збiгається з ними. I оскiльки довжини iнших орбiт групи Q є степенями
p, то tp = m ≡ 1 (mod p).

Зауваження. Часто першу теорему Силова називають ще теоремою
Силова про iснування та вкладення, другу — теоремою Силова про
спряженiсть i, нарештi, третю — теоремою Силова про кiлькiсть.
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Приклади. 1. Порядок групи |S4| дорiвнює 24 = 233. Тому вона
мiстить силовськi 3–пiдгрупи порядку 3 i силовськi 2–пiдгрупи порядку
8. Неважко переконатися в тому, що силовських 3–пiдгруп буде 4, а
силовських 2–пiдгруп — 3.

2. Покажемо, що кожна група G порядку 196 не є простою. Справдi,
196 = 2272. За теоремою 19.3 кiлькiсть t7 силовських 7–пiдгруп групи G
є дiльником числа 22 i конгруентна 1 за модулем числа 7. Отже, t7 = 1.
За наслiдком 19.3 a) єдина силовська 7–пiдгрупа групи G є нормальною.

3. Знайдемо порядок силовської p–пiдгрупи симетричної групи Sn.
Для цього визначимо, який найвищий степiнь числа p дiлить порядок
n! групи Sn. Множниками числа n!, що дiляться на p, є числа p, 2p, . . . ,
kp, де k = [n/p] — найбiльше цiле число, яке не перевищує n/p. Тому
n! дiлиться на pk i ще на ту максимальну степiнь числа p, яка дiлить
k!. Але оскiльки [k/p] = [n/p2], то, продовжуючи аналогiчним чином
мiркування, одержимо, що найвищий степiнь числа p, який дiлить n!,
дорiвнює pr, де

r =
[n
p

]
+

[ n
p2

]
+

[ n
p3

]
+ . . . .

Зокрема, якщо n = ps, то порядок силовської p–пiдгрупи дорiвнює pr,
де r = ps−1 + . . .+ p+ 1.

4. Покажемо, що силовською p–пiдгрупою групи GLn(Zp) усiх неви-
роджених матриць порядку n над скiнченним полем лишкiв Zp є пiд-
група UTn(Zp) верхнiх трикутних матриць з одиницями по дiагоналi.
Для цього пiдрахуємо, для початку, порядки цих груп. Оскiльки ква-
дратна матриця A є невиродженою тодi й лише тодi, коли її вектор–
рядки (вектор–стовпчики) лiнiйно незалежнi, то в якостi першого ряд-
ка A ∈ GLn(Zp) можуть бути довiльнi вектори iз Zn

p , за винятком ну-
льового. Тому всього рiзних таких рядкiв буде pn − 1. Другим рядком
матрицi A можуть бути тiльки тi вектори iз Zn

p , якi не пропорцiйнi пер-
шому рядку. Рiзних коефiцiєнтiв пропорцiйностi буде |Zp| = p. Отже,
другий рядок можна вибрати pn − p способами. Тодi в якостi третьо-
го рядка можна взяти рядок, який не є лiнiйною комбiнацiєю перших
двох. I рiзних таких рядкiв, очевидно, буде pn − p2. Продовжуючи i
т.д., одержимо: |GLn(Zp)| = (pn − 1) · (pn − p) · . . . · (pn − pn−1), i, лег-
ко бачити, що порядок силовської p–пiдгрупи цiєї групи дорiвнюватиме
p1+...+(n−1) = pn(n−1)/2.

У свою чергу, порядок пiдгрупи UTn(Zp) дорiвнює також pn(n−1)/2,
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оскiльки всi елементи матрицi, якi розмiщуються над головною дiагона-
ллю, пробiгають незалежно один вiд одного все поле Zp. Тому пiдгрупа
UTn(Zp) є силовською p–пiдгрупою групи GLn(Zp).

Задача 19.4. Доведiть, що довiльна група G порядку pq, де p та q —
рiзнi простi числа i p < q, є або
1) циклiчною, або
2) неабелевою з нормальною силовською q–пiдгрупою, причому p i q
такi, що p дiлить q − 1.

Задача 19.5. Доведiть, що довiльна група G порядку ≤ 30 не є про-
стою.

Теорема 19.4 (теорема Вiльсона). Число p буде простим тодi й
лише тодi, коли (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Доведення. Достатнiсть. Нехай число p — складене. Якщо p = mk, де
1 < m < k < p, або p = q2, де q > 2, то (p − 1)! ≡ 0 (mod p). Якщо ж
p = 22 = 4, то (4− 1)! = 6 6≡ −1 (mod 4).

Необхiднiсть. Нехай тепер число p — просте. Оскiльки p! дiлиться на
p, але не дiлиться на p2, то всi силовськi p–пiдгрупи групи Sp є циклi-
чними порядку p. А кожен елемент порядку p з Sp є циклом довжини p,
тому Sp мiстить (p− 1)! елементiв порядку p i (p− 1)!/(p− 1) = (p− 2)!
пiдгруп порядку p. За теоремою 19.3 (p − 2)! ≡ 1 (mod p). Перемно-
живши цю конгруенцiю почленно на p − 1 ≡ −1 (mod p), одержуємо
(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

20 Прямий добуток груп
Для теорiї груп є дуже важливими рiзнi конструкцiї, якi дозволяють з
одних груп будувати iншi. Такi конструкцiї, з одного боку, дають мо-
жливiсть будувати новi приклади груп, у тому числi з наперед зада-
ними властивостями, а з iншого, якщо вдається встановити, що дана
група побудована певним чином iз менших або простiших груп, то це
значно полегшує дослiдження її будови. Чи не найважливiшою з таких
конструкцiй є прямий добуток груп.

Означення 20.1. Зовнiшнiм прямим добутком груп (A; ∗) i (B; ◦) на-
зивається множина A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} iз множенням,
визначеним правилом:

(a1, b1)(a2, b2) = (a1 ∗ a2, b1 ◦ b2).
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Зазвичай зовнiшнiй прямий добуток груп A i B також позначають
символом A×B.

Очевидно, що для визначеного таким чином множення(
(a1, b1)(a2, b2)

)
(a3, b3) =

(
(a1 ∗ a2) ∗ a3, (b1 ◦ b2) ◦ b3

)
=

=
(
a1 ∗ (a2 ∗ a3), b1 ◦ (b2 ◦ b3)

)
= (a1, b1)

(
(a2, b2)(a3, b3)

)
,

тобто множення асоцiативне. Крiм того, нейтральним елементом буде
пара (eA, eB), а оберненою до пари (a, b) — пара (a−1, b−1). Отже, зовнi-
шнiй прямий добуток груп A i B справдi є групою, причому |A× B| =
|A| · |B|.

Якщо групи A i B є адитивними, то замiсть прямого добутку часто
говорять про пряму суму i використовують позначення A ⊕ B. Якщо
групи A та B є скiнченними, то |A×B| = |A| · |B|.

Вправа 20.1. Доведiть, що коли елементи a ∈ A i b ∈ B мають
скiнченнi порядки, то |(a, b)| = НСК(|a|, |b|).

Вiдображення µA : A → A× B, a 7→ (a, eB), є мономорфiзмом груп,
бо воно iн’єктивне i µA(a1 ∗ a2) = µA(a1)µA(a2). Аналогiчно мономор-
фiзмом є i вiдображення µB : B → A×B, b 7→ (eA, b). Подiбно тому, як
дiйснi числа ототожнюються з комплексними числами вигляду a+ 0 · i,
групи A i B можна ототожнити з їх образами Ã = µA(A) i B̃ = µB(B)
при цих мономорфiзмах. При цьому елемент (a, b) ∈ A × B природно
ототожнюється з добутком ãb̃ = (a, eB)(eA, b).

Твердження 20.1. Нехай A × B — зовнiшнiй прямий добуток груп
(A; ∗) та (B; ◦). Тодi:
a) Ã i B̃ є нормальними пiдгрупами групи A×B;
b) Ã ∩ B̃ = {(eA, eB)};
c) Ã · B̃ = A×B;
d) розклад довiльного елемента g ∈ A×B в добуток g = ãb̃, де ã ∈ Ã i
b̃ ∈ B̃, — однозначний;
e) кожний елемент ã ∈ Ã комутує з кожним елементом b̃ ∈ B̃.

Доведення. a) Нормальнiсть пiдгрупи Ã випливає з того, що для до-
вiльних елементiв (a1, eB) ∈ Ã i (a, b) ∈ A×B маємо:

(a, b)−1(a1, eB)(a, b) = (a−1 ∗ a1 ∗ a, b−1 ◦ eB ◦ b) = (a−1 ∗ a1 ∗ a, eB) ∈ Ã .
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Нормальнiсть B̃ доводиться аналогiчно.
b) Очевидно.
c) Ã · B̃ = {(a, eB)(eA, b) | a ∈ A, b ∈ B} = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} = A×B .
d) Якщо ãb̃ = ã1b̃1, то ã−1

1 ã = b̃1b̃
−1. Iз пункту b) тепер випливає, що

ã−1
1 ã = b̃1b̃

−1 = (eA, eB), звiдки ã = ã1 i b̃ = b̃1.
e) Також очевидно.

Кажуть, що група G є внутрiшнiм прямим добутком своїх пiдгруп
A i B, якщо виконуються такi двi умови: 1) кожний елемент a ∈ A
комутує з кожним елементом b ∈ B, i 2) кожний елемент g групи G
однозначно записується у виглядi g = ab, де a ∈ A i b ∈ B.

Задача 20.1.

Iз твердження 20.1 випливає, що зовнiшнiй прямий добуток A × B
груп A i B одночасно є внутрiшнiм прямим добутком своїх пiдгруп Ã
i B̃. Якщо множники A i B ототожнювати з пiдгрупами Ã i B̃, то зов-
нiшнiй i внутрiшнiй прямi добутки не розрiзняються i говорять просто
про прямий добуток пiдгруп A i B. Далi з контексту завжди буде зро-
зумiло, який саме прямий добуток мається на увазi.

Розклад G = A × B групи G у прямий добуток називатимемо не-
тривiальним, якщо обидва множники A i B є неодиничними групами.
Очевидно, що розклад G = A × B є нетривiальним тодi й лише тодi,
коли обидва множники A i B є власними пiдгрупами групи G.

Теорема 20.1 (критерiй розкладностi групи в прямий добуток
двох своїх пiдгруп). Група G розкладається в прямий добуток своїх
пiдгруп A i B тодi й лише тодi, коли цi пiдгрупи задовольняють такi
три умови:

a) A,B �G ; b) A ∩B = E ; c) 〈A,B〉 = G .

Доведення. Необхiднiсть випливає з пунктiв a) — c) твердження 20.1.
Достатнiсть. Iз нормальностi пiдгруп A i B випливає, що кому-

татор [a, b] = a−1b−1ab = a−1(b−1ab) = (a−1b−1a)b елементiв a ∈ A i
b ∈ B належить обом цим пiдгрупам, бо b−1ab ∈ A, a−1b−1a ∈ B. Тому
[a, b] = e i ab = ba.

З умови c) випливає, що кожний елемент g ∈ G можна записати у
виглядi g = a1b1 · · · akbk, де a1, . . . , ak ∈ A, b1, . . . , bk ∈ B. Але елементи
з A та B комутують, тому g = ab, де a = a1 · · · ak ∈ A, b = b1 · · · bk ∈ B.
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Нарештi, якщо ab = a1b1, то a−1
1 a = b1b

−1, i з умови b) випливає, що
a−1
1 a = b1b

−1 = e. Тому a = a1, b = b1, i зображення g у виглядi g = ab —
однозначне. Таким чином, обидвi умови з означення розкладностi групи
G в прямий добуток пiдгруп A i B виконуються.

Приклади груп, якi розкладаються в прямий добуток.

1. Iз правила додавання комплексних чисел, записаних в алгебри-
чнiй формi, випливає, що C ' R⊕ R.

2. Iз правила множення комплексних чисел, записаних у тригономе-
тричнiй формi, випливає, що C∗ ' T × R+.

3. Очевидно, що R∗ = {1,−1} × R+.

Приклади груп, якi не розкладаються в прямий добуток.

1. Кожна власна пiдгрупа групи S3 має порядок ≤ 3, а тому є абе-
левою. Очевидно, що прямий добуток абелевих груп знову є абелевою
групою. А оскiльки група S3 — не абелева, то вона в нетривiальний
прямий добуток не розкладається.

Аналогiчно доводиться нерозкладнiсть у прямий добуток груп D4 i
Q8.

2. Для довiльних двох ненульових пiдгруп mZ i nZ групи Z не ви-
конується умова b) критерiю розкладностi в прямий добуток. Справдi,
перетин mZ ∩ nZ мiстить пiдгрупу mnZ, отже, є ненульовим. Тому Z у
прямий добуток власних пiдгруп не розкладається.

Вправа 20.2. Доведiть, що: a) A × B ' B × A; b) (A × B) × C '
A× (B × C); c) Z(A×B) = Z(A)× Z(B).

Твердження 20.2. Якщо A�G i B �H, то (A×B) � (G×H) i

(G×H)
/
(A×B) '

(
G

/
A

)
×

(
H

/
B

)
.

Доведення. Нормальнiсть пiдгрупи A×B перевiряється легко за озна-
ченням. Друга частина твердження випливає з того, що вiдображення

(g, h)(A×B) 7→ (gA, hB), де g ∈ G, h ∈ H,

є iзоморфiзмом факторгрупи (G×H)
/
(A× B) на прямий добуток фа-

кторгруп G
/
A i H

/
B.
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Операцiя зовнiшнього прямого добутку легко узагальнюється на до-
вiльну скiнченну кiлькiсть груп: прямим добутком груп G1, . . . , Gn на-
зивається множина G1×· · ·×Gn = {(g1, . . . , gn) | g1 ∈ G1, . . . , gn ∈ Gn} iз
покомпонентним множенням: (g′1, . . . , g

′
n)(g′′1 , . . . , g

′′
n) = (g′1g

′′
1 , . . . , g

′
ng

′′
n).

У випадку довiльної родини Gi, i ∈ I, множникiв є два варiанти кон-
струкцiї.

Означення 20.2. Декартовим добутком родини груп Gi, i ∈ I, нази-

вається множина
∏D

i∈I

Gi = {(gi)i∈I | gi ∈ Gi для всiх i ∈ I} iз поком-

понентним множенням наборiв: (gi)i∈I · (hi)i∈I = (gihi)i∈I .

Означення 20.3. Прямим добутком родини груп Gi, i ∈ I, (позначається∏
i∈I

Gi) називається пiдмножина всiх тих наборiв iз
∏D

i∈I

Gi, в яких

всi, за винятком щонайбiльше скiнченної кiлькостi, компонент є оди-
ничними.

Очевидно, що у випадку скiнченної множини iндексiв I декартовий
i прямий добутки груп збiгаються. Для нескiнченних множин iндексiв
це вже не так.

Задача 20.2. Доведiть, що коли всi групи Gn, n ∈ N, є скiнченними,

то прямий добуток
∏

n∈N
Gn є злiченним, а декартовий добуток

∏D

n∈N
Gn

має потужнiсть континуум.

Задача 20.3. Доведiть, що
∏
i∈I

Gi C
∏D

i∈I

Gi для довiльної родини груп

Gi, i ∈ I.

Внутрiшнiй прямий добуток також природно узагальнюється на до-
вiльну кiлькiсть пiдгруп: група G є внутрiшнiм прямим добутком ро-
дини Ai, i ∈ I, своїх пiдгруп, якщо 1) для довiльних i 6= j кожний еле-
мент ai ∈ Ai комутує з кожним елементом aj ∈ Aj , i 2) кожний елемент
g групи G можна подати у виглядi добутку g = ai1 · · · aik

, де елементи
ai1 ∈ A1, . . . , aik

∈ Ak — не одиничнi i iндекси i1, . . . , ik — попарно рi-
знi, причому з точнiстю до порядку множникiв iснує тiльки одне таке
зображення елемента g.

Зрозумiло, що при природному зануреннi µk : Ak →
∏
i∈I

Ai, коли

елемент a ∈ Ak переходить у набiр, в якому k–та компонента дорiвнює a,
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а всi iншi компоненти — одиничнi, зовнiшнiй прямий добуток
∏
i∈I

Ai груп

Ai, i ∈ I, переходить у внутрiшнiй прямий добуток своїх пiдгруп Ãi =
µi(Ai). Тому, як i у випадку двох множникiв, зовнiшнiй i внутрiшнiй
прямi добутки родини груп зазвичай не розрiзняють.

У випадку бiльше нiж двох пiдгруп критерiй розкладностi в прямий
добуток (теорема 20.1) набуває такого вигляду:

Теорема 20.1′ (критерiй розкладностi групи в прямий добуток
родини своїх пiдгруп). Група G розкладається в прямий добуток
родини Ai, i ∈ I, своїх пiдгруп тодi й лише тодi, коли цi пiдгрупи задо-
вольняють такi три умови:
a) Ai C G для довiльного i ∈ I;
b) Ai

⋂ 〈 ⋃
j 6=i

Aj

〉
= E для довiльного i ∈ I;

c)
〈 ⋃

i

Ai

〉
= G.

Вправа 20.3. Доведiть теорему 20.1 ′ (її доведення не дуже вiдрiзня-
ється вiд доведення теореми 20.1).

Розберемося докладнiше з розкладнiстю в прямий добуток циклi-
чних груп.

Твердження 20.3. Циклiчна група Cpk порядку pk не розкладається
в прямий добуток власних пiдгруп.

Доведення. Iз теореми про будову пiдгруп циклiчної групи (теорема 7.3)
випливає, що пiдгрупи групи Cpk = 〈a〉 утворюють ланцюг

E < 〈apk−1
〉 < · · · < 〈ap〉 < 〈a〉 = Cpk .

Тому для довiльних двох пiдгруп A,B ≤ Cpk або A ≤ B, або B ≤ A,
зокрема, перетин A∩B збiгається з меншою з цих пiдгруп. Таким чином,
умова b) критерiю розкладностi в прямий добуток порушується i група
Cpk в нетривiальний прямий добуток не розкладається.

Твердження 20.4. Якщо n = mk, де числа m i k — взаємно простi, то
циклiчна група Cn розкладається в нетривiальний прямий добуток:
Cmk ' Cm × Ck.
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Доведення. Нехай Cn = 〈a〉. Доведемо, що для пiдгруп A = 〈am〉 i
B = 〈ak〉 порядкiв k i m вiдповiдно виконуються умови критерiю роз-
кладностi в прямий добуток. Справдi, з комутативностi Cn випливає,
що A,B C Cn. Оскiльки m i k — взаємно простi, то iснують такi цiлi
числа p i q, що pm+ qk = 1. Але тодi для довiльного r ar = apmr+qkr =
(am)pr · (ak)qr, причому (am)pr ∈ A, (ak)qr ∈ B. Отже, Cn = 〈A,B〉.

Довiльний елемент c ∈ A ∩ B можна записати у виглядi c = amu =
akv, де 0 ≤ u < k i 0 ≤ v < m. Iз твердження 6.1 випливає, що mu−kv ≡
0 (mod mk), тому m|kv, k|mu. Позаяк m i k — взаємно простi, то m|v i
k|u. Iз обмежень на u i v випливає, що u = v = 0. Але тодi c = e. Отже,
A ∩B = E.

Наслiдок 20.1. Якщо n = pk1
1 p

k2
2 · · · pkm

m — канонiчний розклад числа
n, то

Cn ' C
p

k1
1
× C

p
k2
2
× · · · × Cpkm

m
.

Твердження 20.5. Скiнченна група G порядку n = pk1
1 · · · pkm

m розкла-
дається в прямий добуток G = P1×· · ·×Pm своїх силовських p–пiдгруп
P1, . . . , Pm тодi й лише тодi, коли всi вони нормальнi в G, тобто тодi
й лише тодi, коли для кожного простого дiльника p порядку |G| група
G мiстить лише одну силовську p–пiдгрупу.

Доведення. Оскiльки кожен множник Pi прямого добутку G = P1×· · ·×
Pm є нормальною пiдгрупою в G, то необхiднiсть умови очевидна.

Для доведення достатностi покажемо, що за даного припущення всi
три умови критерiю розкладностi в прямий добуток (теорема 20.1 ′) ви-
конанi.

Для умови a) це очевидно.
Згiдно твердження 9.7 добуток AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B} нормальних

пiдгруп A i B є нормальною пiдгрупою. Очевидно, що |AB| ≤ |A| · |B|.
З iншого боку, з включення A,B ≤ AB i теореми Лагранжа випливає,
що порядок |AB| дiлиться на кожне з чисел |A| i |B|. Тому коли числа
|A| i |B| взаємно простi, то |AB| = |A| · |B|.

Iз наведених мiркувань випливає, що для довiльного i групи Pi та〈 ⋃
j 6=i

Pj

〉
= P1 · · ·Pi−1Pi+1 · · ·Pm

мають взаємно простi порядки pki
i та pk1

1 · · · pki−1
i−1 p

ki+1
i+1 · · · pkm

m , а тому
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Pi

⋂ 〈 ⋃
j 6=i

Pj

〉
= E. Крiм того,

∣∣〈 ⋃
i

Pi

〉∣∣ = |P1 · · ·Pm| = pk1
1 · · · pkm

m = |G|.

Звiдси випливає, що
〈 ⋃

i

Pi

〉
= G. Отже, умови b) i c) також виконую-

ться.

Задача 20.4. Нехай Ni, i ∈ I, — родина нормальних пiдгруп групи G i
H =

∏
i∈I

(G/Ni) — прямий добуток факторгруп G/Ni. Доведiть, що:

a) вiдображення ϕ : G→ H, g 7→ (gNi)i∈I , є гомоморфiзмом груп;
b) для кожного k ∈ I канонiчна проекцiя (gNi)i∈I 7→ gNk пiдгрупи ϕ(G)
на k–й множник G/Nk збiгається з G/Nk;
c) Kerϕ =

⋂
i∈I

Ni.

Задача 20.5. Доведiть, що в скiнченнiй групi жодна власна пiдгрупа
не збiгається зi своїм нормалiзатором тодi й лише тодi, коли група є
прямим добутком своїх силовських пiдгруп.

21 Перiодичнi групи
Нагадаємо ще раз, що

Означення 21.1. Група називається перiодичною, якщо кожний еле-
мент групи має скiнченний порядок.

А також

Означення 21.2. Група називається групою без скруту, якщо ко-
жний неодиничний елемент групи має нескiнченний порядок.

Твердження 21.1. Довiльнi пiдгрупа i факторгрупа перiодичної групи
також є перiодичними групами.

Вправа 21.1. Доведiть твердження 21.1.

Приклади перiодичних груп:
a) довiльна скiнченна група;
b) група Cp∞ ;
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c) група всiх комплексних коренiв з одиницi всiх можливих нату-
ральних степенiв;

d) адитивна група векторного простору над полем Zp, бо кожен не-
нульовий елемент має порядок p.

Приклади груп без скруту:
a) числовi групи за додаванням Z, Q, R, C;
b) група (Q+; ·);
c) адитивна група довiльного дiйсного або комплексного векторного

простору.

Приклади груп, якi мiстять як елементи скiнченних порядкiв, так
i нескiнченних:

a) числовi групи за множенням R∗, C∗, T ;
b) група рухiв площини мiстить як осьовi i центральнi симетрiї (еле-

менти порядку 2), так i паралельнi переноси (елементи нескiнченного
порядку).

Задача 21.1. a) Доведiть, що прямий добуток довiльної родини перi-
одичних груп є перiодичною групою.
b) Наведiть приклад декартового добутку перiодичних груп, який не є
перiодичною групою.

Задача 21.2. Доведiть, що факторгрупа Q/Z є перiодичною i для ко-
жного натурального числа n мiстить рiвно одну, причому циклiчну,
пiдгрупу порядку n.

Задача 21.3. Доведiть, що факторгрупи R/Z i R/Q — не перiодичнi.

22 Абелевi групи
Множина T всiх елементiв скiнченного порядку абелевої групи A нази-
вається її перiодичною частиною.

Теорема 22.1. Перiодична частина T абелевої групи A є нормальною
пiдгрупою, а факторгрупа A/T є групою без скруту.

Доведення. В абелевiй групi (ab)n = anbn, тому |ab| ≤ |a| · |b|. Крiм того,
|a−1| = |a|. Отже, множина T замкнена вiдносно множення i взяття
оберненого елемента, а тому згiдно твердження 5.1 є пiдгрупою. Вона
нормальна, бо в абелевiй групi кожна пiдгрупа є нормальною.
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Припустимо тепер, що елемент aT факторгрупи A/T має скiнченний
порядок n. Тодi (aT )n = anT = T , звiдки an ∈ T . Отже, елемент an

має якийсь скiнченний порядок k. Але тодi ank = e i |a| < ∞, тобто
a ∈ T i aT = T . Таким чином, єдиним елементом скiнченного порядку
у факторгрупi A/T є її одиниця T . Тому A/T є групою без скруту.

Зауваження. 1. У неабелевiй групi елементи скiнченного порядку
пiдгрупи, взагалi кажучи, не утворюють. Наприклад, у групi всiх ру-
хiв площини композицiя двох рiзних центральних симетрiй — елементiв
порядку 2 — є паралельним переносом, тобто елементом нескiнченного
порядку.

2. Якщо абелева група мiстить як елементи скiнченного, так i не-
скiнченного порядкiв, то елементи нескiнченного порядку, навiть разом
iз одиничним, пiдгрупи, взагалi кажучи, не утворюють (наведiть вiдпо-
вiдний приклад!).

Iз теореми 22.1 випливає, що проблема опису всi абелевих груп зво-
диться до трьох основних задач:
1) описати всi перiодичнi абелевi групи;
2) описати всi абелевi групи без скруту;
3) описати всi абелевi групи, перiодична частина яких iзоморфна данiй
перiодичнiй групi A, а факторгрупа за перiодичною частиною — данiй
групi без скруту B.

На жаль, кожна з цих задач поки що безнадiйно далека вiд остато-
чного розв’язання.

Група G називається примарною, якщо вона є p–групою для деякого
простого числа p.

Множина всiх p–елементiв абелевої групи G, тобто тих елементiв,
порядки яких є степенями фiксованого простого числа p, називається
її p–компонентою. Аналогiчно доведенню першої частини теореми 22.1
можна показати, що p–компонента абелевої групи є її пiдгрупою.

Пiд примарною компонентою абелевої групи G будемо розумiти її
p–компоненту для довiльного простого числа p.

Приклад. Примарними компонентами групи C∞ всiх комплексних
коренiв натуральних степенiв з одиницi є групи Cp∞ .

Лема 22.1. В абелевiй групi для кожного елемента g скiнченного по-
рядку iснує розклад g = ap1 · · · apk

, де p1, . . . , pk — попарно рiзнi простi
числа, а множники ap1 , . . . , apk

є, вiдповiдно, p1–, . . . , pk–елементами,
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причому з точнiстю до порядку множникiв такий розклад однозна-
чний.

Доведення. Iснування розкладу випливає з наслiдку 20.1.
Єдинiсть розкладу. Якщо для якогось простого числа p вiдповiднi

p–множники в розкладах g = ap1 · · · apk
i g = bq1 · · · bqm

є рiзними, то
рiвнiсть ap1 · · · apk

= bq1 · · · bqm можна звести до рiвностi cp = cr1 · · · crl
,

де cp, cr1 , . . . , crl
є, вiдповiдно, p–, r1–, . . . , rl–елементами, причому cp 6=

e i p 6∈ {r1, . . . , rl}. Але пiдгрупа 〈cr1 , . . . , crl
〉 — скiнченна i її порядок

не дiлиться на p, що суперечить включенню cp ∈ 〈cr1 , . . . , crl
〉.

Теорема 22.2. Кожна перiодична абелева група розкладається в пря-
мий добуток своїх примарних компонент.

Доведення. Безпосередньо випливає з леми 22.1.

Приклад. Оскiльки примарними компонентами групи C∞ є пiдгру-
пи Cp∞ , то G =

∏
p

Cp∞ .

Очевидно, що для кожного простого дiльника p свого порядку скiн-
ченна абелева група мiстить єдину силовську p–пiдгрупу. Позаяк кожен
p–елемент входить в якусь силовську p–пiдгрупу, то в скiнченнiй абе-
левiй групi силовська p–пiдгрупа збiгається з p–компонентою. Тому з
теореми 22.2 одразу випливає

Наслiдок 22.1. Кожна скiнченна абелева група розкладається в пря-
мий добуток своїх силовських пiдгруп.

Вправа 22.1. Доведiть, що перiодична скiнченно породжена абелева
група є скiнченною.

Систему a1, . . . , am елементiв групи Zn назвемо лiнiйно незалежною,
якщо для довiльних цiлих чисел k1, . . . , km з рiвностi k1a1+· · ·+kmam =
0 випливає, що k1 = · · · = km = 0.

Серед систем твiрних групи Zn є i лiнiйно незалежнi. Такою бу-
де, зокрема, система e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en =
(0, . . . , 0, 1).

Вiльною абелевою групою рангу n називається прямий добуток n
нескiнченних циклiчних груп. Оскiльки кожна нескiнченна циклiчна
група iзоморфна групi Z, то вiльна абелева група рангу n iзоморфна

групi Zn =
n⊕

i=1

Z.
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Твердження 22.1. Система твiрних групи Zn буде лiнiйно незале-
жною тодi й лише тодi, коли вона мiстить n елементiв. Якщо a1,
. . . , an — лiнiйно незалежна система твiрних групи Zn, то кожний
елемент a ∈ Zn однозначно записується у виглядi a = k1a1+ · · ·+knan.

Доведення. Очевидно, що елементи групи Zn можна розглядати i як ве-
ктори з арифметичного векторного простору Qn. При цьому a1, . . . , am

будуть лiнiйно незалежнi як елементи групи Zn тодi й лише тодi, ко-
ли вони будуть лiнiйно незалежнi як вектори простору Qn. Зауважимо
також, що кожна система твiрних групи Zn буде i системою твiрних
простору Qn. Тому лiнiйно незалежнi системи твiрних групи Zn можна
ототожнити з тими базами простору Qn, якi складаються з векторiв iз
цiлими координатами. Тепер наше твердження випливає з того, що си-
стема твiрних простору Qn буде лiнiйно незалежною, тобто базою, тодi
й лише тодi, коли вона мiстить n векторiв, i що розклад за векторами
бази є однозначним.

Теорема 22.3. Групи Zn i Zm iзоморфнi тодi й лише тодi, коли n = m.

Доведення. Досить довести, що коли n 6= m, то Zn 6' Zm. Але це ви-
пливає з твердження 22.1 i того, що при iзоморфiзмi лiнiйно незалежна
система елементiв перходить у лiнiйно незалежну систему.

Твердження 22.2. Якщо a1, . . . , an — система твiрних абелевої гру-
пи A, то вiдображення ϕ : Zn → A, (k1, . . . , kn) 7→ ak1

1 · · · akn
n , є епiмор-

фiзмом груп.

Доведення. Оскiльки a1, . . . , an утворюють систему твiрних групи A i,
як елементи абелевої групи, попарно переставнi, то кожний елемент
a ∈ A можна записати у виглядi a = ak1

1 · · · akn
n , а тому вiдображення ϕ

є сюр’єктивним. Гомоморфнiсть вiдображення ϕ випливає з рiвностей

ϕ
(
(k1, . . . , kn)+(l1, . . . , ln)

)
= ϕ

(
(k1+l1, . . . , kn+ln)

)
= ak1+l1

1 · · · akn+ln
n =

ak1
1 · · · akn

n · al1
1 · · · aln

n = ϕ
(
(k1, . . . , kn)

)
· ϕ

(
(l1, . . . , ln)

)
.

Iз цього твердження i основної теореми про гомоморфiзми алгебри-
чних систем (теореми 10.1) одразу випливає

Наслiдок 22.2. Кожна скiнченно породжена абелева група iзоморфна
факторгрупi деякої вiльної абелевої групи.
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Таким чином, щоб з’ясувати будову скiнченно породжених абелевих
груп, досить розiбратися з будовою факторгруп вiльних абелевих груп.

Лема 22.2. Якщо в системi твiрних a1, . . . , an адитивної абелевої
групи A

a) переставити мiсцями два елементи,
b) замiнити один iз елементiв на протилежний,
c) до одного з елементiв додати довiльне кратне iншого елемента,

то знову одержимо систему твiрних групи A.

Доведення випливає з рiвностей

k1a1 + · · ·+ kiai + · · ·+ kjaj + · · ·+ knan =
= k1a1 + · · ·+ kjaj + · · ·+ kiai + · · ·+ knan =

= k1a1 + · · ·+ (−ki)(−ai) + · · ·+ kjaj + · · ·+ knan =
= k1a1 + · · ·+ ki(ai +maj) + · · ·+ (kj −mki)aj + · · ·+ knan. �

Описанi в лемi 22.2 перетворення системи твiрних адитивної абелевої
групи будемо називати елементарними.

Зауваження. Звернемо увагу, що при елементарних перетвореннях
системи твiрних коефiцiєнти k1, . . . , kn в зображеннi a = k1a1 + · · · +
knan елемента a ∈ A через твiрнi a1, . . . , an змiнюється за простими
правилами:

— якщо два елементи системи твiрних переставляються, то й вiдпо-
вiднi коефiцiєнти переставляються;

— якщо один з твiрних елементiв мiняємо на протилежний, то й
вiдповiдний коефiцiєнт мiняється на протилежний;

— якщо до одного з твiрних елементiв додати кратне iншого, то вiд
коефiцiєнта при другому твiрному елементi треба вiдняти вiдповiдне
кратне коефiцiєнта при першому елементi.

Лема 22.3. Кожна пiдгрупа групи Zn має систему твiрних, що мi-
стить не бiльше нiж n елементiв.

Доведення. Застосуємо iндукцiю за числом n. При n = 1 твердження
леми випливає з того, що будь–яка пiдгрупа циклiчної Z1 = Z групи є
циклiчною.

Нехай тепер n > 1 i H ≤ Zn. Множина H0 усiх тих елементiв з H,
в яких остання координата дорiвнює 0, є пiдгрупою в H, бо замкнена
вiдносно додавання i взяття протилежного елемента. Очевидно, що H0
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можна розглядати i як пiдгрупу iз Zn−1. Тому за припущенням iндукцiї
H0 має систему твiрних b, . . . , c не бiльше нiж з n− 1 елементiв.

Якщо H0 = H, то лему доведено. У противному разi серед еле-
ментiв множини H r H0 виберемо той, в якого остання координата
є найменшою за модулем. Нехай це a = (a1, . . . , an). Тодi в довiль-
ного елемента x = (x1, . . . , xn) iз пiдгрупи H остання координата xn

дiлиться на an. Справдi, в противному разi xn можна було б роздi-
лити на an з остачею: xn = kan + r, де 0 < r < |an|, i тодi елемент
x − ka = (x1 − ka1, . . . , xn−1 − kan−1, r) належав би множинi H r H0 i
мав би останню координату r меншу за |an|. А це суперечить вибору
елемента a.

Отже, для для довiльного елемента x = (x1, . . . , xn) ∈ H знайде-
ться таке цiле число k, що xn = kan. Але тодi елемент x − ka = (x1 −
ka1, . . . , xn−1−kan−1, 0) належить пiдгрупi H0 i може бути записаний у
виглядi x−ka = mb+ · · ·+ lc. Звiдси випливає, що набiр a, b, . . . , c, який
мiстить не бiльше нiж n елементiв, є системою твiрних пiдгрупи H.

Лема 22.4. Якщо H є пiдгрупою групи Zn, то можна вибрати такi
системи твiрних a1, . . . , an групи Zn i b1, . . . , bn пiдгрупи H, що b1 =
k1a1, . . . , bn = knan для деяких невiд’ємних цiлих чисел k1, . . . , kn.

Доведення. За лемою 22.3 пiдгрупа H ≤ Zn має систему твiрних, що
мiстить не бiльше нiж n елементiв. Узявши в разi потреби необхiдну
кiлькiсть разiв нульовий елемент, можна вважати, що система твiрних
пiдгрупи H складається рiвно з n елементiв v1, . . . , vn. Виберемо також
якусь лiнiйно незалежну систему твiрних u1, . . . , un групи Zn. Розгля-
немо розклади

v1 = k11u1 + · · ·+ k1nun , . . . , vn = kn1u1 + · · ·+ knnun

i матрицю

A(u,v) =

k11 · · · k1n

. . . . . . . . . .
kn1 · · · knn

 .

Елементарними перетвореннями матрицi A(u,v) назвемо перестановку
двох довiльних рядкiв (стовпчикiв), множення рядка (стовпчика) на чи-
сло −1 i додавання до одного рядка (стовпчика) цiлого кратного iншого
рядка (стовпчика). Очевидно, що кожному елементарному перетворен-
ню системи твiрних v1, . . . , vn пiдгрупи H вiдповiдає таке ж елементар-
не перетворення рядкiв матрицi A(u,v), i навпаки. Iз зауваження пiсля
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доведення леми 22.2 випливає також, що є взаємно однозначна вiдпо-
вiднiсть мiж елементарними перетвореннями системи твiрних u1, . . . , un

групи Zn та елементарними перетвореннями стовпчикiв матрицi A(u,v).
Доведемо iндукцiєю за порядком матрицi A(u,v), що елементарними

перетвореннями рядкiв i стовпчикiв її можна звести до дiагонального
вигляду. Це очевидно, якщо матриця A(u,v) має порядок 1 або є нульо-
вою. Припустимо тепер, що A(u,v) ненульова i має порядок бiльший за
1.

Виберемо серед ненульових елементiв матрицi A(u,v) найменший за
модулем. Застосувавши в разi потреби перестановку рядкiв i/або стов-
пчикiв i множення на −1, можемо вважати, що найменшим за модулем
елементом є k11, причому k11 > 0. Пiсля цього роздiлимо з остачею
елементи першого рядка на k11:

k12 = q2k11 + r2 , . . . , k1n = qnk11 + rn,

а потiм вiд кожного стовпчика, починаючи з другого, вiднiмемо пер-
ший стовпчик, помножений на q2, . . . , qn вiдповiдно. У результатi цих
перетворень перший рядок набуде вигляду (k11, r2, . . . , rn).

Потiм аналогiчно роздiлимо з остачею на k11 елементи першого стов-
пчика i вiд кожного рядка, починаючи з другого, вiднiмемо вiдповiдне
кратне першого рядка.

Внаслiдок цих перетворень вiдмiннi вiд k11 елементи першого рядка
i першого стовпчика стануть за модулем меншими за k11. Якщо серед
них будуть ненульовi, то повторюємо описаний цикл перетворень: зно-
ву вибираємо найменший за модулем ненульовий елемент матрицi (по-
значимо його k′11) i ставимо його на верхнє лiве мiсце, потiм дiлимо з
остачею на k′11 елементи першого рядка i першого стовпчика i т.д.

Оскiльки числа k11, k′11, . . . є цiлими невiд’ємними i k11 > k′11 >
· · · , то щонайбiльше через k11 циклiв перетворень одержимо матрицю
вигляду 

k1 0 · · · 0
0
· · ·
0

A1

 . (13)

Тепер для матрицi (13) елементарнi перетворення, якi зачiпають тiльки
рядки i стовпчики з 2–го по n–й, фактично будуть лише елементарними
перетвореннями рядкiв i стовпчикiв матрицi A1, бо першого рядка i пер-
шого стовпчика матрицi (13) вони не мiнятимуть. Але матриця A1 має
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порядок n − 1, тому за припущенням iндукцiї її можна звести елемен-
тарними перетвореннями рядкiв i стовпчикiв до дiагонального вигляду
diag(k2, . . . , kn). Тодi початкова матриця A(u,v) зведеться до дiагональ-
ного вигляду 

k1 0 · · · 0
0 k2 · · · 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 · · · kn

 , (14)

причому k1, . . . , kn ≥ 0.
Оскiльки елементарним перетворенням рядкiв (стовпчикiв) матрицi

A(u,v) вiдповiдають елементарнi перетворення системи твiрних пiдгрупи
H групи Zn, то з леми 22.2 випливає, що матриця (14) є матрицею
вигляду A(a,b) для певних систем твiрних a1, . . . , an групи Zn i b1, . . . , bn
пiдгрупи H. Але тодi для цих систем твiрних маємо: b1 = k1a1, . . . , bn =
knan.

Теорема 22.4. Нехай H — довiльна пiдгрупа групи Zn. Якщо системи
твiрних a1, . . . , an групи Zn i b1, . . . , bn її пiдгрупи H вибранi так, як
у лемi 22.4, то

Zn/H ' Zk1 ⊕ · · · ⊕ Zkn .

Доведення. Оскiльки при елементарних перетвореннях системи твiрних
кiлькiсть елементiв у нiй не змiнюється, то з твердження 22.1 випли-
ває, що при елементарних перетвореннях лiнiйно незалежної системи
твiрних групи Zn знову одержуємо лiнiйно незалежну систему твiрних.
Зокрема, зображення a = r1a1 + · · · + rnan для довiльного елемента
a ∈ Zn є однозначним.

Далi, з рiвностi m1b1+· · ·+mnbn = m1k1 ·a1+· · ·+mnkn ·an випливає,
що елемент a = r1a1 + · · ·+ rnan належить пiдгрупi H тодi й лише тодi,
коли k1|r1, . . . , kn|rn.

Нехай тепер a = r1a1 + · · · + rnan. За твердженням 9.2 елемент b =
l1a1 + · · ·+ lnan належить класу сумiжностi a+H тодi й лише тодi, коли
рiзниця b−a = (l1− r1)a1 + · · ·+(ln− rn)an належить пiдгрупi H, тобто
тодi й лише тодi, коли k1|(l1−r1), . . . , kn|(ln−rn), або, що те саме, l1 ≡ r1
(mod k1) , . . . , ln ≡ rn (mod kn). Тому клас сумiжностi a + H можна
ототожнити з набором (a1mod k1, . . . , anmod kn) ∈ Zk1 ⊕ · · · ⊕ Zkn

.
Таким чином, ми побудували iн’єктивне вiдображення ϕ : Zn/H →

Zk1⊕· · ·⊕Zkn , a+H 7→ (a1mod k1, . . . , anmod kn). Сюр’єктивнiсть цього
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вiдображення очевидна. Оскiльки

ϕ(a) + ϕ(b) = (a1 mod k1, . . . , an mod kn) + (b1 mod k1, . . . , bn mod kn) =
= ((a1 + b1) mod k1, . . . , (an + bn) mod kn) = ϕ(a+ b),

то ϕ є iзоморфiзмом, що й доводить теорему.

Оскiльки при k > 0 група Zk є циклiчною порядку k, а Z0 ' Z, то з
теореми 22.4 i наслiдку 22.2 одразу випливає

Наслiдок 22.3. Кожна скiнченно породжена абелева група розклада-
ється в пряму суму своїх циклiчних пiдгруп.

Теорема 22.5 (основна теорема про скiнченно породженi абеле-
вi групи). Кожна скiнченно породжена абелева група розкладається
в пряму суму своїх нескiнченних циклiчних i примарних циклiчних
пiдгруп, причому такий розклад однозначний iз точнiстю до порядку
доданкiв.

Доведення. Iснування такого розкладу випливає з наслiдкiв 22.3 i 20.1.
Iз iзоморфностi циклiчних груп однакових порядкiв випливає, що

єдинiсть такого розкладу досить довести для групи

G = Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m

⊕Z
p

k1
1
⊕ · · · ⊕ Zpkn

1
⊕ · · · ⊕ Zp

s1
r
⊕ · · · ⊕ Zp

st
r
,

де p1, . . . , pr — попарно рiзнi простi числа. Легко бачити, що елемент
g = (g1, . . . , gm, gm+1, . . .) групи G матиме скiнченний порядок тодi й
лише тодi, коли його першi m компонент g1, . . . , gm будуть нульовими.
Тому перiодична частина T групи G збiгається з

Z
p

k1
1
⊕ · · · ⊕ Zpkn

1
⊕ · · · ⊕ Zp

s1
r
⊕ · · · ⊕ Zp

st
r

i є скiнченною. Крiм того, для факторгрупи G/T групи G за своєю
перiодичною частиною T маємо:

G/T ' Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m

= Zm.

Iз теореми 22.3 тепер випливає, що число m визначене однозначно.
Прямi суми

Z
p

k1
1
⊕ · · · ⊕ Zpkn

1
, . . . , Zp

s1
r
⊕ · · · ⊕ Zp

st
r
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є, вiдповiдно, p1–, . . . , pr–силовськими пiдгрупами перiодичної частини
T . Оскiльки для кожного простого числа p, що дiлить її порядок, скiн-
ченна абелева група мiстить єдину силовську p–пiдгрупу, то лишилося
довести, що з точнiстю до порядку доданкiв група вигляду

A = Zpk1 ⊕ · · · ⊕ Zpkn (15)

розкладається в пряму суму циклiчних пiдгруп лише одним способом.
Легко зрозумiти, що кiлькiсть елементiв порядку ≤ pk у групi Zpr

дорiвнює pk, якщо k ≤ r, i pr, якщо k > r. Крiм того, елемент g =
(g1, . . . , gn) групи A = Zpk1 ⊕ · · · ⊕ Zpkn має порядок ≤ pk тодi й лише
тодi, коли кожна його компонента gi, 1 ≤ i ≤ n, має порядок ≤ pk. Тому
кiлькiсть tk тих тих елементiв групи A, порядок яких не перевищує pk,
дорiвнює

tk =
∏

i
ki≥k

pk ·
∏
j

kj<k

pkj .

Звiдси одержуємо, що t1 = pn i для всiх k ≥ 0

tk+1

tk
= puk , де uk = |{i : ki > k}|.

Таким чином, для всiх k ≥ 1 маємо: uk − uk−1 = |{i : ki = k}|. Оскiльки
числа tk, а тим самим i числа uk, визначаються самою групою A, а
не її розкладом (15) у пряму суму, то кiлькiсть доданкiв порядку pk у
розкладi (15) визначається однозначно. Це й доводить однозначнiсть iз
точнiстю до порядку доданкiв розкладу (15).

Зрозумiло, що в розкладi у пряму суму скiнченної абелевої групи
нескiнченнi доданки вiдсутнi. Тому з теореми 22.5 одразу випливає

Теорема 22.6 (основна теорема про скiнченнi абелевi групи).
Кожна скiнченна абелева група розкладається в пряму суму своїх при-
марних циклiчних пiдгруп, причому такий розклад однозначний iз то-
чнiстю до порядку доданкiв.

Позначимо через t(n) кiлькiсть розбиттiв n = n1 + · · ·+nk числа n в
суму натуральних доданкiв n1, . . . , nk за умови, що порядок доданкiв не
є iстотним. Для малих n число t(n) легко обчислюється безпосередньо:
t(1) = 1, t(2) = 2, t(3) = 3, t(4) = 5, t(5) = 7.
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Лема 22.5. Для кожного простого числа p кiлькiсть попарно неiзо-
морфних абелевих груп порядку pn дорiвнює t(n).

Доведення. Для кожного розкладу n = n1 + · · ·+nk iснує абелева група
Zpk1⊕· · ·⊕Zpkn . Iз теореми 22.6 випливає, що рiзним розкладам числа n
будуть при цьому вiдповiдати неiзоморфнi групи, i що таким чином ми
одержимо з точнiстю до iзоморфiзму усi абелевi групи порядку n.

Теорема 22.7. Якщо n = pk1
1 p

k2
2 · · · pkm

m — канонiчний розклад числа n,
то з точнiстю до iзоморфiзму iснує рiвно t(k1) · · · t(km) абелевих груп
порядку n.

Доведення. За наслiдком 22.1 кожна скiнченна абелева група розкла-
дається в прямий добуток своїх своїх силовських пiдгруп. Звiдси ви-
пливає, що двi групи порядку n будуть iзоморфними тодi й лише тодi,
коли для кожного простого дiльника p числа n їх силовськi p–пiдгрупи
будуть iзоморфними. Твердження теореми тепер випливає з леми 22.5
i того, що для рiзних простих p вiдповiднi множники у розкладi групи
в добуток своїх силовських пiдгруп можна вибирати незалежно.

23 Розв’язнi групи
Скiнченний ряд пiдгруп

E = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G

групи G називається субнормальним рядом групи G, якщо для кожного
i, 0 ≤ i < n, пiдгрупа Gi є нормальною в пiдгрупi Gi+1, i нормальним
рядом, якщо кожна пiдгрупа Gi є нормальною в усiй групi G. Фактор-
групи Gi+1/Gi, 0 ≤ i < n, називаються факторами субнормального
(нормального) ряду.

Очевидно, що кожний нормальний ряд є субнормальним, але зворо-
тне твердження, взагалi кажучи, хибне. Наприклад, ряд

{ε} < 〈(12)(34)〉 < K4 < A4 < S4

є субнормальним рядом групи S4, але не є нормальним, бо пiдгрупа
〈(12)(34)〉 не є нормальною в S4.

Означення 23.1. Група G називається розв’язною, якщо для неї iснує
нормальний ряд, усi фактори якого є абелевими групами.
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Приклади. 1. Кожна абелева група G є розв’язною. У цьому ви-
падку потрiбним рядом є E < G.

2. Якщо в субнормальному рядi {ε} < 〈(12)(34)〉 < K4 < A4 < S4

викинути пiдгрупу 〈(12)(34)〉, то одержимо нормальний ряд {ε} < K4 <
A4 < S4, усi фактори K4/{ε} ∼= K4, A4/K4

∼= C3, S4/A4
∼= C2 якого є

абелевими. Тому група S4 є розв’язною.

Розв’язнi групи вперше з’явилися у видатного французького мате-
матика Евариста Ґалуа (1811 — 1832) при дослiдженнi проблеми розв’я-
зностi алгебричних рiвнянь у радикалах (походження термiну “розв’язнi
групи” також пов’язане з цiєю проблемою). Детальнiше про зв’язок мiж
розв’язнiстю рiвнянь у радикалах i розв’язнiстю вiдповiдних груп йти-
меться в наступному семестрi. Крiм того, що розв’язнi групи виникають
у багатьох роздiлах алгебри, вони й самi є дуже цiкавим об’єктом для
дослiджень.

Теорема 23.1. a) Кожна пiдгрупа розв’язної групи також є розв’язною;
b) кожна факторгрупа розв’язної групи також є розв’язною;
c) коли в групi G нормальна пiдгрупа N i факторгрупа G/N є розв’язними,
то група G також є розв’язною.

Доведення. Нехай {e}E = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G — нормальний ряд
iз абелевими факторами для групи G.

a) Доведемо, що для пiдгрупи H ряд

{e} = G0 ∩H ≤ G1 ∩H ≤ · · · ≤ Gn ∩H = G ∩H = H

буде нормальним рядом iз абелевими факторами. Справдi, за теоремою
про iзоморфiзм факторгруп (теорема 12.1) для довiльного i пiдгрупа
Gi∩H буде нормальною в H. Крiм того, iз включення Gi−1 ≤ Gi випли-
вають рiвнiсть Gi−1∩H = Gi−1∩ (Gi∩H) i включення Gi−1 · (Gi∩H) ≤
Gi. Тому за тiєю ж теоремою 12.1

(Gi ∩H)
/
(Gi−1 ∩H) = (Gi ∩H)

/
(Gi−1 ∩ (Gi ∩H)) '

' (Gi−1 · (Gi ∩H))
/
Gi−1 ≤ Gi

/
Gi−1.

Отже, факторгрупа (Gi ∩ H)
/
(Gi−1 ∩ H) iзоморфна пiдгрупi абелевої

групи Gi

/
Gi−1, а тому i сама є абелевою.

b) Доведемо тепер, що ряд

E = NG0/N ≤ NG1/N ≤ · · · ≤ NGn/N = G/N
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буде нормальним рядом iз абелевими факторами для факторгрупиG/N.
Справдi, оскiльки пiдгрупи N,Gi−1, Gi нормальнi i Gi−1 ≤ Gi, то Gi =
Gi−1 · Gi i NGi = NGi−1 · Gi. А тому з теореми 12.1 про iзоморфiзм
факторгруп i теореми 12.2 про вiдповiднiсть пiдгруп випливає, що

NGi

/
NGi−1 = (NGi−1 ·Gi)

/
NGi−1 ' Gi

/
(NGi−1 ∩Gi) '

'
(
Gi

/
Gi−1

)/(
(NGi−1 ∩Gi)

/
Gi−1

)
.

Таким чином, факторгрупа NGi

/
NGi−1 iзоморфна факторгрупi абеле-

вої групи Gi

/
Gi−1, а тому i сама є абелевою.

c) Легко перевiряється, що коли {e} = N0 ≤ N1 ≤ · · · ≤ Nn = N i
E = N/N ≤ G1/N ≤ · · · ≤ Gm/N = G/N — нормальнi ряди з абелевими
факторами для пiдгрупи N i факторгрупи G/N вiдповiдно, то ряд

{e} = N0 ≤ N1 ≤ · · · ≤ Nn = N ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gm = G

буде нормальним рядом iз абелевими факторами для групи G.

Вправа 23.1. Доведiть, що кожна з груп a) Q8, b) A4, c) Dn є розв’я-
зною.

Задача 23.1. Доведiть, що коли групи G i H розв’язнi, то група G×H
також є розв’язною.

Теорема 23.2. Кожна скiнченна p–група є розв’язною.

Доведення. Це випливає з теореми 15.2.

Але не кожна група є розв’язною. Зокрема, не є розв’язною група A5.
Справдi, ця група є простою, а тому вона має єдиний нормальний ряд
{ε} < A5 iз неабелевим фактором A5/{ε} ' A5. Iз теореми 23.1 одразу
випливає, що довiльна група, яка мiсить пiдгрупу, iзоморфну групi A5,
також не є розв’язною. Зокрема, звiдси випливає, що при n > 4 групи
An i Sn не є розв’язними.

Важливим прикладом розв’язної групи є група Tn(P ) верхнiх три-
кутних матриць порядку n з коефiцiєнтами з поля P . Доведення цього
факту розпадається на ряд нескладних крокiв, якi пропонуємо провести
самостiйно.

Задача 23.2. Позначимо через UT k
n (P ) множину верхнiх трикутних

матриць порядку n з коефiцiєнтами з поля P, в яких на головнiй дi-
агоналi стоять одиницi i якi мiстять k нульових похилих рядкiв над
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дiагоналлю. Доведiть, що:
a) для довiльного k = 0, 1, . . . , n− 1 множина UT k

n (P ) буде нормальною
пiдгрупою групи Tn(P );
b) Tn(P )/UT 0

n(P ) ∼= P ∗ × · · · × P ∗ (n множникiв);
c) для довiльного k = 0, 1, . . . , n− 2 UT k

n (P )/UT k+1
n (P ) ∼= P ⊕ · · · ⊕ P

(n− k − 1 доданкiв);
d) ряд пiдгруп {E} < UTn−2

n (P ) < · · · < UT 0
n(P ) < Tn(P ) є нормальним

рядом з абелевими факторами.

Задача 23.3. Нехай p i q — рiзнi простi числа. Доведiть, що кожна
група порядку a) pq, b) 2pq, c) p2q є розв’язною.

Задача 23.4. Використовуючи факт, що не iснує неабелевих простих
груп порядку < 60, доведiть, що кожна група порядку < 60 є розв’я-
зною.

Вказiвка. Скористайтеся теоремою 23.1.

Уже iз задачi 23.3 видно, що порядок скiнченної нерозв’язної групи
повинен мати досить складну арифметичну структуру. Зокрема, iз вi-
домої теореми Бернсайда про розв’язнiсть кожної групи порядку pnqm

випливає, що порядок нерозв’язної групи повинен дiлитися принаймнi
на 3 простих числа. Тому серед груп невеликих порядкiв нерозв’язнi зу-
стрiчаються порiвняно рiдко. Наприклад, ще в кiнцi XIX ст. Гьольдер
довiв, що серед груп порядку < 480 з точнiстю до iзоморфiзму є рiвно
25 нерозв’язних. Наведемо таблицю порядкiв таких груп i їх кiлькостей:

Порядок 60 120 168 180 240 300 336 360 420
Кiлькiсть груп 1 3 1 1 8 1 3 6 1

24 Мультиплiкативна група поля, дискретний
логарифм i криптографiчнi протоколи

У класичних криптографiчних системах спосiб шифрування тримається
в глибокiй таємницi, бо iнакше секретне повiдомлення зможуть розши-
фрувати й тi, вiд кого воно засекречується. У сучасних же системах (так
званих системах з вiдкритим ключем), винахiд яких став у криптогра-
фiї справжнiм переворотом, тримати в таємницi спосiб шифрування (чи
так званий ключ шифру) немає жодної потреби. Вiн є доступним для
всiх, вiдкритим, що й пояснює таку їх назву. Все одно знання ключа
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жодним чином не допомагає в розшифруваннi секретних повiдомлень.
Iдея таких систем була запропонована американськими математиками
У.Дiффi та М.Геллманом у 1976 р.

Прикладом успiшного застосування iдеологiї вiдкритого ключа до
розв’язування рiзноманiтних задач, пов’язаних iз захистом iнформацiї
при взаємодiї вiддалених абонентiв, є криптографiчнi протоколи. Це
вiдносно молода галузь математичної криптографiї (першi протоколи
з’явилися бiля 30 рокiв тому). Але за цей час вона бурхливо розвива-
лася i на даний момент перетворилася в основний об’єкт дослiдження в
теоретичнiй криптографiї.

Пiд криптографiчним протоколом слiд розумiти послiдовнiсть узго-
джених приписiв, згiдно з якими вiдбувається обмiн повiдомленнями
мiж сторонами – учасниками протоколу задля досягнення певної ме-
ти. Iншими словами: вiддаленi абоненти, взаємодiючи через вiдкритi
канали зв’язку, розв’язують певну задачу. При цьому є супротивник
(ним може виявитися навiть один або декiлька абонентiв, що вступили
в зговiр), який тим чи iншим чином може втручатися у процес обмiну
iнформацiєю мiж абонентами.

Надiйнiсть чималої кiлькостi криптосистем грунтується на складно-
стi задачi дискретного логарифмування.

Означення 24.1. Нехай g — первiсний корiнь за простим модулем p
i число x не дiлиться на p. Якщо gy ≡ x (mod p), то y називається
дискретним логарифмом або iндексом числа x за основою g i модулем
p. Позначатимемо y = ind(x, g, p) i для однозначностi вважатимемо,
що 0 ≤ ind(x, g, p) < p− 1.

Вправа 24.1. Знайдiть такi дискретнi логарифми: ind(1, 5, 19),
ind(2, 5, 19), ind(3, 5, 19), ind(4, 5, 19), ind(5, 5, 19), ind(6, 5, 19).

Вправа 24.2. Нехай g1, g2 — первiснi коренi за простим модулем p i
число x не дiлиться на p. Доведiть, що

ind(x, g1, p) = ind(g2 ind(x, g2, p), g1, p).

Сама ж задача дискретного логарифмування полягає в наступному.
Нехай вiдомо такi натуральнi числа x, g, p, що p — просте число, p - x,
а g — первiсний корiнь за модулем p. Потрiбно знайти таке число y, що
gy ≡ x (mod p).

Час виконання задачi дискретного логарифмування такого ж поряд-
ку, як i задачi факторизацiї (розкладу числа на простi множники), хо-
ча про звiднiсть однiєї задачi до iншої поки нiчого не вiдомо. Найбiльш
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швидкi iз нинi дiючих алгоритмiв розв’язання задачi дискретного лога-
рифмування базуються на так званому методi решета числового поля i
вимагають exp(c(ln p)1/3(ln ln p)2/3) арифметичних операцiй (тут c > 0
— деяка константа). Цi алгоритми уже не є експоненцiйними, але все
ще не є полiномiальними, i практично не реалiзуються вже для зна-
чень p ≈ 10150. Тому з обчислювальної точки зору задача дискретного
логарифмування вважається складною математичною задачею.

На прикладах двох протоколiв продемонструємо, як задача дискре-
тного логарифмування використовується в криптографiї.

Протокол вiдкритого розподiлу ключiв (протокол виробле-
ння спiльного ключа).

Протокол вiдкритого розподiлу ключiв розв’язує наступну задачу:
абоненти A та B, якi спочатку не володiють жодною секретною iнфор-
мацiєю, зрештою таку iнформацiю (спiльний ключ K для використання
традицiйної криптосистеми) виробляють, а супротивник, який перехо-
плює усi повiдомлення i знає, що хочуть одержати A та B, однак не в
змозi вiдновити ключ K. Протокол виглядає так:

1. Абонент A вибирає велике просте число p та деяке менше за p
натуральне число g i вiдкритими каналами зв’язку посилає p i g
абоненту B.

2. A i B вибирають випадковим чином у межах вiд 1 до p− 1 числа
a i b вiдповiдно.

3. A обчислює ga mod p i посилає отримане значення B, а B обчислює
gb mod p i теж посилає A.

4. A iB обчислюють одне i теж числоK = (gb)a mod p = (ga)b mod p =
gab mod p, яке i буде спiльним ключем.

Що ж може зробити суперник? Перехопивши числа ga mod p i
gb mod p, вiн прагне отримати ключ gab mod p. Але для цього йому необ-
хiдно розв’язати таку задачу: знаючи p, g, r, s ∈ N, де p – просте число,
1 < g < p − 1, i те, що r ≡ ga(mod p), s ≡ gb(mod p) для деяких a i b,
потрiбно знайти t ≡ gab(mod p). На даний момент немає бiльш ефектив-
ного алгоритму для розв’язання цiєї задачi, нiж алгоритм дискретного
логарифмування.

Задача 24.1. Розробiть протокол вироблення спiльного ключа для
a) трьох, b) чотирьох, c) n абонентiв.
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Протокол цифрового пiдпису.
Нехай клiєнту A банку B треба термiново, повздовж години, оплати

вартiсть цiнних паперiв, що виставленi для продажу на однiй з бiрж.
Якщо клiєнт i банк знаходяться на значнiй вiдстанi один вiд одного, то
здiйснити таку фiнансову операцiю за короткий час звичайними засоба-
ми зв’язку неможливо. Такi операцiї потрiбно проводити електронними
засобами. Але тодi не можна використати звичнi нам способи засвiдчен-
ня платiжних документiв, такi як пiдпис особи, яка здiйснює операцiю,
та гербову печатку, яка засвiдчує достовiрнiсть пiдпису. Тому при ви-
користаннi електронних каналiв зв’язку банку треба вмiти оберiгатися
вiд зловмисника, який може вiд iменi його клiєнта пiдписати платiжне
доручення. Таку задачу розв’язує протокол цифрового пiдпису.

Для загального користування вибирають велике просте число p i
число g у межах вiд 1 до p − 1, яке в мультиплiкативнiй групi Z∗p має
великий порядок. Крiм того, кожен клiєнт банку вибирає випадковим
чином деяке своє натуральне число a, що не перевищує p−1, i обчислює
h ≡ ga(mod p). Числа p, g, h становлять вiдкритий ключ, а число a –
таємний. Сам же протокол виглядає таким чином:

1. Кожен клiєнт виробляє свiй власний пiдпис x на повiдомленнi M .
Для цього вiн

(a) вибирає випадкове число r ∈ Z∗p−1,

(b) обчислює x1 = gr mod p,

(c) обчислює t = r−1 mod (p− 1),

(d) обчислює x2 = (M−ax1)tmod (p−1) i приймає в якостi свого
пiдпису x = (x1, x2).

2. Банк B пiдтверджує пiдпис клiєнта A, перевiряючи, чи
gM ≡ hx1xx2

1 (mod p).

Перевiримо коректнiсть роботи цього протоколу. Iз (c) та (d) мати-
мемо, що M ≡ ax1 + rx2(mod p− 1), тобто M = ax1 + rx2 + l(p− 1) для
деякого l. Окрiм того, згiдно теореми Ойлера gp−1 ≡ 1(mod p). Отже,

gM = gax1+rx2+l(p−1) ≡ (ga)x1(gr)x2 = hx1xx2
1 (mod p),

i легко бачити, що надiйнiсть цього протоколу знову ж таки базується
на складностi задачi дискретного логарифмування.

Протоколи типу “пiдкидання монети по телефону”.
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Припустимо, що два вiддаленi один вiд одного абоненти A та B хо-
чуть кинути жереб за допомогою монети (тобто вибрати випадковi чи-
сла iз множини {0, 1}) так, щоб абонент, який пiдкидає монету, не змiг
змiнити результат пiдкидання пiсля отримання здогаду вiд абонента,
який намагається вгадати цей результат. Вiдповiдна реалiзацiя такого
протоколу на базi задачi дискретного логарифмування виглядає так: A
i B заздалегiдь вибирають велике просте число p i натуральне число g
в межах вiд 1 до p− 1.

1. Абонент A вибирає випадкове число x у межах вiд 1 до p − 1,
обчислює y = gx mod p i вiдправляє y абоненту B.

2. B вибирає випадковi числа b ∈ {0, 1} i k у межах вiд 1 до p − 1,
обчислює r = ybgk mod p i вiдправляє r абоненту A.

3. A вибирає випадкове число c ∈ {0, 1} i вiдправляє його B.

4. B надсилає A b та k.

5. A перевiряє, чи виконується конгруенцiя r ≡ ybgk(mod p). Якщо
так, то результатом виконання протоколу буде число d = b + c
mod 2.

Чи може абонент B, одержавши здогад c вiд абонента A, вiдкривати
значення b i як 0, i як 1 (за власним бажанням), але так, щоб ybgk ≡ r
(mod p)? B може обманювати, але лише в тому випадку, коли вiн умiє
знаходити xb + k, знаючи r, g та те, що ybgk = gxb+k ≡ r(mod p). Для
цього вiн повинен розв’язати задачу дискретного логарифмування.
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