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Передмова

Пропонований навчальний посiбник написано автора-
ми на основi лекцiй, якi вони читали студентам рiзних
фiзико-математичних та iнженерно-технiчних спецiально-
стей у Чернiвецькому нацiональному унiверситетi, Нацiо-
нальному технiчному унiверситетi України “КПI” та iн-
ших вищих навчальних закладах. Вiн складається з семи
роздiлiв.

У першому роздiлi розглянуто деякi питання теорiї
лiнiйних i квазiлiнiйних рiвнянь iз частинними похiдни-
ми першого порядку, результати якого використовуються
у другому роздiлi при зведеннi до канонiчного вигляду рiв-
нянь iз частинними похiдними другого порядку та обгрун-
туваннi методу характеристик.

Третiй роздiл присвячено побудовi математичних мо-
делей деяких фiзичних процесiв.

У четвертому, п’ятому i шостому роздiлах вивчаються
найпростiшi представники вiдповiдно гiперболiчних, пара-
болiчних та елiптичних рiвнянь. Розглянуто постановку
основних задач для цих рiвнянь та обгрунтовано найужи-
ванiшi методи їхнього розв’язування, а саме: метод ха-
рактеристик, метод вiдокремлення змiнних Фур’є, метод
функцiй Грiна та метод потенцiалiв.

Окремо видiлено сьомий роздiл, у якому вивчено
деякi питання використання спецiальних функцiй при
розв’язуваннi задач математичної фiзики.

Автори намагалися знайти золоту середину при викла-
деннi матерiалу, тобто уникнути спокуси навести великий
обсяг фактiв з математичної фiзики, з одного боку, або
написати посiбник дуже стисло, що утруднило б доступ-
нiсть для користувачiв, з другого боку. Тому в посiбнику
наведено рiзнi вправи й задачi, що iлюструють теорiю, а
теоретичнi питання не завжди розглядаються детально,
але є посилання на книги, де можна знайти їхнє повне
обгрунтування. Посiбник побудовано так, що окремi його
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роздiли можна вивчати, взагалi кажучи, незалежно один
вiд одного. Наприклад, метод Фур’є викладено з однакови-
ми деталями як у третьому, так i у четвертому та п’ятому
роздiлах.

У кожному роздiлi зроблено пiдбiрку задач i вправ, що
дає можливiсть використовувати цей посiбник поруч з по-
сiбником [10] при проведеннi практичних занять i органiза-
цiї самостiйної роботи студентiв. Вiдповiдi до вправ i задач
мiстять певнi пояснення, що дозволяє користувачевi кра-
ще зрозумiти суть самої задачi, а також вибрати метод її
розв’язування.

Матерiал посiбника розбито на роздiли, номери яких
одинарнi. Кожний роздiл мiстить пiдроздiли, їх номери
подвiйнi, в яких перша цифра означає номер роздiлу. Пiд-
роздiл, як правило, складається з пунктiв, номери яких
потрiйнi, першi двi цифри означають номер пiдроздiлу.
Означення, формули, леми, зауваження i приклади нуме-
руються окремо в кожному пiдроздiлi, а теореми – окремо
в кожному роздiлi.

У текстi посiбника використовуються наступнi позна-
чення i скорочення. Символ “ :=” уживається для запису
рiвностi за означенням, а символ “≡” – тотожної рiвно-
стi. Частинна похiдна ∂u

∂xi
позначається символами ∂xiu або

uxi , а похiдна вiд функцiї u у напрямку вектора ν⃗ – сим-
волом ∂ν⃗u. Початок i кiнець доведення твердження або
розв’язування задачi вiдзначаються вiдповiдно значками
J i I.
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ВСТУП

Важливу роль при вивченнi рiзних явищ i процесiв вiдiгра-
ють математичнi моделi. Математична модель реального про-
цесу є його наближеним описанням. Побудова моделi передба-
чає, що в певному розумiннi модель повинна враховувати всi
основнi фактори, якi впливають на результати дослiджуваного
процесу. Оскiльки модель лише частково вiдображає реальне
явище, то необхiдна перевiрка ступеня вiдповiдностi або адек-
ватностi моделi процесу, який вивчається. Перевiрку здiйсню-
ють, порiвнюючи передбачувану або прогнозовану поведiнку з
фактичною при змiнi значень зовнiшнiх впливiв. Коректуван-
ня може вимагати додаткових дослiджень об’єкта, уточнення
структури математичної моделi, змiни параметрiв моделi тощо.

В основi багатьох математичних моделей, якi описують фi-
зичнi, хiмiчнi, бiологiчнi, економiчнi та iншi процеси лежать
диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними. Традицiй-
но роздiл математики, що вивчає такi моделi, називається рiв-
няннями математичної фiзики. Загалом пiд математич-
ною фiзикою розумiють теорiю математичних моделей фi-
зичних, у широкому сенсi, процесiв i явищ.

У пропонованому посiбнику розглядається в основному
класичний варiант викладу матерiалу. Методика вивчення ма-
тематичних моделей передбачає, що розробляються не тiльки
конкретнi методи розв’язування рiвнянь з частинними похiдни-
ми, але й дослiджується коректнiсть постановки задачi, тобто
iснування розв’язку з певного класу функцiй, його єдинiсть i
стiйкiсть стосовно малих змiн даних задачi.

Диференцiальними рiвняннями називаються такi рiв-
няння, в яких невiдомими є функцiї однiєї або декiлькох змiн-
них, причому в рiвняння входять не тiльки самi функцiї та
незалежнi змiннi, але й їхнi похiднi. Якщо невiдомими є функ-
цiї не менше двох змiнних, то рiвняння називаються дифе-
ренцiальними рiвняннями з частинними похiдними. Та-
кi рiвняння й вивчаються в цьому посiбнику.

Порядком рiвняння називається найвищий порядок похiд-
ної, яка входить до нього. Диференцiальне рiвняння з частин-
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ними похiдними вiд невiдомої функцiї u змiнних x1, . . . , xn на-
зивається рiвнянням m-го порядку, якщо воно мiстить при-
наймнi одну частинну похiдну порядку m i не мiстить жодної
похiдної вищого порядку. У загальному випадку таке рiвняння
має вигляд

F (x1, . . . , xn, u,D
1
xu, . . . ,D

m
x u) = 0, (1)

де через Dk
xu, x := (x1, . . . , xn), k ∈ {1, . . . ,m}, позначено су-

купнiсть усiх частинних похiдних вiд u за змiнними x1, . . . , xn
порядку k, а F – вiдома функцiя своїх аргументiв.

Рiвняння (1) називається лiнiйним, якщо F як функцiя
u,D1

xu, . . . ,D
m
x u є лiнiйною. Якщо F є лiнiйною лише вiдносно

похiдних порядку m, то воно називається квазiлiнiйним.
Важливу роль у застосуваннях вiдiграють лiнiйнi дифе-

ренцiальнi рiвняння з частинними похiдними другого
порядку, тобто рiвняння вигляду

n∑
i,j=1

aij(x)∂xi∂xju+
n∑
i=1

ai(x)∂xiu+ a(x)u = f(x), (2)

де x ∈ Ω ⊂ Rn. Функцiї aij , ai i a називаються коефiцiєнтами
рiвняння (2), а f – вiльним членом або правою частиною рiв-
няння. Якщо f ≡ 0, тобто є нульовою функцiєю, то рiвняння
(2) називається однорiдним, а в противному випадку – неод-
норiдним. Прикладами таких рiвнянь є класичнi рiвняння
математичної фiзики.

1) При вивченнi рiзного роду хвиль – пружних, звукових,
електромагнiтних, а також iнших коливних явищ – одержують
хвильове рiвняння

∂2t u = a2(∂2x1u+ ∂2x2u+ ∂2x3u) + f(x, t), (3)

де a – швидкiсть поширення хвилi в даному середовищi.
2) Процеси поширення тепла в однорiдному iзотропному

тiлi, так само як явище дифузiї, описуються рiвнянням теп-
лопровiдностi

∂tu = a2(∂2x1u+ ∂2x2u+ ∂2x3u) + f(x, t). (4)
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3) При розглядi усталеного теплового стану в однорiдному
iзотропному тiлi приходимо до рiвняння Пуассона

∂2x1u+ ∂2x2u+ ∂2x3u = g(x). (5)

Якщо вiдсутнi джерела тепла всерединi тiла, то рiвняння
(5) набуває вигляду

∂2x1u+ ∂2x2u+ ∂2x3u = 0 (6)

i називається рiвнянням Лапласа. Рiвняння Лапласа задо-
вольняють також потенцiали поля тяжiння i стацiонарного
електричного поля, в якому вiдсутнi вiдповiдно маси i елек-
тричнi заряди.

У загальному випадку кожне з рiвнянь (4) – (6) має без-
лiч розв’язкiв. При розв’язуваннi конкретної задачi необхiдно
з цих розв’язкiв вибрати той, який задовольняє деякi додатковi
умови, що випливають iз фiзичного змiсту задачi.

Поняття розв’язку рiвняння вимагає вiдповiдного уточ-
нення. Це пов’язано з тим, що в сучаснiй теорiї диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними саме поняття похiд-
ної тлумачиться по-рiзному. Розглядають два види розв’язкiв:
класичнi та рiзнi узагальненi. Класичним або регуляр-
ним розв’язком рiвняння (2) називають функцiю, непере-
рвно диференцiйовну стiльки разiв, який порядок рiвняння, i
таку, що вона задовольняє рiвняння у звичайному розумiннi
в кожнiй точцi розглядуваної областi Ω. Пiд узагальненим
розв’язком розумiють функцiю, яка задовольняє рiвняння в
певному узагальненому сенсi.

Задачi математичної фiзики полягають у вiдшуканнi
розв’язкiв рiвнянь математичної фiзики, якi задовольняють
певнi додатковi умови. Такими додатковими умовами найчастi-
ше є крайовi умови, тобто умови, заданi на межi розглядува-
ного середовища, та початковi умови, якi стосуються деякого
моменту часу, з якого розпочинається вивчення даного неста-
цiонарного процесу (явища).

Задачу про знаходження розв’язку нестацiонарного дифе-
ренцiального рiвняння, який задовольняє початковi та крайовi
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умови, називають мiшаною або початково-крайовою зада-
чею.

Якщо з якихось причин можна знехтувати впливом режи-
му на межi областi Ω, в якiй розглядається задача, то при-
родно припускати, що межi немає, а область Ω збiгається з
усiм простором. У результатi виникає задача про знаходження
розв’язку нестацiонарного рiвняння в усьому просторi тiльки за
початковими умовами. Така задача називається початковою
задачею або задачею Кошi. Для стацiонарного рiвняння по-
чатковi умови не ставляться, а ставляться лише крайовi умови.
У цьому випадку задачу називають крайовою задачею.
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1 ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ
З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

У цьому роздiлi розглянемо основнi поняття про рiвняння з
частинними похiдними першого порядку, якi використовують-
ся при проведеннi класифiкацiї рiвнянь iз частинними похiд-
ними другого порядку. Теорiя цих рiвнянь тiсно пов’язана з
iнтегруванням систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

Загальний вигляд диференцiального рiвняння з частинни-
ми похiдними першого порядку такий:

F (x1, . . . , xn, u, ∂x1u, . . . , ∂xnu) = 0,

де F – вiдома функцiя своїх аргументiв.
Розв’язком цього рiвняння називається функцiя

u = φ(x1, . . . , xn),

яка визначена й неперервна разом з частинними похiдними в
деякiй областi Ω змiни x1, . . ., xn i перетворює рiвняння у то-
тожнiсть в областi Ω. При цьому передбачається, що значення
x1, . . ., xn, для яких визначена функцiя φ, i значення, яких на-
буває ця функцiя та її частиннi похiднi, знаходяться в областi
визначення функцiї F .

Для того щоб мати уяву про сукупнiсть розв’язкiв диферен-
цiального рiвняння з частинними похiдними першого порядку,
розглянемо наступний приклад.

Приклад. Знайти розв’язки рiвняння

∂yu− 1

y
u = −x2y, y ̸= 0.

J Якщо зафiксувати x, то задане рiвняння можна розгля-
дати як звичайне лiнiйне диференцiальне рiвняння першого по-
рядку

du

dy
− 1

y
u = −x2y.
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Знайдемо спочатку загальний розв’язок вiдповiдного лiнiй-
ного однорiдного рiвняння:

du

dy
=

1

y
u,

du

u
=
dy

y
, ln |u| = ln |y|+ ln |C|,

u = Cy,

де C, взагалi кажучи, залежить вiд x.
Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння шу-

катимемо у виглядi

u(x, y) = z(y)y,

du

dy
=
dz

dy
y + z,

dz

dy
y + z − z = −x2y, dz

dy
= −x2,

z(y) = −x2y + φ(x), тодi u(x, y) = φ(x)y − x2y2, де φ – до-
вiльна неперервно диференцiйовна функцiя. Отже, сукупнiсть
розв’язкiв рiвняння з частинними похiдними першого порядку
залежить вiд однiєї довiльної функцiї. I

1.1 Лiнiйне однорiдне рiвняння з частинними
похiдними першого порядку

1.1.1 Зв’язок мiж однорiдним лiнiйним рiвнянням
iз частинними похiдними першого порядку i систе-
мою звичайних диференцiальних рiвнянь у симетрич-
нiй формi, яка йому вiдповiдає. Лiнiйним однорiдним рiв-
нянням iз частинними похiдними першого порядку називається
рiвняння вигляду

X1(x1, . . . , xn)∂x1u+ . . .+Xn(x1, x2, . . . , xn)∂xnu = 0. (1)

Припускатимемо, що коефiцiєнти X1, . . ., Xn рiвняння (1)
визначенi й неперервнi разом iз частинними похiдними за x1,
. . ., xn в деякому околi D точки (x10, . . . , xn0) i, що вони не
перетворюються в нуль у цiй точцi. Зокрема, вважатимемо, що

Xn(x10, . . . , xn0) ̸= 0. (2)

10



Поряд iз рiвнянням (1) розглянемо систему звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi

dx1
X1(x1, . . . , xn)

= . . . =
dxn

Xn(x1, . . . , xn)
. (3)

Ця система називається системою звичайних диферен-
цiальних рiвнянь у симетричнiй формi, що вiдповiдає
однорiдному лiнiйному рiвнянню з частинними похiд-
ними першого порядку (1), або системою рiвнянь ха-
рактеристик для (1).

При зроблених припущеннях стосовно функцiй X1, . . ., Xn

система (3) має n− 1 незалежних перших iнтегралiв

ψ1(x1, . . . , xn) = C1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ψn−1(x1, . . . , xn) = Cn−1,

(4)

де функцiї ψi, i ∈ {1, . . . , n − 1}, визначенi й неперервнi разом
iз частинними похiдними в областi D. Це випливає з того, що
система (3) рiвносильна такiй нормальнiй системi рiвнянь:

dx1
dxn

=
X1(x1, . . . , xn)

Xn(x1, . . . , xn)
, . . . ,

dxn−1

dxn
=
Xn−1(x1, . . . , xn)

Xn(x1, . . . , xn)
, (5)

для якої виконуються умови теореми Кошi, а отже, iснують
незалежнi першi iнтеграли.

Нагадаємо, що спiввiдношення ψ(x1, . . . , xn) = C, де ψ –
неперервно диференцiйовна та не рiвна тотожно сталiй функ-
цiя в областi D, а C – довiльна стала, називається першим
iнтегралом системи (3), якщо в областi D справджується рiв-
нiсть

X1∂x1ψ + . . .+Xn∂xnψ = 0.

Незалежнiсть перших iнтегралiв (4) означає, що принаймнi
один з мiнорiв (n− 1)-го порядку матрицi ∂x1ψ1 . . . ∂xnψ1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂x1ψn−1 . . . ∂xnψn−1


11



не дорiвнює нулю в областi D.
Сукупнiсть незалежних перших iнтегралiв (4) визначає за-

гальний iнтеграл системи (3).
Мiж першими iнтегралами системи (3) i розв’язками рiв-

няння (1) iснує зв’язок, який опишемо нижче.
Нехай знайдено систему n−1 незалежних перших iнтегралiв

(4) системи (3). У просторi точок (x1, . . . , xn) ця система визна-
чає (n− 1)-параметричну сiм’ю лiнiй, якi називаються харак-
теристиками рiвняння (1).

Теорема 1.1. Лiва частина першого iнтеграла

ψ(x1, . . . , xn) = C

системи (3) є розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння з ча-
стинними похiдними (1).

J Справдi, нехай ψ(x1, . . . , xn) = C є першим iнтегралом
системи (3), визначеним у деякому околi точки (x10, . . . , xn0).
Тодi повний диференцiал функцiї ψ тотожно дорiвнює нулю на
розв’язках системи (3) або (5), тобто

∂x1ψ dx1 + . . .+ ∂x1ψ dxn ≡ 0,

де диференцiали dx1, . . ., dxn−1 треба замiнити виразами для
них iз системи (5), а саме:

dx1 =
X1

Xn
dxn, . . . , dxn−1 =

Xn−1

Xn
dxn.

Тому матимемо тотожнiсть(
∂x1ψ

X1

Xn
+ . . .+ ∂xnψ

)
dxn ≡ 0

або пiсля скорочення на dxn i множення на Xn

X1∂x1ψ + . . .+Xn∂xnψ ≡ 0.

Ця тотожнiсть й означає, що функцiя u = ψ(x1, . . . , xn) є
розв’язком рiвняння (1). I
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Теорема 1.2. Будь-який несталий розв’язок рiвняння (1),
прирiвняний до довiльної сталої C, є першим iнтегралом си-
стеми (3).

J Нехай u = ψ(x1, . . . , xn) – несталий розв’язок рiвняння
(1). Тодi

X1∂x1ψ + . . .+Xn∂xnψ ≡ 0. (6)

Обчислюючи повний диференцiал функцiї ψ, аргументами якої
є компоненти розв’язкiв системи (3) або, що те саме, системи
(5), маємо

dψ = (∂x1ψdx1+ . . .+∂xnψdxn) =

(
∂x1ψ

X1

Xn
+ . . .+∂xnψ

)
dxn =

= (X1∂x1ψ + . . .+Xn∂xnψ)
1

Xn
dxn,

звiдки згiдно з тотожнiстю (6) одержуємо рiвнiсть dψ = 0, тоб-
то ψ є першим iнтегралом системи (3). I

1.1.2 Побудова загального розв’язку однорiдного
лiнiйного рiвняння. Правильною є наступна теорема.

Теорема 1.3. Якщо

ψ1(x1, . . . , xn) = C1, . . . , ψn−1(x1, . . . , xn) = Cn−1

– незалежнi першi iнтеграли системи (3), то сукупнiсть
функцiй вигляду

u = Φ(ψ1, . . . , ψn−1), (7)

де Φ – довiльна функцiя, яка має неперервнi частиннi похiднi
за ψ1, . . ., ψn−1, є загальним розв’язком рiвняння (1).

J Доведемо, що функцiя (7), де Φ – довiльно фiксована
неперервно диференцiйовна функцiя, є розв’язком рiвняння
(1). Пiдставивши (7) в (1) i скориставшись тим, що ψ1, . . .,
ψn−1 є розв’язками рiвняння (1), дiстанемо тотожнiсть

X1∂x1Φ+ . . .+Xn∂xnΦ = X1

n−1∑
i=1

∂ψi
Φ∂x1ψi + . . .+
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+Xn

n−1∑
i=1

∂ψi
Φ∂xnψi =

n−1∑
i=1

∂ψi
Φ(X1∂x1ψi + . . .+Xn∂xnψi) ≡ 0.

Доведення того, що вираз (7) визначає всi розв’язки рiвнян-
ня (1), тобто будь-який розв’язок рiвняння (1) одержується iз
(7) при вiдповiдному виборi функцiї Φ, мiститься в [22, c. 249–
251].I

Зауважимо, що на вiдмiну вiд звичайних диференцiальних
рiвнянь, загальний розв’язок (7) рiвняння (1) iз частинними
похiдними мiстить не довiльну сталу, а довiльну функцiю.

Отже, задача побудови загального розв’язку рiвняння (1)
рiвносильна задачi знаходження n−1 незалежних перших iн-
тегралiв системи звичайних диференцiальних рiвнянь у си-
метричнiй формi (3), яка вiдповiдає рiвнянню (1).

Нехай є тiльки двi незалежнi змiннi. У цьому випадку, по-
значаючи шукану функцiю через z, а незалежнi змiннi через x
i y, матимемо рiвняння

X(x, y)∂xz + Y (x, y)∂yz = 0. (8)

Вiдповiдна система (3) звичайних диференцiальних рiвнянь
у симетричнiй формi мiстить тiльки одне диференцiальне рiв-
няння

dx

X(x, y)
=

dy

Y (x, y)
. (9)

Якщо ψ(x, y) = C є першим i, отже, загальним iнтегралом
цього рiвняння, то

z = Φ(ψ(x, y)), (10)

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд ψ,
визначає загальний розв’язок рiвняння (8).

Якщо розглядати x, y i z як прямокутнi координати точ-
ки тривимiрного простору, то розв’язку z = z(x, y) рiвняння
(8) вiдповiдає деяка поверхня, яку називають iнтегральною
поверхнею рiвняння (8).

Приклад 1. Розв’язати рiвняння

(z − y)∂xu+ (x− z)∂yu+ (y − x)∂zu = 0. (11)
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J Система звичайних диференцiальних рiвнянь, що вiдпо-
вiдає заданому рiвнянню, має вигляд

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
. (12)

Для знаходження незалежних перших iнтегралiв цiєї систе-
ми утворимо iнтегровнi комбiнацiї, скориставшись властиво-
стями пропорцiй.

Додаючи чисельники i знаменники, дiстаємо

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
=
dx+ dy + dz

0
.

Звiдси випливає, що dx+dy+dz = 0 або d(x+y+z) = 0. Отже,
першим iнтегралом є

ψ1(x, y, z) := x+ y + z = C1, C1 ∈ R.

Для знаходження другого першого iнтеграла помножимо
чисельники та знаменники вiдношень (12) вiдповiдно на 2x, 2y,
2z i додамо чисельники та знаменники одержаних вiдношень:

2xdx

2x(z − y)
=

2ydy

2y(x− z)
=

2zdz

2z(y − x)
=
d(x2 + y2 + z2)

0
.

Звiдси отримуємо, що

ψ2(x, y, z) := x2 + y2 + z2 = C2, C2 ∈ R,

є другим першим iнтегралом.
Легко можна пересвiдчитися, що знайденi першi iнтеграли є

незалежними, а тому загальним розв’язком заданого рiвняння
є сукупнiсть функцiй

u = Φ(x+ y + z, x2 + y2 + z2),

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя двох змiн-
них.

Наприклад, розв’язками рiвняння (11) є функцiї u = x +
y + z, u = x2 + y2 + z2, u = (x+ y + z)2 i т.п. I
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Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y∂xz − x∂yz = 0. (13)

J Система звичайних диференцiальних рiвнянь у симет-
ричнiй формi для заданого рiвняння (13) складається з одного
рiвняння

dx

y
=

dy

−x
.

Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, дiстанемо загаль-
ний iнтеграл

ψ(x, y) := x2 + y2 = C, C ∈ R.

Тому загальний розв’язок рiвняння має вигляд

z = Φ(x2 + y2)

i є, як вiдомо, сiм’єю поверхонь обертання з вiссю обертання
Oz. Зокрема, при Φ(ψ) = ψ дiстаємо параболоїд обертання

z = x2 + y2,

при Φ(ψ) =
√
R2 − ψ матимемо сферу

z =
√
R2 − x2 − y2,

при Φ(ψ) =
√
ψ – конус

z =
√
x2 + y2. I

1.1.3 Розв’язування задачi Кошi для однорiдного
лiнiйного рiвняння. Задача Кошi для рiвняння (1) полягає в
знаходженнi розв’язку цього рiвняння

u = f(x1, . . . , xn), (14)

який задовольняє початкову умову

u = φ(x1, . . . , xn−1) при xn = xn0
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або в iншому виглядi

u|xn=xn0 = φ(x1, . . . , xn−1), (15)

де φ – задана неперервно диференцiйовна функцiя змiнних x1,
. . ., xn−1. Ця умова означає, що при фiксованому значеннi ар-
гументу xn розв’язок (14) перетворюється в задану функцiю
решти аргументiв.

У випадку рiвняння (8), тобто коли шукана функцiя z зале-
жить вiд двох змiнних, задача Кошi полягає в тому, щоб знайти
розв’язок

z = f(x, y), (16)

який задовольняє початкову умову

z|x=x0 = φ(y), (17)

де φ – задана неперервно диференцiйовна функцiя. Геометрич-
но це означає, що серед усiх iнтегральних поверхонь (10) треба
видiлити ту поверхню (16), яка проходить через задану криву
(17), що лежить в площинi x = x0, паралельнiй до координат-
ної площини Oyz.

З попереднього вiдомо, що загальний розв’язок рiвняння (1)
визначається формулою (7). Порiвнюючи цю формулу з умо-
вою (15), бачимо, що розв’язування задачi Кошi зводиться до
знаходження такої функцiї Φ, щоб

Φ(ψ1, . . . , ψn−1)|xn=xn0 = φ(x1, . . . , xn−1). (18)

Введемо позначення
ψ1(x1, . . . , xn−1, xn0) = ψ1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ψn−1(x1, . . . , xn−1, xn0) = ψn−1,

(19)

тодi рiвнiсть (18) набуде вигляду

Φ(ψ1, . . . , ψn−1) = φ(x1, . . . , xn−1). (20)
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Розв’язуючи систему (19) вiдносно x1, . . ., xn−1, що можли-
во, бо першi iнтеграли ψ1, . . ., ψn−1 незалежнi, отримуємо

x1 = ω1(ψ1, . . . , ψn−1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
xn−1 = ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1).

(21)

Якщо за функцiю Φ взяти

Φ(ψ1, . . . , ψn−1) = φ(ω1(ψ1, . . . , ψn−1), . . . , ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1)),
(22)

то умова (18) виконуватиметься. Справдi,

Φ(ψ1, . . . , ψn−1) = φ(ω1(ψ1, . . . , ψn−1), . . . , ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1)) =

= φ(x1, . . . , xn−1).

Отже, функцiя

u = φ(ω1(ψ1, . . . , ψn−1), . . . , ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1)) (23)

є шуканим розв’язком задачi Кошi.
З доведеного вище випливає таке правило розв’язування

задачi Кошi:
1) скласти вiдповiдну систему звичайних диференцiальних

рiвнянь i знайти n− 1 незалежних перших iнтегралiв
ψ1(x1, . . . , xn) = C1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ψn−1(x1, . . . , xn) = Cn−1;

(24)

2) замiнити в (24) незалежну змiнну xn заданим її зна-
ченням xn0 

ψ1(x1, . . . , xn−1, xn0) = ψ1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ψn−1(x1, . . . , xn−1, xn0) = ψn−1

(25)

i розв’язати систему (25) вiдносно x1, . . ., xn−1:
x1 = ω1(ψ1, . . . , ψn−1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
xn−1 = ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1);
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3) побудувати функцiю

u = φ(ω1(ψ1, . . . , ψn−1), . . . , ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1)),

яка i є розв’язком задачi Кошi.
Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рiвняння

(1 + x2)∂xz + xy∂yz = 0

та визначити iнтегральну поверхню, що проходить через криву
z = y2 у площинi x = 0.

J Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь у
симетричнiй формi

dx

1 + x2
=
dy

xy
.

Iнтегруючи це рiвняння, знаходимо перший (загальний) iн-
теграл:

dy

y
=

xdx

1 + x2
, ln |y| = 1

2
ln(x2 + 1) + ln |C1|, C1 ̸= 0,

y = C
√
x2 + 1,

y√
x2 + 1

= C, C ∈ R.

Отже, загальним розв’язком заданого рiвняння є сукуп-
нiсть функцiй вигляду

z = Φ
( y√

x2 + 1

)
,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя. З цiєї
сукупностi треба видiлити ту iнтегральну поверхню, яка про-
ходить через криву z = y2 в площинi x = 0. Якщо покласти
x = 0 у вираз ψ =

y√
x2 + 1

, який є лiвою частиною першого

iнтеграла, то одержимо y = ψ. Пiдставивши це значення в рiв-
нiсть z = y2 i знявши риску над ψ, дiстанемо розв’язок задачi
Кошi

z =
y2

x2 + 1
. I
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Приклад 4. Знайти загальний розв’язок рiвняння

x∂xu+ y∂yu+
z

2
∂zu = 0

i розв’язок, який задовольняє початкову умову

u = y + z2 при x = 1.

J Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь у
симетричнiй формi

dx

x
=
dy

y
=
dz
z
2

i знайдемо два незалежнi першi iнтеграли. Маємо

dx

x
=
dy

y
, ln |x| = ln |y| − ln |C1|, C1 ̸= 0,

або
y

x
= C1, C1 ∈ R;

dx

x
=

2dz

z
, ln |x| = 2 ln |z| − ln |C2|, C2 ̸= 0,

або
z2

x
= C2, C2 ∈ R.

Отже, знайдено два незалежнi першi iнтеграли

ψ1(x, y) :=
y

x
= C1, ψ2(x, y) :=

z2

x
= C2,

а тому загальним розв’язком рiвняння є

u = Φ
(y
x
,
z2

x

)
,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Знайдемо розв’язок, який задовольняє поставлену початко-

ву умову. Покладаючи в перших iнтегралах x = 1, дiстаємо

y = ψ1, z2 = ψ2
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або
y = ψ1, z = ±

√
ψ2.

Отже, шуканим розв’язком рiвняння є

u = ψ1 + ψ2

або

u =
y + z2

x
. I

1.2 Лiнiйне неоднорiдне рiвняння з частинними
похiдними першого порядку

1.2.1 Побудова загального розв’язку неоднорiдного
лiнiйного рiвняння. Рiвняння вигляду

X1(x1, . . . , xn, u)∂x1u+ . . .+Xn(x1, . . . , xn, u)∂xnu =

= R(x1, . . . , xn, u) (1)

називається неоднорiдним лiнiйним рiвнянням iз частин-
ними похiдними першого порядку. Це рiвняння називаєть-
ся також квазiлiнiйним. Рiвняння (1) вiдрiзняється вiд рiв-
няння, яке розглядалося в попередньому пiдроздiлi, тим, що
коефiцiєнти Xk, k ∈ {1, . . . , n}, можуть залежати вiд u i, крiм
того, є вiльний член R. До цього ж типу вiдноситься рiвнян-
ня, в якого R ≡ 0, але принаймнi один з коефiцiєнтiв Xk,
k ∈ {1, . . . , n}, обов’язково залежить вiд u.

Шукатимемо розв’язок рiвняння (1) у неявному виглядi

v(x1, . . . , xn, u) = 0, (2)

де функцiя v неперервна i має неперервнi частиннi похiднi за
всiма аргументами. Вважатимемо, що ∂uv ̸= 0 в областi визна-
чення коефiцiєнтiв i вiльного члена рiвняння (1). Це гарантує
розв’язнiсть рiвняння (2) вiдносно u.
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Вважаючи, що в рiвностi (2) функцiя u є розв’язком рiв-
няння (1), продиференцiюємо (2) за змiнною xk, k ∈ {1, . . . , n}.
Маємо

∂xkv + ∂uv∂xku = 0, k ∈ {1, . . . , n}, (3)

звiдки

∂xku = −∂xkv
∂uv

, k ∈ {1, . . . , n}. (4)

Пiдставивши цi вирази для частинних похiдних ∂xku, k ∈
{1, . . . , n}, у рiвняння (1) i перенiсши всi члени в лiву частину,
одержимо

X1(x1, . . . , xn, u)∂x1v + . . .+Xn(x1, . . . , xn, u)∂xnv+

+R(x1, . . . , xn, u)∂uv = 0. (5)

Рiвняння (5) є лiнiйним однорiдним рiвнянням iз частинни-
ми похiдними першого порядку вiдносно функцiї v.

Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь у
симетричнiй формi, що вiдповiдає рiвнянню (5),

dx1
X1

= . . . =
dxn
Xn

=
du

R
. (6)

Якщо знайдемо n незалежних перших iнтегралiв цiєї систе-
ми 

ψ1(x1, . . . , xn, u) = C1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ψn(x1, . . . , xn, u) = Cn,

(7)

то загальний розв’язок рiвняння (5) визначається формулою

v = Φ(ψ1(x1, . . . , xn, u), . . . , ψn(x1, . . . , xn, u)), (8)

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя аргумен-
тiв ψ1, . . ., ψn.

Прирiвнявши функцiю (8) до нуля, отримаємо, згiдно з (2),
вираз

Φ(ψ1(x1, . . . , xn, u), . . . , ψn(x1, . . . , xn, u)) = 0. (9)
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який називається загальним розв’язком рiвняння (1).
Систему (6) називають системою звичайних диферен-

цiальних рiвнянь у симетричнiй формi, що вiдповiдає
рiвнянню (1).

Отже, для знаходження загального розв’язку рiвняння (1)
складаємо вiдповiдну йому систему звичайних диференцiаль-
них рiвнянь (6), знаходимо її n незалежних перших iнтегралiв
i прирiвнюємо до нуля довiльну диференцiйовну функцiю вiд
лiвих частин цих iнтегралiв. Одержана рiвнiсть (9) i визна-
чає загальний розв’язок рiвняння (1) у неявному виглядi. Як-
що його можна розв’язати вiдносно u, то дiстанемо загальний
розв’язок у явному виглядi.

Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рiвняння

(z − y)∂xz + (x− z)∂yz = y − x.

J Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь у
симетричнiй формi, що вiдповiдає заданому рiвнянню,

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
. (10)

Утворимо першу очевидну iнтегровну комбiнацiю, додавши
чисельники i знаменники цих вiдношень :

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
=
dx+ dy + dz

0
.

Звiдси випливає, що dx + dy + dz = 0 або d(x + y + z) = 0, а
тому першим iнтегралом є

ψ1(x, y, z) := x+ y + z = C1, C1 ∈ R.

Для утворення другої iнтегровної комбiнацiї помножимо
чисельники та знаменники вiдношень (10) вiдповiдно на x, y,
z i додамо чисельники та знаменники одержаних вiдношень.
Тодi одержимо

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
=
xdx+ ydy + zdz

0
.
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Це означає, що xdx + ydy + zdz = 0 або d(x2 + y2 + z2) = 0.
Звiдси знаходимо другий перший iнтеграл системи

ψ2(x, y, z) := x2 + y2 + z2 = C2, C2 ∈ R.

Згiдно з (9) загальний розв’язок заданого рiвняння визна-
чається рiвнiстю

Φ(x+ y + z, x2 + y2 + z2) = 0,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя. I
Приклад 2. Розв’язати рiвняння

(1 +
√
z − x− y)∂xz + ∂yz = 2.

J Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь
(6):

dx

1 +
√
z − x− y

=
dy

1
=
dz

2
. (11)

З рiвняння
dy

1
=
dz

2

одержуємо, що першим iнтегралом є

ψ1(x, y, z) := z − 2y = C1, C1 ∈ R.

Якщо вiдняти в системi (11) вiд чисельника та знаменника
останнього вiдношення чисельники та знаменники перших двох
вiдношень, то дiстанемо

d(z − x− y)

−
√
z − x− y

=
dy

1
.

Ця iнтегровна комбiнацiя дає другий перший iнтеграл

ψ2(x, y, z) := 2
√
z − x− y + y = C2, C2 ∈ R.

Тому загальний розв’язок заданого рiвняння має вигляд

Φ(z − 2y, 2
√
z − x− y + y) = 0, (12)
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де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Безпосередньою перевiркою переконуємося, що функцiя

z = x+ y

також є розв’язком заданого рiвняння. Цей розв’язок не одер-
жується з формули (12) i називається спецiальним. Отже,
рiвняння з частинними похiдними так само, як i звичай-
нi диференцiальнi рiвняння, можуть мати розв’язки, якi не
мiстяться в загальному розв’язку. I

1.2.2 Задача Кошi для неоднорiдного лiнiйного рiв-
няння. Задача Кошi для неоднорiдного рiвняння (1) ставиться
так само, як i для однорiдного рiвняння. Вона полягає в то-
му, що серед усiх розв’язкiв рiвняння (1) треба вибрати такий
розв’язок

u = f(x1, . . . , xn), (13)

який задовольняє початкову умову

u = φ(x1, . . . , xn−1) при xn = xn0, (14)

де φ – задана неперервно диференцiйовна функцiя вiд x1, . . .,
xn−1.

Покажемо, як iз загального розв’язку (9) видiлити
розв’язок задачi Кошi, тобто вибрати вiдповiдним чином функ-
цiю Φ. Перепишемо початкову умову (14) у виглядi

u− φ(x1, . . . , xn−1) = 0 при xn = xn0 (15)

i порiвняємо з (9). Тодi одержимо, що функцiю Φ треба вибрати
так, щоб

Φ(ψ1, . . . , ψn) = u− φ(x1, . . . , xn−1), (16)

де пiд ψ1, . . ., ψn розумiтимемо функцiї, якi одержуються з
лiвих частин перших iнтегралiв системи (6) замiною xn на xn0,
тобто 

ψ1(x1, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ψn(x1, . . . , xn−1, xn0, u) = ψn.

(17)
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Розв’язавши систему (17) вiдносно x1, . . ., xn−1, u, дiстанемо
x1 = ω1(ψ1, . . . , ψn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
xn−1 = ωn−1(ψ1, . . . , ψn),

u = ω(ψ1, . . . , ψn).

(18)

Якщо тепер за функцiю Φ взяти

Φ(ψ1, . . . , ψn) = ω(ψ1, . . . , ψn)− φ(ω1(ψ1, . . . , ψn), . . . ,

ωn−1(ψ1, . . . , ψn)), (19)

то умова (16) виконуватиметься. Отже, формулою

ω(ψ1, . . . , ψn)− φ(ω1(ψ1, . . . , ψn), . . . ,

ωn−1(ψ1, . . . , ψn)) = 0 (20)

визначається шуканий розв’язок задачi Кошi в неявному
виглядi. Якщо рiвняння (20) розв’язати вiдносно u, то одер-
жимо розв’язок задачi Кошi в явному виглядi.

Геометрично задача Кошi для рiвняння (1) полягає у зна-
ходженнi iнтегральної поверхнi (розв’язку), яка мiстить задану
криву Γ := {(x1, . . . , xn, u) |u = φ(x1, . . . , xn), (x1, . . . , xn) ∈ γ }

(рис. 1.1). Якщо лiнiя Γ гладка,
X1, . . . , Xn i R неперервно диферен-
цiйовнi, причому X1, . . . , Xn одно-
часно не дорiвнюють нулю, а iнте-
гральнi лiнiї системи (6) не дотичнi
до Γ, то розв’язок задачi (1), (14)
локально iснує i єдиний.Рис. 1.1

Зауваження. Якщо треба знайти поверхню z = z(x, y), яка
є iнтегральною поверхнею рiвняння

X1(x, y, z)∂xz +X2(x, y, z)∂yz = R(x, y, z) (21)

i проходить через задану лiнiю

x = u(t), y = v(t), z = w(t), t ∈ (α, β), (22)
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то знаходимо два незалежних перших iнтеграли системи

dx

X1
=
dy

X2
=
dz

R
. (23)

У цi першi iнтеграли

ψ1(x, y, z) = C1, ψ2(x, y, z) = C2 (24)

пiдставимо замiсть x, y, z їхнi вирази (22). Тодi дiстанемо два
рiвняння вигляду

Ψ1(t) = C1, Ψ2(t) = C2. (25)

Виключивши з них t, одержимо спiввiдношення

Φ(C1, C2) = 0. (26)

Пiдставивши сюди замiсть C1 i C2 лiвi частини перших iнте-
гралiв (24), отримаємо шуканий розв’язок .

У тому випадку, коли в обидва рiвняння (25) не входить t,
лiнiя (22) є iнтегральною кривою системи (23), тобто характе-
ристикою рiвняння (21), i задача Кошi має безлiч розв’язкiв.

Приклад 3. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння

y2∂xz + xy∂yz = x,

яка проходить через криву z = y2, x = 0.
J Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь у

симетричнiй формi
dx

y2
=
dy

xy
=
dz

x
.

З рiвностi першого i другого вiдношень знаходимо перший
iнтеграл:

dx

y2
=
dy

xy
, xdx = ydy,

ψ1(x, y, z) := y2 − x2 = C1, C1 ∈ R.
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Для знаходження другого першого iнтеграла розглянемо
перше i третє вiдношення i скористаємося знайденим вище пер-
шим iнтегралом:

dx

y2
=
dz

x
,

dx

C1 + x2
=
dz

x
, dz =

xdx

C1 + x2
,

z =
1

2
ln |x2 + C1|+ ln |C2|, C2 ̸= 0, z = ln |C2

√
x2 + C1|,

z = ln |C2

√
x2 + y2 − x2|, z = ln |C2y|, C2 ̸= 0,

або
ψ2(x, y, z) :=

e z

y
= C2, C2 ∈ R.

Отже, загальний розв’язок заданого рiвняння має вигляд

Φ
(
y2 − x2,

e z

y

)
= 0,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Для того щоб знайти розв’язок, який задовольняє задану

початкову умову, покладемо в першi iнтеграли x = 0:

ψ1 = y2, ψ2 =
e z

y
.

Звiдси дiстаємо, що

ψ2

√
ψ1 = e z або z = lnψ2 +

1

2
lnψ1.

Оскiльки згiдно з умовою z = y2 або z = ψ1, то маємо спiввiд-
ношення

ψ1 = lnψ2 +
1

2
lnψ1.

Опустивши риски над ψ1 i ψ2 i пiдставивши замiсть ψ1 i ψ2

вирази для них, одержимо розв’язок задачi

y2 − x2 = ln
e z

y
+

1

2
ln(y2 − x2)
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або
z = y2 − x2 − 1

2
ln(y2 − x2) + ln y. I

Приклад 4. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння

z∂xz + (z2 − x2)∂yz + x = 0,

яка проходить через криву y = x2, z = 2x.
J Система звичайних диференцiальних рiвнянь у симет-

ричнiй формi, яка вiдповiдає заданому рiвнянню, має вигляд

dx

z
=

dy

z2 − x2
=

dz

−x
.

Якщо взяти перше i третє вiдношення, то одержимо перший
iнтеграл

dx

z
=

dz

−x
, xdx+ zdz = 0,

ψ1(x, y, z) := x2 + z2 = C1, C1 ∈ R.

Для знаходження другого першого iнтеграла утворимо iн-
тегровну комбiнацiю. З цiєю метою помножимо чисельник i
знаменник першого вiдношення на z, третього – на x, додамо i
прирiвняємо до другого вiдношення:

zdx+ xdz

z2 − x2
=

dy

z2 − x2
або d(xz) = dy,

звiдки
ψ2(x, y, z) := xz − y = C2, C2 ∈ R.

Отже, загальний розв’язок вихiдного рiвняння визначаєть-
ся формулою

Φ(x2 + z2, xz − y) = 0,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Для того щоб знайти розв’язок задачi Кошi, запишемо по-

чатковi умови в параметричнiй формi

x = t, y = t2, z = 2t, t ∈ R.
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Пiдставимоцi вирази в першi iнтеграли i виключимопараметр t:

C1 = 5t2, C2 = t2, звiдки C1 = 5C2.

Повернувшись до перших iнтегралiв, одержимо

x2 + z2 = 5(xz − y).

Це i є розв’язок нашої задачi. I
Приклад 5. Розв’язати задачу Кошi

(x2 + y2)∂xz + 2xy∂yz = xz, x > 0, y > 0, (27)

z(x, y)|x=0 = y. (28)

J Система звичайних диференцiальних рiвнянь у симет-
ричнiй формi, що вiдповiдає рiвнянню (27), має вигляд

dx

x2 + y2
=

dy

2xy
=
dz

xz
(29)

або
dx

dy
=
x2 + y2

2xy
,

dz

dy
=

z

2y
.

Першi iнтеграли цих рiвнянь
y2 − x2

2y
= C1 i

z2

y
= C2 або (y −

C1)
2−x2 = C2

1 i z2 = C2y. Перший з них – це сiм’я гiперболiчних
цилiндрiв, що мiстить вiсь Oz, а другий – сiм’я параболiчних
цилiндрiв, що мiстить вiсь Ox.

Загальний розв’язок рiвняння (27) має вигляд

Φ
(y2 − x2

2y
,
z2

y

)
= 0

або в частинному випадку
z2

y
= F 2

(y2 − x2

2y

)
, тобто

z =
√
y F
(y2 − x2

2y

)
, (30)

де F – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
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Задовольняючи (30) початкову умову (28), дiстаємо y =
√
yF
(y
2

)
або F

(y
2

)
=

√
2

√
y

2
, тобто F (t) =

√
2t. Пiдставивши

F в (30), одержимо, що z =
√
y2 − x2 > 0. Отже, розв’язком

задачi Кошi (27), (28) є частина прямого кругового конуса
z2 + x2 = y2, що лежить у першому
октантi (рис. 1.2). Розв’язок єдиний,
оскiльки на лiнiї Γ = { (0, 0, t) | t > 0}
дотичний вектор τ⃗ = (0, 1, 1) утво-
рює з вектором s⃗ = (t2, 0, 0), до-
тичним до iнтегральної лiнiї систе-
ми (29), кут

π

2
, бо скалярний добу-

ток (τ⃗ , s⃗) = 0.Рис. 1.2
Якщо замiсть умови (28) взяти умову z(x, y)|y=x =

√
x, то

для знаходження функцiї F матимемо рiвняння
√
xF (0) =

√
x,

звiдки F визначається неоднозначно. Очевидно, що на лiнiї Γ =

{(t, t,
√
t) | t > 0} вектори s⃗ = (2t2, 2t, t

√
t) i τ⃗ =

(
1, 1, 1

2
√
t

)
при t = 1, тобто в точцi (1, 1, 1), колiнеарнi, а це означає, що
iнтегральнi лiнiї системи (29) дотичнi до Γ. I
Вправи до роздiлу 1

1. Зiнтегрувати рiвняння i, де вказано, знайти розв’язок,
який задовольняє поставлену початкову умову:
1) x∂xu+ yz∂zu = 0, u = xy при z = 1;
2) (x+ 2y)∂xz − y∂yz = 0;
3) x∂xu+ y∂yu+ z∂zu = 0;
4) x(y2 − z2)∂xu− y(x2 + z2)∂yu+ z(x2 + y2)∂zu = 0;
5) ∂xz + (2e x − y)∂yz = 0, z = y при x = 0;
6) (x− z)∂xu− (y − z)∂yu+ 2z∂zu = 0;
7) x(y − z)∂xu − y(y + z)∂yu + z(y + z)∂zu = 0, u = y2 − x при
z = 1;
8) y∂xu− xz∂yu = 0;
9) x∂xu− y∂yu+ z∂zu = 0, u = y + z при x = 1;
10) ∂xu− (y + 2z)∂yu+ (3y + 4z)∂zu = 0;
11) (z − y)2∂xu+ z∂yu+ y∂zu = 0, u = 2y(y − z) при x = 0;
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12) y∂xu+ z∂zu = 0, u = ln z − 1

y
при x = 1;

13) x∂xu+ y∂yu+ (z −
√
x2 + y2 + z2)∂zu = 0;

14) 2xy∂xz + (y2 − x2)∂yz = 0, z =
√
2ax при y = 0.

2. Знайти загальний розв’язок рiвняння:
1) x∂xz + 2y∂yz = x2y + z;
2) 2y4∂xz − xy∂yz = x

√
z2 + 1;

3) cos y∂xz + cosx∂yz = cosx cos y;
4) yz∂xz − xz∂yz = e z;
5) (y2 + z2 − x2)∂xz − 2xy∂yz + 2xz = 0;
6) sin2 x∂xz + tg z∂yz = cos2 z;
7) (x3 + 3xy2)∂xz + 2y3∂yz = 2y2z;
8) (y + z + u)∂xu+ (x+ z + u)∂yu+ (x+ y + u)∂zu = x+ y + z;
9) (x+ z)∂xz + (y + z)∂yz = x+ y;
10) x∂xu+ y∂yu+ z∂zu = x2 + 2u;

11)
√
x∂xz +

√
y∂yz =

1

2
;

12) (z − y)∂xz + (x− z)∂yz + x− y = 0.

3. Знайти загальний розв’язок i поверхню, яка проходить
через задану криву:
1) yz∂xz + x∂yz = 0, z = x2, y = 0;
2) x∂xz + y∂yz = z − xy, z = y2 + 1, x = 2;
3) x∂xz − y∂yz = z, z = x3, y = x;
4) x∂xz + y∂yz = 2z, z = y, x = 1;
5) z(x+ z)∂xz − y(y + z)∂yz = 0, z = √

y, x = 1;
6) x∂xz − y∂yz = z2(x− 3y), yz + 1 = 0, x = 1;
7) x∂xz + (xz + y)∂yz = z, x+ y = 2z, xz = 1;
8) x∂xz + z∂yz = y, y = 2z, x+ 2y = z;
9) (x− z)∂xz + (y − z)∂yz = 2z, x− y = 2, z + 2x = 1.

Вiдповiдi до вправ з роздiлу 1

1. 1) u = Φ
(
y,
xy

z

)
, u =

xy

z
; 2) z = Φ(xy + y2);

3) u = Φ
(y
x
,
z

x

)
; 4) u = Φ

(
x2 + y2 + z2,

zy

x2

)
; 5) z = Φ(ye−x −

− e 2x), z = ye x − e 2x + 1; 6) u = Φ
(x− y

z
,
(x+ y + 2z)2

z

)
;
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7) u = Φ(yz, x(y+ z)), u = y2z2− x(y + z)

1 + yz
; 8) u = Φ(z, zx2+y2);

9) u = Φ
(
xy,

x

z

)
, u = xy+

z

x
; 10) u = Φ(e−2x(y+z), e−x(3y+2z));

11) u = Φ(y2 − z2, 2x + (z − y)2), u = 2(y(y − z) + x); 12) u =

Φ
(
y, ln z − x

y

)
, u = ln z − x

y
; 13) u = Φ

(y
x
, z +

√
x2 + y2 + z2

)
;

14) z = Φ
(
x+

y2

x

)
, z2x = 2a(x2 + y2).

2. 1) Φ
(x2
y
,
3z

x
− xy

)
= 0; 2) Φ(x2 + y4, y(z +

√
z2 + 1)) = 0; 3) z = sin y + F (sinx − sin y); 4) Φ

(
x2 +

y2, arcsin
x√

x2 + y2
+ (z + 1)e−z

)
= 0; 5) z2 = yF

(y
x

)
− x2 −

y2; 6) Φ
(
tg z + ctg x, y − 1

2 cos2 z

)
= 0; 7) z = yF

(y3
x2

+

y
)
; 8) Φ((x − u) 3

√
x+ y + z + u, (y − u) 3

√
x+ y + z + u, (z −

u) 3
√
x+ y + z + u) = 0; 9) Φ

(x+ y + z

(y − x)2
, (y− x)(x+ y− 2z)

)
= 0;

10) u2 = x2 lnx + x2F
(y
x
,
z

x

)
; 11) Φ(z −

√
x,

√
x − √

y) = 0 або

z =
√
x+ F (

√
x−√

y); 12) Φ(x+ y + z, x2 + y2 + z2) = 0.

3. 1) Φ(z, x2 − y2z) = 0, z =
x2

y2
; 2) Φ

(x
y
,
z

x
+ y
)
= 0, 2x(z +

xy) = (x + 2y)2; 3) z = xF (xy), z = x2y; 4) Φ
(y
x
,
z

x2

)
= 0 або

z = x2F
(y
x

)
, z = xy; 5) z = F

(y(x+ z)

y + z

)
, z2 = xy; 6) Φ

(
xy, x+

3y +
1

z

)
= 0, x + 3y + 1

z = 1 + 2xy; 7) Φ
(x
z
,
y − zx

x

)
= 0, xz =

(2z − x − y + zx)2; 8) Φ
(
y2 − z2,

y + z

x

)
= 0, 2x + y + z = 0;

9) Φ
((x− y)2

2
,

z

(x+ z)2

)
= 0, (x− y)(z + y) = 4z.
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2 КЛАСИФIКАЦIЯ ТА ЗВЕДЕННЯ
ДО КАНОНIЧНОГО ВИГЛЯДУ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
IЗ ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

2.1 Класифiкацiя диференцiальних рiвнянь
iз частинними похiдними другого порядку

2.1.1 Випадок довiльного числа незалежних змiн-
них. Нехай x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn, Ω – область у Rn. Розгляне-
мо лiнiйне рiвняння другого порядку

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj +

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = f(x), x ∈ Ω, (1)

де uxixj := ∂xi∂xju, uxi := ∂xiu, aij , bi та c – неперервнi функцiї
в областi Ω, причому aij = aji. Вважатимемо, що всi функцiї в
рiвняннi (1) є дiйснозначними.

Групу членiв рiвняння (1), яка мiстить усi похiднi другого
порядку вiд невiдомої функцiї u, називають головною части-
ною або групою старших членiв рiвняння, а всi iншi члени
– групою молодших членiв.

Проведемо класифiкацiю рiвнянь вигляду (1). Довiльно за-
фiксуємо точку x0 ∈ Ω i розглянемо рiвняння

n∑
i,j=1

aij(x
0)uxixj +

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u = f(x),

якому поставимо у вiдповiднiсть квадратичну форму

K(x0, y) :=

n∑
i,j=1

aij(x
0)yiyj , y := (y1, . . . , yn) ∈ Rn. (2)

З алгебри вiдомо, що за допомогою лiнiйного невироджено-
го перетворення

y = Pz, y := colon(y1, . . . , yn), z := colon(z1, . . . , zn),
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або

yi =

n∑
k=1

pik zk, i ∈ {1, . . . , n}, (3)

де
P := (pik)

n
i,k=1, detP ̸= 0,

квадратична форма (3) зводиться до канонiчного вигляду

n∑
j=1

λj(x
0)z2j , (4)

де λj(x0) ∈ {−1, 0, 1}. При цьому число додатних i вiд’ємних
λj(x

0) не залежить вiд вибору перетворення (3) (закон iнерцiї
квадратичної форми).

Позначимо через n+ := n+(x0) число додатних λj(x
0),

n− := n−(x0) – число вiд’ємних λj(x
0), а через n0 := n0(x0)

– число нульових λj(x0). Очевидно, що n+ + n− + n0 = n.
Тепер проведемо класифiкацiю рiвнянь з частинними по-

хiдними другого порядку.
Означення 1. Рiвняння (1) в точцi x0 називається:
1) елiптичним або елiптичного типу, якщо n+ = n або

n− = n;
2) гiперболiчним або гiперболiчного типу, якщо n+ =

n− 1, n− = 1 або n+ = 1, n− = n− 1;
3) параболiчним або параболiчного типу, якщо n0 = 1,

а n+ = n− 1 або n− = n− 1.
Зауваження 1. Наведенi спiввiдношення мiж n+, n− i n0,

очевидно, не вичерпують усiх можливих випадкiв. Тому рiв-
няння (1) у точцi x0 може не належати до жодного iз зазна-
чених типiв. У цьому випадку кажуть, що воно є безтипним.
Серед безтипних у цьому розумiннi рiвнянь видiляють ультра-
гiперболiчнi та ультрапараболiчнi.

Означення 2. Рiвняння (1) у точцi x0 називається:
1) ультрагiперболiчним, якщо n0 = 0, n+ ≥ 2, n− ≥ 2;
2)ультрапараболiчним, якщоn0≥2, аn−=0 абоn+=0.
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Означення 3. Рiвняння (1) називається елiптичним, гi-
перболiчним, параболiчним, ультрагiперболiчним чи ультра-
параболiчним в областi Ω, якщо воно є таким у кожнiй точцi
цiєї областi.

Зауваження 2. З означення 3 випливає, що рiвняння (1)
може в рiзних пiдобластях областi Ω належати до рiзних типiв.
Тодi воно називається рiвнянням мiшаного типу.

Наведемо приклади рiвнянь, якi належать до означених ви-
ще типiв.

1)
n∑
j=1

∂2xju = f – елiптичне рiвняння в Rn, бо K(x0, y) =

=
n∑
j=1

y2j , а це означає, що n+(x0) = n для всiх x0 ∈ Rn. Це

рiвняння називають рiвнянням Пуассона.

2)
n−1∑
j=1

∂2xju − ∂2xnu = f – гiперболiчне рiвняння в Rn, бо

K(x0, y) =
n−1∑
j=1

y2j − y2n, тобто n+(x0) = n− 1, а n−(x0) = 1, для

всiх x0 ∈ Rn. Воно називається хвильовим рiвнянням.

3) Рiвняння
n−1∑
j=1

∂2xju − ∂xnu = f є параболiчним в Rn, бо

K(x0, y) =
n−1∑
j=1

y2j , тобто n0(x0) = 1, а n+(x0) = n− 1 для будь-

якого x0 ∈ Rn. Це рiвняння називається рiвнянням теплопро-
вiдностi або рiвнянням дифузiї.

4)
2∑
j=1

∂2xju −
5∑
j=3

∂2xju = f – ультрагiперболiчне рiвняння в

R5, бо K(x0, y) =
2∑
j=1

y2j −
5∑
j=3

y2j , i, отже, n0(x0) = 0, n+(x0) = 2,

n−(x0) = 3 для всiх x0 ∈ R5.

5) Рiвняння
n−2∑
j=1

∂2xju−xn−2 ∂xn−1u−∂xnu = f є ультрапара-

болiчним в Rn, бо n0(x0) = 2, n+(x0) = n − 2, n−(x0) = 0 для
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будь-якого x0 ∈ Rn. Воно називається рiвнянням дифузiї з
iнерцiєю Колмогорова.

6) Рiвняння x2∂
2
x1u + ∂2x2u = f є рiвнянням мiшаного типу

в R2 . Справдi, при x02 > 0 маємо K(x0, y) = x02 y
2
1 + y22 =

= (
√
x02y1)

2 + y22 = z21 + z22 , а отже, n+(x0) = 2, а n−(x0) = 0,
а це означає, що рiвняння елiптичне. Аналогiчно, при x02 < 0
K(x0, y) = −(

√
−x02y1)

2+y22 = −z21 +z22 , n+(x0) = 1, а n−(x0) =
= 1, тобто рiвняння
гiперболiчне. Якщо ж
x02 = 0, то K(x0, y) = y22,
а отже, n0(x0) = 1,
n+(x0) = 1, тобто рiвнян-
ня параболiчне (рис. 2.1).
Розглянуте рiвняння, яке
називається рiвнянням
Трикомi, вiдiграє важ-
ливу роль, наприклад, у
газовiй динамiцi колозву-Рис. 2.1

кових швидкостей. В областi гiперболiчностi воно вiдповiдає
надзвуковому руховi, а в областi елiптичностi – дозвуковому
руховi.

Зауваження 3. Оскiльки при класифiкацiї рiвнянь вигля-
ду (1) бере участь лише група старших членiв рiвняння, то
аналогiчно класифiкують квазiлiнiйнi рiвняння з частинними
похiдними другого порядку вигляду

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj + f(x, u, ux1 , . . . , uxn) = 0. (4)

2.1.2 Випадок двох незалежних змiнних. Розглянемо
рiвняння (4) у випадку двох незалежних змiнних x1, x2, запи-
савши його у виглядi

a(x)ux1x1 + 2b(x)ux1x2 + c(x)ux2x2+

+f(x, u, ux1 , ux2) = 0, x ∈ Ω, (5)

де x := (x1, x2). Вважатимемо, що функцiї a, b, c неперервно
диференцiйовнi в Ω i такi, що a2(x) + b2(x) + c2(x) > 0, x ∈ Ω.
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Для визначення типу рiвняння (5) можна скористатися ме-
тодикою, описаною в попередньому пунктi. Ми скористаємося
iншим способом, який пов’язаний з класифiкацiєю лiнiй друго-
го порядку.

Припустимо, що a, b, c – сталi, i введемо позначення δ :=
= b2 − ac. Розглянемо квадратичну форму

K(y) = ay21 + 2by1y2 + cy22, y ∈ R2,

i, припускаючи, що a > 0, запишемо її у виглядi

K(y) =
1

a

(
(ay1 + by2)

2 − (b2 − ac)y22
)
, y ∈ R2.

Якщо δ > 0, то, ввiвши новi незалежнi змiннi z1 i z2 за
формулами

z1 =
1√
a
(ay1 + by2), z2 =

√
δ

a
y2, (6)

одержимо, що

K(z) = z21 − z22 , z := (z1, z2) ∈ R2,

тобто λ1 = 1, λ2 = −1, а це означає, що рiвняння (5) гiпер-
болiчне.

Якщо δ < 0, то запишимо K у виглядi

K(y) =
1

a

(
(ay1 + by2)

2 + (ac− b2)y22
)
, y ∈ R2.

Замiна

z1 =
1√
a
(ay1 + by2), z2 =

√
−δ
a
y2

зводить квадратичну форму до вигляду

K(z) = z21 + z22 , z ∈ R2.

Тут λ1 = 1, λ2 = 1, а це означає, що рiвняння (5) є елiптичним.
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У випадку δ = 0 замiна

z1 =
1√
a
(ay1 + by2), z2 = y2

зводить квадратичну форму K до вигляду

K(z) = z21 , z ∈ R2,

де λ1 = 1, λ2 = 0. Отже, рiвняння (5) у цьому випадку пара-
болiчне.

Подiбнi мiркування можна провести для випадку, коли c >
0. Iншi випадки легко розглядаються або зводяться до розгля-
нутих.

З цих мiркувань випливає, що для рiвняння (5) можна ко-
ристуватись таким означенням.

Означення 4. Рiвняння (5) в областi Ω називається:
1) елiптичним, якщо δ(x) := b2(x)− a(x)c(x) < 0, x ∈ Ω;
2) гiперболiчним, якщо δ(x) > 0, x ∈ Ω;
3) параболiчним, якщо δ(x) = 0, x ∈ Ω.
Зауваження 4. Як видно з наведеного означення, для

визначення типу рiвняння (5) в областi Ω непотрiбно поперед-
ньо знаходити його тип окремо в кожнiй точцi цiєї областi. Се-
ред рiвнянь вигляду (5) уже немає безтипних рiвнянь.

Зауваження 5. Добре вiдомо, що коли рiвняння

ay21 + 2by1y2 + cy22 + dy1 + ey2 + f = 0

визначає деякий реальний геометричний об’єкт, то вiн у випад-
ку δ < 0 є кривою елiптичного типу, у випадку δ > 0 – гiпер-
болiчного i у випадку δ = 0 – параболiчного. Цим i оправданi
вiдповiднi назви для типiв рiвняння (5).
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2.2 Зведення диференцiального рiвняння
з частинними похiдними другого порядку
до канонiчного вигляду

2.2.1 Випадок довiльного числа незалежних змiн-
них. Розглянемо диференцiальне рiвняння з частинними по-
хiдними другого порядку вигляду

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj + f(x, u, ux1 , . . . , uxn) = 0, x ∈ Ω. (1)

Це рiвняння можна звести в кожнiй точцi x0 ∈ Ω до простi-
шого або канонiчного вигляду за допомогою деякого лiнiйного
невиродженого перетворення.

Нехай x0 – фiксована точка з областi Ω. Розглянемо рiвнян-
ня

n∑
i,j=1

aij(x
0)uxixj + f(x, u, ux1 , . . . , uxn) = 0 (2)

i квадратичну форму

K(x0, y) :=

n∑
i,j=1

aij(x
0)yiyj , y ∈ Rn. (3)

Нехай y = Pz, P := (pik)
n
i,k=1, або

yi =

n∑
k=1

pikzk, i ∈ {1, . . . , n}, (4)

– лiнiйне невироджене перетворення, яке зводить квадратич-
ну форму (3) до канонiчного вигляду. Пiдставивши (4) в (3),
дiстанемо

K(x0, y) =

n∑
i,j=1

aij(x
0)

n∑
k=1

pikzk

n∑
l=1

pjlzl =

=

n∑
k,l=1

 n∑
i,j=1

aij(x
0)pikpjl

 zkzl
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або

K(x0, y) =

n∑
k=1

λk(x
0)z2k, λk(x

0) ∈ {−1, 0, 1},

оскiльки
n∑

i,j=1

aij(x
0)pikpjl = δklλk(x

0), {k, l} ⊂ {1, . . . , n}, (5)

де δkl – символ Кронекера, тобто δkl :=
{

1, l = k,
0, l ̸= k.

Тепер у рiвняннi (2) зробимо замiну

ξ = P ′x, ξ := colon(ξ1, . . . , ξn), x := colon(x1, . . . , xn)

або

ξi =
n∑
k=1

pkixk, i ∈ {1, . . . , n}, (6)

де P ′ := (pki)
n
i,k=1 – матриця, транспонована до P . При замiнi

(6) невiдома функцiя u = u(x) перейде в функцiю ũ = ũ(ξ),
причому u(x) = ũ(P ′x).

Знайдемо частиннi похiднi uxi , uxixj з останнього спiввiдно-
шення

uxi =

n∑
k=1

ũξkpik, uxixj =

n∑
k,l=1

ũξkξlpikpjl

i пiдставимо в рiвняння (2). Тодi одержимо рiвняння

n∑
k,l=1

ũξkξl

n∑
i,j=1

aij(x
0)pikpjl + f̃(ξ, ũ, ũξ1 , . . . , ũξn) = 0,

яке згiдно з рiвнiстю (5) набуде вигляду

n∑
k=1

λk(x
0)ũξkξk + f̃(ξ, ũ, ũξ1 , . . . , ũξn) = 0. (7)

Рiвняння (7) є канонiчним виглядом рiвняння (2), в якому
коефiцiєнти групи старших членiв зафiксованi в точцi x0.
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Отже, рiвняння (1) в кожнiй точцi областi Ω можна за до-
помогою деякого невиродженого лiнiйного перетворення звести
до канонiчного вигляду (7). Очевидно, що зазначеним методом
неможливо звести рiвняння (1) до канонiчного вигляду навiть
у тiй областi Ω0 ⊂ Ω, де воно зберiгає свiй тип, тобто зберi-
гає ту саму кiлькiсть додатних, вiд’ємних i нульових значень
коефiцiєнтiв λk(x). Якщо спробувати зводити рiвняння (1) до
канонiчного вигляду за допомогою замiни загального вигляду
ξk = φk(x), k ∈ {1, . . . , n}, то простий пiдрахунок показує, що
при цьому потрiбно знищити 1

2(n
2 − n) коефiцiєнтiв при мiша-

них похiдних (вважаємо, що aij = aji ) i, крiм того, зробити
коефiцiєнти при чистих других похiдних, що залишились, рiв-
ними 1 або −1. Отже, треба задовольнити бiльше нiж 1

2(n
2−n)

спiввiдношень, щоб мати змогу вибрати n функцiй φk. Оскiль-
ки нерiвнiсть 1

2(n
2 − n) < n можлива лише при n = 2 i немож-

лива при n ≥ 3, то у випадку, коли незалежних змiнних бiльше
двох, вибрати цi функцiї, взагалi кажучи, неможливо. Оскiль-
ки випадок n = 2 сюди не потрапив, то дослiдимо його окремо.

Приклад 1. Визначити тип i звести до канонiчного вигля-
ду рiвняння

ux1x1 − 4ux1x2 + 2ux1x3 + 4ux2x2 + ux3x3 − 2x1x2ux1 + 3x1u = 0.

J Розглянемо квадратичну форму, складену за групою
старших членiв рiвняння

K = y21 − 4y1y2 + 2y1y3 + 4y22 + y23

i зведемо її до канонiчного вигляду методом Лагранжа видi-
лення повних квадратiв. Маємо

K = (y1 − 2y2 + y3)
2 + (y2 + y3)

2 − (y2 − y3)
2.

Якщо зробити перетворення

z1 = y1 − 2y2 + y3, z2 = y2 + y3, z3 = y2 − y3,

то квадратична форма набуде канонiчного вигляду

K = z21 + z22 − z23 .
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Оскiльки n+ = 2, n− = 1, то рiвняння гiперболiчне в R3.
Матриця P перетворення, яке звело квадратичну форму до

канонiчного вигляду, є оберненою до матрицi

A :=

 1 −2 1
0 1 1
0 1 −1

 .

Для того щоб звести до канонiчного вигляду рiвняння, тре-
ба вибрати перетворення так, щоб його матриця була оберне-
ною i транспонованою до матрицi A. Такою є матриця

P ′ =

 1 0 0
1/2 1/2 1/2
3/2 1/2 −1/2

 .

Отже, шукане перетворення має вигляд

ξ1 = x1, ξ2 =
1

2
x1 +

1

2
x2 +

1

2
x3, ξ3 =

3

2
x1 +

1

2
x2 −

1

2
x3

або
x1 = ξ1, x2 = ξ2 + ξ3 − 2ξ1, x3 = ξ2 − ξ3 + ξ1.

Згiдно з описаним вище група старших членiв у канонiчнiй
формi рiвняння має вигляд

ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 − ũξ3ξ3 .

Перетворимо групу молодших членiв рiвняння, використавши
рiвнiсть

ux1 = ũξ1∂x1ξ1 + ũξ2∂x1ξ2 + ũξ3∂x1ξ3 = ũξ1 +
1

2
ũξ2 +

3

2
ũξ3 .

Тодi канонiчний вигляд заданого рiвняння такий:

ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 − ũξ3ξ3−

−2ξ1(ξ2 + ξ3 − 2ξ1)

(
ũξ1 +

1

2
ũξ2 +

3

2
ũξ3

)
+ 3ξ1ũ = 0
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або

ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 − ũξ3ξ3 + 2(2ξ1 − ξ2 − ξ3)ũξ1 + (2ξ1 − ξ2 − ξ3)ũξ2+

+3(2ξ1 − ξ2 − ξ3)ũξ3 + 3ξ1ũ = 0. I

2.2.2 Випадок двох незалежних змiнних. Розгляне-
мо диференцiальне рiвняння з частинними похiдними другого
порядку у випадку двох незалежних змiнних вигляду

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy+

+f(x, y, u, ux, uy) = 0, (x, y) ∈ Ω, (8)

i зробимо замiну змiнних

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), (x, y) ∈ Ω, (9)

де {ξ, η} ⊂ C2(Ω), причому в областi Ω якобiан перетворення

J(x, y) :=
D(ξ, η)

D(x, y)
:=

∣∣∣∣ ξx ξy
ηx ηy

∣∣∣∣ ̸= 0 (10)

(тобто перетворення (9) є невиродженим). З умови (10) випли-
ває, що систему рiвнянь (9) можна розв’язати вiдносно x i y,
тобто знайти

x = x(ξ, η), y = y(ξ, η).

Позначимо через ũ(ξ, η) невiдому функцiю пiсля замiни (9),
тобто u(x, y) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)). Диференцiюючи це спiввiдно-
шення, знаходимо
ux = ũξξx + ũηηx, uy = ũξξy + ũηηy,
uxx = ũξξξ

2
x + 2ũξηξxηx + ũηηη

2
x + ũξξxx + ũηηxx,

uxy = ũξξξxξy + ũξη(ξxηy + ξyηx) + ũηηηxηy + ũξξxy + ũηηxy,
uyy = ũξξξ

2
y + 2ũξηξyηy + ũηηη

2
y + ũξξyy + ũηηyy.

Пiдставляючи одержанi рiвностi в рiвняння (8), зведемо його
до вигляду

ã(ξ, η)ũξξ + 2b̃(ξ, η)ũξη + c̃(ξ, η)ũηη + f̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0, (11)
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де
ã(ξ, η) := (aξ2x + 2bξxξy + cξ2y)

∣∣∣
x=x(ξ,η)
y=y(ξ,η)

,

b̃(ξ, η) := (aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy)
∣∣∣
x=x(ξ,η)
y=y(ξ,η)

,

c̃(ξ, η) := (aη2x + 2bηxηy + cη2y)
∣∣∣
x=x(ξ,η)
y=y(ξ,η)

. (12)

Зауваження 1. Якщо рiвняння (8) лiнiйне i має вигляд

Lu := a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy+

+d(x, y)ux + e(x, y)uy + f(x, y)u = g(x, y),

то воно замiною (9) зводиться до рiвняння

ã(ξ, η)ũξξ + 2b̃(ξ, η)ũξη + c̃(ξ, η)ũηη + d̃(ξ, η)ũξ+

+ẽ(ξ, η)ũη + f̃(ξ, η)ũ = g̃(ξ, η),

в якому коефiцiєнти ã, b̃ i c̃ визначаються формулами (12), а d̃,
ẽ, f̃ i g̃ – формулами

d̃ := (Lξ − fξ)
∣∣∣
x=x(ξ,η)
y=y(ξ,η)

, ẽ := (Lη − fη)
∣∣∣
x=x(ξ,η)
y=y(ξ,η)

,

f̃ := f
∣∣∣
x=x(ξ,η)
y=y(ξ,η)

, g̃ := g
∣∣∣
x=x(ξ,η)
y=y(ξ,η)

. (13)

Використовуючи (12), безпосереднiм обчисленням легко пе-
реконуємося у правильностi рiвностi

b̃2 − ãc̃ = ((b2 − ac)J2)
∣∣∣
x=x(ξ,η),
y=y(ξ,η)

. (14)

Звiдси випливає, що невироджене перетворення незалежних
змiнних не змiнює тип рiвняння.

Оскiльки коефiцiєнти ã, b̃, c̃ визначаються перетворенням
(9), то цим ми скористаємося для спрощення рiвняння (11). Ви-
являється, що вибiр перетворення пов’язаний з типом рiвняння
(8), тому розглянемо окремо випадок кожного типу.
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1) Гiперболiчний тип (δ > 0). З’ясуємо якою повинна бути
замiна (9), щоб коефiцiєнти ã = 0 i c̃ = 0. Як випливає з (12),
для цього досить розв’язати рiвняння

a(x, y)z2x + 2b(x, y)zxzy + c(x, y)z2y = 0 (15)

i за ξ, η взяти його незалежнi розв’язки. Рiвняння (15) є дифе-
ренцiальним рiвнянням з частинними похiдними першого по-
рядку. Такi рiвняння розглянуто детально в роздiлi 1.

Нехай a ̸= 0 в областi Ω. Тодi рiвняння (15) можна подати
у виглядi

1

a

((
azx)

2 + 2abzxzy + (bzy)
2
)
− δz2y

)
= 0

або
(azx + bzy)

2 − δz2y = 0.

Останнє рiвняння рiвносильне сукупностi рiвнянь

azx + (b+
√
δ)zy = 0, (16)

azx + (b−
√
δ)zy = 0. (17)

Для знаходження розв’язкiв рiвнянь (16), (17) розглянемо
звичайнi диференцiальнi рiвняння першого порядку

dx

a
=

dy

b+
√
δ
,
dx

a
=

dy

b−
√
δ
,

якi запишемо у виглядi

ady − (b+
√
δ)dx = 0, (18)

ady − (b−
√
δ)dx = 0. (19)

Мiж рiвняннями (16) i (18) iснує зв’язок, який описуєть-
ся теоремами 1.1 i 1.2 пiдроздiлу 1.1, а саме: нехай {a, b, c} ⊂
C1(Ω), a2+ b2+ c2 > 0 i b2−ac > 0 в Ω i φ(x, y) = C1 – перший
iнтеграл рiвняння (18), тодi z = φ(x, y) є розв’язком рiвняння
(16) i, навпаки, якщо z = φ(x, y) – розв’язок рiвняння (16), то
φ(x, y) = C1 є першим iнтегралом рiвняння (18).
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Аналогiчне твердження правильне i для рiвнянь (17) i (19),
а оскiльки рiвняння (18), (19) можна об’єднати в одне рiвняння

a(dy)2 − 2bdxdy + c(dx)2 = 0, (20)

то воно виконується i для рiвнянь (15), (20).
Отже, якщо

φ(x, y) = C1, ψ(x, y) = C2, (21)

є першi iнтеграли рiвнянь (18), (19) або два незалежнi першi
iнтеграли рiвняння (20), то, взявши замiну (9) у виглядi

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y), (22)

дiстанемо ã = 0, c̃ = 0. Тодi рiвняння (11) набуде вигляду

2b̃(ξ, η)ũξη + f̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0.

Якщо замiна (22) невироджена, то з (14) випливає, що b̃ ̸= 0.
Тодi, подiливши останнє рiвняння на 2b̃ ̸= 0, одержимо канонiч-
ний вигляд рiвняння (8)

ũξη + f̃1(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0, (23)

де f̃1 := f̃/(2b̃).
Зауваження 2. Часто користуються iншим, нiж (23), ка-

нонiчним виглядом рiвняння гiперболiчного типу. Якщо зро-
бити замiну ξ = α + β, η = α − β, то рiвняння (23) набуде
вигляду ˜̃uαα − ˜̃uββ + 4

˜̃
f1(α, β,

˜̃u, ˜̃uα, ˜̃uβ) = 0.

Залишилось довести, що перетворення (22) невироджене.
Оскiльки φ є розв’язком рiвняння (16), а ψ – розв’язком рiв-
няння (17), то

aφx + (b+
√
δ)φy = 0,

aψx + (b−
√
δ)ψy = 0. (24)
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Помноживши перше рiвняння на ψy, а друге – на φy i вiднявши
вiд першого результату другий, одержимо

a(φxψy − φyψx) = −2
√
δ φyψy

або
a J = −2

√
δ φyψy.

Оскiльки a ̸= 0 в Ω, то рiвнiсть нулю якобiана J в деякiй точцi
(x0, y0) ∈ Ω рiвносильна тому, що φy(x0, y0) = 0 або ψy(x0, y0) =
0. Якщо, наприклад, φy(x0, y0) = 0, то з (24) випливає, що
φx(x

0, y0) = 0, а це суперечить тому, що φ(x, y) = C1 – перший
iнтеграл, а отже, й загальний iнтеграл рiвняння (18), тобто
загальний розв’язок в неявнiй формi.

Ми вважали, що a ̸= 0 в областi Ω. Аналогiчно розглядаєть-
ся випадок, коли c ̸= 0 в областi Ω. Якщо ж a = 0 i c = 0 в
Ω, то тодi обов’язково b ̸= 0, а це означає, що рiвняння (8) уже
має канонiчний вигляд типу (23).

Означення. Лiнiї, що визначаються рiвняннями (21),
називаються характеристичними лiнiями або характери-
стиками рiвняння (1), а рiвняння (20) – рiвнянням харак-
теристик або характеристичним рiвнянням.

Зауваження 3. Оскiльки для гiперболiчного рiвняння (8)
δ > 0, то воно має двi сiм’ї дiйсних характеристик.

Зауваження 4. На практицi виписують характеристичне
рiвняння (20), знаходять його два незалежнi першi iнтеграли
(21) i роблять замiну змiнних (22), яка й зводить задане рiв-
няння до канонiчного вигляду.

Приклад 2. Звести до канонiчного вигляду рiвняння

uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0.

J Для цього рiвняння a = 1, b = − sinx, c = − cos2 x, d = 0,
e = − cosx, f = 0, g = 0. Воно є рiвнянням гiперболiчного типу
в R2, бо δ = (− sinx)2 − 1 · (− cos2 x) = sin2 x+ cos2 x = 1.

Складаємо характеристичне рiвняння

(dy)2 + 2 sinxdxdy − cos2 x(dx)2 = 0
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або
dy + (1 + sinx)dx = 0, dy − (1− sinx)dx = 0.

Зiнтегрувавши цi рiвняння, дiстанемо

x+ y − cosx = C1, x− y + cosx = C2.

Введемо новi змiннi ξ i η за формулами

ξ = x+ y − cosx, η = x− y + cosx.

Тодi згiдно з теорiєю ã = 0, c̃ = 0. Коефiцiєнти b̃, d̃, ẽ, f̃ i g̃
знаходимо за формулами (12) i (13). Маємо
ξx = 1 + sinx, ηx = 1− sinx, ξy = 1, ηy = −1,
ξxx = cosx, ηxx = − cosx, ξxy = 0, ηxy = 0, ξyy = 0, ηyy = 0,
а тому

b̃ = (1 + sinx)(1− sinx)− sinx(−1− sinx+ 1− sinx)+
+cos2 x = 2,

d̃ = cosx− 2 sinx · 0− cos2 x · 0− cosx · 1 = 0,
ẽ = − cosx− 2 sinx · 0− cos2 x · 0 + cosx = 0,
f̃ = f = 0, g̃ = g = 0.
Отже, задане рiвняння в нових незалежних змiнних має

вигляд
4ũξη = 0 або ũξη = 0. I

2) Параболiчний тип (δ = 0). Якщо попереднiй пiдхiд ви-
користати i в цьому випадку, тобто виписати рiвняння (20) i
розв’язати його, то внаслiдок умови параболiчностi одержи-
мо тiльки один перший iнтеграл φ(x, y) = C i, отже, зможемо
визначити тiльки одну з нових незалежних змiнних ξ = φ(x, y).
Другу змiнну η = ψ(x, y) виберемо довiльно, зберiгаючи за-
гальнi вимоги, тобто функцiя ψ має бути двiчi неперервно ди-
ференцiйовною, а замiна (22) – невиродженою. Тодi ã = 0, як i
у випадку рiвнянь гiперболiчного типу. З формули (14) випли-
ває, що b̃ = 0, i ми приходимо до рiвняння

c̃(ξ, η)ũηη + f̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0. (25)
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Коефiцiєнт c̃, згiдно з (12), набуває вигляду

c̃ =
1

a
(aψx + bψy)

2, a ̸= 0,

звiдки випливає, що c̃ ̸= 0, бо в противному разi одержали б
рiвнiсть

aψx + bψy = 0. (26)

З вибору змiнної ξ отримуємо

aφx + bφy = 0. (27)

Оскiльки якобiан J ̸= 0, то з (26) i (27) випливає, що a = 0,
b = 0, що суперечить припущенню a ̸= 0.

Якщо умова a ̸= 0 не виконується, то припускаючи, що
c ̸= 0 в Ω, замiсть рiвностей (26) i (27) дiстанемо рiвностi

bψx + cψy = 0, bφx + cφy = 0,

звiдки аналогiчно до попереднього приходимо до суперечностi.
Випадок, коли одночасно a = 0 i c = 0 неможливий, бо з

рiвностi δ = 0 випливає, що b = 0, а це супуречить тому, що
a2 + b2 + c2 > 0.

Подiливши обидвi частини рiвняння (25) на c̃ ̸= 0, одержи-
мо канонiчний вигляд параболiчного рiвняння

ũηη + F̃ (ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0.

Очевидно, що параболiчне рiвняння має одну сiм’ю
φ(x, y) = C дiйсних характеристик.

Приклад 3. Звести до канонiчного вигляду рiвняння

x2uxx − 2xyuxy + y2uyy + xux + yuy = 0. (28)

J Маємо a = x2, b = −xy, c = y2, d = x, e = y, f = 0,
g = 0. Оскiльки δ = x2y2 − x2y2 = 0, (x, y) ∈ R2, то рiвняння є
параболiчним в R2.

Характеристичне рiвняння має вигляд

x2(dy)2 + 2xydxdy + y2(dx)2 = 0
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або
(x dy + y dx)2 = 0.

Воно має одну сiм’ю характеристик, яка визначається ди-
ференцiальним рiвнянням

dy

dx
= −y

x
.

Загальний iнтеграл або сiм’я характеристик цього рiвняння
xy = C. Це означає, що φ(x, y) = xy. За функцiю ψ(x, y) можна
взяти довiльну функцiю, наприклад, ψ(x, y) = y, щоб якобiан
J ̸= 0. Отже, маємо перетворення

ξ = xy, η = y.

Оскiльки
ξx = y, ηx = 0, ξy = x, ηy = 1,
ξxx = 0, ηxx = 0, ξxy = 1, ηxy = 0, ξyy = 0, ηyy = 0,

то ã = 0, b̃ = 0, c̃ = y2 = η2, d̃ = −2xy + xy + xy = 0, ẽ = 0,
f̃ = f = 0, g̃ = g = 0.

Тому канонiчний вигляд рiвняння

η2ũηη + ηũη = 0

або
ηũηη + ũη = 0. I

3) Елiптичний тип (δ < 0). У цьому випадку рiвняння
характеристик (20) розпадається на два рiвняння з комплекс-
ними коефiцiєнтами. Розглянемо одне з них

ady − (b+ i
√
−δ)dx = 0. (29)

Очевидно, що його перший iнтеграл буде комплекснозначним

φ(x, y) + iψ(x, y) = C1. (30)

Розглянемо замiну змiнних

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y). (31)
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Зауважимо, що розгляд iншого рiвняння

ady − (b− i
√
−δ)dx = 0,

першим iнтегралом якого є, очевидно,

φ(x, y)− iψ(x, y) = C2, (32)

приводить фактично до такої самої замiни (з точнiстю до
множника −1).

Для того щоб з’ясувати, якими будуть коефiцiєнти рiвняння
(11) пiсля замiни (31), скористаємося тим, що функцiя z = φ+
+ iψ – розв’язок рiвняння (15), тобто

a(φx + iψx)
2 + 2b(φx + iψx)(φy + iψy) + c(φy + iψy)

2 = 0.

Видiляючи в цiй рiвностi дiйсну та уявну частини, одержуємо

(aφ2
x + 2bφxφy + cφ2

y)− (aψ2
x + 2bψxψy + cψ2

y)+

+2i(aφxψx + b(φxψy + φyψx) + cφyψy) = 0.

Враховуючи формули (12), приходимо до рiвностей

ã = c̃, b̃ = 0,

причому при невиродженiй замiнi (31) з формули (14) випли-
ває, що ã ̸= 0. Отже, одержуємо такий канонiчний вигляд елiп-
тичного рiвняння:

ũξξ + ũηη + F̃ (ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0.

Залишилось довести, що вибрана замiна (31) невироджена.
Оскiльки φ+ iψ є розв’язком рiвняння (16), то

a(φx + iψx) + (b+ i
√
−δ)(φy + iψy) = 0.

Прирiвнюючи до нуля дiйсну й уявну частину, одержуємо

aφx + bφy −
√
−δψy = 0,

aψx + bψy +
√
−δφy = 0.

(33)
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Помножимо першу рiвнiсть на ψy, а другу на – φy i результати
додамо, тодi матимемо

a(φxψy − φyψx) =
√
−δ(φ2

y + ψ2
y). (34)

З умови елiптичностi рiвняння (1) випливає, що a ̸= 0. Якщо
припустити, що в деякiй точцi (x0, y0) ∈ Ω виконується рiвнiсть

J = φxψy − φyψx = 0,

то з (34) випливає, що в цiй точцi φy = 0 i ψy = 0, а з рiв-
нянь (33), що тодi й φx = 0, ψx = 0. Останнє суперечить тому,
що (30) загальний iнтеграл рiвняння (29). Отже, замiна (31)
невироджена.

З вищенаведеного видно, що елiптичне рiвняння має двi
сiм’ї (30) i (32) комплексних характеристик.

Приклад 4. Звести до канонiчного вигляду рiвняння

uxx + yuyy + 3uy = 0, (x, y) ∈ R2
+ := {(x, y) ∈ R2| y > 0}.

J Маємо a = 1, b = 0, c = y, d = 0, e = 3, f = 0, g = 0. Тому
δ = −y < 0, а це означає, що рiвняння елiптичне в R2

+.
Характеристичне рiвняння

(dy)2 + y(dx)2 = 0

або
(dy − i

√
ydx)(dy + i

√
ydx) = 0

рiвносильне сукупностi рiвнянь[
dy = i

√
ydx,

dy = −i√ydx.

Першi iнтеграли цих рiвнянь мають вигляд 2
√
y + ix = C1,

2
√
y−ix = C2. Розглянемо перший з них i зробимо замiну ξ = x,

η = 2
√
y.

Тодi ξx = 1, ξy = 0, ξxx = 0, ξxy = 0, ξyy = 0, ηx = 0,
ηy = y−

1
2 , ηxx = 0, ηxy = 0, ηyy = −1

2y
− 3

2 , а тому ã = c̃ = 1,
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b̃ = 0, d̃ = 0, ẽ = y(− 1
2y

− 3
2 ) + 3y−

1
2 = −1

2y
− 1

2 + 3y−
1
2 =

= 5
2y

− 1
2 = 5

2
√
y = 5

η , f̃ = 0, g̃ = 0.
Отже, канонiчний вигляд рiвняння

ũξξ + ũηη +
5

η
ũη = 0. I

2.2.3 Про iнтегрування диференцiальних рiвнянь iз
частинними похiдними другого порядку. Вiдомо, що за-
гальний розв’язок звичайного диференцiального рiвняння дру-
гого порядку залежить вiд двох довiльних сталих. Вибираючи
вiдповiдним чином цi сталi, можна iз загального розв’язку видi-
лити будь-який частинний розв’язок, який задовольняє додат-
ковi умови – початковi або крайовi. Для рiвнянь iз частинними
похiдними поняття загального розв’язку в загальному випад-
ку не вводиться. Проте, часто пiсля зведення рiвняння другого
порядку до канонiчного вигляду одержуємо рiвняння, яке мож-
на розв’язати за допомогою двох iнтегрувань. Тодi одержимо
розв’язок, який залежить вiд двох довiльних функцiй. У цьо-
му випадку, за аналогiєю з теорiєю звичайних диференцiальних
рiвнянь, розв’язок, який залежить вiд двох довiльних функцiй,
називають загальним розв’язком диференцiального рiвняння з
частинними похiдними другого порядку.

Iнколи вдається ввести новi незалежнi змiннi та нову функ-
цiю так, що рiвняння пiсля перетворень набуває вигляду, який
дозволяє знайти його загальний розв’язок.

Приклад 5. Знайти загальний розв’язок рiвняння

uxx − 4uxy + 3uyy − 2ux + 6uy = 0.

J Спочатку зведемо задане рiвняння до канонiчного вигля-
ду. Маємо a = 1, b = −2, c = 3, d = −2, e = −6, f = 0, g = 0,
а тому δ = (−2)2 − 1 · 3 = 1 > 0. Це означає, що рiвняння
гiперболiчне в R2.

Рiвняння характеристик (dy)2 + 4dxdy + 3(dx)2 = 0 рiвно-
сильне сукупностi рiвнянь dy

dx = −1, dy
dx = −3. Першi iнтеграли

(характеристики) мають вигляд x+ y = C1, 3x+ y = C2.
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Новi змiннi введемо рiвностями

ξ = x+ y, η = 3x+ y.

Тодi ξx = 1, ξy = 1, ξxx = 0, ξxy = 0, ξyy = 0, ηx = 3, ηy = 1,
ηxx = 0, ηxy = 0, ηyy = 0, а отже, ã = 0, c̃ = 0, b̃ = 1 · 3− 2(1 +
+ 3) + 3 · 1 · 1 = −2, d̃ = −2 + 6 = 4, ẽ = −6 + 6 = 0, f̃ = 0,
g̃ = 0. Звiдси випливає, що рiвняння набуває такого канонiч-
ного вигляду:

−4ũξη + 4ũξ = 0 або ũξη − ũξ = 0.
Запишемо це рiвняння у виглядi

(ũη − ũ)ξ = 0.

Тодi одержуємо, що ũη − ũ є функцiєю вiд η, тобто

ũη − ũ = φ̃(η).

Отже, одержали лiнiйне неоднорiдне рiвняння при кожному
можливому значеннi ξ. Його загальним розв’язком є

ũ = e η
(
ψ(ξ) +

∫
φ̃(η)e−ηdη

)
.

Оскiльки φ̃ – довiльна функцiя, то e η
∫
φ̃(η)e−ηdη є також до-

вiльною функцiєю вiд η, яку позначимо через φ(η). Тому

ũ(ξ, η) = φ(η) + ψ(ξ)e η.

Повернувшись до змiнних x i y, дiстанемо загальний розв’язок
заданого рiвняння

u(x, y) = φ(3x+ y) + ψ(x+ y)e 3x+y,

де φ i ψ – довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї. I
Приклад 6. Знайти загальний розв’язок рiвняння (28),

тобто рiвняння

x2uxx − 2xyuxy + y2uyy + xux + yuy = 0.
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J У прикладi 3 задане рiвняння за допомогою замiни
ξ = xy, η = y зведено до канонiчного вигляду

ηũηη + ũη = 0.

Знайдемо загальний розв’язок цього рiвняння. Зробимо в
рiвняннi замiну ũη = v, тодi рiвняння набуде вигляду

η
dv

dη
+ v = 0.

Одержали звичайне диференцiальне рiвняння з вiдокремлю-
ваними змiнними при кожному фiксованому ξ. Вiдокремивши
змiннi та зiнтегрувавши, дiстанемо:

dv

v
= −dη

η
, ln |v| = − ln |η|+ ln |φ(ξ)|

або
v = φ(ξ)

1

η
.

Повернувшись до функцiї ũ, отримаємо рiвняння

∂ηũ = φ(ξ)
1

η
.

Зiнтегрувавши його, одержимо

ũ(ξ, η) = φ(ξ) ln |η|+ ψ(ξ).

Звiдси випливає, що загальний розв’язок вихiдного рiвняння
має вигляд

u(x, y) = φ(xy) ln |y|+ ψ(xy),

де φ i ψ – довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї. I

Вправи до роздiлу 2

1. Визначити тип рiвняння i звести його до канонiчного
вигляду:
1) uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 6uzz = 0;
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2) uxy + uxz − uyz − ux + uy = 0;
3) 4uxx − 4uxy − 2uyz + ux + uz = 0;
4) uxy − uxz + ux + uy − uz = 0;
5) uxy − uxt + uzz − 2uzt + 2utt = 0;
6) uxx + 4uxy − uzz = 0;
7) uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz − xux + yuz = 0;
8) 4uxx + 2uyy − 6uzz + 6uxy + 10uxz + 4uyz + 2u = 0.

2. У кожнiй областi, де зберiгається тип рiвняння, звести
його до канонiчного вигляду:
1) uxx − 2 cosxuxy − (3 + sin2 x)uyy − yuy = 0;
2) uxx − 2xuxy + x2uyy − 2uy = 0;
3) (1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + xux + yuy = 0;
4) x2uxx − y2uyy − 2yuy = 0;
5) sin2 xuxx − 2y sinxuxy + y2uyy = 0;
6) y2uxx − 2xyuxy + x2uyy = 0;
7) yuxx + uyy = 0, y > 0;
8) uxx − 2 sinxuxy + (2− cos2 x)uyy = 0;
9) uxx − 4uxy + 4uyy + uy − ux = 0.

3. Знайти загальний розв’язок рiвняння:
1) uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0;
2) 3uxx − 5uxy − 2uyy + 3ux + uy = 2;
3) e−2xuxx − e−2yuyy − e−2xux + e−2yuy + 8e y = 0;
4) x2uxx − y2uyy = 0;
5) uxx + 2auxy + a2uyy + ux + auy = 0;
6) uxy − 2ux − 3uy + 6u = 2e x+y;
7) uxx + 4uxy − 5uyy + ux − uy = 0;
8) uyy − 2uxy + 2ux − uy = 4e x.

Вiдповiдi до вправ з роздiлу 2

1. 1) ũξ1ξ1+ũξ2ξ2+ũξ3ξ3 = 0, ξ1 = x, ξ2 = −x+y, ξ3 = x− 1
2y+

1
2z;

2) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 − ũξ3ξ3 + 2ũξ2 = 0, ξ1 = x+ y, ξ2 = −x+ y,
ξ3 = −x− y + z;

3) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 + ũξ2 = 0, ξ1 = x
2 , ξ2 = x

2 + y,
ξ3 = −x

2 − y + z;
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4) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 + 2ũξ1 = 0, ξ1 = x+ y, ξ2 = −x+ y,
ξ3 = y + z;

5) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 + ũξ4ξ4 = 0, ξ1 = x+ y, ξ2 = −x+ y,
ξ3 = z, ξ4 = y + z + t;

6) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 − ũξ3ξ3 = 0, ξ1 = x, ξ2 = −x+ y
2 , ξ3 = z;

7) ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 − ξ1(ũξ1 − ũξ2) + (ξ1 + ξ2)ũξ3 = 0,
ξ1 = x, ξ2 = −x+ y, ξ3 = 2x− 2y + z;

8) ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 + 2ũ = 0, ξ1 = 1
2 x, ξ2 = −3

2 x+ 2y,
ξ3 = 4x− 7y + z.

2. 1) ũξη+ η−ξ
32 (ũξ− ũη) = 0, ξ = 2x+sinx+y, η = 2x−sinx−y;

2) ũηη − ũξ = 0, ξ = x2

2 + y, η = x;
3) ũξξ + ũηη = 0, ξ = ln(x+

√
1 + x2), η = ln(y +

√
1 + y2);

4) ũξη + 1
2η ũξ = 0, ξ = xy, η = y

x ;
5) ũηη − 2ξ

ξ2+η2
ũξ = 0, ξ = y tg x

2 , η = y;
6) ũηη + 2ξ

ξ−η2 ũξ = 0, ξ = x2 + y2, η = y;
7) ũξξ + ũηη +

1
3η ũη = 0, ξ = x, η = 2

3 y
3/2;

8) ũξξ + ũηη + cos ξũη = 0, ξ = x, η = y − cosx;
9) ũηη − ũξ − ũη = 0, ξ = 2x+ y, η = x.

3. 1) ũξη = 0, u = f(x+ y − cosx) + g(x− y + cosx);
2) ũξη+ 1

7 ũη =
2
49 , u = 2

7(2x+y)+f(x−3y)+g(2x+y)e
1
7
(3y−x);

3) ũξη = ξ + η, u = e y(e 2y − e 2x) + f(e y − e x) + g(e y + e x);
4) ũξη − 1

2ξ ũη = 0, u =
√
xyf( yx) + g(xy);

5) ũξξ + ũξ = 0, u = f(y − ax) + g(y − ax)e−x;
6) u = e x+y + (f(x) + g(y))e 3x+2y;
7) u = f(x+ y) + e−(x+y)g(5x− y);
8) u = 2e x + e

x+2y
2 φ(x) + ψ(x+ 2y).
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3 МАТЕМАТИЧНI МОДЕЛI ДЕЯКИХ
ФIЗИЧНИХ ПРОЦЕСIВ

У цьому роздiлi розглянемо приклади задач природознав-
ства, математичнi моделi яких описуються диференцiальними
рiвняннями з частинними похiдними.

Для того щоб правильно скласти математичну модель фi-
зичного процесу, слiд спочатку з’ясувати суть даного процесу
i вибрати функцiю u, яка його однозначно описує. Далi тре-
ба використати один iз законiв природи, що характеризує про-
цес, i застосувати його до довiльної дiлянки дослiджуваного
об’єкта. Використовуючи при цьому теореми математичного
аналiзу, одержуємо пiсля вiдповiдних перетворень, наприклад,
спiввiдношення вигляду

t2∫
t1

dt

∫
Ω

F (x, t, u, ux1 , . . . , ux3x3 , ut, utt) dx = 0.

Оскiльки область iнтегрування Ω ⊂ R3, та промiжок (t1, t2)
довiльнi, а пiдiнтегральна функцiя неперервна на Q := Ω ×
(t1, t2), то вона в кожнiй точцi областi Q повинна дорiвнювати
нулю, тобто

F (x, t, u, ux1 , . . . , ux3x3 , ut, utt) = 0.

Це i є диференцiальне рiвняння процесу. Додатковi умови ( по-
чатковi, крайовi тощо ) визначаємо з умов фiзичного процесу.

У деяких випадках зручно поступати по-iншому. Замiсть
того, щоб застосовувати закон природи до довiльної дiлянки,
припускають, що змiннi величини, якi характеризують процес,
є двiчi неперервно диференцiйовними функцiями, i застосову-
ють закон фiзики до малої дiлянки об’єкта, обчислюючи зна-
чення фiзичних характеристик у деяких середнiх точках. По-
тiм переходять до границi, стягуючи малу дiлянку в точку. При
цьому одержують рiвняння розглядуваного процесу.
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3.1 Рiвняння коливань

Багато задач механiки (коливання струн, стержнiв, мем-
бран i тривимiрних середовищ) i фiзики (електромагнiтнi ко-
ливання) описуються рiвнянням коливань (хвильовим рiв-
нянням) вигляду

ρ utt = div(p gradu)− qu+ F (x, t), (1)

де u = u(x, t) – невiдома функцiя вiд n-вимiрної просторової
змiнної x := (x1, . . . , xn), n ∈ N, i одновимiрної часової змiнної
t, коефiцiєнти ρ, p i q визначаються властивостями середовища,
де вiдбувається коливний процес, а вiльний член F характери-
зує iнтенсивнiсть зовнiшнього впливу. У рiвняннi (1)

gradu := (ux1 , . . . , uxn), div(p gradu) =
n∑
j=1

(p uxj )xj .

Зокрема, якщо ρ i p сталi, a q = 0, то, поклавши a2 :=
p

ρ
,

f(x, t) :=
F (x, t)

ρ
, одержимо n-вимiрне хвильове рiвняння

utt = a2(ux1x1 + . . .+ uxnxn) + f(x, t),

яке, ввiвши позначення

∆ := ∂2x1 + . . .+ ∂2xn ,

запишемо у виглядi

utt = a2∆u+ f(x, t).

3.1.1 Поперечнi коливання струни. Виведемо рiвнян-
ня малих поперечних коливань струни довжиною l.

Пiд струною розумiтимемо тонку гнучку пружну нитку.
Нехай у положеннi рiвноваги струна збiгається з промiжком
(0, l) осi Ox. Гнучкiсть означає, що струна не чинить опору
згину, якщо вiн не викликає її видовження. Математично це
поняття полягає в тому, що коли подумки розрiзати струну в
точцi x, то сила натягу −→

T (x, t) напрямлена вздовж дотичної
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до профiлю струни в момент часу t. Пружнiсть означає, що
сили, якi виникають у струнi, пiдпорядкованi закону Гука,
тобто натяг пропорцiйний вiдносному видовженню. Вивчати-
мемо малi поперечнi коливання струни. Це означає, що всi точ-
ки струни здiйснюють коливання в однiй площинi у напрямку,
перпендикулярному до положення рiвноваги, тобто до осi Ox.
Тому коливання в кожний момент часу t повнiстю описується
величиною вiдхилення кожної точки x вiд її положення рiвно-
ваги. Позначимо це вiдхилення через u(x, t). Малiсть коливань
означає, що ми нехтуватимемо величинами, якi мають поря-
док мализни вищий, нiж ux = tgα, де α = α(x, t) – кут, який
утворює дотична до миттєвого профiлю струни в точцi (x, t) з
додатним напрямком осi Ox (рис. 3.1).

Рис. 3.1
Видiлимо малу дiлянку струни M1M2 i знайдемо суму всiх

сил, якi дiють на неї. Згiдно з принципом Даламбера, ре-
зультуюча всiх цих сил, включаючи й силу iнерцiї, дорiвнює
нулю.

Величина T сили натягу згiдно з законом Гука пропорцiйна
вiдносному видовженню дiлянки. Доведемо, що ця сила при
наших припущеннях не залежить нi вiд x, нi вiд t.

Розглянемо довiльну дiлянку [x, x + ∆x] струни, яка при
коливаннi деформується в дiлянку M1M2. Довжина дуги цiєї

дiлянки в момент часу t дорiвнює
x+∆x∫
x

√
1 + u2ξ(ξ, t)dξ ≈ ∆x,

бо коливання малi й тому можна знехтувати величиною u2ξ . Це
означає, що видовження дiлянок струни в процесi коливання
не вiдбувається i, отже, величина натягу T в кожнiй точцi стру-
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ни не змiнюється з часом. Зауважимо, що величина натягу не
залежить i вiд x, тобто T = T0. Справдi, оскiльки ми вивчаємо
лише поперечнi коливання, то сила iнерцiї i зовнiшня сила на-
прямленi перпендикулярно до осi Ox, тому сума проекцiй всiх
сил на вiсь Ox дорiвнює

T (x+∆x, t) cosα(x+∆x, t)− T (x, t) cosα(x, t) = 0.

Оскiльки коливання малi, то

cosα(x, t) =
1√

1 + tg2 α(x, t)
=

1√
1 + u2x(x, t)

≈ 1

i, отже, T (x, t) ≈ T (x+∆x, t). Звiдси, врахувавши довiльнiсть
x i ∆x, одержуємо, що величина натягу T не залежить вiд x.
Отже, можна вважати, що T ≈ T0 для всiх значень x i t.

Сума проекцiй на вiсь Ou сил натягу, дiючих у точках M1 i
M2, дорiвнює Y = T0 (sinα(x+∆x, t)−sinα(x, t)), але внаслiдок
наших припущень

sinα(x, t) =
tgα(x, t)√

1 + tg2 α(x, t)
=

ux(x, t)√
1 + u2x(x, t)

≈ ux(x, t),

i, отже, Y ≈ T0 (ux(x + ∆x, t) − ux(x, t)) . Зауваживши, що
ux(x + ∆x, t) − ux(x, t) = uxx(x + θ1∆x, t)∆x, де θ1 ∈ (0, 1),
остаточно дiстанемо

Y ≈ T0 uxx(x+ θ1∆x, t)∆x.

Позначимо через p(x, t) густину зовнiшньої сили, дiючої у
момент часу t на точку x струни паралельно осi Ou i розрахова-
ної на одиницю довжини. Тодi проекцiя на вiсь Ou зовнiшньої
сили, яка дiє на дiлянку M1M2 струни, дорiвнюватиме

F1 = p (x+ θ2∆x, t)∆x, θ2 ∈ (0, 1).

Вважатимемо, що коливання вiдбуваються в середовищi,
яке чинить їм опiр, який пропорцiйний швидкостi, тобто гу-
стина сил опору дорiвнює −k(x)ut(x, t). Тодi проекцiя цих сил
на вiсь Ou визначається рiвнiстю

F2 = −k(x+ θ3∆x)ut(x+ θ3∆x, t)∆x, θ3 ∈ (0, 1).
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Нехай ρ(x) – лiнiйна густина маси струни в точцi x. Тодi
проекцiя сили iнерцiї дiлянки M1M2 струни на вiсь Ou дорiв-
нює

I = −ρ(x+ θ4∆x)utt(x+ θ4∆x, t)∆x, θ4 ∈ (0, 1).

Згiдно з принципом Даламбера Y + F1 + F2 + I = 0, тобто(
T0uxx(x+θ1∆x, t)+p(x+θ2∆x, t)−k(x+θ3∆x)ut(x+θ3∆x, t)−

−ρ(x+ θ4∆x)utt(x+ θ4∆x, t)
)
∆x = 0.

Якщо подiлити цю рiвнiсть на ∆x i перейти до границi при
∆x→ 0, то дiстанемо, що

ρ(x)utt(x, t) = T0uxx(x, t)− k(x)ut(x, t) + p(x, t),

0 < x < l, t > 0. (2)

Це i є шукане рiвняння малих поперечних коливань струни.
Якщо ρ(x) = ρ – стала, k(x) = k – стала, то рiвняння (2)

набуде вигляду

utt(x, t) = a2uxx(x, t)− b2 ut(x, t) + f(x, t), 0 < x < l, t > 0, (3)

де a2 :=
T0
ρ

, b2 :=
k

ρ
, f(x, t) :=

p(x, t)

ρ
.

У випадку, коли f ̸≡ 0, коливання називаються вимуше-
ними, а при f ≡ 0 – вiльними.

3.1.2 Поздовжнi коливання стержня. Пружний пря-
молiнiйний стержень довжиною l виведено зi стану спокою на-
данням його поперечним перерiзам у момент часу t малих поз-
довжнiх змiщень i швидкостей. Припускаючи, що пiд час руху
поперечнi перерiзи залишаються паралельними площинi, яка
перпендикулярна до осi стержня, вивести рiвняння малих поз-
довжнiх коливань стержня.

Нехай вiсь стержня збiгається з вiссю Ox i нехай x – коор-
дината перерiзу, коли вiн знаходиться у станi спокою (рис. 3.2).
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Оскiльки ми
вивчаємо малi
поздовжнi коли-
вання стержня,
то це означає,
що зовнiшнi си-Рис. 3.2

ли i сили iнерцiї напрямленi вздовж осi стержня. Позначимо че-
рез u(x, t) змiщення вздовж осi Ox перерiзу з координатою x у
момент часу t. Для того щоб вивести рiвняння малих поздовж-
нiх коливань стержня, розглянемо дiлянку стержня (x, x+∆x)
i врахуємо те, що згiдно з принципом Даламбера сума всiх сил,
якi дiють на цю дiлянку у напрямку можливого перемiщення,
тобто вздовж осi Ox, включаючи й сили iнерцiї, дорiвнює нулю.

Вважаємо, що ρ(x) – об’ємна густина маси стержня, а p(x, t)
– об’ємна густина зовнiшнiх сил, якi дiють вздовж осi Ox.

На видiлену дiлянку (x, x + ∆x) стержня дiють такi сили:
1) −→T л – натяг на лiвому кiнцi, 2) −→T п – натяг на правому кiнцi,
3) −→

F – зовнiшня сила, густина якої p(x, t).
Згiдно з законом Гука величина натягу T (x, t) пропорцiйна

вiдносному видовженню

T (x, t) = E(x)S(x)L(x, t),

де E(x) – модуль пружностi Юнга, S(x) – площа поперечного
перерiзу з координатою x, L(x, t) – вiдносне видовження в точцi
x. Дiлянка (x, x+∆x) у ненапруженому станi має довжину ∆x,
а в напруженому ∆x + u(x + ∆x, t) − u(x, t). Тому абсолютне
видовження дорiвнює u(x+∆x, t)− u(x, t), а вiдносне –

L(x, t) =
u(x+∆x, t)− u(x, t)

∆x
= ux(x+ θ∆x, t)

∆x

∆x
=

= ux(x+ θ∆x, t), θ ∈ (0, 1).

Якщо ∆x – мале, то можна вважати, що

L(x, t) ≈ ux(x, t)

за умови, що ux – неперервна функцiя.
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Тепер знайдемо величини сил натягу, враховуючи напрямок
кожної з них:

Tл := T (x, t) ≈ −S(x)E(x)ux(x, t),
Tп := T (x+∆x, t) ≈ S(x+∆x)E(x+∆x)ux(x+∆x, t).

Врахувавши об’ємну густину зовнiшнiх сил, одержимо ве-
личину зовнiшнiх сил, що дiють на дiлянку (x, x+∆x)

F (x, t) ≈ S(x) p(x, t)∆x.

Сила iнерцiї дорiвнює

I ≈ −ρ(x)S(x)∆xutt(x, t).

Тому згiдно з принципом Даламбера
Tл + Tп + F + I = 0,

тобто

S(x+∆x)E(x+∆x)ux(x+∆x, t)− S(x)E(x)ux(x, t)+

+S(x) p(x, t)∆x− S(x) ρ(x)utt(x, t)∆x = 0

або
∂x

(
S(x)E(x)ux(x, t)

)
∆x+ S(x) p(x, t)∆x−

−S(x) ρ(x)utt(x, t)∆x = 0.

Пiсля скорочення на ∆x дiстанемо рiвняння малих поздо-
вжнiх коливань стержня

S(x) ρ(x)utt(x, t) = (S(x)E(x)ux(x, t))x + S(x) p(x, t),

0 < x < l, t > 0. (4)

У випадку, коли стержень однорiдний i має сталий перерiз,
тобто ρ(x) = ρ0, S(x) = S0 i E(x) = E0, рiвняння (4) набуде
вигляду

utt(x, t) = a2uxx(x, t) + f(x, t), 0 < x < l, t > 0, (5)

де a2 :=
E0

ρ0
, f(x, t) :=

p(x, t)

ρ0
.
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3.1.3 Коливання важкої однорiдної нитки. Гнучка
однорiдна нитка закрiплена верхнiм кiнцем i пiд дiєю своєї ваги
знаходиться у вертикальному положеннi рiвноваги. Знайдемо
рiвняння малих коливань нитки, яка виведена з цього поло-
ження рiвноваги, а далi коливається пiд дiєю внутрiшнiх сил.

Як i у випадку малих поперечних коливань струни, коли-
вання нитки описуються вiдхиленням u(x, t) кожної точки x
нитки вiд її положення рiвноваги в момент часу t (рис. 3.3).

Нехай довжина нитки l, а лiнiйна густина
маси ρ = const. Натяг у точках M1 i M2

дорiвнює вiдповiдно T (x, t) = ρg(l − x),
T (x+∆x, t) = ρg(l−x−∆x), де g – приско-
рення сили тяжiння, тобто вазi частини
нитки, що знаходиться вiдповiдно нижче
точки x i x + ∆x. Оскiльки сила iнерцiї
напрямлена перпендикулярно до осi Ox,
а зовнiшня сила (вага дiлянки M1M2) –
паралельно осi Ox, то сума проекцiй цих
сил на вiсь Ox дорiвнює нулю:

−ρg(l − x) + ρg(l − x−∆x) + ρg∆x = 0.Рис. 3.3
Будемо проектувати всi дiючi сили на вiсь Ou. Сума проекцiй

сил натягу в момент часу t, як i у випадку малих поперечних
коливань струни, дорiвнюватиме

Y = −ρg(l − x) sinα(x, t) + ρg(l − x−∆x) sinα(x+∆x, t) ≈

≈ ρg((l − x−∆x)ux(x+∆x, t)− (l − x)ux(x, t)) =

= ρg((l − x− θ1∆x)ux(x+ θ1∆x, t))x∆x,

де α(x, t) – кут, утворений дотичною до профiлю нитки в мо-
мент часу t, θ1 ∈ (0, 1).

Зовнiшня сила −→
F (вага дiлянки M1M2) у момент часу t на

вiсь Ou проектується в нуль, а сила iнерцiї згiдно з другим
законом Ньютона дорiвнює

I = −ρ utt(x+ θ2∆x, t)∆x, θ2 ∈ (0, 1).
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На пiдставi принципу Даламбера Y + F + I = 0, тобто

ρg((l−x− θ1∆x)ux(x+ θ1∆x, t))x∆x−ρutt(x+ θ2∆x, t)∆x = 0.

Звiдси, скоротивши на ρ∆x i перейшовши до границi при
∆x → 0, дiстанемо шукане рiвняння коливань важкої одно-
рiдної нитки

utt(x, t) = g((l − x)ux(x, t))x

або

utt(x, t) = a2((l − x)ux(x, t))x, 0 < x < l, t > 0, (6)

де a2 := √
g.

Зауваження. Якщо нитка неоднорiдна, тобто густина ρ =
= ρ(x), то сила натягу T в точцi M1 визначається рiвнiстю

T (x, t) =
l∫
x
ρ(ξ)dξ.

У випадку, коли коливання вiдбуваються в середовищi, яке
чинить певний опiр, то слiд врахувати силу опору, що пропор-
цiйна, як правило, швидкостi ut.

3.1.4 Коливання мембрани. Пiд мембраною розумiють
тонку плоску плiвку, яка чинить опiр розтягу i не опирається
згину. Вважають, що мембрана в станi рiвноваги займає деяку
область Ω в площинi Ox1x2. Розглядатимемо поперечнi коли-
вання мембрани, при яких кожна її точка рухається перпенди-
кулярно до площини Ox1x2 паралельно осi Ou. Тодi змiщення
u точки (x1, x2) мембрани буде функцiєю вiд x1, x2 i t тобто
u = u(x, t), де x := (x1, x2).

Доведено [9, с. 16–18], що диференцiальне рiвняння малих
поперечних коливань мембрани має вигляд

ρ(x)utt = T0(ux1x1 + ux2x2) + p(x, t), x ∈ Ω, t > 0, (7)

де p – величина зовнiшньої сили, розрахованої на одиницю пло-
щi i напрямленої паралельно осi Ou.

У випадку однорiдної мембрани ρ = const рiвняння малих
поперечних коливань (7) можна записати у виглядi

utt = a2(ux1x1 + ux2x2) + f(x, t), x ∈ Ω, t > 0, (8)
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де

a :=

√
T0
ρ
, f(x, t) :=

p(x, t)

ρ
.

Якщо зовнiшня сила вiдсутня, тобто p(x, t) ≡ 0, то з рiвнян-
ня (8) дiстанемо рiвняння вiльних коливань однорiдної
мембрани.

3.1.5 Коливання тривимiрного середовища. Доведе-
но [9, c. 18–24], що малi пружнi коливання твердих тiл, ко-
ливання газу, звуковi коливання, електромагнiтнi коливання
описуються неоднорiдним хвильовим рiвнянням (1). Зокрема,
це рiвняння задовольняє густина газу, його тиск i потенцiал
швидкостей, а також складовi напруженостi електричного та
магнiтного полiв i вiдповiднi потенцiали.

3.2 Рiвняння поширення тепла
(рiвняння дифузiї)

Процеси поширення тепла або дифузiї частинок у середо-
вищi описуються загальним рiвнянням

ρ ut = div (p gradu) + F (x, t). (1)

Розглянемо приклади конкретних задач, математичнi мо-
делi яких описуються рiвняннями типу (1).

3.2.1 Поширення тепла в iзотропному твердому тiлi.
Позначимо через u(x, t) температуру тiла D в точцi x := (x1,
x2, x3) у момент часу t. Вважаючи тiло iзотропним (властиво-
стi його в усiх напрямках однаковi), позначимо через ρ(x), c(x)
i k(x) вiдповiдно його густину маси, питому теплоємнiсть i ко-
ефiцiєнт теплопровiдностi в точцi x. Нехай F (x, t) – густина
джерел тепла в точцi x у момент часу t.

Якщо рiзнi частини тiла мають рiзну температуру, то в тiлi
буде вiдбуватися рух тепла вiд бiльш нагрiтих частин до менш
нагрiтих. Виведемо рiвняння, яке описує цей процес. Для цього
знайдемо баланс тепла в довiльнiй пiдобластi Ω ⊂ D з гладкою
межею S за довiльний промiжок часу (t1, t2).
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Використовуватимемо добре вiдомий в теорiї теплопровiд-
ностi закон Фур’є: кiлькiсть тепла ∆Q, яка проходить че-
рез елемент поверхнi ∆σ з площею ∆S за час ∆t, пропорцiйна
добутку ∆S∆t i похiднiй ∂ν⃗ u вiд температури u вздовж нор-
малi ν⃗ до ∆σ у напрямку руху тепла, тобто

∆Q = −k∆S∆t ∂ν⃗ u = −k∆S∆t (gradu)−→ν , (2)

де (gradu)−→ν – проекцiя вектора gradu на нормаль −→ν , k > 0 –
коефiцiєнт внутрiшньої теплопровiдностi.

Згiдно з формулою (2) через поверхню S в область Ω за
промiжок часу (t1, t2) надходить кiлькiсть тепла

Q1 =

t2∫
t1

dt

∫
S

k(x)∂ν⃗ u(x, t) dS =

t2∫
t1

dt

∫
S

(k(x)gradu(x, t), ν⃗(x)) dS,

де −→ν – зовнiшня нормаль до поверхнi S, а (·, ·) – скалярний
добуток в R3.

На пiдставi формули Остроградського–Ґауса величина Q1

дорiвнює

Q1 =

t2∫
t1

dt

∫
Ω

div(k(x)gradu(x, t)) dx.

За рахунок теплових джерел кiлькiсть тепла, яке видiлилося
або поглинулося в областi Ω за промiжок часу (t1, t2), дорiвнює

Q2 =

t2∫
t1

dt

∫
Ω

F (x, t)dx.

Оскiльки температура в областi Ω за промiжок часу (t1, t2) змi-
нилась на величину u(x, t2)−u(x, t1), x ∈ Ω, то для цього треба
затратити кiлькiсть тепла

Q3 =

∫
Ω

c(x)ρ(x)(u(x, t2)− u(x, t1)) dx
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або

Q3 =

t2∫
t1

dt

∫
Ω

c(x)ρ(x)ut(x, t) dx,

оскiльки u(x, t2)− u(x, t1) =
t2∫
t1

ut(x, t) dt.

Закон збереження енергiї вимагає, щоб Q3 = Q1 +Q2, тому
одержуємо рiвнiсть

t2∫
t1

dt

∫
Ω

(
c(x)ρ(x)ut(x, t)− div(k(x)gradu(x, t))−F (x, t)

)
dx = 0.

Якщо вважати, що пiдiнтегральна функцiя неперервна, а
область Ω i промiжок часу (t1, t2) довiльнi, то для будь-якої
точки x ∈ D i довiльного моменту часу t > 0

c(x)ρ(x)ut(x, t) = div (k(x) gradu(x, t)) + F (x, t). (3)

Це рiвняння називається рiвнянням поширення тепла
в неоднорiдному iзотропному тiлi.

Якщо тiло однорiдне, то c, ρ, k – сталi i тодi рiвняння (3)
можна записати у виглядi

ut(x, t) = a2(ux1x1(x, t) + ux2x2(x, t) + ux3x3(x, t)) + f(x, t),

x ∈ D, t > 0, (4)

де a2 :=
k

cρ
, f(x, t) :=

F (x, t)

cρ
.

Якщо в розглядуваному тiлi немає джерел тепла, тобто
F (x, t) = 0, x ∈ D, t > 0, то дiстанемо однорiдне рiвняння
теплопровiдностi.

ut(x, t) = a2(ux1x1(x, t) + ux2x2(x, t) + ux3x3(x, t)),

x ∈ D, t > 0. (5)

3.2.2 Поширення тепла в стержнi. Розглянемо неод-
норiдний iзотропний стержень довжиною l змiнного перерiзу
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i виведемо рiвняння поширення тепла в ньому при наявностi
джерел тепла.

Нехай вiсь стержня збiгається з вiссю Ox. Припускатиме-
мо, що в будь-якому перерiзi, перпендикулярному до осi Ox,
температура однакова в усiх точках перерiзу. Позначимо через
u(x, t) температуру в перерiзi з абсцисою x ∈ (0, l) у момент
часу t > 0.

Нехай для поперечного перерiзу стержня в точцi x ρ(x) –
густина маси, k(x) – коефiцiєнт внутрiшньої теплопровiдностi,
χ(x) – коефiцiєнт зовнiшньої або конвективної теплопровiдно-
стi (коефiцiєнт теплообмiну), c(x) – питома теплоємнiсть, S(x)
– плoща i σ(x) – довжина межi перерiзу, q(x, t) – густина дже-
рел тепла, розрахована на одиницю об’єму, u0(t) – температура
зовнiшнього середовища.

Для виведення диференцiального рiвняння, яке задоволь-
няє функцiя u(x, t), видiлимо довiльну достатньо малу його ча-
стину Ω, що мiститься мiж поперечними перерiзами в точках
x i x+∆x. В елементi Ω за промiжок часу (t, t+∆t) з’явиться
кiлькiсть тепла Q = Q1 + Q2 + Q3 , де Q1 – кiлькiсть тепла,
що надiйшла через перерiзи в точках x i x + ∆x, Q2 – кiль-
кiсть тепла, що надiйшла через бiчну поверхню, Q3 – кiлькiсть
тепла, що з’явилася внаслiдок дiї джерел тепла. Обчислимо
наближенi значення величин Q1, Q2 i Q3.

Для знаходження Q1 скористаємося законом Фур’є (2). Тодi
одержимо, що

Q1 = (k(x+∆x)S(x+∆x)ux(x+∆x, t̄)−k(x)S(x)ux(x, t̄))∆t =

= (k(x̄)S(x̄)ux(x̄, t̄))x∆x∆t, x̄ ∈ (x, x+∆x), t̄ ∈ (t, t+∆t).

Для знаходження Q2 скористаємося законом Ньютона:
кiлькiсть тепла, що надходить через одиницю плошi поверх-
нi за одиницю часу, пропорцiйна рiзницi температур тiла i
навколишнього середовища. Згiдно з цим законом

Q2 =
(
χ(¯̄x)σ(¯̄x) (u0(̄t̄)− u(¯̄x, ¯̄t))

)
∆x∆t,

¯̄x ∈ (x, x+∆x), ¯̄t ∈ (t, t+∆t).

71



За рахунок джерел тепла в областi Ω впродовж промiжку
часу (t, t+∆t) виникне кiлькiсть тепла

Q3 = q(x̃, t̃)S(x̃)∆x∆t, x̃ ∈ (x, x+∆x), t̃ ∈ (t, t+∆t).

Отже, наближено

Q =
(
(k(x̄)S(x̄)ux(x̄, t̄))x + χ(¯̄x)σ(¯̄x) (u0(̄t̄)− u(¯̄x, ¯̄t))+

+q(x̃, t̃)S(x̃)
)
∆x∆t. (6)

Ця кiлькiсть тепла витрачається на нагрiвання елемента Ω
стержня вiд температури u(x, t) до u(x, t+∆t). Вона , як вiдомо,
наближено визначається за формулою

Q = c(˜̃x) ρ(˜̃x)S(˜̃x)
(
u(˜̃x, t+∆t)− u(˜̃x, t)

)
∆x =

= c(˜̃x) ρ(˜̃x)S(˜̃x)ut(˜̃x,
˜̃t)∆x∆t,

˜̃x ∈ (x, x+∆x), ˜̃t ∈ (t, t+∆t). (7)

Оскiльки лiвi частини рiвностей (6) i (7) однаковi, то прирiв-
няємо їхнi правi частини. Якщо одержану рiвнiсть скоротити
на ∆x i ∆t, а потiм перейти до границi при ∆x → 0 i ∆t → 0,
то дiстанемо таке диференцiальне рiвняння для функцiї u:

c(x) ρ(x)S(x)ut(x, t) = (k(x)S(x)ux(x, t))x−

−χ(x)σ(x) (u(x, t)− u0(t)) + S(x)q(x, t), x ∈ (0, l), t > 0. (8)

Одержане рiвняння називається рiвнянням поширення
тепла в неоднорiдному iзотропному стержнi за наявно-
стi джерел тепла.

Зокрема, якщо c, ρ, k, χ, S i σ – сталi, то рiвняння (8)
набуває вигляду

ut(x, t) = a2uxx(x, t)− b2 u(x, t) + f(x, t), x ∈ (0, l), t > 0, (9)

де a2 :=
k

cρ
, b2 :=

χσ

cρS
, f(x, t) :=

S q(x, t) + χσ u0(t)

cρ S
.
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3.2.3 Рiвняння дифузiї. Знайдемо рiвняння дифузiї ре-
човини в нерухомому середовищi, якщо ця речовина займає
дiлянку трубки змiнного перерiзу довжини l, за умови, що за-
дано густину джерел речовини p(x, t) i дифузiя вiдбувається з
поглинанням, де швидкiсть поглинання у кожнiй точцi пропор-
цiйна густинi дифундуючої речовини.

Нехай вiсь трубки збiгається з вiссю Ox. Позначимо через
S(x) площу перерiзу трубки площиною, перпендикулярною до
осi Ox. Вважатимемо, що дифундуюча речовина рухається в
трубцi так, що її кiлькiсть однакова в усiх точках перерiзу в
даний момент часу. Позначимо через u(x, t) концентрацiю ди-
фундуючої речовини в перерiзi з абсцисою x у момент часу t.

Розглянемо елемент трубки, що мiститься мiж перерiзами
в точках x i x+∆x i складемо для нього баланс кiлькостi ди-
фундуючої речовини за промiжок часу (t, t+∆t).

Для того щоб знайти кiлькiсть речовини, яка надiйде у видi-
лений елемент трубки через перерiзи в точках x i x+∆x за про-
мiжок часу (t, t+∆t), скористаємося законом Нернста: кiль-
кiсть речовини, що проходить через елемент поверхнi пло-
щею ∆S за одиницю часу дорiвнює

∆Q = −D(x) ∂ν⃗ u(x, t)∆S,

де D(x) – коефiцiєнт дифузiї, ν⃗ – нормаль до поверхнi в на-
прямку руху речовини, u(x, t) – концентрацiя дифундуючої ре-
човини.

Маємо

Q(x, t̄) = −D(x) ∂xu(x, t̄)S(x)∆t,
Q(x+∆x, t̄) = D(x+∆x) ∂xu(x+∆x, t̄)S(x+∆x)∆t,

а тому за час ∆t у видiлений елемент трубки через бiчнi сто-
рони надiйде кiлькiсть речовини

Q1 = (D(x+∆x) ∂xu(x+∆x, t̄)S(x+∆x)−D(x) ∂xu(x, t̄)S(x))∆t

або

Q1 = (D(x̄)S(x̄)ux(x̄, t̄))x∆x∆t, x̄ ∈ (x, x+∆x), t̄ ∈ (t, t+∆t).
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Очевидно, що за рахунок джерел у видiленому елементi
з’явиться кiлькiсть речовини

Q2 = p(¯̄x, ¯̄t)S(¯̄x)∆x∆t, ¯̄x ∈ (x, x+∆x), ¯̄t ∈ (t, t+∆t).

Оскiльки згiдно з умовою вiдбувається поглинання речови-
ни, то у видiленому елементi вiдбудеться зменшення кiлькостi
речовини на величину

Q3 = −qu(x̃, t̃)S(x̃)∆x∆t, x̃ ∈ (x, x+∆x), t̃ ∈ (t, t+∆t).

Отже, за час ∆t у видiленому елементi трубки кiлькiсть
дифундуючої речовини становитиме

Q = Q1 +Q2 +Q3.

Якщо обчислити Q через прирiст концентрацiї речовини на
величину u(˜̃x, t+∆t)− u(˜̃x, t), то дiстанемо, що

Q = ρ(˜̃x) (u(˜̃x, t+∆t)− u(˜̃x, t))S(˜̃x)∆x

або

Q = ρ(˜̃x)ut(˜̃x,
˜̃t)S(˜̃x)∆x∆t, ˜̃x ∈ (x, x+∆x), ˜̃t ∈ (t, t+∆t),

де ρ(x) – коефiцiєнт пористостi речовини, тобто вiдношення
площi пор до всiєї площi перерiзу.

Прирiвнявши обидва вирази для Q, дiстанемо рiвнiсть

ρ(˜̃x)S(˜̃x)ut(˜̃x,
˜̃t)∆x∆t = (D(x̄)S(x̄)ux(x̄, t̄))x∆x∆t+

+ p(¯̄x, ¯̄t)S(¯̄x)∆x∆t− qu(x̃, t̃)S(x̃)∆x∆t.

Пiсля скорочення на ∆x i ∆t i переходу до границi при
∆x→ 0 i ∆t→ 0, дiстаємо рiвняння дифузiї

ρ(x)S(x)ut(x, t) = (D(x)S(x)ux(x, t))x + p(x, t)S(x)−

−qS(x)u(x, t), x ∈ (0, l), t > 0. (10)

Якщо ρ, S i D сталi, то рiвняння (10) набуде вигляду

ut(x, t) = a2 uxx(x, t)− b2 u(x, t) + f(x, t),

де a2 :=
D0

ρ
, b2 :=

q

ρ
, f(x, t) :=

p(x, t)

ρ
.
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3.3 Рiвняння, якi описують стацiонарнi
процеси

У випадку стацiонарних процесiв функцiї, якi беруть участь
в їх описаннi, не залежать вiд часу t. Рiвняння для цих про-
цесiв одержуються з рiвнянь, що описують коливнi процеси або
процеси поширення тепла за умови їхньої усталеностi.

3.3.1 Розглянемо процес коливань, який описується хви-
льовим рiвнянням

utt = a2(ux1x1 + ux2x2 + ux3x3) + f(x, t). (1)

Припустимо, що вiн усталився, тобто не залежить вiд часу. У
цьому випадку функцiї u i f не залежать вiд t, тобто u = u(x),
f = f(x), x := (x1, x2, x3), а тому ut = utt = 0, i отже, рiвняння
(1) переходить у рiвняння Пуассона

∆u(x) := ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 = f(x). (2)

При цьому, якщо вiдсутнє зовнiшнє збурення, тобто f ≡ 0, то
дiстанемо рiвняння Лапласа

∆u(x) = 0. (3)

3.3.2 Якщо розподiл температури в тiлi усталився, тобто
вона не залежить вiд часу, то ut = 0 i рiвняння теплопровiдно-
стi (4) з пункту 3.2.1 перейде в рiвняння Пуассона (2), а коли
вiдсутнi джерела тепла, тобто f ≡ 0, то дiстанемо рiвняння
Лапласа (3).

3.3.3 Стацiонарний потiк iдеальної, тобто нев’язкої, не-
стисненої рiдини характеризується швидкiстю v, для якої iснує
потенцiал, а тому

v(x) = −gradu(x).

Якщо вiдсутнi джерела, то div v(x) = 0. Пiдставляючи сюди
вираз для v, дiстанемо знову рiвняння Лапласа для потенцiалу
швидкостей

div(gradu(x)) = 0 або ∆u(x) = 0.
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3.3.4 Якщо в однорiдному провiдному середовищi вiдсутнi
джерела струму i процес стацiонарний, то електричне поле буде
потенцiальним i його потенцiал задовольняє рiвняння Лапласа.

3.4 Постановка задач математичної фiзики,
поняття про їх коректнiсть

3.4.1 Деякi означення та позначення. У просторi Rn,
n ∈ N, точок x := (x1, . . . , xn) розглянемо область Ω з межею
S. Нехай в цiй областi визначена функцiя f . Запис

f(x)
∣∣∣
x∈S

:= f(x)
∣∣∣
S
= g(y), y ∈ S,

означатиме, що

lim
Ω∋x→y

f(x) = g(y), y ∈ S.

Кажуть, що функцiя f неперервна в областi Ω аж до межi
S, якщо: 1) f неперервна в Ω; 2) lim

Ω∋y→x
f(y) = g(x), x ∈ S;

3) функцiя F (x) :=

{
f(x), x ∈ Ω,
g(x), x ∈ S

неперервна в Ω := Ω ∪ S.

Записують цей факт так: f ∈ C(Ω).
Якщо f в областi Ω неперервно диференцiйовна k разiв, а

її неперервне продовження на межу областi має похiднi до по-
рядку l ≤ k, то будемо записувати f ∈ Ck(Ω)∩C l(Ω). Зокрема,
запис f ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) означає, що функцiя f неперервна в
областi Ω аж до її межi i двiчi неперервно диференцiйовна в Ω.

Поверхню S називатимемо гладкою або поверхнею, що на-
лежить до класу C1, якщо в малому околi кожної точки x0 ∈ S
її можна подати у виглядi ω(x) = 0, де функцiя ω неперервно
диференцiйовна i gradω ̸= 0. У випадку, коли функцiя ω непе-
рервна разом зi своїми похiдними до порядку k ≥ 1 включ-
но, кажуть, що поверхня належить до класу Ck i записують
S ∈ Ck. Якщо поверхня складається зi скiнченного числа глад-
ких кускiв, то її називають кусково–гладкою.

76



Надалi, якщо не буде зумовлено протилежне, поверхню S
будемо вважати замкненою i такою, що дiлить Rn \S на двi ча-
стини: обмежену область Ω+, яка мiститься в деякiй кулi скiн-
ченного радiуса, i необмежену область Ω−, яка мiстить нескiн-
ченно вiддалену точку.

Якщо поверхня S є межею областi Ω, то зовнiшньою норма-
ллю ν⃗y до поверхнi S в точцi y ∈ S називають вектор нормалi,
який виходить з областi Ω.

Множину точок (x, t) таких, що x ∈ Ω, 0 < t ≤ T , називати-
мемо цилiндром i позначатимемо через QT , так що QT := Ω×
×(0, T ]. Зокрема, якщо n = 1 i Ω = (a, b), то цилiндр QT –
це прямокутник на площинi Oxt без нижньої i бiчних сторiн
(рис. 3.4). У випадку, коли n = 2 i Ω – область на площинi
Ox1x2, QT – це цилiндрична область висоти T з основою Ω в
площинi {t = 0} i бiчною межею, яка є цилiндричною поверх-
нею з напрямною S i твiрними, паралельними осi Ot. До QT не
належать бiчна межа та нижня основа (рис. 3.5).

Рис.3.4 Рис.3.5
У роздiлах 1 i 2 було продемонстровано на конкретних при-

кладах, що диференцiальне рiвняння з частинними похiдни-
ми, взагалi кажучи, має безлiч розв’язкiв. Зокрема, сукупнiсть
розв’язкiв диференцiального рiвняння з частинними похiдни-
ми першого порядку залежить вiд однiєї довiльної функцiї, а у
випадку рiвняння другого порядку – вiд двох довiльних функ-
цiй.

Треба зазначити, що для диференцiальних рiвнянь з
частинними похiдними задача про знаходження загально-
го розв’язку, тобто всiєї сукупностi розв’язкiв рiвнянь, є,
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за окремими винятками, не природною i не може бути
розв’язаною. Для таких рiвнянь ставиться задача про вiдшу-
кання розв’язкiв, якi задовольняють певнi додатковi умови. Ха-
рактер цих умов iстотно залежить вiд фiзичного змiсту проце-
су, який описується рiвнянням, i отже, вiд типу рiвняння.

Додатковi умови будемо ставити для рiвняння коливань (гi-
перболiчний тип)

ρ(x)utt = div (p(x) gradu)− q(x)u+ F (x, t), (1)

рiвняння теплопровiдностi (параболiчний тип)

ρ(x)ut = div (p(x) gradu)− q(x)u+ F (x, t), (2)

стацiонарного рiвняння (елiптичний тип)

div (p(x) gradu)− q(x)u+ F (x) = 0, (3)

де

div (p(x) gradu) :=

n∑
k=1

(p(x)uxk)xk , n ∈ {1, 2, 3}.

Коефiцiєнти рiвняння, згiдно з фiзичним змiстом, будемо
вважати такими: ρ(x) > 0, p(x) > 0, q(x) ≥ 0, {ρ, q} ⊂ C(Ω), p ∈
C1(Ω), де Ω – область змiни просторових змiнних у рiвняннях
(1) – (3), тобто область, в якiй вiдбувається процес.

Далi, якщо не зроблено додаткових застережень, пiд
розв’язком рiвняння розумiтимемо його класичний розв’язок.

3.4.2 Задачi для рiвняння гiперболiчного типу. Спо-
чатку розглянемо рiвняння поперечних коливань струни, яка
в положеннi рiвноваги збiгається з вiдрiзком [0, l] осi Ox:

ρ(x)utt(x, t) = T0uxx(x, t)− k(x)ut(x, t) + p(x, t),

0 < x < l, t > 0.

Якщо кiнцi струни закрiпленi, то повиннi виконуватись
крайовi умови

u(x, t)|x=0 = 0, u(x, t)|x=l = 0, t ≥ 0. (4)
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Оскiльки процес коливань струни залежить вiд її початко-
вої форми i розподiлу швидкостей, то треба задати початковi
умови

u(x, t)|t=0 = φ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l]. (5)

Отже, додатковi умови включають крайовi та початковi
умови, де φ i ψ – заданi функцiї. Пiзнiше буде доведено, що цi
умови повнiстю визначають розв’язок рiвняння коливань стру-
ни.

Якщо кiнцi струни рухаються за заданими законами, то
крайовi умови мають вигляд

u(x, t)|x=0 = µ1(t), u(x, t)|x=l = µ2(t), t ≥ 0, (6)

де µ1 i µ2 – заданi функцiї.
Аналогiчнi умови ставляться i для рiвняння поздовжнiх ко-

ливань стержня або пружини.
Можливi також iншi типи крайових умов. Розглянемо, на-

приклад, задачу про пружнi коливання стержня (пружини),
один кiнець якого закрiплений, а другий вiльний. У точцi за-
крiплення x = 0 стержня

u(x, t)|x=0 = 0, t ≥ 0,

а на вiльному кiнцi x = l натяг

T (l, t) := Eux(x, t)|x=l = 0,

i тому
ux(x, t)|x=l = 0, t ≥ 0.

Якщо кiнець x = 0 рухається за певним законом µ(t), а при
x = l дiє поздовжня сила ν1(t), t ≥ 0, то

u(x, t)|x=0 = µ(t), ux(x, t)|x=l = ν(t), t ≥ 0,

де ν(t) :=
1

E
ν1(t).
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Типовою є також умова пружного крiплення, наприклад,
для x = l

Eux(x, t)|x=l = −αu(x, t)|x=l
або (

ux(x, t) + hu(x, t)
)∣∣∣
x=l

= 0, t ≥ 0,

де h :=
α

E
> 0, при якiй кiнець x = l може перемiщуватися, але

пружна сила крiплення створює на цьому кiнцi натяг, який на-
магається повернути змiщений кiнець у попереднє положення.
Ця сила, за законом Гука, пропорцiйна змiщенню u(l, t); кое-
фiцiєнт пропорцiйностi α називають коефiцiєнтом жорсткостi
крiплення.

Якщо точка, в якiй є пружне крiплення, перемiщується i її
вiдхилення вiд початкового положення визначається функцiєю
χ(t), то крайова умова набуває вигляду(

ux(x, t) + h(u(x, t)− χ(t))
)∣∣∣
x=l

= 0, t ≥ 0.

Очевидно, що умова пружного крiплення на лiвому кiнцi x = 0
має вигляд(

ux(x, t)− h(u(x, t)− χ(t))
)∣∣∣
x=0

= 0, t ≥ 0.

Задача про знаходження розв’язку рiвняння поперечних ко-
ливань струни, який задовольняє початковi умови (5) i дея-
кi крайовi умови, наприклад (6), називається мiшаною або
початково-крайовою задачею.

Мiшана задача. В прямокутнику QT := (0, l)× (0, T ] тре-
ба знайти розв’язок рiвняння (1), неперервно диференцiйовний
аж до межi, який задовольняє крайовi умови

(γ1ux(x, t) + δ1u(x, t))|x=0 = µ1(t),
(γ2ux(x, t) + δ2u(x, t))|x=l = µ2(t),

t ∈ [0, T ], (7)

де γ21 + δ21 ̸= 0, γ22 + δ22 ̸= 0, i початковi умови

u(x, t)|t=0 = φ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l]. (8)
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Щоб постановка задачi була несуперечливою, повиннi ви-
конуватися умови гладкостi

F ∈ C(Q), φ ∈ C1([0, l]), ψ ∈ C([0, l]), {µ1, µ2} ⊂ C([0, T ])

i узгодженiсть додаткових умов

(γ1φ
′(0) + δ1φ(0)) = µ1(0), (γ2φ

′(l) + δ2φ(l)) = µ2(l).

Для рiвняння (1), при довiльному n, мiшана задача форму-
люється так: в областi QT = Ω × (0, T ] знайти розв’язок рiв-
няння (1), неперервно диференцiйовний аж до межi областi,
який задовольняє крайову умову

(γ ∂ν⃗yu(x, t) + δu(x, t))
∣∣∣
x∈S

= µ(y, t), y ∈ S, t ∈ [0, T ],

де γ2 + δ2 ̸= 0, i початковi умови

u(x, t)|t=0 = φ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x ∈ Ω.

При цьому повиннi виконуватися такi умови гладкостi та
узгодження:

F ∈ C(Q), φ ∈ C1(Ω), ψ ∈ C(Ω), µ ∈ C(S × [0, T ]),

(γ ∂ν⃗yφ(x) + δφ(x))
∣∣∣
x∈S

= µ(y, t)|t=0, y ∈ S.

Задача (1), (7), (8) буде однорiдною, коли F , µ1, µ2 тотож-
но дорiвнюють нулю, i неоднорiдною у випадку, коли при-
наймнi одна з цих функцiй не є нульовою.

У залежностi вiд характеру крайових умов вiдповiднi мi-
шанi задачi називають першою, другою i третьою мiшани-
ми задачами або мiшаними задачами першого, другого
i третього роду. Так, у випадку n = 1 i Ω = (0, l) задача (1),
(7), (8) є мiшаною задачею першого роду, якщо в (7) γk = 0,
δk = 1, k ∈ {1, 2}, другого роду, якщо γk = 1, δk = 0, k ∈ {1, 2},
i третього роду, якщо γk = 1, k ∈ {1, 2}, δ1 = −h1, δ2 = h2,
hk > 0, k ∈ {1, 2}.
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Треба зауважити, що можливi iншi види крайових умов.
Наприклад, у задачах про коливання кiльця, коли x = 0 i x = l
є однiєю i тiєю ж точкою, крайовi умови набувають вигляду

u(l, t) = u(0, t), ux(l, t) = ux(0, t), t ∈ [0, T ],

тобто зводяться до вимоги неперервностi функцiй u i ux.
Похiднi вiд u за t також можуть уходити в крайовi умо-

ви. Якщо кiнець стержня (пружини) зазнає опору середовища,
який пропорцiйний швидкостi його руху, то крайова умова на-
буде вигляду

Eux(x, t)
∣∣∣
x=l

= −αut(x, t)
∣∣∣
x=l

, t ∈ [0, T ].

Якщо ж до кiнця x = l стержня (пружини) прикрiплено
вантаж маси m, то повинна виконуватись умова

mutt(x, t)
∣∣∣
x=l

= −Eux(x, t)
∣∣∣
x=l

+mg, t ∈ [0, T ].

Розглянемо задачу про коливання важкої однорiдної нитки,
яка описується рiвнянням (6) з пункту 3.1.3. Оскiльки верхнiй
кiнець закрiплений, то u(x, t)|x=0 = 0. Щоб дiстати умову для
нижнього кiнця x = l, скористаємося тим, що коливання малi, i
тому вiдхилення скiнченне, тобто |u(x, t)|x=l| < +∞. Така умо-
ва оправдана тим, що хоча коефiцiєнти рiвняння (6) i гладкi,
але коефiцiєнт при старшiй похiднiй uxx, що дорiвнює l − x,
при x = l перетворюється в нуль, тобто рiвняння вироджуєть-
ся. Отже, крайовi умови в цьому випадку мають такий вигляд:

u(x, t)
∣∣∣
x=0

= 0,
∣∣∣u(x, t)∣∣∣

x=l

∣∣∣ < +∞, t ∈ [0, T ].

Задача Кошi. Вважатимемо, що рiвняння (1) описує про-
цес в усьому просторi Rn змiнних x (тобто Ω = Rn) i при до-
вiльному t ∈ (0, T ], тому, природно, нiяких крайових умов не
повинно бути. Нехай ΠT := {(x, t) |x ∈ Rn, t ∈ (0, T ]}. Сфор-
мулюємо задачу Кошi: знайти функцiю u ∈ C2(ΠT ) ∩ C1(ΠT ),
яка задовольняє рiвняння (1) в областi ΠT i початковi умови

u(x, t)|t=0 = φ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x ∈ Rn,
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при цьому для функцiй F , φ i ψ повиннi виконуватись вiдпо-
вiднi умови гладкостi.

Задача Кошi виникає тодi, коли промiжок часу, протягом
якого вивчаються коливання, малий i нас цiкавить процес ко-
ливання в точках, близьких до середини областi, наприклад
струни. Тодi за цей промiжок часу вплив крайових умов неiс-
тотний, бо коливання вiдбуваються зi скiнченною швидкiстю.

Якщо нас цiкавить розв’язок задачi про коливання струни
(стержня) поблизу одного iз кiнцiв за малий промiжок часу, то
вплив коливань другого кiнця буде незначним, а тому приходи-
мо до задачi про коливання напiвнеобмеженої струни (стерж-
ня). Тут повиннi задаватися початковi умови i крайова умова
на кiнцi струни (стержня).

У випадку, коли нас цiкавить характер явища (процесу) в
моменти часу, якi достатньо далекi вiд початкового, то маємо
задачу Фур’є або задачу без початкових умов.

3.4.3 Задачi для рiвняння параболiчного типу. По-
становка мiшаної задачi та задачi Кошi для рiвняння пара-
болiчного типу (2) вiдрiзняється вiд вiдповiдної постановки для
рiвняння гiперболiчного типу (1) тим, що буде лише одна по-
чаткова умова

u(x, t)
∣∣∣
t=0

= φ(x), x ∈ Ω,

оскiльки в рiвняння входить похiдна за t тiльки першого поряд-
ку. Крiм того, треба ще вимагати певної поведiнки розв’язкiв
при |x| → +∞.

Наведемо приклади крайових умов для конкретних випад-
кiв.

Якщо на поверхнi S областi Ω пiдтримується задана темпе-
ратура, то це означає, що

u(x, t)
∣∣∣
x∈S

= µ(y, t), y ∈ S, t ≥ 0.

Маємо крайову умову першого роду.
У випадку, коли на поверхнi S задано тепловий потiк (кiль-

кiсть тепла, яка проходить за одиницю часу через поверхню
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одиничної площi), маємо

∂ν⃗yu(x, t)
∣∣∣
x∈S

= µ(y, t), y ∈ S, t ≥ 0,

де ν⃗y – вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi S у точцi y.
Зокрема, якщо тiло теплоiзольоване, то

∂ν⃗yu(x, t)
∣∣∣
x∈S

= 0, y ∈ S, t ≥ 0.

Це крайова умова другого роду.
Розглянемо тепер випадок крайової умови третього ро-

ду. Нехай середовище, в якому знаходиться тiло Ω, має тем-
пературу χ(x, t), а мiж тiлом Ω i навколишнiм середовищем
вiдбувається теплообмiн за законом Ньютона, тобто тепловий
потiк Q через поверхню S у напрямку зовнiшньої нормалi ν⃗
пропорцiйний рiзницi температур

Q = α(u(y, t)− χ(y, t)), y ∈ S,

де α > 0 – коефiцiєнт теплообмiну.
Оскiльки з iншого боку, згiдно з законом Фур’є, за одиницю

часу через одиничну площу поверхнi S у напрямку вектора ν⃗
йде потiк Q = −k ∂ν⃗ u, то, прирiвнявши цi вирази, дiстанемо

(∂ν⃗yu(x, t) + hu(x, t))
∣∣∣
x∈S

= µ(y, t), y ∈ S, t ≥ 0,

де h :=
α

k
> 0, µ :=

αχ

k
.

У випадку, коли Ω = (0, l), маємо такi крайовi умови третьо-
го роду:

(ux(x, t)− h1u(x, t))|x=0 = µ1(t),
(ux(x, t) + h2u(x, t))|x=l = µ2(t), t ≥ 0,

де h1 > 0, h2 > 0.
3.4.4 Задачi для рiвняння елiптичного типу. Розг-

лянемо рiвняння (3). Вважатимемо, що коефiцiєнти рiвняння
визначенi в обмеженiй областi Ω+ ⊂ Rn з межею S або в необ-
меженiй областi Ω− := Rn\Ω+. У залежностi вiд областi Ω+ або
Ω− i вигляду крайових умов розглядаються вiдповiднi задачi.
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Внутрiшня крайова задача. Знайти розв’язок рiвняння
(3) в областi Ω+, який належить до класу C1(Ω+) i задоволь-
няє крайову умову(

γ∂ν⃗yu(x) + δu(x)
)∣∣∣
x∈S

= µ(y), y ∈ S, (9)

де γ2 + δ2 ̸= 0, а ν⃗y – зовнiшня щодо областi Ω+ нормаль у
точцi y ∈ S. При цьому вважають, що F ∈ C(Ω+), µ ∈ C(S).

Зовнiшня крайова задача. Знайти функцiю u ∈
C2(Ω−) ∩ C1(Ω−), яка регулярна на нескiнченностi, тобто
|u(x)| ≤ A

|x|n−2 при |x| → ∞, A > 0, задовольняє рiвняння (3)
в областi Ω− i крайову умову (9), в якiй ν⃗y – зовнiшня щодо
областi Ω− нормаль у точцi y ∈ S.

Регулярнiсть функцiї u на нескiнченностi необхiдна для
єдиностi розв’язку. Якщо умова регулярностi вiдсутня, то єди-
ностi може не бути.

У залежностi вiд значень коефiцiєнтiв γ i δ розглядають
рiзнi крайовi умови.

Крайова умова першого роду – це умова

u(x)
∣∣∣
x∈S

= µ(y), y ∈ S,

що вiдповiдає випадку γ = 0, δ = 1. Вiдповiдну задачу нази-
вають першою крайовою задачею. Зокрема, коли рiвняння
(3) є рiвнянням Пуассона ∆u = −F (x) чи Лапласа ∆u = 0, то
крайову задачу в Ω+(Ω−) з крайовими умовами першого роду
називають внутрiшньою (зовнiшньою) задачею Дiрiхле.

Крайова умова другого роду – це умова

∂ν⃗yu(x)
∣∣∣
x∈S

= µ(y), y ∈ S,

тобто, коли γ = 1, δ = 0. У цьому випадку крайову задачу
називають другою крайовою задачею.

Для рiвнянь Пуассона i Лапласа крайову задачу в Ω+(Ω−)
з крайовими умовами другого роду називають внутрiшньою
(зовнiшньою) задачею Неймана.
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Зауважимо, що у випадку задачi Неймана для рiвняння Ла-
пласа в Ω+ необхiдне виконання умови

∫
S

µ(y) dS = 0.

Крайова умова третього роду – це умова (9), в якiй оби-
два коефiцiєнти γ i δ не дорiвнюють нулю. Вiдповiдна задача
називається третьою крайовою задачею.

3.4.5 Коректнiсть задач математичної фiзики.
Оскiльки задачi математичної фiзики є математичними моде-
лями реальних фiзичних процесiв, то їхнi постановки повиннi
задовольняти такi природнi вимоги:

1) розв’язок має iснувати в певному класi функцiй X1;
2) розв’язок має бути єдиним у деякому класi функцiй X2;
3) розв’язок має неперервно залежати вiд даних задачi.
Перша вимога означає, що математична модель є несу-

перечливою, друга – що вона однозначно описує фiзичний про-
цес, i третя – що вона малочутлива до незначних похибок ви-
мiрювань фiзичних величин.

Задача, яка задовольняє всi цi вимоги, називається корект-
но поставленою або коректною за Адамаром, а множина
функцiй X1∩X2 – класом коректностi. Якщо не виконується
хоча б одна з вимог 1) – 3), то кажуть, що задача некоректно
поставлена.

Однiєю з причин некоректностi задачi є невдало поставленi
до рiвняння додатковi умови.

Задачi, постановки яких наведенi в попереднiх пунктах, як
ми пiзнiше переконаємося, є коректно поставленими. У той же
час задача Кошi для рiвняння елiптичного типу не є корект-
ною, що випливає з прикладу Адамара.

Приклад Адамара. Розглянемо задачу Кошi для двови-
мiрного рiвняння Лапласа

utt(x, t) + uxx(x, t) = 0, x ∈ R, t > 0, (10)

u(x, t)|t=0 = φ1(x), ut(x, t)|t=0 = φ2(x), x ∈ R. (11)

Очевидно, що кожна з функцiй

un(x, t) = e nt−
√
n sinnx, x ∈ R, t > 0, n ∈ N,
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задовольняє рiвняння (10) i початковi умови (11) з

φ1(x) = φ
(n)
1 (x) := e−

√
n sinnx,

φ2(x) = φ
(n)
2 (x) := ne−

√
n sinnx.

Вважаючи, що ∥φ∥C(R) := sup
x∈R

|φ(x)|, маємо

∥φ(n)
1 ∥C(R) + ∥φ(n)

2 ∥C(R) = e−
√
n(1 + n) → 0 при n→ ∞,

але для довiльного t > 0

∥un(·, t)∥C(R) = e nt−
√
n → +∞ при n→ ∞.

Отже, немає неперервної залежностi розв’язкiв вiд почат-
кових даних, а це означає, що задача некоректна.

Вправи до роздiлу 3

1. Сформулювати задачу про малi поздовжнi коливання
пружного однорiдного стержня змiнного перерiзу S(x) довжи-
ною l при довiльних початкових умовах для випадкiв, коли:

а) стержень має форму зрiзаного конуса з радiусами основ
r i R (r < R), якi закрiпленi жорстко;

б) кiнець стержня x = 0 закрiплений пружно, а до кiнця
x = l, починаючи з моменту t = 0, прикладена сила F (t), t > 0,
на одиницю площi перерiзу.

2. Абсолютно гнучка нитка довжиною l пiдвiшена за кiнець
x = l, а на другому кiнцi x = 0, прикрiплений вантаж масоюM .
Лiнiйна густина нитки ρ змiнюється за законом ρ(x) = A√

l1+x
,

0 < x < l, де сталi A i l1 пов’язанi з масою вантажу спiввiд-
ношенням M = 2A

√
l1. Довести, що рiвняння малих коливань

нитки навколо положення рiвноваги має вигляд uyy = 1
a2
utt,

a :=
√

g
2 , y =

√
l + l1 −

√
l1 + x.

3. Поставити мiшану задачу для поперечних коливань важ-
кої струни довжиною l, що обертається з кутовою швидкiстю
ω вiдносно вертикального положення рiвноваги, верхнiй кiнець
якої жорстко закрiплено, а нижнiй – вiльний.
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4. Дано тонкий однорiдний стержень довжиною l, почат-
кова температура якого φ(x), 0 ≤ x ≤ l. Поставити крайову
задачу про визначення температури стержня, якщо на кiнцi
x = 0 пiдтримується стала температура u0, а на бiчнiй поверхнi
i на кiнцi x = l вiдбувається конвективний теплообмiн за зако-
ном Ньютона з навколишнiм середовищем, температура якого
дорiвнює нулю.

5. Неоднорiдна нитка, густина якої змiнюється за законом
ρ(x) = a√

b2−x2 , 0 < x < l, a > 0, b > l, прикрiплена кiнцем x = 0

до нерухомої осi, а на другому кiнцi x = l прикрiплена кулька,
маса якої M = a

l

√
b2 − l2. Довести, що при обертаннi нитки

зi сталою кутовою швидкiстю ω навколо вказаної осi рiвняння
малих коливань має вигляд utt = ω2uyy, де y = arcsin x

b .
6. Поставити мiшану задачу про малi поздовжнi коливання

однорiдного пружного стержня довжиною l, один кiнець якого
закрiплено жорстко, а другий – пружно, тобто зазнає опору,
пропорцiйного швидкостi. Опором середовища знехтувати.

Вiдповiдi до вправ з роздiлу 3

1. а) (r + R−r
l x)2utt =

E
ρ ((r +

R−r
l x)2 ux)x, 0 < x < l, t > 0;

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0;
u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l;

б) ρSutt = E(Sux)x, 0 < x < l, t > 0,
S(0)Eux(0, t)− σu(0, t) = 0, Eux(l, t) = F (t), t ≥ 0,
u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, σ – коефiцiєнт

жорсткостi пружного крiплення.

2. Скористатися тим, що T (x) =Mg +
x∫
0

Agdξ√
l1+ξ

або T (x) =

= 2Ag
√
l1 + x. Тодi рiвняння коливань матиме вигляд

4
√
l1 + x(

√
l1 + xux)x = 2

gutt.
3. utt = g((l − x)ux)x + ω2u, 0 < x < l, t > 0;
u(0, t) = 0, |u(l, t)| < +∞, t ≥ 0;
u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l.
4. ut = a2uxx − αp

cρSu, 0 < x < l, t > 0;
u(0, t) = u0, ux(l, t) + hu(l, t) = 0, t ≥ 0;
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u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l, p – периметр поперечного перерiзу
стержня, h := α

k .
5.Скориставшись вказiвкоюдо задачi 2, матимемо рiвняння√

b2 − x2(
√
b2 − x2ux)x = 1

ω2utt.

6. utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, a2 := E
ρ ,

u(0, t) = 0, (ESux − kut)|x=l = 0, t ≥ 0;
u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, де k – коефiцiєнт

тертя для кiнця стержня l.
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4 ГIПЕРБОЛIЧНI РIВНЯННЯ

4.1 Вивчення малих коливань струн (стержнiв)
методом характеристик

4.1.1 Коливання необмеженої струни. Розв’язки Да-
ламбера. Нехай R2

+ := {(x, t)|x ∈ R, t > 0}. Рiвняння ма-
лих вiльних коливань однорiдної струни (стержня), тобто ко-
ливань, коли вiдсутнi зовнiшнi збурення, має вигляд

utt = a2uxx, (x, t) ∈ R2
+. (1)

Це однорiдне гiперболiчне рiвняння. Для перевiрки гiперболiч-
ностi рiвняння (1), запишемо його у виглядi

a2uxx − utt = 0.

Тут коефiцiєнти a, b, c iз загального вигляду рiвняння (8) iз
пункту 2.2.2, дорiвнюють вiдповiдно a2, 0 i −1, а тому δ :=
b2 − ac = a2 > 0, що й означає гiперболiчнiсть рiвняння (1) в
R2
+.

Зведемо рiвняння (1) до канонiчного вигляду. Для цього
запишемо рiвняння характеристик i знайдемо його першi iнте-
грали, тобто характеристики рiвняння (1):

a2(dt)2 − (dx)2 = 0

або
a dt− dx = 0, a dt+ dx = 0,

тодi
x− at = C1 i x+ at = C2

є характеристиками рiвняння (1). Тепер у рiвняннi (1) зробимо
замiну змiнних {

ξ = x− at,
η = x+ at.

(2)

Тодi згiдно з формулами (12) i (13) iз пункту 2.2.2 маємо, що
ã = c̃ = 0, b̃ = 2a2, d̃ = ẽ = f̃ = g̃ = 0, а тому канонiчний вигляд
рiвняння (1) такий:

ũξη = 0. (3)
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Розв’яжемо рiвняння (3). Для цього запишемо його у
виглядi

(ũξ)η = 0

i зiнтегруємо по η при кожному фiксованому ξ. Тодi одержимо,
що

ũξ = φ(ξ),

а, отже,

ũ(ξ, η) =

∫
φ(ξ) dξ + g(η)

або
ũ(ξ, η) = f(ξ) + g(η), (ξ, η) ∈ R2, (4)

де f i g – довiльнi функцiї з простору C2(R).
Формула (4) визначає загальний розв’язок рiвняння (3).

Якщо повернутися до змiнних x i t, то дiстанемo загальний
розв’язок рiвняння (1)

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at), (x, t) ∈ R2
+, (5)

де f i g – довiльнi функцiї з простору C2(R).
Розв’язки вигляду (5) називаються розв’язками Далам-

бера.
З’ясуємо фiзичний змiст розв’язкiв Даламбера.
Розглянемо спочатку частинний випадок коливання стру-

ни, коли g ≡ 0, тобто коли змiщення струни визначається фор-
мулою

u(x, t) = f(x− at), (x, t) ∈ R2
+. (6)

Припустимо, що спостерiгач, вийшовши в початковий момент
часу t = 0 з точки x = c струни, рухається в додатному на-
прямку осi Ox зi швидкiстю a, тобто його абсциса змiнюється
за законом x = c + at або x − at = c. Для цього спостерiга-
ча змiщення струни, яке визначається формулою (6), буде весь
час сталим, рiвним f(x − at) = f(c). Явище, описуване фор-
мулою (6), називається поширенням прямої хвилi. Отже,
розв’язок (6) є прямою хвилею, яка поширюється в додатно-
му напрямку осi Ox зi швидкiстю a.
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Аналогiчно розв’язок

u(x, t) = g(x+ at), (x, t) ∈ R2
+,

є зворотною хвилею, яка поширюється у вiд’ємному напрям-
ку осi Ox зi швидкiстю a.

Тому кожний розв’язок вигляду (5) є сумою прямої i зво-
ротної хвиль.

Звiдси випливає графiчний метод побудови форми струни в
будь-який момент часу t. Будуємо кривi u = f(x) i u = g(x), якi
зображують пряму i зворотну хвилi в початковий момент часу
t = 0, i потiм, не змiнюючи форми, пересуваємо їх одночасно
зi швидкiстю a у рiзнi боки: u = f(x) – вправо, а u = g(x) –
влiво. Щоб одержати тепер графiк струни, досить побудувати
алгебраїчнi суми ординат розсунених кривих.

Розглянемо верхню пiвплощину R2
+ площини Oxt, в якiй осi

Ox вiдповiдає положення струни в момент часу t = 0. Будь-яка
точка (x, t) ∈ R2

+ харак-
теризує певну точку x
струни в момент часу t.
Легко знайти при цьому
графiчно тi точки стру-
ни, початковi збурення
яких дiйшли в момент
часу t0 до точки x0.

-

6 A(x0, t0)
t

O x0 − at0 x0 + at0

Рис. 4.1
xx0

Це будуть, згiдно з попереднiм, точки з абсцисами x0 ± at0,
оскiльки a – це швидкiсть поширення хвиль. Для знаходження
цих точок на осi Ox досить провести через точку A(x0, t0) двi
характеристики

x− at = C1, x+ at = C2 (7)

i в перетинi їх з вiссю Ox одержуються шуканi точки (рис. 4.1).
Вздовж першої характеристики (7) f(x− at) зберiгає стале

значення, те саме, що й при x = x0 i t = t0. Друга характе-
ристика вiдiграє ту саму роль для зворотної хвилi g(x + at).
Коротко можна сказати, що збурення поширюються вздовж
характеристик.
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4.1.2 Задача Кошi для однорiдного рiвняння коли-
вань струни (стержня). Формула Даламбера та її фi-
зичний змiст. Задача Кошi для рiвняння коливань струни
(стержня) полягає у знаходженнi в R2

+ розв’язку рiвняння (1),
який задовольняє умови

u(x, t)|t=0 = φ(x), x ∈ R,
ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x ∈ R. (8)

Припустимо, що виконуються умови

φ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R). (9)

Оскiльки всi розв’язки рiвняння (1) визначаються форму-
лою (5), то розв’язування задачi (1), (8) зводиться до знаход-
ження таких функцiй f i g, щоб виконувалися умови (8). Маємо{

f(x) + g(x) = φ(x),
−af ′(x) + ag′(x) = ψ(x), x ∈ R,

звiдки, зiнтегрувавши другу рiвнiсть, дiстанемо
f(x) + g(x) = φ(x),

f(x)− g(x) = − 1
a

x∫
0

ψ(ξ)dξ + C,
(10)

де C – довiльна стала.
З рiвностей (10) знаходимо

f(x) =
1

2
φ(x)− 1

2a

x∫
0

ψ(ξ)dξ +
C

2
,

g(x) =
1

2
φ(x) +

1

2a

x∫
0

ψ(ξ)dξ − C

2
.

(11)

Пiдставивши (11) у (5), одержимо

u(x, t) =
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ, (x, t) ∈ R2
+.

(12)
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Ця формула називається формулою Даламбера.
Отже, якщо u – розв’язок задачi (1), (8) в R2

+, то вiн одно-
значно визначається формулою (12). Навпаки, легко перевiри-
ти, що при виконаннi умов (9) формула (12) визначає розв’язок
задачi (1), (8) з класу C2(R2

+). Це означає, що за умов (9) iснує
єдиний розв’язок задачi (1), (8) iз класу C2(R2

+).
Доведемо, що цей розв’язок неперервно залежить вiд почат-

кових даних у такому розумiннi S: нехай u1 i u2 – розв’язки
задачi (1), (8), побудованi вiдповiдно за початковими даними
φ1, ψ1 i φ2, ψ2, тодi для довiльних ε > 0 i T > 0 iснує δ таке,
що з виконання нерiвностей

|φ1(x)− φ2(x)| < δ, |ψ1(x)− ψ2(x)| < δ, x ∈ R,

випливає, що для довiльних x ∈ R i t ∈ (0, T ] правильна нерiв-
нiсть |u1(x, t)− u2(x, t)| < ε.

Справдi, згiдно з лiнiйнiстю задачi, функцiя u := u1 − u2 є
розв’язком задачi (1), (8) з φ := φ1 − φ2 i ψ := ψ1 − ψ2, який
визначається формулою (12). Тому

|u(x, t)| =
∣∣∣1
2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ
∣∣∣ ≤

≤ 1

2

(
|φ(x− at)|+ |φ(x+ at)|

)
+

1

2a

∣∣∣ x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ
∣∣∣ ≤

≤ δ +
1

2a
δ · 2at ≤ (1 + T )δ < ε, x ∈ R, t ∈ (0, T ],

якщо δ <
ε

1 + T
.

Отже, доведена така теорема.
Теорема 4.1. Якщо виконуються умови (9), то формула

(12) визначає єдиний розв’язок задачi (1), (8), який належить
до класу C2(R2

+) i неперервно залежить вiд початкових даних
у розумiннi S.

З’ясуємо фiзичний змiст формули (12). Для цього роз-
глянемо два частиннi випадки.
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1) Початковi швидкостi точок струни дорiвнюють ну-
лю, а початкове змiщення має мiсце лише на обмеженому
промiжку (−α, α) струни, тобто ψ = 0 на R, φ(x) = 0 при
x ∈ R \ [−α, α]. Розв’язок (12) у цьому випадку такий:

u(x, t) =
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)), (x, t) ∈ R2

+. (13)

Вiн є сумою двох хвиль, якi поширюються направо i нaлiво зi
швидкiстю a. Нехай точка x струни лежить правiше промiжку
(−α, α), тобто x > α (рис. 4.2). При t < t1 := (x − α)/a з
формули (13) випливає, що u(x, t) = 0, бо в цьому випадку

φ(x − at) = 0 i φ(x + at) = 0.
Це означає, що до точки x
хвиля ще не дiйшла. З мо-
менту часу t1 точка x почне

-
−α O

Рис. 4.2
α

|( )
x x

коливатися (момент проходження переднього фронту пря-
мої хвилi). При t > t2 := (x + α)/a знову u(x, t) = 0. Моменту
часу t2 вiдповiдає проходження заднього фронту прямої хви-
лi через точку x, пiсля чого в цiй точцi u(x, t) = 0.

Аналогiчнi мiркування можна провести для точок струни,
якi лежать у серединi (−α, α) або лiвiше вiд цього промiж-
ку. Отже, в кожнiй точцi струни пiсля проходження обох
хвиль, а для точок, якi лежать поза областю початкового
змiщення, пiсля проходження лише однiєї, наступає спокiй.

2) Початкове змiщення дорiвнює нулю, а початкова швид-
кiсть, тобто функцiя ψ, вiдмiнна вiд нуля лише на обмеже-
ному промiжку (−α, α). У цьому випадку кажуть, що струнi
надано тiльки початковий iмпульс. Розв’язок (12) має вигляд

u(x, t) =
1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ, (x, t) ∈ R2
+, (14)

або
u(x, t) = ω(x+ at)− ω(x− at), (x, t) ∈ R2

+,

де

ω(x) :=
1

2a

x∫
0

ψ(ξ)dξ, x ∈ R.
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Це означає, що вздовж струни поширюються двi хвилi – пряма
i зворотна.

Дослiдимо детальнiше розв’язок (14). Нехай x > α (рис.
4.3). При t = 0 промiжок iнтегрування (x−at, x+at ) вирод-
жується в точку x, а потiм при зростаннi t розширюється в

обидва боки зi швидкiстю
a. При t < t1 := (x− α)/a
вiн не матиме спiльних
точок з (−α, α) i форму-
ла (14) дає u(x, t) = 0,

-
−α O α

|( )
x− at

Рис. 4.3

x+ at
( )

x x

тобто точка x перебуває в станi спокою. Починаючи з моменту
t1 промiжок (x − at, x + at) буде накладатися на (−α, α), де
функцiя ψ ̸= 0, i точка x почне коливатися. Отже, t1 – момент
проходження переднього фронту хвилi через точку x. Нарештi,
при t > (x+ α)/a промiжок (x− at, x+ at) повнiстю накриває
(−α, α), а тому iнтегрування по (x−at, x+at) в (14) зводиться
до iнтегрування по промiжку (−α, α), оскiльки поза ним ψ = 0,
тобто, при цих значеннях t маємо стале вiдхилення

u(x, t) =
1

2a

α∫
−α

ψ(ξ)dξ. (15)

Отже, дiя початкового iмпульсу зводиться до того, що з
часом точки струни зсуваються на вiдрiзок, довжина якого ви-
ражається iнтегралом (15), i залишаються без руху в цьому
новому положеннi. Хвилi залишають пiсля себе немов би слiд
свого проходження.

4.1.3 Задача Кошi для неоднорiдного рiвняння ко-
ливань струни (стержня). Принцип Дюамеля. Розгля-
немо задачу про коливання однорiдної струни (стержня) при
наявностi зовнiшньої збурюючої сили та вiдомих початкових
положеннях i початкових iмпульсах. Математична модель цiєї
задачi така:

utt = a2uxx + f(x, t), (x, t) ∈ R2
+,

u(x, t)|t=0 = φ(x), ut(x, t)|t=0 = ψ(x), x ∈ R, (16)

де припускаємо, що φ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R), {f, fx} ⊂ C(R2
+).
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Розв’язок задачi (16) шукатимемо у виглядi

u = v + w,

де v – розв’язок задачi

vtt = a2vxx, (x, t) ∈ R2
+,

v(x, t)|t=0 = φ(x), vt(x, t)|t=0 = ψ(x), x ∈ R, (17)

а w – розв’язок задачi

wtt = a2wxx + f(x, t), (x, t) ∈ R2
+,

w(x, t)|t=0 = 0, wt(x, t)|t=0 = 0, x ∈ R. (18)

Розв’язок задачi (17) визначається формулою Даламбера

v(x, t) =
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ, (x, t) ∈ R2
+.

(19)
Для одержання розв’язку задачi (18) скористаємося прин-

ципом Дюамеля: якщо G(x, t; τ), x ∈ R, t > τ ≥ 0, – розв’язок
задачi

Gtt = a2Gxx, x ∈ R, t > τ,
G(x, t; τ)|t=τ = 0, Gt(x, t; τ)|t=τ = f(x, τ), x ∈ R, τ ≥ 0,

(20)

то розв’язок задачi (18) визначається формулою

w(x, t) =

t∫
0

G(x, t; τ)dτ, (x, t) ∈ R2
+. (21)

J Доведемо, що функцiя (21) є розв’язком задачi (18). Має-
мо

wt(x, t) = G(x, t; τ)|τ=t +
t∫

0

Gt(x, t; τ)dτ =

t∫
0

Gt(x, t; τ)dτ,
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wtt(x, t) = Gt(x, t; τ)|τ=t +
t∫

0

Gtt(x, t; τ)dτ =

= f(x, t) +

t∫
0

Gtt(x, t; τ)dτ,

wxx(x, t) =

t∫
0

Gxx(x, t; τ)dτ.

Тут ми скористалися правилом диференцiювання власного
iнтеграла за параметром i умовами (20).

Тому

wtt − a2wxx = f(x, t) +

t∫
0

(
Gtt(x, t; τ)− a2Gxx(x, t; τ)

)
dτ =

= f(x, t), (x, t) ∈ R2
+,

а це означає, що w є розв’язком неоднорiдного рiвняння коли-
вань.

Очевидно, що w задовольняє також нульовi початковi умо-
ви, бо

w(x, t)|t=0 =
0∫
0

G(x, t; τ)dτ = 0,

wt(x, t)|t=0 =
0∫
0

Gt(x, t; τ)
∣∣∣
t=0

dτ = 0.

Оскiльки, згiдно з попереднiм, розв’язком задачi (20) є функцiя

G(x, t; τ) =
1

2a

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ, x ∈ R, t > τ ≥ 0, (22)

то тим самим знайдено розв’язок задачi (18). I
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З (19), (21) i (22) випливає така формула для розв’язку
задачi (16):

u(x, t) =
1

2

(
φ(x− at) + φ(x+ at)

)
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ+

+
1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ, (x, t) ∈ R2
+. (23)

Цю формулу називають формулою Даламбера для неод-
норiдного рiвняння коливань струни (стержня).

Приклад 1. Розв’язати задачу Кошi:
utt = uxx + xt2, x ∈ R, t > 0,

u(x, t)|t=0 = 0, ut(x, t)|t=0 = x+ 1, x ∈ R.
J Скористаємося формулою (23). У нашому випадку a = 1,

φ = 0, ψ(x) = x+ 1, f(x, t) = xt2. Тому

u(x, t) =
1

2
(0 + 0) +

1

2

x+t∫
x−t

(ξ + 1)dξ +
1

2

t∫
0

dτ

x+(t−τ)∫
x−(t−τ)

ξτ2dξ =

=
1

2

(ξ + 1)2

2

∣∣∣∣∣
x+t

x−t

+
1

2

t∫
0

τ2
ξ2

2

∣∣∣∣∣
x+(t−τ)

x−(t−τ)

dτ = t(x+ 1)+

+x

t∫
0

τ2(t− τ)dτ = t(x+ 1) +
1

12
xt4, x ∈ R, t > 0. I

Зауваження 1. Розглянутий в попереднiх пунктах метод
знаходження розв’язку задачi Кошi називається методом ха-
рактеристик. Ця назва пов’язана з тим, що для знаходження
загального розв’язку рiвняння треба iнтегрувати рiвняння за
змiнними ξ i η, якi є характеристиками.

4.1.4 Поняття про узагальнений розв’язок задачi
Кошi. Розглянемо задачу Кошi (1), (8), але щодо функцiй φ i
ψ припускатимемо, що вони фiнiтнi, тобто не дорiвнюють нулю
тiльки на обмежених iнтервалах, φ ∈ C1(R), ψ ∈ C(R).
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Вiдомо, що такi функцiї можна рiвномiрно апроксимувати
функцiями φk ∈ C2(R) i ψk ∈ C1(R), k ∈ N, так, що рiвномiрно
на R

φk → φ, ψk → ψ при k → ∞.

Якщо в задачi (1), (8) взяти за початковi функцiї φk i ψk,
то згiдно з теоремою 4.1 iснує єдиний розв’язок uk ∈ C2(R2

+).
Доведемо, що послiдовнiсть {uk, k ∈ N} рiвномiрно фундамен-
тальна на R×[0, T ], де T – довiльно фiксоване додатне число. З
рiвномiрної збiжностi послiдовностей {φk | k ∈ N} i {ψk | k ∈ N}
випливає, що для довiльного ε > 0 i T > 0 iснує число k0 таке,
що для будь-яких k ≥ k0 i m ∈ N справджуються нерiвностi

|φk(x)− φk+m(x)| <
ε

1 + T
,

|ψk+m(x)− ψk(x)| <
ε

1 + T
, x ∈ R.

Тодi згiдно з неперервною залежнiстю розв’язкiв uk вiд φk i ψk
в розумiннi S (див. теорему 4.1) випливає, що

|uk+m(x, t)− uk(x, t)| < (1 + T )
ε

1 + T
= ε,

x ∈ R, t ∈ (0, T ], k ≥ k0, m ∈ N.
Це означає, що послiдовнiсть розв’язкiв {uk, k ∈ N} рiвномiрно
фундаментальна i, отже, рiвномiрно збiгається у вказанiй об-
ластi змiни x i t до деякої функцiї u. Ця функцiя називається
узагальненим розв’язком задачi Кошi (1), (8) в R × (0, T ],
причому

u(x, t) = lim
k→∞

uk(x, t) =
1

2
lim
k→∞

(
φk(x− at) + φk(x+ at)

)
+

+
1

2a
lim
k→∞

x+at∫
x−at

ψk(ξ)dξ, (x, t) ∈ R× (0, T ],

або

u(x, t) =
1

2

(
φ(x− at) + φ(x+ at)

)
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(ξ)dξ, (x, t) ∈ R2
+.
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Отже у розглянутому випадку формула Даламбера також
визначає розв’язок задачi Кошi, але вже узагальнений.

4.1.5 Загальна постановка задачi Кошi. Задача Гур-
са. Розглянемо рiвняння з двома незалежними змiнними

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + d(x, y)ux+

+e(x, y)uy + f(x, y)u = g(x, y), (x, y) ∈ Ω, (24)

де Ω – область у R2, коефiцiєнти рiвняння i права частина g
є досить гладкими функцiями в Ω, причому виконується в Ω
умова гiперболiчностi, тобто b2 − ac > 0 в Ω.

Нехай Γ – деяка лiнiя, яка лежить в Ω i задовольняє умови:
1) Γ – достатньо гладка (регулярна) лiнiя,
2) Γ не є характеристикою i не дотикається до характерис-

тик рiвняння (24).
Задамо на лiнiї Γ такi

умови:

u
∣∣∣
Γ
= φ, ∂

l⃗
u
∣∣∣
Γ
= ψ,

(25)
де вектор l⃗ не є дотичним
до Γ (рис. 4.4).

Доведено [9, с. 75–79],
що при достатньо гладкихРис. 4.4

φ i ψ в областi Ω1 ⊂ Ω, обмеженiй характеристиками рiвняння
(24), якi проходять через кiнцi кривої Γ, iснує єдиний розв’язок
задачi (24), (25). Задача (24), (25) називається загальною за-
дачею Кошi.

Приклад 2. Розв’язати задачу Кошi
uxy + ux = 0, (x, y) ∈ R2,

u|y=x = sinx, ux|y=x = 1, x ∈ R.
J Характеристичним є рiвняння dxdy = 0, а отже, характе-

ристиками є x = C1, y = C2. Оскiльки рiвняння має канонiчний
вигляд, то знайдемо його загальний розв’язок.

Маємо
(uy + u)x = 0,
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звiдки випливає, що

uy + u = φ(y),

де φ – довiльна функцiя. Отже, одержали лiнiйне неоднорiдне
рiвняння. Спочатку розв’яжемо вiдповiдне лiнiйне однорiдне
рiвняння:

uy + u = 0,
du

u
= −dy, ln |u| = −y + ln |C1|, C1 ̸= 0,

u = C e−y, C ∈ R.
Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння шу-

катимемо у виглядi u = C(y) e−y, де C(y) – невiдома функцiя.
Тодi

uy = C ′(y)e−y − C(y) e−y,

C ′(y)e−y − C(y) e−y + C(y) e−y = φ(y), C ′(y) = φ(y)e y,

C(y) =

∫
φ(y)e ydy + f(x) = ψ(y) + f(x), де {f, ψ} ⊂ C2(R).

Отже, загальний розв’язок рiвняння

u(x, y) = f(x)e−y + g(y), {f, g} ⊂ C2(R).

Задовольнимо початковi умови:{
sinx = f(x)e−x + g(x),
1 = f ′(x)e−x.

З другого рiвняння випливає, що f ′(x) = e x, а тому

f(x) = e x + C.

Тодi
g(x) = sinx− 1− Ce−x.

Звiдси одержимо, що розв’язком задачi є функцiя

u(x, y) = e x−y + sin y − 1.

Очевидно, що цей розв’язок визначений в областi Ω1 = R2. I
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Для рiвняння (24) розглядають також задачу Гурса, яка
полягає у знаходженнi розв’язку цього рiвняння, який набуває
заданих значень на дiлянках двох характеристик φ(x, y) = C1

i ψ(x, y) = C2, якi перетина-
ються пiд ненульовим кутом
(рис. 4.5). Якщо данi зада-
чi достатньо гладкi та узгод-
женi, тобто збiгаються в точ-
цi перетину характеристик,
то задача Гурса має єдиний
розв’язок в областi Ω, яка об-
межена цими характеристи-
ками [13, c. 100–105].Рис.4.5

Приклад 3. Розв’язати задачу
x2 uxx − y2 uyy − 2y uy = 0, (x, y) ∈ Ω,

u
∣∣∣
x
y
=1

= x3, u
∣∣∣
xy=1

= x, x > 0,

де Ω := {(x, y) ∈ R2| x > 0, y > 0}.
J Оскiльки δ := b2 − ac = x2y2 > 0, (x, y) ∈ Ω, то рiвняння

є гiперболiчним в першому квадрантi Ω (рис. 4.6).
Рiвняння характеристик має вигляд

x2(dy)2 − y2(dx)2 = 0

i воно рiвносильне сукупно-
стi рiвнянь xdy − ydx = 0,
xdy + ydx = 0. Звiдси знахо-
димо, що характеристиками є
x

y
= C1, xy = C2. Отже, на-

ша задача є задачею Гурса, бо
додатковi умови заданi на ха-
рактеристиках

x

y
= 1 i xy = 1,

(x, y) ∈ Ω (рис. 4.6).Рис. 4.6
У точцi A(1, 1) перетину характеристик данi задачi узгодженi,
бо x3|x=1 = x|x=1 = 1. Замiною ξ =

x

y
, η = xy рiвняння зво-
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диться до канонiчного вигляду

ũξη −
1

2ξ
ũη = 0.

Загальний розв’язок цього рiвняння

ũ(ξ, η) =
√
ξ(f1(ξ) + f2(η)),

а тому загальним розв’язком заданого рiвняння є сукупнiсть
функцiй

u(x, y) =

√
x

y

(
f1

(x
y

)
+ f2(xy)

)
, (x, y) ∈ Ω,

де f1 i f2 – довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї.
Задовольнимо крайовi умови, врахувавши умову узгоджен-

ня u(1, 1) = 1:{
x3 = f1(1) + f2(x

2),

x = (f1(x
2) + f2(1))

√
x2, x > 0;{

x3 = f1(1) + f2(x
2),√

z = (f1(z) + f2(1))
√
z;

{
x3 = f1(1) + f2(x

2),
1 = f1(z) + f2(1);

f1(z) = 1− f2(1), f2(z) = z3/2 − f1(1).
Тодi, враховуючи, що u(1, 1) = f1(1)+ f2(1) = 1, одержуємо

шуканий розв’язок

u(x, y) =

√
x

y

(
1− f2(1) + (xy)3/2 − f1(1)

)
=

√
x

y
(xy)3/2 =

= x2y, (x, y) ∈ Ω. I
4.1.6 Задачi на пiвпрямiй та обмеженому промiж-

ку. Мiшанi задачi для гiперболiчних рiвнянь можна звести до
задачi Кошi, продовжуючи коефiцiєнти рiвняння й початковi
данi через межу областi так, щоб виконувались заданi крайовi
умови. Застосовуючи пiсля цього продовження метод характе-
ристик, можна таким способом розв’язати й вiдповiднi мiшанi
задачi.

1) Задачi на пiвпрямiй. Розглянемо крайовi задачi на пiв-
прямiй, але попередньо доведемо двi леми.
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Лема 1. Якщо в задачi Кошi (1), (8) функцiї φ i ψ непарнi
вiдносно x = 0, то розв’язок цiєї задачi u дорiвнює нулю при
x = 0, тобто

u(0, t) = 0, t > 0. (26)

J Взявши у формулi Даламбера (12) x = 0, одержимо

u(0, t) =
1

2
(φ(−at) + φ(at)) +

1

2a

at∫
−at

ψ(ξ)dξ.

Оскiльки φ – непарна функцiя, то φ(−at) = −φ(at), а то-
му φ(−at) + φ(at) = 0. Для непарної функцiї ψ iнтеграл
at∫

−at
ψ(ξ)dξ = 0. Звiдси випливає, що u(0, t) = 0, t > 0. I

Лема 2. Якщо в задачi Кошi (1), (8) функцiї φ i ψ парнi
вiдносно x = 0, то похiдна ux вiд розв’язку цiєї задачi дорiвнює
нулю при x = 0, тобто

ux(0, t) = 0, t > 0.

J Доведення аналогiчне доведенню леми 1. I
Розглянемо мiшану задачу

utt = a2uxx, (x, t) ∈ R2
++,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x) x ∈ R+,

u|x=0 = 0, t ∈ R+, (27)

де R+ := (0,+∞), R2
++ := {(x, t) ∈ R2|x > 0, t > 0}. Вважати-

мемо, що φ(0) = ψ(0) = 0.
Скористатися безпосередньо формулою Даламбера не мож-

на, оскiльки рiзниця x − at може бути вiд’ємною, а для
вiд’ємних значень аргументiв початковi функцiї φ i ψ не визна-
ченi. Тому продовжимо функцiї φ i ψ непарно на вiд’ємну ча-
стину осi Ox i позначимо через φ1 i ψ1 цi продовження, тобто

φ1(x) :=

{
φ(x), x ≥ 0,
−φ(−x), x < 0;

ψ1(x) :=

{
ψ(x), x ≥ 0,
−ψ(−x), x < 0.
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Тодi функцiя

u(x, t) =
1

2
(φ1(x−at)+φ1(x+at))+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ1(ξ)dξ, (x, t) ∈ R2
++,

є розв’язком задачi (27).
Справдi, вона задовольняє однорiдне рiвняння коливань,

оскiльки є сумою прямої i зворотної хвиль. Крайову умову ця
функцiя задовольняє згiдно з лемою 1. Перевiримо виконання
початкових умов:

u|t=0 =
1

2
(φ1(x) + φ1(x)) +

1

2a

x∫
x

ψ1(ξ)dξ =

= φ1(x) = φ(x), x ≥ 0,

ut|t=0 =
1

2
(−aφ′

1(x) + aφ′
1(x)) +

1

2a
[aψ1(x) + aψ1(x)] =

= ψ1(x) = ψ(x), x ≥ 0.
Аналогiчно розв’язується крайова задача

utt = a2uxx, (x, t) ∈ R2
++,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R+,

ux|x=0 = 0, t ∈ R+,

де φ′(0) = ψ′(0). При цьому функцiї φ i ψ продовжують парно
на вiд’ємну частину осi Ox i використовують лему 2.

2) Задачi на обмеженому промiжку. Методом характери-
стик можна також побудувати розв’язок мiшаної задачi на об-
меженому промiжку з однорiдними крайовими умовами першо-
го i другого типiв. Для прикладу розглянемо першу крайову
задачу

utt = a2uxx, x ∈ (0, l), t > 0,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ≥ 0. (28)

Для того щоб побудувати розв’язок цiєї задачi, продовжимо
початковi функцiї φ i ψ на R непарно вiдносно точок x = 0 i
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x = l. Позначимо одержанi при цьому продовження вiдповiдно
через φ2 i ψ2. Тодi функцiя

u(x, t) =
1

2
(φ2(x− at) + φ2(x+ at)) +

1

2a

x+at∫
x−at

ψ2(ξ)dξ, (29)

x ∈ (0, l), t > 0,

є розв’язком задачi (28). Крайовi умови ця функцiя задо-
вольняє згiдно з лемою 1, а виконання початкових умов пе-
ревiряється безпосередньо, як i у випадку задачi на пiвпрямiй.

Зауваження 2. Якщо функцiя φ непарна (парна) вiдносно
двох точок x = 0 i x = l, то вона перiодична з перiодом 2l.

Справдi, за властивiстю непарностi функцiї φ вiдносно x = l
маємо рiвнiсть φ(l− z) = −φ(z+ l), z ∈ R. Поклавши в цiй рiв-
ностi z = x+ l, дiстанемо φ(−x) = −φ(x+ 2l), x ∈ R. Оскiльки
φ(−x) = −φ(x), x ∈ R, то φ(x+ 2l) = φ(x), x ∈ R. Тому
початковi функцiї φ i ψ треба продовжити непарно на промi-
жок (−l, 0), а потiм перiодично з перiодом 2l на всю числову
вiсь R.

Зауваження 3. Щоб розв’язок (29) належав до класу
C2([0, l]× [0,+∞)) треба вимагати вiдповiдної гладкостi функ-
цiй φ i ψ та узгодженностi початкових i крайових умов:

φ ∈ C2([0, l]), ψ ∈ C1([0, l]),
φ(0) = φ(l) = 0, φ′′(0) = φ′′(l), ψ(0) = ψ(l) = 0.

Зауваження 4. З’ясуємо, як впливають закрiпленi кiнцi
струни на її коливаня. Для цього смугу [0, l] × [0,+∞) в пло-
щинi Oxt роздiлимо на областi I, II, III, IV, ... характеристи-
ками, якi проведено через точки x = 0 i x = l до зустрiчi з
протилежними межами смуги, потiм з цих точок перетину
знову проводимо характеристики i т. д. (рис. 4.7).

Точки областi I вiдповiдають тим моментам часу, коли до
точок x струни доходять пряма i зворотна хвилi, якi вийшли
в початковий момент часу з внутрiшнiх точок струни. Отже,
фiктивно доданi необмеженi частини струни ще на процес ко-
ливання не впливають. Очевидно, що вiдхилення визначається
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формулою
u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at). (30)

Точки поза областю I
вiдповiдають тим мо-
ментам часу, коли до
точок x струни дохо-
дять уже хвилi, якi вий-
шли в початковий мо-
мент часу з фiктивної
частини струни. Вiзь-
мемо, наприклад, точку
M0(x

0, t0) в областi III.Рис. 4.7
З (30) випливає, що пряма хвиля виходить з точки −x1 =
x0−at0, а зворотна – з точки x2 = x0+at0, причому x2 є реаль-
ною точкою струни, а −x1 – фiктивною. Покажемо, що пряма
хвиля, яка виходить з фiктивної точки −x1, є насправдi зво-
ротною хвилею, яка вийшла з реальної точки x1 в момент часу
t = 0, i, дiйшовши до точки x = 0, в момент часу t1 вiдбилась
i, змiнивши напрямок i знак на протилежний, в момент часу t0

попала в точку x0. Справдi,

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at),

а оскiльки кiнець x = 0 закрiплений, то
0 = f(−at) + g(at) або f(−z) = −g(z), z ≥ 0,

а це означає, що f(−x1) = −g(x1).
Отже, дiя закрiпленого кiнця x = 0 звелася до вiдбивання

хвилi вiдхилення зi збереженням величини вiдхилення, але зi
змiною його знака на протилежний.

Те саме явище маємо i для хвиль, якi дiйшли до кiнця x = l.
У точках областi II також матимемо пряму i зворотну хвилi, де
остання є вiдбитою прямою хвилею вiд кiнця x = l. У точках
областей IV, V, VI, ... дiстанемо хвилi, якi зазнали декiлька
таких вiдбиттiв вiд обох кiнцiв струни.

З попереднiх мiркувань випливає, що коливання струни, за-
крiпленої на кiнцях, є перiодичними з перiодом 2l/a.
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Приклад 4. На кiнцi x = 0 цилiндричного стержня, на-
стiльки довгого, що можна його вважати напiвобмеженим, дiє
збурююча сила A sinωt. Довести, що вiдносне змiщення пере-
рiзу стержня з абсцисою x виражається формулою

u(x, t) =

{
0, якщо t < x

a ,
A sin ω

a (at− x), якщо t ≥ x
a .

(31)

J Якщо скористатися мiркуваннями, якi проводилися в
роздiлi 3 при побудовi математичних моделей конкретних ре-
альних процесiв, то одержимо, що математична модель нашої
фiзичної задачi має вигляд

utt = a2uxx, x ∈ R+, t > 0, (32)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, x ∈ R+, (33)

u|x=0 = A sinωt, t ≥ 0. (34)

Згiдно з пунктом 4.1.1 розв’язками рiвняння (32) є
розв’язки Даламбера

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at), x ∈ R+, t > 0, {f, g} ⊂ C2(R).
(35)

Пiдберемо функцiї f i g так, щоб виконувалися початковi
та крайова умови.

Задовольняючи умови (33), дiстаємо{
f(x) + g(x) = 0,
−af ′(x) + ag′(x) = 0

або
{
f ′(x) + g′(x) = 0,
−f ′(x) + g′(x) = 0,

звiдки знаходимо, що g′(x) = 0, а отже, g(x) = C, x ∈ R+, а
тому f(x) = −C, x ∈ R+. Тодi з (35) випливає, що

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at) = −C + C = 0

для випадку, коли x− at > 0 або t < x
a .

Якщо ж x− at ≤ 0, то f(x− at) – невiдоме, а g(x+ at) = C
i тому

u(x, t) = f(x− at) + C.
Скориставшись крайовою умовою, дiстанемо
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f(−at) = A sinωt− C або f(z) = A sin
(
− ω

a
z
)
− C,

а тому
u(x, t) = f(x− at) + C = A sin

ω

a
(at− x),

якщо x− at ≤ 0 або t ≥ x

a
.

Отже, справджується формула (31). I
Приклад 5. Однорiдна струна довжиною l, яка закрiпле-

на на кiнцях x = 0 i x = l, у початковий момент часу t = 0
мала форму параболи, яка симетрична вiдносно перпендику-
ляра, проведеного через середину промiжку (0, l). Знайти фор-
му струни в моменти часу t1 = l

2a i t2 = l
a , якщо початковi

швидкостi вiдсутнi.
J Математична модель задачi має вигляд

utt = a2uxx, x ∈ (0, l), t > 0,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = 0, x ∈ [0, l],

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ≥ 0.

де φ – парабола.
Знайдемо форму параболи, тобто функцiю φ, яка має

вигляд φ = Ax2+Bx+C i проходить через точки (0, 0), ( l2 , h),
(l, 0). Маємо

0 = C,
0 = Al2 +Bl,

h = A l2

4 +B l
2

або


C = 0,
B = −Al,
A l

2 +B = 2h
l .

Тодi C = 0, A = −4h

l2
, B =

4h

l
, а тому

φ(x) =
4h

l2
x(l − x), x ∈ [0, l].

Скористаємося формулою Даламбера

u(x, t) =
1

2

(
φ(x− at) + φ(x+ at)

)
,

продовживши вiдповiдним чином функцiю φ (рис. 4.8). При
t = t1 :=

l
2a маємо

u(x,
l

2a
) =

1

2

(
φ(x− l

2
) + φ(x+

l

2
)
)
.
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Якщо x ∈ [0, l],
то φ(x) = 4h

l2
x(l − x).

Оскiльки у цьому ви-
падку − l

2 < x− l
2 <

l
2 ,

a l
2 < x + l

2 < 3l
2 , то

треба продовжити φРис. 4.8
непарно вiдносно точок x = 0 i x = l. Тодi φ1(x) = −φ(−x)
для −l ≤ x < 0, а φ2(l − x) = −φ(l + x) = 4h

l2
(l + x)(−x) для

l < x ≤ 2l або φ2(z) =
4h
l2
(2l − z)(l − z).

Для x ∈ [0, l2 ] маємо − l
2 ≤ x− l

2 ≤ 0, l
2 ≤ x+ l

2 ≤ l, тому

u(x,
l

2a
) =

1

2

(4h
l2

(x− l

2
)(x+

l

2
) +

4h

l2
(x+

l

2
)(
l

2
− x)

)
= 0.

Аналогiчно одержуємо, що u(x, l
2a) = 0 i при l

2 < x ≤ l.
У випадку t2 = l

a маємо

u(x,
l

a
) =

1

2
(φ(x− l) + φ(x+ l)).

Якщо 0 ≤ x ≤ l, то −l ≤ x− l ≤ 0, l ≤ x+ l ≤ 2l, a тому

u(x,
l

a
) =

1

2

(4h
l2

(l − x)x+
4h

l2
(l − x)x

)
= −4h

l2
(x− l)x.

Отже,

u(x,
l

2a
) = 0, u(x,

l

a
) = −4h

l2
(x− l)x, x ∈ [0, l]. I

4.2 Задача Кошi для хвильового рiвняння
в просторi та на площинi

4.2.1 Постановка задачi в просторi. Сферичнi серед-
нi та їх властивостi. Розглянемо задачу Кошi для однорiд-
ного хвильового рiвняння в тривимiрному просторi

utt = a2∆x u, (x, t) ∈ R4
+, (1)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R3, (2)
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де x := (x1, x2, x3) ∈ R3, R4
+ := {(x, t) | x ∈ R3, t > 0 }, ∆x :=

= ∂2x1 + ∂2x2 + ∂2x3 – тривимiрний оператор (операцiя) Лапласа
за змiнною x. Припускатимемо, що φ ∈ C3(R3) i ψ ∈ C2(R3).

Задачу (1), (2) будемо розв’язувати методом Пуассона,
який дозволяє звести цю задачу до задачi про коливання на-
пiвобмеженої струни. При цьому використовуватимемо вла-
стивiсть сферичної симетрiї оператора Лапласа ∆x.

Введемо поняття сферичного середнього неперервної
функцiї та вивчимо його властивостi.

Нехай Sr(x) – сфера в R3 радiуса r з центром в точцi x i
функцiя h ∈ C(R3). Середнiм значенням функцiї h по сферi
Sr(x) називається функцiя

h(x; r) :=
1

4πr2

∫
Sr(x)

h(ξ)dξSr, x ∈ R3, r > 0, (3)

де, як вiдомо, 4πr2 – площа поверхнi сфери Sr(x).
Якщо в (3) зробити замiну

ξ = x+ ry, (4)

то перейдемо вiд iнтегрування по сферi Sr(x) до iнтегрування
по сферi S1(0):

h(x; r) =
1

4π

∫
S1(0)

h(x+ ry)dyS1, x ∈ R3, r > 0, (5)

бо dξSr = r2dyS1. Вважатимемо, що h(x; 0) ≡ h(x).
Iнтеграли (3), (5) є звичайними iнтегралами, залежними вiд

параметрiв x i r. Вони мають наступнi властивостi.
10. Якщо h ∈ Cm(R3), то h ∈ Cm(R3 × (0,+∞)).
J Ця властивiсть випливає з властивостей iнтегралiв. I
20. Справджується спiввiдношення

lim
r→0

h(x; r) = h(x), x ∈ R3.
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J Скориставшись рiвнiстю (5), дiстанемо

lim
r→0

h(x; r) =
1

4π

∫
S1(0)

lim
r→0

h(x+ ry)dyS1 =

=
1

4π

∫
S1(0)

h(x)dyS1 =
1

4π
h(x) 4π = h(x), x ∈ R3. I

30. Якщо h ∈ C2(R3), то

∆x(rh(x; r)) = ∂2r (rh(x; r)), x ∈ R3, r > 0. (7)

J Запишемо (3) у виглядi рiвностi

4πr2h(x; r) =

∫
Sr(x)

h(ξ)dξSr,

яку зiнтегруємо за r ∈ [0, R], де R – довiльнo фiксоване додатне
число. Маємо

4π

R∫
0

r2h(x; r)dr =

∫
KR(x)

h(ξ)dξ =

∫
KR(0)

h(x+ y)dy

(якщо зробити замiну ξ = x+ y), де KR(x) – куля в R3 радiуса
R з центром у точцi x. Застосуємо до обох частин цiєї рiвностi
оператор ∆x:

4π∆x

R∫
0

r2h(x; r)dr =

∫
KR(0)

∆xh(x+y)dy =

∫
KR(0)

∆yh(x+y)dy =

=

∫
KR(0)

div (grady h(x+ y))dy,

де grady h :=
(
∂y1h, ∂y2h, ∂y3h

)
.
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Скориставшись формулою Остроградського–Ґауса, одер-
жимо

4π∆x

R∫
0

r2h(x; r)dr =

∫
SR(0)

3∑
j=1

∂yjh(x+ y) cos(̂⃗νy, yj)dySR =

=

∫
SR(0)

3∑
j=1

∂xjh(x+ y)
yj
R
dySR,

де ν⃗y – зовнiшня нормаль до сфе-
ри SR(0) у точцi y i cos (̂⃗νy, yj) =
cosα =

yj
R (рис. 4.9). Здiйснимо в

останньому iнтегралi замiну yj =
Rξj , j ∈ {1, 2, 3}, dySR =R2dξ S1,Рис. 4.9

використаємо рiвнiсть
3∑
j=1

∂xjh(x+Rξ)ξj = ∂Rh(x+Rξ) i фор-

мулу (5), тодi прийдемо до рiвностi

∆x

R∫
0

r2h(x; r)dr = R2∂Rh(x;R).

Продиференцiювавши цю рiвнiсть за R, дiстанемо

∆x(R
2h(x;R)) = ∂R(R

2∂Rh(x;R)) =

= 2R∂Rh(x;R) +R2∂2Rh(x;R) = R∂2R

(
Rh(x;R)

)
або

∆x(Rh(x;R)) = ∂2R

(
Rh(x;R)

)
, R > 0.

Оскiльки R – довiльне число, то, взявши R = r, дiстанемо
рiвнiсть (7). I

4.2.2 Формула Кiрхгофа. Нехай u(x, t), (x, t) ∈ R4
+, –

розв’язок задачi (1), (2), який належить до простору C2(R4
+).

Розглянемо середнє значення цього розв’язку по Sr(x):

u(x, t; r) :=
1

4πr2

∫
Sr(x)

u(ξ, t)dξSr
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або
u(x, t; r) =

1

4π

∫
S1(0)

u(x+ ry, t)dyS1.

Нехай v(x, t; r) := ru(x, t; r). Очевидно, що(
∂2t − a2∆x

)
v = ∂2t v − a2∆xv

або, якщо скористатися (7),(
∂2t − a2∆x

)
v = ∂2t v − a2∂2rv.

У той же час(
∂2t − a2∆x

)
v =

(
∂2t − a2∆x

)
(ru) = r

(
∂2t − a2∆x

)
u =

=
r

4π

∫
S1(0)

(
∂2t − a2∆x

)
u(x+ ry, t)dyS1 = 0,

бо u є розв’язком рiвняння (1).
Тому

vtt = a2vrr, r > 0, t > 0, x ∈ R3, (8)

тобто для кожного фiксованого x ∈ R3 функцiя v(x, · ; · ) є
розв’язком рiвняння коливань напiвобмеженої струни.

Оскiльки u задовольняє умови (2), то v задовольнятиме
умови

v|t=0 = (ru)|t=0 = rφ(x; r) =: Φ(r),
vt|t=0 = ∂t(ru)

∣∣∣
t=0

= rut|t=0 = rψ(x; r) =: Ψ(r),

x ∈ R3, r ≥ 0,
v|r=0 = lim

r→0
(ru(x, t; r)) = lim

r→0
r lim
r→0

u(x, t; r) =

= 0 · u(x, t) = 0, t ≥ 0,
або {

v|t=0 = Φ(r),
vt|t=0 = Ψ(r), r ≥ 0,

(9)

v|r=0 = 0, t ≥ 0. (10)
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Отже, якщо u – розв’язок задачi (1), (2), то v – розв’язок
задачi (8) – (10), яка є задачею про коливання напiвобмеже-
ної струни. Розв’язок задачi (8) – (10), згiдно з пунктом 4.1.6,
визначається формулою Даламбера, якщо функцiї Φ i Ψ про-
довжити непарно для r < 0:

v(x, t; r) =
1

2
(Φ1(r − at) + Φ1(r + at)) +

1

2a

r+at∫
r−at

Ψ1(ξ)dξ, (11)

де

Φ1(r) :=

{
Φ(r), r ≥ 0,
−Φ(−r), r < 0,

Ψ1(r) :=

{
Ψ(r), r ≥ 0,
−Ψ(−r), r < 0.

(12)
З (11) випливає, що

u(x, t; r) =
1

2r
(Φ1(r − at) + Φ1(r + at)) +

1

2ar

r+at∫
r−at

Ψ1(ξ)dξ.

Оскiльки нас цiкавить lim
r→0

u(x, t; r) = u(x, t), то можна вва-

жати, що r досить мале, а саме 0 < r ≤ at. Тодi згiдно з (12)
маємо

u(x, t; r) =
1

2r
(Φ(at+ r)− Φ(at− r)) +

1

2ar

at+r∫
at−r

Ψ(ξ)dξ

або

u(x, t; r) =
(at+ r)φ(x; at+ r)− (at− r)φ(x; at− r))

2r
+

+
1

2ar

at+r∫
at−r

ξψ(x; ξ)dξ. (13)

Очевидно, що в (13) маємо невизначенiсть типу 0
0 при r → 0.

Розкриємо її за допомогою правила Лопiталя:

u(x, t) = lim
r→0

u(x, t; r) =
(φ(x; at+ r) + (at+ r)φ′

2(x; at+ r)

2
+
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+
φ(x; at− r) + (at− r)φ′

2(x; at− r)

2

)∣∣∣
r=0

+

+
1

2a

(
(at+ r)ψ(x; at+ r) + (at− r)ψ(x; at− r)

)∣∣∣
r=0

= φ(x; at)+

+at φ′
2(x; at) + t ψ(x; at) = ∂t(t φ(x; at)) + t ψ(x; at),

де через φ′
2 позначено похiдну вiд φ за другим аргументом.

Скориставшись означенням (3) середнього значення функ-
цiї, дiстанемо

u(x, t) =
1

4πa2
∂t

(1
t

∫
Sat(x)

φ(ξ)dξSat

)
+

1

4πa2t

∫
Sat(x)

ψ(ξ)dξSat,

(x, t) ∈ R4
+, (14)

або пiсля замiни (4) з r = at

u(x, t) =
1

4π
∂t

(
t

∫
S1(0)

φ(x+ aty)dyS1

)
+

t

4π

∫
S1(0)

ψ(x+ aty)dyS1,

(x, t) ∈ R4
+. (15)

Отже, якщо розв’язок задачi Кошi (1), (2) iснує, то вiн зоб-
ражується формулою (14) або (15), яка називається форму-
лою Кiрхгофа.

4.2.3 Коректна розв’язнiсть задачi Кошi для хви-
льового рiвняння в просторi. З виведення формули Кiрхго-
фа випливає єдинiсть розв’язку задачi (1), (2) в класi C2(R4

+).
Легко переконатися, що за умов φ ∈ C3(R3) i ψ ∈ C2(R3)
функцiя, яка визначається формулою Кiрхгофа, є розв’язком
задачi (1), (2) з класу C2(R4

+). Цей розв’язок неперервно зале-
жить вiд початкових даних у такому розумiннi S: якщо uj,
j ∈ {1, 2}, – розв’язки, побудованi за даними φj i ψj, j ∈ {1, 2},
то для довiльних ε > 0 i T > 0 iснує δ > 0 таке, що з
нерiвностей |φ1(x) − φ2(x)| < δ,

∣∣∣∂xjφ1(x) − ∂xjφ2(x)
∣∣∣ < δ,

j ∈ {1, 2, 3}, |ψ1(x) − ψ2(x)| < δ для всiх x ∈ R3 випливає
нерiвнiсть |u1(x, t) − u2(x, t)| < ε для всiх x ∈ R3 i довiльних
t ∈ (0, T ].
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Справдi, для u := u1−u2, φ := φ1−φ2 i ψ := ψ1−ψ2, згiдно
з пунктом 4.2.2, є правильною формула (15), з якої випливає,
що

|u(x, t)| =
∣∣∣ 1
4π

∫
S1(0)

φ(x+ aty)dyS1 +
t

4π

∫
S1(0)

3∑
j=1

∂xjφ(x+ aty)×

×ayj dyS1 +
t

4π

∫
S1(0)

ψ(x+ aty)dyS1

∣∣∣ ≤ δ + 3aT δ + Tδ =

= (1 + 3aT + T )δ < ε, x ∈ R3, t ∈ (0, T ],

якщо δ <
ε

1 + 3aT + T
.

Отже, доведена теорема.

Теорема 4.2. Якщо φ ∈ C3(R3), ψ ∈ C2(R3), то формула
Кiрхгофа (14) або (15) визначає єдиний розв’язок задачi (1),
(2), який належить до класу C2(R4

+) i неперервно залежить
вiд початкових даних у розумiннi S.

Зауваження 1. Скориставшись принципом Дюамеля (див.
пункт 4.1.3), можна довести, що розв’язок задачi Кошi для
неоднорiдного хвильового рiвняння

utt = a2∆xu+ f(x, t), (x, t) ∈ R4
+,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R3,

визначається формулою

u(x, t) =
1

4πa2
∂t

(1
t

∫
Sat(x)

φ(ξ)dξSat

)
+

1

4πa2t

∫
Sat(x)

ψ(ξ)dξSat+

+
1

4πa2

t∫
0

dτ

t− τ

∫
Sa(t−τ)(x)

f(ξ, τ)dξSa(t−τ), (x, t) ∈ R4
+, (16)

або

u(x, t) =
1

4π
∂t

(
t

∫
S1(0)

φ(x+ aty)dyS1

)
+

t

4π

∫
S1(0)

ψ(x+ aty)dyS1+
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+
1

4π

t∫
0

(t− τ) dτ

∫
S1(0)

f(x+ a(t− τ)y, τ)dyS1, (x, t) ∈ R4
+. (17)

4.2.4 Задача Кошi для хвильового рiвняння на пло-
щинi. Метод спуску Адамара. З формули Кiрхгофа можна
одержати також формулу для розв’язку задачi Кошi для одно-
рiдного хвильового рiвняння на площинi

utt = a2∆xu, (x, t) ∈ R3
+, (18)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R2, (19)

де x := (x1, x2) ∈ R2, R3
+ := { (x, t) ∈ R3 | x ∈ R2, t > 0 },

∆x := ∂2x1 + ∂2x2 – двовимiрний оператор Лапласа.
Оскiльки функцiї φ i ψ не залежать вiд x3, то й розв’язок

задачi (18), (19) не залежить вiд x3, а тiльки вiд x ∈ R2. Це
дозволяє плоску задачу (18), (19) розглядати в просторi R3,
але при цьому початковi функцiї i розв’язок u треба вважати
сталими (при кожному фiксованому t) на кожнiй прямiй, па-
ралельнiй осi Ox3. Використовуючи цей пiдхiд, у рiвняннi (18)
можна додати доданок ux3x3 = 0, а тодi дiстанемо задачу Кошi
для хвильового рiвняння в R3. Розв’язок такої задачi визнача-
ється формулою

u(x, t) =
1

4πa2
∂t

(1
t

∫
Sat(x)

φ(ξ)dξ̃Sat

)
+

1

4πa2t

∫
Sat(x)

ψ(ξ)dξ̃Sat,

(x, t) ∈ R3
+, (20)

де x := (x1, x2, 0), ξ̃ := (ξ1, ξ2, ξ3) := (ξ, ξ3).

Iнтеграли по сферi Sat(x) у формулi (20) можна звести до
iнтегралiв по кругу Kat(x) := {ξ ∈ R2| |ξ − x| ≤ at }, який
лежить в площинi Oξ1ξ2 (рис. 4.10). Такий метод одержання
розв’язку задачi (18), (19) називається методом спуску Ада-
мара.
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Рис. 4.10
Розiтнемо сферу Sat(x) площиною ξ3 = 0 на двi пiвсфери

S+
at(x) i S−

at(x) i розглянемо iнтеграл по однiй iз них, напри-
клад, по S+

at(x). Спроектуємо елемент поверхнi dξ̃Sat на пло-
щину ξ3 = 0. При цьому

dξ̃Sat =
dξ

cosα
,

де α := (̂⃗νξ̃, ξ3). Оскiльки cosα =
ξ3
at

=

√
(at)2 − |x− ξ|2

at
, то

1

at

∫
S+
at(x)

φ(ξ)dξ̃Sat =

∫
Kat(x)

φ(ξ) dξ√
(at)2 − |x− ξ|2

.

Аналогiчно одержуємо

1

at

∫
S−
at(x)

φ(ξ)dξ̃Sat =

∫
Kat(x)

φ(ξ) dξ√
(at)2 − |x− ξ|2

.

Застосовуючи такi самi перетворення до другого iнтеграла
в формулi (20), дiстанемо розв’язок

u(x, t) =
1

2πa
∂t

∫
Kat(x)

φ(ξ) dξ√
(at)2 − |x− ξ|2

+
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+
1

2πa

∫
Kat(x)

ψ(ξ) dξ√
(at)2 − |x− ξ|2

, (x, t) ∈ R3
+. (21)

Формула (21) називається формулою Пуассона. Вона
визначає розв’язок задачi (18), (19), якщо φ ∈ C3(R2) i ψ ∈
C2(R2).

Зауваження 2. Методом спуску Адамара з формули (21)
можна одержати формулу Даламбера для розв’язку задачi Ко-
шi для рiвняння коливань струни.

Зауваження 3. Неважко розв’язати задачу Кошi для неод-
норiдного рiвняння коливань на площинi. Така задача зводить-
ся до задачi (18), (19) i до задачi Кошi для неоднорiдного рiв-
няння з нульовими початковими даними. Остання фактично
зводиться до задачi типу (18), (19) за допомогою принципу Дю-
амеля, який описаний в пунктi 4.1.3.

Формула для розв’язку задачi

utt = a2∆xu+ f(x, t), (x, t) ∈ R3
+,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R2,
(22)

має вигляд

u(x, t) =
1

2πa
∂t

∫
Kat(x)

φ(ξ) dξ√
(at)2 − |x− ξ|2

+

+
1

2πa

∫
Kat(x)

ψ(ξ) dξ√
(at)2 − |x− ξ|2

+

+
1

2πa

t∫
0

dτ

∫
Ka(t−τ)(x)

f(ξ, τ) dξ√
(a(t− τ))2 − |x− ξ|2

, (x, t) ∈ R3
+.

(23)

4.2.5 Фiзичний змiст формул Кiрхгофа та Пуассо-
на. Наведемо фiзичну iнтерпретацiю формул (14) i (21).

1) Формулa Кiрхгофа (14). Ця формула допомагає дати фi-
зичне тлумачення поширенню в просторi явищ, описуваних
розв’язком задачi Кошi для хвильового рiвняння. Нехай почат-
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кове збурення локалiзоване
в просторi R3, тобто функ-
цiї φ i ψ дорiвнюють нулю
поза деякою обмеженою об-
ластю Ω з межею S. Зафiк-
суємо точку x /∈ Ω i запро-
вадимо позначення d1 :=
min
y∈Ω

|x−y|, d2 := max
y∈Ω

|x−y|,
тобто d1 – вiдстань вiд точ-
ки x до найближчої точкиРис. 4.11

поверхнi S, а d2 – до найвiддаленiшої точки S (рис. 4.11). Зна-
чення функцiї u в точцi x у момент часу t визначається фор-
мулою (14). Якщо t достатньо мале таке, що at < d1, то сфера
Sat(x) не перетинає область Ω, тому φ i ψ дорiвнюють нулю, а
отже, u(x, t) = 0 i в точцi x буде спокiй, тобто початковi збурен-
ня ще не дiйшли до цiєї точки. Для моментiв часу t ∈ (t1, t2),
де t1 := d1/a, t2 := d2/a, сфера Sat(x) перетинатиме область Ω.
Тому для таких t u(x, t) ̸= 0, а це означає, що точка x знахо-
диться у збудженому станi. З моменту часу t > t2 сфера Sat(x)
не перетинатиме область Ω, i отже, u(x, t) = 0, а це означає,
що точка x знову знаходиться в станi спокою.

Якщо уявити собi, що з кожної точки областi Ω у всiх на-
прямках поширюються хвилi (збурення) зi швидкiстю a, то
описанi вище змiни u з часом з точки зору фiзики можна тлу-
мачити так: для t < t1 хвилi ще не дiйшли до точки x; у момент
часу t1 переднiй фронт хвилi досягає точки x; протягом про-
мiжку часу [t1, t2] через точку x проходить хвиля; у момент
часу t2 проходить заднiй фронт хвилi, i з цього моменту часу
середовище в точцi x залишається в станi спокою.

Отже, для процесу поширення хвиль у просторi має мiсце
принцип Гюйгенса: якщо початкове збурення локалiзоване в
просторi, то поширення цього збурення має переднiй i заднiй
фронти хвилi, i збурення в кожнiй точцi локалiзоване в часi.

Хвилi у випадку простору R3 називаються сферичними.
2) Формулa Пуассона (21). Нехай φ ̸= 0 i ψ ̸= 0 лише в
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областi Ω ⊂ R2 з межею Γ (рис. 4.12). Вiзьмемо будь-яку точку
x /∈ Ω. Збурення u(x, t) у точ-
цi x в момент часу t визна-
чається формулою (21), де iнте-
грування проводиться по кругу
Kat(x). Якщо t < t1 := d1/a,
то круг Kat(x) не перетинаєть-
ся з областю Ω, а тому u(x, t) =
0. Для всiх t > t1 маємо, що
Kat(x) ∩ Ω ̸= Ø, i тодi u(x, t) ̸=
0, бо φ ̸= 0 i ψ ̸= 0. Отже, про-
цес поширення збурення маєРис. 4.12

переднiй фронт хвилi, що вiдповiдає моменту часу t1, i не
має заднього фронту хвилi, вiн розмитий, сигнал не зникає з
ростом t, аслабне,оскiлькизнаменникв(21)зростає.Вiдсутнiсть
задньогофронту хвилi можнапояснити, якщорозглядатифор-
мулу Пуассона, як
частинний випадок
формули Кiрхгофа, що
описує явище поширен-
ня хвиль в R3, де немає
локалiзацiї початкових
умов, оскiльки φ i
ψ вiдмiннi вiд нуля
в областi Ω, а в R3

це буде нескiнченний
цилiндр з основою Ω i
твiрними, паралельни-
ми осi Ox3 (рис. 4.13).
Хвилi у випадку пло-
щини R2 називаються
цилiндричними.

Рис. 4.13
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Приклад. Розв’язати задачу Кошi для тривимiрного рiв-
няння коливань

utt = ux1x1 + ux2x2 + ux3x3 , (x, t) ∈ R4
+,

u|t=0 = x3, ut|t=0 = x1 + x3, x ∈ R3.

J Скористаємося формулою Кiрхгофа (14), де a = 1, φ(x) =
x3, ψ(x) = x1 + x3. Тодi

u(x, t) =
1

4π
∂t

∫
St(x)

ξ3
t
dξSt +

1

4π

∫
St(x)

ξ1 + ξ3
t

dξSt,

де сфера St(x) визначається рiвнянням (ξ1−x1)
2+(ξ2−x2)

2+
(ξ3−x3)2 = t2. Спороектуємо цю сферу на площину Oξ1ξ2. По-
значимо через Kt(x) круг, у який проектується сфера. Зведемо
поверхневi iнтеграли, якi стоять у правiй частинi, до подвiйних,
що беруться по кругу Kt(x):

u(x, t) =
1

4π
∂t

( ∫
Kt(x)

x3 +
√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

t
√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

tdξ1dξ2+

+

∫
Kt(x)

x3 −
√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

t
√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

tdξ1dξ2

)
+

+
1

4π

( ∫
Kt(x)

ξ1 + x3 +
√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

t
√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

tdξ1dξ2+

+

∫
Kt(x)

ξ1 + x3 −
√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

t
√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2

tdξ1dξ2

)
.

Першi доданки в дужках – iнтеграли, взятi по верхнiй поло-
винi сфери ξ3 = x3 +

√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2, а другi – по

нижнiй половинi сфери ξ3 = x3 −
√
t2 − (ξ1 − x1)2 − (ξ2 − x2)2.

Перейдемо в подвiйних iнтегралах по кругу Kt(x) до поляр-
них координат: ξ1 − x1 = ρ cosφ, ξ2 − x2 = ρ sinφ, 0 < ρ < t,
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0 < φ ≤ 2π. Тодi

u(x, t) =
x3
2π
∂t

t∫
0

ρdρ√
t2 − ρ2

2π∫
0

dφ+
1

2π

t∫
0

(x1 + x3)ρdρ√
t2 − ρ2

2π∫
0

dφ =

=
x3
2π
∂t(−

√
t2 − ρ2)

∣∣∣t
0
2π +

1

2π
(x1 + x3)(−

√
t2 − ρ2)

∣∣∣t
0
2π =

= x3∂tt+ (x1 + x3)t = x3 + (x1 + x3)t, (x, t) ∈ R4
+. I

4.3 Розв’язування мiшаних задач для рiвняння
коливань струни методом Фур’є
(вiдокремлення змiнних)

Метод Фур’є або метод вiдокремлення змiнних є од-
ним з найпоширенiших методiв розв’язування задач для рiв-
нянь iз частинними похiдними. Застосуємо цей метод до першої
мiшаної задачi для рiвняння коливань однорiдної струни.

4.3.1 Вiльнi коливання обмеженої струни iз закрiп-
леними кiнцями. Розглянемо задачу про вiльнi коливання
однорiдної струни довжини l, кiнцi якої закрiплено. Матема-
тична модель цiєї задачi така:

utt = a2uxx, (x, t) ∈ Qt0 , (1)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (2)

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ [0, t0]. (3)

Тут Qt0 := {(x, t) |x ∈ (0, l), t ∈ (0, t0] }, де t0 – задане додатне
число або t0 = +∞ (рис. 4.14) .

Рис. 4.14
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Вважатимемо, що φ i ψ мають потрiбну гладкiсть та узгод-
женi при x = 0 i x = l з нулем.

Шукатимемо частиннi розв’язки рiвняння (1), якi задоволь-
няють крайовi умови (3), у виглядi добутку

u(x, t) = X(x)T (t), (x, t) ∈ Qt0 . (4)

При цьому нас цiкавлять тiльки ненульовi розв’язки.
Пiдставивши (4) в (1), дiстанемо

X(x)T ′′(t) = a2X ′′(x)T (t),

або, пiсля вiдокремлення змiнних, тотожну рiвнiсть

X ′′(x)

X(x)
=

T ′′(t)

a2T (t)
, (x, t) ∈ Qt0 . (5)

Лiва частина в цiй рiвностi не залежить вiд t i вона дорiвнює
правiй, а тому й права не залежить вiд t; права частина не
залежить вiд x i вона дорiвнює лiвiй, а тому й лiва не залежить
вiд x. Звiдси випливає, що рiвнiсть (5) можлива лише тодi,
коли цi вiдношення дорiвнюють сталiй, яку позначимо через
−λ, тобто

T ′′(t) + λa2T (t) = 0, t ∈ (0, t0], (6)

X ′′(x) + λX(x) = 0, x ∈ (0, l). (7)

Отже, для знаходження функцiй T i X одержали два зви-
чайнi диференцiальнi рiвняння.

Пiдставляючи (4) в крайовi умови (3), дiстаємо

X(0)T (t) = 0, X(l)T (t) = 0, t ∈ (0, t0].

Оскiльки T (t) ̸≡ 0, бо в противному разi ми мали б тривiальний
розв’язок, то

X(0) = 0, X(l) = 0. (8)

Задача (7), (8) є крайовою задачею з параметром λ для зви-
чайного диференцiального рiвняння другого порядку. Ця зада-
ча не при кожному λ має ненульовi розв’язки. Тi значення λ,
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при яких задача (7), (8) має ненульовi розв’язки, називають-
ся власними числами (власними значеннями), а самi цi
ненульовi розв’язки – власними функцiями задачi. Задачу
(7), (8) називають при цьому задачею на власнi числа та
власнi функцiї або задачею Штурма–Лiувiлля.

Розв’язуватимемо задачу (7), (8) стандартним способом,
знаходячи загальний розв’язок рiвняння (7) i задовольняючи
ним крайовi умови (8). Розглянемо окремо три можливi випад-
ки залежно вiд знака параметра λ, оскiльки вiд цього залежить
вигляд загального розв’язку.

1) Нехай λ < 0. У цьому випадку характеристичне рiвняння
µ2 + λ = 0 має два рiзнi коренi i загальний розв’язок рiвняння
(7) визначається формулою

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx, x ∈ (0, l).

Задовольнивши крайовi умови (8), одержимо{
C1 + C2 = 0,

C1e
√
−λl + C2e

−
√
−λl = 0.

Визначник цiєї системи не дорiвнює нулю, тому C1 = C2 =
0. Отже, в цьому випадку задача (7), (8) не має ненульових
розв’язкiв, тобто власнi числа задачi (7), (8) не можуть бути
вiд’ємними.

2) Нехай λ = 0. Загальний розв’язок рiвняння (7) у цьому
випадку має вигляд

X(x) = C1 + C2x, x ∈ (0, l),

i умови (8) задовольняються, коли{
C1 + C2 · 0 = 0,
C1 + C2 · l = 0,

тобто C1 = C2 = 0.

Отже, X(x) = 0, а це означає, що λ = 0 не є власним числом
задачi (7), (8).

3) Нехай λ > 0. Загальний розв’язок рiвняння (7) має
вигляд

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx, x ∈ (0, l).
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Задовольняючи умови (8), одержуємо{
C1 = 0,

C2 sin
√
λl = 0.

З першого рiвняння випливає, що C1 = 0, а з другого –
C2 sin

√
λl = 0. Треба взяти C2 ̸= 0, оскiльки в противному

разi X(x) = 0. Тому sin
√
λl = 0, тобто

√
λ = nπ

l , n ∈ N. От-
же, нетривiальнi розв’язки задачi (7), (8) можливi лише при
значеннях

λn = (
nπ

l
)2, n ∈ N.

Цим власним значенням вiдповiдають власнi функцiї

Xn(x) = C2n sin
nπx

l
, x ∈ (0, l), n ∈ N.

Зважаючи на те, що власнi функцiї внаслiдок однорiдностi за-
дачi (7), (8) визначаються з точнiстю до сталого множника,
можна зафiксувати значення C2n, взявши, наприклад, C2n = 1,
а тодi

Xn(x) = sin
nπx

l
, x ∈ (0, l), n ∈ N.

Розв’яжемо рiвняння (6), замiнивши в ньому λ на λn, n ∈ N.
Одержимо

Tn(t) = An cos
anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t, t ∈ (0, t0],

де An, Bn – довiльнi сталi.
Отже, функцiї

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) =
(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
sin

nπx

l
,

(x, t) ∈ Qt0 , n ∈ N,

є розв’язками рiвняння (1), якi задовольняють крайовi умо-
ви (3).

128



Оскiльки рiвняння (1) є лiнiйним i однорiдним, то довiль-
на скiнченна сума розв’язкiв буде також розв’язком. Те саме
властиве й сумi ряду

u(x, t) =
∞∑
n=1

un(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
sin

nπx

l
,

(9)
(x, t) ∈ Qt0 ,

якщо вiн рiвномiрно збiгається разом зi своїми формальними
похiдними другого порядку за x i t. Оскiльки кожний доданок у
(9) задовольняє крайовi умови (3), то цi умови задовольнятиме
й сума ряду, тобто функцiя u.

Залишилося визначити сталi An i Bn так, щоб задовольня-
лись i початковi умови (2). Пiдставивши (9) в (2), дiстанемо

∞∑
n=1

An sin
nπx

l
= φ(x),

∞∑
n=1

anπ

l
Bn sin

nπx

l
= ψ(x), x ∈ [0, l].

(10)
Цi формули дають розклад початкових функцiй φ i ψ у ря-
ди Фур’є за синусами в iнтервалi (0, l). Оскiльки коефiцiєнти
cn i dn розкладiв функцiй у ряди за синусами визначаються
формулами

cn =
2

l

l∫
0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ, dn =

2

l

l∫
0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ, n ∈ N,

(11)
то з (10) i (11) випливають рiвностi

An = cn,
anπ

l
Bn = dn, n ∈ N,

або

An =
2

l

l∫
0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ, Bn =

2

anπ

l∫
0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ, n ∈ N.

(12)
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Отже, розв’язок задачi (1) – (3) визначається рядом (9), де
коефiцiєнти An i Bn знаходяться за формулами (12).

Залишилося з’ясувати, за яких умов на φ i ψ ряд (9) i його
формальнi похiднi другого порядку за x i t збiгаються рiвно-
мiрно в Qt0 .

Теорема 4.3. Нехай виконуються умови:
1) функцiя φ на [0, l] двiчi неперервно диференцiйовна, має

кусково-неперервну третю похiдну i задовольняє умови

φ(0) = φ(l) = 0, φ′′(0) = φ′′(l) = 0; (13)

2) функцiя ψ на [0, l] неперервно диференцiйовна, має
кусково-неперервну другу похiдну i задовольняє умови

ψ(0) = ψ(l) = 0. (14)

Тодi сума ряду (9) є класичним розв’язком задачi (1) – (3).
J Для доведення теореми треба переконатися, що ряд (9)

i його формальнi похiднi другого порядку за x i t збiгаються
рiвномiрно в Qt0 .

Перетворимо спочатку ряд (9). Iнтегруючи (12) частинами
i беручи до уваги (13) i (14), отримуємо

An =
2

l

l∫
0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ = − 2

nπ

l∫
0

φ(ξ) d cos
nπξ

l
=

= − 2

nπ

(
φ(ξ) cos

nπξ

l

)∣∣∣l
0
+

2

nπ

l∫
0

φ′(ξ) cos
nπξ

l
dξ =

=
2l

(nπ)2

l∫
0

φ′(ξ) d sin
nπξ

l
=

2l

(nπ)2

((
φ′(ξ) sin

nπξ

l

)∣∣∣l
0
−

−
l∫

0

φ′′(ξ) sin
nπξ

l
dξ
)
=

2l2

(nπ)3

l∫
0

φ′′(ξ) d cos
nπξ

l
=
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=
2l2

(nπ)3

((
φ′′(ξ) cos

nπξ

l

)∣∣∣l
0
−

l∫
0

φ′′′(ξ) cos
nπξ

l
dξ
)
=

= −(
l

nπ
)3B(3)

n , B(3)
n :=

2

l

l∫
0

φ′′′(ξ) cos
nπξ

l
dξ;

Bn = (− l

nπ
)3A(2)

n , A(2)
n :=

2

l

l∫
0

ψ′′(ξ)

a
sin

nπξ

l
dξ.

Пiдставивши одержанi вирази для An i Bn у формулу (9),
дiстанемо

u(x, t) = −
( l
π

)3 ∞∑
n=1

1

n3

(
B(3)
n cos

anπ

l
t+A(2)

n sin
anπ

l
t
)
sin

nπx

l
,

(x, t) ∈ Qt0 . (15)

Доведемо, що ряд (15) i його формальнi похiднi другого
порядку за x i t збiгаються рiвномiрно в Qt0 . Для цього скори-
стаємося мажорантною ознакою Вейєрштрасса. Мажорантним
рядом для ряду (15) є

( l
π

)3 ∞∑
n=1

1

n3
(|B(3)

n |+ |A(2)
n |), (16)

а для рядiв, одержаних формальним диференцiюванням двiчi
за x i t ряду (15), є ряд

M
∞∑
n=1

1

n
(|B(3)

n |+ |A(2)
n |), M − стала. (17)

Ряд (16), очевидно, збiгається. Для доведення збiжностi ряду
(17), досить довести, що збiгаються ряди

∞∑
n=1

|A(2)
n |
n

,

∞∑
n=1

|B(3)
n |
n

.
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Збiжнiсть цих рядiв випливає з того, що

|A(2)
n |
n

≤ 1

2

( 1

n2
+ |A(2)

n |2
)
,
|B(3)

n |
n

≤ 1

2

( 1

n2
+ |B(3)

n |2
)
,

бо ab ≤ 1

2
(a2 + b2) – нерiвнiсть Кошi, а ряди

∞∑
n=1

1
n2 ,

∞∑
n=1

|A(2)
n |2,

∞∑
n=1

|B(3)
n |2 збiгаються.

Отже, ряд (9) i його формальнi похiднi другого порядку за
x i t збiгаються абсолютно й рiвномiрно в областi Qt0 . I

Зауваження 1.Фiзична iнтерпретацiя розв’язку (9). Роз-
глянемо ряд (9) i введемо позначення

An = an sinφn, Bn = an cosφn,

де an =
√
A2
n +B2

n, tgφn = An
Bn

. Тодi, якщо скористатися фор-
мулою

cos
anπ

l
t sinφn + sin

anπ

l
t cosφn = sin

(anπ
l
t+ φn

)
,

ряд (9) можна подати у виглядi

u(x, t) =

∞∑
n=1

an sin
nπx

l
sin
(anπ

l
t+ φn

)
, (x, t) ∈ Qt0 . (18)

Кожний член ряду (18) є так званою стоячою хвилею

un(x, t) = an sin
nπx

l
sin
(anπ

l
t+ φn

)
,

при якiй точки струни здiйснюють гармонiчнi коливання з од-
нiєю i тiєю самою частотою ωn := anπ

l i фазою φn, а амплiтуди
коливання an sin nπx

l залежать вiд абсциси x точки струни. При
такому коливаннi всi точки струни одночасно досягають сво-
го максимального вiдхилення в той чи iнший бiк i одночасно
проходять положення рiвноваги.

Точки x = ml
n , m ∈ {1, . . . , n− 1}, в яких sin nπ

l x = 0,
протягом усього процесу залишаються нерухомими i назива-
ються вузлами стоячої хвилi un. Точки x = (2m+1)l

2n , m ∈
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{0, 1, . . . , n − 1}, в яких sin nπx
l = ±1 здiйснюють коливання з

максимальною амплiтудою i називаються пучностями стоя-
чої хвилi.

Розв’язок (18) є сумою окремих стоячих хвиль un, причому,
беручи до уваги, що

an =
√
A2
n +B2

n =
( l

nπ

)3√
(B

(3)
n )2 + (A

(2)
n )2,

дiстаємо un → 0 при n → ∞ рiвномiрно. Звiдси випливає, що
основну роль у хвильовому процесi вiдiграють першi члени ря-
ду (18).

При коливаннях струна видає звук. Звуки можна класи-
фiкувати на музичнi й немузичнi. Першi називаються нотами,
а другi – шумами. Ноти розмiщуються в певному порядку за
їхньою висотою. Тi ноти, якi вухо не спроможне розрiзняти за
висотою, називаються тонами.

Висота звучання залежить вiд частоти ωn, а сила тону – вiд
амплiтуди. Частота основного (найнижчого) тону ω1 =

aπ

l
.

Основний тон описується першою гармонiкою u1(x, t) =
= a1 sin(ω1t + φ1) sin

πx
l , його вузлами є точки x = 0 i x = l,

а пучнiстю – середина струни x = l
2 . Тони, якi вiдповiдають

гармонiкам, кратним першiй, тобто мають частоти ωk = kω1,
називаються обертонами.

Зауваження 2. Поняття про узагальнений розв’язок за-
дачi (1) – (3). При побудовi розв’язку (9) задачi (1)–(3) на
функцiї φ i ψ накладались жорсткi умови гладкостi. Цi обме-
ження викликанi необхiднiстю диференцiювати почленно ряд
(9).

Вiдомо, що закони природи носять iнтегральний характер.
При виведеннi рiвнянь коливань часто спочатку записують йо-
го в iнтегральнiй формi, а вже потiм переходять до диферен-
цiальної форми запису, накладаючи тим самим додаткове об-
меження диференцiйовностi. Крiм того, початковi функцiї φ i
ψ беруться наближено з експерименту, тому закономiрно вве-
сти поняття узагальненого розв’язку задачi (1)–(3).

Нехай функцiї φk i ψk, k ∈ N, задовольняють умови теореми
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4.3, а uk, k ∈ N, – вiдповiднi класичнi розв’язки задач (1)–
(3), в яких замiсть φ i ψ взятi φk i ψk. Якщо функцiональнi
послiдовностi {φk, k ∈ N} i {ψk, k ∈ N} збiгаються в L2((0, l))
вiдповiдно до φ i ψ, тобто

lim
k→∞

l∫
0

(φk(x)− φ(x))2 dx = 0, lim
k→∞

l∫
0

(ψk(x)− ψ(x))2 dx = 0,

то рiвномiрна границя

u(x, t) := lim
k→∞

uk(x, t), (x, t) ∈ Qt0 ,

називається узагальненим розв’язком задачi (1)–(3).
Якщо задача (1)–(3) має класичний розв’язок, то вiн збi-

гається з узагальненим.
Зауваження 3. У випадку крайових умов iншого вигля-

ду, нiж (3), схема розв’язування вiдповiдної крайової задачi не
змiнюється. При цьому iншими будуть власнi числа та власнi
функцiї задачi Штурма–Лiувiлля. Вiдзначимо, що для засто-
сування методу Фур’є, як видно з вищенаведеного, рiвняння та
крайовi умови мають бути однорiдними.

Приклад 1. Знайти вiдхилення u(x, t) вiд положення рiв-
новаги точок однорiдної горизонтальної струни, закрiпленої на
кiнцi x = 0, правий кiнець якої x = l перемiщується так, що
дотична до струни залишається весь час горизонтальною.
У початковий момент часу струна мала форму φ(x) =
= 20 sin 11πx

2l cos 4πx
2l , а початковi швидкостi дорiвнювали нулю.

J Припускаючи, що коливання струни малi, дiстаємо таку
мiшану задачу: знайти розв’язок рiвняння вiльних коливань
струни

utt = a2uxx, (x, t) ∈ Q∞,

який задовольняє початковi

u|t=0 = 20 sin
11πx

1l
cos

4πx

2l
, ut|t=0 = 0, x ∈ [0, l],

та крайовi умови

u|x=0 = 0, ux|x=l = 0, t ≥ 0.
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Шукатимемо ненульовi розв’язки рiвняння, якi задовольня-
ють нульовi крайовi умови у виглядi u(x, t) = X(x)T (t). Тодi
для знаходження T матимемо рiвняння

T ′′(t) + a2λ2T (t) = 0,

а для знаходження X – крайову задачу

X ′′(x) + λ2X(x) = 0,
X(0) = 0, X ′(l) = 0.

Знайдемо власнi числа та власнi функцiї задачi Штурма–
Лiувiлля. Загальний розв’язок рiвняння

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx,

а тому
X ′(x) = −C1λ sinλx+ C2λ cosλx.

Задовольняючи нульовi крайовi умови, маємо

C1 = 0, −C1λ sinλl + C2λ cosλl = 0.

Оскiльки нас цiкавлять тi значення λ, яким вiдповiдають нену-
льовi розв’язки, то одержимо, що cosλl = 0, бо C1 = 0, C2 ̸= 0 i
λ ̸= 0. Тому λl = π

2 + πn, n ∈ N, або λ = λn := (2n+1)π
2l , n ∈ N, –

власнi числа задачi. Звiдси випливає, що власними функцiями
задачi є

Xn(x) = sin
(2n+ 1)π

2l
x, x ∈ [0, l].

Розв’язуючи диференцiальне рiвняння для T при λ = λn,
дiстаємо

Tn(t) = An cos
(2n+ 1)πa

2l
t+Bn sin

(2n+ 1)πa

2l
t, n ∈ N.

Тодi розв’язок мiшаної задачi шукаємо у виглядi ряду

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
An cos

(2n+ 1)πa

2l
t+Bn sin

(2n+ 1)πa

2l
t
)
×
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× sin
(2n+ 1)π

2l
x, (x, t) ∈ Q∞.

Задовольняючи цим рядом початковi умови, одержуємо
∞∑
n=1

An sin
(2n+1)π

2l x = 20 sin 11πx
2l cos 4πx

2l ,

∞∑
n=1

2n+1
2l πaBn sin (2n+1)π

2l x = 0, x ∈ [0, l].

З другої рiвностi випливає, згiдно з єдинiстю розкладу
функцiї в ряд Фур’є, що Bn = 0, n ∈ N.

Першу умову запишемо у виглядi

∞∑
n=1

An sin
(2n+ 1)π

2l
x = 10(sin

7πx

2l
+ sin

15πx

2l
), x ∈ [0, l].

Звiдси випливає, що An = 0, n ∈ N \ {3, 7}, a A3 = A7 = 10.
Отже, розв’язком задачi є функцiя

u(x, t) = 10
(
cos

7πat

2l
sin

7πx

2l
+cos

15πat

2l
sin

15πx

2l

)
, (x, t) ∈ Q∞. I

4.3.2 Вимушенi коливання струни iз закрiпленими
кiнцями. Розглянемо задачу про коливання однорiдної стру-
ни, закрiпленої на кiнцях x = 0 i x = l, пiд дiєю зовнiшньої
сили p(x, t), розрахованої на одиницю довжини. Математична
модель задачi така:

utt = a2uxx + f(x, t), (x, t) ∈ Qt0 , (19)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (20)

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ [0, t0], (21)

де f(x, t) :=
p(x, t)

ρ
– iнтенсивнiсть зовнiшньої сили.

Вважатимемо, що функцiї φ i ψ задовольняють умови тео-
реми 4.3, а функцiя f є неперервною, має неперервну похiдну
fxx i задовольняє умови

f(0, t) = f(l, t) = 0, t ∈ [0, t0].
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Шукатимемо розв’язок задачi (19)–(21) у виглядi суми
функцiй

u = v + w, (22)

де v – розв’язок задачi

vtt = a2vxx, (x, t) ∈ Qt0 ,

v|t=0 = φ(x), vt|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l],

v|x=0 = 0, v|x=l = 0, t ∈ [0, t0]. (23)

Задача (23) є задачею типу (1)–(3), розв’язком якої є функцiя

v(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
sin

nπx

l
, (x, t) ∈ Qt0 ,

де коефiцiєнти An i Bn визначаються формулами (12).
Для w одержуємо задачу

wtt = a2wxx + f(x, t), (x, t) ∈ Qt0 , (24)

w|t=0 = 0, wt|t=0 = 0, x ∈ [0, l], (25)

w|x=0 = 0, w|x=l = 0, t ∈ [0, t0]. (26)

Розв’язок w описує вимушенi коливання струни, тобто ко-
ливання, якi спричиненi лише зовнiшньою збурюючою силою
(за вiдсутностi початкових вiдхилень та iмпульсiв).

Шукатимемо розв’язок задачi (24)–(26) у виглядi ряду
Фур’є за власними функцiями вiдповiдної однорiдної задачi
(23), тобто у виглядi

w(x, t) =

∞∑
n=1

gn(t) sin
nπx

l
, (x, t) ∈ Qt0 . (27)

Якщо ряд (27) збiгається рiвномiрно в Qt0 , то крайовi умови
(26) задовольняються, бо sin nπx

l , n ∈ N, – власнi функцiї.
Визначимо функцiї gn, n ∈ N, так, щоб задовольнялись рiв-

няння(24) i початковi умови (25).
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Пiдставивши (27) у (24), дiстанемо

∞∑
n=1

(
g′′n(t) + (

anπ

l
)2gn(t)

)
sin

nπx

l
= f(x, t), (x, t) ∈ Qt0 . (28)

Розкладемо f на [0, l] в ряд Фур’є за системою функцiй
{sin nπx

l , n ∈ N}:

f(x, t) =

∞∑
n=1

fn(t) sin
nπx

l
, (x, t) ∈ Qt0 , (29)

де

fn(t) :=
2

l

l∫
0

f(ξ, t) sin
nπξ

l
dξ, t ∈ [0, t0], n ∈ N. (30)

З (28), (29) випливають рiвностi

g′′n(t) +
(anπ

l

)2
gn(t) = fn(t), t ∈ [0, t0], n ∈ N. (31)

Щоб сума ряду (27) задовольняла початковi умови (25),
функцiї gn(t), n ∈ N, повиннi задовольняти умови

gn|t=0 = 0, g′n|t=0 = 0, n ∈ N. (32)

Розв’язки задач Кошi (31), (32), як вiдомо з теорiї звичай-
них диференцiальних рiвнянь, визначаються формулами

gn(t) =
l

anπ

t∫
0

fn(τ) sin
anπ

l
(t− τ) dτ, n ∈ N,

або, якщо скористатися формулою (30) для fn, n ∈ N,

gn(t) =
2

anπ

t∫
0

( l∫
0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ
)
sin

anπ

l
(t− τ) dτ, (33)
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t ∈ [0, t0] n ∈ N.

Пiдставивши (33) в (27), дiстанемо розв’язок задачi (24)–
(26), якщо ряд (27) i його формальнi похiднi другого порядку
за x i t збiгаються рiвномiрно в Qt0 . Це виконується, якщо f
задовольняє наведенi вище умови.

Отже, розв’язок задачi (19)–(21) має вигляд

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
sin

nπx

l
+

+
∞∑
n=1

gn(t) sin
nπx

l
, (x, t) ∈ Qt0 , (34)

де коефiцiєнти An, Bn i gn визначаються формулами (12) i (33).
Зауваження 4. У багатьох задачах у рiвностi (22) функ-

цiю w можна вибрати так, щоб вона задовольняла неоднорiдне
рiвняння (19) i нульовi крайовi умови (21). Тодi для v дiстанемо
задачу типу (23). Зокрема, цим методом зручно користуватися,
коли f(x, t) = h(x)g(t).

Приклад 2. Розв’язати задачу

utt = a2uxx + bx(x− l), (x, t) ∈ Q∞,

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, x ∈ [0, l],

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ [0,∞).

J Шукатимемо розв’язок цiєї задачi у виглядi (22), де
функцiя w вибрана так, що вона задовольняє неоднорiдне рiв-
няння i нульовi крайовi умови. Оскiльки неоднорiднiсть рiв-
няння не залежить вiд t, то можна вважати, що w(x, t) ≡ w(x).
Для знаходження w маємо задачу

w′′(x) + bx(x− l) = 0,

w(0) = 0, w(l) = 0.
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Тодi w′(x) = − b
3
x3+

bl

2
x2+C1, а w(x) = − b

12
x4+

bl

6
x3+C1x+C2.

Задовольнивши крайовi умови, дiстанемо

C2 = 0, − b

12
l4 +

b

6
l4 + C1l = 0,

або C1 = −bl
3

12
, C2 = 0.

Отже,

w(x) = − b

12
x(x3 − 2x2l + l3), x ∈ [0, l].

Для функцiї v матимемо задачу

vtt = vxx, (x, t) ∈ Q∞,

v|t=0 ≡ −w|t=0 =
b

12
(x4 − 2l x3 + l3x),

vt|t=0 ≡ −wt|t=0 = 0, x ∈ [0, l],

v|x=0 = 0, v|x=l = 0, t ∈ [0,+∞),

яка аналогiчна задачi (1)–(3). Її розв’язок визначається рядом

v(x, t) =
∞∑
n=1

(
An cos

nπt

l
+Bn sin

nπt

l

)
sin

nπx

l
, (x, t) ∈ Q∞,

де An i Bn обчислюються за формулами (12), тобто

An = 2
l

l∫
0

b
12(ξ

4 − 2l ξ3 + l3 ξ) sin nπξ
l dξ =

=

{
8l4

(2k−1)5 π5 , якщо n = 2k − 1,

0, якщо n = 2k, k ∈ N;

Bn =
2

nπ

l∫
0

0 · sin nπξ
l
dξ = 0, n ∈ N.

Тодi одержуємо, що

v(x, t) =
8l4

π5

∞∑
k=1

1

(2k − 1)5
cos

(2k − 1)πt

l
×
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× sin
(2k − 1)πx

l
, (x, t) ∈ Q∞.

Отже, розв’язок вихiдної задачi має вигляд

u(x, t) = − b

12
x(x3 − 2x2l + l3)+

+
8l4

π5

∞∑
k=1

1

(2k − 1)5
cos

(2k − 1)πt

l
sin

(2k − 1)πx

l
, (x, t) ∈ Q∞. I

4.3.3 Коливання струни з рухомими кiнцями. Розг-
лянемо задачу про коливання однорiдної струни пiд дiєю зов-
нiшньої збурюючої сили, коли кiнцi струни не закрiпленi, а ру-
хаються за певними законами. Математична модель цiєї задачi
така:

utt = a2uxx + f(x, t), (x, t) ∈ Qt0 , (35)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (36)

u|x=0 = µ1(t), u|x=l = µ2(t), t ∈ [0, t0]. (37)

Задача (35)–(37) легко зводиться до задачi з однорiдними
крайовими умовами. Справдi, введемо допомiжну функцiю

w(x, t) := µ1(t) + (µ2(t)− µ1(t))
x

l
, (x, t) ∈ Qt0 . (38)

Очевидно, що

w|x=0 = µ1(t), w|x=l = µ2(t), t ∈ [0, t0]. (39)

Розв’язок задачi (35)–(37) шукатимемо у виглядi

u = v + w, (40)

де v – невiдома функцiя. Оскiльки u задовольняє умови (37),
a w – умови (39), то функцiя v задовольняє нульовi крайовi
умови

v|x=0 = 0, v|x=l = 0.

Далi, легко бачити, що

v|t=0 = u|t=0−w|t=0 = φ(x)−µ1(0)+ (µ2(0)−µ1(0))
x

l
=: φ1(x),
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vt|t=0 = ut|t=0−wt|t=0 = ψ(x)−µ′1(0)+(µ′2(0)−µ′1(0))
x

l
=: ψ1(x),

x ∈ [0, l].

Пiдставляючи (40) в рiвняння (35), дiстаємо

vtt = a2vxx + f1(x, t), (x, t) ∈ Qt0 ,

де f1(x, t) := f(x, t) + a2wxx − wtt = f(x, t)− µ′′1(t)−
(µ′′2(t)− µ′′1(t))

x
l .

Отже, одержуємо таку задачу для функцiї v:

vtt = a2vxx + f1(x, t), (x, t) ∈ Qt0 ,

v|t=0 = φ1(x), vt|t=0 = ψ1(x), x ∈ [0, l],

v|x=0 = 0, v|x=l = 0, t ∈ [0, t0].

Ця задача розв’язана в пунктi 4.3.2.
Зауваження 5. Функцiю w, яка задовольняє тiльки край-

овi умови, можна знаходити рiзними способами. Зокрема, її
зручно шукати у виглядi w(x, t) = A(t)x2 + B(t)x + C(t). За-
довольняючи крайовi умови, дiстанемо систему двох рiвнянь
з трьома невiдомими A, B, C. Вибравши одне з них довiльно,
керуючись мiркуваннями простоти викладок, знайдемо два iн-
ших. Наведемо один iз можливих виглядiв функцiй w для най-
поширенiших крайових умов:

1) w|x=0 = µ1(t), w|x=l = µ2(t) ⇒
w(x, t) = µ1(t) +

x

l
(µ2(t)− µ1(t));

2) w|x=0 = µ1(t), wx|x=l = µ2(t) ⇒ w(x, t) = µ1(t) + xµ2(t);
3) w|x=0 = µ1(t), (wx + hw)|x=l = µ2(t) ⇒

w(x, t) = µ1(t) + x
µ2(t)− hµ1(t)

1 + lh
;

4) (wx − hw)|x=0 = µ1(t), (wx + hw)|x=l = µ2(t) ⇒

w(x, t) = x2
µ2(t)− (1 + hl)µ1(t)

(2 + hl)l
+ xµ1(t);

5) wx|x=0 = µ1(t), wx|x=l = µ2(t) ⇒

w(x, t) = xµ1(t) + x2
µ2(t)− µ1(t)

2l
;
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6) wx|x=0 = µ1(t), w|x=l = µ2(t) ⇒
w(x, t) = µ2(t) + (x− l)µ1(t);

7) (αwx − βw)|x=0 = µ1(t), (γwx + δw)|x=l = µ2(t) ⇒

w(x, t) = x2
µ2(t)α− (γ + δl)µ1(t)

αl(2γ + δl)
+ x

µ1(t)

α
.

Приклад 3. Знайти розв’язок крайової задачi
utt = uxx − 2ut + 8u+ 2x(1− 4t) + cos 3x, x ∈

(
0, π2

)
, t ∈ (0, t0],

u|t=0 = 0, ut|t=0 = x, x ∈ [0, π2 ],
ux|x=0 = t, u|x=π

2
= πt

2 , t ∈ [0, t0].
J Шукатимемо розв’язок цiєї задачi у виглядi

u = v + w,
де функцiя w вибрана згiдно з випадком 6) зауваження 5, тобто

w(x, t) = πt
2 + (x− π

2 )t = xt.
Тодi для v матимемо задачу

vtt = vxx − 2vt + 8v + cos 3x, x ∈ (0, π2 ), t ∈ (0, t0),

v|t=0 = 0, vt|t=0 = 0, x ∈ [0,
π

2
],

vx|x=0 = 0, v|x=π
2
= 0, t ∈ [0, t0].

Розв’язок одержаної задачi шукатимемо у виглядi ряду Фур’є
за власними функцiями вiдповiдної однорiдної задачi. Тому
спочатку знайдемо власнi функцiї задачi

vtt = vxx − 2vt + 8v, x ∈ (0,
π

2
), t ∈ (0, t0),

vx|x=0 = 0, v|x=π
2
= 0, t ∈ [0, t0].

Нехай v = X(x)T (t). Якщо пiдставити v в рiвняння i задоволь-
нити крайовi умови, то дiстанемо задачу Штурма–Лiувiлля:

X ′′(x) + λ2X(x) = 0,
X ′(0) = 0, X(π2 ) = 0.

Загальним розв’язком рiвняння є функцiя X(x) = C1 cosλx+
+ C2 sinλx. Задовольняючи ним крайовi умови, одержуємо
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{
−C1λ sin(λ · 0) + C2λ cos(λ · 0) = 0,
C1 cosλ

π
2 + C2 sinλ

π
2 = 0,

звiдки випливає, що C2 = 0, C1 ̸= 0 i cosλπ2 = 0. Тому

λ
π

2
=
π

2
+ nπ або λn = (2n+ 1), n ∈ Z+,

є власними числами задачi. Власними функцiями задачi є

Xn(x) = cos(2n+ 1)x, n ∈ Z+.

Розв’язок неоднорiдної крайової задачi для v шукатимемо
у виглядi ряду

v(x, t) =
∞∑
n=0

gn(t) cos(2n+ 1)x, x ∈ [0,
π

2
], t ∈ [0, t0].

Задовольнимо цим рядом рiвняння i початковi умови, вва-
жаючи, що сам ряд i його формальнi похiднi другого порядку
за x i t збiгаються рiвномiрно для x ∈ [0, π2 ], t ∈ [0, t0]. Крайовi
умови задовольняються, бо cos(2n + 1)x, n ∈ Z+, є власними
функцiями вiдповiдної однорiдної задачi .

Маємо
∞∑
n=0

(g′′n(t)+2g′n(t)+((2n+1)2−8)gn(t)) cos(2n+1)x = cos 3x,

x ∈ (0, π2 ), t ∈ (0, t0].
∞∑
n=0

gn(0) cos(2n+ 1)x = 0,

∞∑
n=0

g′n(0) cos(2n+ 1)x = 0, x ∈ [0, π2 ].

Звiдси випливає, що gn(t) повиннi бути розв’язками задач:

1)

{
g′′n(t) + 2g′n(t) + ((2n+ 1)2 − 8)gn(t) = 0,
gn(0) = 0, g′n(0) = 0, n ∈ Z+ \ {1};

2)

{
g′′1(t) + 2g′1(t) + g1(t) = 1,
g1(0) = 0, g′1(0) = 0.

У випадку 1) маємо, що gn(t) = 0, n ∈ Z+ \ {1}. Для зада-
чi 2) можна легко знайти розв’язок, розв’язавши задачу Кошi
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для g1,
g1(t) = 1− e−t − te−t.

Отже,
v(x, t) = (1− e−t − te−t) cos 3x,

а тому
u(x, t) = xt+ (1− e−t − te−t) cos 3x, x ∈ [0, π2 ], t ∈ [0, t0]. I

4.4 Загальна схема методу Фур’є

4.4.1 Постановка задачi. Застосуємо метод Фур’є до
розв’язування мiшаних i крайових задач для рiвнянь iз частин-
ними похiдними зi змiнними коефiцiєнтами. При цьому рiвнян-
ня можуть бути гiперболiчного, параболiчного чи елiптичного
типiв.

Розглянемо рiвняння

A(t)utt +B(t)ut + C(t)u =
1

ρ(x)
((p(x)ux)x − q(x)u), (1)

де A, B, C – неперервнi функцiї на [0, t0], a ρ, p, p′ i q – непе-
рервнi функцiї на [0, l], причому ρ > 0, p > 0 i q ≥ 0. За та-
ких припущень стосовно ρ i p тип рiвняння (41) визначається
знаком A, а саме: якщо A(t) > 0, t ∈ [0, t0], то рiвняння гi-
перболiчне; якщо A(t) = 0, t ∈ [0, t0], то рiвняння параболiчне;
якщо A(t) < 0, t ∈ [0, t0], то рiвняння елiптичне. У гiперболiч-
ному i параболiчному випадках змiнна t є часовою змiнною.

Основнi рiвняння математичної фiзики є частинними ви-
падками рiвняння (1).

Розглядатимемо задачу про знаходження функцiї u(x, t),
(x, t) ∈ Qt0 , яка є розв’язком рiвняння (1) в Qt0 , задовольняє
однорiднi крайовi умови при x = 0 i x = l

(αux + βu)|x=0 = 0, (γux + δu)|x=l = 0, t ∈ [0, t0], (2)

i неоднорiднi крайовi умови за змiнною t:
1) при A > 0 (гiперболiчний випадок)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l]; (3)
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2) при A = 0 (параболiчний випадок)

u|t=0 = φ(x), x ∈ [0, l]; (4)

3) при A < 0 (елiптичний випадок)

(α1ut+β1u)|t=0 = φ(x), (γ1ut+δ1u)|t=t0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (5)

де α, β, γ, δ, α1, β1, γ1 i δ1 – сталi, якi задовольняють умови
α2 + β2 ̸= 0, γ2 + δ2 ̸= 0, α2

1 + β21 ̸= 0, γ21 + δ21 ̸= 0.
4.4.2 Перший етап методу Фур’є. Властивостi влас-

них чисел i власних функцiй. Побудову розв’язку сфор-
мульованої в пунктi 4.4.1 задачi розiб’ємо на два етапи. На
першому етапi шукаємо ненульовi розв’язки рiвняння (1), якi
задовольняють умови (2), у виглядi

u(x, t) = X(x)T (t), (x, t) ∈ Qt0 . (6)

Пiдстановка (6) у рiвняння (1) дає, пiсля вiдокремлення
змiнних,

A(t)T ′′(t) +B(t)T ′(t) + C(t)T (t)

T (t)
=

(p(x)X ′(x))′ − q(x)X(x)

ρ(x)X(x)
,

(x, t) ∈ Qt0 .
Лiва частина цiєї тотожностi не залежить вiд x, а права

– вiд t, а тому така рiвнiсть можлива тiльки у випадку, коли
її лiва i права частини дорiвнюють сталiй. Якщо позначити
цю сталу через – λ, то одержимо два звичайнi диференцiальнi
рiвняння

A(t)T ′′(t) +B(t)T ′(t) + (C(t) + λ)T (t) = 0, t ∈ [0, t0], (7)

(p(x)X ′(x))′ + (λρ(x)− q(x))X(x) = 0, x ∈ [0, l]. (8)

Розв’язки (6) повиннi задовольняти крайовi умови (2) , тому

(αX ′ + βX)|x=0 = 0, (γX ′ + δX)|x=l = 0. (9)

Крайова задача (8), (9), як i в пунктi 4.3.1, називається за-
дачею Штурма–Лiувiлля. Вона має нетривiальнi розв’язки
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не при всiх значеннях λ. Тi значення λ, при яких вона має
ненульовi розв’язки, називаються власними числами (влас-
ними значеннями), а вiдповiднi їм нетривiальнi розв’язки X
– власними функцiями задачi Штурма–Лiувiлля.

Наведемо основнi властивостi власних чисел i власних
функцiй.

10. Власнi функцiї, якi вiдповiдають одному й тому само-
му власному числу, лiнiйно залежнi.

J Нехай X1 i X2 – власнi функцiї, якi вiдповiдають влас-
ному числу λ. Тодi αX ′

1(0) + βX1(0) = 0, αX ′
2(0) + βX2(0) = 0.

Оскiльки α2 + β2 ̸= 0, то маємо∣∣∣∣ X ′
1(0) X1(0)

X ′
2(0) X2(0)

∣∣∣∣ = 0.

Цей визначник є вронскiаном для розв’язкiв X1 i X2 в точцi
x = 0. Вiдомо, що з рiвностi вронскiана нулю в точцi x = 0
випливає, що вiн дорiвнює нулю на вiдрiзку [0, l]. Це означає,
що функцiї X1 i X2 лiнiйно залежнi , тобто

X2(x) = CX1(x), x ∈ [0, l]. I
Зауваження 1. Власнi функцiї Xk, якi вiдповiдають дано-

му власному числу, визначенi з точнiстю до сталого множника,
який можна вибрати так, щоб

∥Xk∥ρ :=
( l∫

0

ρ(x)X2
k(x)dx

)1/2
= 1. (10)

Власнi функцiї, якi задовольняють умову (10), називаються
нормованими.

Усяка власна функцiя Xk стає нормованою, якщо її подi-
лити на норму ∥Xk∥ρ. Надалi всi власнi функцiї вважатимемо
нормованими.

20. Власнi функцiї Xk i Xm, якi вiдповiдають рiзним влас-
ним числам λk i λm, ортогональнi з вагою ρ, тобто

(Xk, Xm)ρ :=

l∫
0

ρ(x)Xk(x)Xm(x)dx = 0, k ̸= m. (11)
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J Маємо

(pX ′
k)

′ − qXk + λkρXk = 0,
(pX ′

m)
′ − qXm + λmρXm = 0.

Якщо першу рiвнiсть помножити на Xm, а другу – на Xk i
вiд першої вiдняти другу та зiнтегрувати по [0, l], то одержимо

(λk − λm)(Xk, Xm)ρ =
l∫
0

(Xk(pX
′
m)

′ −Xm(p(X
′
k)

′) dx =

=
l∫
0

(pXkX
′
m − pX ′

kXm)
′ dx = p(x)(XkX

′
m −X ′

kXm)(x)
∣∣∣l
0
= 0,

бо вронскiан розв’язкiв Xk i Xm дорiвнює нулю при x = 0
i x = l, оскiльки вони задовольняють умови (2). З останньої
рiвностi випливає рiвнiсть (11), бо λk − λm ̸= 0. I

30. Усi власнi числа задачi (8), (9) є дiйсними числами.
J Нехай λk – деяке власне число i Xk – власна функцiя, що

йому вiдповiдає. Припустимо, що λk – комплексне число, тодi
λ̄k буде також власним числом задачi, а X̄k – вiдповiдна йому
власна функцiя, бо коефiцiєнти рiвняння (8) i умов (9) дiйснi.
Згiдно з властивiстю 20 маємо

0 = (Xk, X̄k)ρ =

l∫
0

ρ(x)Xk(x)X̄k(x)dx =

l∫
0

ρ(x)|Xk(x)|2dx.

Звiдси випливає, що Xk = 0 на [0, l], а це суперечить тому, що
Xk є власною функцiєю. Отже, наше припущення , що число
λk є комплексним, не правильне. I

40. Крайова задача (8), (9) має злiченну множину власних
чисел, якi можна розмiстити в порядку зростання λ1 < λ2 <
. . . < λk < . . . , причому lim

k→∞
λk = +∞ .

J Доведення властивостi наведено в [16]. I
50. Якщо крайовi умови такi, що

p(x)Xk(x)X
′
k(x)

∣∣∣l
0
≤ 0, x ∈ [0, l], k ∈ N, (12)

то всi власнi числа λk невiд’ємнi.
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J Нехай λk – власне число, аXk – власна функцiя, яка йому
вiдповiдає. Тодi

(pX ′
k)

′ − qXk + λkρXk = 0 на [0, l].

Помножимо цю рiвнiсть на Xk i зiнтегруємо результат по
вiдрiзку [0, l], тодi матимемо

λk
l∫
0

ρ(x)X2
k(x)dx = −

l∫
0

(
Xk(x)(p(x)X

′
k)

′ − q(x)X2
k(x)

)
dx =

= −
(
p(x)Xk(x)X

′
k

)∣∣∣l
0
+

l∫
0

p(x)(X ′
k)

2(x)dx+
l∫
0

q(x)X2
k(x)dx.

Звiдси, згiдно з (10) i (12), дiстаємо

λk =

l∫
0

(
p(x)(X ′

k)
2(x)+q(x)X2

k(x)
)
dx−

(
p(x)Xk(x)X

′
k(x)

)∣∣∣l
0
≥ 0. I

Зауваження 2. Можна довести, що умова (12) виконуєть-
ся, якщо крайовi умови мають такий вигляд:

1) X(0) = 0, X(l) = 0 (α = 0, β = 1, γ = 0, δ = 1);
2) X ′(0) = 0, X ′(l) = 0 (α = 1, β = 0, γ = 1, δ = 0);
3) X ′(0) − h1X(0) = 0, X ′(l) + h2X(l) = 0 (α = 1, β = −h1,

γ = 1, δ = h2), якщо h1 > 0, h2 > 0.
При цьому для задач з крайовими умовами 1) i 3) всi λk >

0, a λ = 0 є власним числом для задачi Штурма–Лiувiлля з
крайовими умовами 2) лише тодi, коли q ≡ 0.

Зауваження 3. З властивостей 10 − 40 випливає, що влас-
нi функцiї Xk, k ∈ N, задачi (8), (9) утворюють ортонормова-
ну систему, за якою можна розкладати функцiї в ряд Фур’є.
Наступна властивiсть дає достатнi умови розкладу функцiй в
рiвномiрно збiжний ряд Фур’є.

60 (теорема Стеклова). Якщо функцiя f :
1) має на вiдрiзку [0, l] неперервну першу похiдну i кусково-

неперервну другу похiдну;
2) задовольняє крайовi умови (9),

то вона розкладається в абсолютно й рiвномiрно збiжний на
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[0, l] ряд Фур’є за ортонормованою системою власних функцiй
Xk, k ∈ N, задачi (8), (9):

f(x) =
∞∑
k=1

ckXk(x), x ∈ [0, l], (13)

де

ck :=

l∫
0

ρ(x)f(x)Xk(x) dx. (14)

J З доведенням теореми Стеклова можна ознайомитися у
посiбнику [16, с. 186–191].I

Зауваження 4. Властивiсть 60 правильна й у випадку, ко-
ли крайовi умови мають характер перiодичностi

X(0) = X(l), X ′(0) = X ′(l).

Зауваження 5. Кiнцева точка вiдрiзка [0, l] називається
сингулярною, якщо в цiй точцi коефiцiєнт при старшiй похiд-
нiй в рiвняннi дорiвнює нулю. Крайова умова в сингулярному
кiнцi довiльно задаватися не може i, як правило, зводиться до
обмеженостi розв’язку.

Тепер розглянемо рiвняння (7). При λ = λk, k ∈ N, воно
набуває вигляду

A(t)T ′′
k +B(t)T ′

k + (C(t) + λk)Tk = 0, k ∈ N. (15)

Якщо A(t) ̸= 0, t ∈ [0, t0], тобто маємо гiперболiчний або
елiптичний випадки, то загальний розв’язок рiвняння (15) має
вигляд

Tk(t) = AkT1k +BkT2k(t), t ∈ [0, t0], k ∈ N,

де {T1k, T2k} – фундаментальна система розв’язкiв, а Ak i Bk –
довiльнi сталi.

У параболiчному випадку, коли A(t) = 0 i B(t) ̸= 0,
t ∈ [0, t0], загальний розв’язок рiвняння (15) визначається фор-
мулою

Tk(t) = AkT1k(t) := Ak exp{−
t∫

0

C(τ) + λk
B(τ)

dτ}, t ∈ [0, t0], k ∈ N,
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Знайденi Xk i Tk пiдставляємо в (6) i одержуємо розв’язки
uk(x, t), (x, t) ∈ Qt0 , k ∈ N, рiвняння (1), якi задовольняють
крайовi умови (2). При цьому

uk(x, t) =

{
(AkT1k +BkT2k(t))Xk(x), якщо A ̸= 0;
AkT1k(t)Xk(x), якщо A = 0, B ̸= 0.

4.4.3 Другий етап методу Фур’є. За допомогою знайде-
них на першому етапi ненульових розв’язкiв uk, k ∈ N, будуємо
розв’язок поставленої в пунктi 4.4.1 задачi.

Для цього розглянемо ряд iз функцiй uk, k ∈ N:

u(x, t) =

n∑
k=1

uk(x, t), (x, t) ∈ Qt0 , (16)

який у випадку, коли A ̸= 0, має вигляд

u(x, t) =

∞∑
k=1

(AkT1k(t) +BkT2k(t))Xk(x), (x, t) ∈ Qt0 , (17)

а якщо A = 0, B ̸= 0, то вигляд

u(x, t) =

∞∑
k=1

AkT1k(t)Xk(x), (x, t) ∈ Qt0 . (18)

Якщо ряд (16) збiгається рiвномiрно в Qt0 разом з рядами,
якi одержуються з нього почленним диференцiюванням двiчi
за x i t, то його сума є розв’язком рiвняння (1) i задовольняє
крайовi умови (2), бо таку властивiсть мають члени ряду uk.
Щоб знайти коефiцiєнти Ak, Bk iз (17) i (18), треба задовольни-
ти функцiєю u, яка визначається рiвнiстю (16), умови (3)–(5) за
змiнною t. У залежностi вiд типу рiвняння (1) матимемо рiзнi
ситуацiї.

1) Гiперболiчний випадок (A > 0). Пiдставивши (17) у (3),
дiстанемо

φ(x) =
∞∑
k=1

(AkT1k(0) +BkT2k(0))Xk(x),

ψ(x) =
∞∑
k=1

(AkT
′
1k(0) +BkT

′
2k(0))Xk(x), x ∈ [0, l].

(19)
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Якщо функцiї φ i ψ можна розкласти в ряд Фур’є за системою
власних функцiй {Xk, k ∈ N}, то

AkT1k(0) +BkT2k(0) =
l∫
0

ρ(x)φ(x)Xk(x) dx,

AkT
′
1k(0) +BkT

′
2k(0) =

l∫
0

ρ(x)ψ(x)Xk(x) dx, k ∈ N.
(20)

Знайшовши Ak i Bk з цiєї системи, пiдставимо їх у ряд (17).
Як результат дiстанемо розв’язок задачi (1)–(3).

2) Параболiчний випадок (A = 0, B ̸= 0). Для знаходження
коефiцiєнтiв Ak, k ∈ N, треба задовольнити рядом (18) умову
(4):

φ(x) =

∞∑
k=1

AkT1k(0)Xk(x), x ∈ [0, l],

або

φ(x) =
∞∑
k=1

AkXk(x), x ∈ [0, l],

бо T1k(0) = 1. Звiдси випливає, що

Ak =

l∫
0

ρ(x)φ(x)Xk(x) dx, k ∈ N.

Пiдставивши цi значення в (18), дiстанемо розв’язок задачi (1),
(2), (4).

3) Елiптичний випадок (A < 0). Розв’язок рiвняння (1),
який задовольняє крайовi умови (2), як i в гiперболiчному ви-
падку, знаходиться у виглядi ряду (17). Задовольнивши цим
рядом крайовi умови (5), дiстанемо систему рiвнянь, аналогiч-
ну (20), з якої знайдемо коефiцiєнтиAk iBk, k ∈ N. Пiдстановка
їх у (17) дає розв’язок задачi (1), (2), (5).
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4.5 Єдинiсть та неперервна залежнiсть
вiд початкових даних розв’язкiв мiшаних задач
для гiперболiчних рiвнянь. Iнтеграл енергiї

4.5.1 Єдинiсть розв’язку. Для простоти викладу розг-
лянемо мiшану задачу

ρ(x)utt = (p(x)ux)x − q(x)u+ f(x, t), (x, t) ∈ Qt0 , (1)

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ [0, l], (2)

u|x=0 = µ1(t), u|x=l = µ2(t), t ∈ [0, t0], (3)

де ρ, p, p′, q – неперервнi на [0, l] функцiї, причому для всiх x
з цього вiдрiзка ρ(x) ≥ ρ0 > 0, p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0; функцiї
f , φ, ψ, µ1, µ2 достатньо гладкi i такi, що виконуються умови
узгодження

φ(0) = µ1(0), φ(l) = µ2(0), ψ(0) = µ′1(0), ψ(l) = µ′2(0).

Теорема 4.4. Розв’язок задачi (1)–(3) єдиний в класi
C2(Qt0).

J Нехай u1, u2 – розв’язки задачi (1)–(3) з класу C2(Qt0),
тодi u := u1 − u2 – розв’язок з цього ж класу однорiдної задачi

ρ(x)utt = (p(x)ux)x − q(x)u, (x, t) ∈ Qt0 , (4)

u|t=0 = 0, ut|t=0 = 0, x ∈ [0, l], (5)

u|x=0 = 0, u|x=l = 0, t ∈ [0, t0]. (6)

Доведемо, що u(x, t) = 0 в Qt0 .
Розглянемо iнтеграл енергiї [13, с. 150–152]

Eu(t) :=
1

2

l∫
0

(ρ(x)u2t + p(x)u2x + q(x)u2) dx, (7)

де u ∈ C2(Qt0). Доведемо, що для розв’язку u задачi (4)–(6)
Eu(t) = 0, t ∈ [0, t0].

Згiдно з умовами (5) Eu(0) = 0. Доведемо, що Eu(t) не за-
лежить вiд t для довiльного розв’язку рiвняння (4), який задо-
вольняє крайовi умови (6).
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Маємо

dEu(t)

dt
=

l∫
0

(ρ(x)ututt + p(x)uxuxt + q(x)uut) dx.

Оскiльки
l∫
0

p(x)uxuxt dx = −
l∫
0

(p(x)ux)xutdx+
(
p(x)uxut

)∣∣∣x=l
x=0

=

= −
l∫
0

(p(x)ux)xutdx,

якщо врахувати (6), то

dEu(t)

dt
=

l∫
0

(
ρ(x)utt − (p(x)ux)x + q(x)u

)
ut dx = 0,

бо u є розв’язком рiвняння (4).

Отже,
dEu(t)

dt
= 0, t ∈ [0, t0], а тому Eu – стала на [0, t0].

Оскiльки Eu(0) = 0, то Eu(t) = 0, t ∈ [0, t0]. Тодi з (7) одержує-
мо, що ux = 0, ut = 0 в Qt0 , а це означає, що u – стала в Qt0 .
З того, що u(x, 0) = 0, x ∈ [0, l], згiдно з умовою (5), випливає
u = 0 скрiзь в Qt0 , що й треба було довести. I

4.5.2 Неперервна залежнiсть розв’язку вiд початко-
вих даних. Правильна така теорема.

Теорема 4.5. Нехай u1 i u2 – розв’язки рiвняння (1), якi
задовольняють умови (3) та початковi умови

u1|t=0 = φ1(x), u1t|t=0 = ψ1(x),
u2|t=0 = φ2(x), u2t|t=0 = ψ2(x), x ∈ [0, l].

Нехай, далi, u := u1 − u2, φ := φ1 − φ2, ψ := ψ1 − ψ2. Тодi для
довiльного ε > 0 iснує δ > 0 таке, що як тiльки |φ(x)| < δ,
|ψ(x)| < δ i |φ′(x)| < δ, x ∈ [0, l], то |u(x, t)| < ε, (x, t) ∈ Qt0 .

J Очевидно, що функцiя u є розв’язком однорiдного рiв-
няння (4), задовольняє однорiднi крайовi умови (6) i початковi
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умови (2). Iнтеграл енергiї для u має стале значення Eu(0),
тому для будь-якого t ∈ [0, t0] маємо

Eu(t) = Eu(0) =
1

2

l∫
0

(
ρ(x)ψ2(x)+p(x)(φ′(x))2+q(x)φ2(x)

)
dx ≤

≤ 1

2
M0

l∫
0

(
ψ2(x) + (φ′(x))2 + φ2(x)

)
dx ≤ 3lM0

2
δ2 =Mδ2.

де M0 := max
{
max
[0,l]

ρ,max
[0,l]

p,max
[0,l]

q
}

, M := 3lM0
2 .

З цiєї нерiвностi випливає, зокрема, що

l∫
0

p(x)u2x(x, t)dx ≤ 2Mδ2. (8)

Оскiльки

u(x, t) = u(x, t)− u(0, t) =

x∫
0

uξ(ξ, t) dξ,

то

|u(x, t)| =

∣∣∣∣∣
x∫

0

uξ(ξ, t) dξ

∣∣∣∣∣ ≤
x∫

0

|uξ(ξ, t)| dξ ≤
l∫

0

|uξ(ξ, t)| dξ =

=

l∫
0

1√
p(ξ)

(√
p(ξ)|uξ(ξ, t)|

)
dξ.

Застосуємо до останнього iнтеграла нерiвнiсть Кошi–Буняков-
ського∣∣∣∣∣

l∫
0

f(ξ)g(ξ) dξ

∣∣∣∣∣ ≤ (
l∫

0

f2(ξ) dξ
)1/2 ( l∫

0

g2(ξ) dξ
)1/2

,
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взявши в нiй f(ξ) = 1√
p(ξ)

i g(ξ) =
√
p(ξ)|uξ(ξ, t)|.

Тодi, врахувавши оцiнку (8), для будь-яких (x, t) ∈ Qt0 от-
римаємо

|u(x, t)| ≤
( l∫

0

dξ

p(ξ)

)1/2 ( l∫
0

p(ξ)|u2ξ(ξ, t)| dξ
)1/2

≤

≤ L
√
2Mδ2 =:M1δ < ε,

якщо δ < ε
M1

, де L :=
( l∫

0

dξ
p(ξ)

)1/2
. I

Зауваження. Єдинiсть i неперервну залежнiсть вiд почат-
кових даних розв’язку можна довести i при загальнiших край-
ових умовах, наприклад, коли умови мають вигляд

(ux − h1u)|x=0 = 0, (ux + h2u)|x=l = 0,

де h1 i h2 – невiд’ємнi сталi.

4.6 Метод Фур’є у багатовимiрному випадку.
Вiльнi коливання прямокутної мембрани

Метод Фур’є можна застосувати i у випадку, коли невi-
дома функцiя u залежить вiд багатьох просторових змiнних
x1, . . . , xn.

Для прикладу розглянемо задачу про вiльнi коливання од-
норiдної мембрани, яка в станi рiвноваги збiгається з прямо-
кутником Ω зi сторонами p i q (рис. 4.15) та закрiплена по кон-

туру, якщо вiдоме початкове вiдхилення
i початковi швидкостi точок мембрани.
Ця задача зводиться до розв’язування
двовимiрного хвильового рiвняння

utt = a2(uxx + uyy), (x, y, t) ∈ Qt0 , (1)

Рис. 4.15
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де Qt0 := Ω × (0, t0] := { (x, y, t) ∈ R3 | x ∈ (0, p), y ∈ (0, q),
t ∈ (0, t0]}, за початкових

u|t=0 = φ(x, y), ut|t=0 = ψ(x, y), (x, y) ∈ Ω, (2)

i крайових умов

u|x=0 = 0, u|x=p = 0, y ∈ [0, q], t ∈ [0, t0],
u|y=0 = 0, u|y=q = 0, x ∈ [0, p], t ∈ [0, t0].

(3)

Шукаємо ненульовi частиннi розв’язки рiвняння (1), якi за-
довольняють крайовi умови (3) у виглядi

u(x, y, t) = V (x, y)T (t), (x, y, t) ∈ Qt0 . (4)

Пiдставивши (4) в рiвняння (1) i вiдокремивши змiннi,
дiстанемо

T ′′(t)

a2T (t)
=
Vxx + Vyy

V
= −λ2

або
T ′′(t) + a2λ2T (t) = 0, t ∈ (0, t0), (5)

Vxx + Vyy + λ2V = 0, (x, y) ∈ Ω, (6)

Оскiльки u повинна задовольняти крайовi умови (3), то мати-
мемо крайовi умови для V

V |x=0 = 0, V |x=p = 0, y ∈ [0, q], t ∈ [0, t0],
V |y=0 = 0, V |y=q = 0, x ∈ [0, p], t ∈ [0, t0].

(7)

Знайдемо власнi числа i власнi функцiї задачi (6), (7). Нену-
льовi розв’язки цiєї задачi шукатимемо у виглядi

V (x, y) = X(x)Y (y), (x, y) ∈ Ω. (8)

Пiдставивши (8) у (6), дiстанемо

Y ′′(y)

Y (y)
+ λ2 = −X

′′(x)

X(x)
= µ2,
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звiдки одержуємо два звичайнi диференцiальнi рiвняння

X ′′(x) + µ2X(x) = 0, x ∈ (0, p), (9)

Y ′′(y) + κ2Y (y) = 0, y ∈ (0, q), κ2 := λ2 − µ2. (10)

Якщо задовольнити функцiєю (8) крайовi умови (7), то ма-
тимемо

X(0) = 0, X(p) = 0, (11)

Y (0) = 0, Y (q) = 0. (12)

Отже, одержали двi задачi Штурма–Лiувiлля (9), (11) i
(10), (12), якi розв’язувались нами в пунктi 4.3.1. Тому можемо
зразу записати їхнi власнi числа i власнi функцiї:

µm = mπ
p , Xm(x) = sin mπx

p , x ∈ [0, p], m ∈ N;
κn = nπ

q , Yn(y) = sin nπy
q , y ∈ [0, q], n ∈ N.

Тодi власними числами i власними функцiями задачi (6),
(7) є вiдповiдно

λ2mn =
(
m2

p2
+ n2

q2

)
π2,

Vmn(x, y) = sin mπx
p sin nπy

q , (x, y) ∈ Ω, {m,n} ⊂ N.
Пiдставимо λ = λmn в (5), тодi рiвняння набуде вигляду

T ′′
mn(t) + a2λ2mn Tmn(t) = 0.

Загальний розв’язок цього рiвняння

Tmn(t) = Amn cos aλmnt+Bmn sin aλmnt,

t ∈ [0, t0], {m,n} ⊂ N.
Отже, частиннi розв’язки рiвняння (1), якi задовольняють

крайовi умови (3), мають вигляд

umn(x, y, t) = (Amn cos aλmnt+Bmn sin aλmnt) sin
mπx

p
sin

nπy

q
,

(x, y) ∈ Ω, {m,n} ⊂ N.
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Щоб задовольнити початковi умови (2), складемо ряд

u(x, y, t) =

∞∑
m,n=1

(Amn cos aλmnt+Bmn sin aλmnt)×

× sin
mπx

p
sin

nπy

q
, (x, y, t) ∈ Qt0 . (13)

Якщо цей ряд разом з рядами, якi одержуються з нього почлен-
ним диференцiюванням двiчi за x, y i t, збiгаються рiвномiрно
в Qt0 , то його сума є розв’язком рiвняння (1) i задовольняє
умови (3). Для виконання умов (2) необхiдно, щоб

φ(x, y) =
∞∑

m,n=1
Amn sin

mπx
p sin nπy

q ,

ψ(x, y) =
∞∑

m,n=1
aλmnBmn sin

mπx
p sin nπy

q , (x, y) ∈ Ω.
(14)

Формули (14) є розкладами функцiй φ i ψ в подвiйний ряд
Фур’є за синусами. Коефiцiєнти цих розкладiв визначаються
формулами

Amn = 4
pq

p∫
0

q∫
0

φ(x, y) sin mπx
p sin nπy

q dxdy,

aλmnBmn = 4
pq

p∫
0

q∫
0

ψ(x, y) sin mπx
p sin nπy

q dxdy.
(15)

Пiдставивши значення Anm i Bnm iз (15) в (13), дiстанемо
розв’язок задачi (1)–(3).

Зауваження. Метод Фур’є застосовний i для розв’язуван-
ня неоднорiдних мiшаних задач.

Приклад. Однорiдна квадратна мембрана, яка в початко-
вий момент часу t = 0 має форму φ(x, y) = Axy(b−x)(b−y), A –
стала, 0 < x < b, 0 < y < b, почала коливатися без початкової
швидкостi. Вивчити вiльнi коливання мембрани, закрiпленої по
контуру.

J Задача зводиться до розв’язування рiвняння (1) в Qt0 :=
{ (x, y, t) ∈ R3 |x ∈ (0, b), y ∈ (0, b), t ∈ (0, t0] }, при початкових
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u|t=0 = φ(x, y) = Axy(b− x)(b− y), ut|t=0 = 0,
x ∈ [0, b], y ∈ [0, b],

i крайових умовах (3), де p = q = b.
Згiдно з розглянутим вище розв’язок цiєї задачi визначаєть-

ся рядом (13) з p = q = b, де коефiцiєнтиAmn iBmn знаходяться
за формулами (15), тобто

Amn =
4

b2

b∫
0

b∫
0

Axy(b− x)(b− y) sin
mπx

b
sin

nπy

b
dxdy =

=

{
64Ab4

m3n3π6 , m = 2k + 1, n = 2l + 1,
0, m = 2k, n = 2l, {k, l} ⊂ Z+,

бо
b∫
0

x(b− x) sin mπx
b dx = b

mπ

b∫
0

(x2 − bx)d cos mπxb =

= b
mπ

(
(x2 − bx) cos mπxb |b0 −

b∫
0

(2x− b) cos mπxb dx

)
=

= − b2

(mπ)2

b∫
0

(2x− b)d sin mπx
b = − b2

(mπ)2

(
(2x− b) sin mπx

b |b0−

−2
b∫
0

sin mπx
b dx

)
= − 2b3

(mπ)3
cos mπxb |b0 =

= − 2b3

(mπ)3
((−1)m − 1) =

{
4b3

(mπ)3
, m = 2k + 1,

0, m = 2k, k ∈ Z+,
i

b∫
0

y(b− y) sin
nπy

b
dy =

{
4b3

(nπ)3
, n = 2k + 1,

0, n = 2k, k ∈ Z+,

a Bmn = 0.
Пiдставивши знайденi коефiцiєнти Amn i Bmn в ряд (13),

одержимо

u(x, y, t) =
64Ab4

π6

∞∑
k,l=0

sin (2k+1)πx
b sin (2l+1)πy

b

(2k + 1)3(2l + 1)3
×
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× cos

√
(2k + 1)2 + (2l + 1)2aπt

b
, (x, y, t) ∈ Qt0 . I

Вправи до роздiлу 4

1. Знайти розв’язок задачi Кошi:
1) utt = uxx, u|t=0 = x2, ut|t=0 = x;

2) utt = uxx + sinx, u|t=0 = sinx, ut|t=0 = 0;

3) utt = 9uxx + sinx, u|t=0 = 1, ut|t=0 = 1;

4) utt = uxx + e x, u|t=0 = sinx, ut|t=0 = x+ cosx;

5) utt = uxx, u|t=0 =
sinx

x
, ut|t=0 =

x

1 + x2
;

6) utt = uxx, u|t=0 =
x

1 + x2
, ut|t=0 = sinx.

2. В областi R2
++ := {(x, t) ∈ R2 |x > 0, t > 0} знайти

розв’язок задачi, скориставшись методом продовження i фор-
мулою Даламбера:
1) utt = a2uxx, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = sinx, ux(0, t) = 0;

2) utt = 4uxx, u(x, 0) = e−x2 , ut(x, 0) = sinx, ux(0, t) = 0;

3) utt = uxx + 2, u(x, 0) = x+ cosx, ut(x, 0) = 1, ux(0, t) = 1;

4) utt = 4uxx+16t2, u(x, 0) =
x4

6
, ut(x, 0) = 2 sinx, ux(0, t) = 4t4.

3. Знайти розв’язок загальної задачi Кошi:
1) uxx + 2 cosxuxy − sin2 xuyy − sinxuy = 0,

u|y=sinx = x+ cosx, uy|y=sinx = sinx;

2) e yuxy − uyy + uy = 0, u|y=0 = −x
2

2
, uy|y=0 = − sinx;

3) uxy + y ux + xuy + xyu = 0, u|y=3x = 0, uy|y=3x = e−5x2 ;

4) uxx + 2uxy − 3uyy = 2, u|y=0 = 0, uy|y=0 = x+ cosx;

5) uxx + 2(1 + 2x)uxy + 4x(1 + x)uyy + 2uy = 0,
u|x=0 = y, ux|x=0 = 2.

4. Розв’язати задачу Гурса:
1) uxy + x2y ux = 0, x > 0, y > 0, u|x=0 = 0, u|y=0 = x;

2) uxy − e xuyy = 0, x > 0, y > −e x,
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u|x=0 = y2, u|y=−e x = 1 + x2;

3) uxy + ux = x, x > 0, y > 0, u|x=0 = y2, u|y=0 = x2;

4) x2uxx − y2uyy = 0, x > 1, y > x, u|x=1 = 1, u|y=x = x;

5) xuxx + (x− y)uxy − yuyy = 0, x > 0, 0 < y < x,

u|y=0 = 0, u|y=x = x.
5. Розв’язати мiшану задачу:

1) utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = sin 2πx

l , 0 ≤ x ≤ l;

2) utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = sin
5π

2l
x, ut(x, 0) = sin

π

2l
x, 0 ≤ x ≤ l;

3) utt + 2ut = uxx + u, 0 < x < π, t > 0,
ux(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π;

4) utt = 9uxx, 0 < x < 4, t > 0,
ux(0, t) = 0, u(4, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 16− x2, 0 ≤ x ≤ 4;

5) utt = uxx + 10u, 0 < x <
π

2
, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(
π
2 , t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) =
1

9
sinx+ sin 3x, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π

2
;

6) utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) =

{
hx
c , 0 ≤ x ≤ c,
h(l−x)
c , c < x ≤ l,

, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

7) utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l,

ut(x, 0) =


0, 0 ≤ x ≤ α,
v0, α < x ≤ β,
0, β < x ≤ l.

6. Розв’язати неоднорiдну мiшану задачу:
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1) utt = a2uxx +Ae−t sin
πx

l
, 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

2) utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(l, t) = A, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

3) utt − uxx − 2ut = 4t(sinx− x), 0 < x <
π

2
, t > 0,

u(0, t) = 3, ux(
π

2
, t) = t2 + t, t ≥ 0,

u(x, 0) = 3, ut(x, 0) = x+ sinx, 0 ≤ x ≤ π
2 ;

4) utt − 3ut = uxx + u− x(4 + t) + cos
3x

2
, 0 < x < π, t > 0,

ux(0, t) = t+ 1, u(π, t) = π(t+ 1), t ≥ 0,
u(x, 0) = x, ut(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π;

5) utt = a2uxx + sin 2t, 0 < x < l, t > 0,

ux(0, t) = 0, ux(l, t) =
2

a
sin

2l

a
sin 2t, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = −2 cos 2x
a , 0 ≤ x ≤ l;

6) utt − 7ut = uxx + 2ux − 2t− 7x− e−x sin 3x, 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 0, u(π, t) = πt, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π;

7) utt = uxx, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = t+ 1, u(l, t) = t3 + 2, t ≥ 0,
u(x, 0) = x+ 1, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1;

8) utt = uxx + u, 0 < x < 2, t > 0,

u(0, t) = 2t, u(2, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 2.
7. В однорiднiй прямокутнiй мембранi {0 ≤ x ≤ s, 0 ≤

y ≤ p} частина межi {x = 0, 0 ≤ y < p} вiльна, а iнша ча-
стина закрiплена жорстко. Нехтуючи реакцiєю навколишнього
середовища, знайти поперечнi коливання точок мембрани, якi
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викликанi початковими вiдхиленнями

u(x, y, 0) = A cos
πx

2s
sin

πy

p
,

за умови, що початковi швидкостi дорiвнюють нулю.
8. Знайти поздовжнi коливання стержня {0 ≤ x ≤ l}, кiнець

x = 0 якого закрiплений жорстко, а кiнець x = l, починаючи
з моменту t = 0, рухається за законом u(l, t) = A sinωt, t ≥ 0,
ω ̸= aπn

l , n ∈ N. Середовище не чинить опору коливанням.
9. Стержень довжиною l, кiнець якого x = 0 закрiплений,

знаходиться у станi спокою. У момент часу t = 0 до вiльно-
го кiнця прикладена сила F (на одиницю площi), напрямлена
вздовж стержня. Знайти змiщення u(x, t) точок x стержня у
будь-який момент часу t > 0.

10. Розв’язати мiшану задачу:
1) utt = a2(uxx + uyy), 0 < x < l, 0 < y < p, t > 0,

ux(0, y, t) = 0, u(l, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ p, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, p, t) = 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,
u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = A(l − x) sin πy

p ,
0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ y ≤ p;

2) utt = a2(uxx+uyy)+cos 2x sinπy, 0 < x < π, 0 < y < 1, t > 0,
ux(0, y, t) = 0, ux(π, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ 1, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = A, u(x, 1, t) = 2A, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0,
u(x, y, 0) = A(y2 + 1), ut(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ 1;

3) utt = a2(uxx + uyy), 0 < x < l, 0 < y < p, t > 0,
u(0, y, t) = 0, ux(l, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ p, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, uy(x, p, t) = 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,
u(x, y, 0) = Axy, ut(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ y ≤ p.

Вiдповiдi до вправ з роздiлу 4

1. 1) u = x2 + xt+ t2; 2) u = sinx; 3) u = 1 + t+

+ 1
9(1− cos 3t) sinx; 4) u = xt+ sin(x+ t)− (1− e t+e−t

2 ) e x;
5) u = x sinx cos t−t cosx sin t

x2−t2 + 1
4 ln

1+(x+t)2

1+(x−t)2 ;

6) u = 1
2

(
x+t

1+(x+t)2
+ x−t

1+(x−t)2

)
+ sinx sin t.
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2. 1) u(x, t) =
{

1
a sinx sin at, at < x < +∞,
1
a(1− cosx cos at), 0 ≤ x ≤ at;

2) u(x, t) = e−x2+4t2 e 4xt+e−4xt

2 +

+

{
1
2(1− cosx cos 2t), 0 ≤ x ≤ 2t,
1
2 sinx sin 2t, x > 2t;

3) u = x+ t+ t2+cosx cos t; 4) u = 4t4+4t2x2+ 1
6x

4+sinx sin 2t.
3. 1) u = x+ cos(x+ sinx− y);

2) u = −x2

2 − cosx+ cos(x+ e y − 1);
3) u = (y − 3x)e− 1

2
(x2+y2); 4) u = xy + 3

2 sin
2y
3 cos(x+ y

3 );
5) u = 2x+ y − x2.

4. 1) u(x, y) =
l∫
0

e−y2 z2

2 dz; 2) u(x, y) = x2 + (y + e x − 1)2;

3) u(x, y) = y2 + 1
2x

2(1 + e−y); 4) u(x, y) = x; 5) u(x, y) = y.
5. 1) u(x, t) = l

2πa sin
2πa
l t sin

2π
l x;

2) u(x, t) = 2l
aπ sin

aπt
2l sin πx

2l + cos 5aπt
2l sin 5πx

2l ;

3) u(x, t) = 8e−t
∞∑
n=0

1
(2n+1)2

(
(−1)n− 2

π(2n+1)

)
sin 2n+1

2 t cos 2n+1
2 x;

4) u(x, t) = 4096
3π4

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)4
sin 3π(2n+1)t

8 cos π(2n+1)x
8 ;

5) u(x, t) = 1
18(e

3t + e−3t) sinx+ 1
2(e

t + e−t) sin 3x;

6) u(x, t) = 2hl2

π2c(l−c)

∞∑
k=1

1
k2

sin kπc
l sin kπx

l cos akπtl . Зокрема, якщо

c = l
2 , то u(x, t) = 8h

π2

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)2
cos a(2n+1)πt

l sin (2n+1)πx
l ;

7) u(x, t) = 2v0l
π2a

∞∑
k=1

cos kπα
l

−cos kπβ
l

k2
sin kπx

l sin akπt
l . Зокрема, як-

що ut(x, 0) = v0, 0 ≤ x ≤ l, тобто α = 0, β = l, то u(x, t) =

4lv0
π2a

∞∑
n=0

1
(2n+1)2

sin a(2n+1)πt
l sin (2n+1)πx

l .

6. 1) u(x, t) = Al2

l2+(aπ)2

(
e−t − cos aπtl + l

aπ sin
aπt
l

)
sin πx

l ;

2) u(x, t) = Ax− 8Al
π2

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)4
cos a(2n+1)t

2l sin (2n+1)πx
2l ;

3) u(x, t) = 3 + x(t+ t2) + (5te t − 8e t + 4t+ 8) sinx;
4) u(x, t) = x(t+ 1) + (15e

5t
2 − e

t
2 + 4

5) cos
3x
2 ;

5) u(x, t) = t
2 − (14 + cos 2x

a ) sin 2t;
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6) u(x, t) = xt+ (16e
2t − 1

15e
5t − 1

10) e
−x sin 3x;

7) u(x, t) = t+1+x(t3− t+1)+
∞∑
k=1

(
2

(πk)2
(6(−1)k+1

(πk)2
−1) sinπkt+

+ (−1)k12t
π3k3

)
sinπkx;

8) u(x, t) = (2− x)t+
∞∑
k=1

(
4t

kπµ2k
− 4

kπµk

(
1 + 1

µ2

)
sinµkt

)
sin kπx

2 ,

де µ2k =
(
kπ
2

)2
− 1.

7. utt = a2(uxx + uyy), 0 < x < s, 0 < y < p, t > 0,
ux(0, y, t) = 0, u(s, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ p, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, p, t) = 0, 0 ≤ x ≤ s, t ≥ 0,
u(x, y, 0) = A cos πx2s sin

πy
p , ut(x, y, 0) = 0,

0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ p;
u(x, y, t) = A cos

√
1

4s2
+ 1

p2
aπt cos πx2s sin

πy
p .

8. Математична модель задачi така:
utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, u(0, t) = 0, u(l, t) = A sinωt, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l.

u(x, t) =
A sin ω

a
x sinωt

sin ω
a
l + 2Aωa

l

∞∑
k=1

(−1)n+1

ω2−(anπ
l

)2
sin anπt

l sin nπx
l .

9. Математична модель задачi така:
utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, u(0, t) = 0, ux(l, t) = F

E , t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l.

u(x, t) = Fx
E − 8Fl

π2E

∞∑
k=0

(−1)k

(2k+1)2
cos a(2k+1)πt

2l sin (2k+1)πx
2l ,

де E – модуль пружностi.

10. 1) u(x, y, t) = 8Al
aπ2

∞∑
n=1

1
(2n−1)2ωn

sin aωnt cos
(2n−1)πx

2l sin πy
p ,

де ωn = π
√

(2n−1)2

4l2
+ 1

p2
;

2) u(x, y, t) = A(y + 1) + 1−cos a
√
4+π2t

a2(4+π2)
cos 2x sinπy −

∞∑
k=1

8A
(2k−1)3

cos aπ(2k − 1)t sinπ(2k − 1)y;

3) u(x, t) = 64Alp
π4

∞∑
m=1

∞∑
n=1

(−1)m+n

(2m−1)2(2n−1)2
cos(a

√
λmnt) sin

(2m−1)πx
2l ×

× sin (2n−1)πy
2p , де λmn = (2m−1)2π2

4l2
+ (2n−1)2π2

4p2
.
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5 ПАРАБОЛIЧНI РIВНЯННЯ

5.1 Рiвняння теплопровiдностi та постановка
основних задач для нього

У роздiлi 3 розглянуто деякi задачi фiзики, математичнi
моделi яких описуються диференцiальними рiвняннями з ча-
стинними похiдними другого порядку параболiчного типу, та
описано постановку основних задач для них. Тут ми коротко
нагадаємо все це.

5.1.1 Рiвняння теплопровiдностi. Процес поширення
тепла в однорiдному iзотропному тiлi Ω ⊂ R3 описується функ-
цiєю u(x, t), x := (x1, x2, x3) ∈ Ω, t > 0, яка задовольняє рiв-
няння

ut = a2(ux1x1 + ux2x2 + ux3x3) + f(x, t), (1)

де a2 :=
κ

cρ
, f(x, t) :=

F (x, t)

cρ
, κ – коефiцент внутрiшньої теп-

лопровiдностi, ρ – густина маси i c – теплоємнiсть тiла, F (x, t)
– густина розподiлу теплових джерел, розрахована на одиницю
об’єму.

У випадку, коли вивчається процес поширення тепла в тон-
кiй пластинцi, функцiя u(x, t), x := (x1, x2) ∈ Ω ⊂ R2, t > 0,
задовольняє рiвняння

ut = a2(ux1x1 + ux2x2) + f(x, t). (2)

Рiвняння, яке описує поширення тепла в тонкому однорiд-
ному стержнi довжиною l, має вигляд

ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ (0, l), t > 0. (3)

Рiвняння (1) називається тривимiрним, рiвняння (2) – дво-
вимiрним i (3) – одновимiрним рiвнянням теплопровiдностi
або дифузiї.

Кожне з рiвнянь (1), (2), (3), як ми бачили ранiше, має
безлiч розв’язкiв. Тому для однозначного описання поширення
тепла в конкретному процесi треба задавати додатковi умови,
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а саме: тепловий режим на межi середовища (крайовi умови) i
початковий розподiл температури (початкова умова).

5.1.2 Основнi типи задач для рiвняння теплопровiд-
ностi. Ними є наступнi задачi.

а) Мiшана задача. В областi QT := Ω× (0, T ], де Ω ⊂ R3,
T > 0, треба знайти регулярний (класичний) розв’язок рiвнян-
ня (1), тобто розв’язок u, що має неперервнi другi похiднi за x
i першу похiдну за t, який задовольняє крайову умову

(α∂ν⃗yu(x, t) + βu(x, t))
∣∣∣
x∈S

= µ(y, t), (y, t) ∈ ST , (4)

де α2+β2 ̸= 0, S – межа областi Ω, ST := S× (0, T ], ν⃗y – вектор
зовнiшньої нормалi до S у точцi y ∈ S, i початкову умову

u(x, t)|t=0 = φ(x), x ∈ Ω. (5)

Кажуть, що крайова умова (4) є умовою:
1) першого роду (умовою Дiрiхле), коли α = 0, тобто

задано температуру на межi S

u(x, t)|x∈S = µ(y, t), (y, t) ∈ ST ; (6)

2) другого роду (умовою Неймана), якщо β = 0, тобто
на поверхнi S задано тепловий потiк; зокрема, коли тiло теп-
лоiзольоване, то потiк тепла через поверхню S дорiвнює нулю
i тодi

∂ν⃗yu(x, t)|x∈S = 0, (y, t) ∈ ST ; (7)

3) третього роду, якщо α ̸= 0 i β ̸= 0, тобто вiдбувається
теплообмiн через поверхню S з навколишнiм середовищем за
законом Ньютона.

Зауважимо, що у випадку, коли Ω = (0, l), тобто маємо тон-
кий теплоiзольований з бiчної поверхнi стержень довжини l, то
крайовi умови третього роду мають вигляд

ux(0, t)− h1u(0, t) = µ1(t),
ux(l, t) + h2u(l, t) = µ2(t), t ∈ (0, T ],

де h1 > 0, h2 > 0.
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б) Задача Кошi. У випадку, коли стержень довгий, а нам
треба знайти розподiл температури десь в околi його середини
за малий промiжок часу, тобто вплив теплового режиму на кiн-
цях стержня не встигне iстотно проявитися, розподiл темпера-
тури буде в основному визначатися початковою умовою. Тому
вважають, що стержень нескiнченний i розглядають задачу
Кошi: в смузi ΠT := { (x, t) |x ∈ R, t ∈ (0, T ] } треба знайти
розв’язок рiвняння (3), який задовольняє початкову умову (5)
з Ω = R.

Якщо нам треба знайти розподiл температури в околi од-
ного з кiнцiв стержня за малий промiжок часу, то вплив теп-
лового режиму на другому кiнцi iстотного значення не ма-
тиме, тодi приходимо до задачi на пiвпрямiй: у пiвсмузi
Π+
T := { (x, t) |x ∈ R+, t ∈ (0, T ] } треба знайти розв’язок рiв-

няння (3), який задовольняє крайову умову
(αux(x, t) + βu(x, t))|x=0 = µ1(t), t ∈ (0, T ],

α2 + β2 ̸= 0, i початкову умову (5) з Ω = R+.
Можливi також iншi постановки задач для рiвняння тепло-

провiдностi.

5.2 Принцип максимуму для рiвняння
теплопровiдностi та наслiдки з нього

Ранiше було зазначено, що одним з основних питань при
розглядi задач математичної фiзики є їхня коректнiсть, тобто
iснування розв’язку, його єдинiсть i неперервна залежнiсть вiд
даних задачi. Нижче буде доведено, що єдинiсть i неперервна
залежнiсть розв’язку вiд даних задачi для рiвняння теплопро-
вiдностi випливає з принципу максимуму.

5.2.1 Принцип максимуму. Нехай Ω – обмежена область
в Rn, n ∈ {1, 2, 3}, з межею S, T > 0, QT := Ω× (0, T ] – цилiнд-
рична область, ST := S×(0, T ] – її бiчна межа,Q0 := Ω×{t = 0}
– нижня основа QT , Γ := ST ∪Q0. Зокрема, при n = 1 Ω = (0, l),
QT := (0, l)× (0, T ] – прямокутник, доповнений верхньою осно-
вою, Γ – частина межi прямокутника, яка складається з ниж-
ньої основи i бiчних сторiн (рис. 5.1). Множина Γ називається
параболiчною межею областi QT .

169



Нехай u = u(x, t), (x, t) ∈ QT . Че-
рез C2,1(QT ) (C2,1(QT )) позначатиме-
мо сукупнiсть неперервних в QT (в QT )
функцiй, якi мають в цiй областi непе-
рервнi частиннi похiднi до другого по-
рядку включно за xi, i ∈ {1, . . . , n}, i
першу частинну похiдну за t.Рис. 5.1

Теорема 5.1 (принцип максимуму). Регулярний розв’я-
зок u однорiдного рiвняння теплопровiдностi в областi QT ,
який належить до класу C(QT ), своїх найбiльшого й наймен-
шого значень досягає на параболiчнiй межi Γ областi QT .

J З фiзичних мiркувань принцип очевидний: тепло поши-
рюється вiд бiльш нагрiтих мiсць до менш нагрiтих, тому якщо
максимальна температура в тiлi при t = 0 була u1, а на межi
тiла – u2 при t ∈ (0, T ] i max{u1, u2} = u0, то в жоднiй точцi
x ∈ Ω при t ∈ (0, T ] температура не може бути вищою за u0, бо
тепло в точку x надiйшло вiд бiльш нагрiтих мiсць.

Доведення проведемо вiд супротивного для випадку n = 1,
тобто, коли Ω = (0, l).

Оскiльки u ∈ C(QT ), то згiдно з теоремою Вейєрштрас-
са max

QT

u =: M досягається в деякiй точцi QT . Нехай M =

u(x0, t0), x0 ∈ (0, l), 0 < t0 ≤ T , а max
Γ

u =: m < M .
Розглянемо допомiжну функцiю

v(x, t) := u(x, t) +
M −m

2l2
(x− x0)

2, (x, t) ∈ QT .

Маємо v(x0, t0) = M , v|Γ ≤ max
Γ

u + max
Γ

M−m
2l2

(x − x0)
2 ≤

m + M−m
2l2

l2 = M+m
2 < M . Тому свого найбiльшого значення

v досягає у внутрiшнiй точцi QT або при t = T . Нехай мак-
симум досягається у точцi (x1, t1) ∈ QT , тодi з необхiдних i
достатнiх умов максимуму маємо

vt(x1, t1) ≥ 0, vx(x1, t1) = 0, uxx(x1, t1) ≤ 0.
Звiдси випливає, що

(vt − a2vxx)
∣∣∣
(x,t)=(x1,t1)

≥ 0.
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З iншого боку, пiдставивши в однорiдне рiвняння теплопровiд-
ностi функцiю v i, врахувавши те, що u є розв’язком цього
рiвняння, дiстанемо

vt − a2vxx = (ut − a2uxx)− a2M−m
l2

< 0.
Отже, одержали суперечнiсть, а це означає, що припущення

про те, що максимум досягається у внутрiшнiй точцi (x0, t0)
неправильне.

Доведення того, що найменше значення розв’язку u дося-
гається також на Γ, дiстанемо, якщо замiнити u на −u i повто-
рити проведенi вище мiркування. I

5.2.2 Наслiдки з принципу максимуму. Розглянемо
першу мiшану задачу

ut = a2uxx + f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (2)

u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l]. (3)

Теорема 5.2 (єдинiсть розв’язку першої мiшаної за-
дачi). Регулярний розв’язок u задачi (1)–(3) з класу C(QT ),
тобто u ∈ C2, 1(QT ) ∩ C(QT ), єдиний.

J Припустимо, що є два розв’язки u1 i u2 з C(QT ) задачi
(1)–(3). Тодi u := u1 − u2 – розв’язок однорiдного рiвняння в
QT , який на Γ дорiвнює нулю. На пiдставi теореми 5.1 звiдси
випливає, що u = 0 в QT , тобто u1 = u2 в QT . I

Теорема 5.3 (неперервна залежнiсть розв’язку пер-
шої мiшаної задачi вiд крайових i початкових функцiй).
Регулярний розв’язок задачi (1)–(3) з класу C(QT ) неперервно
залежить вiд даних задачi, а саме: якщо u – розв’язок з класу
C(QT ) задачi (1)–(3), а u – розв’язок з класу C(QT ) рiвняння
(1), який задовольняє умови

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l],

де
|µi(t)− µi(t)| < ε, t ∈ [0, T ], i ∈ {1, 2},
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|φ(x)− φ(x)| < ε, x ∈ [0, l],

тобто
|u(x, t)− u(x, t)| < ε, (x, t) ∈ Γ,

то
|u(x, t)− u(x, t)| < ε, (x, t) ∈ QT .

Тут ε – довiльно взяте додатне число.
J Функцiя v := u − u є розв’язком однорiдного рiвняння

(1), який на межi Γ задовольняє умову

|v(x, t)| < ε, (x, t) ∈ Γ.

Звiдси, згiдно з принципом максимуму, одержуємо

|v(x, t)| < ε, (x, t) ∈ QT . I

5.3 Розв’язування першої мiшаної задачi
для рiвняння теплопровiдностi

5.3.1 Формальний розв’язок однорiдної задачi. Роз-
глянемо однорiдну першу мiшану задачу для одновимiрного
рiвняння теплопровiдностi, тобто задачу

ut = a2uxx, (x, t) ∈ QT , (1)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], (2)

u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l], (3)

де QT := (0, l)× (0, T ], T – задане додатне число або T = +∞.
Не дотримуючись математичної строгостi в мiркуваннях, по-
будуємо формальний розв’язок цiєї задачi методом Фур’є.

Шукатимемо ненульовi розв’язки рiвняння (1), якi задо-
вольняють крайовi умови (2) у виглядi

u(x, t) = X(x)T (t), (x, t) ∈ QT . (4)

Пiдставивши (4) в (1) i, вiдокремивши змiннi, дiстанемо

T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ2
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або
T ′′(t) + a2 λ2T (t) = 0, t ∈ [0, T ], (5)

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, x ∈ [0, l]. (6)

Задовольняючи функцiєю (4) крайовi умови (2), одержуємо,
що

X(0) = 0, X(l) = 0. (7)

Задача (6), (7) є задачею Штурма–Лiувiлля, яка розглянута
в пунктi 4.3.1. Власними числами цiєї задачi є λn = nπ

l , n ∈ N,
а власними функцiями – Xn(x) = sin nπx

l , n ∈ N.
При λ = λn рiвняння (5) має вигляд

T ′
n(t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N,

загальним розв’язком якого є

Tn(t) = Ane
−
(

anπ
l

)2

t
, t > 0, n ∈ N.

Розв’язок задачi (1)–(3) шукаємо у виглядi ряду

u(x, t) =

∞∑
n=1

Ane
−
(

anπ
l

)2

t
sin

nπx

l
, (x, t) ∈ QT . (8)

Задовольнивши функцiєю u, яка визначається формулою
(8), початкову умову (3), дiстанемо

φ(x) =
∞∑
n=1

An sin
nπx

l
, x ∈ [0, l].

Розглядаючи цю рiвнiсть, як розклад функцiї φ в ряд Фур’є на
промiжку [0, l] за системою функцiй { sin nπx

l , n ∈ N}, знайдемо

An =
2

l

l∫
0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ, n ∈ N. (9)

173



Пiдставивши (9) у (8), одержимо формальний розв’язок за-
дачi (1)–(3)

u(x, t) =

∞∑
n=1

(2
l

l∫
0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ
)
e
−
(

anπ
l

)2

t
sin

nπx

l
, (x, t) ∈ QT .

(10)

5.3.2 Регулярнiсть розв’язку однорiдної задачi. Знай-
демо умови на φ, за яких формальний розв’язок (10) буде ре-
гулярним у QT з класу C(QT ), тобто u ∈ C2, 1(QT ) ∩ C(QT ).

Умова неперервностi розв’язку в QT вимагає неперервностi
φ на вiдрiзку [0, l] i необхiдностi узгодження крайових i почат-
кових умов. З умов (2) випливає, що u(0, 0) = 0, u(l, 0) = 0, а з
(3) – u(0, 0) = φ(0), u(l, 0) = φ(l), а тому φ(0) = 0, φ(l) = 0.

Теорема 5.4. Якщо φ неперервна, має кусково-неперервну
похiдну на [0, l] i φ(0) = φ(l) = 0, то функцiя u, яка визна-
чається рiвнiстю (10), є регулярним розв’язком задачi (1) –
(3), який належить до класу C(QT ) ∩ C∞(QT ).

J Досить переконатися у тому, що ряд (8), в якому кое-
фiцiєнти An, n ∈ N, визначенi формулами (9), збiгається рiв-
номiрно в QT i ряди, одержанi почленним диференцiюванням
цього ряду довiльну кiлькiсть разiв, збiгаються рiвномiрно в
[0, l]× [t0, T ] для будь-якого t0 ∈ (0, T ).

Оскiльки ∣∣∣e−(anπ
l

)2 t sin nπx
l

∣∣∣ ≤ 1, (x, t) ∈ QT ,

то ряд
∞∑
n=1

|An| є мажорантним для ряду (8) в QT i за умови

∞∑
n=1

|An| < +∞ (11)

на пiдставi ознаки Вейєрштрасса ряд (8) рiвномiрно збiгається
в QT .

Розглянемо ряд
∞∑
n=1

An(−1)m
(nπ
l

)2m+k
a2m e−(anπ

l
)2t sin (

nπ

l
x+ k

π

2
), (12)
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одержаний почленним диференцiюванням ряду (8) k разiв за
x i m разiв за t. Цей ряд в областi [0, l] × [t0, T ] мажорується
рядом

C1

∞∑
n=1

|An|nk+2me−(anπ
l

)2t0 ,

який зважаючи на те, що для довiльного n ∈ N справджується
оцiнка

nk+2me−(anπ
l

)2t0 ≤ C0

зi сталою C0 > 0, не залежною вiд n, мажорується рядом

C1C0

∞∑
n=1

|An|.

Звiдси випливає, що за умови (11) ряд (12) збiгається рiвномiр-
но в областi [0, l]× [t0, T ].

Отже, виконання умови (11) достатнє для рiвномiрної збiж-
ностi рядiв (8) та (12) у вiдповiдних областях i тим самим пра-
вильностi твердження теореми. Умова (11) виконується для
функцiї φ, яка задовольняє сформульованi в теоремi умови.
Це доводиться так само, як у пунктi 4.3.1. I

5.3.3 Однорiдна функцiя Грiна (функцiя точкового
джерела) першої мiшаної задачi для рiвняння тепло-
провiдностi. При доведеннi теореми 5.4 встановлено, що ряд
(10) збiгається рiвномiрно в QT , тому можна помiняти мiсця-
ми операцiї пiдсумовування та iнтегрування. Пiсля здiйснення
цього одержимо формулу

u(x, t) =

l∫
0

(2
l

∞∑
n=1

e−(anπ
l

)2t sin
nπx

l
sin

nπξ

l

)
φ(ξ) dξ, (x, t) ∈ QT ,

або

u(x, t) =

l∫
0

G(x, ξ, t)φ(ξ) dξ, (x, t) ∈ QT , (13)
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де

G(x, ξ, t) :=
2

l

∞∑
n=1

exp
{
− a2n2π2

l2
t
}

sin
nπx

l
sin

nπξ

l
,

{x, ξ} ⊂ [0, l], t > 0. (14)

Функцiю (14) називають однорiдною функцiєю Грiна
або функцiєю точкового джерела задачi (1)–(3).

Функцiя G(x, ξ, t), якщо її розглядати як функцiю x, визна-
чає розподiл температури в стержнi довжини l у момент ча-
су t, яке викликане дiєю миттєвого джерела тепла потужностi
Q = cρ, розмiщеного в момент часу t = 0 в точцi x = ξ про-
мiжку (0, l) у випадку, коли на кiнцях стержня весь час пiдт-
римується нульова температура.

Зауваження 1. Розв’язок (13) задачi (1)–(3) побудовано
за припущення неперервностi та кускової гладкостi функцiї φ,
а також узгодженостi крайових i початкової умов. Не всi цi
припущення на практицi виконуються, але й в такому випадку
задача (1)–(3) може бути розв’язною, а саме, правильна теоре-
ма.

Теорема 5.5. Якщо φ кусково-неперервна (має розриви
першого роду) на [0, l], то функцiя (13) є розв’язком рiвнян-
ня (1), який обмежений в QT , задовольняє крайовi умови (2),
а при t = 0 неперервний в точках неперервностi φ i в цих
точках u(x, 0) = φ(x).

5.3.4 Неоднорiдна перша мiшана задача. Розв’язуван-
ня методом Фур’є неоднорiдних крайових задач детально опи-
сано для гiперболiчних рiвнянь. Єдина вiдмiннiсть, яка буде в
параболiчному випадку, полягає в тому, що старша похiдна за t
буде першого, а не другого порядку. Коротко нагадаємо схему
розв’язування.

Розглянемо першу мiшану задачу

ut = a2uxx + f(x, t), (x, t) ∈ QT , (15)

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (16)
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u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l]. (17)

Розв’язок задачi (15)–(17) шукаємо у виглядi

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t), (x, t) ∈ QT , (18)

де функцiя w вибрана так, щоб вона задовольняла умови (16):

w(x, t) = µ1(t) +
x

l
(µ2(t)− µ1(t)), (x, t) ∈ QT .

Для v дiстаємо задачу

vt = a2vxx + f(x, t), (x, t) ∈ QT , (19)

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], (20)

v(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l]. (21)

де
f(x, t) := f(x, t)− wt(x, t), φ(x) := φ(x)− w(x, 0).

Розв’язок задачi (19)–(21) шукаємо у виглядi

v(x, t) = v(1)(x, t) + v(2)(x, t), (x, t) ∈ QT ,

де v(1) i v(2) є розв’язками таких задач:

v
(1)
t = a2v(1)xx , (x, t) ∈ QT ,

v(1)(0, t) = 0, v(1)(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], (22)

v(1)(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l];

v
(2)
t = a2v(2)xx + f(x, t), (x, t) ∈ QT ,

v(2)(0, t) = 0, v(2)(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], (23)

v(2)(x, 0) = 0, x ∈ [0, l].

Розв’язок задачi (22), згiдно з пунктами 5.3.1 – 5.3.3, визна-
чається формулою (13), тобто

v(1)(x, t) =

l∫
0

G(x, ξ, t)φ(ξ) dξ, (x, t) ∈ QT .
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Розв’язок задачi (23) шукаємо у виглядi ряду

v(2)(x, t) =

∞∑
n=1

gn(t) sin
nπx

l
, (x, t) ∈ QT , (24)

за власними функцiями однорiдної задачi (22). Якщо цей ряд
збiгається рiвномiрно, то v(2) задовольняє нульовi крайовi умо-
ви, бо кожний член ряду задовольняє цi умови.

Розкладемо тепер функцiю f у ряд Фур’є

f(x, t) =

∞∑
n=1

fn(t) sin
nπx

l
, (x, t) ∈ QT , (25)

де

fn(t) :=
2

l

l∫
0

f(ξ, t) sin
nπξ

l
dξ, t ∈ (0, T ], n ∈ N, (26)

та пiдставимо (24) i (25) у рiвняння iз задачi (23). Тодi одер-
жимо, що

∞∑
n=1

(
g′n(t) +

(anπ
l

)2
gn(t)− fn(t)

)
sin

nπx

l
= 0, (x, t) ∈ QT ,

звiдки випливають рiвняння

g′n(t) +
(anπ

l

)2
gn(t) = fn(t), t ∈ (0, T ], n ∈ N. (27)

Якщо задовольнити рядом (24) нульову початкову умову,
то дiстанемо, що

gn(0) = 0, n ∈ N. (28)

Розв’язавши задачi Кошi (27), (28), одержимо

gn(t) =

t∫
0

fn(τ) exp{−
(anπ

l

)2
(t− τ)} dτ,

t ∈ (0, T ], n ∈ N. (29)
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Якщо пiдставити (29) у (24), то дiстанемо розв’язок задачi (23)

v(2)(x, t) =
∞∑
n=1

( t∫
0

fn(τ) exp{−
(anπ

l

)2
(t− τ)}dτ

)
sin

nπx

l
,

(x, t) ∈ QT ,

а помiнявши мiсцями iнтегрування i пiдсумовування та вико-
риставши рiвностi (26), запишемо його у виглядi

v(2)(x, t) =

t∫
0

dτ

l∫
0

(2
l

∞∑
n=1

exp{−
(anπ

l

)2
(t− τ)}×

× sin
nπx

l
sin

nπξ

l

)
f(ξ, t)dξ, (x, t) ∈ QT .

Якщо скористатись позначенням (14), то остаточно одер-
жимо

v(2)(x, t) =

t∫
0

dτ

l∫
0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, t)dξ, (x, t) ∈ QT . (30)

Ця формула для розв’язку задачi (23) має простий фiзич-
ний змiст: функцiя G(x, ξ, t− τ) визначає розподiл тепла, що
вiдповiдає одиничному миттєвому джерелу в момент часу t = τ
у точцi x = ξ, а функцiя f(x, t) в рiвняннi iз задачi (23) ствер-
джує, що джерела розподiленi по довжинi та в часi з густиною
f(x, t), тому, згiдно з принципом накладання, температура в
точцi x у момент часу t знаходиться за допомогою пiдсумову-
вання елементiв

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, t)dξdτ

по областi (0, l) × (0, t) i граничного переходу, тобто у виглядi
iнтеграла (30).

Зауваження 2. Метод Фур’є використовується також при
розв’язуваннi мiшаних задач для рiвняння теплопровiдностi з
крайовими умовами другого або третього роду.
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Зауваження 3. У випадку стацiонарних (не залежних вiд
часу) неоднорiдностей в задачi (15)–(17) iнколи вдається по-
будувати стацiонарний розв’язок w(x) рiвняння (15), який за-
довольняє умови (16). Тодi замiна u(x, t) = v(x, t) + w(x),
(x, t) ∈ QT , зводить задачу (15)–(17) до однорiдної задачi, роз-
глянутої в пунктах 5.3.1 – 5.3.3.

Приклад 1. Знайти розв’язок мiшаної задачi

ut − uxx + 2ux − u = e x sinx− t, x ∈ (0, π), t ∈ (0, t0],

u(0, t) = 1 + t, u(π, t) = 1 + t, t ∈ [0, t0],

u(x, 0) = 1 + e x sin 2x, x ∈ [0, π].

J Шукатимемо розв’язок задачi у виглядi u = v + w, де
функцiю w виберемо так, щоб вона задовольняла ненульовi
крайовi умови. Скориставшись зауваженням 5 iз пункту 4.3.3,
маємо

w(x, t) = 1 + t, x ∈ [0, π], t ∈ [0, t0].

Тодi для v дiстанемо задачу

vt − vxx + 2vx − v = e x sinx, x ∈ (0, π), t ∈ (0, t0],

v(0, t) = 0, v(π, t) = 0, t ∈ [0, t0],

v(x, 0) = 1 + e x sin 2x, x ∈ [0, π].

Оскiльки рiвняння неоднорiдне, а початкова умова нену-
льова, то v шукаємо у виглядi

v(x, t) = v(1)(x, t) + v(2)(x), x ∈ (0, π), t ∈ (0, t0].

Функцiю v(2) виберемо так, щоб вона задовольняла неодно-
рiдне рiвняння i нульовi крайовi умови, тобто знайдемо її як
розв’язок задачi

v(2)xx − 2v(2)x + v(2) = −e x sinx, x ∈ (0, π),

v(2)(0) = 0, v(2)(π) = 0.
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Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння має
вигляд v(2)(x) = C1e

x + C2xe
x, а частинний розв’язок неодно-

рiдного рiвняння ṽ(2)(x) = e x sinx. Тому загальним розв’язком
останнього рiвняння є

v(2)(x) = C1e
x + C2xe

x + e x sinx.

Задовольнивши нульовi крайовi умови, дiстанемо, що C1 = 0,
C2 = 0, а тому

v(2)(x) = e x sinx, x ∈ (0, π).

Для функцiї v(1) маємо задачу

v
(1)
t − v(1)xx + 2v(1)x − v(1) = 0, x ∈ (0, π), t ∈ (0, t0],

v(1)(0, t) = 0, v(1)(π, t) = 0, t ∈ [0, t0],

v(x, 0) = e x sin 2x− e x sinx, x ∈ [0, π].

Шукатимемо розв’язок цiєї задачi у виглядi

v(1)(x, t) = X(x)T (t).

Пiдставляючи v(1) в рiвняння i задовольняючи нульовi крайовi
умови, одержимо

T ′(t) + λ2T (t) = 0, t ∈ [0, t0],{
X ′′(x)− 2X ′(x) + (λ2 + 1)X(x) = 0, x ∈ [0, π],
X(0) = 0, X(π) = 0.

Знайдемо власнi числа i власнi функцiї останньої задачi.
Загальний розв’язок рiвняння має вигляд

X(x) = C1e
x cosλx+ C2e

x sinλx.

Задовольняючи нульовi крайовi умови, дiстаємо

C1 = 0, C2 ̸= 0, sinλπ = 0,
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звiдси випливає, що λn = n, n ∈ N, – власнi числа, а
Xn = e x sinnx, n ∈ N, – власнi функцiї задачi.

Тодi рiвняння для T має вигляд

T ′
n(t) + n2Tn(t) = 0, t ∈ [0, t0], n ∈ N,

i його загальним розв’язком є

Tn(t) = Ane
−n2t, t ∈ [0, t0], n ∈ N.

Тому

v(1)(x, t) =

∞∑
n=1

Ane
−n2te x sinnx, x ∈ [0, π], t ∈ [0, t0].

Якщо задовольнити цим рядом початкову умову, то одержимо,
що

∞∑
n=1

Ane
x sinnx = e x sin 2x− e x sinx, x ∈ [0, π].

Звiдси випливає, що An = 0, n ∈ N\{1, 2}, A1 = −1, A2 = 1, а
тому

v(1)(x, t) = −e−te x sinx+ e−4te x sin 2x, x ∈ [0, π], t ∈ [0, t0].

Якщо повернутися до вихiдної задачi, то одержимо, що її
розв’язком є функцiя

u(x, t) = (1 + t) + e x sinx+ (−e−te x sinx+ e−4te x sin 2x),

x ∈ [0, π], t ∈ [0, t0]. I

Зауваження 4. Методом Фур’є можна розв’язувати мi-
шанi задачi для рiвняння теплопровiдностi й у випадку декiль-
кох просторових змiнних.

Приклад 2. Знайти розподiл температури з часом у кож-
нiй точцi квадратної однорiдної пластини, контур якої пiдтри-
мується при нульовiй температурi, а початковий розподiл тем-
ператури визначається функцiєю φ(x, y) = 2xy(p − x)(p − y),
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x ∈ [0, p], y ∈ [0, p], за умови, що бiчна поверхня теплоiзольова-
на.

J Згiдно з попереднiм, математична модель задачi така:

ut = a2(uxx + uyy), x ∈ (0, p), y ∈ (0, p), t > 0, (31)

u(0, y, t) = 0, u(p, y, t) = 0, y ∈ [0, p], t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, p, t) = 0, x ∈ [0, p], t ≥ 0,

(32)

u(x, y, 0) = 2xy(p− x)(p− y), x ∈ [0, p], y ∈ [0, p]. (33)

Скористаємося методом Фур’є i шукатимемо ненульовi
розв’язки рiвняння (31), якi задовольняють крайовi умови (32)
у виглядi u(x, y, t) = X(x)Y (y)T (t) (див. пiдроздiл 4.6). Тодi
для функцiй X, Y i T одержимо такi рiвняння:

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, Y ′′(y) + µ2Y (y) = 0,

T ′(t) = a2(λ2 + µ2)T (t),

де λ2 i µ2 – сталi.
Загальнi розв’язки цих рiвнянь мають вiдповiдно вигляд

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx, Y (y) = C3 cosµy + C4 sinµy,

T (t) = Ae−a2(λ2+µ2)t.

Для виконання крайових умов (32) треба взяти

C1 = 0, C3 = 0, λm =
mπ

p
, µn =

nπ

p
, {m,n} ⊂ N.

Тому частинними розв’язками рiвняння (31), якi задовольня-
ють крайовi умови (32), є функцiї

umn(x, y, t) = Amne
−a2(λ2m+µ2n)t sin

mπx

p
sin

nπy

p
.

Розглянемо ряд

u(x, y, t) =

∞∑
m,n=1

Amne
−a2(λ2m+µ2n)t sin

mπx

p
sin

nπy

p
(34)
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i задовольнимо ним початкову умову (33). Тодi дiстанемо рiв-
нiсть

∞∑
m,n=1

Amn sin
mπx

p
sin

nπy

p
= 2xy(p−x)(p−y), x ∈ [0, p], y ∈ [0, p],

яка є розкладом функцiї φ(x, y) = 2xy(p − x)(p − y) у подвiй-
ний ряд Фур’є. Коефiцiєнти Amn цього розкладу визначаються
формулами

Amn =
4

p2

p∫
0

p∫
0

2xy(p− x)(p− y) sin
mπx

p
sin

nπy

p
dxdy =

=
8

p2

p∫
0

x(p− x) sin
mπx

p
dx

p∫
0

y(p− y) sin
nπy

p
dy =

=

{
128p4

m3n3π6 , m = 2k + 1, n = 2l + 1,
0, m = 2k, n = 2l, {k, l} ⊂ Z+,

оскiльки

p∫
0

z(p − z) sin
nπz

p
dz =

{
4p3

(np)3
, n = 2l + 1,

0, n = 2l, l ∈ Z+.
Пiдста-

вивши цi коефiцiєнти в ряд (34), одержимо розв’язок задачi
(31)–(33) у виглядi

u(x, y, t) =

∞∑
k,l=0

128p4

(2k + 1)3(2l + 1)3π6
e
−(aπ

p
)2((2k+1)2+(2l+1)2)t×

× sin
(2k + 1)πx

p
sin

(2l + 1)πy

p
, x ∈ [0, p], y ∈ [0, p], t ≥ 0. I

5.4 Задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi

5.4.1 Перетворення Фур’є та його основнi властиво-
стi. Для одержання розв’язку задачi Кошi для рiвняння теп-
лопровiдностi користуватимемося перетворенням Фур’є.
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Перетворенням Фур’є функцiї f ∈ L1(R) називається
функцiя

F [f ](σ) :=
1√
2π

∫
R

f(x)e ixσdx, σ ∈ R, (1)

а оберненим перетворенням Фур’є – функцiя

F−1[f ](x) :=
1√
2π

∫
R

f(σ)e−ixσdσ, x ∈ R. (2)

З формул (1) i (2) випливає, що для f ∈ L1(R) правильнi
рiвностi

F−1[f ](x) = F [f ](−x) = F [f(−σ)](x), x ∈ R. (3)

Розглянемо деякi властивостi перетворення Фур’є.
10. Якщо f ∈ L1(R), то для перетворення Фур’є правильнi

твердження:
1) F [f ] обмежена,
2) F [f ] неперервна на R,
3) F [f ](σ) → 0 при |σ| → +∞.
J Перше твердження випливає з оцiнки

|F [f ](σ)| ≤ 1√
2π

∫
R

|f(x)|dx =: C, σ ∈ R. (4)

Для доведення другого твердження скористаємося власти-
востями рiвномiрно збiжних невласних iнтегралiв, залежних
вiд параметра. З ознаки Вейєрштрасса рiвномiрної збiжностi
та нерiвностi (4) випливає рiвномiрна збiжнiсть iнтеграла (1),
а отже, неперервнiсть F [f ] на R.

Щоб дiстати третє твердження, треба довести, що для до-
вiльного ε > 0 iснує n0 ∈ N таке, що для будь-якого σ ∈ R
такого, що |σ| > n0, правильна нерiвнiсть |F [f ](σ)| < ε.

Маємо

F [f ](σ) =
1√
2π

A∫
−A

f(x)e ixσdx+
1√
2π

∫
{|x|>A}

f(x)e ixσdx =

185



=: I ′A(σ) + I ′′A(σ).

Оскiльки f ∈ L1(R) i для довiльного σ ∈ R |I ′′A(σ)| ≤
≤

∫
{|x|>A}

|f(x)|dx, то iснує A > 0 таке, що |I ′′A(σ)| <
ε

2
, σ ∈ R.

Для I ′A(σ) при фiксованому A > 0, на пiдставi леми Рiмана [7,
с. 261], маємо спiввiдношення I ′A(σ) → 0 при |σ| → +∞, з якого
випливає iснування n0 ∈ N такого, що для всiх σ ∈ R, |σ| > n0,
справджується нерiвнiсть |I ′A(σ)| <

ε

2
. I

20. 1) Якщо f ∈ L1(R) i f задовольняє умову Дiнi в точцi
x ∈ R, тобто iснує δ > 0 таке, що

δ∫
−δ

|f(x+ t)− f(x)|
|t|

dt < +∞,

то

f(x) =
1√
2π

lim
A→∞

A∫
−A

e−ixσF [f ](σ)dσ. (5)

2) Якщо F [f ] ∈ L1(R), то формула (5) набуває вигляду

f(x) =
1√
2π

∫
R

e−ixσF [f ](σ)dσ.

J Доведення цiєї властивостi наведено в [21, с. 355–358]. I
30. Якщо для деякого n ∈ N∫

R

(1 + |x|n)|f(x)|dx < +∞,

то iснують похiднi (F [f ])(k), k ∈ {1, . . . , n}, причому кожна з
них має властивiсть 10 i справджуються рiвностi

(F [f ])(k)(σ) = F [(ix)kf ](σ), σ ∈ R, k ∈ {1, . . . , n}. (6)
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J Твердження є результатом послiдовного застосування
теореми про диференцiйовнiсть за параметром невласного iн-
теграла. I

40. Якщо f ∈ L1(R) та iснують похiднi f (k) ∈ L1(R), k ∈
{1, . . . , n}, то

(F [f (k)])(σ) = (−iσ)kF [f ](σ), σ ∈ R. (7)

J Доведення проведемо для випадку n = 1. Оскiльки f ′ ∈
L1(R), то функцiя

f(x) = f(0) +

x∫
0

f ′(ξ)dξ, x ∈ R,

має границю при |x| → +∞. Ця границя може бути тiльки
нулем, бо iнакше f не була б iнтегровною на R. Отже,

lim
x→−∞

f(x) = 0 i lim
x→+∞

f(x) = 0

або
lim

|x|→+∞
f(x) = 0. (8)

Скориставшись формулою iнтегрування частинами i рiв-
нiстю (8), дiстанемо

F [f ′](σ) =
1√
2π

∫
R

e ixσf ′(x)dx =
1√
2π

(
f(x)e ixσ

∣∣∣x=+∞

x=−∞
−

−
∫
R

iσe ixσf(x)dx
)
= (−iσ)F [f ](σ). I

50. Нехай {f1, f2} ⊂ L1(R). Тодi справджується формула
√
2πF [f1](σ)F [f2](σ) = F [f1 ∗ f2](σ), σ ∈ R, (9)

де
(f1 ∗ f2)(x) :=

∫
R

f1(x− ξ)f2(ξ)dξ, x ∈ R.
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Функцiя f1 ∗ f2 називається згорткою функцiй f1 i f2.
J За допомогою теореми Фубiнi про зв’язок мiж кратним

та повторним iнтегралами i формули (1), одержуємо

√
2πF [f1](σ)F [f2](σ) =

1√
2π

∫
R

∫
R

f1(η)f2(ξ)e
iσ(η+ξ)dηdξ =

=
1√
2π

∫
R

e ixσ
(∫

R

f1(x− ξ)f2(ξ)dξ
)
dx = F [f1 ∗ f2](σ), σ ∈ R.

У першому iнтегралi здiйснено замiну η + ξ = x. I
Зауваження 1. Якщо скористатися рiвностями (3), то лег-

ко переконатися, що властивостi, аналогiчнi до властивостей
10 − 50, має й обернене перетворення Фур’є. Зокрема, форму-
ли (6), (7) i (9) мають для F−1 вiдповiдно такий вигляд:

(F−1[f ])(k)(σ) = F−1[(−ix)kf ](σ), σ ∈ R, k ∈ {1, . . . , n}, (10)

(F−1[f (k)])(σ) = (iσ)kF−1[f ](σ), σ ∈ R, (11)
√
2πF−1[f1](σ)F

−1[f2](σ) = F−1[f1 ∗ f2](σ), σ ∈ R. (12)

Приклад 1. Знайти F−1[e−αx2 ], α > 0.
J Маємо

ψ(σ) := F−1[e−αx2 ](σ) =
1√
2π

∫
R

e−iσx−αx2dx, σ ∈ R.

Цей вираз є iнтегралом вiд аналiтичної функцiї

1√
2π
e−iσz−αz2 , z := x+ iy,

по дiйснiй осi. Оскiльки

|e−iσ(x+iy)−α(x+iy)2 | ≤ e−αx2+αy2+σy,

то в будь-якiй горизонтальнiй смузi {z := x+iy |x ∈ R, |y| ≤ b},
b > 0, пiдiнтегральна функцiя при |x| → +∞ прямує до нуля
рiвномiрно стосовно y. Тому, використовуючи теорему Кошi,
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можна при iнтегруваннi перейти на довiльну паралельну пряму
в z-площинi, не мiняючи результату:

ψ(σ) =
1√
2π

∫
R

e−iσ(x+iy)−α(x+iy)2dx =

=
1√
2π

∫
R

e−αx2+αy2+σy−2αixy−iσxdx =

=
1√
2π
e αy

2+σy

∫
R

e−αx2−ix(2αy+σ)dx.

Вiзьмемо y = − σ

2α
, тодi αy2+σy = −σ

2

4α
i за допомогою вiдомої

формули
∫
R

e−αx2dx =

√
π

α
одержуємо

ψ(σ) =
1√
2π
e−σ2

4α

∫
R

e−αx2dx =
1√
2α
e−σ2

4α .

Отже,

F−1[e−αx2 ](σ) =
1√
2α

e−σ2

4α , σ ∈ R. I (13)

5.4.2 Формальний розв’язок задачi Кошi для одно-
рiдного рiвняння теплопровiдностi. Нехай ΠT := {(x, t) |
x ∈ R, t ∈ (0, T ] }, Π∞ := {(x, t) |x ∈ R, t > 0 }. Розглянемо
задачу Кошi

ut = a2uxx, (x, t) ∈ Π∞, (14)

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R, (15)

вважаючи функцiю φ такою, що всi наступнi в цьому пунктi
мiркування мають змiст.

Для розв’язування задачi (14), (15) використовуватимемо
метод перетворення Фур’є. Згiдно з цим методом розв’язок шу-
катимемо у виглядi

u(x, t) = F−1[v(σ, t)](x, t), (x, t) ∈ Π∞. (16)
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Оскiльки

ut = ∂tF
−1[v(σ, t)] = F−1[vt(σ, t)],

uxx = ∂2xF
−1[v(σ, t)] = F−1[(−iσ)2v(σ, t)],

то пiдставивши (16) у (14), дiстанемо

F−1[vt + a2σ2v] = 0,

звiдки випливає, що

vt + a2σ2v = 0, σ ∈ R, t > 0. (17)

Задовольняючи функцiєю (16) початкову умову (15), одер-
жуємо

F−1[v(σ, 0)] = φ(x) = F−1[ψ(σ)]

або
v(σ, 0) = ψ(σ), σ ∈ R, (18)

де
ψ(σ) := F [φ](σ). (19)

Для невiдомої функцiї v маємо задачу Кошi для звичайного
диференцiального рiвняння першого порядку з параметром σ ∈
R. Розв’язком задачi (17), (18) є функцiя

v(σ, t) = e−a2σ2tψ(σ), σ ∈ R, t > 0. (20)

Пiдставимо (20) в (16). Тодi за допомогою формули (9) одер-
жимо, що

u(x, t) = F−1[e−a2σ2tψ(σ)] = F−1[F [
√
2πZ(x, t)]F [φ]] =

= F−1[F [Z(x, t) ∗ φ(x)]] = Z(x, t) ∗ φ(x), (x, t) ∈ Π∞,

Z(x, t) :=
1√
2π
F−1[e−a2σ2t](x, t). (21)

Отже, для розв’язку задачi (14), (15) отримали формулу

u(x, t) =

∫
R

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ, (x, t) ∈ Π∞, (22)

190



яка називається формулою Пуассона, а iнтеграл в нiй – iн-
тегралом Пуассона.

Якщо скористатися рiвнiстю (13) з α = a2t, то для Z дiста-
немо вираз

Z(x, t) =
1

2a
√
πt

exp
{
− x2

4a2t

}
, (x, t) ∈ Π∞. (23)

Функцiя Z називається фундаментальним розв’язком
задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi.

5.4.3 Властивостi фундаментального розв’язку за-
дачi Кошi. Наведемо властивостi функцiї (23).

10. Функцiя Z є розв’язком однорiдного рiвняння теплопро-
вiдностi в Π∞, тобто

Zt(x, t) = a2Zxx(x, t), (x, t) ∈ Π∞.

J Доводиться ця властивiсть безпосередньою перевiркою. I
20. Z ∈ C∞(Π∞) i правильнi оцiнки∣∣∣∂k0t ∂kxZ(x, t)

∣∣∣ ≤ Ck0kt
−k0− k+1

2 exp{−cx
2

t
},

(x, t) ∈ Π∞, {k0, k} ⊂ Z+, (24)

де Ck0k i c – додатнi сталi, причому c <
1

4a2
.

J Досить довести правильнiсть оцiнок (24) для k0 = 0, бо
згiдно з властивiстю 10 похiднi за t вiд Z виражаються через
похiднi за x вiд Z.

Користуватимемось таким очевидним твердженням: для
будь-якого m > 0 iснує Cm > 0 таке, що для довiльного z ∈ R
правильна нерiвнiсть

|zm| exp
{
− z2

4a2

}
≤ Cm exp{−cz2}, (25)

де c – фiксована стала з промiжку (0,
1

4a2
).
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Доведемо (24) для k0 = 0 i k = 1. Маємо∣∣∣∂xZ(x, t)∣∣∣ = ∣∣∣ −x
a
√
πt 4a2t

exp
{
− x2

4a2t

}∣∣∣ = t−1

4a3
√
π

( |x|√
t

)
×

× exp
{
− 1

4a2

( x√
t

)2}
≤ C01t

−1 exp
{
− c

x2

t

}
, (x, t) ∈ Π∞.

Тут ми скористалися нерiвнiстю (25) з z = x√
t
, m = 1. Анало-

гiчно розглядаються випадки, коли k > 1. I
30. Для довiльної точки (x, t) ∈ Π∞ правильна рiвнiсть∫

R

Z(x− ξ, t)dξ = 1. (26)

J З формули (23), за допомогою замiни ξ = x + 2a
√
ty,

одержуємо∫
R

Z(x− ξ, t)dξ =

∫
R

1

2a
√
πt

exp
{
− (x− ξ)2

4a2t

}
dξ =

=
1√
π

∫
R

e−y2dy =
1√
π
·
√
π = 1, (x, t) ∈ Π∞. I

40. Правильна формула згортки (рiвняння Чепмена–
Колмогорова)

Z(x− ξ, t− τ) =

∫
R

Z(x− y, t− β)Z(y − ξ, β − τ)dy,

τ < β < t, {x, ξ} ⊂ R. (27)

J Якщо в iнтегралi з формули (27), який позначимо через
I, покласти y − ξ = η, β − τ = λ, то вiн набуде вигляду

I =

∫
R

Z(x− ξ − η, t− τ − λ)Z(η, λ)dη =
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=
(
Z(·, t− τ − λ) ∗ Z(·, λ)

)
(x− ξ, t− τ, λ).

Скориставшись рiвностями (9) i (21) отримаємо

I =
√
2πF−1[F [Z(·, t− τ − λ)](σ)F [Z(·, λ)](σ)](x− ξ, t− τ, λ) =

=
√
2πF−1[

1√
2π
e−a2σ2(t−τ−λ) 1√

2π
e−a2σ2λ](x− ξ, t− τ, λ) =

=
1√
2π
F−1[e−a2σ2(t−τ)](x− ξ, t− τ) = Z(x− ξ, t− τ).

Звiдси випливає рiвнiсть (27). I
Позначимо через C0(R) клас усiх неперервних й обмежених

на R функцiй.
50. Для довiльної функцiї φ ∈ C0(R) i для будь-якого x ∈ R(
Z(·, t) ∗ φ(·)

)
(x, t) :=

∫
R

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ−→
t→0

φ(x). (28)

J Врахувавши рiвнiсть (26), запишемо∫
R

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ − φ(x) =

∫
R

Z(x− ξ, t)(φ(ξ)− φ(x))dξ =

=

∫
{|x−ξ|≤δ}

Z(x− ξ, t)(φ(ξ)− φ(x))dξ +

+

∫
{|x−ξ|>δ}

Z(x− ξ, t)(φ(ξ)− φ(x))dξ =: I1(x, t) + I2(x, t). (29)

Оскiльки φ неперервна, то для довiльного ξ ∈ [x− δ, x+ δ]
справджується нерiвнiсть |φ(ξ)− φ(x)| ≤ ω(δ), де lim

δ→0
ω(δ) = 0.

Нехай задано ε > 0. Виберемо δ > 0 так, щоб ω(δ) <
ε

2
. Тодi

згiдно з рiвнiстю (26) маємо

|I1(x, t)| ≤ ω(δ)

∫
R

Z(x− ξ, t)dξ = ω(δ) <
ε

2
, (x, t) ∈ Π∞. (30)
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Оскiльки функцiя φ обмежена, тобто |φ(x)| ≤M , x ∈ R, то
|φ(ξ) − φ(x)| ≤ 2M , {x, ξ} ⊂ R. Скориставшись оцiнкою (24),
одержимо, що

|I2(x, t)| ≤ 2MC00t
− 1

2

∫
{|x−ξ|>δ}

exp{−c(x− ξ)2

t
}dξ ≤

≤ 2MC00t
− 1

2 exp{−cδ
2

2t
}
∫
R

exp { − c(x− ξ)2

2t
}dξ.

Якщо в останньому iнтегралi здiйснити замiну ξ = x+
√
ty, то

дiстанемо нерiвностi

|I2(x, t)| ≤ 2MC00 exp{−
cδ2

2t
}
∫
R

exp{− c
2
y2}dy =

= C exp{−cδ
2

2t
} < ε

2
(31)

для всiх досить малих t > 0.
З (29)–(31) випливає iснування для довiльного ε > 0 тако-

го числа γ > 0, що для будь-якого t ∈ (0, γ) справджується
нерiвнiсть ∣∣∣ ∫

R

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ − φ(x)
∣∣∣ < ε,

тобто виконується (28). I
5.4.4 Iснування та неперервна залежнiсть вiд почат-

кової функцiї розв’язку задачi Кошi для однорiдного
рiвняння теплопровiдностi. Наведемо вiдповiдну теорему.

Теорема 5.6. Якщо φ ∈ C0(R), то формула Пуассона (22)
визначає регулярний розв’язок u задачi (14), (15), який нале-
жить до класу C∞(Π∞) ∩ C(Π∞) i неперервно залежить вiд
початкової функцiї в такому розумiннi: для довiльно взятого
числа ε > 0 з того, що |φ(x)| < ε, x ∈ R, випливає, що

|u(x, t)| < ε, (x, t) ∈ Π∞. (32)
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J Для доведення теореми, врахувавши властивостi 10, 20 i
50 фундаментального розв’язку задачi Кошi, досить довести,
що: 1) iнтеграл Пуассона з (22) збiгається рiвномiрно в Π∞,
а iнтеграли, одержанi з нього диференцiюванням пiд знаком
iнтеграла довiльне число разiв за x i t, збiгаються рiвномiрно в
Π[t0,∞) := R× [t0,+∞) для довiльного t0 > 0; 2) справджується
нерiвнiсть (32).

Маємо для довiльних {k0, k} ⊂ N∫
R

∂k0t ∂
k
xZ(x− ξ, t)φ(ξ)dξ =

=

∫
R

√
t
(
∂k0t ∂

k
xZ(x− ξ, t)

)∣∣∣
ξ=x+

√
ty
φ(x+

√
ty)dy. (33)

На пiдставi оцiнок (24) та обмеженостi φ одержуємо∣∣∣√t(∂k0t ∂kxZ(x− ξ, t)
)∣∣∣
ξ=x+

√
ty
φ(x+

√
ty)
∣∣∣ ≤

≤ C t
−k0− k

2
0 exp{−cy2}, (x, t) ∈ Π[t0,∞).

Оскiльки

C t
−k0− k

2
0

∫
R

exp{−cy2}dy ≤ C1 t
−k0− k

2
0 ,

то, згiдно з ознакою Вейєрштрасса рiвномiрної збiжностi [7,
с. 114–115], iнтеграл (33) збiгається рiвномiрно в Π[t0,∞). Якщо
k0 = k = 0, то одержуємо рiвномiрну збiжнiсть iнтеграла в Π∞.

Залишилося довести правильнiсть нерiвностi (32). Вона
випливає з оцiнки

|u(x, t)| =
∣∣∣ ∫
R

Z(x−ξ, t)φ(ξ)dξ
∣∣∣ ≤ ε

∫
R

Z(x−ξ, t)dξ = ε, (x, t) ∈ Π∞,

якщо врахувати рiвнiсть (26). I
Зауваження 1. Фiзичний наслiдок з формули Пуассона.

З формули (22) випливає, що тепло в стержнi поширюється
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з нескiнченною швидкiстю або миттєво. Справдi, якщо взяти
функцiю φ неперервною на R, додатною на промiжку (α, β) i
рiвною нулю поза ним, то яким би не було великим за абсо-
лютною величиною x i малим t > 0 температура в точцi x у
момент часу t дорiвнюватиме

u(x, t) =

β∫
α

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ > 0.

Такого насправдi в природi немає. Це пов’язано з недоско-
налiстю рiвняння теплопровiдностi, неточнiстю фiзичних при-
пущень, якi використовуються при виведеннi даного рiвняння.

5.4.5 Задача Кошi для неоднорiдного рiвняння теп-
лопровiдностi. Розглянемо задачу Кошi для неоднорiдного
рiвняння теплопровiдностi

ut = a2uxx + f(x, t), (x, t) ∈ ΠT , (34)

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R. (35)

Її розв’язок шукатимемо у виглядi

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t), (x, t) ∈ ΠT . (36)

де v – розв’язок задачi{
vt = a2vxx, (x, t) ∈ ΠT ,
v(x, 0) = φ(x), x ∈ R. (37)

Тодi для w матимемо задачу{
wt = a2wxx + f(x, t), (x, t) ∈ ΠT ,
w(x, 0) = 0, x ∈ R. (38)

Згiдно з попереднiм

v(x, t) =

∫
R

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ, (x, t) ∈ ΠT . (39)
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Розв’язок задачi (38), скориставшись принципом Дюамеля,
запишемо у виглядi

w(x, t) =

t∫
0

G(x, t; τ)dτ, (x, t) ∈ ΠT , (40)

де G – розв’язок задачi Кошi

Gt = a2Gxx, x ∈ R, t > τ,
G(x, τ ; τ) = f(x, τ), x ∈ R, (41)

який має вигляд

G(x, t; τ) =

∫
R

Z(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ, x ∈ R, t > τ. (42)

З формул (40) i (42) випливає, що розв’язком задачi (38) є
функцiя

w(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
R

Z(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ, (x, t) ∈ ΠT . (43)

Отже, розв’язок задачi (34), (35), згiдно з (36), (39) i (43),
визначається формулою

u(x, t) =

∫
R

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
R

Z(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξ,

(x, t) ∈ ΠT . (44)

5.4.6 Єдинiсть розв’язку задачi Кошi для рiвняння
теплопровiдностi. Доведемо єдинiсть розв’язку задачi (34),
(35) в класi обмежених функцiй.

Теорема 5.7. Регулярний розв’язок задачi Кошi (34), (35),
який належить до простору C(ΠT ) i є обмеженим, єдиний.
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J Нехай є два розв’язки u1 i u2 задачi (34), (35), якi обме-
женi й неперервнi в ΠT . Тодi u := u1 − u2 – розв’язок одно-
рiдного рiвняння теплопровiдностi, який задовольняє нульову
початкову умову, належить до C(ΠT ) i задовольняє нерiвнiсть

|u(x, t)| = |u1(x, t)− u2(x, t)| ≤ |u1(x, t)|+ |u2(x, t)| ≤ 2M,

(x, t) ∈ ΠT ,

деM – така стала, що |u1(x, t)| ≤M i |u2(x, t)| ≤M , (x, t) ∈ ΠT .
Скористатися принципом максимуму для u не можна, бо

область ΠT необмежена i максимум може не досягатися.
Побудуємо допомiжний розв’язок однорiдного рiвняння

теплопровiдностi

v(x, t) :=
4M

L2

(x2
2

+ a2t
)
, x ∈ R, t > 0,

i розглянемо його в
прямокутнику QLT :=
{ (x, t) |x ∈ (−L,L), t ∈
(0, T ] } (рис. 5.2). Маємо

v(x, t)|t=0 =
2Mx2

L2
≥ 0,

Рис. 5.2

v(x, t)|x=±L =
4M

L2

(L2

2
+ a2t

)
= 2M + a2

4M

L2
t ≥ 2M.

Порiвнюючи це з тим, що u(x, t)|t=0 = 0, |u(x, t)| ≤ 2M , (x, t) ∈
ΠT , одержуємо, що

|u|
∣∣∣
Γ
≤ v
∣∣∣
Γ
, тобто (v − u)

∣∣∣
Γ
≥ 0 i (v + u)

∣∣∣
Γ
≥ 0,

де Γ – параболiчна межа QLT . Звiдси на пiдставi принципу
максимуму для обмеженої областi QLT випливає, що

|u(x, t)| ≤ v(x, t), (x, t) ∈ QLT ,

або

|u(x, t)| ≤ 4M

L2

(x2
2

+ a2t
)
, (x, t) ∈ QLT .
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Зафiксуємо довiльно в ΠT точку (x0, t0) i вважатимемо L
таким, що (x0, t0) ∈ QLT . У нерiвностi

|u(x0, t0)| ≤
4M

L2

(x20
2

+ a2t0

)
перейдемо до границi при L → +∞. Тодi одержимо, що
u(x0, t0) = 0, тобто u1(x0, t0) = u2(x0, t0). Оскiльки (x0, t0) –
довiльна точка ΠT , то звiдси випливає, що u1 = u2 в ΠT . I

Зауваження 2. А. М. Тихонов у 1935 роцi довiв, що роз-
в’язок задачi Кошi єдиний в класi функцiй, якi задовольняють
умову

|u(x, t)| ≤ Ce αx
2
, α > 0, (x, t) ∈ ΠT ,

i єдиностi немає в класi функцiй, для яких

|u(x, t)| ≤ Ce αx
2+ε
, (x, t) ∈ ΠT ,

де ε > 0.
Є загальнiший результат С. Теклiнда: якщо

|u(x, t)| ≤ Ce xh(x), (x, t) ∈ ΠT ,

i
+∞∫
1

dr
h(r) = +∞, то розв’язок єдиний, а якщо

+∞∫
1

dr
h(r) < +∞, то

єдиностi немає.
Приклад 2. Розв’язати задачу Кошi

ut = 4uxx + t+ e t, (x, t) ∈ Π∞,
u|t=0 = 2, x ∈ R.

J Скористаємося формулами (23) i (44), в яких a = 2,
f(x, t) = t+ e t, φ(x) = 2. Тодi матимемо

u(x, t) =
1

4
√
πt

∫
R

e− (x−ξ)2

16t 2dξ +
1

4
√
π

t∫
0

dτ

∫
R

1√
t− τ

e
− (x−ξ)2

16(t−τ)×

×(τ + e τ )dξ =: I1 + I2.
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Обчислимо кожний з iнтегралiв. За допомогою вiдповiдно
замiн ξ−x

4
√
t
= y i ξ−x

4
√
t−τ = y маємо

I1 =
1

2
√
πt

∫
R

e− (x−ξ)2

16t dξ =
1

2
√
πt

∫
R

4
√
te−y2dy =

=
2√
π

∫
R

e−y2dy =
2√
π
·
√
π = 2;

I2 =
1

4
√
π

t∫
0

(τ + e τ )dτ

∫
R

1√
t− τ

e
− (x−ξ)2

16(t−τ)dξ =

=
1

4
√
π

t∫
0

(τ + e τ )dτ

∫
R

1√
t− τ

e−y24
√
t− τdy =

=
1√
π

t∫
0

(τ + e τ )dτ

∫
R

e−y2dy =

t∫
0

(τ + e τ )dτ =

=
τ2

2

∣∣∣t
0
+ e τ

∣∣∣t
0
=
t2

2
+ e t − 1.

Тому

u(x, t) = 2 +
t2

2
+ e t − 1

або

u(x, t) =
t2

2
+ e t + 1, (x, t) ∈ Π∞. I

Зауваження 3. Оскiльки неоднорiднiсть рiвняння i почат-
кова функцiя задачi з прикладу 2 не залежать вiд x, то її
розв’язок можна шукати у виглядi

u(x, t) = g(t).

Задовольнивши цiєю функцiєю рiвняння i початкову умову,
дiстанемо задачу {

g′(t) = t+ e t, t > 0,
g(0) = 2.
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Загальний розв’язок рiвняння g(t) = t2

2 + e t + C, C ∈ R.
З початкової умови випливає, що 2 = 1 + C, тобто C = 1.
Тому u(x, t) = t2

2 + e t+1, (x, t) ∈ Π∞. Цей розв’язок збiгається
з одержаним вище, що випливає з єдиностi розв’язку задачi
Кошi.

5.4.7 Фундаментальний розв’язок рiвняння тепло-
провiдностi та його фiзичний змiст. Фундаментальним
розв’язком рiвняння теплопровiдностi називається функ-
цiя

Γ(x, t) :=

{
Z(x, t), x ∈ R, t > 0,
0, x ∈ R, t < 0 i x ̸= 0, t = 0.

З властивостей фундаментального розв’язку задачi Кошi Z
(див. пункт 5.4.3) випливає, що Γ є нескiнченно диференцiй-
овною функцiєю, якщо x ̸= 0 i t ̸= 0. Точка (0, 0) є iстотно
особливою точкою функцiї Γ. Iншi властивостi Γ є наслiдком
вiдповiдних властивостей Z.

З’ясуємо фiзичний змiст фундаментального розв’язку Γ.
Припустимо, що в початковий момент часу t = 0 у точцi x = x0
було зосереджене миттєве точкове джерело тепла потужнiстю
Q = cρ. Знайдемо розподiл температури нескiнченного стерж-
ня в момент часу t > 0.

Миттєве точкове джерело тепла – це уявне поняття.
Реально його можна реалiзувати так: в момент t = 0 у малому
околi (x0−h, x0+h) точки x0 стержня була температура u0 така,
що Q = 2hcρ u0, тобто u0 = 1

2h . Якщо h → 0, то u0 → +∞, але
так, що 2hu0 = 1. Щоб знайти розподiл температури, виклика-

ний цим джерелом,
треба знайти uh(x, t),
x ∈ R, t > 0, – розв’я-
зок задачi Кошi для
однорiдного рiвнян-
ня теплопровiдностi
з початковою умо-
вою (рис. 5.3)Рис. 5.3
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uh|t=0 = φh(x) :=

{
u0 =

1
2h , x ∈ (x0 − h, x0 + h),

0, x ∈ (x0 − h, x0 + h),

i знайти lim
h→0

uh. Згiдно з формулою Пуассона (22) маємо

uh(x, t) =

∫
R

Z(x− ξ, t)φh(ξ)dξ =
1

2h

x0+h∫
x0−h

Z(x− ξ, t)dξ

або на пiдставi теореми про середнє значення для iнтеграла

uh(x, t) = Z(x− ξ, t), ξ ∈ (x0 − h, x0 + h).

Тодi

lim
h→0

uh(x, t) = lim
h→0

Z(x− ξ, t) = Z(x− x0, t) = Γ(x− x0, t),

x ∈ R, t > 0.

Отже, фундаментальний розв’язок Γ(x−x0, t), x ∈ R, t > 0,
описує розподiл температур у некiнченному стержнi для t > 0,
спричинений тим, що при t = 0 у точцi x0 стержня було зосе-
реджено миттєве точкове джерело тепла потужнiстю Q = cρ.

Зауваження 4. Властивiсть 50 функцiї Z, з якої, зокрема,
випливає, що ∫

R

Z(x, t)φ(x) dx−→
t→ 0

φ(0),

означає, що Z(x, t)|t=0 = δ(x), тобто Z(x, t)−→
t→ 0

δ(x) (збiж-

нiсть у розумiннi теорiї узагальнених функцiй), де δ – дельта-
функцiя Дiрака, яка означується як функцiонал, який кожнiй
гладкiй i фiнiтнiй функцiї φ ставить у вiдповiднiсть φ(0).

Фундаментальний розв’язок задачi Кошi Z для рiвняння
теплопровiдностi можна означити як розв’язок у сенсi теорiї
узагальнених функцiй задачi Кошi

(∂t − a2∂2x)Z(x, t) = 0, x ∈ R, t > 0; Z(x, t)|t=0 = δ(x),
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а фундаментальний розв’язок Γ рiвняння теплопровiдностi –
як розв’язок рiвняння

(∂t − a2∂2x)Γ(x, t) = δ(x, t).

Детальнiше про це можна дiзнатися з пiдручника [4].
Зауваження 5. Все, що було викладено в цьому пiдроздiлi

для одновимiрного рiвняння теплопровiдностi, правильне i для
n-вимiрного рiвняння

ut = a2∆u+ f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,

де ∆ :=
n∑
j=1

∂2xj , x := (x1, . . . , xn), n ≥ 2.

Зокрема, фундаментальний розв’язок задачi Кошi визна-
чається формулою

Z(x, t) :=
1

(2a
√
πt)n

exp
{
− |x|2

4a2t

}
, x ∈ Rn, t > 0,

де |x| := (x21 + . . .+ x2n)
1/2.

5.5 Поширення тепла в напiвнескiнченному
стержнi

Розглянемо задачу про поширення тепла в напiвнескiнчен-
ному стержнi (0,+∞), бiчна поверхня якого теплоiзольвана, а
кiнець x = 0 пiдтримується при заданiй температурi, яка може
змiнюватися з часом. Математична модель задачi така:

ut = a2uxx, (x, t) ∈ Π+
T , (1)

u|t=0 = φ(x), x ∈ R+, (2)

u|x=0 = µ(t), t ∈ [0, T ], (3)

де R+ := (0,+∞), Π+
T := R+ × (0, T ].

Розв’язок задачi (1) – (3) шукатимемо у виглядi

u = v + w, (4)
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де v – розв’язок задачi

vt = a2vxx, (x, t) ∈ Π+
T ,

v|t=0 = φ(x), x ∈ R+, (5)

v|x=0 = 0, t ∈ [0, T ],

а w – розв’язок задачi

wt = a2wxx, (x, t) ∈ Π+
T ,

w|t=0 = 0, x ∈ R+, (6)

w|x=0 = µ(t), t ∈ [0, T ],

Розв’яжемо спочатку задачу (5). Шукатимемо її розв’язок
за допомогою iнтеграла Пуассона

v(x, t) =

∫
R

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ, (x, t) ∈ Π+
T , (7)

де φ – непарне продовження φ на R, тобто

φ(x) :=

{
φ(x), x ∈ [0,+∞),
−φ(−x), x ∈ [0,+∞).

(8)

Запишемо рiвнiсть (7) у виглядi

v(x, t) =

0∫
−∞

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ +

+∞∫
0

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ =

=

+∞∫
0

Z(x+ ξ, t)φ(−ξ)dξ +
+∞∫
0

Z(x− ξ, t)φ(ξ)dξ =

або

v(x, t) =
1

2a
√
πt

+∞∫
0

(
exp

{
− (x− ξ)2

4a2t

}
φ(ξ)+
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+exp
{
− (x+ ξ)2

4a2t

}
φ(−ξ)

)
dξ.

Якщо скористатися (8), то одержимо

v(x, t) =
1

2a
√
πt

+∞∫
0

(
exp

{
− (x− ξ)2

4a2t

}
−

− exp
{
− (x+ ξ)2

4a2t

})
φ(ξ)dξ, (x, t) ∈ Π+

T . (9)

Очевидно, що функцiя (9) задовольняє нульову крайову
умову. Справдi,

v|x=0 =
1

2a
√
πt

+∞∫
0

(
e− ξ2

4a2t − e− ξ2

4a2t

)
φ(ξ)dξ = 0, t ∈ [0, T ].

Отже, формула (9) визначає розв’язок задачi (5).
Введемо позначення

G0(x, ξ, t) :=
1

2a
√
πt

(
exp{−(x− ξ)2

4a2t
} − exp{−(x+ ξ)2

4a2t
}
)
,

{x, ξ} ⊂ R+, t > 0, (10)

тодi

v(x, t) =

+∞∫
0

G0(x, ξ, t)φ(ξ)dξ, (x, t) ∈ Π+
T . (11)

Функцiя G0 називається однорiдною функцiєю Грiна
задачi (1) – (3).

Розглянемо частинний випадок, коли початкова температу-
ра стала, тобто

v|t=0 = φ0, x ∈ R+.

Тодi формула (9) набуде вигляду

v(x, t) =
φ0

2a
√
πt

+∞∫
0

(
e− (x−ξ)2

4a2t − e− (x+ξ)2

4a2t

)
dξ
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або

v(x, t) =
φ0

2a
√
πt

( +∞∫
0

e− (x−ξ)2

4a2t dξ −
+∞∫
0

e− (x+ξ)2

4a2t dξ
)
=

=:
φ0

2a
√
πt

(I1 + I2). (12)

Якщо в iнтералi I1 здiйснити замiну ξ−x
a
√
2t

= y, а в iнтегралi

I2 – замiну ξ+x

a
√
2t

= y, то одержимо, що

I1 = a
√
2t

+∞∫
− x

a
√

2t

e− y2

2 dy, I2 = a
√
2t

+∞∫
x

a
√
2t

e− y2

2 dy.

Тодi формула (12) набуде вигляду

v(x, t) =
φ0√
2π

( +∞∫
− x

a
√
2t

e− y2

2 dy −
+∞∫
x

a
√

2t

e− y2

2 dy
)
=

=
φ0√
2π

x
a
√

2t∫
− x

a
√
2t

e− y2

2 dy =
2φ0√
2π

x
a
√

2t∫
0

e− y2

2 dy

або
v(x, t) = φ0Φ(

x

a
√
2t
), (13)

де

Φ(z) :=
2√
2π

z∫
0

e− y2

2 dy, z > 0,

– функцiя Лапласа (iнтеграл помилок), яка часто використо-
вується у теорiї ймовiрностей.

Тепер розглянемо задачу (6). Розпочнемо з випадку, коли
µ(t) = 1, t ∈ (0, T ]. Очевидно, що функцiя

w(x, t) = 1− Φ(
x

a
√
2t
), (x, t) ∈ Π+

T , (14)
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є розв’язком задачi (6) у цьому випадку. Нехай тепер на кiнцi
x = 0 температура пiдтримувалась до моменту τ нульовою, а
потiм рiвною одиницi. У цьому випадку розв’язок позначимо
через w(x, t, τ). Тодi до моменту t = τ w(x, t, τ) = 0, а для t > τ
w(x, t, τ) збiгається з розв’язком (14), якщо там замiнити t на
t− τ , тому

w(x, t, τ) =

{
0, якщо 0 ≤ t ≤ τ,
1− Φ( x

a
√

2(t−τ)
), якщо t > τ.

Якщо ж на кiнцi x = 0 одинична температура пiдтриму-
валася тiльки протягом час (τ, τ + dτ), а весь iнший час во-
на дорiвнювала нулю, то розподiл температур вздовж стержня
матиме вигляд

w(x, t, τ)− w(x, t, τ + dτ) ≈ −∂τw(x, t, τ)dτ.

Якщо ж на кiнцi x = 0 протягом промiжку часу (τ, τ + dτ)
пiдтримувалась температура, яка дорiвнює µ(τ), а не одиницi,
то дiстанемо

−µ(τ)∂τw(x, t, τ)dτ, (15)

звiдки випливає, що коли на кiнцi x = 0 пiдтримувати темпера-
туру µ(τ) при всiх τ ∈ (0, t), то пiдсумувавши всi елементарнi
ефекти (15), дiстанемо

w(x, t) = −
t∫

0

µ(τ)∂τw(x, t, τ)dτ.

Оскiльки

−∂τw(x, t, τ) = ∂τΦ(
x

2a
√
t− τ

) = ∂τ

( 2√
2π

x

a
√

2(t−τ)∫
0

e− y2

2 dy
)
=

=
x

2a
√
π(t− τ)3/2

e
− x2

4a2(t−τ) ,
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то

w(x, t) =

t∫
0

x

2a
√
π(t− τ)3/2

e
− x2

4a2(t−τ)µ(τ)dτ, (x, t) ∈ Π+
T . (16)

Зробивши в iнтегралi (16) замiну β = x
2a

√
t−τ , дiстанемо

w(x, t) =
2√
π

+∞∫
x

2a
√

t

e−β2
µ
(
t− x2

4a2β2

)
dβ.

Звiдки при x = 0, одержуємо

w(0, t) = µ(t)
2√
π

+∞∫
0

e−β2
dβ = µ(t)

2√
π
·
√
π

2
= µ(t), t ∈ [0, T ],

тобто розв’язок (16) задовольняє крайову умову (3).
Запишемо (16) у виглядi

w(x, t) =

t∫
0

G1(x, t− τ)µ(τ)dτ, (x, t) ∈ Π+
T , (17)

де функцiя

G1(x, t) :=
x

2a
√
π
t−

3
2 exp

{
− x2

4a2t

}
, x > 0, t > 0, (18)

називається ядром Пуассона задачi (1)–(3).
Отже, розв’язком задачi (1) – (3) є функцiя

u(x, t) =

+∞∫
0

G0(x, ξ, t)φ(ξ)dξ +

t∫
0

G1(x, t− τ)µ(τ)dτ,

(x, t) ∈ Π+
T ,

яка одержується з формул (4), (11) i (17).
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Можна довести, що розв’язок задачi

ut = a2uxx + f(x, t), (x, t) ∈ Π+
T ,

u|t=0 = φ(x), x ∈ R+,

u|x=0 = µ(t), t ∈ [0, T ],

дається формулою

u(x, t) =

t∫
0

dτ

+∞∫
0

G0(x, ξ, t− τ)f(τ, ξ)dξ+

+

+∞∫
0

G0(x, ξ, t)φ(ξ)dξ +

t∫
0

G1(x, t− τ)µ(τ)dτ, (x, t) ∈ Π+
T ,

де G0 i G1 визначаються формулами (10), (18).
Приклад 3. Розв’язати задачу

ut = uxx + 2e−t sinx, (x, t) ∈ Π+
T ,

u|t=0 = 3(1− cosx), x ∈ R+,
u|x=0 = 0, t ∈ [0, T ].

(19)

J Шукатимемо розв’язок задачi у виглядi суми u(x, t) =
v(x, t) + w(x, t), (x, t) ∈ Π+

T , де v – розв’язок задачi

vt = vxx, (x, t) ∈ Π+
T ,

v|t=0 = 3(1− cosx), x ∈ R+,
v|x=0 = 0, t ∈ [0, T ],

(20)

а w – розв’язок задачi

wt = wxx + 2e−t sinx, (x, t) ∈ Π+
T ,

w|t=0 = 0, x ∈ R+,
w|x=0 = 0, t ∈ [0, T ].

(21)

Задача (20) аналогiчна до задачi (5), а тому її розв’язок
визначається формулою (9), де φ(ξ) = 3(1− cos ξ):

v(x, t) =
3

2
√
πt

+∞∫
0

(
e− (x−ξ)2

4t − e− (x+ξ)2

4t

)
(1− cos ξ)dξ =
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=
3

2
√
πt

+∞∫
0

(
e− (x−ξ)2

4t − e− (x+ξ)2

4t

)
dξ−

− 3

2
√
πt

+∞∫
0

(
e− (x−ξ)2

4t − e− (x+ξ)2

4t

)
cos ξdξ =

= 3Φ
( x√

2t

)
− 3

2
√
πt

+∞∫
0

(
e− (x−ξ)2

4t − e− (x+ξ)2

4t

)
cos ξdξ. (22)

Тут використано формулу (13).
Розв’язок задачi (21) шукаємо у виглядi

w(x, t) = f(t) sinx, (x, t) ∈ Π+
T . (23)

Очевидно, що функцiя (23) задовольняє нульову крайову умо-
ву, а тому задовольнимо неоднорiдне рiвняння i нульову почат-
кову умову. Тодi одержимо, що f є розв’язком задачi Кошi для
звичайного диференцiального рiвняння{

f ′(t) + f(t) = 2e−t, t > 0,
f(0) = 0,

тобто
f(t) = 2te−t.

Тому
w(x, t) = 2te−t sinx, (x, t) ∈ Π+

T . (24)

Отже, розв’язком задачi (19) є сума функцiй, якi визнача-
ються формулами (22) i (24):

u(x, t) = 2te−t sinx+ 3Φ
( x√

2t

)
−

− 3

2
√
πt

+∞∫
0

(
e− (x−ξ)2

4t − e− (x+ξ)2

4t

)
cos ξdξ, (x, t) ∈ Π+

T . I
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Вправи до роздiлу 5

1. Розв’язати мiшану задачу:

1) ut = uxx − 4u, 0 < x < π, t > 0,
u(x, 0) = x2 − πx, 0 ≤ x ≤ π,
u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t ≥ 0;

2) ut = uxx − 2ux + x+ 2t, 0 < x < 1, t > 0,
u(x, 0) = e x sinπx, 0 ≤ x ≤ 1,
u(0, t) = 0, u(1, t) = t, t ≥ 0;

3) ut = uxx + 4u+ x2 − 2t− 4x2t+ 2 cos2 x, 0 < x < π, t > 0,
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π,
ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 2πt, t ≥ 0;

4) ut = uxx+6u+x2(1−6t)−2(t+3x)+sin 2x, 0 < x < π, t > 0,
u(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π,
ux(0, t) = 1, ux(π, t) = 2πt+ 1, t ≥ 0;

5) ut = 16uxx + 2, 0 < x < 7, t > 0,
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 7,
ux(0, t) = 0, u(7, t) = 0, t ≥ 0;

6) ut = uxx+6u+2t(1−3t)−6x+2 cosx cos 2x, 0 < x < π
2 , t > 0,

u(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π
2 ,

ux(0, t) = 1, ux(
π
2 , t) = t2 + π

2 , t ≥ 0;

7) ut = uxx − 2ux, 0 < x < 1, t > 0,
u(x, 0) = e x sinπx, 0 ≤ x ≤ 1,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ≥ 0;

8) ut = 36uxx +
π
10 cos

πx
2 , 0 < x < 2, t > 0,

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 2,
u(0, t) = 0, ux(2, t) = 0, t ≥ 0;

9) ut = 3uxx − 6u, 0 < x < 2, t > 0,
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u(x, 0) = x2 − 3
2x+ 1, 0 ≤ x ≤ 2,

u(0, t) = 1, u(2, t) = 2, t ≥ 0;

10) ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = u0
x2

l2
, 0 ≤ x ≤ l,

ux(0, t) = 0, u(l, t) = u0, t ≥ 0.

2. Розв’язати задачу:

1) ut = a2(uxx + uyy) +A sin πx
p sin πy

2s ,
0 < x < p, 0 < y < s, t > 0,
u(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ p, 0 ≤ y ≤ s,
u(0, y, t) = u(p, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ s, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = u(x, s, t) = 0, 0 ≤ x ≤ p, t ≥ 0;

2) ut = a2(uxx + uyy) +A sin 3πx
2p cos πy2s ,

0 < x < p, 0 < y < s, t > 0,
u(x, y, 0) = B sin πx

2p cos
3πy
2s , 0 ≤ x ≤ p, 0 ≤ y ≤ s,

u(0, y, t) = ux(p, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ s, t ≥ 0,
uy(x, 0, t) = u(x, s, t) = 0, 0 ≤ x ≤ p, t ≥ 0;

3) ut = uxx + uyy + 2x(y + (x− 1) cos t sin 4πy),
0 < x < 1, 0 < y < 2, t > 0,
u(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2,
u(0, y, t) = 0, u(1, y, t) = 2ty, 0 ≤ y ≤ 2, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, 2, t) = 4tx, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0.

3. Розв’язати задачу Кошi:

1) ut = uxx + 3t2, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = sinx, x ∈ R;

2) ut = uxx + e−t cosx, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = cosx, x ∈ R.
4. Розв’язати задачу:

1) ut = uxx − 2e−t(e−x + 1), x > 0, t > 0,
u(x, 0) = e−x, x ≥ 0,
ux(0, t) = −e−t, t ≥ 0;
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2) ut = a2uxx, x > 0, t > 0,
u(x, 0) = φ(x), x ≥ 0,
(ux − hu)|x=0 = 0, h > 0 − стала, t ≥ 0.

Вiдповiдi до вправ з роздiлу 5

1. 1) u(x, t) = − 8
π

∞∑
k=0

1
(2k+1)3

e−((2k+1)2+4)t sin(2k + 1)x;

2) u(x, t) = xt+ sinπxe x−π
2t−t;

3) u(x, t) = tx2 + 1
4(e

4t − 1) + t cos 2x;

4) u(x, t) = x2t+ x+
∞∑
k=1

c2k−1

(2k−1)2−6
(1− e−6(2k−1)2t) cos(2k − 1)x,

c2k−1 :=
2
π

(
1

2k+1 − 1
2k−3

)
, k ∈ N;

5) u(x, t) =
∞∑
n=0

(−1)n 98
(2n+1)3π3 (1− e−(

2(2n+1)π
7

)2t) cos (2n+1)πx
14 ;

6) u(x, t) = x+ t2 + 1
5(e

5t − 1) cosx+ 1
3(1− e−3t) cos 3x;

7) u(x, t) = e−(π2+1)te x sinπx;

8) u(x, t) =
∞∑
k=0

2k+1
360(k2+k− 3

4
)(π

4
+ kπ

2
)2

(
1− e−36(π

4
+ kπ

2
)2t
)
×

× sin(π4 + kπ
2 )x;

9) u(x, t) = 1 + x
2 +

∞∑
k=1

(
− 16(1−2 cos kπ)

kπ(8+k2π2)
(1− e− 3

4
(8+k2π2)t)−

− 16(1−cos kπ)
k3π3 e− 3

4
(8+k2π2)t

)
sin kπx

2 ;

10) u(x, t) = u0x2

l2
+

∞∑
k=1

32u0(−1)k−1

(2k−1)3π3

(
1− e−a2(2k−1)2π2t

4l2

)
×

× cos (2k−1)πx
2l .

2. 1) u(x, y, t) = A
q−1(e

−t − e−qt) sin πx
p sin πy

2s ,
q := a2π2( 1

p2
+ 1

4s2
);

2) u(x, y, t) = Be
−a2π2

4
( 1
p2

+ 9
s2

)t
sin πx

2p cos
3πy
2s + 4A

a2π2( 9
p2

+ 1
s2

)
×

× (1− e
−a2π2

4
( 9
p2

+ 1
s2

)
) sin 3πx

2p sin πy
2s ;

3) u(x, y, t) = 2txy −
∞∑
k=1

16
π3(2k−1)3(1+λk)

(
sin t+ λk cos t−

− λke
−λkt

)
sin 4πy, λk = π2((2k − 1)2 + 16).
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3. 1) u(x, t) = t3 + e−t sinx; 2) u(x, t) = (1 + t)e−t cosx.
4. 1) u(x, t) = e−t(2 + e−x)− 2;

2) u(x, t) = 1
2a

√
πt

+∞∫
0

(
e− (x−ξ)2

4a2t + e− (x+ξ)2

4a2t −

− 2h
+∞∫
0

e− (x+ξ+η)2

4a2t
−hηdη

)
φ(ξ)dξ.
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6 ЕЛIПТИЧНI РIВНЯННЯ

6.1 Постановка основних задач для елiптичних
рiвнянь. Фундаментальний розв’язок рiвняння
Лапласа

6.1.1 Оператор Лапласа. Найпростiшим рiвнянням дру-
гого порядку елiптичного типу є рiвняння Пуассона

∆u = f(x), x ∈ Rn, (1)

або вiдповiдне йому однорiдне рiвняння – рiвняння Лапласа

∆u = 0, (2)

де ∆ := ∆x :=
n∑
j=1

∂2xj – оператор Лапласа (операцiя Лапла-

са), n ≥ 2.
Цi рiвняння описують стацiонарнi, тобто незмiннi з часом,

процеси. У роздiлi 3 було наведено приклади, як можна одер-
жати рiвняння (1) i (2) з рiвняння теплопровiдностi у випад-
ку стабiлiзацiї температури в тiлi або з хвильового рiвняння у
випадку незалежностi змiщень вiд часу. Незалежнiсть вiд ча-
су процесiв, якi описуються рiвняннями елiптичного типу, має
наслiдком те, що для них вiдсутнi початковi умови, а отже,
неможливiсть постановки задачi Кошi для них. Тому для елiп-
тичних рiвнянь природними є крайовi задачi.

Можна довести, що в будь-якiй прямокутнiй декартовiй си-
стемi координат оператор Лапласа має один i той самий вигляд.
Якщо ж перейти вiд прямокутної декартової системи коор-
динат до ортогональної криволiнiйної системи координат, то
вигляд оператора Лапласа змiнюється. Розглянемо це на при-
кладi сферичної, цилiндричної та полярної систем координат.

1) Якщо в R3 перейти до сферичної системи координат

x1 = r cosφ sin θ, x2 = r sinφ sin θ, x3 = r cos θ,

r > 0, 0 ≤ φ < 2π, 0 ≤ θ ≤ π,
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то ∆x набуде вигляду

∆r,φ,θ :=
1

r2
∂r(r

2∂r) +
1

r2 sin θ
∂θ(sin θ ∂θ) +

1

r2 sin2 θ
∂2φ. (3)

2) Якщо ж в R3 перейти до цилiндричної системи коор-
динат

x1 = r cosφ, x2 = r sinφ, x3 = z,

r > 0, 0 ≤ φ < 2π, −∞ < z <∞,
то ∆x матиме вигляд

∆r,φ,z :=
1

r
∂r(r∂r) +

1

r2
∂2φ + ∂2z . (4)

3) У випадку R2, при переходi до полярної системи коор-
динат

x1 = r cosφ, x2 = r sinφ, r > 0, 0 ≤ φ < 2π,

∆x набуде вигляду

∆r,φ :=
1

r
∂r(r∂r) +

1

r2
∂2φ. (5)

Розглянемо детально випадок двовимiрного оператора Ла-
пласа

∆xu = ∂2x1u+ ∂2x2u. (6)

Зробимо замiну декартових координат x1 i x2 полярними r i φ
за формулами

x1 = r cosφ, x2 = r sinφ. (7)

Якщо у функцiю u(x1, x2) пiдставити замiсть x1 i x2 їх ви-
рази, то дiстанемо функцiю u(r cosφ, r sinφ) := ũ(r, φ). Вира-
зивши другi похiднi вiд функцiї u за x1 i x2 через похiднi за r
i φ та пiдставивши знайденi вирази у формулу (6), дiстанемо
оператор Лапласа в полярних координатах.

Згiдно з правилом диференцiювання складеної функцiї

∂x1u = ∂rũ ∂x1r + ∂φũ ∂x1φ, ∂x2u = ∂rũ ∂x2r + ∂φũ ∂x2φ. (8)
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Для знаходження частинних похiдних вiд r i φ за x1 i x2, знай-
демо з формул (7) r i φ. Оскiльки r =

√
x21 + x22, то

∂x1r =
x1
r

= cosφ, ∂x2r =
x2
r

= sinφ. (9)

Очевидно, що tgφ =
x2
x1

, а тому

1

cos2 φ
∂x1φ = −x2

x21
,

1

cos2 φ
∂x2φ =

1

x1
.

Замiнивши x1 i x2 за фoрмулами (7), дiстанемо

∂x1φ = −sinφ

r
i ∂x2φ =

cosφ

r
. (10)

Пiдставивши (9) i (10) у рiвностi (8), знайдемо, що

∂x1u = ∂rũ cosφ− ∂φũ
sinφ

r
, ∂x2u = ∂rũ sinφ+ ∂φũ

cosφ

r
. (11)

Тепер знайдемо другi похiднi. Застосуємо до похiдної ∂x1u
знову правило диференцiювання складеної функцiї

∂2x1u = ∂r(∂x1u) ∂x1r + ∂φ(∂x1u) ∂x1φ.

З рiвностей (11) одержуємо, що

∂r(∂x1u) = ∂2r ũ cosφ− ∂φ(∂rũ)
sinφ

r
+ ∂φũ

sinφ

r2
,

∂φ(∂x1u) = ∂r(∂φũ) cosφ− ∂rũ sinφ− ∂2φũ
sinφ

r
− ∂φũ

cosφ

r
.

Помножимо першу рiвнiсть на ∂x1r = cosφ, а другу на ∂x1φ =

−sinφ

r
i додамо. Звiвши подiбнi члени, дiстанемо

∂2x1u = ∂2r ũ cos2 φ− 2∂φ(∂rũ)
sinφ cosφ

r
+ 2∂φũ

sinφ cosφ

r2
+

+ ∂rũ
sin2 φ

r
+ ∂2φũ

sin2 φ

r2
. (12)
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Аналогiчно, скориставшись спiввiдношенням

∂2x2u = ∂r(∂x2u) ∂x2r + ∂φ(∂x2u) ∂x2φ,

знайдемо, що

∂2x2u = ∂2r ũ sin2 φ+ 2∂r(∂φũ)
sinφ cosφ

r
− 2∂φũ

sinφ cosφ

r2
+

+ ∂rũ
cos2 φ

r
+ ∂2φũ

cos2 φ

r2
. (13)

Додавши (12) i (13), дiстанемо вираз для оператора Лапласа
в полярних координатах:

∆xu := ∂2x1u+ ∂2x2u = ∂2r ũ+
1

r
∂rũ+

1

r2
∂2φũ =: ∆r,φũ. (14)

Часто ∆r,φ записують у виглядi (5).
Формули (3) i (4) доводяться аналогiчно.

6.1.2 Постановка основних крайових задач для рiв-
няння Лапласа. Нехай Ω – область в Rn, n ∈ {2, 3}. Назива-
тимемо її обмеженою, якщо iснує R > 0 таке, що Ω ⊂ KR(0) –
куля радiуса R з центром у початку координат, а в противно-
му разi – необмеженою (область мiстить нескiнченно вiддалену
точку). Однозв’язна замкнена поверхня (крива) дiлить простiр
R3 (R2) на двi областi: Ω+ – внутрiшню i Ω− – зовнiшню, що
мiстить нескiнченно вiддалену точку. Якщо S є межею областi
Ω, то пiд вектором зовнiшньої нормалi до S у точцi y ∈ S ро-
зумiтимемо одиничний вектор ν⃗y, який виходить з Ω. Крайовi
задачi в областi Ω+ називатимемо внутрiшнiми, а в областi
Ω− – зовнiшнiми.

У класичнiй постановцi внутрiшнi крайовi задачi для рiв-
няння Пуассона зводять до таких.

1) Внутрiшня задача Дiрiхле або внутрiшня перша
крайова задача для рiвняння Пуассона полягає в знаходжен-
нi функцiї u, яка належить до класу C2(Ω+) ∩ C(Ω+) i задо-
вольняє рiвняння (1) в областi Ω+, а на її межi S крайову умо-
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ву Дiрiхле

u|S = µ, µ ∈ C(S), (15)

тобто для довiльного y ∈ S справджуєть-
ся рiвнiсть lim

x→y
x∈Ω

u(x) = µ(y) (рис. 6.1).

2) Внутрiшня задача Неймана
або внутрiшня друга крайова задача

Рис. 6.1

для рiвняння Пуассона полягає в знаходженнi функцiї u з кла-
су C2(Ω+) ∩ C1(Ω+), яка задовольняє рiвняння (1) в областi
Ω+, а на її межi S крайову умову Неймана

∂ν⃗ u|S = µ, µ ∈ C(S), (16)

де ∂ν⃗ – похiдна в напрямку зовнiшньої нормалi −→ν , а рiвнiсть
(16) розумiють так само, як i в (15).

3) Внутрiшня третя крайова задача для рiвняння
Пуассона полягає в знаходженнi функцiї u з класу C2(Ω+) ∩
C1(Ω+), яка задовольняє рiвняння (1) в областi Ω+, а на її ме-
жi S третю крайову умову

(∂ν⃗ u+ αu)
∣∣∣
S
= µ, µ ∈ C(S). (17)

Аналогiчно ставляться зовнiшнi крайовi задачi, але для них
треба задавати ще поведiнку розв’язку на нескiнченностi.

4) Зовнiшня задача Дiрiхле або зовнiшня перша
крайова задача полягає в знаходженнi функцiї u з класу
C2(Ω−) ∩ C(Ω−), яка задовольняє рiвняння (1) в областi Ω−,
крайову умову (15) на її межi S, де lim

x→y

x∈Ω−

u(x) = µ(y), та умову

поведiнки u на нескiнченностi:

для n ≥ 3 lim
|x|→+∞

u(x) = 0;

для n = 2 iснує така стала M > 0, що для
будь-яких x ∈ Ω− справджується нерiвнiсть
|u(x)| ≤M.

(18)
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5) Зовнiшня задача Неймана або зовнiшня друга
крайова задача полягає в знаход-
женнi функцiї u ∈ C2(Ω−)∩C1(Ω−),
яка задовольняє рiвняння (1) в об-
ластi Ω−, на межi S крайову умо-
ву (16), де −→ν – зовнiшня нормаль
для Ω− (рис. 6.2), та умову (18) на
нескiнченностi.Рис. 6.2

6) Зовнiшня третя крайова задача полягає в знаход-
женнi функцiї u ∈ C2(Ω−)∩C1(Ω−), яка задовольняє рiвняння
(1) в областi Ω−, крайову умову (16), де −→ν – зовнiшня нормаль
для Ω−, та умову (18) на нескiнченностi.

Наведенi вище задачi є коректними, а задача Кошi для рiв-
няння Лапласа не є коректною, про що свiдчить приклад Ада-
мара, розглянутий в пунктi 3.4.5.

6.1.3 Фундаментальний розв’язок рiвняння Лапла-
са. При дослiдженнi крайових задач для рiвняння Лапла-
са та Пуассона важливу роль вiдiграє фундаментальний
розв’язок En(x, ξ) рiвняння Лапласа, який є функцiєю основ-
ної змiнної x ∈ Rn та параметричної змiнної ξ ∈ Rn, задоволь-
няє рiвняння Лапласа (2) як функцiя x при x ̸= ξ i залежить
лише вiд вiдстанi мiж точками x i ξ

r := rxξ := |x− ξ| :=

(
n∑
j=1

(xj − ξj)
2

)1/2

.

Знайдемо En для випадкiв n = 2 i n = 3.
1) Нехай n = 2. Ввiвши новi змiннi r i φ за формулами

x1 = ξ1 + r cosφ, r2 = ξ2 + r sinφ

i скориставшись формулою (5), запишемо рiвняння Лапласа у
виглядi

1

r
∂r(r∂r ũ) +

1

r2
∂2φũ = 0. (19)

Оскiльки фундаментальний розв’язок залежить лише вiд r,
то ∂2φũ = 0. Для такого розв’язку рiвняння (19) набуває
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вигляду
1

r

d

dr

(
r
dũ

dr

)
= 0.

Звiдси випливає, що r
dũ

dr
= C1, а отже, ũ(r) = C1 ln r+C2. Взяв-

ши C1 =
1

2π
, C2 = 0, одержимо фундаментальний розв’язок у

виглядi
E2(x, ξ) = − 1

2π
ln

1

r
, r ̸= 0.

2) Нехай n = 3. Якщо ввести сферичну систему координат

x1 = ξ1 + r cosφ sin θ, r2 = ξ2 + r sinφ sin θ, x3 = ξ3 + r cos θ,

то, згiдно з формулою (3), тривимiрне рiвняння Лапласа набуде
вигляду

1

r2
∂r(r

2∂rũ) +
1

r2 sin θ
∂θ(sin θ∂θũ) +

1

r2 sin θ
∂2φũ = 0.

Для випадку ũ = ũ(r) маємо
1

r2
d

dr

(
r2
dũ

dr

)
= 0, звiдки вип-

ливає, що r2
dũ

dr2
= C1, а отже, ũ = −C1

r
+ C2. Якщо C1 =

1

4π
,

C2 = 0, то ũ = − 1

4πr
, r ̸= 0, а тому

E3(x, ξ) = − 1

4πr
, r ̸= 0.

Можна довести, що у випадку n > 3

En(x, ξ) = − 1

(n− 2)ωnrn−2
, r ̸= 0,

де ωn – площа сфери одиничного радiуса в Rn.
Отже,

En(x, ξ) =


− 1

2π
ln

1

|x− ξ|
, n = 2,

− 1

(n− 2)ωn|x− ξ|n−2
, n ≥ 3, x ̸= ξ.

(20)
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Зауваження 1. Вибiр сталих множникiв у (20) зумовлений
рiвнiстю

∆xEn(x, ξ) = δ(x− ξ),
де δ – дельта-функцiя Дiрака (див. пункт 5.4.7 i [4]).

Зауваження 2. Безпосередньою перевiркою можна пере-
конатися, що функцiя En(x, ξ) при x ̸= ξ є розв’язком рiвняння
Лапласа не тiльки як функцiя x, але й як функцiя ξ, тобто

∆xEn(x, ξ) = ∆ξEn(x, ξ) = 0, x ̸= ξ, n ∈ {2, 3}.

6.2 Формули Грiна. Iнтегральне зображення
гладких функцiй

6.2.1 Перша i друга формули Грiна. Нехай в областi
Ω ⊂ R3 з кусково-гладкою межею S, заданi функцiї wj ∈
C1(Ω)∩C(Ω), j ∈ {1, 2, 3}. Тодi, як вiдомо, правильна формула
Остроградського–Ґауса∫

Ω

3∑
j=1

∂xjwj(x)dx =

∫
S

3∑
j=1

wj(x) cos(⃗̂ν, xj)dxS. (1)

Нехай маємо функцiї {u, v} ⊂ C2(Ω)∩C1(Ω). У формулi (1)
покладемо wj = u ∂xjv, тодi одержимо∫

Ω

3∑
j=1

∂xj (u ∂xjv)(x)dx =

∫
S

3∑
j=1

(u ∂xjv)(x) cos(⃗̂ν, xj)dxS =

=

∫
S

(u ∂ν⃗v)(x)dxS, (2)

бо
3∑
j=1

∂xjv cos(⃗̂ν, xj) = ∂ν⃗v(x).

Тепер за допомогою рiвностi (2) перетворимо iнтеграл∫
Ω

3∑
j=1

(∂xju ∂xjv)(x)dx =

∫
Ω

3∑
j=1

∂xj (u ∂xjv)(x)dx−
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−
∫
Ω

3∑
j=1

(u ∂2xjv)(x)dx =

∫
S

(u ∂ν⃗v)(x)dxS −
∫
Ω

(u∆v)(x)dx.

Отже, одержали формулу∫
Ω

3∑
j=1

(∂xju ∂xjv)(x)dx =

∫
S

(u ∂ν⃗v)(x)dxS −
∫
Ω

(u∆v)(x)dx, (3)

яка називається першою формулою Грiна.
Оскiльки функцiї u та v рiвноправнi, то правильною є i така

формула:∫
Ω

3∑
j=1

(∂xju ∂xjv)(x)dx =

∫
S

(v ∂ν⃗u)(x)dxS −
∫
Ω

(v∆u)(x)dx. (4)

Iз рiвностей (3) i (4) випливає формула∫
Ω

(u∆v − v∆u)(x)dx =

∫
S

(
u ∂ν⃗v − v ∂ν⃗u

)
(x)dxS. (5)

Ця формула називається другою формулою Грiна.
Зауважимо, що формула (5) правильна й тодi, коли Ω – ба-

гатозв’язна область, але iнтеграл у правiй частинi треба брати
по повнiй межi цiєї областi.

6.2.2 Формули iнтегрального зображення гладких
функцiй. За допомогою формули (5) можна одержати iнте-
гральне зображення довiльної гладкої функцiї.

Теорема 6.1. Для довiльної функцiї u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)
правильне зображення

u(x) =
1

4π

∫
S

(1
r
∂ν⃗u(ξ)− u(ξ)∂ν⃗

(1
r

))
dξS−

− 1

4π

∫
S

1

r
∆ξu(ξ)dξ, x ∈ Ω, (6)
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де r := |x− ξ|.
J Застосуємо формулу (5) до заданої функцiї u i функцiї

v =
1

r
. Оскiльки v → +∞ при ξ → x, то безпосередньо за-

стосовувати цю формулу не можна. Тому розглянемо довiльно
фiксовану точку x ∈ Ω, оточимо її кулею Kε(x) малого радiуса
ε i запишемо формулу (5) для областi Ωε := Ω \Kε(x), межею
якої є S ∪ Sε (рис. 6.3). Маємо

∫
Ωε

(
u∆ξ

(1
r

)
− 1

r
∆ξu

)
(ξ)dξ =

=

∫
S

(
u ∂ν⃗

(1
r

)
− 1

r
∂ν⃗u
)
(ξ)dξS+

+

∫
Sε

(
u ∂ν⃗

(1
r

)
− 1

r
∂ν⃗u
)
(ξ)dξSε. (7)Рис. 6.3

Оскiльки в областi Ωε ξ ̸= x, то

∆ξ

(1
r

)
= 0, ξ ∈ Ωε. (8)

Розглянемо iнтеграл по Sε iз формули (7) i перетворимо

його. Оскiльки ∂ν⃗
(1
r

)∣∣∣
Sε

= −∂r
(1
r

)∣∣∣
r=ε

=
1

ε2
, то за допомогою

теореми про середнє значення для iнтеграла маємо∫
Sε

(
u ∂ν⃗

(1
r

))
(ξ)dξSε =

1

ε2

∫
Sε

u(ξ)dξSε =

=
1

ε2
u(ξ)4πε2 = 4πu(ξ) −→ 4πu(x) при ε→ 0. (9)

Аналогiчно одержуємо∫
Sε

(1
r
∂ν⃗u
)
(ξ)dξSε =

1

ε

∫
Sε

∂ν⃗u(ξ)dξSε =
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=
1

ε
∂ν⃗u(ξ) · 4πε2 = 4πε ∂ν⃗u(ξ) → 0 при ε→ 0. (10)

У рiвностi (7) перейдемо до границi при ε→ 0. Згiдно з (9)
i (10) права частина в (7) має границю, бо перший iнтеграл не
залежить вiд ε, а другий прямує до 4πu(x). Тому має грани-
цю й лiва частина, причому, з урахуванням (8), справджується
рiвнiсть

−
∫
Ω

(1
r
∆ξu

)
(ξ)dξ =

∫
S

(
u ∂ν⃗

(1
r

)
− 1

r
∂ν⃗u
)
(ξ)dξS + 4πu(x).

Звiдси випливає формула (6). I
Теорема 6.2. Якщо u – розв’язок рiвняння Лапласа в об-

ластi Ω з класу C1(Ω), то правильне зображення

u(x) =
1

4π

∫
S

(1
r
∂ν⃗u(ξ)− u(ξ)∂ν⃗

(1
r

))
dξS, x ∈ Ω. (11)

J Формула (11) випливає з (6), якщо врахувати те, що
∆ξu(ξ) = 0, ξ ∈ Ω. I

6.3 Означення та властивостi гармонiчних функцiй

6.3.1 Означення гармонiчних функцiй. Функцiя u на-
зивається гармонiчною в областi Ω, якщо вона задовольняє
такi умови:

1) u ∈ C2(Ω); 2) ∆u = 0 в Ω.
Зауважимо, що не всi розв’язки рiвняння Лапласа є гар-

монiчними функцiями. Наприклад, функцiя

u(x1, x2) =

{
Re exp

{
− 1

z4

}
, z = x1 + ix2 ̸= 0,

0, z = 0,

скрiзь в R2 задовольняє рiвняння Лапласа, але ця функцiя в
точцi (0, 0) розривна.

6.3.2 Основнi властивостi гармонiчних функцiй. Ви-
користовуючи iнтегральне зображення гармонiчної функцiї i
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формули Грiна, вивчимо найпростiшi властивостi гармонiчних
функцiй.

10 (нескiнченна диференцiйовнiсть). Якщо функцiя u
гармонiчна в областi Ω, то вона нескiнченно диференцiйовна
в цiй областi, тобто u ∈ C∞(Ω).

J Досить довести, що u ∈ C∞(Ω0) для будь-якої строго
внутрiшньої пiдобластi Ω0 областi Ω. Розглянемо пiдобласть
Ω1 з межею S1 таку, що Ω0 ⊂ Ω1, Ω1 ⊂ Ω (рис. 6.4).

Згiдно з формулою (11) з пунк-
ту 6.2.2 маємо для x ∈ Ω0

u(x) =
1

4π

∫
S1

(1
r
∂ν⃗u(ξ)−

−u(ξ)∂ν⃗
(1
r

))
dξS1.

Iнтеграл у правiй частинi цiєї
рiвностi є власним iнтегралом, за-Рис. 6.4

лежним вiд параметра x. Оскiльки для x ∈ Ω0 i ξ ∈ S1
r := |x − ξ| ≥ d > 0, то пiдiнтегральна функцiя неперервно
диференцiйовна довiльне число разiв за x, а тому допустиме
диференцiювання цього iнтеграла пiд знаком iнтеграла будь-
яке число разiв за x. I

20 (iнтеграл вiд нормальної похiдної). Якщо гармонiч-
на в областi Ω функцiя u ∈ C1(Ω), то iнтеграл вiд нормальної
похiдної вiд u по S дорiвнює нулю, тобто∫

S

∂ν⃗u(ξ)dξS = 0. (1)

J Формула (1) випливає з першої формули Грiна (4) з пунк-
ту 6.2.1, якщо в нiй покласти v = 1. I

Наслiдок. Для розв’язностi внутрiшньої задачi Неймана
для рiвняння Лапласа

∆u(x) = 0, x ∈ Ω, ∂ν⃗yu
∣∣∣
S
= µ(y), y ∈ S,
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необхiдне виконання умови∫
S

µ(ξ)dξS = 0. (2)

Зауваження. Можна довести [13, c. 254], що умова (2) є
необхiдною i для розв’язностi зовнiшньої задачi Неймана в R2.
У випадку R3 ця умова не є необхiдною.

30 (про середнє арифметичне гармонiчної функцiї).
Якщо функцiя u гармонiчна в кулi KR(x) i неперервна в за-
мкненiй кулi KR(x), то середнє значення функцiї u на сферi
SR(x) дорiвнює її значенню в центрi сфери, тобто

u(x) =
1

4πR2

∫
SR(x)

u(ξ)dξSR. (3)

J Очевидно, що для довiльного R1 < R функцiя u ∈
C1(KR1(x)) (рис. 6.5), а тому для неї правильне iнтегральне
зображення (11) з пункту 6.2.2:

u(x) =
1

4π

∫
SR1

(x)

(1
r
∂ν⃗u(ξ)−

−u(ξ) ∂ν⃗
(1
r

))
dξSR1 . (4)

Обчислимо iнтеграли з правої ча-
стини формули (4). Згiдно з вла-
стивiстю 20 маємоРис. 6.5

∫
SR1

(x)

1

r
∂ν⃗u(ξ)dξSR1 =

1

R1

∫
SR1

(x)

∂ν⃗u(ξ)dξSR1 = 0.

Оскiльки ∂ν⃗
(1
r

)∣∣∣
SR1

(x)
= ∂r

(1
r

)∣∣∣
r=R1

= − 1

R2
1

, то∫
SR1

(x)

u(ξ)∂ν⃗

(1
r

)
dξSR1 = − 1

R2
1

∫
SR1

(x)

u(ξ)dξSR1 .
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Тому одержуємо для довiльного R1 ∈ (0, R) рiвнiсть

u(x) =
1

4πR2
1

∫
SR1

(x)

u(ξ)dξSR1 ,

з якої пiсля переходу до границi при R1 → R випливає формула
(3). I

Наслiдок. Оскiльки формула (3) правильна для довiльного
ρ ∈ (0, R), тобто справджується рiвнiсть

4πρ2u(x) =

∫
Sρ(x)

u(ξ)dξSρ, ρ ∈ (0, R),

то, зiнтегрувавши цю рiвнiсть за ρ вiд 0 до R, одержимо

4πR3

3
u(x) =

∫
KR(x)

u(ξ)dξ

або
u(x) =

3

4πR3

∫
KR(x)

u(ξ)dξ. (5)

Права частина формули (5) визначає середнє значення гар-

монiчної функцiї по кулi KR(x), бо
3

4πR3
=

1

|KR(x)|
, де |KR(x)|

– об’єм кулi.
40 (принцип максимуму). Якщо функцiя u гармонiчна в

обмеженiй областi Ω i неперервна в Ω, то вона або стала в
Ω, або своїх найбiльшого i найменшого в Ω значень досягає на
межi S областi Ω.

J Нехай твердження властивостi не справджується i деяка
гармонiчна функцiя, яка не дорiвнює тотожно сталiй, досягає
свого максимального в Ω значення в деякiй внутрiшнiй точцi
x0 ∈ Ω . Розглянемо кулю KR0(x

0) ⊂ Ω (рис. 6.6) i використає-
мо формулу (5):

u(x0) =
3

4πR3
0

∫
KR0

(x0)

u(ξ)dξ
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або

3

4πR3
0

∫
KR0

(x0)

(u(x0)− u(ξ))dξ = 0,

бо
∫

KR0
(x0)

dξ =
4πR3

0

3
. Оскiльки

Рис. 6.6
функцiя u неперервна i u(x0)−u(ξ) ≥ 0, ξ ∈ KR0(x

0), то u(ξ)−
u(x0) = 0 або u(ξ) = u(x0), ξ ∈ KR0(x

0).
Нехай тепер y – довiльна точка областi Ω. Доведемо, що

u(y) = u(x0), тобто задана гар-
монiчна функцiя є сталою в Ω.
Сполучимо точки x0 i y кри-
вою L, вiдстань вiд якої до по-
верхнi S не менша деякого чис-
ла d > 0 (рис. 6.7). Позначи-
мо через x1 точку перетину L
з SR0(x

0). Функцiя u в точцi x1

набуває, згiдно з доведеним ви-
ще, максимального в Ω значен-
ня M := u(x0). Тодi iснує куляРис. 6.7

KR1(x
1) ⊂ Ω, в якiй u = M . Позначимо через x2 точку пе-

ретину кривої L зi сферою SR1(x
1), яка розташована ближче

до y нiж x0. Повторивши попереднi мiркування, одержимо, що
u = M в крузi KR2(x

2). Через скiнченну кiлькiсть крокiв, яка
залежить вiд дiаметра областi Ω та числа d, точка y попаде в
одну з таких куль i, отже, u(y) =M .

Доведення для випадку найменшого в Ω значення m функ-
цiї u випливає з попереднього, якщо розглянути функцiю −u,
для якої −m є найбiльшим значенням. I

6.3.3 Наслiдки з принципу максимуму для гар-
монiчних функцiй. Наведемо деякi наслiдки з принципу
максимуму для розв’язкiв рiвнянь Лапласа та Пуассона.

Теорема 6.3 (єдинiсть розв’язку внутрiшньої задачi
Дiрiхле). Внутрiшня задача Дiрiхле не може мати бiльше
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одного розв’язку.
J Внутрiшня задача Дiрiхле полягає в знаходженнi функ-

цiї u ∈ C2(Ω+) ∩C(Ω+), яка задовольняє рiвняння ∆u = f в Ω

i крайову умову u
∣∣∣
S
= µ.

Доведення проведемо вiд супротивного. Нехай є два
розв’язки цiєї задачi u1 i u2. Тодi u := u1−u2 ∈ C2(Ω+)∩C(Ω+)
i задовольняються умови

∆u = 0, u|S = 0.

Отже, u – гармонiчна функцiя в Ω+ i неперервна в Ω+. Згiдно
з принципом максимуму u досягає своїх найбiльшого i наймен-
шого значень в Ω+ на межi S, якi дорiвнюють нулю. Тому u = 0
в Ω+. I

Теорема 6.4 (єдинiсть розв’язку зовнiшньої задачi
Дiрiхле). Зовнiшня задача Дiрiхле не може мати бiльше од-
ного розв’язку.

J Треба довести, що задача про знаходження функцiї u ∈
C2(Ω−) ∩ C(Ω−), яка задовольняє такi умови: ∆u = 0 в Ω−,
u
∣∣∣
S
= 0, lim

|x|→+∞
u(x) = 0, коли n ≥ 3, або |u(x)| ≤ M , x ∈ Ω−,

коли n = 2, має тiльки нульовий розв’язок. Нехай це не так i
для деякої точки x0 ∈ Ω− маємо u(x0) = α > 0. Розглянемо
випадок n ≥ 3. З умови lim

|x|→+∞
u(x) = 0 випливає, що iснує

число R > 0 таке, що Ω ⊂ KR(0),
|u(x)| < α

2
, x ∈ SR(0), R > |x0|

(рис. 6.8). В обмеженiй областi Ω−∩
KR(0) u є гармонiчною i до неї
можна застосувати принцип макси-
муму, згiдно з яким y цiй областi
0 < u <

α

2
, а це суперечить тому,

що u(x0) = α. IРис.6.8
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Теорема 6.5 (неперервна залежнiсть розв’язку внут-
рiшньої задачi Дiрiхле вiд крайової функцiї). Нехай
функцiя u гармонiчна в Ω+, неперервна в Ω+ i u|S = µ,
µ ∈ C(S). Тодi як тiльки для довiльно взятого ε > 0 |µ(y)| < ε,
y ∈ S, то |u(x)| < ε, x ∈ Ω+.

J Оскiльки −ε < µ(y) < ε, y ∈ S, то згiдно з принципом
максимуму −ε < u(x) < ε, x ∈ Ω+, а це й означає неперервну
залежнiсть розв’язку вiд крайової функцiї. I

Теорема 6.6 (про усувну особливiсть). Якщо u гар-
монiчна в Ω \ {x0} та обмежена в проколотому околi точ-
ки x0, то функцiю u можна довизначити так, що вона буде
гармонiчною в Ω.

J Доведення є в книзi [16]. I
Зауваження про множину розв’язкiв внутрiшньої

задачi Неймана для рiвняння Пуассона. Розглянемо внут-
рiшню задачу Неймана

∆u = f в Ω+, ∂ν⃗u
∣∣∣
S
= µ. (6)

Очевидно, що коли u – розв’язок задачi (6), то v = u + C, де
C – довiльна стала, також є розв’язком цiєї задачi. Нехай u1,
u2 – розв’язки задачi (6), тодi u1 − u2 = C, C – деяка стала.
Справдi, функцiя u := u1 − u2 є розв’язком задачi

∆u = 0, ∂ν⃗u
∣∣∣
S
= 0. (7)

Вiзьмемо в першiй формулi Грiна (3) з пункту 6.2.1 v = u i
скористаємося (7). Тодi∫

Ω+

3∑
j=1

(∂xju(x))
2dx = 0,

а тому ∂xju = 0 в Ω+, j ∈ {1, 2, 3}, звiдки випливає, що u = C
в Ω+.
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6.4 Функцiя Грiна крайових задач для рiвняння
Лапласа

6.4.1 Означення функцiї Грiна задачi Дiрiхле. Нехай
задано обмежену область Ω ⊂ R3 з гладкою межею S i функ-
цiю u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω). Для такої функцiї правильна формула
(теорема 6.1)

u(x) =
1

4π

∫
S

( 1

rxξ
∂ν⃗ξu(ξ)− u(ξ)∂ν⃗ξ

( 1

rxξ

))
dξS−

− 1

4π

∫
Ω

1

rxξ
∆ξu(ξ)dξ, x ∈ Ω, (1)

де rxξ := |x− ξ|.
Якщо u гармонiчна в Ω, то ∆ξu(ξ) = 0, ξ ∈ Ω, i рiвнiсть (1)

дає iнтегральне зображення гармонiчної функцiї u в областi Ω,
якщо вiдомi u|S i ∂ν⃗ξu

∣∣∣
S
, а саме

u(x) =
1

4π

∫
S

( 1

rxξ
∂ν⃗ξu(ξ)− u(ξ)∂ν⃗ξ

( 1

rxξ

))
dξS, x ∈ Ω. (2)

Оскiльки в задачi Дiрiхле на межi задається u|S , а значення
∂ν⃗ξu

∣∣∣
S

не вiдоме, то виникає запитання, чи не можна перетво-

рити (2) так, щоб позбутися виразу з ∂ν⃗ξu
∣∣∣
S
.

Розглянемо гармонiчну стосовно змiнної ξ в Ω функцiю
g(x, ·) ∈ C1(Ω), залежну вiд параметричної точки x. Застосу-
вавши до функцiй u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) i g(x, ·) другу формулу
Грiна (формулу (5) з пункту 6.2.1), дiстанемо

0 =

∫
S

(
g(x, ξ)∂ν⃗ξu(ξ)− u(ξ)∂ν⃗ξg(x, ξ)

)
dξS −

∫
Ω

g(x, ξ)∆ξu(ξ)dξ,

x ∈ Ω. (3)
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Додамо лiвi i правi частини рiвностей (1) i (3). Тодi одержимо

u(x) =

∫
S

(
G(x, ξ)∂ν⃗ξu(ξ)− u(ξ)∂ν⃗ξG(x, ξ)

)
dξS−

−
∫
Ω

G(x, ξ)∆ξu(ξ)dξ, x ∈ Ω, (4)

де
G(x, ξ) :=

1

4πrxξ
+ g(x, ξ), x ∈ Ω, ξ ∈ Ω, x ̸= ξ. (5)

Якщо тепер пiдiбрати функцiю g так, щоб G(x, ·)|S = 0, то
тодi позбудемося в (4) доданка з ∂ν⃗ξu

∣∣∣
S
.

Означення 1. Функцiя G(x, ξ), x ∈ Ω, ξ ∈ Ω, x ̸= ξ, нази-
вається функцiєю Грiна задачi Дiрiхле для рiвняння Ла-
пласа в областi Ω, якщо:

1) як функцiя ξ G гармонiчна скрiзь в областi Ω, за винят-
ком точки x, причому G(x, ξ) → +∞ при ξ → x ∈ Ω;

2) на межi S областi Ω задовольняється умова
G(x, ξ)|ξ∈S = 0, x ∈ Ω;

3) скрiзь в Ω G зображується у виглядi (5), де g(x, ξ) є
гармонiчною як функцiя ξ при кожному фiксованому x ∈ Ω i
g(x, ·) ∈ C1(Ω).

Якщо в (4) G є функцiєю Грiна, то для довiльної функцiї
u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) правильна формула

u(x) = −
∫
S

u(x)∂ν⃗ξG(x, ξ)dξS −
∫
Ω

G(x, ξ)∆ξu(ξ)dξ, x ∈ Ω. (6)

З формули (6) випливають наступнi очевиднi наслiдки, за
умови, що iснує функцiя Грiна G.

Наслiдок 1. Нехай u – розв’язок внутрiшньої задачi Дiрiх-
ле для рiвняння Пуассона

∆u = f в Ω, u|S = µ,
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який належить до C1(Ω), тодi правильне зображення

u(x) = −
∫
S

µ(ξ)∂ν⃗ξG(x, ξ)dξS −
∫
Ω

G(x, ξ)f(ξ)dξ, x ∈ Ω. (7)

Наслiдок 2. Якщо u – розв’язок внутрiшньої задачi Дiрiх-
ле для рiвняння Лапласа

∆u = 0 в Ω, u|S = µ,

який належить до C1(Ω), то правильна формула

u(x) = −
∫
S

µ(ξ)∂ν⃗ξG(x, ξ)dξS, x ∈ Ω. (8)

Зауваження 1. При виведеннi формул (7) i (8) припуска-
лося, що розв’язок u ∈ C1(Ω). Можна довести, що вони пра-
вильнi й у випадку, коли u ∈ C(Ω), якщо S є поверхнею Ляпу-
нова, тобто має певну гладкiсть.

6.4.2 Властивостi функцiї Грiна задачi Дiрiхле. На-
ведемо основнi властивостi функцiї Грiна G.

10. Для довiльних x ∈ Ω функцiя G є гармонiчною як функ-
цiя ξ в Ω \ {x}, тобто

∆ξG(x, ξ) = 0, ξ ∈ Ω \ {x}.

20. Побудова функцiї Грiна зводиться до розв’язування
внутрiшньої задачi Дiрiхле

∆ξg(x, ξ) = 0, ξ ∈ Ω, (9)

g(x, ξ)|ξ∈S = − 1

4πrxξ

∣∣∣
ξ∈S

, x ∈ Ω. (10)

30. Якщо функцiя Грiна iснує, то вона єдина.
J Припустимо, що є двi функцiї Грiна G1 i G2:

Gj(x, ξ) =
1

4πrxξ
+ gj(x, ξ), x ∈ Ω, ξ ∈ Ω \ {x}, j ∈ {1, 2}.
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Тодi функцiя

g(x, ξ) := G1(x, ξ)−G2(x, ξ) = g1(x, ξ)− g2(x, ξ),

x ∈ Ω, ξ ∈ Ω \ {x},

як функцiя ξ гармонiчна в Ω i g(x, ξ)|ξ∈S = 0, x ∈ Ω. Згiдно з
теоремою 6.3, маємо, що g(x, ξ) = 0, x ∈ Ω, ξ ∈ Ω \ {x}, тобто
G1 = G2. I

40. Функцiя Грiна задовольняє нерiвностi

0 < G(x, ξ) <
1

4πrxξ
, x ∈ Ω, ξ ∈ Ω \ {x}. (11)

J Нехай x –довiльно фiксована точка з Ω. Оскiльки
G(x, ξ) → +∞ при ξ → x, то iснує сфера Sδ1(x) ⊂ Ω така,
що G(x, ξ)|ξ∈Sδ1

(x) > 0 (рис. 6.9). Згiдно з означенням функцiї
Грiна G(x, ξ)|ξ∈S = 0. Звiдси на пiдставi принципу максимуму
маємо 0 < G(x, ξ), ξ ∈ Ωδ1 := {ξ ∈ Ω \Kδ1(x)}. Очевидно, що
для довiльного δ < δ1 правильна нерiвнiсть 0 < G(x, ξ), ξ ∈ Ωδ,

а тому

0 < G(x, ξ), ξ ∈ Ω \ {x}.

Права нерiвнiсть в (11) одер-
жується, коли скористатися рiв-
нiстю (5) i застосувати принцип
максимуму до функцiї g, яка є
розв’язком задачi (9), (10), звiдкиРис. 6.9

випливає, що g(x, ξ) < 0, x ∈ Ω, ξ ∈ Ω \ {x}. I
50. Функцiя Грiна симетрична, тобто G(x, ξ) = G(ξ, x),

{x, ξ} ⊂ Ω, x ̸= ξ.
J Довiльно зафiксуємо двi точки x i ξ з областi Ω, причому

x ̸= ξ. Розглянемо кулi Kδ(x) i Kδ(ξ) такi, що вони належать до
Ω i не перетинаються (рис. 6.10). Нехай Ωδ := Ω \ {Kδ ∪Kδ(ξ)}.
Розглянемо функцiї u(y) = G(x, y) i v(y) = G(ξ, y), y ∈ Ωδ, якi
гармонiчнi в цiй областi. Застосуємо до них в Ωδ другу формулу
Грiна (формулу (5) з пункту 6.2.1), врахувавши те, що u i v –
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це функцiї Грiна. Тодi одержи-
мо ∫

Sδ(x)

(
G(x, y)∂ν⃗yG(ξ, y)−

−G(ξ, y)∂ν⃗yG(x, y)
)
dySδ+

+

∫
Sδ(ξ)

(
G(x, y)∂ν⃗yG(ξ, y)−

−G(ξ, y)∂ν⃗yG(x, y)
)
dySδ = 0.

Якщо перейти в цiй рiвностi доРис. 6.10
границi при δ → 0, то, як доведено в [13, c. 291-293], одержимо
рiвнiсть G(x, ξ) = G(ξ, x). I

Зауваження 2. З означення функцiї Грiна та властивостi
50 випливає, що функцiя Грiна задовольняє рiвняння Лапласа
за координатами кожної точки при фiксованiй другiй точцi,
тобто
∆ξG(x, ξ) = 0, ξ ∈ Ω \ {x}, де x – довiльно фiксована точка Ω;
∆xG(x, ξ) = 0, x ∈ Ω \ {ξ}, де ξ – довiльно фiксована точка Ω.

Зауваження 3. Поняття функцiї Грiна задачi Дiрiхле по-
ширюється i на iншi крайовi задачi.

Розглянемо задачу

∆u(x) = f(x), x ∈ Ω,(
αu(x) + β∂ν⃗yu(x)

)∣∣∣
x∈S

= µ(y), y ∈ S, (12)

де Ω – двовимiрна або тривимiрна область з межею S; ν⃗ – зов-
нiшня нормаль до S. При α = 1, β = 0 маємо першу крайову
задачу або задачу Дiрiхле, при α = 0, β = 1 – другу крайо-
ву задачу або задачу Неймана, а при αβ > 0 – третю крайову
задачу.

Означення 2. Функцiєю Грiна (функцiєю джерела,
впливу) задачi (12) називається функцiя G(x, ξ), {x, ξ} ⊂ Ω,
x ̸= ξ, яка задовольняє такi умови:
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1) як функцiя ξ G є гармонiчною в областi Ω \ {x} i при
ξ → x G(x, ξ) → +∞;

2) G задовольняє крайову умову

(αG(x, ξ) + β∂ν⃗ξG(x, ξ))
∣∣∣
ξ∈S

= 0, x ∈ Ω;

3) в областi Ω функцiя G допускає зображення:
а) для Ω ⊂ R3

G(x, ξ) =
1

4πrxξ
+ g(x, ξ), x ∈ Ω, ξ ∈ Ω \ {x},

б) для Ω ⊂ R2

G(x, ξ) =
1

2π
ln

1

rxξ
+ g(x, ξ), x ∈ Ω, ξ ∈ Ω \ {x},

де g як функцiя ξ є гармонiчною функцiєю в Ω.
При вiдповiднiй гладкостi поверхнi S та функцiй f i µ

розв’язок першої, другої i третьої крайових задач для триви-
мiрного випадку записується вiдповiдно у виглядi

u(x) = −
∫
S

∂ν⃗ξG(x, ξ)µ(ξ)dξS −
∫
Ω

G(x, ξ)f(ξ)dξ, x ∈ Ω, (13)

u(x) =

∫
S

G(x, ξ)µ(ξ)dξS −
∫
Ω

G(x, ξ)f(ξ)dξ, x ∈ Ω, (14)

i

u(x) =

∫
S

G(x, ξ)
µ(ξ)

β
dξS −

∫
Ω

G(x, ξ)f(ξ)dξ, x ∈ Ω. (15)

Аналогiчнi формули правильнi й у випадку площини.
Зауваження 4. Щодо функцiї Грiна задачi Неймана i

розв’язку цiєї задачi, вираженого формулою (14), треба зроби-
ти таке застереження. Рiч у тому, що для випадку обмежених
областей функцiя Грiна другої крайової задачi, в зазначеному
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вище розумiннi, не iснує, бо не виконується, взагалi кажучи,

умова
∫
S

∂ν⃗ξG(x, ξ)dξS = 0. Iснування такої функцiї можливе

лише для областей, межа яких мiстить нескiнченно вiддале-
ну точку. Tому, щоб формула (14) визначала розв’язок зада-
чi Неймана i для випадку обмеженої областi, узагальнимо по-
няття функцiї Грiна другої крайової задачi. Пiд узагальненою
функцiєю Грiна G задачi Неймана для обмеженої просторової
областi Ω розумiтимемо функцiю (5) з g, яка при кожному фiк-
сованому x ∈ Ω є розв’язком задачi

∆ξg(x, ξ) = 0, ξ ∈ Ω, ∂ν⃗ξg(x, ξ)
∣∣∣
ξ∈S

= − 1

P
− ∂ν⃗ξ

( 1

4πrxξ

)∣∣∣
ξ∈S

,

де P – площа межi S областi Ω.
Якщо Ω ⊂ R2, то g повинна бути розв’язком задачi

∆ξg(x, ξ) = 0, ξ ∈ Ω, ∂ν⃗ξg(x, ξ)
∣∣∣
ξ∈Γ

= −1

l
− ∂ν⃗ξ

( 1

2π
ln

1

rxξ

)∣∣∣
ξ∈Γ

,

де l – довжина межi Γ областi Ω.
Зауваження 5. Як i у властивостi 50 функцiї Грiна зада-

чi Дiрiхле можна довести симетричнiсть функцiї Грiна задачi
(12).

6.4.3 Побудова функцiї Грiна задачi Дiрiхле для рiв-
няння Лапласа в кулi. Розглянемо внутрiшню задачу Дiрiх-
ле в кулi KR(x

0) з межею SR(x
0)

∆u = 0, в KR(x
0), (16)

u|SR(x0) = µ, (17)

де µ ∈ C(SR(x
0)), i побудуємо її функцiю Грiна за допомогою

методу вiдображень.
Нехай x := (x1, x2, x3) – фiксована точка з KR(x

0), а
ξ := (ξ1, ξ2, ξ3) – довiльна точка з R3. Вiзьмемо точку x1 :=
(x11, x

1
2, x

1
3), iнверсну до точки x вiдносно сфери SR(x0), тобто

ρρ1 = R2, (18)
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де ρ := |x − x0|, ρ1 := |x1 − x0|.
Точки x i x1 лежать на променi,
що виходить з центра кулi x0

(рис. 6.11).
Нехай r := |x − ξ|, r1 :=

|x1−ξ|. Розглянемо випадок, ко-
ли ξ ∈ SR(x

0). Оскiльки з (18)

випливає, що
ρ

R
=

R

ρ1
, то три-

кутники △x0x1ξ i △x0xξ подiб-Рис. 6.11
нi, бо мають спiльний кут, а сторони, якi утворюють цей кут,
пропорцiйнi. Тому

r

r1
=
ρ

R

або
1

r
=
R

ρ
· 1

r1
.

Якщо помножити цю рiвнiсть на
1

4π
, то матимемо

1

4πr
− R

4πρr1
= 0, ξ ∈ SR(x

0). (19)

Тепер розглянемо функцiю

G(x, ξ) :=
1

4πr
− R

4πρr1
, x ∈ KR(x0), ξ ∈ KR(x0), x ̸= ξ. (20)

Очевидно, що це i є функцiя Грiна задачi Дiрiхле. Справдi,

правильним є зображення (5), де g(x, ξ) := − R

4πρr1
як функцiя

ξ гармонiчнa в KR(x
0) i, крiм того, згiдно з (19)

G(x, ξ)|ξ∈SR(x0) =
( 1

4πr
− R

4πρr1

)∣∣∣
ξ∈SR(x0)

= 0.

6.4.4 Iнтегральне зображення розв’язку задачi (16),
(17). Iнтеграл i ядро Пуассона. Нехай u є розв’язком задачi
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(16), (17) з простору C1(KR(x0)). Згiдно з наслiдком 2 з пункту
6.4.1 цей розв’язок зображується у виглядi (8), тобто

u(x) = −
∫

SR(x0)

∂ν⃗ξ

( 1

4πr
− R

4πρr1

)
µ(ξ)dξSR, x ∈ KR(x

0). (21)

Обчислимо ∂ν⃗ξ
( 1

4πr
− R

4πρr1

)
. Ураховуючи те, що напрям

ν⃗ξ збiгається з напрямом радiуса −→r (рис. 6.12), а r =
( 3∑
i=1

(ξi −

xi)
2
)1/2

i
ξj − xj
r

= cos(ξ̂j ,−→r ), маємо

∂ν⃗ξ

(1
r

)
=

3∑
j=1

∂ξj

(1
r

)
cos(̂⃗νξ, ξj) =

3∑
j=1

(
− 1

r2

) 1

2r
2(ξj − xj)×

× cos(̂⃗νξ, ξj) = − 1

r2

3∑
j=1

cos(̂⃗νξ, ξj) cos(ξ̂j ,−→r ) = − 1

r2
cos(̂⃗νξ,−→r ).

Аналогiчно

∂ν⃗ξ

( 1

r1

)
= − 1

r21
cos(⃗̂νξ,

−→r 1).

З △x0ξx згiдно з теоремою коси-
нусiв одержуємо

>Y ]

x0 x1

ν⃗ξ
−→r

−→r 1

R α

ξ

ρ
ρ1x

r
r1

Рис.6.12

cos(̂⃗νξ,−→r ) = cosα =
R2 − ρ2 + r2

2Rr
,

а з △x0ξx1 –

cos(⃗̂νξ,
−→r 1) =

R2 − ρ21 + r21
2Rr1

.

Тому

∂ν⃗ξ

(1
r

)
= − 1

2R

R2 + r2 − ρ2

r3
,

∂ν⃗ξ

( 1

r1

)
= − 1

2R

R2 + r21 − ρ21
r31

, (22)
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а отже,

∂ν⃗ξ

( 1

4πr
− R

4πρr1

)
= − 1

8πR

(R2 + r2 − ρ2

r3
− R

ρ
×

×R
2 + r21 − ρ21

r31

)
= − 1

8πR

(R2 − ρ2

r3
+

1

r
− R

ρr1
−

−R(R
2 − ρ21)

ρr31

)
= − 1

8πR

(R2 − ρ2

r3
+

1

r
−

− Rρ

ρRr
− Rρ3

ρR3r3

(
R2 − R4

ρ2

))
= −R

2 − ρ2

4πRr3
,

оскiльки ρ1 =
R2

ρ
i

1

r1
=

ρ

Rr
. Звiдси i з (21) випливає така

формула для зображення розв’язку задачi (16), (17):

u(x) =

∫
SR(x0)

G1(x, ξ)µ(ξ)dξSR, x ∈ KR(x
0), (23)

де

G1(x, ξ) :=
R2 − ρ2

4πRr3
(24)

або

G1(x, ξ) :=
R2 − |x− x0|2

4πR |x− ξ|3
, x ∈ KR(x

0), ξ ∈ SR(x
0). (25)

Формула (23) називається формулою Пуассона, iнтеграл
в нiй – iнтегралом Пуассона, а функцiя G1 – ядром Пуас-
сона.

Ядро Пуассона має наступнi властивостi .

10. Функцiя G1 є розв’язком рiвняння Лапласа, тобто
∆xG1(x, ξ) = 0, x ∈ KR(x

0), ξ ∈ SR(x
0).

J Оскiльки ∆x

(1
r

)
= 0, x ̸= ξ, i згiдно з (22)

R2 + r2 − ρ2

r3
= −2R∂ν⃗ξ

(1
r

)
,
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то

∆xG1(x, ξ) =
1

4πR
∆x

(R2 − ρ2

r3

)
=

1

4πR

(
∆x

(R2 + r2 − ρ2

r3

)
−

−∆x

(1
r

))
=

1

4πR
∆x

(
− 2R∂ν⃗ξ

(1
r

))
= − 1

2π
∂ν⃗ξ∆x

(1
r

)
= 0. I

20. Справджується рiвнiсть∫
SR(x0)

G1(x, ξ)dξSR = 1, x ∈ KR(x
0). (26)

J Розглянемо задачу (16), (17) з µ = 1. Очевидно, що u = 1
є розв’язком цiєї задачi, для якого, як вище доведено, правиль-
ною є формула (23), тобто формула (26). I

6.4.5 Однозначна розв’язнiсть задачi (16), (17). До-
ведемо, що формула (23) визначає розв’язок задачi (16), (17),
якщо µ ∈ C(SR(x

0)). Для цього треба переконатися, що iнте-
грал з (23) задовольняє рiвняння (16) i крайову умову (17).

Якщо x ∈ KR(x
0), а ξ ∈ SR(x

0), то r > 0 i iнтеграл з (23) є
власним iнтегралом, залежним вiд параметра x. Тому згiдно з
властивiстю 10 функцiї G1 маємо, що ∆u = 0 в KR(x

0), тобто
iнтеграл Пуассона є розв’язком рiвняння Лапласа в KR(x

0).
Тепер доведемо, що iнтеграл Пуассона (23) задовольняє

крайову умову (17), тобто

lim
KR(x0)∋x→y

u(x) = µ(y),

y ∈ SR(x
0). (27)

Нехай y ∈ SR(x
0), δ > 0, K2δ(y) –

куля з центром у точцi y i радiуса 2δ,
σ2δ := SR(x

0)∩K2δ(y) (рис. 6.13). Роз-
глянемо рiзницю u(x)−µ(y) i запише-

Рис. 6.13

мо її, скориставшись рiвностями (23) i (26), у виглядi

u(x)−µ(y) =
∫

SR(x0)

G1(x, ξ)µ(ξ)dξSR−
∫

SR(x0)

G1(x, ξ)µ(y)dξSR =
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=

∫
SR(x0)

G1(x, ξ)(µ(ξ)− µ(y))dξSR =

∫
σ2δ

G1(x, ξ)(µ(ξ)−

−µ(y))dξσ2δ +
∫

SR(x0)\σ2δ

G1(x, ξ)(µ(ξ)− µ(y))dξSR =

=: J1 + J2. (28)

Оскiльки нас цiкавить випадок, коли точка x близька до
точки y, то вважатимемо, що x ∈ Kδ(y), а δ досить мале. Вiзь-
мемо довiльно ε > 0 i, скориставшись неперервнiстю функцiї
µ, виберемо δ > 0 так, щоб |µ(ξ)− µ(y)| < ε/2, ξ ∈ σ2δ. Тодi за
допомогою рiвностi (26)

|J1| ≤
ε

2

∫
σ2δ

G1(x, ξ)dξσ2δ ≤
ε

2

∫
SR(x0)

G1(x, ξ)dξSR =
ε

2
. (29)

В iнтегралi J2 ξ ∈ SR(x
0) \ σ2δ, x ∈ KR(x

0), а тому r =
|x − ξ| > δ. Урахувавши обмеженiсть функцiї µ сталою M ,
одержимо, що |µ(ξ)− µ(y)| ≤ |µ(ξ)|+ |µ(y)| ≤ 2M i тому

|J2| ≤
1

4πR

R2 − ρ2

δ3
2M

∫
SR(x0)\σ2δ

dξSR ≤

≤ R2 − ρ2

2πRδ3
M

∫
SR(x0)

dξSR =
R2 − ρ2

2πRδ3
4πR2M =

=
2MR

δ3
(R2 − ρ2) → 0 при x→ y,

тобто iснує δ1 > 0 таке, що як тiльки |x− y| < δ1, то

|J2| <
ε

2
. (30)

З (28)–(30) одержуємо, що для довiльного ε > 0 iснує
δ0 := min{δ, δ1} > 0 таке, що з нерiвностi |x− y| < δ0 випливає
нерiвнiсть |u(x)− µ(y)| < ε, тобто виконується умова (27).
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Отже, формулою (23) визначається розв’язок задачi (16),
(17), який належить до класу C(KR(x0)) i згiдно з теоремою
6.3 є єдиним. Тим самим доведено таку теорему.

Теорема 6.7. Якщо µ ∈ C(SR(x
0)), то задача Дiрiхле (16),

(17) для рiвняння Лапласа в кулi KR(x
0) має єдиний розв’язок,

який визначається формулою Пуассона (23).
Зауваження 6. Аналогiчно розв’язується зовнiшня задача

Дiрiхле. Її розв’язок для областi, зовнiшньої до кулi KR(x
0), i

µ ∈ C(SR(x
0)) визначається формулою

u(x) =
1

4πR

∫
SR(x0)

ρ2 −R2

r3
µ(ξ)dξSR, x ∈ R3 \KR(x

0).

Зауваження 7. Iнодi зручно записувати формулу Пуассо-
на в сферичних координатах. Так, якщо ввести сферичну си-
стему координат з початком у точцi x0, то формулу (23) можна
переписати у виглядi

u(ρ, φ, θ) =
R

4π

π∫
0

2π∫
0

R2 − ρ2

(R2 + ρ2 − 2Rρ cos γ)3/2
µ(φ′, θ′)×

× sin θ′dφ′dθ′, 0 ≤ ρ < R,φ ∈ [0, 2π], θ ∈ [0, π],

де (ρ, φ, θ) i (R,φ′, θ′) – координати вiдповiдно точок x i ξ, a γ
– кут мiж напрямками

−−→
x0x i

−→
x0ξ, так що cos γ = cos θ cos θ′ +

sin θ sin θ′ cos(φ− φ′).
Зауваження 8. Можна довести, що функцiя Грiна задачi

Дiрiхле для рiвняння Лапласа в крузi KR(x
0) ⊂ R2 має вигляд

G(x, ξ) :=
1

2π
ln

1

r
− 1

2π
ln
( R

ρr1

)
, x ∈ KR(x0), ξ ∈ KR(x0) \ {x},

а формула Пуассона записується так:

u(x) =
1

2πR

∫
CR(x0)

R2 − ρ2

r2
µ(ξ)dξCR, x ∈ KR(x

0),
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або

u(ρ, φ) =
1

2π

2π∫
0

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(φ− φ′)
µ(φ′)dφ′,

де CR(x0) – межа кругаKR(x
0), тобто коло радiуса R з центром

у точцi x0, (ρ, φ) i (R,φ′) – полярнi координати (з центром у
точцi x0) вiдповiдно точок x i ξ.

Приклад 1. За допомогою функцiї Грiна розв’язати за-
дачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа в пiвпросторi Π+ := {x :=

(x1, x2, x3)
∣∣∣ (x1, x2) ∈ R2, x3 > 0}.

J Треба знайти розв’язок задачi

∆u(x) = 0, x ∈ Π+,

u(x)|x3=0 = µ(x1, x2), (x1, x2) ∈ R2.

Побудуємо спочатку функцiю Грiна цiєї задачi. Шукатиме-
мо її у виглядi (5), а це означає, що треба пiдiбрати функцiю
g так, щоб вона як функцiя ξ була гармонiчною в областi Π+

i набувала при ξ3 = 0 значення

− 1

4πrxξ

∣∣∣
ξ3=0

. Скористаємося для

знаходження функцiї g методом вi-
дображень.

Нехай x := (x1, x2, x3) i ξ :=
(ξ1, ξ2, ξ3) – точки з Π+, a x – точка,
симетрична точцi x вiдносно пло-Рис. 6.14

щини {ξ3 = 0}, тобто x = (x1, x2,−x3) (рис. 6.14). Розглянемо

функцiю g(x, ξ) := − 1

4πrxξ
, {x, ξ} ⊂ Π+. Вона гармонiчна при

ξ3 > 0 i дорiвнює − 1

4πrxξ
при ξ3 = 0, бо rxξ = rxξ при ξ3 = 0.

Отже, для пiвпростору Π+ функцiя Грiна задачi Дiрiхле
для рiвняння Лапласа має вигляд

G(x, ξ) =
1

4πrxξ
− 1

4πrxξ
, x ∈ Π+, ξ ∈ Π+ \ {x}.
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Тепер запишемо розв’язок задачi, скориставшись форму-
лою (8). Маємо

u(x) = −
∫

{ξ3=0}

∂ν⃗ξG(x, ξ)µ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 =

=

∫
R2

∂ξ3G(x, ξ)

∣∣∣∣∣
ξ3=0

µ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2, x ∈ Π+.

Знак плюс взято перед останнiм iнтегралом тому, що напрямок
зовнiшньої нормалi до площини {ξ3 = 0} протилежний напрям-
ку осi Oξ3. Обчислимо ∂ξ3G(x, ξ)

∣∣∣
ξ3=0

:

∂ξ3G(x, ξ)
∣∣∣
ξ3=0

=
1

4π
∂ξ3

( 1√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2

−

− 1√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 + ξ3)2

)∣∣∣∣∣
ξ3=0

=

=
x3

2π((x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23)
3/2

.

Тодi одержимо, що розв’язком задачi є функцiя

u(x) =
x3
2π

∫
R2

µ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2

((x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23)
3/2

, x ∈ Π+. I

Приклад 2. Побудувати функцiю Грiна задачi Дiрiхле в
пiвкрузi K+

R радiуса R.
J Згiдно iз зауваженням 8 функцiя Грiна задачi Дiрiхле в

крузi KR з межею CR має вигляд

GK(x, ξ) =
1

2π
ln

1

rxξ
− 1

2π
ln

R

ρrxξ
, x ∈ KR, ξ ∈ KR \ {x}.

Позначимо верхню межу пiвкруга K+
R через C+

R , а нижню
(вiдрiзок прямої) – через l (рис. 6.15). Вiдомо, що GK(x, ξ) = 0,
ξ ∈ C+

R ∪ C−
R . Введемо позначення Gl := GK(x, ξ)|ξ∈l. Шукана
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функцiя Грiна G повинна задо-
вольняти умови{

G(x, ξ)|ξ∈C+
R
= 0,

G(x, ξ)|ξ∈l = 0.

Нехай x∗ – точка, симетрична
x вiдносно l, а x∗ – симетрич-
на x∗ вiдносно C−

R . Розглянемо
GK(x∗, ξ). Оскiльки |x− ξ| =Рис.6.15

= |x∗ − ξ| для всiх ξ ∈ l, то GK(x, ξ)|ξ∈CR
= 0, тому

GK(x
∗, ξ)|ξ∈C+

R
= 0.

Переконаємося, що рiзниця

G(x, ξ) := GK(x, ξ)−GK(x
∗, ξ), x ∈ K+

R , ξ ∈ K+
R \ {x},

i є шуканою функцiєю Грiна. Справдi, G(x, ξ)|ξ∈l = Gl−Gl = 0,

G(x, ξ)|ξ∈C+
R
= GK(x, ξ)|ξ∈CR

−GK(x
∗, ξ)|ξ∈C+

R
= 0,

а це означає, що G як функцiя ξ дорiвнює нулю скрiзь на межi
пiвкруга K+

R . Очевидно, що ця функцiя гармонiчна скрiзь у
K+
R , крiм точки x.

Отже, функцiєю Грiна задачi Дiрiхле в пiвкрузi K+
R є функ-

цiя

G(x, ξ) =
1

2π
ln

1

rxξ
− 1

2π
ln

R

ρrxξ
− 1

2π
ln

1

rx∗ξ
+

+
1

2π
ln

R

ρrx∗ξ
, x ∈ K+

R , ξ ∈ K+
R \ {x}. I

6.4.6 Наслiдки з формули Пуассона. Формула Пуас-
сона (23) для випадку простору R3 та аналогiчна формула iз
зауваження 8 для площини R2 дозволяють довести наступнi
твердження, що стосуються подальших властивостей гармонiч-
них функцiй. Цi твердження наведено тiльки для випадку про-
стору R3.
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Наслiдок 1 (нерiвностi Гарнака). Якщо u – невiд’ємна
гармонiчна функцiя в областi Ω, то її значення в довiльнiй
точцi x ∈ KR(x

0) ⊂ Ω задовольняє нерiвностi

R(R− ρ)

(R+ ρ2)
u(x0) ≤ u(x) ≤ R(R+ ρ)

(R− ρ)2
u(x0). (31)

J Розглянемо кулю KR(x
0) ⊂ Ω i зафiксуємо точку x ∈

∈ KR(x
0) (рис. 6.16). З △x0ξx випли-

вають нерiвностi

R− ρ < r < R+ ρ,

а отже,

1

R+ ρ
<

1

r
<

1

R− ρ
. (32)

Розглянемо ядро Пуассона (24) та
оцiнимо його, скориставшись (32):

Рис. 6.16

R2 − ρ2

4πR(R+ ρ)3
< G1(x, ξ) <

R2 − ρ2

4πR(R− ρ)3

або
R− ρ

4πR(R+ ρ)2
< G1(x, ξ) <

R+ ρ

4πR(R− ρ)2
.

Помножимо всi частини нерiвностей на u(ξ) ≥ 0:

R(R− ρ)

(R+ ρ)2
1

4πR2
u(ξ) < G1(x, ξ)u(ξ) <

R(R+ ρ)

(R− ρ)2
1

4πR2
u(ξ).

Зiнтегрувавши цi нерiвностi по сферi SR(x0), отримаємо

R(R− ρ)

(R+ ρ)2
1

4πR2

∫
SR(x0)

u(ξ)dξSR ≤
∫

SR(x0)

G1(x, ξ)u(ξ)dξSR ≤

≤ R(R+ ρ)

(R− ρ)2
1

4πR2

∫
SR(x0)

u(ξ)dξSR.
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Звiдси за допомогою формули (23) та властивостi 20 з пункту
6.3.2 про середнє арифметичне гармонiчної функцiї виплива-
ють нерiвностi (31). I

Наслiдок 2 (теорема Лiувiлля). Якщо в усьому про-
сторi R3 функцiя u гармонiчна та обмежена зверху або знизу,
то вона є сталою в R3.

J Нехай, наприклад, u(x) ≤ M , x ∈ R3. Розглянемо функ-
цiю v(x) :=M −u(x), x ∈ R3, яка є гармонiчною i невiд’ємною.
Застосувавши для неї нерiвностi Гарнака в кулi KR(0) довiль-
ного радiуса R > 0, дiстанемо

R(R− ρ)

(R+ ρ)2
v(0) ≤ v(x) ≤ R(R+ ρ)

(R− ρ)2
v(0), x ∈ KR(0).

Зафiксуємо точку x i перейдемо до границi при R → +∞.
Тодi одержимо, що

v(0) ≤ v(x) ≤ v(0),

тобто v(x) = v(0), x ∈ R3. Звiдси випливає, що u(x) = u(0),
x ∈ R3.

Аналогiчно розглядається випадок, коли u(x) ≥M , x ∈ R3,
при цьому треба взяти v = u−M . I

Наслiдок 3 (теорема Гарнака). Нехай {uk, k ∈ N} – по-
слiдовнiсть гармонiчних в Ω i неперервних в Ω функцiй. Якщо
ця послiдовнiсть збiгається рiвномiрно на межi S областi Ω,
то вона рiвномiрно збiгається в Ω i її границя u є гармонiчною
в Ω i неперервною в Ω функцiєю.

J З рiвномiрної збiжностi послiдовностi {uk, k ∈ N} на S,
згiдно з критерiєм Кошi, одержуємо, що для довiльного ε > 0
iснує номер k0 ∈ N такий, що для будь-яких k ≥ k0 i m ≥ k0 ви-
конується нерiвнiсть |uk(x)−um(x)| < ε для всiх x ∈ S. Оскiль-
ки найбiльше та найменше значення гармонiчної в областi Ω i
неперервної в Ω функцiї досягається на межi S областi Ω, то
правильною є нерiвнiсть |uk(x) − um(x)| < ε для всiх x ∈ Ω
та довiльних k ≥ k0 i m ≥ k0. Це означає, що для послiдовно-
стi {uk, k ∈ N} в областi Ω виконуються умови критерiю Кошi
рiвномiрної збiжностi функцiональної послiдовностi, тому вона
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збiгається рiвномiрно в Ω i ї ї границя u є неперервною функ-
цiєю, тобто u ∈ C(Ω).

Доведемо, що u є гармонiчною функцiєю в Ω. Вiзьмемо до-
вiльну точку x0 ∈ Ω i розглянемо кулю KR(x

0) ⊂ Ω з межею
SR(x

0). Тодi гармонiчнi функцiї uk, k ∈ N, можна зобразити у
виглядi iнтегралiв Пуассона

uk(x) =

∫
SR(x0)

G1(x, ξ)uk(ξ)dξSR, x ∈ KR(x
0).

Якщо перейти до границi при k → ∞, що можливо, бо
{uk, k ∈ N } збiгається рiвномiрно в Ω, то дiстанемо рiвнiсть

u(x) =

∫
SR(x0)

G1(x, ξ)u(ξ)dξSR, x ∈ KR(x
0).

Звiдси випливає, що функцiя u гармонiчна в KR(x
0), де

KR(x
0) – довiльна куля, що мiститься в Ω, тому u є гармонiч-

ною в Ω. I

6.5 Застосування методу Фур’є до розв’язування
крайових задач для рiвнянь елiптичного типу

У попереднiх роздiлах ми неодноразово використовували
метод Фур’є вiдокремлення змiнних при розв’язуваннi мiша-
них задач для рiвнянь гiперболiчного та параболiчного типiв.
Тут застосуємо цей метод до розв’язування крайових задач для
рiвнянь елiптичного типу.

6.5.1 Задача Дiрiхле для рiвняння Лапласа в пря-
мокутнику. Нехай Π := {(x, y) ∈ R2

∣∣∣0 < x < p, 0 < y < q}.
Розглянемо задачу про знаходження функцiї u ∈ C2(Π)∩C(Π),
яка задовольняє рiвняння Лапласа

∆x,yu := (∂2x + ∂2y)u = 0, (x, y) ∈ Π, (1)

i крайовi умови

u|y=0 = f1(x), u|y=q = f2(x), x ∈ [0, p], (2)
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u|x=0 = g1(y), u|x=p = g2(y), y ∈ [0, q]. (3)

При цьому припускається, що функцiї f1, f2, g1, g2 неперервнi
й узгодженi, тобто їхнi значення збiгаються у вершинах пря-
мокутника.

Розв’язок задачi (1)–(3) шукатимемо у виглядi

u(x, y) = v(x, y) + w(x, y), (x, y) ∈ Π, (4)

де за функцiю v береться розв’язок задачi

∆x,yv = 0, (x, y) ∈ Π, (5)

v|y=0 = f1(x), v|y=q = f2(x), x ∈ [0, p], (6)

v|x=0 = 0, v|x=p = 0, y ∈ [0, q]. (7)

Тодi функцiя w повинна бути розв’язком задачi

∆x,yw = 0, (x, y) ∈ Π, (8)

w|y=0 = 0, w|y=q = 0, x ∈ [0, p], (9)

w|x=0 = g1(y), w|x=p = g2(y), y ∈ [0, q]. (10)

Розв’язуватимемо задачу (5)–(7) методом вiдокремлення
змiнних, згiдно з яким шукатимемо ненульовi розв’язки рiв-
няння (5), якi задовольняють крайовi умови (7), у виглядi

v(x, y) = X(x)Y (y). (11)

Тодi, подiбно до того, як було ранiше у випадку гiперболiч-
них та параболiчних рiвнянь, для функцiї X маємо задачу
Штурма–Лiувiлля

X ′′(x) + λ2X(x) = 0,
X(0) = 0, X(p) = 0,

(12)

а Y є розв’язком рiвняння

Y ′′(y)− λ2Y (y) = 0. (13)
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Вiдомо, що власними числами задачi (12) є λk =
kπ

p
, k ∈ N,

а вiдповiдними власними функцiями – Xk = sin
kπx

p
, k ∈ N.

Загальний розв’язок рiвняння (13) при λ = λk має вигляд

Yk(y) = Ake
kπy
p +Bke

− kπy
p , k ∈ N,

де Ak i Bk – довiльнi сталi. Тому розв’язок задачi (5)–(7) шу-
каємо у виглядi

v(x, y) =

∞∑
k=1

(Ake
kπy
p +Bke

− kπy
p ) sin

kπx

p
, (x, y) ∈ Π. (14)

Якщо ряд (14) збiгається рiвномiрно в Π , а ряди, одержанi
почленним диференцiюванням цього ряду двiчi за x i y, збiга-
ються рiвномiрно в Π, то сума v ряду (14) задовольняє рiвняння
(5) i крайовi умови (7), бо таку властивiсть мають члени ряду.
Задовольнивши функцiєю v умови (6), дiстанемо таку систему
рiвнянь для знаходження коефiцiєнтiв Ak i Bk:

∞∑
k=1

(Ak +Bk) sin
kπx

p
= f1(x),

∞∑
k=1

(Ake
kπq
p +Bke

− kπq
p ) sin

kπx

p
= f2(x), x ∈ [0, p].

Звiдси випливає, що
Ak +Bk =

2

p

p∫
0

f1(x) sin
kπx

p
dx,

Ake
kπq
p +Bke

− kπq
p =

2

p

p∫
0

f2(x) sin
kπx

p
dx, k ∈ N.

(15)

Розв’язавши цю систему, знайдемо Ak i Bk, k ∈ N, а пiдста-
вивши їх у ряд (14), дiстанемо формальний розв’язок задачi
(5)–(7).
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Повторивши наведенi вище мiркування, знайдемо формаль-
ний розв’язок задачi (8)–(10)

w(x, y) =
∞∑
k=1

(Cke
kπx
q +Dke

− kπx
q ) sin

kπy

q
, (x, y) ∈ Π, (16)


Ck +Dk =

2

q

q∫
0

g1(y) sin
kπy

q
dy,

Cke
kπp
q +Dke

− kπp
q =

2

q

q∫
0

g2(y) sin
kπy

q
dy, k ∈ N.

(17)

Використовуючи (4), (14) i (16), дiстаємо формальний роз-
в’язок задачi (1)–(3).

Якщо функцiї f1, f2, g1, g2 такi, що ряди (14), (16) з кое-
фiцiєнтами, якi визначаються з систем (15) i (17), збiгаються
рiвномiрно в Π, а ряди, одержанi їх почленним диференцiю-
ванням двiчi за x i y, збiгаються рiвномiрно в Π, то функцiя
u = v+w буде розв’язком задачi (1)–(3) з класу C2(Π)∩C(Π).

Зауваження 1. Аналогiчно розв’язуються крайовi задачi
для рiвняння Лапласа (1) з iншими крайовими умовами. При-
родно, що при цьому власнi числа та власнi функцiї будуть,
узагалi кажучи, iншими.

Приклад 1. У прямокутнику Π знайти розв’язок рiвняння
Лапласа (1), який задовольняє крайовi умови

ux(0, y) = 0, ux(p, y) = 0, y ∈ [0, q],

u(x, 0) = A, u(x, q) = Bx, x ∈ [0, p].

J Оскiльки крайовi умови за x нульовi, то задачу
розв’язуватимемо методом Фур’є, тобто шукатимемо ненульовi
розв’язки рiвняння, якi задовольняють нульовi крайовi умови,
у виглядi u(x, y) = X(x)Y (y). Тодi дiстанемо для знаходження
функцiї Y рiвняння

Y ′′(y)− λ2Y (y) = 0, y ∈ [0, q],
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а функцiї X – задачу Штурма–Лiувiлля{
X ′′(x) + λ2X(x) = 0, x ∈ [0, p],
X ′(0) = 0, X ′(p) = 0.

Розв’язуючи задачу Штурма–Лiувiлля, одержуємо:

X(x) = C1 cosλx+C2 sinλx, X
′(x) = −C1λ sinλx+C2λ cosλx;{

0 = C2λ, C2 ̸= 0,
0 = C1λ sinλp, C1 ̸= 0,

sinλp = 0;

λn =
nπ

p
, Xn(x) = cos

nπx

p
, x ∈ [0, p], n ∈ Z+.

Тодi Yn(y) = Cne
nπy
p + Dne

−nπy
p , n ∈ N, а Y0(y) = C0 + D0y,

y ∈ [0, q].
Запишемо ряд

u(x, y) = C0 +D0y+
∞∑
n=1

(Cne
nπy
p +Dne

−nπy
p ) cos

nπx

p
, (x, y) ∈ Π,

i задовольнимо ненульовi крайовi умови:
A = C0 +

∞∑
n=1

(Cn +Dn) cos
nπx

p
,

Bx = C0 +D0q +
∞∑
n=1

(Cne
nπq
p +Dne

−nπq
p ) cos nπxp , x ∈ [0, p].

Звiдси, скориставшись формулами для знаходження коефiцiєн-
тiв ряду Фур’є, дiстанемо

C0 = A, Cn +Dn = 0, C0 +D0q =
1

p

p∫
0

Bxdx =
pB

2
,

Cne
nπq
p +Dne

−nπq
p =

2

p

p∫
0

Bx cos
nπx

p
dx =
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=
2Bp

(nπ)2
((−1)n − 1) =

 0, n = 2k,

− 4Bp

(2k − 1)2π2
, n = 2k − 1, k ∈ N,

а отже, C0 = A, D0 =
Bp− 2A

2q
,

Cn = Dn =


0, n = 2k,

− 4Bp

(2k − 1)2 sh (2k−1)πq
p

, n = 2k − 1, k ∈ N.

Тодi розв’язком вихiдної задачi є функцiя

u(x, y) = A+
Bp− 2A

2q
y − 4Bp

π2

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2

sh (2k−1)πy
p

sh (2k−1)πq
p

×

× cos
(2k − 1)π

p
x, (x, y) ∈ Π,

де shα :=
eα − e−α

2
. I

6.5.2 Задача Дiрiхле для рiвняння Пуассона в пря-
мокутнику. В прямокутнику Π такому, як у пунктi 6.5.1, роз-
глянемо задачу про знаходження функцiї u ∈ C2(Π) ∩ C(Π),
яка задовольняє рiвняння

∆x,yu = F (x, y), (x, y) ∈ Π, (18)

i крайовi умови

u|y=0 = f1(x), u|y=q = f2(x), x ∈ [0, p], (19)

u|x=0 = g1(y), u|x=p = g2(y), y ∈ [0, q]. (20)

Шукатимемо розв’язок задачi (18) – (20) у виглядi суми

u(x, y) = v(x, y) + w(x, y), (x, y) ∈ Π, (21)

де функцiя v є розв’язком задачi

∆x,yv = 0, (x, y) ∈ Π,
v|y=0 = f1(x), v|y=q = f2(x), x ∈ [0, p],
v|x=0 = g1(y), u|x=p = g2(y), y ∈ [0, q],

(22)
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a функцiя w – розв’язком задачi

∆x,yw = F (x, y), (x, y) ∈ Π, (23)

w|y=0 = 0, w|y=q = 0, x ∈ [0, p], (24)

w|x=0 = 0, w|x=p = 0, y ∈ [0, q]. (25)

Задача (22) розв’язана в попередньому пунктi. Залишилося
розв’язати задачу (23)–(25), тобто знайти розв’язок неоднорiд-
ного рiвняння (23), який задовольняє нульовi крайовi умови
(24), (25). При розв’язуваннi цiєї задачi можливi два рiзних
пiдходи.

1) Розв’язок задачi (23)–(25) шукатимемо у виглядi ряду за
власними функцiями вiдповiдної одновимiрної задачi Штурма–
Лiувiлля, тобто ряду

w(x, y) =

∞∑
k=1

Yk(y) sin
kπx

p
, (x, y) ∈ Π. (26)

Очевидно, що функцiя w задовольняє нульовi крайовi умови
(25) при довiльному y ∈ [0, q], бо цю властивiсть мають функцiї

sin
kπx

p
, k ∈ N. Задовольнимо функцiєю w рiвняння (23) i край-

овi умови (24). Пiдставляючи (26) у рiвняння (23) та розкла-

даючи функцiю F у ряд Фур’є за системою
{
sin

kπx

p
, k ∈ N

}
,

дiстаємо

∞∑
k=1

(
Y ′′
k (y)−

(kπ
p

)2
Yk(y)

)
sin

kπx

p
=

∞∑
k=1

hk(y) sin
kπx

p
,

(x, y) ∈ Π,

де

hk(y) :=
2

p

p∫
0

F (x, y) sin
kπx

p
dx, y ∈ [0, q].
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З єдиностi розкладу функцiї в ряд Фур’є випливає, що Yk,
k ∈ N, є розв’язками рiвняння

Y ′′
k (y)−

(kπ
p

)2
Yk(y) = hk(y), y ∈ [0, q], k ∈ N. (27)

Задовольнивши рядом (26) крайовi умови (24), одержимо, що

Yk(0) = 0, Yk(q) = 0. (28)

Якщо Ỹk(y) – частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдно-
го рiвняння (27), то загальний розв’язок цього рiвняння має
вигляд

Yk(y) = Cke
kπy
p +Dke

− kπy
p + Ỹk(y), y ∈ [0, q]. (29)

Функцiя (29) повинна задовольняти умови (28), а тому{
Ck +Dk + Ỹk(0) = 0,

Cke
kπq
p +Dke

− kπq
p + Ỹk(q) = 0.

Знайшовши звiдси значення Ck, Dk, k ∈ N, i, пiдставивши
їх в (29), а потiм Yk – в (26), дiстанемо формальний розв’язок
задачi (23)–(25). Цей розв’язок належатиме до класу C2(Π) ∩
C(Π), якщо ряд (26) збiгається рiвномiрно в Π та його можна
почленно диференцiювати двiчi за x i y в Π.

2) Другий пiдхiд передбачає використання власних функ-
цiй двовимiрної задачi Штурма–Лiувiлля, як це було при
розв’язуваннi задачi про коливання прямокутної мембрани в
пiдроздiлi 4.6. Для крайової задачi

∆x,yw = −λ2w,

w|y=0 = 0, w|y=q = 0,

w|x=0 = 0, w|x=p = 0

власними числами та власними функцiями є вiдповiдно

λ2kl =
(kπ
p

)2
+
( lπ
q

)2
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та
Xkl(x, y) = sin

kπx

p
sin

lπy

q
, {k, l} ⊂ N.

Розв’язок задачi (23) – (25) шукаємо у виглядi ряду за си-
стемою власних функцiй {Xkl, {k, l} ⊂ N}, тобто

w(x, y) =

∞∑
k,l=1

Akl sin
kπx

p
sin

lπy

q
, (x, y) ∈ Π. (30)

Якщо пiдставити (30) у рiвняння (23) i подати функцiю F у
виглядi ряду за цiєю самою системою, то дiстанемо

−
∞∑

k,l=1

Akl

((kπ
p

)2
+
( lπ
q

)2)
sin

kπx

p
sin

lπy

q
=

=

∞∑
k,l=1

Fkl sin
kπx

p
sin

lπy

q
, (31)

де Fkl – коефiцiєнти Фур’є функцiї F , тобто

Fkl =
4

pq

p∫
0

dx

q∫
0

F (x, y) sin
kπx

p
sin

lπy

q
dy.

На пiдставi єдиностi розкладу функцiї в ряд Фур’є з (31)
знаходимо

Akl = − 1

λ2kl
Fkl, {k, l} ⊂ N.

Пiдставивши цi значення Akl в (30), дiстанемо формальний
розв’язок задачi (23)–(25). Цей розв’язок належить до класу
C2(Π) ∩ C(Π), якщо ряд (30) збiгається рiвномiрно в Π i його
можна почленно диференцiювати двiчi за x i y в Π.

Зауваження 2. Якщо неоднорiднiсть у рiвняннi (18) за-
лежить лише вiд однiєї змiнної, наприклад, вiд x, то задачу
(18)–(20) можна звести до задачi Дiрiхле для рiвняння Лапла-
са за допомогою замiни

u(x, y) = v(x, y) + w(x), (x, y) ∈ Π,
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де w – розв’язок рiвняння (23), який задовольняє крайовi умови
(25).

Приклад 2. Знайти розв’язок рiвняння Пуассона

∆x,yu = −2, (x, y) ∈ Π′ :=
{
(x, y)

∣∣∣x ∈ (0, a), y ∈
(
− b

2
,
b

2

)}
,

який на межi прямокутника Π′ дорiвнює нулю.
J Математична модель задачi така:

∆x,yu = −2, (x, y) ∈ Π′,

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, y ∈
[
− b

2
,
b

2

]
,

u
(
x,− b

2

)
= 0, u

(
x,
b

2

)
= 0, x ∈ [0, a].

Шукатимемо розв’язок цiєї задачi у виглядi

u(x, y) = v(x, y) + w(x, y), (x, y) ∈ Π′,

де w – розв’язок задачi

∆x,yw = −2, (x, y) ∈ Π′,

w(0, y) = 0, w(a, y) = 0, y ∈
[
− b

2
,
b

2

]
.

Згiдно з зауваженням 2, можна взяти w = f(x), x ∈ [0, a].
Тодi для f маємо задачу

f ′′(x) = −2, f(0) = 0, f(a) = 0.

Очевидно, що f(x) = −x2 + C1x+ C2. Задовольнивши нульовi
крайовi умови, дiстанемо C2 = 0, C1 = a. Тому

w = −x2 + ax або w = x(a− x).

Для функцiї v матимемо задачу

∆x,yv = 0, (x, y) ∈ Π′,
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v(0, y) = 0, v(a, y) = 0, y ∈
[
− b

2
,
b

2

]
,

v
(
x,− b

2

)
= x2 − ax, v

(
x,
b

2

)
= x2 − ax, x ∈ [0, a].

Цю задачу розв’язуватимемо методом Фур’є, згiдно з яким

v(x, y) = X(x)Y (y),

де Y є розв’язком рiвняння

Y ′′(y)− λ2Y (y) = 0,

а X – ненульовий розв’язок задачi Штyрма–Лiувiлля (12).
Як вiдомо з попереднього, власними числами такої задачi є

λn =
nπ

a
, а власними функцiями – Xn(x) = sin

nπx

a
, x ∈ [0, a],

n ∈ N.
При λ = λn розв’язками рiвняння для функцiї Y є

Yn(y) = Ane
nπy
a +Bne

−nπy
a , y ∈

[
− b

2
,
b

2

]
.

Далi розглянемо ряд

v(x, y) =

∞∑
n=1

(Ane
nπy
a +Bne

−nπy
a ) sin

nπx

a
, (x, y) ∈ Π′,

i задовольнимо ненульовi крайовi умови. Тодi дiстанемо
x2 − ax =

∞∑
n=1

(Ane
−nπb

2a +Bne
nπb
2a ) sin

nπx

a
,

x2 − ax =
∞∑
n=1

(Ane
nπb
2a +Bne

−nπb
2a ) sin

nπx

a
, x ∈ [0, a],

звiдки випливає, що{
Ane

−nπb
2a +Bne

nπb
2a = Cn,

Ane
nπb
2a +Bne

−nπb
2a = Cn, n ∈ N,
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а отже, An = Bn =
sh πnb

2a

sh πnb
a

Cn, де

Cn =
2

a

a∫
0

(x2 − ax) sin
nπx

a
dx =

=


0, n = 2k,

− 8a2

((2k − 1)π)3
, n = 2k − 1, k ∈ N.

Тому остаточно маємо, що

v(x, y) = −8a2

π3

∞∑
k=1

2

(2k − 1)3
sh (2k−1)πb

2a

sh (2k−1)πb
a

×

× ch
(2k − 1)πy

a
sin

(2k − 1)πx

a

або

v(x, y) = −8a2

π3

∞∑
k=1

1

(2k − 1)3
ch (2k−1)πy

a

ch (2k−1)πb
2a

sin
(2k − 1)πx

a
,

(x, y) ∈ Π′,

оскiльки sh 2α = 2 shα chα, chα :=
e α + e−α

2
.

Розв’язком вихiдної задачi є функцiя

u(x, y) = x(a− x)− 8a2

π3

∞∑
k=1

1

(2k − 1)3
ch (2k−1)πy

a

ch (2k−1)πb
2a

sin
(2k − 1)πx

a
,

(x, y) ∈ Π′. I

6.5.3 Задача Дiрiхле для рiвняння Лапласа в крузi.
Нехай KR – круг в R2 радiуса R з центром у точцi O, а SR –
його межа, тобто коло радiуса R з центром в точцi O (рис. 6.17).
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Розглянемо внутрiшню задачу
Дiрiхле

∆x,yu = 0 вKR, (32)

u|SR
= µ. (33)

Перейдемо вiд координат декартовихРис. 6.17
x, y до полярних r, φ згiдно з формулами x = r cosφ, y =
r sinφ, r =

√
x2 + y2, скористаємося виразом (5) з пункту 6.1.1

для оператора Лапласа i запишемо задачу (32), (33) у виглядi

r(rur)r + uφφ = 0, (r, φ) ∈ (0, R)× [0, 2π], (34)

u(r, φ)|r=R = µ(φ), φ ∈ [0, 2π]. (35)

При цьому для функцiй u i µ ми не змiнили позначення. З вимо-
ги неперервностi та регулярностi розв’язку випливають умови

u(r, 0) = u(r, 2π), r ∈ (0, R],

|u(r, φ)| ≤M, (r, φ) ∈ (0, R]× [0, 2π]. (36)

Розв’язуватимемо задачу (34)–(36) методом Фур’є. Згiдно
з цим методом шукатимемо ненульовi розв’язки рiвняння (34),
якi задовольняють умови (36), у виглядi

u(r, φ) = X(r)Φ(φ), (r, φ) ∈ (0, R]× [0, 2π]. (37)

Пiдставляючи (37) y (34) i вiдокремлюючи змiннi, дiстаємо

r(rX ′(r))′

X(r)
= −Φ′′(φ)

Φ(φ)
= λ2.

Звiдси одержуємо два звичайних диференцiальних рiвняння, а
з умови (36) вiдповiднi умови до них:

r(rX ′(r))′ − λ2X(r) = 0, r ∈ (0, R],

|X(r)| ≤M, r ∈ (0, R], (38)

Φ′′(φ) + λ2Φ(φ) = 0, φ ∈ [0, 2π], (39)
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Φ(0) = Φ(2π). (40)

Задача (39), (40) є задачею Штурма–Лiувiлля. Загальний
розв’язок рiвняння (39) визначається формулами

Φ(φ) = C1 cosλφ+ C2 sinλφ, λ ̸= 0,

Φ(φ) = C3 + C4φ, λ = 0. (41)

З умови (40) випливає, що

C1 cos 0 + C2 · 0 = C1 cos 2πλ+ C2 sin 2πλ,

тобто {
sin 2πλ = 0,
cos 2πλ = 1

або λn = n, n ∈ N;

C3 + C4 · 0 = C3 + C4 · 2π,

звiдки C4 = 0, λ0 = 0. Отже, власними числами задачi (39),
(40) є λn = n, n ∈ Z+, а власними функцiями – функцiї

Φ0(φ) = A0,

Φn(φ) = An cosnφ+Bn sinnφ, n ∈ N, φ ∈ [0, 2π]. (42)

Розглянемо тепер задачу (38). При λ = λn, n ∈ N, маємо
рiвняння

r2X ′′
n(r) + rX ′

n(r) + n2Xn(r) = 0,

яке є рiвнянням Ейлера. Шукатимемо його частиннi розв’язки
у виглядi Xn(r) = rα. Тодi дiстанемо

α(α− 1) + α− n2 = 0, α = ±n.

Тому лiнiйно незалежними розв’язками рiвняння є Xn1(r) = rn

i Xn2 = r−n, а загальний розв’язок визначається формулою

Xn(r) = Cnr
n +Dnr

−n, r > 0, n ∈ N. (43)

де Cn i Dn – довiльнi сталi. Якщо ж λ = 0, то маємо рiвняння

r2X ′′
0 (r) + rX ′

0(r) = 0 або rX ′′
0 (r) +X ′

0(r) = 0,
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загальним розв’язком якого є

X0(r) = C0 +D0 ln r, r > 0. (44)

З умови обмеженостi функцiй Xn, n ∈ Z+, випливає, що Dn =

0, n ∈ Z+. Покладемо для зручностi в (43) i (44) Cn =
1

Rn
i

C0 =
1

2
.

Отже, ненульовi розв’язки рiвняння (34), якi задовольня-
ють умови (36), визначаються формулами

un(r, φ) =
( r
R

)n
(An cosnφ+Bn sinnφ), n ∈ N,

u0(r, φ) =
1

2
A0, (r, φ) ∈ [0, R]× [0, 2π].

Щоб задовольнити умову (35), розглянемо ряд

u(r, φ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

( r
R

)n
(An cosnφ+Bn sinnφ),

(r, φ) ∈ [0, R]× [0, 2π]. (45)

Якщо цей ряд збiгається рiвномiрно в областi [0, R]×[0, 2π] i до-
пускає почленне диференцiювання двiчi за r i φ в серединi цiєї
областi, то його сума є розв’язком рiвняння (34) i задовольняє
умови (36). За цих припущень з умови (35) випливає рiвнiсть

µ(φ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnφ+Bn sinnφ), φ ∈ [0, 2π],

з якої одержуємо, що

An =
1

π

2π∫
0

µ(φ) cosnφdφ, n ∈ Z+,

Bn =
1

π

2π∫
0

µ(φ) sinnφdφ, n ∈ N. (46)
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Отже, ряд (45) з коефiцiєнтами (46) визначає формальний
розв’язок задачi (34)–(36).

Дослiдимо ряд (45). Згiдно з ознакою Вейєрштрасса вiн збi-
гається абсолютно й рiвномiрно, а його сума неперервна в об-
ластi [0, R]× [0, 2π], якщо збiгається такий числовий ряд, який
його мажорує:

1

2
|A0|+

∞∑
n=1

(|An|+ |Bn|). (47)

Бiльше того, умова збiжностi ряду (47) забезпечує непе-
рервну диференцiйовнiсть ряду (45) двiчi за r i φ в областi
[0, R0]× [0, 2π], де R0 – довiльно взяте число з промiжку (0, R).
Справдi, при двократному почленному диференцiюваннi ряду
(45) за r i φ одержимо ряди

1

R2

∞∑
n=2

n(n− 1)
( r
R

)n−2
(An cosφ+Bn sinφ),

∞∑
n=1

n2
( r
R

)n
(−An cosnφ−Bn sinnφ),

мажорантним для яких є збiжний числовий ряд
∞∑
n=2

n2
(R0

R

)n
(|An|+ |Bn|), R0 ∈ (0, R). (48)

Легко бачити, що ряд (48) збiгається, якщо збiгається ряд
(47). Останнiй, як було доведено в пунктi 4.3.1 для гiперболiч-
ного випадку, збiгається, коли виконуються умови:

1) функцiя µ неперервна та має кусково-неперервну першу
похiдну на [0, 2π];

2) µ(0) = µ(2π).
Отже, за цих умов функцiя u, яка визначається рiвнiстю

(45), є розв’язком задачi (34)–(36) i тим самим є правильною
така теорема.

Теорема 6.8. Якщо виконуються умови 1), 2) для функ-
цiї µ, то формулою (45) визначається єдиний розв’язок задачi
(34)–(36), а отже, й розв’язок задачi (32), (33).
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J Iснування розв’язку доведено вище, а єдинiсть встанов-
лено в пунктi 6.3.3. I

Зауваження 3. Аналогiчно розв’язується зовнiшня задача
Дiрiхле, тобто задача (32), (33) зовнi кулi KR, яка в полярних
координатах має вигляд

r(rur)r + uφφ = 0, (r, φ) ∈ (R,+∞)× [0, 2π],

u(r, φ)|r=R = µ(φ), φ ∈ [0, 2π].

Розв’язок цiєї задачi визначається рядом

u(r, φ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(R
r

)n
(An cosnφ+Bn sinnφ),

(r, φ) ∈ [R,+∞)× [0, 2π],

коефiцiєнти якого обчислюються за формулами (46).
Зауваження 4. Задача Дiрiхле для рiвняння Лапласа в

полярнiй системi координат у кiльцi [R1, R2]×[0, 2π] має вигляд

r(rur)r + uφφ = 0, (r, φ) ∈ (R1, R2)× [0, 2π],

u(r, φ)|r=R1 = µ1(φ), u(r, φ)|r=R2 = µ2(φ), φ ∈ [0, 2π].

Розв’язок цiєї задачi знаходиться у виглядi

u(r, φ) = A0 ln r +B0 +
∞∑
n=1

((Anr
n + Cnr

−n) cosnφ+

+(Bnr
n +Dnr

−n) sinnφ), (r, φ) ∈ (R1, R2)× [0, 2π], (49)

де коефiцiєнти визначаються за формулами, аналогiчними до
(46).

Зауваження 5. Розв’язок задачi (34)–(36), який визна-
чається рядом (45), можна зобразити в iнтегральному виглядi,
тобто у формi iнтеграла Пуассона. Справдi, пiдставимо (46) в
(45)

u(r, φ) =
1

2π

2π∫
0

µ(α)dα+
1

π

∞∑
n=1

( r
R

)n 2π∫
0

µ(α) cosn(φ− α)dα =
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=
1

2π

2π∫
0

(
1 + 2

∞∑
n=1

( r
R

)n
cosn(φ− α)

)
µ(α)dα. (50)

Усi операцiї законнi, бо ряд збiгається рiвномiрно при
r

R
≤

R0

R
< 1, де R0 – будь-яке число з (0, R).
Перетворимо вираз у дужках з формули (50). Використо-

вуючи те, що
∣∣∣( rR)nein(φ−α)∣∣∣ ≤ ( rR)n ≤

(
R0
R

)n
< 1, маємо

1 + 2
∞∑
n=1

( r
R

)n
cosn(φ− α) = −1 + 2

∞∑
n=0

( r
R

)n
cosn(φ− α) =

= −1 + 2Re
∞∑
n=0

( r
R

)n
ein(φ−α) = −1 + 2Re

1

1− r
Re

i(φ−α) =

= −1 + 2Re
R2 −Rr cos(φ− α) + iRr sin(φ− α)

(R− r cos(φ− α))2 + r2 sin2(φ− α)
=

= −1 + 2
R2 −Rr cos(φ− α)

R2 + r2 − 2Rr cos(φ− α)
=

R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(φ− α)
.

Тому

u(r, φ) =
1

2π

2π∫
0

(R2 − r2)µ(α)dα

R2 + r2 − 2Rr cos(φ− α)
, (r, φ) ∈ [0, R)× [0, 2π],

тобто одержали формулу Пуассона.
Приклад 3. Знайти функцiю u, гармонiчну всерединi кiль-

ця K1,2(0) := {(r, φ)
∣∣∣ 1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π}, яка задовольняє

крайовi умови

u(1, φ) = 0, u(2, φ) = 2A sinφ, φ ∈ [0, 2π].

J Математична модель задачi має вигляд

r(rur)r + uφφ = 0, (r, φ) ∈ K1,2(0),
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u(1, φ) = 0, u(2, φ) = 2A sinφ, φ ∈ [0, 2π],

u(r, 0) = u(r, 2π), r ∈ [1, 2].

Шукатимемо розв’язок цiєї задачi у виглядi ряду (49), де
R1 = 1, R2 = 2. Задовольняючи цим рядом крайовi умови,
дiстаємо

0 = B0 +

∞∑
n=1

((An + Cn) cosnφ+ (Bn +Dn) sinnφ),

2A sinφ = A0 ln 2 +B0 +

∞∑
n=1

((An2
n + Cn2

−n) cosnφ+

+(Bn2
n +Dn2

−n) sinnφ), φ ∈ [0, 2π].

Якщо прирiвняти в цих рiвностях коефiцiєнти при cosnφ,
sinnφ, n ∈ N, i вiльнi члени, то одержимо{

B0 = 0,
A0 ln 2 +B0 = 0;

{
An + Cn = 0,
An2

n +Bn2
−n = 0, n ∈ N;{

Bn +Dn = 0,
Bn2

n +Dn2
−n = 0, n ∈ N \ {1};

{
B1 +D1 = 0,
2B1 +D1/2 = 2A.

Звiдси випливає, що A0 = B0 = 0, An = Cn = 0, n ∈ N,

Bn = Dn = 0, n ∈ N \ {1}, B1 =
4

3
A, D1 = −4

3
A.

Якщо пiдставити цi коефiцiєнти у формулу (49), то дiста-
немо розв’язок задачi

u(r, φ) =
(4
3
Ar−4

3
Ar−1

)
sinφ =

4A

3

(
r−1

r

)
sinφ, (r, φ) ∈ K1,2(0). I

Приклад 4. У круговому секторi D := {(r, φ)
∣∣∣ r ∈

(0, R), φ ∈ (0, α)} знайти гармонiчну функцiю, яка задоволь-
няє крайовi умови

uφ(r, 0) = 0, uφ(r, α) = 0, r ∈ [0, R],

u(R,φ) = u0φ, φ ∈ [0, α].
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J Згiдно з умовою задачi, треба знайти обмежений
розв’язок рiвняння

r(rur)r + uφφ = 0, (r, φ) ∈ D, (51)

який задовольняє крайовi умови

uφ(r, 0) = 0, uφ(r, α) = 0, r ∈ [0, R], (52)

u(R,φ) = u0φ, φ ∈ [0, α]. (53)

Оскiльки рiвняння i крайовi умови за змiнною φ однорiднi,
то розв’язуватимемо задачу методом Фур’є. Тому шукатимемо
ненульовi частиннi розв’язки рiвняння (51), якi задовольняють
крайовi умови (52) у виглядi

U(r, φ) = X(r)Y (φ), (r, φ) ∈ D. (54)

Пiдставивши (54) у рiвняння (51) i задовольнивши крайовi
умови (52), дiстанемо такi двi задачi:{

Y ′′(φ) + λ2Y (φ) = 0, φ ∈ [0, α],
Y ′(0) = 0, Y ′(α) = 0;

(55)

{
r2X ′(r) + rX ′(r)− λ2X(r) = 0, r ∈ (0, R],
|X(0)| < +∞.

(56)

Розв’язавши задачу Штурма–Лiувiлля (55), одержимо, що
її власними числами є λn =

nπ

α
, а вiдповiдними власними

функцiями – функцiї Yn(φ) = cos
nπφ

α
, φ ∈ [0, α], n ∈ Z+.

Розв’язком задачi (56), як доведено вище при розв’язуваннi
задачi (32)–(33), є функцiї

Xn(r) = Anr
nπ
α , r ∈ [0, R], n ∈ Z+.

Тодi розв’язок задачi (51)–(53) шукатимемо у виглядi

u(r, φ) = A0 +

∞∑
n=1

Anr
nπ
α cos

nπφ

α
, (r, φ) ∈ D.
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Задовольнивши цiєю функцiєю крайову умову (53), дiстанемо

u0φ = A0 +

∞∑
n=1

AnR
nπ
α cos

nπφ

α
, φ ∈ [0, α].

Звiдси одержуємо, що

A0 =
1

α

α∫
0

u0φdφ =
u0α

2
,

An =
2

α

u0

R
nπ
α

α∫
0

φ cos
nπφ

α
dφ =

2u0 α

αR
nπ
α nπ

α∫
0

φd sin
nπφ

α
=

=
2u0

nπR
nπ
α

(
φ sin

nπφ

α

∣∣∣α
0
−

α∫
0

sin
nπφ

α
dφ
)
=

=
2u0α

(nπ)2R
nπ
α

cos
nπφ

α

∣∣∣α
0
=

2u0α

(nπ)2R
nπ
α

((−1)n − 1) =

=

 0, n = 2k,

− 4u0α

(nπ)2R
nπ
α

, n = 2k − 1, k ∈ N.

Отже, роз’язком задачi (51)–(53) є функцiя

u(r, φ) =
u0α

2
− 4u0α

π2

∞∑
k=1

1

(2k − 1)2

( r
R

) (2k−1)π
α

cos
(2k − 1)πφ

α
,

(r, φ) ∈ D. I

6.6 Теорiя потенцiалу

Якщо вiдомий потенцiал деякого векторного поля, то це
дозволяє краще вивчити процес, який описується цим полем.
Крiм того, знання потенцiалу дає можливiсть зводити крайову
задачу для елiптичного рiвняння до iнтегрального рiвняння.
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Оскiльки для iнтегральних рiвнянь добре вивченi їхнi методи
розв’язування, то це дає можливiсть використовувати новi пiд-
ходи до розв’язування крайових задач математичної фiзики.

6.6.1 Означення потенцiалiв. Нехай у точцi ξ :=
(ξ1, ξ2, ξ3) з R3 розмiщено точковий заряд величиною q. Як вi-
домо, цей заряд створює електростатичне поле, однiєю з ха-
рактеристик якого є напруженiсть E⃗(x) поля в точцi x ̸= ξ:

E⃗(x) = q
r⃗xξ
r3

=
(
q
x1 − ξ1
r3

, q
x2 − ξ2
r3

, q
x3 − ξ3
r3

)
=

= gradx(−
q

r
) = gradx(−u(x)). (1)

В (1) i далi r⃗xξ – вектор з початком у точцi ξ i
кiнцем у точцi x, |r⃗xξ| = r = |x − ξ| (рис. 6.18).

�

ξ

x
r⃗xξ

Рис. 6.18

Функцiю u(x) :=
q

r
, x ∈ R3 \ {ξ}, називають потенцiалом

електростатичного поля, створеного точковим зарядом у точцi
ξ.

Якщо є декiлька точкових зарядiв, то створений системою
цих зарядiв потенцiал знаходиться як сума потецiалiв, створе-
них кожним iз зарядiв. Ця властивiсть дає можливiсть побу-
дувати потенцiал, який створюється зарядами, що неперервно
розподiленi з деякою густиною по областi або по поверхнi.

Якщо електричнi заряди розподiленi з густиною ρ по
областi Ω ⊂ R3, то розiб’ємо цю область гладкими поверхнями
на n елементарних частин Ωi з об’ємом ∆vi, i ∈ {1, . . . , n}. Тодi
потенцiал u у точцi x, що створений зарядами, розподiленими
по елементарнiй частинi Ωi, наближено дорiвнює

ρ(ξi)∆vi
ri

, ξi ∈ Ωi, ri := |x− ξi|, x ̸= ξi,

а зарядами, розподiленими по всiй областi Ω, –

u(x) ≈
n∑
i=1

ρ(ξi)∆vi
ri

.
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Перейшовши в цiй рiвностi до границi при прямуваннi до
нуля найбiльшого дiаметра множин Ωi, i ∈ {1, . . . , n}, дiстане-
мо, що

u(x) =

∫
Ω

ρ(ξ)

r
dξ, x ∈ R3. (2)

Функцiю u, яка визначається рiвнiстю (2), називають
об’ємним потенцiaлом або потенцiалом зарядженого тiла,
що займає область Ω.

Якщо електричнi заряди розподiленi з густиною η по
кусково-гладкiй поверхнi S, то повторивши подiбнi мiркування,
одержимо, що потенцiал поля, створюваного цими зарядами,
визначається формулою

v(x) =

∫
S

η(ξ)

r
dξS, x ∈ R3. (3)

Iнтеграл у формулi (3) називають потенцiалом простого
шару.

Нехай в точках ξ(1) i ξ(2) осi l⃗ на вiдстанi h одна вiд одної
розмiщенi заряди величиною −q i q та нехай ξ – деяка точка
вiдрiзка ξ(1)ξ(2) (рис. 6.19). Потенцiал поля, створеного цими

зарядами, в точцi x ̸= ξi, i ∈ {1, 2},
дорiвнює u(x) = q( 1

r2
− 1
r1
). Якщо точ-

ки ξ(1) i ξ(2) з вiдповiдними зарядами
спрямувати до точки ξ так, щоб вели-
чина µ := qh була сталою, тобто спря-
мувати h до 0, вiдповiдно збiльшуючи
величину q зарядiв, то отримаємо

u(x) = lim
h→0

q(
1

r2
− 1

r1
) =

Рис. 6.19

= µ lim
h→0

1
r2

− 1
r1

h
= µ∂

l⃗

(1
r

)
= − µ

r2
∂
l⃗
r = − µ

r2

3∑
j=1

∂ξjr cos(
̂⃗
l, ξj) =

=
µ

r2

3∑
j=1

xj − ξj
r

cos(
̂⃗
l, ξj) =

µ

r2

3∑
j=1

cos(⃗̂rxξ, ξj) cos(
̂⃗
l, ξj) =
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=
µ

r2
cos(

̂⃗
rxξ, l⃗) =

µ

r2
cosα. (4)

Розглянуте граничне розмiщення зарядiв у фiзицi нази-
вається диполем у точцi ξ, µ – моментом диполя, l⃗ – вiссю
диполя. Потенцiал поля, створеного цим диполем, знаходить-
ся за формулою (4).

Практично здiйснити диполь можна лише наближено, роз-
мiстивши достатньо близько один вiд одного два великi заряди
протилежних знакiв.

Розглянемо орiєнтовану поверхню S, тобто таку, на якiй
вказанi внутрiшня i зовнiшня сторони. Нехай на S розподiленi
диполi з густиною моментiв µ i вiссю, напрямок якої збiгається
з вектором зовнiшньої нормалi ν⃗. Тодi потенцiал поля, створе-
ний таким розподiлом диполiв, визначається формулою

w(x) =

∫
S

cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2
µ(ξ)dξS, x ∈ R3. (5)

Цей iнтеграл називають потенцiалом подвiйного шару,
тому що розглядуваний розподiл диполiв може бути наближено
здiйснений як два накладених на поверхню S розподiли зарядiв
з густиною µ

h i −µ
h на дуже малiй вiдстанi h (по нормалi до S)

один вiд одного.

6.6.2 Поверхнi Ляпунова. Розглянемо клас поверхонь,
для яких вивчатимемо властивостi потенцiалiв подвiйного та
простого шарiв.

Означення. Обмежену замкнену поверхню S називати-
мемо поверхнею Ляпунова, якщо iснують числа δ > 0,
A > 0 i α ∈ (0, 1] такi, що виконуються умови:

1) у кожнiй точцi z ∈ S iснує нормаль ν⃗z;
2) для кожної точки z ∈ S прямi, паралельнi до нормалi

ν⃗z, перетинають частину поверхнi Sδ := S ∩Kδ(z) тiльки в
однiй точцi;

3) для довiльних двох точок {x, ξ} ⊂ S таких, що |x− ξ| <
δ, справджується нерiвнiсть γ(x, ξ) ≤ A|x − ξ|α, де γ(x, ξ) –
кут мiж нормалями ν⃗x, ν⃗ξ (рис. 6.20).
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Пояснимо деталь-
нiше умови 1), 2), 3).
Умова 1) дає мож-
ливiсть, вибравши за
початок будь-яку точ-
ку z ∈ S, ввести ло-
кальну систему коор-
динат (y1, y2, y3) так,Рис. 6.20

щоб осi y1 i y2 розмiщувалися в дотичнiй площинi до S в точцi
z, а вiсь y3 була спрямована вздовж нормалi ν⃗z.

Умова 2) дозволяє записати рiвняння куска поверхнi Sδ в
локальнiй системi координат у виглядi y3 = f(y1, y2), де f – де-
яка вiдома функцiя, яка внаслiдок умови 3) є неперервно дифе-
ренцiйовною в областi, що є проекцiєю Sδ на площину {y3 = 0}.

Доведено, що поверхня Ляпунова S належить до класу C1,
а будь-яка поверхня з класу C2 є поверхнею Ляпунова.

Скориставшись локальною системою координат, можна пе-
реконатись, що коли S поверхня Ляпунова, то для будь-яких
точок {x, ξ} ⊂ S таких, що |x− ξ| < δ, справджується оцiнка

| cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)| ≤ C|x− ξ|α, (6)

де δ – досить мале число, C – деяка додатна стала, α ∈ (0, 1].

6.6.3 Iнтеграли, залежнi вiд параметра. Потенцiали
(2), (3) i (5) є власними чи невласними iнтегралами, залежними
вiд параметра x. При дослiдженнi їх властивостей використо-
вуватимемо властивостi кратних i поверхневих iнтегралiв, за-
лежних вiд параметра. Наведемо деякi твердження щодо таких
iнтегралiв, якi можна знайти в пiдручниках з математичного
аналiзу, а в найбiльш адаптованому до наших потреб виглядi
– в посiбнику [13].

Нехай D i Ω – обмеженi областi, a S – обмежена поверхня
в просторi R3. Розглядатимемо кратний iнтеграл

I1(x) :=

∫
Ω

E(x, ξ)µ(ξ)dξ, x ∈ D,
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i поверхневий iнтеграл

I2(x) :=

∫
S

E(x, ξ)µ(ξ)dξS, x ∈ D,

якi для зручностi об’єднаємо спiльним записом

I(x) :=

∫
P

E(x, ξ)µ(ξ)dp(ξ), x ∈ D. (7)

Iнтеграл I1 одержується при P = Ω i dp(ξ) = dξ (елемент об’єму
областi Ω), а iнтеграл I2 – при P = S i dp(ξ) = dξS (елемент
площi поверхнi S).

Якщо припускати, що функцiя µ iнтегровна та обмежена на
множинi P , а функцiя E(x, ξ), x ∈ D, ξ ∈ P , x ̸= ξ, неперервна
та необмежена в околi точки x = ξ, то при D ∩P = ∅ iнтеграл
I буде власним, а при D ∩ P ̸= ∅ цей iнтеграл у розумiннi
Рiмана не iснує (бо пiдiнтегральна функцiя має особливiсть у
точцi x = ξ, в околi якої вона не обмежена) i ми приходимо до
поняття невласних кратного та поверхневого iнтегралiв.

Потрiбнi нам властивостi власних iнтегралiв (7) описуються
в наступних лемах.

Лема 1. Якщо функцiя µ iнтегровна та обмежена на мно-
жинi P , а E ∈ C(D × P ), то I ∈ C(D).

Лема 2. Якщо функцiї µ i E такi, як у лемi 1, та, крiм
того, iснують похiднi ∂xjE ∈ C(D × P ), j ∈ {1, 2, 3}, то I ∈
C1(D) i справджуються рiвностi

∂xjI(x) =

∫
P

∂xjE(x, ξ)µ(ξ)dp(ξ), x ∈ D, j ∈ {1, 2, 3}. (8)

Переходимо до означення невласного iнтеграла (7) в ситу-
ацiї, коли D ∩ P ̸= ∅. Для цього вiзьмемо фiксовану точку
x ∈ P , кулю Kδ(x) малого радiуса δ > 0 з центром у точцi x i
множину Pδ := P \ (P ∩Kδ(x)). Невласний iнтеграл (7), пiдiн-
тегральна функцiя якого має особливiсть у фiксованiй точцi
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ξ = x, означимо як границю

lim
δ→0

∫
Pδ

E(x, ξ)µ(ξ)dp(ξ).

Якщо така границя iснує i скiнченна, то кажуть, що iнтеграл
(7) збiгається в точцi x, а в противному разi – розбiгається.

У випадку, коли x може набувати рiзних значень з множини
P , приходимо до невласного iнтеграла з рухомою особливiстю.
Тут важливу роль вiдiграє поняття рiвномiрної збiжностi iнте-
грала.

Не вдаючись у деталi означення та ознак рiвномiрної збiж-
ностi невласного iнтеграла, сформулюємо твердження, анало-
гiчнi до лем 1 i 2, для невласного iнтеграла (7), в якому D
замiнено на P .

Говоритимемо, що функцiя E(x, ξ), {x, ξ} ⊂ P , x ̸= ξ, на-
лежить до класу Qβ(P ), i писатимемо E ∈ Qβ(P ), якщо ця
функцiя неперервна та iснують сталi B > 0 i β > 0 такi, що

|E(x, ξ)| ≤ B|x− ξ|−β, {x, ξ} ⊂ P, x ̸= ξ.

У наступних лемах P – обмежена область Ω або поверхня
Ляпунова S, dimP – розмiрнiсть множини P , яка для P = Ω
дорiвнює три, а для P = S – два.

Лема 3. Якщо µ – iнтегровна та обмежена на множинi
P функцiя, E ∈ Qβ(P ) з β < dimP , то iнтеграл (7) визначає
неперервну на P функцiю I.

Лема 4. Якщо виконуються умови леми 3 та, крiм того,
iснують похiднi ∂xjE ∈ Qγ(P ) з γ < dimP , j ∈ {1, 2, 3}, то
функцiя I має неперервнi на P похiднi ∂xjI, j ∈ {1, 2, 3}, якi
обчислюються за формулами (8), в яких x ∈ P .

6.6.4 Властивостi об’ємного потенцiалу. Розглянемо
потенцiал зарядженого тiла, що займає обмежену область Ω,

u(x) =

∫
Ω

ρ(ξ)

rxξ
dξ, (9)
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де ρ – функцiя, яка визначена в Ω. Межу S областi Ω вважа-
тимемо кусково-гладкою поверхнею в R3.

Теорема 6.9. Якщо ρ – iнтегровна та обмежена функ-
цiя в Ω, то потенцiал u ∈ C1(R3), причому похiднi ∂xju,
j ∈ {1, 2, 3}, знаходяться диференцiюванням пiд знаком iнте-
грала.

J Нехай Ω1 – будь-яка обмежена область така, що Ω ⊂ Ω1.
Вiзьмемо функцiю ρ1, яка збiгається з ρ в Ω, а в Ω1 \Ω ρ1 = 0,
i запишемо iнтеграл (9) у виглядi

u(x) =

∫
Ω1

ρ1(ξ)

rxξ
dξ.

Для цього iнтеграла E(x, ξ) = r−1
xξ i ∂xjE(x, ξ) = −(xj − ξj)r

−3
xξ ,

j ∈ {1, 2, 3}, тому

|E(x, ξ)| ≤ r−1
xξ , |∂xjE(x, ξ)| ≤ r−2

xξ , j ∈ {1, 2, 3},

i, отже, E ∈ Q1(Ω1) i ∂xjE ∈ Q2(Ω1), j ∈ {1, 2, 3}. Звiдси на
пiдставi лем 3 i 4 випливає, що функцiя u неперервна в Ω1 та
iснують її неперервнi похiднi першого порядку, якi знаходяться
диференцiюванням пiд знаком iнтеграла. Отже, u ∈ C1(Ω1),
але оскiльки Ω1 – довiльна область в R3, то u ∈ C1(R3). I

Теорема 6.10. Якщо густина ρ є iнтегровною та обме-
женою функцiєю в Ω, то об’ємний потенцiал u є гармонiч-
ною функцiєю в зовнiшнiй областi Ω− := R3 \Ω, яка задоволь-
няє умову регулярностi на нескiнченностi, тобто iснує стала
A > 0 така, що

|u(x)| ≤ A

|x|
, x ∈ Ω−. (10)

J Якщо точка x ∈ Ω−, то в цьому випадку (9) є власним
iнтегралом, залежним вiд параметра x, оскiльки ξ ̸= x. Тодi вiн
згiдно з лемою 2 має такi самi властивостi, що й пiдiнтеграль-
на функцiя, а остання є нескiнченно диференцiйовною за x. Це
означає, що в цьому випадку (9) є неперервною функцiєю i має
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неперервнi частиннi похiднi довiльного порядку, якi знаходять-
ся безпосереднiм диференцiюванням пiд знаком iнтеграла.

Оскiльки ∆x

(
1
rxξ

)
= 0 при x ̸= ξ, то маємо

∆xu(x) = ∆x

∫
Ω

ρ(ξ)

rxξ
dξ =

∫
Ω

∆x

( 1

rxξ

)
ρ(ξ)dξ = 0, x ∈ Ω−,

тобто u – гармонiчна функцiя в Ω−.
Доведемо правильнiсть нерiвностi (10). Досить її встанови-

ти для великих |x|. Нехай точка x така, що |x| ≥ 2d, де d –
дiаметр областi Ω (рис. 6.21). Тодi rxξ > |x| − |ξ| > |x| − d ≥

≥ |x| − |x|
2 = |x|

2 i тому

|u(x)| =
∣∣∣ ∫
Ω

ρ(ξ)

rxξ
dξ
∣∣∣ ≤

≤ 2

|x|

∫
Ω

|ρ(ξ)|dξ = A

|x|
,

Рис. 6.21

де A := 2

∫
Ω

|ρ(ξ)|dξ. Отже, нерiвнiсть (10) справджується. I

Зауваження 1. Iснування похiдних другого порядку вiд
потенцiалу (9) в областi Ω вже вимагає додаткових умов на гу-
стину ρ. Це пов’язано з тим , що в цьому випадку застосування
лем 3 i 4, як це було при доведеннi теореми 6.9, неможливе, бо
порядок особливостi пiдiнтегральної функцiї для других похiд-
них дорiвнює dimΩ = 3. Наступна теорема мiстить умову на ρ,
за якої iснують похiднi другого порядку вiд потенцiалу (9).

Теорема 6.11. Якщо ρ ∈ C1(Ω)∩C(Ω), то об’ємний потен-
цiал (9) має в Ω неперервнi частиннi похiднi другого порядку
i задовольняє рiвняння Пуассона

∆u(x) = −4πρ(x), x ∈ Ω. (11)
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J Нехай x0 – довiльно взята точка областi Ω. Вiзьмемо кулю
Kδ(x

0), яка лежить в областi Ω ( рис. 6.22). Запишемо об’ємний
потенцiал (9) у виглядi

u(x) =

∫
Kδ(x0)

ρ(ξ)

rxξ
dξ +

∫
Ω1

ρ(ξ)

rxξ
dξ =

=: u1(x) + u2(x), де Ω1 := Ω \Kδ(x0).
(12)

Рис. 6.22
На пiдставi теореми 6.9 i того, що ∂xj

( 1

rxξ

)
= −∂ξj

( 1

rxξ

)
,

j ∈ {1, 2, 3}, маємо

∂xju(x) =

∫
Kδ(x0)

∂xj

( 1

rxξ

)
ρ(ξ)dξ +

∫
Ω1

∂xj

( 1

rxξ

)
ρ(ξ)dξ =

= −
∫

Kδ(x0)

∂ξj

( 1

rxξ

)
ρ(ξ)dξ +

∫
Ω1

∂xj

( 1

rxξ

)
ρ(ξ)dξ, j ∈ {1, 2, 3}.

Застосувавши до першого iнтеграла формулу Остроградсько-
го–Ґауса, дiстанемо

∂xju(x) =

∫
Ω1

∂xj

( 1

rxξ

)
ρ(ξ)dξ +

∫
Kδ(x0)

1

rxξ
∂ξjρ(ξ)dξ−

−
∫

Sδ(x0)

ρ(ξ)

rxξ
cos(̂⃗νξ, ξj)dξS, j ∈ {1, 2, 3}, (13)

де Sδ(x0) – межа кулi Kδ(x
0), ν⃗ξ – зовнiшня нормаль до сфери

Sδ(x
0) у точцi ξ.

Перший доданок справа в (13) є власним iнтегралом, за-
лежним вiд параметра, коли x ∈ Kδ(x

0), бо x ̸= ξ, а тому вiн
має в Kδ(x

0) похiднi будь-якого порядку. Те саме стосується й
третього доданка, оскiльки точка ξ ∈ Sδ(x

0), а точка x ∈ Kδ(x
0)
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i тому x ̸= ξ. Другий доданок є об’ємним потенцiалом з непе-
рервною густиною ∂ξjρ, а тому згiдно з теоремою 6.9 вiн має
неперервнi частиннi похiднi першого порядку в R3.

Отже, функцiї ∂xju, j ∈ {1, 2, 3}, якi визначаються рiвно-
стями (13), мають неперервнi частиннi похiднi першого поряд-
ку в Kδ(x

0). Оскiльки точка x0 є довiльною точкою з областi
Ω, то можна стверджувати, що ∂xju, j ∈ {1, 2, 3}, мають не-
перервнi частиннi похiднi першого порядку в Ω, а це означає,
що об’ємний потенцiал (9) має скрiзь в Ω неперервнi частиннi
похiднi другого порядку.

Доведемо, що u задовольняє в Ω рiвняння Пуассона (11).
Очевидно, що u2 з (12) є гармонiчною функцiєю вKδ(x

0), тобто
∆u2(x) = 0, x ∈ Kδ(x

0). Тому ∆u(x) = ∆u1(x), x ∈ Kδ(x
0).

Маємо

∆u(x0) = ∆u1(x
0) =

3∑
j=1

∫
Kδ(x0)

ξj − x0j
r3
x0ξ

∂ξjρ(ξ) dξ−

−
3∑
j=1

∫
Sδ(x0)

ξj − x0j
r3
x0ξ

ρ(ξ) cos(̂⃗νξ, ξj) dξS =: H1 −H2.

Ця формула правильна при довiльному виборi δ такому, що
куля Kδ(x

0) ⊂ Ω, i величина ∆u(x0) не залежить вiд ви-
бору δ. Доведемо, що H1 → 0 при δ → 0. Справдi, нехай
C := max

ξ∈Kδ(x0),j∈{1,2,3}
|∂ξjρ(ξ)|, тодi, взявши до уваги те, що

|ξ − x0|
rx0ξ

≤ 1, i здiйснивши замiну змiнних iнтегрування за фор-
мулами

ξ1 = x01 + r cosφ sin θ, ξ2 = x02 + r sinφ sin θ, ξ3 = x03 + r cos θ,
0 ≤ r ≤ δ, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π, rx0ξ = r, dξ = r2 sin θdr dφ dθ,

одержимо

|H1| ≤ 3C

∫
Kδ(x0)

dξ

r2
x0ξ

=
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= 3C

δ∫
0

dr

2π∫
0

dφ

π∫
0

sin θdθ = 12πCδ → 0 при δ → 0.

Розглянемо H2. Оскiльки
ξj−x0j
rx0ξ

= cos(̂⃗νξ, ξj), j ∈ {1, 2, 3}, бо
ν⃗ξ = −r⃗x0ξ, то

H2 =

∫
Sδ(x0)

ρ(ξ)

r2
x0ξ

3∑
j=1

cos2(̂⃗νξ, ξj)dξS =

∫
Sδ(x0)

ρ(ξ)

δ2
dξS =

=
1

δ2

∫
Sδ(x0)

ρ(ξ)dξS =
1

δ2
4πδ2ρ(ξ̄) = 4πρ(ξ̄) → 4πρ(x0) при δ → 0.

Тут використано теорему про середнє значення для iнтеграла,
ξ̄ – деяка точка на сферi Sδ(x0).

Отже, при δ → 0, маємо ∆u(x0) = −4πρ(x0), що й треба
було довести. I

Зауваження 2. Властивостi об’ємного потенцiалу дають
змогу звести крайову задачу для рiвняння Пуассона до вiдпо-
вiдної задачi для рiвняння Лапласа. Справдi, маючи задачу

∆u = f в Ω, Bu|S = µ,

де f ∈ C1(Ω), B – диференцiальний вираз, що задає крайову
умову, то подаючи розв’язок цiєї задачi у виглядi u = v+w, де

w(x) := − 1

4π

∫
Ω

f(ξ)

rxξ
dξ,

для функцiї v матимемо задачу

∆v = 0 в Ω, Bv|S = µ−Bw|S .

Приклад 1. Знайти об’ємний потенцiал рiвномiрно заря-
дженої кулi KR(x

0) зi сталою об’ємною густиною ρ0.
J Очевидно, що шуканий потенцiал є функцiєю вiдстанi

r = |x− x0|, тобто u(x) = u(r).
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Поза кулеюKR(x
0) справджується рiвнiсть ∆u(x) = 0, тому

1

r2
d

dr

(
r2
du

dr

)
= 0.

Звiдси випливає, що r2
du

dr
= C1, а отже, u(r) = −C1

r
+ C2.

Оскiльки u(r) → 0 при r → +∞, то C2 = 0. Тому

u(x) ≡ u(r) = −C1

r
, x ∈ KR(x

0).

Якщо ж x ∈ KR(x
0), то згiдно з рiвнiстю (11), ∆u(x) =

−4πρ0 або
1

r2
d

dr

(
r2
du

dr

)
= −4πρ0.

Звiдси випливає, що

d

dr

(
r2
du

dr

)
= −4πρ0r

2,

r2
du

dr
= −4

3
πρ0r

3 +A,

du

dr
= −4

3
πρ0r +

A

r2
, u(r) = −2

3
πρ0r

2 − A

r
+B, {A,B} ⊂ R.

Оскiльки об’ємний потенцiал повинен бути обмеженим при
r → 0, то A = 0, а тому

u(r) = −2

3
πρ0r

2 +B.

З умови неперервностi об’ємного потенцiалу та його похiд-
ної при r = R, одержуємо, що

−2

3
πρ0R

2 +B = −C1

R
, −4

3
πρ0R =

C1

R2
,

тобто
C1 = −4

3
πR3ρ0, B = 2πR2ρ0.

282



Отже,

u(x) ≡ u(r) =


2

3
π(3R2 − r2)ρ0, r ≤ R,

4

3
πR3 ρ0

r
, r > R. I

6.6.5 Властивостi потенцiалу подвiйного шару. Розг-
лянемо потенцiал подвiйного шару, який визначається рiвнiстю

w(x) =

∫
S

cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
µ(ξ)dξS, x ∈ R3, (14)

де r⃗xξ – вектор, напрямлений вiд точки ξ до точки x, rxξ = |x−ξ|
– його довжина, ν⃗ξ – зовнiшня нормаль у точцi ξ ∈ S. Оскiльки

∂ν⃗ξ

( 1

rxξ

)
=

3∑
j=1

∂ξj

( 1

rxξ

)
cos(̂⃗νξ, ξj) = − 1

r2xξ

3∑
j=1

ξj − xj
rxξ

×

× cos(̂⃗νξ, ξj) =
1

r2xξ

3∑
j=1

cos(⃗̂rxξ, ξj) cos(̂⃗νξ, ξj) =
cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
,

то потенцiал подвiйного шару набуває ще такого вигляду

w(x) =

∫
S

∂ν⃗ξ

( 1

rxξ

)
µ(ξ)dξS, x ∈ R3. (15)

Теорема 6.12. Якщо функцiя µ iнтегровна та обмежена
на поверхнi Ляпунова S, то потенцiал подвiйного шару є гар-
монiчною функцiєю в R3, крiм точок поверхнi S, i регулярний
на нескiнченностi.

J Якщо x∈S, то для ξ ∈ S правильна нерiвнiсть rxξ > 0,
а це означає, що пiдiнтегральна функцiя в (15) iнтегровна за
ξ i як функцiя x належить до C∞(R3 \ S). Оскiльки в цьому
випадку (15) є власним iнтегралом, залежним вiд параметра x,
то диференцiювання можна здiйснювати пiд знаком iнтеграла,
тому

∆w(x) =

∫
S

∆x

(
∂ν⃗ξ

( 1

rxξ

))
µ(ξ)dξS =
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=

∫
S

∂ν⃗ξ

(
∆x

( 1

rxξ

))
µ(ξ)dξS = 0, x ∈ R3 \ S.

Доведемо, що w(x) → 0 при |x| → +∞. Для цього виберемо
R > 0 настiльки великим, щоб Ω ⊂ KR(O) (рис. 6.23). Для до-

вiльних x ∈ K2R(O) i ξ ∈ S маємо

rxξ = |x− ξ| > |x| − |ξ| ≥

≥ |x| −R ≥ |x| − |x|
2

=
|x|
2
.

Тому для будь-якого x ∈ K2R(O)
правильна нерiвнiсть

Рис. 6.23

|w(x)| ≤ max
ξ∈S

|µ(ξ)|
∫
S

4

|x|2
dξS ≤ C

|x|2
→ 0 при |x| → +∞. I

Теорема 6.13. Якщо S – поверхня Ляпунова, а функцiя µ
iнтегровна та обмежена на S, то потенцiал подвiйного шару
w є неперервною функцiєю на S.

J Як було вiдзначено в пунктi 6.6.2, для поверхнi Ляпунова
S справджується оцiнка (6) для будь-яких близьких мiж собою
точок x i ξ поверхнi S. Звiдси випливає, що для таких точок
виконується нерiвнiсть

|E(x, ξ)| =
| cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)|

r2xξ
≤ C

r2−αxξ

,

тобто E ∈ Q2−α(S), де 2− α < 2 = dimS. Застосувавши до iн-
теграла (14) лему 3, переконаємось у правильностi твердження
теореми 6.13. I

З теорем 6.12 i 6.13 випливає, що потенцiал подвiйного шару
визначений в усьому просторi R3 i неперервний окремо в обла-
стях Ω i Ω− та на поверхнi S. Виникає запитання, як поводиться
потенцiал подвiйногошару припереходi через поверхнюS.

Якщо x0 ∈ S, то, як зазначено вище, w(x0) iснує i називаєть-
ся прямим значенням потенцiалу подвiйного шару. Нехай
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тепер точка x ∈ S прямує до точки x0 ∈ S. Якщо при цьому
виявиться, що потенцiал подвiйного шару w прямує до деякої
скiнченної границi, то кажуть, що потенцiал подвiйного шару
набуває в точцi x0 граничного значення. Нижче буде дове-
дено, що, взагалi кажучи, внутрiшнє граничне значення

wв(x0) := lim
Ω∋x→x0∈S

∫
S

cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
µ(ξ)dξS

не збiгається iз зовнiшнiм граничним значенням

wз(x0) := lim
Ω−∋x→x0∈S

∫
S

cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
µ(ξ)dξS

i вони не дорiвнюють прямому значенню w(x0), тобто потенцiал
подвiйного шару терпить розрив першого роду при переходi
через поверхню S.

Розглянемо спочатку потенцiал подвiйного шару з одинич-
ною густиною, тобто iнтеграл

w1(x) :=

∫
S

cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
dξS,

який називається iнтегралом Ґауса.
Доведено [8, 14], що

w1(x) =

∫
S

cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
dξS =

∫
S

∂ν⃗ξ

( 1

rxξ

)
dξS =

=


−4π, x ∈ Ω,
−2π, x ∈ S,
0, x ∈ Ω−,

(16)

а це означає, що потенцiал подвiйного шару зi сталою густиною
µ0 на поверхнi S має розрив першого роду. Доведемо, що такого
самоготипубудутьрозриви i в потенцiалiзi змiнноюгустиноюµ.
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Теорема 6.14. Якщо µ ∈ C(S) i S – поверхня Ляпунова, то
для потенцiалу подвiйного шару (14) iснують скiнченнi внут-
рiшнє wв(x0) i зовнiшнє wз(x0) граничнi значення, для яких
правильнi такi формули стрибка:

wв(x0) = w(x0)− 2πµ(x0),
wз(x0) = w(x0) + 2πµ(x0).

(17)

J Опираючись на рiвностi (16), доведемо теорему в припу-
щеннi, що для поверхнi S виконується умова∫

S

| cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)|
r2xξ

dξS ≤ B < +∞, x ∈ R3. (18)

Це припущення має технiчний характер i спрощує виведення
формул (17).

Нехай x0 – фiксована точка поверхнi S. Запишемо iнтеграл
(14) у виглядi

w(x) =

∫
S

(µ(ξ)− µ(x0))
cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
dξS+

+µ(x0)

∫
S

cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
dξS =: w0(x) + µ(x0)w1(x). (19)

Поведiнка w1 при переходi через поверхню S визначається
рiвнiстю (16). Тому треба вивчити поведiнку w0. Доведемо, що
функцiя w0 є неперервною в точцi x = x0. Нехай ε > 0 задано.
Згiдно з неперервнiстю функцiї µ на S iснує δ0 > 0 таке, що

|µ(ξ)− µ(x0)| < ε

4B
, ξ ∈ Sδ0 ,

де B – стала iз (18), Sδ0 := S ∩Kδ0(x
0).

Запишемо w0(x) у виглядi

w0(x) =

∫
Sδ0

(µ(ξ)− µ(x0))
cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
dξS+
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+

∫
S\Sδ0

(µ(ξ)− µ(x0))
cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
dξS =: w′

0(x) + w′′
0(x).

При будь-якому розмiщеннi точки x за допомогою нерiвностi
(18) маємо

|w′
0(x)| ≤

∫
Sδ0

|µ(ξ)− µ(x0)|
| cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)|

r2xξ
dξS ≤

≤ ε

4B

∫
S

| cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)|
r2xξ

dξS ≤ ε

4
.

Розглянемо рiзницю

w0(x)− w0(x
0) = w′

0(x)− w′
0(x

0) + w′′
0(x)− w′′

0(x
0).

Тодi

|w0(x)− w0(x
0)| ≤ |w′

0(x)|+ |w′
0(x

0)|+ |w′′
0(x)− w′′

0(x
0)| ≤

≤ ε

2
+ |w′′

0(x)− w′′
0(x

0)|.

В iнтегралi, яким визначається w′′
0 , змiнна iнтегрування

ξ ∈ S \ Sδ, тому для точок x ∈ Kδ(x
0), де δ ∈ (0, δ0), цей iн-

теграл є власним iнтегралом, залежним вiд параметра, i вiн є
неперервною функцiєю в Kδ(x

0), бо таку властивiсть має пiдiн-
тегральна функцiя. Це дозволяє вибрати таке δ > 0, що

|w′′
0(x)− w′′

0(x
0)| < ε

2
, x ∈ Kδ(x

0).

Отже, iснує число δ > 0 таке, що |w0(x) − w0(x
0)| < ε, x ∈

Kδ(x
0), тобто функцiя w0 є неперервною в точцi x0.

Використовуючи це та рiвностi (16) i (19), отримуємо

wв(x0) = lim
Ω∋x→x0∈S

w(x) = w0(x
0)− 4πµ(x0), (20)

wз(x0) = lim
Ω−∋x→x0∈S

w(x) = w0(x
0). (21)
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Якщо в (19) точка x збiгається з точкою x0 ∈ S, то дiстаємо

w(x0) = w0(x
0)− 2πµ(x0). (22)

З рiвностей (20) i (22) випливає перша рiвнiсть iз (17), а з рiв-
ностей (21) i (22) – друга рiвнiсть. I

6.6.6 Властивостi потенцiалу простого шару. Потен-
цiал простого шару визначається рiвнiстю

v(x) =

∫
S

η(ξ)

rxξ
dξS, x ∈ R3. (23)

Припускатимемо, що S – поверхня Ляпунова.
Властивостi цього потенцiалу описано в наступнiй теоремi.

Теорема 6.15. Якщо функцiя η iнтегровна та обмежена
на S, то потенцiал простого шару v має такi властивостi:

1) v ∈ C(R3);
2) v – гармонiчна функцiя в Ω i Ω−;
3) функцiя v є регулярною на нескiнченностi, тобто iснує

така стала A > 0, що справджується оцiнка

|v(x)| ≤ A

|x|
, x ∈ Ω−. (24)

J 1) Iснування потенцiалу v i його неперервнiсть при x∈S
випливає з неперервностi 1

rxξ
при ξ ̸= x i леми 1. У випадку,

коли x ∈ S, iнтеграл (23) є невласним iнтегралом, залежним
вiд параметра x. Оскiльки функцiя E(x, ξ) = 1

rxξ
, {x, ξ} ⊂ S,

x ̸= ξ, належить до класу Q1(S), то згiдно з лемою 3 функцiя
v неперервна на S.

2) Якщо x∈S, то iнтеграл (23) власний i згiдно з лемою
2 його можна диференцiювати за x будь-яке число разiв пiд
знаком iнтеграла. Тому

∆xv(x) = ∆x

∫
S

η(ξ)

rxξ
dξS =

∫
S

∆x

( 1

rxξ

)
η(ξ)dξS = 0,
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бо
1

rxξ
є гармонiчною функцiєю при ξ ̸= x.

3) Оцiнка (24) встановлюється подiбно до оцiнки (10) для
об’ємного потенцiалу. I

Дослiдження крайових задач для рiвняння Лапласа ви-
магає вивчення поведiнки нормальної похiдної вiд потенцiалу
простого шару. Переходимо до такого вивчення.

Нехай ν⃗x0 – вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi S у фiк-
сованiй точцi x0 (рис. 6.24). Продиференцiюємо потенцiал про-
стого шару (23) в точцi x∈S за напрямом нормалi ν⃗x0 . Цю
операцiю можна здiйснити пiд знаком iнтеграла, бо iнтеграл є
власним, оскiльки x∈S i, отже, x ̸= ξ. Маємо

∂ν⃗x0v(x) =

∫
S

∂ν⃗x0

( 1

rxξ

)
η(ξ)dξS

або

∂ν⃗x0v(x) =

∫
S

cos(⃗̂rξx, ν⃗x0)

r2ξx
η(ξ)dξS. (25)

Iнтеграл (25) подiбний
до потенцiaлу подвiйного
шару (14), але мiж ни-
ми є рiзниця: у (25) коси-
нус кута мiж вектором r⃗ξx
i вектором нормалi ν⃗x0 у
фiксованiй точцi x0 ∈ S,
а в (14) – мiж вектором
r⃗xξ i вектором нормалi ν⃗ξРис. 6.24

у змiннiй точцi iнтегрування ξ ∈ S (рис. 6.24).
Так само, як для потенцiалу подвiйного шару, можна дове-

сти, що iнтеграл (25) iснує в усьому просторi R3 i є неперервною
функцiєю окремо в Ω, Ω− i на S.

Значення функцiї ∂ν⃗x0v, яке одержується з (25) замiною x

на x0, називають прямим значенням нормальної похiдної i
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записують у виглядi

∂ν⃗x0v(x
0) =

∫
S

cos( ̂r⃗ξx0 , ν⃗x0)
r2
ξx0

η(ξ)dξS.

Нас цiкавитиме поведiнка нормальної похiдної потенцiалу
простого шару (25) при наближеннi x до x0 по нормалi ν⃗x0
зсередини та зовнi поверхнi S. Позначимо через

(∂ν⃗x0 v(x
0 ))в i (∂ν⃗x0 v(x

0 ))з (26)

граничнi значення потенцiалу простого шару, тобто гра-
ницi ∂ν⃗x0v(x), коли x→ x0 вiдповiдно зсередини i зовнi поверх-
нi S.

Теорема 6.16. Якщо η ∈ C(S) i S – поверхня Ляпунова,
то для нормальної похiдної потенцiалу простого шару в до-
вiльнiй точцi x0 ∈ S iснують границi (26) i для них правильнi
формули

(∂ν⃗x0v(x
0))в =

∫
S

cos( ̂r⃗ξx0 ,ν⃗x0 )
r2
ξx0

η(ξ)dξS + 2πη(x0),

(∂ν⃗x0v(x
0))з =

∫
S

cos( ̂r⃗ξx0 ,ν⃗x0 )
r2
ξx0

η(ξ)dξS − 2πη(x0).
(27)

J Доведення цiєї теореми є у посiбниках [8, 13, 14]. I
Приклад 2. Знайти потенцiал простого шару, розподiле-

ного зi сталою густиною η0 на сферi SR(O).
J Перший спосiб. Оскiльки згiдно з умовою задачi маємо

сферичну симетрiю, то потенцiал простого шару залежить ли-
ше вiд ρ = |x|, тобто v = v(ρ). Знайдемо v, користуючись фор-
мулою (23):

v(ρ) =

∫
SR(O)

η0
dξS

rxξ
. (28)

290



Введемо сферичну систему коорди-
нат. Як видно з рисунка 6.25, rxξ =
=
√
R2 + ρ2 − 2Rρ cos θ. Крiм того, вiдомо,

що dξS = R2 sin θdφdθ. Тодi iнтеграл (28)
можна легко обчислити. Маємо

Рис. 6.25

v(ρ) =

2π∫
0

dφ

π∫
0

η0R
2 sin θdθ√

R2 + ρ2 − 2Rρ cos θ
.

Далi за допомогою замiни cos θ = t, sin θdθ = −dt, де t = 1,
коли θ = 0, i t = −1, якщо θ = π, отримуємо

v(ρ) = 2πη0R
2

1∫
−1

dt√
R2 + ρ2 − 2Rρt

=

= −πRη0
ρ

1∫
−1

(R2 + ρ2 − 2Rρt)−1/2d(R2 + ρ2 − 2Rρt) =

= −2πRη0
ρ

(R2 + ρ2 − 2Rρt)1/2
∣∣∣1
−1

= −2πRη0
ρ

(
√

(R− ρ)2−

−
√

(R+ ρ)2) =

{
4πRη0, ρ ≤ R,
4πR2ρ−1η0, ρ > R.

Другий спосiб. Шукатимемо потенцiал v як розв’язок рiв-
няння

∆v(ρ) = 0, ρ ̸= R,

який неперервний скрiзь в R3, зокрема i при ρ = R:

v1(ρ)|ρ=R = v2(ρ)|ρ=R, (29)

а його нормальнi похiднi при ρ = R мають, згiдно з (27), розрив

dv2(ρ)

dρ

∣∣∣
ρ=R

− dv1(ρ)

dρ

∣∣∣
ρ=R

= 4πη0, (30)

де v1 – розв’язок рiвняння ∆v = 0 зовнi сфери (ρ > R), v2 –
розв’язок цього самого рiвняння всерединi сфери (ρ < R).
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Маємо
∆v(ρ) ≡ 1

ρ2
d

dρ

(
ρ2
dv(ρ)

dρ

)
= 0

i, отже, v1 = −C1ρ
−1 + C2, v2 = −C3ρ

−1 + C4. З обмеженостi
v2 при ρ = 0 випливає, що C3 = 0, а з умови v1(ρ) → 0 при
ρ → +∞, дiстаємо, що C2 = 0. Згiдно з умовами (29) i (30)
правильнi рiвностi −C1R

−1 = C4, −C1R
−2 = 4πη0, тобто C1 =

−4πR2η0, C4 = 4πRη0.
Отже,

v(ρ) =

{
4πRη0, ρ ≤ R,
4πR2ρ−1η0, ρ > R. I

Зауваження 3. Для випадку двовимiрного простору R2

(площини) об’ємний потенцiал має вигляд

u(x) =

∫
Ω

ρ(ξ) ln
1

rxξ
dξ, , x ∈ R2, (31)

i його називають логарифмiчним потенцiалом площi. Iн-
теграл (31) має в основному тi самi властивостi, що й потенцiал
об’єму, але u(x) → +∞ при |x| → +∞ як ln |x| i

∆u(x0) = −2πρ(x0), x0 ∈ Ω ⊂ R2.

Потенцiал подвiйного шару на площинi визначається фор-
мулою

w(x) =

∫
C

∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
µ(ξ)dξC =

∫
C

cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

rxξ
µ(ξ)dξC, (32)

де C – контур, на якому розмiщенi диполi, i називається ло-
гарифмiчним потенцiалом подвiйного шару. Можна до-
вести, що властивостi логарифмiчного потенцiалу подвiйного
шару аналогiчнi до властивостей потенцiалу подвiйного шару
(14), а

wв(x0)− wз(x0) = −2πµ(x0), x0 ∈ C.
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Потенцiал простого шару в R2 має вигляд

v(x) =

∫
C

ln
1

rxξ
η(ξ)dξC, x ∈ R2, (33)

його називають логарифмiчним потенцiалом простого
шару. Властивостi iнтеграла (33) аналогiчнi до властивостей
iнтеграла (23), але при |x| → +∞ вiн прямує до ∞ як ln |x| i

(∂ν⃗x0v(x
0))в − (∂ν⃗x0v(x

0))з = 2πη(x0), x0 ∈ C.

Приклад 3. Знайти логарифмiчний потенцiал подвiйного
шару для вiдрiзка I := { (x1, x2) | − a ≤ x1 ≤ a, x2 = 0 } з
густиною µ(x) = x1.

J Скористаємося формулою (32), яка в цьому випадку на-
буває вигляду

w(x) =

a∫
−a

cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

rxξ
µ((ξ1, 0))dξ1.

Обчислимо cosφ :=

= cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ), коли точка
ξ знаходиться на прямiй
{ξ2 = 0}. З рисунка 6.26
видно, що cosφ = − x2

rxξ
=

= − x2√
(x1−ξ1)2+x22

.

Оскiльки µ(ξ) = ξ1, то

w(x) = −x2
a∫

−a

ξ1dξ1
(x1−ξ1)2+x22

,Рис.6.26

w(x) = −x2
( a∫
−a

x1 dξ1
(x1 − ξ1 )2 + x22

−
a∫

−a

(x1 − ξ1)dξ1
(x1 − ξ1)2 + x22

)
=

= x2

(x1
x2

arctg
x1 − ξ1
x2

∣∣∣∣a
−a

− 1

2
ln((x1 − ξ1)

2 + x22)

∣∣∣∣a
−a

)
=

= −x1
(
arctg

x1 + a

x2
− arctg

x1 − a

x2

)
− x2

2
ln

(x1 − a)2 + x22
(x1 + a)2 + x22
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для всiх x2 ̸= 0.
Якщо ж x2 = 0, то тодi точка (x1, x2) лежить на осi ξ1 i, як

видно з рисунка 6.26, cosφ = 0. Тому w(x) = 0 для x2 = 0.
Вивчимо поведiнку w при x2 → 0 ± 0. Формули стрибка у

випадку логарифмiчного потенцiалу подвiйного шару при x ∈
C мають вигляд

wв(x) =
∫
C

cosφ

rxξ
µ(ξ)dξC − πµ(x),

wз(x) =
∫
C

cosφ

rxξ
µ(ξ)dξC + πµ(x).

У нашому випадку контур C збiгається з вiдрiзком
I i cosφ = 0. Тому wв(x) = −πx1, a wз(x) = πx1.

Отже, шуканий логарифмiчний потенцiал подвiйного шару
такий:

w(x) = −x1
(
arctg

x1 + a

x2
+ arctg

x1 − a

x2

)
+
x2
2

ln
(x1 − a)2 + x22
(x1 + a)2 + x22

для x2 ̸= 0; w(x) = 0 при x2 = 0; w(x) → ∓πx1 при x2 →
0± 0. I

6.6.7 Зведення крайових задач для рiвняння Лапла-
са до iнтегральних рiвнянь. Використовуючи теорiю потен-
цiалу, зведемо крайовi задачi для рiвняння Лапласа в R3 до
iнтегральних рiвнянь.

Нехай S – поверхня Ляпунова, яка дiлить простiр R3 на
обмежену область Ω+ i необмежену область Ω−. Розглядатиме-
мо задачi Дiрiхле та Неймана для рiвняння Лапласа в областях
Ω+ i Ω−.

1) Внутрiшня задача Дiрiхле (задача D+). Треба знайти
розв’язок рiвняння Лапласа

∆u = 0 в Ω+, (34)

який задовольняє крайову умову

u|S = φ, φ ∈ C(S). (35)

294



Згiдно з теоремою 6.12 потенцiал подвiйного шару є гар-
монiчною функцiєю в Ω+ ∪ Ω−, а тому природно шукати
розв’язок задачi (34), (35) у виглядi потенцiалу подвiйного ша-
ру з невiдомою густиною µ ∈ C(S)

u(x) =

∫
S

cos(⃗̂rxξ, ν⃗ξ)

r2xξ
µ(ξ)dξS. (36)

Оскiльки функцiя (36) є розв’язком рiвняння (34) для будь-
якої функцiї µ ∈ C(S), то для одержання розв’язку задачi (34),
(35) треба пiдiбрати функцiю µ так, щоб задовольнити умову
(35), тобто умову

uв(y) := lim
Ω+∋x→y

u(x) = φ(y), y ∈ S.

Якщо скористатися теоремою 6.14, то з попередньої рiвностi
дiстанемо iнтегральне рiвняння для знаходження функцiї µ∫

S

cos(⃗̂ryξ, ν⃗ξ)

r2yξ
µ(ξ)dξS − 2πµ(y) = φ(y), y ∈ S,

або
µ(y) = g(y) +

∫
S

K1(y, ξ)µ(ξ)dξS, y ∈ S, (37)

де

g(y) := −φ(y)
2π

, K1(y, ξ) :=
cos(⃗̂ryξ, ν⃗ξ)

2πr2yξ
.

2) Зовнiшня задача Дiрiхле (задача D−). Треба знайти
розв’язок рiвняння ∆u = 0 в Ω−, який задовольняє крайову
умову u|S = φ, φ ∈ C(S) i є регулярним на нескiнченностi.

Розв’язок цiєї задачi так само шукатимемо у виглядi потен-
цiалу подвiйного шару (36) з невiдомою густиною µ. За допо-
могою теорем 6.12–6.14 приходимо до рiвняння

µ(y) = g(y) +

∫
S

K2(y, ξ)µ(ξ)dξS, y ∈ S, (38)
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де

g(y) :=
φ(y)

2π
, K2(y, ξ) := −

cos(⃗̂ryξ, ν⃗ξ)

2πr2yξ
.

3) Внутрiшня задача Неймана (задача N+). Треба знайти
розв’язок рiвняння Лапласа ∆u = 0 в Ω+, який задовольняє
крайову умову

∂ν⃗u
∣∣∣
S
= φ, φ ∈ C(S).

З пункту 6.6.6 вiдомо, що потенцiал простого шару (23)
визначений в R3, гармонiчний в Ω+∪ Ω−, регулярний на нескiн-
ченностi i має нормальну похiдну, якщо густина η ∈ C(S). Тому
шукатимемо розв’язок задачi N+ у виглядi потенцiалу просто-
го шару

u(x) =

∫
S

η(ξ)

rxξ
dξS (39)

з невiдомою густиною η ∈ C(S).
За допомогою теорем 6.15 i 6.16 одержимо для визначення

невiдомої густини η iнтегральне рiвняння

η(y) = g(y) +

∫
S

K3(y, ξ)η(ξ)dξS, y ∈ S, (40)

де

g(y) :=
φ(y)

2π
, K3(y, ξ) := −

cos(⃗̂rξy, ν⃗y)

2πr2ξy
.

4) Зовнiшня задача Неймана (задача N−). Треба знайти
розв’язок рiвняння Лапласа ∆u = 0 в Ω−, який задовольняє
крайову умову

∂ν⃗u
∣∣∣
S
= φ, φ ∈ C(S),

та умову регулярностi на нескiнченностi.
Якщо шукати розв’язок цiєї задачi у виглядi потенцiалу

простого шару (39) з невiдомою густиною η ∈ C(S), то, скори-
ставшись теоремами 6.15 i 6.16, дiстанемо iнтегральне рiвняння
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для η

η(y) = g(y) +

∫
S

K4(y, ξ)η(ξ)dξS, y ∈ S, (41)

де

g(y) := −φ(y)
2π

, K4(y, ξ) :=
cos(⃗̂rξy, ν⃗y)

2πr2ξy
.

Рiвняння (37), (38), (39) i (40) є iнтегральними рiвняння-
ми Фредгольма другого роду, ядра яких мають iнтегровну
особливiсть, оскiльки

|Kj(y, ξ)| ≤
C

r2−αyξ

, {y, ξ} ⊂ S, y ̸= ξ, j ∈ {1, . . . , 4},

бо для поверхнi Ляпунова справджується оцiнка (6).
Очевидно, що

K1(y, ξ) = K4(ξ, y), K2(y, ξ) = K3(ξ, y).

Це означає, що рiвняння (37), (41) i (38), (40) є парами спря-
жених iнтегральних рiвнянь.

6.6.8 Теореми Фредгольма. Як у попередньому пунктi
встановлено, крайовi задачi D+, D−, N+ i N− зводяться до
iнтегральних рiвнянь Фредгольма другого роду на множинi S
(поверхнi для простору i контурi для площини) з ядрами, що
мають iнтегровну особливiсть. Дослiдження таких рiвнянь про-
водиться за допомогою теорем Фредгольма. Сформулюємо цi
теореми.

Розглянемо такi iнтегральнi рiвняння:
1) пряме неоднорiдне рiвняння

u(x) = h(x) +

∫
S

K(x, ξ)u(ξ)dξS, x ∈ S; (42)

2) пряме однорiдне рiвняння

u0(x) =

∫
S

K(x, ξ)u0(ξ)dξS, x ∈ S; (43)
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3) спряжене неоднорiдне рiвняння

v(x) = g(x) +

∫
S

K∗(x, ξ)v(ξ)dξS, x ∈ S; (42∗)

4) спряжене однорiдне рiвняння

v0(x) =

∫
S

K∗(x, ξ)v0(ξ)dξS, x ∈ S. (43∗)

У цих рiвняннях u, u0, v i v0 – невiдомi функцiї з простору
C(S); K – ядро, яке належить до класу Qβ(S) з β < dimS,
тобто функцiя K(x, ξ), {x, ξ} ⊂ S, x ̸= ξ, неперервна та задо-
вольняє умову

|K(x, ξ)| ≤ B|x− ξ|−β, {x, ξ} ⊂ S, x ̸= ξ,

з деякими сталими B > 0 i β ∈ (0, dimS); K∗ – спряжене з K
ядро, тобто K∗(x, ξ) = K(ξ, x), {x, ξ} ⊂ S, x ̸= ξ; h i g – вiльнi
члени або неоднорiдностi рiвнянь, якi належать до простору
C(S).

Для цих рiвнянь є правильними наступнi теореми.
Перша теорема Фредгольма (альтернатива Фред-

гольма). Можливий один з таких двох випадкiв:
А) або рiняння (42) має єдиний неперервний розв’язок u

при довiльному неперервному вiльному членi h,
B) або рiвняння (43∗) має нетривiальнi розв’язки.
Друга теорема Фредгольма. У випадку A альтернати-

ви рiвняння (42∗) також має єдиний неперервний розв’язок
v при довiльному вiльному членовi g. У випадку B альтерна-
тиви рiвняння (43) має нетривiальнi розв’язки та кiлькiсть
лiнiйно незалежних розв’язкiв рiвнянь (43), (43∗) скiнченна й
однакова.

Третя теорема Фредгольма. У випадку B альтерна-
тиви рiвняння (42) має неперервнi розв’язки тодi й тiльки
тодi, коли його вiльний член h ортогональний до довiльного
нетривiального розв’язку v0 рiвняння (43∗), тобто∫

S

h(ξ)v0(ξ)dξS = 0.
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Необхiдною i достатньою умовою iснування неперервного
розв’язку v рiвняння (42∗) у випадку B є ортогональнiсть g
до довiльного розв’язку u0 рiвняння (43), тобто∫

S

g(ξ)u0(ξ)dξS = 0.

Наслiдки. Використовуючи цi теореми, а також властиво-
стi потенцiалiв простого та подвiйного шарiв, можна провести
дослiдження iнтегральних рiвнянь, якi вiдповiдають задачам
D+, D−, N+ i N−. У результатi такого дослiдження отриму-
ються такi наслiдки (див., наприклад, [8, c. 170–176]).

10. Внутрiшня задача Дiрiхле для рiвняння Лапласа (зада-
ча D+) має єдиний розв’язок при довiльнiй неперервнiй крайо-
вiй функцiї.

20. Зовнiшня задача Неймана для рiвняння Лапласа (задача
N−) має єдиний розв’язок при довiльнiй неперервнiй крайовiй
функцiї.

30. Для iснування розв’язку внутрiшньої задачi Неймана
(задачi N+) необхiдно й досить, щоб крайова функцiя φ задо-
вольняла умову ∫

S

φ(ξ)dξS = 0.

40. Розв’язок зовнiшньої задачi Дiрiхле (задачi D−) iснує i
єдиний при довiльнiй неперервнiй крайовiй функцiї.

Приклад 4. Розв’язати внутрiшню задачу Дiрiхле для рiв-
няння Лапласа в крузi KR з межею CR (рис. 6.27).

J Шукатимемо розв’язок задачi

∆u(x) = 0, x ∈ KR,
u(x)|CR

= g(y), y ∈ CR, g ∈ C(CR),

у виглядi логарифмiчного потенцiалу подвiйного шару

u(x) =

∫
CR

∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
µ(ξ)dξCR =

∫
CR

cosφ

rxξ
µ(ξ)dξCR, x ∈ KR.

(44)
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Для точок x i ξ кола CR cosφ = cos(π − ψ) = − cosψ, а
згiдно з теоремою косинусiв 2R cosψ = rxξ, тому

cosφ

rxξ
= − 1

2R
. (45)

Потенцiал (44) є гармонiчною функ-
цiєю в KR. Якщо задовольнити крайо-
ву умову, то, скориставшись формулою
стрибка

g(x) =

∫
CR

cosφ

rxξ
µ(ξ)dξCR−πµ(x), x ∈ CR,

Рис.6.27
i рiвнiстю (45), дiстанемо iнтегральне рiвняння

1

2R

∫
CR

µ(ξ)dξCR + πµ(x) = −g(x), x ∈ CR. (46)

Позначимо через θ i α кути, якi утворюють радiуси-вектори
Ox i Oξ з вiссю Ox1. Тодi dξCR = Rdα, а функцiю точки x ∈ CR
можна розглядати як функцiю змiнної θ. Вiдповiдно до цього
писатимемо η(θ) замiсть η(x) i η(α) замiсть η(ξ). Отже, (46)
можна записати у виглядi

µ(θ) +
1

2π

2π∫
0

µ(α)dα = − 1

π
g(θ). (47)

Покладемо 1
2π

2π∫
0

µ(α)dα =: C, тодi з (47) одержимо, що

µ(θ) = − 1
πg(θ)− C. Тому C = − 1

2π

2π∫
0

(
1
πg(α) + C

)
dα =

= − 1
2π2

2π∫
0

g(α)dα−C. Звiдси випливає, що C = − 1
4π2

2π∫
0

g(α)dα.

Отже,

µ(θ) = − 1

π
g(θ) +

1

4π2

2π∫
0

g(α)dα. (48)
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Пiдставивши (48) в (44), дiстанемо розв’язок нашої задачi

u(x) =

∫
CR

(
− 1

π
g(α) +

1

4π2

2π∫
0

g(α)dα
)
∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
dξCR =

= − 1

π

∫
CR

g(α)∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
dξCR +

1

4π2

2π∫
0

g(α)dα×

×
∫
CR

∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
dξCR = −R

π

2π∫
0

g(α)∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)∣∣∣
ξ∈CR

dα+

+
1

4π2

2π∫
0

g(α)dα

∫
CR

∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
dξCR, x ∈ KR.

Оскiльки ∫
CR

∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
dξCR = −2π, x ∈ KR, (49)

то остаточно матимемо

u(x) = − 1

2π

2π∫
0

(
2R∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
+ 1
)
g(α)dα, x ∈ KR. (50)

Рiвнiсть (49) випливає з формули

u(x) =
1

2π

∫
CR

(
ln

1

rxξ
∂ν⃗ξu(ξ)− u(ξ)∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

))
dξCR, x ∈ KR,

якщо в нiй покласти u ≡ 1. Остання формула є аналогом для
площини формули (11) з пункту 6.2.2.

Переконаємося, що iнтеграл (50) – це той самий iнтеграл
Пуассона, який одержано ранiше (див. зауваження 5 у пунктi
6.5.3). Справдi,

∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
=

1

r2xξ

(
(x1 − ξ1) cos(̂⃗νξ, ξ1) + (x2 − ξ2) cos(̂⃗νξ, ξ2)

)
=
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=
1

Rr2xξ

(
(x1 − ξ1)ξ1 + (x2 − ξ2)ξ2

)
=

−R2 + (x1ξ1 + x2ξ2)

Rr2xξ
.

Оскiльки r2xξ = (x1−ξ1)2+(x2−ξ2)2 = R2+ρ2−2(x1ξ1+x2ξ2), де

ρ2 = x21+x
2
2, то 2R∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
+1 =

−R2 + ρ2

r2xξ
. Звiдси випливає,

що (50) можна подати у виглядi

u(x) =
1

2π

2π∫
0

R2 − ρ2

r2xξ
g(α)dα, x ∈ KR,

або

u(ρ, θ) =
1

2π

2π∫
0

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − α)
g(α)dα,

(ρ, θ) ∈ [0, R)× [0, 2π]. I

Вправи до роздiлу 6

1. Знайти гармонiчну функцiю u всерединi прямокутника
Π := {(x, y)| 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}, яка задовольняє крайовi
умови:
1) ux(0, y) = 0, ux(a, y) = 0, y ∈ [0, b],
u(x, 0) = A, u(x, b) = B, x ∈ [0, a];

2) u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, y ∈ [0, b],
u(x, 0) = 2 sin

πx

a
, u(x, b) = 0, x ∈ [0, a];

3) ux(0, y) = 0, ux(a, y) = 0, y ∈ [0, b],

u(x, 0) = A, u(x, b) = B cos
3πx

a
, x ∈ [0, a];

4) u(0, y) = Ay(b− y), u(a, y) = 0, y ∈ [0, b],
u(x, 0) = B sin

πx

a
, u(x, b) = 0, x ∈ [0, a].

2. Знайти розв’язок рiвняння Лапласа в областi D, якщо:
1) D = {(x, y) : 0 < x < a, y > 0 },
u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, y ≥ 0,

u(x, 0) = − sin
8π

a
x, lim

y→+∞
u(x, y) = 0, 0 ≤ x ≤ a.
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2) D = {(x, y) : x > 0, 0 < y < b },
u(0, y) = A(y2 − b2), lim

x→+∞
u(x, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b,

uy(x, 0) = 0, u(x, b) = 0, x ≥ 0.

3. Знайти гармонiчну всерединi круга KR(0) := {(r, φ) |
0 < r < R, 0 < φ < 2π} функцiю, яка задовольняє умову:
1) u(R,φ) = A+B sinφ, 0 ≤ φ ≤ 2π;
2) ur(R,φ) = sin3 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π;
3) ur(R,φ) = A sinφ+B sin3 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

4. Зовнi круга KR(0) знайти розв’язок рiвняння Лаплaса,
який задовольняє крайову умову:

1) u(R,φ) = u0 sin
φ

2
; 2) ur(R,φ) =

3

2
R2 cos 2φ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

5. У крузi радiуса R з центром у початку координат, знайти
розв’язок рiвняння Пуассона

uxx(x, y) + uyy(x, y) = −Axy,
який задовольняє крайову умову u(x, y)|CR

= 0.

6. Розв’язати задачу:
1) uxx + uyy = 2x(a− x), 0 < x < a, 0 < y < b,
u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b,
uy(x, 0) = 0, uy(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a.

2) uxx + uyy = A cos πx2a , 0 < x < a, 0 < y < b,
u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b,
uy(x, 0) = 0, u(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a.

7. Знайти функцiю, яка гармонiчна в кiльцi K1,2(0) :=
= {(r, φ)| 1 < r < 2, 0 < φ < 2π} i така, що u(1, φ) = 1+ cos2 φ,
u(2, φ) = sin2 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

8. Розв’язати рiвняння Пуассона uxx + uyy = 12(x2 − y2) у
кiльцi Ka,b(0) := {(x, y) | a2 < x2+y2 < b2}, якщо u(x, y)|Ca = 0;
∂ν⃗(x, y)

∣∣∣
Cb

= 0.

9. У круговому секторi D := {(r, φ)| 0 < r < R, 0 < φ < α}
знайти гармонiчну функцiю, яка задовольняє крайовi умови:
1) u(r, 0) = 0, u(r, α) = 0, 0 ≤ r ≤ R,
u(R,φ) = Aφ, 0 ≤ φ ≤ α;
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2) u(r, 0) = 0, u(r, α) = 0, 0 ≤ r ≤ R,
ur(R,φ) = B, 0 ≤ φ ≤ α.

10. За допомогою функцiї Грiна розв’язати задачу Дiрiхле
для рiвняння Лапласа в пiвплощинi D := { (x1, x2) | x1 ∈ R,
x2 > 0 }.

11. Знайти стацiонарний розподiл температури в пiвпло-
щинi D := {(x1, x2) |x1 ∈ R, x2 > 0}, межа якої, вiсь Ox1,
пiдтримується при нульовiй температурi, коли |x1| > R, i при
температурi, що дорiвнює одиницi, коли |x1| ≤ R.

12. Знайти функцiю Грiна другої внутрiшньої крайової за-
дачi для рiвняння Лапласа в кулi радiуса R з центром у почат-
ку координат i записати розв’язок цiєї задачi в iнтегральнiй
формi.

13. Знайти розв’язок рiвняння ∆u(x1, x2) = 0 у першому
квадрантi D := {(x1, x2) |x1 > 0, x2 > 0} з такими крайовими
умовами:
1) u(x1, x2)|x1=0 = 0, u(x1, x2)|x2=0 = 1;
2) u(x1, x2)|x1=0 = a, u(x1, x2)|x2=0 = b.

14. У пiвпросторi Π+ := {(x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ R2, x3 > 0}
знайти стацiонарний розподiл температури, якщо:

1) u(x)|x3=0 =

{
0, x1 ≤ 0, x2 ∈ R,
1, x1 > 0, x2 ∈ R;

2) u(x)|x3=0 =

{
0, (x1, x2)∈KR(0),
1, (x1, x2) ∈ KR(0).

15. Знайти логарифмiчний потенцiал подвiйного шару для
вiдрiзка I := {(x1, x2) | −a ≤ x1 ≤ a, x2 = 0} з густиною диполя
µ = −µ0, −a ≤ x1 < 0 i µ = µ0, 0 < x1 ≤ a.

16. За допомогою потенцiалiв подвiйного чи простого шарiв
знайти стацiонарну температуру точок пiвплощини Π+ :=
= {(x1, x2) |x1 ∈ R, x2 > 0} за вiдсутностi джерел тепла, якщо:
1) на межi Γ := {(x1, x2) |x1 ∈ R, x2 = 0} пiдтримується тем-
пература u0(x1), x1 ∈ R;
2) на межi Γ пiдтримується заданий потiк тепла, тобто
∂ν⃗u(x)

∣∣∣
x2=0

= u1(x1), x1 ∈ R.
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17. Знайти розв’язки внутрiшньої i зовнiшньої задач Ней-
мана для кулi KR := { (x1, x2, x3) |x21 + x22 + x23 ≤ R2 }, якi
задовольняють крайову умову ∂ν⃗u(x)

∣∣∣
SR

= a, a ̸= 0 – стала.

Вiдповiдi до вправ з роздiлу 6

1. 1) u(x, y) = A+
B −A

b
y; 2) u(x, y) = 2

shπa (b− y)

shπba
sin

πx

a
;

3) u(x, y) = A− A

b
y +B

sh3πy
a

sh3πb
a

cos
3πx

a
; 4) u(x, y) = B

shπ(b−y)a

shπba
×

× sin πx
a + 8Ab2

π3

∞∑
n=1

1
(2n−1)2

sh
(2n−1)π(a−x)

b

sh
(2n−1)πa

b

sin (2n−1)πy
b .

2. 1) u(x, y) = −e− 8π
a
y sin

8π

a
x;

2) u(x, y) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 32Ab2

(2n− 1)3π3
e− (2n−1)π

2b
x cos

(2n− 1)π

2b
y.

3. 1) u(r, φ) = A+
B

R
r sinφ; 2) u(r, φ) =

1

4
(3r sinφ− r3

3R2
×

× sin 3φ) + C, C – стала; 3) u(r, φ) = A0 + (A+
3

4
B)r sinφ−

− B

12R2
r3 sin 3φ, A0 – стала.

4. 1) u(r, φ) =
2u0
π

+
4u0
π

∞∑
k=1

1

1− 4k2

(R
r

)k
cos kφ;

2) u(r, φ) = −3

2

R5

r2
cos 2φ+A0, A0 ∈ R.

5. u(r, φ) =
Ar2

24
(R2−r2) sin 2φ. Розв’язок шукати у виглядi

u = v + w, де w = −Axy
12

(x2 + y2) = −Ar
4 sin 2φ

24
– частинний

розв’язок рiвняння Пуассона, а v – розв’язок рiвняння Лапласа,
який задовольняє вiдповiдну крайову умову.

6. 1) u(x, y) = −
∞∑
k=1

16a4

π5(2k − 1)5
sin

(2k − 1)πx

a
x;

2) u(x, y) =
16Aa2b2

π3

∞∑
n=1

(−1)n+1

(2n− 1)(b2 − (2n− 1)2a2)

(
cos

πx

2a
−
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−
sh (2n−1)π(a−x)

2b

sh (2n−1)πa
2b

)
cos

(2n− 1)πy

2b
.

7. u(r, φ) =
3

2
− ln r

ln 2
+
( 2

3r2
− 1

6
r2
)
cos 2φ.

8. u(r, φ) =
(
(a4+b4)r4−(a6+2b6)r2−(a2−2b2)

a4b4

r2

) cos 2φ

a4 + b4
.

9. 1) u(r, φ) =
2Aα

π

∞∑
k=1

(−1)k+1

k

( r
R

) kπ
α
sin

kπφ

α
;

2) u(r, φ) =
4αBR

π2

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2

( r
R

) (2k+1)π
α

sin
(2k + 1)πφ

α
.

10. u(x1, x2) =
x2
π

+∞∫
−∞

φ(ξ1)

(x1 − ξ1)2 + x22
dξ1.

11. u(x1, x2) =
1

π

(
arctg

R− x1
x2

+ arctg
R+ x1
x2

)
. Скориста-

тись формулою з вправи 10.

12. ∆u = 0, ∂ν⃗u
∣∣∣
SR

= φ, G(x, ξ) =
1

4π

( 1

rxξ
+

R

ρrxξ∗
− 1

R
×

× ln
R2 − ρρ∗ cos γ + ρrxξ∗

2R2

)
, де ξ∗ –

точка, iнверсна з точкою ξ вiдносно

межi S кулi, γ = (
̂⃗
Ox, O⃗ξ), ρ = |ξ|,

ρ∗ = |ξ∗| (рис. 6.28). G(x, ξ) =

=
1

4π

( 2

rxξ
− 1

R
ln
R− ρ cos γ + rxξ

2R

)
.Рис. 6.28

Шуканий розв’язок

u(x) =
1

4π

∫
S

( 2

rxξ
− 1

R
ln
R− ρ cos γ + rxξ

2R

)
φ(ξ)dξS, x ∈ KR.

13. 1) u(x) =
2

π
arctg

x1
x2

; 2) u(x) =
2

π
(aarctg

x2
x1

+ barctg
x1
x2

).

14. 1) u(x) = 1
2 + 1

πarctg
x1
x3
. Скористатись формулою

u(x) =
x3
2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

µ(ξ1, ξ2) dξ1 dξ2

((x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23)
3/2
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з прикладу 1 пункту 6.4.5. Зробивши в цiй формулi замiну
x2 − ξ2 = z i пiдставивши замiсть µ його значення, дiстанемо,
що

u(x) =
x3
2π

+∞∫
0

dξ1

+∞∫
−∞

dz

((x1 − ξ1)2 + z2 + x23)
3/2

.

Обчислимо спочатку внутрiшнiй iнтеграл за допомогою пiд-
становки z = λtgt, −π

2 < t < π
2 , де λ2 = (x1 − ξ1)

2 + x23:

+∞∫
−∞

dz

(z2 + λ2)3/2
=

1

λ2

π/2∫
−π/2

cos tdt =
2

λ2
.

Тодi

u(x) =
x3
π

+∞∫
0

dξ1
(x1 − ξ1)2 + x23

=
1

2
+

1

π
arctg

x1
x3
.

2) u(x) = 1− x3√
R2 + x23

.

Зручно скористатися формулою, наведеною вище, записав-
ши її у виглядi

u(r, φ, x3) =
x3
2π

2π∫
0

dψ

+∞∫
0

µ(ρ, ψ) ρdρ

(r2 + ρ2 − 2ρr cos(ψ − φ) + x23)
3/2

.

Згiдно з осьовою симетрiєю u не залежатиме вiд φ, а тому

u(r, x3) =
x3
2π

2π∫
0

dψ

R∫
0

ρ dρ

(r2 + ρ2 − 2ρr cosψ + x23)
3/2

.

Оскiльки r на осi Oz дорiвнює нулю, то

u(0, x3) =
x3
2π

2π∫
0

dψ

R∫
0

ρ dρ

(ρ2 + x23)
3/2

= 1− x3√
R2 + x23

.
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15. w(x) =

{
−µ0

(
2arctgx1x2 − arctgx1+ax2

+ arctg a−x1x2

)
, x2 ̸= 0,

0, x2 = 0,
w(x) → πµ0, x2 → 0± 0, 0 < x1 < a; w(x) → ±πµ0, x2 → 0± 0,
−a ≤ x1 < 0.

16. 1) u(x) =
x2
π

+∞∫
−∞

u0(ξ)dξ

(x1 − ξ)2 + x22
;

2) u(x) =
1

π

+∞∫
−∞

u1(ξ) ln
1√

(x1 − ξ)2 + x22
dξ.

17. Внутрiшня задача Неймана розв’язку не має, а

розв’язком зовнiшньої задачi Неймана є u(x) = −aR
2

|x|
, |x| > R.
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7 СПЕЦIАЛЬНI ФУНКЦIЇ В ЗАДАЧАХ
МАТЕМАТИЧНОЇ ФIЗИКИ

При розв’язуваннi задач математичної фiзики методом
Фур’є ми одержували задачу Штурма–Лiувiлля. Якщо об-
ластю, в якiй розглядається задача, є вiдрiзок, прямокутник,
паралелепiпед, то рiвнянням у цiй задачi є диференцiальне рiв-
няння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Якщо ж об-
ластю, де розв’язується рiвняння, є круг, цилiндр, куля, то має-
мо задачу Штурма–Лiувiлля для лiнiйного диференцiального
рiвняння зi змiнними коефiцiєнтами. Особливiстю цих рiвнянь
є перетворення в нуль коефiцiєнта при старшiй похiднiй при-
наймнi в однiй точцi областi визначення коефiцiєнтiв або її ме-
жi. Такими рiвняннями, зокрема, є рiвняння Бесселя (рiвняння
цилiндричних функцiй) i рiвняння Лежандра.

Наведенi в цьому роздiлi вiдомостi про спецiальнi функцiї
у повнiшому виглядi можна знайти в посiбниках [1, 9].

7.1 Функцiї Бесселя та їхнi властивостi

7.1.1 Рiвняння Бесселя. Розглянемо рiвняння

x2y′′ + xy′ + (x2 − ν2)y = 0, x ∈ R, (1)

де ν – стала. Це рiвняння називається рiвнянням Бесселя.
При x = 0 рiвняння (1) вироджується, а тому шукатимемо його
частинний розв’язок у виглядi узагальненого степеневого ряду

y = xρ(a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ akx

k + . . .), (2)

де a0 ̸= 0.
Перепишемо ряд (2) у виглядi

y = a0x
ρ + a1x

ρ+1 + a2x
ρ+2 + . . .+ akx

ρ+k + . . . , (2′)

i продиференцiюємо (2′) двiчi:

y′ = a0ρx
ρ−1 + a1(ρ+ 1)xρ + a2(ρ+ 2)xρ+1 + . . .+
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+ak(ρ+ k)xρ+k−1 + . . . , (3)

y′′ = a0ρ(ρ− 1)xρ−2 + a1(ρ+ 1)ρxρ−1 + a2(ρ+ 2)(ρ+ 1)xρ+

+ . . .+ ak(ρ+ k)(ρ+ k − 1)xρ+k−2 + . . . . (4)

Пiдставивши (2′), (3), (4) в рiвняння (1), дiстанемо

a0(ρ
2 − ν2)xρ + a1((ρ+ 1)2 − ν2)xρ+1 + . . .+

+(ak((ρ+ k)2 − ν2) + ak−2)x
ρ+k + . . . = 0, x ∈ R.

Остання рiвнiсть можлива, якщо коефiцiєнти при всiх степенях
x дорiвнюють нулю, тобто

a0(ρ
2 − ν2) = 0,

a1((ρ+ 1)2 − ν2) = 0,
a2((ρ+ 2)2 − ν2) + a0 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak((ρ+ k)2 − ν2) + ak−2 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(5)

Оскiльки a0 ̸= 0, то з першої рiвностi випливає, що ρ = ±ν,
а з другої – a1 = 0. Далi маємо

a2 = − a0
(ρ+ 2)2 − ν2

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak = − ak−2

(ρ+ k)2 − ν2
, k ∈ {2, 3, . . .}.

(6)

Нехай ρ = ν, тодi з (6) одержуємо, що всi коефiцiєнти з
непарними iндексами дорiвнюють нулю, тобто

a2k+1 = 0, k ∈ Z+.

Знайдемо коефiцiєнти з парними iндексами:

a2 = − a0
(ν + 2)2 − ν2

= − a0
22 · 1!(ν + 1)

,

a4 = − a2
(ν + 4)2 − ν2

= − a2
22 · 2(ν + 2)

=
a0

24 · 2!(ν + 1)(ν + 2)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a2k = (−1)k
a0

22k · k!(ν + 1)(ν + 2) . . . (ν + k)
, k ∈ N.

(7)
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Коефiцiєнт a0 до цих пiр був довiльним ненульовим числом.
Вiзьмемо

a0 =
1

2νΓ(ν + 1)
, (8)

де Γ(ν) – гамма-функцiя, тобто Γ(ν) :=

+∞∫
0

xν−1e−xdx, ν > 0.

Вiдомо, що Γ(ν+1) = νΓ(ν), Γ(ν+k+1) = (ν+1)(ν+2) . . . (ν+
k)Γ(ν + 1), Γ(n+ 1) = n!.

Скориставшись рiвностями (7), (8) i властивостями гамма-
функцiї, дiстанемо, що

a2k = (−1)k
1

22k+ν(ν + 1) . . . (ν + k)Γ(ν + 1)k!
=

= (−1)k
1

22k+νk!Γ(ν + k + 1)
, k ∈ Z+. (9)

Пiдставивши вирази для коефiцiєнтiв a2k i a2k+1 у (2), одер-
жимо

y(x) =

∞∑
k=0

(−1)k
(x2 )

2k+ν

k!Γ(ν + k + 1)
. (10)

За допомогою ознаки Даламбера можна переконатися, що
ряд (10) збiгається на всiй числовiй осi та є диференцiйовною
функцiєю при x > 0, а отже, є розв’язком рiвняння (1).

Знайдений розв’язок (10) називають функцiєю Бесселя
або цилiндричною функцiєю першого роду порядку ν i
позначають символом Jν(x), тобто

Jν(x) :=
∞∑
k=0

(−1)k
(x2 )

2k+ν

k!Γ(ν + k + 1)
, x ∈ R. (11)

Якщо взяти ρ = −ν, то, повторивши попереднi мiркування,
знайдемо ще один розв’язок рiвняння (1)

J−ν(x) :=

∞∑
k=0

(−1)k
(x2 )

2k−ν

k!Γ(−ν + k + 1)
, x ∈ R. (12)
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У випадку, коли ν не є цiлим числом, частиннi розв’язки
Jν i J−ν є лiнiйно незалежними, оскiльки один iз них в околi
нуля поводиться як xν , а другий – як x−ν . Тому для цього
випадку загальний розв’язок рiвняння (1), а отже, й довiльну
цилiндричну функцiю порядку ν можна подати у виглядi

yν(x) = C1Jν(x) + C2J−ν(x),

де C1 i C2 – довiльнi сталi.
Якщо ж ν дорiвнює цiлому числу n, то

J−n(x) = (−1)nJn(x), x ∈ R.

Справдi,

J−n(x) =
∞∑
k=0

(−1)k(x2 )
2k−n

k!Γ(−n+ k + 1)
=

∞∑
k=n

(−1)k(x2 )
2k−n

k!Γ(−n+ k + 1)
,

бо Γ(−n + k + 1) = +∞, k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. В останнiй сумi
iндекс пiдсумовування k замiнимо на s+ n. Тодi одержимо

J−n(x) =
∞∑
s=0

(−1)n+s(x2 )
2s+n

s!Γ(n+ s+ 1)
= (−1)nJn(x), x ∈ R.

Отже, для цiлих значень ν функцiї Jν i J−ν лiнiйно за-
лежнi, тому за їхньою допомогою не можна дiстати загальний
розв’язок рiвняння (1). У цьому випадку вводять функцiю
Неймана (функцiю Вебера) або функцiю Бесселя дру-
гого роду порядку ν

Yν(x) :=
Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
, x ∈ R, (13)

яка є розв’язком рiвняння Бесселя.
Пiдстановка у формулу (13) замiсть ν цiлого числа n дає

справа невизначенiсть типу 0
0 , оскiльки sinnπ = 0, cosnπ =

(−1)n, J−n(x) = (−1)nJn(x). Для таких значень функцiя Yn(x)
визначається як границя

Yn(x) = lim
ν→n

Yν(x) = lim
ν→n

Jν(x) cos νπ − J−ν(x)

sin νπ
.
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Доведено, що функцiї Jν i Yν лiнiйно незалежнi при до-
вiльних значеннях ν на будь-якому вiдрiзку числової осi. Тому
загальний розв’язок рiвняння (1) визначається формулою

Y (x) = C1Jν(x) + C2Yν(x), {C1, C2} ⊂ R. (14)

7.1.2 Основнi властивостi функцiй Бесселя. Наведемо
без доведень основнi властивостi функцiй Бесселя. За допомо-
гою безпосереднього диференцiювання рядiв, якими визнача-
ються функцiї Бесселя, одержуємо такi рекурентнi спiввiд-
ношення:

J ′
ν(x) = Jν−1(x)−

ν

x
Jν(x), (15)

J ′
ν(x) = −Jν+1(x) +

ν

x
Jν(x). (16)

Якщо вiдняти вiд рiвностi (15) рiвнiсть (16), то дiстанемо рiв-
нiсть

Jν+1(x) =
2ν

x
Jν(x)− Jν−1(x). (17)

Такi самi спiввiдношення правильнi й для функцiй Бесселя
другого роду порядку ν:

Y ′
ν(x) = Yν−1(x)−

ν

x
Yν(x),

Y ′
ν(x) = −Yν+1(x) +

ν

x
Yν(x),

Yν+1(x) =
2ν

x
Yν(x)− Yν−1(x). (18)

З рiвностей (17) i (18) випливає, що для знаходження функ-
цiй Бесселя порядку ±n, ±n + 1

2 досить знати цi функцiї для
випадкiв, коли ν = 0, ν = 1 i ν = ±1

2 .
Знайдемо функцiї Бесселя першого роду порядку ±1

2 .
Оскiльки Γ(12) =

√
π, Γ(ν + k + 1) = ν(ν + 1) . . . (ν + k)Γ(ν),

то з формули (11) випливає, що

J 1
2
(x) =

(x
2

) 1
2

∞∑
k=0

(−1)k

k!12 · 3
2 . . .

2k+1
2

√
π

x2k

22k
=
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=
( 2

πx

) 1
2

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!

або

J 1
2
(x) =

√
2

πx
sinx,

бо
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
x2k+1 = sinx.

Аналогiчно одержуємо, що

J− 1
2
(x) =

√
2

πx
cosx.

З’ясуємо, як поводяться функцiї Бесселя при x → 0 i при
|x| → +∞. Скориставшись рiвностями (11), (12) i (13), виявимо
таку поведiнку функцiй Jν i Yν в околi точки x = 0:

lim
x→0

Jν(x) =


+∞, ν < 0,
1 , ν = 0,
0 , ν > 0

lim
x→0

Yν(x) = +∞. (19)

Доводиться, що в околi нескiнченностi правильнi такi
асимптотичнi зображення:

Jν(x) =

√
2

πx
cos
(
x− νπ

2
− π

4

)
+O(x−3/2),

J−ν(x) =

√
2

πx
cos
(
x+

νπ

2
− π

4

)
+O(x−3/2),

де O(x−3/2) мiстить доданки, якi мають на нескiнченностi по-
рядок мализни не нижче нiж x−3/2.

З асимптотичного зображення функцiї Jν бачимо, що при
необмеженому зростаннi x другий доданок прямує до нуля як
x−3/2, а

√
2
πx cos

(
x− νπ

2 − π
4

)
змiнює знак безлiч разiв i прямує

до нуля як x−1/2. Звiдси випливає, що функцiя Jν має злiченну
множину додатних нулiв. Якщо µ > 0 є нулем функцiї Jν , то,
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як випливає з (11), −µ так само буде нулем Jν(x). Точка µ = 0
є нулем функцiї Бесселя Jν при ν > 0. Доводиться, що всi нулi
функцiї Бесселя простi та є дiйсними числами при дiйсному
ν > −1.

Розглянемо рiвняння

αJν(x) + βxJ ′
ν(x) = 0, (20)

де α i β – заданi числа.
Доведено, що при ν > −1 i α

β + ν ≥ 0 всi коренi рiвняння
(20) дiйснi.

7.1.3 Розклад функцiй в ряд Фур’є за функцiями
Бесселя. При розв’язуваннi крайових задач методом Фур’є
одержуємо задачу Штурма–Лiувiлля

x2y′′ + xy′ + (λ2x2 − ν2)y = 0, 0 < x < l, (21)

|y(0)| < +∞, y(l) = 0. (22)

Точка x = 0 для рiвняння (21) є особливою, бо коефiцiєнт при
y′′ дорiвнює нулю. Тому крайову умову в цiй точцi довiльно
задавати не можна. Доводиться, що крайова умова зводиться
до вимоги обмеженостi розв’язку при x = 0.

Зробимо в рiвняннi (21) замiну t = λx . Тодi dt = λdx ,
dy

dx
=
dỹ

dt
λ,

d2y

dx2
=
d2ỹ

dt2
λ2. Пiдставивши цi вирази в (21), дiста-

немо рiвняння Бесселя

t2
d2ỹ

dt2
+ t

dỹ

dt
+ (t2 − ν2)ỹ = 0.

Загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

ỹ(t) = C1Jν(t) + C2Yν(t).

Звiдси випливає, що загальний розв’язок рiвняння (21) визна-
чається формулою

y(x) = C1Jν(λx) + C2Yν(λx), 0 < x < l, {C1, C2} ⊂ R. (23)
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Отже, функцiя Jν(λx), x ∈ (0, l), є розв’язком рiвняння

x2
d2Jν(λx)

dx2
+ x

dJν(λx)

dx
+ (λ2x2 − ν2)Jν(λx) = 0,

яке, подiливши на x ̸= 0, запишемо у виглядi

d

dx

(
x
dJν(λx)

dx

)
+
(
λ2x− ν2

x

)
Jν(λx) = 0. (24)

Задовольнимо функцiєю (23) крайовi умови (22). Тодi одер-
жимо, що

|y(0)| = |C1Jν(λx) + C2Yν(λx)|
∣∣∣
x=0

< +∞,

якщо C2 = 0, бо lim
x→0

Yν(λx) = +∞.

З умови y(l) = 0 випливає рiвнiсть

C1Jν(λl) = 0.

Оскiльки C1 ̸= 0, бо тодi розв’язок є тривiальним, то

Jν(λl) = 0. (25)

Вiдомо, що рiвняння (25) має злiченну множину додатних
коренiв {µk, k ∈ N}. Тому власними числами задачi (21), (22)
є λk = µk

l , k ∈ N, а власними функцiями – Jν(µkl x), k ∈ N.
Ми розглянули тiльки додатнi коренi µk, k ∈ N, бо си-

метричним вiд’ємним нулям −µk, k ∈ N, вiдповiдають влас-
нi функцiї Jν(−µk

l x), якi є лiнiйно залежними з функцiями
Jν(

µk
l x), а тому вони нам не пiдходять.
Якщо порiвняти рiвняння (24) з рiвнянням (8) пункту 4.4.2,

то бачимо що задача Штурма–Лiувiлля (21), (22) подiбна до
задачi (8), (9) з цього пункту, де p(x) = x, ρ(x) = x, q(x) =

−ν2

x . Оскiльки x = 0 є особливою точкою для рiвняння (21), то
без перевiрки переносити властивостi власних чисел i власних
функцiй, установленi в пунктi 4.4.2, на випадок задачi (21), (22)
не можна.
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Доведемо ортогональнiсть функцiй Бесселя Jν(µkl x), k ∈ N,
на вiдрiзку [0, l].

Вiзьмемо два рiзних значення λ1 i λ2 i запишемо для них
тотожностi (24):

d
dx

(
xdJν(λ1x)dx

)
+
(
λ21x− ν2

x

)
Jν(λ1x) = 0,

d
dx

(
xdJν(λ2x)dx

)
+
(
λ22x− ν2

x

)
Jν(λ2x) = 0.

Помножимо першу тотожнiсть на Jν(λ2x), а другу – на Jν(λ1x)
i вiднiмемо вiд першої другу. Пiсля вiдповiдних перетворень,
дiстанемо

(λ22 − λ21)xJν(λ1x)Jν(λ2x) =
d

dx

(
xJν(λ2x)

dJν(λ1x)

dx
−

−xJν(λ1x)
dJν(λ2x)

dx

)
. (26)

Якщо скористатися формулою (11), то переконаємося, що ви-
раз, який стоїть у круглих дужках справа, можна розкласти
за степенями x, причому найнижчий степiнь x буде x2(ν+1).
Звiдси одержуємо, що цей вираз дорiвнює нулю при x = 0, як-
що ν > −1. Взявши це до уваги, зiнтегруємо рiвнiсть (26) по
вiдрiзку [0, l]. Тодi дiстанемо

(λ22 − λ21)

l∫
0

xJν(λ1x)Jν(λ2x)dx = l
(
λ1J

′
ν(λ1l)Jν(λ2l)−

−λ2J ′
ν(λ2l)Jν(λ1l)

)
, (27)

де значком ′ позначаємо похiдну функцiї за її аргументом.
Якщо λ1 =

µk
l

, λ2 =
µm
l

, де µk i µm – рiзнi коренi рiвняння

Jν(x) = 0, ν > −1, (28)
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то з формули (27) випливає властивiсть ортогональностi
функцiй Бесселя:

l∫
0

xJν(
µk
l
x)Jν(

µm
l
x)dx = 0, k ̸= m. (29)

Нехай λ1 = λ, а λ2 вважатимемо змiнним i спрямуємо його
до λ. Якщо λ =

µ

l
, де µ – додатний корiнь рiвняння (28), то з

формули (27) дiстанемо

l∫
0

xJν(λx)Jν(λ2x)dx =
lλJ ′

ν(λx)Jν(λ2x)

λ22 − λ2
.

При λ2 → λ права частина цiєї рiвностi є невизначенiстю,
оскiльки чисельник i знаменник прямують до нуля. Розкривши
цю невизначенiсть за правилом Лопiталя, одержимо

l∫
0

xJ2
ν

(µ
l
x
)
dx =

l2

2
J ′2
ν(µ). (30)

Взявши у формулi (16) x = µ i врахувавши те, що µ є коре-
нем рiвняння (28), матимемо

J ′
ν(µ) = −Jν+1(µ),

а тому формула (30) набуде вигляду

l∫
0

xJ2
ν

(µ
l
x
)
dx =

l2

2
J2
ν+1(µ).

Отже,

l∫
0

xJν

(µk
l
x
)
Jν

(µm
l
x
)
dx =

 0, k ̸= m,
l2

2
J ′2
ν(µk) =

l2

2
J2
ν+1(µk), k = m,

(31)
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де µk i µm – додатнi коренi рiвняння (28).
Якщо ж µk i µm – додатнi коренi рiвняння (20), де ν > −1,

а
α

β
+ ν ≥ 0, то аналогом (31) є рiвнiсть

l∫
0

xJν

(µk
l
x
)
Jν

(µm
l
x
)
dx =

{
0, k ̸= m,
l2

2

(
1 + α2−β2ν2

β2µ2k

)
J2
ν (µk), k = m.

(32)
Нехай деяка функцiя f задана рядом

f(x) =

∞∑
k=1

akJν

(µk
l
x
)
, x ∈ [0, l], ν > −1, (33)

де µk, k ∈ N, – додатнi коренi рiвняння (28), розмiщенi в по-
рядку їх зростання.

Для знаходження коефiцiєнтiв ak, k ∈ N, помножимо обидвi
частини розкладу (33) на xJν

(
µm
l x
)

i зiнтегруємо по вiдрiзку
[0, l], вважаючи, що iнтегрування можливе. Тодi за допомогою
формули (31) знайдемо, що

ak =
2

l2J2
ν+1(µk)

l∫
0

xf(x)Jν

(µk
l
x
)
dx, k ∈ N. (34)

Розклад (33), в якому коефiцiєнти ak знаходяться за фор-
мулою (34), називається розкладом функцiї f у ряд Фур’є–
Бесселя.

У задачах математичної фiзики часто зустрiчаються ряди
за функцiями Бесселя вигляду

f(x) =

∞∑
k=1

bkJν

(µk
l
x
)
, (35)

де µk, k ∈ N, – додатнi коренi рiвняння (20), розмiщенi в по-
рядку їх зростання, причому α

β + ν > 0. Коефiцiєнти цього
розкладу визначаються за формулами

bk =
2

l2
(
1 + α2−β2ν2

β2µ2k

)
J2
ν (µk)

l∫
0

xf(x)Jν

(µk
l
x
)
dx, k ∈ N. (36)
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Розклад (35), у якому коефiцiєнти знаходяться за форму-
лами (36), називається розкладом функцiї в ряд Дiнi–
Бесселя.

Якщо α
β + ν = 0, то замiсть розкладу (35) треба брати

f(x) = b0x
ν +

∞∑
k=1

bkJν

(µk
l
x
)
, (37)

де

b0 =
2(ν + 1)

l2(ν+1)

l∫
0

xν+1f(x)dx,

а коефiцiєнти bk, k ∈ N, знаходяться за формулами (36).
Доведено, що функцiя f розкладається в ряд Фур’є – Бессе-

ля (33), якщо вона неперервна на [0, l], має кусково-неперервну
похiдну на (0, l) i задовольняє крайовi умови (22).

Зауваження. При розкладаннi функцiй в ряд Фур’є–
Бесселя доводиться обчислювати iнтеграли, якi мiстять функ-
цiї Бесселя. Наведемо вирази для деяких iз них:

1)
x∫
0

zJ0(z)dz = xJ1(x);

2)
x∫
0

z3J0(z)dz = 2x2J0(x) + (x3 − 4x)J1(x);

3)
∞∫
0

e−axJν(bx)x
ν+1dx =

a2(2b)νΓ(ν + 3
2)√

π(a2 + b2)ν+
3
2

, ν > −1;

4)
+∞∫
0

e−a2x2xν+1Jν(bx)dx =
(b)ν

(2a2)ν+1
e− b2

4a2 .

Приклад 1. Вивчити поперечнi коливання круглої одно-
рiдної мембрани радiуса R, якi викликанi початковою швид-
кiстю

ψ(r) =

{
u0, 0 ≤ r < R

2 ,

0 , R2 ≤ r ≤ R,

якщо край мембрани закрiплено жорстко.
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J Математична модель задачi така:

utt = a2
(
urr +

1

r
ur

)
, r ∈ (0, R), t > 0, (38)

u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = ψ(r), r ∈ [0, R], (39)

|u(0, t)| < +∞, u(R, t) = 0, t ≥ 0. (40)

Шукатимемо ненульовi частиннi розв’язки рiвняння (38),
якi задовольняють крайовi умови (40), у виглядi

u(r, t) = X(r)T (t).

Задовольняючи цiєю функцiєю рiвняння (38) i крайовi умо-
ви (40), дiстанемо, що T є розв’язком рiвняння

T ′′(t) + a2λ2T (t) = 0, (41)

а X – ненульовим розв’язком задачi

X ′′(r) +
1

r
X ′(r) + λ2X(r) = 0, (42)

|X(0)| < +∞, X(R) = 0. (43)

Рiвняння (42) є рiвнянням Бесселя з ν = 0. Його загальний
розв’язок має вигляд

X(r) = C1J0(λr) + C2Y0(λr). (44)

Якщо задовольнити функцiєю (44) умови (43), то дiстанемо:
C2 = 0, бо Y0(λr) → +∞ при r → 0; C1J0(λR) = 0 i оскiльки
C1 ̸= 0, то J0(λR) = 0. Останнє рiвняння має злiченну кiлькiсть
додатних коренiв µk, k ∈ N. Тому власними числами задачi
(42), (43) є

λk =
µk
R
, k ∈ N,

а власними функцiями –

Xk(r) = J0

(µk
R
r
)
, r ∈ [0, R], k ∈ N.
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Розв’язавши рiвняння (41) при λ = λk, одержимо

Tk(t) = Ak cos
aµkt

R
+Bk sin

aµkt

R
, k ∈ N,

де Ak i Bk – довiльнi сталi.
Розглянемо ряд

u(r, t) =
∞∑
k=1

(
Ak cos

aµkt

R
+Bk sin

aµkt

R

)
J0

(µkr
R

)
(45)

i задовольнимо ним початковi умови (39):
∞∑
k=1

AkJ0

(
µkr
R

)
= 0,

∞∑
k=1

aµk
R BkJ0

(
µkr
R

)
= ψ(r), r ∈ [0, R].

Звiдси одержуємо, що Ak = 0, k ∈ N,

Bk
aµk
R

=
2

R2J2
1 (µk)

R∫
0

rψ(r)J0

(µkr
R

)
dr =

=
2

R2J2
1 (µk)

R/2∫
0

u0rJ0

(µkr
R

)
dr.

Пiсля здiйснення в останньому iнтегралi замiни µkr
R = z прихо-

димо до рiвностей

Bk
aµk
R

=
2u0

R2J2
1 (µk)

R2

µ2k

µk
2∫

0

zJ0(z)dz =
2u0

µ2kJ
2
1 (µk)

µk
2
J1

(µk
2

)
або

Bk =
Ru0

aµ2kJ
2
1 (µk)

J1

(µk
2

)
, k ∈ N.
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Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в ряд (45), дiстанемо
розв’язок нашої задачi

u(r, t) =
u0R

a

∞∑
k=1

J0(
µk
R r)

µ2kJ1(µk)
sin

aµkt

R
, r ∈ (0, R), t > 0. I

Приклад 2. Розв’язати задачу

ut = xuxx + ux −
1

4x
u+ tJ1(µm

√
x), x ∈ (0, 1), t > 0,

u(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1],

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,

де µm – додатний корiнь рiвняння J1(µ) = 0.
J Знайдемо спочатку власнi функцiї вiдповiдної однорiдної

задачi:
ut = xuxx + ux −

1

4x
u, x ∈ (0, 1), t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0.

Нехай u(x, t) = X(x)T (t), тодi пiсля пiдстановки в рiвняння
i задоволення крайових умов, дiстанемо таку задачу Штурма–
Лiувiлля:

xX ′′ +X ′ − (
1

4x
+ λ2)X = 0, (46)

|X(0)| < +∞, X(1) = 0. (47)

Зробимо в рiвняннi (46) замiну x = z2, dx = 2zdz,

dX

dx
=
dX̃

dz
· 1

2z
;

d2X

dx2
=
d2X̃

dz2

( 1

2z

)2
− 1

2z2
dX̃

dz
.

Тодi одержимо рiвняння Бесселя з ν = 1

d2X̃

dz2
+

1

z

dX̃

dz
−
(
4λ2 +

1

z2

)
X̃ = 0.

Загальним розв’язком цього рiвняння є функцiя

X̃(z) = C1J1(2λz) + C2Y1(2λz).
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Повернувшись до старої змiнної, знайдемо загальний
розв’язок рiвняння (46)

X(x) = C1J1(2λ
√
x) + C2Y1(2λ

√
x).

Задовольнимо цiєю функцiєю крайовi умови (47). Тодi одер-
жимо, що C2 = 0, бо Y1(2λ

√
x) → +∞ при x → 0. Оскiльки

C1 ̸= 0 , то J1 (2λ) = 0. Звiдси випливає, що 2λ = µk, де µk –
додатнi коренi рiвняння J1(µ) = 0, а тому λk = µk

2 , k ∈ N.
Власними функцiями є

Xk(x) = J1(µk
√
x), x ∈ [0, 1], k ∈ N.

Розв’язок вихiдної задачi шукатимемо у виглядi ряду Фур’є
за власними функцiями вiдповiдної однорiдної задачi, тобто

u(x, t) =

∞∑
k=1

gk(t)J1(µk
√
x). (48)

Якщо цей ряд збiгається рiвномiрно разом зi своїми фор-
мальними похiдними другого порядку за x i першого за t, то
його сума задовольняє крайовi умови та має похiднi за x i t
вiдповiдних порядкiв, якi можна знаходити почленним дифе-
ренцiюванням ряду. Задовольнимо рiвняння i початкову умову,
вибравши вiдповiдним чином gk, k ∈ N. Маємо

∞∑
k=1

g′k(t)J1(µk
√
x) =

∞∑
k=1

(
x
d2J1(µk

√
x)

dx2
+
dJ1(µk

√
x)

dx
−

− 1

4x
J1(µk

√
x)
)
gk(t) + tJ1(µm

√
x).

Скористаємося тим, що

x
d2J1(µk

√
x)

dx2
+
dJ1(µk

√
x)

dx
− 1

4x
J1(µk

√
x) = −

(µk
2

)2
J1(µk

√
x),

k ∈ N.
Тодi одержимо рiвнiсть
∞∑
k=1

(
g′k(t) +

µ2k
4
gk(t)

)
J1(µk

√
x) = tJ1(µm

√
x), x ∈ (0, 1), t > 0,
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з якої випливає, що

g′k(t) +
µ2k
4
gk(t) = 0, k ∈ N \ {m}, (49)

g′m(t) +
µ2m
4

gm(t) = t. (50)

Задовольнивши рядом (48) нульову початкову умову, дiста-
немо рiвнiсть

∞∑
k=1

gk(0)J1(µk
√
x) = 0,

або
gk(0) = 0, k ∈ N \ {m}, (51)

gm(0) = 0. (52)

Очевидно, що розв’язком задачi (49), (51) є gk(t) = 0,
k ∈ N \ {m}, t ≥ 0.

Знайдемо розв’язок задачi (50), (52). Загальним розв’язком
рiвняння (50) є функцiя

gm(t) = Ce−µ2m
4
t +

4

µ2m

(
t− 4

µ2m

)
. (53)

Задовольнивши умову (52), дiстанемо

0 = C − 16

µ2m
або C =

16

µ2m
.

Тому

gm(t) =
16

µ2m
e−µ2

m
4
t +

4

µ2m

(
t− 4

µ2m

)
.

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в ряд (48), одержимо
розв’язок нашої задачi

u(x, t) =
( 16

µ2m
e−µ2

m
4
t +

4

µ2m

(
t− 4

µ2m

))
J1(µm

√
x),

x ∈ (0, 1), t > 0. I
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7.2 Полiноми Лежандра

7.2.1 Рiвняння Лежандра та його розв’язки. Рiвнян-
ням Лежандра називається рiвняння вигляду

d

dx

(
(1− x2)

dy

dx

)
+ λy = 0, x ∈ R, (1)

де λ – параметр. При x = ±1 рiвняння вироджується. Розг-
лянемо для цього рiвняння таку крайову задачу: знайти тi
значення параметра λ, при яких на промiжку (−1, 1) iснує
ненульовий розв’язок рiвняння (1), який обмежений в околах
особливих точок x = ±1.

Шукатимемо розв’язок рiвняння Лежандра у виглядi сте-
пеневого ряду

y =

∞∑
n=0

anx
n. (2)

Пiдставляючи (2) в (1), дiстаємо

∞∑
n=0

xn
(
(n+ 2)(n+ 1)an+2 − n(n− 1)an − 2nan + λan

)
= 0.

Звiдси випливає, що

(n+ 2)(n+ 1)an+2 − (n(n+ 1)− λ)an = 0

або
an+2 =

n(n+ 1)− λ

(n+ 2)(n+ 1)
an, n ∈ Z+. (3)

При цьому коефiцiєнти a0 i a1 вважаємо довiльними. Якщо
a0 ̸= 0, a1 = 0, то частинний розв’язок рiвняння (1) мiститиме
тiльки парнi степенi x, а якщо a0 = 0, a1 ̸= 0, то – непарнi
степенi x.

Очевидно, що при λ = n(n+1) рiвняння (1) має розв’язками
многочлени степеня n, якi обмеженi в околах особливих точок
x = ±1. Знайдемо їх, тобто знайдемо розв’язки рiвняння

d

dx

(
(1− x2)

dy

dx

)
+ n(n+ 1)y = 0, (4)
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якi є многочленами степеня n.
Розглянемо многочлен степеня 2n

z = (x2 − 1)n.

Безпосередньою пiдстановкою переконуємося, що ця функцiя
задовольняє рiвняння

(x2 − 1)
dz

dx
− 2nxz = 0. (5)

Якщо продиференцiювати (5) n разiв за x, скориставшись
формулою Лейбнiца, то дiстанемо

(x2 − 1)
dz(n)

dx
+ n · 2x · dz

(n−1)

dx
+
n(n− 1)

2
· 2 · dz

(n−2)

dx
−

− 2nx
dz(n−1)

dx
− 2n2

dz(n−2)

dx
= 0

або

(1− x2)
dz(n)

dx
+ n(n+ 1)z(n−1) = 0.

Продиференцiювавши одержану рiвнiсть за x, знайдемо, що
z(n) задовольняє рiвняння Лежандра

d

dx

(
(1− x2)

dz(n)

dx

)
+ n(n+ 1)z(n) = 0.

Звiдси випливає, що y = z(n) є розв’язком рiвняння (4), а
оскiльки це рiвняння однорiдне, то й y = Cz(n), C – стала, є
також розв’язком.

Отже, рiвняння (4) має розв’язки

y = C
dn(x2 − 1)n

dxn
.

Якщо взяти C = 1
2n·n! , то дiстанемо

y = Pn(x) :=
1

2nn!

dn(x2 − 1)n

dxn
, n ∈ Z+, x ∈ [−1, 1]. (6)
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Це i є полiноми Лежандра, якi визначають розв’язки рiв-
няння (1) при λ = n(n+ 1).

Формула (6) називається формулою Родрiга.
Отже, полiноми Лежандра є власними функцiями задачi,

яку ми розглядаємо. Вони вiдповiдають власним числам λn =
n(n+ 1), n ∈ Z+.

Обчислюючи за формулою (6), дiстаємо вирази для деяких
полiномiв Лежандра:

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2−1), P3(x) =

1

2
(5x3−3x),

P4(x) =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3), P5(x) =

1

8
(63x5 − 70x3 + 15x),

P6(x) =
1

16
(231x6 − 315x4 + 105x2 − 5).

7.2.2 Властивостi полiномiв Лежандра. Наведемо дея-
кi властивостi полiномiв Лежандра, якi використовуються при
розв’язуваннi задач математичної фiзики.

1) Полiном Лежандра n-го степеня є функцiєю тiєї самої
парностi, що й n, тобто

Pn(−x) = (−1)nPn(x), x ∈ [−1, 1]. (7)

J Ця властивiсть випливає безпосередньо з формули (6),
якщо зауважити, що (x2 − 1)n функцiя парна, а кожне дифе-
ренцiювання змiнює її парнiсть. I

2) Справджуються рiвностi

P2n−1(0) = 0, P2n(0) = (−1)n
(2n)!

22n(n!)2
. (8)

J Перша з цих рiвностей випливає з рiвностi (7). Очевид-
но, що значення многочлена при x = 0 – це його вiльний член.
Оскiльки при n-кратному диференцiюваннi степiнь кожного
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доданка зменшується на n одиниць, то вiльний член многочле-
на P2n, тобто P2n(0) одержується при диференцiюваннi додан-
ка, що мiстить x2n многочлена (x2−1)2n. Цей доданок, очевид-
но, дорiвнює (−1)n (2n)!

(n!)2
x2n. Продиференцiювавши його 2n разiв

i помноживши на 1
22n(2n)!

, дiстанемо другу формулу з (8). I
3) Правильнi рiвностi

Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n. (9)

J Для доведення перепишемо формулу (6) у виглядi

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn

(
(x+ 1)n(x− 1)n

)
i застосуємо формулу Лейбнiца для знаходження похiдної n-го
порядку вiд добутку двох функцiй. Тодi одержимо

Pn(x) =
1

2nn!

(
(x+1)n

dn(x− 1)n

dxn
+n

d(x+ 1)n

dx

dn−1(x− 1)n

dxn−1
+. . .

)
.

Оскiльки

dn(x− 1)n

dxn
= n! i

dn−k(x− 1)n

dxn−k

∣∣∣
x=1

= 0, k ∈ {1, . . . , n},

то
Pn(1) = 1.

Друга рiвнiсть iз (9) одержується з першої за допомогою
(7). I

4) Всi коренi полiнома Лежандра Pn(x) дiйснi, рiзнi та ле-
жать в iнтервалi (−1, 1).

J Це твердження випливає з формули (6) i теореми Ролля.
Справдi, многочлен d(x2−1)n

dx степеня 2n− 1 має коренi x = ±1
кратностi n−1 i за теоремою Ролля має ще один корiнь x1 все-
рединi вiдрiзка [−1, 1]. Це i є всi коренi цього многочлена. Далi
полiном d2(x2−1)n

dx2
степеня 2n − 2 має коренi x = ±1 кратностi

n−2 i, крiм того, за теоремою Ролля має два дiйснi коренi: один
всерединi [−1, x1] i другий всерединi [x1, 1]. Продовжуючи так
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далi, переконуємося, що Pn(x) має n рiзних коренiв всерединi
[−1, 1]. I

5) Для полiнома Лежандра правильне iнтегральне зобра-
ження

Pn(x) =
1

π

π∫
0

(x+
√
x2 − 1 cosφ)ndφ (10)

або

Pn(x) =
1

π

π∫
0

(x+ i
√

1− x2 cosφ)ndφ, i :=
√
−1.

З формули (10) випливає, що

|Pn(x)| ≤ 1, x ∈ [−1, 1].

6) Для многочленiв Лежандра i їх похiдних виконуються
такi рекурентнi спiввiдношення:

(n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0, n ∈ N,

P1(x)− xP0(x) = 0,

(2n+ 1)Pn(x) =
dPn+1(x)

dx
− dPn−1(x)

dx
, n ∈ Z+, (11)

якщо
dP−1(x)

dx
= 0.

Покладаючи замiсть n в (11) 0, 1, . . . , n i додаючи одержанi
рiвностi, дiстанемо

n∑
k=0

(2k + 1)Pk(x) =
dPn+1(x)

dx
+
dPn(x)

dx
.

7) Справджуються рiвностi

1∫
0

Pn(x)dx =


1 при n = 0,
0 при n = 2k,

(−1)k
(2k)!

22k+1k!(k + 1)!
при n = 2k + 1, k ∈ N;
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1∫
0

xPn(x)dx =

 0 при n = 2k + 1,

(−1)k
(2k − 2)!

22k(k − 1)!(k + 1)!
при n = 2k, k ∈ N;

1∫
−1

xkPn(x)dx = 0 при k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

7.2.3 Ортогональнiсть полiномiв Лежандра. Роз-
клад функцiй у ряд Фур’є за полiномами Лежандра.
Доведемо, що полiноми Лежандра рiзних порядкiв ортогональ-
нi на iнтервалi (−1, 1). Запишемо рiвняння (1) для двох рiзних
полiномiв Лежандра:

d
dx

(
(1− x2)P ′

m(x)
)
+ λmPm(x) = 0,

d
dx

(
(1− x2)P ′

n(x)
)
+ λnPn(x) = 0, m ̸= n.

Помножимо першу рiвнiсть на Pn(x), а другу – на Pm(x),
вiднiмемо вiд першої рiвностi другу, i зiнтегруємо одержану
рiвнiсть за x у межах вiд −1 до 1. Тодi одержимо

(λm − λn)

1∫
−1

Pn(x)Pm(x)dx =

=

1∫
−1

(
Pm(x)

d

dx
((1− x2)P ′

n(x))− Pn(x)
d

dx
((1− x2)P ′

m(x))
)
dx =

=

1∫
−1

d

dx

(
(1− x2)(Pm(x)P

′
n(x)− Pn(x)P

′
m(x))

)
dx =

=
(
(1− x2)(Pm(x)P

′
n(x)− Pn(x)P

′
m(x))

)∣∣∣1
−1

= 0.

Отже,

(λm − λn)

1∫
−1

Pn(x)Pm(x)dx = 0

331



або
1∫

−1

Pn(x)Pm(x)dx = 0, m ̸= n,

тобто полiноми Лежандра ортогональнi на iнтервалi (−1, 1).
Обчислимо iнтеграл

In :=

1∫
−1

P 2
n(x)dx =

1

22n(n!)2

1∫
−1

dn(x2 − 1)n

dxn
dn(x2 − 1)n

dxn
dx.

Iнтегруючи частинами n разiв i беручи до уваги те, що кожного
разу позаiнтегральний вираз дорiвнює нулю, дiстаємо

In =
(−1)n

22n(n!)2

1∫
−1

(x2 − 1)n
d2n(x2 − 1)n

dx2n
dx

або
1∫

−1

P 2
n(x)dx =

(−1)n(2n)!

22n(n!)2

1∫
−1

(x2 − 1)ndx.

Оскiльки

1∫
−1

(x2 − 1)ndx = (−1)n 2
2 · 4 · . . . · 2n

3 · 5 · . . . · (2n+ 1)
,

то
1∫

−1

P 2
n(x)dx =

2

2n+ 1
.

Отже,

1∫
−1

Pn(x)Pm(x)dx =

{
0, m ̸= n,

2
2n+1 , m = n.

(12)
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Доведено, що система ортогональних полiномiв Лежандра
{Pn(x), n ∈ Z+} на (−1, 1) є замкненою, а отже, й повною сис-
темою. Звiдси випливає, що сукупнiсть полiномiв Лежандра
вичерпує всi неперервнi та обмеженi на [−1, 1] розв’язки рiв-
няння Лежандра.

Нехай деяка функцiя f зображується на [−1, 1] у виглядi
ряду за полiномами Лежандра

f(x) =
∞∑
n=0

anPn(x). (13)

Припустивши, що цей ряд збiгається рiвномiрно на [−1, 1], по-
множимо рiвнiсть (13) на Pm(x) i зiнтегруємо за x по цьому
вiдрiзку. Тодi згiдно з (12) дiстанемо, що

an =
2n+ 1

2

1∫
−1

f(x)Pn(x)dx. (14)

Вiдповiдь на те, коли правильною є формула (13) з коефi-
цiєнтами (14), дає така теорема.

Теорема. Якщо функцiя f кусково-неперервна на [−1, 1]
разом зi своєю похiдною f ′, то ряд (13) з коефiцiєнтами (14)
збiгається до функцiї 1

2(f(x−0)+f(x+0)) на [−1, 1]. У випадку,
коли функцiя f та її похiднi f ′ i f ′′ неперервнi на [−1, 1], ця
збiжнiсть буде рiвномiрною на [−1, 1].

Зауваження 1. У застосуваннях полiномiв Лежандра ча-
сто розглядається випадок, коли x = cos θ. Тодi

P0(cos θ) = 1, P1(cos θ) = cos θ, P2(cos θ) =
1

4
(3 cos 2θ + 1),

P3(cos θ) =
1

8
(5 cos 3θ + 3 cos θ), P4(cos θ) =

1

64
(35 cos 4θ+

+20 cos 2θ + 9), P5(cos θ) =
1

128
(63 cos 5θ + 35 cos 3θ + 30 cos θ),

P6(cos θ) =
1

512
(231 cos 6θ + 126 cos 4θ + 105 cos 2θ + 50);
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1

2π

2π∫
0

P2n(cos θ)dθ =
(Cn2n
22n

)2
,

1

2π

2π∫
0

P2n+1(cos θ) cos θdθ =
Cn2nC

n+1
2n+2

24n+2
.

Приклад 1. Знайти функцiю u, гармонiчну всерединi
кулi радiуса R0 з центром у початку координат i таку, що
u(r, θ)|r=R0 = cos2 θ.

J Задача зводиться до знаходження розв’язку рiвняння

∂r(r
2 ∂ru) +

1

sin θ
∂θ

(
sin θ∂θu

)
= 0, r ∈ (0, R0), θ ∈ (0, π), (15)

який задовольняє крайовi умови

|u(0, θ)| < +∞, u(r, θ)|r=R0 = cos2 θ, θ ∈ [0, π], (16)

бо крайова функцiя не залежить вiд змiнної φ.
Шукатимемо ненульовi обмеженi розв’язки рiвняння (15) у

виглядi
u(r, θ) = X(r)Y (θ). (17)

Пiсля пiдстановки в рiвняння (15), дiстанемо

(r2X ′(r))′

X(r)
= −

1
sin θ (sin θY

′(θ))′

Y (θ)
= λ2.

Звiдси випливає, що для знаходження X i Y , з врахуванням
обмеженостi розв’язку, одержуємо двi задачi:

(r2X ′(r))′ − λ2X(r) = 0, |X(0)| < +∞, r ∈ [0, R0], (18)

1

sin θ
(sin θY ′(θ))′ + λ2Y (θ) = 0, |Y (θ)| < +∞, θ ∈ [0, π]. (19)

Розглянемо спочатку задачу (19). Зробимо замiну змiнної
x = cos θ, θ ∈ [0, π]. Тодi дiстанемо, що dx = − sin θ dθ, dY

dθ =
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= − sin θ dỸdx i тому sin θ dYdθ = (x2 − 1)dỸdx , x ∈ [−1, 1]. Звiдси
одержуємо, що задача (19) набуде вигляду

d

dx

(
(1− x2)

dỸ

dx

)
+ λ2Ỹ = 0, x ∈ [−1, 1],

|Ỹ (x)| < +∞, x ∈ [−1, 1].

Ця задача, як доведено в пунктi 7.2.1, має обмеженi
розв’язки тiльки при λ2 = n(n+ 1) i цими розв’язками є полi-
номи Лежандра

Ỹn(x) = Pn(x) =
1

2nn!

dn((x2 − 1)n)

dxn
.

Тому
Yn(θ) = Pn(cos θ), n ∈ Z+.

При λ2 = n(n+ 1) задача (18) має вигляд

r2X ′′
n(r) + 2rX ′

n(r)− n(n+ 1)Xn(r) = 0, r ∈ [0, R0], (20)

|Xn(0)| < +∞. (21)

Рiвняння (20) є рiвнянням Ейлера, яке замiною x = e t зводить-
ся до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

X̃ ′′
n(t) + X̃ ′

n(t)− n(n+ 1)X̃n(t) = 0.

Розв’язки цього рiвняння визначаються формулою

X̃n(t) = Ane
nt +Bne

−(n+1)t,

а тому загальний розв’язок рiвняння (20) має вигляд

Xn(r) = Anr
n +Bnr

−(n+1).

З умови обмеженостi (21) випливає, що Bn = 0, а тому

Xn(r) = Anr
n.
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Задовольнимо крайову умову (16) за допомогою ряду

u(r, θ) =

∞∑
n=0

Anr
nPn(cos θ). (22)

Тодi дiстанемо рiвнiсть

cos2 θ =

∞∑
n=0

AnR
n
0Pn(cos θ), θ ∈ [0, π]. (23)

Згiдно з зауваженням 1 маємо

cos2 θ =
1

3
(P0(cos θ) + 2P2(cos θ)).

Тодi рiвнiсть (23) набуде вигляду

1

3
(P0(cos θ) + 2P2(cos θ)) =

∞∑
n=0

AnR
n
0Pn(cos θ).

Звiдси випливає, що A0 =
1
3 , A2 =

2
3R

−2
0 , An = 0, n ∈ N \ {0, 2}.

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в ряд (22), дiстанемо
розв’язок нашої задачi

u(r, θ) =
1

3
+

2

3R2
0

r2P2(cos θ)

або

u(r, θ) =
1

3

(
1− r2

R2
0

)
+
r2

R2
0

cos2 θ, r ∈ [0, R0], θ ∈ [0, π]. I

Зауваження 2. З прикладу 1 випливає, що розв’язок зов-
нiшньої задачi Дiрiхле, коли крайовi умови заданi на сферi
{r = R0}, слiд шукати у виглядi

u(r, θ) =

∞∑
n=0

Bnr
−(n+1)Pn(cos θ), r > R0, 0 < θ < π.

У випадку крайової задачi в кульовому шарi K := {(r, φ, θ) |
R1 < r < R2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π }, коли крайовi функцiї
залежать лише вiд θ, розв’язок задачi Дiрiхле матиме вигляд

u(r, θ) =

∞∑
n=0

(Anr
n +Bnr

−(n+1))Pn(cos θ).
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Коефiцiєнти An i Bn, n ∈ Z+, визначаються з рiвнянь,
якi одержуються, коли задовольняти наведеними вище ряда-
ми крайовi умови.

7.2.4 Приєднанi полiноми Лежандра. У багатьох ви-
падках при знаходженнi розв’язку крайової задачi для рiвнян-
ня Лапласа в сферичних координатах за допомогою методу
Фур’є одержуємо таку задачу Штурма–Лiувiлля: знайти об-
меженi розв’язки на вiдрiзку [−1, 1] рiвняння

d

dx

(
(1− x2)

dy

dx

)
+
(
λ− m2

1− x2

)
y = 0, |x| ≤ 1. (24)

У рiвняннi (24) зробимо замiну невiдомої функцiї за фор-
мулою

y = (1− x2)
m
2 z(x). (25)

Пiсля пiдстановки (25) у (24) дiстанемо рiвняння

d

dx

(
(1− x2)m+1 dz

dx

)
+ (λ−m(m+ 1))(1− x2)mz = 0. (26)

Таке ж рiвняння одержується, коли рiвняння Лежандра (1)
продиференцiювати m разiв.

Оскiльки рiвняння Лежандра має довiльне число разiв
неперервно диференцiйовнi на вiдрiзку [−1, 1] розв’язки тiльки
при λ = n(n + 1), n ∈ Z+, i цими розв’язками є полiноми Ле-
жандра Pn, то звiдси випливає, що неперервними розв’язками
рiвняння (26) є похiдна m-го порядку вiд Pn, якщо λ = n(n+1),
n ∈ Z+.

Тому загальне рiвняння Лежандра (24) має обмеженi
розв’язки на вiдрiзку [−1, 1] при λ = n(n+1), n ∈ Z+, i ними є
функцiї

y(x) = (1− x2)
m
2
dmPn(x)

dxm
,

якi називаються приєднаними полiномами Лежандра.
Позначають приєднанi полiноми Лежандра символом

Pmn (x). Тому

Pmn (x) := (1− x2)
m
2
dmPn(x)

dxm
, x ∈ [−1, 1], n ∈ Z+. (27)
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Очевидно, що P 0
n ≡ Pn, n ∈ Z+, а Pmn ≡ 0, якщо m > n.

Приєднанi полiноми Лежандра ортогональнi на вiдрiзку
[−1, 1] з вагою ρ ≡ 1, тобто

1∫
−1

Pmk (x)Pmn (x)dx =

{
0, k ̸= n,

2(n+m)!
(2n+1)(n−m)! , k = n.

Це дозволяє довiльну гладку функцiю розкладати в ряд Фур’є
за приєднаними полiномами Лежандра на вiдрiзку [−1, 1].

Запишемо вирази для найпоширенiших приєднаних полiно-
мiв Лежандра:

P 1
1 (cos θ) = sin θ, P 1

2 (cos θ) = 3 sin θ cos θ,

P 1
3 (cos θ) = sin θ

15 cos2 θ − 3

2
, P 2

2 (cos θ) = 3 sin2 θ,

P 2
3 (cos θ) = 15 sin2 θ cos θ, P 3

3 (cos θ) = 15 sin3 θ,

Pnn (cos θ) =
(2n)!

2n · n!
sinn θ.

Приклад 2. Знайти функцiю, яка гармонiчна в кулi K1(0)
i задовольняє крайову умову

u|C1(0) = cos(2φ+
π

3
) sin2 θ.

J Задача зводиться до знаходження розв’язку рiвняння
Лапласа в сферичних координатах

1

r2
∂r

(
r2∂ru

)
+

1

r2 sin θ

(
∂θ(sin θ∂θu) +

1

sin θ
∂2φu

)
= 0, (28)

(r, φ, θ) ∈ Ω := (0, 1)× (0, 2π)× (0, π),

який задовольняє умови

|u(r, φ, θ)| < +∞, (r, φ, θ) ∈ Ω, (29)

u(r, 0, θ) = u(r, 2π, θ), (r, θ) ∈ [0, 1]× [0, π], (30)
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u(1, φ, θ) = cos(2φ+
π

3
) sin2 θ, (φ, θ) ∈ [0, 2π]× [0, π]. (31)

Шукатимемо ненульовi розв’язки рiвняння (28), якi задо-
вольняють умови (29) i (30), у виглядi

u(r, φ, θ) = X(r)Y (φ, θ), (r, φ, θ) ∈ Ω. (32)

Пiдставивши (32) в (28) i врахувавши умови (29) i (30),
дiстанемо такi двi задачi:

r2X ′′(r) + 2rX ′(r)− λ2X(r) = 0, r ∈ (0, 1),

|X(0)| < +∞; (33)

∂2φY +sin θ∂θ

(
sin θ∂θY

)
+λ2 sin2 θ Y = 0, (φ, θ) ∈ (0, 2π)×(0, π),

|Y (φ, 0)| < +∞, φ ∈ [0, 2π], Y (0, θ) = Y (2π, θ), θ ∈ [0, π]. (34)

Ненульовi розв’язки задачi (34) шукатимемо у виглядi

Y (φ, θ) = Φ(φ)Z(θ), (φ, θ) ∈ (0, 2π)× (0, π).

Тодi одержимо ще такi задачi:

Φ′′(φ) + µ2Φ(φ) = 0, φ ∈ (0, 2π),

Φ(0) = Φ(2π); (35)

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dZ

dθ

)
+ (λ2 − µ2

sin2 θ
)Z(θ) = 0,

|Z(θ)| < +∞, θ ∈ (0, π). (36)

З попереднього випливає, що задача (35) має ненульовi
розв’язки при µ = m, m ∈ Z+, i цими розв’язками є

Φm(φ) = Cm cosmφ+Dm sinmφ, φ ∈ [0, 2π]. (37)

У задачi (36) зробимо замiну незалежної змiнної θ за фор-
мулою cos θ = x, де θ ∈ [0, π], x ∈ [−1, 1]. Тодi аналогiчно до
того, як у прикладi 1, дiстанемо задачу

d

dx

(
(1− x2)

dZ̃

dx

)
+
(
λ2 − m2

1− x2

)
Z̃ = 0, x ∈ (−1, 1),

|Z̃(x)| < +∞, x ∈ [−1, 1].
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Ця задача, як доведено вище, має обмеженi розв’язки лише
при λ = n(n + 1), n ∈ Z+, i цими розв’язками є приєднанi
полiноми Лежандра, тобто Z̃n(x) = Pmn (x) або

Zmn(θ) = Pmn (cos θ), θ ∈ [0, π], {m,n} ⊂ Z+.

Тому розв’язками задачi (34) є функцiї

Ymn(φ, θ) = (Cm cosmφ+Dm sinmφ)Pmn (cos θ),

(φ, θ) ∈ [0, 2π]× [0, π].

Обмеженими розв’язками задачi (33) при λ = n(n + 1), як
установлено в прикладi 1, є функцiї

Xn(r) = Anr
n, r ∈ [0, 1].

Тодi згiдно з одержаними результатами дiстанемо, що
функцiї

umn(r, φ, θ) = Anr
n(Cmn cosmφ+Dmn sinmφ)P

m
n (cos θ),

(r, φ, θ) ∈ Ω,

або

umn(r, φ, θ) = rn(amn cosmφ+bmn sinmφ)P
m
n (cos θ), (r, φ, θ) ∈ Ω,

задовольняють рiвняння (28) та умови (29) i (30).
Щоб задовольнити крайову умову (31), розглянемо ряд

u(r, φ, θ) =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

rn(amn cosmφ+ bmn sinmφ)P
m
n (cos θ),

(r, φ, θ) ∈ Ω. (38)

Якщо цей ряд збiгається рiвномiрно, то з умови (31) одержуємо
рiвнiсть

cos(2φ+
π

3
) sin2 θ =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(amn cosmφ+ bmn sinmφ)P
m
n (cos θ).

(39)
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Оскiльки

cos(2φ+
π

3
) sin2 θ = (cos 2φ cos

π

3
− sin 2φ sin

π

3
) sin2 θ =

= (
1

2
cos 2φ−

√
3

2
sin 2φ)

1

3
P 2
2 (cos θ),

то рiвнiсть (39) набуває вигляду

1

6
cos 2φP 2

2 (cos θ)−
1

2
√
3
sin 2φP 2

2 (cos θ) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(amn cosmφ+

+bmn sinmφ)P
m
n (cos θ).

Звiдси випливає, що

a22 =
1

6
, b22 = − 1

2
√
3
, anm = 0, bnm = 0, {n,m} ⊂ R \ {2}.

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в ряд (38), одержимо, що
розв’язком нашої задачi є функцiя

u(r, φ, θ) = r2(
1

6
cos 2φ− 1

2
√
3
sin 2φ)P 2

2 (cos θ), (r, φ, θ) ∈ Ω,

або
u(r, φ, θ) = r2 cos(2φ+

π

3
) sin2 θ, (r, φ, θ) ∈ Ω. I

Вправи до роздiлу 7

1. Розв’язати мiшану задачу:
1) utt = uxx +

1
xux + 2 cos 2t, x ∈ (0, 1), t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 1
2

(
J0(2x)
J0(2)

− 1
)
+ J0(µ1x),

ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1],
де µ1 – додатний корiнь рiвняння J0(µ) = 0;
2) utt = uxx +

1
xux −

u
x2

+ e tJ1(µkx), x ∈ (0, 1), t > 0,
|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1],

де µk – додатний корiнь рiвняння J1(µ) = 0;
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3) utt = uxx +
1
xux −

9u
x2
, x ∈ (0, 1), t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = J3(µ1x), x ∈ [0, 1],

де µ1 – додатний корiнь рiвняння J3(µ) = 0;
4) utt = uxx +

1
xux − u, x ∈ (0, 1), t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = cos 2t+ sin 3t, t ≥ 0,

u(x, 0) = J0(x
√
3)

J0(
√
3)
, ut(x, 0) =

3J0(2x
√
2)

J0(2
√
2)
, x ∈ [0, 1];

5) ut = xuxx + ux − u
x2

+ sin tJ1(µkx), x ∈ (0, 1), t > 0,
|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1],

де µk – додатний корiнь рiвняння J1(µ) = 0;
6) ut = uxx +

1
xux −

u
x2

+ e−tJ1(µkx), x ∈ (0, 1), t > 0,
|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1],

де µk – додатний корiнь рiвняння J1(µ) = 0;
7) ut = xuxx + ux − 9

4xu, x ∈ (0, 1), t > 0,
|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = J3(µk

√
x), x ∈ [0, 1],

де µk – додатний корiнь рiвняння J3(µ) = 0.
2. Кругла однорiдна мембрана радiуса R закрiплена по кон-

туру i знаходиться в станi рiвноваги при натяговi T . У момент
часу t = 0 до поверхнi мембрани прикладена рiвномiрно роз-
подiлена сила F = P0 sinωt. Знайти радiальнi коливання мем-
брани.

3. Знайти температуру необмеженого кругового цилiндра
радiуса R, якщо його початкова температура дорiвнює u0, а на
поверхню зовнi подається з моменту часу t = 0 тепловий потiк
густиною q.

4. Однорiдна куля радiуса R пiдтримується при нульовiй
температурi. Починаючи з моменту часу t = 0, температура
навколишнього середовища зростає лiнiйно з часом так, що
uc = bt, де b – стала. Теплообмiн мiж поверхнею i середовищем
вiдбувається за законом Ньютона. Нагрiвання вiдбувається рiв-
номiрно (симетрична задача). Знайти радiальний розподiл тем-
ператури в кулi при t > 0.

5. Бiчна поверхня цилiндра, радiус основи якого R i висо-
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та l, охолоджується в повiтрi з температурою u0. Температура
нижньої основи дорiвнює нулю, а на верхню основу подаєть-
ся нормальний потiк тепла з густиною q. Знайти стацiонарну
температуру внутрiшнiх точок цилiндра.

6. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi кулi KR(0) i таку,
що (u(r, θ) + ur(r, θ))|r=R = 1 + cos2 θ.

7. Знайти функцiю, гармонiчну зовнi кулi KR(0) i таку, що
(u(r, θ)− ur(r, θ))|r=R = sin2 θ.

8. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi кругового шару
K := {(r, φ, θ) | 1 < r < 2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π} i таку, що
u(r, θ)|r=1 = cos2 θ, u(r, θ)|r=2 = 4 cos2 θ − 4

3 .
9. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi кулiKR(0) i таку,

що u(r, φ, θ)|r=R = sin(2φ+ π
6 ) sin

2 θ cos θ.
10. Знайти функцiю, гармонiчну зовнi кулi KR(0) i таку,

що u(r, φ, θ) = sin3 θ cos θ cos(3φ+ π
4 ).

11. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi кульового шару
K := {(r, φ, θ) | 1 < r < 2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π} i таку, що
u(r, φ, θ)|r=1 = 7 sin θ cosφ, u(r, φ, θ)|r=2 = 7 cos θ.

Вiдповiдi до вправ з роздiлу 7

1. 1) u(x, t) = −1
2

(
J0(2x)
J0(2)

− 1
)
cos 2t+ J0(µ1x) cosµ1t;

2) u(x, t) = 1
1+µ2k

(e t − cosµkt− 1
µk

sinµkt)J1(µkx);

3) u(x, t) = 1
µ1
J3(µ1x) sinµ1t;

4) u(x, t) = J0(x
√
3)

J0(
√
3)

cos 2t+ J0(2x
√
2)

J0(2
√
2)

sin 3t;

5) u(x, t) = 1
1+µ4k

(e−µ2kt + µ2k sin t− cos t)J1(µkx);

6) u(x, t) = 1
µ2k−1

(e−t − e−µ2kt)J1(µkx);

7) u(x, t) = e−µ2kt

4 J3(µk
√
x).

2. Шукати розв’язок задачi

urr +
1
rur −

1
a2
utt = −P0

T sinωt, 0 < r < R, t > 0,
|u(0, t)| < +∞, u(R, t) = 0, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R,
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у виглядi u(t, r) = v(r, t) + w(r, t), де v – розв’язок задачi

vrr +
1
rvr −

1
a2
vtt = −P0

T sinωt,
|v(0, t)| < +∞, v(R, t) = 0,

а w – розв’язок задачi

wrr +
1
rwr −

1
a2
wtt = 0,

|w(0, t)| < +∞, w(R, t) = 0,
w(r, 0) = −v(r, 0), wt(r, 0) = −vt(r, 0).

Тодi v(r, t) =
a2P0

Tω2

( J0(ωa r)
J0(

ω
aR)

− 1
)
sinωt,

w(r, t) = −2aP0R
3ω

T

∞∑
k=1

sin aµkt
R J0(

µk
R r)

µ2k(ω
2R2 − a2µ2k)J

′
0(µk)

,

де µk, k ∈ N, – додатнi коренi рiвняння J0(µ) = 0.
3. Треба знайти розв’язок задачi

ut = a2(urr +
1
rur), 0 < r < R, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, ur(R, t) =
q
k , t ≥ 0,

u(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R.

Зручно його шукати у виглядi u(t, r) = v(r, t) + w(r, t), де v –
розв’язок задачi

vt = a2(vrr +
1
rvr),

|v(0, t)| < +∞, vr(R, t) =
q
k ,

а w – розв’язок задачi

wt = a2(wrr +
1
rwr),

|w(0, t)| < +∞, wr(R, t) = 0,
w(r, 0) = u0 − v(r, 0).

Розв’язком задачi для v є v(r, t) = At + Cr2, де A =
2a2q

kR
,

C =
q

k
, тобто v(r, t) =

q

kR

(
2a2t+

r2

2

)
.

Задача для w розв’язується методом Фур’є та одержується,
що
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w(r, t) = u0 −
qR

4k
− 2Rq

k

∞∑
n=1

J0(
µn
R r)

µ2nJ0(µn)
e
−
(

aµn
R

)2

t
,

де µn, n ∈ N, – додатнi коренi рiвняння J1(µ) = 0.
4. Оскiльки розподiл температури радiальний, то u зале-

жить лише вiд r, t i є розв’язком задачi

ut = a2(urr +
2
rur), 0 < r < R, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, (ur +H(u− bt)|r=R = 0, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R.

Замiною v(r, t) = ru(r, t) ця задача зводиться до такої:

vt = a2vrr, 0 < r < R, t > 0,
v(0, t) = 0, vr(R, t) + (H − 1

R)v(R, t) = HRbt, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R.

Нехай v(r, t) = f(r, t) + g(r, t), де f – розв’язок задачi

ft = a2frr,
f(0, t) = 0, fr(R, t) + (H − 1

R)f(R, t) = HRbt, t ≥ 0,
f(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R,

який можна шукати у виглядi f(r, t) = α(r) + β(r)t. Тодi одер-
жується, що α(r) = br3

6a2
− bR2

6a2

(
2
HR + 1

)
r, β(r) = br, а тому

f(r, t) =
br3

6a2
− bR2

6a2

( 2

HR
+ 1
)
r + brt.

Для g отримується задача

gt = a2grr,
g(0, t) = 0, gr(R, t) + (H − 1

R)g(R, t) = 0, t ≥ 0,

g(r, 0) = − br3

6a2
+ bR2

6a2

(
2
HR + 1

)
r, 0 ≤ r ≤ R,

розв’язок якої знаходиться методом Фур’є i визначається фор-
мулою

g(r, t) =
2bR3

a2

∞∑
n=1

sinµn − µn cosµn
µ3n(µn − sinµn cosµn)

e−a2µ2n
R2 t sin

µnr

R
,
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де µn, n ∈ N, – додатнi коренi рiвняння
µ cosµ+ p sinµ = 0, p = HR− 1, µ = λR.

5. Розв’язком задачi

urr(r, z) +
1
ru(r, z) + uzz(r, z) = 0, r ∈ (0, R), z ∈ (0, l),

|u(0, z)| < +∞, ur(R, z) + hu(R, z) = hu0, z ∈ (0, l),
u(r, 0) = 0, uz(r, l) =

q
K , r ∈ [0, R],

є

u(r, z) = u0 + 2

∞∑
i=1

J0(
µi
R r)

µi(J2
1 (µi) + J2

0 (µi))
×

×

(
qRshµiR z

Kµich
µi
R l

− u0
chµiR (z − l)

chµiR l

)
,

де µi, i ∈ N, – додатнi коренi рiвняння µJ ′
0(µ) + hRJ0(µ) = 0.

6. u(r, θ) = 4
3 + 2r2

3R(R+2)P2(cos θ).

7. u(r, θ) = C + (23 − C) R2

r(R+1) −
R4

(R+3)r3
(cos2 θ − 1

3), C ∈ R.
8. u(r, θ) = 1

3(
2
r − 1 + r2(3 cos2 θ − 1)).

9. u(r, φ, θ) =
(
r
R

)3
sin(2φ+ π

6 ) sin
2 θ cos θ.

10. u(r, φ, θ) =
(
r
R

)5
sin3 θ cos θ cos(3φ+ π

4 ).

11. u(r, φ, θ) = 4(r − 1
r2
) cos θ + ( 8

r2
− r) sin θ cosφ.
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