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Передмова
Згiдно дiючого навчального плану студенти механiко-математичного фа-
культету вивчають курс комплексного аналiзу протягом п’ятого i шостого
навчальних семестрiв. В процесi його викладання значна увага придiля-
ється вивченню основних понять комплексного аналiза i розвитку навичок
студентiв з розв’язування типових задач з комплексного аналiзу. При цьо-
му детально вивчаються такi роздiли i поняття комплексного аналiзу як
комплекснi числа та дiї над ними, топологiя комплексної площини, дифе-
ренцiювання функцiй комплексної змiнної та гармонiйнi функцiї, конформнi
вiдображення за допомогою основних функцiй комплексної змiнної та обер-
нених до них, iнтегрування функцiй комплексної змiнної, степеневi ряди та
ряди Лорана вiд функцiй комплексної змiнної, теорiя лишкiв та її застосу-
вання до обчислення iнтегралiв i знаходження сум рядiв. Крiм того, для
самостiйного опанування студентам пропонується тема, що стосується пе-
ретворення Лапласа та його застосування до розв’язування рiзних матема-
тичних задач таких як, знаходження розв’язкiв звичайних диференцiальних
рiвнянь, диференцiальних рiвнянь з запiзненням, iнтегральних рiвнянь та
крайових задач математичної фiзики. Саме такi теми i знайшли висвiтлен-
ня в даному навчальному посiбнику.

Матерiал посiбника подiлено на окремi теми, на початку кожної з яких
подано основнi теоретичнi вiдомостi з даної теми, розв’язки типових за-
дач та запропоновано питання для перевiрки теоретичних знань студентiв.
До кожної теми запропоновано завдання для аудиторної та самостiйного
роботи студентiв.

Пiд час вивчення курсу з комплексного аналiзу студенти мають вико-
нати чотири модульнi контрольнi роботи (по двi в кожному семестрi). В
посiбнику подано приклади завдань для модульних контрольних робiт.

Пiд час пiдготовки даного навчального посiбника використано досвiд
викладання цього курсу на механiко-математичному факультетi Київського
нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка протягом останнiх де-
сяти рокiв та навчально-методичну лiтературу, список якої подано в кiнцi
посiбника. При складаннi завдань для аудиторної та самостiйної роботи ви-
користано навчальнi посiбники та методичнi розробки [6, 8, 13, 14, 19, 22,
38 – 40].

Даний посiбник розроблено для пiдготовки до практичних занять i са-
мостiйної роботи студентiв з комплексного аналiзу. Вiн може бути кори-
сним також викладачам Київського нацiонального унiверситету iменi Тара-
са Шевченка та iнших вузiв України при пiдготовцi до проведення ними
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практичних занять з комплексного аналiзу.
Користуючись нагодою, автори висловлюють щиру подяку професору

кафедри математичної фiзики механiко-математичного факультету Київ-
ського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка доктору фiзико-
математичних наук, професору Т.А. Мельнику, професору кафедри обчис-
лювальної математики факультету кiбернетики Київського нацiонального
унiверситету iменi Тараса Шевченка доктору фiзико-математичних наук,
професору О.Ю. Грищенку, доценту кафедри вищої математики Нацiональ-
ного унiверситету харчових технологiй, кандидату фiзико-математичних на-
ук, доценту I.I. Юрику та кандидату фiзико-математичних наук Ю.I. Самой-
ленко за критичнi зауваження i цiннi поради.

Вважаємо своїм приємним обов’язком висловити глибоку подяку рецен-
зентам цiєї книги член-кореспондентам НАН України, професорам С.I. Ля-
шку i А.Г. Нiкiтiну, чиї критичнi зауваження i дружнi поради безумовно
сприяли її покращенню.

Автори
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Тема 1

Комплекснi числа та дiї над ними
1.1 Основнi поняття
Розглянемо множину ℂ усiх можливих впорядкованих пар дiйсних чисел
(x, y), для елементiв якої визначено операцiї додавання та множення згiдно
правил

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2). (1.1)

(x1, y1)(x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1). (1.2)

При цьому два елементи z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ ℂ вважатимемо
рiвними тодi i лише тодi, коли x1 = x2, y1 = y2.

Множина ℂ з операцiями додавання та множення (1.1), (1.2) назива-
ється множиною комплексних чисел, а кожен її елемент – комплексним
числом.

Користуючись означенням операцiй додавання та множення (1.1), (1.2),
можна довести такi властивостi:

1. Множина ℂ з операцiями (1.1), (1.2) утворює поле. При цьому
для кожного елемента даного поля z = (x, y) ∕= (0, 0) обернений вiдно-
сно множення елемент, число z−1, можна визначити за правилом z−1 =(

x

x2 + y2
,− y

x2 + y2

)
. На основi цiєї рiвностi вводиться операцiя дiлення

комплексних чисел zk = (xk, yk), k = 1, 2,

z1

z2
= z1z

−1
2 =

(
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

,
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

)
, z2 ∕= (0, 0). (1.3)

2. Множина {(x, 0) : x ∈ ℝ} є замкненою вiдносно операцiй (1.1), (1.2)
i утворює поле, яке iзоморфне полю дiйсних чисел iз звичайними операцi-
ями додавання та множення. Тому цю множину позначають символом ℝ,
а числа (x, 0) = x. Отже, ℝ ⊂ ℂ.

3. Для кожного y ∈ ℝ виконується рiвнiсть (0, y) = (y, 0)(0, 1) = y(0, 1).
Число (0, 1) називається уявною одиницею i позначається (0, 1) = i, оскiль-
ки це число має таку властивiсть: (0, 1)(0, 1) = −1.

4. Будь-яке комплексне число z = (x, y) можна записати наступним
чином

z = (x, y) = (x, 0) + (y, 0)(0, 1) = x+ iy. (1.4)

Запис (1.4) називають декартовою або алгебраїчною формою запису
комплексного числа.

Комплексное число z = x− iy називається (комплексно) спряженим до
числа z = x+ iy.
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Число x = Re z називається дiйсною частиною, а число y = Im z –
уявною частиною комплексного числа z.

 

O Re z

Im z

zy

x

zr =

j

 
Рис. 1.1

Оскiльки комплекснi числа – це впорядко-
ванi пари дiйсних чисел, то їх природно зобра-
жати точками площини ℝ2 = ℝ1 × ℝ1 згiдно
правила, що запропоновано Гауссом: довiльно-
му комплексному числу z = x+ iy ставиться у
вiдповiднiсть точка площини ℝ2 з абсцисою x
та ординатою y, i навпаки (рис.1.1).

Очевидно, що така вiдповiднiсть мiж точка-
ми площини ℝ2 та множиною ℂ є взаємно
однозначною.

Якщо в площинi ℝ2 визначити операцiї
за правилами (1.1), (1.2), то вона утворить поле, що iзоморфно полю
комплексних чисел. Така площина називається комплексною.

В комплексному аналiзi зручно ототожнювати поняття комплексної пло-
щини та поля комплексних чисел, а тому в подальшому кожне число z ∈ ℂ
називається точкою комплексної площини.

Нехай z = x+ iy – деяка точка комплексної площини ℂ (див. рис.1.1), а
(�, ') – полярнi координати точки (x, y) ∈ ℝ2. Величина �, де � ∈ [0; +∞),
називається модулем комплексного числа z i позначається � =

√
x2 + y2 =

∣z∣. За цим ∣z∣ = 0 тодi i лише тодi, коли z = 0.
Число ', де ' ∈ (−∞; +∞), називається аргументом комплексного чи-

сла z ∕= 0. Для z = 0 значення аргументу ' невизначене.
Аргумент будь-якого комплексного числа z ∈ ℂ∖{0} визначається з то-

чнiстю до 2k�, k ∈ ℤ. Його значення можна знайти, розв’язавши систему
тригонометричних рiвнянь

cos' =
x√

x2 + y2
=

Re z

∣z∣
, sin' =

y√
x2 + y2

=
Im z

∣z∣
. (1.5)

Множина всiх розв’язкiв рiвнянь (1.5) позначається Arg z.
Значення аргументу ', що задовольняє нерiвнiсть 0 ≤ ' < 2� назива-

ється головним i позначається arg z (iнодi в лiтературi зустрiчається iнша
умова −� < ' ≤ �).

Фактично
Arg z = arg z + 2�k, k ∈ ℤ.

Скориставшись залежнiстю мiж декартовими та полярними координата-
ми, для довiльного комплексного числа z ∕= 0 одержимо тригонометричну
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форму запису комплексних чисел
z = ∣z∣(cos'+ i sin'). (1.6)

Якщо взяти до уваги формулу Ейлера
ei' = cos'+ i sin',

то комплексне число z = ∣z∣(cos'+ i sin') можна зобразити у такiй формi
z = ∣z∣ei', (1.7)

яка також використовується для запису комплексних чисел i має назву по-
казникової форми запису.

Якщо декартова форма запису комплексних чисел зручна при виконаннi
операцiй додавання та вiднiмання, то тригонометрична форма запису ком-
плексних чисел є зручною при знаходженнi добутку та частки вiд дiлення
комплексних чисел. Дiйсно, для комплексних чисел

zk = ∣zk∣(cos arg zk + i sin arg zk), k = 1, 2,

згiдно визначення операцiї множення (1.2) знаходимо
z1z2 = ∣z1∣∣z2∣(cos(arg z1 + arg z2) + i sin(arg z1 + arg z2)), (1.8)

z1

z2
=
∣z1∣
∣z2∣

(cos(arg z1 − arg z2) + i sin(arg z1 − arg z2)), z2 ∕= 0. (1.9)

Скориставшись формулою (1.8) для обчислення n–го ступеня комплекс-
ного числа z = ∣z∣(cos'+ i sin'), одержимо формулу Муавра

zn = (∣z∣(cos'+ i sin'))n = ∣z∣n(cosn'+ i sinn'). (1.10)

Коренем степеня n, де n = 2, 3, ..., з комплексного числа z ∕= 0 назива-
ється таке комплексне число w, що wn = z. Скориставшись тригонометри-
чною формою запису комплексних чисел z, w та формулою Муавра (1.10),
комплексне число w можна визначити таким чином

w = n
√
z = n

√
∣z∣(cos

arg z + 2k�

n
+ i sin

arg z + 2k�

n
), k = 0, n− 1. (1.11)

Якщо коренi n–го степеня з комплексного числа z (z ∕= 0) зобразити точ-
ками комплексної площини ℂ, то цi точки будуть знаходитись у вершинах
правильного n–кутника, який вписано в коло з центром у точцi z = 0
та радiуса n

√
∣z∣. Зауважимо також, що n

√
0 = 0 для довiльного цiлого

додатного числа n.

1.2 Приклади розв’язування задач
1.2.1. З’ясувати, за яких умов виконується рiвнiсть Re(z1z2) = Re z1 ⋅Re z2.

⊳ Запишемо числа z1 та z2 у тригонометричнiй формi
zk = �k(cos'k + i sin'k), 'k = arg zk, k = 1, 2.

Тодi отримаємо, що
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Re(z1z2) = Re[�1�2(cos('1 +'2)+ i sin('1 +'2))] = �1�2 cos('1 +'2) =
�1�2(cos'1 cos'2 − sin'1 sin'2).

З iншого боку, Re z1 ⋅ Re z2 = �1�2 cos'1 cos'2.
Звiдси можна встановити, що необхiдна рiвнiсть виконується, якщо

�1�2 sin'1 sin'2 = 0, або, коли �1 sin'1 = Im z1 = 0 чи �2 sin'2 = Im z2 =
0, тобто z1 ∈ R або z2 ∈ ℝ. ⊲

1.2.2. Довести тотожнiсть ∣a+ b∣2 + ∣a− b∣2 = 4∣a∣2, якщо ∣a∣ = ∣b∣.
⊳ Використаємо очевиднi властивостi: z1 ± z2 = z1 ± z2, zz = ∣z∣2. Тодi

матимемо ∣a + b∣2 + ∣a − b∣2 = (a + b)(a+ b) + (a − b)(a− b) = aa + ab +
ba+ bb+aa−ab− ba+ bb = 2(aa+ bb) = 2(∣a∣2 + ∣b∣2) = 4∣a∣2, бо ∣a∣ = ∣b∣. ⊲

1.2.3. Довести, що ∣ z∣z∣ − 1∣ ≤ arg z, z ∕= 0.

 

1

w

O x

y

arg z

 
Рис. 1.2

⊳ Нехай z/∣z∣ = w. Тодi w – це комплексне
число, що лежить на одиничному колi з цен-
тром у початку координат (рис.1.2). Цьому чи-
слу вiдповiдає вектор, що з’єднує початок ко-
ординат та точку w, який умовно позначимо−→
Ow.

Нехай комплексному числу 1 вiдповiдає век-
тор
−→
O1. Оскiльки додавання та вiднiмання ком-

плексних чисел аналогiчне додаванню та вiднi-
манню векторiв, то комплексному числу � =
w − 1 = z/∣z∣ − 1 буде вiдповiдати вектор, що
дорiвнює

−→
Ow −

−→
O1. Цей вектор, що з’єднує точки 1 та w, позначимо як

вектор
−→
1w. Тодi ∣�∣ = ∣−→1w∣.

Оскiльки точки 1 та w лежать на одиничному колi, то довжина дуги, що
з’єднує цi точки, дорiвнює (радiальнiй) величинi кута ∠1Ow, який у свою
чергу дорiвнює argw = arg z (див. означення). Так як довжина вiдрiзка,
який з’єднує двi точки, завжди не перевищує довжини довiльної кривої,
що з’єднує тi самi точки, то маємо необхiдну нерiвнiсть. При цьому дана
нерiвнiсть буде перетворюватися у рiвнiсть лише тодi, коли z ∈ R+. В iнших
випадках нерiвнiсть буде строгою. ⊲

1.2.4. Розв’язати рiвняння zn−1 = z, n ∈ ℕ∖{1, 2}.
⊳ Неважко помiтити, що число z = 0 є розв’язком даного рiвняння.

Тому будемо вважати, що z ∕= 0. Скориставшись рiвнiстю z = ∣z∣2/z, з
рiвняння zn−1 = z отримаємо еквiвалентне

zn = ∣z∣2. (1.12)

З останньої рiвностi випливає, що zn ∈ ℝ+ (додатне). Оскiльки модулi
рiвних чисел теж рiвнi, то маємо ∣z∣n−2 = 1 або ∣z∣ = 1, бо n > 2.
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Скориставшись отриманими умовами на zn та ∣z∣, з рiвностi (1.12) отри-
маємо остаточне рiвняння zn = 1, розв’язками якого є числа

zk = cos
2�k

n
+ i sin

2�k

n
, k = 0, n− 1.

⊲

1.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Комплекснi числа та арифметичнi дiї над ними. Комплексна площина. Гео-
метрична iнтерпретацiя комплексних чисел. Форми запису комплексних чи-
сел. Модуль та аргумент комплексного числа, головне значення аргумента.
Формула Ейлера. Формула Муавра. Корiнь n-степеня з комплексного чи-
сла.

1.4 Завдання для аудиторної роботи
1.4.1. Виконати дiї:

a) in, n ∈ ℤ; b) (2 + i)/(2− i); c)

(
2 + i5

1 + i19

)3

.

1.4.2. Довести такi твердження:

a) ab = a ⋅ b; b) якщо ∣a∣ = 1, то a = a−1; c) Re z =
z + z

2
, Im z =

z − z
2i

.
1.4.3. Знайти модулi та аргументи чисел, записати їх у тригонометричнiй

та показниковiй формах: i; −1; 1 + i; (1 + i
√

3)/2; 0.
1.4.4. Довести такi твердження. Нехай ∣z1∣ = ∣z2∣ = ∣z3∣ = r ∕= 0 . Тодi:

a)

∣∣∣∣z1z2 + z2z3 + z3z1

z1 + z2 + z3

∣∣∣∣ = r, якщо ∣z1∣ = ∣z2∣ = ∣z3∣ ∕= 0;

b) z1, z2, z3 – вершини правильного трикутника, якщо z1 + z2 + z3 = 0.
1.4.5. Дано три вершини z1, z2, z3 паралелограма, записанi у порядку

обходу його межi. Знайти його четверту вершину z4.
1.4.6. Розв’язати рiвняння:

a) zn = a, a > 0; b)
n∏
k=0

(cos kx+ i sin kx) = 1, де x – дiйсне.

1.4.7. Знайти суми:
n∑
k=0

cos kx,
n∑
k=0

sin kx, n ∈ ℕ.

1.4.8. Розв’язати систему рiвнянь z3 + w5 = 0, z2w4 = 1.
1.4.9. Записати cos 5x, sin 5x через cosx, sinx.
1.4.10. Знайти помилку в перетвореннях:

2� = � + � = arg (−1) + arg (−1) = arg (−1)(−1) = arg 1 = 0.

1.5 Завдання для самостiйної роботи
1.5.1. Виконати дiї:

a)
1

i
; b)

1− i
1 + i

; c)
2

1− 3i
; d) (1 + i

√
3)3.
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1.5.2. Знайти модулi та аргументи чисел, записати їх у тригонометричнiй
формi: 3i; −2; 1 + i; ib, де b ∕= 0; a+ ib, де a ∕= 0.

1.5.3. Знайти всi розв’язки рiвнянь:
a) z3 = 1; b) z4 = i; c) z2 = 1− i;
d) z5 = −4 + 3i; e) zn−1 + zn−2 + ...+ z + 1 = 0.

1.5.4. Довести нерiвностi:
a) ∣z1 + z2∣ ≤ ∣z1∣+ ∣z2∣; b) ∣z1 − z2∣ ≥ ∣∣z1∣ − ∣z2∣∣;
c) ∣z − 1∣ ≤ ∣∣z∣ − 1∣+ ∣z∣ arg z.

1.5.5. Довести рiвностi:
a) ∣z1 + z2∣2 + ∣z1 − z2∣2 = 2(∣z1∣2 + ∣z2∣2);
b) ∣1− z1z2∣2 − ∣z1 − z2∣2 = (1 + ∣z1z2∣)2 − (∣z1∣+ ∣z2∣)2.

1.5.6. Довести рiвнiсть(a
b

)
=
a

b
, де b ∕= 0.

1.5.7. Обчислити вираз zn +
1

zn
, n ∈ ℕ, z ∕= 0, якщо z +

1

z
= 1.

1.5.8. Довести, що якщо виконуються рiвностi ∣z1∣ = ∣z2∣ = ∣z3∣ = ∣z4∣,
z1 + z2 + z3 + z4 = 0, то точки z1, z2, z3, z4 або попарно збiгаються, або є
вершинами прямокутника.

1.5.9. Знайти вершини правильного n–кутника з центром у точцi z = 0,
якщо одна з його вершин лежить у точцi z = z1 ∕= 0.

1.5.10. Визначити умову, при якiй три рiзнi точки z1, z2, z3 належать
однiй прямiй.

1.5.11. Знайти модулi та головнi значення аргументiв комплексних чи-
сел: e2+i; e2−3i; e3+4i; e−3−4i.

1.5.12. Знайти суми:

a)
n∑
k=0

cos(2k + 1)x,
n∑
k=0

sin(2k + 1)x; b)
n∑
k=1

(−1)k+1 sin kx;

c)
n∑
k=0

cos(�+ k�),
n∑
k=0

sin(�+ k�).

1.5.13. Знайти помилку в перетвореннi:
1 =
√

1 =
√

(−1)2 =
√
−1
√
−1 = i ⋅ i = −1.
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Тема 2

Стереографiчна проекцiя i топологiя в
комплекснiй площинi
2.1 Теоретичнi вiдомостi
Наглядною моделлю комплексної площини ℂ є сфера, яку називають сфе-
рою комплексних чисел (комплексною сферою) або сферою Рiмана. Ця
сфера будується наступним чином. Нехай у тривимiрному евклiдовому про-
сторi з прямокутною декартовою системою координат O��� маємо сферу S
радiуса 1 iз центром у початку координат O(0, 0, 0). Розглянемо комплексну
площину ℂ, що збiгається з площиною O��, i нехай вiсь Ox збiгається з
вiссю O�, а вiсь Oy – з вiссю O� (рис.2.1).

 

,x x

,y h

z
N

O

( , )z x y

( , , )Z x h z

 

Рис. 2.1

Кожнiй точцi z = (x, y) комплексної площини ℂ поставимо у вiдпо-
вiднiсть деяку точку Z(�, �, �) сфери S, що є точкою перетину сфери S i
променя, який з’єднує точку N(0, 0, 1) (пiвнiчний полюс сфери S) з точкою
z = (x, y) комплексної площини ℂ. При цьому точка Z(�, �, �) називається
стереографiчним образом точки z = (x, y), а вiдповiднiсть z → Z – стерео-
графiчною проекцiєю.

Очевидно, що стереографiчна проекцiя визначає взаємно однозначну
вiдповiднiсть мiж точками комплексної площини та точками сфери S без її
пiвнiчного полюса – точки N .

Формули стереографiчного проектування, що дають зв’язок мiж коор-
динатами точки Z(�, �, �) сфери S та координатами точки z = (x, y) на
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комплекснiй площинi ℂ, мають вигляд

� =
2x

1 + ∣z∣2
, � =

2y

1 + ∣z∣2
, � =

∣z∣2 − 1

1 + ∣z∣2
,

де ∣z∣2 = x2 + y2;x, y ∈ ℝ1.
Обернене вiдображення можна записати таким чином

x =
�

1− �
, y =

�

1− �
, (�, �, �) ∈ S∖{N}.

З формул стереографiчного проектування можна зробити висновок, що
коли точка Z прямує до пiвнiчного полюса сфери Рiмана N , то для її про-
образу (на комплекснiй площинi) виконується властивiсть ∣z∣ → +∞. Тому
пiвнiчному полюсу сфери S – точцi N , вiдповiдає деякий iдеальний елемент
– нескiнченно вiддалена точка z =∞. Особлива сутнiсть точки z =∞ про-
являється лише в алгебраїчному аспектi: на вiдмiну вiд точок комплексної
площини ℂ точка z = ∞ не використовується в алгебраїчних дiях. Заува-
жимо, що деяким операцiям з точкою z =∞ можна надати сенсу, якщо за
означенням покласти:

10. ∞+ a = a+∞ =∞, якщо a ∈ ℂ;
20. a/0 =∞ ⋅ a = a ⋅ ∞ =∞, якщо a ∕= 0;
30. a/∞ = 0, якщо a ∈ ℂ.
Комплексна площина ℂ разом з нескiнченно вiддаленою точкою нази-

вається розширеною (замкнутою) комплексною площиною i позначається
ℂ.

Ототожнення замкнутої комплексної площини ℂ зi сферою Рiмана S
дозволяє в окремих випадках розглядати нескiнченно вiддалену точку z =
∞ як рiвноправний елемент ℂ, тобто не видiляючи його серед iнших точок
з ℂ. Зауважимо також, що для точки z =∞ не мають сенсу поняття дiйсної
частини, уявної частини та аргументу, але природно вважати ∣∞∣ = +∞.

Вiдповiдно до двох описаних способiв геометричного зображення ком-
плексних чисел можна ввести двi метрики: евклiдову та сферичну.

Евклiдова метрика на множинi комплексних чисел ℂ визначається за
допомогою формули

r(z1, z2) = ∣z1 − z2∣ =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2, (2.1)

де z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2.
Сферична метрика на множинi точок замкнутої комплексної площини

ℂ визначається за допомогою евклiдової метрики простору ℝ3, коли вiд-
стань мiж числами z1, z2 ∈ ℂ визначається як вiдстань у просторi ℝ3 мiж
стереографiчними проекцiями точок z1, z2 на сферi Рiмана.
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Нескладно показати, що сферична метрика записується за допомогою
формул

�(z1, z2) =
2∣z1 − z2∣√

(1 + ∣z1∣2)(1 + ∣z2∣2)
, z1, z2 ∈ ℂ, (2.2)

�(z1, z2) =
2√

1 + ∣z1∣2
, z1 ∈ ℂ, z2 =∞.

Введення метрики (2.1) або (2.2) перетворює множину комплексних чи-
сел ℂ у метричний простiр. При цьому, для елементiв обмежених множин
M з ℂ, тобто таких, що ∣z∣ ≤ R для всiх z ∈M та деякого дiйсного додатно-
го числа R, евклiдова та сферична метрики є еквiвалентними. Бiльш того,
якщо z1, z2 – довiльнi елементи деякої обмеженої множини комплексних
чисел, то справджуються нерiвностi

2r(z1, z2)

1 +R2
≤ �(z1, z2) ≤ 2r(z1, z2). (2.3)

Тому сферична метрика використовується частiше при розглядi необме-
жених множин. У подальшому, з огляду на спiввiдношення (2.3), на множинi
ℂ розглядається евклiдова метрика, а на множинi ℂ – сферична.

Нехай " > 0 – довiльне число, z0 ∈ ℂ. Множина Ur(z0, ") = {z ∈ ℂ :
∣z − z0∣ < "} називається (евклiдовим) " – околом (або просто околом)
точки z0 ∈ ℂ.

Множина U�(z0, ") = {z ∈ ℂ : �(z, z0) < "} називається сферичним " –
околом (або просто околом) точки z0 ∈ ℂ.

Множина Ur(∞, R) = {z ∈ ℂ : ∣z∣ > R} називається (евклiдовим) R –
околом (або просто околом) точки z =∞ ∈ ℂ.

Евклiдова та сферична метрика визначають у ℂ локальнi топологiчнi
бази, що еквiвалентнi мiж собою. Тому в позначеннях " – околiв точки
лiтери r чи � у подальшому не вказуються, звичайно, якщо це не викликає
непорозумiнь. Iншi топологiчнi поняття ℂ та ℂ визначаються однаково.

Множина U̇(z0, ") = U(z0, ")∖{z0}, де U(z0, ") – " – окiл точки z0, на-
зивається проколотим " – околом точки z0.

Нехай M – деяка непорожня множина з C(ℂ). Точка z0 ∈ M назива-
ється внутрiшньою точкою множини M , якщо iснує " – окiл точки z0, усi
точки якого належать M .

Якщо всi точки множини M є внутрiшнiми для M , то множина M на-
зивається вiдкритою множиною.

Точка z0 називається зовнiшньою для множини M , якщо iснує деякий
" – окiл точки z0, який мiстить лише точки, що не належать M .

Точка z0 ∈ ℂ(ℂ) називається граничною точкою множини M ⊂ ℂ(ℂ),
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якщо в довiльному проколотому околi точки z0 (у сенсi топологiї ℂ(ℂ))
знайдеться хоча б одна точка, що належить множинi M .

Множина, що мiстить усi свої граничнi точки, називається замкнутою.
Точка z0 називається точкою межi множиниM ⊂ ℂ(ℂ), якщо довiльний

окiл точки z0 мiстить як точки, що належать M , так i точки, що множинi
M не належать. Сукупнiсть всiх таких точок називається межею множини
M i позначається символом ∂M .

МножинаM ⊂ ℂ(ℂ), що мiстить бiльше однiєї точки, називається зв’яз-
ною, якщо для будь-якого її розбиття M = M1 ∪ M2 на двi не порожнi
множини, що не перетинаються (M1 ∩M2 = ⊘), хоча б одна з них мiстить
граничну точку iншої множини.

Iнакше кажучи, множина M зв’язна, якщо не iснує двох непорожнiх
множин M1,M2 таких, що M1 ∩M2 = ⊘, M1 ∪M2 = M i якi, крiм того,
задовольняють умови M1 ∩M2 = ⊘, M1 ∩M2 = ⊘.

Вiдповiдно до визначення, скiнчена множина, що мiстить бiльше однiєї
точки, не є зв’язною.

Множина M ⊂ ℂ(ℂ) називається лiнiйно зв’язною, якщо кожнi двi ї ї
точки z1, z2 ∈ M можна з’єднати за допомогою ламаної з початком z1 та
кiнцем z2, всi точки якої належать множинi M .

Теорема 2.1. Для того, щоб вiдкрита множина M ⊂ ℂ(ℂ) була зв’я-
зною необхiдно i достатньо, щоб множина M була лiнiйно зв’язною.

Одним з основних понять в комплексному аналiзi є поняття областi.
Зв’язна вiдкрита множина D ⊂ ℂ(ℂ) називається областю.
Область D називається однозв’язною, якщо її межа є зв’язною множи-

ною. У протилежному випадку область називається багатозв’язною.
Максимально зв’язна пiдмножина множини M , тобто така пiдмножина

A, що не мiститься строго в жоднiй вiдмiннiй вiд A зв’язнiй пiдмножинi
множини M , називається компонентою зв’язностi множини M .

Порядком зв’язностi областi D називають число компонент зв’язностi
межi ∂D областi D.

2.2 Приклади розв’язування задач
2.2.1. З’ясувати геометричний змiст нерiвностi 2∣z∣ > ∣1 + z2∣.

⊳ Виконаємо декiлька еквiвалентних перетворень Розглянемо наступнi
еквiвалентнi нерiвностi:

2∣z∣ > ∣1 + z2∣ ⇔ 4∣z∣2 > ∣1 + z2∣2 ⇔
4(∣z∣2 + 1− 1) > ∣z2 − i2∣2 ⇔
4(∣z∣2 + 1)− 4 > ∣z − i∣2∣z + i∣2 ⇔
4(∣z∣2 − ∣i∣2)− 4 > ∣z − i∣2∣z + i∣2.
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У лiвiй частинi застосуємо рiвнiсть паралелограма (див. задачу 1.5.5 a)
iз завдань для самостiйної роботи до теми 1). Тодi отримаємо такi еквiва-
лентнi нерiвностi:

2(∣z − i∣2 + ∣z + i∣2)− 4 > ∣z − i∣2∣z + i∣2 ⇔
2∣z − i∣2 − 4 > ∣z − i∣2∣z + i∣2 − 2∣z + i∣2 ⇔
2(∣z − i∣2 − 2) > ∣z + i∣2(∣z − i∣2 − 2)⇔
(∣z − i∣2 − 2)(∣z − i∣2 − 2) < 0.

 iy

i-

11- x

i

 
Рис. 2.2

Остання нерiвнiсть еквiвалентна сукуп-
ностi двох систем нерiвностей{

∣z − i∣ <
√

2,

∣z + i∣ >
√

2;

{
∣z − i∣ >

√
2,

∣z + i∣ <
√

2.

Цi системи задовольняють внутрiшнi
точки кругiв ∣z − i∣ <

√
2 та ∣z + i∣ <

√
2

без їх спiльної частини (рис. 2.2). ⊲
2.2.2. З’ясувати геометричний змiст рiв-

ностi Im
z − 1

z + 1
= 0.

⊳ Запишемо число z в алгебраїчнiй фор-
мi z = x+iy та пiдставимо у задану рiвнiсть

Im x+i(y−1)
x+i(y+1) = Im [x+i(y−1)][x−i(y+1)]

x2+(y+1)2
=

= −2x
x2+(y+1)2

= 0.

Звiдки випливає, що x = Re z = 0,
z ∕= −i, тобто вказанiй рiвностi вiдповiда-

ють точки уявної осi (прямої, що проходить через i та −i ), за винятком
точки z = −i. ⊲

2.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Сфера Рiмана. Стереографiчна проекцiя. Рiвняння стереографiчної проек-
цiї. Формули для оберненого вiдображення. Вiдстань мiж точками комп-
лексної площини. Нескiнченно вiддалена точка. Розширена комплексна пло-
щина. Евклiдова та сферичнi метрики, їх використання. Означення околу
точки з комплексної площини.

Означення граничної точки множини комплексних чисел. Означення
замкнутої множини та означення замикання множини в комплекснiй площи-
нi. Формулювання принципу компактностi. Означення послiдовностi комп-
лексних чисел, ї ї граничнi точки та збiжнi послiдовностi. Теорема про вiд-
стань мiж множинами, що не перетинаються.
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Означення областi. Властивостi лiнiйної зв’язностi. Означення гранич-
ної точки областi та межi областi. Означення замикання областi та зовнi-
шньої точки для областi. Теорема про межу областi. Означення зв’язної
множини. Теорема про одночасно замкнену та вiдкриту множину. В якому
випадку спiвпадають поняття лiнiйно зв’язної множини та поняття зв’язної
множини ?

Означення зв’язних компонент множини. Означення однозв’язної та ба-
гатозв’язної областей. Означення порядку зв’язностi областi. Означення
нескiнченно зв’язної областi.

2.4 Завдання для аудиторної роботи
2.4.1. Довести, що ℂ та ℂ є областями.

2.4.2. Зобразити та охарактеризувати такi множини:
a) {∣z − z0∣ < R}, {∣z − z0∣ = R}, {∣z − z0∣ > R}; b) {z = 2eit, t ∈ [0, �]};
c) {z = z0 +Rei', ' ∈ [�/2, 3�/2]};
d) {∣z − 3∣+ ∣z + 3∣ < 7}, {∣z − 3∣+ ∣z + 3∣ = 7};
e) {∣z − z1∣ = ∣z − z2∣}, {∣z − z1∣ > ∣z − z2∣};
f) {�/4 < arg z < �/3}, {�/4 < arg (z − z0) < �/3}.

2.4.3. З’ясувати геометричний змiст спiввiдношень:

a) ∣z∣ = Re z + 1 ; b)
�

4
< arg

z − i
z + i

<
3�

4
;

c) Re
1

z
= c ∈ ℝ ; d) Im z2 = c ∈ ℝ.

2.4.4. Показати, що комплексна площина бiєктивно вiдображається на
сферу з однiєю викинутою точкою.

2.4.5. Вивести формули проектування комплексної площини на сферу
Рiмана.

2.4.6. Довести, що довiльне коло або пряма на ℂ переходять у коло або
пряму на сферi Рiмана. У якi саме кола переходять прямi?

2.4.7. Довести, що довiльне коло на сферi Рiмана перейде у коло або
пряму на ℂ.

2.4.8. Дати вiдповiдь на такi питання:
a) Що вiдповiдає на сферi Рiмана сiм’ї паралельних прямих на площинi?
b) Що є образом променя arg z = � на сферi Рiмана?
c) Що є образом кола ∣z∣ = R на сферi Рiмана?

2.4.9. З’ясувати, як розташованi на сферi Рiмана образи точок z1 та z2,
якщо:
a) на площинi цi точки симетричнi вiдносно дiйсної осi;
b) на площинi цi точки симетричнi вiдносно точки z = 0.
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2.4.10. Знайти на сферi Рiмана образи таких областей:
a) Im z > 0; b) Re z < 0; c) ∣z∣ < 1.

2.4.11. Знайти на площинi ℂ образ паралелi на сферi Рiмана iз широтою
' ∈ [−�/2;�/2].

2.4.12. Довести, що двi точки сфери Рiмана, вiдмiннi вiд N , є тодi й
тiльки тодi дiаметрально протилежними, коли для вiдповiдних їм точок z1

та z2 на площинi ℂ виконана рiвнiсть z1z2 = −1.

2.5 Завдання для самостiйної роботи
2.5.1. З’ясувати геометричний змiст спiввiдношень:
a) ∣z − 2∣ − ∣z + 2∣ > 3; b) Re z ≥ c, Im z ≤ c, де c ∈ ℝ;
c) 0 < Re (iz) < 1; d) Re z + Im z < 1; e) Re z2 = c ∈ R;
f) Re

z + 1

z − 1
= 0; g) Im

1

z
= c ∈ ℝ; ℎ)

3�

4
< arg

z + 1

z − 1
< �.

2.5.2. Знайти на сферi Рiмана образи таких точок: 1, −1, i, (1− i)/
√

2.
2.5.3. Як розташованi на сферi Рiмана образи точок z1 та z2, якщо на

площинi цi точки симетричнi вiдносно кола ∣z∣ = 1 ?
2.5.4. Знайти на сферi Рiмана образи областей, точки яких задовольня-

ють умови:
a) Im z < 0; b) Re z > 0, Im z > 0; c) ∣z∣ > 1;
d) Re z < 0, Im z < 0, ∣z∣ < 1.

2.5.5. Довести, що при стереографiчнiй проекцiї кути мiж кривими на
сферi Рiмана та кути мiж їх образами на комплекснiй площинi рiвнi.

2.5.6. При яких значеннях параметрiв r, R, � > 0 колу ∣z − rei�∣ = R в
комплекснiй площинi ℂ вiдповiдає велике коло на сферi Рiмана S.
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Тема 3

Диференцiювання функцiй комплексної
змiнної. Умови Кошi-Рiмана. Геометричний
змiст модуля та аргумента похiдної
3.1 Теоретичнi вiдомостi
Поняття функцiї комплексної змiнної є частковим випадком загального ма-
тематичного поняття функцiї. А саме, кажуть, що на множинi M комп-
лексних чисел з ℂ(ℂ) визначено деяку функцiю f(z), якщо вiдомо правило
(закон) згiдно з яким кожному елементу z ∈M вiдповiдає одне або декiлька
комплексних чисел w ∈ ℂ(ℂ).

Цей факт записують стандартним чином w = f(z) або в термiнах вiдо-
бражень z → f(z).

Число w називається образом числа z, а число z, у свою чергу, – про-
образом w. Множина M називається областю визначення функцiї f(z), а
множина N := f(M) = {w : w = f(z), z ∈ M} – областю значень функцiї
f(z).

Функцiя f(z) називається однозначною, якщо кожному значенню змiн-
ної z ∈ M вiдповiдає лише одне число w ∈ N . У протилежному випадку,
коли деяким (або навiть всiм) елементам z ∈ M вiдповiдає бiльш як одне
значення w ∈ ℂ(ℂ) , функцiя f(z) називається багатозначною. Зауважимо,
що в комплексному аналiзi розглядаються також функцiї, коли одному й то-
му значенню аргументу вiдповiдає злiченна кiлькiсть образiв. Прикладом
такої функцiї є функцiя Ln z = ln ∣z∣ + i(arg z + 2�k), k ∈ ℤ, ( логарифм
комплексної змiнної ), яка детально вивчатиметься пiзнiше. В подальшому,
якщо не вказано iнше, розглядаються однозначнi функцiї.

Нехай f : M → N – однозначна функцiя. Кажуть, що функцiя f(z)
є однолистою на M , якщо рiзнi елементи z1, z2 з M при вiдображеннi за
допомогою функцiї f(z) мають рiзнi образи.

Зокрема, для однолистої в областi функцiї f(z) з умови z1 ∕= z2 випли-
ває f(z1) ∕= f(z2).

Очевидно, що якщо функцiя f(z) є однолистою на M , то рiзним обра-
зам при вiдображеннi f(z) вiдповiдають рiзнi прообрази, тобто, iз рiвностi
f(z1) = f(z2) для деяких z1, z2 ∈M випливає рiвнiсть z1 = z2.

Таким чином, однолиста на M функцiя f(z) визначає взаємно-
однозначне (бiєктивне) вiдображення множини M на множину N = f(M).

З визначення комплексних чисел випливає, що кожна функцiя f(z) ком-
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плексної змiнної z = x + iy є впорядкованою парою дiйсних функцiй вiд
двох змiнних: u(x, y) = Re f(x + iy), v(x, y) = Im f(x + iy), якi назива-
ються вiдповiдно дiйсною та уявною частинами функцiї f(z). При цьому
f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y).

I навпаки, кожнiй впорядкованiй парi дiйсних функцiй '(x, y),  (x, y)
вiд двох дiйсних змiнних, визначених на деякiй множинi D ⊂ ℝ2, можна
єдиним чином поставити у вiдповiднiсть деяку функцiю f(z) комплексної
змiнної z вигляду

f(z) = f(x+ iy) = '(x, y) + i (x, y) =

= '(
z + z

2
,
z − z

2
) + i (

z + z

2
,
z − z

2
),

що визначена на множинi комплексних чисел
M = {z : z = x+ iy, (x, y) ∈ D} ⊂ ℂ.

Добре вiдомо, що у багатьох випадках дiйсну функцiю вiд однiєї дiйсної
змiнної можна наглядно зобразити за допомогою її графiка. Що стосується
функцiй комплексної змiнної f : ℂ→ ℂ, то побудувати чи хоча б уявити її
графiк доволi складно через те, що графiк довiльної комплексної функцiї
f : ℂ → ℂ потрiбно розглядати у чотиривимiрному просторi ℝ4. Iнколи
деяку уяву про функцiю f : ℂ→ ℂ можна отримати, побудувавши поверхню
ї ї модуля, що визначається рiвнянням

� = ∣f(z)∣ = ∣f(x+ iy)∣, (x, y, �) ∈ ℝ3.

На поверхнi модуля функцiї f(z), як правило, зображують лiнiї, вздовж
яких є сталим або x i y, або ∣z∣, або arg z.

Функцiю f(z) називають обмеженою на множинi D ⊂ ℂ(ℂ), якщо iснує
таке додатне число M , що ∣f(z)∣ ≤M, z ∈ D.

Якщо функцiя f : D → ℂ набуває сталого значення, наприклад, a ∈ ℂ,
то кажуть, що f(z) – стала функцiя на D i пишуть f(z) ≡ a на D.

Використовуючи введенi ранiше поняття вiддалi мiж комплексними чис-
лами i поняття топологiї для комплексної площини, можна сформулювати
означення границi функцiї у точцi.

Означення 3.1. Нехай функцiя f(z) визначена в деякому проколотому
околi точки z0 ∈ ℂ. Кажуть, що w0 ∈ ℂ є границею функцiї f(z) при z,
що прямує до z0, якщо для довiльного околу U(w0) точки w0 знайдеться
такий проколотий окiл V (z0) точки z0, що для всiх z ∈ V (z0) значення
f(z) належать U(w0).

Iнакше кажучи, число w0 є границею функцiї f(z) при z → z0, якщо для
довiльного " > 0 знайдеться � > 0 таке, що з нерiвностi 0 < m(z, z0) < � ви-
пливає нерiвнiсть m(f(z), w0) < ", де m – сферична або евклiдова метрика
залежно вiд того, чи є z0, w0 скiнченими чи нескiнченними величинами.
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При цьому використовується позначення
lim
z→z0

f(z) = w0. (3.1)

Для випадку w0 ∕= ∞ рiвнiсть (3.1) еквiвалентна двом рiвностям для
дiйсних величин. Дiйсно, якщо f(z) i w0 зобразити за допомогою їх дiйсних
та уявних частин: f(z) = u(z) + iv(z), де u(z), v(z) ∈ ℝ, w0 = a + ib,
де a, b ∈ ℝ, то (3.1) можна подати в еквiвалентному виглядi

lim
z→z0

u(z) = a, lim
z→z0

v(z) = b.

В деяких випадках використовується поняття границi функцiї по мно-
жинi. Нехай f : M → ℂ – деяка функцiя, що визначена на нескiнченiй
множинi M , яка має граничну точку z0. Число w0 називається границею
функцiї f(z) при z, що прямує до z0 по множинi M , якщо для довiльного
околу U(w0) точки w0 знайдеться такий проколотий окiл V (z0) точки z0,
що для всiх z ∈ V (z0)

∩
M значення f(z) належать U(w0).

При цьому використовують позначення
lim

z→z0,z∈M
f(z) = w0.

Теорема 3.1 (критерiй Кошi iснування границi функцiї). Для того, щоб
iснувала границя функцiї f(z) при z → z0 необхiдно i достатньо, щоб для
довiльного " > 0 iснувало таке число � = �("), що для довiльних z1, z2 ∈
U�(z0) виконується нерiвнiсть �(f(z1), f(z2)) < ".

Означення 3.2. Нехай функцiя f(z) визначена в деякому околi точки
z0 ∈ ℂ. Кажуть, що функцiя неперервна в точцi z0, якщо iснує

lim
z→z0

f(z) = f(z0). (3.2)

При цьому, якщо f(z0) ∕= ∞, то говорять про неперервнiсть у сенсi ℂ,
а якщо f(z0) =∞ – то про неперервнiсть у сенсi ℂ.

Якщо функцiя неперервна у точцi z0, то пишуть f(z) ∈ C(z0).
Використовуючи властивостi границi функцiї, можна одержати анало-

гiчнi властивостi неперервних у точцi z0 функцiй про те, що сума, рiзниця,
добуток i частка (за умови, що дiльник вiдмiнний вiд нуля) неперервних у
точцi z0 функцiй є також неперервними функцiями.

Можна також говорити про неперервнiсть функцiї у точцi z0 по мно-
жинi M , якщо z0 є граничною точкою M , а границю в (3.2) розумiємо як
границю по множинi M .

Функцiя f(z), що неперервна в кожнiй точцi множини M , називається
неперервною на M . Зокрема, якщо f(z) неперервна в кожнiй точцi областi
D, то функцiя f(z) називається неперервною в областi D.
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Неперервнi (у сенсi ℂ) функцiї f(z) на замкнутих (у сенсi ℂ)) множинах
K ⊂ ℂ мають такi властивостi:

10. Функцiя f(z) є обмеженою на K, тобто iснує така стала A, що
∣f(z)∣ ≤ A для всiх z ∈ K.

20. На множинi K функцiя ∣f(z)∣ досягає свого найбiльшого та наймен-
шого значення, тобто, iснують такi z1, z2 ∈ K, що ∣f(z1)∣ ≤ ∣f(z)∣ ≤ ∣f(z2)∣
для всiх z ∈ K.

30. Функцiя f(z) рiвномiрно неперервна на K, тобто для довiльного
" > 0 знайдеться таке � = �(") > 0, що ∣f(z1) − f(z2)∣ < " для всiх таких
z1, z2 ∈ K, що �(z1, z2) < �.

Розглянемо послiдовнiсть функцiй
f1(z), f2(z), ..., fn(z), ..., (3.3)

що визначенi на однiй i тiй же множинi D. Якщо для фiксованої точки
z0 ∈ D числова послiдовнiсть {fn(z0)}∞n=1 збiгається, то кажуть, що послi-
довнiсть функцiй (3.3) збiгається у точцi z0. Якщо ж послiдовнiсть функцiй
(3.3) збiгається у кожнiй точцi z ∈ D, то дана послiдовнiсть функцiй на-
зивається збiжною на множинi D. При цьому границею послiдовностi буде
деяка функцiя f(z), що визначена на множинi D. Використовують позна-
чення

f(z) = lim
n→∞

fn(z), fn(z)→ f(z).

Означення збiжностi функцiональної послiдовностi {fn(z)}∞n=1 (до фун-
кцiї f(z)) можна записати таким чином: послiдовнiсть функцiй (3.3) нази-
вається збiжною до функцiї f(z) на множинi D, якщо для кожної точки
z ∈ D i довiльного " > 0 знайдеться таке число N = N(", z), що для всiх
n ≥ N(", z) виконується нерiвнiсть.

∣fn(z)− f(z)∣ < ". (3.4)

Послiдовнiсть функцiй {fn(z0)}∞n=1 називається рiвномiрно збiжною до
f(z) на множинi D, якщо для довiльного " > 0 найдеться таке число N =
N("), що для усiх z ∈ D i всiх n ≥ N(") виконується нерiвнiсть

∣fn(z)− f(z)∣ < ".

Рiвномiрна збiжнiсть послiдовностi функцiй (3.3) до функцiї f(z) позна-
чається таким чином

fn(z)⇉ f(z), z ∈ D.
Теорема 3.2 (про неперервнiсть границi послiдовностi функцiй). Нехай

функцiї fn(z), n ≥ 1, неперервнi на множинi D i послiдовнiсть {fn(z)}∞n=1

рiвномiрно збiгається на D до функцiї f(z). Тодi f(z) неперервна на D.
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Означення 3.3. Нехай функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) визначена в
деякому околi Ur(z0) точки z0. Якщо iснує границя

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
,

то вона називається похiдною функцiї f(z) у точцi z0 i позначається f ′(z0).
При цьому функцiя f(z) називається диференцiйовною або моногенною у
точцi z0.

Теорема 3.3 (про неперервнiсть моногенної функцiї). Якщо функцiя
f(z) диференцiйовна (моногенна) у точцi z0, то f(z) неперервна в данiй
точцi.

З означення похiдної i властивостей функцiї комплексної змiнної випли-
ває, що добре вiдомi основнi правила диференцiювання дiйсних функцiй
дiйсної змiнної поширюються i на функцiї комплексної змiнної. Зокрема:

10. Якщо f ≡ const, то f ′ ≡ 0.
20. Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в точцi z0, то для довiльної

сталої c ∈ ℂ функцiя cf(z) також диференцiйовна в точцi z0, причому
(cf)′(z0) = cf ′(z0).

30. Якщо функцiї f(z), g(z) диференцiйовнi в деякiй точцi z0, то їх сума,
рiзниця, добуток i частка (за умови, що дiльник у точцi z0 не рiвний нулевi)
також диференцiйовнi в точцi, при цьому:
a) (f ± g)′(z0) = f ′(z0) + g′(z0);

b) (fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g′(z0);

c)

(
f

g

)′
(z0) =

f ′(z0)g(z0)− f(z0)g′(z0)

g2(z0)
за умови, що g(z0) ∕= 0.

40. Нехай функцiя f(z) однолиста в деякому околi точки z0 i ди-
ференцiйовна в цiй точцi, причому f ′(z0) ∕= 0. Тодi обернена функцiя
z = g(w) = f−1(w) диференцiйовна в точцi w0 = f(z0) i g′(w0) =

(f−1)′(w0) = (f ′(z0))
−1 (формула диференцiювання оберненої функцiї).

50. Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в точцi z0 ∈ ℂ, а функцiя '(w) –
диференцiйовна в точцi w0 = f(z0), то тодi функцiя  (z) = '(f(z)) також
диференцiйовна в точцi z0 i при цьому  ′(z0) = '′(f(z0))f ′(z0) (формула
диференцiювання складної функцiї).

Теорема 3.4 (критерiй диференцiйованостi функцiї комплексної змiн-
ної). Для того, щоб функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x + iy ∈ U(z0),
була диференцiйовною у точцi z0 = x0+iy0 як функцiя комплексної змiнної,
необхiдно i достатньо, щоб дiйснi функцiї u = u(x, y) та v = v(x, y) як
функцiї двох дiйсних змiнних були диференцiйовнi в точцi (x0, y0) i їхнi
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частиннi похiднi в цiй точцi задовольняли спiввiдношення
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (3.5)

Спiввiдношення (3.5) називаються умовами Кошi-Рiмана-Даламбера-
Ейлера. В лiтературi цi спiввiдношення частiше називаються умовами Кошi-
Рiмана.

У полярних координатах умови (3.5) можна записати таким чином
∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂'
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂'
.

Розглянемо диференцiальнi оператори
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

З умов Кошi-Рiмана випливає, що функцiя f(z) диференцiйовна в точцi
z0 тодi i лише тодi, коли справджується рiвнiсть

∂f

∂z̄
(z0) = 0.

Якщо функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) диференцiйовна в точцi z0 =
x0 + iy0, то її похiдну в данiй точцi можна обчислити за допомогою однiєї
з таких формул

f ′(z0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)− i∂u

∂y
(x0, y0) =

=
∂u

∂x
(x0, y0)− i∂u

∂y
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0). (3.6)

З визначення похiдної випливає, що якщо функцiя f(z) диференцiйовна
в точцi z0, то

Δf(z0) = f(z0 + Δz)− f(z0) = f ′(z0)Δz + o(Δz), (3.7)

де величина o(△z) є нескiнченно малою в порiвняннi з Δz.
Величина f ′(z)dz = df(z) називається диференцiалом функцiї.
Справедливо i навпаки, якщо прирiст функцiї f(z) у точцi z0 для до-

вiльного Δz можна подати за допомогою формули (3.7), тобто iснує дифе-
ренцiал функцiї, то функцiя f(z) є диференцiйовною у точцi z0.

Означення 3.4. Функцiя, що диференцiйовна в деякому околi точки
z0, називається голоморфною у точцi z0. Такi функцiї часто називають ще
регулярними, моногенними, правильними, аналiтичними ( у точцi z0 ).

Кажуть, що функцiя f(z) є голоморфною у точцi z =∞, якщо функцiя
g(z) = f(1/z) голоморфна у точцi z = 0.

Означення 3.5. Функцiя f(z) називається голоморфною на множинi,
зокрема, в областi, якщо вона голоморфна в кожнiй точцi цiєї множини.
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Зауважимо, що голоморфнiсть функцiї f(z) у замиканнi деякої областi
D означає, що f(z) голоморфна в деякiй областi G, що мiстить D.

Функцiя, що голоморфна в ℂ, називається цiлою. Наприклад, цiлими
функцiями є алгебраїчнi полiноми, показникова функцiя, тригонометричнi
та гiперболiчнi синус i косинус, якi бiльш детально вивчаються далi.

Розглянемо геометричний змiст похiдної функцiї f(z), голоморфної у
точцi z0. Нехай l – деяка неперервна крива, що проходить через точку z0 i
має дотичну в точцi z0. При вiдображеннi за допомогою функцiї w = f(z)
крива l перейде в неперервну криву L на площинi w, при цьому крива L
проходитиме через точку w0 = f(z0) i матиме в цiй точцi дотичну.

Нехай 
 = 
(t), t ∈ [�, �], – параметричний запис кривої l i t0 ∈ (�, �) :
z0 = 
(t0). Тодi криву L можна подати за допомогою формули � = �(t) =
f(
(t)).

З умови iснування дотичної до l в точцi z0 випливає, що функцiї 
(t),
�(t) є диференцiйованими при t = t0. На пiдставi формули диференцiюва-
ння складної функцiї знаходимо

�′(t0) = f ′(
(t0))
′(t0), 
(t0) = z0,

звiдки маємо
∣�′(t0)∣ = ∣f ′(z0)∣∣
′(t0)∣, (3.8)

або, якщо f ′(z0) ∕= 0, то при вiдповiдному визначеннi аргументiв компле-
ксних чисел f ′(z0), 
′(t0), �′(t0) отримаємо

arg f ′(z0) = arg �′(t0)− arg 
′(t0). (3.9)

Отже, якщо f ′(z0) ∕= 0, то arg f ′(z0) – це той кут, на який слiд повернути
(проти годинникової стрiлки) дотичну до кривої l у точцi z0, щоб отримати
дотичну в точцi w0 = f(z0) до кривої L, яку ми отримуємо з кривої l при
вiдображеннi w = f(z).

Звiдси випливає, що коли через точку z0 проходить двi кривi l1, l2, що
мають у точцi z0 дотичнi, кут мiж якими дорiвнює �, де 0 ≤ � < 2�, то
при вiдображеннi за допомогою голоморфної у точцi z0 функцiї w = f(z),
для якої виконується умова f ′(z0) ∕= 0, кривi l1, l2 перейдуть у кривi L1, L2,
якi проходять через точку w0 = f(z0) i при цьому кривi L1, L2 матимуть
дотичнi в точцi w0, кут мiж якими (з урахуванням напрямку їх вiдлiку)
дорiвнює �.

Кажуть, що в цьому випадку вiдображення за допомогою функцiї f(z)
має властивiсть збереження кутiв повороту гладких шляхiв у точцi z0.

З формули (3.8) також випливає, що модуль похiдної f ′(z0) геометрично
є коефiцiєнтом розтягу в точцi z0 при вiдображеннi за допомогою функцiї
f(z), який залишається сталим (з точнiстю до величин бiльш високого
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порядку) в деякому досить малому околi точки z0. У цьому випадку кажуть,
що вiдображення має властивiсть сталостi коефiцiєнту розтягу.

Таким чином, якщо f ′(z0) ∕= 0, то вiдображення за допомогою фун-
кцiї f(z) має властивiсть збереження кута повороту гладких шляхiв, що
проходять через точку z0, та властивiсть сталостi коефiцiєнта розтягу (в
достатньо малому околi точки z0).

Означення 3.6. Неперервне (у сенсi ℂ) вiдображення f(z), визначене
в деякому околi U(z0) точки z0 ∈ ℂ, називається конформним у точцi z0,
якщо дане вiдображення має властивостi збереження кута повороту гладких
шляхiв, що проходять через точку z0, та сталостi коефiцiєнта розтягу (в
достатньо малому околi точки z0).

Якщо точка z0 = ∞ або f(z0) = ∞, то вiдображення f(z) називається
конформним у точцi z0, якщо дане вiдображення є конформним у вiдпо-
вiднiй точцi на сферi Рiмана.

Очевидно, що якщо через точку z = z0 проходять два гладкi шляхи, кут
мiж якими дорiвнює �, то при конформному вiдображеннi кут мiж образами
цих шляхiв також буде дорiвнювати �.

Отже, якщо вiдображення f(z) є голоморфним у точцi z0 i f ′(z0) ∕= 0,
то дане вiдображення є конформним у точцi z0.

Означення 3.7. Вiдображення f : D → ℂ називається конформним в
областi D, якщо дане вiдображення однолисто вiдображає область D у
ℂ i є конформним у кожнiй точцi областi D.

Таким чином, якщо функцiя f(z) голоморфна в областi D, f ′(z0) ∕= 0
для всiх z ∈ D, причому f(z) однолисто вiдображаєD у ℂ, то вiдображення
f(z) є конформним у D.

Наприклад, лiнiйне вiдображення f(z) = az+ b, a ∕= 0, є конформним в
усiй комплекснiй площинi ℂ.

Розглянемо також гiдродинамiчний сенс комплексного диференцiюван-
ня та похiдної. Нехай маємо усталену плоскопаралельну течiю рiдини. Век-
тор швидкостi −→v = (v1, v2, 0) такої течiї не залежить вiд часу i є однаковим
в усiх точках кожного перпендикуляру до деякої площини, яку приймемо за
комплексну площину. Припустимо, що:

10. В околi U(z0) деякої точки z0 функцiї v1 = v1(x, y), v2 = v2(x, y)
мають неперервнi частиннi похiднi.

20. Векторне поле −→v = (v1, v2, 0) є потенцiальним, тобто

rot−→v =
−→
k (
∂v2

∂x
− ∂v1

∂y
) = 0, (3.10)

або iншими словами, iснує деяка така скалярна функцiя ' = '(x, y), яка
називається потенцiальною функцiєю поля −→v , що в околi U(z0) точки z0 =
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x0 + iy0 виконується рiвнiсть −→v = grad ', або, що те саме,

v1 =
∂'

∂x
, v2 =

∂'

∂y
. (3.11)

30. Векторне поле −→v є соленоїдальним, тобто

div −→v =
∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
= 0. (3.12)

З умови (3.12) випливає, що диференцiальна форма −v2dx + v1dy є
точним диференцiалом деякої скалярної функцiї  =  (x, y), так, що в
околi точки z0 виконуються рiвностi

v1 =
∂ 

∂y
, −v2 =

∂ 

∂x
. (3.13)

На лiнiї рiвня функцiї  =  (x, y) ї ї диференцiал d = −v2dx+v1dy = 0,
тобто

dy

dx
=
v2

v1
.

Звiдки випливає, що лiнiя рiвня функцiї  =  (x, y) є лiнiєю течiї, тобто
траєкторiєю руху частинок рiдини. Тому функцiю  =  (x, y) називають
функцiєю потоку. Комплексна функцiя

f(z) = '(x, y) + i (x, y), z = x+ iy, (3.14)

називається комплексним потенцiалом поля −→v .
Iз спiввiдношень (3.11), (3.13) випливає, що в околi U(z0) точки z0 ви-

конуються рiвностi
∂'

∂x
=
∂ 

∂y
,

∂'

∂y
= −∂ 

∂x
, (3.15)

якi спiвпадають з умовами Кошi-Рiмана (3.5).
Це означає, що комплексний потенцiал f(z) поля −→v є голоморфною у

точцi z0 функцiєю.
З iншого боку, якщо комплексна функцiя f(z) = '(x, y) + i (x, y) є

голоморфною у точцi z0 = x0 + iy0, а функцiї '(x, y),  (x, y) у деякому
околi U(x0, y0) точки (x0, y0) мають неперервнi частиннi похiднi другого
порядку, то, використовуючи умови Кошi-Рiмана (3.5), можна показати,
що векторне поле

−→v = grad' =
∂'

∂x
+ i

∂'

∂y

є потенцiальним в околi U(x0, y0), тобто

rot−→v =
−→
k (

∂2'

∂x∂y
− ∂2'

∂y∂x
) = 0,
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та соленоїдальним, тобто

div−→v =
∂2'

∂x2
+
∂2'

∂y2
=

∂2 

∂x∂y
− ∂2 

∂y∂x
= 0.

Очевидно, що функцiя f(z) є комплексним потенцiалом даного вектор-
ного поля.

Таким чином, якщо функцiя f(z) голоморфна, то її можна розглядати
як комплексний потенцiал плоскопаралельної усталеної течiї рiдини, яка є
потенцiальною i соленоїдальною.

З формул (3.6), (3.11), (3.13) знаходимо

f ′(z) =
∂'

∂x
+ i

∂ 

∂x
= v1 − iv2.

Останнiй рiвностi можна надати такий гiдродинамiчний змiст: похiдна
комплексного потенцiалу f(z) = '(x, y)+ i (x, y) поля −→v є вектором, який
комплексно спряжений вектору швидкостi течiї −→v = v1 + iv2.

Зауважимо також, що критичнi точки функцiї f(z) – це точки, в яких
швидкiсть течiї дорiвнює нулю.

3.2 Приклади розв’язування задач
3.2.1. Довести, що функцiя f(z) =

√
∣xy∣, z = x+ iy ∈ C, не є диференцi-

йовною в точцi z = 0, хоча умови Кошi-Рiмана для неї виконуються.
⊳ Якщо функцiю f(z) записати у виглядi f(z) = u(x, y) + iv(x, y), то

у даному випадку маємо, що u(x, y) =
√
∣xy∣, v(x, y) = 0, x, y ∈ ℝ. Пере-

конаємося, що в точцi z = 0 для функцiї f(z) виконуються умови Кошi-
Рiмана. Використовуючи означення частинної похiдної функцiї в точцi та
врахувавши, що v ≡ 0, отримаємо

∂u(0, 0)

∂x
= lim
x→0

u(x, 0)− u(0, 0)

x
= lim
x→0

0− 0

x
= 0 =

∂v(0, 0)

∂y
,

∂u(0, 0)

∂y
= lim
y→0

u(0, y)− u(0, 0)

y
= lim
y→0

0− 0

y
= 0 = −∂v(0, 0)

∂x
.

Покажемо, що виконання умов Кошi-Рiмана не гарантує диференцiйов-
ностi функцiї. Дiйсно, для даної функцiї не iснує границя

lim
z→0

f(z)− f(0)

z
= lim
x→0

√
∣xy∣

x+ iy
.

Для того, щоб це показати, спрямуємо z до 0 двома рiзними способами:
a) якщо z = x+ i0, x→ 0, y = 0, то

lim
z→0

f(z)− f(0)

z
= lim
x→0

0

x
= 0.
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b) якщо z = t+ it, x = y = t > 0, t→ 0, то

lim
z→0

f(z)− f(0)

z
= lim
t→0+

√
t2

t+ it
= lim
t→0+

t

t(1 + i)
=

1

1 + i
∕= 0.

З пунктiв a) та b) випливає, що функцiя f(z) =
√
∣xy∣, z = x + iy,

недиференцiйовна в точцi z = 0.
Розглянутий приклад не суперечить теоремi 3.4 про необхiднi та достатнi

умови диференцiйовностi функцiї комплексної змiнної, оскiльки в точцi z =
0 функцiя u(x, y) =

√
∣xy∣ не є диференцiйовною як функцiя двох дiйсних

змiнних, тобто не виконується перша з умов згаданої теореми. ⊲
3.2.2. Нехай функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) має в точцi z = x+ iy такi

властивостi:
a) u(x, y), v(x, y) – диференцiйованi як функцiї двох дiйсних змiнних у

точцi (x, y);
b) iснує границя lim

Δz→0
∣ΔfΔz ∣.

Довести, що або функцiя f(z), або функцiя f(z) є диференцiйовною в
точцi z.

⊳ Оскiльки функцiї u(x, y) та v(x, y) диференцiйовнi в точцi (x, y) як
функцiї двох дiйсних змiнних (умова a) задачi), то для доведення тверд-
ження досить показати виконання в точцi z умов Кошi-Рiмана для функцiї
f(z) = u(x, y) + iv(x, y), тобто умов

ux = vy, uy = −vx, (3.16)

або умов Кошi-Рiмана для функцiї f(z) = u(x, y)− iv(x, y), тобто умов
ux = −vy, uy = vx. (3.17)

Оскiльки за умовою задачi iснує границя lim
Δz→0

∣Δf/Δz∣, то її обчислен-

ня не залежить вiд шляху прямування Δz до нуля. Тому при обчисленнi цiєї
границi, взявши спочатку Δz = Δx, Δy = 0, а потiм Δz = iΔy, Δx = 0 та
Δx = Δy, отримаємо

lim
Δz→0

∣∣∣∣ΔfΔz

∣∣∣∣2 = lim
Δz→0

∣Δu+ iΔv∣2

∣Δx+ iΔy∣2
= lim

Δz→0

(Δu)2 + (Δv)2

(Δx)2 + (Δy)2
=

= (ux)2 + (vx)2 = (uy)2 + (vy)2 =
1

2
[(ux + uy)2 + (vx + vy)2].

Звiдси знаходимо, що виконуються такi рiвностi
(ux)2 + (vx)2 = (uy)2 + (vy)2, (3.18)

uxuy + vxvy = 0. (3.19)

Нехай vy ∕= 0. Якщо це не так, то виберемо серед похiдних ux, uy, vx
таку, яка не обертається в нуль. Якщо ж всi похiднi обертаються в нуль,
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то це означає, що в точцi z виконанi i умови (3.16), i умови (3.17). Тодi з
рiвностi (3.19) маємо

vx = −uxuy
vy

, (3.20)

i пiсля пiдстановки останнього виразу в (3.18) отримаємо
(ux)2 = (vy)2

або
ux = ±vy. (3.21)

При цьому з рiвностi (3.20), врахувавши (3.21), випливає умова
uy = ∓vx. (3.22)

У рiвностi (3.21) верхнiй знак вiдповiдає верхньому у рiвностi (3.22) , а
нижнiй – нижньому.

Об’єднавши (3.21) та (3.22) отримаємо, що необхiдно мають виконува-
тися умови (3.16) або (3.17), тобто в точцi z диференцiйовна функцiя f(z)
або f(z). ⊲

3.3. Доведiть, що якщо у точцi z iснує lim
Δz→0

Re(Δf/Δz), то у цiй точцi
z iснують похiднi ux, vy i при цьому виконуються рiвностi ux = vy.

⊳ Нехай f(z) = u(x, y) + iv(x, y), де z = x+ iy. Тодi
Δf

Δz
=

Δu+ iΔv

Δx+ iΔy
=

ΔuΔx+ ΔvΔy

(Δx)2 + (Δy)2
+ i

ΔvΔx−ΔuΔy

(Δx)2 + (Δy)2
.

Звiдки

Re
Δf

Δz
=

ΔuΔx+ ΔvΔy

(Δx)2 + (Δy)2
.

Оскiльки за умовою iснує lim
Δz→0

Re(Δf/Δz) = A, то ця границя не зале-

жить вiд шляху прямування Δz до нуля. Спрямуємо Δz → 0 двома рiзними
способами:

a) Δz = Δx→ 0, Δy = 0. Тодi iснує границя

lim
Δz=Δx→0

Re
Δf

Δz
= lim

Δx→0

Δu

Δx
= ux = A;

b) Δz = iΔy → 0, Δx = 0. Тодi iснує границя

lim
Δz=iΔy→0

Re
Δf

Δz
= lim

Δy→0

Δv

Δy
= vy = A.

Очевидно, що з a) та b) випливає твердження задачi. ⊲

3.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення функцiї комплексної змiнної. Означення функцiї в областi. Фор-
ми запису функцiй комплексного аргументу та їх еквiвалентнiсть. Поняття
про поверхню модуля функцiї (рельєфа). Означення границi функцiї ком-
плексної змiнної в точцi.



35

Означення границi функцiї комплексної змiнної в точцi по множинi.
Означення функцiї, неперервної в точцi. Означення функцiї, неперервної
в областi. Властивостi функцiй, неперервних (в сенсi ℂ) на замкнутих (в
сенсi ℂ) множинах K ⊂ ℂ.

Означення функцiї, що диференцiйовна в точцi. Похiдна функцiї комп-
лексної змiнної. Правила диференцiювання функцiй комплексної змiнної.
Теорема про необхiднi та достатнi умови диференцiювання за комплексною
змiнною в точцi. Формули для обчислення похiдних функцiй комплексної
змiнної, якщо вiдомо її дiйсну та уявну частини. Умови Кошi-Рiмана.

Еквiвалентне формулювання теореми про необхiднi та достатнi умови
диференцiювання за комплексною змiнною в точцi, якщо вiдомо значення
∂f(z, z̄)/∂z̄.

Умови Кошi-Рiмана для функцiй, записаних в полярних координат (ви-
вести формулу). Чи досить iснування частинних похiдних ∂u(x, y)/∂x,
∂u(x, y)/∂y, ∂v(x, y)/∂x, ∂v(x, y)/∂y в точцi (x0; y0) ∈ ℝ2 та виконання
умов Кошi-Рiмана в точцi (x0; y0) ∈ ℝ2 для диференцiйовностi функцiї
f(z) = u(x; y) + iv(x; y) в точцi z0 = x0 + iy0 ∈ ℂ ? Означення функцiї, що
диференцiйовна в областi.

3.4 Завдання для аудиторної роботи
3.4.1. Навести приклад функцiї, недиференцiйовної у жоднiй точцi.

3.4.2. Визначити областi, в яких функцiя f(z) = ∣x2 − y2∣+ 2i∣xy∣, z =
x+ iy, є диференцiйовною.

3.4.3. Чи може функцiя бути диференцiйовною, але не голоморфною у
точцi ? Розглянути функцiю f(z) = zRe z.

3.4.4. Довести, що функцiя є голоморфною в областi тодi i тiльки тодi,
коли вона диференцiйовна у кожнiй точцi областi.

3.4.5. Нехай функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) має в точцi z = x+ iy такi
властивостi:

a) u(x, y), v(x, y) – диференцiйовнi як функцiї двох дiйсних змiнних у
точцi (x, y);

b) iснує границя lim
Δz→0

arg Δf
Δz .

Довести, що функцiя f(z) диференцiйовна в точцi z.
3.4.6. Дослiдити на диференцiйовнiсть та голоморфнiсть такi функцiї:

a) f(z) = Re z2; b) f(z) = (Re z)2; c) f(z) = Im z2;
d) f(z) = (Im z)2; e) f(z) = z2; f) f(z) = z ⋅ z2.

3.4.7. Довести голоморфнiсть в усiй комплекснiй площинi та знайти по-
хiднi таких функцiй
a) f(z) = zn; b) f(z) = ez; c) f(z) = cos z; d) f(z) = sh z.
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3.4.8. Визначити областi в комплекснiй площинi, в яких функцiя f(z) =
∣x2 − y2∣+ 2i∣xy∣ є голоморфною.

3.4.9. Визначити параметри a, b, c ∈ ℂ таким чином, щоб функцiя
f(z) = x+ ay + i(bx+ cy) була голоморфною в усiй комплекснiй площинi.

3.5 Завдання для самостiйної роботи
3.5.1. Функцiю комплексного змiнного f(z) = u(x, y) + iv(x, y) можна роз-
глядати як функцiю вiд змiнних z, z. Довести, що умови Кошi-Рiмана у
змiнних z, z мають вигляд ∂f/∂z = 0.

3.5.2. Довести, що якщо функцiї f(z), g(z) голоморфнi в точцi z0 ∈ ℂ,
i для них виконуються умови f(z0) = g(z0) = 0, g′(z0) ∕= 0, то

lim
z→z0

f(z)

g(z)
=
f ′(z0)

g′(z0)
.

3.5.3. Визначити усi голоморфнi в комплекснiй площинi ℂ функцiї
f(z) = u(x, y)+ iv(x, y), для яких виконується рiвнiсть u2(x, y)+v2(x, y) =
g2(x), де g(x) – деяка функцiя.

3.5.4. Нехай P (z) = (z − z1)(z − z2)...(z − zn). Довести, що
a) для логарифмiчної похiдної полiнома P (z) справджується формула

P ′(z)

P (z)
=

1

z − z1
+

1

z − z2
+ ...+

1

z − zn
, z ∈ {zk, k = 1, n};

b) якщо усi коренi полiнома P (z) розташованi у верхнiй пiвплощинi, то й
усi коренi його похiдної також розташованi у верхнiй пiвплощинi ;
c) якщо усi коренi полiнома P (z) розташованi у деякому крузi, то й усi
коренi його похiдної також розташованi у цьому крузi.

3.5.5. Довести, що якщо для функцiї f(z) = u(x, y) + iv(x, y) у точцi
z = x + iy iснує lim

Δz→0
Im Δf

Δz , то iснують i частиннi похiднi uy, vx функцiй

u(x, y), v(x, y) у точцi (x; y) та при цьому виконується рiвнiсть uy = −vx.
3.5.6. Чи може функцiя f(z) = 16

√
sin2 x+ ln(2− cos24 y) бути голо-

морфною в усiй комплекснiй площинi? Вiдповiдь обгрунтувати.
3.5.7. Нехай f(z) = u(x, y)+iv(x, y) = �(x, y)ei'(x,y). Довести, що якщо

одна з функцiй u(x, y), v(x, y), �(x, y), '(x, y) – стала, то й функцiя f(z) –
теж стала.

3.5.8. Знайти усi функцiї f(z) = u(x) + iv(y), z = x+ iy, голоморфнi у
комплекснiй площинi ℂ.

3.5.9. Нехай z = rei', а f(z) = f(r, ') = u(r, ') + iv(r, '). Записати
рiвняння Кошi-Рiмана у полярних координатах.
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Тема 4

Гармонiчнi функцiї
4.1 Теоретичнi вiдомостi
Означення 4.1. Дiйсна функцiя u = u(x, y) називається гармонiчною (гар-
монiйною) в областi D, якщо дана функцiя в областi D є двiчi неперервно-
диференцiйованою (неперервна разом зi своїми похiдними до другого по-
рядку включно) i задовольняє рiвняння Лапласа

Δu =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, (x, y) ∈ D. (4.1)

Диференцiальний оператор Δ в (4.1) називається оператором Лапласа.
Цей оператор можна записати таким чином

Δu =

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
u = 4

∂2u

∂z∂z
.

В полярних координатах оператор Лапласа має зображення вигляду

Δu =
1

�

∂

∂�

(
�
∂u

∂�

)
+

1

�2

∂2u

∂'2
.

Означення 4.2. Гармонiчнi в областi D функцiї u = u(x, y), v = v(x, y),
що задовольняють в областi D умови Кошi-Рiмана

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (4.2)

називаються спряженими гармонiчними функцiями.
Нехай функцiя f(z) голоморфна в точцi z0 = x0 + iy0 ∈ ℂ. Тодi дiйснi

функцiї u = u(x, y) = Re f(x+iy), v = v(x, y) = Im f(x+iy), як функцiї дiй-
сних змiнних (x, y), диференцiйовнi в деякому околi u(x0, y0) точки (x0, y0)
i для всiх (x, y) ∈ U(x0, y0) задовольняють умови Кошi-Рiмана (4.2).

Припустимо, що функцiї u = u(x, y), v = v(x, y) для всiх (x, y) ∈
U(x0, y0) мають неперервнi частиннi похiднi до другого порядку включно.
Тодi, диференцiюючи перше спiввiдношення в (4.2) за x, а друге за y, одер-
жимо

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x
.

Звiдси випливає, що функцiя u = u(x, y) задовольняє рiвняння Ла-
пласа (4.1), тобто є гармонiчною. Аналогiчно, функцiя v = v(x, y) також
задовольняє рiвняння Лапласа (4.1) i отже є гармонiчною.

Таким чином, має мiсце твердження.
Теорема 4.1. Нехай функцiя f : D → ℂ голоморфна в областi D, а її

дiйсна та уявна частини – функцiї u = u(x, y) = Re f(x+ iy), v = v(x, y) =
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Im f(x+ iy), є двiчi неперервно-диференцiйовними у областi D ⊂ ℝ2. Тодi
функцiї u(x, y), v(x, y) є спряженими гармонiчними функцiями в областi
D. I навпаки, якщо в областi D ⊂ ℝ2 функцiї u = u(x, y), v = v(x, y),
є спряженими гармонiчними функцiями, то функцiя f(z) = f(x + iy) =
u(x, y)+iv(x, y), як функцiя комплексної змiнної z = x+iy, є голоморфною
в областi D.

Розглянемо задачу: визначити в областi D голоморфну функцiю f(z),
якщо в D задано її дiйсну частину – функцiю u(x, y) ∈ C2(D).

Для того, щоб дана задача мала розв’язок, очевидно, необхiдно, щоб
функцiя u(x, y) задовольняла в областi D рiвняння Лапласа, тобто була
гармонiчною.

Якщо, наприклад, гармонiчна функцiя u(x, y) є дiйсною частиною де-
якої голоморфної функцiї f(z), тобто u = u(x, y) = Re f(x + iy), то уявна
частина функцiї f(z), функцiя v = v(x, y) = Im f(x+iy), є двiчi неперервно
диференцiйованою (це випливає з умов Кошi-Рiмана) i задовольняє рiвня-
ння Лапласа, тобто необхiдно є гармонiчною.

Таким чином, сформульована вище задача про визначення голоморфної
функцiї за її дiйсною частиною еквiвалентна такiй: для довiльної визначеної
в областi D гармонiчної функцiї '(x, y) знайти спряжену до неї гармонiчну
функцiю  (x, y).

Справедлива теорема.
Теорема 4.2. Кожна гармонiчна в однозв’язнiй областi D функцiя

'(x, y) має спряжену гармонiчну в однозв’язнiй областi D функцiю  (x, y),
що визначається за функцiєю '(x, y) з точнiстю до довiльної дiйсної сталої.
Спряжена гармонiчна функцiя  (x, y) записується за допомогою формули

 (x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

(
−∂'(x, y)

∂y
dx+

∂'(x, y)

∂x
dy

)
+ C. (4.4)

При цьому функцiї комплексних змiнних f(z) = f(x + iy) = '(x, y) +
i (x, y) та g(z) = g(x+ iy) = − (x, y) + i'(x, y) голоморфнi в областi D.

Якщо область D не є однозв’язною, то iнтеграл в (4.4) у цiлому зале-
жить вiд шляху iнтегрування, а тому функцiя  (x, y), що визначена фор-
мулою (4.4), може виявитися неоднозначною в D. Дану теорему для бага-
тозв’язної областi D можна переформулювати таким чином.

Теорема 4.3. Нехай '(x, y) – гармонiчна в областi D ⊂ ℂ функцiя.
Тодi для кожної точки z0 = x0 + iy0 ∈ D iснують голоморфнi функцiї f(z)
та g(z), визначенi в деякому околi точки z0, такi, що

'(x, y) = Re f(z) = Im g(z).
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Зауваження 4.1. Дещо згодом в курсi комплексного аналiзу доводиться
теорема про те, що якщо функцiя f(z) голоморфна в областiD, то її похiдна
f ′(z) також голоморфна в областi D. Це означає, що для функцiї f(z),
яка голоморфна в областi D, маємо, що її дiйсна та уявна частини, тобто
функцiї u = u(x, y) = Re f(x + iy), v = v(x, y) = Im f(x + iy), як функцiї
дiйсних змiнних x, y є нескiнченно диференцiйовними за x, y в областi D.

При знаходженнi спряженої гармонiчної функцiї v(x, y) за вiдомою гар-
монiчною функцiєю u(x, y) (або навпаки) часто зручнiше користуватися
умовами Кошi-Рiмана (4.2), а не формулою (4.4).

4.2 Приклади розв’язування задач
4.2.1. Знайти голоморфну функцiю f(z), якщо

v = v(x, y) = Im f(x+ iy) = 3x2y − y3.

⊳ Перевiримо, чи є функцiя v(x, y) = 3x2y − y3 гармонiчною. Маємо:
∂2v

∂x2
= 6y,

∂2v

∂y2
= −6y,

звiдси випливає, що v(x, y) задовольняє рiвняння Лапласа.
З умов Кошi-Рiмана (4.2) знаходимо

∂u

∂y
= −∂v

∂x
= −6y.

Iнтегруючи останнє спiввiдношення за y, одержуємо:
u(x, y) = −3xy2 + c(x),

де c(x) ∈ C1(ℝ).
Використовуючи iншу умову в (4.2), маємо

∂u

∂x
= −3xy2 + c′(x) = 3x2 − 3y2 =

∂v

∂y
,

звiдки випливає, що c′(x) = 3x2 або c(x) = x3 + c1, де c1 = const.
Таким чином, u(x, y) = x3−3xy2+c1, а шукана функцiя f(z) = f(x+iy)

має вигляд
f(x+ iy) = u(x, y)+ iv(x, y) = x3−3xy2 + i(3x2y−y3)+c1 = (x+ iy)3 +c1,

звiдки знаходимо f(z) = z3 + c1. ⊲

4.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Рiвняння Лапласа в декартових та полярних координатах. Означення фун-
кцiї, гармонiйної в областi. Означення спряжених гармонiйних в областi
функцiй.

Теорема про дiйсну та уявну частини диференцiйовної в областi функцiї.
Теорема про iснування гармонiйної функцiї, спряженої до даної гармонiйної
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в областi функцiї. Дiйсна та уявнi частини диференцiйовної функцiї ком-
плексної змiнної як гармонiйнi функцiї.

4.4 Завдання для аудиторної та самостiйної роботи
4.4.1. Чи завжди деяка неперервно-диференцiйована дiйснозначна функцiя
визначає дiйсну (уявну) частину голоморфної функцiї. Розглянути приклад

u(x, y) = x2 + y2.

4.4.2. Нехай u(x, y), v(x, y) – спряженi гармонiчнi в областi Ω функцiї,
що одночасно не обертаються у цiй областi на 0. З’ясувати, чи будуть фун-

кцiї
u

u2 + v2
та

−v
u2 + v2

також спряженими гармонiчними у цiй областi ?

4.4.3. Довести, що похiднi довiльного порядку вiд гармонiчної функцiї
теж є функцiями гармонiчними.

4.4.4. Нехай u = u(x, y), v = v(x, y) – спряженi гармонiчнi функцiї в
областi Ω. Довести, що записанi нижче функцiї теж є спряженими гармо-
нiчними функцiями у областi Ω:

U = eu cos v, V = eu sin v;

U = eu
2−v2 cos(2uv), V = eu

2−v2 sin(2uv);

U = e−uv cos
u2 − v2

2
, V = e−uv sin

u2 − v2

2
;

U =
∂n+mu

∂nx∂my
, V =

∂n+mv

∂nx∂my
.

4.4.5. Нехай u = u(x, y), v = v(x, y) – спряженi гармонiчнi в областi Ω
функцiї, причому u2 + v2 ∕= 0. Довести, що функцiї

U = exp

(
u

u2 + v2

)
cos

v

u2 + v2
, V = − exp

(
u

u2 + v2

)
sin

v

u2 + v2

є спряженими гармонiчними в областi Ω функцiями.
4.4.6. Нехай uk(x, y), vk(x, y), k = 1, 2, – спряженi гармонiчнi в обла-

стi Ω функцiї. Довести, що функцiї U = u1u2 − v1v2, V = u1v2 + u2v1 є
спряженими гармонiчними функцiями в областi Ω.

4.4.7. Нехай '(x) – деяка двiчi неперервно диференцiйовна функцiя. З’я-
сувати, чи iснує гармонiчна функцiя вказаного нижче вигляду u = u(x, y),
що вiдмiнна вiд сталої ? Якщо так, то знайти її. Функцiя u = u(x, y) зале-
жить вiд '(x) таким чином:
u(x, y) = '(x); u(x, y) = '(y/x); u(x, y) = '(xy); u(x, y) = '(x2 + y2).

4.4.8. Якщо функцiї u = u(x, y), v = v(x, y) – гармонiчнi в областi D,
то f(z) = u(x, y) + iv(x, y) називається гармонiчною комплекснозначною
функцiєю в областi D. Довести, що якщо функцiї f(z) та zf(z) – гармонiчнi
в областi Ω, то f(z) – голоморфна в областi Ω.
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4.4.9. Нехай функцiя u(x, y) – гармонiчна. З’ясувати, чи є функцiя
(u(x, y))

2 теж гармонiчною?
4.4.10. Нехай u(x, y) – гармонiчна функцiя. З’ясувати, для яких двiчi

неперервно диференцiйовних функцiй f(x) функцiя f(u(x, y)) теж гармо-
нiчна ?

4.4.11. З’ясувати, чи може функцiя

u(x, y) = 100(x2 + y2) +
1

x2 + y2 + 1
бути дiйсною частиною голоморфної у деякiй областi функцiї ? Вiдповiдь
обгрунтувати.

4.4.12. Визначити голоморфну функцiю f(z) = f(x + iy) = u(x, y) +
iv(x, y), якщо задано її дiйсну або уявну частини:
a) v = C = const; b) u = x2 − y2; c) u = 2xy;

d) v = 3 + x2 − y2 − y

2(x2 + y2)
; e) u =

1

2
ln(x2 + y2).

4.5 Приклади задач для модульної контрольної
роботи (перший модуль)

Пiсля завершення вивчення тем "Комплекснi числа та дiї над ними" , "То-
пологiя в комплекснiй площинi. Стереографiчна проекцiя" , "Диференцiю-
вання функцiй комплексної змiнної. Умови Кошi-Рiмана" , "Гармонiчнi фун-
кцiї" , проводиться модульна контрольна робота (МКР №1), яка крiм тео-
ретичних питань, мiстить також задачi до кожної зi згаданих вище тем.
Приклади таких задач подано нижче.
1. Довести, що

∣∣∣ z∣z∣ − 1
∣∣∣ ≤ arg z, z ∕= 0.

2. З’ясувати геометричний змiст нерiвностi 2∣z∣ >
∣∣1 + z2

∣∣ .
3. Дослiдити на диференцiйовнiсть функцiю f(z) =

√
∣xy∣, z = x+ iy ∈ C.

4. Знайти голоморфну функцiю f(z), якщо v = v(x, y) = Im f(x + iy) =
3x2y − y3.
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Тема 5

Лiнiйнi та дробово-лiнiйнi вiдображення
5.1 Теоретичнi вiдомостi
5.1.1 Лiнiйнi вiдображення
Розглянемо лiнiйну функцiю

f(z) = az + b, a ∕= 0, (5.1)

де a, b – деякi комплекснi числа.
Функцiя f(z) визначена при всiх z ∈ ℂ, вiдображає ℂ на ℂ, а ї ї похiдна

f ′(z) = a ∕= 0 для всiх z ∈ ℂ. Таким чином, вiдображення z → az + b є
конформним у ℂ. Бiльш того, неважко показати, що дане вiдображення,
яке переводить точку z = ∞ у точку w = ∞, є конформним i в точцi
z =∞.

При a = 1 вiдображення (5.1) здiйснює паралельне перенесення у на-
прямку, що визначається вектором

−→
b = (Re b, Im b) (рис. 5.1 а).

а)

 

z

b

0

z b+

x

iy

 б)

 

z

0 x

iy
ie za

a

 
Рис. 5.1

При b = 0 i a = ei�, де � – деяке дiйсне число, вiдображення (5.1)
має вигляд w = ei�z i здiйснює поворот комплексної площини ℂ на кут �
навколо початку координат (у напрямку, що протилежний напрямку руху
годинникової стрiлки) (рис. 5.1 б).

При a = k, b = 0, де k ∕= 1 – деяке дiйсне додатне число, вiдображення
(5.1) є перетворенням подiбностi з центром подiбностi в початку координат
та коефiцiєнтом подiбностi k.

У цiлому вiдображення (5.1) можна розглядати як результат послiдов-
ного виконання трьох вiдображень: � = ei�z – поворот на кут � = arg a
навколо початку координат; � = k� – перетворення подiбностi (гомотетiя) з
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центром подiбностi у початку координат та коефiцiєнтом подiбностi k = ∣a∣;
w = � + b – паралельне перенесення на вектор

−→
b .
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Рис. 5.2

Зауважимо також, що
при a ∕= 1 вiдображення
(5.1) має нерухому точку
z0 = b/(1− a), а тому пере-
творення (5.1) w = az + b
можна записати у виглядi
w−z0 = �(z−z0) та розгля-
дати його ще як результат
таких трьох перетворень:

— перенесення вектора
−→z = (x, y) у точку z0;

— поворот вектора−−−→z − z0

навколо початку координат
на кут � = arg a та його
розтяг в k = ∣a∣ разiв;

— перенесення вектора
−−−−−−→
a(z − z0) у точку z0 (рис. 5.2).

5.1.2 Дробово-лiнiйнi вiдображення та їх основнi
властивостi

Розглянемо дробово-лiнiйну функцiю, що визначається формулою

w =
az + b

cz + d
, (5.2)

де a, b, c, d – деякi комплекснi числа, причому такi, що ad− bc ∕= 0.
Вважатимемо надалi c ∕= 0, бо в протилежному випадку функцiя (5.2)

набуває вигляду

w =
a

d
z +

b

d
= Az +B, де A =

a

d
, B =

b

d
,

тобто є лiнiйною функцiєю, основнi властивостi якої вже розглянуто вище.
Функцiя (5.2) визначена для всiх комплексних чисел, крiм z = −d/c.

Вважатимемо, що вiдображення за допомогою функцiї (5.2) переводить
точку z = −d/c у точку w = ∞, а точку z = ∞, вiдповiдно, у точку
w = a/c.

Довизначена таким способом функцiя (5.2) вiдображає ℂ в ℂ.
Неважко переконатися, що вiдображення за допомогою дробово-лiнiйної

функцiї (5.2) (у таких випадках часто використовується термiн "дробово-
лiнiйне вiдображення") є взаємно-однозначним i конформним вiдображен-
ням розширеної комплексної площини ℂ на себе.
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Функцiю (5.2) можна записати таким чином

w =
a

c
+
bc− ad
c2

⋅
(
z +

d

c

)−1

, (5.3)

звiдки випливає, що в цiлому дробово-лiнiйне вiдображення (5.2) можна
розглядати як результат послiдовного виконання трьох вiдображень:

� = z +
d

c
, � =

1

�
, w =

a

c
+
bc− ad
c2

�.

Перше та третє вiдображення є лiнiйними (див. п. 5.1.1).
Розглянемо функцiю w = 1/z, що є частковим випадком дробово-

лiнiйної функцiї (5.2). Дана функцiя вiдображає точку z = 0 у точку w =∞
та точку z =∞ – у точку w = 0.

Означення 5.1. Точки z, z∗ ∈ ℂ називаються симетричними вiдносно
кола радiуса R з центром в точцi z0 ∈ ℂ, якщо цi точки належать одному й
тому самому променю, що виходить з центра кола, i якщо добуток вiдстаней
вiд даних точок до центра кола рiвний квадрату радiуса кола, тобто

∣z − z0∣ ∣z∗ − z0∣ = R2.

Вiдображення, що переводить кожну точку z ∈ ℂ в точку z∗ ∈ ℂ, яка
симетрична точцi z вiдносно даного кола, називається симетрiєю вiдносно
даного кола або iнверсiєю.

Дане вiдображення є взаємно однозначним, при цьому центр кола вi-
дображається в точку z∗ = ∞ (i навпаки), а всi точки, що знаходяться на
даному колi, є нерухомими.

Зрозумiло, що якщо одна з точок z, z∗ ∈ ℂ лежить всерединi кола, то
iнша – ззовнi.

Теорема 5.1. Для того, щоб точки z,z∗ ∈ ℂ були симетричними сто-
совно кола 
 = {z ∈ ℂ : ∣z − z0∣ = R}, необхiдно та достатньо, щоб кожне
коло Γ в ℂ, що проходить через точки z, z∗ ∈ ℂ, було ортогональним до
кола 
, тобто щоб кути мiж дотичними до кiл 
, Γ у точках їх перетину
дорiвнювали �/2.

Вiдображення iнверсiї можна записати за допомогою такої формули

z∗ = z0 +
R2

z̄ − z̄0
. (5.4)

Таким чином, вiдображення w = 1/z є результатом послiдовного ви-
конання двох таких вiдображень: � = 1/z̄ – iнверсiї стосовно кола ∣z∣ = 1
та w = �̄ – дзеркального вiдображення (вiдображення симетрiї) стосовно
дiйсної осi Im � = 0.

Дробово-лiнiйнi вiдображення мають такi найважливiшi властивостi:
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10. Групова властивiсть. Сукупнiсть всiх дробово-лiнiйних перетворень
утворює неабелеву групу. При цьому в якостi групової операцiї у множинi
всiх дробово-лiнiйних вiдображень розглядається їх суперпозицiя, тобто для
довiльних двох дробово-лiнiйних вiдображень

w = Lk(z) =
akz + bk
ckz + dk

, k = 1, 2, (5.5)

їх "добутком" є суперпозицiя цих дробово-лiнiйних вiдображень, тобто
дробово-лiнiйне вiдображення вигляду

w = L(z) = L2(L1(z)) =
az + b

cz + d
, (5.6)

де (
a b

c d

)
=

(
a2 b2

c2 d2

)(
a1 b1

c1 d1

)
.

Звiдси випливає, що група всiх дробово-лiнiйних вiдображень iзоморфна
групi невироджених квадратних матриць другого порядку.

Обернене до (5.2) дробово-лiнiйне вiдображення має вигляд

z = L−1(w) =
1

(ad− bc)2

dw − b
−cw + a

. (5.7)

20. Кругова властивiсть. Прямi лiнiї та кола, що проходять через точку
z = −d/c, при дробово-лiнiйному вiдображеннi (5.2) переходять в прямi, в
той час, як прямi та кола, що через дану точку не проходять, вiдображаю-
ться у кола.

30. Властивiсть збереження симетричних точок. Якщо точки z1, z2 ∈ ℂ
симетричнi стосовно деякого кола 
 (або прямої l), то будь-яке дробово-
лiнiйне вiдображення переводить z1, z2 в точки, якi симетричнi щодо образу
кола 
 (або прямої l, вiдповiдно).

40. Для довiльних трьох попарно-рiзних точок z1, z2, z3 ∈ ℂ та будь-яких
трьох попарно-рiзних точок w1, w2, w3 ∈ ℂ iснує i причому єдине дробово-
лiнiйне вiдображення L(z), що має властивiсть L(zk) = wk, k = 1, 3.

Дане вiдображення можна визначити за допомогою спiввiдношення
w − w1

w − w2
:
w3 − w1

w3 − w2
=
z − z1

z − z2
:
z3 − z1

z3 − z2
. (5.8)

Нехай a, b, c, d – попарно рiзнi комплекснi числа. Число
c− a
c− b

:
d− a
d− b

називається подвiйним або ангармонiчним вiдношенням чотирьох чисел
(точок) a, b, c, d i позначається символом (a, b, c, d), тобто

(a, b, c, d) =
c− a
c− b

:
d− a
d− b

.
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Якщо ж серед точок (a, b, c, d) є нескiнченно вiддалена точка, то подвiй-
ним вiдношенням таких точок називається границя подвiйного вiдношення
чотирьох скiнчених точок, коли три з них спiвпадають з заданими точками,
а вiдповiдна четверта точка прямує до нескiнченно вiддаленої точки.

Якщо ж одна з точок zk, k = 1, 3, або ж wk, k = 1, 3, або ж i zk, i wk,
k = 1, 3, збiгається з нескiнченно вiддаленою точкою ∞, то формула (5.8)
також матиме мiсце i для такого випадку, якщо в нiй тi рiзницi, де мала
б знаходитися точка ∞, замiнити на 1. Наприклад, для випадку z1 = ∞,
w2 =∞ формула (5.8) записується таким чином

w − w1

1
:
w3 − w1

1
=

1

z − z2
:

1

z3 − z2
.

Використовуючи поняття ангармонiчного вiдношення чотирьох чисел,
формулу (5.8) можна записати ще таким чином

(w1, w2, w, w3) = (z1, z2, z, z3).

Якщо дробово-лiнiйне вiдображення не є тотожним перетворенням, то
воно має одну скiнченну нерухому точку (якщо c = 0 i a ∕= 1 або c ∕= 0
i (a − d)2 + 4bc = 0) або ж двi скiнченi нерухомi точки (якщо c ∕= 0 i
(a− d)2 + 4bc = 0).

У випадку, коли c = 0, a = 1, лiнiйне вiдображення має лише одну
нерухому точку, що збiгається з нескiнченно вiддаленою точкою.

5.2 Приклади розв’язування задач
5.2.1. Знайти образ вiдрiзка, який з’єднує точки z1 = −1 + 2i та z2 = 1 + 2i
(рис. 5.3), при вiдображеннi w = (2z + i)/(iz + 2).
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Рис. 5.3

⊳ Заданий вiдрiзок належить прямiй Im z = 2. Дане в умовi задачi
дробово-лiнiйне вiдображення переводить точку 2i у нескiнченно вiддалену
точку. Тому пряма Im z = 2 перейде в пряму (кругова властивiсть). Для
визначення її образу знайдемо образи ще двох точок, наприклад z1 та z2.
Маємо: w(z1) = w(−1+2i) = −5−2i = w1, w(z2) = w(1+2i) = 5−2i = w2.
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Таким чином, образом прямої Im z = 2 буде пряма Imw = −2, а обра-
зом вiдрiзка, який з’єднує точки z1 = −1 + 2i та z2 = 1 + 2i, буде частина
цiєї прямої, що не мiстить вiдрiзка, який з’єднує точки w1 та w2.

Оскiльки одна з точок нашого вiдрiзка переходить у нескiнченнiсть
(w(2i) = ∞), то його образом буде частина прямої, обмежена точками
w1 та w2, яка проходить через нескiнченнiсть (див. рис. 5.3). ⊲

5.2.2. Знайти лiнiю в z–площинi, яка при вiдображеннi

w =

√
2(z − 1− i)
2z − 1− i

перейде в коло ∣w∣ = 1 в w–площинi.
⊳ Маємо ∣w∣ = 1, звiдки слiдує рiвнiсть ww = 1.
Враховуючи вигляд вiдображення w, з останньої рiвностi отримаємо

2(z − 1− i)(z − 1 + i)

(2z − 1− i)(2z − 1 + i)
= 1,

що еквiвалентно рiвностi zz = 1, звiдки отримуємо ∣z∣ = 1.

Отже шуканою лiнiєю буде одиничне коло ∣z∣ = 1. ⊲
5.2.3. Знайти образ областi D = {z ∈ ℂ : 0 < arg z < �

2 } при вiдобра-
женнi

w =
z − i
z + i

.

⊳ Область D обмежена двома променями: l1 = {z ∈ ℂ : arg z = 0}
∪
{0}

та l2 = {z ∈ ℂ : arg z = �/2}
∪
{0} (рис. 5.4).
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Рис. 5.4

Знайдемо образ l1. Оскiльки w(0) = −1, w(∞) = 1, w(1) = −i, то
образом дiйсної осi, частиною якої є l1, буде коло L1, яке проходить через
точки −1, 1, i, тобто коло ∣w∣ = 1. При цьому l1 перейде у дугу цього кола
L1, яка обмежена образами точок 0 та ∞ (це точки −1 та 1), i проходить
через образ точки 1 (точку −i) (див.рис. 5.4).
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Аналогiчно знайдемо образ l2. Оскiльки w(0) = −1, w(∞) = 1, w(−i) =
∞, то образом уявної осi, частиною якої є l2, буде дiйсна вiсь, а образом
променя l2 – вiдрiзок L2 = [−1, 1], який обмежений образами точок 0 та
∞ i не проходить через образ точки −i (точку ∞) (див.рис. 5.4).

Використовуючи конформнiсть дробово-лiнiйного вiдображення та вла-
стивiсть збереження напрямку обходу вздовж межi областi, неважко вста-
новити, що образом областi D буде область Ω (див.рис. 5.4). ⊲

5.2.4. Знайти дробово-лiнiйний iзоморфiзм верхньої пiвплощини, який
задовольняє умови:
a) w(a) = b, Im a > 0, Im b > 0;
b) arg w′(a) = �, � ∈ ℝ.

⊳ Побудуємо шукане вiдображення у виглядi суперпозицiї двох таких
вiдображень:

1) w1 = L1(z) – iзоморфiзм верхньої пiвплощини Im z > 0 та одиничного
круга ∣w1∣ < 1, у якого w1(a) = 0;

2) w = L2(w1) – iзоморфiзм одиничного круга ∣w1∣ < 1 та верхньої
пiвплощини Imw > 0, у якого w(0) = b.

Тодi вiдображення w = L2(L1(z)) буде автоморфiзмом верхньої пiвпло-
щини, що задовольняє умову a).

Використовуючи загальний вигляд дробово-лiнiйного iзоморфiзму верх-
ньої пiвплощини та одиничного круга, отримаємо

w1 = L1(z) = ei'
z − a
z − a

, ' ∈ ℝ.

Для визначення вiдображення w = L2(w1) побудуємо обернене до ньо-
го, тобто дробово-лiнiйний iзоморфiзм w1 = L−1

2 (w) верхньої пiвплощини
Imw > 0 та одиничного круга ∣w1∣ < 1, який має властивiсть L−1

2 (b) = 0.
Аналогiчно попередньому запишемо

w1 = L−1
2 (w) = ei 

w − b
w − b

,  ∈ ℝ.

Тодi шуканий автоморфiзм можна визначити з рiвностi L1(z) = L−1
2 (w),

звiдки знаходимо
w − b
w − b

= ei�
z − a
z − a

, � = '−  . (5.9)

Рiвнiсть (5.9) можна розглядати як неявне задання функцiї w = w(z).
Отримана рiвнiсть (5.9) мiстить невiдому величину �, яка визначається

з умови b). Продиференцiюємо (5.9) за змiнною z та пiдставимо z = a,
пам’ятаючи, що w(a) = b. Отримаємо

w′(a) = ei�
Im b

Im a
.
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Звiдси знаходимо arg w′(a) = � = �. ⊲
5.2.5. Вiдобразити двозв’язну область {z ∈ ℂ : Re z > 0, ∣z − 2∣ > 1} на

концентричне кiльце r < ∣w∣ < 1. Знайти r.
⊳ Скористаємося властивiстю iнварiантностi симетричних точок при

дробово-лiнiйних вiдображеннях. Визначимо в площинi z точки a та a∗,
симетричнi вiдносно прямої Re z = 0 та кола ∣z − 2∣ = 1 одночасно. Цi то-
чки мають лежати на променi, який виходить iз центра кола (точки z = 2)
та є перпендикулярним до прямої Re z = 0, тобто на променi (−∞, 2). Крiм
цього, точки a та a∗ мають бути симетричними вiдносно прямої Re z = 0
та кола ∣z − 2∣ = 1, тобто задовольняти спiввiдношення

a∗ = −ā (властивiсть симетрiї вiдносно прямої Re z = 0),
∣a− 2∣ ⋅ ∣a∗ − 2∣ = 1 (властивiсть симетрiї вiдносно кола ∣z − 2∣ = 1 ).
Звiдси знаходимо a =

√
3, a∗ = −

√
3.

Вiзьмемо до уваги, що в площинi w точки b = 0 та b∗ =∞ симетричнi
вiдносно кiл ∣w∣ = r та ∣w∣ = 1 одночасно. З властивостi iнварiантностi
симетричних точок випливає, що повиннi виконуватися спiввiдношення:
a) w(a) = b = 0, w(a∗) = b∗ =∞ або b) w(a) = b∗ =∞, w(a∗) = b = 0.

Для випадку a) дробово-лiнiйне вiдображення можна записати у виглядi

w = k
w −
√

3

w +
√

3
, k ∈ ℂ.

При цьому пряма Re z = 0 має перейти у коло ∣w∣ = 1, а коло ∣z−2∣ = 2
– у коло ∣w∣ = r.

Для визначення невiдомого параметру k скористаємося умовою ∣w(0)∣ =
1. Тодi з рiвностi ∣k∣ = 1 отримаємо, що k = ei', ' ∈ ℝ.

Величину r можна визначити з умови

r = ∣w(1)∣ =

∣∣∣∣∣k 1−
√

3

1 +
√

3

∣∣∣∣∣ =

√
3− 1√
3 + 1

= 2−
√

3.

Аналогiчно будується вiдображення у випадку b). ⊲

5.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення дробово-лiнiйної функцiї. Теорема про гомеоморфiзм вiдобра-
ження, визначеного дробово-лiнiйною функцiєю. Теорема про конформ-
нiсть вiдображення, визначеного дробово-лiнiйною функцiєю.

Теорема про сукупнiсть всiх дробово-лiнiйних вiдображень. Теорема про
кругову властивiсть дробово-лiнiйних вiдображень. Означення точок, що
симетричнi вiдносно деякого кола. Теорема про збереження властивостi
симетрiї точок вiдносно деякого кола.
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Теорема про iснування та єдинiсть дробово-лiнiйної функцiї, що вiдо-
бражає три рiзнi довiльнi точки в три рiзнi довiльнi точки замкнутої ком-
плексної площини.

Довести, що довiльне коло в замкнутiй комплекснi площинi за допомо-
гою дробово-лiнiйної функцiї можна вiдобразити в будь-яке коло в замкну-
тiй комплекснi площинi. Теорема про дробово-лiнiйний iзоморфiзм кругiв
в замкнутiй комплекснiй площинi. Знайти всi дробово-лiнiйнi iзоморфiзми
верхньої пiвплощини на одиничний круг. Означення дробово-лiнiйного авто-
морфiзма. Знайти групу дробово-лiнiйних автоморфiзмiв одиничного круга.

5.4 Завдання для аудиторної роботи
5.4.1. Точка z0 називається нерухомою для вiдображення ! = f(z), якщо
z0 = f(z0). Знайти нерухому точку лiнiйного вiдображення та умови, за
яких вона iснує.

5.4.2. Знайти функцiю, за допомогою якої вiдображається:
a) внутрiшнiсть трикутника з вершинами у точках 0, 1, i на внутрiшнiсть
трикутника з вершинами у точках 0, 2, i+ 1;
b) смуга {a < Rez < a+ ℎ} на смугу {0 < Imz < �}.

5.4.3. Довести конформнiсть дробово-лiнiйного iзоморфiзму у розшире-
нiй комплекснiй площинi.

5.4.4. Довести, що довiльне коло у розширенiй комплекснiй площинi
вiдображається при дробово-лiнiйному вiдображеннi знову у коло у розши-
ренiй комплекснiй площинi.

5.4.5. Знайти точку, що симетрична точцi z0 вiдносно кола ∣z − a∣ = r.
Окремо розглянути випадки, коли a = 0, r = 1.

5.6. Знайти симетричний образ таких лiнiй вiдносно одиничного кола:
a) ∣z∣ = 1/2; b) ∣z − 1∣ = 1.

5.4.7. Довести, що двi точки є симетричними вiдносно кола Γ тодi й
тiльки тодi, коли довiльне коло у розширенiй комплекснiй площинi, що про-
ходить через них, перетинає коло Γ пiд прямим кутом.

5.4.8. Довести, що при вiдображенi за допомогою дробово-лiнiйної фун-
кцiї образи симетричних вiдносно кола точок є симетричними вiдносно
образу вихiдного кола (кола-образу).

5.4.9. Для функцiї w = 1/z знайти образи таких лiнiй:
a) сiмейства кiл x2 + y2 = ax;
b) сiмейства паралельних прямих y = x+ b.

5.4.10. Визначити образ дiйсної вiсi при вiдображеннi за допомогою фун-
кцiї

w(z) =
z − z1

z − z2
, Im z2 ∕= 0.
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5.4.11. Знайти загальний вигляд лiнiйної функцiї, яка залишає
пiвплощину Re z > 0 на мiсцi.

5.4.12. Знайти дробово-лiнiйну функцiю, яка переводить точки −1, 0, 1
вiдповiдно у точки 1, i,−1. З’ясувати, на яку множину ця функцiя перево-
дить верхню пiвплощину?

5.4.13. Знайти дробово-лiнiйну функцiю, яка точки −1, i,∞ переводить
вiдповiдно у точи i, 1 + i, 1.

5.4.14. Визначити образи вказаних областей при заданих вiдображен-
нях:
a) {∣z∣ < 1, Im z > 0}, w(z) = (2z − i)/(2 + iz);
b) {0 < Re z < 1}, w(z) = (z − 1)/z.

5.4.15. Вiдобразити на смугу {0 < Rew < 1} такi множини:

a)

{
z ∈ ℂ : Re z > 0,

∣∣∣∣z − d

2

∣∣∣∣ ≤ d

2

}
;

b)

{
z ∈ ℂ :

∣∣∣∣z − d1

2

∣∣∣∣ > d1

2
,

∣∣∣∣z − d2

2

∣∣∣∣ < d2

2

}
, 0 < d1 < d2.

5.4.16. Вiдобразити кiльце {2 < ∣z∣ < 5} на кiльце {4 < ∣w∣ < 10} так,
щоб виконувалася умова w(5) = 4.

5.4.17. Знайти загальний вигляд дробово-лiнiйної функцiї, що конформ-
но вiдображає:
a) верхню пiвплощину на одиничний круг;
b) одиничний круг на себе.

5.4.18. Вiдобразити пiвплощину Im z > 0 на круг {∣w−w0∣ < R} так, щоб
точка i перейшла у центр кола, а похiдна w′(z) у цiй точцi була додатною.

5.4.19. Знайти дробово-лiнiйний iзоморфiзм круга {∣z∣ < r} на пiвпло-
щину Imw > 0, у якого w(0) = 2i, arg w′(0) = �.

5.4.20. Знайти дробово-лiнiйний iзоморфiзм круга {∣z∣ < r} на круг
{∣w∣ < R}, що задовольняє умови w(a) = b, arg w′(a) = �.

5.5 Завдання для самостiйної роботи
5.5.1. Знайти вiдображення, що вiдображає пiвплощину Re z > a на пiвпло-
щину Im z < b.

5.5.2. Знайти симетричний образ наступних лiнiй вiдносно одиничного
кола: a) y = 2, b) ∣z − z0∣ = ∣z0∣.

5.5.3. Для функцiї w = 1/z знайти образи таких лiнiй:
a) сiмейства кiл x2 + y2 = by, b ∈ ℝ;
b) в’язки прямих y = kx, k ∈ ℝ;
c) параболи y = x2.
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5.5.4. З’ясувати, у що функцiя w = 1/(z − z0) + ℎ переводить:
a) прямокутну сiтку x = c, y = c;
b) полярну сiтку ∣z − z0∣ = R, arg (z − z0) = �.

5.5.5. Нехай задано функцiю w = (z − 1)/(z + 1).
a) Довести, що прообразом сiмейства кiл ∣w∣ = �, де 0 < � < +∞, є
сiмейство кiл (кола Аполлонiя). Для даного � знайти радiус та центр вiд-
повiдного кола у z–площинi.
b) Знайти прообрази променiв arg w = �.
c) Побудувати у z–площинi сiтку, яка вiдповiдає полярнiй сiтцi в w–
площинi.
d) Знайти область у z–площинi, що вiдповiдає пiвкругу {∣w∣ < 1,
Imw > 0}.

5.5.6. Визначити образи вказаних областей при заданих вiдображеннях:
a) {0 < arg z < �

4 }, w(z) = z/(z − 1);
b) {0 < Re z < 1}, w(z) = (z − 1)/(z − 2);
c) {1 < ∣z∣ < 2}, w(z) = z/(z − 1).

5.5.7. Знайти загальний вигляд лiнiйної функцiї, яка залишає на мiсцi:
a) смугу {0 < Re z < 1}; b) пiвплощину Im z > a, a > 0.

5.5.8. Вiдобразити на смугу {0 < Rew < 1} такi множини:
a) {Im z > 0, ∣z − i∣ > 1}; b) {∣z − 2i∣ > 2, ∣z + 2i∣ > 2};

c)

{∣∣∣∣z +
d1

2

∣∣∣∣ > d1

2
,

∣∣∣∣z − d2

2

∣∣∣∣ > d2

2

}
, d1 > 0, d2 > 0 за умови, що обра-

зом точки d2 є початок координат.
5.5.9. Вiдобразити ексцентричне кiльце, що обмежене колами ∣z−3∣ = 9

та ∣z − 8∣ = 16, на кiльце � < ∣w∣ < 1. Знайти �.
5.5.10. Вiдобразити на концентричне кругове кiльце з центром у початку

координат двозв’язну область, що обмежена колами ∣z − z1∣ = r1 та ∣z −
z2∣ = r2, де для величин z1, z2, r1, r2 виконується одна з умов ∣z2 − z1∣ >
r1 + r2 або ∣z2 − z1∣ > ∣r2 − r1∣, .

5.5.11. Знайти дробово-лiнiйний iзоморфiзм:
a) круга ∣z − z0∣ < r на круг ∣w∣ < R, у якого w(z0) = a, arg w′(z0) = �,
∣a∣ < R;
b) круга ∣z∣ < r на пiвплощину Imw > 0, у якого w(a) = b, arg w′(a) = �,
∣a∣ < r, Im b > 0.
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Тема 6

Степенева функцiя
6.1 Теоретичнi вiдомостi
Означення 6.1. Функцiя вигляду w = zn, де n – натуральне число, нази-
вається степеневою функцiєю.

При n = 1 ця функцiя є лiнiйною i детально розглянута у попередньому
роздiлi. Тому в подальшому розглядається випадок n > 1.

Функцiя w = zn, n > 1, визначена в усiй комплекснiй площинi й вi-
дображає розширену комплексну площину ℂ у себе так, що кожна точка
w ∈ ℂ {0,∞} має n прообразiв:

zk = n
√
∣w∣(cos'k + i sin'k), 'k =

argw + 2k�

n
, k = 0, n− 1. (6.1)

У (6.1) символом n
√
∣w∣ позначено арифметичне значення кореня n–го

ступеня з додатнього числа ∣w∣.
Кожен сектор вигляду

S = {z = rei' : 0 ≤ r <∞, �0 ≤ ' < �0 + 2�/n}
взаємно однозначно (однолисто) вiдображається за допомогою степеневої
функцiї w = zn на комплексну площину ℂ.

Таким чином, при вiдображеннi за допомогою степеневої функцiї
w = zn, n > 1, комплексна площина ℂ "накриває" саму себе n разiв.

У такому випадку кажуть, що дане вiдображення є n–листим.
Степенева функцiя голоморфна в усiй комплекснiй площинi ℂ, при цьо-

му w′ = nzn−1 ∕= 0 для всiх z ∈ ℂ, крiм z = 0.
Отже, степенева функцiя визначає вiдображення, яке є конформним в

усiх точках комплексної площини, крiм z = 0.
У точцi z = 0, як i в точцi z =∞, дане вiдображення збiльшує в n разiв

кути мiж гладкими шляхами, що проходять через цi точки, а отже, не є
конформним.

Степенева функцiя часто використовується, коли потрiбно вiдобразити
даний сектор S1 на деякий iнший сектор S2, що утворений кутом в n разiв
бiльшим вiд вiдповiдного кута даного сектора S1.

Для степеневої функцiї можна визначити обернену функцiю. Для цього
розглянемо функцiю w = zn на множинi
Dk = {z = rei' : 0 ≤ r < +∞, 2k�/n ≤ ' < 2(k+ 1)�/n}, k = 0, n− 1,

яку при кожному фiксованому k степенева функцiя взаємно однозначно
вiдображає на комплексну площину. Очевидно, що

∪n−1
k=0 Dk = ℂ.
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При кожному фiксованому k, k = 0, n− 1, довiльному комплексному
числу w можна єдиним чином поставити у вiдповiднiсть деяке таке комп-
лексне число zk, що zk ∈ Dk i znk = w, тобто на комплекснiй площинi ℂ
можна визначити n рiзних однолистих функцiй zk = zk(w), k = 0, n− 1, ко-
жна з яких є оберненої до степеневої функцiї w = zn та взаємно однозначно
вiдображає множину ℂ на вiдповiдну множину Dk.

Сукупнiсть функцiй zk = zk(w), k = 0, n− 1, називається багатолистою
(багатозначною) функцiєю, а кожна з функцiй zk = zk(w), k = 0, n− 1, –
гiлкою багатозначної функцiї z = n

√
w i записується за допомогою форму-

ли вигляду (6.1) (при вiдповiдному значеннi k).
Розглянемо n листiв комплексних площин ℂ з розрiзами по додатнiй

частинi дiйсної осi. Нехай цi площини розмiщенi одна над одною так, що їх
осi координат та розрiзи збiгаються. Подумки нижнiй край розрiзу першої
площини "склеїмо" (тобто ототожнимо) з верхнiм краєм розрiзу другої
площини, нижнiй край розрiзу другої площини "склеїмо" з верхнiм краєм
розрiзу третьої площини i т.д., а нижнiй край n–тої площини "склеїмо" з
верхнiм краєм першої площини.

Якщо тепер уявити деяку точку, що знаходиться на першому листi та
рухається по деякому шляху навколо початку координат, то через деякий
час ця точка перейде на другий лист.

Якщо дана точка знову обiйде початок координат, то тепер вона буде на
третьому листi i т.д.

При обходi початку координат n разiв точка, побувавши на усiх листах,
повернеться на перший.

Поверхня, що складається з n комплексних площин, якi розрiзанi та
склеєнi описаним вище способом, називається n–листою рiмановою поверх-
нею функцiї z = n

√
w.

Степенева функцiя взаємно однозначно вiдображає комплексну площи-
ну на n–листу рiманову поверхню.

Точки, при обходi яких по замкнутим шляхам вiдбувається перехiд з
одного листа рiманової поверхнi на iнший, називаються точками розгалу-
ження. Такими точками для функцiї n

√
w є точки w = 0 та w = ∞, якi

при вiдображеннi за допомогою степеневої функцiї w = zn є образами,
вiдповiдно точок z = 0 та z =∞. Нагадаємо, що в цих точках вiдображення
w = zn не є конформним.

6.2 Приклади розв’язування задач
6.2.1. Конформно вiдобразити на Imw > 0 область D = {Im z > 0, ∣z∣ > 1}
(рис. 6.1 а).
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Рис. 6.1

⊳ З властивостей степеневої функцiї
випливає, що функцiя w = zn конформ-
но вiдображає кут {0 < arg z < �/n} на
верхню пiвплощину Imw > 0. Тому спро-
буємо перетворити задану область D на
кут вказаного вигляду. Для цього точки
перетину прямої Im z = 0 та кола ∣z∣ = 1,
якi обмежують область D (рис. 6.1 а), пе-
реведемо за допомогою дробово-лiнiйного
вiдображення в точки 0 та ∞, спiльнi то-
чки променiв, що обмежують необхiдний
нам кут. Наприклад, точку 1 переведемо
в 0, а точку −1 – у нескiнченно вiддале-
ну точку. Крiм цього, для спрощення зна-
ходження образiв "примусимо" ∞ "пере-
йти" в точку 1. Дробово-лiнiйна функцiя, що переводить три вказанi точки
на три iншi вказанi точки, має вигляд w1 = (z − 1)/(z + 1). Пiсля такого вi-
дображення областьD перейде в кутD1 = {0 < arg w1 < �/2} (рис. 6.1 б).
Далi застосовуємо вiдображення w = w2

1, яке переводить кут D1 на верхню
пiвплощину. ⊲
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Рис. 6.2

6.2.2. Конформно вiдобразити
на Imw > 0 кут {0 < arg z < �/2}
з розрiзом по променю z = �ei�/4,
� ≥ 1 (рис. 6.2 а).

⊳ Перетворимо задану область
на всю площину з розрiзом по до-
датнiй частинi дiйсної вiсi. Для цьо-
го застосуємо вiдображення w1 =
z4, при якому кут з вершиною в
початку координат величиною �/2
збiльшиться в 4 i його образом є кут
з вершиною у початку координат ве-
личиною 2�. У результатi отримає-
мо область, зображену на рис. 6.2 б.

Розрiз вздовж додатньої части-
ни дiйсної осi з’являється завдяки
застосуванню степеневої функцiї до
її областi однолистостi.

Отриману область перетворимо на комплексну площину з одним розрi-
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зом уздовж променя [0,+∞) за допомогою дробово-лiнiйної функцiї, яка
залишає нерухомою початок координат i яка точку −1 в переводить ∞, а
нескiнченно вiддалену точку – в 1. Дробово-лiнiйна функцiя з такими вла-
стивостями має вигляд w2 = w1/(w1 + 1). Нарештi застосовуємо вiдобра-
ження w =

√
w2, однозначна гiлка якого визначається умовою

√
−1 = i.

⊲

6.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення та основнi властивостi степеневої функцiї та оберненої до неї.
Їх областi однолистостi. Поверхня Рiмана функцiї, що обернена до степене-
вої. Точки розгалуження для функцiї, що є оберненою до степеневої. Кон-
формнiсть вiдображення за допомогою степеневої функцiї в комплекснiй
площинi.

6.4 Завдання для аудиторної роботи
6.4.1. З’ясувати, у яку множину точок комплексної площини степенева фун-
кцiя w = zn, n > 1, вiдображає:
a) променi arg z = �;
b) кути � < arg z < �, 0 < � − � < 2�/n.

6.4.2. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 заданi
областi:
a) верхню пiвплощину Im z > 0 з розрiзом по вiдрiзку [0; i];
b) площину ℂ з розрiзом по вiдрiзку [z1; z2];
c) площину ℂ з розрiзами [−∞;−1] та [0; +∞];
d) пiвкруг {Re z > 0, ∣z∣ < 1};
e) кругову лунку {Im z < 0}

∪
{∣z − i∣ <

√
2};

f) кут {0 < arg z < 2�}, 0 < � < �;
g) кут {�/4 < arg z < 3�/4} iз розрiзом по промiжку [i; +i∞];
ℎ) зовнiшнiсть кола ∣z∣ = 1 з розрiзом по дузi кола ∣z− i−1∣ = 1 вiд точки
z1 = i до точки z2 = i+ 2 вздовж руху годинникової стрiлки;
i) сектор {∣z∣ > 1, Im z > 0, Re z > 0};
j) сектор {∣z∣ < R, 0 < arg z < ��}, 0 < � ≤ 2;
k) кругову лунку {∣z∣ < 1, ∣z − i∣ < 1}.

6.5 Завдання для самостiйної роботи
6.5.1. Визначити образ вказаних множин при вiдображеннi w = z3:
a) ∣z∣ = R;
b) {∣z∣ < R, ∣ arg z∣ < �/3}.

6.5.2. Конформно вiдобразити на Imw > 0 вказанi областi:
a) верхню пiвплощину з розрiзом вздовж [i,+i∞];
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b) площину iз розрiзом проти годинникової стрiлки вздовж дуги кола
∣z − a∣ = r вiд точки a+ rei� до точки a+ rei� , де � < �;
c) площину iз розрiзом по розташованому у першому квадрантi променю,
що виходить iз точки i паралельно прямiй y = x;
d) область {Re z < 0, ∣z∣ > 2};
e) кругову лунку {∣z∣ > 1, ∣z − i∣ < 1};
f) {∣z + i∣ >

√
2, ∣z − i∣ >

√
2} з розрiзами [1; a] та [−a;−1], де a > 1;

g) площину iз викинутим кругом ∣z∣ ≤ 1 та розрiзом [−2i;−i];
ℎ) верхню пiвплощину iз розрiзом проти годинникової стрiлки вздовж дуги
кола ∣z∣ = 1 вiд точки 1 до точки ei�, де 0 < � < �;
i) площину iз викинутим пiвкругом {∣z∣ ≤ 1, Im z ≥ 0} та розрiзом [−i; 0];
j) {0 < arg z < 2�} iз розрiзом по променю arg z = � вiд точки ei� до
точки ∞;
k) область {∣z∣ > R, 0 < arg z < ��}, 0 < � < 2;
l) кут {∣ arg z∣ < �/3} з розрiзами [0; 1] та [2; +∞].
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Тема 7

Експоненцiальна функцiя та логарифм
7.1 Теоретичнi вiдомостi
Показникову функцiю w = exp z = ez можна означити багатьма способа-
ми. Зокрема, показникову функцiю можна визначити аналогiчно випадку
дiйсної змiнної, тобто довести iснування границi

lim
n→∞

(1 +
z

n
)n

для усiх z ∈ ℂ i покласти

ez = lim
n→∞

(1 +
z

n
)n;

або ж можна довести абсолютну збiжнiсть ряду
∞∑
n=0

zn

n!
i покласти

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
для усiх z ∈ ℂ.

Можна також скористатися теорiєю звичайних диференцiальних рiвнянь
i довести iснування розв’язку диференцiального рiвняння w′ = w, який за-
довольняє початкову умову w(0) = 1, та показати, що розв’язком записаної
задачi Кошi є функцiя

w(z) = ex(cos y + i sin y), де z = x+ iy.

Крiм того, можна також довести, що iснує лише один неперевно дифе-
ренцiйовний в точцi z = 0 розв’язок w = w(z) функцiонального рiвняння

w(z1 + z2) = w(z1) ⋅ w(z2),

який визначений для усiх комплексних чисел z, i який при z = x ∈ ℝ
набуває дiйсних значень, причому w(1) = e.

Визначимо показникову функцiю ez комплексної змiнної z = x + iy за
допомогою рiвностi

ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y), z ∈ ℂ. (7.1)

Функцiя ez є продовженням у комплексну площину ℂ дiйсної показни-
кової функцiї ex, визначеної на дiйснiй осi ℝ.

Звуження показникової функцiї на уявну вiсь має своїм наслiдком фор-
мулу Ейлера

eiy = cos y + i sin y.

Перевiривши умови Кошi-Рiмана, переконуємося, що показникова функ-
цiя голоморфна в усiй комплекснiй площинi, бiльш того, оскiльки ∣ez∣ =
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ex ∕= 0, x ∈ ℝ, то w′ = (ez)′ = ez ∕= 0, а отже показникова функцiя визначає
вiдображення, яке конформне у кожнiй точцi комплексної площини ℂ.

Для функцiї ez має мiсце теорема додавання про те, що
ez1+z2 = ez1ez2 .

Iншими словами, показникова функцiя переводить адитивну групу поля
комплексних чисел у мультиплiкативну групу цього ж поля шляхом вiдо-
браження z 7→ ez.

Показникова функцiя ez є перiодичною з перiодом 2�i. Число 2�i нази-
вається основним перiодом функцiї ez.

Звiдси випливає, що для того, щоб показникова функцiя була одно-
листою в областi D, необхiдно та досить, щоб в областi D не було пар
комплексних чисел z1, z2, пов’язаних спiввiдношеннями

z1 − z2 = 2n�i, n = ±1,±2, ... . (7.2)

Прикладом областi, що задовольняє умову (7.2), є довiльна смуга ком-
плексної площини iз сторонами, паралельними дiйснiй осi i шириною ℎ, де
0 < ℎ ≤ 2�, тобто

Dℎ = {z : � < Im z < �+ ℎ}, � ∈ ℝ. (7.3)

Показникова функцiя ez вiдображає смугу (7.3) при ℎ = 2� на ком-
плексну площину w = ez з розрiзом по променю ' = �, при цьо-
му прямi y = y0 переходять у променi arg z = ' = y0, а вiдрiзки

{z = x+ iy : x = x0, � < y < �+ 2�}
переходять у кола ∣w∣ = ex0 , з яких вилучено точку ∣w∣ = ex0+i�.

Будь-яке комплексне число w, крiм w = 0, має нескiнченну кiлькiсть
рiзних прообразiв, якi записуються за допомогою формули

z = ln ∣w∣+ iArg w = ln ∣w∣+ i(arg w + 2�k), k ∈ Z. (7.4)

Усi точки вигляду (7.4) розташованi на однiй прямiй, яка паралельна
уявнiй осi, i знаходяться одна вiд одної на вiдстанях, кратних 2�.

Функцiя z комплексної змiнної w, що визначена за допомогою формули
(7.4), в областi w ∕= 0 є нескiнченнозначною функцiєю, що обернена до
показникової функцiї w = ez.

Дана функцiя називається логарифмiчною i позначається за допомогою
Ln w.

З формули (7.4) випливає, що логарифмiчна функцiя w = Ln z кожному
комплексному числу z ∕= 0 ставить у вiдповiднiсть нескiнченну кiлькiсть
значень.

Вiдомi з курсу елементарної математики правила для добутку та частки
для логарифмiчної функцiї дiйсної змiнної зберiгаються i для логарифмi-
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чної функцiї у випадку комплексної змiнної, а саме:

Ln (z1z2) = Ln z1 + Ln z2, Ln
z1

z2
= Ln z1 − Ln z2. (7.5)

Враховуючи особливостi однолистостi показникової функцiї, можна ви-
дiлити однозначнi гiлки логарифмiчної функцiї. З цiєю метою розглянемо
в z–площинi нескiнченну сукупнiсть смуг вигляду

Dk = {z = x+ iy ∈ ℂ : �+ 2k� < y < �+ 2(k + 1)�}, k ∈ ℤ,
де � – деяке фiксоване дiйсне число.

Показникова функцiя w = ez взаємно однозначно (однолисто) вiдобра-
жає кожну смугу Dk, k ∈ ℤ, на комплексну площину з вилученим iз неї
променем – область G� = ℂ∖{w = rei� : 0 ≤ r <∞}.

Якщо кожному комплексному числу w ∈ ℂ поставити у вiдповiднiсть
значення z = Lnkw = ln ∣w∣+ iArgk w, де значення Argk w, k ∈ ℤ, обрано
так, що виконуються нерiвностi �+ 2k� < Argk w < �+ 2(k + 1)�, k ∈ ℤ,
для усiх w ∈ ℂ, то в областi G� буде визначено деяку однозначну гiлку
нескiнченнозначної функцiї z = Ln w.

Кожна з даних гiлок взаємно однозначно i голоморфно вiдображає
область G� на вiдповiдну смугу Dk.

Згiдно з правилом диференцiювання оберненої функцiї кожна гiлка z =
Lnk w, k ∈ ℤ, є диференцiйовною в G i при цьому виконується рiвнiсть

(Lnk w)′ =
1

(ez)′
=

1

w
, w ∈ G.

Точками розгалуження нескiнченнозначної функцiї w = Ln z є точки
z = 0 та z = ∞. Рухаючись по замкненому шляху навколо точки z = 0 в
одному й тому ж напрямi, пiсля кожного обходу навколо точки z = 0 ми
будемо переходити з одної однозначної гiлки на iншу, без повернення на
початкову гiлку.

Аналогiчна ситуацiя має мiсце i у випадку нескiнченно вiддаленої точки.
Точки z = 0 та z = ∞ називаються точками розгалуження нескiнчен-

ного порядку або логарифмiчними точками розгалуження.
Однозначна гiлка логарифмiчної функцiї, що вiдображає область

D = ℂ∖{z ∈ ℂ : Re z ≥ 0, Im z = 0}
на смугу {w ∈ ℂ : 0 < Imw < 2�} називається головним значенням
логарифмiчної функцiї Ln z i позначається таким чином

ln z = Ln0 z = ln ∣z∣+ i arg z.

7.2 Приклади розв’язування задач
7.2.1. Знайти образи областей за вказаними вiдображеннями:
a) {0 < Re z < 1/2}, w = e2�iz;
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b) Im z < 0, w = Ln z, Ln i = 5�i/2.
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Рис. 7.1

⊳ a) Подамо задане вiдображення у виглядi суперпозицiї декiлькох:
w1 = 2�iz = 2�ei�/2z, w2 = ew1 .

Перше вiдображення здiйснює розтяг та поворот заданої областi
(рис. 7.1 а). Результатом буде область, що зображена на рис. 7.1 б.

При застосуваннi вiдображення w = ew1 пряма Imw1 = 0 перейде в
промiнь argw = 0, а пряма Imw1 = � – в промiнь argw = �. Сама смуга
з рис. 7.1 б перейде у верхню пiвплощину Imw > 0 (рис. 7.1 в).

b) Зафiксуємо однозначну гiлку функцiї w = Ln z, визначену у площинi
ℂ з розрiзом [0; +∞]. За означенням

Ln z = ln ∣z∣+ i(arg z + 2�k), k ∈ ℤ, 0 ≤ arg z ≤ 2�.
Пiдставимо в це спiввiдношення задану умову

Ln i = ln ∣i∣+ i(arg i+ 2�k) = i(�/2 + 2�k) = 5�i/2.

З отриманої рiвностi випливає, що k = 1. Отже маємо однозначну гiлку
Ln z = ln ∣z∣+ i(arg z + 2�), 0 ≤ arg z ≤ 2�.

Область Im z < 0 обмежена двома променями: arg z = � та arg z = 2�
(рис. 7.2 а). При застосуваннi логарифма перший промiнь перейде у пряму
Imw = 3�, а промiнь arg z = 2� вiдобразиться у пряму Imw = 4�, а сама
пiвплощина – у смугу 3� < Imw < 4� (рис. 7.2 б). ⊲

7.2.2. Конформно вiдобразити смугу {∣ Im z∣ < �} iз розрiзом вздовж
променя [0; +∞] на смугу {0 < Im z < 1}.

⊳ Для того, щоб вiдобразити задану область (рис. 7.3 а) на смугу {0 <
Im z < 1}, спершу вiдобразимо її на область всерединi деякого кута.

Застосуємо для цього спочатку вiдображення w1 = ez.
Смуга {∣ Im z∣ < �} є областю однолистостi експоненцiальної функцiї,

тому при такому вiдображеннi пряма Im z = � перейде у промiнь arg z = �,
а пряма Im z = −� – у промiнь arg z = −� (рис. 7.3 б).
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Рис. 7.2

Сама ж смуга {∣ Im z∣ < �} перейде у площину з розрiзом по вiд’ємнiй
частинi дiйсної осi, а розрiз [0,+∞] вiдобразиться у розрiз [1,+∞].

У результатi отримаємо область, що зображена на рис. 7.3 б.
Два напiвнескiнченнi розрiзи отриманої областi можна розглядати як

один, який з’єднує точки 0 та 1, але проходить через нескiнченно вiддiлену
точку ∞.
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Рис. 7.3

Перетворюємо цей розрiз на розрiз вздовж додатної частини дiйсної
осi (рис. 7.3 в) за допомогою дробово-лiнiйного вiдображення. Для цього
переведемо точку 0 у 0, точку 1 у ∞, а нескiнченно вiддалену точку ∞ у 1.

Дробово-лiнiйне вiдображення, яке задовольняє вказаним умовам має
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вигляд w2 = w1/(w1 − 1).
У результатi отримаємо комплексну площину з розрiзом по дода-

тнiй частинi дiйсної осi (рис. 7.3 в), яка за допомогою вiдображення
w3 = lnw2 переводиться на смугу {0 < Imw3 < 2�} (рис. 7.3 г).

Отримана смуга перетворюється на необхiдну нам смугу за допомогою
перетворення подiбностi w = w3/(2�).

Зауважимо, що у випадку, коли вихiдну область необхiдно вiдобрази-
ти на верхню пiвплощину Imw > 0, замiсть логарифма слiд застосувати
вiдображення w =

√
w2 з умовою

√
−1 = i. ⊲

7.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення та основнi властивостi показникової та логарифмiчної функцiй.
Їх областi однолистостi. Точки розгалуження логарифмiчної функцiї. По-
верхня Рiмана логарифмiчної функцiї. Визначення однозначних гiлок лога-
рифма.

7.4 Завдання для аудиторної роботи
7.4.1. Знайти образи вказаних кривих при вiдображеннi w = ez

(з урахуванням орiєнтацiї):
a) Re z = a, a ∈ ℝ, Im z ∈ [�;�+ �], � ∈ ℝ, � ∈ [0; 2�);
b) Im z = b, b ∈ ℝ, Re z ∈ ℝ.

7.4.2. Знайти образи областей при вказаних вiдображеннях:
a) {∣ Im z∣ < �}, w = ez;
b) {0 < Re z < 1, Im z > 0}, w = ei�z;
c) {Im z > 0, Re z > 0}, w = Ln z, Ln i = �i/2;
d) ℂ ∖ {z : Im z = 0, Re z ∈ [0,+∞); Re z ∈ (−∞,−1]},

w = Ln z, Ln i = 5�i/2.
7.4.3. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 вказанi

областi:
a) смугу {a < Im z < b}.
b) пiвсмугу {0 < Re z < ℎ, Im z > 0}.
c) {∣z + 1∣ > 1, ∣z − 2∣ > 2}.
d) {∣z − ℎ∣ > ℎ, ∣z − 2ℎ∣ < 2ℎ, Im z > 0}, ℎ > 0.
e) {Re z > 0, Im z > 0, ∣z − i∣ > 1}.
f) {∣ Im z∣ < 1} iз розрiзом вздовж променя {Im z = 0, Re z ≤ 0}.
g) смугу {∣ Im z∣ < �} iз розрiзами вздовж променiв [−∞, 0] та [�,+∞].
ℎ) {∣z − 2i∣ > 2, ∣z + 2i∣ > 2} iз розрiзом по вiдрiзку [−2, 2].

7.4.4. Конформно вiдобразити на смугу {0 < Im z < 1} такi областi:
a) кут 0 < arg z < �, 0 < � ≤ 2�.
b) кут 0 < arg z < 2� з розрiзом по променю {z = �ei�, � ≥ 1}, 0 < � ≤ �.
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7.5 Завдання для самостiйної роботи
7.5.1. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 зазначенi
областi:
a) {∣ Im z∣ < ℎ, Re z > 0}, ℎ > 0.
b) {∣z − 1∣ > 1, Re z > 0}.
c) {z = x+ iy : x− ℎ < y < x+ ℎ, y > −x− ℎ}, ℎ > 0.
d) {Re z > 0, ∣z − 1∣ > 1}.
e) {∣z − 2i∣ < 2, ∣z − i∣ > 1}.
f) {Re z > 0, ∣z − 2∣ < 2, ∣z − 1∣ > 1}.
g) {∣Re z∣ < 1} з розрiзами [−∞; 0] та [1; +∞].
ℎ) {∣z − 1∣ > 1, ∣z + 1∣ > 1} з розрiзом [−2i; i].
i) {Im z > 0, ∣z − 1∣ > 1, ∣z + 1∣ > 1}.
j) {Im z > 0, ∣z − i∣ > 1} з розрiзом по дузi кола {z = 2i+ ei', ∣'∣ ≤ �/2}.

7.5.2. Конформно вiдобразити на смугу {0 < Imw < 1} зазначенi обла-
стi:
a) {0 < arg z < ��, ∣z∣ > 1}, 0 < � ≤ 2.
b) {∣z − i∣ <

√
2, ∣z + i∣ <

√
2} з розрiзом по вiдрiзку [0; 1].
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Тема 8

Функцiя Жуковського та обернена до неї
8.1 Теоретичнi вiдомостi
Функцiя комплексної змiнної вигляду

w =
1

2

(
z +

1

z

)
, z ∕= 0, (8.1)

називається функцiєю Жуковського.
Функцiя (8.1) широко використовувалася росiйським вченим М.Є. Жу-

ковським при розв’язаннi багатьох задач гiдро- та аеродинамiки.
Функцiя Жуковського визначена та голоморфна для усiх комплексних

значень, крiм z = 0.
Оскiльки

dw

dz
=

1

2

(
1− 1

z2

)
∕= 0

для усiх z ∈ ℂ∖{0}, крiм z = ±1, то функцiя Жуковського визначає кон-
формне вiдображення в усiх точках комплексної площини, крiм z = ±1.

Функцiю (8.1) можна довизначити у точках z = 0, z = ∞, якщо вва-
жати, що точка z = 0 вiдображається у w = ∞, а нескiнченно вiддалена
точка z =∞ – у w =∞.

Визначена таким чином у розширенiй комплекснiй площинi ℂ функцiя
Жуковського здiйснює вiдображення, яке є конформним при z = 0 та при
z =∞.

Областями однолистостi функцiї Жуковського є тi областi, якi не мi-
стять точок z1, z2 ∈ ℂ, що задовольняють умову z1z2 = 1. Звiдси, напри-
клад, випливає, що якщо область D мiстить точку z = 1 або точку z = −1,
то дана область не є областю однолистостi функцiї (8.1).

Областi D1 = {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1} та D2 = {z ∈ ℂ : ∣z∣ > 1} є областями
однолистостi для функцiї Жуковського i внаслiдок рiвностi w(z) = w(1/z)
цi областi конформно вiдображаються на одну й ту ж саму область у роз-
ширенiй комплекснiй площинi w.

З’ясуємо геометричнi властивостi вiдображення (8.1). Для цього ско-
ристаємося експоненцiальною формою запису комплексних чисел. Позна-
чимо z = rei', де 0 ≤ ' ≤ 2�, u = Rew, v = Imw. Тодi для функцiї
Жуковського (8.1) можна записати

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cos', v =

1

2

(
r − 1

r

)
sin'. (8.2)
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З (8.2) випливає, що коло ∣z∣ = 1 при вiдображеннi (8.1) має своїм обра-
зом вiдрiзок I = {w : Rew ∈ [−1; 1], Imw = 0}, який точка w "проходить"
двiчi – спочатку вiд точки 1 до точки −1 (при цьому значення ' змiнюється
вiд 0 до �), а потiм – вiд точки −1 до точки 1 (значення ' змiнюється вiд
� до 2�).

Довiльне коло радiуса r < 1 при вiдображеннi (8.1) має своїм образом
елiпс

u2(
r+1/r

2

)2 +
v2(

r−1/r
2

)2 = 1, (8.3)

фокуси якого знаходяться у точках −1 та 1.
При цьому, якщо точка z рухається по колу ∣z∣ = r у додатному напрям-

ку, то її образ, точка w, рухається по елiпсу (8.3) у протилежному напрямку.
Якщо радiус кола r → 1− 0, то елiпс (8.3) "стискається" до iнтервалу I, а
при r → 0 осi елiпсiв нескiнченно збiльшуються.

Таким чином, внутрiшнiсть одиничного кола функцiєю Жуковського
однолисто вiдображається на всю комплексну площину ℂ з розрiзом по
iнтервалу I. Верхнiй пiвкруг {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1, Im z > 0} вiдображається на
нижню пiвплощину Imw < 0, а нижнiй пiвкруг {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1, Im z < 0}
– на верхню пiвплощину Imw > 0; вiдрiзок [0, 1] має своїм образом нескiн-
ченний iнтервал {w : Rew > 1, Imw = 0}, а вiдрiзок [−1; 0], вiдповiдно, –
iнтервал {w : Rew < −1; Imw = 0}.

Аналогiчно, з (8.2) знаходимо, що довiльне коло радiуса r > 1 вiдобра-
жається за допомогою функцiї Жуковського в елiпс (8.3), при цьому, якщо
точка z рухається по даному колу в додатньому напрямку, то її образ, то-
чка w, рухається по вiдповiдному елiпсу вигляду (8.3) теж у додатньому
напрямку.

Якщо радiус кола r → 1 + 0, то елiпс (8.3) також "стискається" до
iнтервалу I, а при r →∞ осi елiпсiв (8.3) також нескiнченно збiльшуються.

Таким чином, функцiя Жуковського однолисто вiдображає зовнiшнiсть
одиничного кола на всю комплексну площину ℂ з розрiзом по iнтервалу I.
При цьому множина точок {z ∈ ℂ : ∣z∣ > 1, Im z > 0} вiдображається на
верхню пiвплощину Imw > 0; множина точок {z ∈ ℂ : ∣z∣ > 1, Im z < 0}
має своїм образом нижню пiвплощину {Imw < 0}, променi {z : Re z ∈
[1,∞), Im z = 0}, {z : Re z ∈ (∞,−1], Im z = 0} вiдображаються самi у
себе. Крiм того, верхня пiвплощина {Im z > 0} (аналогiчно, нижня пiвпло-
щина {Im z < 0}) однолисто вiдображаються на всю площину w з розрiзами
по променям [−∞,−1] та [1,+∞], що лежать на дiйснiй осi.

Нехай у (8.2) аргумент комплексних чисел набуває деякого сталого зна-
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чення '0, для якого '0 ∕∈ {0, �/2, �, 3�/2, 2�}, а модуль r може змiнюва-
тись вiд 0 до ∞. Точки комплексної площини, що задовольняють зазна-
ченим вище умовам, розташованi на променi, початок якого мiститься в
точцi z = 0, i який утворює кут '0 з додатнiм напрямом дiйсної осi. У
цьому випадку образом такого променя при вiдображеннi за допомогою
функцiї Жуковського є гiпербола

u2

cos2 '0
− v2

sin2 '0

= 1, (8.4)

фокуси якої знаходяться у точках −1 та 1.
Отже, функцiя Жуковського ортогональну координатну сiтку полярної

системи координат на комплекснiй площинi ℂ, що складається з сiмейства
концентричних кiл з центрами в початку координат та сiмейства променiв,
якi мають своїм початком точку z = 0, вiдображає в ортогональну коор-
динатну сiтку деякої криволiнiйної системи координат, що складається з
сiмейства софокусних елiпсiв (8.3) та гiпербол (8.4).

Розглянемо двi комплекснi площини ℂ з розрiзами по вiдрiзку I =
[−1; 1], якi розташованi одна над одною так, що вiдповiднi координатнi осi
та розрiзи спiвпадають. Ототожнимо ("склеїмо") нижнiй берег нижнього
листа з верхнiм берегом верхнього листа, та верхнiй берег нижнього листа
– з нижнiм берегом верхнього листа. Побудована таким чином поверхня
є рiмановою поверхнею для функцiї, оберненої до функцiї Жуковського,
причому обернену функцiю аналiтично можна записати у виглядi

z = w +
√
w2 − 1. (8.5)

Функцiя (8.5) є однолистою голоморфною функцiєю на своїй рiмано-
вiй поверхнi, причому дана функцiя має двi точки розгалуження w = 1 та
w = −1, при обходi кожної з цих точок вiдбувається перехiд з одного листа
рiманової поверхнi на її iнший лист. Зауважимо, що при русi по замкнутому
шляху, всерединi якого знаходяться точки w = 1, w = −1 i який не перети-
нає вiдрiзок I = [−1; 1], ми весь час знаходимося на одному i тому ж листi
рiманової поверхнi.

Функцiя, що обернена до функцiї Жуковського, має двi однолистi гiл-
ки, одна з яких взаємно однозначно вiдображає комплексну площину ℂ з
розрiзом по iнтервалу [−1; 1] на внутрiшнiсть одиничного кола з центром в
початку координат, а iнша – на його зовнiшнiсть.

8.2 Приклади розв’язування задач
8.2.1. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 сектор
{∣ arg z∣ < �/3, ∣z∣ < 1} з розрiзом по вiдрiзку [2−1/3; 1] (рис. 8.1 а).
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Рис. 8.1

⊳ Для розв’язання цiєї задачi скористаємося властивiстю однолистостi
функцiї Жуковського, оскiльки одиничний круг з центром у початку ко-
ординат є областю однолистостi цiєї функцiї. Але спочатку, перед тим як
застосовувати функцiю Жуковського, вiдобразимо заданий сектор на оди-
ничний круг за допомогою степеневого вiдображення.

Величина кута, який утворює заданий сектор в одиничному крузi, до-
рiвнює 2�/3 (рис. 8.1 а). Для того, щоб отримати весь круг, необхiдно мати
кут величиною 2�, тобто збiльшити вихiдний кут у три рази. Для цього,
враховуючи властивостi степеневої функцiї, слiд застосувати вiдображення
w1 = z3. При такому вiдображеннi заданий сектор {∣Arg z∣ < �/3, ∣z∣ < 1}
перейде у одиничний круг ∣w1∣ < 1 з розрiзом по вiдрiзку [−1; 0], а розрiз
по вiдрiзку [2−1/3; 1] – у розрiз по вiдрiзку [1/2; 1] (рис. 8.1 б).

До областi, що зображена на рис. 8.1 б, застосуємо функцiю Жуков-
ського. Тодi одиничний круг ∣w1∣ < 1 перейде у розширену комплексну
площину з розрiзом по вiдрiзку [−1; 1], розрiз [−1; 0] – у розрiз по проме-
ню [−∞;−1], а розрiз [1/2; 1] – у розрiз [1; 5/4]. В результатi отримаємо
комплексну площину з розрiзом по променю [−∞; 5/4] (рис. 8.1 в).

Тепер потрiбно застосувати вiдображення паралельного переносу, щоб
кiнець розрiзу змiстився у початок координат, i повернути комплексну пло-
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щину так, щоб розрiз проходив по променю [0; +∞] (рис. 8.1 г). Цi пе-
ретворення здiйснюються за допомогою дробово-лiнiйного вiдображення
w3 = ei�(w2 − 5/4) = 5/4− w2.

Нарештi, для того, щоб отримати верхню пiвплощину, можна застосу-
вати вiдображення за допомогою функцiї w =

√
w3, однозначна гiлка якої

фiксується умовою
√
−1 = i. ⊲

8.2.2. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 область,
що розташована мiж гiлками гiперболи x2/a2 − y2/b2 = 1, a ≥ b > 0, i має
розрiз по променю [0; +i∞] (рис. 8.2 а).

 iy

x
cc-

aa- 0
i

2u

2w

2iv

0
0j0j

z

а) б) 

 

Рис. 8.2

⊳ Нагадаємо, що функцiя Жуковського вiдображає променi, що вихо-
дять з початку координат, на гiлки гiпербол з фокусами у точках ±1. Тому,
використовуючи функцiю, що обернена до функцiї Жуковського, можна
здiйснити оберненi вiдображення.

Фокуси згаданої в задачi гiперболи розташованi в точках ±c, де c =√
a2 + b2 > 0. За допомогою перетворення подiбностi w1 = z/c зада-

на область перейде у аналогiчну, але розташовану мiж гiлками гiперболи
u2

1/a
2
1 − v2

1/b
2
1 = 1, де a1 = a/c, b1 = b/c, фокуси якої вже лежать в точках

±1. Розрiз при цьому залишиться таким самим.
Далi застосуємо обернену до функцiї Жуковського w2 = w1 +

√
w2

1 − 1,
однозначна гiлка якої визначена в комплекснiй площинi ℂ з розрiзами
по променях [−∞,−1] та [1,+∞] i вiдображає її на верхню пiвплощину
Imw2 > 0. При цьому права гiлка гiперболи u2

1/a
2
1 − v2

1/b
2
1 = 1 перейде у

промiнь argw2 = '0, де '0 = arccos a1, 0 < '0 < �/2, а лiва – у промiнь
argw2 = �−'0; область, що розташована мiж гiлками гiпербол, перейде у
кут '0 < argw2 < � − '0.
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Для вiдшукання образу вiдрiзка [0; +i∞] пiдставимо числа w = i� , � ≥
0, у вираз (8.5), що визначає обернену до функцiї Жуковського функцiю.

В результатi отримаємо
w2(i�) = i� +

√
−�2 − 1 = i� ± i

√
�2 + 1 = i(� ±

√
�2 + 1), � ≥ 0.

Якщо вибрати корiнь iз додатнiм знаком, то отримаємо чисто уявнi ком-
плекснi числа, розташованi на променi [i; +i∞], а якщо вибрати корiнь iз
вiд’ємним знаком, то отримаємо вiдрiзок [−i; 0]. Оскiльки однозначна гiлка
оберненої до функцiї Жуковського визначена так, що всi образи повиннi ле-
жати у верхнiй пiвплощинi, то образом розрiзу [0; +i∞] буде розрiз вздовж
[i; +i∞]. В результатi отримаємо область, що зображена на рис. 8.2 б. Далi
розв’язування задачi проводиться аналогiчно прикладу 6.2.2. ⊲

8.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення та основнi властивостi функцiї Жуковського. Її областi однолис-
тостi. Визначення функцiї, що обернена до функцiї Жуковського, ї ї поверх-
ня Рiмана.

8.4 Завдання для аудиторної роботи
8.4.1. Визначити образ вказаних кривих при вiдображеннi за допомогою
функцiї Жуковського (з урахуванням орiєнтацiї):
a) ∣z∣ = R, R < 1, орiєнтацiя проти годинникової стрiлки;
b) arg z = ', 0 < ' < �/2, орiєнтацiя вiд 0 до ∞;
c) arg z = �/2, орiєнтацiя вiд 0 до ∞.

8.4.2. Визначити образ вказаних областей при вiдображеннi за допомо-
гою функцiї Жуковського:
a) {∣z∣ < R}, де R ≤ 1; b) {∣z∣ > 1}; c) Im z > 0;
d) {Im z > 0, ∣z∣ > 1}; e) {1 < ∣z∣ < R}, {1 < ∣z∣ < R, Im z > 0};
f) Im z > 0 з розрiзом по вiдрiзку [0; i].

8.4.3. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 такi
областi:
a) {∣z∣ < 1, Im z > 0};
b) {∣z∣ < 1} з розрiзом вздовж вiдрiзка [a; 1], 0 < a < 1;
c) {∣z∣ < 1} з розрiзом вздовж вiдрiзка [0; 1];
d) {∣z∣ < 1} з розрiзами вздовж вiдрiзкiв [−1; b], де −1 < b < 0, та [a; 1],
де 0 < a < 1.

8.4.4. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 такi
областi:
a) верхню пiвплощину Im z > 0 з викинутим пiвелiпсом{

x2

a2
+
y2

b2
≤ 1, y ≥ 0

}
;
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b) розширену комплексну площину iз розрiзами по вiдрiзках [−l; l] та
[−pi; qi], p, q > 0;
c) розширену комплексну площину iз розрiзами [−∞;−1], [1; +∞], [i∞; ip],
p ∈ ℝ;
d) зовнiшнiсть одиничного круга ∣z∣ > 1 з розрiзами [−2,−1], [1, 2], [i, 2i],
[−1,−2i];
e) розширену комплексну площину ℂ з розрiзами по вiдрiзку [0,−2i] та по
дузi кола {∣z∣ = 1, Im z ≤ 0};
f) верхню пiвплощину Im z > 0 з розрiзами по вiдрiзку [0, i] та по дугах
кiл {∣z∣ = 1, 0 ≤ arg z ≤ �/4}, {∣z∣ = 1, 3�/4 ≤ arg z ≤ �}.

8.4.5. Знайти образи заданих областей при вказаних вiдображеннях:
a) круга {∣z∣ < 1}, w(z) = z/(z2 + 1);
b) кута {0 < arg z < �/n}, w(z) = (zn + z−n)/2.

8.4.6. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 такi
областi:
a) внутрiшнiсть елiпса 4(Re z)2 + (Im z)2 = 4;
b) область {z ∈ ℂ : 3 (Re z)2 − 6 (Im z)2 > 2, Re z > 0} з розрiзом вздовж
вiдрiзка [

√
2/3; 1].

8.5 Завдання для самостiйної роботи
8.5.1. Визначити образи вказаних кривих при вiдображеннi за допомогою
функцiї Жуковського:
a) {∣z∣ = R}, де R > 1, орiєнтацiя проти годинникової стрiлки;
b) {arg z = '}, �/2 < ' < �, орiєнтацiя вiд 0 до ∞;
c) {arg z = '}, � < ' < 3�/2, орiєнтацiя вiд 0 до ∞;
d) {∣z∣ = 1}, орiєнтацiя проти годинникової стрiлки.

8.5.2. Визначити образи вказаних областей при вiдображеннi за допо-
могою функцiї Жуковського:
a) {∣z∣ > R}, R > 1; b) {Im z < 0}; c) {Im z > 0, ∣z∣ < 1};
d) {R < ∣z∣ < 1}, {R < ∣z∣ < 1, Im z > 0};
e) Im z > 0 з розрiзом по променю [i; +i∞] вздовж додатнього напряму
уявної осi;
f) {1/R < ∣z∣ < R, Re z > 0, Im z > 0}, R > 1;
g) {�/2− � < arg z < �/2 + �}, � ∈ (0, �/2).

8.5.3. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину такi областi:
a) круг {∣z∣ < 1} з розрiзом вздовж вiдрiзка [a, 1], −1 < a < 0;
b) пiвкруг {∣z∣ < 1, Im z > 0} з розрiзом по вiдрiзку [0; ai], 0 < a < 1;
c) {∣z∣ > 1} з розрiзами по вiдрiзках [b;−1], де b ∈ (−∞;−1), та [1, a], де
a ∈ (1; +∞);
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d) ∣z∣ > 1 з розрiзом по променю [1,+∞].
8.5.4. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину такi областi:

a) розширену комплексну площину з розрiзами по вiдрiзку [−1; 1] та про-
меню arg z = �/2;
b) розширену комплексну площину з розрiзами по вiдрiзку [−i; i] та дузi
кола ∣z∣ = 1 вiд точки −1 до точки 1, що проходить через точку −i;
c) розширену комплексну площину iз розрiзами [−∞;−1], [1; +∞],
[+i∞; ip], [−iq;−i∞], p, q > 0;
d) розширену комплексну площину ℂ з розрiзами по вiдрiзках [−1, 2] та
[−i, i];
e) круг {∣z∣ < 2} з розрiзами [−1, 2] та [−i, i].

8.5.5. Конформно вiдобразити двозв’язну область, що обмежена софо-
кусними елiпсами

x2

a2
+
y2

b2
= 1 та

x2

a2 + k2
+

y2

b2 + k2
= 1, a > b, k ∕= 0,

на концентричне кругове кiльце з центром у початку координат.
8.5.6. Подавши функцiю Жуковського у виглядi

w − 1

w + 1
=

(
z − 1

z + 1

)2

,

знайти для кола, що проходить через точки ±1 пiд кутом � до дiйсної осi
у точцi 1, де � ∈ (0, �), його образ та образ його внутрiшностi.

8.5.7. Знайти образи заданих областей при вказаних вiдображеннях:
a) пiвкруг {∣z∣ < 1, Im z > 0}, w(z) = 1/(z2 + 1);
b) сектор {−�/n < argz < �/n, ∣z∣ < 1}, w(z) = z/((1 + zn)2/n), де
w(z) > 0 при z > 0.

8.5.8. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину такi областi:
a) {z ∈ ℂ : (Re z)2 − (Im z)2 < 1};
b) {z ∈ ℂ : 2 (Re z)2 − 2 (Im z)2 < 1, Im z > 0} з розрiзом вздовж вiдрiзка
[0; iℎ], де ℎ > 0.
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Тема 9

Тригонометричнi та гiперболiчнi функцiї
9.1 Теоретичнi вiдомостi
Як показникову функцiю ez, так i тригонометричнi функцiї cos z, sin z мо-
жна визначити рiзними способами. Найзручнiше це зробити, використову-
ючи формули Ейлера. Тодi, згiдно визначення

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
, z ∈ ℂ. (9.1)

З формул (9.1) i властивостей показникової функцiї випливають такi
властивостi функцiй cos z, sin z.

Функцiї cos z, sin z визначенi та голоморфнi для усiх комплексних чисел,
при цьому

(cos z)′ = − sin z, (sin z)′ = cos z, z ∈ ℂ.
Для дiйсних значень z = x ∈ ℝ функцiї cos z, sin z спiвпадають з дiй-

сними тригонометричним функцiями cosx, sinx дiйсної змiнної x.
Функцiя cos z парна, а функцiя sin z непарна, i цi функцiї перiодичнi з

перiодом 2�.
Для функцiй cos z, sin z справджуються:
а) основна тригонометрична тотожнiсть

cos2 z + sin2 z = 1, z ∈ ℂ;

б) теореми додавання (для всiх z1, z2 ∈ ℂ)
cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2,

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2;

в) формули зведення

cos(
�

2
− z) = sin z, sin(z +

�

2
) = cos z, z ∈ ℂ.

З цих властивостей i формул (9.1) випливає, що функцiя cos z нульове
значення набуває лише при z = �/2 + k�, k ∈ ℤ, а функцiя sin z – при
z = k�, k ∈ ℤ.

Вiдображення z → cos z є конформним в усiх точках комплексної пло-
щини, крiм z = k�, k ∈ Z, а вiдображення z → sin z – в усiх точках
комплексної площини ℂ, крiм z = �/2 + k�, k ∈ ℤ.

Кожне значення w0 ∈ ℂ функцiї cos z та sin z набувають злiченну кiль-
кiсть разiв, в чому неважко переконатися, розв’язавши рiвняння

e2iz − 2w0e
iz + 1 = 0 (для cos z),

e2iz − 2iw0e
iz − 1 = 0 (для sin z).
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Iншими словами, функцiї cos z, sin z вiдображають комплексну площину
ℂ на всю комплексну площину ℂ, причому кожна точка w0 ∈ ℂ має злiчен-
ну множину прообразiв в площинi ℂ, тобто вiдображення є неоднолистим.
Звiдси, зокрема, випливає, що функцiї cos z, sin z не є обмеженими, як
функцiї комплексної змiнної z ∈ ℂ, на вiдмiну вiд випадку дiйсної змiнної
x ∈ ℝ. Бiльше того, при ∣y∣ = ∣ Im z∣ → +∞ мають мiсце асимптотичнi
спiввiдношення

∣ cos z∣ ∼ 1

2
e∣y∣, ∣ sin z∣ ∼ 1

2
e∣y∣.

Областю однолистостi для функцiї cos z є така область з ℂ, всi точки
z1, z2 якої не задовольняють жодну з умов

z1 + z2 = 2�k, k ∈ ℤ, z1 − z2 = 2�n, n ∈ ℤ,
а областю однолистостi для функцiї sin z є область з ℂ, всi точки z1, z2

якої не задовольняють жодну з таких умов
z1 + z2 = � + 2�m, m ∈ ℤ, z1 − z2 = 2�n, n ∈ ℤ.

Наприклад, множина точок
{z ∈ ℂ : �n < Re z < �(n+ 1), n ∈ ℤ},

є областю однолистостi для функцiї cos z, а множина точок

{z ∈ ℂ : −�
2

+ �n < Re z <
�

2
+ �(n+ 1), n ∈ ℤ},

є областю однолистостi для функцiї sin z.
При вивченнi геометричних властивостей вiдображень z → cos z,

z → sin z, корисно розглядати їх як суперпозицiю трьох вiдображень
а) лiнiйного вiдображення

z → � = iz (для cos z),

z → � = i(
�

2
− z) (для sin z);

б) вiдображення за допомогою показникової функцiї
� → � = e�;

в) функцiї Жуковського

� → w =
1

2
(� +

1

�
).

За допомогою розглянутих тригонометричних функцiй для комплексної
змiнної z ∈ ℂ визначаються також функцiї

tg z =
sin z

cos z
, z ∕= �

2
+ �k, k ∈ ℤ,

ctg z =
cos z

sin z
, z ∕= �k, k ∈ ℤ.
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Для дiйсних значень z = x ∈ ℝ цi функцiї збiгаються з дiйсним фун-
кцiями tg x, ctg x дiйсної змiнної x ∈ ℝ. Вiдзначимо, що в точках, у яких
обертаються в нуль знаменники виразiв, за допомогою яких визначенi фун-
кцiї tg z та ctg z, цi функцiї можна довизначити нескiнченнiстю.

Тригонометричнi функцiї tg z, ctg z є перiодичними з перiодом �, голо-
морфними, за винятком точок, у яких знаменники обертаються в нуль, i,
як це випливає з формул

(tg z)′ =
1

cos2 z
, (ctg z)′ = − 1

sin2 z
,

данi функцiї визначають конформнi вiдображення в усiх точках областiD ⊂
ℂ, якщо така область не мiстить точок z = �/2 + k�, z = k�, k ∈ ℤ,
вiдповiдно.

Вiдображення областей, що здiйснюються за допомогою функцiй tg z i
ctg z, зручно вивчати, якщо данi функцiї записати таким чином

tg z = −ie
2iz − 1

e2iz + 1
, ctg z = i

e2iz + 1

e2iz − 1
,

а потiм подати їх як суперпозицiю лiнiйної (z → � = 2iz), показникової
(� → � = e�) та вiдповiдної дробово-лiнiйної функцiї.

Областями однолистостi для функцiї tg z i ctg z є вертикальнi смуги
{z ∈ ℂ : x0 < Re z < x0 + ℎ},

де 0 < ℎ ≤ �, x0 ∈ ℝ.
Використовуючи показникову функцiю, можна визначити гiперболiчний

косинус ch z та гiперболiчний синус sh z комплексної змiнної

ch z =
ez + e−z

2
, sh z =

ez − e−z

2
, z ∈ ℂ. (9.2)

З формул Ейлера (9.1) випливають спiввiдношення, якi пов’язують мiж
собою тригонометричнi та гiперболiчнi функцiї

ch z = cos iz, sh z = −i sin iz,

cos z = ch iz, sin z = −i sh iz. (9.3)

Використовуючи формули (9.3) i теореми додавання, неважко вивести
спiввiдношення

ch2 z − sh2 z = 1,

cos(x+ iy) = cosx ch y − i sinx sh y, (9.4)

sin(x+ iy) = sinx ch y + i cosx sh y, (9.5)

звiдки також випливає, що функцiї cos z та sin z не є обмеженими в ком-
плекснiй площинi ℂ.
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Гiперболiчний тангенс та гiперболiчний котангенс для комплексної змiн-
ної визначаються вiдповiдно формулами

th z =
sh z

ch z
, z ∕= 2k + 1

2
�i, k ∈ ℤ,

cth z =
ch z

sh z
, z ∕= k�i, k ∈ ℤ,

або, використовуючи (9.2), ще таким чином

th z =
e2z − 1

e2z + 1
, z ∕= 2k + 1

2
�i, k ∈ ℤ, (9.6)

cth z =
e2z + 1

e2z − 1
, z ∕= k�i, k ∈ ℤ. (9.7)

Використовуючи формули (9.2), (9.6) i (9.7), гiперболiчнi функцiї ch z,
sh z , th z та cth z можна вивчати, використовуючи властивостi дробово-
лiнiйного вiдображення та функцiї Жуковського.

Розглянемо бiльш детально властивостi вiдображення z → cos z. Для
цього знайдемо образи прямих, що паралельнi координатним осям Ox i Oy.
З формули (9.4) знаходимо, що образом прямої lx : z = x+ iy0, x ∈ ℝ, де
y0 ∈ ℝ – стала, паралельної дiйснiй осi, є крива Lx, параметричне рiвняння
якої у площинi w = u+ iv має вигляд

u = cosx ch y0, v = − sinx sh y0, x ∈ ℝ. (9.8)

З формул (9.8) випливає, що при y0 ∕= 0 (пряма lx не збiгається з дiй-
сною вiссю) образом прямої lx є елiпс з пiвосями ch y0 та ∣ sh y0∣ i фокусами
в точках w = ±1, рiвняння якого має вигляд

u2

ch2 y0

+
v2

sh2 y0

= 1. (9.9)

Якщо пряма lx збiгається з дiйсною вiссю, тобто y0 = 0, то при вiдобра-
женнi z → cos z ї ї образом у площинi w буде вiдрiзок [−1; 1], який при змiнi
величини x вiд −∞ до +∞ "обходиться" нескiнченну кiлькiсть разiв.

Образом прямої ly : z = x0 + iy, y ∈ ℝ, де x0 ∈ ℝ – стала, паралельної
уявнiй осi, є крива Ly, параметричне рiвняння якої площинi w = u+ iv має
вигляд

u = cosx0 ch y, v = − sinx0 sh y, x ∈ ℝ. (9.10)

Для того, щоб з’ясувати тип кривої Ly, скористаємося рiвняннями (9.10)
i розглянемо такi випадки:
а) x0 = k� при деякому цiлому k;
б) x0 = (2k − 1)�2 при деякому цiлому k;
в) x0 ∕= �n/2 для всiх цiлих n.

Для випадку а) маємо u = (−1)k ch y, v = 0, y ∈ ℝ, тобто крива Ly –
це частина дiйсної осi в площинi w = u + iv, яка при змiнi значення вiд
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−∞ до +∞ "обходиться" двiчi, причому, u ≥ 1, якщо k – парне число, i
u ≤ −1, якщо k – непарне число.

Для випадку б) маємо u = 0, v = (−1)k sh y, y ∈ ℝ, тобто, крива Ly –
це вся уявна вiсь, яка при змiнi значення вiд −∞ до +∞ "обходиться" у
додатньому напрямку (у напрямку зростання значень v), якщо k – парне
число, та у вiд’ємному, якщо k – непарне число.

Нарештi, для випадку в) крива Ly збiгається з однiєю iз гiлок гiперболи
u2

cos2 x0
− v2

sin2 x0

= 1 (9.11)

з пiвосями ∣ cosx0∣ та ∣ sinx0∣ i фокусами в точках w = ±1. При цьому,
якщо cosx0 > 0, то Ly – це права гiлка гiперболи (9.11), а якщо cosx0 < 0,
то Ly – лiва гiлка гiперболи (9.11).

Таким чином, вiдображення за допомогою функцiї w = cos z переводить
ортогональну сiтку прямих, що паралельнi координатним осям декартової
площини, в ортогональну сiтку елiпсiв (9.10) i гiпербол (9.11) зi спiльними
фокусами в точках ±1.

Аналогiчним чином можна дослiдити iншi вiдображення, що здiйсню-
ються за допомогою тригонометричних i гiперболiчних функцiй, визначених
в даному роздiлi.

Побудувавши поверхнi Рiмана для даних функцiй, можна визначити
функцiї, оберненi до них.

9.2 Приклади розв’язування задач
9.2.1. Знайти образ смуги {0 < Re z < �} (рис. 9.1 а) при вiдображеннi
w = cos z.

⊳ Для розв’язання представимо функцiю

w = cos z =
eiz + e−iz

2
у виглядi суперпозицiї трьох функцiй: лiнiйної функцiї w1 = iz = ei

�
2 z,

експоненцiальної функцiї w2 = ew1 та функцiї Жуковського w = 1
2 (w2+ 1

w2
).

Перше вiдображення здiйснює поворот комплексної площини навколо
початку координат на кут �/2 проти напряму руху годинникової стрiл-
ки. Тому з заданої областi отримаємо горизонтальну смугу, зображену на
рис. 9.1 б.

Згадавши властивостi експоненти, можемо встановити, що смуга з
рис. 9.1 б перейде у область {0 < argw2 < �} = {Imw2 > 0} (рис. 9.1 в).

Нарештi, останнє вiдображення здiйснюється за допомогою функцiї Жу-
ковського. Нагадаємо, що верхня пiвплощина є областю однолистостi фун-
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Рис. 9.1

кцiї Жуковського, яка переходить у комплексну площину ℂ з розрiзами
[−∞;−1] та [1; +∞] (рис. 9.1 г). ⊲

9.2.2. Знайти образ прямокутника {z ∈ ℂ : 0 < Re z < ln 2, 0 < Im z <
�/4} (рис. 9.2 а) при вiдображеннi w = ch z.

⊳ Аналогiчно попередньому прикладу подамо функцiю

w = ch z =
ez + e−z

2
у виглядi суперпозицiї двох функцiй: експоненцiальної w1 = ez та функцiї
Жуковського w = 1

2 (w1 + 1
w1

).
Вiдрiзок горизонтальної прямої при вiдображеннi w1 = ez перейде у

вiдрiзок променя argw1 = �/4, який на рис. 9.2 б позначений як l1, а
вiдрiзок дiйсної осi [0; ln 2] – у вiдрiзок l3 = [1; 2].

Вiдрiзок вертикальної прямої Re z = ln 2 перейде у дугу кола ∣w2∣ = 2,
яка позначена через l2 (рис. 9.2 б), а вiдрiзок уявної осi [0; i�/4] – у дугу
кола одиничного радiуса l4.

У результатi експонента переводить заданий прямокутник у кiльцевий
сектор {1 < ∣w1∣ < 2, 0 < argw1 < �/4} (рис. 9.2 б).

Знайдемо образ межi областi з площини w1 (рис. 9.2 б) при вiдобра-
женнi за допомогою функцiї Жуковського. Вiдрiзок дiйсної осi l3 = [1; 2]



79

 

u0

iv

3
4i

1
2

1 5
4

w
2 22 2 1u v- =

2 2

2 25 3
4 4

1
( ) ( )

u v
+ =

xln 2

4i
p

iy

0

z

а) 
1u

1iv

0

4
p
i

2i

1 2

1w

б)

1l

2l

3l4l

в) 
 

Рис. 9.2

перейде у вiдрiзок [1; 5/4] (рис. 9.2 в).
Оскiльки пiвколо одиничного радiусу {∣w1∣ = 1, 0 ≤ argw1 ≤ �} пiд дiєю

функцiї Жуковського переходить у вiдрiзок [−1; 1], то його дуга перейде у
частину цього вiдрiзка – вiдрiзок [1/

√
2; 1].

Функцiя Жуковського переводить промiнь argw1 = �/4 у праву гiлку
гiперболи 2u2 − 2v2 = 1, а пiвкруг {∣w1∣ = 2, 0 ≤ argw1 ≤ �} – у пiвелiпс

u2

(5/4)2
+

v2

(3/4)2
= 1, u ≥ 0,

якi перетинаються у деякiй точцi a (рис. 9.2 в).
При цьому вiдрiзок l1 (рис. 9.2 б) перейде у частину гiперболи, яка

лежить мiж точками 1/
√

2 та a, а дуга кола l2 (рис. 9.2 б) – у частину
пiвелiпса мiж точками 5/4 та a.

Таким чином кiльцевий сектор з рис. 9.2 б пiд дiєю функцiї Жуковсько-
го перейде у область, зображену на рис. 9.2 в, яка i є образом вихiдного
прямокутника при вiдображеннi w = cos z. ⊲
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9.2.3. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 смугу
{∣Re z∣ < 1} з розрiзом по вiдрiзку [−1; 0] (рис. 9.3 а).

⊳ Для розв’язання даної задачi скористаємось тим, що вертикальна сму-
га ∣Re z∣ < �/2 є областю однолистостi функцiї sin z, причому вказана сму-
га переходить у комплексну площину ℂ з розрiзами [−∞;−1] та [1; +∞].

 

x

iy

11-
0

z

а) 

1u

1iv

2
p

2
p-

0

1w

б)

2u

2iv

0

2w

1- 1

в) 
2u

3iv

0

3w

г)
 

Рис. 9.3

Спочатку за допомогою перетворення подiбностi w1 = �z/2 вiдобра-
жаємо задану в умовi задачi смугу на смугу ∣Rew1∣ < �/2 з розрiзом
[−�/2; 0] (рис. 9.3 б). Далi до отриманої смуги застосовуємо вiдображення
w2 = sinw1, яке переведе її на комплексну площину ℂ з розрiзами [−∞;−1]
та [1; +∞], а розрiз по вiдрiзку [−�/2; 0] – на розрiз [−1; 0]. У результатi
матимемо площину ℂ з розрiзами [−∞; 0] та [1; +∞] (рис. 9.3 в).

Отриману область (рис. 9.3 в) можна розглядати як розширену компле-
ксну площину ℂ з розрiзом, який з’єднує точки 0 та 1 i проходить через
нескiнченно вiддалену точку. Тому для того, щоб вiдобразити її на верх-
ню пiвплощину, перетворимо за допомогою дробово-лiнiйного вiдображен-
ня даний розрiз на розрiз вздовж додатньої частини дiйсної осi (рис. 9.3 г).
Для цього точку 0 залишимо нерухомою, точку 1 переведемо у ∞, а не-
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скiнченно вiддалену точку – у 1.
Дробово-лiнiйне вiдображення, яке задовольняє цi умови, має вигляд

w3 =
w2

w2 − 1
.

На завершення розв’язання задачi застосовуємо вiдображення w =√
w3, для якого однозначна гiлка функцiї

√
z. фiксується умовою

√
−1 = i.

⊲

9.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Визначення та основнi властивостi тригонометричних i гiперболiчних фун-
кцiй та функцiй, що оберненi до них. Їх областi однолистостi.

9.4 Завдання для аудиторної роботи
9.4.1. Знайти образи областей при вказаних вiдображеннях:
a) {0 < Re z < � Im z < 0}, w = tg z;
b) {0 < Re z < �, Im z > 0};
c) {∣Re z∣ < �/4}, w = ctg z;
d) {∣Re z∣ < ln 2, 0 < Im z < �/4}, w = ch z;
e) {∣ Im z∣ < �/4, Re z < 0}, w = sh z.

9.4.2. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 зазначенi
нижче областi:
a) {∣z − 1∣ > 1, ∣z + 1∣ > 1, Im z > 0};
b) {∣ Im z∣ < �} з розрiзом [0; i�];
c) {0 < Re z < 1} з розрiзами [0; a] та [1− b; 1], де a, b > 0, a+ b < 1;
d) {∣Re z∣ < 1, Im z > 0} з розрiзом [0; iℎ], ℎ > 0;
e) {∣z − i∣ > 1, ∣z + i∣ > 1} з розрiзом [2i; +i∞];
f) {∣z − i∣ > 1, ∣z + i∣ > 1, Re z > 0} з розрiзом [0; 1];
g) {Im z > 0, ∣z − 1∣ > 1} з розрiзами [2i; ia], [ib; +i∞], де a, b ∈ (2; +∞).

9.5 Завдання для самостiйної роботи
9.5.1. Знайти образи вказаних множин при вiдображеннi w = sin z:
a) Re z = c;
b) Im z = c;
c) ∣Re z∣ < �/2;
d) 0 < Re z < �/2, Im z > 0;
e) −�/4 < Re z < �/2, ∣ Im z∣ < lnℎ, де ℎ > 1.

9.5.2. Знайти образи вказаних множин при вiдображеннi w = sh z:
a) Re z = c;
b) Im z = c;
c) ∣ Im z∣ < �/2;
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d) −�/2 < Im z < 0, Re z > 0;
e) −�/2 < Im z < �/3, 0 < Re z < lnℎ, ℎ > 1.

9.5.3. Знайти образи вказаних множин при вiдображеннi w = tg z:
a) Re z = c;
b) Im z = c;
c) 0 < Re z < �/4;
d) ∣Re z∣ < �/4, Im z > 0;
e) 0 < Im z < �;
f) 0 < Im z < �, Re z < 0.

9.5.4. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину Imw > 0 такi
областi:
a) {∣z − 1∣ > 1, ∣z − 2∣ < 2} з розрiзом [2; a], a < 4;
b) {∣z − i∣ > 1, ∣z − 2i∣ < 2} з розрiзами [2i; ia], [ib, 4i], де a < b;
) {∣Re z∣ < 1, Im z < 0} з розрiзом [−i∞; iℎ], де ℎ < 0;
d) {∣z − 1∣ > 1, ∣z + 1∣ > 1} з розрiзами [2; +∞], [−∞;−4].

9.6 Приклади задач для модульної контрольної
роботи (другий модуль)

Пiсля завершення вивчення тем "Лiнiйнi та дробово-лiнiйнi вiдображення" ,
"Вiдображення за допомогою степеневих функцiй" , "Вiдображення за до-
помогою експоненти i логарифма" , "Функцiя Жуковського та обернена
до неї" , "Вiдображення за допомогою тригонометричних та гiперболiчних
функцiй" проводиться модульна контрольна робота (МКР №2), яка крiм
теоретичних питань, мiстить також задачi до кожної зi згаданих вище тем.
Приклади таких задач подано нижче.
1. Конформно вiдобразити на смугу {z ∈ ℂ : 0 < Re z < 1} область
{Im z > 0 ∣z − i∣ > 1}.
2. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину область {z ∈ ℂ : ∣z∣ >
1, ∣z − i∣ < 1}.
3. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину область {z ∈ ℂ : Re z >
0, ∣z − 1∣ > 1, ∣z − 2∣ < 2}.
4. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину круг {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1} з
розрiзом вздовж вiдрiзка [a; 1], де a ∈ (−1; 0).
5. Конформно вiдобразити на верхню пiвплощину область {z ∈ ℂ : ∣z−1∣ >
1, ∣z − 2∣ < 2} з розрiзом вздовж вiдрiзка [2; a], де a ∈ [2; 4).
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Тема 10

Шляхи та кривi. Iнтеграл вздовж шляху
10.1 Теоретичнi вiдомостi
Означення 10.1. Шляхом в комплекснiй площинi ℂ називається геомет-
ричне мiсце точок


 = { z ∈ ℂ : z = 
(t), t ∈ [�;�]} ,
де 
 (t) – деяка неперервна комплексно-значна функцiя, визначена на вiд-
рiзку [�;�] ⊂ ℂ.

Рiвнiсть z = 
(t), t ∈ [�;�], називається рiвнянням шляху 
. Цю рiвнiсть
ще записують у виглядi 
 (t) = x(t) + iy(t), t ∈ (�;�), де x(t), y(t) ∈ ℝ.

Значення функцiї 
 (t) для фiксованого t = t0 ∈ [�;�] називають точкою
шляху, при цьому, точки 
(�) i 
(�) мають назву кiнцевих точок шляху 
.

Означення 10.2. Шлях 
 називається замкненим, якщо 
 (�) = 
 (�),
тобто його кiнцевi точки спiвпадають.

Означення 10.3. Шлях 
 називається жордановим або простим, якщо
вiдображення 
 : [�;�]→ ℂ є взаємно-однозначним на iнтервалi (�;�).

Означення 10.4. Шлях 
 називається неперервно-диференцiйованим,
якщо 
 (t) ∈ C1 ((�;�)). Тут 
′ (t) розумiємо в тому сенсi, що 
′ (t) =
x′ (t) + iy′ (t), t ∈ (�;�).

Означення 10.5. Неперервно-диференцiйований шлях 
 називається
гладким, якщо 
′(t) ∕= 0 для всiх t ∈ (�;�).

Означення 10.6. Шлях 
 називається кусково-гладким, якщо iснує таке
скiнчене розбиття � = {� = �0 < �1 < ⋅ ⋅ ⋅ < �n = � } вiдрiзку [�;�], що
при кожному k = 1, n функцiя 
k = 
(t), t ∈ [�k−1, �k], визначає гладкий
шлях.

Означення 10.7. Шлях 
 називається спрямлюваним, якщо iснує скiн-
чена границя

l ( 
 ) = lim
d(�)→0

n∑
k=1

∣ 
 (�k)− 
 (�k−1) ∣ ,

де � = {� = �0 < �1 < ⋅ ⋅ ⋅ < �n = � } – довiльне розбиття вiдрiзка [�;�],
d(�) = max

k=1, ... , n
(�k − �k−1) – дiаметр розбиття.

Величина l (
) називається довжиною шляху. Якщо шлях 
 гладкий, то
його довжина визначається згiдно формули

l (
) =

�∫
�

∣ 
 ′(t) ∣ dt =

�∫
�

√
∣x′(t)∣ 2 + ∣y′(t)∣ 2 dt,
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де 
 (t) = x (t) + i y (t) , t ∈ [� , � ].
Означення 10.8. Два шляхи 
1 : [�1;�1] → ℂ та 
2 : [�2;�2] → ℂ на-

зиваються еквiвалентними, якщо iснує така неперервна зростаюча функцiя
� = � (t), t ∈ [�;� ], що вiдображення � : [�1;�1] → [�2;�2] є взаємно-
однозначним i 
1(t) = 
2(�(t)), t ∈ [�;�].

Означення 10.9. Множина всiх еквiвалентних шляхiв називається кри-
вою або плоскою кривою.

Таким чином, поняття кривої Γ описує те спiльне, що мають вiдповiднi
еквiвалентнi шляхи: одну й ту ж саму множину точок комплексної площини
ℂ, якi належать одному з шляхiв 
, що визначає криву Γ, та впорядкова-
нiсть точок на Γ (напрямок). Зокрема, жорданова крива – множина шляхiв,
еквiвалентних деякому жордановому шляху. Множина точок, що утворю-
ють гладку жорданову криву, є компактною в ℂ.

Значення поняття жорданової кривої в комплексному аналiзi показує
така теорема.

Теорема 10.1 (Жордана). Кожна замкнена жорданова крива Γ дiлить
розширену комплексну площину ℂ на двi однозв’язнi областi D1 та D2,
спiльною межею яких є крива Γ, тобто ∂ D1 = Γ = ∂ D2.

При цьому, одна з цих областей обмежена i називається внутрiшнiстю
кривої Γ, а iнша мiстить нескiнченно вiддалену точку ∞ i називається зов-
нiшнiстю кривої Γ.

При розглядi i) гладкої кривої, ii) кусково-гладкої кривої та iii) спрямлю-
ваної кривої у вiдповiдному означеннi щодо функцiї � = � (t), яка визначає
еквiвалентнiсть згаданих вище шляхiв, додатково вимагається виконання
умов, вiдповiдно, про:
i) неперервну-диференцiйованiсть функцiї � = � (t) на промiжку (�;� ) та
додатнiсть її похiдної;
ii) неперервну-диференцiйованiсть функцiї � = � (t) на промiжку (�;� )
крiм, можливо, скiнченої кiлькостi точок, та додатнiсть її похiдної в тих
точках, в яких вона iснує;
iii) абсолютну неперервнiсть функцiї � = � (t) на [�;� ].

Означення 10.10. Область, межею якої є замкнена жорданова крива,
називається жордановою областю.

Якщо для замкненої жорданової кривої Γ, яка розглядається як ком-
пактне геометричне мiсце точок в ℂ, не обумовлено її параметризацiю, то
додатнiм напрямком на кривiй Γ вважається той, при русi згiдно обраного
напрямку вздовж Γ внутрiшнiсть Γ залишається злiва.

Якщо крива Γ визначається шляхом 
, то крива Γ− визначається вiд-
повiдно шляхом 
 −, що вiдрiзняється вiд 
 орiєнтацiєю.
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Таким чином, множини точок ривих Γ та Γ− спiвпадають, але додатнiй
напрямок на Γ− протилежний додатному напрямку на Γ.

Означення 10.11. Функцiя f : D → ℂ, де D ⊂ ℂ, називається
узагальнено-неперервною в точцi z0 ∈ D, якщо iснує lim

z→z0
f(z) = f(z0) ∈ ℂ.

Означення 10.12. Якщо 
 = 
 (t), t ∈ [�;� ], узагальнено-неперервна
комплекснозначна функцiя (область визначення функцiї 
 = 
 (t) може бу-
ти необмеженою в ℂ), то вiдповiдний шлях 
 в розширенiй комплекснiй
площинi ℂ називається узагальнено-неперервним в ℂ, а множина всiх еквi-
валентних 
 шляхiв – узагальнено-неперервною кривою Γ в ℂ.

Якщо 
 (t0) =∞ для деякого t0 ∈ [�;� ], то кажуть, що крива Γ прохо-
дить через нескiнченно вiддалену точку.

Розглянуте вище поняття жорданового шляху (кривої) поширюється та-
кож i на випадок узагальнено-неперервного шляху (кривої).

Iнтеграл вiд функцiї комплексної змiнної вздовж деякого шляху 
 (кри-
вої Γ ) можна визначити за допомогою iнтегральних сум, аналогiчно тому,
як в математичному аналiзi визначається iнтеграл вiд функцiї дiйсної змiн-
ної на вiдрiзку числової осi ℝ.

Нехай 
 – деякий спрямлюваний шлях з фiксованим напрямком руху на
ньому, а z = 
 (t) , t ∈ [�;� ], – рiвняння шляху 
. Розглянемо довiльне
розбиття � промiжку [�;� ], яке визначається точками

� = t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 = �,
згiдно з яким вiдповiдним чином точками zk = 
 ( tk), k = 0, n+ 1, визна-
чено деяке розбиття шляху 
.

Величина d (�) = max
0⩽k⩽n

( tk+1 − tk) називається дiаметром розбиття �.

Нехай на множинi точок 
 = { z ∈ ℂ : z = 
 (t) , t ∈ [�;� ] } задано де-
яку неперервну функцiю f (z). У цьому випадку кажуть, що на шляху 

визначено неперервну функцiю f (z).

Означення 10.13. Сума вигляду

S (� , { �k}nk=0) =

n∑
k=0

f ( 
 (�k)) ( 
 (tk+1)− 
 (tk) ),

де �k ∈ [ tk; tk+1], k = 0, n, називається комплексною iнтегральною сумою
функцiї f (z) для розбиття �.

Означення 10.14. Величина lim
d (� )→0

S (� , { �k}nk=0) називається iнтег-

ралом вiд функцiї комплексної змiнної f (z) вздовж шляху 
 i позначається∫



f (z) dz.

Границя lim
d(�)→0

S (�, {�k}nk=0) iснує, бо, записавши функцiї f (z) та 
(t)
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у виглядi f(z) = u(x, y) + iv(x, y), 
(t) = x(t) + iy(t), iнтегральну суму
можна подати як суму S = S1 + i S2 двох iнтегральних сум для функцiй
u(x, y), v(x, y) вiд двох дiйсних змiнних, де

S1 =
n∑
k=0

[u (x(�k), y(�k)) (x(tk+1)− x(tk))−

−v (x(�k), y(�k)) (y(tk+1)− y(tk))] ,

S2 =
n∑
k=0

[u (x (�k) , y (�k) ) ( y (tk+1)− y (tk) ) +

+v (x (�k) , y (�k) ) (x (tk+1)− x (tk) ) ] .

Оскiльки функцiї u(x, y), v(x, y) є неперервними на множинi точок 
, а
шлях 
 – спрямлюваний, то маємо

lim
d (�)→0

S 1 (�, { �k}nk=0) =

∫



u (x , y ) dx− v (x , y ) dy,

lim
d (�)→0

S 2 (�, { �k}nk=0) =

∫



v (x , y ) dx+ u (x , y ) dy,

причому данi границi не залежать нi вiд розбитя вiдрiзка [�;� ], нi вiд ви-
бору точок { �k}nk=0.

Таким чином, iнтеграл вiд неперервної функцiї f (z) комплексної змiн-
ної вздовж спрямлюваного шляху 
 дорiвнює сумi криволiнiйних iнтегралiв
другого роду∫



f (z) dz =

∫



u (x , y ) dx− v (x , y ) dy + i

∫



v (x , y ) dx+ u (x , y ) dy.

Якщо шлях 
 є гладким, тобто функцiя 
 (t) ∈ C1 ( (�;� ) ) i 
′(t) ∕= 0,
t ∈ (�;� ), то iнтеграл вiд функцiї f (z) вздовж шляху 
 можна обчислити
за формулою ∫




f(z) dz =

�∫
�

f (
 (t) ) 
 ′(t) dt. (10.1)

Сформулюємо деякi властивостi iнтегралу вздовж шляху.
10.1. Лiнiйнiсть. Нехай f (z), g (z) – неперервнi на спрямлюваному шляху


 функцiї. Тодi для довiльних a , b ∈ ℂ виконується рiвнiсть∫



( a f (z) + b g (z) ) dz = a

∫



f (z) dz + b

∫



g (z) dz.

10.2. Орiєнтованiсть. Нехай функцiя f (z) неперервна на спрямлюваному
шляху 
 : z = 
 (t), t ∈ [�;� ], а шлях 
− спiвпадає (як геометричне мiсце
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точок) з шляхом 
, але має протилежну орiєнтацiю (зокрема, його рiвняння
має вид 
−(t) = 
 (�+ � − t), t ∈ [�;� ]). Тодi∫


−

f (z) dz = −
∫



f (z) dz.

10.3. Адитивнiсть. Нехай 
1 , 
2 – спрямлюванi шляхи, що визначенi
рiвняннями z = 
1(t), t ∈ [�;�1], та z = 
2(t), t ∈ [�1;� ], вiдповiдно,
та 
1(�1) = 
2(�1). Об‘єднанням 
1 ∪ 
2 шляхiв 
1, 
2 називається шлях

 : [�;� ]→ ℂ такий, що


 (t) =

{

1(t) , t ∈ [�;�1] ,


2(t) , t ∈ [�1;� ] .

Тодi для будь-якої неперервної на шляху 
 функцiї f (z) виконується∫



f (z) dz =

∫

1∪
2

f(z) dz =

∫

1

f (z) dz +

∫

2

f (z) dz.

10.4. Iнварiантнiсть. Нехай 
 та 
1 – два еквiвалентних, кусково-гладких
шляхи. Тодi для довiльної неперервної на шляху 
 i, як наслiдок, неперерв-
нiй на шляху 
1 функцiї f(z) виконується рiвнiсть∫




f (z) dz =

∫

1

f (z) dz.

Якщо 
 – деякий спрямлюваний шлях, а функцiя ' (z) визначає
взаємно-однозначне i неперервно-диференцiйоване (конформне) вiдобра-
ження шляху 
 на шлях �, то для неперервної функцiї f , визначеної на �,
справедлива рiвнiсть∫

�

f (�) d� =

∫



f (' (z) ) '′(z) dz.

Ця формула може розглядатися як формула замiни змiнної iнтегрування.
10.5. Оцiнка iнтегралу. Нехай функцiя f (z) неперервна на спрямлюва-

ному шляху 
 : [�;� ]→ ℂ. Тодi виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣
∫



f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫



∣f (z)∣dl,

де в правiй частинi стоїть криволiнiйний iнтеграл першого роду (iнтеграл
вiд функцiї дiйсних змiнних x та y, z = x + i y) вздовж шляху 
, а dl –
диференцiал довжини шляху.
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Якщо ж iснує така сталаM > 0, що для всiх точок шляху 
 виконується
нерiвнiсть ∣f (z)∣ ⩽M , то справедлива формула∣∣∣∣∣∣

∫



f (z) dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽M ∣
∣,
де ∣
∣ – довжина шляху 
.

10.6. Граничний перехiд пiд знаком iнтегралу. Нехай 
 : [�;� ] → ℂ –
спрямлюваний шлях, на якому визначенi неперервнi функцiї fn(z), n ∈ ℕ,
якi рiвномiрно збiгаються на 
 до деякої функцiїf (z). Тодi функцiя f (z)
неперервна на 
 i виконується рiвнiсть∫




f (z) dz = lim
n→∞

∫



fn (z) dz.

10.7. Змiна порядкiв iнтегрування та пiдсумовування функцiонального
ряду. Нехай 
 : [�;� ] → ℂ – спрямлюваний шлях, на якому визначенi

неперервнi функцiї fn(z), n ∈ ℕ, такi, що функцiональний ряд
∞∑
n=1

fn(z)

рiвномiрно збiгається на 
 до деякої функцiї f (z). Тодi функцiя f (z) непе-
рервна на 
, i виконується рiвнiсть∫




f (z) dz =

∫



∞∑
n=1

fn (z) dz =

∞∑
n=1

∫



fn (z) dz,

тобто якщо функцiональний ряд з неперервних на спрямлюваному шляху 

функцiй рiвномiрно збiгається, то для цього ряду можна змiнити порядок
операцiй iнтегрування та обчислення його суми.

Означення 10.15. Голоморфна (аналiтична) в областi D функцiя F (z)
називається первiсною функцiї f (z) в областi D, якщо для кожної точки
z ∈ D виконується рiвнiсть F ′(z) = f (z).

Первiсна для функцiї f (z) в областi D при умовi, що вона iснує, визна-
чається з точнiстю до сталої. Справедлива така теорема.

Теорема 10.2. Якщо F (z) – деяка первiсна для функцiї f (z) в областi
D, то будь-яка первiсна для функцiї f (z) в D записується формулою F (z)+
C, де C ∈ ℂ – стала.

За допомогою теореми Кошi (див. теоретичнi вiдомостi до теми 11)
можна довести таке твердження.

Теорема 10.3 (про локальне iснування первiсної). Якщо функцiя f (z)
голоморфна (аналiтична) в областi D, то для будь-якої точки z0 ∈ D в
кожному крузi Ur(z0) = { z ∈ ℂ : ∣z − z0∣ < r } ⊂ D функцiя f (z) має
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первiсну F (z), що записується за допомогою рiвностi

F (z) =

∫
[ z0, z ]

f (�) d�,

де шлях iнтегрування [ z0; z ] ⊂ D – прямолiнiйний вiдрiзок з початком в
точцi z0 i кiнцем в точцi z.

Означення 10.16. Нехай функцiя f (z) визначена в областi D, 
 :
[�;� ]→ D – деякий (неперервний) шлях. Функцiя Φ : [�;� ]→ ℂ назива-
ється первiсною вздовж шляху 
, якщо виконуються такi умови: функцiя
Φ (t) неперервна для всiх t ∈ [�;� ]; для кожної точки t0 ∈ [�;� ] iснує
окiл U ( 
 ( t0) ) ⊂ D точки z = 
 ( t0), в якому функцiя f (z) має таку пер-
вiсну FU (z), що для всiх t з деякого околу точки t0 виконується рiвнiсть
FU ( 
 ( t ) ) = Φ ( t ).

Взагалi кажучи, первiсна Φ ( t ) для функцiї f (z) вздовж шляху 
 ⊂ D є
функцiєю параметра t ∈ [�;�], але при цьому первiсна Φ ( t ) може не бути
функцiєю вiд точок шляху 
.

Теорема 10.4. Якщо функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в областi
D, то для довiльного (неперервного) шляху 
 ⊂ D первiсна для f(z) вздовж

 iснує i визначається з точнiстю до сталої.

Якщо функцiя f (z) має первiсну F (z) в усiй областi D, то функцiя
F (
(t)) є первiсною для f(z) вздовж шляху 
(t) ⊂ D, t ∈ [�;� ].

Якщо для функцiї f (z) вiдомо її первiсну вздовж (неперервного) шляху

 ⊂ D (наприклад, вiдомо первiсну для f (z) в областi D), то iнтеграл вiд
функцiї f (z) вздовж 
 можна обчислити за допомогою формули Ньютона-
Лейбнiца.

Теорема 10.5 (формула Ньютона-Лейбнiца). Нехай функцiя f(z) має
первiсну Φ(t) вздовж (неперервного) шляху 
 : [�;�]→ ℂ. Тодi справедли-
ва формула ∫




f(z) dz = Φ (� )− Φ (� ).

Останнє твердження дає можливiсть переконатися в необхiдностi ви-
конання певних умов щодо областi D для того, щоб довiльна голомор-
фна (аналiтична) в D функцiя f (z) мала в цiй областi глобальну первiсну.
Зокрема, в багатозв‘язнiй областi не кожна голоморфна (аналiтична) фун-
кцiя має первiсну.

Дiйсно, розглянемо функцiю f(z) = 1/z, z ∈ D = {z ∈ ℂ : 0 < ∣z∣ < 2}.
Очевидно, що дана функцiя голоморфна (аналiтична) в областi D. Якщо
припустити, що f(z) має первiсну вD, то для довiльного кола 
r( t ) = r ei t,
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t ∈ [ 0 ; 2� ], де 0 < r < 2, то за формулою Ньютона-Лейбнiца, оскiльки
шлях 
r(t) замкнений (його початок i кiнець спiвпадають), отримаємо таку
рiвнiсть ∫


r

1

z
d z = 0 .

Але якщо цей iнтеграл обчислити, скориставшись формулою (10.1), то лег-
ко знайти, що його значення дорiвнює 2�i ∕= 0.

Має мiсце таке твердження.
Теорема 10.6. Якщо область D є однозв‘язною, то кожна голоморфна

(аналiтична) в D функцiя f(z) має в цiй областi первiсну.
Сформульованим вище твердженням про первiсну для голоморфної

(аналiтичної) в областi функцiї можна надати дещо iнший змiст.
Означення 10.16. Диференцiальна форма ! = P (x, y) dx+Q(x, y) dy,

де P (x, y), Q(x, y) – дiйснi функцiї вiд змiнних (x, y) ∈ D ⊂ ℝ2, називається
замкненою в областi D, якщо P (x , y ) та Q (x , y ) диференцiйовнi в D i
всюди в цiй областi виконується умова

∂P/∂ y = ∂Q/∂x.

Означення 10.17. Диференцiальна форма ! = P (x, y) dx + Q(x, y) dy
називається точною в областi D, якщо iснує така диференцiйовна в D фун-
кцiя ' (x , y ), що для всiх (x , y ) ∈ D виконується рiвнiсть

d' (x , y ) = P (x , y ) dx+Q (x , y ) dy.

Аналоги цих означень в комплексному аналiзi формулюються таким чи-
ном.

Означення 10.18. Диференцiальна форма ! = f ( z , z̄ ) dz називається
замкненою в областi D ⊂ ℂ, якщо функцiя f ( z , z̄ ) голоморфна (аналi-
тична) в D. Очевидно, що при цьому функцiя f ( z , z̄ ) не залежить вiд z̄,
тобто ∂ f/∂ z̄ = 0.

Означення 10.19. Диференцiальна форма ! = f ( z , z̄ ) dz називається
точною в областi D, якщо iснує така голоморфна (аналiтична) в D функцiя
F (z), що для всiх z ∈ D виконується рiвнiсть ! = f (z , z̄) dz = dF (z).
Iншими словами, функцiя F (z) є первiсною для f (z , z̄) в областi D. Зро-
зумiло, що при цьому функцiя f ( z , z̄ ) не залежить вiд z̄.

Дещо пiзнiше (див. теоретичнi вiдомостi до теми 11) буде сформульо-
вано теорему про голоморфнiсть (аналiтичнiсть) похiдної вiд голоморфної
(аналiтичної) функцiї. На пiдставi цiєї теореми можна стверджувати, що
кожна точна в областi D диференцiальна форма ! = f ( z ) dz необхiдно є
замкненою в областi D.
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З iншого боку, якщо диференцiальна форма ! = f ( z ) dz є замкненою
в однозв’язнiй областi D, то ця форма обов‘язково є точною в цiй областi.

Якщо ж область багатозв‘язна, то не кожна замкнена в D диференцi-
альна форма ! = f ( z ) dz є точною. В справедливостi даного твердження
легко переконатися, якщо розглянути диференцiальну форму ! = (1/z) dz
в областi D = {z ∈ ℂ : 0 < ∣z∣ < 2}, де ця форма є замкненою, але не є
точною, бо функцiя f(z) = 1/z не має первiсної в цiй областi.

10.2 Приклади розв’язування задач
10.2.1. Обчислити iнтеграл∫

∣z−a∣ =R

(z − a)ndz, n ∈ ℤ,

при умовi, що коло проходиться проти годинникової стрiлки.
⊳ Образом шляху iнтегрування є коло з центром в точцi z = a та ра-

дiусом R. Тому параметризацiєю цього шляху можна записати в такому
виглядi: z = a+Rei ', 0 ⩽ ' ⩽ 2�. Тодi, враховуючи означення iнтегралу
в комплекснiй площинi, отримаємо∫
∣z−a∣=R

( z − a )ndz =

∫ 2�

0

Rnei n'R i ei 'd' = Rn+1i

∫ 2�

0

ei (n+1 )'d'.

Для обчислення останнього iнтегралу розглянемо два випадки: а) n ∕= −1
та б) n = −1. У випадку а) маємо∫ 2�

0

ei (n+1)'d' =
ei (n+1)'

i (n+ 1)

∣∣∣∣'=2�

'=0

=
ei 2� (n+1) − 1

i (n+ 1)
= 0.

У випадку б) знаходимо∫ 2�

0

ei (n+1)'d' =

∫ 2�

0

1 d' = 2�.

Об’єднуючи обидва випадки, остаточно отримуємо∫
∣z−a∣ =R

(z − a)nd z =

{
2� i , n = −1 ,

0 , n ∕= −1 .
⊲

10.2.2. Обчислити iнтеграл
∫


z Ln z dz, де 
 – межа пiвкiльця 1 <

∣z∣ < 2, 0 < arg z < � (рис. 10.1), яка обходиться у додатному напрямку.
Однозначна гiлка функцiї Ln z визначається умовою Ln 1 = 0.

⊳ Зафiксуємо однозначну гiлку багатозначної функцiї Ln z. Нагадаємо,
що однозначнi гiлки логарифма можна визначити в комплекснiй площинi з
розрiзом по додатнiй частинi дiйсної осi. Тодi можна записати

Ln z = ln ∣z∣ + i (arg z + 2� k) , k ∈ ℤ,
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де 0 ⩽ arg z < 2�, а значення параметра k визначають однозначнi гiлки
функцiї.

 i y

x

z  

1 2

i  

2 i  

0 

1

2

3 

4 

Рис. 10.1

Виберемо k, враховуючи умову Ln 1 =
0, тобто так, щоб виконувалися рiвностi
Ln 1 = ln 1 + i (arg 1 + 2� k) = 2�ki = 0.

З останньої рiвностi випливає, що
k = 0. В результатi маємо однозначну
гiлку, яка визначається рiвнiстю

Ln z = ln ∣z∣+ i arg z = ln z,

0 ⩽ arg z < 2�.
(10.2)

Подамо кусково-гладкий шлях iнтег-
рування 
 як об’єднання гладких шляхiв
(рис. 10.1) 
 = 
1 ∪ 
2 ∪ 
3 ∪ 
4, де


1 : z = x , x ∈ [ 1; 2 ], – вiдрiзок дiйсної осi [ 1; 2],

2 : z = 2 ei ', ' ∈ [ 0; � ], – пiвколо радiуса 2, яке проходиться проти

годинникової стрiлки,

3 : z = x, x ∈ [−2; −1 ], – вiдрiзок дiйсної осi [−2; −1],

4 : z = ei ', ' ∈ [�; 0 ], – пiвколо радiуса 1, яке проходиться за годин-

никовою стрiлкою.
Використовуючи властивiсть адитивностi iнтегралу, отримаємо∫




z Ln z dz =
∑4

k=1

∫

k

z Ln z dz. (10.3)

Обчислимо окремо кожен iнтеграл, враховуючи означення iнтегралу та
правило обчислення логарифма (10.2). Маємо:∫


1

z Ln z dz =

∫ 2

1

x lnx dx = ∣Iнтегруємо частинами∣ =

=
x2

2
lnx ∣ 21 −

1

2

∫ 2

1

x dx = 2 ln 2− x2

4
∣ 21 = 2 ln 2− 3

4
;∫


2

z Ln z dz =

∫ �

0

2 ei '( ln 2 + i ' ) 2 i ei 'd' =

= 4

(
i ln 2

∫ �

0

ei 2'd'−
∫ �

0

'ei 2'd'

)
=

∣∣∣∣∣ Другий iнтеграл
iнтегруємо частинами

∣∣∣∣∣ =

= 4

(
i ln 2

∫ �

0

e2 i 'd'− 'e2 i '

2 i
∣�0 +

1

2

∫ �

0

e2 i 'd'

)
=

= 2i � e2 i �+2 ( 2 i ln 2+1 )

∫ �

0

e2 i 'd' = 2 i �+( 2 i ln 2+1 )
e2 i '

2 i
∣�0 = 2 i �;
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∫

3

z Ln z dz =

∫ −1

−2

x (ln (−x) + i �) dx =

=

∫ −1

−2

x ln (−x) dx+ i �

∫ −1

−2

x dx =

∣∣∣∣∣ Замiна x = −t
в першому iнтегралi

∣∣∣∣∣ =

= −
∫ 2

1

t ln t dt+ i �
x2

2
∣−1
−2 =

3

4
− 2 ln 2− 3

2
� i;∫


4

z Ln z dz =

∫ 0

�

ei '( ln 1 + i ' ) i ei 'd' =

∫ �

0

'e2 i 'd' =

=

∣∣∣∣∣ Аналогiчно
iнтегралу по 
2

∣∣∣∣∣ = − i �
2
.

Пiдставивши отриманi значення для iнтегралiв в (10.3), отримаємо∫



z Ln z dz = 0.

⊲

10.2.3. Обчислити iнтеграл
∫



(
3
2 z

2 + z
)
dz, де 
 – шлях, який з’єднує

точки 2 + 2i та 1 + i.
⊳ Пiдiнтегральна функцiя f (z) = 3

2 z
2+z є голоморфною (аналiтичною)

в усiй комплекснiй площинi i має там первiсну – функцiю F (z) = 1
2 ( z3 +

z2) + C. Тодi за формулою Н’ютона-Лейбнiца∫



(
3

2
z2 + z

)
dz = F (1 + i)− F (2 + 2 i) =

=
1

2

(
(1 + i)3 + (1 + i)2 − (2 + 2i)3 − (2 + 2 i)2

)
= − (1 + i)2

2
(10 + 7 i).

Зауважимо, що результат обчислення iнтегралу не залежить вiд шляху
iнтегрування, а залежить лише вiд вибору точок, якi вiн з’єднує. ⊲

10.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення шляху та поняття iнтеграла вiд функцiй комплексної змiнної
вздовж шляху. Зв’язок з криволiнiйним iнтегралом. Основнi властивостi iн-
теграла вiд функцiї комплексної змiнної вздовж шляху. Означення первiсної
для функцiї комплексної змiнної. Теорема про сукупнiсть всiх первiсних для
функцiї комплексної змiнної.

Теорема Кошi про iнтеграл вiд голоморфної в областi функцiї. Теорема
про локальне iснування первiсної. Означення первiсної для функцiї вздовж
шляху. Теорема про iснування первiсної вздовж довiльного шляху в областi.
Формула Ньютона-Лейбнiца. Чи для всiх голоморфних функцiй в довiльнiй
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областi iснує первiсна ? Аналог формули iнтегрування за частинами. Зв’я-
зок мiж поняттями iнтегровностi i диференцiйовностi функцiй та поняттями
точної i замкнутої диференцiальної форми.

10.4 Завдання для аудиторної роботи
10.4.1. Знайти геометричний образ та дати характеристику шляхiв:
a) 
 : z = t+ i t2, t ∈ [−1; 1]; b) 
 : z = t2 + i t4, t ∈ [−1; 1];
c) 
 : z = t3 + i t2, t ∈ [−1; 1]; d) 
 : z = eit, t ∈ [0; 2�].

10.4.2. Визначити, якi iз вказаних нижче шляхiв є еквiвалентними:

1 : z = t, t ∈ [0; 1]; 
2 : z = sin t, t ∈ [0;�/2];

3 : z = cos t, t ∈ [0;�/2]; 
4 : z = t3 + i t2, t ∈ [−1; 1];

5 : z = t+ i ∣t∣, t ∈ [−1; 1].

10.4.3. Обчислити iнтеграли:
a)
∫


∣z∣ dz, де 
 – радiус-вектор точки 2− i;

b)
∫


z/∣z∣ dz, де 
 – межа областi { 1 < ∣z∣ < 2 , 0 < arg z < �/2 }, яка

проходиться у вiд’ємному напрямку;
c)
∫



sin(2 ln z)/z dz, 
 – дуга кола ∣z∣ = 1, яка з’єднує точки 1 та i та
лежить у верхнiй пiвплощинi, ln z = ln ∣z∣+ i arg z.

10.4.4. Визначити, чи є гомотопними шляхи:
a) 
1 : z = eit, t ∈ [0; 2�], 
2 : z = 2 eit, t ∈ [0; 2�] в ℂ;
b) 
1 : z = eit, t ∈ [−�/2;�2], 
2 : z = ei(3�/2−t), t ∈ [0;�], в областi
{z ∈ ℂ : ∣z∣ < 2} та в областi {z ∈ ℂ : 0 < ∣z∣ < 2}.

10.4.5. Визначити, чи має функцiя f(z) = 1/z первiсну в областях:
a) Im z > 0; b) {∣z∣ < 1, Re z > 0}; c) {0 < ∣z∣ < 1} ?

10.4.6. Використовуючи формулу Н’ютона-Лейбнiца, обчислити iнтег-
рали:
a)
∫



1/z dz, де 
 – дуга кола ∣z∣ = 1, яка з’єднує точки 1 i −1 та лежить
у верхнiй пiвплощинi;
b)
∫



1/z dz, де 
 – дуга кола ∣z∣ = 1, яка з’єднує точки 1 i −1 та лежить у
нижнiй пiвплощинi;
c)
∫



1/(2
√
z) dz, де 
 – довiльний шлях, який з’єднує точки 1 i −4 та

лежить у верхнiй пiвплощинi;
d)
∫



1/(2
√
z) dz, де 
 – довiльний шлях, який з’єднує точки 1 i −4 та

лежить у нижнiй пiвплощинi.

10.5 Завдання для самостiйної роботи
10.5.1. Знайти геометричний образ та дати характеристику таких шляхiв:
a) 
 : z = 1− i t, t ∈ [0; 2];
b) 
 : z = t+ i/t, −∞ < t < 0;
c) 
 : z = a (cos t+ i sin t), t ∈ [�/2 ; 3�/2], a > 0;
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d) 
 : z = t+ i
√

1− t2, t ∈ [−1; 1];
e) 
 : z = ia+ a t− i e−i t, t ∈ [0; 2�], a > 0, b > 0.

10.5.2. Визначити, якi з вказаних шляхiв є еквiвалентними:

1 : z = t− i, 0 ⩽ t ⩽ 2; 
2 : z =

√
t− i, 0 ⩽ t ⩽ 4;


3 : z = i+ ei t, −�/2 ⩽ t ⩽ �/2; 
4 : z = it+
√

1− (t− 1)2, 0 ⩽ t ⩽ 2 ;

5 : z = i(2− t) +

√
1− (t− 1)2, 0 ⩽ t ⩽ 2 ?

10.5.3. Визначити, чи є гомотопними шляхи 
1, 
2, де 
1 : z = ei t,
0 ⩽ t ⩽ 2�, 
2 : z = 3 eit, 0 ⩽ t ⩽ 2�, в областi {z ∈ ℂ : 0 < ∣z∣ < 4} та в
областi {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 4 } ∖ {2} ?

10.5.4. Обчислити iнтеграли
∫



Re z dz,
∫



Im z dz для випадкiв, коли:
a) 
 – радiус-вектор точки 2 + i;
b) 
 – пiвколо ∣z∣ = 1 , 0 ⩽ arg z ⩽ �, з початковою точкою iнтегрування
z = 1.

10.5.5. Обчислити iнтеграл
∫


∣z∣ dz для випадкiв, коли:

a) 
 – пiвколо ∣z∣ = 1 , 0 ⩽ arg z ⩽ �, з початковою точкою iнтегрування
z = −1;
b) 
 – пiвколо ∣z∣ = 2 , −�/2 ⩽ arg z ⩽ �/2 з початковою точкою iнтегру-
вання z = −2 i;
c) 
 – коло ∣z∣ = R, яке проходиться проти годинникової стрiлки.

10.5.6. Обчислити iнтеграл
∫


∣z∣ z̄ dz, де 
 – межа пiвкруга {z ∈ ℂ :

∣z∣ < 1, Im z > 0}, яка проходиться у додатному напрямку.
10.5.7. Обчислити iнтеграл

∫



(z − a)n dz, де 
 – периметр квадрата з
центром в точцi a та сторонами, паралельними осям координат, n ∈ ℤ.

10.5.8. Обчислити iнтеграл
∫



√
z dz, для випадкiв, коли:

a) 
 – межа пiвкруга {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1, Im z > 0 }, яка проходиться у дода-
тному напрямку,

√
−1 = i;

b) 
 – коло ∣z∣ = 1, яке проходиться проти годинникової стрiлки, початкова
точка z = 1. Розглянути обидвi однозначнi гiлки функцiї f (z) =

√
z.

10.5.9. Обчислити iнтеграл
∫



Ln z dz, для випадкiв, коли:

a) 
 – коло ∣z∣ = R, яке проходиться проти годинникової стрiлки, початкова
точка z = R, LnR = lnR;
b) 
 – пiвколо ∣z∣ = R, 0 ⩽ arg z ⩽ �, початкова точка z = R, LnR =
lnR+ 2� i.

10.5.10. Обчислити iнтеграл
∫

∣z∣ =1

z� dz , � ∈ ℂ, де z� = exp (�Ln z ),

а однозначна гiлка визначається умовою 1� = 1.
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Тема 11

Теорема Кошi. Iнтегральна формула Кошi.
Iнтеграл типу Кошi
11.1 Теоретичнi вiдомостi
Нехай I = [0; 1].

Означення 11.1. Шляхи 
1 : I→ ℂ та 
2 : I→ ℂ зi спiльними кiнцями
(
1(0) = 
2(0) = a, 
1(1) = 
2(1) = b) називаються гомотопними в областi
D, якщо iснує таке неперервне вiдображення 
 (s, t) : I× I→ D, що


 (0; t) = 
1 (t), 
 (1, t) = 
2 (t) для всiх t ∈ I,


 (s; 0) = a, 
 (s, 1) = b для всiх s ∈ I.

Означення 11.2. Замкненi шляхи 
1 : I→ ℂ та 
2 : I→ ℂ називаються
гомотопними в областiD, якщо iснує таке неперервне вiдображення 
 (s, t) :
I× I→ D, що


 (0, t) = 
1 (t), 
 (1, t) = 
2 (t) для всiх t ∈ I,


 (s, 0) = 
 (s, 1) для всiх s ∈ I.

Для гомотопних шляхiв використовується позначення: 
1 ∼ 
2.
Гомотопнiсть двох шляхiв означає, що цi шляхи можна неперервним

чином "деформувати" один в другий в областi D.
При розв‘язаннi багатьох задач комплексного аналiзу використовуються

рiзноманiтнi варiанти iнтегральної теореми Кошi, яка в одному з найпрос-
тiших випадкiв формулюється таким чином.

Теорема 11.1 (Кошi). Якщо функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в
областi D, а шляхи 
1, 
2 гомотопнi в цiй областi як шляхи зi спiльними
кiнцями або як замкненi шляхи, то∫


1

f(z) dz =

∫

2

f(z) dz.

Означення 11.3. Кажуть, що замкнений шлях 
 гомотопний нулевi в
областi D, якщо 
 ∼ 
1, де 
1(t) ≡ const для всiх t ∈ I, тобто шлях

 за допомогою деякої його неперервної деформацiї в областi D можна
"стиснути" до деякої точки.

В однозв‘язнiй областi довiльний замкнений шлях гомотопний нулевi.
Iншими словами, будь-якi шляхи зi спiльними кiнцями є гомотопними в
однозв’язнiй областi. Ця властивiсть гомотопних шляхiв iнколи використо-
вується для визначення поняття однозв‘язної областi.

Для випадку однозв‘язної областi теорема Кошi формулюється особли-
во просто.
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Теорема 11.2 (Кошi). Якщо функцiя f (z) голоморфна (аналiтична) в
однозв’язнiй областi D, то для довiльного замкненого в областi D шляху 

маємо ∫




f(z) dz = 0.

Узагальненням сформульованих вище теорем є такi твердження.
Теорема 11.3. Якщо функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в областi

D, а G – довiльна область, яка компактно належить областi D, то∫
∂ G

f(z) dz = 0,

де ∂ G– орiєнтована межа областi G.
Iнколи дану теорему формулюють дещо iншим чином.
Теорема 11.4 (Кошi для багатозв’язної областi). Нехай функцiя f(z)

голоморфна (аналiтична) в областi D ⊂ ℂ; 
 – замкнений спрямлюваний
шлях, що мiститься в D i обмежує область D0, яка компактно належить
D; 
k, k ∈ 1, n, – замкненi спрямлюванi шляхи, якi належать областi D0,
причому кожен зi шляхiв 
k, k = 1, n, знаходиться зовнi будь-якого iншого
та не вироджується в точку. Тодi, якщо шляхи 
, 
−k , k = 1, n, утворю-
ють орiєнтовану межу ∂ G (n+ 1)–зв’язної областi G, що обмежена цими
шляхами, то∫




f(z) dz =

∫

1

f(z) dz +

∫

2

f(z) dz + ⋅ ⋅ ⋅+
∫

n

f(z) dz.

Ця теорема дозволяє проводити обчислення iнтегралу вiд функцiї ком-
плексної змiнної f (z) вздовж заданого замкненого шляху шляхом обчисле-
ння iнтегралiв вздовж iнших замкнених шляхiв, якi лежать всерединi цього
шляху.

Теорема 11.5. Нехай функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в компак-
тнiй областi D, яка обмежена скiнченим числом спрямлюваних кривих, та
неперервна в замиканнi областi D̄. Тодi∫

∂ D

f (z) dz = 0.

Теорема 11.5 при деяких додаткових припущеннях має мiсце i для ви-
падку, коли область D не є обмеженою.

Теорема 11.6. Нехай функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в необме-
женiй багатозв‘язнiй областi D та неперервна в її замиканнi D̄. Тодi, якщо
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невласний iнтеграл
∫
∂ D

f(z) dz збiгається, а функцiя f(z) в околi нескiнчен-

но вiддаленої точки задовольняє умову f(z) = o
(
z−1
)
, то

∫
∂ D

f (z) dz = 0.

Теорема Кошi дозволяє сформулювати обернене твердження, яке мо-
жна використовувати для визначення, чи є дана функцiя голоморфною
(аналiтичною) в областi.

Теорема 11.7 (Морера). Якщо функцiя f(z) неперервна в однозв‘язнiй
областi D, а iнтеграл вiд неї вздовж довiльного шляху, який мiститься в D,
рiвний нулевi, то функцiя f(z) є голоморфною (аналiтичною) в областi D.

Важливе значення в комплексному аналiзi має наступний результат.
Теорема 11.8. Якщо функцiя f (z) голоморфна (аналiтична) в областi

D, а область G обмежена скiнченним числом неперервних кривих i ком-
пактно належить D, то для будь-якої точки z ∈ G справедливо зображення
функцiї f(z) за допомогою формули

f(z) =
1

2� i

∫
∂ G

f(�)

� − z
d�, (11.1)

де ∂ G – орiєнтована межа областi G.
Формула (11.1) називається iнтегральною формулою Кошi i дозволяє

визначити значення голоморфної (аналiтичної) функцiї в довiльнiй внут-
рiшнiй точцi областi, якщо вiдомi її значення на межi цiєї областi.

Iнтеграл в правiй частинi формули (11.1) називається iнтегралом Кошi.
Якщо точка z /∈ Ḡ, а функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в Ḡ, то

пiдiнтегральний вираз в рiвностi (11.1)) голоморфно (аналiтично) залежить
вiд � в Ḡ . Тодi згiдно з iнтегральною теоремою Кошi права частина (11.1)
перетворюється на нуль. Таким чином, теорему 11.8 можна сформулювати
ще таким чином.

Теорема 11.9. Нехай функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в компак-
тнiй областi D, що обмежена скiнченним числом спрямлюваних кривих, та
неперервна в замиканнi областi D̄. Тодi має мiсце рiвнiсть

1

2� i

∫
∂ D

f(�)

� − z
d� =

{
f(z), якщо z ∈ D ,

0, якщо z /∈ D̄ ,

де ∂ D – орiєнтована межа областi D.
Якщо z ∈ ∂ D, то iнтеграл Кошi, взагалi кажучи, не є визначеним нi як

власний, нi як невласний iнтеграл.
Для випадку, коли f(z, z̄) як функцiя двох змiнних z, z̄ є неперервно-

диференцiйованою, за допомогою формули Грiна можна довести таке твер-
дження.
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Теорема 11.10. Якщо функцiя f(z, z̄) має частиннi похiднi в замиканнi
областi D, що обмежена скiнченим числом спрямлюваних кривих, то для
кожної точки z ∈ D виконується рiвнiсть

f(z, z̄) =
1

2� i

∫
∂ D

f(�, �̄)

� − z
d� − 1

�

∫∫
D

1

� − z
∂

∂�̄
f(�, �̄) d� d� , (11.2)

де � = � + i�.
Формула (11.2) називається формулою Кошi-Грiна. Якщо функцiя f(z)

голоморфна (аналiтична) в областi D та неперервна в її замиканнi, то з
формули (11.2) одержуємо iнтегральну формулу Кошi (11.1).

З iнтегральної формули Кошi (11.1) легко отримати такий результат.
Теорема 11.11 (про середнє). Якщо функцiя f(z) голоморфна (ана-

лiтична) в областi D, то її значення в будь-якiй точцi z0 ∈ D
дорiвнює середньому арифметичному її значень на довiльному колi
{z ∈ ℂ : ∣z − z0∣ = � } з центром в точцi z0, якщо лише коло i круг, що
ним обмежений, належать областi D, тобто

f(z0) =
1

2�

∫ 2�

0

f (z0 + � ei t) dt . (11.3)

З формули (11.3), як наслiдок, маємо, що для дiйсної та уявної частин
голоморфної (аналiтичної) функцiї, тобто для гармонiчних функцiй, також
притаманна властивiсть про середнє арифметичне, тобто:

u(x0, y0) = Re f(z0) =
1

2�

∫ 2�

0

u(x0 + � cos', y0 + � sin' ) d' ,

v(x0, y0) = Im f(z0) =
1

2�

∫ 2�

0

v(x0 + � cos', y0 + � sin' ) d' ,

де z0 = x0 + i y0.
Iнтеграл Кошi (11.1) визначено для випадку, коли функцiя f(z) голо-

морфна (аналiтична) в замиканнi областi D, а межа цiєї областi складаєть-
ся з замкнених кривих. Досить часто в комплексному аналiзi доводиться
розглядати iнтеграл типу Кошi, що є узагальненням iнтегралу Кошi (11.1).

Означення 11.4. Iнтегралом типу Кошi називається iнтеграл вигляду

F (z) =
1

2�i

∫



f(�)

� − z
d �, (11.4)

де 
 – деяка спрямлювана (не обов‘язково замкнена) крива, 
 : [�;�]→ ℂ,
функцiя f(z) неперервна на множинi 
 = {z ∈ ℂ : z = 
(t), t ∈ [�;�] }, а
точка z не належить кривiй 
.

Очевидно, що iнтеграл типу Кошi (11.4) є iнтегралом Кошi, якщо крива

 замкнена, а функцiя f (z) голоморфна (аналiтична) в замиканнi областi
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D, що обмежена кривою 
. При цьому F (z) = f(z), якщо z ∈ D, та F (z) =
0, якщо z ∈ ℂ∖D̄.

Означення 11.5. Функцiя 1/( � − z ) називається ядром Кошi, а фун-
кцiя f (�) – щiльнiстю iнтегралу типу Кошi.

Оскiльки iнтеграл (11.4) iснує для кожної точки z ∈ ℂ∖
, то за допо-
могою функцiї F (z) визначено вiдображення F : ℂ∖
 → ℂ i при цьому
lim
z→∞

F (z) = 0.

Важливi властивостi iнтегралу типу Кошi демонструє такий приклад.
Приклад 11.1.1. Розглянемо функцiю f(z) = 2 Re z, яка, як це випли-

ває з умов Кошi-Рiмана, не є голоморфною (аналiтичною) в жоднiй точцi
комплексної площини ℂ. Обчислимо iнтеграл

F (z) =
1

2�i

∫
∣�∣=1

2 Re �

� − z
d�.

Оскiльки ∣�∣ = 1, то можна записати Re � = ( � + �−1)
/

2. Тодi

F (z) =
1

2�i

∫
∣�∣=1

�

� − z
d� +

1

2�i

∫
∣�∣=1

1

� ( � − z )
d�. (11.5)

За iнтегральною формулою Кошi маємо

1

2�i

∫
∣�∣ =1

�

� − z
d� =

{
z, якщо ∣z∣ < 1

0, якщо ∣z∣ > 1 .

Для обчислення другого iнтегралу в рiвностi (11.5) розглянемо випадки,
коли z = 0 та z ∕= 0. Очевидно, що якщо z = 0, то цей iнтеграл дорiвнює
нулевi, бо

1

2�i

∫
∣�∣=1

d�

�2
= 0 .

Якщо ж z ∕= 0 i ∣z∣ < 1, то маємо
1

2�i

∫
∣�∣=1

d�

� ( � − z )
=

1

2�i z

∫
∣�∣ =1

d�

� − z
− 1

2�i z

∫
∣�∣ =1

d�

�
= 0 ,

оскiльки для даного випадку iнтеграли вiд функцiй 1/( � − z ) та 1/� вздовж
одиничного кола з центром в початку координат спiвпадають, тобто

1

2�i

∫
∣�∣=1

d�

� − z
=

1

2�i

∫
∣�∣ =1

d�

�
= 1 .
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Якщо ж ∣z∣ > 1, то
1

2�i

∫
∣�∣ =1

d�

� − z
= 0 ,

1

2�i

∫
∣�∣ =1

d�

�
= 1 .

Таким чином одержимо

1

2�i

∫
∣�∣ =1

d�

� ( � − z )
=

{
0, якщо ∣z∣ < 1 ,

−1/z , якщо ∣z∣ > 1 .

Остаточно знаходимо

F (z) =
1

2�i

∫
∣�∣=1

2 Re �

� − z
d� =

{
z , якщо ∣z∣ < 1 ,

−1/z , якщо ∣z∣ > 1 .

В розглянутому вище прикладi iнтеграл типу Кошi визначав функцiю,
яка є голоморфною (аналiтичною) як в серединi одиничного кола, так i
ззовнi, тобто в областях, на якi шлях iнтегрування (одиничне коло) роздiляє
комплексну площину. Ця властивiсть голоморфностi (аналiтичностi) прита-
манна iнтегралу типу Кошi i для загального випадку.

Згадана вище властивiсть голоморфностi iнтегралу типу Кошi може ви-
користовуватися для доведення нескiнченної диференцiйовностi голоморф-
них (аналiтичних) функцiй.

Теорема 11.12 (про голоморфнiсть (аналiтичнiсть) iнтегралу типу Ко-
шi). Нехай 
 – орiєнтована кусково-гладка крива, а функцiя f(z) неперерв-
на на 
. Тодi функцiя F (z), що визначена за допомогою iнтегралу типу Кошi
(11.4), є голоморфною (аналiтичною) в кожнiй точцi комплексної площини
ℂ, що не належить кривiй 
. Причому F (z) має похiднi будь-якого порядку
n ∈ ℕ, якi можна обчислити за допомогою формули

F (n)(z) =
n !

2�i

∫



f(�)

( � − z )n+1
d�, n ∈ ℕ. (11.6)

Оскiльки iнтеграл Кошi є частинним випадком iнтегралу типу Кошi,
то за допомогою теореми 11.12 та iнтегральної формули Кошi нескладно
встановити такi властивостi голоморфних функцiй.

Наслiдок 11.1. Якщо функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в областi
D, то вона має в цiй областi похiднi будь-якого порядку n ∈ ℕ.

Наслiдок 11.2. Похiдна будь-якого порядку вiд голоморфної (аналiтич-
ної) в областi функцiї є голоморфною (аналiтичною) в цiй областi.

З формул (11.1), (11.6) можна отримати формулу Кошi для похiдних
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функцiї f(z), що голоморфна в областi G. Ця формула має вигляд

f (n)(z) =
n !

2�i

∫
G

f(�)

( � − z )n+1
d�, z ∈ G,n ∈ ℕ.

11.2 Приклади розв’язування задач
11.2.1. Нехай функцiя f (z) неперервна в секторi

Ω = {z ∈ ℂ : 0 < ∣z∣ ⩽ r0 , 0 ⩽ arg z ⩽ '0} , 0 < '0 ⩽ 2� ,

 

x

iy 

r0

0 

0 r

r 

Рис. 11.1

iснує границя
lim

z∈Ω ,z→0
z f(z) = a ∈ ℂ.

Довести, що

lim
r→0+

∫

r

f(z) dz = ia'0,

де 
r – дуга кола ∣z∣ = r, яка належить
сектору Ω i проходиться проти годинни-
кової стрiлки (рис. 11.1).

⊳ Шлях 
 можна параметризувати таким чином: z = r ei ', 0 ⩽ ' ⩽ '0.
Тодi, враховуючи дану параметризацiю i означення iнтегралу, маємо∣∣∣∣∫


r

f(z) dz − ia '0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ '0

0

f(rei') riei'd'− i
∫ '0

0

a d'

∣∣∣∣ ⩽
⩽
∫ '0

0

∣∣ f (r ei ') r ei ' − a
∣∣ d' . (11.7)

Для оцiнки останнього iнтегралу в (11.7) використаємо умову задачi про
iснування границi lim

z→0, z ∈ Ω
z f(z) = a ∈ ℂ.

Якщо записати означення границi i потiм покласти z = r ei ', то при-
йдемо до наступного твердження: для довiльного " > 0 iснує таке � > 0,
що для довiльного такого r, що ∣r∣ < �, i для довiльного ' ∈ [0;'0] вико-
нується нерiвнiсть

∣∣f(rei') rei' − a
∣∣ < ". Останнє твердження означає, що

f(rei') rei ' → a при r → 0 рiвномiрно стосовно ' ∈ [0;'0]. Тодi, пере-
йшовши до границi в останньому iнтегралi (11.7) при r → 0, отримаємо∣∣∣∣ ∫


r

f(z) dz − ia '0

∣∣∣∣ ⩽ ∫ '0

0

∣∣ f (rei') rei' − a
∣∣ d' → 0 , r → 0.

З отриманої нерiвностi випливає твердження задачi. ⊲
11.2.2. (Лема Жордана для Im z ⩾ 0). Нехай для функцiї f = f(z)

виконуються умови:
а) f ∈ C({z ∈ ℂ : ∣z∣ ⩾ R0, Im z ⩾ 0 }),
б) f(z)→ 0, z →∞ , Im z ⩾ 0.
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Тодi для всiх � > 0∫
ΓR

ei�zf(z) dz → 0 при R→ +∞,

де ΓR – дуга кола ∣z∣ = R ⩾ R0, яка лежить у пiвплощинi Im z ⩾ 0 i
проходиться проти годинникової стрiлки.

⊳ Розглянемо наступну параметризацiю шляху ΓR: z = Rei ', де ' ∈
[0;�]. Використовуючи дану параметризацiю та означення iнтегралу, маємо∣∣∣∣ ∫

ΓR

ei � zf(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ �

0

ei �R e
i '
f(Rei ')R i ei 'd'

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ ∫ �

0

ei �R ( cos'+i sin' )f(Rei ')R i ei 'd'

∣∣∣∣ ⩽
⩽ R

∫ �

0

∣∣ ei �R cos'e−�R sin'f(Rei ') ei '
∣∣ d' =

= R

∫ �

0

∣∣ e−�R sin'f(Rei ')
∣∣ d' .

Для оцiнки останнього iнтегралу використаємо неперервнiсть функцiї
f(z). Оскiльки f ∈ C({z ∈ ℂ : ∣z∣ ⩾ R0, Im z ⩾ 0 }), то для будь-якого
R ⩾ R0 iснує

max
z∈ΓR

∣ f(z) ∣ = max
0⩽'⩽�

∣∣ f(Rei')
∣∣ = MR,

бо ΓR – компактна множина.
При цьому, з умови б) випливає, що MR → 0 при R→ +∞.
Тодi можемо записати∣∣∣∣ ∫

ΓR

ei � zf(z) dz

∣∣∣∣ ⩽ RMR

∫ �

0

e−�R sin'd' =

= 2RMR

∫ �/2

0

e−�R sin'd'.

Далi використаємо очевидну нерiвнiсть sin' ⩾ 2'/�, якщо 0 ⩽ ' ⩽
�/2. Тодi ∣∣∣∣ ∫

ΓR

ei � zf(z) dz

∣∣∣∣ ⩽ 2RMR

∫ �/2

0

e−�R 2'/�d' =

= 2RMR
� e−2�R'/�

2�R
∣ 0�/2 =

�MR

�
(1− e−�R)→ 0 при R→ +∞ ,

що i доводить сформульовану лему. ⊲
Зауваження 11.1. Пiд час доведення леми Жордана було доведено

сильнiше твердження, а саме: при виконаннi умов леми Жордана для до-
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вiльного � > 0 має мiсце така властивiсть∫
ΓR

∣∣ ei � zf(z)
∣∣ ∣dz∣ → 0 при R→ +∞.

11.2.3. Довести, що
∫ +∞

0

e−x
2

cos 2bx dx =

√
�

2
e−b

2
, b > 0.

 

x

iy z

ib

R– R 0

CR 

Рис. 11.2

⊳ Позначимо iнтеграл, який стоїть в
правiй частинi, через I. Оскiльки пiдiн-
тегральна функцiя є парною, то очевид-
но, що

I =
1

2

∫ +∞

−∞
e−x

2
cos 2bx dx.

Для обчислення останнього iнтегра-
лу розглянемо замкнений контур CR,
R > 0, та iнтеграл по контуру CR вiд функцiї f(z) = e−z

2
, яка є голомор-

фною (аналiтичною) в усiй комплекснiй площинi (рис. 11.2). При цьому за
теоремою Кошi маємо ∫

CR

e−z
2
dz = 0,

оскiльки iнтеграл визначено вiд голоморфної (аналiтичної) функцiї по кон-
туру, що є замкненим.

Подавши контур CR як об’єднання чотирьох прямолiнiйних вiдрiзкiв та
використавши властивiсть адитивностi iнтегралу, отримаємо

0 =

∫
CR

e−z
2
dz =

R∫
−R

e−x
2
dx+

+

−R+i b∫
R+i b

e−z
2
dz +

R+i b∫
R

e−z
2
dz +

−R∫
−R+i b

e−z
2
dz . (11.8)

Розглянемо окремо другий iнтеграл. Маємо
−R+ib∫
R+ib

e−z
2
dz =

R∫
−R

e−(x+i b)2dx = −
R∫
−R

e−x
2−2 x i b+b2dx =

= −eb
2

R∫
−R

e−x
2
( cos 2 b x− i sin 2 b x ) dx =
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= −eb
2

R∫
−R

e−x
2

cos 2 b x dx → −2 eb
2
I при R→ +∞ .

Пiдставивши отриманий вираз в рiвнiсть (11.8) та перейшовши до гра-
ницi при R→ +∞, отримаємо

0 =

+∞∫
−∞

e−x
2
dx− 2 eb

2
I + lim

R→+∞

⎛⎝ R+i b∫
R

e−z
2
dz +

−R∫
−R+i b

e−z
2
dz

⎞⎠ .

Для обчислення границi в першому iнтегралi останнього виразу розгля-
немо такi перетворення:∣∣∣∣∣∣

R+i b∫
R

e−z
2
dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

0

e−(R+i y)2dy

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
b∫

0

e−R
2−2 i R y+y2dy

∣∣∣∣∣∣ ⩽ e−R2

b∫
0

∣∣∣ e−2 i R yey
2
∣∣∣ dy = e−R

2

b∫
0

ey
2
dy ,

звiдки слiдує, що цей iнтеграл прямує до нуля при R→ +∞ .
Аналогiчно розглядається i другий iнтеграл.
Пiсля проведених мiркувань, врахувавши, що

∫ +∞
−∞ e−x

2
dx =

√
� (iнте-

грал Пуассона) отримаємо
√
� = 2 eb

2
I, звiдки i слiдує твердження задачi.

⊲
11.2.4. Обчислити iнтеграл

1

2� i

∫



ez dz

z2 − a2
,

якщо 
 – простий замкнений контур, всерединi якого лежать точки ±a.
Окремо розглянути випадки a ∕= 0 та a = 0.

⊳ Розглянемо випадок a ∕= 0. Розкладемо функцiю 1
/

( z2 − a2) на еле-
ментарнi дроби

1

z2 − a2
=

(
1

z − a
− 1

z + a

)
1

2 a
.

Тодi шуканий iнтеграл матиме вид

1

2�i

∫



ez dz

z2 − a2
=

1

2 a

⎛⎝ 1

2�i

∫



ez dz

z − a
− 1

2�i

∫



ez dz

z + a

⎞⎠ . (11.9)

Для обчислення iнтегралiв, якi стоять в правiй частинi (11.9), вико-
ристаємо iнтегральну формулу Кошi (iнтеграл Кошi). Оскiльки точки ±a
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лежать всерединi цього контуру, то згiдно згаданої формули
1

2� i

∫



ezdz

z − a
= ea,

1

2� i

∫



ezdz

z + a
= e−a.

Тодi з (11.9) випливає, що
1

2� i

∫



ez dz

z2 − a2
=

1

2 a
( ea − e−a) =

sh a

a
, a ∕= 0.

У випадку a = 0 для обчислення шуканого iнтегралу використаємо iнте-
грал Кошi та правило обчислення похiдних вiд iнтегралу типу Кошi. Згiдно
iнтегральної формули Кошi отримуємо, що для всiх �, якi лежать всерединi
контуру 
, має мiсце рiвнiсть

1

2� i

∫



ezdz

z − �
= e�.

Оскiльки iнтеграл Кошi є частковим випадком iнтегралу типу Кошi, то
для iнтегралу Кошi залишається справедливою формула для обчислення
похiдних. Згiдно цiєї формули

( e�)
′

= e� =
d

d�

⎛⎝ 1

2� i

∫



ezdz

z − �

⎞⎠ =
1

2� i

∫



ezdz

( z − � )2
.

Поклавши в останнiй рiвностi � = a = 0, отримаємо
1

2� i

∫



ez dz

z2
= e0 = 1.

Таким чином, задачу розв’язано. ⊲
11.2.5. Нехай 
 – простий замкнений контур, який обмежує однозв’я-

зну область D (рис. 11.3). Позначимо D− = ℂ∖D̄. Припустимо, що
f ∈ H (D−) ∩ C (D̄−) та iснує границя lim

z → ∞
f (z) := f(∞) ∈ ℂ. Дове-

сти, що

1

2� i

∫



f(z)

z − z0
dz =

{
f(∞)− f(z0) , якщо z0 ∈ D−,

f(∞) , якщо z0 ∈ D ,
(11.10)

де контур 
 пробiгається у напрямку, додатному для областi D.
⊳ Зафiксуємо довiльну точку z0 ∈ D i для досить великих R проведемо

таке коло ΓR = {z ∈ ℂ : ∣z − z0∣ = R }, щоб область D лежала всерединi
цього кола, яке проходиться за годинниковою стрiлкою (рис. 11.3). Пiдiн-
тегральна функцiя F (z) = f(z)/(z − z0) буде голоморфною (аналiтичною)
в областi D−R = D− ∩ { z ∈ ℂ : ∣z − z0∣ < R }, межа якої складається з
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D


ГR

z0


RD

D 


ГR

z0


RD

 

Рис. 11.3

контуру 
 та кола ΓR, i буде неперервною в замиканнi цiєї областi. Тодi за
теоремою Кошi для багатозв’язної областi

0 =

∫

∪ΓR

f (z)

z − z0
dz =

∫



f (z)

z − z0
dz +

∫
ΓR

f (z)

z − z0
dz , (11.11)

причому, отримана рiвнiсть залишається справедливою для всiх досить ве-
ликих R.

Перейдемо в цiй рiвностi до границi при R → +∞. Використовуючи
означення iнтегралу, знаходимо∫

ΓR

f (z)

z − z0
dz = −

2�∫
0

f (z0 +Rei ')

Rei '
i R ei 'd' = −i

2�∫
0

f (z0 +Rei ') d'.

За умовою задачi iснує границя lim
z→∞

f(z) = f(∞) ∈ ℂ. З iснування

цiєї границi випливає, що f(z0 + Rei ') → f(∞) при R → +∞, причому
рiвномiрно стосовно '. Тодi∫

ΓR

f (z)

z − z0
dz = −i

2�∫
0

f (z0 +Rei ') d'→ −2� i f(∞) при R→ +∞.

Як результат отримуємо, що з останньої рiвностi i рiвностi (11.11) при
R→ +∞ випливає рiвнiсть (11.10) для z0 ∈ D.

Розглянемо тепер випадок, коли z0 ∈ D− – довiльна фiксована точка.
Аналогiчно до попереднього випадку побудуємо коло ΓR (рис. 11.3). Тодi
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за iнтегральною формулою Кошi маємо

−f(z0) =
1

2� i

∫

∪ΓR

f (z)

z − z0
dz =

1

2� i

∫



f (z)

z − z0
dz +

1

2� i

∫
ΓR

f (z)

z − z0
dz .

Поява знаку "мiнус" перед f(z0) пов’язана з тим, що межа областi D−R
зорiєнтована у вiд’ємному напрямку (рис. 11.3).

Перейшовши до границi при R → +∞, аналогiчно до попереднього
випадку, отримаємо рiвнiсть (11.10) для z0 ∈ D−. ⊲

11.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення гомотопних шляхiв. Властивостi гомотопностi шляхiв.

Апроксимацiйна лема. Теорема Кошi для довiльного замкнутого шля-
ху в областi. Чи має мiсце теорема Кошi про iнтеграл вздовж довiльного
замкнутого шляху для випадку функцiї f(z) = 1/z, визначеної в областi
D = {z : 0 < ∣z∣ < 1}. Вiдповiдь обгрунтувати.

Теорема Кошi для гомотопних шляхiв. Теорема Кошi для шляху, гомо-
топного нулевi.

Теорема Кошi для областi, обмеженою неперервною кривою. Теорема
Кошi про iнтеграл вздовж неперервної кривої, що є межею областi.

Означення орiєнтованої межi областi. Теорема Кошi про iнтеграл
вздовж орiєнтованої межi довiльної (компактної) областi.

Узагальнена теорема Кошi. Теорема Кошi про iнтеграл вздовж орiєнто-
ваної межi довiльної областi.

Теорема про глобальне iснування первiсної. Iнтегральна формула Кошi.
Iнтеграл Кошi. Iнтеграл Пуассона. Формула Рiмана-Грiна. Формула

Кошi-Грiна. Теорема про середнє.
Iнтеграл типу Кошi. Теорема про голоморфнiсть функцiї, визначеної iн-

тегралом типу Кошi. Теорема про похiднi функцiї, визначеної iнтегралом
типу Кошi. Теорема про iснування похiдних довiльного порядку функцiї,
що голоморфна в областi. Формула Кошi для похiдних.

11.4 Завдання для аудиторної роботи
11.4.1. Нехай функцiя f = f(z) неперервна в околi точки z = a. Довести,
що

lim
r→ 0+

∫
∣z−a∣ =r

f(z)

z − a
dz = 2� i f(a),

де коло ∣z − a∣ = r проходиться проти годинникової стрiлки.
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11.4.2. Нехай функцiя f = f(z) неперервна в множинi D̄ = {z ∈ ℂ :
∣z∣ ⩾ R0, 0 ⩽ arg z ⩽ � }, де 0 < � ⩽ 2�, i iснує границя

lim
z∈D̄, z→∞

z f(z) = a ∈ ℂ.

Довести, що

lim
R→+∞

∫
ΓR

f(z) dz = i �a,

де ΓR – дуга кола ∣z∣ = R, яка лежить в D̄ i проходиться проти годинникової
стрiлки.

11.4.3. Довести таке твердження: якщо f ∈ H({z ∈ ℂ : 0 ⩽ Imz ⩽ ℎ}),
де ℎ > 0, iснує рiвномiрна стосовно y ∈ [0;ℎ] границя lim

x→±∞
f(x + iy) = 0

та iснує iнтеграл
+∞∫
−∞

f(x) dx, то iснує також iнтеграл
+∞∫
−∞

f(x+ iℎ) dx i цi

iнтеграли спiвпадають.

11.4.4. Довести, що

+∞∫
0

sinx

x
dx =

�

2
(iнтеграл Дiрiхле).

Вказiвка. Проiнтегрувати функцiю f(z) = ei z
/
z по межi областi

{z ∈ ℂ : r < ∣z∣ < R, 0 < arg z < � } та спрямувати r → 0, R→ +∞.

11.4.5. Довести, що

+∞∫
0

cosx2dx =

+∞∫
0

sinx2dx =

√
�√
8

(iнтеграли Фре-

неля).

Вказiвка. Проiнтегрувати функцiю f(z) = ei z
2
по межi сектора {z ∈ ℂ :

0 < ∣z∣ < R, 0 < arg z < �} та спрямувати R до +∞. При оцiнцi iнтеграла
по дузi кола використати лему Жордана, в якiй покласти z2 = t.

11.4.6. Використовуючи iнтегральну формулу Кошi, обчислити iнтегра-
ли:

a)

∫
∣z+i∣ =3

sin z

z + i
dz; b)

∫
∣z∣ =2

ez

z2 − 1
dz; c)

∫
∣z−i∣ =1

cos z

(z − i)3
dz.

11.4.7. Використовуючи формулу Кошi для похiдних, обчислити iнте-
грали:

a)

∫
∣z∣ =1

exp z2

z3
dz; b)

∫
∣z−1∣ =2

cos�z

(z − 1)3
dz; c)

∫
∣z∣ =1

tg z

z2
dz.
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11.4.8. Нехай a > 0 , � ∈ ℝ. Довести, що

1

2� i

a+i∞∫
a−i∞

e�z

z2
dz =

{
0 , якщо � < 0 ,

� , якщо � ≥ 0 .

11.4.9. Нехай f(z), g(z) – голоморфнi в одиничному крузi та неперервнi
в його замиканнi функцiї. Довести, що

1

2� i

∫
∣t∣=1

(
f(t)

t− z
+

z g(t)

z t− 1

)
dt =

{
f(z), якщо ∣z∣ < 1 ,

g(1/z), якщо ∣z∣ > 1 .

11.5 Завдання для самостiйної роботи
11.5.1. Нехай функцiя f = f(z) неперервна в околi точки z = 0. Довести,
що

lim
r→0+

2�∫
0

f(rei ') d' = 2� f(0).

11.5.2. Довести таке твердження: якщо функцiя f = f(z) неперервна
в замиканнi пiвсмуги D̄ = { z ∈ ℂ : Re z ⩾ x0, 0 ⩽ Im z ⩽ ℎ }, де ℎ > 0;
iснує рiвномiрно стосовно y ∈ [0;ℎ] границя lim

x→+∞
f(x+ i y) = a ∈ ℂ, де a

не залежить вiд y, то

lim
x→+∞

∫

x

f(z) dz = i aℎ,

де 
x – вертикальний вiдрiзок, який з’єднує точки x та x+i ℎ i пробiгається
знизу до гори.

11.5.3. Сформулювати та довести лему Жордана для випадкiв Re z ⩾ 0
та Re z ⩽ 0.

11.5.4. Довести таке твердження: якщо функцiя f(z) голоморфна в за-
миканнi областi {z ∈ ℂ : 0 < arg z < � ), де � ∈ [0; 2�), iснує границя

lim
0⩽arg z⩽� , z→∞

z f(z) = 0

i iнтеграл
+∞∫
0

f(x) dx збiгається, то збiгається також iнтеграл
∫

arg z=�

f(z) dz

i цi iнтеграли рiвнi.
11.5.5. Нехай функцiя f(z) голоморфна в кiльцi { z ∈ ℂ : r < ∣z∣ < R },


 – проста кусково-гладка крива, що є додатно орiєнтованою межею деякої
областi, яка мiстить замикання круга {z ∈ ℂ : ∣z∣ < r } та лежить в областi
{z ∈ ℂ : ∣z∣ < R }. Довести, що iнтеграл

∫


f(z) dz не залежить вiд вибору

кривої 
.
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11.5.6. Довести, що для кожного s ∈ (0; 1) справедливi рiвностi:

a)

+∞∫
0

xs−1 cosx dx = Γ (s) cos
�s

2
, b)

+∞∫
0

xs−1 sinx dx = Γ (s) sin
�s

2
,

де Γ(s) =

+∞∫
0

xs−1e−xdx – Γ-функцiя, s > 0.

Вказiвка. Проiнтегрувати функцiю f(z) = zs−1eiz по межi областi {z ∈
ℂ : r < ∣z∣ < R, 0 < arg z < �/2}, розглянути границю iнтегралу при
r → 0, R→ +∞ та використати означення Γ-функцiї.

11.5.7. Обчислити iнтеграл
1

2� i

∫



z ezdz

(z − a)2
,

якщо точка a лежить всерединi простого замкненого контуру 
.
11.5.8. Обчислити iнтеграл

1

2� i

∫



ezdz

z (z − 1)3
,

якщо 
 – простий замкнений контур i:
a) точка z = 0 лежить всерединi контура 
, а точка z = 1 – зовнi;
b) точка z = 1 лежить всерединi контура 
, а точка z = 0 – зовнi;
c) обидвi точки, z = 0 та z = 1, лежать всерединi контура 
.

11.5.9. Обчислити iнтеграли

a)

∫
∣z∣=2

dz

z2 + 1
; b)

∫
∣z∣=4

cos z dz

z2 − �2
; c)

∫
∣z∣=2

exp�z dz

z2 + 2z + 2
.

11.5.10. Обчислити iнтеграли

a)

∫
∣z−1∣=1

zez dz

(z − 1)n
, n ∈ ℕ; b)

∫
∣z∣=2

sin�z dz

(z2 + 1)2
; c)

∫
∣z∣=2

exp (�z) dz

(z2 + 1)2
.

11.5.11. Обчислити iнтеграл∫
∣z∣=R

dz

(z − a)
n

(z − b)
, де ∣a∣ < R < ∣b∣ n ∈ ℕ.
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Тема 12

Степеневi ряди голоморфних функцiй
12.1 Теоретичнi вiдомостi
Нехай { ak : k ⩾ 0 } ⊂ ℂ – деяка послiдовнiсть комплексних чисел, z0 –
фiксована точка комплексної площини ℂ.

Означення 12.1. Степеневим рядом в комплекснiй площинi називаєть-
ся функцiональний ряд вигляду

∞∑
k=0

ak ( z − z0)k , (12.1)

де z – комплексне число.
Означення 12.2. Множиною збiжностi степеневого ряду (12.1) назива-

ється така множина M ⊂ ℂ, в кожнiй точцi якої ряд (12.1) збiгається.
Очевидно, що степеневий ряд (12.1) завжди збiгається в точцi z = z0

при довiльних ak, k ⩾ 0. Це означає, що множина збiжностi степеневого
ряду не може бути порожньою, бо до цiєї множини належить як мiнiмум
одне комплексне число, число z0.

Означення 12.3. Областю збiжностi степеневого ряду (12.1) назива-
ється множина всiх внутрiшнiх точок з множини збiжностi цього ряду.

Необхiдно зауважити, що означення 12.3 областi збiжностi степеневого
ряду, з точки зору означення областi, не є повнiстю коректним, оскiль-
ки з означення 12.3 випливає, що область збiжностi степеневого ряду є,
очевидно, вiдкритою множиною, але зовсiм не обов’язково зв’язною (або
лiнiйно-зв’язною). Коректнiсть цього означення встановлює теорема Кошi-
Адамара.

Позначимо
r = lim

k→∞
k
√
∣ak∣ .

Теорема 12.1 (Кошi-Адамара). Областю збiжностi степеневого ряду
(12.1) є круг

UR(z0) = { z ∈ ℂ : ∣z − z0∣ < R },
де R = 1/r, якщо 0 < r < +∞; R = 0, якщо r = +∞ та R = +∞, якщо
r = 0.

З теореми Кошi-Адамара випливає, що множина збiжностi степеневого
ряду M лежить в замиканнi круга збiжностi, тобто M ⊂ ŪR(z0) = { z ∈
ℂ : ∣z − z0∣ ⩽ R }. Тодi для довiльного такого z ∈ ℂ, що ∣z − z0∣ > R, ряд
(12.1) є розбiжним.
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Вивчення збiжностi ряду (12.1) на межi круга збiжностi, тобто при
∣z − z0∣ = R, вимагає окремих дослiджень, якi проводяться в кожному
конкретному випадку окремо.

Означення 12.4. Величина R в теоремi Кошi-Адамара, яка визначає
радiус круга збiжностi степеневого ряду, називається радiусом збiжностi
степеневого ряду.

Сформулюємо деякi властивостi степеневих рядiв для випадку, коли
область його збiжностi не є порожньою множиною.

12.1. Нехай K – довiльна компактна множина, яка лежить в крузi збi-
жностi степеневого ряду (12.1) Тодi ряд (12.1) рiвномiрно збiжний на мно-
жинi K.

12.2. Степеневий ряд (12.1) можна почленно iнтегрувати вздовж довiль-
ного шляху, яких лежить в його крузi збiжностi.

12.3. Степеневий ряд (12.1) можна почленно диференцiювати в кожнiй
точцi круга збiжностi. Звiдси випливає, що оскiльки круг збiжностi є обла-
стю в комплекснiй площинi ℂ, то степеневий ряд визначає функцiю, яка
голоморфна (аналiтична) в його крузi збiжностi.

Перша теорема Абеля. Нехай степеневий ряд (12.1) збiгається при
z = z1 ∈ ℂ. Тодi ряд (12.1) є збiжним в крузi { z ∈ ℂ : ∣z−z0∣ < ∣z1−z0∣ }.

Друга теорема Абеля. Нехай степеневий ряд (12.1) iз скiнченним ра-
дiусом збiжностi R > 0 збiгається до f(z1) в деякiй точцi z1, що належить
межi його областi збiжностi, тобто колу { z ∈ ℂ : ∣z − z0∣ = R }. Тодi сума
степеневого ряду (12.1) прямує до f(z1), якщо значення z прямує до точки
z1 вздовж довiльного шляху, що лежить у областi збiжностi даного ряду i
закiнчується в точцi z1.

Степеневi ряди тiсно пов’язанi з голоморфними (аналiтичними) функ-
цiями. Так, кожен степеневий ряд визначає голоморфну (аналiтичну) фун-
кцiю всерединi круга збiжностi. Але на цьому зв’язок степеневих рядiв та
голоморфних (аналiтичних) функцiй не завершується. Виявляється кожну
голоморфну (аналiтичну) функцiю можна розкласти в степеневий ряд.

Теорема 12.2 (Тейлора). Нехай функцiя f(z) голоморфна (аналiтична)
в деякiй областi D. Тодi для довiльного z0 ∈ D функцiю f(z) можна
розкласти в степеневий ряд

f(z) =

∞∑
k=0

ck( z − z0)k, (12.2)

де

ck =
1

2�i

∫
∣�−z0∣=�

f (�) d�

( � − z0)k+1
, k ⩾ 0, (12.3)
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i число � > 0 вибирається так, щоб коло ∣� − z0∣ = � належало областi
D, при обчисленнi iнтегралiв в (12.3) коло ∣� − z0∣ = � проходиться проти
годинникової стрiлки.

При цьому радiус збiжностi ряду (12.2) не менше вiдстанi вiд точки z0

до межi областi D.
Ряд (12.2) називається рядом Тейлора функцiї f(z).
Згадавши правило обчислення похiдних вiд iнтегралу типу Кошi та iнте-

гральну формулу Кошi (11.1), неважко переконатися, що коефiцiєнти ряду
Тейлора (12.2) можна обчислити за допомогою таких рiвностей

ck =
f (k)(z0)

k !
, k ⩾ 0.

Сформулюємо наслiдки з теореми Тейлора.
Наслiдок 12.1. Кожен збiжний степеневий ряд є рядом Тейлора своєї

суми.
Наслiдок 12.2 (оцiнка Кошi для коефiцiєнтiв степеневого ряду). Нехай

функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в замкненому крузi K̄r = { z ∈ ℂ :
∣z−z0∣ ⩽ r } iM = max

z∈∂Kr
∣f(z)∣. Тодi для коефiцiєнтiв ряду Тейлора (12.2)

функцiї f(z) виконується нерiвнiсть
∣ak∣ ⩽M

/
rk, k ⩾ 0.

12.2 Приклади розв’язування задач
12.2.1. Нехай послiдовнiсть комплексних чисел { ak , k ⩾ 0 } ⊂ ℝ задоволь-
няє умови: а) 0 < ak+1 < ak , k ⩾ 0; б) ak → 0 при k → +∞.

Довести, що степеневий ряд
∑∞
k=0 ak z

k збiжний в усiх точках кола
∣z∣ = 1, за винятком, можливо, точки z = 1.

⊳ Множину точок, якi лежать на одиничному колi ∣z∣ = 1, можна пара-
метризувати таким чином z = cos'+ i sin', де ' ∈ [0; 2�). Тому для до-
слiджуваного степеневого ряду на множинi точок одиничного кола ∣z∣ = 1
маємо

∞∑
k=0

akz
k =

∞∑
k=0

ak cos k '+ i

∞∑
k=1

ak sin k ' , де 0 ⩽ ' < 2�.

З отриманої рiвностi слiдує, що збiжнiсть степеневого ряду
∑∞
k=0 ak z

k

рiвносильна збiжностi рядiв
∑∞
k=0 ak cos k ' та

∑∞
k=1 ak sin k '.

Оскiльки послiдовнiсть { ak : k ⩾ 0 } монотонно прямує до нуля (за умо-
вами задачi) i для всiх N ⩾ 1∣∣∣∣∣

N∑
k=0

cos k '

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ sin (N+1 )'
2 cos N '

2

sin '
2

∣∣∣∣∣ ⩽ (sin
'

2

)−1

при ' ∕= 0,
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N∑
k=1

sin k '

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ sin (N+1 )'
2 sin N '

2

sin '
2

∣∣∣∣∣ ⩽ (sin
'

2

)−1

при ' ∕= 0,

то для всiх 0 < ' < 2� за ознакою Дiрiхле обидва тригонометричнi ряди
збiжнi, тобто для всiх ∣z∣ = 1, z ∕= 1, степеневий ряд

∑∞
k=0 ak z

k є збiжним.
У випадку, коли z = 1, маємо

∑∞
k=0 ak z

k =
∑∞
k=0 ak i збiжнiсть даного

степеневого ряду залежить вiд властивостей послiдовностi { ak : k ⩾ 0 }. ⊲
12.2.2. Використовуючи метод невизначених коефiцiєнтiв, розв’язати

диференцiальне рiвняння
f ′′(z)− z f(z) = 0 , f(0) = 1 , f ′(0) = 0,

в околi точки z = 0.
⊳ Припустимо, що функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в околi точки

z = 0. Тодi за теоремою про розвинення голоморфної (аналiтичної) функцiї
в ряд Тейлора в цьому околi можемо записати

f(z) =

∞∑
k=0

akz
k , (12.3)

де коефiцiєнти ak, k ⩾ 0, невiдомi.
З початкової умови f(0) = 1 слiдує, що a0 = 1, а з умови f ′(0) = 0

слiдує, що a1 = 0.
Для визначення iнших коефiцiєнтiв степеневого ряду пiдставимо розви-

нення (12.3) функцiї f(z) в диференцiальне рiвняння
∞∑
k=2

akk ( k − 1 ) zk−2 −
∞∑
k=0

akz
k+1 = 0.

В першiй сумi покладемо k − 2 = n ⩾ 0, а в другiй – k + 1 = n ⩾ 1. В
результатi отримаємо

∞∑
n=0

an+2 (n+ 2) (n+ 1 ) zn −
∞∑
n=1

an−1z
n = 0.

Звiдси знаходимо, що в першiй сумi коефiцiєнт при z0, число a2 = 0.
Прирiвнявши в першiй i другiй сумах коефiцiєнти при zn, n ≥ 1, отримаємо
рекурентну формулу для обчислення коефiцiєнтiв ряду (12.3) вигляду:

(n+ 2) (n+ 1) an+2 − an−1 = 0, n ≥ 1,

звiдки знаходимо

an+3 =
an

(n+ 3) (n+ 2)
, n ⩾ 0.

Таким чином, можемо записати
a1 = a2 = a4 = a5 = . . . = a3 k+1 = a3 k+2 = . . . = 0 ,
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a0 = 1 , a3 =
a0

3 ⋅ 2
=

1

3 ⋅ 2
, a6 =

a3

6 ⋅ 5
=

1

6 ⋅ 5 ⋅ 3 ⋅ 2
, . . . ,

або

a3 k =

k∏
j=1

1

3 j (3 j − 1)
, . . . .

Пiдставивши отриманi коефiцiєнти в розвинення (12.3) знайдемо шука-
ну функцiю f(z)

f(z) =

∞∑
k=0

⎛⎝ k∏
j=1

1

3 j (3 j − 1)

⎞⎠ z3 k.

Також зауважимо, що отриманий степеневий ряд збiгається в усiй ком-
плекснiй площинi i визначає деяку функцiю f(z), яка є голоморфною (ана-
лiтичною) в ℂ. ⊲

12.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Степеневий ряд, його круг збiжностi. Ряд Тейлора. Теорема про розклад
голоморфної функцiї в ряд Тейлора. Нерiвнiсть Кошi для коефiцiєнтiв ряду
Тейлора. Теорема Лiувiлля. Теорема Лiувiлля для розширеної комплексної
площини.

Лема про збiжнiсть степеневого ряду та теорема Абеля. Формула Кошi-
Адамара. Область збiжностi степеневого ряду.

Голоморфнiсть суми степеневого ряду та її наслiдки. Необхiдна умова
iснування первiсної. Теорема про єдинiсть розвинення голоморфної функцiї
в ряд Тейлора. Формули Кошi для похiдних.

Теорема Морера. Теорема про еквiвалентнiсть понять голоморфної фун-
кцiї в сенсi Рiмана, Кошi та Вейєрштраса.

Теорема Вейєрштраса про рiвномiрно збiжний ряд голоморфних фун-
кцiй. Задача про рiвномiрне наближення функцiї полiномом в областi та
теорема Рунге.

Означення нуля (простого та кратного, для скiнченної та нескiнченної
точки) та a–точки функцiї. Теорема про зображення функцiї в околi ї ї нуля.

Теорема єдиностi. Теорема про множину нулiв голоморфної функцiї.
Зв’язок порядку нуля з явним виглядом коефiцiєнтiв ряду Тейлора. Теорема
про порядок нуля голоморфної функцiї.

12.4 Завдання для аудиторної роботи
12.4.1. Визначити областi збiжностi таких рядiв:

a)

∞∑
k=1

k!

kk
(z − 1)k;
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Вказiвка: використати формулу Стiрлiнга k! =
√

2�k(k/e)ke�(k)/(12k) при
k → +∞, де 0 < � (k) < 1;

b)

∞∑
k=0

(
2 + (−1)k

)
zk;

c)

∞∑
k=1

(sin ik) (z + i)k;

d)

∞∑
k=0

(k + ak) zk , a ∈ ℂ.

12.4.2. Вiдомо, що радiус збiжностi степеневого ряду
∑∞
k=0 ck z

k дорiв-
нює R, де R ∈ (0; +∞). Визначити радiуси збiжностi таких рядiв:

a)

∞∑
k=0

knckz
k , n ∈ ℕ; b)

∞∑
k=0

ck
k!
zk;

c)

∞∑
k=0

(1 + a)k ckz
k, a ∕= 0.

12.4.3. Дослiдити збiжнiсть таких рядiв на межi круга збiжностi:

a)

∞∑
k=2

zk

k ln2 k
; b)

∞∑
k=1

(−1)k

k
zk; c)

∞∑
k=1

z3k

k
.

12.4.4. Розкласти функцiї в ряди Тейлора в околi точки z = 0 та визна-
чити радiуси їх збiжностi:

a) f(z) =
2z − 5

z2 − 5z + 6
; b) f(z) =

2

(1− z)3
;

c) f(z) =
z

(1− z)2
; d) f(z) = ez sin z;

e) f(z) = sin4 z + cos4 z; f) f(z) = sh z sh 2z.
12.4.5. Методом невизначених коефiцiєнтiв знайти в околi точки z = 0

розв’язки таких диференцiальних рiвнянь:
a) f ′(z) = f(z) , f(0) = 1;
b) (1 + z2) f ′(z) = 1 , f(0) = 0;
c) z f ′′(z) + f ′(z) + z f(z) = 0 , f(0) = 1 , f ′(0) = 0.

12.5 Задачi для самостiйної роботи
12.5.1. Визначити областi збiжностi таких рядiв:

a)

∞∑
k=1

zk

k
; b)

∞∑
k=0

zk

k!
; c)

∞∑
k=1

k

2k
zk;

d)

∞∑
k=0

z2k ; e)

∞∑
k=0

k! zk
2
; f)

∞∑
k=0

(2k)!

(k!)2
(z − 1)k;
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g)

∞∑
k=1

kln k (z − i)2k; ℎ)
∞∑
k=1

(z + 1 + i)3k

3k + k2
.

12.5.2. Вiдомо, що радiус збiжностi степеневого ряду
∑∞
k=0 ck z

k дорiв-
нює R, де R ∈ (0; +∞). Визначити радiуси збiжностi таких рядiв:

a)

∞∑
k=0

(2k − 1) ckz
k; b)

∞∑
k=1

kk ckz
k;

c)

∞∑
k=0

Clk ckz
k, де l ∈ ℕ, Clk =

k !

l ! (k − l) !
.

12.5.3. Знайти суми рядiв:

a)

∞∑
k=1

k zk; b)

∞∑
k=1

zk

k
; c)

∞∑
k=1

k zk; d)

∞∑
k=1

k2 zk.

12.5.4. Дослiдити збiжнiсть рядiв на межi круга збiжностi:

a)

∞∑
k=1

zk

k2
; b)

∞∑
k=2

(−1)kz3k

k ln k
; c)

∞∑
k=2

(−1)kz3k−1

ln k
.

12.5.5. Методом невизначених коефiцiєнтiв знайти в околi точки z = 0
розв’язки таких диференцiальних рiвнянь:
a) f ′′(z)− z2f(z) = 0 , f(0) = 0 , f ′(0) = 1;
b) (1− z2) f ′′(z) = z f(z) , f(0) = 0 , f ′(0) = 1.
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Тема 13

Ряди Лорана голоморфних функцiй.
Iзольованi особливi
точки однозначного характеру та їх
класифiкацiя
13.1 Теоретичнi вiдомостi
13.1.1 Ряди Лорана
Ряди Тейлора дають зображення голоморфних функцiй в кругах, а ряди
вигляду

+∞∑
n=−∞

cn (z − z0)
n
, (13.1)

тобто ряди, що мiстять як додатнi, так i вiд’ємнi степенi (z − z0)
n
, n ∈ ℤ,

дають зображення голоморфних функцiй в кiльцях
K = {z ∈ ℂ : r < ∣z∣ < R} , 0 ⩽ r < R, (13.2)

що мiстяться мiж двома концентричними колами.
У випадку r = 0 ряди вигляду (13.1) дають можливiсть вивчати власти-

востi функцiй в околi точки z = z0 , в якiй дана функцiя не є голоморфною.
Означення 13.1. Ряд вигляду (13.1), де

cn =
1

2�i

∫
∣z−z0∣=�

f(�)

(� − z0)
n+1 d�, n ∈ ℤ, r < � < R, (13.3)

називається рядом Лорана функцiї f(z) в кiльцi (13.2).
Означення 13.2. Ряд

+∞∑
n=0

cn (z − z0)
n

(13.4)

називається правильною (регулярною) частиною ряду Лорана.
Означення 13.3. Ряд

−1∑
n=−∞

cn (z − z0)
n

(13.5)

називається головною частиною ряду Лорана.
Якщо дано деякий ряд вигляду (13.1), то область його збiжностi, кiль-

це (13.2), можна визначити, скориставшись формулою Кошi-Адамара для
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визначення радiуса збiжностi степеневого ряду:
1

R
= limn→+∞

n
√
∣cn∣, r = limn→+∞

n
√
∣c−n∣ . (13.6)

Зауважимо, що число R не обов’язково має бути бiльшим за r. У ви-
падку r ⩾ R областю збiжностi ряду (13.1) є порожня множина.

У випадку K ∕= ∅, тобто r < R, ряд (13.1) рiвномiрно збiгається на
довiльнiй компактнiй пiдмножинi з кiльця K (за теоремою Абеля), i його
сума є голоморфною в кiльцi (13.2) функцiєю.

Теорема 13.1 (Лорана). Якщо функцiя f(z) голоморфна в кiльцi ви-
гляду (13.2), то функцiю f(z) можна записати у виглядi ряду Лорана (13.1)

f(z) =

+∞∑
n=−∞

cn (z − z0)
n
, (13.7)

коефiцiєнти якого визначаються згiдно формул (13.3), i цей ряд збiгається
для всiх точок з кiльця K.

Розклад голоморфної в кiльцi K функцiї в ряд Лорана (13.1), (13.3) є
єдиним.

Для коефiцiєнтiв ряду Лорана має мiсце нерiвнiсть Кошi:

∣cn∣ ⩽
M

�n
, n ∈ ℤ,

де M = max
∣z−z0∣=�

∣f(z)∣.

13.1.2 Iзольованi особливi точки
Означення 13.4. Точка z0 ∈ ℂ називається iзольованою особливою точкою
функцiї f(z), якщо функцiя f(z) не є голоморфною в точцi z0, але f(z) є
голоморфною в деякому проколотому околi точки z0.

В залежностi вiд поведiнки функцiї f(z) при наближеннi z до особливої
точки z0 розрiзняють три типи iзольованих особливих точок.

Означення 13.5. Iзольована особлива точка z0 ∈ ℂ функцiї f(z) нази-
вається усувною особливою точкою, якщо iснує скiнчена границя lim

z→z0
f(z).

Означення 13.6. Iзольована особлива точка z0 ∈ ℂ функцiї f(z) на-
зивається полюсом, якщо iснує границя lim

z→z0
f(z) i дана границя дорiвнює

∞, тобто lim
z→z0

f(z) =∞.

Означення 13.7. Iзольована особлива точка z0 ∈ ℂфункцiї f(z) назива-
ється iстотно (суттєво) особливою точкою, якщо не iснує границя lim

z→z0
f(z).

Якщо точка z0 ∈ ℂ є полюсом функцiї f(z), то в проколотому околi
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точки z0 ∈ ℂ ряд Лорана функцiї f(z) має вигляд

f(z) =

+∞∑
n=−N

cn (z − z0)
n
, N ∈ ℤ,

де c−N ∕= 0.
Число N називається порядком полюса функцiї f(z) в точцi z0.
Наприклад, для функцiй f(z) = sin z/z та g(z) = (1− cos z)/z2 точка

z = 0 є усувною (iзольованою) особливою точкою, для функцiї '(z) = 1
/
z2

точка z = 0 є полюсом другого порядку, а для функцiї  (z) = e1/z точка
z = 0 є iстотно особливою точкою.

Тип iзольованої особливої точки z0 ∈ ℂ функцiї f(z) можна визначити
за розкладом функцiї в ряд Лорана в проколотому околi точки z0, а саме:

a) iзольована особлива точка z0 ∈ ℂ є усувною тодi i лише тодi, коли
ряд Лорана функцiї f(z) в проколотому околi точки z0 не мiстить головної
частини розкладу;

b) iзольована особлива точка z0 ∈ ℂ є полюсом тодi i лише тодi, коли
головна частина ряду Лорана функцiї f(z) в проколотому околi точки z0

мiстить не менше одного, але скiнчену кiлькiсть членiв;
c) iзольована особлива точка z0 ∈ ℂ є iстотно особливою тодi i лише

тодi, коли головна частина ряду Лорана функцiї f(z) в проколотому околi
точки z0 мiстить нескiнченно багато членiв.

Цi твердження визначають зв’язок мiж типом скiнчених iзольованих
особливих точок та структурою ряду Лорана в проколотому околi особливої
точки. Цi твердження є справедливими i у випадку нескiнченно вiддаленої

точки z0 =∞, якщо взяти до уваги, що ряд
+∞∑
n=1

cnz
n називається головною

частиною, а ряд
0∑

n=−∞
cnz

n – правильною частиною ряду Лорана функцiї

f(z) в околi точки z0 =∞.
Теорема 13.2 (Сохотського). Якщо точка z0 є iстотно особливою iзо-

льованою точкою функцiї f(z), то тодi для будь-якого числа w0 ∈ ℂ iснує
така послiдовнiсть комплексних чисел {zn}∞n=1, що zn → z0 при n → +∞
i lim
zn→z0

f(zn) = w0.

Теорема 13.3 (Пiкара). Якщо точка z0 є iстотно особливою iзольованою
точкою функцiї f(z), то тодi для кожного w0 ∈ ℂ, за винятком хiба що
одного значення, iснує така послiдовнiсть комплексних чисел {zn}∞n=1, що
zn → z0 при n→ +∞ i f(zn) = w0.

Наслiдок 13.1. Множина значень функцiї f(z), у якої є iстотно особлива
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iзольована точка, спiвпадає з усiєю комплексною площиною ℂ, виключаючи
хiба-що одну точку.

13.1.3 Класифiкацiя голоморфних функцiй по їх особливих то-
чках

Функцiя f(z), що голоморфна в усiй замкненiй комплекснiй площинi, згiдно
теореми Лiувiлля є сталою.

Означення 13.8. Функцiя, яка голоморфна в усiй комплекснiй площинi,
називається цiлою.

Iншими словами, цiла функцiя – це функцiя, яка не має скiнчених осо-
бливих точок, а точка z =∞ є її iзольованою особливою точкою.

Якщо z =∞ є усувною особливою точкою функцiї f(z), то така функцiя
є сталою.

Якщо z = ∞ – полюс цiлої функцiї f(z), то така функцiя є полiномом
вiд змiнної z.

Якщо z =∞ – iстотно особлива iзольована точка функцiї f(z), то така
функцiя називається цiлою трансцендентною функцiєю. Прикладом таких
функцiї є функцiї sin z, cos z, ez.

Означення 13.8. Функцiя f(z) називається мероморфною, якщо осо-
бливими точками f(z) в комплекснiй площинi ℂ є лише полюси.

Мероморфну функцiю можна подати у виглядi вiдношення (дробу) двох
цiлих функцiй. Функцiї, якi є часткою двох алгебраїчних многочленiв, є
цiлими функцiями. Кiлькiсть полюсiв мероморфної функцiї не бiльш, нiж
злiченна.

Теорема 13.4. Якщо мероморфна функцiя f(z) в точцi z = ∞ має
усувну особливу точку або полюс, то f(z) – рацiональна функцiя.

Iншими словами, функцiя, яка є мероморфною в замкненiй комплекснiй
площинi, є рацiональною.

13.2 Приклади розв’язування задач
13.2.1. Знайти область збiжностi ряду

∑+∞
k=−∞ ak z

k. ⊳
Подамо цей ряд у виглядi суми головної та регулярної частини. Маємо:

+∞∑
k=−∞

ak z
k =

−1∑
k=−∞

ak z
k +

+∞∑
k=0

ak z
k =

+∞∑
k=1

a−k t
k +

+∞∑
k=0

ak z
k ,

де t = 1/z.
В результатi заданий ряд можна розглядати як суму двох степеневих

рядiв. Тому для визначення областi збiжностi ряду
∑+∞
k=−∞ ak z

k слiд зна-
йти областi збiжностi отриманих степеневих рядiв. Використовуючи фор-
мулу Кошi-Адамара, знаходимо, що степеневий ряд

∑+∞
k=1 a−k t

k збiгається
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в крузi ∣t∣ < 1/r, де r = lim
k→∞

k
√
∣a−k∣ , а степеневий ряд

∑+∞
k=0 ak z

k збiга-

ється в крузi ∣z∣ < R, де 1/R = lim
k→∞

k
√
∣ak∣ .

Враховуючи, що t = 1/z, отримаємо, що заданий ряд
∑+∞
k=−∞ ak z

k

збiгається в кiльцi r < ∣z∣ < R, якщо r < R.
У випадку, коли r ⩾ R, цей ряд не має областi збiжностi, оскiльки

вiн розбiгається при r > R та, можливо, збiгається в деяких точках кола
∣z∣ = R (у випадку r = R). ⊲

13.2.2. Розкласти функцiю

f(z) =
1

(z − a) (z − b)
в ряди Лорана в околах точок z = 0, z = a, z =∞ та в кiльцi ∣a∣ < ∣z∣ <
∣b∣, 0 < ∣a∣ < ∣b∣.

⊳ Розкладемо функцiю f(z) на елементарнi дроби

f(z) =
1

b− a

(
1

z − b
− 1

z − a

)
. (13.8)

Для розвинення заданої функцiї в ряди Лорана використаємо вiдому
формулу для суми нескiнченної геометричної прогресiї∑∞

k=0
tk =

1

1− t
, де ∣t∣ < 1. (13.9)

При розвиненi функцiї f(z) в ряд Лорана в околi z = 0 вважаємо, що
∣z∣ < ∣a∣ < ∣b∣, тобто ∣ z/a ∣ < 1, ∣ z/b ∣ < 1.

Скористаємося очевидними рiвностями
z − a = a ( 1− z/a ) , z − b = b ( 1− z/b ).

Тодi, використовуючи (13.9), можемо записати (13.8) у виглядi

f(z) =
1

b− a

(
− 1

b ( 1− z/b )
+

1

a ( 1− z/a )

)
=

=
1

b− a

(
1

a

∞∑
k=0

zk

ak
− 1

b

∞∑
k=0

zk

bk

)
=

1

b− a

∞∑
k=0

(
1

ak+1
− 1

bk+1

)
zk ,

що i буде шуканим розкладом функцiї f(z) в ряд Лорана, який збiгається
при ∣ z/a ∣ < 1, або ∣z∣ < ∣a∣.

Вiдзначимо, що отриманий ряд Лорана не мiстить головної частини,
тобто вiн є рядом Тейлора. Це пов’язано з тим, що функцiя f(z) голомор-
фна (аналiтична) в околi точки z = 0.

В околi точки z = a ряд Лорана будується за степенями z − a. Дру-
гий доданок в дужках (13.8) вже фактично має необхiдний вигляд. Тому
залишилось розкласти лише перший доданок. Для цього запишемо такий
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ланцюжок рiвностей:

z − b = z − a+ a− b = (a− b)
(

1 +
z − a
a− b

)
= (a− b)

(
1− z − a

b− a

)
.

Тодi, використовуючи (13.9), отримаємо

f(z) =
1

b− a

(
1

a− b
1

1− (z − a)/(b− a)
− 1

z − a

)
=

=
1

b− a

(
1

a− b

∞∑
k=0

(z − a)k

(b− a)k
− 1

z − a

)
.

Отриманий ряд i буде шуканим рядом Лорана для функцiї f(z). Цей
ряд збiгається при ∣ (z − a)/(b− a) ∣ < 1 i z ∕= a, тобто в проколотому
околi точки a, для всiх значень комплексного аргументу z ∈ ℂ, для яких
виконуються нерiвностi 0 < ∣z − a∣ < ∣b− a∣.

При розвиненi функцiї f(z) в кiльцi {z ∈ ℂ : ∣a∣ < ∣z∣ < ∣b∣ } ряд
Лорана будується за степенями z, причому ∣ z/a ∣ > 1, ∣ z/b ∣ < 1. В цьому
випадку скористаємося такими рiвностями

z − a = z ( 1− a/z ) , z − b = −b ( 1− z/b ).

Тодi, використовуючи (13.9), знаходимо

f(z) =
1

b− a

(
−1

b

1

1− z/b
− 1

z

1

1− a/z

)
=

=
1

a− b

(
1

b

∞∑
k=0

zk

bk
+

1

z

∞∑
k=0

ak

zk

)
=

1

a− b

( ∞∑
k=0

zk

bk+1
+

∞∑
k=0

ak

zk+1

)
.

Отримане розвинення i є шуканим рядом Лорана для функцiї f(z), який,
як неважко переконатися, збiгається в кiльцi {z ∈ ℂ : ∣a∣ < ∣z∣ < ∣b∣ }.

В околi точки z = ∞ можемо вважати, що ∣a/z∣ < 1 i ∣b/z∣ < 1. Тодi
аналогiчно до попереднiх випадкiв запишемо

f(z) =
1

b− a

(
1

z

1

1− b/z
− 1

z

1

1− a/z

)
=

=
1

b− a

(
1

z

∞∑
k=0

bk

zk
− 1

z

∞∑
k=0

ak

zk

)
=

1

b− a

∞∑
k=1

bk − ak

zk+1
.

Отриманий ряд Лорана збiгається при ∣z∣ > ∣b∣. При цьому, аналогiчно
випадку z = 0, цей ряд не має головної частини, бо точка z =∞ є усувною
особливою точкою функцiї f(z). ⊲

13.2.3. Знайти всi особливi точки функцiї

f(z) =
1

ez − 1
− 1

z
та визначити їх тип.
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⊳ Очевидно, що особливими точками функцiї f(z) будуть точки, в яких
знаменник хоча б одного з дробiв обертається в нуль. Отже, особливими
точками функцiї f(z) є z = 0 та тi комплекснi числа z, для яких ez = 1. З
останнього рiвняння знаходимо z = Ln 1 = 2� k i, k ∈ ℤ. Також особливою
точкою вважається точка z =∞.

Розглянемо точку z = zk = 2�ki, k ∕= 0. Функцiя 1/z голоморфна
(аналiтична) в околi кожної точки zk, k ∈ ℤ, а для функцiї g(z) = ez − 1
виконуються умови

g (zk) = 0 , g′(zk) = ezk ∕= 0.

Iншими словами, знаменник першого дробу має в точцi z = zk, k ∈ ℤ,
k ∕= 0, нуль першого порядку. Тодi точка z = zk = 2� k i, k ∕= 0, є полюсом
1-го порядку (простим полюсом) функцiї f(z).

Розглянемо точку z = 0. Для визначення типу точки обчислимо

lim
z→0

f(z) = lim
z→0

(
1

ez − 1
− 1

z

)
= lim
z→0

z − ez + 1

z ( ez − 1 )
=

= lim
z→0

1− ez

ez − 1 + z ez
= lim
z→0

−ez

2 ez + z ez
= −1

2
.

Тут ми скористалися правилом Лопiталя.
Оскiльки функцiя f(z) має в точцi z = 0 границю, то ця точка є усувною

iзольованою особливою точкою.
Нарештi розглянемо точку z =∞. Вiдзначимо, що f(z) має набiр про-

стих полюсiв в точках z = zk, k ∈ ℤ∖{ 0 }. При цьому, ∣zk∣ → ∞, k → ±∞.
Тобто в довiльному околi нескiнченно вiддаленої точки будуть наявнi полю-
си функцiї f(z). Це означає, що z =∞ не є iзольованою особливою точкою.
В даному випадку z =∞ є точкою скупчення полюсiв функцiї f(z). ⊲

13.2.4. Знайти загальний вигляд функцiї, яка має тiльки такi особли-
востi: один простий полюс в точцi z0 ∈ ℂ та усувну особливу точку на
нескiнченностi.

⊳ Оскiльки шукана функцiя f(z) має простий полюс в точцi z = z0, то
головна частина ряду Лорана цiєї функцiї в околi даної точки має вигляд
c−1/( z − z0), де c−1 – деяка константа, вiдмiнна вiд нуля.

Розглянемо функцiю g(z) = f(z)−c−1/(z−z0). Функцiя g(z) є голомор-
фною (аналiтичною) в ℂ (в точцi z0 вона має усувну особливу точку, тому
її можна довизначити g(z0) = lim

z→z0
g (z)), а на нескiнченностi має усувну

особливу точку. Тому функцiя g(z) є обмеженою в ℂ. За теоремою Лiувiлля
функцiя g(z) ≡ c = const. Тодi шукана функцiя повинна мати вигляд

f(z) = c−1/(z − z0) + c , де c−1 , c ∈ ℝ , c−1 ∕= 0. ⊲
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13.2.5. Теорема Сохоцького стверджує: якщо точка a є iстотно особли-
вою точкою функцiї f(z), то для довiльного значення A ∈ ℂ̄ iснує така
послiдовнiсть значень комплексного аргумента { zk , k ⩾ 1 } ⊂ ℂ∖{a}, збi-
жна до точки a, що f(zk) → A при k → +∞. Довести, що твердження
цiєї теореми залишається справедливим, якщо точка a є точкою скупчення
полюсiв (неiзольованою особливою точкою).

⊳ Випадок A =∞ очевидний (пропонуємо розглянути самостiйно).
Нехай A ∈ ℂ – довiльне фiксоване число. Нехай { ak : k ⩾ 1 } – така

послiдовнiсть полюсiв функцiї f(z), що ak → a при k →∞.
Скористаємося методом доведення вiд супротивного i припустимо, що

не iснує такої послiдовностi { zk , k ⩾ 1 } ⊂ ℂ∖{a}, яка збiгається до точки
a i для якої f(zk)→ A при k → +∞.

Iз зробленого припущення випливає, що iснує такий проколотий окiл
точки a, який позначимо V̇a, в якому ∣ f(z)−A ∣ ⩾ ", де " > 0 – деяке
фiксоване число. Не обмежуючи загальностi, можемо вважати, що { ak, k ∈
ℕ} ⊂ V̇a, i iнших особливих точок функцiя f(z) в Va не має.

Введемо до розгляду функцiю g(z) = 1/(f(z)−A). Проаналiзуємо вла-
стивостi функцiї g(z) в V̇a. Оскiльки функцiя f(z) голоморфна (аналiтична)
в V̇a за виключенням полюсiв { ak} i f(z) ∕= A в Va, то i функцiя g (z) го-
ломорфна (аналiтична) в V̇a за виключенням iзольованих особливих точок
{ ak, k ∈ ℕ}.

Функцiя f(z) має полюси в точках { ak, k ∈ ℕ}, тобто lim
z→ak

f(z) = ∞,

k ⩾ 1. Тодi для функцiї g (z) виконується lim
z→ak

g (z) = 0, k ⩾ 1, тобто

{ ak, k ∈ ℕ} є усувними особливими точками g (z).
Довизначивши g (ak) = lim

z→ak
g (z) = 0, k ⩾ 1, отримаємо, що функцiя

g (z) буде голоморфною (аналiтичною) в V̇a, проколотому околи точки a.
Тодi точка a буде iзольованою особливою точкою функцiї g (z). Крiм цього,
враховуючи те, що ∣ f(z)−A ∣ ⩾ " в V̇a, ми можемо стверджувати, що g(z)
обмежена в V̇a, проколотому околи точки a.

Врахувавши поведiнку голоморфних (аналiтичних) функцiй в околах
iзольованих особливих точок, робимо висновок, що точка a є усувною осо-
бливою точкою функцiї g (z). Тодi iснує границя

lim
z→a

g (z) = lim
k→∞

g (ak) = 0,

i точка a є нулем функцiї g(z).
На пiдставi леми про зображення голоморфної (аналiтичної) функцiї в

околi ї ї нуля, iснують такi окiл Ua ⊂ V̇a ∪ { a } точки a, число n ∈ ℕ та
функцiя '(z), яка є голоморфною (аналiтичною) в Ua, що для функцiї g(z)
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справедливе зображення g(z) = (z−a)n' (z) в Ua, причому ' (z) ∕= 0 в Ua.
Згадавши визначення функцiї g (z) в проколотому околi V̇a точки a, для

функцiї f(z) можемо записати
f(z) = A+ 1/g (z) = A+  (z)/(z − a)n,

де функцiя  (z) = 1/' (z) голоморфна (аналiтична) в Ua i  (a) =
1/' (a) ∕= 0.

З останньої рiвностi можна зробити висновок про те, що точка a є по-
люсом функцiї f(z), тобто iзольованою особливою точкою. Але точка a не
є iзольованою особливою точкою, бо є точкою скупчення полюсiв.

Отримали протирiччя, тобто припущення про iснування такої послiдов-
ностi { zk , k ⩾ 1 } ⊂ ℂ∖{a}, яка збiгається до точки a i f(zk) → A при
k → +∞ є хибним. ⊲

13.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення ряду Лорана. Правильна та головна частина ряду Лорана. Ви-
значення областi збiжностi ряду Лорана.

Теорема Лорана. Теорема про єдинiсть розкладу функцiї в ряд Лорана.
Нерiвнiсть Кошi для коефiцiєнтiв ряду Лорана.

Означення iзольованих особливих точок функцiї та їх типи. Приклади.
Теореми про зв’язок мiж виглядом ряду Лорана в околi iзольованої осо-

бливої точки та її типом (теорема про розклад функцiї в ряд Лорана в околi
усувної особливої точки; теорема про розклад функцiї в ряд Лорана в околi
особливої точки типу полюс та її еквiвалентне формулювання; теорема про
розклад функцiї в ряд Лорана в околi iстотньо особливої точки). Теорема
про обмеженiсть функцiї в околi ї ї усувної особливої точки.

Означення порядку полюса функцiї та його визначення за явним вигля-
дом коефiцiєнтiв ряду Лорана.

Теорема Сохоцького-Вейєрштраса. Велика теорема Пiкара (подати при-
клади). Що можна сказати про множину точок {w : w = f(z), 0 < ∣z−a∣ <
�}, якщо функцiя f(z) визначена для {z : 0 < ∣z − a∣ < �}, а точка z = a є
iстотно особливою точкою для функцiї f(z)?

Означення множини невизначенностi функцiї та її вигляд. Що можна
сказати про тип особливої точки та явний вигляд ряду Лорана для випадку,
коли iзольованою особливою точкою є z0 =∞?

Означення цiлої функцiї та її загальний вигляд. Означення цiлої транс-
цендентної функцiї. Приклади.

Означення мероморфної та рацiональної функцiй. Приклади мероморф-
них та рацiональних функцiй.
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Функцiя f(z) – мероморфна. Що можна сказати про множину полюсiв
функцiї f(z) ? В яких випадках мероморфна функцiя є рацiональною ?
Вiдповiдь обгрунтувати. Означення функцiї, що мероморфна в областi.

Теорема про функцiю, що мероморфна в замкненiй комплекснiй пло-
щинi.

Теорема Вейєрштраса для цiлих функцiй та її узагальнення.

13.4 Завдання для аудиторної роботи
13.4.1. Знайти областi збiжностi рядiв:

a)

+∞∑
k=−∞

(z − z0)k

ch �k
, � > 0; b)

+∞∑
k=−∞

zk

3k + 1
;

c)

+∞∑
k=−∞

2−k
2
(z + 1)k.

13.4.2. Розкласти функцiї в ряди Лорана у вказаних областях:

a) f(z) =
1

(z2 − 1)2
в околi точок z = 0 та z =∞;

b) f(z) =
z3

(z + 1) (z − 2 i)
в околi точки z = −1;

c) f(z) =
z4 + 1

(z − 1) (z + 2)
в кiльцi 1 < ∣z∣ < 2.

13.4.3. Знайти всi особливi точки функцiй та визначити їх тип:

a) f(z) =
1

z − z3
; b) f(z) = (z + 1) e1/(z+1); c) f(z) =

ez

1 + z2
;

d) f(z) =
sin z

z (1− ez)
.

13.4.4. Довести, що точка z = 0 є iстотно особливою для функцiї
exp (cos 1/z).

13.4.5. З’ясувати, чи є точка z = 1 iстотно особливою для суми ряду
+∞∑
k=1

1

(z − 1)k
+

+∞∑
k=0

(z − 1)k

3k+1
?

13.4.6. Нехай функцiї f(z) , g(z) голоморфнi в околi Ua точки a ∈ ℂ i
f(a) = g(a) = 0. З’ясувати поведiнку функцiї f(z)/g(z) в околi точки a.

13.4.7. Нехай a – iзольована особлива точка функцiї f(z) i iснують такi
числа M > 0 та m ∈ ℕ, що ∣f(z)∣ ⩽M ∣z− a∣−m в деякому околi точки a.
Довести, що a не може бути iстотно особливою точкою функцiї f(z).

13.4.8. Нехай функцiї f(z) та g(z) мають в точцi z = a полюси порядку
m та n вiдповiдно. З’ясувати, чи є точка z = a iзольованою особливою
точкою функцiй:
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a) f(z) + g(z), b) f(z) ⋅ g(z), c) f(z)/g(z) ?
Якщо так, то визначити її тип.
13.4.9. Знайти загальний вигляд функцiй, якi мають в ℂ тiльки такi

особливостi:
a) один полюс порядку m ∈ ℕ в точцi z0 ∈ ℂ;
b) полюс 2-го порядку в точцi z = 0 з головною частиною 1/z2.

13.4.10. Нехай функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в кiльцi {z ∈
ℂ : r < ∣z∣ < R }. Довести, що функцiю f(z) можна зобразити у виглядi
f(z) = f1(z) + f2(z), де функцiя f1(z) голоморфна (аналiтична) в областi
{z ∈ ℂ : ∣z∣ > r }, а f2(z) голоморфна (аналiтична) в областi {z ∈ ℂ : ∣z∣ <
R }. З’ясувати, чи є таке представлення єдиним ?

13.5 Завдання для самостiйної роботи
13.5.1. Знайти областi збiжностi таких рядiв:

a)

+∞∑
k=−∞

2− ∣k∣zk; b)

+∞∑
k=−∞

zk

k2 + 1
; c)

+∞∑
k=−∞

2kzk.

13.5.2. Розкласти заданi функцiї в ряди Лорана у вказаних областях:

a) f(z) =
1

(z − b)2
, ∣z∣ > ∣b∣;

b) f(z) =
ez

z (1− z)
, ∣z∣ > 1;

c) f(z) =
1

(z − 1)2(z + 2)
, 1 < ∣z∣ < 2;

d) f(z) =
z3

(z + 1) (z − 2)
в околi точки z = 1;

e) f(z) = z3e1/z в околi точки z = 0.
13.5.3. Знайти всi особливi точки функцiй та визначити їх тип:

a) f(z) = cos
z

z + 1
; b) f(z) = sin z ⋅ sin 1

z
; c) f(z) = zn sin

1

z
, n ∈ ℕ;

d) f(z) =
sin 2z

(z + 1)3
; e) f(z) =

(
sin

1

z

)−1

; f) f(z) = tg z;

g) f(z) =
z2

(z2 + 1)2
; ℎ) f(z) =

exp (1/z)

cos z + 4
.

13.5.4. Нехай функцiя f(z) має в точцi z = a ∈ ℂ полюс порядку n.
Знайти порядок полюса функцiї f (m)(z), m ∈ ℕ, в точцi z = a.

13.5.5. Знайти загальний вигляд функцiї, яка в ℂ має простi полюси в
точках z1, z2, . . . , zn.

13.5.6. Нехай функцiї f(z) та g(z) мають в точцi z =∞ полюси порядкiв
m та n вiдповiдно. Довести, що функцiя f (g (z)) має в точцi z =∞ полюс



130

порядку m ⋅ n.
13.5.7. Побудувати приклади функцiй, якi мають:

a) полюс 2-го порядку в точцi z =∞;
b) полюс 2-го порядку в точцi z = 0 з головною частиною c−2

/
z2 та простий

полюс в точцi z =∞.
13.5.8. Нехай функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в областiG ⊂ ℂ, за

виключенням точок { a1, a2, . . . an}, в яких вона має полюси. Довести, що
її логарифмiчна похiдна, тобто функцiя f ′(z)/f(z), має в G тiльки простi
полюси, якi спiвпадають з полюсами та нулями функцiї f(z).
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Тема 14

Лишки голоморфних функцiй. Теорема Руше
14.1 Теоретичнi вiдомостi
14.1.1 Означення лишкiв та формули для їх обчислення
Розглянемо функцiю f(z), для якої точка z0 ∈ ℂ є iзольованою особливою
точкою. Така функцiя є голоморфною в деякому проколотому околi U̇(a)
точки z0 ∈ ℂ. Нехай 
r =

{
z ∈ ℂ : z = z0 + rei', ' ∈ [0; 2�)

}
– коло

радiусу r з центром в точцi z0, яке належить проколотому околу U̇(a).
Означення 14.1. Величина

res
z=z0

f(z) =
1

2�i

∫

r

f(z) dz (14.1)

називається лишком функцiї f(z) в точцi z0.
Якщо функцiю f(z) записати в околi точки z0 за допомогою її ряду Ло-

рана f(z) =
+∞∑

n=−∞
cn (z − z0)

n, то res
z=z0

f(z) = c−1. Зокрема, лишок функцiї

f(z) в усувнiй iзольованiй особливiй точцi рiвний нулевi.
У випадку, коли точка z0 є полюсом функцiї f(z), ї ї лишок в цiй точцi

можна обчислити за допомогою формули

res
z=z0

f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1
((z − z0)

n
f(z)) ,

де n ∈ ℕ – порядок полюса функцiї f(z) в точцi z0.
У випадку простого полюса дана формула спрощується i має вигляд

res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

((z − z0) f(z))

Якщо, крiм того, функцiю f(z) в околi точки z0 можна записати у вигля-
дi дробу f(z) = '(z)/ (z), де '(z),  (z) – голоморфнi в точцi z0 функцiї
та '(z0) ∕= 0,  (z0) = 0,  ′(z0) ∕= 0, то res

z=z0
f(z) = '(z0)/ ′(z0).

Для обчислення значення лишку функцiї в ї ї iстотно особливiй точцi
потрiбно користуватися означенням лишку або розкладом функцiї в ряд
Лорана в околi такої точки.

Лишок функцiї в нескiнченно вiддаленiй точцi визначається також за
допомогою формули (14.1), але коло 
r при цьому орiєнтовано в напрям-
ку руху годинникової стрiлки i, як наслiдок, res

z=z0
f(z) = −c−1, де c−1 –

коефiцiєнт при 1/z в розкладi функцiї f(z) в ряд Лорана в околi точки
z0 =∞.
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14.1.2 Принцип аргументу
Розглянемо функцiю f(z), яка голоморфна в деякому проколотому околi
точки z0 ∈ ℂ, причому f(z0) ∕= 0.

Означення 14.2. Величина

res
z=z0

f ′(z)

f(z)

називається логарифмiчним лишком функцiї f(z) в точцi z0 ∈ ℂ.
Логарифмiчний лишок функцiї f(z) в її нулi дорiвнює порядку цього

нуля, а логарифмiчний лишок функцiї f(z) в її полюсi дорiвнює порядку
цього полюсу, взятого зi знаком мiнус.

Теорема 14.3. Нехай:
1) функцiя f(z) мероморфна в областi D ⊂ ℂ;

2) область G компактно належить областi D;

3) межа ∂G областi G не мiстить нi нулiв, нi полюсiв функцiї f(z).

Тодi

N − P =
1

2�i

∫
∂G

f ′(z)

f(z)
dz,

де ∂G – додатньо орiєнтована межа ∂G областi G; N та P – вiдповiдно,
загальне число нулiв i полюсiв функцiї f(z) в областi G з урахуванням їх
кратностi.

Теорема 14.4 (принцип аргументу). Якщо виконуються умови 1) – 3)
теореми 14.3, то рiзниця мiж числом нулiв N та числом полюсiв P функцiї
f(z) в областi G з урахуванням їх кратностi дорiвнює подiленому на 2�
приросту аргументу функцiї f(z) при обходi додатньо орiєнтованої межi
∂G областi G, тобто

N − P =
1

2�
Δ∂G arg f(z).

Теорема 14.5 (Руше). Нехай:
1) функцiї f(z), g(z) голоморфнi в замиканi областi G ⊂ ℂ;

2) межа ∂G областi G є неперервною;
3) виконується нерiвнiсть ∣f(z)∣ > ∣g(z)∣ для всiх z ∈ ∂G.
Тодi функцiї f(z) та f(z) + g(z) мають в областi G однакову кiлькiсть

нулiв.
За допомогою теореми Руше можна визначати число нулiв в данiй обла-

стi для функцiї, що голоморфна в D ⊂ ℂ. Зокрема, з теореми Руше випли-
ває основна теорема алгебри.
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14.2 Приклади розв’язування задач
14.2.1. Довести, що для будь-якої парної функцiї f(z) виконуються рiвностi
res
z=0

f(z) = res
z=∞

f(z) = 0, якщо записанi лишки мають сенс.

⊳ Нехай z = 0 – iзольована особлива точка функцiї f(z). Згiдно означе-
ння лишку

res
z=0

f(z) =
1

2� i

∫
∣�∣=�

f(�) d�,

де � > 0 настiльки мале, що в крузi ∣z∣ ⩽ � немає iнших особливих точок
функцiї f(z), окрiм z = 0.

Для обчислення iнтегралу в означеннi лишку використаємо означення
iнтеграла вздовж гладкого шляху (див. формулу (10.1)). Маємо:∫

∣�∣=�
f(�) d� =

∫ 2�

0

f(� ei ') � i ei 'd' =

= � i

(∫ �

0

f(� ei ') ei 'd'+

∫ 2�

�

f(� ei ') ei 'd'

)
.

В другому iнтегралi виконаємо замiну ' = �+ , пiсля якої отримаємо:∫
∣�∣=�

f(�) d� = � i

(∫ �

0

f(� ei ') ei 'd'+

∫ �

0

f(� ei (�+ )) ei (�+ )d 

)
=

= � i

(∫ �

0

f(� ei ') ei 'd'−
∫ �

0

f(−� ei  ) ei  d 

)
= ∣ f(−z) = f(z) ∣ =

= � i

(∫ �

0

f(� ei ') ei ' d'−
∫ �

0

f(� ei  ) ei  d 

)
= 0.

Що i треба було довести.
Аналогiчно розглядається випадок z =∞. ⊲
14.2.2. Знайти кiлькiсть розв’язкiв рiвняння z6 − 6 z + 10 = 0 в областi

D = {z ∈ ℂ : ∣z∣ > 1}.
⊳ Згiдно з основною теоремою алгебри дане рiвняння в комплекснiй

площинi ℂ має 6 розв’язкiв (з урахуванням кратностi).
Для визначення кiлькостi розв’язкiв в областi D = {z ∈ ℂ : ∣z∣ > 1}

знайдемо кiлькiсть розв’язкiв в її доповненнi – множинi G = ℂ∖D = {z ∈
ℂ : ∣z∣ ⩽ 1}. Для цього використаємо теорему Руше.

Покладемо f (z) = 10, g (z) = z6 − 6 z. Очевидно, що для всiх z ∈ ∂G
виконується нерiвнiсть ∣g (z)∣ < ∣f (z)∣, оскiльки для z ∈ ∂G = {z ∈ ℂ :
∣z∣ = 1} виконується

∣g (z)∣ ⩽ ∣z6∣ + ∣6 z∣ = 7 < 10 = ∣f (z)∣. (14.2)

Тодi за теоремою Руше з (14.2) отримаємо, що функцiї f (z) = 10 та
f (z) + g (z) = z6 − 6 z + 10 мають в областi ∣z∣ < 1 однакову кiлькiсть
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нулiв, тобто не мають їх зовсiм. Крiм цього, з (14.2) випливає, що функцiя
f (z) +  (z) не має нулiв i на одиничному колi, яке є межею множини G.

З проведених мiркувань випливає, що всi 6 нулiв вихiдного рiвняння
лежать в областi ∣z∣ > 1. ⊲

14.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення лишку функцiї в її iзольованiй особливiй точцi (випадок скiн-
ченної точки). Теорема Кошi про лишки. Теорема про лишок функцiї в ї ї
iзольованiй особливiй точцi та її наслiдок.

Формули для обчислення лишку функцiї для випадку простого полюса.
Формула для обчислення лишку для випадку кратного полюса.

Означення лишку функцiї в її iзольованiй особливiй точцi (випадок не-
скiнченної точки). Теорема Кошi про повну суму лишкiв.

Логарифмiчний лишок. Теорема про число нулiв та полюсiв меромор-
фної функцiї. Принцип аргумента. Сформулювати принцип аргументу для
випадку a-точок функцiй.

Теорема Руше та її застосування. Доведення основної теореми алгебри
за допомогою теореми Руше.

14.4 Завдання для аудиторної роботи
14.4.1. Знайти лишки заданих функцiй в усiх особливих точках:

a) f(z) =
z2 + z − 1

z2(z − 1)
; b) f(z) =

ez − 1

ch z
; c) f(z) = cos

1

z2
;

d) f(z) = zn sin
1

z
, n ∈ ℤ; e) f(z) =

z2n

(z + 1)n
, n ∈ ℕ.

14.4.2. Розвинення функцiї f(z) в околi точки z =∞ має вигляд

f(z) = c0 +
c1
z

+ ⋅ ⋅ ⋅ , ∣z∣ > R.

Знайти res
z=∞

f2(z).

14.4.3. Знайти res
z=a
{ f(z) g(z) }, якщо функцiя f(z) голоморфна (аналi-

тична) в околi точки z = a, а функцiя g(z) має в цiй точцi простий полюс
з лишком A.

14.4.4. Знайти res
z=a

{
g(z) f

′(z)
f(z)

}
, якщо функцiя g(z) голоморфна (аналi-

тична) в околi точки z = a, а функцiя f(z) має в цiй точцi нуль порядку m.
14.4.5. Довести, що для будь-якої непарної функцiї f(z) має мiсце рiв-

нiсть
res
z=a

f(z) = res
z=−a

f(z),

якщо записанi лишки мають сенс.
14.4.6. Знайти кiлькiсть розв’язкiв рiвнянь у вказаних областях:
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a) z4 − 3 z + 1 = 0 , {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1};
b) z4 + z3 − 4 z + 1 = 0 , {z ∈ ℂ : 1 < ∣z∣ < 3}.
14.5 Завдання для самостiйної роботи
14.5.1. Знайти лишки заданих функцiй в усiх iзольованих особливих точках

a) f(z) =
1

z + z3
; b) f(z) = ctg �z; c) f(z) =

z2

(1 + z)3
;

d) f(z) =
sin 1

z

z − 1
; e) f(z) =

z2n

(z − 1)n
, n ∈ ℤ; f) f(z) = z cos2 �

z
.

14.5.2. Знайти res
z=a

(
f ′(z)

f(z)

)2

, якщо функцiя f(z) аналiтична в околi
точки z = a та має там нуль порядку m.

14.5.3. Знайти res
z=a

(
f ′(z)

f(z)

)2

, якщо функцiя f(z) має в точцi z = a

полюс порядку p.
14.5.4. Знайти res

z=a

{
g(z) f

′(z)
f(z)

}
, якщо функцiя f(z) має в точцi z = a

полюс порядку m, а функцiя g(z) голоморфна (аналiтична) в околi цiєї
точки.

14.5.5. Знайти res
z=a

f(g(z)), якщо функцiя g(z) голоморфна (аналiтична)

в околi точки z = a i g′(a) ∕= 0, а функцiя f(w) має простий полюс в точцi
w = g(a) з лишком A.

14.5.6. Довести, що для будь-якої парної функцiї f(z) має мiсце рiвнiсть
res
z=a

f(z) = − res
z=−a

f(z),

якщо записанi лишки мають сенс.
14.5.7. Знайти кiлькiсть розв’язкiв рiвнянь у вказаних областях:

a) 2 z4 − 5 z + 2 = 0 , {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1};
b) z4 − 9 z3 + 1 = 0 , {z ∈ ℂ : ∣z∣ > 1/2};
c) z7 − 5 z4 + z2 − 2 = 0 , {z ∈ ℂ : ∣z∣ < 1};
d) z3 − 12 z + 1 = 0 , {z ∈ ℂ : 1 < ∣z∣ < 2}.
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Тема 15

Теореми Кошi про лишки та їх застосування
15.1 Теоретичнi питання
При обчисленнi iнтегралiв по замкненому контуру чи по межi областi часто
використовуються теорема Кошi про суму лишкiв та теорема про повну
суму лишкiв, якi формулюються таким чином.

Теорема 15.1 (Кошi про суму лишкiв, основна теорема про лишки).
Нехай виконуються умови:

1) функцiя f(z) голоморфна в замиканнi областi D ⊂ ℂ всюди за ви-
нятком iзольованої множини особливих точок;

2) область G компактно належить областi D;
3) межа ∂G областi G не мiстить особливих точок функцiї f(z) i скла-

дається зi скiнченого числа неперервних кривих.
Тодi ∫

∂G

f(z) dz = 2�i
∑
ak∈G

res
z=ak

f(z),

де iнтеграл в лiвiй частинi береться по додатньо орiєнтованiй межi ∂G
областi G, а сума в правiй частинi – по всiм особливим точкам функцiї
f(z), якi належать областi G.

Теорема 15.2 (Кошi про повну суму лишкiв). Нехай функцiя f(z) го-
ломорфна в усiй комплекснiй площинi ℂ за винятком хiба що скiнченного
числа точок ak, k = 1 , n. Тодi сума її лишкiв в усiх скiнчених особливих
точках ak, k = 1 , n, та лишку в точцi z =∞ дорiвнює нулевi, тобто

n∑
k=1

res
z=ak

f(z) + res
z=∞

f(z) = 0.

15.2 Приклади розв’язування задач
15.2.1 Обчислити iнтеграл ∫

∣z−1 ∣=1

dz

z3 − 1
.

⊳ Пiдiнтегральна функцiя f(z) = 1
/

( z3 − 1 ) є голоморфною (аналiтич-
ною) в комплекснiй площинi ℂ за виключенням трьох простих полюсiв в
точках z1 = 1, z2 = ei 2�/3, z3 = ei 4�/3 (кубiчнi коренi з 1). Всередину
контуру iнтегрування попадає лише один з них – полюс z1 = 1 (рис. 15.1).

Тодi за основною теоремою про лишки маємо
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x20 1

iy 
z2 

z3 

Рис. 15.1

∫
∣z−1∣=1

dz

z3 − 1
= 2�i res

z=1

1

z3 − 1
=

= 2� i lim
z→1

z − 1

z3 − 1
=

2

3
� i . ⊲

15.2.2. Обчислити iнтеграл∫
∣z∣=2

z5

z6 − 1
dz.

⊳ Пiдiнтегральна функцiя f(z) =
z5
/

( z6 − 1 ) є голоморфною (аналi-
тичною) в комплекснiй площинi ℂ за виключенням простих полюсiв в точ-
ках z = zk = exp (2� k i/6 ), k = 0, 5, (коренi 6-го степеня з 1), якi всi
попадають всередину контуру iнтегрування. Тодi за основною теоремою
про лишки маємо ∫

∣z∣=2

z5

z6 − 1
dz = 2� i

5∑
k=0

res
z=zk

f(z).

Для обчислення суми лишкiв використаємо теорему Кошi про повну
суму лишкiв голоморфної (аналiтичної) функцiї в ℂ. Згiдно цiєї теореми

5∑
k=0

res
z=zk

f(z) + res
z=∞

f(z) = 0.

Тодi для обчислення шуканого iнтегралу досить порахувати res
z=∞

f(z).

Функцiя f(z) має в нескiнченно вiддаленiй точцi усувну особливу точку, бо
iснує границя lim

z→∞
f(z) = f(∞) = 0. Тодi

res
z=∞

f(z) = lim
z→∞

z (f(∞)− f(z)) = − lim
z→∞

z6

z6 − 1
= −1.

В результатi отримаємо∫
∣z∣=2

z5

z6 − 1
dz = 2� i

5∑
k=0

res
z=zk

f(z) = −2� i res
z=∞

f(z) = 2� i. ⊲

15.2.3. Обчислити iнтеграл ∫
∣z∣=1

z exp z̄dz.

⊳ Безпосереднє застосування основної теореми про лишки в даному ви-
падку неможливе, оскiльки пiдiнтегральна функцiя f(z) = z exp z̄ не є го-
ломорфною (аналiтичною) в жоднiй точцi комплексної площини. Для об-
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числення шуканого iнтегралу розглянемо функцiю f(z) на колi ∣z∣ = 1,
по якому вiдбувається iнтегрування. Отже, для довiльного z такого, що
∣z∣ = 1, має мiсце

f(z) = z exp z̄ =
∣∣ z̄ = ∣z∣2

/
z = 1/z

∣∣ = z e1/z = g (z).

Тобто на колi ∣z∣ = 1 значення неголоморфної (неаналiтичної) функцiї
f(z) спiвпадають iз значеннями функцiї g (z) = z e1/z, що голоморфна
(аналiтична) в комплекснiй площинi ℂ за виключенням точки z = 0, яка є
iстотно особливою точкою для функцiї g(z). Тодi∫

∣z∣=1

z exp z̄ dz =

∫
∣z∣=1

z e1/zdz = 2� i res
z=0

z e1/z.

Для знаходження лишку функцiї g(z) в точцi z = 0 розкладемо функцiю
g(z) = z e1/z в ряд Лорана в околi точки z = 0. Маємо:

g (z) = z e1/z = z

∞∑
k=0

z−k

k !
=

∞∑
k=0

z−k+1

k !
.

Тодi res
z=0

z e1/z = c−1 = 1/( 2 ! ) = 1/2. Як результат маємо, що шуканий
iнтеграл дорiвнює ∫

∣z∣=1

z exp z̄ dz = � i. ⊲

15.2.4. Обчислити iнтеграл

2�∫
0

d'

a+ cos'
, a > 1.

⊳ Для обчислення iнтегралу згадаємо, що cos' = ( ei ' + e−i ')
/

2, i
покладемо в iнтегралi z = ei ', 0 ⩽ ' ⩽ 2�. Тодi вiд iнтегрування по
промiжку дiйсної осi [ 0 , 2� ] перейдемо до iнтегрування по колу ∣z∣ = 1
в комплекснiй площинi, яке проходиться проти годинникової стрiлки. При
цьому, cos' = (z + z−1)

/
2, d' = dz

/
( iei ') = −idz/z.

В результатi шуканий iнтеграл можна записати таким чином
2�∫
0

d'

a+ cos'
= −i

∫
∣z∣=1

z−1dz

a+ (z + z−1)
/

2
= −2 i

∫
∣z∣=1

dz

z2 + 2 a z + 1
.

Пiдiнтегральна функцiя f(z) = 1
/

(z2 + 2 a z + 1 ) в останньому iнтегралi
є голоморфною (аналiтичною) всюди в ℂ за виключенням двох простих
полюсiв z 1 , 2 = −a ±

√
a2 − 1 (нулi знаменника). Враховуючи, що a > 1,

неважко переконатися, що всередину одиничного кола ∣z∣ = 1 попадає
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лише полюс z1 = −a+
√
a2 − 1. Тодi∫

∣z∣=1

dz

z2 + 2 a z + 1
= 2�i res

z=z1
f(z) =

�i

z1 + a
.

Звiдки випливає, що
2�∫
0

d'

a+ cos'
=

2�√
a2 − 1

. ⊲

15.2.5. Обчислити iнтеграл
∫ +∞

−∞
R(x) dx, де R(x) – рацiональна фун-

кцiя, яка не має особливих точок на дiйснiй осi, а у пiвплощинi Im z > 0 має
полюси лише в точках a1, a2, . . . , an, причому iснує границя lim

z→∞
z R(z) =

0.

 

x –  0

i y

a1

a2
an

Г

 

Рис. 15.2

⊳ Очевидно, що шуканий iнтеграл∫ +∞

−∞
R (x) dx

збiгається. Тодi його можна визначи-
ти як таку границю∫ +∞

−∞
R (x) dx = lim

�→+∞

∫ �

−�
R (x) dx.

(15.1)
Для обчислення останньої грани-

цi побудуємо замкнений контур C� =
[−� , � ] ∪ Γ� (рис. 15.2), де величину � виберемо настiльки великою, щоб
всi полюси a1 , a2 , . . . , an лежали всерединi побудованого контуру.

Тодi за основною теоремою про лишки має мiсце рiвнiсть∫
C�

R (z) dz =

∫ �

−�
R(x) dx+

∫
Γ�

R (z) dz = 2�i

n∑
k=1

res
z=ak

R (z), (15.2)

причому отримана рiвнiсть справедлива для всiх досить великих �.
Для обчислення границi (15.1) спрямуємо �→ до +∞ в рiвностi (15.2).

При цьому оцiнимо∫
Γ�

R (z) dz =

∫ �

0

R (� ei ') i � ei 'd'. (15.3)

За умовою задачi iснує границя lim
z→∞

z R(z) = 0. Якщо в нiй покласти

z = � ei ', то отримаємо, що R (� ei ') � ei ' → 0 при �→ +∞ рiвномiрно по
'. Тодi, перейшовши в (15.3) до границi пiд знаком iнтегралу, отримаємо∫

Γ�
R (z) dz → 0 при �→ +∞.
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В результатi, спрямувавши в (15.2) � до +∞, остаточно отримаємо∫ +∞

−∞
R(x) dx = 2�i

n∑
k=1

res
z=ak

R (z). ⊲

15.2.6. Обчислити iнтеграл
+∞∫
0

dx

xn + 1
, n = 2 , 3 , . . . .

 

xR

Re i 2/n

0 

i y  

e i/n 

ГR

Рис. 15.3

⊳ Пiдiнтегральну функцiю f(z) =
1/( zn + 1) можна розглядати як суперпо-
зицiю функцiй 1/(w + 1 ) та w = zn. Нага-
даємо, що степенева функцiя w = zn не є
однолистою в комплекснiй площинi. Однiєю
з областей однолистостi цiєї функцiї є кут
{ 0 < arg z < 2�/n }, причому на променях
arg z = 0 та arg z = 2�/n функцiя w = zn

набуває однакових значень.
Тодi для обчислення шуканого iнтегралу

побудуємо замкнений контур CR, який є до-
датньо зорiєнтованою межею сектора { 0 <

∣z∣ < R , 0 < arg z < 2�/n } (рис.15.3), CR = [ 0 , R ] ∪ ΓR ∪ [Rei2�/n, 0 ].
Функцiя f(z) = 1/( zn + 1) голоморфна (аналiтична) в комплекснiй пло-

щинi ℂ за виключенням простих полюсiв в точках z = exp[i�(1 + 2k)/n],
k = 0, (n− 1). При цьому всередину контура CR попадає лише один полюс
в точцi z = ei�. Тодi за основною теоремою про лишки маємо∫

CR

dz

zn + 1
= 2�i res

z=ei �

1

zn + 1
=

2�i

n ei (n−1)�/n
= − 2�i

n e−i �/n
. (15.4)

Використовуючи адитивнiсть iнтегралу, запишемо∫
CR

dz

zn + 1
=

R∫
0

dx

xn + 1
+

∫
ΓR

dz

zn + 1
+

0∫
Rei 2�/n

dz

zn + 1
.

В останньому iнтегралi виконаємо замiну z = � ei2�/n, де � набуває
значень вiд � = R до � = 0. Тодi отримаємо

∫
CR

dz

zn + 1
=

R∫
0

dx

xn + 1
+

∫
ΓR

dz

zn + 1
+

0∫
R

ei 2�/nd�

�n + 1
=
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= ( 1− ei 2�/n)

R∫
0

dx

xn + 1
+

∫
ΓR

dz

zn + 1
. (15.5)

Для обчислення шуканого iнтегралу перейдемо до границi при R→ +∞
в рiвностi (15.5). Враховуючи (15.4), отримаємо

− 2�i

n e−i �/n
= ( 1− ei 2�/n)

+∞∫
0

dx

xn + 1
+ lim
R→+∞

∫
ΓR

dz

zn + 1
.

Оскiльки z f(z) = z/( zn + 1 ) → 0 при z → ∞ (за умови n ⩾ 2),
то, використовуючи результат задачi 11.4.2 (див. завдання для аудиторної
роботи до теми 11), отримаємо рiвнiсть

lim
R→+∞

∫
ΓR

dz

zn + 1
= 0.

Тодi
+∞∫
0

dx

xn + 1
= − 2�i

n e−i �/n( 1− ei 2�/n)
=

�

n sin(�/n)
. ⊲

15.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення лишку для випадку скiнченої та нескiнченної точки. Основна
теорема про лишки та теорема Кошi про повну суму лишкiв.

15.4 Завдання для аудиторної роботи
15.4.1. Обчислити iнтеграли:

a)

∫
∣z+i ∣=1

dz

z4 + 1
; b)

∫
∣z−i ∣=1

e�z/2

(z2 + 1)2
dz; c)

∫
∣z ∣=1

z3dz

2 z4 + 1
;

d)
1

2� i

∫
∣z ∣=2

dz

(z − 1) (1− z̄)
; e)

∫
∣z∣=R

sin2 1

z
dz.

14.5.2. Застосовуючи теорему про логарифмiчний лишок, обчислити iн-
теграли:

a)
1

� i

∫
∣z ∣=2�/3

dz

sin 2z
; b)

1

� i

∫
∣z ∣=4�/3

dz

cos 2z
.

15.4.3. Обчислити iнтеграли:

a)

�∫
0

cos4 '

1 + sin2 '
d'; b)

2�∫
0

d'

a+ b sin'
, 0 < b < a;



142

c)

�∫
0

tg (x+ i a) dx, a > 0; d)

2�∫
0

cosn' d'

1− 2 a cos'+ a2
, −1 < a < 1 , n ∈ ℕ.

15.4.4. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
−∞

dx

x2 + 4x+ 13
; b)

+∞∫
0

x+ 1

x4 + 1
dx; c)

+∞∫
0

xn dx

x2n + 1
, n = 2 , 3 , . . . .

15.5 Завдання для самостiйної роботи
15.5.1. Обчислити iнтеграли:

a)

∫
∣z−1−i ∣=2

dz

(z − 1)2(z2 + 1)
; b)

∫
∂ Ω

dz

z2(z − 3)2
, Ω = { 2 < ∣z∣ < 4 };

c)

∫
∣z ∣=4

z

z + 3
exp (1/(3z)) dz; d)

∫
∣z ∣=2

sin
z

z + 1
dz;

e)

∫
∣z ∣=4

dz

z3(z10 − 2)
; f)

∫
∣z ∣=2

z3

z + 1
exp (z̄/4) dz;

g)

∫
∣z ∣=�

exp (�z)

sin z − i
dz.

15.5.2. Обчислити iнтеграли:

a)

2�∫
0

d'

1− 2 a cos'+ a2
, a ∕= ±1; b)

2�∫
0

d'

(a+ b cos2 ')2
, a > 0, b > 0;

c)

2�∫
0

ctg (x+ a) dx , Im a ∕= 0; d)

2�∫
0

ecos' cos(n'− sin') d' , n ∈ ℕ;

e)

2�∫
0

sinn' d'

1− 2 a sin'+ a2
, −1 < a < 1.

15.5.3. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
0

x2 dx

(x2 + a2)2
, a > 0; b)

+∞∫
0

x2 dx

(x2 + a2)3
, a > 0;

c)

+∞∫
0

dx

(x2 + 1)n
, n ∈ ℕ; d)

+∞∫
0

x4 dx

(b x2 + a)4
, a , b > 0;



143

e)

+∞∫
0

x6 dx

(x4 + a4)2
, a > 0.

15.5.3. Обчислити iнтеграл
+∞∫
0

R (xn) dx, де R (z) – рацiональна фун-

кцiя, яка не має особливих точок при z = x ⩾ 0, i для якої iснує границя
lim
z→∞

z R (z) = 0.

15.6 Приклади задач для модульної контрольної
роботи (третiй модуль)

Пiсля завершення вивчення тем "Шляхи та кривi в комплекснiй площи-
нi. Iнтеграл вздовж шляху" , "Iнтегрування функцiй комплексної змiнної.
Теорема Кошi. Iнтегральна формула Кошi. Iнтеграл типу Кошi" , "Степе-
невi ряди в комплекснiй площинi. Розвинення голоморфних функцiй в ряд
Тейлора" , "Розвинення голоморфних функцiй в ряд Лорана. Iзольованi
особливi точки однозначного характеру та їх класифiкацiя" , "Лишки го-
ломорфних функцiй. Основна теорема про лишки" проводиться модульна
контрольна робота (МКР №3), яка крiм теоретичних питань, мiстить та-
кож задачi до кожної зi згаданий вище тем. Приклади таких задач подано
нижче.
1. Обчислити iнтеграл

∫



∣z∣ dz, де 
 – радiус-вектор точки 2− i.

2. Використовуючи iнтегральну формулу Кошi, обчислити iнтеграл∫
∣z−i∣=1

cos z

(z − i)3
dz.

3. Розкласти в ряд Тейлора в околi точки z = 1 функцiю

f(z) =
2z − 5

z2 − 5z + 6
.

4. Розкласти в ряд Лорана функцiю

f(z) =
z2

z2 − (a+ b)z + ab
,

де ∣a∣ < ∣b∣, в областях ∣z∣ < ∣a∣, ∣a∣ < ∣z∣ < ∣b∣, ∣z∣ > ∣b∣.
5. Знайти всi особливi точки функцiї f(z) = tg z та визначити їх тип.
6. Обчислити iнтеграл ∫

∣z−i∣=1

e�z/2

(z2 + 1)2
dz .
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Тема 16

Iнтеграли вiд функцiй з сингулярними
особливостями
16.1 Попереднi зауваження
Обчислення визначених iнтегралiв вiд заданої функцiї дiйсної змiнної часто
зводиться до обчислення iнтегралiв вiд певної функцiї комплексної змiнної,
яка є аналiтичним продовженням (з дiйсної вiсi в комплексну площину)
даної функцiї дiйсної змiнної.

Випадки, коли аналiтичне продовження в комплексну площину зада-
ної функцiї є однозначною функцiєю, вже розглянуто вище (див. роздiли
11-15). Далi розглянемо випадки, коли аналiтичне продовження функцiї
дiйсної змiнної в комплексну площину є функцiєю багатозначною, зокре-
ма, функцiєю, поверхня Рiмана якої є нескiнченнолистою. Кажуть, що такi
функцiєю мають сингулярнi особливостi.

При обчисленнi iнтегралiв вiд таких функцiй важливе значення має вда-
лий вибiр контуру iнтегрування для функцiї комплексної змiнної. Методику
обчислення iнтегралiв вiд функцiй зi сингулярними особливостями проде-
монструємо для випадкiв функцiї зi степеневою сингулярнiстю (з не цiлим
показником степеня) та функцiї з логарифмiчною сингулярнiстю на при-
кладах.

16.2 Приклади розв’язування задач
16.2.1. Нехай функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в ℂ, за виключенням
iзольованих особливих точок {ak, k = 1, n}, причому {ak} ∩ [0; +∞) = ∅, i
f(z) = O(z−q) при z →∞, q > 0. Довести, що

+∞∫
0

x�−1f(x) dx =
2�i

1− e2�i�

n∑
k=1

res
z=ak

z�−1f(z),

де 0 < � < q, � /∈ ℕ, а функцiя z�−1 визначена формулою z�−1 =
exp { (�− 1) ln z }.

⊳ Пiдiнтегральна функцiя g (z) = z�−1f(z) мiстить багатозначну уза-
гальнену степеневу функцiю z�−1 = exp{(� − 1)Ln z}, яка має двi точки
розгалуження z = 0 та z = ∞. Її однозначнi гiлки можуть бути визначе-
нi в комплекснiй площинi з розрiзом по дiйснiй додатнiй пiввiсi [0; +∞ )
(рис. 16.1). На верхньому березi цього розрiзу, який позначимо символом
"+" (див. рис. 16.1), вважається, що arg z = 0, а на нижньому, який по-
значимо символом "−" , вiдповiдно вважається, що arg z = 2�.
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Рис. 16.1

Зафiксуємо однозначну гiлку багатозначної функцiї z�−1 так, щоб на
верхньому березi розрiзу вона спiвпадала з виразом x�−1, x > 0. Вiдомо,
що
z�−1 = exp{(�− 1)Ln z} = exp{(�− 1)(ln ∣z∣+ i arg z + i2�k)} , k ∈ ℤ.
Тодi на верхньому березi розрiзу запишемо z = x > 0, arg z = 0,
z�−1 = exp{ (�− 1 ) ( lnx+ i 2� k ) } = x�−1 = exp{ (�− 1 ) lnx }.
З отриманої рiвностi очевидно випливає, що k = 0. Тодi для зафiксова-

ної однозначної гiлки функцiї z�−1 маємо таке її аналiтичне зображення
z�−1 = exp{ (�− 1 ) ( ln ∣z∣+ i arg z ) } = exp{ (�− 1 ) ln z }. (16.1)

Для обчислення шуканого iнтегралу побудуємо замкнений контур
C" ,R = [ " , R ]+ ∪ ΓR ∪ [R , " ]− ∪ 
" (див. рис. 16.1), де " та R вибрано
так, що особливi точки { ak} функцiї f(z) лежать всерединi цього контуру.

Тодi за основною теоремою про лишки маємо∫
C" , R

z�−1f(z) dz = 2� i
∑n

k=1
res
z=ak

z�−1f(z). (16.2)

Використовуючи адитивнiсть iнтегралу, запишемо∫
C" , R

z�−1f(z) dz =

∫
[ " ,R ]+

z�−1f(z) dz+

+

∫
[R , " ]−

z�−1f(z) dz + +

∫
ΓR

z�−1f(z) dz +

∫

"

z�−1f(z) dz .
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Згадавши, що на верхньому березi розрiзу arg z = 0, а на нижньому –
arg z = 2� та врахувавши рiвнiсть (16.1), останню рiвнiсть перепишемо у
виглядi∫

C" , R

z�−1f(z) dz =

R∫
"

x�−1f(x) dx+

"∫
R

e(�−1 ) (ln x+i 2� )f(x) dx+

+

∫
ΓR

z�−1f(z) dz +

∫

"

z�−1f(z) dz =

R∫
"

x�−1f(x) dx+

+

"∫
R

ei 2� �x�−1f(x) dx+

∫
ΓR

z�−1f(z) dz +

∫

"

z�−1f(z) dz.

Враховуючи записану рiвнiсть, перейдемо в рiвностi (16.2) до границi
при "→ 0+ i R→ +∞. Отримаємо

2� i

n∑
k=1

res
z=ak

z�−1f(z) = ( 1− ei 2� �)

+∞∫
0

x�−1f(x) dx+

+ lim
R→+∞

∫
ΓR

z�−1f(z) dz + lim
"→0+

∫

"

z�−1f(z) dz . (16.3)

Оцiнимо iнтеграли вздовж ΓR та 
". Маємо:∣∣∣∣∣∣∣
∫

ΓR

z�−1f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2�∫
0

e(�−1 ) ( lnR+i ' )f(Rei ')R i ei 'd'

∣∣∣∣∣∣ ⩽
⩽

2�∫
0

∣∣∣ e(�−1 ) ( lnR+i ' )f(Rei ')R i ei '
∣∣∣ d' = R�

2�∫
0

∣∣ f(Rei ')
∣∣ d' .

Оскiльки f (z) = O (z−q) при z → ∞ незалежно вiд шляху прямування
z до нескiнченностi, то при R → +∞ має мiсце рiвномiрна за ' оцiнка∣∣ f(Rei')

∣∣ ⩽ Const ⋅R−q.
Звiдси випливає, що при R→ +∞ можемо записати∣∣∣∣∣∣∣
∫

ΓR

z�−1f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽ R�
2�∫
0

∣∣ f(Rei ')
∣∣ d' ⩽ Const ⋅R�−q

2�∫
0

d'→ 0 ,

бо за умовою задачi � < q.
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Аналогiчно оцiнюється i iнтеграл по колу 
". Оскiльки функцiя f(z)
голоморфна (аналiтична) в околi точки z = 0, то вона є обмеженою в околi
цiєї точки. Враховуючи цю властивiсть функцiї f(z), при " → 0+ можемо
записати таку оцiнку∣∣∣∣∣∣

∫

"

z�−1f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0∫

2�

e(�−1 ) ( ln "+i ' )f(" ei ') " i ei 'd'

∣∣∣∣∣∣ ⩽
⩽

2�∫
0

∣∣∣ e(�−1 ) ( ln "+i ' )f(" ei ') " i ei '
∣∣∣ d' = "�

2�∫
0

∣∣ f(" ei ')
∣∣ d' ⩽

⩽ Const ⋅ "�
∫ 2�

0

d'→ 0 ,

бо за умовою задачi � > 0.
З використанням отриманих оцiнок з рiвностi (16.3) випливає тверд-

ження задачi. ⊲
16.2.2. Обчислити iнтеграл

+∞∫
0

lnx

x2 + a2
dx ,

де a > 0.
⊳ Проаналiзуємо пiдiнтегральну функцiю. В знаменнику знаходиться

функцiя f(z) = z2 +a2, яка голоморфна (аналiтична) в ℂ i має два простих
нуля в точках z = ±i a. Функцiя f(z) не є однолистою, областю її одноли-
стостi є пiвплощина Im z > 0, при цьому на межi цiєї областi при z = x > 0
та при z = −x, x > 0, дана функцiя приймає однаковi значення.

 

x

i y

R

ГR

 

+
–– –R 

i а

Рис. 16.2

Чисельник пiдiнтегрального
виразу, функцiя lnx, є звуженням
на дiйсну вiсь ℝ головної одноз-
начної гiлки багатозначної функцiї
Ln z, яка має двi точки розгалу-
ження, z = 0 та z =∞. Тому фун-
кцiя ln z як функцiя комплексної
змiнної, є голоморфною (аналiти-
чною) в комплекснiй площинi ℂ з
розрiзом [0 ; +∞ ). При цьому має
мiсце таке її зображення ln z = ln ∣z∣ + i arg z.

Враховуючи властивостi функцiї у знаменнику пiдiнтегрального вира-
зу, побудуємо замкнений контур C" ,R = [ " , R ]+ ∪ ΓR ∪ [−R , −" ] ∪ 
"
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(рис. 16.2), при цьому " та R виберемо так, щоб 0 < " < a < R. Тодi за
основною теоремою про лишки отримаємо∫
C",R

ln z

z2 + a2
dz = 2�i res

z=ia

ln z

z2 + a2
= 2�i

ln(ia)

2ia
= �

(
ln a+ i

�

2

)
. (16.4)

Зауважимо, що рiвнiсть (16.4) залишається справедливою для довiль-
них 0 < " < a та R > a.

З властивостi адитивностi iнтегралу отримаємо∫
C" , R

ln z

z2 + a2
dz =

R∫
"

lnx

x2 + a2
dx+

−"∫
−R

ln z

z2 + a2
dz+

+

∫
ΓR

ln z

z2 + a2
dz +

∫

"

ln z

z2 + a2
dz.

При z ∈ [−R;−"] покладемо z = −x, x ∈ [R; "], при цьому dz = −dx
та ln z = ln (−x ) = lnx+ i �. Тодi останню рiвнiсть можна подати у такому
виглядi ∫

C" , R

ln z

z2 + a2
dz = 2

R∫
"

lnx

x2 + a2
dx+

R∫
"

i �

z2 + a2
dz+

+

∫
ΓR

ln z

z2 + a2
dz +

∫

"

ln z

z2 + a2
dz . (16.5)

Для обчислення шуканого iнтегралу, ураховуючи (16.5), перейдемо в
рiвностi (16.4) до границi при "→ 0+ та R→ +∞.

Аналогiчно до попереднього прикладу можна отримати оцiнки (пропо-
нуємо це зробити самостiйно) для iнтегралiв по шляхах ΓR та 
", з яких
випливає, що∫

ΓR

ln z

z2 + a2
dz → 0 при R→ +∞ ,

∫

"

ln z

z2 + a2
dz при "→ 0 + .

Тодi з рiвностi (16.4), з урахуванням (16.5), при " → 0+ та R → +∞
отримаємо

2

+∞∫
0

lnx

x2 + a2
dx+

+∞∫
0

i �

x2 + a2
dx = �

(
ln a+ i

�

2

)
,
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звiдки
+∞∫
0

lnx

x2 + a2
dx =

� ln a

2
.

Тут враховано значення iнтегралу
+∞∫
0

1

x2 + a2
dx =

�

2
. ⊲

16.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Теорема про збереження областi. Критерiй локальної однолистостi функцiї.

Аналiтичне розв’язання задачi про локальне обернення голоморфної
функцiї. Ряд Бурмана-Лагранжа.

Поняття про аналiтичне продовження функцiї комплексної змiнної.
Способи аналiтичного продовження.

Означення аналiтичного елемента. Означення безпосереднього аналi-
тичного продовження. Означення аналiтичного продовження аналiтичних
елементiв. Означення канонiчного аналiтичного елемента. Означення ана-
лiтичного продовження канонiчного аналiтичного елемента вздовж шляху.
Теорема про єдинiсть аналiтичного продовження канонiчного аналiтичного
елемента вздовж шляху. Теорема про аналiтичне продовження канонiчного
аналiтичного елемента вздовж гомотопних шляхiв.

Лема про неперервнiсть радiуса кругiв канонiчних аналiтичних елемен-
тiв, що входять до сiмейства канонiчних аналiтичних елементiв, за допо-
могою якого здiйснюється аналiтичне продовження вздовж шляху. Теоре-
ма про iснування скiнченого ланцюжка канонiчних аналiтичних елементiв,
що входять до сiмейства канонiчних аналiтичних елементiв, за допомогою
якого здiйснюється аналiтичне продовження канонiчного елемента вздовж
шляху.

Принципи аналiтичного продовження: принцип неперервного аналiтич-
ного продовження та принцип симетрiї Рiмана-Шварца.

Поняття про повну аналiтичну функцiю.
Означення iзольованої особливої точки аналiтичної функцiї. Означення

iзольованої особливої точки однозначного та багатозначного характеру.
Особливi точки на межi круга збiжностi степеневого ряду. Теорема

Прiнгсхейма.
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16.4 Задачi для аудиторної роботи
16.4.1. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
0

dx

(x+ 1 )
√
x

; b)

+∞∫
0

dx

(x2 + 4 ) 3
√
x

; c)

+∞∫
0

√
x lnx

(x+ 1 )2
dx;

d)

+∞∫
0

cos ( lnx)

x2 + 1
dx; e)

+∞∫
0

x�dx

(x2 + 1) (x2 + a2)
, де ∣�∣ < 1 , a > 0.

16.4.2. Нехай R (z) – рацiональна функцiя, полюси якої лежать в точках
z = ak, k = 1 , n, причому {ak}∩ [0 , +∞) = ∅, R (z) = O (z−2) при z →∞.

Довести, що
+∞∫
0

R (x) dx = −
n∑
k=1

Res
z=ak

R (z) ln z.

16.4.3. Обчислити iнтеграл
+∞∫
0

x dx

x� + 1
, де � > 2.

16.4.5. Обчислити iнтеграл

+∞∫
0

xp−1 cos ax dx , де a > 0, 0 < p < 1.

Вказiвка. Обчислити iнтеграл вiд функцiї zp−1eiaz по межi областi
{z ∈ ℂ : r < ∣z∣ < R , 0 < arg z < �/2 }.
16.5 Завдання для самостiйної роботи
16.5.1. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
0

dx

(x2 + 1) 3
√
x

; b)

+∞∫
0

lnx dx

(x+ 1)
√
x

; c)

+∞∫
0

sin(lnx)

x2 + 4
dx;

d)

+∞∫
0

√
x lnx

x2 + 4
dx; e)

+∞∫
0

dx

(x+ a)x�
, де 0 < � < 1 , a > 0;

f)

+∞∫
0

ln2 x

x2 + a2
dx, де a > 0; g)

+∞∫
0

x�dx

(x2 + 1)2
, де ∣�∣ < 1;

ℎ)

+∞∫
0

sinxpdx , де p > 1.
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Тема 17

Застосування теорiї лишкiв i леми Жордана
до обчислення iнтегралiв. Iнтеграли у сенсi
головного значення
17.1 Теоретичнi питання
17.1.1 Лема Жордана
При розглядi теми про iнтегрування функцiй комплексної змiнної (роздiл
11) доведено лему Жордана (для випадку Im z ⩾ 0)(див. задачу 11.2.2).
Ця лема часто використовується при розв’язаннi задач про обчислення iн-
тегралiв. Тому корисно подати ще раз один з варiантiв формулювання цiєї
леми.

Лема 17.1.1 (Жордана). Нехай для функцiї f = f(z) виконуються умо-
ви:
a) функцiя f(z) неперервна на множинi {z ∈ ℂ : ∣z∣ ⩾ R0, Im z ⩾ 0 };
b) значення f(z)→ 0 при z →∞ для всiх z ∈ ℂ : Im z ⩾ 0.

Тодi для всiх � > 0∫
ΓR

ei�zf(z) dz → 0 при R→ +∞,

де ΓR – дуга кола ∣z∣ = R ⩾ R0, яка лежить у пiвплощинi Im z ⩾ 0 i
проходиться проти годинникової стрiлки.

17.1.2 Iнтеграл типу Кошi у сенсi головного значення
В роздiлi 11 було дано означення iнтеграл типу Кошi (див. означення 11.5),
згiдно з яким, якщо 
 : [�, �] → ℂ – деяка спрямлювана крива, функцiя
f(z) неперервна на множинi 
 = {z ∈ ℂ : z = 
(t), t ∈ [�;�] }, а точка z не
належить кривiй 
, то iнтеграл вигляду

F (z) =
1

2�i

∫



f(�)

� − z
d � (17.1)

визначає функцiю F (z), яка голоморфна (аналiтична) в кожнiй точцi ком-
плексної площини ℂ, крiм точок кривої 
.

Якщо ж z ∈ 
, то iнтеграл типу Кошi (17.1) в загальному випадку є
розбiжним, бо пiдiнтегральний вираз має неiнтегровану особливiсть в точцi
z. В той же самий час при додаткових умовах щодо функцiї f(�) iнтегралу
(17.1) можна надати певного сенсу i для випадку, коли точка z належить
кривiй 
.
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Означення 17.1. Число �0 > 0 називається стандартним радiусом кри-
вої 
, якщо для кожної внутрiшньої точки z0 даної кривої 
 будь-яке коло
радiуса � < �0 з центром в точцi z0 Γ�(z0) = { z ∈ ℂ : ∣z − z0∣ = � } пере-
тинає криву 
 рiвно в двох точках.

Кожна замкнена жорданова крива має стандартний радiус.
Розглянемо замкнену гладку жорданова криву 
 i точку z0 на нiй. Нехай

Γ�(z0) = { z ∈ ℂ : ∣z − z0∣ = � }, де радiус кола Γ�(z0) не перевищує стан-
дартного радiуса �0 кривої 
. Позначимо за допомогою 
� частину кривої

, що знаходиться зовнi кола Γ�(z0), тобто 
� = 
∖Γ�(z0). Тодi iнтеграл

F�(z0) =
1

2� i

∫

�

f (�)

� − z0
d �

визначено в звичайному сенсi для всiх 0 < � < �0, бо z0 /∈ 
�.
Означення 17.2. Якщо iснує границя

lim
�→0

1

2� i

∫

�

f (�)

� − z0
d � ,

то вона називається iнтегралом в сенсi головного значення за Кошi (син-
гулярним iнтегралом Кошi) iнтегралу типу Кошi в точцi z0 i позначається

v. p.
1

2� i

∫



f (�)

� − z0
d � або

1

2� i

∫



f (�)

� − z0
d �.

Для iснування iнтегралу типу Кошi в сенсi головного значення за Ко-
шi в кожнiй точцi замкнутої жорданової кривої 
 досить, щоб щiльнiсть в
iнтегралi типу Кошi (17.1), функцiя f(�), задовольняла умову Гельдера.

Означення 17.3. Функцiя f (z), визначена на деякiй зв‘язнiй множинi
G ⊂ ℂ, задовольняє умову Гельдера, якщо iснують такi сталi M > 0 i
0 < � ⩽ 1, що для всiх точок z1 , z2 ∈ G виконується нерiвнiсть

∣f (z1)− f (z2)∣ ⩽M ∣z1 − z2∣ � . (17.2)

Число � називається показником Гельдера.
Функцiя, що задовольняє умову Гельдера, очевидно, є неперервною на

множинi G, а тому таку функцiю iнколи називають неперервною за Гель-
дером.

Нехай функцiю f (�) визначено на гладкiй жордановiй кривiй 
, яка має
рiвняння z = 
 (t), t ∈ [0 ; l], де t – параметр довжини кривої 
, i f(z)
задовольняє на 
 умову Гельдера (17.2). Тодi цю умову можна записати
ще таким чином

∣ f (
 (t1))− f (
 (t2)) ∣ ⩽M ∣ t1 − t2∣ � , 0 < � ⩽ 1 . (17.3)
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Теорема 17.1. Якщо функцiя f(�) задовольняє умову Гельдера з пока-
зником 0 < � ⩽ 1 на замкненiй гладкiй жордановiй кривiй 
, то невласний
iнтеграл

Φ (z) =
1

2� i

∫



f (�)− f (z)

� − z
d � (17.4)

iснує для будь-якої точки z ∈ 
, а функцiя Φ (z) неперервна на кривiй 
 та
у випадку 0 < � < 1 задовольняє на 
 умову Гельдера з показником �.

Теорема 17.2. Якщо функцiя f (�) визначена на замкненiй гладкiй жор-
дановiй кривiй 
 i задовольняє на цiй кривiй умову Гельдера з показником
0 < � ⩽ 1, то для будь-якої точки z0 ∈ 
 функцiя f(�)/(� − z0) iнтегровна
на 
 в сенсi головного значення за Кошi, причому має мiсце рiвнiсть

F (z0) =
1

2� i

∫



f (�)

� − z0
d � = Φ (z0) +

f (z0)

2
,

де функцiя Φ(z) визначена формулою (17.4).
Замкнута жорданова крива 
 дiлить площину ℂ на двi областi: обмежену

D+ i необмежену D−. В кожнiй з цих областей iнтеграл типу Кошi (17.1)
визначає голоморфну (аналiтичну) функцiю.

Нехай z0 ∈ 
 – довiльна точка. Розглянемо границi

lim
z∈D+, z→z0

F (z) та lim
z∈D−, z→z0

F (z). (17.5)

Данi границi, якщо вони iснують, називаються вiдповiдно граничними
значеннями iнтегралу типу Кошi в точцi z0 злiва та справа вiд кривої 
 i
позначаються F +(z0) i F −(z0).

В загальному випадку границi (17.5) не iснують.
Теорема 17.3 (Ю.В. Сохоцького). Якщо функцiя f (�) задовольняє умо-

ву Гельдера (17.2) на гладкiй замкнутiй жордановiй кривий 
, то функцiя,
що визначена iнтегралом типу Кошi (17.1), неперервно продовжується як
з областi D+ на криву 
, так i з областi D− на криву 
, причому грани-
чнi значення iнтегралу типу Кошi в довiльнiй точцi z ∈ 
 визначаються за
допомогою формул

F +(z) = F (z) +
f (z)

2
, F −(z) = F (z)− f (z)

2
, (17.6)

де F (z) – головне значення iнтегралу типу Кошi в точцi z ∈ 
.
Спiввiдношення (17.6) називаються формулами Сохоцького.
Наслiдок 17.1. При виконаннi умов теореми Сохоцького справедливi
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рiвностi

F +(z)− F −(z) = f(z) , F +(z) + F −(z) =
1

� i

∫



f (�)

� − z
d � , z ∈ 
 .

Наслiдок 17.2. Якщо функцiя голоморфна (аналiтична) в областi D ⊂
ℂ, що обмежена гладкою замкненою жорданової кривою 
, та неперервна
за Гельдером в замиканнi областi D̄, то для будь-якої точки z ∈ 
 справе-
длива формула

F (z) =
f (z)

2
,

де F (z) – головне значення iнтегралу типу Кошi.

17.1.3 Поняття iнтегралу в сенсi головного значення
Розглянемо ще один пiдхiд до визначення iнтегралу в сенсi головного зна-
чення. Нехай 
 – кусково-гладкий шлях, що проходить через точку a ∈ ℂ.
Будемо вважати, що iснує окiл точки a, в якому шлях 
 має дотичну у
кожнiй своїй точцi, окрiм точки a, а також граничнi значення дотичної у
точцi a, отриманi при прямуваннi до a по рiзних частинах шляху 
.

Рис. 17.1

Нехай � та � – кути мiж додатнiм на-
прямком дiйсної осi та граничними положе-
ннями дотичних до кривої 
 у точцi a, при-
чому кут � вiдраховано у додатньому на-
прямку (проти руху годинникової стрiлки) а
кут � – у вiд’ємному (рис. 17.1).

Розглянемо функцiю f(z), яка голо-
морфна у деякiй областi Ω∖{a}, що мiстить
шлях 
, для якої точка a є полюсом першо-
го порядку.

Оскiльки в околi точки a головна части-
на ряду Лорана функцiї f(z) мiстить дода-
нок вигляду c−1/(z − a), де c−1 – коефiцiєнт
ряду Лорана функцiї f(z) в околi точки a,
то точка a створює для f(z) не iнтегровану
особливiсть, а тому скористатися стандар-
тним означенням iнтеграла вiд функцiї f(z)
вздовж шляху 
 не можна. Однак можна

показати, що за перерахованих вище умов цьому iнтегралу можна надати
певного сенсу.

Нехай iнтегрування по шляху 
 вiдбувається у напрямку вiд точки z0

до точки z1. Розглянемо точки w(r)
0 та w(r)

1 , утворенi перетином шляху 
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та кола 
r(a) з центром у точцi a радiусу r. Будемо вiдраховувати змiну
аргументу величини w− a, коли w змiнюється по колу 
r(a) вiд точки w(")

0

до точки w(")
1 , таким чином, щоб вiдповiдна дуга кола знаходилася при русi

по шляху 
 вiд точки z0 до точки z1 лiворуч.
Позначимо за допомогою 
−r ту частину шляху 
, яка не знаходиться

усерединi кола 
r(a) (це будуть дiлянки шляху вiд z0 до w(r)
0 та вiд w(r)

1 до
z1).

Розглянемо iнтеграл
∫

−r

f(z)dz, який є коректно визначеним, i доведе-

мо, що для нього iснує границя lim
r→0

∫

−r

f(z)dz.

Справдi, в околi точки a функцiю f(z) можна зобразити у такому ви-
глядi

f(z) =
c−1

z − a
+

+∞∑
k=0

ck(z − a)k. (17.7)

Тодi

lim
r→0

∫

−r

f(z)dz = lim
r→0

⎛⎜⎝∫

−r

f(z)(z − a)− c−1

z − a
dz +

∫

−r

c−1

z − a
dz

⎞⎟⎠ .

З’ясуємо спочатку питання про iснування границi

lim
r→0

∫

−r

c−1

z − a
dz.

З цiєю метою оберемо деяку гiлку функцiї Ln (z−a), яка при всiх z ∈ 
∖{a}
визначає (однозначну) голоморфну функцiю комплексної змiнної � = z−a,
щодо аргументу якої вважаємо, що вiн змiнюється вiд � до �, та виконаємо
такi обчислення:

lim
r→0

∫

−r

c−1

z − a
dz = c−1 lim

r→0

(
Ln (z − a)∣w

(0)
r

z0
+ Ln (z − a)∣z1

w
(1)
r

)
=

= c−1 lim
r→0

(
Ln (z − a)∣z1z0 + Ln (z − a)∣w

(1)
r

w
(0)
r

)
= c−1 Ln (z − a)∣z1z0 −

−c−1 lim
r→0

ln

∣∣∣∣∣w(1)
r − a

w
(0)
r − a

∣∣∣∣∣− i(arg(w(1)
r − a)− arg(w(0)

r − a)).

Нескладно помiтити, що

lim
r→0

ln

∣∣∣∣∣w(1)
r − a

w
(0)
r − a

∣∣∣∣∣ = 0,
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lim
r→0

(arg(w(1)
r − a)− arg(w(0)

r − a)) = � − �.

З формули (17.7) маємо, що

f(z)(z − a)− c−1

z − a
=

+∞∑
k=0

ck(z − a)k,

звiдки випливає, що ця пiдiнтегральна функцiя є неперервною у точцi a, а
отже для неї iснує скiнчена границя

lim
r→0

∫

−r

f(z)(z − a)− c−1

z − a
dz.

Внаслiдок цього будуть iснувати границi

lim
r→0

∫

−r

c−1

z − a
dz = −ic−1(� − �),

lim
r→0

∫

−r

f(z)dz = lim
r→0

∫

−r

f(z)(z − a)− c−1

z − a
dz − ic−1(� − �).

Означення 17.4. Нехай шлях 
 та функцiя f(z) задовольняють усi вка-
занi вище умови. Тодi iнтегралом

∫



f(z)dz у сенсi головного значення на-

зивається граничне значення

v.p.

∫



f(z)dz
def
= lim

r→0

∫

−r

f(z)dz.

17.1.4 Обчислення iнтегралiв у сенсi головного значення для
однозначних функцiй

Нехай виконуються умови:
a) 
 – кусково-гладкий шлях, що проходить через точку a ∈ ℂ;
b) Iснує окiл B"(a) точки a, в якому шлях 
 має дотичну у кожнiй своїй
точцi, окрiм самої точки a, а також iснують граничнi положення дотичної
у точцi a, отриманi при прямуваннi до a по шляху 
 з рiзних напрямiв.
c) Нехай функцiя f(z) голоморфна в проколотому околi B"(a)∖{a}, а у
точцi a має полюс першого порядку.

За вказаних умов обчислення iнтегралу у сенсi головного значення мо-
жна здiйснювати з використанням наступної леми:

Лема 17.1 (про граничне значення iнтеграла по частинi кола в околi
полюса 1 порядку). Нехай виконуються сформульованi вище умови a), b),
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c). Тодi справедлива формула

lim
r→0

∫

r(a)

f(z)dz = i(� − �) res
z=a

f(z) ,

 
Рис. 17.2

де � та � – кути, що визначають напрямки
граничних положень дотичних до шляху 

у точцi a, причому кут � вiдповiдає грани-
чному повороту навколо точки a за годин-
никовою стрiлкою у межах U"(a), а кут �
– граничному повороту проти годинникової
стрiлки (рис. 17.2). Тут (U"(a) – область,
що обмежена кривою 
 та межею околу
B"(a)), 
r(a) – частина кола з центром у
точцi a радiусу r, що проходиться проти го-
динникової стрiлки та знаходиться усереди-
нi областi U"(a).

Доведення. Справдi, нехай �(r), �(r) –
граничнi значення кутового параметру t при
параметризацiї z = a + reit кривої 
r(a).
Тодi можемо записати:∫


r(a)

f(z)dz = i

�(r)∫
�(r)

f(a+ reit)reitdt.

В останньому iнтегралi при r → 0 маємо неперервне прямування �(r)→
� та �(r)→ � при r → 0 + 0.

У випадку, коли функцiя f(z) має в точцi a полюс першого порядку,
при r → 0 виконується таке спiввiдношення

f(a+ reit)reit → res
z=a

f(z).

Саме тому, пiсля здiйснення граничного переходу, отримуємо тверджен-
ня леми.

Зауваження 17.3. Якщо в точцi a шлях 
 є гладким (має дотичну), то
� − � = −� i

lim
r→0

∫

r(a)

f(z)dz = −i� res
z=a

f(z).
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17.2 Приклади розв’язування задач

17.2.1. Обчислити iнтеграл

+∞∫
−∞

ei � x

x2 + b2
dx , де b > 0 , � > 0.

 

R– R 0 x

i y  

i R

i a

ГR

Рис. 17.3

⊳ Пiдiнтегральну функцiю
можна записати у виглядi
g(z) = ei�z

/
(z2 + b2) = ei�zf(z),

де функцiя f(z) = 1
/

( z2 + b2) є
голоморфною в комплекснiй пло-
щинi ℂ всюди, за винятком точок
z = ±ia, в яких вона має простi
полюси. Ця функцiя задовольняє
умови леми Жордана.

Оскiльки � > 0, то для вико-
ристання леми Жордана i обчи-

слення шуканого iнтегралу побудуємо замкнений контур CR = [−R ; R ] ∪
ΓR (рис. 17.3), де R > b. Тодi за основною теоремою про лишки отримаємо∫

CR

ei � zdz

z2 + b2
=

R∫
−R

ei � xdx

x2 + b2
+

∫
ΓR

ei � zdz

z2 + b2
= 2�i res

z=i b

ei � z

z2 + b2
=
�

b
e−b �.

Отримана рiвнiсть справедлива при всiх R > b. Тодi, якщо спрямувати
R→ +∞, то, враховуючи, що за лемою Жордана∫

ΓR

ei � zdz

z2 + b2
при R→ +∞,

отримаємо
∞∫
−∞

ei � xdx

x2 + b2
= 2�i res

z=i b

ei � z

z2 + b2
=
�

b
e−b �. ⊲

17.2.2. Обчислити iнтеграл
+∞∫
−∞

dx

(x2 − 1)(x2 + 4)

у сенсi головного значення.
⊳ Для обчислення iнтегралу скористаємося теорiєю лишкiв та лемою

17.1 про граничне значення iнтеграла по дузi кола в околi полюса першого
порядку.
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Функцiя f(z) =
1

(z2 − 1)(z2 + 4)
у комплекснiй площинi має чотири

особливi точки, якi є полюсами першого порядку: ±1 та ±2i. Серед цих
точок двi знаходяться на контурi iнтегрування.

Для функцiї f(z) при z → ∞ справедливе граничне спiввiдношення
zf(z)→ 0. З практики застосувань теорiї лишкiв до знаходження невласних
iнтегралiв вiдомо, що у цьому випадку при вiдсутностi на дiйснiй осi особли-
вих точок обчислення iнтегралу здiйснюється за допомогою обрання конту-
ру, що складається з вiдрiзку [−R;R] дiйсної осi i пiвкола {z ∈ ℂ : ∣z∣ = R}
у верхнiй пiвплощинi {z ∈ ℂ : Im z ⩾ 0}, та подальшого застосування
теореми Кошi про лишки i переходу до границi при R→∞.

У випадку функцiї f(z), що розглядається, зазначений контур буде мi-
стити полюси функцiї f(z), а отже не може бути використаний при обчи-
сленi iнтегралу вiд функцiї f(z).

Для знаходження iнтегралу вiд функцiї f(z) контур iнтегрування обере-
мо у виглядi, зображеному на рис. 17.4.

 

Рис. 17.4

Весь контур, який позначимо за допомогою CR,r1,r2 , складається з вiд-
рiзку [−R;−1− r1]; верхнього пiвкола 
r1(−1) радiусу r1 з центром у точцi
−1; вiдрiзку [−1 + r1; 1− r2]; верхнього пiвкола 
r2(1) радiусу r2 з центром
у точцi 1; вiдрiзку [1 + r2;R] та верхнього пiвкола ΓR з центром у точцi
0 радiусу R для R > 2. Напрямок обходу контуру – проти годинникової
стрiлки.

Чому контур CR,r1,r2 обрано саме у такий спосiб ? Обрання контуру
CR,r1,r2 саме таким чином дозволяє, з одного боку, уникнути розташування
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на ньому особливих точок пiдiнтегральної функцiї f(z), а з iншого боку –
при граничному переходi, коли R → ∞, r1 → 0, r2 → 0, з iнтегралiв по
сукупностi вiдрiзкiв [−R;−1 − r1], [−1 + r1; 1 − r2], [1 + r2;R] одержати
шуканий iнтеграл у сенсi головного значення.

Дiйсно, при великих R та малих r1, r2 згiдно теореми Кошi про лишки
можна стверджувати, що∫

CR,r1,r2

f(z)dz = 2�i res
z=2i

f(z) = 2�i lim
z→2�

z − 2i

(z2 − 1)(z2 + 4)
= − �

10
.

З iншого боку, маємо∫
CR,r1,r2

f(z)dz =

−1−r1∫
−R

f(x) dx+

1−r2∫
−1+r1

f(x) dx+

R∫
1+r2

f(x) dx+

+

∫

r1 (−1)

f(z)dz +

∫

r2 (1)

f(z)dz +

∫
ΓR

f(z)dz.

Використовуючи лему 17.1, знаходимо значення границь:

lim
r1→0

∫

r1 (−1)

f(z) dz = −�i res
z=−1

f(z) = lim
z→−1

−�i(z + 1)

(z2 − 1)(z2 + 4)
=
�i

10
,

lim
r2→0

∫

r2 (1)

f(z)dz = −�i res
z=1

f(z) = lim
z→1

−�i(z − 1)

(z2 − 1)(z2 + 4)
= −�i

10
.

Беручи до уваги, що zf(z)→ 0 при z →∞, одержуємо

lim
R→∞

∫
ΓR

f(z)dz = 0.

Враховуючи значення отриманих вище границь при здiйсненнi гранич-
ного переходу R→∞, r1 → 0, r2 → 0 у рiвностi

−1−r1∫
−R

f(x) dx+

1−r2∫
−1+r1

f(x) dx+

R∫
1+r2

f(x) dx+

+

∫

r1 (−1)

f(z)dz +

∫

r2 (1)

f(z)dz +

∫
ΓR

f(z)dz = − �

10

одержуємо

v.p.

+∞∫
−∞

dx

(x2 − 1)(x2 + 4)
+
�i

10
− �i

10
= − �

10
,
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звiдки

v.p.

+∞∫
−∞

dx

(x2 − 1)(x2 + 4)
= − �

10
. ⊲

17.2.3. Нехай D – однозв’язна область, обмежена вiдрiзком дiйсної осi
[ a ; b ] та кривою 
 (рис. 17.5), функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в D̄,
за виключенням особливих точок

{
ak, k = 1, n

}
⊂ D та простого полюса

в точцi z = c ∈ (a; b). Довести, що

v.p.
1

2� i

∫
∂ D

f(z) dz =

n∑
k=1

res
z=ak

f(z) +
1

2
res
z=c

f(z).

 

a bc


a1 

an

x 



D

z 

 
Рис. 17.5

⊳ Для доведення сформульовано-
го твердження розглянемо замкнений
контур C" = 
∪[a; c−"]∪
"∪[c+" ; b]
(див. рис. 17.5), де 
" – пiвколо радi-
уса " з центром в точцi c, причому
" > 0 вибрано настiльки малим, що
всi особливi точки ak, k = 1, n, ле-
жать всерединi контура C".

Тодi за основною теоремою про
лишки отримаємо

1

2� i

∫
C"

f(z) dz =

n∑
k=1

res
z=ak

f(z).

Використовуючи адитивнiсть iнтегралу, перепишемо отриману рiвнiсть
у виглядi

n∑
k=1

res
z=ak

f(z) =
1

2� i

∫
C"∖
"

f(z) dz +
1

2� i

∫

"

f(z) dz

i розглянемо її границю, коли "→ 0+.
В результатi отримаємо

n∑
k=1

res
z=ak

f(z) =
1

2� i
v.p.

∫
∂D

f(z) dz +
1

2� i
lim
"→0+

∫

"

f(z) dz. (17.8)

Розглянемо границю, що входить в (17.8). Нагадаємо, що точка c є
простим полюсом функцiї f(z). Тодi в околi точки c дану функцiю можна
подати у виглядi f(z) = g(z)/( z − c ), де g(z) – голоморфна (аналiтична)
в околi точки c i g (c) ∕= 0. При цьому res

z=c
f(z) = g (c).



162

Параметризувавши шлях 
" наступним чином z = c+" ei ', де значення
параметра ' змiнюється вiд � до 0, знаходимо

lim
"→0+

∫

"

f(z) dz = lim
"→0+

∫

"

g (z)

z − c
dz =

= lim
"→0+

0∫
�

g (c+ " ei ')

" ei '
" i ei 'd' = −i lim

"→0+

�∫
0

g (c+ " ei ') d' .

Оскiльки функцiя g(z) голоморфна в околi точки c, то g (z)→ g (c) при
z → c. Тодi g (c + " i ') → g (c) при " → 0 рiвномiрно по '. В результатi
отримаємо

lim
"→0+

∫

"

f(z) dz = −i lim
"→0+

�∫
0

g (c+ " ei ') d' = −i�g (c) = −i� res
z=c

f(z).

Пiдставивши отриманий результат у рiвнiсть (17.8), прийдемо до твер-
дження, яке потрiбно було довести. ⊲

17.2.4. Обчислити iнтеграл
+∞∫
0

sinx

x
dx.

⊳ Враховуючи парнiсть пiдiнтегральної функцiї, можна записати
+∞∫
0

sinx

x
dx =

1

2

+∞∫
−∞

sinx

x
dx.

Цей iнтеграл не має особливостi у точцi 0, але вона з’являється, якщо
побудувати вираз, який би давав змогу обчислити вихiдний iнтеграл. У
даному випадку зручно звести обчислення даного iнтегралу до iнтегралу,
який можна обчислити за допомогою леми Жордана.

Помiтимо, що iнтеграл

+∞∫
−∞

sinx

x
dx є уявною частиною iнтегралу

+∞∫
−∞

eix

x
dx. Пiдiнтегральний вираз для останнього iнтегралу має полюс пер-

шого порядку в точцi 0. Тому цей iнтеграл потрiбно обчислювати у сенсi
головного значення.

З цiєю метою розглянемо контур CRr, що зображений на рис. 17.6. Цей
контур складається з вiдрiзка [−R;−r], верхнього пiвкола 
r(0) с центром



163

 Рис. 17.6

у точцi 0 радiусу r, вiдрiзка [r;R], верхнього пiвкола ΓR з центром у точцi
0 радiуса R i проходиться у напрямку проти годинникової стрiлки.

Функцiя f(z) =
eiz

z
не має особливих точок усерединi контуру CRr.

Тому
∫

CRr

f(z)dz = 0. З iншого боку,

∫
CRr

f(z)dz =

−r∫
−R

f(x)dx+

∫

r(0)

f(z)dz +

R∫
r

f(x)dx+

∫
ΓR

f(z)dz.

Згiдно леми 17.1 отримаємо значення границi

lim
r→0

∫

r(0)

f(z)dz = −�i res
z=0

f(z) = −�i lim
z→0

eiz

z
z = −�i,

а за лемою Жордана маємо lim
R→∞

∫
ΓR

eiz

z
dz = 0.

Здiйснюючи граничний перехiд при R→∞, r → 0 у рiвностi
−r∫
−R

f(x) dx+

R∫
r

f(x) dx+

∫

r(0)

f(z)dz +

∫
ΓR

f(z)dz = 0

i враховуючи отриманi вище значення границь, одержуємо

v.p.

+∞∫
−∞

eixdx

x
= i�,
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звiдки
+∞∫
0

sinx

x
dx =

1

2
Im

⎛⎝v.p.

+∞∫
−∞

eix dx

x

⎞⎠ =
�

2
. ⊲

17.2.5. Обчислити iнтеграл
+∞∫
0

cos�x− cos�x

x2
dx , де � > 0, � > 0.

⊳ Позначимо шуканий iнтеграл через I. Тодi, очевидно,

I =
1

2

+∞∫
−∞

cos�x− cos�x

x2
dx.

Згадаємо, що cos�x − cos�x = Re ( ei � x − ei � x). Тодi формально
можемо записати

2 I =

+∞∫
−∞

cos�x− cos�x

x2
dx = Re

+∞∫
−∞

ei � x − ei � x

x2
dx. (17.9)

Формальнiсть рiвностi (17.9) полягає в тому, що в її лiвiй частинi сто-
їть збiжний iнтеграл, а в правiй – розбiжний, бо пiдiнтегральна функцiя
f(z) = (ei � z − ei � z)

/
z2 має в точцi z = 0 полюс 1-го порядку, тобто має

неiнтегровану особливiсть. Але, оскiльки z = 0 – простий полюс (полюс
1-го порядку) функцiї f(z), то, беручи до уваги твердження, яке доведе-
но вище (див. задачу 17.2.3), ми можемо проаналiзувати iнтеграл з правої
частини (17.9) на предмет збiжностi в сенсi головного значення за Кошi.
Маємо:

v.p.

+∞∫
−∞

ei � x − ei � x

x2
dx =

= lim
R→+∞
"→0+

⎛⎝ −"∫
−R

ei � x − ei � x

x2
dx+

R∫
"

ei � x − ei � x

x2
dx

⎞⎠ =

= lim
R→+∞
"→0+

⎛⎝ −"∫
−R

cos�x− cos�x

x2
dx+

R∫
"

cos�x− cos�x

x2
dx

⎞⎠+

+i lim
R→+∞
"→0+

⎛⎝ −"∫
−R

sin�x− sin�x

x2
dx+

R∫
"

sin�x− sin�x

x2
dx

⎞⎠ =
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=

+∞∫
−∞

cos�x− cos�x

x2
dx = 2 I. (17.10)

Вище враховано, що iнтеграл вiд уявної частини дорiвнює нулю як iн-
теграл вiд непарної функцiї по множинi, що симетрична вiдносно x = 0.

Оскiльки пiдiнтегральний вираз f(z) = (ei � z − ei � z)
/
z2 задовольняє

умови леми Жордана, то для обчислення

v.p.

+∞∫
−∞

ei � x − ei � x

x2
dx

побудуємо замкнений контур CR = [−R , R ]∪ΓR, аналогiчний контуру, що
розглядався при розв’язаннi задачi 17.2.4 (див. рис. 17.6).

Тодi, використовуючи результат твердження з задачi 17.2.3, знаходимо

v.p.
∫
CR

ei � z − ei � z

z2
dz = v.p.

R∫
−R

ei � x − ei � x

x2
dx+

∫
ΓR

ei � z − ei � z

z2
dz =

= � i res
z=0

ei � z − ei � z

z2
= � i lim

z→0

ei � z − ei � z

z
= � (� − � ).

Якщо в отриманiй рiвностi перейти до границi при R→ +∞, то, врахо-
вуючи, що за лемою Жордана∫

ΓR

ei � z − ei � z

z2
dz → 0 при R→ +∞,

отримаємо

2 I = v.p.

+∞∫
−∞

ei � x − ei � x

x2
dx = � (� − � ),

тобто I = � (� − � )/2. ⊲

Розглянемо також питання про обчислення iнтегралiв в сенсi головного
значення вiд багатозначних функцiй. Подiбнi задачi є досить складними,
оскiльки при їх розв’язаннi потрiбно розглядати (будувати) контури iз роз-
рiзами, на рiзних берегах яких аналiтичне продовження пiдiнтегрального
виразу в комплексну площину набуває рiзних значень. Поява полюсiв пер-
шого порядку на контурi iнтегрування ще бiльше ускладнює таку задачу.
Методику обчислення iнтегралiв даного типу продемонструємо на такому
прикладi.
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17.2.6 Обчислити головне значення iнтегралу
+∞∫
0

xp

(x− 1)(x2 + 1)
dx,

де −1 < p < 2, p ∕= 0, 1.
⊳ Розглянемо багатозначну функцiю

f(z) =
zp

(z − 1)(z2 + 1)
.

В комплекснiй площинi ℂ ця функцiя має точку розгалуження z = 0, а
також полюси першого порядку z1 = 1, z2,3 = ±i. Перший з цих полюсiв
лежить на промiжку iнтегрування функцiї.

Для обчислення iнтегралу вiд функцiї, чисельник якої являє собою бага-
тозначний вираз, розглянемо контур CR,r1,r2 , який зображено на рис. 17.7.

 

Рис. 17.7

Даний контур складається з кола з центром у точцi 0 радiусу R, в якому,
з метою побудови однозначної функцiї, зроблено розрiз вiд точки 0 до точки
R вздовж додатного напрямку дiйсної осi.

Внаслiдок необхiдностi обходити особливу точку (полюс z = 1) та точку
розгалуження 0 для функцiї f(z), кiнцевий варiант контуру буде складатися
з вiдрiзку [r1; 1−r2]+ на верхньому березi розрiзу; верхнього пiвкола 
r2(1)+
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з центром у точцi 1 радiусу r2, що обходиться за годинниковою стрiлкою;
вiдрiзку [1+r2;R]+ на верхньому березi розрiзу; кола ΓR з центром у точцi
0 радiусу R; вiдрiзку [R; 1 + r2]− на нижньому березi розрiзу, вказаного з
урахуванням напрямку проходження; нижнього пiвкола 
r2(1)− з центром
у точцi 1 радiусу r2, що обходиться за годинниковою стрiлкою; вiдрiзку
[1 − r2; r1]− на нижньому березi розрiзу; кола 
r1(0) з центром у точцi 0
радiусу r1, що обходиться за годинниковою стрiлкою.

Оберемо однозначну гiлку багатозначної функцiї f(z), зафiксувавши її
вибiр на верхньому березi розрiзу значенням arg z = 0. Тодi на нижньому
березi розрiзу arg z = 2�.

При обраннi досить великого R та досить малих r1, r2 усередину кон-
туру потраплять полюси першого порядку z = ±i функцiї f(z). Тодi згiдно
основної теореми про лишки маємо∫

CR,r1,r2

f(z)dz = 2� i (res
z=i

f(z) + res
z=−i

f(z)) =

= 2�i lim
z→i

zp(z − i)
(z − 1)(z2 + 1)

+ 2�i lim
z→−i

zp(z + i)

(z − 1)(z2 + 1)
=

= 2�i
ip

2i(i− 1)
+ 2�i

(−i)p

2i(i+ 1)
= �
−ei�2 p(1 + i) + ei

3�
2 p(1− i)

2
. (17.11)

З iншого боку, з урахуванням напрямкiв обходу кiл (коли стандартний
напрямок обходу вiдповiдає руху по колу проти годинникової стрiлки), мо-
жна записати, що∫

CR,r1,r2

f(z)dz =

∫
[r1,1−r2]+

f(z) dz −
∫


r2 (1)+

f(z) dz+

+

∫
[1+r2,R]+

f(z) dz +

∫
ΓR

f(z) dz +

∫
[R,1+r2]−

f(z) dz−

−
∫


r2 (1)−

f(z) dz +

∫
[1−r2,r1]−

f(z) dz−
∫


r1 (0)

f(z) dz. (17.12)

З того, що на верхньому березi розрiзу маємо arg z = 0, випливають
рiвностi ∫

[r1,1−r2]+

f(z)dz =

1−r2∫
r1

xp

(x− 1)(x2 + 1)
dx, (17.13)
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∫
[1+r2,R]+

f(z)dz =

R∫
1+r2

xp

(x− 1)(x2 + 1)
dx, (17.14)

lim
r2→0

⎛⎜⎝− ∫

r2 (1)+

f(z)dz

⎞⎟⎠ = −�i res
z=1

f(z)∣arg z=0 =

= −�i zp

z2 + 1

∣∣∣∣
z=1, arg z=0

= −�i
2
. (17.15)

Аналогiчно, з того факту, що на нижньому березi розрiзу arg z = 2�,
отримуємо ∫

[1−r2,r1]−

f(z) dz = −
1−r2∫
r1

ei2�pxp

(x− 1)(x2 + 1)
dx, (17.16)

∫
[R,1+r2]−

f(z) dz = −
R∫

1+r2

ei2�p xp

(x− 1)(x2 + 1)
dx, (17.17)

lim
r2→0

∫

r2 (1)−

f(z) dz = �i res
z=1

f(z)∣arg z=2� =

= �i
zp

z2 + 1

∣∣∣∣
z=1, arg z=2�

=
�iei2�p

2
. (17.18)

З умови zf(z)→ 0 при z →∞ випливає

lim
R→∞

∫
ΓR

f(z)dz = 0. (17.19)

Нарештi, за допомогою параметризацiї кола 
r1(0) отримуємо

lim
r1→0

∫

r1 (0)

f(z)dz = lim
r1→0

2�∫
0

rp1e
ip' ⋅ r1ie

i'd'

(r1ei' − 1)(r2
1e

2'i + 1)
= 0. (17.20)

З рiвностей (17.11), (17.12), при здiйсненнi граничного переходу при
r1 → 0, r2 → 0, R→∞ з урахуванням рiвностей (17.13) – (17.20), маємо

(1− ei2�p)
+∞∫
0

xp

(x− 1)(x2 + 1)
dx− �i(ei2�p + 1)

2
=
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= �
ei

3�
2 p − ei�2 p − i(ei 3�2 p + ei

�
2 p)

2
.

Шляхом дiлення останньої рiвностi на −ie�pi та застосування вiдомих
формул для sin� та cos�, отримуємо

2 sin�p

+∞∫
0

xp

(x− 1)(x2 + 1)
dx+ � cos�p = �

(
cos

�p

2
− sin

�p

2

)
,

звiдки остаточно знаходимо
+∞∫
0

xp

(x− 1)(x2 + 1)
dx =

�

2

cos �p2 − sin �p
2

sin�p
− �

2
ctg �p. ⊲

17.2.7. Нехай функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в ℂ, за виклю-
ченням iзольованих особливих точок { 0 , ak , k = 1 , n } ⊂ ℂ, причому
{ak} ∩ [0 , +∞) = ∅, i f(z) = O (z−p) при z → 0 та f(z) = O (z−q) при
z → ∞, де 0 < p < q. Довести, що для всiх значень � ∈ (p; q), де � /∈ ℕ,
справедлива формула

+∞∫
0

x�−1f (x) dx =
2�i

1− e2� i�

n∑
k=1

res
z=ak

z�−1f (z),

де функцiя z�−1 визначена згiдно формули z�−1 = exp { (�− 1) ln z }.

 

x

i y

R

ГR

 a1

a2

an–1 

an

+
–

Рис. 17.8

⊳ Пiдiнтегральна функцiя g (z) = z�−1f(z) мiстить багатозначну уза-
гальнену степеневу функцiю z�−1 = exp{ (�− 1 ) Ln z }, яка має двi точки
розгалуження z = 0 та z =∞, i ї ї однозначнi гiлки можуть бути визначенi
в комплекснiй площинi з розрiзом по додатнiй пiввiсi [0; +∞ ) (рис.17.8).
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На верхньому березi цього розрiзу, який будемо позначати символом
"+" (див. рис. 17.8), вважається, що arg z = 0, а на нижньому, який будемо
позначати символом "−" , вважається, що arg z = 2�.

Зафiксуємо однозначну гiлку багатозначної функцiї
z�−1 = exp{(�− 1)Lnz}

так, щоб на верхньому березi розрiзу дана функцiя аналiтично визначалася
виразом x�−1, x > 0.

Вiдомо, що
z�−1 = exp{(�− 1)Lnz} = exp{(�− 1)(ln ∣z∣+ i arg z + i2�k)} , k ∈ ℤ .
Тодi, враховуючи, що на верхньому березi розрiзу маємо z = x > 0,

arg z = 0, можна записати такi рiвностi
z�−1 = exp{ (�− 1 ) ( lnx+ i 2� k ) } = x�−1 = exp{ (�− 1 ) lnx } ,

звiдки, очевидно, випливає, що k = 0.
Тодi для зафiксованої однозначної гiлки функцiї z�−1 маємо правило

обчислення
z�−1 = exp{ (�− 1 ) ( ln ∣z∣+ i arg z ) } = exp{ (�− 1 ) ln z }. (17.21)

Для обчислення шуканого iнтегралу розглянемо замкнений контур
C" ,R = [ " ; R ]+ ∪ ΓR ∪ [R ; " ]− ∪ 
" (див. рис. 17.8), де значення величин
", R вибрано так, що особливi точки { ak, k = 1, n} функцiї f(z) лежать
всерединi цього контуру.

Тодi за основною теоремою про лишки маємо∫
C" , R

z�−1f(z) dz = 2� i

n∑
k=1

res
z=ak

z�−1f(z) . (17.22)

Використовуючи адитивнiсть iнтегралу, запишемо∫
C" , R

z�−1f(z) dz =

∫
[ " ,R ]+

z�−1f(z) dz +

∫
[R , " ]−

z�−1f(z) dz+

+

∫
ΓR

z�−1f(z) dz +

∫

"

z�−1f(z) dz .

Згадавши, що на верхньому березi розрiзу arg z = 0, а на нижньому –
arg z = 2� та врахувавши рiвнiсть (17.21), останню рiвнiсть перепишемо у
виглядi∫

C" , R

z�−1f(z) dz =

R∫
"

x�−1f(x) dx+

"∫
R

e(�−1 ) (ln x+i 2� )f(x) dx+
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+

∫
ΓR

z�−1f(z) dz +

∫

"

z�−1f(z) dz =

R∫
"

x�−1f(x) dx+

+

"∫
R

ei 2� �x�−1f(x) dx+

∫
ΓR

z�−1f(z) dz +

∫

"

z�−1f(z) dz.

Враховуючи записану рiвнiсть, перейдемо в рiвностi (17.22) до границi
при "→ 0+ i R→ +∞. Отримаємо

2� i

n∑
k=1

res
z=ak

z�−1f(z) = ( 1− ei 2� �)

+∞∫
0

x�−1f(x) dx+

+ lim
R→+∞

∫
ΓR

z�−1f(z) dz + lim
"→0+

∫

"

z�−1f(z) dz . (17.23)

Оцiнимо iнтеграли по ΓR та 
". Маємо:∣∣∣∣∣∣∣
∫

ΓR

z�−1f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
2�∫
0

e(�−1 ) ( lnR+i ' )f(Rei ')R i ei 'd'

∣∣∣∣∣∣ ⩽
⩽

2�∫
0

∣∣∣ e(�−1 ) ( lnR+i ' )f(Rei ')R i ei '
∣∣∣ d' = R�

2�∫
0

∣∣ f(Rei ')
∣∣ d' .

Оскiльки f (z) = O (z−q) при z →∞ незалежно вiд шляху прямування
z до нескiнченностi, то при R → +∞ має мiсце рiвномiрна стосовно '
оцiнка

∣∣ f(Rei ')
∣∣ ⩽ Const ⋅R−q.

Тодi, враховуючи умову � < q, приR→ +∞ отримаємо спiввiдношення∣∣∣∣∣∣∣
∫

ΓR

z�−1f(z) dz

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽ R�
2�∫
0

∣∣ f(Rei ')
∣∣ d' ⩽ Const ⋅R�−q

2�∫
0

d'→ 0.

Аналогiчно, використовуючи умову f (z) = O (z−p) при z → 0 та врахо-
вуючи нерiвнiсть � > p , отримаємо оцiнку для даних iнтегралiв на шляху

". Маємо:∣∣∣∣∣∣

∫

"

z�−1f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
0∫

2�

e(�−1 ) ( ln "+i ' )f(" ei ') " i ei 'd'

∣∣∣∣∣∣ ⩽
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⩽

2�∫
0

∣∣∣ e(�−1 ) ( ln "+i ' )f(" ei ') " i ei '
∣∣∣ d' = "�

2�∫
0

∣∣ f(" ei ')
∣∣ d' ⩽

⩽ Const ⋅ "�−p
∫ 2�

0

d'→ 0 при "→ 0 + .

Використовуючи отриманi оцiнки, з рiвностi (17.23) отримаємо форму-
лу, яку потрiбно було довести. ⊲

17.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Лема Жордана.

Означення iнтегралу Кошi i типу Кошi. Поняття про граничнi значення
iнтегралу типу Кошi. Теорема i формули Ю.В.Сохоцького.

Означення iнтегралу у сенсi головного значення для випадку iнтеграла
типу Кошi.

17.4 Завдання для аудиторної роботи
17.4.1. Обчислити головне значення iнтегралiв:

a) v.p.

+∞∫
−∞

dx

x (x2 + 4)
; b) v.p.

+∞∫
−∞

dx

x− a
, де Im a > 0;

17.4.2. Нехай функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в замиканнi секто-
ра D = {z ∈ ℂ : 0 < arg z < �0 , ∣z∣ < R }, за виключенням iзольованих
особливих точок

{
ak, k = 1, n

}
⊂ D та простого полюса в точцi z = 0.

Довести, що

v.p.
∫
∂ D

f(z) dz = 2� i

n∑
k=1

res
z=ak

f(z) + i �0 res
z=0

f(z).

17.4.3. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
−∞

ei�x

x2 + a2
dx, де a > 0, � < 0;

b)

+∞∫
0

cos�x

x4 + x2 + 1
dx , де � > 0;

c)

+∞∫
−∞

x sinx

x2 − 2x+ 10
dx; d)

+i∞∫
−i∞

e�x

x2 − 1
dx , де � > 0;
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e)

+∞∫
0

cos�x

x2 + a2
dx , де a > 0 , � > 0.

17.4.4. Для випадку � > 0 знайти головнi значення iнтегралiв:

a)

+∞∫
−∞

ei�x

x
dx ; b)

+∞∫
−∞

1− ei�x

x2
dx ; c)

+i∞∫
−i∞

ch�x

x2 + 1
dx .

17.4.5. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
0

sin�x

x
dx , де � > 0;

b)

+∞∫
0

sin�x

x (x2 + a2)
dx , де � > 0 , a > 0;

c)

+∞∫
0

sin2 x

x2
dx; d)

+∞∫
0

x− sinx

x3
dx.

17.5 Завдання для самостiйної роботи

17.5.1. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
−∞

(x− 3) eix

x2 − 6x+ 10
dx; b)

+∞∫
0

(x3 + 5x) sinx

x4 + 10x2 + 9
dx;

c)

+∞∫
−∞

e− ix

x4 + 8x2 + 16
dx; d)

+∞∫
0

x sinx

x4 + 2x2 + 10
dx;

e)

+∞∫
0

cosx

(x2 + a2)2
dx; f)

i∞∫
−i∞

e−� z

z2 + 1
dz , де � ⩾ 0.

17.5.2. Знайти головнi значення iнтегралiв:

a) v.p.

+∞∫
−∞

dx

x− a
, де Im a < 0; b) v.p.

+∞∫
0

lnx dx

(x− 1)
√
x
;

c)

+∞∫
−∞

e− i�x

x
dx , де � > 0; d)

+∞∫
−∞

1− e− i�x

x2
dx , де � ⩾ 0;
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e)

+ i∞∫
−i∞

ch�z dz

( z + 1 ) ( z2 + 1 )
, де � ∈ ℝ.

17.5.3. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
0

1− cos�x

x2
dx , де � > 0; b)

+∞∫
0

sin3 x

x3
dx;

c)

+∞∫
0

1− cosx

x2(x2 + 4 )
dx;

d)

+∞∫
0

sin2 �x

x2 (x2 + a2)
dx , де a, � > 0;

e)

+∞∫
0

(x2 − b2) sinx

x (x2 + a2)
dx , де a, b > 0.

17.5.4. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
0

xp−1 sin ax dx , де a > 0, 0 < p < 1; b)

+∞∫
0

cosxpdx , де p > 1.
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Тема 18

Iнтеграли вiд функцiй, що мiстять
експоненту.
Обчислення сум рядiв
18.1 Попереднi зауваження
При застосуваннi теорiї лишкiв для обчислення рiзних типiв iнтегралiв ва-
жливим елементом математичних мiркувань є вибiр контуру iнтегрування.
Зауважимо, що будова контуру iнтегрування у кожному конкретному ви-
падку суттєво залежить як вiд того, якi особливостi має пiдiнтегральна
функцiя та чи є аналiтичне продовження в комплексну площину заданої
функцiї дiйсної змiнної однолистою чи багатолистою функцiєю, так i вiд
вигляду (структури) пiдiнтегральної функцiї. Зокрема, крiм тих контурiв,
якi вже зустрiчалися вище при обчисленнi iнтегралiв, часто використовую-
ться також контури у виглядi прямокутникiв (для пiдiнтегральних виразiв,
якi мiстять експоненцiйну функцiю) та iншi. Методика використання та-
ких контурiв розглядається далi для конкретних прикладiв. Теорiя лишкiв
також може бути застосована для знаходження сум рядiв.

18.2 Приклади розв’язування задач
18.2.1. Нехай f(z) – мероморфна, перiодична функцiя з перiодом i!, де
! > 0, яка не має особливих точок на дiйснiй осi, а всерединi смуги {0 <
Im z < !} має полюси тiльки в точках z = ak, k = 1, n, крiм цього f(z) =
O (e−p ∣Re z∣) при Re z → ±∞ рiвномiрно стосовно Im z, p > 0. Довести,
що

+∞∫
−∞

e�xf (x) dx =
2�i

1− ei!�
n∑
k=1

res
z=ak

e� zf (z), ∣�∣ < p.

 

0 x

i y

i

R– R 

a1

a2an 

CR 

R 

Рис. 18.1

⊳ Оскiльки функцiя f(z) перiодична з
перiодом i!, то для обчислення iнтегра-

лу
∫ +∞

−∞
e�xf(x) dx побудуємо замкне-

ний контур CR, який є додатньо зорiєн-
тованою межею прямокутника
ΩR = {z ∈ ℂ : ∣Re z∣ < R , 0 < Im z < !}
(рис. 18.1), де число R вибрано настiль-
ки великим, що всi особливi точки z =
ak, k = 1, n, функцiї f(z) знаходяться в областi ΩR.
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Тодi за основною теоремою про лишки отримаємо∫
CR

e� zf(z) dz = 2� i

n∑
k=1

res
z=ak

e� zf(z). (18.1)

З властивостi адитивностi iнтегралу випливає∫
CR

e� zf(z) dz =

R∫
−R

e�xf(x) dx+

−R+i !∫
R+i !

e� zf(z) dz+

+

R+i !∫
R

e� zf(z) dz +

−R∫
−R+i !

e� zf(z) dz .

На вiдрiзку [R+ i ! ;−R+ i !] покладемо z = x+ i !, x ∈ [R ;−R], при
цьому dz = dx, а f(z) = f(x+ i !) = f(x). Тодi можемо записати∫

CR

e� zf(z) dz =

R∫
−R

e�xf(x) dx− ei � !
R∫
−R

e�xf(x) dx+

+

R+i !∫
R

e� zf(z) dz +

−R∫
−R+i !

e� zf(z) dz .

Враховуючи отриману рiвнiсть, перейдемо в рiвностi (18.1) до границi
при R→ +∞. В результатi матимемо

( 1− ei � !)

+∞∫
−∞

e�xf(x) dx+

+ lim
R→+∞

⎛⎝ R+i !∫
R

e� zf(z) dz +

−R∫
−R+i !

e� zf(z) dz

⎞⎠ =

= 2� i

n∑
k=1

res
z=ak

e� zf(z) . (18.2)

Оцiнимо iнтеграли на вертикальних сторонах прямокутника ΩR. Маємо:∣∣∣∣∣∣
R+i !∫
R

e� zf(z) dz

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
!∫

0

e� (R+i y )f(R+ iy) i dy

∣∣∣∣∣∣ ⩽
⩽

!∫
0

e�R ∣ f(R+ iy) ∣ dy .
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Враховуючи те, що f(z) = O (e−p ∣Re z∣) при Re z → ±∞ рiвномiрно
стосовно Im z, отримаємо оцiнку ∣f(R+ iy)∣ ⩽ C ⋅e−pR, яка має мiсце при
R→ +∞ рiвномiрно стосовно y, де C – деяка стала.

Тодi при R→ +∞ виконуються спiввiдношення∣∣∣∣∣∣
R+i !∫
R

e� zf(z) dz

∣∣∣∣∣∣ ⩽
!∫

0

e�R ∣ f(R+ iy) ∣ dy ⩽ C ⋅ e(�−p )R

!∫
0

dy → 0 ,

бо за умовою � < p.
Аналогiчно оцiнюється i iнтеграл по iншiй вертикальнiй сторонi прямо-

кутника ΩR.
Тодi, враховуючи проведенi оцiнки для iнтегралiв по вiдрiзках [R ;R +

i ! ] та [−R+ i ! ;−R ] з рiвностi (18.2) отримаємо потрiбний результат. ⊲
18.2.2. Нехай f(z) – рацiональна функцiя з полюсами в точках z = ak,

k = 1, n, серед яких немає цiлих чисел, i f (z) = O (z−2), z →∞. Довести,
що

+∞∑
m=−∞

f (m) = −�
n∑
k=1

res
z=ak

f (z) ctg �z.

⊳ Розглянемо функцiю g(z) = f(z) ctg �z, яка має в комплекснiй пло-
щинi полюси в точках z = ak, k = 1, n, – це полюси функцiї f(z), та простi
полюси в точках z = m, m ∈ ℤ, – це полюси функцiї ctg �z.

При цьому res
z=m

f(z) ctg �z = f(m)/�, m ∈ ℤ.
Для доведення сформульованого вище твердження побудуємо замкне-

ний контур CN (рис. 18.2), що обмежує область
ΩN = { ∣Re z∣ < N + 1/2 , ∣ Im z∣ < N + 1/2 } ,

де N – таке досить велике натуральне число, що {ak, k = 1, n} ⊂ ΩN . Не
важко помiтити, що межа ∂ΩN областi ΩN – квадрат зi стороною 2N + 1
та центром в початку координат.

За основною теоремою про лишки маємо∫
CN

f(z) ctg �z dz =

= 2� i

(
N∑

m=−N
res
z=m

f(z) ctg �z +

n∑
k=1

res
z=ak

f(z) ctg �z

)
=

= 2� i

(
N∑

m=−N

f(m)

�
+

n∑
k=1

res
z=ak

f(z) ctg �z

)
. (18.3)
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Отримана рiвнiсть (18.3) залишається справедливою для всiх досить
великих натуральних N .

 

x

iy

N 

N+1/2

N+1–N–1 

–N–1/2

–N 0

i(N+1/2) 

– i(N+1/2)
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an–1

an 

CN

N

 

Рис. 18.2

Оцiнимо iнтеграл, що стоїть в лiвiй частинi (18.3). У випадку, коли
Re z = N + 1/2, ∣ Im z∣ ⩽ N + 1/2 (права вертикальна сторона квадра-
ту), запишемо z = N + 1/2 + iy, ∣y∣ ⩽ N + 1/2, i

∣ctg �z∣ =

∣∣∣∣ cos(�N + �/2 + i�y )

sin(�N + �/2 + i�y )

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ sin(i�y)

cos(i�y)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣ sh (�y)
ch (�y)

∣∣∣∣ =
1− e−2� ∣y∣

1 + e−2� ∣y∣ ⩽ 2 .

У випадку, коли Im z = N+1/2, ∣Re z∣ ⩽ N+1/2 (верхня горизонтальна
сторона квадрату), запишемо z = x+ i (N + 1/2), ∣x∣ ⩽ N + 1/2 i

∣ ctg �z∣ =
∣∣∣∣ ei � xe−� (N+1/2) + e−i � xe� (N+1/2)

ei � xe−� (N+1/2) − e−i � xe� (N+1/2)

∣∣∣∣ ⩽
⩽
e� (N+1/2) + e−� (N+1/2)

e� (N+1/2) − e−� (N+1/2)
=

1 + e−2� (N+1/2)

1− e−2� (N+1/2)
<

2

1− e−�
, N ∈ ℕ ,

де використано добре вiдомi нерiвностi
∣a+ b∣ ⩽ ∣a∣+ ∣b∣ , ∣a− b∣ ⩾ ∣ ∣a∣ − ∣b∣ ∣ .

Аналогiчно оцiнюється величина ∣ctg�z∣ на iнших сторонах квадрату
CN .

Ураховуючи отриманi оцiнки, можемо записати, що для всiх досить ве-
ликих N виконується нерiвнiсть ∣ctg �z∣ ⩽ 2/( 1− e−�), якщо z ∈ CN .
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Перейдемо до границi при N → +∞ в рiвностi (18.3). При цьому маємо∣∣∣∣∣∣∣
∫
CN

f(z) ctg �z dz

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
∫
CN

∣f(z) ctg �z∣ ∣dz∣ ⩽ 2

1− e−�

∫
CN

∣f(z)∣ ∣dz∣ .

Оскiльки f (z) = O (z−2), z → ∞, то ∣f(z)∣ ⩽ Const
/
N2 при z ∈ CN .

Тодi з останньої нерiвностi отримаємо∣∣∣∣∣∣∣
∫
CN

f(z) ctg �z dz

∣∣∣∣∣∣∣ ⩽
2

1− e−�

∫
CN

∣f(z)∣ ∣dz∣ ⩽ Const
N2

∫
CN

∣dz∣ =

=
Const
N2

(8N + 4)→ 0 , N → +∞ . (18.4)

Враховуючи оцiнку (18.4), з рiвностi (18.3) при N → +∞ отримаємо
твердження задачi. ⊲

18.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення мероморфної функцiї.

Означення лишку функцiї в точцi. Формули для обчислення лишкiв.
Властивостi експоненцiальної, тригонометричних i гiперболiчних фун-

кцiй комплексної змiнної.

18.4 Завдання для аудиторної роботи
18.4.1. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
−∞

e�x

ex + 1
dx , де 0 < � < 1; b)

+∞∫
−∞

e�x − e� x

1− ex
dx , де � , � ∈ (0 ; 1);

c)

+∞∫
0

cos�x

chx
dx , де � ∈ ℝ.

18.4.2. Нехай функцiя f(z) голоморфна (аналiтична) в усiй комплекснiй
площинi ℂ крiм точок { ak, k = 1,m}, для яких виконується умова { ak } ∩
ℤ = ∅. Позначимо G� = ℂ∖ (

∪ m
k=1 {z ∈ ℂ : ∣z − ak∣ ⩽ � }). Припустимо,

що в областi G� функцiя f задовольняє умову ∣f (z)∣ ⩽ e� ∣ Im z∣" ( ∣z∣ ),
z ∈ G�, 0 ⩽ � < �, де " (t)→ 0, t→ +∞. Довести, що

+∞∑
n=−∞

(−1)nf (n) = −�
m∑
k=1

res
z=ak

f (z)

sin�z
.

Вказiвка. Обчислити iнтеграл
∫
∣z∣=N+1

f(z)

sin�z
dz для достатньо велико-

го натурального числа N , а потiм розглянути границю отриманого виразу
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при N → +∞. При оцiнцi iнтегралу використати лему Жордана.
18.4.3. Знайти суми рядiв:

a)

+∞∑
n=−∞

1

(n− a)2
, де a /∈ ℤ; b)

+∞∑
n=1

1

n2
;

c)

+∞∑
n=−∞

(−1)nei � n

n2 + a2
, де a > 0, ∣�∣ < �;

d)

+∞∑
n=−∞

ei � n

(n+ a)2
, де a /∈ ℤ , 0 < � < 2�.

18.4.4. Нехай f(z) – рацiональна функцiя вiд sin z та cos z, яка не має
полюсiв на дiйснiй та уявнiй осях, f(z) → 0 при Im z → ±∞ рiвномiрно
стосовно Re z ∈ [0 ; 2� ]. Позначимо через ak, k = 1,m, полюси функцiї
f(z) в смузi {0 < Re z < 2� }. Довести, що

n−1∑
k=0

f

(
2 k �

n

)
= −n

2

m∑
k=1

res
z=ak

f(z) ctg
�z

2
.

Вказiвка. Обчислити iнтеграл вiд функцiї f(z) ctg�z2 по межi смуги
{z ∈ ℂ : 0 < Re z < 2� }.

18.4.5. Знайти суми:

a)

n−1∑
k=0

(
1− 2 a cos 2�k

n + a2
)−1

, де 0 < a < 1;

b)

n−1∑
k=1

sin−2 �k
n ; c)

n−1∑
k=0

cos2n �k

n
;

d)

n−1∑
k=1

(
cos2 �k

n

)(
ctg2 �k

n

)
;

e)

n−1∑
k=0

ctg

(
x+

�k

n

)
, де 0 < x <

�

n
.

18.5 Завдання для самостiйної роботи
18.5.1. Обчислити iнтеграли:

a)

+∞∫
−∞

e�xdx

1 + ex + e2x
, де 0 < � < 2;

b)

+∞∫
0

sin�x

shx
dx , де � > 0;
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c) v.p.

+∞∫
−∞

e�x

e2x − 1
dx , де 0 < � < 2;

d)

+∞∫
0

cos�x

chx+ ch a
dx, де a > 0, ∣�∣ < 1.

18.5.2. Знайти суми рядiв:

a)

+∞∑
k=0

1

k2 + a2
, де a ∈ ℝ;

b)

+∞∑
k=1

1

k4 − a4
, де a /∈ ℤ;

c)

+∞∑
k=0

(−1)k

k2 + a2
, де a ∈ ℝ;

d)

+∞∑
k=0

(−1)k

k3
, де a ∈ ℝ;

e)

+∞∑
k=−∞

e−i�k

( k − a )2
, де 0 < � < 2� , a /∈ ℤ.

18.5.3. Знайти суми:

a)

n−1∑
k=0

1

a2 + cos2 �k
n

, де a > 0;

b)

n−1∑
k=0

cos2n �k

n
; c)

n−1∑
k=1

ctg2�k

n
;

d)

n−1∑
k=0

ctg2

(
x+

�k

n

)
, де 0 < x <

�

n
;

e)

n−1∑
k=0

sin2 �k
n

a2 + cos2 �k
n

, де a > 0.

18.6 Приклади задач для модульної контрольної
роботи (четвертий модуль)

Пiсля завершення вивчення тем "Застосування теорiї лишкiв до обчислен-
ня iнтегралiв вiд функцiй з сингулярними особливостями" , "Застосування
теорiї лишкiв i леми Жордана до обчислення iнтегралiв. Iнтеграли у сенсi
головного значення" , "Обчислення iнтегралiв вiд функцiй, що мiстять екс-
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поненту, та знаходження сум" проводиться модульна контрольна робота
(МКР №4), яка крiм теоретичних питань, мiстить також задачi до кожної
зi згаданий вище тем. Приклади таких задач подано нижче.

1. Обчислити iнтеграл

2�∫
0

d'

2 + cos'
.

2. Обчислити iнтеграл

∞∫
−∞

eix

x2 + �2
dx.

3. Знайти головне значення iнтеграла

∞∫
−∞

ei�x

x
dx.

4. Обчислити iнтеграл

∞∫
0

lnx

x2 + 1
dx.

5. Обчислити iнтеграл

∞∫
−∞

ex

e4x + 1
dx.
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Тема 19

Операцiйне числення та його застосування
19.1 Вступ
Операцiйне числення є одним з ефективних методiв вивчення рiзноманiт-
них математичних задач. Воно часто застосовується при дослiдженнi ма-
тематичних моделей багатьох фiзичних явищ i процесiв у технiцi, зокрема
тих, якi описуються за допомогою лiнiйних диференцiальних (як звичайних,
так i з частинними похiдними), диференцiально-рiзницевих, рiзницевих, iн-
тегральних, iнтегро-диференцiальних рiвнянь, диференцiальних рiвнянь з
випередженням або iз запiзненням аргументу та iн. Особливого поширення
операцiйне числення набуло при розглядi задач електротехнiки, радiоте-
хнiки, автоматичного регулювання, теплопровiдностi, гiрничої механiки та
багатьох задач фiзики й механiки.

Видатний механiк академiк О.О.Андронов (1901 – 1952) вважав, що
операцiйне числення є азбукою сучасної автоматики i телемеханiки.

Англiйський математик Е.Т.Уiттекер (1873 – 1956), який внiс значний
вклад в розвиток теорiї спецiальних функцiй математичної фiзики, вiд-
значав, що "операцiйне числення ми повиннi розглядати поряд з такими
найбiльш важливими досягненнями в математицi в останнiй чвертi ХIХ–го
столiття як створення А.Пуанкаре автоморфних функцiй i вiдкриття Рiччi
тензорного аналiзу" .

Методи операцiйного числення базуються на замiнi (за певних умов)
операцiй диференцiювання та iнтегрування заданої функцiї f(t) алгебраїч-
ними операцiями – вiдповiдно операцiями множення та дiлення на деяку
змiнну (цю змiнну найчастiше позначають лiтерою p) функцiї F (p), що
визначається згiдно певних правил за функцiєю f(t), яка вивчається.

Наприклад, за певних умов похiдна функцiї f(t) подається у виглядi
pF (p), де F (p) – деяка функцiя комплексної змiнної p, що визначається
спецiальним чином за функцiєю f(t), ї ї n-та похiдна – pnF (p), а результат
дiї на функцiю f = f(t) диференцiального оператора

L

(
d

dt

)
= a0

dn

dtn
+ a1

dn−1

dtn−1
+ . . .+ an

зi сталими коефiцiєнтами – у виглядi
L(p)F (p) = (a0p

n + a1p
n−1 + . . .+ an)F (p).

Як наслiдок, багато математичних дiй, виконання яких у диференцiаль-
ному та iнтегральному численнi є досить складними, зводиться до простi-
ших алгебраїчних дiй. Саме завдяки цим своїм властивостям операцiйне
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числення виявилось досить зручним для розв’язання рiзноманiтних тео-
ретичних i практичних задач, математичний запис яких мiстить лiнiйним
чином невiдому функцiю.

Розвитку теорiї та застосуванню операцiйного числення присвячено зна-
чну кiлькiсть наукових праць, огляд яких можна знайти, наприклад, в [ –
] та в лiтературi з iсторiї математики. Ми лише вiдзначимо кiлька цiкавих
фактiв з iсторiї операцiйного числення.

Операцiйному передувало символьне числення, яке бере свiй початок зi
спостереження Г.В.Лейбнiца (1646 – 1716) про подiбнiсть формул для ди-
ференцiала n-го порядку вiд добутку двох функцiй та n-го степеня бiнома.
Г.В.Лейбнiц написав про подiбнiсть цих формул у одному зi своїх листiв до
I.Бернуллi (1667 – 1748), який у вiдповiдь показав, що у деяких випадках
за заданим диференцiалом можна знайти iнтеграл.

Згодом цi iдеї були розвиненi Г.В.Лейбнiцем, Я.Бернуллi (1654 – 1705),
Л.Ейлером (1707 – 1783). При цьому виникла навiть думка про перебудову
всього аналiзу нескiнченно малих (iнтегрального i диференцiального числе-
ння) на основi порiвняно простих алгебраїчних перетворень, але ця iдея не
отримала свого завершеного розвитку, хоча Ж.Л.Лагранж (1736 – 1813) i
створив у 1772 роцi на її основi струнку систему алгоритмiчних обчислень.

Зауважимо, що у своїх дослiдженнях Ж.Л.Лагранж розглядав символ
диференцiювання як деяку фiктивну величину, до якої можна застосовувати
стандартнi алгебраїчнi операцiї.

Згодом результати, що подiбнi результатам Ж.Л.Лагранжа, у 1796 роцi
отримав П.С.Лаплас (1749 – 1827), який виконав систематичнi дослiдження
властивостей iнтегрального перетворення, яке зараз вiдоме як перетворе-
ння Лапласа, хоча варто зазначити, що це перетворення вперше знайшов
Л.Ейлер ще у 1737 роцi.

Працi Ж.Л.Лагранжа й П.С.Лапласа спонукали iнтенсивнi дослiджен-
ня з теорiї символьних методiв багатьох авторiв, серед яких Л.Ф.Арбогаст,
Ж.Франсе, Лорнья, Грюзон, Сервуа. Так, зокрема, Л.Ф.Арбогаст у 1800 ро-
цi опублiкував працю "Деривацiйне числення" , в якiй спробував створити
операцiйне числення.

З 1830–1860 рокiв теорiю символьних методiв розвивають широке коло
вчених, серед яких О.Л.Кошi (1789 – 1857), Ж.Б.Ж.Фур’є (1768 – 1830),
Д.Грегорi (1813 – 1844), С.Ж.Лакруа (1765 – 1843), Р.Кермайкл (1879 –
1967), Пiкок, Мурфi, Буль, Гревс, Кейлi, Хергрiв, Джiллет, Брiссон, Каке, та
iнш., якi прагнули створити диференцiальне числення на основi звичайних
алгебраїчних дiй i побудувати математичний аналiз як систему формальних
операцiй над символом p = d/dt.
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Нiдерландський вчений Р.Лопатто (1797 – 1866) у серединi 19-го сто-
лiття розвинув варiант символьного числення, так звану теорiю характе-
ристик, за допомогою якого отримав формули для розв’язкiв звичайних
диференцiальних рiвнянь i рiвнянь з частинними похiдними та певних кла-
сiв рiзницевих рiвнянь.

У Росiї про символьне числення стало вiдомо з книг закордонних мате-
матикiв, зокрема, з пiдручника "Трактат про диференцiальне i iнтегральне
числення" вiдомого французького математика С.Ж.Лакруа, який створив
також низку iнших пiдручникiв з математики, зокрема, важливе значення
для розвитку математичної освiти мав його повний курс математики в 9-и
томах.

Росiйськi математики в серединi XIX ст. починають використовувати
елементи символьного числення при викладаннi математики в росiйських
унiверситетах та подають деякi його застосування: М.Зернов у своєму кур-
сi лекцiй у Московському унiверситетi (1837) та В.Я.Буняковський (1804 –
1889) у своїй працi "Лексiкон чистої та прикладної математики" (1839) ви-
кладають елементи символьного числення за пiдручником Лакруа, а В. Пе-
ревозщиков у своїй дисертацiї "Мiркування про iнтегрування рiзницевих
рiвнянь з двома змiнними" (1848) подає деякi застосування символьно-
го числення до рiзницевих рiвнянь. Московський математик О.В.Летников
(1837 – 1888), один iз засновникiв Московського математичного товариства
(1865), пробував отримати за допомогою символьного числення загальний
метод iнтегрування диференцiальних рiвнянь.

У 1862 р. у Києвi було видано у виглядi монографiї магiстерську дисер-
тацiю "Символьне числення та його застосування до iнтегрування лiнiйних
диференцiальних рiвнянь" М.Є.Ващенка-Захарченка (1825 – 1912), який
згодом в 1863 – 1902 роках працював професором Київського унiверситету
Святого Володимира. Зауважимо, що вiн в 1845 – 1846 роках навчався в
Київському унiверситетi, в 1847 – 1848 роках в Парижi, де вiдвiдував лекцiї
О.Л.Кошi i Ж.Лiувiлля в Сорбоннi i Коллеж де Франс, а в 1852 роцi склав
в Київському унiверситетi iспити за весь курс навчання.

Монографiя М. Ващенка-Захарченка була результатом глибокого вив-
чення лiтератури iз символьних методiв, зокрема, праць Л.Ф.Арбогаста,
О.Л.Кошi, англiйських вчених. В нiй автор розглянув символи та їх вла-
стивостi, застосування символьного числення для знаходження розв’язкiв
звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь та диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними як зi сталими коефiцiєнтами, так i зi змiнними,
отримав формулу розкладу для випадку простих i кратних коренiв, яка вi-
дома в лiтературi як формула розкладу О.Хевiсайда, розглянув приклади
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розв’язання низки задач.
Зауважимо, що не зважаючи на значну кiлькiсть праць, присвячених

розвитку рiзних концепцiям символьного числення, застосування символь-
них методiв було обмеженим – в той час це числення розглядалося лише
як приклад певних математичних мiркувань, а не як важливий метод при-
кладної математики.

Символьне числення використовувалося лише для знаходження формул
для розв’язкiв рiзних класiв диференцiальних i рiзницевих рiвнянь, а також
застосовувалося в iнших роздiлах математики, наприклад, теорiї iнварiантiв
(методи Кейлi, Аронгольда, Клебша) i аналiтичнiй теорiї чисел.

Наприкiнцi XIX ст. стало зрозумiло, що символьне числення зiткнуло-
ся з численними теоретичними проблемами, мало багато слабких мiсць та
нерозв’язаних питань. Пошук розв’язкiв диференцiальних рiвнянь у загаль-
ному виглядi вже мало цiкавив дослiдникiв, оскiльки потрiбно було негайно
вирiшувати конкретнi технiчнi проблеми, i iнженерам потрiбнi були зручнi
та надiйнi практичнi методи.

Популяризацiї символьного числення значною мiрою сприяв видатний
англiйський фiзик, iнженер-електрик Олiвер Хевiсайд (1850 – 1925), який
успiшно використовував символьне числення при розрахунках електричних
кiл. Вiн першим показав, яким чином розв’язання деяких задач теорiї ди-
ференцiальних рiвнянь i математичної фiзики можна звести до виконання
певних алгебраїчних операцiй та як отриманим результатам дати вiрну iн-
терпретацiю. Найбiльш повно свої результати О.Хевiсайд виклав у своїй
працi "Електромагнiтна теорiя" .

Основна iдея методу О.Хевiсайда полягає в тому, що замiсть формально
використовує диференцiальний оператор p = d/(dt) в якостi множника, без
будь-яких обгрунтувань.

Найважливiшим досягненням О.Хевiсайда можна вважати запровад-
ження оператора p−1 за допомогою формули

p−1f(t) =

t∫
0

f(�) d�,

тобто оператора, який в певному сенсi є оберненим до оператора диферен-
цiювання.

Метод О.Хевiсайда мав важливе значення при вивченнi перехiдних про-
цесiв в електричних системах, що описувалися за допомогою лiнiйних дифе-
ренцiальних, рiзницевих чи iнтегральних рiвнянь. Принциповим моментом
у дослiдженнях О.Хевiсайда та його послiдовникiв було припущення про
лiнiйнiсть вiдповiдних рiвнянь.
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Для iлюстрацiї методу Хевiсайда розглянемо лiнiйне звичайне дифе-
ренцiальне рiвняння вигляду x′ − x = 1 з початковою умовою x(0) = 0.
Використовуючи метод О.Хевiсайда, дане рiвняння можна записати у ви-
глядi px− x = 1, звiдки маємо x = 1/(p− 1).

Виконуючи формальнi перетворення, знаходимо:

x =
1

p(1− 1
p )

=
1

p

(
1 +

1

p
+

1

p2
+ . . .

)
⋅ 1.

Ураховуючи, що згiдно iз символьним численням (1/(pn)) ⋅ 1 = tn/(n!),
маємо

x(t) =
1

p
⋅
(

1 + t+
t2

2
+ . . .+

tn

n!
+ . . .

)
=

=

t∫
0

(
1 + t+

t2

2
+ . . .+

tn

n!
+ . . .

)
dt =

t∫
0

etdt = et − 1.

Безпосередньою перевiркою можна переконатися, що функцiя x(t) =
et − 1 є розв’язком даного рiвняння та задовольняє початкову умову.

Результати О.Хевiсайда з символьного числення не були математично
строго обгрунтованi, усi положення свого методу О. Хевiсайд вивiв емпi-
рично й незалежно вiд iнших дослiдникiв. Вiн мав досить високий (на той
час) рiвень математичної пiдготовки, але вважав математику експеримен-
тальною наукою, а тому зовсiм не турбувався про вiдповiдне математичне
обґрунтування свого методу. Через це в його працях зустрiчалися матема-
тичнi помилки, але завдяки своїй тонкiй iнженернiй iнтуїцiї вiн часто отри-
мував вiрнi вiдповiдi. Тим не менш, подальший розвиток методу Хевiсайда
потребував його строгого (математичного) обґрунтування.

Обґрунтування символьного числення, або, як його зараз називають,
операцiйного числення, було дано лише у 20-х рр. XX ст. англiйським
математиком Т.Бромвичем (1875 – 1929) i американським iнженером
Дж.Карсоном (1887 – 1940), якi пов’язали цей метод з методом iнтеграль-
них перетворень, що успiшно використовувався Кошi, Лапласом та iншими
математиками. При цьому Бромвич i Карсон свої мiркування будували на
основi теорiї аналiтичних функцiй (теорiї функцiй комплексної змiнної) та
перетвореннi Лапласа, символ p одержав нове тлумачення як комплексна
змiнна p = s + i�. Було показано, що метод О.Хевiсайда можна повнiстю
обгрунтувати, якщо використати перетворення Лапласа.

Спочатку Дж.Карсон встановив зв’язок мiж операцiйним численням i
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перетворенням Лапласа за допомогою формули

F (p) = p

+infty∫
−∞

e−ptf(t) dt, (19.1)

де f(t) – оригiнал, а F (p) – його зображення, а потiм Т.Бромвич отримав
формулу обернення у виглядi контурного iнтегралу вигляду

f(t) =
1

2�i

s+infty∫
s−∞

ept
F (p)

p
dp (19.2)

в комплекснiй площинi, де iнтегрування виконується вздовж будь-якої пря-
мої, що паралельна уявнiй вiсi i розташована праворуч вiд всiх особливих
точок пiдiнтегральної функцiї.

Згодом французький математик П.Левi (1886 – 1971) показав еквiва-
лентнiсть спiввiдношень (19.1) i (19.2).

Потрiбно також вiдзначити, що iнтеграл вигляду (19.2) ще в 1959 ро-
цi був отриманий нiмецьким математиком Г.Ф.Рiманом (1826 – 1866) у
його працi "Про кiлькiсть простих чисел, що не перевищують даної вели-
чини" . Згодом у 1902 роцi цей iнтеграл вивчався фiнським математиком
Р.Меллiном (1854 – 1933), тому в лiтературi цей iнтеграл часто називають
iнтегралом Рiмана-Меллiна.

Таким чином, на початку 20-их рокiв минулого столiття було створено
теоретичний базис для операцiйного числення, причому цей метод вже не
використовував операцiю диференцiювання.

Цi результати справили значний вплив на подальшу розробку опера-
цiйного числення. Багато вчених, серед яких Уiддер, Ванневар, Буш, Деч,
Нейссен, Гумберт, Гардер, Черчiль, Маклахлана, Вагнер, Пародi, Колом-
бо, Додч, Джеффрiс, Коiсумi, М.М.Крилов (1879 – 1955), М.М.Боголюбов
(1909 – 1992), О.О.Андронов, Я.Мiкусiнський, Й.З.Штокало, Конторович,
Повзнер, К.Г.Валєєв, В.С.Мартиненко та iн., значно розширили теоретич-
ний базис операцiйного числення та межi його застосування, зокрема, у
їх працях отримано операцiйне зображення рiзноманiтних функцiй та дано
застосування спiввiдношень i спецiальних функцiй до розв’язання багатьох
теоретичних i прикладних задач.

Крiм того, було розвинуто також i деякi iншi, альтернативнi, пiдходи
при обгунтуваннi операцiйного числення. Так, польський математик Я.Мi-
кусинський операцiйне числення побудував на основi операторного пiдходу,
без використання перетворення Лапласа, i отримав варiант операцiйного
числення на основi прямих алгебраїчних операцiй, причому роль множення
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виконувала згортка функцiй.
Досить повну характеристику переваг операцiйного числення дав ака-

демiк АН СРСР i АН УРСР М.М.Крилов, який в [20, c.9-10] писав:
"... найбiльша перевага символьного або iнакше операцiйного числення по-
лягає в зручностi i швидкостi обчислень. Це особливо добре проявляється
тодi, коли потрiбно (наприклад, у багатьох задачах електротехнiки, що по-
в’язанi з розподiлом струму в колах) розв’язувати систему диференцiаль-
них рiвнянь. Не буде зайвим зауважити, що один з методiв операцiйного
числення, а саме так званий метод степеневих рядiв Хевiсайда, дає мо-
жливiсть уникнути потреби розв’язування характеристичних рiвнянь (що
вiдповiдають даним диференцiальним рiвнянням), якi у багатьох випадках
прикладних задач є рiвняннями високого степеня.

Крiм того, особливо зручно застосовувати метод операцiйного числен-
ня в тих практичних випадках, коли коефiцiєнти диференцiальних рiвнянь
з частинними похiдними не залежать вiд тiєї незалежної змiнної, до якої
застосовується символьний метод... .

Лише ... в працях Карсона, Джорджi, Бромвича, Марча та iнш. було
звернуто належну увагу на зв’язок методiв операцiйного числення з теорiєю
контурних iнтегралiв в теорiї функцiй комплексної змiнної, причому, на наш
погляд, обгрунтовано лише задачу застосування операцiйного числення до
звичайних диференцiальних рiвнянь.

Ось чому ... ми вважаємо необхiдним теоретично обгрунтувати методи
операцiйного числення i пiдкреслити зв’язок цих методiв з важливою для
практики задачею наближених розв’язкiв." (переклад авторiв).

В наступних параграфах посiбника розглянуто визначення перетворен-
ня Лапласа, його основнi властивостi, питання про знаходження функцiї,
чиє перетворення Лапласа є вiдомим (обернена задача) та застосування
перетворення Лапласа для знаходження аналiтичних розв’язкiв звичайних
диференцiальних рiвнянь, диференцiальних рiвнянь з запiзненням, iнтег-
ральних рiвнянь, крайових задач математичної фiзики для диференцiаль-
них рiвнянь з частинними похiдними та для обчислення сум рядiв.

19.2 Теоретичнi вiдомостi
19.2.1 Перетворення Лапласа
Перетворення Лапласа ставить у вiдповiднiсть функцiї f(t) дiйсної змiнної
t функцiю F (p) комплексної змiнної p за допомогою формули

F (p) =

∞∫
0

e−ptf(t)dt. (19.3)
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При цьому функцiю f(t) називають оригiналом, а F (p) – зображенням
за Лапласом функцiї f(t) (коротко – зображенням функцiї f(t)).

Зв’язок функцiй f(t) та F (p) за допомогою формули (19.3) символiчно
позначають таким чином:

f(t) ≓ F (p) або F (p) ≒ f(t).

Використовують також позначення →, ←, ∣∣, тобто пишуть f(t) →
F (p), F (p)← f(t), f(t)∣∣F (p) та iн., при цьому точки та стрiлки направля-
ють вiд оригiналу до зображення функцiї.

Зауважимо, що в методi Хевiсайда використовувалося зображення фун-
кцiї f(t) за Карсоном, яке визначається згiдно формули

F ∗(p) = p

∞∫
0

f(t)e−ptdt

i пов’язано iз зображенням функцiї f(t) за Лапласом спiввiдношенням
F ∗(p) = pF (p). Таким чином, зображення функцiї в методi Хевiсайда та
зображення за Лапласом вiдрiзняються множником p.

Очевидно, що не для кожної функцiї f(t) iнтеграл у (19.3) має сенс. То-
му розглядається певний клас функцiй, для яких iнтеграл у (19.3) напевне
iснує. Найчастiше використовують такi припущення:

19.1) Функцiя f(t) ≡ 0 для всiх t < 0.

19.2) Функцiя f(t) задовольняє умову Гельдера для всiх t > 0, крiм окре-
мих точок, де f(t) має розриви першого роду, причому на кожному
скiнченому iнтервалi таких точок iснує не бiльш нiж скiнчене число.
Це означає, що для кожної точки t, у якiй функцiя f(t) є неперерв-
ною, iснують такi додатнi сталi A, ℎ0, 0 < 
 ≤ 1, що для всiх ℎ, якi
задовольняють умову ∣ℎ∣ < ℎ0, виконується нерiвнiсть

∣f(t+ ℎ)− f(t)∣ ≤ A∣ℎ∣
 . (19.4)

19.3) Функцiя f(t) зростає не швидше нiж деяка показникова функцiя, тоб-
то iснують такi дiйснi сталi M > 0, s > 0, що для всiх t > 0 виконує-
ться нерiвнiсть

∣f(t)∣ ≤Mest. (19.5)

Число 
 в нерiвностi (19.4) називають показником Гельдера для функцiї
f(t), а нижню грань чисел s, якi задовольняють нерiвнiсть вигляду (19.5)
при деякому M , – показником зростання функцiї f(t).

Для математичного обґрунтування операцiйного числення використову-
ється така теорема.
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Теорема 19.1. Нехай функцiя f(t) дiйсної змiнної задовольняє умови
19.1) – 19.3). Тодi F (p), зображення функцiї f(t), визначено в пiвплощинi
Re p > �, де � – показник зростання функцiї f(t). При цьому функцiя
F (p) як функцiя комплексної змiнної є голоморфною (аналiтичною) для
всiх таких p, що Re p > �.

Зауваження 19.1. Iнтеграл у (19.3) збiгається для всiх значень p, що
знаходяться в правiй вiд прямої Re p = � пiвплощинi, тобто для тих зна-
чень p, для яких виконується нерiвнiсть Re p > �. Тому теорема 19.1 спра-
ведлива й у тому випадку, коли замiсть умови 19.3) виконується така: iснує
комплексне число p0, для якого iнтеграл

∞∫
0

e−p0tf(t)dt

збiгається.
Зауваження 19.2. Використовуючи умову 19.3) щодо функцiї f(t) та

означення перетворення за Лапласом, можна показати, що виконується
спiввiдношення

lim
Re p→∞

F (p) = 0.

Дана рiвнiсть є необхiдною умовою того, що функцiя F (p) є зображен-
ням за Лапласом деякої функцiї f(t).
19.2.2 Основнi властивостi перетворення Лапласа
З визначення перетворення Лапласа можна легко отримати такi його основ-
нi властивостi:

1. Лiнiйнiсть. Якщо fi(p) ≓ Fi(p), де Re p > �i, i = 1, n, то

f(t) =

n∑
i=1

cifi(t) ≓ F (p) =

n∑
i=1

ciFi(p),

де Re p > � = max
i=1,n

�i; ci, i = 1, n, – довiльнi дiйснi або комплекснi числа.

У випадку однiєї функцiї, тобто коли cf(t) ≓ cF (p), властивiсть лiнiй-
ностi називають ще властивiстю однорiдностi.

2. Подiбнiсть (змiна масштабу незалежної змiнної). Якщо f(t) ≓ F (p),
де Re p > �, то для довiльного додатного числа c маємо f(ct) ≓ 1

cF (pc ), де
Re p > �. Цю ж саму властивiсть iнколи зручно використовувати в такому
виглядi: якщо f(t) ≓ F (p), де Re p > �, то для довiльного додатного числа
c ∕= 0 маємо f( tc ) ≓ cF (cp), де Re p > �.

3. Зсув аргументу (теорема запiзнення). Якщо f(t) ≓ F (p), де Re p > �,
то для довiльного додатного числа � > 0 справедлива рiвнiсть

f(t− �) ≓ e−p�F (p), Re p > �.
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Остання властивiсть використовується при знаходженнi зображень за
Лапласом перiодичних функцiй (перiодичнi iмпульси) та функцiй, якi на
рiзних iнтервалах визначаються рiзними аналiтичними виразами.

4. Змiщення (теорема згасання). Якщо f(t) ≓ F (p), де Re p > �, то для
довiльного комплексного числа p0 справедлива формула

F (p− p0) ≒ ep0tf(t), Re p > Re p0 + �,

тобто множення оригiналу на функцiю ep0t рiвносильно "змiщенню" зобра-
ження на p0.

Теорема згасання часто використовується при вивченнi явищ, пов’я-
заних зi згасаючими коливаннями. У таких випадках змiнна t є часовою
змiнною. Ця теорема є двоїстою (у деякому сенсi оберненою) до теореми
запiзнення.

5. Властивiсть часткового виродження оригiналу (теорема випереджен-
ня). Якщо f(t) ≓ F (p), де Re p > �, то для довiльного дiйсного числа
t0 > 0 справедлива формула

f(t+ t0) ≓ et0p
[
F (p)−

t0∫
0

e−ptf(t)dt

]
, Re p > �.

6. Зображення похiдної (диференцiювання оригiналу). Якщо f(t) ≓
F (p), де Re p > �, i функцiя f ′(t) має зображення за Лапласом, то

f ′(t) ≓ pF (p)− f(0), Re p > �,

де
f(0) = lim

t→0+
f(t).

Якщо додатково до вказаних вище умов функцiя f (n)(t) задовольняє
умови iснування зображення за Лапласом, тобто має зображення за Ла-
пласом, то

f (n)(t) ≓ pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0),

де
f (k)(0) = lim

t→0+0
f (k)(t), k = 0, n− 1.

Ця властивiсть є однiєю з основних властивостей зображень за Лапла-
сом i використовується, зокрема, при розв’язуваннi задач Кошi для лiнiйних
звичайних диференцiальних рiвнянь i крайових задач для рiвнянь мате-
матичної фiзики, оскiльки дозволяє замiнити диференцiювання оригiналу
операцiєю множення зображення на незалежну змiнну.

У частинному випадку, коли f(0) = 0, маємо f ′(t) ≓ pF (p), де f(t) ≓
F (p). Якщо ж, крiм того, f ′(0) = . . . = f (n−1)(0) = 0, то f (n)(t) ≓ pnF (p).

7. Диференцiювання зображення. Якщо f(t) ≓ F (p), де Re p > �, то
F (n)(p) ≒ (−1)ntnf(t), Re p > �. (19.6)
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Ця властивiсть є двоїстою або оберненою в деякому сенсi до властивостi
диференцiювання оригiналу.

8. Диференцiювання зображення за параметром. Якщо f(t;x) ≓ F (p;x)
при кожному значеннi параметра x ∈ (a; b) ⊂ ℝ1 i функцiя f(t;x) є дифе-
ренцiйовною стосовно x ∈ (a; b), а ї ї похiдна fx(t;x) при всiх значеннях
(t;x) ∈ ℝ1 × (a; b) задовольняє умову ∣fx(t;x)∣ < Me�t при деяких ста-
лих M , �, то функцiя F (p;x) диференцiйовна за x ∈ (a; b), причому при
кожному значеннi x ∈ (a; b) справедлива рiвнiсть fx(t;x) ≓ Fx(p;x), де
Re p > �.

9. Iнтегрування оригiналу (зображення iнтегралу вiд функцiї). Якщо
f(t) ≓ F (p), де Re p > �, то справедлива формула

∞∫
0

f(�)d� ≓
1

p
F (p), Re p > �.

Ця властивiсть використовується при знаходженнi розв’язкiв лiнiйних
iнтегральних рiвнянь.

10. Iнтегрування зображення. Якщо f(t) ≓ F (p), де Re p > �, i iнтеграл
∞∫
0

F (q)dq збiгається, то справедлива формула

f(t)

t
≓
∞∫
p

F (q)dq, Re q ≥ �0 > �, Re p > �.

Цю властивiсть, яка є оберненою або двоїстою до властивостi iнтегру-
вання оригiналу, можна iнтерпретувати так: iнтегрування зображення еквi-
валентне дiленню оригiналу на t.

11. Теорема множення (Бореля). Якщо f(t) ≓ F (p), де Re p > �1, g(t) ≓
G(p), де Re p > �2, то справедлива формула

t∫
0

f(�)g(t− �)d� ≓ F (p)G(p), Re p > max (�1, �2).

Функцiя

'(t) =
t∫

0

f(�)g(t− �)d� =
t∫

0

f(t− �)g(�)d�

називається згорткою функцiй f(t) та g(t).
12. Теорема про зображення добутку функцiй. Якщо f(t) ≓ F (p), де

Re p > �1, g(t) ≓ G(p), де Re p > �2, то справедлива формула

f(t)g(t) ≓
1

2�i

a+i∞∫
a−i∞

F (q)G(p− q)dq, a > �1, Re p > a+ �2,

а iнтеграл у правiй частинi рiвностi слiд розумiти в сенсi головного значення
за Кошi.
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Теорема про зображення добутку функцiї є двоїстою до теореми мно-
ження. Теореми про зв’язок мiж оригiналом та зображенням добутку фун-
кцiй посiдають особливе мiсце в операцiйному численнi та його застосуван-
нi.

19.2.3 Приклади перетворень Лапласа
19.2.3.1. Функцiя Хевiсайда H(t). Згiдно з визначенням функцiї Хевiсайда
маємо

H(t) =

{
1, якщо t ≥ 0,

0, якщо t < 0.

Тодi

H(t) ≓ F (p) =
∞∫
0

eptdt =
1

p
, де Re p > 0.

Тут ураховано, що коефiцiєнт зростання функцiї Хевiсайда рiвний нулю.
19.2.3.2. Показникова функцiя e�t, � ∈ ℂ. Ураховуючи умову 19.1),

запишемо показникову функцiю для t ≥ 0 таким чином: f1(t) = H(t)e�t,
t ≥ 0. Тодi

f1(t) ≓
∞∫
0

e−pte�tdt =
1

p− �
, де Re p > Re�.

Тут ураховано, що коефiцiєнт зростання записаної вище показникової функ-
цiї рiвний Re�.

19.2.3.3. Перетворення Лапласа тригонометричних, гiперболiчних фун-
кцiй та функцiй вигляду e�tf(t) можна знайти, використовуючи лiнiйнiсть
перетворення Лапласа та теорему запiзнення. Наприклад, узявши до уваги
зображення для показникової функцiї, можна знайти такi формули:

cos!t =
1

2

(
ei!t + e−i!t

)
≓

1

2

(
1

p− i!
+

1

p+ i!

)
=

p

p2 + !2
,

sin!t =
1

2i

(
ei!t − e−i!t

)
≓

1

2i

(
1

p− i!
− 1

p+ i!

)
=

!

p2 + !2
.

Тут Re p > ∣ Im!∣.
Аналогiчно знаходимо

e�t sin!t =
1

2i

(
e(�+i!)t − e(�−i!)t

)
≓

≓
1

2i

(
1

p− �− i!
− 1

p− �+ i!

)
=

!

(p− �)2 + !2
,

де Re p > �+ ∣ Im!∣.
19.2.3.4. Степенева функцiя tn, n ∈ ℕ. Ураховуючи умову 19.1), запи-

шемо степеневу функцiю для t ≥ 0 таким чином: f2(t) = H(t)tn, t ≥ 0.
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Тодi

f2(t) ≓
∞∫
0

H(t)tndt =
n!

pn+1
=

Γ(n+ 1)

pn+1
, Re p > 0, (19.7)

де Γ(z) – гамма-функцiя Ейлера. Тут ураховано, що коефiцiєнт зростання
степеневої функцiї рiвний нулю.

Зауважимо, що дану формулу можна також отримати, використовуючи
теорему про диференцiювання зображення, якщо у формулi (19.4) в якостi
функцiї f(t), t > 0, використати функцiю Хевiсайда. Дiйсно, на пiдставi
теореми диференцiювання зображення справджується формула F (n)(p) ≒
(−1)ntnf(t). Тодi отримуємо

(−1)ntnH(t) ≓
dn

dtn

(
1

p

)
= (−1)n

n!

pn+1
, Re p > 0,

звiдки випливає формула (19.7).
19.2.3.5. Функцiя tnep0t. На пiдставi теореми диференцiювання зобра-

ження, ураховуючи рiвнiсть ep0t ≓ 1/(p− p0), знаходимо

H(t)tnep0t ≓ (−1)n ⋅
(

1

p− p0

)(n)

=
n!

(p− p0)n+1
, Re p > Re p0.

19.2.3.6. Схiдчаста та iмпульсна функцiї. Використовуючи властивiсть
запiзнення, для так званої "схiдчастої" функцiї

f3(t) = A(H(t) +H(t− �) +H(t− 2�) + . . . ),

де � > 0 – деяке дiйсне число, H(t) – функцiя Хевiсайда, A – деяке число,
знаходимо

f3(t) ≓ A

(
1

p
+

1

p
⋅ e−p� + . . .

)
=
A

p

1

1− e−p�
=
A

2p

(
1 + cth

p�

2

)
,

де Re p > 0.
Аналогiчно для так званої iмпульсної функцiї

g(t) = A (H(t)− 2H(t− �) + 2H(t− 2�) + . . .)

знаходимо її зображення за Лапласом у виглядi

g(t) ≓ A

(
1

p
− 2

p
⋅ e−p� +

2

p
⋅ e−2p� − . . .

)
=
A

p

(
1 + th

p�

2

)
, Re p > 0.

19.2.3.7. Теорема запiзнення дозволяє знайти загальну формулу для
зображення перiодичної функцiї. Нехай '(t) – деяка � -перiодична функцiя.
Позначимо '(t) ≓ Φ(p) та f(t) ≓ F (p), де

f(t) =

{
H(t)'(t), якщо 0 ≤ t < �,

0, якщо t ≥ �.
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Тодi справедлива формула

Φ(p) =
F (p)

1− e−p�
.

19.2.3.8. За допомогою операцiйного числення легко можна довести ва-
жливi спiввiдношення з математичного аналiзу, зокрема мiж B–функцiєю
та Γ–функцiєю Ейлера (у випадку натуральних значень m та n). Як вiдомо,
згiдно визначення

B(m,n) =
1∫
0

�m−1(1− �)n−1d�, Γ(m) = (m− 1)!, Γ(n) = (n− 1)! .

Використовуючи операцiйне спiввiдношення для функцiї tn та теорему
множення, знаходимо

(m− 1)!

pm
⋅ (n− 1)!

pn
≒

t∫
0

�m−1(t− �)n−1d�.

Ураховуючи, що iнтеграл у правiй частинi цiєї рiвностi рiвний
(m− 1)! (n− 1)!

(m+ n− 2)!
tm+n−1 =

Γ(m) Γ(n)

Γ(m+ n
tm+n−1,

з останньої рiвностi при t = 1 отримуємо добре вiдоме в математичному
аналiзi спiввiдношення

B(m,n) =
Γ(m) Γ(n)

Γ(m+ n)
.

19.2.4 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення перетворення Лапласа та умови щодо функцiї, до якої застосо-
вується перетворення Лапласа. Теорема про голоморфнiсть зображення за
Лапласом.

Теорема про обернене перетворення (iнтеграл Меллiна). Методи обчис-
лення iнтегралу Меллiна.

Основнi властивостi перетворення за Лапласом (лiнiйнiсть, теореми по-
дiбностi, запiзнення, змiщення, випередження, зображення похiдної функцiї
(диференцiювання оригiналу), диференцiювання зображення, диференцiю-
вання за параметром зображення, зображення iнтегралу, iнтегрування зо-
браження).

Теорема множення (Бореля). Теорема про зображення добутку двох
функцiй. Iнтеграл Дюамеля.

19.2.5 Завдання для самостiйної роботи
Знайти зображення таких функцiй:

1) f(t) = cos!t+ ', t ≥ 0, де !, ' ∈ ℝ;

2) f(t) = ch�t, t ≥ 0, де � ∈ ℝ;
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3) f(t) = sh�t, t ≥ 0, де � ∈ ℝ;

4) f(t) = tne�t, t ≥ 0, де n ∈ ℕ, � ∈ ℝ;

5) f(t) = t� , t ≥ 0, де � > −1;

6) f(t) = e−�t/t, t > 0, де � ∈ ℝ;

7) f(t) = e�t cos!t, t ≥ 0, де �, ! ∈ ℝ;

8) f(t) = tn sin!t, t ≥ 0, де n ∈ ℕ, ! ∈ ℝ;

9) f(t) = ∣ sin!t∣, t ≥ 0, де ! ∈ ℝ;

10) f(t) = ∣ cos!t∣, t ≥ 0, де ! ∈ ℝ;

11) f(t) = te−t sin2 !t, t ≥ 0, де ! ∈ ℝ;

12) f(t) =
t∫

0

e�� cos!(t− �) d�, t ≥ 0, де �, ! ∈ ℝ;

13) f(t) =

{
1, t ∈ [a, b],

0, t /∈ [a, b],
де 0 < a < b;

14) f(t) =

{
f0, 2nT ≤ t < (2n+ 1)T,

−f0, (2n+ 1)T ≤ t < (2n+ 2)T,
n = 1, 2, . . . ,

де f0 ∈ ℝ;

15) f(t) =

{
0, t < t0,

nf0, nt0 ≤ t < (n+ 1)t0, n = 1, 2, . . . ,

де t0 > 0, f0 ∈ ℝ;

16) f(t) =
t∫

0

e�� cos!� d�, t ≥ 0, де �, ! ∈ ℝ;

17) f(t) =
t∫

0

�n(1− e−� ) d�, t ≥ 0, де n ∈ ℕ.

18) Нехай зображенням функцiї �(t) є функцiя Φ(p), а функцiї �(t + T ) –
функцiя ΦT (p), T > 0. Довести, що функцiя

f(t) =

{
�(t), 0 ≤ t < T,

0, t ≥ T,
має зображення

F (p) = Φ(p)− e−p TΦT (p).
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Використовуючи отриманий результат i теорему запiзнення, знайти зо-
браження перiодичної функцiї з перiодом T .

19) Довести формулу Дюамеля: якщо f(t) ≓ F (p), g(t) ≓ G(p) i f ′(t) має
зображення за Лапласом, то

t∫
0

f ′(�)g(t− �) d� + f(0)g(t) ≓ pF (p)G(p).

19.3 Визначення оригiналу за зображенням
При застосуваннi операцiйного числення виконують такi операцiї:

1. Вiд шуканої дiйсної функцiї x(t) переходять до функцiї X(p) комплек-
сної змiнної p. Функцiя X(p) є зображенням за Лапласом функцiї x(t).

2. Над зображенням X(p) виконують математичнi операцiї, що вiдповi-
дають операцiям над шуканою функцiєю x(t). При цьому одержують деяке
(лiнiйне) рiвняння для X(p).

3. Одержане таким чином рiвняння для X(p) розв’язують стосовно
функцiї X(p).

4. Вiд знайденого зображення X(p) переходять до оригiналу x(t), що i
є шуканою функцiєю.

Операцiї над зображенням X(p) є значно простiшими, нiж операцiї над
шуканою функцiєю x(t), оскiльки диференцiюванню вiдповiдає множення
на змiнну p, а iнтегруванню – дiлення на p. Застосування операцiйного ме-
тоду можна в деякому сенсi порiвняти з логарифмуванням, коли вiд чисел
переходять до логарифмiв, над вiдповiдними значеннями логарифмiв ви-
конують певнi дiї, i при цьому множенню чисел вiдповiдає додавання, а
дiленню – вiднiмання логарифмiв, а потiм вiд знайденого логарифма знову
повертаються до числа.

19.3.1 Формула Меллiна
При застосуваннi операцiйного числення для розв’язання практичних задач
важливе значення має вiдповiдь на питання: як за вiдомою функцiєю F (p),
зображенням за Лапласом, знайти функцiю f(t), що є оригiналом для F (p).
Вiдповiдь на це питання дає теорема.

Теорема 19.4. Якщо функцiя f(t) є оригiналом для F (p), тобто f(t)
задовольняє умови 19.1) – 19.3), то в кожнiй точцi t ≥ 0, у якiй f(t) задо-
вольняє умову Гельдера, справедлива рiвнiсть

f(t) =
1

2�i

a+i∞∫
a−i∞

eptF (p)dp, (19.8)
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де iнтеграл береться вздовж довiльної прямої Re p = a > � i розумiється в
сенсi головного значення, тобто

f(t) =
1

2�i
lim

b→+∞

a+ib∫
a−ib

eptF (p)dp.

Цей iнтеграл є iнтегралом обернення, оскiльки формула (19.8) визна-
чає обернене (у певному сенсi) iнтегральне перетворення до перетворення
Лапласа (19.3).

Iнтеграл (19.8) було введено в операцiйне числення англiйським матема-
тиком Бромвичем, але вiн ще ранiше був вiдомим нiмецькому математику
Рiману та фiнському математику Меллiну, який i дав йому строге матема-
тичне обґрунтування. Тому формулу (19.8) називають формулою Меллiна,
а iнтеграл у правiй частинi формули (19.8) – iнтегралом Меллiна.

Обґрунтування справедливостi формули (19.8) дається такою теоремою.
Теорема 19.5. Нехай функцiя F (p) комплексної змiнної p задовольняє

умови:
1) функцiя F (p) голоморфна в областi Re p > �;
2) F (p)→ 0 при ∣p∣ → ∞ рiвномiрно стосовно arg p (в областi Re p > �);
3) для всiх комплексних чисел p, що належать областi Re p > �, збiгається
iнтеграл

s+i∞∫
s−i∞

∣F (p)∣dp, s > �,

де iнтеграл розумiється в сенсi головного значення.
Тодi функцiя F (p) при Re p > a є зображенням функцiї f(t) дiйсної

змiнної t > 0, що визначається формулою (19.8).

19.3.2 Обчислення iнтеграла Меллiна
У багатьох важливих випадках невласний iнтеграл у правiй частинi форму-
ли (19.8), яка дає можливiсть обчислити значення оригiналу, функцiю f(t),
за вiдомим зображенням, функцiєю F (p), можна обчислити за допомогою
теорiї лишкiв.

Нехай функцiя F (p) визначена в областi Re p > �. Оскiльки дана фун-
кцiя, згiдно умов задачi, є зображенням за Лапласом деякої функцiї f(t), то
F (p) є голоморфною функцiєю в правiй пiвплощинi – областi Re p > �, де
� – показник росту шуканої функцiї f(t). Не втрачаючи загальностi, можна
вважати число � вiдомим.

Припустимо, що функцiю F (p) можна аналiтично продовжити на всю
комплексну площину ℂ крiм деякої скiнченої множини iзольованих точок, i
ї ї аналiтичне продовження в лiвiй пiвплощинi, областi Re p < �, задоволь-
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няє умови леми Жордана. Тодi на пiдставi цiєї леми при t > 0 маємо
lim

R→+∞

∫
CR

eptF (p)dp = 0, (19.9)

де CR – дуга кола ∣p− a∣ = R, яка лежить у лiвiй пiвплощинi Re p < a.
Для обчислення iнтегралу Меллiна розглянемо контур ΓR, що утворений

вiдрiзком [a− iR; a+ iR] вертикальної прямої Re z = a, де a > � є дiйсним,
та дугою CR кола ∣p − a∣ = R, яка лежить у лiвiй пiвплощинi Re p < a.
Контур ΓR має додатню орiєнтацiю.

При достатньо великому значеннi радiуса R всерединi даного кола бу-
дуть мiститися всi особливi точки функцiї F (p), а отже iнтеграл вiд функцiї
ept F (p)/(2� i) по контуру ΓR можна обчислити за допомогою теореми Ко-
шi про суму лишкiв.

Спрямувавши значення R до +∞, на пiдставi леми Жордана (див. фор-
мулу (19.9)) отримаємо, що значення iнтегралу вiд функцiї ept F (p) по дузi
CR прямуватиме при R+∞ до нуля, а значення цього iнтегралу по вiдрiз-
ку [a− iR; a+ iR] матиме своєю границею при R +∞ значення iнтегралу
(19.8).

Описану методику обчислення iнтеграла Меллiна (19.8) продемонст-
руємо на прикладi. Нехай F (p) = !/(p2 + !2), Re p > �. Потрiбно зна-
йти оригiнал f(t) ≓ F (p). Очевидно, що функцiя F (p) задовольняє умо-
ви теореми 1.2. Продовжимо F (p) у комплексну площину згiдно формули
F (p) = !/(p2+!2). Таке аналiтичне продовження функцiї F (p) у комплекс-
ну площину задовольняє умови леми Жордана, оскiльки

lim
R→+∞

max
∣p∣=R

∣F (p)∣ = 0.

Функцiя F (p) = !/(p2 + !2) як функцiя комплексної змiнної p має двi
скiнченi iзольованi особливi точки p1 = i! та p2 = −i!, кожна з яких є
простим полюсом. Знайшовши iнтеграл вiд функцiї eptF (p) по межi областi,
що обмежена прямою Re p = s та дугою CR, i спрямувавши радiус R кола
до +∞, отримаємо:

f(t) =

2∑
k=1

res
pk

ept!

p2 + !2
=
!ei!t

2i!
− !e−i!t

2i!
= sin!t, t ≥ 0.

У багатьох випадках при знаходженнi оригiналу за вiдомим його зобра-
женням, функцiєю F (p), корисними є теореми про розклад оригiналiв та
зображень у ряди – цi теореми коротко називають теоремами про розклад.

Теорема 19.6 (перша теорема про розклад). Якщо точка p =∞ для
функцiї F (p) є усувною iзольованою особливою точкою, а розклад функцiї
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F (p) в околi p =∞ має вигляд

F (p) =

∞∑
k=1

ckp
−k,

∣∣∣∣1p
∣∣∣∣ < �,

то оригiналом для функцiї F (p) є функцiя

f(t) =

∞∑
n=1

cn
(n− 1)!

tn−1 ⋅H(t),

де H(t) – функцiя Хевiсайда. При цьому функцiя f(t) є цiлою.
Надалi в подiбних формулах множення на функцiю Хевiсайда H(t) опу-

скається.
Справедливо й обернене твердження: якщо функцiя f(t) є цiлою i зо-

бражується рядом

f(t) =

∞∑
n=1

cn
(n− 1)!

tn−1,

причому коефiцiєнт зростання функцiї f(t) рiвний �, то зображення F (p)
функцiї f(t) за Лапласом можна подати у виглядi збiжного за степенями 1

p

ряду при
∣∣∣ 1p ∣∣∣ < �.

Зауваження 19.3. З першої теореми про розклад випливає, що у ви-
падку зображення за Лапласом, що записується за допомогою ряду за сте-
пенями 1/p, його оригiнал може бути записано за допомогою ряду, який
збiгається для всiх t. Однак обернене твердження не є вiрним, тобто якщо
оригiнал записується за допомогою ряду, що збiгається для всiх t, то його
зображення за Лапласом не завжди записується за допомогою збiжного
ряду.

Теорема 19.7 (друга теорема про розклад). Нехай виконуються умо-
ви:
1) функцiя F (p) мероморфна в деякiй пiвплощинi Re p > �0;

2) iснує система кiл cn := {p ∈ ℂ : ∣p∣ = Rn}, де R1 < R2 < . . . < Rn < . . .,
та lim

n→+∞
Rn = +∞, для яких рiвномiрно щодо arg p виконується умова

lim
n→+∞

max
p∈cn

∣F (p)∣ = 0;

3) для будь-якого a > �0 абсолютно збiгається невласний iнтеграл
a+i∞∫
a−i∞

F (p)dp.

Тодi оригiналом для функцiї F (p) є функцiя
f(t) =

∑
res
pk

(
eptF (p)

)
,
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де сума лишкiв обчислюється за всiма особливими точками pk функцiї F (p)
у порядку неспадання їх модулiв.

Наслiдок 19.1. При розв’язаннi рiзноманiтних практичних задач вини-
кає потреба визначити оригiнал, коли зображення, функцiя F (p), є дробово-
рацiональною, тобто F (p) має вигляд

F (p) =
Pn(p)

Qm(p)
,

причому степiнь n полiнома Pn(p) у чисельнику менше нiж степiнь m по-
лiнома Qm(p) у знаменнику.

Оригiналом для функцiї F (p) у такому випадку є функцiя

f(t) =
∑
pk

1

(mk − 1)!
lim
p→pk

dmk−1

dpmk−1

(
Pn(p)

Qm(p)
(p− pk)mkept

)
, (19.10)

де pk – нулi полiнома Qm(p), а mk – їх кратнiсть.
У випадку, коли полiном Qm(p) має лише простi коренi (pk, k = 1,m),

формула (19.10) набуває вигляду

f(t) =

m∑
k=1

Pn(pk)

Q′m(pk)
epkt.

Зауваження 19.4. Якщо полiноми Pn(p) та Qm(p) мають дiйснi коефi-
цiєнти i коренi полiнома Qm(p) є простими, то оригiнал для F (p) можна
записати таким чином:

f(t) =
∑ Pn(pk)

Q′m(pk)
epkt + 2 Re

(∑ Pn(pk)

Q′m(pk)

)
,

де в першiй сумi пiдсумовування проводиться за дiйсними коренями полi-
нома Qm(p), а в другiй – за комплексними коренями з додатними уявними
частинами.

Зауваження 19.5. Якщо нулi полiнома Qm(p) є простими й мають ви-
гляд pk = sk + i�k, k = 1,m, то формулу (19.10) можна записати ще так:

f(t) =

∞∑
k=1

Pn(sk + i�k)

Q′m(sk + i�k)
eskt(cos�kt+ i sin�kt).

Звiдси випливає, що дiйсним (�k = 0) кореням полiнома Qm(p) вiд-
повiдають аперiодичнi коливання, комплексним кореням з вiд’ємними дiй-
сними частинами – згасаючi, а чисто уявним (sk = 0 , �k ∕= 0) кореням –
гармонiйнi.

Для коливних систем за наявностi в них тертя, їх поведiнку, що вiдповiд-
ає режиму, який встановився, математично можна описати за допомогою
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формули

f(t) = 2 Re
∑ Pn(i�k)

Q′m(i�k)
ei�kt,

де пiдсумовування проводиться за всiма чисто уявними коренями pk = i�k
з додатними уявними частинами.

У випадку, коли полiном Qm(p) має лише простi коренi, серед яких є
корiнь, рiвний нулю, тобто коли справедлива рiвнiсть Qm(p) = pQm−1(p),
оригiналом для дробово-рацiональної функцiї-зображення F (p) є функцiя

f(t) =
Pn(0)

Qm−1(0)
+

m−1∑
k=1

Pn(pk)

pkQ′m−1(pk)
epkt,

де pk, k = 1,m− 1, – коренi полiнома Qm−1(p).
Остання формула часто корисна при розв’язаннi задач з електротехнiки

за допомогою операцiйного числення.
Вiдзначимо, що у попереднiх мiркуваннях випадокm ≥ n виключається,

оскiльки у цьому випадку пiсля дiлення полiнома Pn(p) на Qm(p) у фун-
кцiї F (p) можна видiлити алгебраїчний полiном з невiд’ємними степенями
змiнної p, який не задовольняє умови теореми 19.7.

19.3.3 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення перетворення Лапласа та умови щодо функцiї, до якої застосо-
вується перетворення Лапласа. Теорема про голоморфнiсть зображення за
Лапласом.

Теорема про обернене перетворення (iнтеграл Меллiна). Методи обчис-
лення iнтегралу Меллiна. Перша i друга теореми про розклад та їх наслiдки.

Основнi властивостi перетворення за Лапласом (лiнiйнiсть, теореми по-
дiбностi, запiзнення, змiщення, випередження, зображення похiдної функцiї
(диференцiювання оригiналу), диференцiювання зображення, диференцiю-
вання за параметром зображення, зображення iнтегралу, iнтегрування зо-
браження).

Теорема множення (Бореля). Теорема про зображення добутку двох
функцiй. Iнтеграл Дюамеля.

19.3.4 Завдання для самостiйної роботи
Знайти оригiнали за образами:
1) F (p) = p (p2 + !2)−1, де ! ∈ ℝ ;

2) F (p) = p−3 (p2 + !2)−1, де ! ∈ ℝ ;

3) F (p) = p−3 (p2 + !2)−1, де ! ∈ ℝ ;

4) F (p) = p2 (p2 + !2)−2, де ! ∈ ℝ ;
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5) F (p) =
n!

pn+1

1

p− �
, де n ∈ ℕ, � ∈ ℝ ;

6) F (p) = 1/p�+1, де � > 0 ;

7) F (p) = 1/
√
p2 + 1 ;

8) F (p) = �(p2 − �2)−1, де � ∈ ℝ ;

9) F (p) = (p− p0) (p2 − !2)−1 p−2, де p0, ! ∈ ℝ ;

10) F (p) = ! p (p2 + !2)−2, де ! ∈ ℝ ;

11) F (p) =
1

p
e−1/p ;

12) F (p) =
1

p
e1/p2 ;

13) F (p) = sin
1

p
;

14) F (p) =
1

p
cos

1

p
.

19.4 Розв’язування звичайних диференцiальних
рiвнянь операцiйним методом

Властивостi перетворення Лапласа (лiнiйнiсть, зображення похiдної) дають
можливiсть знаходити розв’язки задач Кошi для звичайних лiнiйних дифе-
ренцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами. Дiйсно, якщо задано задачу
Кошi вигляду

x(n) + a1x
(n−1) + . . .+ anx = f(t), a1, a2 . . . , an ∈ ℝ, (19.11)

з початковими умовами
x(0) = x0, x(1)(0) = x10, . . . x(n−1)(0) = xn−1,0, (19.12)

то застосувавши перетворення Лапласа до обох частин рiвняння (19.11) i
врахувавши початковi умови (19.12), задачу Кошi (19.11), (19.12) можна
записати у виглядi еквiвалентного лiнiйного алгебраїчного рiвняння для зо-
браження X(p) шуканого розв’язку x(t). Визначивши вираз для X(p) i
знайшовши його оригiнал, отримаємо розв’язок x(t) задачi Кошi (19.11),
(19.12).

При розв’язаннi задач з електротехнiки часто використовується така
формула: якщо '(t) – розв’язок задачi Кошi для звичайного лiнiйного ди-
ференцiального рiвняння зi сталими коефiцiєнтами вигляду

x(n) + a1x
(n−1) + . . .+ anx = 1, a1, a2 . . . , an ∈ ℝ,
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з однорiдними (нульовими) початковими умовами x(0) = x(1)(0) = . . . =
x(n−1)(0) = 0, то розв’язок задачi Кошi для рiвняння (19.11) з цими ж
початковими умовами можна знайти за формулою

x(t) =

t∫
0

'′(t)f(t− �) d� =

t∫
0

'′(t− �)f(�) d�,

тобто без обчислення зображення за Лапласом функцiї f(t) у правiй частинi
рiвняння (19.11).

19.4.1 Приклади розв’язування задач
19.4.1.1. Розглянемо задачу Кошi для лiнiйного однорiдного диференцiаль-
ного рiвняння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами:

y′′ − 4y′ + 5y = 0, t > 0,

y(0) = 1, y′(0) = −1.
(19.13)

⊳ Для розв’язання поставленої задачi застосуємо до рiвняння перетво-
рення Лапласа. Нехай y(t) ≓ Y (p). Використовуючи правило диференцiю-
вання оригiналу та початковi умови задачi, отримаємо:

y′(t) ≓ p Y (p)− y(0) = p Y (p)− 1,

y′′(t) ≓ p2Y (p)− p y(0)− y′(0) = p2Y (p)− p+ 1.

У результатi, пiсля застосування перетворення Лапласа, задача Кошi
(19.13) перепишеться у виглядi

Y (p)(p2 − 4 p+ 5) = p− 5,

звiдки легко знаходимо

Y (p) =
p− 5

p2 − 4 p+ 5
=

p− 5

(p− 2 + i)(p− 2− i)
.

Невiдому функцiю y(t), t ≥ 0, шукаємо за її перетворенням за Лапласом
Y (p), використовуючи формулу обернення Меллiна. Оскiльки функцiя Y (p)
аналiтична при Re p > 2, то маємо

y(t) =
1

2�i

c+i∞∫
c−i∞

ep tY (p) dp =
1

2�i

c+i∞∫
c−i∞

ep t(p− 5) dp

p2 − 4 p+ 5
, (19.14)

де c > 2 – довiльне фiксоване число.
При t ≥ 0 iнтеграл (19.14) можна порахувати шляхом замикання кон-

туру в пiвплощинi Re p < c, у якiй пiдiнтегральний вираз має два простi
полюси в точках p = 2± i. У результатi отримаємо

y(t) = res
p=2−i

ep t(p− 5)

p2 − 4 p+ 5
+ res
p=2+i

ep t(p− 5)

p2 − 4 p+ 5
=

= e2 t(cos t− 3 sin t), t ≥ 0.
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⊲

19.4.1.2. Розглянемо задачу Кошi для лiнiйного неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами:

y′′ + 2y′ − 3y = cos 2t, t > 0,

y(0) = y′(0) = 0.
(19.15)

⊳ Для розв’язання поставленої задачi застосуємо до рiвняння перетво-
рення Лапласа. Нехай y(t) ≓ Y (p). Використовуючи правило диференцiю-
вання оригiналу та початковi умови задачi, отримаємо:

y′(t) ≓ p Y (p)− y(0) = p Y (p),

y′′(t) ≓ p2Y (p)− p y(0)− y′(0) = p2Y (p).

При цьому для правої частини рiвняння матимемо cos 2t ≓ p/(p2 + 4).
У результатi, пiсля застосування перетворення Лапласа, для образу Y (p)

невiдомої функцiї y(t) отримаємо рiвняння

Y (p) (p2 + 2 p− 3) =
p

p2 + 4
,

з якого легко можна знайти перетворення за Лапласом функцiї y(t):

Y (p) =
p

(p2 + 4)(p2 + 2 p− 3)
=

=
p

(p− 2 i)(p+ 2 i)(p+ 3)(p− 1)
.

Для знаходження самої невiдомої функцiї y(t), t ≥ 0, використаємо
формулу Меллiна. Ураховуючи те, що Y (p) є аналiтичною функцiєю при
Re p > 1, отримаємо

y(t) =
1

2�i

c+i∞∫
c−i∞

ep tY (p) dp =

=
1

2�i

c+i∞∫
c−i∞

p ep t dp

(p− 2 i)(p+ 2 i)(p+ 3)(p− 1)
,

(19.16)

де c > 1 – довiльне фiксоване число.
При t ≥ 0 для обчислення iнтеграла (19.16) замикаємо контур iнтег-

рування в пiвплощинi Re p < c, у якiй пiдiнтегральний вираз має чотири
простi полюси в точках p = ±2 i, p = −3, p = 1. У результатi матимемо

y(t) = res
p=2 i

ep tY (p) + res
p=−2 i

ep tY (p) + res
p=−3

ep tY (p) + res
p=1

ep tY (p) =

= − 7

65
cos 2t+

4

65
sin 2t+

1

20
et +

3

52
e−3t, t ≥ 0.

⊲
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19.4.2 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення перетворення Лапласа та умови щодо функцiї, до якої застосо-
вується перетворення Лапласа. Теорема про голоморфнiсть зображення за
Лапласом.

Теорема про обернене перетворення (iнтеграл Меллiна). Методи обчис-
лення iнтегралу Меллiна. Перша i друга теореми про розклад та їх наслiдки.

Основнi властивостi перетворення за Лапласом (лiнiйнiсть, теореми по-
дiбностi, запiзнення, змiщення, випередження, зображення похiдної функцiї
(диференцiювання оригiналу), диференцiювання зображення, диференцiю-
вання за параметром зображення, зображення iнтегралу, iнтегрування зо-
браження).

Теорема множення (Бореля). Теорема про зображення добутку двох
функцiй. Iнтеграл Дюамеля.

19.4.3 Завдання для самостiйної роботи
Використовуючи перетворення Лапласа, знайти розв’язки задач Кошi :

1) y′′ − 4y′ + 8y = 0, t > 0; y(0) = 1, y′(0) = −1;

2) y′′ − 6y′ + 5y = 0, t > 0; y(0) = −1, y′(0) = 2;

3) y′′ + 6y′ + 9y = 0, t > 0; y(0) = 0, y′(0) = 2;

4) y′′′ − 2y′′ + y − 2y = 0, t > 0; y(0) = 0, y′(0) = 1, y′′(0) = 0;

5) y′′′ + 5y′′ + 8y′ + 4y = 0, t > 0; y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = 0;

6) 4y′′ + 12y′ + 9y = 144 e−3t/2, t > 0; y(0) = 1, y′(0) = 1/2;

7) y′′ − 5y′ + 6y = ch 2t, t > 0; y(0) = 0, y′(0) = 1;

8) y′′ + 3y′ − 4y = et(t+ 1), t > 0; y(0) = 0, y′(0) = 1;

9) y′′ − 2y′ = et(t2 + t+ 3), t > 0; y(0) = 2, y′(0) = 2;

10) y′′ − 7y′ + 10y = e−t − cos t, t > 0; y(0) = 1, y′(0) = 1;

11) y′′ + 9y = − sin 3t, t > 0; y(0) = 0, y′(0) = 0;

12) y′′ − 2y′ + y = 2 sh t, t > 0; y(0) = 0, y′(0) = 0;

13) y′′ − 3y′ − 4y = e4t sin t, t > 0; y(0) = 2, y′(0) = 1;

14) y′′ + 6y′ + 8y = 2 e−t(cos 3t+ 1), t > 0; y(0) = 2, y′(0) = 1;

15) y′′ + 2y′ + 2y = 2 e−t sin t, t > 0; y(0) = 1, y′(0) = 1;

16) y′′ − 4y′ + 5y = e2t(1 + cos t), t > 0; y(0) = 0, y′(0) = 1.



208

19.5 Розв’язування диференцiальних рiвнянь
iз запiзненням операцiйним методом

Операцiйне числення можна використовувати для знаходження розв’язку
початкової задачi (задачi Кошi) для звичайних лiнiйних диференцiальних
рiвнянь iз запiзненням та сталими коефiцiєнтами. Початкова задача для
диференцiального рiвняння iз запiзненням першого порядку формулюється
таким чином: знайти таку неперервно диференцiйовну функцiю x(t), яка
задовольняє лiнiйне диференцiальне рiвняння iз запiзненням

dx(t)

dt
+ bx(t) + ax(t− �) = f(t), (19.17)

де b, a, ∈ ℝ, a ∕= 0, � > 0, та початкову умову (умову Кошi)
x(t) = '(t), 0 ≤ t ≤ �. (19.18)

Величина � в рiвняннi (19.17) називається запiзненням. Функцiя '(t),
0 ≤ t ≤ � , вважається неперервною i називається початковою.

Лiнiйне диференцiальне рiвняння iз запiзненням (19.17) має нескiнчен-
ну множину функцiонально незалежних розв’язкiв, якi можна записати в
явному виглядi, якщо вiдомi коренi (нулi) так званого характеристичного
квазiполiнома �(�) = �+ b+ ae−��.

Даний квазiполiном над полем комплексних чисел має злiченну множи-
ну коренiв, причому всi вони, за винятком хiба що двох, є комплексними.

Якщо, наприклад, � = �0 – простий дiйсний корiнь квазiполiнома �(�),
то такому кореню вiдповiдає розв’язок рiвняння (19.17) вигляду x0(t) =
e�0t; якщо � = �1 – кратний (квазiполiном �(�) може мати дiйснi коренi
кратнiстю не бiльше нiж два) дiйсний корiнь квазiполiнома �(�), то тако-
му кореню вiдповiдають розв’язки рiвняння (19.17) вигляду x11(t) = e�1t

та x12(t) = te�1t, а якщо � = s + i� – (простий) комплексний (� ∕= 0) ко-
рiнь квазiполiнома �(�), то такому кореню вiдповiдають розв’язки рiвняння
(19.17) вигляду x21(t) = est cos�t та x22(t) = est sin�t.

Очевидно, що визначити всi коренi квазiполiнома �(�) у явному виглядi
неможливо, оскiльки вiдповiдне рiвняння є трансцендентним.

Можна показати, що коренi квазiполiнома �(�) розташованi в деякiй
лiвiй пiвплощинi, тобто iснує така дiйсна стала 
, що для будь-якого кореня
квазiполiнома виконується нерiвнiсть Re� < 
.

З iншого боку, якщо �1 – показник зростання функцiї f(t) у пра-
вiй частинi лiнiйного диференцiального рiвняння iз запiзненням (19.17),
то кожен його розв’язок x(t) задовольняє нерiвнiсть ∣x(t)∣ < M e�t, де
� = �1 + ∣a∣+ ∣b∣, тобто має показник зростання, рiвний �.

Цi властивостi розв’язкiв лiнiйного диференцiального рiвняння iз запi-
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зненням (19.17) дозволяють використати операцiйне числення для знахо-
дження розв’язку початкової задачi (19.17), (19.18). З цiєю метою помно-
жимо рiвняння (19.17) на e−pt та проiнтегруємо за змiнною t у межах вiд
� до +∞. У результатi отримаємо спiввiдношення:

+∞∫
�

x′(t)e−ptdt+ b
+∞∫
�

x(t)e−ptdt+ a
+∞∫
�

x(t− �)e−ptdt =

=
+∞∫
�

f(t)e−ptdt.

(19.19)

У данiй рiвностi iнтеграли
+∞∫
�

x′(t)e−ptdt,
+∞∫
�

x(t)e−ptdt,
+∞∫
�

x(t− �)e−ptdt,
+∞∫
�

f(t)e−ptdt

iснують для всiх таких p, що Re p > �.
Використовуючи теорему про зображення похiдної та початкову умову

(19.18), можна встановити рiвнiсть
+∞∫
�

x′(t)e−ptdt = −'(�)e−p� + p
+∞∫
�

x(t)e−ptdt.

Виконавши замiну � = t− � та позначивши знову � = t, одержуємо:
+∞∫
�

x(t− �)e−ptdt = e−p�
[
�∫
0

'(t)e−ptdt+
+∞∫
�

x(t)e−ptdt

]
.

Тодi спiввiдношення (19.19) можна записати таким чином:

�(p)
+∞∫
�

x(t)e−ptdt = '(�)e−p� − ae−p�
�∫
0

'(t)e−ptdt+
+∞∫
�

f(t)e−ptdt ,

де �(p) = p+ b+ ae−p� .
Позначивши праву частину цiєї рiвностi за допомогою ℎ(p) та засто-

сувавши формулу Меллiна (19.8), остаточно знаходимо вираз для функцiї
x(t) – розв’язку початкової задачi (19.17), (19.18):

x(t) =
1

2�i

a+i∞∫
a−i∞

ℎ(p)

�(p)
eptdp, t > �,

де

ℎ(p) = '(�)e−p� − ae−p�
�∫
0

'(t)e−ptdt+
+∞∫
�

f(t)e−ptdt.

19.5.1 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення перетворення Лапласа та умови щодо функцiї, до якої застосо-
вується перетворення Лапласа. Теорема про голоморфнiсть зображення за
Лапласом.

Теорема про обернене перетворення (iнтеграл Меллiна). Методи обчис-
лення iнтегралу Меллiна. Перша i друга теореми про розклад та їх наслiдки.
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Основнi властивостi перетворення за Лапласом (лiнiйнiсть, теореми по-
дiбностi, запiзнення, змiщення, випередження, зображення похiдної функцiї
(диференцiювання оригiналу), диференцiювання зображення, диференцiю-
вання за параметром зображення, зображення iнтегралу, iнтегрування зо-
браження).

Теорема множення (Бореля). Теорема про зображення добутку двох
функцiй. Iнтеграл Дюамеля.

19.5.2 Завдання для самостiйної роботи
Використовуючи операцiйне числення, знайти розв’язки початкових задач:

1) x′(t) + x(t− �
2 ) = 0, x(t) = sin t, t ∈ [0, �/2];

2) x′(t) + x(t− �
2 ) = 0, x(t) = cos t, t ∈ [0, �/2];

3) x′(t)− x(t− �
2 ) = 2 cos t, x(t) = sin t, t ∈ [0, �/2];

4) x′(t) + 2x(t− �
2 ) = sin t, x(t) = cos t, t ∈ [0, �/2].

19.6 Розв’язування iнтегральних рiвнянь
операцiйним методом

Властивостi перетворення Лапласа (лiнiйнiсть, зображення iнтегралу вiд
функцiї) дають можливiсть також знаходити розв’язки лiнiйних iнтеграль-
них рiвнянь аналогiчно описаному вище методу розв’язання задачi Кошi
для звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.

19.6.1 Приклад розв’язання задачi
Розглянемо iнтегральне рiвняння Вольтерра з ядром, що залежить вiд рi-
зницi аргументiв,

y(t) = sh 3 t+ 2
t∫

0

et−�y(�) d�, t ≥ 0. (19.20)

⊳ До рiвняння (19.20) застосуємо перетворення Лапласа. Позначимо
y(t) ≓ Y (p). Для першого доданка у правiй частинi (19.20) маємо sh 3 t ≓
3/(p2 + 9). Другий доданок у правiй частинi (19.20) фактично є згорткою
функцiй y(t) та et. Ураховуючи те, що et ≓ 1/(p− 1), за теоремою множе-
ння (теоремою про образ за Лапласом згортки функцiй) цей доданок пiсля
застосування перетворення Лапласа матиме вигляд Y (p)/(p− 1).

У результатi, пiсля застосування перетворення Лапласа, iнтегральне рiв-
няння (19.20) перепишеться у виглядi

Y (p) =
3

p2 − 9
+ 2

Y (p)

p− 1
.
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З останньої рiвностi знаходимо

Y (p) =
3 (p− 1)

(p2 − 9)(p− 3)
=

3 (p− 1)

(p− 3)2(p+ 3)
.

Оскiльки функцiя Y (p) аналiтична при Re p > 3, то за формулою Мел-
лiна отримаємо:

y(t) =
1

2�i

c+i∞∫
c−i∞

ep tY (p) dp =
1

2�i

c+i∞∫
c−i∞

3 (p− 1) ep tdp

(p− 3)2(p+ 3)
, (19.21)

де c > 3 – довiльне фiксоване число.
Для обчислення iнтеграла (19.21) при t ≥ 0 контур iнтегрування "зами-

каємо" в пiвплощинi Re p < c, у якiй пiдiнтегральний вираз має полюс
другого порядку в точцi p = 3 та простий полюс у точцi p = −3.

У результатi знаходимо

y(t) = res
p=3

3 (p− 1) ep t

(p− 3)2(p+ 3)
+ res
p=−3

3 (p− 1) ep t

(p− 3)2(p+ 3)
=

=
2

3
sh 3 t+ t e3 t, t ≥ 0.

⊲

19.6.2 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення перетворення Лапласа та умови щодо функцiї, до якої застосо-
вується перетворення Лапласа. Теорема про голоморфнiсть зображення за
Лапласом.

Теорема про обернене перетворення (iнтеграл Меллiна). Методи обчис-
лення iнтегралу Меллiна. Перша i друга теореми про розклад та їх наслiдки.

Основнi властивостi перетворення за Лапласом (лiнiйнiсть, теореми по-
дiбностi, запiзнення, змiщення, випередження, зображення похiдної функцiї
(диференцiювання оригiналу), диференцiювання зображення, диференцiю-
вання за параметром зображення, зображення iнтегралу, iнтегрування зо-
браження).

Теорема множення (Бореля). Теорема про зображення добутку двох
функцiй. Iнтеграл Дюамеля.

19.6.3 Завдання для аудиторної роботи
Використовуючи перетворення Лапласа, розв’язати такi iнтегральнi рiвнян-
ня:

1) y(t) = sin t+
t∫

0

et−�y(�) d�, t ≥ 0;

2) y(t) = cos t+
t∫

0

et−�y(�) d�, t ≥ 0;
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3) y(t) = t cos t+
t∫

0

et−�y(�) d�, t ≥ 0;

4) y(t) = t ch 2t+ 3
t∫

0

e�−ty(�) d�, t ≥ 0;

5) y(t) = sin 2t− 8

3

t∫
0

sh 3(t− �) y(�) d�, t ≥ 0;

6) y(t) = e3t +
9

4

t∫
0

sh 4(t− �) y(�) d�, t ≥ 0;

7) y(t) = t3 +
t∫

0

sin(t− �) y(�) d�, t ≥ 0;

8) y(t) = t+ 2
t∫

0

cos(t− �) y(�) d�, t ≥ 0;

9) y(t) = et sin 2t+ 2
t∫

0

cos(t− �) d�, t ≥ 0;

10) y(t) = e2t + cos 3t+
t∫

0

sin(t− �) y(�) d�, t ≥ 0;

11) y(t) = t3 + ch t+
t∫

0

sin(t− �) y(�) d�, t ≥ 0;

12) y(t) = cos t+
1

2

t∫
0

(t− �) y(�) d�, t ≥ 0;

13) y(t) = sh 2t+
1

2

t∫
0

(t− �)2y(�) d�, t ≥ 0.

19.7 Розв’язування крайових задач математичної
фiзики операцiйним методом

Методика застосування перетворення Лапласа для побудови розв’язкiв
крайових задач математичної фiзики аналогiчна методицi знаходження
розв’язкiв задачi Кошi для звичайних лiнiйних диференцiальних рiвнянь
зi сталими коефiцiєнтами. Iз застосуванням цiєї методики можна ознайо-
митися на прикладах, що розглядаються в наступному параграфi.
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19.7.1 Приклади розв’язування задач
19.7.1.1. Розглянемо крайову задачу для одновимiрного хвильового рiвня-
ння

utt − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u∣x=0 = u∣x=l = 0, t ≥ 0,

u∣t=0 = u0 sin(�x/l), ut∣t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ l;u0 ∈ ℝ,
(19.22)

розв’язок якої побудуємо, використовуючи перетворення Лапласа за змiн-
ною t.

⊳ Нехай

u(x, t) ≓
+∞∫
0

e−p tu(x, t) dt = U(x, p).

Тодi

uxx(x, t) ≓
+∞∫
0

e−p tuxx(x, t) dt = Uxx(x, p),

i за теоремою про диференцiювання оригiналу маємо
utt(x, t) ≓ p

2U(x, p)− p u∣t=0 − ut∣t=0 = p2U(x, p)− u0 p sin(�x/l).

У результатi застосування перетворення Лапласа до рiвняння та крайо-
вих умов (19.22), крайова задача перепишеться у виглядi

Uxx −
(p
a

)2

U = −u0 p

a2
sin

�x

l
, 0 < x < l,

U ∣x=0 = U ∣x=l = 0.
(19.23)

У рiвняннi (19.23) присутня похiдна лише за змiнною x, тобто пiсля
перетворення Лапласа крайова задача для рiвняння з частинними похiдни-
ми (19.22) звелася до крайової задачi для звичайного диференцiального
рiвняння.

При розв’язаннi задачi (19.23) величина p розглядається як параметр.
Розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (19.23) зобразимо у виглядi

U(x, p) = Ap cos
p x

a
+Bp sin

p x

a
+ V (x, p),

де Ap, Bp – невiдомi коефiцiєнти, а V (x, p) – частинний розв’язок рiвняння,
який шукаємо методом невизначених коефiцiєнтiв.

Ураховуючи вигляд правої частини рiвняння (19.23), подамо V (x, p) у
виглядi

V (x, p) = Cp sin
�x

l
i пiсля пiдстановки цiєї функцiї в рiвняння (19.23) отримаємо

Cp =
u0 p

p2 + (a�/l)2
.
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Таким чином, розв’язок задачi (19.23) матиме вигляд

U(x, p) = Ap cos
p x

a
+Bp sin

p x

a
+

u0 p

p2 + (a�/l)2
sin

�x

l
.

З крайових умов (19.23) випливає, що Ap = 0, Bp = 0, або остаточно

U(x, p) =
u0 p

p2 + (a�/l)2
sin

�x

l
.

Для вiдшукання невiдомої функцiї u(x, t) за її зображенням за Лапла-
сом, функцiєю U(x, p), можна скористатись формулою обернення Меллiна
або тим, що

cos!t ≓
p

p2 + !2
.

Поклавши в останнiй рiвностi ! = �a/l та використавши лiнiйнiсть пе-
ретворення Лапласа, отримаємо

U(x, p) ≒ u(x, t) = u0 cos
�a t

l
⋅ sin �x

l
, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0.

⊲
19.7.1.2. Розглянемо крайову задачу для рiвняння теплопровiдностi

ut − a2uxx = q0 e
−tx, t > 0, 0 < x < l,

u∣x=0 = 0, ux∣x=l = 0, t ≥ 0,

u∣t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ l.
(19.24)

⊳ Для розв’язання поставленої задачi використаємо перетворення Лап-
ласа за змiнною t. Нехай

u(x, t) ≓
+∞∫
0

e−p tu(x, t) dt = U(x, p).

Тодi

ux(x, t) ≓
+∞∫
0

e−p tux(x, t) dt = Ux(x, p),

uxx(x, t) ≓
+∞∫
0

e−p tuxx(x, t) dt = Uxx(x, p),

i, згiдно теореми про диференцiювання оригiналу, враховуючи початкову
умов, знаходимо

ut(x, t) ≓ pU(x, p)− u∣t=0 = pU(x, p).

Врахуємо, що e−t ≓ 1/(p+ 1).
Застосовуючи перетворення Лапласа до рiвняння та крайових умов за-

дачi (19.24), отримаємо

Uxx −
p

a2
U = − q0 x

p+ 1
, 0 < x < l,

U ∣x=0 = 0, Ux∣x=l = 0.
(19.25)
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Аналогiчно попередньому прикладу вихiдна задача (19.24) звелась до
задачi (19.25), у якiй присутнє диференцiювання лише за змiнною x, тоб-
то фактично крайова задача для рiвняння з частинними похiдними знову
зведена до крайової задачi для звичайного диференцiального рiвняння.

При розв’язаннi задачi (19.25) величина p розглядається як параметр.
Загальний розв’язок рiвняння (19.25) подамо у виглядi

U(x, p) = Ap ch

√
p

a
x+Bp sh

√
p

a
x+ V (x, p),

де V (x, p) – частинний розв’язок рiвняння, який шукаємо у виглядi
V (x, p) = Cp x+Dp.

Невiдомi величини Cp, Dp шукаємо методом невизначених коефiцiєнтiв.
Пiсля пiдстановки функцiї V (x, p) у рiвняння (19.25) отримаємо

Cp =
q0

p (p+ 1)
, Dp = 0.

У результатi загальний розв’язок рiвняння (19.25) має вигляд

U(x, p) = Ap ch

√
p

a
x+Bp sh

√
p

a
x+

q0 x

p (p+ 1)
. (19.26)

Невiдомi величини Ap, Bp шукаємо з крайових умов (19.25).
Пiсля пiдстановки (19.26) у цi умови отримаємо

Ap = 0, Bp = − a
√
p ch

√
p

a l

q0

p (p+ 1)

або остаточно, розв’язок задачi (19.25),

U(x, p) =
q0

p (p+ 1)

(
x−

a sh
√
p

a x
√
p ch

√
p

a l

)
. (19.27)

Для визначення шуканої функцiї u(x, t) за її зображенням за Лапласом
U(x, p) використаємо формулу Меллiна.

Незважаючи на те, що функцiя U(x, p) визначається через багатозначну
функцiю

√
p, використовуючи парнiсть функцiї chx та непарнiсть shx, лег-

ко показати, що U(x, p) є однозначною мероморфною функцiєю вiд змiнної
p, особливi точки якої збiгаються з точками, у яких знаменник обертається в
нуль. Такими точками є: p = 0, p = −1, p = pk = −

(
a�
l

)2 ( 1
2 + k

)2
, k ≥ 0.

При цьому p = 0 – усувна особлива точка, а всi iншi є простими полюсами.
Таким чином, U(x, p) є аналiтичною у пiвплощинi Re p > 0, i для зна-

ходження функцiї u(x, t) маємо рiвнiсть

u(x, t) =
1

2�i

a+i∞∫
a−i∞

ep tU(x, p) dp, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0, (19.28)
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де a > 0 – довiльне фiксоване число. Для обчислення iнтеграла (19.28) ви-
користаємо другу теорему про розклад. Згiдно з цiєю теоремою отримаємо

u(x, t) = res
p=−1

ep tU(x, p) +

∞∑
k=0

res
p=pk

ep tU(x, p) =

= q0 e
−t

(
a

sin x
a

cos l
a

− x

)
− 2 a2q0

l

∞∑
k=0

(−1)kepkt
sin �

l

(
1
2 + k

)
x

pk (pk + 1)
,

0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0.
⊲

19.7.2 Питання для перевiрки теоретичних знань
Означення перетворення Лапласа та умови щодо функцiї, до якої застосо-
вується перетворення Лапласа. Теорема про голоморфнiсть зображення за
Лапласом.

Теорема про обернене перетворення (iнтеграл Меллiна). Методи обчис-
лення iнтегралу Меллiна. Перша i друга теореми про розклад та їх наслiдки.

Основнi властивостi перетворення за Лапласом (лiнiйнiсть, теореми по-
дiбностi, запiзнення, змiщення, випередження, зображення похiдної функцiї
(диференцiювання оригiналу), диференцiювання зображення, диференцiю-
вання за параметром зображення, зображення iнтегралу, iнтегрування зо-
браження).

Теорема множення (Бореля). Теорема про зображення добутку двох
функцiй. Iнтеграл Дюамеля.

19.7.3 Завдання для самостiйної роботи
Використовуючи перетворення Лапласа, знайти розв’язки таких крайових
задач математичної фiзики:

1) utt − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u∣x=0 = ux∣x=l = 0, t ≥ 0,

u∣t=0 = 0, ut∣t=0 = − sin
3�x

2 l
, 0 ≤ x ≤ l;

2) utt − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

ux∣x=0 = u∣x=l = 0, t ≥ 0,

u∣t=0 = cos
�x

2 l
, ut∣t=0 = −2 cos

3�x

2 l
, 0 ≤ x ≤ l;

3) ut − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

ux∣x=0 = ux∣x=l = 0, t ≥ 0,
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u∣t=0 = 1− cos(�x/l), 0 ≤ x ≤ l;
4) ut − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u∣x=0 = u∣x=l = 0, t ≥ 0,

u∣t=0 = u0 x(l − x), 0 ≤ x ≤ l;
5) ut − a2uxx = e−t sin(�x/l), 0 < x < l, t > 0,

u∣x=0 = u∣x=l = 0, t ≥ 0,

u∣t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ l;
6) ut − a2uxx = (l − x) e−2 t, 0 < x < l, t > 0,

ux∣x=0 = u∣x=l = 0, t ≥ 0,

u∣t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ l;
7) utt − a2uxx = sin!t, 0 < x < l, t > 0,

u∣x=0 = ux∣x=l = 0, t ≥ 0,

u∣t=0 = ut∣t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ l;

8) utt − a2uxx = cos!t ⋅ sin �x
2 l
, 0 < x < l, t > 0,

u∣x=0 = ux∣x=l = 0, t ≥ 0,

u∣t=0 = 0, ut∣t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ l;
9) ut − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

ux∣x=0 = 0, u∣x=l = e−t, t ≥ 0,

u∣t=0 = cos(2�x/l), 0 ≤ x ≤ l;
10) utt − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u∣x=0 = t e−t, u∣x=l = 0, t ≥ 0,

u∣t=0 = 0, ut∣t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ l;
11) ut − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

ux∣x=0 = ux∣x=l = sin!t, t ≥ 0,

u∣t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ l;
12) utt − a2uxx = 0, x > 0, t > 0,

ux∣x=0 = 0, t ≥ 0, ∣u∣ < +∞, x→ +∞,
u∣t=0 = 0, ut∣t=0 = e−x(1− cosx), x ≥ 0;
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13) utt − a2uxx = 0, x > 0, t > 0,

u∣x=0 = 0, t ≥ 0, ∣u∣ < +∞, x→ +∞,
u∣t=0 = e−x sinx, ut∣t=0 = 0, x ≥ 0;

14) ut − a2uxx = e−x + e−t, x > 0, t > 0,

ux∣x=0 = 0, t ≥ 0, ∣u∣ < +∞, x→ +∞,
u∣t=0 = 0, x ≥ 0;

15) utt − a2uxx = e−2x−t, x > 0, t > 0,

u∣x=0 = 0, t ≥ 0, ∣u∣ < +∞, x→ +∞,
u∣t=0 = 0, ut∣t=0 = 0, x ≥ 0;

16) ut − a2uxx = 0, x > 0, t > 0,

ux∣x=0 = sin!t, t ≥ 0, ∣u∣ < +∞, x→ +∞,
u∣t=0 = 0, x ≥ 0.

19.8 Обчислення сум рядiв операцiйним методом
Методика застосування перетворення Лапласа для обчислення суми ряду

S =

∞∑
n=k

F (n) (19.29)

полягає в тому, що спочатку загальний доданок цього ряду розглядається
як значення деякої функцiї F (p) на множинi натуральних чисел ℕ.

При цьому функцiя F (p) апрiорi вважається зображенням за Лапласом
певної функцiї f(t), тобто

F (p) =

+∞∫
0

f(t)e−pt dt або F (n) =

+∞∫
0

f(t) e−nt dt, n ∈ ℕ. (19.30)

Функцiя f(t) поки-що невiдома i визначається згодом за даним її зо-
браженням – функцiєю F (p). Ця задача вирiшується за допомогою першої
та другої теорем про розклади та їх наслiдкiв.

Пiдставивши в суму ряду (19.29) зображення за Лапласом функцiї f(t)
через iнтегральний вираз (19.30) та змiнивши порядок операцiй пiдсумову-
вання та iнтегрування, отримаємо

S =

∞∑
n=k

F (n) =

∞∑
n=k

+∞∫
0

f(t) e−nt dt =

+∞∫
0

f(t)

∞∑
n=k

e−nt dt. (19.31)
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Ряд в правiй частинi (19.31) обчислюється за допомогою формули для
суми нескiнченної геометричної прогресiї, тобто

∞∑
n=k

e−nt =
e−kt

1− e−t
,

пiсля чого з (19.31) для суми ряду отримаємо

S =

+∞∫
0

f(t)
e−kt

1− e−t
dt, (19.32)

де функцiя f(t) вже визначена ранiше.
19.8.1 Приклад розв’язування задач
Розглянемо задачу про знаходженя суми ряду

S =

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)
. (19.33)

В даному випадку

F (p) =
1

p(p+ 1)(p+ 2)
, k = 1,

а отже за другою теоремою про розклад та її наслiдком 19.1 знаходимо

f(t) =
1

2

(
1− 2e−t + e−2t

)
.

Тодi шукана сума ряду визначається згiдно формули (19.32) через ви-
значений iнтеграл

S =

+∞∫
0

1

2

(
1− 2e−t + e−2t

) e−t

1− e−t
dt =

1

2

+∞∫
0

(
1− e−t

)
e−t dt =

1

4
.

19.8.2 Питання для перевiрки теоретичних знань
Перша i друга теореми про розклад та їх наслiдки.
19.8.3 Завдання для самостiйної роботи
Використовуючи перетворення Лапласа, знайти суми таких рядiв:

a)

∞∑
n=2

1

n(n2 − 1)
; b)

∞∑
n=1

n+ 1

n(n+ 2)(n+ 3)
; c)

∞∑
n=2

n2 + 1

(n− 1)2(n2 + 1)
;

d)

∞∑
n=1

n2 + n+ 1

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
; e)

∞∑
n=1

1

n2 + 1
; f)

∞∑
n=1

n

n4 + 1
;

g)

∞∑
n=1

n2 + n+ 1

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
; ℎ)

∞∑
n=1

1

n2 + 1
; i)

∞∑
n=1

n

n4 + 1
.
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