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Âñòóï

Ñåðåä îïòèìiçàöiéíèõ çàäà÷, òîáòî çàäà÷ íà âiäøóêàííÿ íàéáiëü-

øèõ i íàéìåíøèõ çíà÷åíü ïåâíèõ âåëè÷èí, îêðåìå ìiñöå íàëåæèòü çà-

äà÷àì îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Â 50-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ïðè

ðîçâ'ÿçóâàííi êîñìi÷íèõ çàäà÷ iíæåíåðè çiòêíóëèñÿ ç çàäà÷åþ êåðóâà-

ííÿ, ùî îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Äëÿ áàãàòüîõ çàäà÷ òàêîãî âèãëÿäó ïðèðîäíî âèíèêëî áàæàííÿ çíàéòè

òàêå êåðóâàííÿ, ùî ìiíiìiçó¹ çàäàíèé êðèòåðié ÿêîñòi. Ç ðîçâèòêîì îá-

÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè ç'ÿâèëàñÿ ìîæëèâiñòü îá÷èñëþâàòè îïòèìàëüíå

êåðóâàííÿ, à òàêîæ çàáåçïå÷óâàòè ðîáîòó ñèñòåìè â îïòèìàëüíîìó ðå-

æèìi, i òåîðiÿ çíàéøëà øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â áàãàòüîõ îáëàñòÿõ. Íà-

âåäåìî ïðèêëàäè òàêèõ çàäà÷.

1. Çàäà÷à ïðî îïòèìàëüíó øâèäêîäiþ. Âiçîê ðóõà¹òüñÿ ïðÿ-

ìîëiíiéíî áåç òåðòÿ ïî ãîðèçîíòàëüíèõ ðåéêàõ ïiä äi¹þ çîâíiøíüî¨

ñèëè, ÿêó ìîæíà çìiíþâàòè â çàäàíèõ ìåæàõ. Ïîòðiáíî çóïèíèòè

âiçîê â çàäàíîìó ìiñöi çà íàéêîðîòøèé ÷àñ.

Ôîðìàëiçó¹ìî äàíó çàäà÷ó. Îñêiëüêè âiçîê ðóõà¹òüñÿ ïî ãîðèçîí-

òàëüíèõ ðåéêàõ, òî ïîëîæåííÿ âiçêà â ìîìåíò ÷àñó t õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
îäíi¹þ êîîðäèíàòîþ X (t) (ÿêùî îäíîìiðíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ïðèâ'ÿ-
çàòè äî ãîðèçîíòàëüíèõ ðåéîê ç äîäàòíiì íàïðÿìêîì, ùî ñïiâïàäà¹ ç

íàïðÿìêîì ðóõó âiçêà). Íåõàé ìàñà âiçêà ðiâíà m , ïî÷àòêîâó êîîðäè-

íàòó áóäåìî ââàæàòè íóëüîâîþ (çà ðàõóíîê âèáîðó ïî÷àòêó êîîðäè-

íàò), òîáòî X (0) = 0 , ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü v0 . Çîâíiøíþ ñèëó (ñèëó

òÿãè) ïîçíà÷èìî u . Çãiäíî äðóãîãî çàêîíó Íüþòîíà áóäåìî ìàòè

mẌ(t) = u(t).

Öå i ¹ çàêîí ðóõó, ùî îïèñó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì. Îáìå-

æåííÿ íà âåëè÷èíó òÿãè çàïèøåìî ó âèãëÿäi u1 ≤ u (t) ≤ u2 , äå u1, u2

- çàäàíi ÷èñëà (âèçíà÷àþòüñÿ ðåàëüíîþ çàäà÷åþ). Ç óìîâ òàêîæ ìà¹ìî,

ùî Ẋ (0) = v0 , X (T ) = XA, Ẋ (T ) = 0 (îñêiëüêè âiçîê çóïèíèâñÿ),

äå XA - êîîðäèíàòà òî÷êè çóïèíêè âiçêà, T - ìîìåíò çóïèíêè. Òîäi

ôîðìàëiçîâàíà çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä:

T → inf

mẌ = u, u ∈ [u1, u2] , X (0) = 0, Ẋ (0) = v0, X (T ) = XA, Ẋ (T ) = 0.
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2. Çàäà÷à ïðî íàéáiëüøó ãîðèçîíòàëüíó äàëüíiñòü ïîëüîòó

ðàêåòè ç îáìåæåíèì ïðèñêîðåííÿì. Çíàéòè êåðóâàííÿ òÿãîþ

äâèãóíiâ ðàêåòè, ùî ìàêñèìiçó¹ ãîðèçîíòàëüíó äàëüíiñòü ¨¨ ïîëüîòó

çà óìîâè, ùî çíà÷åííÿ òÿãè íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè äåÿêó çàäàíó

âåëè÷èíó i ïðîïîðöiéíà øâèäêîñòi âèòðàòè ìàñè ïàëèâà.

Ôîðìàëiçó¹ìî äàíó çàäà÷ó. Íåõàé òðà¹êòîðiÿ ïîëüîòó ðàêåòè ëå-

æèòü â îäíié âåðòèêàëüíié ïëîùèíi. Ïîçíà÷èìî x (t) , y (t) � äå-

êàðòîâi êîîðäèíàòè ðàêåòè â âèáðàíié ñèñòåìi, ââàæàþ÷è, ùî ïî-

÷àòîê êîîðäèíàò ñïiâïàäà¹ ç ïî÷àòêîâèì ïîëîæåííÿì ðàêåòè â íó-

ëüîâèé ìîìåíò ÷àñó, âiñü OY íàïðàâëåíà ïðîòèëåæíî ñèëi òÿ-

æiííÿ, OX � ïåðïåíäèêóëÿðíà OY i íàïðàâëåíà â ñòîðîíó ïî-

ëüîòó ðàêåòè, v1, v2 � êîìïîíåíòè ïðîåêöi¨ âåêòîðà øâèäêîñòi íà

îñi êîîðäèíàò (v1 (t) = ẋ (t) , v2 (t) = ẏ (t)) , m (t) � ìàñà ðàêåòè

ç ïàëèâîì, u1 (t) , u2 (t) � êîìïîíåíòè îäèíè÷íîãî âåêòîðà òÿãè

(u1 (t) = cosα (t) , u2 (t) = sinα (t) , äå α (t) � êóò ìiæ âåêòî-

ðîì òÿãè i âiññþ OX) , u3 (t) � øâèäêiñòü çìåíøåííÿ ìàñè ðàêåòè

(ṁ (t) = −u3 (t)) .
Ïîëîæåííÿ ðàêåòè â ìîìåíò t îïèñó¹òüñÿ âåêòîðîì ñòàíiâ, àáî ôà-

çîâèì âåêòîðîì (x (t) , y (t) , v1 (t) , v2 (t) ,m (t)) . Êåðóþ÷èé ïðîöåñ � âå-
êòîð òÿãè äâèãóíà u (t) = (u1 (t) , u2 (t) , u3 (t)) . ×èñëî C � êîåôiöi¹íò

ïðîïîðöiéíîñòi âåëè÷èíè òÿãè. Òîäi çíîâó, çãiäíî äðóãîãî çàêîíó Íüþ-

òîíà, áóäåìî ìàòè çàêîí ðóõó ðàêåòè:

ẋ = v1 (t) ; ẏ = v2 (t) ;
d

dt
(m (t) · v1 (t)) = Cu3 · u1;

d

dt
(m (t) · v2 (t)) = Cu3 · u2 − mg; ṁ = −u3.

Îáìåæåííÿ íà êåðóâàííÿ ìàþòü âèãëÿä: u2
1 + u2

2 = 1 , 0 ≤ u3 ≤ umax
3 .

Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ðàêåòà áóëà â ïîëîæåííi x (0) = y (0) = 0 ,
ẋ (0) = v10 , ẏ (0) = v20 , m (0) = m0 , à â êiíöåâèé (ôiêñîâàíèé) ìî-

ìåíò ÷àñó ïîâèííi âèêîíóâàòèñü óìîâè y (t1) = y1 , m (t1) = m1 òàêèì

÷èíîì, ùîá ôóíêöiîíàë I =
t1∫
0

v1 (t) dt = X (t1) äîñÿã ìàêñèìàëüíîãî

çíà÷åííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ôîðìàëiçîâàíà çàäà÷à ìà¹ âèãëÿä: ñåðåä âñiõ äîïó-

ñòèìèõ êåðóâàíü, ùî çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿ u2
1 + u2

2 = 1 ,
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0 ≤ u3 ≤ umax
3 , çíàéòè òàêå êåðóâàííÿ, ðóõàþ÷èñü çà ÿêèì ïî çàêî-

íó 

ẋ = v1 (t)
ẏ = v2 (t)
d
dt (m (t) · v1 (t)) = Cu3 · u1
d
dt (m (t) · v2 (t)) = Cu3 · u2 − mg

ṁ = −u3

ç êðàéîâèìè óìîâàìè x (0) = y (0) = 0 , ẋ (0) = v10 , ẏ (0) = v20 ,

m (0) = m0 , y (t1) = y1 , m (t1) = m1 , ìàêñèìiçóâàòè ôóíêöiîíàë

I = x(t1) =

t1∫
0

v1 (t) dt → sup .

3. Çàäà÷à ïðî ì'ÿêó ïîñàäêó êîñìi÷íîãî êîðàáëÿ íà ïî-

âåðõíþ Ìiñÿöÿ ç ìiíiìàëüíèìè âèòðàòàìè ïàëüíîãî. Äëÿ ôîð-

ìóëþâàííÿ ñïðîùåíîãî âàðiàíòó öi¹¨ çàäà÷i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: m (t)
� ìàñà êîðàáëÿ, h (t) � âèñîòà, v (t) � âåðòèêàëüíà øâèäêiñòü êîðàáëÿ
íàä Ìiñÿöåì (ïîáëèçó Ìiñÿöÿ), à u (t) � òÿãà äâèãóíà êîðàáëÿ. ×åðåç

M ïîçíà÷èìî ìàñó êîðàáëÿ áåç ïàëèâà, h0 , v0 � ïî÷àòêîâó âèñîòó i

âåðòèêàëüíó øâèäêiñòü, F � ïî÷àòêîâèé çàïàñ ïàëèâà, ÷åðåç α � ìà-

êñèìàëüíó òÿãó, ÿêó ìîæå ðîçâèíóòè äâèãóí, ÷åðåç k � äåÿêó ñòàëó, à

÷åðåç g � ãðàâiòàöiéíå ïðèñêîðåííÿ Ìiñÿöÿ.

Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî g ñòàëà áiëÿ ïîâåðõíi Ìiñÿöÿ. Àíàëîãi÷íî

ïîïåðåäíié çàäà÷i, ðiâíÿííÿ ðóõó êîðàáëÿ ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

ḣ = v, v̇ = g +
u

m
, ṁ = −ku

(âiñü êîîðäèíàò ìè íàïðàâèëè â ñòîðîíó, ïðîòèëåæíó ñèëi ãðàâiòàöi¨).

Â öié çàäà÷i ñèëà òÿãè u (t) äâèãóíà êîðàáëÿ ¹ êåðóâàííÿì, ç îáìåæåí-
íÿì 0 ≤ u (t) ≤ α. Ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó

t0 = 0 , à êiíöåâèé ìîìåíò t1 ðiâíèé ìîìåíòó ÷àñó, â ÿêèé êîðàáåëü

âïåðøå äîñÿãà¹ Ìiñÿöÿ. Âií áóäå çíàõîäèòèñÿ â ïðîöåñi ðîçâ'ÿçàííÿ

çàäà÷i (ñïî÷àòêó íåâiäîìèé). Êðàéîâi óìîâè ìàþòü âèãëÿä

h (0) = h0, v (0) = v0, m (0) =M + F, h (t1) = 0, v (t1) = 0.



7

Äâi îñòàííi óìîâè � öå óìîâè ì'ÿêî¨ ïîñàäêè. Çàäà÷à êåðóâàííÿ ïîëÿ-

ãà¹ â ìàêñèìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó m (t1)→ sup .
4. Ìîäåëü Ðàìñåÿ äëÿ îäíîñåêòîðíî¨ åêîíîìiêè. Ïðèïó-

ñêà¹òüñÿ, ùî òåìï ðîñòó âèðîáíèöòâà y (t) åêîíîìiêè i êàïiòàë K (t)
ïîâ'ÿçàíi çà äîïîìîãîþ âèðîáíè÷î¨ ôóíêöi¨ y (t) = F (K (t)) . Íîðìà
ñïîæèâàííÿ c (t) ïðîïîðöiéíà ôóíêöi¨ G (K (t)) êàïiòàëó ç ìíîæíè-

êîì u (t) , òîáòî c (t) = u (t)G (K (t)) i 0 ≤ u (t) ≤ 1 . Òîäi òåìï çìiíè

êàïiòàëó ðiâíèé

K̇ (t) = F (K (t))− u (t)G (K (t)) . (1.1)

Íåõàé H (c) � ôóíêöiÿ êîðèñíîñòi, ÿêà ïðåäñòàâëÿ¹ êîðèñíiñòü ñèñòå-

ìè ïðè íîðìi ñïîæèâàííÿ c . Êðèòåðié ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨

ñèñòåìè çàäà¹òüñÿ iíòåãðàëîì âiä ôóíêöi¨ êîðèñíîñòi

t1∫
t0

H (u (t)G (K (t))) dt.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi òi¹¨ ÷àñòèíè u (t) , ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
íà ñïîæèâàííÿ i ïðè ÿêié êàïiòàë, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (1.1), çìi-

íþ¹òüñÿ âiä ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ K (t0) = K0 äî áàæàíîãî çíà÷åííÿ

K (t1) = K , à iíòåãðàë äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó.

5. Íàéïðîñòiøà çàäà÷à âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ. Íàéïðîñòi-

øó çàäà÷ó âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. À ñàìå, ââåäåìî êåðóâàííÿ ẋ (t) = u (t) i íî-

âó ôàçîâó çìiííó y (t) =
t∫

t0

L (s, x(s), u(s)) ds. Òîäi îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü {
ẋ = u

ẏ = L (t, x, u)

ç êðàéîâèìè óìîâàìè x (t0) = x0 , x (t1) = x1 , y (t0) = 0 , êåðóâàííÿì
u ∈ R

1 i óìîâîþ ìiíiìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó

t1∫
t0

L (t, x(t), u(t)) dt = y(t1)→ inf .
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ßê âèäíî ç íàâåäåíèõ ïðèêëàäiâ ôóíêöiîíàëè, ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ

íà åêñòðåìóì, àíàëîãi÷íi ôóíêöiîíàëàì iç êëàñè÷íîãî âàðiàöiéíîãî

÷èñëåííÿ, òîáòî ¹ àáî ôóíêöiîíàëàìè Ëàãðàíæà, àáî Áîëüöà, àáî

Ìàé¹ðà. Îäíà÷å ìiæ çàäà÷àìè âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ i çàäà÷àìè

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ¹ ñóòò¹âà âiäìiííiñòü. Â îñòàííiõ êåðóâàííÿ

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ iç çàìêíóòî¨ ìíîæèíè (ïðèêëàäè 1-4), òîäi ÿê

â çàäà÷àõ âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ, êåðóâàííÿ (ÿêùî éîãî ââåñòè),

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ç âiäêðèòî¨ ìíîæèíè (ïðèêëàä 5). Âèÿâèëîñÿ, ùî

äàíà âiäìiííiñòü âèêëèêà¹ ïðèíöèïîâi ñêëàäíîñòi ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ìåòîäàìè êëàñè÷íîãî âàðiàöiéíî-

ãî ÷èñëåííÿ äàíi çàäà÷i, âçàãàëi êàæó÷è, ðîçâ'ÿçàòè íå ìîæëèâî.

Îñòàíí¹ çóìîâèëî ïîøóê íîâèõ ìåòîäiâ ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ. Íà âiäìiíó

âiä çàäà÷ âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ, îñíîâíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ ÿêèõ

áóëè âiäîìi ùå â XVIII ñò., çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ íàâ÷èëèñÿ

ðîçâ'ÿçóâàòè ïîðiâíÿíî íåäàâíî, â 50-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ. Íà

äàíèé ÷àñ ¹ äâà îòðèìàíèõ ìàéæå îäíî÷àñíî ìåòîäè ðîçâ'ÿçàííÿ

òàêèõ çàäà÷. Öå ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà, ðîçðîáëåíèé ãðóïîþ

òîäi ùå ðàäÿíñüêèõ ìàòåìàòèêiâ ïiä êåðiâíèöòâîì Ë.Ñ. Ïîíòðÿãiíà, i

ìåòîä äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ Ð. Áåëëìàíà, îòðèìàíèé ãðóïîþ

àìåðèêàíñüêèõ ìàòåìàòèêiâ ïiä êåðiâíèöòâîì Ð. Áåëëìàíà. Öå äâà

ðiçíèõ ìåòîäè. Îäèí ç iíøîãî, âçàãàëi êàæó÷è, íå âèïëèâà¹. ßêùî

äëÿ êåðóâàííÿ äåòåðìiíîâàíèìè ñèñòåìàìè îñíîâíèì ìàòåìàòè÷íèì

àïàðàòîì ¹ ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà, òî äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ

ñèñòåì îñíîâíèì ìåòîäîì ¹ ìåòîä äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ Áåëë-

ìàíà. Ðîçãëÿäó öèõ äâîõ ìåòîäiâ i ïðèñâÿ÷åíèé äàíèé ïîñiáíèê.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Îñíîâíèì åëåìåíòîì áóäü-ÿêî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ¹

êåðîâàíèé îá'¹êò, åâîëþöiÿ ÿêîãî â ïðîñòîði R
n îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx

dt
= ẋ = f (t, x, u) , (1.2)

äå t ∈ R
1 , x ∈ R

n , u ∈ R
m . Ïðè öüîìó âåêòîð x (t) = (x1 (t) , . . . , xn (t))

íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì ñòàíiâ, àáî ôàçîâèì âåêòîðîì. Â ñèñòåìó (1.2) u
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âõîäèòü ÿê ïàðàìåòð, ÿêèé ïðèéìà¹ ñâî¨ çíà÷åííÿ â äåÿêié çàìêíåíié

ïiäìíîæèíi U ⊂ R
m .

Íåõàé V � ìíîæèíà êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ ôóíêöié u (t) çi çíà÷åí-
íÿìè â U , ïðè÷îìó êîæíà ôóíêöiÿ u (t) âèçíà÷åíà íà äåÿêîìó iíòåð-

âàëi [t0, t1] , ÿêèé ìîæå áóòè ðiçíèì äëÿ ðiçíèõ åëåìåíòiâ ç V, â òî÷êàõ
ðîçðèâó ôóíêöiþ u (t) áóäåìî ââàæàòè íåïåðåðâíîþ çïðàâà. Ôóíêöiþ

u (t) , ùî íàëåæèòü V, íàçâåìî êåðóâàííÿì. Âiäíîñíî âåêòîð-ôóíêöi¨

f : R
1 × R

n × U → R
n áóäåìî ââàæàòè, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi ïðè âñiõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ,

ùî áóäóòü çóñòði÷àòèñÿ â çàäà÷i, ÿê ïðàâèëî áóäåìî ââàæàòè ôóíêöiþ

f âèìiðíîþ çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ i òàêîþ, ùî ìà¹ íåïåðåðâíi ïîõiäíi

ïî x .
Òàêèì ÷èíîì, ïiäñòàâëÿþ÷è çàìiñòü u â (1.2) ôóíêöi¨ ç V, áóäåìî

îòðèìóâàòè ðiçíi ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, à âiäòàê, i ðiçíi

çàêîíè åâîëþöi¨ îá'¹êòó. Òàêèì ÷èíîì, ÷åðåç ôóíêöiþ u (t) ìè ìîæåìî
êåðóâàòè åâîëþöi¹þ.

Çàäà÷à îïòèìiçàöi¨ � çíàéòè òàêå êåðóâàííÿ, ïðè ÿêîìó âèêîíóþ-

òüñÿ äåÿêi îáìåæåííÿ i ìiíiìiçó¹òüñÿ ïåâíèé ôóíêöiîíàë. Âèãëÿä îáìå-

æåíü i ôóíêöiîíàëiâ âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâàìè ðåàëüíèõ çàäà÷.

Çàãàëüíà ïîñòàíîâêà, ÿêó ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè, íàñòóïíà. Â ïðî-

ñòîði KC1 (∆, Rn)× KC (∆, U)× R
2 ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à:

B0 (x (t) , u (t) , t0, t1)→ inf, (1.3)

ẋ = f (t, x, u) , (1.4)

u (t) ∈ V, ∀t ∈ [t0, t1] , (1.5)

Bi (x (t) , u (t) , t0, t1) ≤ 0, i = 1, . . . ,m0, (1.6)

Bi (x (t) , u (t) , t0, t1) = 0, i = m0 + 1, . . . ,m, (1.7)

äå Bi (x (t) , u (t) , t0, t1) =
t1∫
t0

ϕi (t, x, u) dt+ ψi (t0, x (t0) , t1, x (t1)) ,

i = 0, 1, . . . ,m . Òóò ∆ � çàäàíèé ñêií÷åíèé âiäðiçîê, t0, t1 ∈ ∆ .

Îçíà÷åííÿ 1.1. ×åòâiðêà {x (t) , u (t) , t0, t1} íàçèâà¹òüñÿ äîïó-

ñòèìèì êåðîâàíèì ïðîöåñîì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.4)-(1.7).

Îçíà÷åííÿ 1.2. Äîïóñòèìèé êåðîâàíèé ïðîöåñ

{x (t) , u (t) , t0, t1} íàçèâà¹òüñÿ îïòèìàëüíèì (ëîêàëüíî), ÿêùî
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∃ ε > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äîïóñòèìîãî êåðîâàíîãî ïðî-

öåñó
{
x̃ (t) , ũ (t) , t̃0, t̃1

}
òàêîãî, ùî

∣∣tk − t̃k
∣∣ < ε, k = 0, 1 i

|x (t)− x̃ (t)| < ε äëÿ âñiõ t ∈ [t0, t1] ∩
[
t̃0, t̃1

]
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

B0

(
x̃ (t) , ũ (t) , t̃0, t̃1

) ≥ B0 (x (t) , u (t) , t0, t1) .

Çàóâàæåííÿ. Ôóíêöiîíàëè, ðîçãëÿíóòi â çàäà÷i (1.3)-(1.7), ¹ ôóí-

êöiîíàëàìè òèïó Áîëüöà, òîìó ïî àíàëîãi¨ ç âàðiàöiéíèì ÷èñëåííÿì,

òàêó çàäà÷ó áóäåìî íàçèâàòè çàäà÷åþ Áîëüöà. ßêùî æ ôóíêöiîíà-

ëè áóäóòü ìiñòèòè ëèøå iíòåãðàëüíi, àáî ëèøå òåðìiíàëüíi ÷ëåíè, òî

çàäà÷ó âiäïîâiäíî íàçâåìî çàäà÷åþ Ëàãðàíæà àáî Ìàé¹ðà. Àëå, íà âiä-

ìiíó âiä çàäà÷ âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ, áóäü-ÿêó çàäà÷ó (1.3)-(1.7) ìî-

æíà çâåñòè äî çàäà÷i Ìàé¹ðà øëÿõîì ðîçøèðåííÿ ôàçîâîãî ïðîñòîðó.

Äiéñíî, ÿêùî äî ôàçîâèõ êîîðäèíàò (x1, . . . , xn) äîäàòè ùå êîîðäè-

íàòè xi
0, (i = 0, ...,m) , çàêîí çìiíè ÿêèõ ìà¹ âèãëÿä ẋi

0 = ϕi (t, x, u) ,
òî Bi áóäóòü ìàòè âèãëÿä Bi = xi

0 (t1) + ψi (t0, x (t0) , t1, x (t1)) , òîá-
òî ñòàíóòü ôóíêöiîíàëàìè òèïó Ìàé¹ðà. Ïðè öüîìó ñèñòåìà äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðîçøèðèòüñÿ i ç'ÿâëÿòüñÿ äîäàòêîâî îáìåæåííÿ

xi
0 (t0) = 0, i = 0, . . . ,m .

Îòîæ íàäàëi, ÿêùî íå áóäå êîíêðåòíî îáóìîâëåíî, çàäà÷ó îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ áóäåìî ââàæàòè çàäà÷åþ Ìàé¹ðà.
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Ðîçäië 1.

ÌÅÒÎÄ ÄÈÍÀÌI×ÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÓÂÀÍÍß

� 1.1. Ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòi Áåëëìàíà

Ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

ϕ (T1, x (T1))→ inf,
ẋ = f (t, x (t) , u (t)) , T0 ≤ t ≤ T1,

x (T0) = x0, (T1, x (T1)) ∈ M ⊆ R
n+1,

u (t) ∈ U ⊂ R
m, ∀t ∈ [T0, T1] ,

(1.8)

äå T0 � ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó, T1 � íåôiêñîâàíèé, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

ìîìåíòîì ïåðøîãî ïîïàäàííÿ òî÷êè (T1, x (T1)) â çàìêíåíó ìíîæèíó

M .

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ñåðåä óñiõ

äîïóñòèìèõ êåðóâàíü, ÿêi ïåðåâîäÿòü òî÷êó ç ïîëîæåííÿ (T0, x0) â

ìíîæèíó M , çíàéòè òàêå, ïðè ÿêîìó ìiíiìiçó¹òüñÿ ôóíêöiîíàë ϕ .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç �s,y ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êåðóâàíü, ùî ïåðåâî-

äÿòü ñèñòåìó ç ïîëîæåííÿ (s, y) â ìíîæèíó M .

Îçíà÷åííÿ 1.3. Ôóíêöiþ B (s, y) = inf
u∈�s,y

ϕ (T1, x (T1)) íàçèâà-

þòü ôóíêöi¹þ Áåëëìàíà çàäà÷i (1.8).

ßêùî �s,y = ∅ òî áóäåìî ââàæàòè, ùî B (s, y) =∞ .

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çíàííÿ ôóíêöi¨ Áåëëìàíà äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçàòè çà-

äà÷ó (1.1). Çâè÷àéíî, çíàéòè ¨¨ â ÿâíîìó âèãëÿäi äîñèòü ñêëàäíî, àëå

ìîæíà âñòàíîâèòè äåÿêi ¨¨ âëàñòèâîñòi, ùî äîçâîëÿ¹ ïðè ïåâíèõ óìîâàõ

çàïèñàòè ðiâíÿííÿ äëÿ ¨¨ âèçíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 1.1 (âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Áåëëìàíà).

1. Ôóíêöiÿ Áåëëìàíà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó

B (s, y) = ϕ (s, y) ïðè (s, y) ∈ M.

2. ßêùî u (t) ∈ �T0,x0 , à x (t) � iíòåãðàëüíà êðèâà, ÿêà âiäïîâiäà¹

äàíîìó êåðóâàííþ, òî ôóíêöiÿ Áåëëìàíà âçäîâæ íå¨ B (t, x (t))
¹ íåñïàäíîþ íà [T0, T1] .
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3. Ôóíêöiÿ Áåëëìàíà âçäîâæ îïòèìàëüíî¨ òðà¹êòîði¨ ñòàëà.

Äîâåäåííÿ . Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíi òî÷êè τ1 i τ2 òàêi, ùî

T0 ≤ τ1 < τ2 ≤ T1 . Äëÿ ∀t ∈ [T0, T1] �t,x(t) �= ∅ . Ïîáóäó¹ìî äîïó-

ñòèìå êåðóâàííÿ ũ (t) =

{
u (t) , τ1 ≤ t ≤ τ2

û (t) , τ2 ≤ t ≤ T̃1
, äå û (t) ∈ �τ2,x(τ2) . Òîäi

B (τ1, x (τ1)) ≤ ϕ
(
T̃1, x

(
T̃1

))
äëÿ äîâiëüíîãî û(t) ∈ �τ2,x(τ2). Òîìó

B (τ1, x (τ1)) ≤ inf
u∈�τ2,x(τ2)

ϕ (T1, x (T1)) = B (τ2, x (τ2)) .

Òåïåð íåõàé u∗ (t) ∈ �T0,x0 � îïòèìàëüíà íà [T0, T
∗
1 ] , à x∗ (t) �

âiäïîâiäíà iíòåãðàëüíà êðèâà. Òîäi B (T0, x0) = ϕ (T ∗
1 , x∗ (T ∗

1 )) .
Ç iíøîãî áîêó, â ñèëó âëàñòèâîñòåé 1) i 2), ìà¹ìî

B (T0, x0) ≤ B (t, x∗ (t)) ≤ B (T ∗
1 , x∗ (T ∗

1 )) = ϕ (T ∗
1 , x∗ (T ∗

1 )) . �
Âiäçíà÷èìî, ùî äàíi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ Áåëëìàíà ¹ íåîáõiäíè-

ìè óìîâàìè îïòèìàëüíîñòi. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è ¹ âîíè i äîñòàòíiìè.

Íàñòóïíà òåîðåìà ãîâîðèòü, ùî âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ ïîçèòèâíà.

Òåîðåìà 1.2 (Áåëëìàíà).

Äëÿ òîãî, ùîá êåðóâàííÿ u∗ (t) ∈ �T0,x0 i âiäïîâiäíà iíòåãðàëüíà

êðèâà x∗ (t) áóëè îïòèìàëüíèìè, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî iñíóâàííÿ

ôóíêöi¨ z (s, y) : Rn+1 → R̄
1 òàêî¨, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) z (s, y) = ϕ (s, y) ïðè (s, y) ∈ M ;

2) ÿêùî u (t) ∈ �T0,x0 , à x (t) � âiäïîâiäíà iíòåãðàëüíà êðèâà, òî

z (t, x (t)) íåñïàäíà íà [T0, T1] ;

3) z (t, x∗ (t)) = const íà [T0, T
∗
1 ] .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü òåîðåìè î÷åâèäíà. Äîâåäåìî äîñòà-

òíiñòü. Â ñèëó óìîâ ìà¹ìî, ùî, z (T0, x0) ≤ ϕ (T1, x (T1)) äëÿ äîâiëüíî-

ãî êåðóâàííÿ u (t) ∈ �T0,x0 . Äëÿ êåðóâàííÿ u∗ (t) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü
z (T0, x0) = ϕ (T ∗

1 , x∗ (T ∗
1 )) , ùî é äîâîäèòü òåîðåìó. �

Íàñëiäîê 1.1 (ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòi Áåëëìàíà). ßêùî

u∗ � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ç �T0,x0 , à x∗ � âiäïîâiäíà iíòåãðàëüíà

êðèâà, òî çâóæåííÿ êåðóâàííÿ u∗ íà [t, T ∗
1 ] ¹ îïòèìàëüíèì êåðóâà-

ííÿì áóäü-ÿêî¨ çàäà÷i êåðóâàííÿ ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè (t, x∗ (t)) , äå
T0 ≤ t ≤ T1.
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Ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿê ïåðåâiðèòè, ùî äåÿêà ôóíêöiÿ ¹

íåñïàäíîþ âçäîâæ êîæíî¨ òðà¹êòîði¨ iç çàäàíî¨ ìíîæèíè òðà¹êòîðié?

×è ìîæíà öþ ïåðåâiðêó çâåñòè äî ïåðåâiðêè ìåíøîãî ÷èñëà óìîâ?

Êðiì òîãî âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïîáóäîâè êëàñó ôóíêöié z (s, y) , ÿêîìó
íàëåæèòü ôóíêöiÿ Áåëëìàíà. Íàñòóïíi ðåçóëüòàòè äàäóòü âiäïîâiäü

íà öi ïèòàííÿ.

Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ Áåëëìàíà B (t, x) ∈ C1
(
R

n+1
)

(â ïîäàëüøîìó ìè öþ óìîâó ïîñëàáèìî). ßêùî u (s) ∈ �t,x (t, x � äî-

âiëüíi òî÷êè), à x (s) � âiäïîâiäíà òðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè, òî â ñèëó âëà-

ñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Áåëëìàíà B (s, x (s))¹ íåñïàäíîþ, à îñêiëüêè x (s)
¹ êóñêîâî-ãëàäêîþ, òî

d

ds
B (s, x (s)) ≥ 0 (1.9)

(â òî÷êàõ ðîçðèâó ïîõiäíî¨ ẋ (s) áåðåòüñÿ ¨¨ ïðàâîñòîðîííÿ ïîõiäíà

ẋ (s) = f (s, x (s) , u (s+))) . Ç (1.9) îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ ∀s

d

ds
B (s, x (s)) =

∂B (s, x (s))
∂s

+
n∑

i=1

∂B (s, x (s))
∂xi

fi (s, x (s) , u (s)) ≥ 0.

Ïðè s = t ç îñòàííüî¨ ôîðìóëè îòðèìà¹ìî, ùî

∂B (t, x)
∂t

+
n∑

i=1

∂B (t, x)
∂xi

fi (s, x, u) ≥ 0 (1.10)

À îñêiëüêè íà îïòèìàëüíîìó êåðóâàííi ôóíêöiÿ Áåëëìàíà ñòàëà, òî

d

ds
B (s, x∗ (s)) = 0. (1.11)

Ç (1.10) i (1.11) âèïëèâà¹, ùî ÿêùî â �t,x iñíó¹ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ,

òî ôóíêöiÿ B (t, x) çàäîâîëüíÿ¹ íåëiíiéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ â

÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

min
u∈U

{
Bt +

n∑
i=1

Bxifi (t, x, u)

}
= 0, (1.12)

ïðè÷îìó ìiíiìóì â (1.12) äîñÿãà¹òüñÿ íà ïðàâîñòîðîííié ãðàíèöi

u∗ (t+) îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ â ìîìåíò ÷àñó t .
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Ðiâíÿííÿ (1.12) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Áåëëìàíà ìåòîäó äèíàìi-

÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ.

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.3 (äîñòàòíÿ óìîâà îïòèìàëüíîñòi ó ôîðìi

ìåòîäó äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ).

ßêùî B (t, x) ∈ C1
(
R

n+1
)
¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà òà-

êèì, ùî B (s, y) = ϕ (s, y) ïðè (s, y) ∈ M, à u∗ (t) ∈ �T0,x0 , x
∗ (t) �

âiäïîâiäíà òðà¹êòîðiÿ òàêà, ùî

Bt (t, x∗ (t)) +
n∑

i=1

Bxifi (t, x∗ (t) , u∗ (t)) = 0,

òî u∗ (t) � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ.

Äîâåäåííÿ äàíî¨ òåîðåìè ëåãêî îòðèìó¹òüñÿ ç òåîðåìè Áåëëìàíà.

Ïðèêëàä. Çíàéòè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ÷åðåç ôóíêöiþ Áåëëìà-

íà i çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà ó âèãëÿäi, ùî íå âêëþ÷à¹ ÿâíî êå-

ðóâàííÿ.

T → inf
ẍ = u, |u| ≤ 1
x (0) = 1, ẋ (0) = 1, x (T ) = ẋ (T ) = 0

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåéäåìî âiä ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äî ñèñòåìè äâîõ

ðiâíÿíü, ïðè öüîìó çàäà÷à ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi:
T → inf
ẋ = y

ẏ = u, |u| ≤ 1
x (0) = 1, y (0) = 1, x (T ) = y (T ) = 0

Ôóíêöiÿ Áåëëìàíà áóäå çàëåæàòè âiä òðüîõ çìiííèõ B (t, x, y) .

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà: min
|u|≤1

{
∂B
∂t +

∂B
∂x y + ∂B

∂y u
}
= 0 . Ïåð-

øèõ äâà äîäàíêè âiä u íå çàëåæàòü, òîìó ìà¹ìî

∂B

∂t
+

∂B

∂x
y + min

|u|≤1

∂B

∂y
u = 0.
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Ìiíiìóì çàëåæèòü âiä çíàêó ∂B
∂y (âií äîñÿãà¹òüñÿ ïðè u = −1 , ÿêùî

∂B
∂y < 0 i ïðè u = 1 , ÿêùî ∂B

∂y > 0) , òîìó ðiâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó

∂B
∂t +

∂B
∂x y −

∣∣∣∂B
∂y

∣∣∣ = 0 . Öå i ¹ ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà ó ôîðìi, ùî ÿâíî íå

âêëþ÷à¹ êåðóâàííÿ, à îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ÷åðåç ôóíêöiþ Áåëëìàíà

çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

u∗ =

{
1, ∂B

∂y ≤ 0
−1, ∂B

∂y > 0
.

Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà, ìè áóäåìî ìàòè ÿâíèé âèãëÿä ôóí-

êöi¨ Áåëëìàíà, à âiäòàê âêàæåìî îáëàñòi â ïðîñòîði R
3 äëÿ ÿêèõ âèêî-

íóþòüñÿ íåðiâíîñòi äëÿ ∂B
∂y , çâiäêè äëÿ êîæíî¨ òî÷êè ïðîñòîðó R

3 ìè

âêàæåìî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â öié òî÷öi, òîáòî îòðèìà¹ìî ôóíêöiþ

u∗ = u∗ (t, x, y) (1.13)

� îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó (ñèíòåçó). Ïiä-

ñòàâèâøè ¨¨ â êåðîâàíó ñèñòåìó i ðîçâ'ÿçàâøè ¨¨, îòðèìà¹ìî, âðàõó-

âàâøè êðàéîâi óìîâè, îïòèìàëüíó òðà¹êòîðiþ x∗ = x∗ (t) , y∗ = y∗ (t)
i îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, ÿê ôóíêöiþ âiä t : u∗ = u∗ (t, x∗ (t) , y∗ (t)) �
ïðîãðàìíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ.

Ïðè öüîìó ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâ:

x∗ (T ) = 0, y∗ (T ) = 0 .

Âiäïîâiäü: u∗ =

{
1, ∂B

∂y ≤ 0
−1, ∂B

∂y > 0
� îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ, äå

B (t, x, y) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà

∂B

∂t
+

∂B

∂x
y −
∣∣∣∣∂B

∂y

∣∣∣∣ = 0. (1.14)

Çàóâàæåííÿ. ßê áà÷èìî îñíîâíà ñêëàäíiñòü òàêèõ çàäà÷ ïîëÿãà¹ ó

ðîçâ'ÿçàííi ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà. Ó ðîçãëÿíóòîìó ïðèêëàäi ðiâíÿííÿ

Áåëìàíà ¹ íåëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì â ÷àñòèííèõ ïîõi-

äíèõ. Òàêi ðiâíÿííÿ, âçàãàëi êàæó÷è, íå ðîçâ'ÿçóþòüñÿ. Îäíàê, êîëè

ôàçîâèé ïðîñòið îäíîìiðíèé àáî çàäà÷à ìà¹ ñïåöiàëüíèé âèãëÿä, ðiâíÿ-

ííÿ Áåëëìàíà iíêîëè ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ. Òîìó äåÿêi ñïåöiàëüíi êëàñè çàäà÷

ìîæíà â ÿâíîìó âèãëÿäi ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâà-

ííÿ Áåëëìàíà.
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�1.2. Ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà çàäà÷i îïòèìàëüíî¨ øâèäêîäi¨

Íåõàé òðà¹êòîðiÿ ðóõó êåðîâàíîãî îá'¹êòà â ïðîñòîði R
n îïèñó¹-

òüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ẋ = f (t, x, u)

äå t ∈ R
1, x ∈ R

n, u ∈ U ⊂ R
m , ç âèêîíàííÿì äëÿ íèõ óìîâ çàãàëüíî¨

ïîñòàíîâêè çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ .

Çàäà÷à îïòèìàëüíî¨ øâèäêîäi¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âèçíà÷èòè êåðó-

âàííÿ u (t) ∈ U ⊂ R
m , ÿêå ïåðåâîäèòü êåðîâàíèé îá'¹êò ç ïî÷àòêîâîãî

ïîëîæåííÿ x0 â ìîìåíò ÷àñó t0 â ïîëîæåííÿ x1 çà íàéìåíøèé ÷àñ.

Òîáòî ðîçãëÿäà¹òüñÿ íàñòóïíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

T − t0 → inf,
ẋ = f (t, x, u) ,
x (t0) = x0, x (T ) = x1,

u ∈ U ⊂ R
m.

(1.15)

Â ïðèïóùåííi ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ Áåëëìàíà, âèâåäåìî ðiâíÿííÿ Áåëë-

ìàíà äëÿ äàíî¨ çàäà÷i.

Äëÿ òàêî¨ çàäà÷i ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà (1.12) ìîæíà äåùî ñïðîñòèòè

âðàõîâóþ÷è òå, ùî ôóíêöiÿ Áåëëìàíà â äàíîìó âèïàäêó îçíà÷à¹ ìi-

íiìàëüíèé ÷àñ ïåðåõîäó ñèñòåìè ç ïîëîæåííÿ (t0, x0) â òî÷êó (T, x1) .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B1(x(τ)) � ìiíiìàëüíèé ÷àñ ïåðåõîäó ñèñòåìè ç ïîëî-
æåííÿ x(τ) (â ÿêîìó âîíà çíàõîäèëàñÿ â ìîìåíò τ ) â ïîëîæåííÿ x1 .

Òîäi ñèñòåìà, ùî çíàõîäèëàñü ñïî÷àòêó â ïîëîæåííi (t0, x0) , çàòðàòè-
ëà ÷àñ τ , ùîá ïîïàñòè â (τ, x(τ)) , à äàëi çàòðàòèëà ÷àñ B1(x(τ)) , ùîá
ïîïàñòè â ïîëîæåííÿ x1 . Îòæå ñóìàðíèé ìiíiìàëüíèé ÷àñ ïåðåõîäó ç

x0 â x1 ðiâíèé τ + B1(x(τ)) . Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ Áåëëìàíà çàäà÷i

(1.15) ìà¹ âèãëÿä B (t, x) = t+B1 (x)− t0 , à ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà (1.12)

íàáóâà¹ âèãëÿäó

min
u∈U

n∑
i=1

Bxifi (t, x, u) = −1. (1.16)

Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó, êîëè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ëiíiéíå, çà-

äà÷ó (1.15) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè, ùî iëþñòðó¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä.
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Ïðèêëàä. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíî¨ øâèäêîäi¨ íà ïðÿìié:

T → inf,
ẋ = ax+ u, a > 0,
x (0) = x0, x (T ) = 0,
|u| ≤ 1.

(1.17)

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà min
|u|≤1

[B′ (x) (ax+ u)] = −1
ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ B (0) = 0 . Äàíå ðiâíÿííÿ ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âè-

ãëÿäi axB′ (x) − |B′ (x)| = −1 . Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ

ñïiââiäíîøåííÿì u∗ =
{

1, B′ (x) < 0
−1, B′ (x) > 0

.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ Áåëëìàíà B (x) � öå ìiíiìàëüíèé ÷àñ ïåðåõîäó

ç òî÷êè x â òî÷êó 0, òî ôóíêöiÿ B (x) > 0 , x �= 0 . Î÷åâèäíî, ùî âîíà
ìîíîòîííî çðîñòà¹ ïðè x > 0 i ñïàäà¹ ïðè x < 0 . Îòæå, B′ (x) > 0
ïðè x > 0 i B′ (x) < 0 ïðè x < 0 . Òîìó ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi

B′ (x) [ax − 1] = −1, x > 0; B′ (x) [ax+ 1] = −1, x < 0.

Çâiäêè B (x) , ç óðàõóâàííÿì ïî÷àòêîâî¨ óìîâè, ìà¹ âèãëÿä

B (x) = −1
a
ln (1− a |x|) , |x| < 1

a
(1.18)

Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ìà¹ âèãëÿä u∗ (t, x) =
{

1, x < 0
−1, x > 0

.

Îïòèìàëüíó òðà¹êòîðiþ âèçíà÷à¹ìî ç ðiâíÿííÿ

ẋ = ax − sign x, x (0) = x0 , à ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó

âèçíà÷èìî àáî ç óìîâè x∗ (T ) = 0 , àáî áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ Áåëëìàíà: B (x0) = − 1
a ln (1− a |x0|) .

Çàóâàæåííÿ. ßê âèäíî ç (1.18), çàäà÷à (1.17) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ìå-

òîäîì ôóíêöi¨ Áåëëìàíà íå äëÿ âñiõ x0 . Îñòàíí¹ ïîâ'ÿçàíå ç òèì, ùî

ãëàäêî¨ ôóíêöi¨ Áåëëìàíà äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìîæå i

íå iñíóâàòè.
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�1.3. Çàäà÷à àíàëiòè÷íîãî êîíñòðóþâàííÿ

ëiíiéíîãî ðåãóëÿòîðà

Íàñòóïíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìà¹ âàæëèâå ïðàêòè÷íå

çíà÷åííÿ, îñêiëüêè âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â òåõíiöi ïðè ðîçâ'ÿçàííi áàãà-

òüîõ çàäà÷ êîíñòðóþâàííÿ. Âîíà ìà¹ âèãëÿä

J = (Dx (T1) , x (T1)) +

T1∫
T0

[(F (t)x, x) + (E (t)u, u)] dt → inf

ẋ = A (t)x+B (t)u.

(1.19)

Êiíöi âiäðiçêà T0 i T1 ôiêñîâàíi, ëiâèé êiíåöü çàêðiïëåíèé x (T0) = x0 ,

ïðàâèé êiíåöü âiëüíèé x (T1) ∈ R
n , îáìåæåíü íà êåðóâàííÿ íåìà¹ �

u ∈ R
m .

Màòðèöi D i F (t) � n×n-ìiðíi, ñèìåòðè÷íi, íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíi,
E(t) � m × m-ìiðíà, ñèìåòðè÷íà, äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ, A(t) �
n × n-ìiðíà ìàòðèöÿ, B(t) � n × m-ìiðíà ìàòðèöÿ. Áóäåìî ââàæàòè,

ùî êîìïîíåíòè öèõ ìàòðèöü � íåïåðåðâíi íà [T0, T1] ôóíêöi¨.
Òàêà çàäà÷à õàðàêòåðíà òèì, ùî ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà äëÿ íå¨ çâî-

äèòüñÿ äî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi.

Ðîçâ'ÿæåìî öþ çàäà÷ó. Ôóíêöiîíàë, ÿêèé ìiíiìiçó¹òüñÿ, ¹ ôóíêöiî-

íàëîì Áîëüöà. Çâåäåìî éîãî äî ôóíêöiîíàëó Ìàé¹ðà. Äëÿ öüîãî ââå-

äåìî ùå îäíó ôàçîâó çìiííó x0 íàñòóïíèì ÷èíîì

x0 = x0(t) =

t∫
T0

((F (s)x(s), x(s)) + (E(s)u(s), u(s))) ds,

x0(T0) = 0.

(1.20)

Òîäi ðîçøèðåíèé ôàçîâèé âåêòîð x̄ =
(

x0

x

)
∈ R

n+1 , à ôóíêöiîíàë

íàáóâà¹ âèãëÿäó

J = (Dx(T1), x(T1)) + x0(T1) =: ϕ(x̄(T1)).

Áóäåìî øóêàòè ôóíêöiþ Áåëëìàíà äàíî¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi

B(t, x̄) = x0 − (S(t)x, x), (1.21)
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äå S(t) � äèôåðåíöiéîâíà íà [T0, T1] , n×n-ìiðíà, ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ
i òàêà, ùî S(T1) = −D . Äëÿ òàêî¨ ôóíêöi¨ B(t, x̄) ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà

(1.12) íàáóäå âèãëÿäó:

min
u∈Rm

{−(Ṡ(t)x, x) + (F (t)x, x) + (E(t)u, u)−
−((S(t) + ST (t))x,A(t)x+B(t)u)} = 0 .

(1.22)

Ïîõiäíà Ôðåøå ïî çìiííié u âèðàçó â äóæêàõ äîðiâíþ¹

2E(t)u − 2BT (t)S(t)x , îòæå, ìiíiìóì â (1.22) äîñÿãà¹òüñÿ ïðè

u = E−1(t)BT (t)S(t)x, (1.23)

äå ìàòðèöÿ S(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi

{
Ṡ(t) + S(t)A(t) +AT (t)S(t) + S(t)B(t)E−1(t)BT (t)S(t) = F (t);
S(T1) = −D.

(1.24)
Îñêiëüêè ïðè òðàíñïîíóâàííi (1.24) îòðèìà¹ìî òó ñàìó çàäà÷ó äëÿ

ST (t) , òî, â ñèëó ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ (1.24), îñòàòî÷íî

ìà¹ìî òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.4. ßêùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.24), ùî âèçíà-

÷åíèé íà ïðîìiæêó [T0, T1] , òî çàäà÷à (1.19) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ïðè÷îìó

îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó çàäà¹òüñÿ ôîðìó-

ëîþ (1.23). Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ Áåëëìàíà B(t, x̄) ∈ C1 i çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ (1.21).

Ðiâíÿííÿ (1.24) ¹ ìàòðè÷íèì ðiâíÿííÿì Ðiêêàòi. Îòæå, ðiâíÿííÿ

Áåëëìàíà â çàäà÷i (1.19) ìè çâåëè äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü Ðiêêàòi.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíî¨ òðà¹êòîði¨ îòðèìó¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi

äëÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü{
ẋ(t) =

(
A(t) +B(t)E−1(t)BT (t)S(t)

)
x(t);

x(T0) = x0.
(1.25)
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Ïðèêëàä. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:
J =

1∫
0

u2(t)dt+ x2(1)→ inf,

ẋ(t) = u(t), t ∈ [0, 1],
x(0) = x0.

(1.26)

Ðîçâ'ÿçîê. Äàíà çàäà÷à � òèïó (1.19) ç D = 1 , F = 0 , E = 1 , A = 0 ,
B = 1 .

Çàäà÷à (1.24) äëÿ (1.26) ìà¹ âèãëÿä{
Ṡ(t) + S2(t) = 0
S(1) = −1 ,

òîìó

S(t) =
1

t − 2
i îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó çàäà÷i (1.26) íà-

áèðà¹ âèãëÿäó

u∗(t, x∗(t)) =
x∗(t)
t − 2 ,

äå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ x∗(t) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi{
ẋ(t) = x(t)

t−2

x(0) = x0

Òîäi

x∗(t) = −x0

2
(t − 2)

i ïðîãðàìíå îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çàäà÷i (1.26) ìà¹ âèãëÿä

u∗(t) = −x0

2

Ïðè öüîìó ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó äîðiâíþ¹
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J∗ =
x2

0

2
Çàóâàæåííÿ. Âiäìîâà âiä íåâiä'¹ìíî¨ âèçíà÷åíîñòi ìàòðèöü â

(1.19) ìîæå ïðèçâåñòè äî òîãî, ùî ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ìîæå i íå ìàòè

ðîçâ'ÿçêiâ íà [T0, T1] .

Ïðèêëàä. J =

π
2∫

0

(−x2(t) + u2(t)
)
dt → inf , ẋ(t) = u(t), x(0) = 0 .

Òóò

D = 0, F = −1, E = 1, A = 0, B = 1.

Ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi ìà¹ âèãëÿä:

Ṡ(t) + S2(t) = −1
i éîãî ðîçâ'ÿçîê

S(t) = tg
(π

2
− t
)

íå âèçíà÷åíèé â íóëi.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çàäà÷à ïðî ëiíiéíèé ðåãóëÿòîð â ïîñòàíîâöi (1.19)

çàâæäè ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. À ñàìå, ìà¹ ìiñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5. ßêùî ìàòðèöi D i F (t) íåâiä'¹ìíî âèçíà÷å-

íi, à ìàòðèöÿ E(t) äîäàòíî âèçíà÷åíà, òî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿí-

íÿ Ðiêêàòi (1.24), âèçíà÷åíèé íà (−∞, T1] , ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

S(T1) = −D.
Äîâåäåííÿ. Çãiäíî âiäîìèõ òåîðåì ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

(íàïðèêëàä, Ïåàíî) ðiâíÿííÿ (1.24) ç óìîâîþ S(T1) = −D ìà¹ ðîçâ'ÿ-

çîê íà iíòåðâàëi τ < t < T1 , äå τ � ìîìåíò âèõîäó S(t) â íåñêií÷åí-

íiñòü (òîáòî S(t) íåîáìåæåíà â R
n2
). Òåîðåìà áóäå äîâåäåíà, ÿêùî

ìè ïîêàæåìî, ùî S(t) âèçíà÷åíà íà äîâiëüíîìó [τ, T1] , áóäå ëåæàòè â

îáìåæåíié ìíîæèíi ç R
n2
.

Ìà¹ìî, ùî B(t, x̄) � ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó ç ïî÷àòêî-

âîþ óìîâîþ x̄ íà äîâiëüíîìó iíòåðâàëi [T0, T1] , äå S(t) iñíó¹. ßêùî
x0 = 0 , òî

B(t, x̄) = (−S(t)x, x). (1.27)
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Öÿ ôóíêöiÿ äà¹ iíôiìóì â çàäà÷i (1.19). Iç íåâiä'¹ìíî¨ âèçíà÷åíîñòi

D, F (t), E(t) âèïëèâà¹, ùî íèæíÿ ãðàíèöÿ äëÿ (1.27) ðiâíà íóëþ. Ïðè
u ≡ 0 çíà÷åííÿ êðèòåðiþ äëÿ (1.19) äà¹ âåðõíþ ãðàíèöþ ôóíêöiîíàëó,

à çíà÷èòü, i âåðõíþ ãðàíèöþ äëÿ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè. Îòæå, S(t)
îáìåæåíà íà êîæíîìó ñêií÷åíîìó iíòåðâàëi. Òåîðåìà äîâåäåíà. �

�1.4. Ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ Áåëëìàíà

Ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi ñôîðìóëüîâàíi äîñòàòíi óìîâè îïòè-

ìàëüíîñòi. Îäíàê, ïðè îòðèìàííi öèõ ðåçóëüòàòiâ ìè ïðèïóñêàëè iñíó-

âàííÿ ãëàäêîãî ðîçâ'ÿçêó B(t, x) ðiâíÿííÿ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàí-

íÿ. Íàæàëü, öÿ óìîâà íà B äîñèòü æîðñòêà. ßê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å,

íàïðèêëàä, äëÿ çàäà÷i îïòèìàëüíî¨ øâèäêîäi¨ íà ïëîùèíi, âîíà íå âè-

êîíó¹òüñÿ.

Ðàíiøå ìè âæå çãàäóâàëè ïðî êåðóâàííÿ ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì, àáî

ó ôîðìi îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó. Çàðàç äàìî éîãî ñòðîãå îçíà÷åííÿ. Ïîçíà-

÷èìî Q =
{
(s, y) ⊂ R

n+1 : Fsy �= 0} . Òàêó ìíîæèíó íàçâåìî ìíîæèíîþ
äîñÿãíåííÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Ñêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ u = u(t, x) ç Q ⊂ R
n+1

â U ¹ êåðóâàííÿì ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè

(s, y) ∈ Q iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ẋ = f(t, x, u(t, x)) (1.28)

íà iíòåðâàëi s ≤ t ≤ T1(s, y) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x(s, s, y) =
= y , ïðè÷îìó (t, x(t, s, y)) ∈ Q ïðè s ≤ t ≤ T1(s, y) i

(T1(s, y), x(T1(s, y), s, y)) ∈ M .

ßêùî êåðóâàííÿ u∗(t, x) � îïòèìàëüíå, òî B(s, y) =
= ϕ(T1(s, y), x∗(T1(s, y), s, y)) òîìó, ÿêùî ϕ ãëàäêà ôóíêöiÿ, òî

ïèòàííÿ ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ Áåëëìàíà çâîäèòüñÿ äî ïè-

òàííÿ ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü êiíöåâîãî ìîìåíòó ÷àñó T1 i êiíöåâîãî

ñòàíó x(T1) ÿê ôóíêöié âiä ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü òðà¹êòîði¨. Îòæå, ìà¹

ìiñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.6. ßêùî iñíó¹ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ó ôîðìi îáåðíå-

íîãî çâ'ÿçêó u∗(t, x) i T1(s, y) i x(T1(s, y), s, y) � êiíöåâèé ìîìåíò

÷àñó i êiíöåâèé ñòàí äëÿ òðà¹êòîði¨ ðiâíÿííÿ
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ẋ = f(t, x, u∗(t, x))

ç ïî÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè (s, y), òî ôóíêöiÿ Áåëëìàíà äèôåðåíöi-

éîâíà â êîæíié òî÷öi, â ÿêié T1(s, y) i x(T1(s, y), s, y) ¹ äèôåðåíöi-

éîâíèìè ôóíêöiÿìè âiä (s, y).
ßêùî u∗(t, x) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, òî â ñèëó âiäîìèõ òåîðåì

ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà ïî÷à-

òêîâèìè äàíèìè T1(s, y) i x(T1(s, y), s, y) áóäóòü ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè,
à îòæå, i ôóíêöiÿ Áåëëìàíà � ãëàäêà.

Îäíà÷å â áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ç

îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì ìîæå ìàòè ðîçðèâè (íàïðèêëàä, â çàäà÷i øâèäêî-

äi¨). Òîäi êëàñè÷íi òåîðåìè ïðî çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü âiä ïàðàìåòðiâ íå äiþòü, à òîìó öåé âèïàäîê ïîòðåáó¹ äåòàëü-

íîãî îêðåìîãî ðîçãëÿäó.

Iäåÿ äîñëiäæåííÿ â öüîìó âèïàäêó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðèïóñêà-

¹òüñÿ iñíóâàííÿ ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Q iç îçíà÷åííÿ íà ñêií÷åíó êiëü-

êiñòü ãëàäêèõ ïiäìíîæèí i òî÷êè ðîçðèâó êåðóâàííÿ u(t, x) ¹ ãðàíè-
÷íèìè òî÷êàìè öèõ ïiäìíîæèí. Ïðè âèêîíàííi ïåâíèõ óìîâ, ðîçâ'ÿçêè

ðiâíÿííÿ (1.28) äëÿ ìàéæå âñiõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ç îêîëó òî÷êè x0 áó-

äóòü âèçíà÷åííi íà êîæíié ç òàêèõ ïiäìíîæèí i ¨õ ìîæíà íåïåðåðâíî

ïðîäîâæèòè âiä ïiäìíîæèíè äî ïiäìíîæèíè äî òèõ ïið, ïîêè âîíè íå

äîñÿãíóòü ìíîæèíè M . Ïðè öüîìó ðîçâ'ÿçêè ïåðåòèíàþòüñÿ ç ìíî-

æèíîþ ðîçðèâiâ êåðóâàííÿ íå áiëüøå íiæ ó ñêií÷åíié êiëüêîñòi òî÷îê.

Iç ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ Áåëëìàíà ¹ ìàéæå âñþäè

äèôåðåíöiéîâíîþ i ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà ìîæíà ðîçóìiòè ÿê òàêå, ùî

ñïðàâåäëèâå ìàéæå âñþäè âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà â R
n+1 .

ßñíî, ùî ðåàëiçàöiÿ âêàçàíî¨ âèùå iäå¨ íàêëàäà¹ äîñèòü æîðñòêi

âèìîãè íà ïîñòàíîâêó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêi áàãàòî ïðè-

êëàäíèõ çàäà÷ íå äîçâîëÿþòü. Îäíàê, iíøà iäåÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ îïòè-

ìiçàöiéíèõ çàäà÷, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà iíøèõ ïðèíöèïàõ, íå ïîâ'ÿçàíèõ

ç ôóíêöi¹þ B(t, x) , äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçóâàòè òàêi çàäà÷i íàâiòü ïðè íå-

äèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨ Áåëëìàíà. Òàêèé ïiäõiä i ñòàíîâèòü ñóòü

ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà, äî ðîçãëÿäó ÿêîãî ìè é ïåðåéäåìî

â íàñòóïíîìó ïàðàãðàôi.
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Çàäà÷i äî ðîçäiëó 1.

Âèðàçèòè îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ÷åðåç ôóíêöiþ Áåëëìàíà òà çà-

ïèñàòè ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà ó âèãëÿäi, ùî íå çàëåæèòü âiä êåðóâàííÿ.

1. T → inf, ẍ = u, |u| ≤ 2,
x(0) = x0, ẋ(0) = x1, x(T ) = x′(T ) = 0.

2. T → inf, ẍ = u,
T∫
0

u2(t)dt = 1,

x(0) = x0, ẋ(0) = x1, x(T ) = x′(T ) = 0.

3. J = 1
2

T∫
0

u2 (t) dt+ 1
2x

2(T )→ inf, ẋ = −ax+ bu, x(0) = x0.

4. J =
t1∫
t0

f(t, x1(t), x2(t))dt → inf, |u| ≤ 1,
ẋ1 = x1u+ x2, ẋ2 = u2, x1(t0) = x0, x2(t0) = x1.

5. J =
t1∫
t0

f(t, x1(t), x2(t))dt → inf, |u1| ≤ 1, |u2| ≤ 1,
ẋ1 = x1u+ x2, ẋ2 = u2, x1(t0) = x0, x2(t0) = x1.

6. J = −
t1∫
t0

((x(t)− c)2 + u2(t))dt → sup,

ẋ = ax+ bu, x (t0) = x0, x (t1) = x1.

7. J =
t1∫
t0

f(t, x1(t), x2(t))dt → inf, ẋ1 = x1u, ẋ2 = u2,

x1(t1) + x2(t0) = 0, x1(t0) = x0.

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

8. J =
T∫
0

(u2(t)dt+ λx2(T ))dt → inf, λ > 0, ẋ = u, x(0) = x0.

9. J =
2∫
1

(
tx2(t) + u2(t)

t

)
dt → inf, ẋ = u, x(1) = x0.

10. J =
π
3∫

π
4

(x(t) tg(t) + u(t) ctg(t))dt → inf, ẋ = u, x(π4 ) = 3
√
2.

11. J =
π∫
0

(u2 (t) dt+ ẋ2(π))dt → inf, ẍ − x = u, x(0) = 1, ẋ(0) = 0.
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12. J =
π
2∫
0

u2(t)dt → inf, ẍ+ x = u, x(0) = x(π2 ) = 0, ẋ(π2 ) = 1.

13. J =
1∫
0

[
x2(t) + u2(t)

]
dt → inf, ẋ = x+ u, x(1) = 1.

14. Íåõàé äëÿ çàäà÷i (1.8) f(t, x, u) = f(x, u) , ϕ(t, x) = ϕ(x) i

M = {(t, x) : t ∈ R
1, x ∈ M ⊂ R

n} . Ïîêàçàòè, ùî â öüîìó âèïàä-

êó ôóíêöiÿ B(t, x) ñòàëà ïî t , à îòæå, ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi

B(x) .
15. Ó íàéïðîñòiøié çàäà÷i âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ ðîçãëÿíåìî ìiíiìóì

ôóíêöiîíàëó, ÿê ôóíêöiþ âiä ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü s = t0, y = x0. Íå-
õàé ïðàâèé êiíåöü (t1, x1) çàêðiïëåíèé i ℵsy � êëàñ êóñêîâî ãëàäêèõ

ôóíêöié x(t) , âèçíà÷åíèõ íà [s, t1] , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè x(s) = y ,

x(t1) = x1 . Íåõàé B(s, y) = inf
ℵs,y

t1∫
s

L(x(t), ẋ(t))dt. Ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿí-

íÿ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ ìà¹ âèãëÿä

Bs(s, y) + min
u

{L(y, u) + uBy(s, y)} = 0, (a)

i äëÿ îïòèìàëüíî¨ òðà¹êòîði¨ x(t) iç ℵsy ìà¹ìî

Bs(t, x(t)) + L(x(t), ẋ(t)) + ẋ(t)By(t, x(t)) = 0, (b)

Ïîêàçàòè, ùî ÿêùî B ∈ C2 , òî ç (à) i (b) âèïëèâà¹, ùî x(t) çàäîâîëü-
íÿ¹ ðiâíÿííÿ Åéëåðà d

dtLẋ = Lx .

16. Íåõàé ẋ = u , U = {|u| ≤ 1} , à çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó ïåðåõîäi iç ñòàíó

x(0) = y íà ìíîæèíó M ⊂ R
n çà ìiíiìàëüíèé ÷àñ.

à) Ïîêàæiòü, ùî àâòîíîìíå ðiâíÿííÿ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ

ìà¹ âèãëÿä |By(y)| = 1, äå By(y) � ãðàäi¹íò.
á) Çíàéòè ìiíiìàëüíèé ÷àñ ïåðåõîäó B(y1, y2) ïðè n = 2 ,

y = (y1, y2) i M =
{
(x1, x2) : x2

1 + x2
2 = 1

}
. Äå ïîðóøó¹òüñÿ äèôåðåí-

öiéîâíiñòü ôóíêöi¨ B(y1, y2)?
â) Íåõàé M ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ â R

2 . Äå

ïîðóøó¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ B(y1, y2)?
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Ðîçäië 2.

ÏÐÈÍÖÈÏ ÌÀÊÑÈÌÓÌÓ ÏÎÍÒÐßÃIÍÀ

� 2.1. Çàäà÷à Ìàé¹ðà

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè íàñòóïíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

Φ0(x(T0), x(T1), T1)→ inf,

Φi(x(T0), x(T1), T1) ≤ 0 i = 1,m, (2.1)

ẋ = f(t, x, u), T0 ≤ t ≤ T1,

u(t) ∈ U ⊂ R
k, ∀t ∈ [T0, T1] , u ∈ KC ([T0, T1]) ,

äå T0 � ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó, T1 � íåôiêñîâàíèé, ôóíêöi¨ Φi(
i = 0,m

)
áóäåìî ââàæàòè íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè çà ñâî¨ìè

çìiííèìè. Ôóíêöi¨ f , fx êóñêîâî-íåïåðåðâíi ïî t ïðè ôiêñîâàíîìó x
i íåïåðåðâíi ïî x ïðè ôiêñîâàíîìó t .

Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.1(ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà).

Äëÿ òîãî, ùîá äîïóñòèìèé ïðîöåñ {T1, u(t), x(t)} áóâ îïòèìàëü-

íèì, íåîáõiäíî iñíóâàííÿ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà λ = (λ0, λ1, . . . , λm) i
âåêòîðà Ψ(t) = (Ψ1(t), . . . ,Ψn(t))T � ðîçâ'ÿçêó ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè

Ψ̇ = −
(

∂f(t, x(t), u(t))
∂x

)T

Ψ (2.2)

òàêèõ, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) λi ≥ 0, i = 0,m, ñåðåä íèõ õî÷à á îäíå íå íóëüîâå;

2) äîïîâíþþ÷î¨ íåæîðñòêîñòi:

λiΦi(x(T0), x(T1), T1) = 0, i = 1,m;
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3) óìîâà ìàêñèìóìó:

max
v∈U

H(t,Ψ(t), x(t), v) = H(t,Ψ(t), x(t), u(t)), ∀t ∈ [T0, T1] ,

äå H(t,Ψ(t), x(t), v) = (Ψ(t), f(t, x(t), v)) =
n∑

i=1
(Ψi(t)fi(t, x(t), v))

� ôóíêöiÿ Ïîíòðÿãiíà;

4) óìîâè òðàíñâåðñàëüíîñòi:

Ψ(T0) = Lx0(λ, x(T0), x(T1), T1),

Ψ(T1) = −Lx1(λ, x(T0), x(T1), T1),

äå L =
m∑

i=0
λiΦi� ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà, Lx0 =

∂L
∂x(T0) , Lx1 =

∂L
∂x(T1)

� âåêòîðè;

5) óìîâà îïòèìàëüíîñòi çàêií÷åííÿ ïðîöåñó

(Lx1(λ, x(T0), x(T1), T1), f(T1, x(T1), u(T1))+LT1(λ, x(T0), x(T1), T1) = 0,

LT1 =
∂L

∂T1
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {T1, u(t), x(t)} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ. Çà-

íóðèìî öåé ïðîöåñ â ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ äîïóñòèìèõ ïðîöåñiâ{
T̃ , ũ(t), x̃(t)

}
. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî äîâiëüíå ε ≥ 0 i ðîçãëÿíåìî T̃1

òàêå, ùî
∣∣∣T̃1 − T1

∣∣∣ < ε . Êåðóâàííÿ ũ(t) áóäó¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

ũ(t) =
{

v,

u(t),
τ − ε ≤ t ≤ τ

äëÿ ðåøòè t
,

äå v � äîâiëüíèé âåêòîð ç U , τ � òî÷êà íåïåðåðâíîñòi u(t) . Ïàðà (τ, v)
íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíòàðíîþ ãîëêîþ.

Íåõàé x̃(t) � ðîçâ'ÿçîê íà
[
T0, T̃1

]
çàäà÷i Êîøi{ ˙̃x = f(t, x̃(t), ũ(t))

x̃(T0) = x̃0
, (2.3)
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äå |x̃0 − x0| < ε .

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâíiñòü

ðîçâ'ÿçêó (2.3) çà ïî÷àòêîâèìè äàíèìè i ïàðàìåòðàìè, ìîæíà ïîêà-

çàòè, ùî x̃(t, T0, x̃0, T̃1, ε)¹ ãëàäêîþ ôóíêöi¹þ ñâî¨õ çìiííèõ â äåÿêîìó

îêîëi òî÷êè (x0, T1, 0) ïðè t ∈
[
T0, T̃1

]
.

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ Φi � ãëàäêi çà ñâî¨ìè çìiííèìè, òî òåïåð ðîçãëÿ-

íåìî ãëàäêó ñêií÷åíîâèìiðíó åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó
Φ̃0(x̃0, T̃1, ε) = Φ0(x̃(T0), x̃(T̃1), T̃1)→ inf,
Φ̃i(x̃0, T̃1, ε) = Φi(x̃(T0), x̃(T̃1), T̃ ) ≤ 0, i = 1,m,

ε ≥ 0,
(2.4)

â ÿêî¨ (x0, T1, 0) � ðîçâ'ÿçîê.
Çàñòîñó¹ìî äî íå¨ ïðàâèëî ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà. Ôóíêöiÿ Ëàãðàí-

æà ìà¹ âèãëÿä

Λ =
m∑

i=0

λiΦ̃i − µε = L − µε. (2.5)

Òîäi iñíóþòü ìíîæíèêè Ëàãðàíæà λi ≥ 0 , i = 0,m , µ ≥ 0 , íå âñi
íóëi, òàêi, ùî:

1) λiΦi(x(T0), x(T1), T1) = 0 , i = 1,m , (îòæå, âèêîíàíà óìîâà 2)

òåîðåìè);

2) äëÿ ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà âèêîíóþòüñÿ óìîâè

∂Λ

∂T̃1

∣∣∣∣
T̃1=T1

= 0, (2.6)

∂Λ
∂x̃0

∣∣∣∣
x̃0=x0

= 0, (2.7)

∂Λ
∂ε

∣∣∣∣
ε=0

= 0. (2.8)
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Ðîçøèôðó¹ìî óìîâè (2.6) - (2.8):

∂Λ

∂T̃1

=
m∑

i=0

λi
∂Φ̃i

∂T̃1

=
m∑

i=0

λi

[
∂Φ̃i

∂x1

∂x1

∂T̃1

+
∂Φ̃i

∂T̃1

]
=

= LT1(λ, x(T0), x(T1), T1) + (Lx1 , f(T1, x(T1), u(T1))) = 0,

îòæå, âèêîíàíà óìîâà 3) òåîðåìè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ψ(t) ðîçâ'ÿçîê ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè ç ïî÷àòêîâèìè

äàíèìè {
Ψ̇ = −

(
∂f
∂x

)T
Ψ

Ψ(T1) = −Lx1

, äå X∗(t, T ) � ¨¨ ìàòðèöàíò.

Îá÷èñëèìî ∂Λ
∂x̃0

:

∂Λ
∂x̃0

∣∣∣∣
x̃0=x0

= Lx0 + Lx̃1

∂x̃(T1)
∂x̃0

= Lx0 + XT (T1, T0)Lx̃1

∣∣
x̃0=x0

= 0,

äå X(t, s) � ìàòðèöàíò ñèñòåìè ó âàðiàöiÿõ äëÿ ðîçâ'ÿçêó x̃(t, T0, x0) .
Îñêiëüêè ìàòðèöàíòè ñïðÿæåíèõ ñèñòåì çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

X∗(t, s) = XT (s, t) , òî ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îòðèìà¹ìî: Lx0 −Ψ(T0) = 0 .
Òàêèì ÷èíîì, âèêîíàíi óìîâè òðàíñâåðñàëüíîñòi.

Ðîçïèøåìî óìîâó (2.8):

∂Λ
∂ε

∣∣∣∣
ε=0

=
(

Lx1 ,
∂x̃(T0, x0, t)

∂ε

)∣∣∣∣
ε=0

− µ =

= (Lx1 , X(T1, τ)(f(τ, x(τ), v)− f(τ, x(τ), u(τ)))− µ =

= (Lx1 , X(T1, τ)∆f(τ))− µ = 0.

(2.9)

Âèãëÿä ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ âiä ðîçâ'ÿçêó çà ïàðàìåòðîì, âèêîðèñòàíèé

â íàïèñàíèõ âèùå âèêëàäêàõ, âèïëèâà¹ ç äâîõ îñíîâíèõ òåîðåì òåî-

ði¨ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü: ëîêàëüíî¨ òåîðåìè iñíóâàííÿ

i ¹äèíîñòi i òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíó äèôåðåíöiéîâíiñòü ðîçâ'ÿçêó çà

ïî÷àòêîâèìè äàíèìè i ïàðàìåòðîì.

Ç (2.9) âèïëèâà¹, ùî ÿêùî λi = 0 , òî i µ=0, ùî íåìî-

æëèâî. À îòæå, õî÷à á îäíå λi �= 0 . Ç (2.9) îòðèìà¹ìî òàêîæ:
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(X∗(T1, τ)Lx1 ,∆f(τ)) = µ ≥ 0 , àáî (Ψ(τ),∆f(τ)) ≤ 0 , ùî â òåðìiíàõ

ôóíêöi¨ Ïîíòðÿãiíà îçíà÷à¹ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

H (τ,Ψ(τ), x(τ), v) ≤ H (τ,Ψ(τ), x(τ), u(τ)) . (2.10)

Îñòàíí¹ îçíà÷à¹ âèêîíàííÿ óìîâè 3) òåîðåìè â òî÷öi íåðiâíîñòi êåðó-

âàííÿ u(τ) .
Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî iñíóâàííÿ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà

λ = (λ0, λ1, . . . , λm) ç âèêîíàííÿì óìîâ 1)-5) òåîðåìè. Àëå îòðè-

ìàíi ìíîæíèêè, âçàãàëi êàæó÷è, çàëåæàòü âiä åëåìåíòàðíî¨ ãîëêè

(τ, v) , òîáòî λ = λ(τ, v) , óìîâà ìàêñèìóìó 3) âèêîíó¹òüñÿ ëèøå

äëÿ äàíîãî τ , õî÷à òåîðåìà ñòâåðäæó¹ iñíóâàííÿ �óíiâåðñàëüíèõ�

ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà, ç âèêîíàííÿì óìîâè 3) äëÿ ∀τ ∈ [T0, T1] .
Ñòàíîâèùå âèïðàâëÿ¹ âiäîìèé òîïîëîãi÷íèé ôàêò, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ

ëåìîþ ïðî öåíòðîâàíó ñèñòåìó êîìïàêòiâ.

Ëåìà 2.1. Íåõàé Ê � êîìïàêò, {Kα} � ñèñòåìà çàìêíóòèõ ïiä-

ìíîæèí Ê òàêà, ùî áóäü-ÿêà ¨¨ ñêií÷åíà ïiäñèñòåìà ìà¹ íåïîðîæíié

ïåðåòèí (öåíòðîâàíà ñèñòåìà). Òîäi ïåðåòèí âñiõ ìíîæèí ñèñòåìè

{Kα} íåïîðîæíié.

Òåïåð çàìiñòü îäíi¹¨ ãîëêè (τ, v) ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé ñêií÷åíèé

íàáið ãîëîê �ïàêåò� (τk, vk) i εk, k = 1, p , äå εk � âèáðàíi òàê, ùî ií-

òåðâàëè [τk − εk, τk] íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðîâîäÿ÷i àíàëîãi÷íi âèêëàä-
êè, ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ ó ñïðàâåäëèâîñòi òåîðåìè äëÿ äàíîãî ¾ïàêå-

òó¿. Òîáòî, iñíóþòü ìíîæíèêè Ëàãðàíæà, óíiâåðñàëüíi äëÿ êîæíîãî

¾ïàêåòó¿. Ìíîæåííÿì íà äîäàòíó ñòàëó ìîæíà íîðìóâàòè âåêòîð λ
òàê, ùî |λ| = 1 .

Ðîçãëÿíåìî ó ïðîñòîði R
m+1 ïiäìíîæèíè K(τ, v) , τ ∈ [T0, T1] ,

v ∈ U , êîìïàêòíî¨ ñôåðè S = {λ | |λ| = 1} , ÿêi ñêëàäàþòüñÿ ç

òèõ âåêòîðiâ λ , äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè. Ç îçíà÷åí-

íÿ ìíîæèí K(τ, v) íåâàæêî âèâåñòè, ùî âîíè çàìêíóòi. Â ñèëó âè-

ùå ñêàçàíîãî, áóäü-ÿêèé ñêií÷åíèé ïåðåòèí ìíîæèí K(τk, vk) íåïîðî-
æíié. Òîäi çà ëåìîþ ïðî öåíòðîâàíó ñèñòåìó êîìïàêòiâ âñi ìíîæèíè

K(τ, v) ìàþòü íåïîðîæíié ïåðåòèí. À òîìó iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð

λ = (λ0, λ1, . . . , λm) , òàêèé ùî âèêîíàíi òâåðäæåííÿ òåîðåìè ç óìîâîþ

îïòèìàëüíîñòi, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ τ ∈ [T0, T1] i v ∈ U , äå

τ � òî÷êà íåïåðåðâíîñòi êåðóâàííÿ u(t) .
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ßêùî æ θ � òî÷êà ðîçðèâó u(t) , òî, âçÿâøè çáiæíó äî

θ ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê íåïåðåðâíîñòi τn çïðàâà, îòðèìà¹ìî

H (τn,Ψ(τn), x(τn), v) ≤ H (τn, ψ(τn), x(τn), u(τn)) , çâiäêè ãðàíè-

÷íèì ïåðåõîäîì i îòðèìà¹ìî óìîâó ìàêñèìóìó â òî÷öi θ . Òåîðåìà
äîâåäåíà. �

Çàóâàæåííÿ. Iíêîëè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ðîçãëÿ-

äàþòü ó íåçâåäåíîìó äî òåðìiíàëüíîãî âèãëÿäi. À ñàìå:

B0(x, u, t0, t1) =

t1∫
t0

f0(t, x(t), u(t))dt+Ψ0(t0, x(t0), t1, x(t1))→ inf

x′ = ϕ(t, x, u), t ∈ T ;

Bi(x, u, t0, t1) =

t1∫
t0

fi(t, x(t), u(t))dt+Ψi(t0, x(t0), t1, x(t1)) = 0, i = 1,m,

Bj(x, u, t0, t1) =

t1∫
t0

fj(t, x(t), u(t))dt+Ψj(t0, x(t0), t1, x(t1)) ≤ 0,

j = m+ 1, s; u ∈ U.

Â öüîìó âèïàäêó ïðèíöèï ìàêñèìóìó ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ òîãî, ùîá äîïóñòèìèé ïðîöåñ {t, u(t), x(t)}
áóâ îïòèìàëüíèì, íåîáõiäíå iñíóâàííÿ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà

λ = (λ0, λ1, . . . , λs) , ùî íå ðiâíi íóëþ îäíî÷àñíî, i âåêòîðà p(t) òàêèõ,
ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) λi ≥ 0, i = m+ 1, s;

2) ñòàöiîíàðíiñòü ïî x � ðiâíÿííÿ Åéëåðà-Ëàãðàíæà

Lx =
d

dt
Lx′ ⇔ p′ = fx − pϕx

äå L =
s∑

i=0
λifi + p(t)(x′ − ϕ(t, x, u)) , à f =

s∑
i=0

λifi ;
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3) òðàíñâåðñàëüíiñòü ïî x :

Lx′(t0) = lx0 ⇔ p(t0) = lx0 ;

Lx′(t1) = −lx1 ⇔ p(t1) = −lx1 ; äå l =
s∑

i=1

λiΨi;

4) îïòèìàëüíiñòü ïî u � ïðèíöèï ìiíiìóìó â Ëàãðàíæåâié ôîðìi:

min
v∈U

L(t, x(t), x′(t), v) = L(t, x(t), x′(t), u(t))⇔
min
v∈U

[f(t, x(t), v)− p(t)ϕ(t, x(t), v)] =

= f(t, x(t), u(t))− p(t)ϕ(t, x(t), u(t)), ∀t ∈ [t0, t1] ,

àáî ïðèíöèï ìàêñèìóìó â ôîðìi Ïîíòðÿãiíà (Ãàìiëüòîíà)

max
v∈U

H(t, x(t), v, p(t)) = H(t, x(t), u(t), p(t)) ⇔
max
v∈U

[p(t)ϕ(t, x(t), v)− f(t, x(t), v)] =

= p(t)ϕ(t, x(t), u(t))− f(t, x(t), u(t)), ∀t ∈ [t0, t1] ;

äå H = p(t)ϕ(t, x, u)−
s∑

i=1
λifi(t, x, u)- ôóíêöiÿ Ïîíòðÿãiíà;

5) ñòàöiîíàðíiñòü ïî t0, t1 (âèïèñó¹òüñÿ äëÿ ðóõîìèõ êiíöiâ):

−f(t0) + lt0 + lx0x
′(t0) = 0

f(t1) + lt1 + lx1x
′(t1) = 0;

6) äîïîâíþþ÷à íåæîðñòêiñòü:

λiBi(x(t), u(t), t0, t1) = 0, i = m+ 1, s.

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

J =

4∫
0

(x′2 + x)dt → inf;
∣∣x′∣∣ ≤ 1, x(4) = 0.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåéäåìî äî ôóíêöiîíàëó Ìàé¹ðà. Ââîäèìî íîâó çìií-

íó x0(t) =
t∫
0

(x′2(s) + x(s))ds i êåðóâàííÿ x′ = u . Òîäi çàäà÷à íàáóâà¹

âèãëÿäó

x0(4)→ inf,

x(4) = 0, x0(0) = 0, |u| ≤ 1,{
ẋ0 = x+ u2

ẋ = u.

1) Çàïèøåìî ñïðÿæåíó ñèñòåìó:(
Ψ̇0

Ψ̇1

)
= −

(
0 1
0 0

)T (
Ψ0

Ψ1

)
, àáî â êîîðäèíàòíié ôîðìi{

Ψ̇0 = 0
Ψ̇1 = −Ψ0

. Çâiäêè Ψ0 = C0 , à Ψ1 = −C0t+ C1 .

2) Ñêëàäåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà:

L = λ0x0(4) + λ1x(4) + λ2x0(0).

3) Çàïèøåìî óìîâè òðàíñâåðñàëüíîñòi:

Lx̃(0) =
(

λ2

0

)
, Lx̃(4) =

(
λ0

λ1

)
, äå x̃ = (x0, x)T .

Ìà¹ìî

(
C0

C1

)
=
(

λ2

0

)
,

(
C0

−4C0 + C1

)
=
( −λ0

−λ1

)
. Òîáòî

C0 = λ2 = −λ0 , C1 = 0; 4C0 = λ1 . ßêùî λ0 = 0 ⇒ λ2 = 0 ⇒
C0 = 0 ⇒ λ1 = 0 , à öå íåìîæëèâî. Òîäi λ0 �= 0 i ìîæíà ïîêëàñòè
λ0 = 1 (îñêiëüêè ìíîæíèêè Ëàãðàíæà âèçíà÷åíi ç òî÷íiñòþ äî

äîäàòíî¨ ñòàëî¨).

λ0 = 1; C0 = −1; ⇒ Ψ0 = −1; Ψ1 = t.

4) Ñêëàäà¹ìî ôóíêöiþ Ïîíòðÿãiíà:

H = −(x+ u2) + ut.
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Çíàéäåìî max
|u|≤1

{−(x+ u2) + ut
}
= −x+max

|u|≤1

{−u2 + ut
}
.

Òîäi ç âèãëÿäó ïàðàáîëè −u2 + ut ìà¹ìî, ùî ìàêñèìóì H äîñÿ-

ãà¹òüñÿ íà u , ÿêå ìà¹ âèãëÿä u∗(t) =
{

t
2 , t ∈ [0; 2)
1, t ∈ [2; 4] .

Äàíå êåðóâàííÿ i ìîæå áóòè îïòèìàëüíèì.

5) Çíàéäåìî îïòèìàëüíó òðà¹êòîðiþ. Ïiäñòàâèìî çíàéäåíå u(t) â

ðiâíÿííÿ ẋ = u . Îòðèìà¹ìî

ẋ =
{

t
2 , 0 ≤ t < 2
1, t ∈ [2; 4] ⇒ x =

{
t2

4 + C1, t ∈ [0; 2)
t+ C2, t ∈ [2; 4] .

Ç óìîâè x(4)=0 ìà¹ìî, ùî C2 = −4 ; à ç óìîâè ðiâíîñòi

x(2 − 0) = x(2 + 0) ìà¹ìî C1 = −3 . Òàêèì ÷èíîì, îïòèìàëü-

íîþ ìîæå áóòè òðà¹êòîðiÿ

x∗(t) =

{
t2

4 − 3, t ∈ [0; 2)
t − 4, t ∈ [2; 4] .

Îñêiëüêè êiíöi ôiêñîâàíi, òî óìîâ îïòèìàëüíîñòi êiíöiâ ìè íå

âèêîðèñòîâó¹ìî, ÿê i íå âèêîðèñòîâó¹ìî óìîâ äîïîâíþþ÷î¨ íå-

æîðñòêîñòi (îñêiëüêè íåìà¹ îáìåæåíü òèïó íåðiâíîñòåé).

6) Ïîêàæåìî, ùî äàíà ôóíêöiÿ x∗(t) äiéñíî ¹ ðîçâ'ÿçêîì. Íå-

õàé h(t) ∈ KC1 ([0; 4]) òàêà, ùî x∗(t) + h(t) äîïóñòèìà, òîáòî

x∗(4) + h(4) = 0 ⇒ h(4) = 0 . Àëå

x′∗(t) + h′(t) =
{

t
2 + h′(t), t ∈ [0; 2)
1 + h′(t), t ∈ [2; 4] ,

çâiäñè h′(t) ≤ 0 ïðè t ∈ [2; 4] , òîìó h(t) ≥ 0 , t ∈ [2; 4] . Òîìó

J(x∗+h)−J(x∗) =
4∫

0

(
(x∗′ + h′)2 + x∗ + h

)
dt−

4∫
0

(
(x∗′)2 + x∗) dt =
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=

4∫
0

2x∗′h′dt+

4∫
0

h dt+

4∫
0

h′2dt ≥ 2
4∫

0

x∗′dh+

4∫
0

h dt =

= 2x∗′h
∣∣4
0
−2

4∫
0

(x∗)′′hdt+

4∫
0

hdt = −2
2∫

0

1
2
hdt+

4∫
0

hdt =

4∫
2

hdt ≥ 0.

Îòæå, ïàðà x∗(t) =

{
t2

4 − 3, t ∈ [0; 2)
t − 4, t ∈ [2; 4] i u∗(t) =

{
t
2 , t ∈ [0; 2)
1, t ∈ [2; 4] ¹

îïòèìàëüíèì êåðîâàíèì ïðîöåñîì.

Ïðèêëàä 2. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

x(2)→ inf;
∣∣x′∣∣ ≤ 2 : 2∫

0

x′2dt = 2; x(0) = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåéäåìî äî ôóíêöiîíàëiâ Ìàé¹ðà. Ââåäåìî íîâó çìií-

íó

x0(t) =

t∫
0

u2dt, x′ = u.

Òîäi ìà¹ìî x(2) → inf , |u| ≤ 2 , x(0) = 0 : x0(0) = 0 , x0(2) = 2 .
Ìà¹ìî ñèñòåìó {

ẋ0 = u2

ẋ = u
.

Çàïèøåìî ñïðÿæåíó ñèñòåìó(
Ψ̇0

Ψ̇

)
=
(
0 0
0 0

)(
Ψ0

Ψ

)
⇒ Ψ0 = C0

Ψ = C
.

Ñêëàäà¹ìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà

L = λ0x(2) + λ1x(0) + λ2x0(0) + λ3x0(2).
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Óìîâè òðàíñâåðñàëüíîñòi ìàþòü âèãëÿä :

Lx̃(0) =
(

λ2

λ1

)
=
(

C0

C1

)
; Lx̃(2) =

(
λ3

λ0

)
=
( −C0

−C1

)
, x̃ = (x0, x).

Ìà¹ìî

C0 = λ2 = −λ3, C1 = λ1 = −λ0.

Íåõàé λ0 = 0 ⇒ C1 = 0 , C0 �= 0 . Ñêëàäåìî ôóíêöiþ Ïîíòðÿãiíà:

H = C0u
2 + C1u = C0u

2.

Çíàéäåìî max
|u|≤2

{
C0u

2
}
. ßêùî C0 > 0 , òî u1 = 2 ; u2 = −2 . ßêùî

C0 < 0 , òî u = 0 .
Ïðè C0 > 0 ìà¹ìî ẋ = 2 àáî ẋ = −2 , à öå íå çàäîâîëüíÿ¹ îáìå-

æåííÿ. Òîìó äàíèé âèïàäîê ðîçâ'ÿçêiâ íå äà¹. Àíàëîãi÷íî, âèïàäîê

C0 ≤ 0 ðîçâ'ÿçêiâ íå äà¹.

Íåõàé λ0 �= 0 , λ0 = 1 ⇒ C1 = −1 . Òîäi H = C0u
2 − u . ßêùî

C0 < 0 , òî ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ àáî ó âåðøèíi ïàðàáîëè, òîáòî

u = 1
2C0

, àáî u = −2 . Îñòàííié âàðiàíò íå çàäîâîëüíÿ¹ îáìåæåííÿ.

Íåõàé u = 1
2C0

. Ïiäñòàâëÿþ÷è â ñèñòåìó, ìàòèìåìî:{
ẋ0 = 1

4C2
0

ẋ = 1
2C0

⇒
{

x0 = t
4C2

0
+ C3

x = t
2C0
+ C4

.

Ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ îòðèìà¹ìî, ùî x(0) = x0(0) = 0 ⇒ C3 = C4 = 0 ;
x0(2) = 2 ⇒ C0 = ±1

2 .

Îòæå, u∗ = ±1 , à x∗ = ±t .

ßêùî C0 = 0 , òî H = −u i u∗ = −2 , ÿêå íå ¹ äîïóñòèìèì. ßêùî
C0 > 0 , òî ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ àáî ïðè u = −2 , àáî u = 2 . Îáèäâà
âèïàäêè íå ïiäõîäÿòü.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ëèøå äâà âèïàäêè: àáî u∗ = 1 , x∗ = t , àáî
u∗ = −1 , x∗ = −t . Ïåðøèé âèïàäîê âèêëþ÷à¹ìî, âðàõóâàâøè óìîâó

ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëó. Îòæå, ïiäîçðiëîþ íà ðîçâ'ÿçîê ¹ ïàðà u∗ = −1 ,
x∗ = −t .

Ïîêàæåìî, ùî x∗ = −t äîñòàâëÿ¹ ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó.
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Íåõàé h ∈ KC1 ([0; 2]) , òî x∗ + h � äîïóñòèìà. Ç óìîâ ìà¹ìî, ùî

h(0) = 0 i

2∫
0

(−1 + h′(t))2dt = 2 ⇔
2∫

0

(1− 2h′ + h′2)dt = 2,

2

2∫
0

h′dt =

2∫
0

h′2dt,

òîìó h(2) ≥ 0 i x∗(2) + h(2)− x∗(2) = h(2) ≥ 0 . Îòæå, ïàðà x∗ = −t i

u∗ = −1 ¹ îïòèìàëüíèì êåðîâàíèì ïðîöåñîì.

�2.2. Çàäà÷à îïòèìàëüíî¨ øâèäêîäi¨

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó íà øâèäêîäiþ

ẋ = f(t, x, u), t ∈ [T0, T1]

x(T0) = x0, x(T1) = x1, u ∈ U, (2.11)

Φ0 = T1 − T0 → inf,

T0 � ôiêñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó, T1 � íåâiäîìèé, x0, x1 � ôiêñîâàíi.

Òàêà çàäà÷à íàì óæå íåîäíîðàçîâî çóñòði÷àëàñÿ. Çàñòîñó¹ìî äî ¨¨

ðîçâ'ÿçàííÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìó. Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà ìà¹ âèãëÿä

L = λ0(T1 − T0) + (λ1, x(T0)− x0) + (λ2, x(T1)− x1),

äå λ1 = (λ11, . . . , λ1n) , λ2 = (λ21, . . . , λ2n) . Çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ

Ψ(T0) = Lx0 = λ1 , Ψ(T1) = −Lx1 = −λ2 .

Îïòèìàëüíèé ìîìåíò çàêií÷åííÿ:

(Lx1 , f(T1, x(T1), u(T1))) + λ0 = 0,

àáî

(Ψ(T1), f(T1, x(T1), u(T1))) = H (T1,Ψ(T1), x(T1), u(T1)) = λ0.
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ßêùî Ψ(t) ≡ 0 , òîäi λ1 = λ2 = 0, H = 0 ⇒ λ0 = 0 , ùî
íåìîæëèâî. Òîìó Ψ(t) �= 0 . Òàêèì ÷èíîì íàìè îòðèìàíà òåîðåìà ïðî

íåîáõiäíi óìîâè åêñòðåìóìó â çàäà÷i øâèäêîäi¨.

Òåîðåìà 2.3. (Áîëòÿíñüêîãî) Äëÿ òîãî, ùîá äîïóñòèìèé ïðî-

öåñ {T1, u(t), x(t)} áóâ îïòèìàëüíèì â çàäà÷i øâèäêîäi¨, íåîáõiäíå

iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè (2.2) òàêî-

ãî, ùî:

1) âèêîíàíà óìîâà ìàêñèìóìó:

max
v∈U

H(t,Ψ(t), x(t), v) = H(t,Ψ(t), x(t), u(t)), ∀t ∈ [T0, T1] ;

2) H (T1,Ψ(T1), x(T1), u(T1)) ≥ 0.

Ïðèêëàä 1. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó îïòèìàëüíî¨ øâèäêîäi¨

T → inf,{
ẋ = y

ẏ = u
|u| ≤ 1, x(0) = x0; y(0) = y0; x(T ) = y(T ) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó ïåðåâåäåííi ôàçîâî¨ òî÷êè ç ïîëî-

æåííÿ (x0, y0) â ïî÷àòîê êîîðäèíàò, ðóõàþ÷èñü ïî òðà¹êòîðiÿõ ñèñòå-

ìè, çà ìiíiìàëüíî êîðîòêèé ÷àñ.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï ìàêñèìóìó. Ñïðÿæåíà ñèñòåìà ìà¹

âèãëÿä: {
Ψ̇1 = 0
Ψ̇2 = −Ψ1

,

çâiäêè Ψ1 = d1 , Ψ2 = −d1t+ d2 , d1, d2 � äîâiëüíi ñòàëi.Ôóíêöiÿ Ïîí-

òðÿãiíà ìà¹ âèãëÿä:

H = Ψ1y +Ψ2u, max
|u|≤1

H = Ψ1y +max|u|≤1
(Ψ2(t)u);

îòæå,

u(t) =
{

1, Ψ2(t) > 0
−1, Ψ2(t) < 0

,
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àáî u(t) = sign Ψ2(t) = sign (−d1t + d2) . Çâiäñè ìà¹ìî, ùî áóäü-ÿêå

îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ u(t) , t ∈ [0, T ] ¹ êóñêîâî-ñòàëîþ ôóíêöi¹þ, ÿêà

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ ±1 i ìà¹ íå áiëüøå äâîõ iíòåðâàëiâ ñòàëîñòi (îñêiëü-
êè ëiíiéíà ôóíêöiÿ −d1t + d2 çìiíþ¹ çíàê íå áiëüøå îäíîãî ðàçó). Â

òî÷êàõ ðîçðèâó u(t) ââàæà¹ìî íåïåðåðâíîþ çïðàâà.

Îòæå, ôàçîâà òî÷êà ìîæå ðóõàòèñÿ ëèøå ïî òðà¹êòîðiÿõ ñèñòåì{
ẋ = y

ẏ = 1
i

{
ẋ = y

ẏ = −1 .

Ôàçîâi òðà¹êòîði¨ äëÿ ïåðøî¨ ñèñòåìè ìàþòü âèãëÿä x = 1
2y2 + C1 ,

à ðîçâ'ÿçêè y = t + C2 ; x = 1
2(t + C2)2 + C1 . Îòæå, êóñîê ôàçîâî¨

òðà¹êòîði¨, äëÿ ÿêî¨ u ≡ 1 , ÿâëÿ¹ ñîáîþ äóãó ïàðàáîëè. Ïî äàíèõ

ïàðàáîëàõ ôàçîâi òî÷êè ðóõàþòüñÿ çíèçó ââåðõ (îñêiëüêè ẏ = 1 > 0).
Äëÿ äðóãî¨ ñèñòåìè ôàçîâi òðà¹êòîði¨ âèçíà÷àþòüñÿ ñïiââiäíî-

øåííÿì x = −1
2y2 + C3, à ðîçâ'ÿçêè ðiâíîñòÿìè y(t) = −t + C4 ;

x = −1
2(−t+ C4)2 + C3 . Ïî äàíèõ ïàðàáîëàõ ôàçîâi òî÷êè ðóõàþòüñÿ

çâåðõó âíèç (îñêiëüêè ẏ = −1 > 0) .
Îòæå, ÿêùî êåðóâàííÿ u(t) ñïî÷àòêó ïðîòÿãîì äåÿêîãî ÷àñó äîðiâ-

íþ¹ 1, à ïîòiì �1, òî ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ êóñêiâ ïà-

ðàáîë, ùî ïðèìèêàþòü îäèí äî îäíîãî, ïðè÷îìó îñòàííié ëåæèòü íà òié

ç ïàðàáîë äðóãî¨ ñiì'¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò (îñêiëü-

êè øóêàíà òðà¹êòîðiÿ ïîâèííà ïðèâîäèòè â ïî÷àòîê êîîðäèíàò). ßêùî

íàâïàêè, ñïî÷àòêó u = −1 , à ïîòiì u = 1 , òî ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ çàìi-

íþ¹òüñÿ öåíòðàëüíî ñèìåòðè÷íîþ. Ëiíiÿ ÀÎÂ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äóã

ÀÎ ïàðàáîëè x = y2

2 , ðîçòàøîâàíî¨ â íèæíié ïiâïëîùèíi, i ÂÎ � äóãè

ïàðàáîëè x = −y2

2 , ðîçòàøîâàíî¨ ó âåðõíié ïiâïëîùèíi, íàçèâà¹òüñÿ

ëiíi¹þ ïåðåêëþ÷åíü. Ñàìå íà íå¨, î÷åâèäíî, ïîâèííà ïîïàñòè ôàçîâà

òî÷êà, ùîá äiéòè ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ôàçîâà òî÷êà (x0, y0) ðîçòàøîâàíà âèùå ëiíi¨

ÀÎÂ, òî âîíà ðóõà¹òüñÿ ïiä äi¹þ êåðóâàííÿ u = −1 ïî äóçi ïàðàáîëè

äðóãî¨ ñiì'¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó, äî ìîìåíòó ïåðåòèíó ëiíi¨ ÀÎÂ,

à äàëi ðóõà¹òüñÿ ïî äóçi öi¹¨ ëiíi¨ ïiä äi¹þ êåðóâàííÿ u = 1 . ßêùî
(x0, y0) ðîçòàøîâàíà íèæ÷å ÀÎÂ, òî ôàçîâà òî÷êà ñïî÷àòêó ðóõà¹òüñÿ
ïî äóçi ïåðøî¨ ñiì'¨ ïiä äi¹þ êåðóâàííÿ u = 1 , äî ïåðåòèíó ç ÀÎÂ, à

äàëi ïî öié äóçi ïiä äi¹þ êåðóâàííÿ u = −1 .
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Çíàþ÷è êîíêðåòíi çíà÷åííÿ (x0, y0) , ìè çìîæåìî ÿâíî çíàéòè îïòè-
ìàëüíå êåðóâàííÿ u∗(t) , x∗(t) i T ∗ . Íåõàé, íàïðèêëàä, x(0) = 1 ;
y(0) = 0 .

Ç âèùåñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ñïî÷àòêó ìè ðóõà¹ìîñÿ çà êåðóâàí-

íÿì u = −1 , òîáòî ïî ôàçîâèõ êðèâèõ äðóãî¨ ñèñòåìè. Çíàéäåìî C3 ç

óìîâè, ùî ïàðàáîëà x = −1
2y2 + C3 ïðîõîäèòü ÷åðåç (0,1): 1=C3 . Îò-

æå, öå ïàðàáîëà x = −1
2y2+1 . �¨ òî÷êà ïåðåòèíó ç x = y2

2 çíàõîäèòüñÿ

ç ñèñòåìè {
x = y2

2

x = −y2

2 + 1
,

i öÿ òî÷êà áóäå
(

1
2 ,−1

)
.

Çíàéäåìî ìîìåíò ïåðåêëþ÷åííÿ i îïòèìàëüíó òðà¹êòîðiþ. Äëÿ

öüîãî âèçíà÷èìî C4 i C3 . Ìà¹ìî x(0) = 1 i y(0) = 0 . Òîìó C4 = 0 , à
1 = C3 . Îòæå, x = −1

2 t2 + 1 ; y(t) = −t .

Çíàéäåìî ìîìåíò τ ïîïàäàííÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó íà êðèâó x = y2

2 .

Î÷åâèäíî, ùî x(τ) = 1
2 ; y(τ) = −1 . −τ = −1 ; τ = 1 . Äàëi ìè ðóõà¹-

ìîñÿ ïiä äi¹þ êåðóâàííÿ u = 1 . Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê, çà ÿêèì âiäáóâà-

¹òüñÿ ðóõ, äëÿ öüîãî âèçíà÷èìî ñòàëi C1 i C2 . Ìà¹ìî, ùî x(τ) = 1
2 ;

y(τ) = −1 . Òîäi y(1) = 1+C2 = −1 ; C2 = −2 , x(1) = 1
2(1−2)2+C1 = 1

2 ;

C1 = 0 . Îòæå, x(t) = 1
2(t − 2)2 ; y(t) = t − 2 .

T çíàõîäèìî ç óìîâè y(T ) = 0 ; T − 2 = 0 ; T = 2 .
Âiäïîâiäü.

u∗(t) =
{ −1, t ∈ [0; 1)

1, t ∈ [1; 2] , x∗(t) =

{
− t2

2 + 1, t ∈ [0; 1)
1
2(t − 2)2, t ∈ [1; 2] ,

y∗(t) =
{ −t, t ∈ [0; 1)

t − 2; t ∈ [1; 2] , T ∗ = 2.

Çàóâàæåííÿ. Ðîçâ'ÿçóþ÷è äàíó çàäà÷ó äëÿ äîâiëüíèõ (x0, y0) ,
íåâàæêî çàïèñàòè ÿâíèé âèãëÿä ôóíêöiîíàëó øâèäêîäi¨ T = T (x0, y0) ,
à ñàìå,

T (x0, y0) =


y0 + 2

√
x0 +

y2
0
2 , ÿêùî (x0, y0) ëåæèòü âèùå ÀÎÂ

àáî íà íié,

−y0 + 2
√

−x0 +
y2
0
2 , ÿêùî (x0, y0) ëåæèòü íèæ÷å ÀÎÂ

àáî íà íié,
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à îòæå, i ÿâíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ Áåëëìàíà öi¹¨ çàäà÷i. Ç îçíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨ Áåëëìàíà ìà¹ìî, ùî B(x, y) = T (x, y) . Òåïåð íåâàæêî ç'ÿñóâàòè

ïèòàííÿ ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ Áåëëìàíà, ÿêå ìè ïiäíiìàëè

ðàíiøå.

Çðîçóìiëî, ùî ïîçà ëiíi¹þ ÀÎÂ ôóíêöiÿ B(x, y) ãëàäêà. Ïîêàæå-
ìî, ùî â æîäíié òî÷öi ëiíi¨ ÀÎÂ ôóíêöiÿ Áåëëìàíà íå ìà¹ íåïåðåðâ-

íèõ ïîõiäíèõ ïî x i y . Äiéñíî, íåõàé Ñ � òî÷êà äóãè ÀÎ, (x0, y0)
� ¨¨ êîîðäèíàòè òàê, ùî x0 =

y2
0
2 , ïðè÷îìó y0 < 0 . Â öié òî÷öi√

x0 +
y2
0
2 = |y0| = −y0 . Òîäi

∂B

∂x
=

1√
x+

y2

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
C

= − 1
y0

,

∂B

∂y
= 1 +

y√
x+

y2

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
C

= 1 +
y0

−y0
= 0.

(2.12)

Ç äðóãî¨ ôîðìóëè â (2.12) ìà¹ìî:

∂B

∂x

∣∣∣∣
C

= − 1√
−x+

y2

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
C

= −∞;

∂B

∂y

∣∣∣∣
C

= −1 + y√
−x+

y2

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
C

= −∞.

Îòæå, ïðè ïiäõîäi äî òî÷êè Ñ çâåðõó, ìà¹ìî ∂B
∂y = 0 , à çíèçó

∂B
∂y = −∞ ,

òîáòî ïîõiäíî¨ ∂B
∂y â òî÷öi Ñ íå iñíó¹. Àíàëîãi÷íî íå iñíó¹ i ïîõiäíî¨

∂B
∂x â òî÷öi Ñ. Òàêà æ ñàìà ñèòóàöiÿ ìà¹ ìiñöå i â òî÷êàõ äóãè ÂÎ.

Íå äèâëÿ÷èñü íà òå, ùî B(x, y) íå ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ ëèøå íà ëiíi¨

ÀÎÂ, à â ðåøòi òî÷îê ãëàäêà, âñi ìiðêóâàííÿ ñòîñîâíî ìåòîäó äèíà-

ìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ òóò âòðà÷àþòü ñåíñ. Àäæå êîæíà îïòèìàëüíà
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òðà¹êòîðiÿ ïðîòÿãîì äåÿêîãî ïðîìiæêó ÷àñó ïðîõîäèòü âçäîâæ ëiíi¨

ÀÎÂ, i ïðèïóùåííÿ ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü ôóíêöi¨ Áåëëìàíà (ÿêå òàì

ñóòò¹âå) âçäîâæ îïòèìàëüíî¨ òðà¹êòîði¨ íå âèêîíó¹òüñÿ. Áiëüøå òîãî,

íå òiëüêè äîâåäåííÿ òåîðåì íå ïðîõîäèòü, à íàâiòü íå ìîæíà íàïèñàòè

ðiâíÿííÿ Áåëëìàíà.

Òîìó âåëèêîþ ïåðåâàãîþ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó ¹ òå, ùî â éîãî ôîð-

ìóëþâàííi íi ôóíêöiÿ Áåëëìàíà, íi ¨¨ ïîõiäíi ó÷àñòi íå áåðóòü. Ñàìå

÷åðåç öå âií íå âòðà÷à¹ ñåíñó íàâiòü ïðè íåäèôåðåíöiéîâíîñòi ôóíêöi¨

Áåëëìàíà.

� 2.3. Äîñòàòíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi ó ôîðìi

ïðèíöèïó ìàêñèìóìó

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ:

Φ0(x(T0), x(T1))→ inf;

Φi(x(T0), x(T1)) ≤ 0, i = 1,m (2.13)

ẋ = A(t)x+B(t)u(t), t ∈ [T0, T1] ,

u ∈ U, u(t) ∈ KC ([T0, T1])

T0, T1 � ôiêñîâàíi ìîìåíòè ÷àñó, Φi � îïóêëi, ãëàäêi ôóíêöi¨. Ìà¹

ìiñöå òåîðåìà.

Òåîðåìà 2.4 (äîñòàòíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi).

Äëÿ òîãî, ùîá äîïóñòèìèé ïðîöåñ {u(t), x(t)} áóâ îïòèìàëüíèì â

çàäà÷i (2.13), äîñòàòíüî iñíóâàííÿ ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà λ0, . . . , λm

i ðîçâ'ÿçêó ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè (2.2) Ψ(t) = (Ψ1(t), . . . ,Ψn(t))T òàêèõ,
ùî:

1) λ0 > 0, λi ≥ 0, i = 1,m;

2) λiΦi(x(T0), x(T1)) = 0, i = 1,m;

3) âèêîíàíà óìîâà ìàêñèìóìó:

max
v∈U

(Ψ(t), B(t)v) = (Ψ(t), B(t)u(t)), ∀t ∈ [T0, T1] ;
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4) óìîâè òðàíñâåðñàëüíîñòi

Ψ(T0) = Lx0 , Ψ(T1) = −Lx1 ,

äå L =
m∑

i=0
λiΦi � ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Φi � îïóêëi, òî L =
m∑

i=0
λiΦi � îïóêëà. Íåõàé

{ũ(t), x̃(t)} � äîâiëüíèé äîïóñòèìèé ïðîöåñ, à {u(t), x(t)} � ïðîöåñ, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ òåîðåìi, ε > 0 . Òîäi

L (λ, εx̃(T0) + (1− ε)x(T0), εx̃(T1) + (1− ε)x(T1)) ≤
≤ εL (λ, x̃(T0), x̃(T1)) + (1− ε)L(λ, x(T0), x(T1)).

Îòðèìà¹ìî

L(λ, x(T0) + ε(x̃(T0)− x(T0)), x(T1) + ε(x̃(T1)− x(T1))) ≤
L(λ, x(T0), x(T1)) + ε(L(λ, x̃(T0), x̃(T1))− L(λ, x(T0), x(T1))),

L (λ, x(T0) + ε∆x(T0), x(T1) + ε∆x(T1))− L(λ, x(T0), x(T1))
ε

≤
≤ L (λ, x̃(T0), x̃(T1))− L (λ, x(T0), x(T1)) ,

äå ∆x(T0) = x̃(T0)− x(T0) , ∆x(T1) = x̃(T1)− x(T1) .
Ïðè ε → 0 ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi â ñèëó äèôåðåíöiéîâíîñòi L ìà¹ìî:

(Lx0 ,∆x(T0)) + (Lx1 ,∆x(T1)) ≤ L (λ, x̃(T0), x̃(T1))− L (λ, x(T0), x(T1)) .
(2.14)

Íåõàé X(t, T0) � ìàòðèöàíò ñèñòåìè ẋ = A(t)x . Îñêiëüêè x(t) �

ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ẋ = A(t)x + B(t)u(t) , à x̃(t) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòå-

ìè ˙̃x = A(t)x̃ + B(t)ũ(t) , òî ∆x = x̃(t) − x(t) çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìi

∆ẋ = A(t)∆x+B(t)(ũ(t)−u(t)) . Çà ôîðìóëîþ Êîøi ðîçâ'ÿçêó íåîäíî-

ðiäíî¨ ñèñòåìè îòðèìà¹ìî:

∆x(t) = X(t, T0)∆x(T0) +X(t, T0)

t∫
T0

X−1(s, T0)B(s) (ũ(s)− u(s)) ds.

(2.15)
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Ïðè t = T1

∆x(T1) = X(T1, T0)∆x(T0)+X(T1, T0)

T1∫
T0

X(T0, s)B(s) (ũ(s)− u(s)) ds =

= X(T1, T0)∆x(T0) +

T1∫
T0

X(T1, s)B(s) (ũ(s)− u(s)) ds.

Îñêiëüêè Lx0 − Ψ(T0) = 0 ⇒ (Lx0 −Ψ(T0),∆x(T0)) = 0 , à òîìó(
Lx0 +XT (T1, T0)Lx1 , ∆x(T0)

)
= 0 , àáî

(Lx0 ,∆x(T0)) + (Lx1 , X(T1, T0)∆x(T0)) = 0. (2.16)

Îñêiëüêè âèêîíàíà óìîâà ìàêñèìóìó, òî

(Ψ(s), B(s)ũ(s)) ≤ (Ψ(s), B(s)u(s)) .

À îòæå, −
T1∫
T0

(Ψ(s), B(s)(ũ(s)− u(s))) ds ≥ 0 . Ìà¹ìî, ùî

T1∫
T0

(
XT (T1, s)Lx1 , B(s)(ũ(s)− u(s))

)
ds ≥ 0.

Çâiäêè Lx1 ,

T1∫
T0

(X(T1, s)B(s)(ũ(s)− u(s))) ds

 ≥ 0. (2.17)

Äîäàþ÷è (2.16) i (2.17), îòðèìà¹ìî

(Lx0 ,∆x(T0))+

+

Lx1 , X(T1, T0)∆x(T0) +

T1∫
T0

(X(T1, s)B(s)(ũ(s)− u(s))) ds

 ≥ 0.
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Òàêèì ÷èíîì, (Lx0 ,∆x(T0)) + (Lx1 ,∆x(T1)) ≥ 0 .
Òîäi ç (2.14) ìà¹ìî, ùî L (λ, x̃(T0), x̃(T1))− L (λ, x(T0), x(T1)) ≥ 0 , àáî

m∑
i=0

λiΦi(x̃(T0), x̃(T1)) ≥
m∑

i=0

λiΦi(x(T0), x(T1)).

Òîäi

λ0Φ0(x̃(T0), x̃(T1)) +
m∑

i=1

λiΦi(x̃(T0), x̃(T1)) ≥

≥ λ0Φ0(x(T0), x(T1)) +
m∑

i=1

λiΦi(x(T0), x(T1)).

Ç óìîâ òåîðåìè îòðèìó¹ìî, ùî Φ0(x̃(T0), x̃(T1)) ≥ Φ0(x(T0), x(T1)) . À
îòæå, ïðîöåñ {u(t), x(t)} � îïòèìàëüíèé. Òåîðåìà äîâåäåíà. �

Çàóâàæåííÿ. Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî {u(t), x(t)}
äîñòàâëÿ¹ ãëîáàëüíèé ìiíiìóì çàäà÷i (2.13).

� 2.4. Çâ'ÿçîê ìiæ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó

i äèíàìi÷íèì ïðîãðàìóâàííÿì

Â òåîði¨ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ iñíó¹ êëàñè÷íèé ìåòîä

ðîçâ'ÿçàííÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿä-

êó. Öå òàê çâàíèé �ìåòîä õàðàêòåðèñòèê�.

Öåé ìåòîä ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèí. Â ïåðøié ÷àñòèíi äîâîäèòüñÿ,

ùî ÿêùî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ùî íàëåæèòü

êëàñó C2 , òî ìîæíà îòðèìàòè ñiì'þ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-

íÿíü äëÿ êðèâèõ, ùî íàçèâàþòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ïîëîñêàìè. Â

äðóãié ÷àñòèíi ïîêàçàíî, ùî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ

ìîæíà îòðèìàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ çâè÷àéíèõ äèôå-

ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïîëîñîê.

Ìè ïðèâåäåìî äâi òåîðåìè ïðî çâ'ÿçîê ìiæ ìåòîäîì äèíàìi÷íîãî

ïðîãðàìóâàííÿ i ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó. Ïåðøà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì

ïåðøî¨ ÷àñòèíè ìåòîäó õàðàêòåðèñòèê. Öiêàâî âiäçíà÷èòè, ùî äèôå-

ðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê ñïiâïàäàþòü ç äèôåðåíöiàëü-

íèìè ðiâíÿííÿìè ç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà. Çíà÷èòü, ìîæíà
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ââàæàòè, ùî ïåðøà òåîðåìà äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ïðèíöèï ìàêñèìóìó

ç ìåòîäó äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Îäíàê, â íié áóäå ïðèïóùåííÿ

ïðî íàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ êëàñó

C2 , ùî ¹ äîñèòü æîðñòêèì. Iñíó¹ áàãàòî çàäà÷ â ÿêèõ ôóíêöiÿ Áåëë-

ìàíà íå ìà¹ íàâiòü íåïåðåðâíèõ ïîõiäíèõ. Òîìó äàíà òåîðåìà âàæëèâà

øâèäøå äëÿ âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêó ìiæ ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó i ìåòî-

äîì õàðàêòåðèñòèê, çàñòîñîâàíèì äî ðiâíÿííÿ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìó-

âàííÿ, íiæ äëÿ äîâåäåííÿ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó.

Äðóãà òåîðåìà áóäå àíàëîãîì äðóãî¨ ÷àñòèíè ìåòîäó õàðàêòåðè-

ñòèê. Âîíà äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ äèíàìi÷íîãî ïðîãðà-

ìóâàííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçâ'ÿçêè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ðiâíÿíü. Â íié

ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî ÿêùî iñíó¹ êåðóâàííÿ ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì ç äîïó-

ñòèìîþ ìíîæèíîþ ðîçðèâiâ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïðèíöèïó ìàêñèìóìó (ò.

á. õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì äëÿ ðiâíÿííÿ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìó-

âàííÿ), òî êðèòåðié îïòèìàëüíîñòi ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ äèíàìi÷íîãî

ïðîãðàìóâàííÿ âñþäó, êðiì, ìîæëèâî, ìíîæèíè áiëüø íèçüêî¨ ðîçìið-

íîñòi íiæ ôàçîâèé ïðîñòið.

Òåîðåìà 2.10. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q ïiäìíîæèíó ç R
n+1 . Íåõàé

(t0, x0) � âíóòðiøíÿ òî÷êà ìíîæèíè Q\M . Íåõàé u∗ � îïòè-

ìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ (2.1) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

x(t0) = x0 . Ïðèïóñòèìî, ùî âñÿ âiäïîâiäíà öüîìó êåðóâàííþ òðà¹-

êòîðiÿ (t, x∗(t)) , êðiì, ìîæëèâî, êiíöåâî¨ òî÷êè (t0, x1) , ëåæèòü ó

âíóòðiøíîñòi ìíîæèíè Q . Íåõàé ôóíêöiÿ Áåëëìàíà B(s, y) ¹ äâi÷i
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ íà Q\M .

Íåõàé Ψ(t) = −Bx(t, x∗(t)). Òîäi Ψ(t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

Ψ̇ = −(f ′
x(t, x

∗(t)), u∗(t))TΨ (2.18)

i óìîâó

max
v∈U

{(Ψ(t), f(t, x∗(t), v))} = (Ψ(t), f(t, x∗(t), u∗(t))) (2.19)

äëÿ ∀t ∈ (t0, t1) .
Çàóâàæåííÿ . Ðiâíÿííÿ ẋ = f(t, x, u) i (2.18) ïðåäñòàâëÿþòü ñî-

áîþ ðiâíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ðiâíÿííÿ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâà-

ííÿ. Ç iíøîãî áîêó, (2.18) i (2.19) � öå óìîâè ïðèíöèïó ìàêñèìóìó

Ïîíòðÿãiíà áåç óìîâ òðàíñâåðñàëüíîñòi.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè. Ðîçãëÿíåìî êðèâó (t, x∗(t)) , äå

ẋ∗ = f(t, x∗, u∗(t)) . Ðîçãëÿíåìî òàêîæ âåêòîð By(s, y) âçäîâæ

êðèâî¨ (t, x∗(t)) . Íåõàé t � òî÷êà íåïåðåðâíîñòi êåðóâàííÿ u∗ .
Òîäi âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

Ḃy(t, x∗(t)) = Bys(t, x∗(t)) +Byy(t, x∗(t))f(t, x∗(t), u∗(t)). (2.20)

Ç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Áåëëìàíà âèïëèâà¹, ùî

Bs(s, y) + (By(s, y), f(s, y, u)) ≥ 0 (2.21)

äëÿ âñiõ (s, y) , u ∈ U . Äðóãèé äîäàíîê � ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Çîêðåìà, öÿ íåðiâíiñòü áóäå ìàòè ìiñöå i äëÿ (t, x∗(t)) . ßêùî ùå é
çàìiíèòè ó íà x∗(t) , òî îòðèìà¹ìî

Bs(t, x∗(t)) + (By(t, x∗(t)), f(t, x∗(t), u∗(t))) = 0. (2.22)

Çíà÷èòü, âèðàç Bs(t, y) + (By(t, y), f(t, y, u∗(t))) äîñÿãà¹ ìiíiìóìó

íà x∗(t) . Îñêiëüêè öåé âèðàç äèôåðåíöiéîâíèé ïî ó, òî éîãî ÷àñòèííà

ïîõiäíà ïî ó ïîâèííà äîðiâíþâàòè íóëþ ïðè y = x∗(t) . Ìà¹ìî

Bys(t, x∗(t)) +Byy(t, x∗(t))f(t, x∗(t), u∗(t))+
+fT

x (t, x
∗(t), u∗(t))By(t, x∗(t)) = 0

. (2.23)

Ç (2.20) i (2.21) âèïëèâà¹, ùî

Ḃy(t, x∗(t)) = fT
x (t, x

∗(t), u∗(t))By(t, x∗(t)).

Óìîâà (2.19) âèïëèâà¹ ç (2.21) i (2.22) i âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Ψ(t) . Òåî-
ðåìà äîâåäåíà. �

Íåõàé Φ = (Φ1, . . . ,Φl) , äå Φ1(t1, x(t1)) � êðèòåðié ÿêîñòi òàêèé, ùî
J(s, y, u) = Φ1(t1, x(t1, s, y)), à êîìïîíåíòè Φ2, . . . ,Φl çàäàþòü ìíîãî-

âèä M çàäà÷i (2.1), òîáòî M = {(t, x) : Φi(t, x) = 0, i = 2, . . . , l} . Íà-
ñòóïíó òåîðåìó ïðèâåäåìî áåç äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 2.11. Íåõàé u(t, x) � êåðóâàííÿ ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì,

âèçíà÷åíå íà âñié ìíîæèíi äîïóñòèìîñòi Q0 i òàêå, ùî ìà¹ äîïó-

ñòèìó ìíîæèíó ðîçðèâiâ.
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Íåõàé äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (s, y) ∈ Q0 i êîæíîãî êåðóâàííÿ

u(t) = u(t, x(t, s, y)) âèçíà÷åíîãî íà [s, t1] âèêîíàíi óìîâè ïðèíöè-

ïó ìàêñèìóìó. Íåõàé ðàíã ìàòðèöi (Φx(t, x),Φt(t, x)) ðiâíèé 1 íà

M.

Òîäi êðèòåðié J(s, y, u) ¹ äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ. Ìiæ ÷à-

ñòèííèìè ïîõiäíèìè âiä J i ñïðÿæåíèìè çìiííèìè Ψ(t) iç ïðèí-

öèïó ìàêñèìóìó ¹ çàëåæíiñòü íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

λ0Jy(s, y, u) = Ψ(s), λ0Js(s, y, u) = −H(s),

äå H(s) = (f,Ψ) � ôóíêöiÿ Ïîíòðÿãiíà, à λ0 � ìíîæíèê Ëàãðàíæà

i âèêîíó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ i ìiíiìóì â íüîìó

äîñÿãà¹òüñÿ íà êåðóâàííi u(t, x).

� 2.5. Ïðèíöèï ìàêñèìóìó Ïîíòðÿãiíà òà íåîáõiäíi

óìîâè åêñòðåìóìó â êëàñè÷íîìó âàðiàöiéíîìó ÷èñëåííi

Â äàíîìó ïàðàãðàôi ïðîäåìîíñòðó¹ìî, ÿê ïðàöþ¹ ïðèíöèï ìàêñè-

ìóìó â çàäà÷àõ âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ. Çîêðåìà, âñi íåîáõiäíi óìîâè

ìiíiìóìó (ÿê ñèëüíîãî, òàê i ñëàáêîãî) äëÿ íàéïðîñòiøî¨ çàäà÷i âàðià-

öiéíîãî ÷èñëåííÿ îòðèìà¹ìî ç ïðèíöèïà ìàêñèìóìó.

ßê i ðàíiøå, ðîçãëÿíåìî íàéïðîñòiøó çàäà÷ó âàðiàöiéíîãî ÷èñëåí-

íÿ:

J(x) =

t1∫
t0

L(t, x, x′)dt → inf,

x(t0) = x0, x(t1) = x1

(2.24)

ç âèêîíàííÿì âñiõ óìîâ, ùî áóëè âêàçàíi ïðè ïîñòàíîâöi öi¹¨ çàäà÷i ó

ïåðøié ÷àñòèíi ïîñiáíèêà.

Ïîäàìî öþ çàäà÷ó, ÿê çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òèïó (2.1):

x0(t1)→ inf, (2.25)

{
ẋ0 = L(t, x, u)
ẋ = u

, x(t0) = x0, x(t1) = x1, x0(t0) = 0, u ∈ U = R
1.
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Íåõàé {x(t), u(t)} � îïòèìàëüíèé ïðîöåñ.

Çàñòîñó¹ìî äî çàäà÷i (2.25) ïðèíöèï ìàêñèìóìó. Ñïðÿæåíà ñèñòåìà

ìà¹ âèãëÿä {
Ψ̇0 = 0
Ψ̇1 = −Lx(t, x(t), u(t))Ψ0

.

Òîäi Ψ0 = C0 , à ôóíêöiÿ Ïîíòðÿãiíà H = C0L(t, x, u)+Ψ1(t)u . Óìîâà
ìàêñèìóìó ìà¹ âèãëÿä

max
v∈R1

[C0L(t, x(t), v) + Ψ1(t)v] = C0L(t, x(t), u(t))+Ψ1(t)u(t), ∀t ∈ [t0, t1] .

Çàïèøåìî ôóíêöiþ Ëàãðàíæà:

L = λ0x
0(t1) + λ1(x(t0)− x0) + λ2(x(t1)− x1) + λ3x

0(t0).

Óìîâè òðàíñâåðñàëüíîñòi íàñòóïíi:

C0 = λ3, Ψ1(t0) = λ1, C0 = −λ0, Ψ1(t1) = −λ2.

ßêùî λ0 = 0 , òî C0 = 0 i ç óìîâè ìàêñèìóìó îòðèìó¹ìî, ùî Ψ1(t) ≡ 0 ,
à òîìó λ3 = λ1 = λ2 = 0, ùî íåìîæëèâî. Ïîêëàäåìî λ0 = 1 . Ç óìîâè

ìàêñèìóìó îòðèìà¹ìî −Lv(t, x(t), v) + Ψ1(t) = 0 ïðè v = u(t) äëÿ

êîæíîãî t ∈ [t0, t1] , àáî
Lẋ(t, x(t), ẋ(t)) = Ψ1(t) i Lẋẋ(t, x(t), ẋ(t)) ≥ 0 , ∀t ∈ [t0, t1] .

Öå ¹ óìîâà Ëåæàíäðà. Ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ Ψ1(t) ó

äðóãå ðiâíÿííÿ ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ
d
dtLẋ(t, x(t), ẋ(t)) = Lx(t, x(t), ẋ(t)) , ÿêå ¹ ðiâíÿííÿì Åéëåðà. Óìîâà

îïòèìàëüíîñòi ïî u ïðè λ0 = 1 i Ψ1(t) = Lẋ ïðèâîäèòü äî íåðiâíîñòi

L(t, x(t), v)−L(t, x(t), ẋ(t))− vLẋ(t, x(t), ẋ(t))+ ẋ(t)Lẋ(t, x(t), ẋ(t)) ≥ 0,

∀t ∈ [t0, t1] ,
∀v ∈ R

1, ùî ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê óìîâîþ Âåé¹ðøòðàñà ñèëüíîãî ìiíiìó-

ìó.

Òàêèì ÷èíîì, âèêîíàíi âñi íåîáõiäíi óìîâè ñèëüíîãî ëîêàëüíîãî

ìiíiìóìó íàéïðîñòiøî¨ çàäà÷i âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ.



50

Ðàíiøå áóëî ïîêàçàíî, ùî óìîâà Ëåæàíäðà ¹ i íåîáõiäíîþ óìîâîþ

ñëàáêîãî ìiíiìóìó. Âèâåäåìî ç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó óìîâó ßêîái. Íà-

ãàäà¹ìî, ùî çàäà÷à

J1(h) =

t1∫
t0

[
L̃xx(t)h2(t) + 2L̃xẋ(t)h(t)ḣ(t) + L̃ẋẋ(t)ḣ2(t)

]
dt → inf,

(2.26)
h(t0) = h(t1) = 0

íàçèâà¹òüñÿ âòîðèííîþ (äâî¨ñòîþ, ñïðÿæåíîþ) äî çàäà÷i (2.24). Ðiâ-

íÿííÿ Åéëåðà äëÿ íå¨ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿ ßêîái çàäà÷i (2.24). Âîíî

ìà¹ âèãëÿä

d

dt

[
L̃ẋẋ(t)ḣ(t) + L̃ẋx(t)h(t)

]
= L̃xẋ(t)ḣ(t) + L̃xx(t)h(t). (2.27)

Òî÷êà τ íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíîþ äî òî÷êè t0 , ÿêùî ðiâíÿííÿ (2.27)

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê h(t) , äëÿ ÿêîãî h(t0) = h(τ) , àëå L̃ẋẋ(τ)ḣ(τ) �= 0 .
Ïîêàæåìî âèêîíàííÿ óìîâè ßêîái äëÿ çàäà÷i (2.24). Òîáòî, ÿêùî

x̃(t) ∈ C1 ([t0, t1]) äîñòàâëÿ¹ ñëàáêèé ëîêàëüíèé ìiíiìóì çàäà÷i (2.24),

òî íà iíòåðâàëi (t0, t1) íåìà¹ ñïðÿæåíèõ äî t0 òî÷îê.

Íåõàé öå íå òàê i τ ∈ (t0, t1) ñïðÿæåíà äî t0 òî÷êà. Òîäi íåâàæêî

ïîêàçàòè (öå áóëî äîâåäåíî ðàíiøå), ùî ôóíêöiÿ

h̃(t) =
{

h(t), t0 ∈ [t0, τ ]
0, t ∈ (τ, t1]

ðàçîì ç h(t) ≡ 0 äîñòàâëÿ¹ ñèëüíèé ëîêàëüíèé ìiíiìóì çàäà÷i

(2.27). Çíîâó çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï ìàêñèìóìó äî çàäà÷i (2.26). Çãi-

äíî ç íèì, iñíóþòü ìíîæíèê Ëàãðàíæà λ0 ≥ 0 i òàêi êóñêîâî-

äèôåðåíöiéîâàíi ôóíêöi¨ Ψ0(t) i Ψ1(t) � ðîçâ'ÿçêè ñïðÿæåíî¨ ñèñòåìè

(Ψ0(t) ≡ C0 = −λ0,) ùî

C0

(
L̃xx(t)h̃(t) + 2L̃xẋh̃(t)u(t) + L̃ẋẋ(t)u2(t) + Ψ1(t)u(t)

)
=

= max
v∈R1

{
C0

(
L̃xx(t)h̃(t) + 2L̃xẋ(t)h̃(t)v + L̃ẋẋ(t)v2 +Ψ1(t)v

)}
(2.28)
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äëÿ ∀t ∈ [t0, t1] .
Ìiðêóâàííÿìè, àíàëîãi÷íèìè íàâåäåíèì âèùå, ìîæíà ïîêàçàòè,

ùî λ0 �= 0 , i ìîæíà ââàæàòè, ùî λ0 = 1
2 . Òîäi ç (2.28) âèïëèâà¹,

ùî

Ψ1(t) = L̃xẋ(t)h̃(t) + L̃ẋẋ(t)
˙̃
h(t). (2.29)

Àëå äëÿ t ≥ τ h̃(t) ≡ 0 i Ψ1(τ + 0) ≡ 0 âíàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi

Ψ1(t) . Ç iíøîãî áîêó, 0 = Ψ1(τ −0) = L̃ẋẋ(τ)
˙̃
h(τ −0) = L̃ẋẋ(τ)ḣ(τ) �= 0 ,

ùî ñóïåðå÷èòü íåïåðåðâíîñòi Ψ1 . Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ i äîâîäèòü âè-

êîíàííÿ óìîâè ßêîái.

Çàóâàæåííÿ. Âiäçíà÷èìî, ïðè ÿêié ãëàäêîñòi iíòåãðàíòà i åêñ-

òðåìàëi ìîæíà äîâåñòè âêàçàíi âèùå òâåðäæåííÿ. Ðiâíÿííÿ Åéëåðà i

óìîâó Âåé¹ðøòðàñà ìîæíà âèâåñòè, ÿêùî ôóíêöi¨ L,Lx, Lẋ íåïåðåðâ-

íi, óìîâè Ëåæàíäðà i ßêîái � ÿêùî

L ∈ C2, L̃xẋ(t), L̃xx(t)iL̃xx(t) ∈ C1 ([t0, t1]) .

Âñi óìîâè âèêîíóþòüñÿ, ÿêùî L ∈ C3 , x̃ ∈ C2 ([t0, t1]) .
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Çàäà÷i äî ðîçäiëó 2.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï ìàêñèìóìó, ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i.

1. J(x) =

7π
4∫

0

x(t) sin tdt → inf;
∣∣x′∣∣ ≤ 1, x(0) = 0.

2. J(x) =

1∫
0

(x′2 + x)dt → inf;
∣∣x′∣∣ ≤ 1, x(0) = 0.

3. J(x) =

1∫
0

xdt → inf;
∣∣x′′∣∣ ≤ 2, x(0) = x′(0) = 0.

4. J(x) =

1∫
0

xdt → inf;
∣∣x′′∣∣ ≤ 2, x(0) = x′(0) = 0.

5. J(x) =

1∫
0

xdt → inf;
∣∣x′′∣∣ ≤ 2,

x(0) + x(1) = 0, x′(0) + x′(1) = 0.

6. J(x) =

2∫
0

xdt → inf;
∣∣x′′∣∣ ≤ 2, x(0) = x′(0) = x′(2) = 0.

7. J(x) =

2∫
0

∣∣x′′∣∣ dt → inf; x′′ ≥ −2,

x(0) = 0, x(2) = −1, x′(2) = −2.

8. J(x) =

1∫
0

x′′2dt → inf; x′′ ≤ 24, x(0) = 11, x(1) = x′(1) = 0.

9. J(x) =

4∫
0

(x′2 + x)dt → inf;
∣∣x′∣∣ ≤ 1, x(0) = 0.

10. J(x) =

T0∫
0

|ẋ| dt → inf; ẋ ≥ A, x(0) = 0, x(T0) = ξ, (A > 0).
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11. J(x) =

T0∫
0

(ẋ2 + x)dt → inf;
∣∣x′∣∣ ≤ 1, x(0) = 0, x(T0) = 0.

12. J(x, T ) =

T∫
0

(ẋ2 + x)dt → inf;
∣∣x′∣∣ ≤ 1,

x(0) = 0, x(T ) = ξ (T � çìiííà).

13. J(x) =

4∫
0

xdt → inf;
∣∣x′′∣∣ ≤ 2,

x(0) + x(4) = 0, x′(0) + x′(4) = 0.

14. J(x) = x(T0)→ inf;

T0∫
0

x′2dt = 2,
∣∣x′∣∣ ≤ 1, x(0) = 0.

15. J(x) =

1∫
0

(
x2 + x′2

2
+
∣∣x′∣∣) dt → inf; x(1) = ξ.

16. J(x) =

T0∫
0

(xy′ + yx′)dt → sup,

x(0) = x(T0), y(0) = y(T0), x′2 + y′2 ≤ 1.

17. J(x) =

T0∫
0

(xy′ − yx′)dt → sup,
∣∣x′∣∣ ≤ 1, ∣∣y′∣∣ ≤ 1,

x(0) = x(T0), y(0) = y(T0).

18. J(x) =

1∫
0

xdt → inf;

1∫
0

x′′2dt = 1, x(0) = x(1) = 0.

19. J(x) =

1∫
0

xdt → inf;

1∫
0

x′′2dt = 1, x(0) = x′(0) = x(1) = 0.
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20. J(x) =

1∫
0

x′′2dt → inf;

1∫
0

xdt = 1, x(0) = 0.

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷i îïòèìàëüíî¨ øâèäêîäi¨.

21. T → inf, |x′′| ≤ 2,
x(−1) = 1, x(T ) = −1, ẋ(−1) = x′(T ) = 0.

22. T → inf, |x′′| ≤ 2,
x(−1) = −1, x(T ) = 1, x′(−1) = x′(T ) = 0.

23. T → inf, |x′′| ≤ 2, x′(0) = x′(T ) = 0, x(0) = 1, x(T ) = 3.

24. T → inf, −1 ≤ x′′ ≤ 3,
x(0) = 1, x′(0) = x′(T ) = 0, x(T ) = −1.

25. T → inf, 0 ≤ x′′ ≤ 1,
x(0) = ξ1, x′(0) = ξ2, x(T ) = x′(T ) = 0.

26. T → inf, −3 ≤ x′′ ≤ 1,
x(0) = 3, x′(0) = x′(T ) = 0, x(T ) = −5.

27. T → inf,
∣∣x′′∣∣ ≤ 1, x(0) = ξ1, x′(0) = ξ2, ẋ(T ) = 0.

28. T → inf,
∣∣x′′∣∣ ≤ 1, x(0) = ξ1, x′(0) = ξ2, x(T ) = 0.
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