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Передмова

Курс лекцiй призначено для студентiв фiзико-математичного факультету,
якi вивчають дисциплiну “Комплексний аналiз” з циклу професiйної пiдготов-
ки освiтньої програми “Страхова та фiнансова математика” (спецiальнiсть 111
“Математика”). Дисциплiна “Комплексний аналiз” є однiєю з ключових ди-
сциплiн у пiдготовцi фахiвця з математики, її змiст суттєво розширює сферу
майбутньої професiйної дiяльностi студентiв фiзико-математичного факуль-
тету.

Курс лекцiй забезпечує викладання дисциплiни “Комплексний аналiз” об-
сягом 54 академiчних години лекцiйних занять, яку вивчають на фiзико-
математичному факультетi у п’ятому семестрi. В курсi лекцiй розглядається
вступ до комплексного аналiзу, диференцiювання та iнтегрування функцiї
комплексної змiнної, розвинення аналiтичної функцiї у степеневий ряд та
ряд Лорана, теорiя лишкiв, конформнi та найпростiшi перетворення функцiї
комплексної змiнної.

Метою вивчення дисциплiни “Комплексний аналiз” є засвоєння студентами
фiзико-математичного факультету фундаментальних понять, iдей, методiв
комплексного аналiзу, необхiдних для вивчення у подальшому загальнотео-
ретичних дисциплiн, професiйно-орiєнтовних дисциплiн та формування ком-
петенцiй та навичок для успiшної самореалiзацї у обранiй сферi професiйної
дiяльностi.

Предметом навчальної дисциплiни “Комплексний аналiз” є однозначнi фун-
кцiї комплексної змiнної, аналiтичнi функцiї, властивостi яких суттєво вiдрi-
зняються вiд аналогiчних властивостей функцiй дiйсної змiнної.

Комплекснi числа та теорiя функцiй комплексної змiнної, насамперед, є
математичним апаратом для наукового опису фiзичного Всесвiту. Як зазна-
чив видатний британський науковець, лауреат Нобелiвської премiї, почесний
доктор КПI iменi Iгоря Сiкорського Роджер Пенроуз “усе виглядає таким чи-
ном, нiби природа вражена загальним та послiдовним характером системи
комплексних чисел i дала доручення їм описувати тонкi процеси у наймен-
ших масштабах” (Р. Пенроуз “Шлях до реальностi або закони, що керують
Всесвiтом”). Отже, даний курс є важливим не лише для математичних дисци-
плiн, а, насамперед, для прикладних дисциплiн, таких, як теоретична фiзика,
теорiя поля, гiдромеханiка, квантова механiка, радiофiзика, радiотехнiка, ае-
родинамiка, радiоелектронiка. Методи теорiї аналiтичних функцiй суттєво
використовуються при аналiзi та синтезi у теорiї електро- та радiоланцюгiв,
при вивченнi теорiї електромагнiтного поля, тощо.
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Пререквiзитами для вивчення дисциплiни “Комплексний аналiз” є дисци-
плiни “Лiнiйна алгебра”, “Аналiтична геометрiя”, “Математичний аналiз. Фун-
кцiї однiєї змiнної”, “Математичний аналiз. Функцiї кiлькох змiнних”. Осо-
бливо важливим для вивчення даної дисциплiни є засвоєння основ теорiї гра-
ниць функцiї дiйсної змiнної, основ диференцiювання та iнтегрування фун-
кцiй однiєї та кiлькох змiнних, теорiї степеневих рядiв.

Отриманi знання з “Комплексного аналiзу” суттєво використовуються у
подальшому навчаннi при вивченнi функцiонального аналiзу, операцiйного
числення, методiв математичної фiзики.

Курс лекцiй складається з 18 роздiлiв, кожний з яких приблизно вiдповiдає
трьом академiчним годинам. У кожному роздiлi детально викладено теоре-
тичний матерiал, сформульовано та доведено основнi теореми, твердження
та властивостi, наведено приклади, що iлюструють теорiю. Значна кiлькiсть
прикладiв є авторським доробком. Детальне, покрокове розв’язування при-
кладiв сприяє полегшенню засвоєння вiдповiдного теоретичного матерiалу.

При завершеннi кожного роздiлу наведено контрольнi питання та завдан-
ня, при опрацюваннi яких студент матиме змогу здiйснити перевiрку розу-
мiння та засвоєння основних означень, властивостей та теорем. При цьому
реалiзується персональний шлях розвитку навчального потенцiалу студен-
та, формуються особистi можливостi швидкостi та глибини засвоєння нового
матерiалу вiдповiдно до рiвня його складностi та рiвня освiтньої пiдготов-
ки студента. Перелiк посилань, наданий наприкiнцi курсу лекцiй, мiстить як
основну, так i допомiжну лiтературу, що стане у нагодi при бiльш глибокому
вивченнi теоретичного та практичного курсу “Комплексного аналiзу”.

Зважаючи на рiзну кiлькiсть годин, вiдведених для вивчення комплексного
аналiзу на технiчних факультетах унiверситету, при вiдповiдному коригуван-
нi змiсту та обсягу кожного роздiлу, даний курс лекцiй можна використову-
вати пiд час проведення лекцiйних та практичних занять з вищої математики
при вивченнi роздiлiв “Теорiя функцiй комплексної змiнної” та “Операцiйне
числення. Перетворення Лапласа”.

Довгий час курс “Комплексного аналiзу” для студентiв фiзико-
математичного факультету викладав Петро Васильович Задерей, доктор
фiзико-математичних наук, професор кафедри математичного аналiзу та
теорiї ймовiрностей. Петро Васильович докладав чимало зусиль для ство-
рення посiбника зi згаданого курсу. На жаль, Петра Васильовича не стало
18 червня 2024 року i вiн не побачив останньої версiї даної працi. Проте всi
його iдей та наробки склали основу цього посiбника. Петро Васильвоич iз
задоволенням викладав “Комплексний аналiз” i ми сподiваємось, що змогли
зберегти у текстi його майстерний стиль.
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1. Комплекснi числа та дiї над ними

1.1. Означення комплексного числа

Розглянемо множину C впорядкованих пар дiйсних чисел (x, y), для еле-
ментiв якої визначено операцiї додавання та множення наступним чином:

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),

(x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

При цьому елементи z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ C вважатимемо однаковими
тодi i тiльки тодi, коли x1 = x2, y1 = y2.

Означення 1.1. Множина C з операцiями додавання та множення нази-
вається множиною комплексних чисел, а кожен її елемент – комплексним
числом.

Комплексне число z = (x, y) можна записати наступним чином

z = (x, y) = (x, 0) + (y, 0) · (0, 1) = x+ iy,

де за визначенням x = (x, 0), y = (y, 0), i = (0, 1).
Число i називається уявною одиницею, оскiльки

i2 = (0, 1) · (0, 1) = (−1, 0) = −1.

Запис числа z ∈ C
z = x+ iy

називається алгебраїчною формою запису комплексного числа. При цьому
число x називають дiйсною частиною, а число y – уявною частиною компле-
ксного числа z = x+ iy, вони позначаються символами

x = Re z, y = Im z. (1.1)

Комплексне число x− iy називається спряженим до комплексного числа z =
x+ iy i позначається через z:

z = x+ iy = x− iy. (1.2)

Очевидно, що
¯̄z = z та z̄ = z ⇔ z = x ∈ R.
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Використовуючи алгебраїчну форму запису комплексного числа, наведемо
еквiвалентнi означення рiвностi комплексних чисел, операцiй додавання та
множення на множинi C.

Комплексне число z1 = x1 + iy1 дорiвнює комплексному числу z2 = x2 + iy2

тодi i тiльки тодi, коли x1 = x2, y1 = y2, тобто Re z1 = Re z2 та Im z1 = Im z2:

z1 = z2 ⇔ x1 + iy1 = x2 + iy2. (1.3)

Сумою z1 + z2 комплексних чисел z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 називається
комплексне число

z = z1 + z2 = (x1 + x2) + i(y1 + y2). (1.4)

Добутком z1 · z2 комплексних чисел z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 називається
комплексне число

z = z1 · z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2). (1.5)

Якщо z1 i z2 – дiйснi числа, тобто y1 = y2 = 0, то операцiї додавання
(1.4) i множення (1.5) спiвпадають з операцiями над дiйсними числами. При
обчисленнi за формулою (1.5) враховано

i · i = i2 = −1. (1.6)

Очевидно, що формула (1.5) отримана при множеннi x1 + iy1 i x2 + iy2 за
правилом множення многочленiв i використаннi рiвностi (1.6).

1.2. Властивостi операцiй над комплексними
числами у алгебраїчнiй формi

Операцiї додавання i множення комплексних чисел мають такi властивостi:

1) комутативностi:

z1 + z2 = z2 + z1, z1 · z2 = z2 · z1;

2) асоцiативностi:
(z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3),

(z1 · z2)z3 = z1(z2 · z3);

3) дистрибутивностi:
z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.
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Доведемо, наприклад, комутативнiсть множення. Якщо z1 = x1 + iy1, а
z2 = x2 + iy2, то за формулою (1.5) будемо мати

z1 · z2 = (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2),

z2 · z1 = (x2x1 − y2y1) + i(x2y1 + y2x1)

За властивiстю комутативностi множення i додавання дiйсних чисел

x1x2 = x2x1, y1y2 = y2y1, x1y2 = y2x1, x1y2 + y1x2 = x2y1 + y2x1.

Тобто
z1 · z2 = z2 · z1.

Таким же чином перевiряються iншi властивостi 1)-3).
За побудовою добуток

zz = x2 + y2 ≥ 0− невiд’ємний.

Означення 1.2. Число
√
x2 + y2 називається модулем комплексного числа

z = x+ iy i позначається |z|:

|z| = |x+ iy| =
√
x2 + y2. (1.7)

Тому
zz = |z|2. (1.8)

Зауважимо, що

|z| ≥ 0 i |z| = 0 лише тодi, коли z = 0.

Модуль дiйсного числа спiвпадає з абсолютною величиною цього числа.
Числа 0 i 1 у множинi комплексних чисел мають тi ж властивостi, що й в

множинi дiйсних чисел. Зокрема, справедливi рiвностi:

z + 0 = z, z · 0 = 0, z · 1 = z.

Операцiя додавання в множинi комплексних чисел допускає обернену опе-
рацiю вiднiмання. Тобто, для довiльних комплексних чисел z1 i z2 iснує єдине
число z таке, що

z + z1 = z2. (1.9)
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Це число називається рiзницею чисел z2 i z1, i позначається через z2 − z1.
Очевидно, що

z2 − z1 = (x2 − x1) + i(y2 − y1).

Операцiя, обернена до множення, називається дiленням. Часткою двох чи-
сел z2 i z1 називається таке число z, яке задовольняє рiвняння

zz1 = z2. (1.10)

Частка позначається
z2 : z1 або

z2

z1
.

Рiвняння (1.10) має єдиний розв’язок для довiльних комплексних чисел
z2 i z1, якщо z1 6= 0. Справдi, помноживши обидвi частини рiвняння (1.10)
на число z1 i використавши формулу (1.8), отримаємо z|z1|2 = z2z1. Звiдси
знаходимо

z =
z2z1

|z1|2
.

Тобто
z =

z2

z1
=
z2z1

z1z1
=
z2z1

|z1|2
, z1 6= 0. (1.11)

Нехай z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2. Тодi формулу (1.11) можна переписати
у виглядi

z =
z2

z1
=
x2 + iy2

x1 + iy1
=

=
(x2 + iy2)(x1 − iy1)

x2
1 + y2

1

=
x2x1 + y2y1

x2
1 + y2

1

+ i
x1y2 − x2y1

x2
1 + y2

1

.

Для виконання операцiї дiлення достатньо пам’ятати, що остання формула
отримується шляхом множення чисельника i знаменника на число спряжене
до знаменника.

Добуток n комплексних чисел z називається n-им степенем числа z, позна-
чається zn:

zn = z · z · . . . · z︸ ︷︷ ︸
n разiв

.

Обернена операцiя, тобто добування кореня, визначається так: число ω на-
зивається коренем n-го степеня з числа z, якщо

ωn = z

(позначається символом ω = n
√
z). Далi побачимо, що для будь-якого z 6= 0

корiнь n
√
z має n рiзних значень.
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1.3. Геометрична iнтерпретацiя комплексного числа
Нехай на площинi задана прямокутна система координат. Комплексне чи-

сло
z = x+ iy

будемо зображати точкою площини з координатами

(x, y).

Ця точка позначається тiєю ж лiтерою z. Вiдповiднiсть мiж комплексними
числами i точками площини є взаємнооднозначною. При цьому дiйснi числа
зображаються точками осi абсцис, а суто уявнi iy – точками осi ординат.
Тому вiсь абсцис називається дiйсною вiссю, а вiсь ординат – уявною вiссю, а
площина, на якiй зображаються комплекснi числа, називається комплексною
площиною i позначається C.

Re z

Im z

z = x+ iy

O

y

x

Рис. 1.1

Комплексне число z зображається також
вектором з початком в точцi O i кiнцем в
точцi z. Вiдповiднiсть мiж комплексними
числами i векторами комплексної площини
з початком в точцi O також є взаємноодно-
значною. Тому вектор, що зображає ком-
плексне число z, позначається тiєю ж лiте-
рою z (Рис. 1.1).

З формули (1.7) (рис. 1.1) випливає, що довжина вектора z дорiвнює |z| i
справедливi нерiвностi

|Re z| ≤ |z|, |Im z| ≤ |z|.

Додавання i вiднiмання комплексних чисел можна iлюструвати з допомо-
гою векторної iнтерпретацiї цих комплексних чисел. Число z1 + z2 зображає-
ться вектором, побудованим за правилом додавання векторiв z1 i z2, а вектор
z1− z2 будується як рiзниця цих векторiв, або як сума векторiв z1 i −z2 (Рис.
1.2).

13



Re z

Im z

z2

O

−z2

z1

z1 − z2

z1 + z2

Рис. 1.2

Вiдстань мiж точками z1 i z2 (рис.1.2), дорiвнює довжинi вектора z1 − z2,
тобто |z1 − z2|.

Приклад 1.1. Множина точок z, якi задовольняють рiвняння

|z − z0| = 5,

є коло радiуса 5 з центром в точцi z0, оскiльки |z − z0| є вiдстань мiж
точками z i z0.

Приклад 1.2. Множина точок рiвновiддалених вiд точок z1 i z2 задається
рiвнянням

|z − z1| = |z − z2|
i є рiвнянням прямої, яка проходить через середину вiдрiзка, що з’єднує
точки z1 i z2 i перпендикулярна до нього.

Приклад 1.3. Множина точок z, якi задовольняють рiвняння

|z − z1|+ |z − z2| = 2a,

де a > 1
2|z1− z2| є елiпсом з фокусами в точках z1 i z2 i з бiльшою пiввiссю,

що дорiвнює a, оскiльки |z − z1|+ |z − z2| є сумою вiдстаней вiд точки z до
точок z1 i z2.
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Приклад 1.4. Рiвняння

||z − z1| − |z − z2|| = 2a, a <
1

2
|z1 − z2|,

є рiвнянням гiперболи з фокусами в точках z1 i z2 i з дiйсною пiввiссю, що
дорiвнює a.

1.4. Тригонометрична i показникова форми
комплексного числа

На комплекснiй площинi положення точки

z = x+ iy

визначається декартовими координатами (x, y). Корисно мати зображення
комплексних чисел в полярних координатах. Для цього сумiстимо полярну
вiсь з додатною пiввiссю x, а полюс з початком координат.

z(x, y)

r

O

y

x
ϕ

Рис. 1.3

Позначимо через r полярний радiус, а че-
рез ϕ полярний кут (рис.1.3). Якщо вiд-
лiк ведеться проти годинникової стрiл-
ки, то величина кута ϕ вважається дода-
тною, а якщо за годинниковою стрiлкою
– то вiд’ємною.

Модуль |z| = r визначається однозначно,

|z| = r =
√
x2 + y2.

Кут ϕ називається аргументом комплексного числа z(z 6= 0) i позначається
символом

Arg z.

Для числа z = 0 аргумент не визначається. Тому далi при всiх мiркуван-
нях, пов’язаних з поняттям аргумента, вважається, що z 6= 0. За побудовою
(рис.1.3)

x = r cosϕ,

y = r sinϕ.
(1.12)
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Отже, довiльне комплексне число z 6= 0 можна зобразити у виглядi

z = x+ iy = r(cosϕ+ i sinϕ). (1.13)

Запис комплексного числа у виглядi (1.13) називається тригонометричною
формою комплексного числа.

Якщо z = x+ iy, ϕ = Arg z, то з формул (1.12) випливає, що

cosϕ =
x√

x2 + y2
,

sinϕ =
y√

x2 + y2
.

(1.14)

Arg z визначається з точнiстю до 2νπ, ν ∈ Z.
Серед нескiнченної множини значень Arg z є одне значення, що належить

промiжку (−π, π], його називають головним значенням аргумента i познача-
ють

arg z.

Таким чином,
Arg z = arg z + 2νπ, ν = 0,±1, . . . . (1.15)

Аргумент ϕ комплексного числа z = x + iy, як випливає з системи (1.14),
задовольняє рiвняння

tgϕ =
y

x
.

Приклад 1.5. Знайти аргумент комплексного числа

z = −1

2
−
√

3

2
i.

Оскiльки точка z = −1
2 −

√
3

2 i лежить в третiй чвертi i tgϕ =
√

3, то

Arg

(
−1

2
− i
√

3

2

)
=

4π

3
+ 2νπ, ν = 0,±1, . . . ,

а головне значення дорiвнює

arg

(
−1

2
− i
√

3

2

)
= −2π

3
.
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При |z| = 1 формула (1.13) набуде вигляду

z = cosϕ + i sinϕ.

Комплексне число
cosϕ+ i sinϕ

позначається символом
eiϕ.

Для довiльного дiйсного числа ϕ має мiсце формула Ейлера

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ. (1.16)

Таким чином, для ∀ϕ ∈ R дiстаємо

ϕ = arg eiϕ, |eiϕ| = 1,

e2πi = 1, eπi = −1, eπi/2 = i, e−πi/2 = −i.
Якщо в формулi (1.16) ϕ замiнити на −ϕ, то отримаємо рiвнiсть

e−iϕ = cosϕ− i sinϕ. (1.17)

Додаючи i вiднiмаючи рiвностi (1.16) i (1.17), отримаємо формули, якi теж
називаються формулами Ейлера:

cosϕ =
1

2
(eiϕ + e−iϕ),

sinϕ =
1

2i
(eiϕ − e−iϕ).

(1.18)

Функцiя eiϕ має властивостi показникової функцiї. Наведемо деякi з них:

eiϕ1 · eiϕ2 = ei(ϕ1+ϕ2),
eiϕ1

eiϕ2
= ei(ϕ1−ϕ2), (1.19)

(eiϕ)n = einϕ, n ∈ Z. (1.20)

Доведемо першу з рiвностей (1.19). Очевидно, що

eiϕ1 · eiϕ2 =(cosϕ1 + i sinϕ1)(cosϕ2 + i sinϕ2) =

=(cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2) + i(sinϕ1 cosϕ2 + cosϕ1 sinϕ2) =

= cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2) =

=ei(ϕ1+ϕ2).

17



Аналогiчно доводиться друга рiвнiсть (1.19). Рiвнiсть (1.20) можна отри-
мати з (1.19) за iндукцiєю.

З (1.20) i (1.16) маємо

(eiϕ)n = (cosϕ+ i sinϕ)n = cosnϕ+ i sinnϕ, n ∈ Z. (1.21)

Рiвнiсть (1.21) називається формулою Муавра.
З (1.13) i (1.16) випливає, що довiльне комплексне число z 6= 0 можна

зобразити у виглядi
z = reiϕ, (1.22)

де r = |z|, ϕ = Arg z. Права частина рiвностi (1.22) називається показниковою
формою комплексного числа z.

Наведемо формули множення i дiлення комплексних чисел, поданих в по-
казниковiй формi:

z1 · z2 = r1e
iϕ1 · r2e

iϕ2 = r1r2e
i(ϕ1+ϕ2), (1.23)

z1

z2
=
r1e

iϕ1

r2eiϕ2
=
r1

r2
ei(ϕ1−ϕ2). (1.24)

З формули (1.23) знаходимо, що модуль добутку двох комплексних чисел
дорiвнює добутку модулiв множникiв:

|z1 · z2| = |z1| · |z2|,

а аргумент добутку є сумою аргументiв множникiв:

arg (z1z2) = arg z1 + arg z2. (1.25)

З формули (1.24) випливає, що модуль частки двох комплексних чисел
дорiвнює частцi модулiв цих чисел:∣∣∣∣z1

z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2|

, z2 6= 0,

а аргумент частки – рiзницi аргументiв:

ϕ1 = arg z1, ϕ2 = arg z2, arg
z1

z2
= ϕ1 − ϕ2. (1.26)

Якщо z1 = r1e
iϕ1, z2 = r2e

iϕ2, то

z1 = z2 ⇔ r1 = r2, ϕ1 = ϕ2 + 2νπ, ν ∈ Z.
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Нехай z = x+ iy, а z = x− iy. Тодi

|z| = |z|.

Встановимо зв’язок мiж аргументами чисел z i z. Якщо

z = reiϕ,

то
z = re−iϕ

(див. формули (1.16) i (1.17)). Таким чином, якщо

ϕ = arg z ⇒ −ϕ = arg z.

Легко перевiрити рiвностi:

z1 ± z2 = z1 ± z2, z1 · z2 = z1 · z2,(
z1

z2

)
=
z1

z2
, z2 6= 0,

zn = (z)n, n ∈ Z, z 6= 0 при n < 0.

1.5. Добування коренiв з комплексного числа
Розглянемо рiвняння

zn = a, (1.27)

де a 6= 0 – комплексне число, а n – натуральне число. Якщо

a = ρeiθ, z = reiϕ,

то
rneinϕ = ρeiθ.

Звiдси знаходимо
rn = ρ, nϕ = θ + 2νπ,

тобто
r = n
√
ρ, ϕν =

θ + 2νπ

n
.
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Таким чином,
zν = n

√
ρei

θ+2νπ
n , ν ∈ Z. (1.28)

Серед комплексних чисел (1.28) n рiзних коренiв, iншi повторюватимуться.
Справдi, числа z0, z1, . . . , zn−1 рiзнi, бо їх аргументи

ϕ0 =
θ

n
, ϕ1 =

θ + 2π

n
, . . . , ϕn−1 =

θ + 2π(n− 1)

n

рiзнi i вiдрiзняються один вiд одного на 2π
n . Але

zn = z0,

оскiльки
|zn| = |z0| = n

√
ρ, ϕn =

θ

n
+ 2π = ϕ0 + 2π.

Далi
zn+1 = z1, zn+2 = z2, . . . .

Таким чином, рiвняння (1.27) при a 6= 0 має n рiзних коренiв:

zν = n
√
ρei

θ+2νπ
n , ν = 0, 1, . . . , n− 1. (1.29)

На комплекснiй площинi (рис. 1.4) точки zν зображенi у вершинах правиль-
ного n-кутника, вписаного в коло радiуса n

√
ρ з центром у точцi О.

Re z

Im z

z0

θ
n

z1z2

2π
n

zn−1
O

Рис. 1.4
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Контрольнi питання
1. Якi iснують форми запису комплексного числа?

2. Що таке модуль та аргумент комплексного числа? Дати означення го-
ловного значення аргумента комплексного числа.

3. Якi комплекснi числа називаються рiвними, спряженими?

4. Як знайти дiйсну та уявну частини комплексного числа

1

z
,

де z = x+ iy, z 6= 0?

5. Як зображаються на комплекснiй площинi числа, що є сумою чи рiзни-
цею двох комплексних чисел?

6. Якi областi у комплекснiй площинi визначають наступнi нерiвностi:

|Re z| < |3− 4i|; 1 < Imz ≤ 3; 4 < |z + 2i| ≤ 5; |z| ≤ 9 ?

7. Як знайти комплексне число z з рiвняння

(4 + 3i)z = (1− i)3 ?

Зробити перевiрку.

8. Як на комплекснiй площинi зображаються коренi 6-го степеня з ком-
плексного числа?

9. Яким чином зображаються на комплекснiй площинi коренi другого сте-
пеня з комплексного числа?

10. Довести, що коренi n-го степеня з комплексного числа z 6= 0 утворюють
геометричну прогресiю. Який знаменник цiєї прогресiї?
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2. Послiдовностi i ряди комплексних чисел

2.1. Послiдовностi комплексних чисел
Означення 2.1. Комплексне число a називається границею послiдовностi
{zn} комплексних чисел z1, z2, . . . , zn, . . ., якщо

(∀ε > 0)(∃N = N(ε) ∈ N)(∀n > N)

виконується нерiвнiсть
|zn − a| < ε. (2.1)

При цьому пишуть
lim
n→∞

zn = a.

Зазначимо, якщо число a є границею послiдовностi {zn}, то

lim
n→∞
|zn − a| = 0. (2.2)

Послiдовностi, якi мають границi, називають збiжними.
Множиною точок z, якi задовольняють нерiвнiсть |z − a| < ε є круг з

центром в точцi a, який називається ε-околом точки a. Таким чином, точка
a є границею послiдовностi {zn}, якщо в довiльному околi точки a мiстяться
всi члени цiєї послiдовностi, за виключенням, можливо, їх скiнченного числа.

Кожнiй послiдовностi комплексних чисел

{zn}

вiдповiдає двi послiдовностi дiйсних чисел xn i yn, де

zn = xn + iyn, n ∈ N.

Теорема 2.1. Iснування границi

lim
n→∞

zn = a, a = α + iβ,

рiвносильне iснуванню двох границь:

lim
n→∞

xn = α, lim
n→∞

yn = β.
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Доведення. Нехай iснує границя lim
n→∞

zn = a, тобто виконується умова
(2.2). Тодi з нерiвностей

|xn − α| < |zn − a|,

|yn − β| < |zn − a|
випливає iснування границь

lim
n→∞

xn = α, lim
n→∞

yn = β.

З оцiнки

|zn − a| = |(xn − α) + i(yn − β)| ≤ |xn − α|+ |yn − β|

отримуємо обернене твердження. Теорема доведена.

З теореми 2.1 випливають такi властивостi послiдовностей комплексних
чисел: якщо lim

n→∞
zn = a i lim

n→∞
ζn = b, то

lim
n→∞

(zn ± ζn) = a± b, (2.3)

lim
n→∞

(zn · ζn) = a · b, (2.4)

lim
n→∞

zn
ζn

=
a

b
, ζn 6= 0 при n ∈ N, b 6= 0. (2.5)

Критерiй Кошi. Послiдовнiсть {zn} є збiжною тодi i тiльки тодi, коли

(∀ε > 0)(∃N = N(ε))(∀n > N) ∧ (∀m > N) :

|zm − zn| < ε.

Послiдовнiсть комплексних чисел {zn} називається обмеженою, якщо iснує
таке дiйсне число A > 0, що для ∀n ∈ N виконується нерiвнiсть

|zn| ≤ A.
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Теорема Вейєрштрасса. З довiльної обмеженої послiдовностi можна
видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть.

Властивостi послiдовностей комплексних чисел, пов’язанi з властивостями
послiдовностей модулiв i аргументiв цих чисел:

1) iз означення границi послiдовностi комплексних чисел i нерiвностi
||zn| − a| ≤ |zn − a| випливає, якщо

lim
n→∞

zn = a,

то
lim
n→∞
|zn| = |a|;

2) достатньою умовою збiжностi послiдовностi комплексних чисел є насту-
пна умова: якщо

zn = |zn|eiϕn, lim
n→∞
|zn| = ρ, lim

n→∞
ϕn = α,

то
lim
n→∞

zn = ρeiα.

Це твердження випливає з рiвностi

zn = |zn| cosϕn + i|zn| sinϕn

i теореми 2.1.
Наведемо приклади, коли послiдовнiсть {zn} збiгається, а послiдовнiсть
{ϕn}, ϕn = arg zn розбiгається.

Приклад 2.1. Послiдовнiсть {zn}, де

zn = 2(cos 2πn+ i sin 2πn),

збiгається, а послiдовнiсть {ϕn} = arg zn = 2πn - розбiгається.

Приклад 2.2. Послiдовнiсть {zn}, де

zn =
(−1)n

n
,
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збiгається i
lim
n→∞

zn = 0,

але послiдовнiсть {ϕn}, де

ϕn = arg zn = {0, π, 0, π, 0, π, ...}

розбiгається.

Приклад 2.3. Нехай

lim
n→∞

zn = a 6= 0, zn 6= 0, arg a = α.

Тодi iснує така послiдовнiсть {ϕn}, що ϕn = arg zn, n ∈ N, i

lim
n→∞

ϕn = α.

Доведення. Для фiксованого ε > 0 виберемо δ > 0 так, щоб круг |z−a| < δ
лежав всерединi кута α−ε < arg zn < α+ε (рис. 2.1). За означенням границi
послiдовностi, ∃ номер N , що ∀n > N точки zn лежать в крузi |z− a| < δ,
а тому α− ε < ϕn < α + ε для ∀n > N , тобто

lim
n→∞

ϕn = α.

x

y

a

O

zn

δ

α
α− εϕn

Рис.2.1
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2.2. Розширена комплексна площина
Означення 2.2. Послiдовнiсть комплексних чисел {zn} має нескiнченну
границю (пишуть lim

n→∞
zn =∞), якщо

lim
n→∞
|zn| =∞. (2.6)

Нескiнченну границю називають невласним (нескiнченним) комплексним
числом, а вiдповiдну їй точку – нескiнченно вiддаленою точкою комплексної
площини.

Спiввiдношення (2.6) означає, що послiдовнiсть {zn} така, що для довiль-
ного додатного числа R знайдеться номер N , починаючи з якого члени по-
слiдовностi {zn} задовольняють умову

|zn| > R при ∀n ≥ N. (2.7)

З нерiвностi (2.7) випливає, що точка zn лежить зовнi круга радiуса R з
центром в точцi O.

Множина точок z, що задовольняють нерiвнiсть

|z| > R

називається околом нескiнченно вiддаленої точки.

x

y

O R

z

Таким чином, точка z =∞ є границею послiдовностi {zn}, якщо в довiльно-
му околi точки z =∞ мiстяться всi члени цiєї послiдовностi, за виключенням
їх скiнченого числа.

Наведемо деякi властивостi послiдовностей {zn}, якi збiгаються до нескiн-
ченностi:

1) Якщо zn 6= 0, n ∈ N, то
lim
n→∞

zn =∞

тодi i тiльки тодi, коли

lim
n→∞

1

zn
= 0.
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2) Якщо
lim
n→∞

zn =∞ i lim
n→∞

ξn = a 6=∞,
то

lim
n→∞

(zn + ξn) =∞ i lim
n→∞

ξn
zn

= 0.

3) Якщо
lim
n→∞

zn =∞ i lim
n→∞

ξn = a 6= 0 (∞),

то
lim
n→∞

(znξn) =∞ i lim
n→∞

zn
ξn

=∞.

Комплексна площина, доповнена нескiнченно вiддаленою точкою, назива-
ється розширеною комплексною площиною.

2.3. Стереографiчна проекцiя. Сфера Рiмана
Геометрична iнтерпретацiя розширеної комплексної площини наступна.

x

y

P

O

A

z

S

Рис. 2.2

Розглянемо у тривимiрному просторi сферу S, яка дотикається до компле-
ксної площини в точцi O. P – точка сфери S, дiаметрально протилежна точцi
O (рис. 2.2). Центр сфери S розмiстимо у точцi

(
0, 0, 1

2

)
, радiус її дорiвнює 1

2 ,
тобто R = 1

2 . Кожнiй точцi z комплексної площини поставимо у вiдповiднiсть
точку A, яка є точкою перетину сфери S з вiдрiзком Pz. Послiдовностi {zn},
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яка збiгається до ∞, вiдповiдає послiдовнiсть точок сфери S, яка збiгається
до точки P . Поставимо у вiдповiднiсть точцi z = ∞ точку P . Звiдси точка
P у просторi з координатами (0, 0, 1) вiдповiдає точцi z =∞ на комплекснiй
площинi. Така вiдповiднiсть мiж точками розширеної комплексної площини i
точками сфери S є взаємно однозначною. Вона називається стереографiчною
проекцiєю, а сфера S - сферою Рiмана.

Зауважимо, що нескiнченно вiддалена точка площини, як i точка O, не має
визначеного аргумента.

Надалi використовуються позначення вигляду:

(−∞;∞)− дiйсна вiсь,

(−i∞; i∞)− уявна вiсь,

(α− i∞;α + i∞)− пряма Re z = α,

(βi−∞; βi+∞)− пряма Im z = β.

Теорема 2.2. Розширена комплексна площина компактна, тобто з довiль-
ної послiдовностi комплексних чисел можна видiлити збiжну пiдпослiдов-
нiсть.

Доведення. З обмеженої послiдовностi {zn} за теоремою Вейєрштрасса
можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть. Якщо послiдовнiсть {zn} нео-
бмежена, то ∀k ∈ N, ∃ номер nk такий, що |znk| > k. Отже,

lim
k→∞

znk =∞.

2.4. Числовi ряди
Означення 2.3. Ряд ∞∑

k=1

zk (2.8)

називається збiжним, якщо збiгається послiдовнiсть його частинних сум

Sn =
n∑
k=1

zk.
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Границя S послiдовностi Sn називається сумою ряду (2.8):

S =
∞∑
k=1

zk.

Ряд (2.8) називається абсолютно збiжним, якщо збiгається ряд

∞∑
k=1

|zk|.

З властивостей збiжних послiдовностей випливають наступнi властивостi:

1) Для того, щоб ряд
∞∑
k=1

zk

був збiжним, необхiдно i достатньо, щоб були збiжними ряди

∞∑
k=1

xk i
∞∑
k=1

yk,

де zk = xk + iyk. При цьому

∞∑
k=1

zk =
∞∑
k=1

xk + i

∞∑
k=1

yk.

2) Якщо ряд
∞∑
k=1

zk

збiжний, то ряд
∞∑
k=1

azk,

де a - комплексне число, є збiжним i

∞∑
k=1

azk = a
∞∑
k=1

zk.
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3) Якщо ряди
∞∑
k=1

zk i
∞∑
k=1

ξk

є збiжними, то ряд
∞∑
k=1

(zk + ξk)

також є збiжним i
∞∑
k=1

(zk + ξk) =
∞∑
k=1

zk +
∞∑
k=1

ξk.

4) Якщо ряди
∞∑
k=1

zk i
∞∑
k=1

ξk

є збiжними i їх суми вiдповiдно дорiвнюють S i σ, то ряд

∞∑
k=1

(
k∑

n=1

znξk−n+1

)
збiгається i його сума дорiвнює Sσ.

5) Критерiй Кошi. Ряд
∞∑
k=1

zk

є збiжним тодi i тiльки тодi, коли ∀ε > 0 ∃ номер N , що ∀n > N i
m ≥ n > N виконується нервнiсть∣∣∣∣∣

m∑
k=n

zk

∣∣∣∣∣ < ε.

6) Для збiжностi ряду
∞∑
k=1

zk

необхiдно, щоб
lim
k→∞

zk = 0.
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7) Якщо ряд
∞∑
k=1

|zk|

збiгається, то ряд
∞∑
k=1

zk

також збiгається.

Контрольнi питання
1. Сформулювати необхiдну i достатню умови iснування границi послiдов-

ностi комплексних чисел?

2. Якi з наступних послiдовностей комплексних чисел {zn} мають границю
при n→∞, якщо:

а) zn =

(
1 + 3n

3n

)n
+ i

(
1 + 3n

3n

)2

;

б) zn = ein;

в) zn =
n+ 3in

sin 2n
;

г) zn =
n+ 1

2n
+ i

2n

n!
?

3. Що називають околом точки z = a 6=∞ та околом точки z =∞?

4. Яка комплексна площина називається розширеною комплексною пло-
щиною?

5. Що називається стереографiчною проекцiєю та сферою Рiмана?

6. Яка множина точок на сферi Рiмана вiдповiдає паралельним прямим
комплексної площини при стереографiчнiй проекцiї?

7. Яка точка на сферi Рiмана вiдповiдає точцi z = i на комплекснiй пло-
щинi при стереографiчнiй проекцiї?

8. Сформулювати означення збiжного ряду, члени якого є комплексними
числами?
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9. Який числовий ряд, членами якого є комплекснi числа, називається
абсолютно збiжним?

10. Сформулювати властивостi рядiв, членами яких є комплекснi числа.

11. Дослiдити на збiжнiсть числовi ряди:

а)
∞∑
n=0

(
√

4 + i
√

5)n;

б)
∞∑
n=1

e2in

n
√
n
.
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3. Кривi i областi в комплекснiй площинi

3.1. Комплекснозначнi функцiї дiйсної змiнної
Якщо кожному значенню t ∈ [α; β] за певним правилом ставиться у вiдпо-

вiднiсть деяке комплексне число z, то кажуть, що задана комплекснозначна
функцiя дiйсної змiнної z = λ(t). Ця функцiя може бути зображена у виглядi

λ(t) = ξ(t) + iη(t),

де ξ(t) = Reλ(t) i η(t) = Imλ(t) — дiйснi функцiї.
Визначимо границю функцiї λ(t) при t→ t0 ∈ [α; β] формулою

lim
t→t0

λ(t) = lim
t→t0

ξ(t) + i lim
t→t0

η(t). (3.1)

Якщо iснують границi lim
t→t0

ξ(t) та lim
t→t0

η(t), то iснує границя lim
t→t0

λ(t).

Тобто, якщо ∀ε > 0, ∃δ > 0, таке, що |λ(t) − a| < ε для всiх t таких, що
|t − t0| < δ, t 6= t0, то пишуть lim

t→t0
λ(t) = a. Це означення можна сформулю-

вати за допомогою границi послiдовностi: lim
t→t0

λ(t) = a, якщо для довiльної

послiдовностi {tn} такої, що lim
n→∞

tn = t0, tn 6= t0, при n ∈ N, lim
n→∞

λ(tn) = a.

Границi комплекснозначних функцiй мають такi властивостi: якщо iснують
границi

lim
t→t0

λ1(t) = a1 i lim
t→t0

λ2(t) = a2,

то
lim
t→t0

[λ1(t)± λ2(t)] = a1 ± a2,

lim
t→t0

λ1(t) · λ2(t) = a1a2,

а якщо a2 6= 0, то й

lim
t→t0

λ1(t)

λ2(t)
=
a1

a2
.

Зауважимо, що
lim

t→t0−0
λ(t) = lim

t→t0
t<t0

λ(t),

lim
t→t0+0

λ(t) = lim
t→t0
t>t0

λ(t).

33



Функцiя
λ(t) = ξ(t) + iη(t)

називається неперервною в точцi t0 ∈ (α; β) (або на (α; β)), якщо в точцi
t0 (або на (α; β)) неперервнi функцiї ξ(t) i η(t). Iншими словами: якщо
lim
t→t0

λ(t) = λ(t0), то функцiя z = λ(t) називається неперервною в точцi t0,

якщо ∀ε > 0, ∃δ > 0 таке, що ∀t таких, що |t − t0| < δ, має мiсце нерiвнiсть
|λ(t)− λ(t0)| < ε.

Зрозумiло, що сума, рiзниця, добуток неперервних комплекснозначних
функцiй є неперервними функцiями, а частка двох неперервних комплексно-
значних функцiй є неперервною функцiєю в тих точках, де знаменник не до-
рiвнює нулю. Функцiя λ(t) неперервна на [α; β] є обмеженою на [α; β], тобто
∃M > 0 таке, що ∀t ∈ [α; β] виконується нерiвнiсть

|λ(t)| ≤M.

За означенням
λ′(t) = lim

∆t→0

λ(t+ ∆t)− λ(t)

∆t
. (3.2)

Означення 3.1. Похiдна функцiї λ(t) = ξ(t)+iη(t) визначається формулою

λ′(t) = ξ′(t) + iη′(t). (3.3)

Якщо iснують похiднi λ′1(t) i λ′2(t), то iснують похiднi

(λ1(t)± λ2(t))
′ = λ′1(t)± λ′2(t),

(λ1(t) · λ2(t))
′ = λ′1(t)λ2(t) + λ1(t)λ

′
2(t),

а якщо λ2(t) 6= 0, то(
λ1(t)

λ2(t)

)′
=
λ′1(t) · λ2(t)− λ1(t) · λ′2(t)

λ2
2(t)

.
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Приклад 3.1. Функцiя
λ(t) = eit

диференцiйовна на вiдрiзку [0; 2π], λ′(t) = ieit, |λ′(t)| = 1 при всiх t ∈ [0; 2π].
Теорема Лагранжа, взагалi кажучи, не виконується для комплекснозначних
функцiй, оскiльки для функцiї λ(t)

λ(0) = λ(2π) = 1,

але

λ(2π)− λ(0) 6= 2πieic, ∀c ∈ [0; 2π].

Визначимо iнтеграл
β∫

α

λ(t)dt,

де λ(t) = ξ(t) + iη(t), ξ(t) i η(t)– неперервнi функцiї на [α; β], з допомогою
поняття границi iнтегральних сум. Для цього покладемо α = t0 < t1 < ... <
tn = β, ∆tk = tk − tk−1, tk−1 ≤ τk ≤ tk, γ = max

k
∆tk. Тодi

β∫
α

λ(t)dt = lim
γ→0

n∑
k=1

λ(τk)∆tk. (3.4)

Або, що еквiвалентно (3.4),

β∫
α

λ(t)dt =

β∫
α

ξ(t)dt+ i

β∫
α

η(t)dt.

Зрозумiло, що справедливi формули

a)
β∫
α

aλ(t)dt = a
β∫
α

λ(t)dt;

б)
β∫
α

[λ1(t)± λ2(t)]dt =
β∫
α

λ1(t)dt±
β∫
α

λ2(t)dt;

в)
β∫
α

λ(t)dt = −
α∫
β

λ(t)dt;
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г)
β∫
α

λ(t)dt =
δ∫
α

λ(t)dt+
β∫
δ

λ(t)dt, α < δ < β;

д)
β∫
α

λ(t)dt = Λ(β) − Λ(α), (формула Ньютона-Лейбнiца), тут функцiя

Λ(t)– первiсна функцiї λ(t), тобто Λ′(t) = λ(t), де α ≤ t ≤ β.

Твердження 3.1. Якщо комплекснозначна функцiя λ(t) iнтегровна на вiд-
рiзку [α; β], то функцiя |λ(t)| iнтегровна на цьому вiдрiзку i справедлива
нерiвнiсть ∣∣∣∣∣∣

β∫
α

λ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
β∫

α

|λ(t)|dt. (3.5)

Ця оцiнка отримується з нерiвностi∣∣∣∣∣
n∑
k=1

λ(τk)∆tk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|λ(τk)| ·∆tk

шляхом переходу до границi при δ = max
k

∆tk → 0.
З формули (3.5) випливає нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣

β∫
α

λ(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ (β − α) max
α≤t≤β

|λ(t)|.

Зауважимо, що для комплекснозначних функцiй, теорема про середнє не-
справедлива.

Приклад 3.2. Iнтеграл
2π∫

0

eitdt = 0,

а функцiя eit не обертається в нуль в жоднiй точцi вiдрiзка [0, 2π].
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3.2. Кривi в комплекснiй площинi
Якщо на вiдрiзку [α; β] задана неперервна комплекснозначна функцiя z =

λ(t), то кажуть, що задана неперервна крива

z = λ(t), α ≤ t ≤ β, (3.6)

а рiвняння (3.6) називається параметричним рiвнянням цiєї кривої. Крива
(3.6) є впорядкованою множиною точок комплексної площини в тому розу-
мiннi, що якщо z1 = λ(t1), z2 = λ(t2) i α ≤ t1 < t2 ≤ β, то кажуть, що точка
z2 кривої (3.6) є наступною за точкою z1, тобто крива z = λ(t) орiєнтована
на напрямi зростання параметра t.

Нехай крива γ задається рiвнянням (3.6), тодi на комплекснiй площинi
точки z = λ(t), α ≤ t ≤ β утворюють множину L(γ).

Приклад 3.3. Крива
z = cos t, π ≤ t ≤ 2π,

є вiдрiзком [−1, 1], орiєнтованим вiд точки z = −1 до точки z = 1 (Рис.3.1).

0−1 1

Рис. 3.1

Приклад 3.4. Крива

z = eit,
π

2
≤ t ≤ 3π

2
,

є пiвколом |z| = 1, Re z ≤ 0, орiєнтованим проти годинникової стрiлки
(Рис.3.2).

i

−i

−1

Рис. 3.2

Вiдмiннiсть кривої γ вiд множин точок ком-
плексної площини L(γ) полягає в тому, що
рiзним точкам кривої можуть вiдповiдати
одна i та ж сама точка комплексної площи-
ни: якщо λ(t1) = λ(t2) при t1 6= t2, то точки
z1 = λ(t1) i z2 = λ(t2) є рiзними на кривiй
γ, але як точки комплексної площини, вони
спiвпадають. Такi точки називаються точка-
ми самоперетину кривої (3.6).
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Крива, яка не має точок самоперетину, називається простою кривою або
кривою Жордана. Замкненою кривою називається крива, початок i кiнець
якої спiвпадають. Точка, яка є одночасно початком i кiнцем кривої, не вва-
жається точкою самоперетину.

Нехай
λ(t) = x(t) + iy(t)

i неперервнi функцiї x(t) i y(t), α ≤ t ≤ β такi, що двом рiзним значенням
параметра t (крiм можливого початку t = α i кiнця t = β) вiдповiдають двi
рiзнi точки лiнiї. Тобто, λ(t) є кривою Жордана.

Приклад 3.5. Крива
z = eit, 0 ≤ t ≤ 2π,

є коло |z| = 1, орiєнтоване проти годинникової стрiлки. Початком i кiнцем
цiєї кривої є точка z = 1 (Рис.3.3).

Приклад 3.6. Крива z = λ(t), де

λ(t) =

{
eit, 0 ≤ t ≤ 3π

2 ,
2ti
3π − 2i, 3π

2 ≤ t ≤ 6π,

є незамкненою кривою з самоперетином в точцi i. Точки z1 = λ(π2 ) i z2 =

λ(9π
2 ) є рiзними на заданiй кривiй, хоча як точки площини вони спiвпадають

z1 = z2 = i(Рис.3.4).

10

Рис. 3.3

−i
−1 1

i
2i

0

Рис. 3.4
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Приклад 3.7. Крива

z = sin t, −π
2
≤ t ≤ 3π

2
,

є вiдрiзком [−1; 1], який проходиться двiчi: вiд точки −1 до точки 1 при
−π

2 ≤ t ≤ π
2 , i навпаки, вiд точки 1 до точки −1 при π

2 ≤ t ≤ 3π
2 (Рис.3.5).

Це приклад замкненої кривої, у якої кожна точка є точкою самоперетину.

−1 1

Рис. 3.5

Розглянемо криву γ, задану рiвнянням

z = λ(t), α ≤ t ≤ β.

Через γ− позначимо криву, отриману з γ змiною орiєнтацiї на протилежну.
Рiвняння кривої γ− можна записати у виглядi

z = λ(−t), −β ≤ t ≤ −α.

Частина кривої γ, яка проходиться з точки z1 = λ(t1) до точки z2 = λ(t2),
t1, t2 ∈ [α; β], називається дугою кривої γ.

Нехай
α = t0 < t1 < . . . < tn = β,

γk – дуга кривої γ, яка прoходиться вiд точки zk−1 = λ(tk−1) до точки zk =
λ(tk), k = 1, 2, . . . , n. Тодi вважають, що крива γ складається з дуг

γ1, γ2, . . . γn.

Якщо точки
zk = λ(tk), k = 0, 1, . . . , n,

з’єднати прямими, то отримаємо ламану з вершинами

zk = λ(tk), k = 0, 1, . . . , n,

вписану в криву γ.

39



z0

z1

z2

zn−1

zn

γ1

γ2

γn

Рис. 3.6

Розглянемо множину всiх ла-
маних, вписаних в криву γ
(Рис.3.6). Якщо множина дов-
жин цих ламаних є обмеже-
ною, то крива γ називається
спрямлюваною, а точна верх-
ня грань цiєї множини – дов-
жиною кривої γ.

Якщо рiвняння кривої γ є

z = λ(t), α ≤ t ≤ β,

i функцiя λ(t) при t ∈ [α; β] має неперервну i вiдмiнну вiд нуля похiдну

λ′(t) 6= 0,

то така крива називається гладкою кривою.
Якщо крива замкнена, то повинна виконуватися рiвнiсть

λ′(α) = λ′(β).

Крива називається кусково-гладкою, якщо її можна розбити на скiнченне
число гладких кривих. Надалi рiвняння кусково-гладких кривих будемо за-
писувати у виглядi

z = λ(t), α ≤ t ≤ β,

де функцiя λ(t) неперервна i кусково неперервно диференцiйовна на [α; β] i
на цьому вiдрiзку λ′(t) 6= 0.

Добре вiдомо з курсу математичного аналiзу, що кусково-гладка крива γ:

z = λ(t), α ≤ t ≤ β,

спрямлювана i її довжина l(γ) обчислюється за формулою

l(γ) =

β∫
α

|λ′(t)|dt.
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Введемо поняття необмеженої кривої: нехай на необмеженому промiж-
ку α ≤ t < ∞ задана неперервна комплекснозначна функцiя z = λ(t) i
λ(∞) =∞. Тодi кажуть, що задана необмежена крива

z = λ(t), α ≤ t <∞, (3.7)

а рiвняння (3.7) називається параметричним рiвнянням цiєї кривої. Необме-
жена крива (3.7) називається кусково-гладкою, якщо для кожного скiнчен-
ного β > α крива z = λ(t), α ≤ t <∞ є кусково-гладкою.

3.3. Областi в комплекснiй площинi
Множина D точок розширеної комплексної площини називається областю,

якщо ця множина:

а) вiдкрита, тобто для кожної точки z0 ∈ D iснує окiл точки z0, що нале-
жить D;

б) зв’язна, тобто довiльнi двi точки z1 i z2 можна з’єднати кривою, можли-
во необмеженою, всi точки якої належать D.

Точку, в довiльному околi якої є точки, якi належать D i є точки, якi не
належать D, називають граничною точкою множини D. Множина граничних
точок множини D називається границею цiєї множини.

Область D разом з приєднаними своїми граничними точками, називається
замкненою областю i позначається D. Надалi будемо вважати, що всi гра-
ничнi кривi областi D орiєнтованi так, що при русi вздовж граничної кривої
область D залишається злiва.

aδ

Рис. 3.7

Приклад 3.8. Область 0 < |z − a| < δ,
δ > 0, є вiдкритою множиною i назива-
ється околом точки z = a з виколотою
точкою (Рис.3.7).
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Γ

−a a

Рис. 3.8

Приклад 3.9. Область |z| < a, a > 0,
−π < arg z < π є круг |z| < a з розрiзом
вздовж вiдрiзка [−a; 0]. Гранична кри-
ва Γ складається з таких частин: коло
|z| = a, яке проходиться проти годин-
никової стрiлки один раз; вiдрiзок, який
проходиться вiд точки −a до точки 0
(верхнiй берег розрiзу); вiдрiзок [−a; 0],
що проходиться вiд точки 0 до точки
−a. Кожнiй точцi пiвсегмента [−a; 0)
вiдповiдають двi рiзнi точки граничної
кривої Γ (рис. 3.8).

0 a b
γ1

γ2

Рис. 3.9

Приклад 3.10. Границя Γ областi a <
|z| < b,−π < ϕ ≤ π, складається з двох
кiл Γ = γ1 ∪ γ2, де γ1 - коло |z| = a, орi-
єнтоване за годинниковою стрiлкою,γ2

- коло |z| = b, орiєнтоване проти годин-
никової стрiлки (рис. 3.9).

Область D називається обмеженою, якщо iснує такий круг

K = {z ∈ C : |z| < A},

що D ⊂ K. Областi в прикладах 3.8-3.10 є обмеженими.

Приклад 3.11. Областi, приведенi нижче, є необмеженими:

a) |z| > 2 (рис.3.10);

б) верхня пiвплощина Im z > 0 з розрiзами вздовж вiдрiзкiв [−1;−1 + i],
[1; 1 + i] (рис.3.11);

с) смуга −1 < Re z < 2 (рис.3.12);

d) пiвсмуга |Im z| < 1, Re z > 1 з розрiзом по вiдрiзку [2; 3] (рис.3.13).
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−2 2

Рис. 3.10

−1 10

−1 + i 1 + i

Рис. 3.11

2−1

Рис. 3.12

1 2 3

i

−i

Рис. 3.13

Область, яка лежить у розширенiй комплекснiй площинi, називається одно-
зв’язною, якщо внутрiшня або зовнiшня частини довiльного кусково-гладкого
контура Жордана, що цiлком лежить в D, належить D. У випадку обмеженої
областi D число зв’язних частин границi, на якi вона розбивається називає-
ться порядком зв’язностi цiєї областi. Так на рис. 3.9 зображена двозв’язна
область, а на рис. 3.8 - однозв’язна.

Теорема 3.1. Теорема Жордана. Проста замкнена неперервна крива роз-
биває площину C на двi однозв’язнi областi.

Контрольнi питання
1. Дати означення комплекснозначної функцiї дiйсної змiнної. Навести

приклад такої функцiї.
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2. Нехай λ(t) = ξ(t)+iη(t), t ∈ (α; β), – комплекснозначна функцiя дiйсної
змiнної. За яких умов λ(t) є неперервною функцiєю у точцi t = t0 ∈
(α; β)?

3. Обчислити iнтеграл
π∫

0

e2it dt.

4. Дати означення кривої в комплекснiй площинi. Навести приклад.

5. Побудувати кривi

1)z = sin t, −π
2
≤ t ≤ π

2
; 2)z = t+ i(t2 + 1), −∞ < t <∞.

6. Дати означення простої кривої, замкненої кривої. Навести приклади
простої, замкненої кривих.

7. Дати означення гладкої кривої. Дати означення кусково-гладкої кривої.

8. Дати означення необмеженої кривої. Навести приклад необмеженої кри-
вої.

9. Дати означення областi у комплекснiй площинi. Якi iз наведених мно-
жин

1) |z| < 2; 2) |z − 1| ≥ 3; 3) 0 < argz <
π

4
;

є областями в комплекснiй площинi? Чому? Якi областi є обмеженими,
якi необмеженими?

10. Дати означення однозв’язної областi. Навести приклад.
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4. Функцiї комплексної змiнної

4.1. Поняття функцiї комплексної змiнної
У математичному аналiзi пiд поняттям функцiї розумiють однозначну фун-

кцiю. Розглянемо поняття багатозначної функцiї.
Нехай E – деяка множина комплексної площини i кожному z ∈ E поставле-

не у вiдповiднiсть одне або декiлька комплексних чисел ω. Тодi кажуть, що на
множинi E визначена функцiя комплексної змiнної z, яку будемо позначати
f(z). Таким чином,

ω = f(z).

Якщо кожному значенню z вiдповiдає одне значення ω, то функцiя ω =
f(z) називається однозначною. А якщо деяким z вiдповiдає бiльше одного
ω, то функцiя ω = f(z) називається багатозначною. Множина E називається
множиною визначення функцiї ω = f(z), а сукупнiсть D всiх значень ω, яких
f(z) набуває на E – множиною значень функцiї.

Функцiї
ω = z2, ω = Re z,

якi визначенi на множинi C є однозначними, а ω = Arg z - багатозначна
функцiя, визначена на C\{0}. Функцiя

ω = n
√
z, n ∈ N\{1}

також багатозначна.
Якщо покласти

z = x+ iy, ω = u+ iv,

то задання функцiї комплексної змiнної ω = f(z) рiвносильне заданню двох
функцiй

u = u(x, y), v = v(x, y)

двох дiйсних змiнних.
Будемо вважати, що z ∈ E належить однiй комплекснiй площинi, а ω =

f(z) – iншiй комплекснiй площинi.
Якщо функцiя ω = f(z) однозначна на множинi E i при цьому двом рiзним

точкам з E завжди вiдповiдають рiзнi точки D, то така функцiя називається
взаємнооднозначною або однолистою.
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4.2. Границя функцiї комплексної змiнної
Нагадаємо, що точка a є граничною точкою множини E, якщо довiльний

окiл точки a мiстить безлiч точок множини E.

Означення 4.1. Число A називається границею функцiї f(z) при z → a на
множинi E, якщо ∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) > 0 таке, що ∀z ∈ E, якi задовольняють
умову 0 < |z − a| < δ виконується нерiвнiсть:

|f(z)− A| < ε.

Вживають наступний запис:

lim
z→a
z∈E

f(z) = A

або f(z)→ A при z → a, z ∈ E.

Можна навести iнше означення границi функцiї, еквiвалентне попере-
дньому: якщо для довiльної послiдовностi {zn}, zn ∈ E, zn 6= a, такої що
lim
n→∞

zn = a, послiдовнiсть {f(zn)} збiгається до A, тобто lim
n→∞

f(zn) = A, то
lim
z→a
z∈E

f(z) = A.

Для скорочення запису в подальшому iнодi замiсть

lim
z→a
z∈E

f(z) = A

будемо писати
lim
z→a

f(z) = A.

Iснування границi
A = a+ ib

функцiї
f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

при z = x+ iy → z0 = x0 + iy0 рiвносильне iснуванню двох границь

lim
x→x0
y→y0

u(x, y) = a, lim
x→x0
y→y0

v(x, y) = b.
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Це випливає з теореми 2.1. Причому

lim
z→z0

f(z) = lim
x→x0
y→y0

u(x, y) + i lim
x→x0
y→y0

v(x, y).

Елементарнi властивостi функцiй комплексної змiнної, що стосуються гра-
ниць, є такими ж, як властивостi границь функцiй дiйсної змiнної. Якщо

lim
z→z0

f(z) = A, lim
z→z0

g(z) = B,

то
lim
z→z0

[f(z)± g(z)] = A±B,

lim
z→z0

[f(z) · g(z)] = A ·B,

lim
z→z0

f(z)

g(z)
=
A

B
, за умовиB 6= 0.

4.3. Неперервнi функцiї комплексної змiнної
Нехай функцiя f(z) визначена на множинi E i точка z0 ∈ E. Функцiя f(z)

називається неперервною в точцi z0, якщо ∀ε > 0∃δ > 0 таке, що для ∀z ∈ E,
якi задовольняють умовi |z − z0| < δ, виконується нерiвнiсть

|f(z)− f(z0)| < ε.

Зокрема, якщо точка z0 є граничною точкою множини E, то функцiя f(z)
в точцi z0 буде неперервною, якщо

lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Функцiя f(z) = u(x, y) + iv(x, y) називається неперервною в точцi z0 = x0 +
iy0, якщо функцiї u(x, y) i v(x, y) неперервнi в точцi (x0, y0).

Це означення еквiвалентне попереднiм означенням. Звiдси випливає, що
ряд властивостей неперервних функцiй двох дiйсних змiнних "переноситься"
на неперервнi функцiї комплексної змiнної. А саме, сума, рiзниця, добуток i
частка двох неперервних функцiй є неперервними функцiями (частка непе-
рервна в тих точках, де знаменник не обертається в нуль).
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Якщо функцiя ϕ = ϕ(z) неперервна в точцi z0 i функцiя ω = f(ϕ) непе-
рервна в точцi ϕ0 = ϕ(z0), то складена функцiя

ω = f(ϕ(z))

неперервна в точцi z0.

Приклад 4.1. Функцiї

ω = z2, ω = z, ω = |z|

визначенi i неперервнi на всiй комплекснiй площинi.

Приклад 4.2. Функцiя
ω = arg z

визначена i однозначна для всiх z 6= 0 (−π < arg z ≤ π). Кожна точка
вiд’ємної частини дiйсної осi є для ω = arg z точкою розриву. Дiйсно, якщо
z0 = x0 < 0, то

lim
z→x0
y>0

arg(x+ iy) = lim
y→0
x→x0

(arctg
y

x
+ π) = π,

lim
z→x0
y<0

arg(x+ iy) = lim
y→0
x→x0

(arctg
y

x
− π) = −π.

Функцiя ω = arg z є неперервною в площинi з розрiзом вздовж вiд’ємної
частини дiйсної осi.

Функцiя ω = f(z), z ∈ E, називається рiвномiрно неперервною на множинi
E, якщо ∀ε > 0 ∃δ > 0 таке, що |f(z1)− f(z2)| < ε для довiльних z1, z2 ∈ E i
таких, що |z1 − z2| < δ.

Справедливi наступнi твердження:

а) неперервна в областi E функцiя f(z) рiвномiрно неперервна в довiльнiй
обмеженiй областi E1, такiй що E1 ⊂ E;

б) якщо функцiя f(z) рiвномiрно неперервна в обмеженiй областi E, то
її можна довизначити в граничних точках областi E так, щоб функцiя
f(z) стала неперервною в E.

48



4.4. Послiдовностi функцiй i функцiональнi ряди
Означення 4.2. Послiдовнiсть {fn(z)} називається рiвномiрно збiжною на
множинi E до функцiї f(z), якщо ∀ε > 0 iснує такий номер N , що для всiх
n > N i z ∈ E виконується нерiвнiсть

|fn(z)− f(z)| < ε.

Означення 4.3. Ряд
∞∑
k=1

ϕk(z) називається рiвномiрно збiжним на множи-

нi E, якщо послiдовнiсть його частинних сум Sn(z) =
n∑
k=1

ϕk(z) збiгається

рiвномiрно на множинi E.

Критерiй Кошi для послiдовностей i для рядiв.

1) Для того щоб послiдовнiсть {fk(z)} рiвномiрно збiгалась на множинi E,
необхiдно i достатньо, щоб ∀ε > 0 ∃N такий, що ∀n > N , ∀m > N i
∀z ∈ E виконувалась нерiвнiсть:

|fn(z)− fm(z)| < ε.

2) Для того щоб ряд
∞∑
k=1

gk(z) збiгався рiвномiрно на множинi E, необхiдно

i достатньо щоб ∀ε > 0 ∃N такий, що ∀n > N , ∀m ≥ n > N i всiх z ∈ E
виконувалась нерiвнiсть: ∣∣∣∣∣

m∑
k=n

gk(z)

∣∣∣∣∣ < ε.

3) Ознака Вейєрштрасса. Якщо члени ряду
∞∑
k=1

gk(z) , задовольняють не-

рiвнiсть |gk(z)| ≤ Ck для ∀z ∈ E, k ∈ N, i числовий ряд
∞∑
k=1

Ck збiгається,

то ряд
∞∑
k=1

gk(z) збiгається рiвномiрно на множинi E.
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4) Якщо lim
k→∞

fk(z) = f(z), fk(z), k ∈ N, – неперервнi на множинi E фун-
кцiї i послiдовнiсть {fk(z)} збiгається рiвномiрно на E, то функцiя f(z)
також неперервна на E.

4.5. Елементарнi функцiї комплексної змiнної
Розглянемо функцiї комплексної змiнної, що вiдповiдають елементарним

функцiям дiйсної змiнної.
Нехай y = f(x) функцiя дiйсної змiнної x, розвинена у ряд

y = f(x) =
∞∑
n=0

anx
n,

тодi функцiя

ω = f(z) =
∞∑
n=0

anz
n

є функцiєю комплексної змiнної, що вiдповiдає функцiї f(x). Зазначимо, що
при цьому функцiї комплексної змiнної набувають нових властивостей.

1) Степенева функцiя.

ω = zn, n ∈ N, z ∈ C.
Вважаємо, що z0 = 1.

2) Показникова функцiя.

За означенням

ω = ez = exp z =
∞∑
n=0

zn

n!
, z ∈ C.

Зокрема, при z = iy отримаємо

eiy =
∞∑
n=0

(iy)n

n!
=

∞∑
n=0

(−1)ny2n

(2n)!
+ i

∞∑
n=0

(−1)ny2n+1

(2n+ 1)!
= cos y + i sin y.
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Звiдси
ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y), (4.1)

де Re ez = ex cos y, Im ez = ex sin y.

Отже,
eiϕ = cosϕ+ i sinϕ. (4.2)

Формули (4.1) та (4.2) називаються формулами Ейлера.

Зауважимо, що e0 = 1, ei
π
2 = i, eiπ = −1, тобто

eiπ + 1 = 0. (4.3)

Тотожнiсть (4.3), що є частинним випадком формули Ейлера при ϕ = π,
пов’язує п’ять фундаментальних математичних чисел 0, 1, π, e, i.

Властивостi показникової функцiї:

а) ez1+z2 = ez1 · ez2;
б) функцiя ez є перiодичною з перiодом 2πi: ez+2πi = ez;

в) функцiя ez неперервна ∀z ∈ C;

г) |ez| = ex, arg ez = y;

д) функцiя ez є необмеженою.

3) Логарифмiчна функцiя ω = Ln z.

Оскiльки функцiя ez набуває усiх значень, крiм нуля, означимо Ln z як
розв’язок рiвняння

eω = z, z 6= 0.

ω = Ln z = ln |z|+ iArg z =

= ln |z|+ i(arg z + 2πk), k ∈ Z.
(4.4)

Властивостi функцiї ω = Ln z:

а) Ln z багатозначна функцiя, визначена для ∀z ∈ C, z 6= 0;

б) головним значенням Ln z називається ln z (Ln z при k = 0):

ln z = ln |z|+ i arg z;

в) Ln(z1 · z2) = Ln z1 + Ln z2;
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г) Ln
z1

z2
= Ln z1 − Ln z2.

4) Загальна степенева функцiя.

ω = zα, α ∈ C.

Функцiя ω = zα = eαLn z, z 6= 0, є багатозначною.

Якщо α = 1
n , n ∈ N, то

z
1
n = n
√
z = e

1
n (ln |z|+iArg z) = n

√
|z| e

i
nArg z.

5) Загальна показникова функцiя.

ω = az, a ∈ C, a 6= 0.

Функцiя ω = az = ezLn a є багатозначною.

6) Тригонометричнi функцiї.

За означенням

sin z =
∞∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
, z ∈ C,

cos z =
∞∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
, z ∈ C,

tg z =
sin z

cos z
, z 6= π

2
+ πk;

ctg z =
cos z

sin z
, z 6= πk, k ∈ Z.

Застосуємо формулу Ейлера

eiz = cos z + i sin z. (4.5)

Зробимо замiну z на −z:

e−iz = cos z − i sin z. (4.6)

Почленно додамо та вiднiмемо рiвностi (4.5) та (4.6)
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cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
.

Властивостi тригонометричних функцiй:

а) sin z та cos z визначенi для ∀z ∈ C, неперервнi, перiодичнi iз перi-
одом T = 2π, зберiгають непарнiсть та парнiсть вiдповiдно;

б) tg z та ctg z в областi визначення непарнi, є перiодичними функцi-
ями iз перiодом T = π;

в) справедливi формули:

sin2 z + cos2 z = 1,

sin(z1 ± z2) = sin z1 cos z2 ± cos z1 sin z2,

cos(z1 ± z2) = cos z1 cos z2 ∓ sin z1 sin z2,

sin 2z = 2 sin z · cos z,

cos 2z = cos2 z − sin2 z

та iншi.

7) Гiперболiчнi функцiї.

ch z =
ez + e−z

2
, sh z =

ez − e−z

2
,

th z =
sh z

ch z
, cth z =

ch z

sh z
.

Функцiї ch z, sh z визначенi для всiх z ∈ C. Функцiя th z визначена для
z 6=

(
π
2 + kπ

)
i, функцiя cth z визначена для z 6= kπi, k ∈ Z.

Мають мiсце наступнi формули:

а) ez = ch z + sh z, e−z = ch z − sh z;

б) cos(iz) = ch z, ch(iz) = cos z,

sin(iz) = i sh z, sh(iz) = i sin z;
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в) ch2 z − sh2 z = 1,

ch(z1 ± z2) = ch z1 ch z2 ± sh z1 sh z2,

sh(z1 ± z2) = sh z1 ch z2 ± ch z1 sh z2,

th(z1 + z2) =
th z1 + th z2

1 + th z1 · th z2
,

sh 2z = 2 sh z · ch z, ch 2z = ch2 z + sh2 z,

ch2 z =
ch 2z + 1

2
, sh2 z =

ch 2z − 1

2
.

Функцiї sh z та ch z перiодичнi з перiодом 2πi, функцiї th z та cth z
перiодичнi з перiодом πi.

8) Оберненi тригонометричнi функцiї.

Arcsin z = −iLn(iz +
√

1− z2),

Arccos z = −iLn(z +
√
z2 − 1),

Arctg z = − i
2

Ln
1 + iz

1− iz
,

Arcctg z = − i
2

Ln
iz − 1

iz + 1
.

Цi функцiї визначаються як функцiї, оберненi вiдповiдно до
sin z, cos z, tg z, ctg z, тобто є розв’язками вiдповiдних рiвнянь:

1) z = sinω ⇒ ω = Arcsin z,

z = sinω =
eiω − e−iω

2i
=
e2iω − 1

2ieiω
,

e2iω − 2izeiω − 1 = 0,

eiω = iz +
√

1− z2,

ω = Arcsin z = −iLn(iz +
√

1− z2).

2) z = cosω ⇒ ω = Arccos z,

z = cosω =
eiω + e−iω

2
=
e2iω + 1

2eiω
,

e2iω − 2zeiω + 1 = 0,

eiω = z +
√
z2 − 1,
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ω = Arccos z = −iLn(z +
√
z2 − 1).

3) z = tgω ⇒ ω = Arctg z,

z = tgw =
eiω − e−iω

i(eiω + e−iω)
=

e2iω − 1

i(e2iω + 1)
,

iz(e2iω + 1) = e2iω − 1,

e2iω =
1 + iz

1− iz
,

ω = Arctg z = − i
2

Ln
1 + iz

1− iz
.

4) z = ctgω ⇒ ω = Arcctg z,

z = ctgω =
(eiω + e−iω)i

eiω − e−iω
=

(e2iω + 1)i

e2iω − 1
,

−iz(e2iω − 1) = e2iω + 1,

e2iω =
iz − 1

iz + 1
,

ω = Arcctg z = − i
2

Ln
iz − 1

iz + 1
.

Оберненi тригонометричнi функцiї є багатозначними. Функцiї Arcsin z
та Arccos z визначенi для всiх z ∈ C, а функцiї Arctg z та Arcctg z
визначенi для всiх z 6= ±i.

9) Оберненi гiперболiчнi функцiї:

Arcsh z = Ln(z +
√
z2 + 1),

Arcch z = Ln(z +
√
z2 − 1),

Arcth z =
1

2
Ln

1 + z

1− z
,

Arccth z =
1

2
Ln
z + 1

z − 1
.

Цi функцiї визначаються як функцiї, оберненi вiдповiдно до
sh z, ch z, th z, cth z, тобто вони є розв’язками вiдповiдних рiвнянь:

1) z = shω ⇒ ω = Arcsh z,

z = shω =
eω − e−ω

2
=
e2ω − 1

2eω
,
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e2ω − 2zeω − 1 = 0,

eω = z +
√
z2 + 1,

ω = Arcsh z = Ln(z +
√
z2 + 1).

2) z = chω ⇒ ω = Arcch z,

z = chω =
eω + e−ω

2
=
e2ω + 1

2eω
,

e2ω − 2zeω + 1 = 0,

eω = z +
√
z2 − 1,

ω = Arcch z = Ln(z +
√
z2 − 1).

3) z = thω ⇒ ω = Arcth z,

z = thω =
eω − e−ω

eω + e−ω
=
e2ω − 1

e2ω + 1
,

e2ω =
1 + z

1− z
,

ω = Arcth z = −1

2
Ln

1 + z

1− z
.

4) z = cthω ⇒ ω = Arccth z,

z = cthω =
eω + e−ω

eω − e−ω
=
e2ω + 1

e2ω − 1
,

e2ω =
z + 1

z − 1
,

ω = Arccth z =
1

2
Ln
z + 1

z − 1
.

Оберненi гiперболiчнi функцiї є багатозначними. Функцiї Arcsh z та
Arcch z визначенi для всiх z ∈ C, а функцiї Arcth z та Arccth z ви-
значенi для всiх z 6= ±1.

Контрольнi питання
1. Дати означення функцiї комплексної змiнної. Яка функцiя комплексної

змiнної називається однозначною, яка багатозначною?

2. Яким умовам задовольняє однолиста функцiя комплексної змiнної?

3. Дати означення границi функцiї комплексної змiнної.
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4. Знайти границi послiдовностi {zn}, якщо:

1)zn =
2n+ 1

3n
+ i

3n

n!
; 2)zn =

n2 − 1

n3 + 3
+ i ln

(
1 +

1

n

)
.

5. Дати означення неперервної функцiї комплексної змiнної f(z) =
u(x, y) + iv(x, y) у точцi z0 = x0 + iy0. Навести приклад неперервної
функцiї комплексної змiнної.

6. Дати означення рiвномiрно збiжної послiдовностi функцiй комплексної
змiнної. Сформулювати критерiй Кошi рiвномiрно збiжної послiдовно-
стi функцiй комплексної змiнної.

7. Сформулювати основнi властивостi показникової функцiї. За допомо-
гою формули Ейлера обчислити значення e2πi.

8. Сформулювати основнi властивостi логарифмiчної функцiї. Обчислити
всi значення функцiї Ln 2, ln 2. Яка iз функцiй Ln z та ln z є багатозна-
чною?

9. Обчислити всi значення функцiї 5i.

10. Обчислити всi значення функцiї

sin(1 + 2i), cos 3i, cos(−i), sin i, tg 1, ctg 2i.

11. Довести наступнi формули

sin(iz) = i sh z, cos(iz) = ch z.
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5. Диференцiювання функцiй комплексної
змiнної

5.1. Означення похiдної. Правила диференцiювання
Нехай функцiя f(z) визначена i однозначна на деякiй множинi E, z0 ∈ E i

z0 – гранична точка множини E.

Означення 5.1. Якщо iснує границя

lim
z→z0
z∈E

f(z)− f(z0)

z − z0
,

то вона називається похiдною функцiї f(z) на множинi E в точцi z0 i
позначається через f ′(z0).

Таким чином,

lim
z→z0
z∈E

f(z)− f(z0)

z − z0
= f

′
(z0). (5.1)

Якщо iснує похiдна f ′(z) в кожнiй точцi вiдкритої множини E, то функцiю
f(z) називають диференцiйовною або аналiтичною в областi E.

Пiдкреслимо, якщо iснує границя (5.1), то вона не залежить вiд способу
прямування точки z до точки z0.

Позначимо f(z)− f(z0) через ∆f(z), а z− z0 через ∆z (вiдповiдно прирiст
функцiї i прирiст незалежної змiнної). Тодi рiвнiсть (5.1) можна записати так

∆f(z)

∆z
= f

′
(z0) + δ(z0,∆z),

де δ(z0,∆z)→ 0 при ∆z → 0, z ∈ E. Звiдси випливає, що

∆f(z) = f
′
(z0)∆z + о(∆z), ∆z → 0. (5.2)

Будь-яка функцiя f(z), прирiст якої може бути поданим у виглядi

∆f(z) = B∆z + о(∆z), ∆z → 0, (5.3)

з комплексною сталою B, що не залежить вiд ∆z, є диференцiйовною в точцi
z0 i B = f

′
(z0).
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Таким чином, рiвнiсть (5.3) є необхiдною i достатньою умовою диферен-
цiйовностi функцiї f(z) в точцi z0. З (5.3), зокрема, випливає неперервнiсть
функцiї f(z) в точцi z0.

Слiд зауважити, що в означеннi похiдної функцiї мiститься вимога, щоб
при z → z0 границя в (5.1) не залежала вiд способу прямування z до z0.
Iншими словами, вiдношення

f(z)− f(z0)

z − z0

має одну й ту ж саму границю при z → z0 по довiльному шляху вiд точки z
до точки z0.

Ця вимога накладає на функцiю комплексної змiнної значно сильнiшi обме-
ження, нiж на функцiю дiйсної змiнної.

Приклад 5.1. Функцiя
f(z) = z2

диференцiйовна в усiй комплекснiй площинi, бо

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= lim

z→z0

z2 − z2
0

z − z0
= lim

z→z0
(z + z0) = 2z0.

Приклад 5.2. Функцiя
f(z) = zz

неперервна в C, але не диференцiйовна в жоднiй точцi, крiм z0 = 0. Дове-
демо це.

lim
z→z0

zz − z0z0

z − z0
= lim

x→x0
y→y0

x2 + y2 − x2
0 − y2

0

(x− x0) + i(y − y0)
. (5.4)

Якщо z = x+ iy0, тобто y = y0, то

lim
x→x0
y=y0

x2 − x2
0

x− x0
= lim

x→x0
y=y0

(x+ x0) = 2x0. (5.5)

Якщо ж z = x0 + iy, тобто x = x0, то

lim
x=x0
y→y0

y2 − y2
0

i(y − y0)
= lim

x=x0
y→y0

1

i
(y + y0) = −2iy0. (5.6)

Рiвнiсть мiж (5.5) i (5.6) можлива лише тодi, коли x0 = y0 = 0. Тобто
z0 = 0.
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Наведемо основнi правила диференцiювання функцiй комплексної змiнної.
Iз властивостей границь функцiй комплексної змiнної i означення похiдної

випливає, що основнi правила, вiдомi з математичного аналiзу, поширюються
i на похiднi вiд функцiй комплексної змiнної, заданих в областi E i диферен-
цiйовних в точцi z ∈ E. Тобто, мають мiсце рiвностi:

1) (cf(z))
′
= cf

′
(z), c = const;

2) (f(z)± g(z))
′
= f

′
(z)± g′(z);

3) (f(z)g(z))
′
= f

′
(z)g(z) + f(z)g

′
(z);

4)
(
f(z)

g(z)

)′
=
f
′
(z)g(z)− f(z)g

′
(z)

g2(z)
, g(z) 6= 0.

5) Правило диференцiювання складених функцiй. Нехай функцiя
ω = f(z) диференцiйовна в точцi z0 ∈ E, точка ω0 = f(z0) є грани-
чною точкою множини D значень цiєї функцiї при z ∈ E. Розглянемо
функцiю ζ = g(ω), що визначена при ω ∈ D i диференцiйовна в точцi
ω0 множини D. Тодi складена функцiя ζ = g(f(z)) диференцiйовна в
точцi z0 ∈ E, причому

(g(f(z)))
′

z = g
′
(ω)f

′
(z). (5.7)

6) Похiдна оберненої функцiї. Нехай функцiя ω = f(z) задає взаємно-
однозначну вiдповiднiсть мiж множинами E та D. Тодi, якщо функцiя
ω = f(z) диференцiйовна в точцi z0 ∈ E, f ′(z0) 6= 0, а обернена їй фун-
кцiя z = ϕ(ω) неперервна на D та диференцiйовна в точцi ω0 = f(z0),
то

ϕ
′
(ω0) =

1

f ′(z0)
.

Доведемо властивiсть 5). Спочатку розглянемо випадок, коли у довiль-
ному околi точки z0 iснують точки z ∈ E, z 6= z0, такi, що f(z) = f(z0) = ω0.
Тодi iснує така послiдовнiсть точок zn ∈ E, що lim

n→∞
zn = z0 i f(zn) = f(z0),

n ∈ N. Для цiєї послiдовностi

lim
n→∞

f(zn)− f(z0)

zn − z0
= 0.

Оскiльки за припущенням похiдна

f
′
(z0) = lim

zn→z0

f(zn)− f(z0)

zn − z0
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iснує, то вона повинна дорiвнювати 0. Тому права частина рiвностi (5.7) до-
рiвнює нулю. Достатньо показати, що i лiва частина цього спiввiдношення
(5.7) дорiвнює нулю.

Вираз
g(f(z))− g(f(z0))

z − z0

є нулем для кожного z 6= z0 такого, що f(z) = f(z0). Покажемо, що це
спiввiдношення має границю, що дорiвнює нулю для довiльної послiдовностi
z
′

n → z0 такої, що f(z
′

n) = ω
′

n 6= ω0. Справдi, вираз

g(f(z
′

n))− g(f(z0))

z′n − z0
=
g(ω

′

n)− g(ω0)

ω′n − ω0
· ω

′

n − ω0

z′n − z0
=

=
g(ω

′

n)− g(ω0)

ω′n − ω0
· f(z

′

n)− f(z0)

z′n − z0

прямує до g′(ω0)f
′
(z0) = 0 при z′n → z0. Тобто при зробленому припущеннi

спiввiдношення (5.7) виконується.
Нехай тепер iснує такий окiл точки z0, позначимо його UE(z0), в якому

f(z) = ω 6= ω0 для ∀z ∈ UE(z0).
Тодi при z → z0 матимемо:

g(f(z))− g(f(z0))

z − z0
=
g(ω)− g(ω0)

ω − ω0
· ω − ω0

z − z0
=

=
g(ω)− g(ω0)

ω − ω0
· f(z)− f(z0)

z − z0
→ g

′
(ω)f

′
(z).

Таким чином, рiвнiсть (5.7) доведена.
Доведемо властивiсть 6). Внаслiдок взаємної однозначностi вiдображення

ω = f(z), при ω 6= ω0 буде виконуватись z 6= z0. Тодi

ϕ(ω)− ϕ(ω0)

ω − ω0
=
z − z0

ω − ω0
=

1
ω−ω0

z−z0
.

Оскiльки z = ϕ(ω)→ z0 = ϕ(ω0) при ω → ω0, то

lim
ω→ω0

ϕ(ω)− ϕ(ω0)

ω − ω0
=

1

lim
z→z0

ω−ω0

z−z0
=

1

lim
z→z0

f(z)−f(z0)
z−z0

=
1

f ′(z0)
.

61



Таким чином,

ϕ
′
(ω0) =

1

f ′(z0)
.

5.2. Властивостi функцiй багатьох змiнних
Нехай множина E задання функцiї ω = f(z) є областю. З метою встанов-

лення умов диференцiйовностi функцiї f(z) = u(x, y) + iv(x, y) в областi E
нагадаємо деякi поняття диференцiального числення функцiй багатьох змiн-
них.

1) Повний диференцiал. Нехай u = u(x, y) визначена в деякiй областi
D i M0(x0, y0) – точка цiєї областi. Оберемо прирости

∆x = x− x0,

∆y = y − y0

так, щоб точка (x0 + ∆x, y0 + ∆y) належала областi D. Тодi функцiя
u(x, y) матиме повний прирiст ∆u

∆u = u(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− u(x0, y0).

Означення 5.2. Функцiя u = u(x, y) називається диференцiйовною
в точцi (x0, y0), якщо її повний прирiст в цiй точцi можна зобразити
у виглядi

∆u = A∆x+B∆y + α∆x+ β∆y,

де A i B не залежить вiд приростiв ∆x i ∆y, а α = α(∆x,∆y) → 0,
β = β(∆x,∆y)→ 0 при ∆x→ 0,∆y → 0.

Означення 5.3. Лiнiйна вiдносно приростiв ∆x i ∆y частина при-
росту ∆u, диференцiйовної в точцi (x0, y0) функцiї u(x, y), називає-
ться її повним диференцiалом в цiй точцi i позначається симво-
лом du = du(x0, y0), тобто

du(x0, y0) = A∆x+B∆y.
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Теорема 5.1. Якщо функцiя u = u(x, y) визначена в областi D i ди-
ференцiйовна в деякiй точцi M0(x0, y0) ∈ D, то вона має в цiй точцi
частиннi похiднi u′x(x0, y0) i u′y(x0, y0).

Домовимось розумiти пiд диференцiалами dx i dy довiльнi прирости ∆x
i ∆y вiдповiдно змiнних x i y. Тодi вираз для повного диференцiалу du
можна записати у виглядi

du = u
′

x(x0, y0)dx+ u
′

y(x0, y0)dy.

Теорема 5.2. Якщо функцiя u(x, y) має в деякому околi точки
M0(x0, y0) частиннi похiднi u′x(x0, y0) i u′y(x0, y0), неперервнi в точцi
(x0, y0), то функцiя u(x, y) диференцiйовна в цiй точцi.

2) Критерiй того, що вираз

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

є повним диференцiалом деякої функцiї.

Теорема 5.3. Якщо функцiї P (x, y) i Q(x, y) неперервно диференцi-
йовнi в деякiй однозв’язнiй областi D, то необхiдною i достатньою
умовою того, щоб вираз

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

в областi D був повним диференцiалом є виконання в цiй областi рiв-
ностi

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
, ∀(x, y) ∈ D.
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5.3. Умови Кошi – Рiмана (д’Аламбера – Ейлера)
Теорема 5.4. Для того, щоб функцiя f(z) = u(x, y)+iv(x, y), задана в обла-
стi D, була диференцiйовна в точцi z = x+ iy ∈ D, необхiдно i достатньо,
щоб:

1) функцiї u(x, y) i v(x, y) були диференцiйовнi в точцi (x, y), як дiйснi
функцiї двох змiнних;

2) в точцi M(x, y) виконувались умови Кошi–Рiмана

∂u(x, y)

∂x
=
∂v(x, y)

∂y
,

∂u(x, y)

∂y
= −∂v(x, y)

∂x
.

(5.8)

При виконаннi умов теореми похiдна f ′(z) може бути обчислена за однiєю
iз формул:

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂u

∂x
− i∂u

∂y
=

=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
.

(5.9)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя f(z) диференцiйовна в точцi z ∈
D. Тодi, на основi спiввiдношення (5.3), маємо

∆f = f ′(z)∆z + η(∆z)∆z, (5.10)

де
∆z = z1 − z = (x1 − x) + i(y1 − y) = ∆x+ i∆y,

η(∆z)→ 0 при ∆z → 0,

∆f = f(z1)− f(z) =

= [u(x1, y1)− u(x, y)] + i [v(x1, y1)− v(x, y)] = ∆u+ i∆v,

f ′(z) = A+ iB,

η = η(∆z) = η1 + iη2.

Зазначимо, що η1 → 0, η2 → 0, при ∆x→ 0, ∆y → 0, тобто z1 → z.
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Видiливши у (5.10) дiйсну i уявну частини, знайдемо:

∆u = A∆x−B∆y + η1∆x− η2∆y,

∆v = B∆x+ A∆y + η2∆x+ η1∆y.

Оскiльки
lim

∆x→0
∆y→0

η1 = 0,

lim
∆x→0
∆y→0

η2 = 0,

то згiдно означення 5.2 з рiвностей (5.3) випливає, що функцiї u(x, y) i
v(x, y) диференцiйовнi в точцi (x, y), а згiдно теореми 5.1.

∂u

∂x
= A,

∂u

∂y
= −B,

∂v

∂x
= B,

∂v

∂y
= A,

тобто виконуються рiвностi (5.8).
При цьому для f ′(z) маємо рiвностi (5.9)

f ′(z) = A+ iB =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂u

∂x
− i∂u

∂y
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
.

Необхiднiсть умов теореми 5.4 доведена.
Достатнiсть. Нехай функцiї u(x, y) i v(x, y) диференцiйовнi в точцi (x, y)

i виконуються умови (5.8). Покажемо, що функцiя

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

диференцiйовна в точцi z, тобто має мiсце рiвнiсть (5.3). З диференцi-
йовностi функцiй u(x, y) i v(x, y) випливає справедливiсть рiвностей (5.3).
Помноживши другу з них на i, а потiм їх додавши, знайдемо

∆f = ∆u+ i∆v =

= A∆x+ iB∆x−B∆y + iA∆y + η1∆x+ iη2∆x− η2∆y + iη1∆y,=

= (A+ iB)∆x+ i(A+ iB)∆y + (η1 + iη2) ∆x+ i (η1 + iη2) ∆y =

= (A+ iB)∆z + (η1 + iη2) ∆z.

Згiдно (5.3) функцiя f(z) диференцiйовна в точцi z. Достатнiсть, а тому
i теорему 5.4 доведено.
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Функцiя f(z), диференцiйовна в кожнiй точцi областi D називається голо-
морфною або аналiтичною в цiй областi D.

Приклад 5.3. Розглянемо функцiю

f(z) = ez.

Перевiримо її на диференцiйовнiсть. Оскiльки

ez = ex(cos y + i sin y),

то
u(x, y) = ex cos y,

v(x, y) = ex sin y

i
∂u

∂x
= ex cos y =

∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −ex sin y = −∂v

∂x
.

Умови Кошi–Рiмана виконуються, згiдно формули (5.9) маємо

f ′(z) = ex cos y + iex sin y = ez = f(z).

Приклад 5.4. Перевiримо на диференцiйовнiсть функцiю

f(z) = z2 = x2 − y2 − 2ixy.

Оскiльки
u(x, y) = x2 − y2, v(x, y) = −2xy,

то
∂u

∂x
= 2x,

∂v

∂y
= −2x,

∂v

∂x
= −2y,

∂u

∂y
= −2y.

Отже, умови Кошi–Рiмана виконуються тодi i тiльки тодi, коли x =
y = 0. Отже, функцiя z2 диференцiйовна лише в точцi z = 0.
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Приклад 5.5. На основi прикладу 5.3 i означення функцiй

cos z, sin z,

ch z, sh z

можна встановити, що цi функцiї диференцiйовнi у всiй комплекснiй пло-
щинi C i їх похiднi вiдповiдно дорiвнюють

(cos z)′ = − sin z, (sin z)′ = cos z,

(ch z)′ = sh z, (sh z)′ = ch z.

У багатьох випадках важливо мати умови диференцiйовностi функцiї f(z)
в точцi z 6= 0, вираженi в полярних координатах. Нехай

z = reiϕ,

тодi

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = u(r cosϕ, r sinϕ) + iv(r cosϕ, r sinϕ).

З математичного аналiзу вiдомо, що

∂u

∂r
=
∂u

∂x

∂x

∂r
+
∂u

∂y

∂y

∂r
=
∂u

∂x
cosϕ+

∂u

∂y
sinϕ;

∂v

∂r
=
∂v

∂x

∂x

∂r
+
∂v

∂y

∂y

∂r
=
∂v

∂x
cosϕ+

∂v

∂y
sinϕ;

(5.11)

∂u

∂ϕ
=
∂u

∂x
r(− sinϕ) +

∂u

∂y
r cosϕ;

∂v

∂ϕ
=
∂v

∂x
r(− sinϕ) +

∂v

∂y
r cosϕ.

Звiдси за умовами Кошi–Рiмана:

∂u

∂r
=
∂v

∂y
cosϕ− ∂v

∂x
sinϕ =

1

r

(
∂v

∂x
(−r sinϕ) +

∂v

∂y
r cosϕ

)
=

1

r

∂v

∂ϕ
,

∂v

∂r
= −∂u

∂y
cosϕ+

∂u

∂x
sinϕ = −1

r

∂u

∂ϕ
.
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Тепер умови Кошi–Рiмана в полярних координатах можна записати так:

∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂ϕ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂ϕ
.

(5.12)

Вирази (5.11) перепишемо у виглядi

∂u

∂r
=
∂u

∂x
cosϕ− ∂v

∂x
sinϕ,

∂v

∂r
=
∂v

∂x
cosϕ+

∂u

∂x
sinϕ.

Звiдси отримаємо
∂u

∂x
=
∂u

∂r
cosϕ+

∂v

∂r
sinϕ,

∂v

∂x
= −∂u

∂r
sinϕ+

∂v

∂r
cosϕ.

Отже, в полярних координатах

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

=
∂u

∂r
cosϕ+

∂v

∂r
sinϕ− i∂u

∂r
sinϕ+ i

∂v

∂r
cosϕ =

(5.13)

=

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
cosϕ− i

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
sinϕ =

=

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
(cosϕ− i sinϕ) =

r

z

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
.

Враховуючи спiввiдношення (5.12), отримано наступнi формули для похi-
дної

f ′(z) =
r

z

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
=

1

z

(
∂v

∂ϕ
− i∂u

∂ϕ

)
.

Приклад 5.6. Нехай область D – комплексна площина з "викинутою" до-
датною дiйсною пiввiссю.
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1) Функцiя
√
z =
√
re

iϕ
2 , z = reiϕ, 0 < ϕ < 2π,

задовольняє умовам (5.12). Справдi,

u(r, ϕ) =
√
r cos

ϕ

2
,

v(r, ϕ) =
√
r sin

ϕ

2
,

тому
∂u

∂r
=

1

2
√
r

cos
ϕ

2
=

√
r

2r
cos

ϕ

2
=

1

r

∂v

∂ϕ
.

Таким же чином перевiряється i друга умова з (5.12). Тому функцiя
√
z

диференцiйовна в областi D i за формулою (5.13) маємо

(√
z
)′

=
r

z

(
1

2
√
r

cos
ϕ

2
+ i

1

2
√
r

sin
ϕ

2

)
=

=
1

2
√
r

cos
ϕ

2
+ i sin

ϕ

2
cosϕ+ i sinϕ

=
1

2
√
r

1

ei
ϕ
2

,

тобто (√
z
)′

=
1

2
√
z
.

2) Умови (5.12) виконуються для функцiї

ln z = ln r + iϕ

в областi D i

(ln z)′ =
1

z
.
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5.4. Спряженi гармонiчнi функцiї
Якщо функцiя f(z) = u+ iv диференцiйовна в областi D, а функцiї u(x, y)

i v(x, y) мають неперервнi частиннi похiднi до другого порядку включно, то
диференцiюючи першу рiвнiсть за змiнною x, а другу – за змiнною y, будемо
мати

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x
= − ∂2v

∂x∂y
.

Остання рiвнiсть справедлива внаслiдок неперервностi мiшаних частинних
похiдних. Додаючи попереднi рiвностi, отримаємо

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0. (5.14)

Аналогiчно отримаємо

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0.

Означення 5.4. Дiйсна функцiя u(x, y), яка має в областi D неперервнi
частиннi похiднi другого порядку i задовольняє рiвняння (5.14), називається
гармонiчною в областi D, а рiвняння (5.14) — рiвнянням Лапласа.

Гармонiчнi функцiї u(x, y) i v(x, y), якi пов’язанi мiж собою умовами Кошi–
Рiмана (5.8), називаються спряженими. Тобто дiйсна та уявна частини дифе-
ренцiйовної в областi D функцiї є спряженими гармонiчними функцiями в
цiй областi.

Якщо задана гармонiчна функцiя u(x, y) в однозв’язнiй областi D, то з то-
чнiстю до сталого доданку, можна знайти диференцiйовну в областi D фун-
кцiю f(z) = u + iv. Тобто вiдновити диференцiйовну функцiю за її заданою
дiйсною або уявною частиною.

Приклад 5.7. Знайти аналiтичну в околi точки z = π функцiю f(z) за
вiдомою її дiйсною частиною

u(x, y) =
x

x2 + y2
, f(π) =

1

π
.
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Перевiримо, чи є гармонiчною в околi точки z = π функцiя u(x, y) =
x

x2 + y2
:

∂2u

∂x2
=

2x3 − 6xy2

(x2 + y2)3 ,

∂2u

∂y2
=

6xy2 − 2x3

(x2 + y2)3 ,

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Отже, функцiя u(x, y) =
x

x2 + y2
є гармонiчною.

Оскiльки за умовами Кошi–Рiмана

∂u

∂y
=

−2xy

(x2 + y2)2 = −∂v
∂x
,

то

v(x, y) = y

∫
2x

(x2 + y2)2dx = − y

x2 + y2
+ ϕ(y).

Звiдси

∂v

∂y
=

y2 − x2

(x2 + y2)2 + ϕ′(y) =
∂u

∂x
(за умовами Кошi–Рiмана).

Тобто ϕ′(y) = 0, а ϕ(y) = C – деяка стала.
Таким чином,

f(z) =
x

x2 + y2
− iy

x2 + y2
+ Ci.

Оскiльки f(π) =
1

π
, то f(π) =

π

π2
=

1

π
. Тобто C = 0.

Отже, шукана функцiя має вигляд

f(z) =
x− iy
x2 + y2

=
z

zz
=

1

z
.
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5.5. Поняття аналiтичної функцiї
Одним з основних понять теорiї функцiй комплексної змiнної є поняття

аналiтичної (регулярної, голоморфної) функцiї.
Нехай функцiя f(z) визначена в околi точки z0 = a (a 6=∞).

Означення 5.5. Функцiя f(z), яка зображається рядом

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k (5.15)

збiжним в деякому околi точки z = a, тобто в крузi |z − a| < ρ, ρ > 0,
називається аналiтичною в точцi z = a.

Якщо функцiя f(z) аналiтична в кожнiй точцi z ∈ D, то f(z) називається
регулярною в областi D.

Теорема 5.5. Якщо функцiя f(z) аналiтична в точцi z = a, то вона дифе-
ренцiйовна в цiй точцi.

Доведення. Степеневий ряд (5.15) збiгається в деякому околi точки z = a
та f(a) = c0.
При z 6= a

f(z)− f(a)

z − a
=
f(z)− c0

z − a
=

∞∑
k=1

ck(z − a)k−1, (5.16)

Ряд у правiй частинi рiвностi (5.16) рiвномiрно збiгається в крузi |z− a| ≤
ρ1 < ρ, отже, його сума є неперервною в цьому крузi i тому iснує границя
правої частини рiвностi (5.16) при z → a. Тобто, f ′(a) = c1.

Приклад 5.8. Функцiя
1

1− z
=

∞∑
k=0

zk

аналiтична в точцi z = 0, оскiльки ряд є збiжним у крузi |z| < 1.
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Означення 5.6. Нехай функцiя f(z) визначена в околi нескiнченно вiддале-
ної точки i зображається рядом

f(z) =
∞∑
k=0

ck
zk
, (5.17)

збiжним в деякому околi точки z =∞ (тобто в областi |z| > R). Функцiя
f(z), при цих умовах, називається аналiтичною в нескiнченно вiддаленiй
точцi.

Наслiдок 5.1. Функцiя f(z) аналiтична в точцi z =∞ тодi i тiльки тодi,
коли функцiя

g(ζ) = f

(
1

ζ

)
аналiтична в точцi ζ = 0.

Приклад 5.9. Функцiя
f(z) =

z

z − 1
аналiтична в точцi z =∞.
Розглянемо функцiю

g(ξ) =
1

1− ξ
=

1

1− 1
z

=
z

z − 1
= f(z).

Оскiльки функцiя g(ξ) аналiтична в точцi ξ = 0 (приклад (5.8)), то f(z)
аналiтична в точцi z =∞.

Контрольнi питання
1. Дати означення похiдної функцiї комплексної змiнної.

2. Яка функцiя f(z) називається аналiтичною в точцi z = z0?

3. Якi умови є необхiдними та достатнiми для того, щоб вираз

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

був повним диференцiалом деякої функцiї двох змiнних?
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4. У чому полягають необхiднi та достатнi умови диференцiйовностi фун-
кцiї

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

в точцi?

5. Якi з наступних функцiй задовольняють умовам Кошi-Рiмана в усiй
комплекснiй площинi

f(z) = cos z, f(z) = ch z, f(z) = z, f(z) = z3, f(z) = Re(z − i) ?

6. Яка функцiя двох змiнних називається гармонiчною?

7. Чи є дiйсна та уявна частини аналiтичної функцiї гармонiчними фун-
кцiями?

8. Чи є гармонiчною функцiя (u(x, y))2 за умови гармонiчностi функцiї
u(x, y)?

9. Дати означення аналiтичної функцiї комплексної змiнної з допомогою
зображення її степеневим рядом.

10. Чи iснує зв’язок мiж аналiтичними та гармонiчними функцiями?
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6. Геометричний змiст похiдної.
Конформне вiдображення

6.1. Геометричний змiст аргумента похiдної
Нехай w = f(z) – функцiя, аналiтична в областi E. Значення функцiї

w = u(x, y) + iv(x, y)

будемо зображати точками в комплекснiй площинi uv. Кожнiй точцi

z = x+ iy

буде вiдповiдати одна точка
w = u+ iv

в площинi uv. Ми розглядаємо взаємно однозначне вiдображення. Якщо то-
чка z в площинi xy рухається по деякiй лiнiї C, то вiдповiдна їй точка w буде
описувати в площинi uv лiнiю Γ, яка є образом лiнiї C. Нехай z0 – довiльна
точка областi E i задана лiнiя C iз певним напрямком, яка виходить з цiєї
точки z0 i має в цiй точцi дотичну. Припустимо, що f ′(z0) 6= 0. Образом лiнiї
C в площинi uv буде лiнiя Γ, яка виходить з точки w0 = f(z0). Якщо рiвняння
довiльно вибраної лiнiї C є

z = z(t), 0 ≤ t ≤ 1,

то рiвняння лiнiї Γ отримаємо, якщо замiнимо в рiвностi w = f(z) змiнну z
на z(t):

w = f(z(t)) = w(t), 0 ≤ t ≤ 1.

Зобразимо комплексне число f ′(z0) в тригонометричнiй формi:

f ′(z0) = r(cosα + i sinα)

i з’ясуємо геометричний змiст аргумента α похiдної i її модуля r. Вiзьмемо
довiльну точку z0 + ∆z0 на лiнiї C i позначимо через w0 + ∆w0 вiдповiдну їй
точку на лiнiї Γ площини uv. При прямуваннi точки z0 + ∆z0 по лiнiї C до
точки z0 вiдповiдна їй точка w0 + ∆w0 буде рухатись по лiнiї Γ до точки w0.
Прирости ∆z0 i ∆w0 одночасно прямують до нуля. За означенням похiдної в
точцi z0

f ′(z0) = lim
∆z0→0

∆w0

∆z0
= r (cosα + i sinα) .
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Звiдси будемо мати

lim
∆z0→0

∣∣∣∣∆w0

∆z0

∣∣∣∣ = r (6.1)

i
lim

∆z0→0
Arg

(
∆w0

∆z0

)
= α. (6.2)

Остання рiвнiсть справедлива з точнiстю до числа, кратного 2π.
Оскiльки

Arg
(

∆w0

∆z0

)
= Arg∆w0 − Arg∆z0,

то рiвнiсть (6.2) перепишемо у виглядi

lim
∆z0→0

Arg∆w0 − lim
∆z0→0

Arg∆z0 = α. (6.3)

Рис. 6.1 Рис. 6.2

Очевидно, що ∆z0 = z0 + ∆z0 − z0 зображається вектором, який з’єднує
точку z0 з точкою z0 + ∆z0, а ∆w0 є вектор, з початком в точцi w0 i кiнцем в
w0 + ∆w0. Отже, Arg(∆z0) є кут ϕ мiж додатнiм напрямом осi Ox i вектором
∆z0, а Arg(∆w0) – кут Φ(кут мiж додатнiм напрямом осi Ou i вектором ∆w0).
Таким чином, рiвнiсть (6.3) можна переписати у виглядi

Φ− ϕ = α. (6.4)

В граничному положеннi напрям вектора ∆z0 спiвпадає з напрямом доти-
чної до лiнiї C в точцi z0 (див рис. 6.1), а напрям вектора ∆w0 з напрямом
дотичної до лiнiї Γ в точцi w0 (рис. 6.2).
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Позначимо через ψ i Ψ кути мiж осями Ox i Ou вiдповiдно з дотичними до
лiнiй C i Γ в точках z0 i w0. Тодi (6.4) можна переписати наступним чином

Ψ− ψ = α. (6.5)

Отже, α є кут на який повертається дотична до лiнiї C в точцi z0 при
вiдображеннi w = f(z). Оскiльки лiнiю C ми взяли довiльним чином, то при
змiнi C будуть змiнюватись кути ψ i Ψ, але α залишається сталим. Якщо
з точки z0 провести iншу лiнiю, позначимо її C ′, а вiдповiдну їй лiнiю, яка
виходить з точки w0 через Γ′, то

Ψ′ − ψ′ = α, (6.6)

де ψ′ - кут мiж додатнiм напрямом осi Ox i дотичною до лiнiї C ′ в точцi z0,
а Ψ′ - кут мiж вiссю Ou i дотичною до лiнiї Γ′. Вiднiмаючи вiд рiвностi (6.6)
рiвнiсть (6.5), будемо мати

Ψ′ −Ψ = ψ′ − ψ. (6.7)

Кут мiж дотичними до лiнiй C ′ i C в точцi z0 є

ψ′ − ψ,

а вiдповiдний кут до лiнiй Γ′ i Γ

Ψ′ −Ψ.

Цi кути однаковi. Таким чином, вiдображення w = f(z), де f(z) диференцi-
йовна в околi точки z0 функцiя i f ′(z0) 6= 0, зберiгає кути мiж кривими, якi
проходять через точку z0 не тiльки по величинi, але й по напряму вiдрахунку.

Приклад 6.1. Знайдемо кут повороту α кривих при вiдображеннi

f(z) =
z − z0

z − z̄0

в точцi z0, де Im(z0) = y0 > 0. Оскiльки

f ′(z) =
z0 − z̄0

(z − z̄0)2
, f ′(z0) =

−i
2y0

,

то
α = Argf ′(z0) = −π

2
.
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6.2. Геометричний змiст модуля похiдної

Рiвнiсть (6.1) запишемо у виглядi

lim
∆z0→0

|∆w0|
|∆z0|

= r. (6.8)

Вiдстань мiж точками z0 i z0 + ∆z0, очевидно, дорiвнює |∆z0|, аналогiчно,
|∆w0| – вiдстань мiж точками w0 i w0 + ∆w0. Рiвнiсть (6.8) показує, що вiд-
ношення нескiнченно малої, яка є вiдстанню мiж вiдображеними точками до
нескiнченно малої, яка є вiдстанню мiж початковими точками не залежить
вiд напрямку лiнiї C. Величину

r = |f ′(z0)|

можна розглядати, як величину масштабу в точцi z0 при вiдображеннi з до-
помогою функцiї w = f(z). Якщо r > 1, то масштаб збiльшується, тобто
проходить розтяг при вiдображеннi w = f(z) в точцi z0, якщо r < 1, то
вiдбувається стиснення.

Величина
lim

∆z0→0

|∆w0|
|∆z0|

= r

називається лiнiйним розтягом кривої C в точцi z0 при вiдображеннi w =
f(z). Вона не залежить вiд вигляду i напрямку кривої C i дорiвнює r =
|f ′(z0)|.

6.3. Конформне вiдображення
Зображення, яке встановлюється з допомогою аналiтичної функцiї

w = f(z), має в кожнiй точцi z0, де f ′(z0) 6= 0, двi властивостi:

1) зберiгає кути мiж кривими (консерватизм кутiв);

2) сталiсть розтягiв.

Якщо в комплекснiй площинi z взяти нескiнченно малий трикутник, одна
з вершин якого знаходиться в точцi z0, то йому в площинi w буде вiдповiдати
нескiнченно малий криволiнiйний трикутник з вершиною в точцi w0.
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Вiдповiднi кути, в силу консерватизму кутiв, в цих трикутниках будуть
однаковi, вiдношення вiдповiдних сторiн з точнiстю до нескiнченно малих
дорiвнюватимуть деякому сталому числу r 6= 0. Такi трикутники називаю-
ться подiбними мiж собою.

Означення 6.1. Вiдображення w = f(z) називається конформним в точ-
цi z0, якщо воно зберiгає кути мiж кривими i має властивiсть сталостi
розтягiв в точцi z0.

Зауваження. Умова f ′(z0) 6= 0 означає, що якобiан вiдображення w = f(z)
в точцi z0 вiдмiнний вiд нуля. Справдi, вiдображення w = f(z) = u + iv
еквiвалентне дiйсному вiдображенню{

u = u(x, y),

v = v(x, y).
(6.9)

Якобiан J вiдображення (6.9) дорiвнює

J =

∣∣∣∣∣∂u∂x ∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ =
∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂v

∂x

∂u

∂y
.

Використовуючи умови Кошi–Рiмана, матимемо

J =

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

,

а враховуючи те, що

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
,

отримаємо
J = |f ′(z)|2 .
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Таким чином, якщо f ′(z0) 6= 0, то якобiан J(z0) вiдмiнний вiд нуля, оскiль-
ки J(z0) = |f ′(z0)|2.

Бiльш детально конформнi вiдображення розглядатимуться у роздiлi 17.

Приклад 6.2. Лiнiйне вiдображення

w = az + b, a 6= 0

є конформним у всiй комплекснiй площинi.

Приклад 6.3. Функцiя
w = z2

конформно вiдображає верхню пiвплощину Im z > 0 на площину з розрiзом
[0,∞).

Приклад 6.4. Вiдображення
w = ez

є конформним у смузi 0 < Im z < 2π.

Контрольнi питання
1. Сформулювати геометричний змiст аргумента похiдної функцiї компле-

ксної змiнної у точцi.

2. Знайти множину точок, у яких кут повороту для вiдображення

f(z) =
z

z + i

дорiвнює нулю.

3. Сформулювати геометричний змiст модуля похiдної функцiї компле-
ксної змiнної у точцi.

4. Знайти множину точок, у яких коефiцiєнт розтягу для вiдображення

f(z) = z3 − z

дорiвнює одиницi.
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5. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут повороту в точцi z0 = π
2 + i для вiд-

ображення
f(z) = sin z.

6. Дати означення конформного вiдображення ω = f(z) у точцi z = z0.
Навести приклад конформного вiдображення у всiй комплекснiй пло-
щинi.

7. Яка частина площини стискається, яка розтягується, при вiдображеннi

f(z) = z2 − 2z?
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7. Iнтегрування функцiй комплексної
змiнної

7.1. Означення iнтеграла
Нехай на кривiй γ визначена комплекснозначна функцiя f(z).

z0

ζ1γ1

z1 ζ2

γ2 z2

zn

ζnγn

zn−1

Розiб’ємо криву γ на n частин точками
z0, z1, . . . , zn. Отримаємо n дуг

γk, k = 1, 2, . . . , n.

Через
lk, k = 1, 2, . . . , n

позначимо довжину вiдповiдної дуги γk.
Нехай

l = max
1≤k≤n

lk.

На кожнiй дузi γk вибираємо точку ζk ∈ γk.
Обчислимо f(ζk), k = 1, 2, . . . , n.

Складемо суму
n∑
k=1

f(ζk)(zk − zk−1), (7.1)

яку будемо називати iнтегральною сумою для функцiї f(z) на кривiй γ.

Означення 7.1. Якщо при l→ 0 iснує скiнченна границя iнтегральних сум
(7.1), яка не залежить нi вiд способу розбиття кривої γ на дуги γk, k =
1, 2, . . . , n, нi вiд вибору точок ζk, k = 1, 2, . . . , n, то ця границя називається
iнтегралом вiд функцiї f(z) уздовж кривої γ:∫

γ

f(z) dz = lim
l→0

n∑
k=1

f(ζk)(zk − zk−1). (7.2)

Якщо z = x+ iy, f(z) = u(x, y) + iv(x, y), то позначимо

zk = xk + iyk,
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xk − xk−1 = ∆xk, yk − yk−1 = ∆yk,

ζk = ξk + iηk,

uk = u(ξk, ηk), vk = v(ξk, ηk).

Тодi
n∑
k=1

f(ζk)(zk − zk−1) =

=
n∑
k=1

(uk∆xk − vk∆yk) + i
n∑
k=1

(vk∆xk + uk∆yk).

Переходячи в цiй рiвностi до границi при l→ 0, отримаємо∫
γ

f(z) dz =

∫
γ

udx− vdy + i

∫
γ

vdx+ udy. (7.3)

Iснування iнтегралу ∫
γ

f(z)dz

рiвносильне iснуванню наступних двох криволiнiйних iнтегралiв вiд дiйсних
функцiй ∫

γ

u(x, y)dx− v(x, y)dy

i ∫
γ

v(x, y)dx+ u(x, y)dy.

Нехай крива γ задана рiвнянням

z = ξ(t) + iη(t), α ≤ t ≤ β.

Тодi dx = ξ′(t)dt, dy = η′(t)dt i

∫
γ

f(z)dz =

β∫
α

(uξ′ − vη′)dt+ i

β∫
α

(vξ′ + uη′)dt =

=

β∫
α

(u(ξ(t), η(t)) + iv(ξ(t), η(t))) (ξ′(t) + iη′(t)) dt.
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Приклад 7.1. Обчислити ∫
γ

f(z)dz,

де f(z) = z, а γ – довiльна неперервна крива, з початковою та кiнцевою
точками a та b вiдповiдно.
Розiб’ємо криву на n частин точками

z0 = a, z1, z2, ..., zn = b.

Складемо двi iнтегральнi суми. Нехай спочатку ξk = zk, а у другому роз-
биттi ξk = zk+1. Iнтегральнi суми матимуть вигляд

n−1∑
k=0

zk(zk+1 − zk) та
n−1∑
k=0

zk+1(zk+1 − zk).

Оскiльки границi цих iнтегральних сум дорiвнюють заданому iнтегралу,
то обчислимо iнтеграл як границю середнього арифметичного цих границь:∫

γ

z dz =
1

2
lim
l→0

n−1∑
k=0

(zk+1 + zk)(zk+1 − zk) =

=
1

2
lim
l→0

n−1∑
k=0

(z2
k+1 − z2

k) =

=
1

2
lim
l→0

(z2
n − z2

0) =
1

2
(b2 − a2).

Отже, iнтеграл
∫
γ

z dz не залежить вiд кривої iнтегрування.

Зазначимо, якщо γ – довiльна замкнена неперервна крива, тобто a = b,
то ∫

γ

z dz = 0.
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7.2. Властивостi iнтегралiв
Неперервна на кривiй функцiя iнтегровна на цiй кривiй, що випливає з

формули (7.3). З властивостей криволiнiйних iнтегралiв слiдує, що мають
мiсце наступнi формули:

1) ∫
γ

(af(z) + bg(z)) dz = a

∫
γ

f(z) dz + b

∫
γ

g(z) dz, (7.4)

де a i b довiльнi комплекснi числа.

2) ∫
γ+

f(z) dz = −
∫
γ−

f(z) dz, (7.5)

де γ+, γ− – крива, яка проходиться в протилежних напрямках.

3) Якщо γ = γ1 + γ2, тобто крива γ складається з двох частин γ1 i γ2, то∫
γ

f(z) dz =

∫
γ1

f(z) dz +

∫
γ2

f(z) dz. (7.6)

Ряд
∞∑
k=1

fk(z), складений з неперервних на кривiй γ функцiй fk(z), k ∈ N,

який збiгається рiвномiрно на γ, можна почленно iнтегрувати, тобто∫
γ

f(z) dz =
∞∑
k=1

∫
γ

fk(z) dz.

Ця властивiсть випливає з теореми про почленне iнтегрування рiвномiрно
збiжного ряду i властивостi (7.6).

7.3. Оцiнки iнтегралiв
Лема 7.1. Нехай функцiя f(z) неперервна на кривiй γ. Тодi має мiсце оцiнка∣∣∣∣∣∣

∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
γ

|f(z)| ds, (7.7)
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де iнтеграл у правiй частинi – криволiнiйний iнтеграл вiд дiйсної невiд’єм-
ної функцiї вздовж кривої γ.
Нерiвнiсть (7.7) часто записують у виглядi∣∣∣∣∣∣

∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
γ

|f(z)| |dz|.

Доведення. Очевидно, що∣∣∣∣∣
n∑
k=1

f(ζk)(zk − zk−1)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=1

|f(ζk)||zk − zk−1|.

Перейшовши до границi при l→ 0, отримаємо нерiвнiсть (7.7).

Наслiдок 7.1. З нерiвностi (7.7) випливає оцiнка∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤Ml(γ), (7.8)

де M = max
z∈γ
|f(z)|, а l(γ) - довжина кривої γ.

Лема 7.2. Нехай f(z) – неперервна функцiя, визначена в деякiй областi G
комплексної площини, γ – довiльна кусково-гладка крива, що лежить в цiй
областi. Тодi для довiльного як завгодно малого ε > 0 iснує така ламана
C ∈ G, вписана в криву γ, що виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣

∫
γ

f(z) dz −
∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ < ε. (7.9)

Тобто iнтеграл
∫
γ

f(z) dz з наперед заданою точнiстю дорiвнює iнтегралу

вiд цiєї функцiї вздовж ламаної C, яка вписана в криву γ.
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Доведення. Розглянемо замкнену область D, що є пiдмножиною областi
G та мiстить криву γ. Неперервна в областi D функцiя f(z) є рiвномiрно
неперервною. Тому для точок z1 та z2 областi D i як завгодно малого ε > 0
iснує таке значення δ = δ(ε) > 0, що виконується нерiвнiсть

|f(z1)− f(z2)| < ε, якщо |z1 − z2| < δ. (7.10)

Розiб’ємо криву γ точками z0, z1, z2, . . . , zn на n дуг γ0, γ1, . . . , γn−1, дов-
жина кожної з яких менша нiж δ. Зрозумiло, що i довжина кожної ланки
lk, k = 0, 1, 2, ..., n− 1, ламаної C, буде тим бiльш менша значення δ.

z0

z1

z2

zn−1

zn

γ1

l1

γ2

l2

γn

C

γ

ln

Порiвняємо значення
∫
γ

f(z) dz зi значенням цього ж iнтеграла вздовж

ламаної C, яка вписана в криву γ.
Розглянемо суму, що є наближеним значенням

∫
γ

f(z) dz:

S =
n−1∑
k=0

f(zk)∆zk. (7.11)

Замiнимо ∆zk = |zk+1 − zk|, k = 0, 1, ..., n− 1, на значення

∆zk =

∫
γk

dz,

отримаємо

S =
n−1∑
k=0

f(zk)

∫
γk

dz =
n−1∑
k=0

∫
γk

f(zk) dz. (7.12)

Iнтеграл вздовж кривої γ можна подати, як суму iнтегралiв вздовж дуг
γk, k = 1, 2, ...., n, тобто ∫

γ

f(z) dz =
n−1∑
k=0

∫
γk

f(z) dz. (7.13)
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Оцiнимо рiзницю мiж (7.12) та (7.13), врахуваши (7.10)∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z) dz − S

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫
γk

f(z) dz −
n−1∑
k=0

∫
γk

f(zk) dz

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫
γk

(f(z)− f(zk)) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n−1∑
k=0

∫
γk

|f(z)− f(zk)| dz < ε
n−1∑
k=0

∫
γk

dz = εl, (7.14)

де l – довжина кривої γ.
Аналогiчно, оцiнимо рiзницю мiж iнегралом функцiї f(z) по ламанiй C,

тобто ∫
C

f(z) dz =
n−1∑
k=0

∫
lk

f(z) dz

та сумою S: ∣∣∣∣∣∣
∫
C

f(z) dz − S

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫
lk

(f(z)− f(zk)) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n−1∑
k=0

∫
lk

|f(z)− f(zk)| dz < ε

n−1∑
k=0

∫
lk

dz = εl′ ≤ εl, (7.15)

де l′ – довжина кривої C.
Враховуючи нерiвностi (7.14) та (7.15), отримаємо:∣∣∣∣∣∣

∫
γ

f(z) dz −
∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

f(z) dz − S

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣S −
∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ < εl + εl = 2εl.

Лема доведена, тобто у довiльну кусково-гладку криву γ завжди можна
вписати ламану C так, що рiзниця значень iнтеграла вздовж кривої γ та
вздовж ламаної C за модулем буде менша як завгодно малого додатного
числа.
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Контрольнi питання
1. Дати означення iнтеграла вiд функцiї комплексної змiнної f(z) вздовж

кривої γ.

2. Записати формулу для обчислення iнтеграла вiд функцiї комплексної
змiнної

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

вздовж кривої
γ : z = ξ(t) + iη(t), α ≤ t ≤ β.

3. Обчислити iнтеграл ∫
L

z̄2 dz,

де крива L – вiдрiзок прямої y = x вiд точки z1 = 0 до точки z2 = 1 + i.

4. Обчислити iнтеграл ∫
L

z Imz2 dz,

де крива L – коло |z| = 1 .

5. Сформулювати властивостi iнтеграла вiд функцiї комплексної змiнної
f(z) вздовж кривої γ.

6. Обчислити iнтеграл ∫
L

(i Im z)2 dz,

вздовж кривої L, що є ламаною z1z2z3, де z1 = 0, z2 = 1 + i, z3 = i.

7. Нехай функцiя f(z) – неперервна на кривiй γ. Навести оцiнки для мо-
дуля iнтеграла вiд f(z) вздовж кривої γ.

8. За яких умов iнтеграл
∫
γ

f(z) dz можна наблизити iнтегралом вздовж

ламаної C, яка вписана в криву γ, iз певною точнiстю?
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8. Iнтегральна теорема Кошi
Розглянемо доведення однiєї з основних теорем теорiї аналiтичних функцiй.

8.1. Iнтегральна теорема Кошi
Теорема 8.1. Якщо D – однозв’язна область комплексної площини i f(z) –
однозначна функцiя, аналiтична в цiй областi, то для довiльної замкненої
спрямлюваної кривої L, яка належить областi D∫

L

f(z) dz = 0.

Доведення. Спочатку доведемо теорему для ламаної, а потiм, користу-
ючись лемою 7.2, перейдемо до загального випадку. Доведення теореми для
замкнених ламаних роздiлимо на декiлька етапiв.

a) Вiдрiзок. Нехай L є вiдрiзком γ, що проходиться двiчi у взаємно про-
тилежних напрямках. Тодi∫

L

f(z) dz =

∫
γ+

f(z) dz +

∫
γ−

f(z) dz =

∫
γ+

f(z) dz −
∫
γ+

f(z) dz = 0.

Тут не використовується навiть диференцiйовнiсть функцiї f(z).

б) Трикутник. Цей випадок, як ми побачимо далi, є основним, де суттєво
використовується диференцiйовнiсть функцiї f(z). Нехай L є контур
розмiщеного в областi D трикутника, який проходиться в одному
напрямi (наприклад, проти годинникової стрiлки). Покладемо∣∣∣∣∫

L

f(z) dz

∣∣∣∣ = M, M ≥ 0.

Доведемо, що M = 0. Для цього роздiлимо трикутник вiдрiзками,
якi з’єднують середини його сторiн, на чотири рiвнi трикутники з
контурами L′, L′′, L′′′, LIV , (див. рис. 8.1). Складемо суму iнтегралiв,
взятих на L′, L′′, L′′′, LIV в напрямках, вказаних на рисунку стрiлками
(усi проти годинникової стрiлки).
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L′′

LIV

L′L′′′

Рис. 8.1

Оримаємо: ∫
L′

f(z) dz +

∫
L′′

f(z) dz +

∫
L′′′

f(z) dz +

∫
LIV

f(z) dz. (8.1)

Кожний з цих iнтегралiв можна замiнити сумою трьох iнтегралiв,
обчислених вздовж окремих сторiн чотирьох трикутникiв. Шiсть з
цих iнтегралiв, взятих по вiдрiзках, розмiщених на L, дадуть в сумi∫
L

f(z) dz. Iншi шiсть розiб’ються на три пари iнтегралiв, кожна з

цих пар береться по одному i тому ж вiдрiзку, який проходиться
двiчi, в протилежних напрямках. Очевидно, що кожна пара дає в сумi
нуль. Звiдси випливає, що сума (8.1) дорiвнює iнтегралу

∫
L

f(z) dz i

M =

∣∣∣∣ ∫
L

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ (8.2)

≤
∣∣∣∣∫
L′

f(z) dz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
L′′

f(z) dz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
L′′′

f(z) dz

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
LIV

f(z) dz

∣∣∣∣.
З (8.2) випливає, що хоча б один з доданкiв в правiй частинi, повинен

бути бiльшим або рiвним
M

4
. Позначимо вiдповiдний контур через L1

(вiн спiвпадає з одним з контурiв L′, L′′, L′′′, LIV ). Отримаємо∣∣∣∣∫
L1

f(z) dz

∣∣∣∣ ≥ M

4
.
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Виконаємо з трикутником L1 тi ж самi операцiї, що i з трикутником
L, а саме роздiлимо L1 на чотири рiвнi трикутники: L′1, L′′1, L′′′1 , LIV1 .
Зазначимо, що iнтеграл

∫
L1

f(z) dz дорiвнює сумi чотирьох iнтегалiв

вздовж L′1, L
′′
1, L

′′′
1 , L

IV
1 (взятих проти годинникової стрiлки). Модуль

одного з цих iнтегралiв буде не меншим, нiж

1

4

M

4
=
M

42
.

Позначимо контур цього iнтеграла L2 (L2 спiвпадає з одним iз кон-
турiв L′1, L′′1, L′′′1 , LIV1 ). Тобто, матимемо∣∣∣∣∫

L2

f(z) dz

∣∣∣∣ ≥ M

42
.

Продовжуючи такi мiркування, отримаємо послiдовнiсть трикутни-
кiв з контурами L1, L2, . . . Ln, . . ., якi мають наступнi властивостi:

1) Кожен наступний трикутник мiститься в попередньому i ори-
мується з нього, якщо середини двох його сторiн з’єднати вiд-
рiзками прямих. Звiдси випливає, що ln – довжина контура Ln
вдвiчi менша ln−1, отже, ln = l

2n , де l - довжина контура L.

2) Кожен iз трикутникiв Ln мiститься в областi D; бо L мiсти-
ться в D, а внаслiдок однозв’язностi D точки, обмеженi кривою
L теж належать D.

3) Iнтеграл вiд f(z) вздовж Ln задовольняє нерiвнiсть∣∣∣∣∫
Ln

f(z) dz

∣∣∣∣ ≥ M

4n
, n =∈ N. (8.3)

Трикутник Ln, як випливає з першої властивостi, стягується до пев-
ної точки ζ, яка належить кожному з трикутникiв, бо лежить все-
рединi Ln, або на Ln. За властивiстю 2 точка ζ мiститься в областi
D. Отже, за умовою теореми функцiя f(z) має в точцi ζ похiдну
f ′(ζ) i можна ∀ε > 0 вказати δ > 0 таке, що при |z − ζ| < δ буде
виконуватися нерiвнiсть∣∣∣∣f(z)− f(ζ)

z − ζ
− f ′(ζ)

∣∣∣∣ < ε. (8.4)
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Оскiльки точка ζ належить довiльному з розглядуваних трикутникiв
i вони стягуються до цiєї точки, то довжини контурiв Ln прямують
до 0, та, починаючи з деякого n > N , цi трикутники будуть повнiстю
мiститися в крузi |z − ζ| < δ, тобто для ∀z ∈ Ln буде виконуватись
нерiвнiсть (8.4). Перепишемо її у виглядi

|f(z)− f(ζ)− f ′(ζ)(z − ζ)| < ε|z − ζ|.

Враховуючи, що вiдстань |z− ζ| мiж двома точками одного i того ж
трикутника менше нiж периметр цього трикутника, тобто менше
нiж l

2n , отримаємо

|f(z)− f(ζ)− f ′(ζ)(z − ζ)| < ε
l

2n
, z ∈ Ln, n > N. (8.5)

Далi проiнтегруємо функцiю f(z)−f(ζ)−f ′(ζ)(z−ζ) вздовж замкненої
лiнiї Ln. Будемо мати

∫
Ln

[
f(z)−f(ζ)− f ′(ζ)(z − ζ)

]
dz =

=

∫
Ln

f(z) dz − f(ζ)

∫
Ln

dz − f ′(ζ)

∫
Ln

z dz − ζf ′(ζ)

∫
Ln

dz =

=

∫
Ln

f(z) dz.

(8.6)

Скористалися тим, що iнтеграли
∫
Ln

dz i
∫
Ln

z dz дорiвнюють 0. Отже,

внаслiдок (8.5), (8.6) будемо мати оцiнку∣∣∣∣∫
Ln

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ln

[
f(z)− f(ζ)− f ′(ζ)(z − ζ)

]
dz

∣∣∣∣ ≤ (8.7)

≤ ε
l

2n
ln = ε

l

2n
l

2n
= ε

l2

4n
.

Порiвнюючи нерiвностi (8.3) та (8.7), дiстаємо

M < εl2.
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Спрямувавши ε до 0, будемо мати M ≤ 0. Оскiльки M не може бути
менше нуля, то

M =

∣∣∣∣∫
Ln

f(z) dz

∣∣∣∣ = 0.

Це доводить iнтегральну теорему Кошi у випадку коли L – трику-
тник.

в) Тепер перейдемо до випадку, коли L– довiльна замкнена ламана, яка
лежить в областi D. Розглянемо спочатку випадок, коли L є конту-
ром опуклого n-кутника A0A1, . . . , An−1An, що проходиться один раз в
певному напрямi. Розiб’ємо многокутник на n − 2 трикутники шля-
хом проведення дiагоналей з вершини A0, як зображено на рисунку 8.2.

A3

A2

A1A0

An−1

An−2

Рис. 8.2

Кожен з цих трикутникiв нале-
жить даному многокутнику, тоб-
то i областi D. До отриманих
трикутникiв застосуємо теорему.
Iнтеграл вiд f(z) вздовж L запише-
мо у виглядi

∫
L

f(z)dz =

( ∫
A0A1A2

+

∫
A2A0

+

∫
A0A2

+

∫
A2A3

+

∫
A3A0

+ · · ·+

+

∫
An−2A0

+

∫
A0An−2

+

∫
An−2An−1A2

)
f(z)dz = 0

Таким чином, теорема доведена i для довiльного опуклого многокутника.
Нехай L тепер є довiльна замкнена ламана, яка не має самоперетинiв,

проходиться один раз. Оскiльки область D – однозв’язна, то точки, обме-
женi ламаною L, належать областi D. Доведемо, що цю область можна
розкласти на опуклi многокутники. Вiдомо, що опуклий многокутник ха-
рактеризується тим, що довiльну з його сторiн можна продовжити до
прямої, це продовження не потрапить у внутрiшню частину опуклого мно-
гокутника.
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Навпаки, серед сторiн неопуклого мно-
гокутника повиннi бути такi сторони,
продовження яких, потрапить у вну-
трiшню частину неопуклого многоку-
тника.
Будемо продовжувати сторони неопу-
клого многокутника до тих пiр, поки не
зустрiнемо криву L. Остаточно много-
кутник буде розкладено на скiнченне чи-
сло многокутникiв, кожний з яких бу-
де опуклим. Як вже було встановлено,
iнтеграл по опуклому многокутнику до-
рiвнює нулю.

Нехай тепер L – довiльна замкнена ламана. Тобто, вона складається зi
скiнченного числа прямолiнiйних вiдрiзкiв 41,42, · · · ,4k, заданих в пев-
ному порядку: кiнець кожного вiдрiзка є початком наступного, причому
кiнець останнього спiвпадає з початком першого.

A0

A1

A2

A3

A4

A5

A6

Рис. 8.3

При цьому деякi з вiдрiзкiв 4k можуть
бути частинами iнших вiдрiзкiв, або
навiть, спiвпадати з ними, що означає,
що при проходженнi ламаної L деякi з її
вiдрiзкiв частково або повнiстю будуть
проходитися по кiлька разiв (див. рис.
8.3).
Скористаємось рисунком 8.3. Ламана
складається з шести ланок 4k =
AkAk+1, k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, A7 = A0.

Причому ланка A5A6 є частиною ланки A2A3. Будемо послiдовно руха-
тись по ламанiй L, починаючи з точки A0 до тих пiр, поки не зустрiнемо
ланку A2A3 в точцi B. Замкнена ламана BA1A2B буде жордановою (тобто,
не має точок самоперетину) i лежить в областi D. Iнтеграл∫

BA1A2B

f(z)dz = 0.

Значення iнтеграла вздовж L не змiниться, якщо виключити з L
криву BA1A2B. Отримаємо ламану L′, яка складається з вiдрiзкiв
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A0B,BA3, A3A4, A4A5, A5A6, A6A0. Многокутник A0BA3A4A5A6A0 вже не-
має перетинiв. За доведеним ранiше iнтеграл по цiй ламанiй дорiвнює нулю.
Таким чином, теорема доведена для довiльної замкненої ламаної.
Розглянемо, нарештi, загальний випадок. Отже, нехай L ⊂ D – замкнена

спрямлювана крива. Згiдно леми 7.2 для будь-якого ε > 0 можна вказати
таку замкнену ламану C ⊂ D, вписану в криву L, що∣∣∣∣∣∣

∫
L

f(z) dz −
∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Оскiльки за доведеним ∫
C

f(z) dz = 0,

то ∣∣∣∣∣∣
∫
L

f(z) dz

∣∣∣∣∣∣ < ε,

тобто ∫
L

f(z) dz = 0.

8.2. Узагальнення iнтегральної теореми Кошi
У доведенiй теоремi контур iнтегрування належить областi D, де функцiя

f(z) є аналiтичною. Цю теорему можна поширити на випадок, коли L є гра-
ницею областi D.

Теорема 8.2. Теорема Кошi (узагальнена). Якщо D – внутрiшнiсть
замкненої жорданової спрямлюваної кривої L, f(z) – функцiя неперервна в
замкненiй областi D i аналiтична в областi D, то∫

L

f(z)dz = 0.
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Доведення. Доведемо частинний випадок цiєї теореми, що достатньо для
багатьох застосувань. Нехай L – спрямлювана крива, яку кожен промiнь,
який виходить з точки z0 ∈ D перетинає лише в однiй точцi.
Припустимо, що рiвняння цiєї кривої має вигляд

z = z0 + λ(θ), 0 ≤ θ ≤ 2π,

θ – полярний кут вiдносно полярної системи координат з полюсом в точцi
z0. Тодi для ρ, 0 < ρ < 1, крива Lρ : z = z0 + ρλ(θ), подiбна до кривої L
вiдносно точки z0, належить областi D. А, отже, внаслiдок iнтегральної
теореми Кошi, ∫

Lρ

f(z)dz = 0, 0 < ρ < 1.

Якщо

n∑
k=0

f(zk)(zk+1 − zk) =
n∑
k=0

f (z0 + λ(θk)) [λ(θk+1)− λ(θk)]

– iнтегральна сума для iнтегралу
∫
f(z)dz, то враховуючи подiбнiсть кри-

вих Lρ i L, вираз

n∑
k=0

f (z0 + ρλ(θk)) [ρλ(θk+1)− ρλ(θk)]

буде iнтегральною сумою для
∫
Lρ

f(z)dz. Тому останнiй iнтеграл можна зо-

бразити також у виглядi iнтеграла вздовж L:∫
L

ρf (z0 + ρλ(θ)) dz = 0.

Iнтеграл
∫
L

f(z)dz перетворимо наступним чином

∫
L

f (z0 + λ(θ)) dz =

∫
L

{f (z0 + λ(θ))− ρf (z0 + ρλ(θ))} dz =

=

∫
L

{(1− ρ)f (z0 + λ(θ)) + ρ(f (z0 + λ(θ))− f (z0 + ρλ(θ)))} dz.
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Нехай max
z∈D
|f(z)| = M , а max

0≤θ≤2π
|λ(θ)| = m. Для ∀ε > 0 можна вказати

таке δ(ε) > 0, що нерiвнiсть

|f(z′)− f(z′′)| < ε

буде виконуватись для z′, z′′ ∈ D, таких, що |z′ − z′′| < δ(ε). Тому при
1− ρ < δ(ε)

m будемо мати

|f (z0 + λ(θ))− f (z0 + ρλ(θ)) | < ε,

отже, ∣∣∣∣∣∣
∫
L

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ < [(1− ρ)M + ρ · ε] · L̃,

де L̃ – довжина кривої L.
Спрямувавши ρ→ 1, отримаємо∣∣∣∣∣∣

∫
L

f(z)dz

∣∣∣∣∣∣ < ε · L̃.

Тому ∫
L

f(z)dz = 0.

Що й потрiбно було довести.

8.3. Доповнення i зауваження до iнтегральної
теореми Кошi

Розглянемо функцiю

f(z) =
1

z
,

яка є диференцiйовною в кiльцi 0 < |z| < 2. Обчислимо iнтеграл
∫
|z|=1

dz
z .

Зробимо замiну z = eit, dz = ieit dt.∫
|z|=1

dz

z
=

2π∫
0

ieit

eit
dt = 2πi 6= 0.
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Iнтегральна теорема Кошi не виконується, оскiльки порушена вимога одно-
зв’язностi областi iнтегрування.

За певних умов, накладених на кривi, iнтегральну теорему Кошi можна
застосовувати i до багатозв’язних областей D.

Теорема 8.3. Iнтегральна теорема Кошi для складного контура.
Нехай f(z) – однозначна i аналiтична функцiя в областi D i Γ, γ1, γ2, . . . , γn
система замкнених спрямлювальних жорданових кривих, якi лежать в
областi D i задовольняють наступнi умови:

1) кривi γk, k = 1, 2, . . . , n, лежать всерединi Γ;

2) кожна з кривих γk, k = 1, 2, . . . , n, лежить зовнi iнших з них;

3) багатозв’язна область, обмежена кривими Γ, γ1, γ2, . . . , γn, належить
областi D.

Тодi справедлива рiвнiсть∫
Γ

f(z) dz =
n∑
k=1

∫
γk

f(z) dz, (8.8)

де iнтегрування вiдбувається в одному i тому ж самому напрямi (напри-
клад, при обходi кривою область, обмежена цiєю кривою залишається злi-
ва).

Доведення. З’єднаємо криву Γ з кривими γ1, γ2, . . . , γn розрiзами
δ1, δ2, . . . , δn (рис. 8.4) так, щоб отримана область D̃ була однозв’я-
зною. Границя Γ̃ областi D складається з кривих Γ, γ−1 , γ

−
2 , . . . , γ

−
n , де

Γ – проходиться в додатному напрямi, а кривi γ−1 , γ
−
2 , . . . , γ

−
n — у вiд’-

ємному напрямi, а також з розрiзiв δ1, δ2, . . . , δn, якi проходять двiчi у
протилежних напрямках. За iнтегральною теоремою Кошi

∫̃
Γ

f(z) dz = 0.

Звiдси випливає правильнiсть рiвностi (8.8).
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Рис. 8.4

8.4. Iнтеграл i первiсна
Нехай D – однозв’язна область, f(z) – аналiтична в D, z0 ∈ D – задана

точка, L1 i L2 – спрямлюванi кривi, якi належать D i з’єднують точку z0 з
довiльною точкою z ∈ D. Якщо L2 крива, яка проходиться вiд точки z до
точки z0 у протилежному напрямi до напряма L1, то кривi L1 i L2 утворюють
замкнену спрямлювану криву, i за iнтегральною теоремою Кошi:∫

L1

f(z) dz +

∫
−L2

f(z) dz = 0, або
∫
L1

f(z) dz =

∫
L2

f(z) dz.

Dz

z0

L2

L1

Тобто, значення iнтеграла вiд аналiтичної функцiї f(z) не залежить вiд
форми кривої iнтегрування, а залежить лише вiд початкової та кiнцевої то-

чок цiєї кривої. Нехай задана точка z0 фiксована, тодi iнтеграл
z∫
z0

f(ξ) dξ є
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функцiєю z, тобто
z∫

z0

f(ξ) dξ = F (z). (8.9)

Функцiя F (z) диференцiйовна в областi D i F ′(z) = f(z). Доведемо бiльш
загальне твердження.

Теорема 8.4. Нехай функцiя f(z) неперервна в однозв’язнiй областi D, i
iнтеграл вiд f(z) по довiльнiй замкненiй кривiй, яка лежить в областi D,
дорiвнює нулю. Тодi функцiя

F (z) =

z∫
z0

f(ξ) dξ,

де z0 ∈ D, z ∈ D, диференцiйовна в областi D i F ′(z) = f(z), тобто z∫
z0

f(ξ) dξ

′ = f(z).

Доведення. За умов теореми iнтеграл
∫
γ

f(ξ) dξ не залежить вiд форми

кривої γ, яка належить областi D i з’єднує точки z0 i z, отже, функцiя

F (z) =

z∫
z0

f(ξ) dξ

однозначна в областi D. Для точки z+∆z ∈ D, яка лежить в околi точки
z ∈ D, рiзниця

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
− f(z) −→ 0 при ∆z → 0.

Справдi,

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
=

1

∆z


z+∆z∫
z0

f(ξ) dξ −
z∫

z0

f(ξ) dξ

 =
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=
1

∆z

z+∆z∫
z

f(ξ) dξ.

Оскiльки
z+∆z∫
z

dξ = ∆z,

то

f(z) =
f(z)

∆z

z+∆z∫
z

dξ =
1

∆z

z+∆z∫
z

f(z) dξ. (8.10)

Iнтеграли (8.4) i (8.10) не залежать вiд форми кривої iнтегрування. Тому
виберемо криву iнтегрування як вiдрiзок, який з’єднує точки z i z + ∆z.
Матимемо

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
− f(z) =

1

∆z

z+∆z∫
z

[
f(ξ)− f(z)

]
dξ,

тобто∣∣∣∣F (z + ∆z)− F (z)

∆z
− f(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

|∆z|

z+∆z∫
z

∣∣∣∣f(ξ)− f(z)

∣∣∣∣ |dξ|. (8.11)

З неперервностi функцiї f(z) в кожнiй точцi z ∈ D для ∀ε > 0, ∃δ =
δ(ε) > 0 таке, що при |z − ξ| < δ справджується нерiвнiсть

|f(z)− f(ξ)| < ε. (8.12)

Зрозумiло, що |z − ξ| ≤ |∆z|, оскiльки ξ належить вiдрiзку [z, z + ∆z],
тому нерiвнiсть (8.12) буде виконуватися при |∆z| < δ, отже∣∣∣∣F (z + ∆z)− F (z)

∆z
− f(z)

∣∣∣∣ ≤ 1

|∆z|
ε |∆z| = ε.

Таким чином, iснує границя

lim
∆z→0

F (z + ∆z)− F (z)

∆z
= f(z),

тобто, F ′(z) = f(z). Теорема доведена.
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За умов, що функцiя f(z) визначена в областi D, а функцiя F (z) =
z∫
z0

f(ξ) dξ диференцiйовна в цiй областi, наведемо означення первiсної:

Означення 8.1. Якщо
F ′(z) = f(z)

для ∀z ∈ D, то функцiя F (z) називається первiсною функцiї f(z) в областi
D.

Як бачимо, поняття первiсної для функцiй комплексної змiнної вводиться
таким же чином, як i для функцiй дiйсної змiнної.

З означення первiсної та теореми 8.4 випливає, що F (z) =
z∫
z0

f(ξ) dξ є пер-

вiсною функцiї f(z).

Теорема 8.5. Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в однозв’язнiй областi D,
то вона має в D первiсну F (z).

Доведення. Функцiя f(z) задовольняє умови теореми 8.4. Тому за цiєю
теоремою функцiя

F (z) =

z∫
z0

f(ξ) dξ

є первiсною f(z). Теорема доведена.

Теорема 8.6. Сукупнiсть всiх первiсних функцiї f(z) в областi D визна-
чається формулою

F1(z) + C,

де F1(z) – деяка первiсна функцiї f(z), а C — довiльна стала.

Доведення. Якщо F1(z) i F2(z) – двi первiснi функцiї f(z) в областi D, то
функцiя

F (z) = F2(z)− F1(z)

є сталою в областi D, оскiльки F ′(z) = F ′2(z)− F ′1(z) = f(z)− f(z) = 0 для
∀z ∈ D. Звiдси випливає, що

F (z) ≡ const
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або
F2(z) = F1(z) + C,

де C – комплексна стала.

Наслiдок 8.1. За умов теореми 8.4 довiльна первiсна F (z) функцiї f(z)
зображається формулою

F (z) =

z∫
z0

f(ξ) dξ + C, (8.13)

де C – комплексна стала.

Наслiдок 8.2. За умов теореми 8.4 має мiсце формула Ньютона-Лейбнiца

z1∫
z0

f(ξ) dξ = F (z1)− F (z0). (8.14)

Доведення. Покладемо у формулi (8.13) z = z0, отримаємо F (z0) = C.
При z = z1, формула (8.13) матиме вигляд

F (z1) =

z1∫
z0

f(ξ) dξ + C =

z1∫
z0

f(ξ) dξ + F (z0).

Звiдси випливає рiвнiсть (8.14).

Наслiдок 8.3. Якщо функцiї f(z) i g(z) задовольняють умови теореми 8.5,
то справедлива формула iнтегрування частинами:

z1∫
z0

f(ξ)g′(ξ) dξ =

[
f(ξ)g(ξ)

]∣∣∣∣z1
z0

−
z1∫
z0

f ′(ξ)g(ξ) dξ. (8.15)
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Доведення. Оскiльки (fg)′ = f ′g+fg′, то використовуючи формулу (8.14),
отримаємо

z1∫
z0

(fg)′ dξ = f(z1)g(z1)− f(z0)g(z0) = [f(ξ)g(ξ)]

∣∣∣∣z1
z0

,

що доводить рiвнiсть (8.15).

В однозв’язнiй областi iнтеграли вiд диференцiйовних елементарних фун-
кцiй комплексної змiнної обчислюються з допомогою формул, аналогiчних
формулам дiйсної змiнної.

Приклад 8.1. Функцiя

f(z) =
1

z

диференцiйовна в неоднозв’язнiй областi D : 0 < |z| < ∞. Нехай D̃ ⊂ D, i
D̃ – однозв’язна область. Тодi функцiя

F (z) =

z∫
1

dξ

ξ
, z ∈ D̃,

де iнтегрування здiйснюється по довiльнiй кривiй, що лежить в D̃, є пер-
вiсною, згiдно теореми 8.5, для функцiї 1

z i F ′(z) = 1
z . Зокрема, F (1) = 0.

Зауважимо, що функцiя

Φ(z) =

z∫
1

dξ

ξ
, z ∈ D

є неоднозначною в областi D.

Контрольнi питання
1. Сформулювати iнтегральну теорему Кошi.

2. Сформулювати узагальнену iнтегральну теорему Кошi.
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3. У яких випадках до iнтеграла∫
L

1

z2 − 1
dz

можна застосувати iнтегральну теорему Кошi, якщо контур L є колом:

1) |z − 1| = 1;

2) |z| = 1
2 ;

3) |z + 2| = 2?

4. Дати означення первiсної функцiї комплексної змiнної f(z) у областi D.
Наведiть приклад первiсної функцiї комплексної змiнної f(z).

5. Якою формулою через iнтеграл пов’язанi функцiя комплексної змiнної
f(z) та її первiсна F (z)?

6. Записати всi первiснi для функцiї f(z) = z2 + 1.

7. За яких умов iнтеграл
z1∫
z0

f(z) dz

можна обчислити за формулою Ньютона-Лейбнiца?

8. Обчислити iнтеграл
1+i∫
1

(1 + i)z dz.

9. За яких умов iнтеграл
z1∫
z0

f(z)g′(z) dz

можна обчислити застосувавши формулу iнтегрування частинами?

10. Обчислити iнтеграл
ln 2∫
0

zez dz.
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9. Iнтегральна формула Кошi

9.1. Iнтеграл Кошi
З iнтегральної теореми Кошi випливає одна з найважливiших формул тео-

рiї функцiй комплексної змiнної – iнтегральна формула Кошi.

Теорема 9.1 (iнтегральна формула Кошi). Нехай f(z) — функцiя одно-
значна i аналiтична в областi D i L — замкнена жорданова спрямлювана
крива, яка належить D одночасно з областю G, яку вона обмежує. Тодi
для будь-якої точки z ∈ G справедлива iнтегральна формула Кошi

f(z) =
1

2πi

∫
L

f(ξ)

ξ − z
dξ, z ∈ G. (9.1)

Напрям кривої L є додатним (проти годинникової стрiлки). Iнтеграл у
правiй частинi формули (9.1) називають iнтегралом Кошi.

Доведення. Опишемо з точки z, як з центра, коло γρ настiльки малого
радiуса ρ, щоб воно мiстилось в G. Тодi для контура, утвореного кривими
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L i γρ, будемо мати:

1

2πi

∫
L

f(ξ) dξ

ξ − z
=

1

2πi

∫
γρ

f(ξ) dξ

ξ − z
. (9.2)

Для доведення формули (9.1) достатньо з’ясувати правильнiсть рiвностi

f(z) =
1

2πi

∫
γρ

f(ξ) dξ

ξ − z
,

тобто, що ∫
γρ

f(ξ)

ξ − z
dξ − 2πif(z) =

∫
γρ

f(ξ)

ξ − z
dξ − f(z)

∫
γρ

dξ

ξ − z
=

∫
γρ

f(ξ)− f(z)

ξ − z
dξ = 0.

Справдi, внаслiдок неперервностi функцiї f(ξ) в точцi z нерiвнiсть

|f(ξ)− f(z)| < ε, ξ ∈ γρ

буде виконуватись для ∀ε > 0, якщо ρ < δ = δ(ε). Тому∣∣∣∣ ∫
γρ

f(ξ)− f(z)

ξ − z
dξ

∣∣∣∣ < ε

ρ
2πρ = 2πε.

Отже, ∫
γρ

f(ξ)− f(z)

ξ − z
dξ = 0

для всiх ρ < δ(ε). Таким чином, має мiсце iнтегральна формула Кошi (9.1).

Зауваження 1. Значення функцiї f(z) в серединi областi виражається з
допомогою формули (9.1) через її значення на межi цiєї областi.

Нехай функцiя f(z) диференцiйовна в областi D, а γ1 i γ2 – жордановi
спрямлюванi кривi (γ1 лежить всерединi областi, обмеженої кривою γ2), якi
утворюють границю областi D1 ⊂ D (рис. 9.1). Тодi для ∀z ∈ D1 справедлива
формула

f(z) =
1

2πi

∫
γ2

f(ξ)

ξ − z
dξ − 1

2πi

∫
γ1

f(ξ)

ξ − z
dξ. (9.3)
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Рис. 9.1

При обходi кривих γ2 i γ1 областi, якi вони обмежують, лишаються злiва.

Зауваження 2. Якщо в правiй частинi формули (9.1) z лежить зовнi кривої
L, тобто z ∈ C\D, то пiдiнтегральна функцiя диференцiйовна по ξ скрiзь в
D i за теоремою Кошi iнтеграл дорiвнює нулю, тобто

1

2πi

∫
L

f(ξ)

ξ − z
dξ =

{
f(z), z ∈ D,
0, z ∈ C\D.

9.2. Теорема про середнє
Теорема 9.2. Теорема про середнє. Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в
крузi |z− z0| < R i неперервна в замкненому крузi |z− z0| ≤ R, то значення
цiєї функцiї в центрi круга дорiвнює середньому арифметичному її значень
на колi, тобто

f(z0) =
1

2π

2π∫
0

f(z0 +Reiϕ) dϕ. (9.4)

Доведення. Якщо в формулi (9.1) замiсть L взяти коло радiуса R з цен-
тром в точцi z0, тобто

L : ξ = z0 +Reiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,
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то

f(z0) =
1

2πi

∫
L

f(ξ)

ξ − z0
dξ =

1

2πi

2π∫
0

f(z0 +Reiϕ)iReiϕ

Reiϕ
dϕ =

=
1

2π

2π∫
0

f(z0 +Reiϕ) dϕ.

Формула (9.4) доведена.

9.3. Iнтеграл типу Кошi

В теорiї функцiй комплексної змiнної важливу роль вiдiграє узагальнення
iнтеграла Кошi, яке називають iнтегралом типу Кошi.

Iнтеграл вигляду
1

2πi

∫
Γ

ϕ (ζ)

ζ − z
dζ, (9.5)

де Γ - довiльна спрямлювана крива (необов’язково замкнена), а ϕ (ζ) - непе-
рервна на Γ функцiя i z - точка, яка не належить Γ, називається iнтегралом
типу Кошi.

Iнтеграл Кошi є частинним випадком iнтеграла типу Кошi.
Наведемо приклади iнтегралiв типу Кошi, якi не є iнтегралами Кошi:

1)
1

2πi

1∫
−1

f(x)dx

x− z
, де f(x) 6≡ 0 – функцiя дiйсної змiнної, неперервна на [−1, 1];

2)
1

2πi

∫
|ζ|=1

ζdζ

ζ − z
;

3)
1

2πi

∫
|ζ|=1

ζ−2dζ

ζ − z
.

Функцiя
f (z) = z

не є аналiтичною в крузi |z| < 1, оскiльки z = x − iy, u (x, y) = x, v (x, y) =
−y i умови Кошi-Рiмана не виконуються: ∂u

∂x = 1 6= ∂v
∂y = −1. Тому 2) не є

iнтегралом Кошi.
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Функцiя
1

z2

не диференцiйовна в точцi z = 0, тому вона не є аналiтичною в крузi |ζ| < 1,
отже, 3) не є iнтегралом Кошi.

Контрольнi питання
1. Сформулювати теорему про iнтегральну формулу Кошi. Дати означе-

ння iнтеграла Кошi.

2. Яким буде значення iнтеграла Кошi у формулi (9.1), якщо точка z ле-
жатиме зовнi кривої L.

3. Як з iнтегральної формули Кошi вивести твердження теореми про се-
реднє?

4. За допомогою iнтегральної формули Кошi обчислити iнтеграл∫
L

ez

z − 1
dz,

де контур iнтегрування L є колом |z − 1| = 1.

5. За допомогою iнтегральної формули Кошi обчислити iнтеграл∫
L

cos z

(z + 1)(z − 2)
dz,

де контур iнтегрування L є

1) колом |z − 1| = 1
2 ;

2) колом |z − i| = 3.

6. За допомогою iнтегральної формули Кошi обчислити iнтеграл∫
|z|=2

z + 3

(z + i)(z − 1)
dz.

Вказiвка: розкласти пiдiнтегральну функцiю на суму елементарних
дробiв.
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7. Який зв’язок мiж iнтегралом Кошi та iнтегралом типу Кошi? Яке по-
няття є бiльш ширшим: iнтеграл Кошi або iнтеграл типу Кошi?

8. Навести приклад iнтегралу типу Кошi, що не є iнтегралом Кошi.

9. Обчислити iнтеграл ∫
|z|=3

ez + 2

z(z + 4)
dz.
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10. Степеневi ряди

10.1. Область збiжностi степеневого ряду
Степеневим рядом називається ряд вигляду

∞∑
k=0

ck(z − a)k, (10.1)

де ck, a – заданi комплекснi числа, z – комплексна змiнна, ck, k = 0, 1, 2, ..., –
коефiцiєнти ряду. Якщо a = 0, то ряд (10.1) набуде вигляду

∞∑
k=0

ckz
k. (10.2)

Степеневий ряд є частинним випадком функцiонального ряду.

Означення 10.1. Функцiональний ряд

∞∑
n=1

fn(z)

є збiжним у точцi z = z0, якщо вiдповiдний числовий ряд
∞∑
n=1

fn(z0) є збi-
жним.
Множину усiх точок z, в яких ряд є збiжним, називають його областю

збiжностi.

Приклад 10.1. Ряд
∞∑
k=0

(−1)kz2k

збiгається при |z| < 1 i розбiгається при |z| ≥ 1, оскiльки при кожному
фiксованому z матимемо вiдповiдну геометричну прогресiю.
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Приклад 10.2. Ряд
∞∑
k=1

(z
k

)k
збiгається при всiх z ∈ C, оскiльки для будь-якого z можна вказати таке
k0, що для всiх k > k0 матиме мiсце нерiвнiсть

∣∣ z
k

∣∣ < 1
2, тобто

∣∣ z
k

∣∣k < 1
2k
.

Отже, ряд буде збiжним в точцi z.

Приклад 10.3. Ряд
∞∑
k=0

kkzk

збiгається лише при z = 0, оскiльки при z 6= 0 i k > 1
|z| має мiсце |kz| > 1,

отже, не виконується необхiдна умова збiжностi ряду.

Теорема 10.1. Теорема Абеля. Якщо степеневий ряд (10.2) збiгається
в точцi z0 6= 0, то вiн абсолютно збiгається в крузi |z| < |z0|, а в крузi
|z| ≤ ρ, де ρ < |z0|, цей ряд збiгається рiвномiрно.

Доведення. Оскiльки ряд (10.2) збiгається в точцi z0, то lim
k→∞

ckz
k
0 = 0.

Отже, ∃M > 0 таке, що ∀k має мiсце нерiвнiсть
∣∣ckzk0 ∣∣ ≤ M . Нехай z –

довiльна точка круга |z| < |z0|. Тодi∣∣ckzk∣∣ =
∣∣ckzk0 ∣∣ ∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣k ≤Mqk,

де q =
∣∣∣ zz0 ∣∣∣ < 1. Звiдки випливає абсолютна збiжнiсть ряду (10.2) в крузi

|z| < |z0|.
Нехай |z| ≤ |ρ| < |z0|. Тодi

∣∣ckzk∣∣ ≤ M
∣∣∣ zz0 ∣∣∣k ≤ Mqk1 . Тут q1 = ρ

|z0| не
залежить вiд z, i за ознакою Вейєрштрасса ряд (10.2) збiгається рiвномiрно
в крузi |z| ≤ |ρ| < |z0|.

Наслiдок 10.1. Кожний зi степеневих рядiв
∞∑
k=l

ckz
k−l, l ∈ N, (10.3)
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за умов теореми Абеля збiгається абсолютно при |z| < |z0| i рiвномiрно,
якщо |z| ≤ |ρ| < |z0|, оскiльки∣∣ckzk−l∣∣ =

∣∣ckzk0 ∣∣
|z0|l

∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣k−l ≤ M

|z0|l
qk−l, q < 1.

Наслiдок 10.2. За умов теореми Абеля ряд
∞∑
k=1

kckz
k−1, (10.4)

складений з похiдних членiв ряду (10.2), збiгається абсолютно при |z| < |z0|
i рiвномiрно при |z| ≤ |ρ| < |z0|. Справдi,∣∣kckzk−1

∣∣ =

∣∣ckzk0 ∣∣
|z0|

k

∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣k−1

≤M1kq
k−1,

q =

∣∣∣∣ zz0

∣∣∣∣ < 1.

Звiдси, внаслiдок збiжностi ряду
∞∑
k=1

kqk−1, 0 ≤ q < 1, випливає абсолютна

збiжнiсть ряду (10.4) при |z| < |z0| i рiвномiрна при |z| ≤ |ρ| < |z0|.

Наслiдок 10.3. Iснує такий круг |z| < R, що ряд (10.2) збiгається у всiх
точках, якi знаходяться всерединi круга i розбiгається в усiх точках зовнi.
Круг |z| < R називається кругом збiжностi ряду (10.2), а його радiус R–
радiусом збiжностi ряду (10.2).

Доведення. Зрозумiло, якщо степеневий ряд (10.2) збiгається лише в то-
чцi z = 0, то R = 0. Якщо вiн збiгається при ∀z ∈ C, то R = ∞. Якщо
степеневий ряд (10.2) розбiгається при z1 6= 0, то вiн розбiгається i при
всiх z таких, що |z| > |z1|. В протилежному випадку, при збiжностi ряду в
точцi z такiй, що |z| > |z1|, згiдно теореми Абеля вiн би збiгався i в точцi
z1.
Якщо R = sup

z∈C
|z|, де z – множина точок, в яких ряд (10.2) збiгається, то

ряд (10.2) збiгається в крузi |z| < R i розбiгається зовнi цього круга, тобто
в областi |z| > R. В точках кола |z| = R ряд (10.2) може як збiгатись так
i розбiгатись.
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Наслiдок 10.4. Сума степеневого ряду (10.2) є неперервною функцiєю все-
рединi круга збiжностi цього ряду.

Повне уявлення про область збiжностi степеневих рядiв дає наступна тео-
рема.

Теорема 10.2. Теорема Кошi-Адамара. Нехай

Λ = lim
k→∞

k
√
|ck|.

Тодi при Λ =∞ ряд (10.2) збiгається в точцi z = 0, при 0 < Λ <∞ цей ряд
абсолютно збiгається в крузi |z| < 1

Λ i розбiгається зовнi цього круга. При
Λ = 0 ряд (10.2) абсолютно збiгається при всiх z ∈ C. Радiус збiжностi R
степеневого ряду (10.2) визначається формулою

R =
1

Λ
, (10.5)

яка називається формулою Кошi-Адамара.

Доведення. Нехай 0 < Λ < ∞. Вiзьмемо точку z з круга |z| < 1
Λ i нехай

|z| = θ2

Λ , де 0 < θ < 1. Оскiльки θ
|z| = Λ

θ > Λ, то всi значення k
√
|ck|, почина-

ючи з деякого, повиннi бути меншими за θ
|z|, оскiльки lim

k→∞
k
√
|ck| = Λ < θ

|z|.
Тому, починаючи з деякого k, модулi всiх членiв ряду (10.2) задовольняють
нерiвнiсть ∣∣ckzk∣∣ < θk,

а оскiльки ряд 1 + θ+ . . .+ θn + . . . збiгається як геометрична прогресiя, то
i ряд (10.2) абсолютно збiгається в кожнiй точцi круга |z| < 1

Λ.
Якщо z лежить зовнi круга |z| < 1

Λ, то Λ > 1
|z|, отже, знайдеться не-

скiнченна множина значень ke для яких kl

√
|cke| > 1

|z|. Звiдси випливає, що∣∣ckezke∣∣ > 1, тобто необхiдна умова збiжностi ряду (10.2), lim
k→∞

ckz
k = 0 не

виконується в жоднiй точцi зовнi круга |z| < 1
Λ.

Розглянемо випадок Λ = 0. Для ∀z 6= 0 i 0 < θ < 1 нерiвнiсть

k
√
|ck| <

θ

|z|

виконується для досить великих значень k. Отже, починаючи з деякого k,
модулi всiх членiв ряду (10.2) задовольняють нерiвнiсть∣∣ckzk∣∣ < θk,
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звiдки випливає абсолютна збiжнiсть ряду (10.2) в довiльнiй точцi площи-
ни C.
При Λ =∞, для ∀z 6= 0 знайдеться нескiнченна множина значень k = ke,

для яких
kl

√
|cke| >

1

|z|
.

Звiдси випливає, що
∣∣cklzkl∣∣ > 1 i необхiдна умова збiжностi ряду (10.2)

не виконується в жоднiй точцi z 6= 0. Таким чином, ряд (10.2) збiгається
при Λ =∞ лише в точцi z = 0. Теорему доведено.

У багатьох випадках при застосуваннi формули Кошi-Адамара використо-
вують границю

lim
n→∞

n

√
n!

nn
=

1

e
.

Зазначимо, що

en = 1 +
n

1!
+ · · ·+ nn−1

(n− 1)!
+
nn

n!

[
1 +

n

n+ 1
+

n2

(n+ 1) (n+ 2)
+ . . .

]
.

Звiдси випливає, що

en < n
nn

n!
+
nn

n!

[
1 +

n

n+ 1
+

(
n

n+ 1

)2

+ . . .

]
= (2n+ 1)

nn

n!
.

З iншого боку en > nn

n! . Тому

1

en
<
n!

nn
<

2n+ 1

en
.

Тобто, lim
n→∞

n

√
n!
nn = 1

e .

Користуючись формулою Кошi–Адамара встановлено радiуси збiжностi
наступних рядiв:

а)
∞∑
k=1

kνzk, б)
∞∑
k=1

kk

k! z
k, в)

∞∑
k=1

1
k!z

k, г)
∞∑
k=1

k!zk.

а)R = 1

lim
k→∞

k
√
kν

= 1, оскiльки lim
k→∞

k
√
k = 1,

б)R = 1

lim
k→∞

k
√

kk

k!

= lim
k→∞

k

√
k!
kk

= 1
e ,
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в)R = 1

lim
k→∞

k
√

1
k!

= lim
k→∞

k
√
k! =∞,

г)R = 1

lim
k→∞

k
√
k!

= 0.

Зауваження. Радiус збiжностi степеневого ряду в багатьох випадках зру-
чно знаходити користуючись ознакою д’Аламбера. Зокрема, в прикладi б)

lim
k→∞

(k + 1)k+1

k!
|z|k+1 · k!

kk|z|k
= lim

k→∞

(
k + 1

k

)k
|z| = e|z| < 1

при |z| < 1
e .

Звiдси, R = 1
e .

10.2. Диференцiювання та iнтегрування степеневого
ряду. Ряд Тейлора

Теорема 10.3. Якщо радiус збiжностi степеневого ряду

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k (10.6)

дорiвнює R (R 6= 0), то цей ряд можна почленно диференцiювати в крузi
|z| < R довiльне число разiв. Отриманi при диференцiюваннi ряди мають
той радiус збiжностi R, що й ряд (10.6).

Доведення. Розглянемо ряд

S(z) =
∞∑
k=1

kckz
k−1, (10.7)

складений з похiдних членiв ряду (10.6). За наслiдком 10.2 ряд (10.7) збiгає-
ться рiвномiрно в крузi K1 : |z| ≤ ρ < R, i його сума S(z) неперервна в K1.
Доведемо, що функцiя f(z) диференцiйовна в крузi K1 i

S(z) = f ′(z). (10.8)

Нехай γ - довiльна крива, яка лежить в крузi K1 i з’єднує точки 0 i z.
Оскiльки функцiї ζk, k = 0, 1, 2, ..., диференцiйовнi у всiй комплекснiй пло-
щинi, то за iнтегральною теоремою Кошi iнтеграли

∫
γ

ζk dζ не залежать
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вiд форми шляху iнтегрування i∫
γ

ζk dζ =

z∫
0

ζk dζ =
zk+1

k + 1
,

тобто
zk+1

k + 1
є первiсною для функцiї zk. Отже,∫ z

0

kckζ
k−1 dζ = ckz

k, k = 1, 2, . . . . (10.9)

Iнтегруючи почленно вздовж кривої γ рiвномiрно збiжний ряд (10.7)

i враховуючи, що
z∫
0

S(ζ) dζ не залежить вiд форми шляху iнтегрування,

оскiльки цю властивiсть мають iнтеграли (10.9), дiстаємо

z∫
0

S(ζ) dζ =
∞∑
k=1

z∫
0

kckζ
k−1 dζ =

∞∑
k=1

ckz
k.

З останної рiвностi та рiвностi (10.6) маємо

z∫
0

S(ζ) dζ = f(z)− c0.

За теоремою 8.4 пункту 8.4 функцiя

z∫
0

S(ζ) dζ

є первiсною для функцiї S(z), тобто S(z) = f ′(z). Таким чином, функцiя
f(z) диференцiйовна в крузi K1 i має мiсце рiвнiсть S(z) = f ′(z), тобто
ряд (10.6) можна почленно диференцiювати в крузi K1. Радiус ρ круга K1

можна взяти як завгодно близьким до R, тобто ряд (10.7) має той же
радiус збiжностi, що й ряд (10.6).
Ряд (10.6) можна почленно диференцiювати довiльне число разiв. Теорема

доведена.
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Наслiдок 10.1. Коефiцiєнти ck степеневого ряду

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − z0)
k, (10.10)

збiжного в крузi K : |z − z0| < R, R > 0, визначаються за формулами

c0 = f(z0), ck =
1

k!
f (k)(z0), k = 1, 2, . . . . (10.11)

Доведення. Застосовуючи теорему про почленне диференцiювання до сте-
пеневого ряду (10.10), дiстаємо

f (n)(z) = n!cn + (n+ 1)!cn+1(z − z0) + . . . (10.12)

для ∀z ∈ K. Покладаючи в (10.12) i (10.10) z = z0, отримаємо формули
(10.11).

Означення 10.2. Рядом Тейлора функцiї f(z) називається степеневий ряд

∞∑
k=0

f (k)(z0)

k!
(z − z0)

k.

Степеневий ряд (10.10) в його крузi збiжностi є рядом Тейлора функцiї
f(z).

10.3. Єдинiсть розвинення функцiї в степеневий ряд
Теорема 10.4. Якщо ряди

∞∑
k=0

ck(z − z0)
k,

∞∑
k=0

dk(z − z0)
k

мають одну й ту ж суму в крузi K : |z − z0| < ρ, ρ > 0, то вiдповiднi
коефiцiєнти цих рядiв спiвпадають, тобто ck = dk, k = 0, 1, . . ..
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Доведення. За умовою для ∀z ∈ K справедлива рiвнiсть
∞∑
k=0

ck(z − z0)
k =

∞∑
k=0

dk(z − z0)
k.

Покладаючи в цiй рiвностi z = z0, отримаємо, що c0 = d0 i тому цю рiв-
нiсть можна записати у виглядi

c1(z − z0) + c2(z − z0)
2 + . . . = d1(z − z0) + d2(z − z0)

2 + . . . ,

або, роздiливши на (z − z0),

c1 + c2(z − z0) + · · · = d1 + d2(z − z0) + . . . (10.13)

Ця рiвнiсть справедлива в крузi K з виколотою точкою z0. Перейдемо в
(10.13) до границi при z → z0, отримаємо c1 = d1. Аналогiчно доводиться,
що ck = dk при ∀k ∈ N. Теорема доведена.

Контрольнi питання
1. Сформулювати означення степеневого ряду. Який зв’язок мiж степене-

вими та функцiональними рядами?

2. Дати означення областi збiжностi степеневого ряду. Навести приклад
степеневого ряду, вказати область його збiжностi.

3. Сформулювати теорему Абеля. Якi наслiдки має теорема Абеля?

4. Сформулювати теорему Кошi-Адамара. Навести приклад застосування
теореми Кошi-Адамара.

5. Знайти радiуси збiжностi степеневих рядiв

1)
∞∑
n=1

n
5nz

n;

2)
∞∑
n=1

(3 + (−1)n)zn.

6. За якою формулою визначаються коефiцiєнти ck степеневого ряду

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − z0)
k,

збiжного у крузi K : |z − z0| < R, R > 0?
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7. Дати означення ряду Тейлора функцiї f(z). Як визначити круг збiжно-
стi ряду Тейлора?

8. Знайти круги збiжностi степеневих рядiв

1)
∞∑
n=0

zn;

2)
∞∑
n=0

zn

n3 ;

3)
∞∑
n=0

(
1−i

3

)n
zn.

9. Розвинути функцiю

f(z) =
1

1− z
в ряд Тейлора за степенями z. Вказати круг збiжностi ряду. Яким буде
розвинення в ряд Тейлора за степенями z функцiї

f(z) =
1

1 + z
?
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11. Властивостi аналiтичних функцiй

11.1. Аналiтичнi функцiї
Нагадаємо означення аналiтичної (регулярної) функцiї, яке було дано у

пунктi 5.6.
Функцiя f(z), що зображається збiжним в крузi |z − a| < ρ, ρ > 0, рядом

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k

називається аналiтичною в точцi z = a.
Доведемо еквiвалентнiсть понять диференцiйовностi i аналiтичностi фун-

кцiї в областi, а також розглянемо властивостi аналiтичних функцiй.

Теорема 11.1. Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в областi D, то вона
аналiтична в цiй областi.

Доведення. Розглянемо круг K : |z−a| < ρ, ρ > 0, який належить областi
D. Через γρ позначимо коло |ζ− a| = ρ. Якщо z довiльна точка круга К, то
за iнтегральною формулою Кошi

f(z) =
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ. (11.1)

Задача полягає в тому, щоб iнтеграл (11.1) зобразити у виглядi суми
степеневого ряду за степенями z − a. Для цього розвинемо функцiю 1

ζ−z в
ряд за степенями z − a:

1

ζ − z
=

1

ζ − a− (z − a)
=

1

(ζ − a)(1− z−a
ζ−a)

=

=
∞∑
k=0

(z − a)k

(ζ − a)k+1
. (11.2)

Якщо ζ ∈ γρ, то

|ζ − a| = ρ,

∣∣∣∣z − aζ − a

∣∣∣∣ =
|z − a|
ρ

< 1.
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Отже, ряд (11.2) збiгається рiвномiрно по ζ на колi γρ (за ознакою Вейєр-
штрасса). Ряд

f(ζ)

ζ − z
=

∞∑
k=0

f(ζ)

(ζ − a)k+1
(z − a)k, (11.3)

який отримуємо з ряду (11.2), шляхом множення на f(ζ), збiгається рiв-
номiрно на γρ, бо функцiя f(ζ) неперервна на γρ, отже, обмежена.
Iнтегруючи почленно ряд (11.3) вздовж кола γρ, що можливо, внаслiдок

його рiвномiрної збiжностi, отримаємо

f(z) =
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∞∑
k=0

1

2πi

∫
γρ

f(ζ)dζ

(ζ − a)k+1
(z − a)k =

=
∞∑
k=0

ck(z − a)k, (11.4)

де

ck =
1

2πi

∫
|ζ−a|=ρ

f(ζ)

(ζ − a)k+1
dζ. (11.5)

Функцiя f(z) аналiтична в точцi a, оскiльки ряд (11.4) збiгається в крузi
K. Оскiльки a – довiльна точка областi D, то функцiя f(z) аналiтична в
D. Теорема доведена.

Наслiдок 11.1. Для того, щоб функцiя f(z) була аналiтичною в областi
D, необхiдно i достатньо, щоб вона була диференцiйовна в цiй областi.

Доведення. Наслiдок 11.1 випливає з теореми 11.1 та теореми 5.5.

Звiдси випливає, що поняття диференцiйовностi i аналiтичностi еквiвален-
тнi. Тому з властивостей диференцiйовних функцiй випливає, якщо функцiї
f(z) i g(z) аналiтичнi в областi D, то їх сума, рiзниця, добуток i частка (при
умовi, що g(z) 6= 0) також аналiтичнi в областi D.

Якщо функцiя f(z) аналiтична в областi D, а функцiя g(w) аналiтична в
областi G i множина значень функцiї w = f(z), z ∈ D, належить областi G,
то функцiя F (z) = g(f(z)) аналiтична в D.
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Наслiдок 11.2. Ряд (11.4) збiгається в крузi |z−a| < R1 (R1 – вiдстань вiд
точки z = a до межi областi D), де функцiя f(z) диференцiйовна, отже,
радiус збiжностi R степеневого ряду (11.4) не менший нiж R1.

Наслiдок 11.3. Якщо функцiя f(z) аналiтична в крузi K : |z − a| < R, то
вона зображається рядом Тейлора

f(z) =
∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
(z − a)k,

що є збiжним у крузi K.

Наслiдок 11.4. Якщо функцiя f(z) аналiтична (регулярна) в точцi z = a,
то вона аналiтична (регулярна) в деякому околi цiєї точки.

Доведення. Згiдно означення аналiтична функцiя f(z) розвивається у де-
якому крузi K : |z − a| < ρ у збiжний ряд (11.4), отже, диференцiйовна в
цьому крузi (див. теорему 10.3 ). За теоремою 11.1 функцiя f(z) аналiти-
чна в крузi K. Тому

f(z) =
∞∑
k=0

bk(z − z0)
k,

де z0 ∈ K. Цей ряд збiгається у деякому крузi |z − z0| = ρ1, ρ1 ≤ d, d –
вiдстань вiд точки z0 до межi круга K.

Зауваження. Функцiя, яка диференцiйовна в точцi z = a, не зобов’язана
бути аналiтичною в цiй точцi, бо аналiтична в точцi z = a функцiя диферен-
цiйовна не тiльки в самiй точцi z = a, але i в деякому її околi (наслiдок 11.4).
Наприклад, функцiя

f(z) = z

диференцiйовна тiльки при z = 0, тому не є аналiтичною в жоднiй точцi
комплексної площини.
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11.2. Нескiнченна диференцiйовнiсть аналiтичної
функцiї

Теорема 11.2. Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в областi D, то вона
нескiнченно диференцiйовна в цiй областi. Справедлива формула

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
γρ

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ, z ∈ D, (11.6)

де γρ – контур круга |z − a| ≤ ρ, що належить областi D.

Доведення. Функцiя f(z) аналiтична в областi D згiдно теореми 11.1.
Нехай z = a ∈ D. Оскiльки функцiя аналiтична в точцi z = a, то

f(z) =
∞∑
k=0

bk(z − a)k, (11.7)

i ряд (11.7) збiгається в деякому крузi |z − a| < ρ, ρ > 0. Згiдно теореми
10.3 ряд (11.7) можна почленно диференцiювати в крузi |z−a| < ρ довiльне
число разiв. При цьому мають мiсце формули (наслiдок 10.1)

b0 = f(a), bk =
f (k)(a)

k!
, k ∈ N.

З iншого боку, в теоремi 11.1 було встановлено, що коефiцiєнти розвине-
ння функцiї f(z) в степеневий ряд в околi точки z = a знаходяться за
формулами (11.5). Згiдно теореми 10.4 про єдинiсть розвинення функцiї у
степеневий ряд маємо bk = ck, тобто

f (k)(a)

k!
=

1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ.

При замiнi a на z отримаємо формулу (11.6). Теорема доведена.

Похiдна аналiтичної функцiї є функцiя аналiтична, що випливає з доведе-
ної теореми.

Рiвнiсть
f (k)(z) =

k!

2πi

∫
L

f(ζ)

(ζ − z)k+1
dζ
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можна безпосередньо отримати з формули Кошi f(z) = 1
2πi

∫
L

f(ζ)
ζ−zdζ, якщо

диференцiювати обидвi частини k разiв за змiнною z. Зауважимо, що в правiй
частинi рiвностi диференцiювання проводиться пiд знаком iнтеграла.

Зауваження. Якщо функцiя f(z) диференцiйовна в околi точки a, то вона
аналiтична в точцi a (теорема 11.1) i розвивається у степеневий ряд, що є
рядом Тейлора для f(z) (наслiдок 10.1).

Для функцiї f(z) диференцiйовної в околi точки a, ряд Тейлора має вигляд

∞∑
k=0

f (k)(a)

k!
(z − a)k,

i збiгається до цiєї функцiї f(z). Для функцiй дiйсної змiнної таке твердже-
ння, взагалi кажучи, неправильне. Наприклад, функцiя{

e−
1
x2 , x 6= 0,

0, x = 0,

диференцiйовна в кожнiй точцi i має в точцi x = 0 похiднi довiльного порядку,
що дорiвнюють 0. Отже, всi коефiцiєнти ряду Тейлора для f(x) в точцi x = 0
дорiвнюють нулю, але ж f(x) 6≡ 0.

11.3. Достатнi умови аналiтичностi функцiї

В теоремi 11.1 доведено, що достатньою умовою аналiтичностi функцiї f(z)
в областi D є диференцiйовнiсть цiєї функцiї.

Якi ще умови, крiм диференцiйовностi функцiї f(z) в областi D є доста-
тнiми для того, щоб функцiя f(z) була аналiтичною в D? Вiдповiдь на це
питання дають наступнi теореми.

Теорема 11.3. Теорема Морери. Нехай функцiя f(z) неперервна в областi
D i нехай iнтеграл вiд функцiї f(z) по довiльному замкненому контуру, що
лежить в D, дорiвнює нулю. Тодi функцiя f(z) аналiтична в областi D.

Доведення. Згiдно теореми 8.4 функцiя f(z) має первiсну, тобто iснує
диференцiйовна функцiя F (z) така, що F ′(z) = f(z) для будь-якого z ∈ D.
За теоремою 11.1 функцiя F (z) аналiтична в областi D, отже, i її похiдна
– аналiтична в областi D функцiя, тобто f(z) = F ′(z) – аналiтична в
областi D.
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Теорема 11.4. Перша теорема Вейєрштрасса. Якщо функцiї fk(z), k ∈
N, аналiтичнi в областi D i ряд

f(z) =
∞∑
k=1

fk(z), (11.8)

рiвномiрно збiгається в кожнiй замкненiй областi D1, D1 ⊂ D, то функцiя
f(z) аналiтична в D.

Доведення. Нехай z0 – довiльна точка областi D, а K :| z − z0 |< δ i K ⊂
D. За умовою, ряд (11.8) рiвномiрно збiгається в K, а тому i в K. Функцiї
fk(z) неперервнi в K, оскiльки за умовою аналiтичнi в K. Функцiя f(z)
неперервна в K як сума рiвномiрного збiжного ряду неперервних функцiй.
Нехай γ – довiльний замкнений контур, який лежить в крузi K. Iнте-

груючи почленно рiвномiрно збiжний на γ ряд (11.8), отримаємо∫
γ

f(z)dz =
∞∑
k=1

∫
γ

fk(z)dz.

За iнтегральною теоремою Кошi
∫
γ

fk(z)dz = 0, k ∈ N, отже,
∫
γ

f(z)dz = 0.

За теоремою Морери, функцiя f(z) аналiтична в крузi i, зокрема, в точцi
z0. Оскiльки z0 – довiльна точка областi D, то функцiя f(z) аналiтична в
областi D. Теорема доведена.

Теорема 11.5. Друга теорема Вейєрштрасса. За умов попередньої тео-
реми ряд (11.8) можна диференцiювати почленно довiльну кiлькiсть разiв.
Отриманi таким чином ряди рiвномiрно збiгаються в кожнiй замкненiй
областi D1 ⊂ D.

Поряд з термiном “аналiтична функцiя” в лiтературi використовуються рi-
знi еквiвалентнi термiни: “голоморфна функцiя”, “регулярна функцiя”.

Критерiї (необхiднi i достатнi умови) аналiтичностi функцiї f(z) в областi
D:

1) диференцiйовнiсть функцiї f(z) в областi D;

2) умови Кошi-Рiмана.
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Достатнi умови аналiтичностi функцiї f(z) в областi D:

1) теорема Морери;

2) перша теорема Вейєрштрасса.

11.4. Методи розвинення функцiй у степеневий ряд
Аналiтична в крузi |z−a| < ρ функцiя f(z) розвивається у степеневий ряд,

що є рядом Тейлора,

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k,

де коефiцiєнти ck = 1
k!f

(k)(a).
Безпосереднiм обчисленням похiдних вiд елементарних функцiй ez, sin z,

cos z, sh z, ch z при a = 0 отримаємо такi збiжнi при будь-якому z ∈ C роз-
винення

ez =
∞∑
k=0

zk

k!
, (11.9)

sin z =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1, cos z =

∞∑
k=0

(−1)k

(2k)!
z2k, (11.10)

sh z =
∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
, ch z =

∞∑
k=0

z2k

(2k)!
. (11.11)

Для функцiї
1

1− z
має мiсце розвинення

1

1− z
=

∞∑
k=0

zk, (11.12)

в крузi |z| < 1.
Коефiцiєнти ряду Тейлора можна знайти, використовуючи вiдомi розвине-

ня функцiй (зокрема формули (11.9)-(11.12)).
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Приклад 11.1. Розвинути у степеневий ряд функцiю

1

(1− z)3

у точцi z = 0.
Якщо двiчi продиференцiювати рiвнiсть (11.12), то отримаємо

1

(1− z)2
=

∞∑
k=0

(k + 1)zk, |z| < 1,

2

(1− z)3
=

∞∑
k=1

k(k + 1)zk−1, |z| < 1,

Вiдповiдь:
1

(1− z)3
=

∞∑
k=1

k(k + 1)

2
zk−1, |z| < 1.

Приклад 11.2. Розвинути в ряд Тейлора в околi точки z = 0 рацiональну
функцiю

f(z) =
z

z2 − 2z − 3
.

Розв’язання. Оскiльки z2 − 2z − 3 = (z + 1)(z − 3), то

z

(z + 1)(z − 3)
=

A

z + 1
+

B

z − 3
=

=
1

4

1

z + 1
+

3

4

1

z − 3
=

1

4

1

1 + z
− 1

4

1

1− z
3

.

Розглядаючи дроби
1

1 + z
=

1

1− (−z)
та

1

1− z
3

,

як суми геометричних прогресiй, де q1 = −z, q2 = z
3, отримаємо

z

z2 − 2z − 3
=

1

4
(1− z + z2 − z3 + . . .)− 1

4
(1 +

z

3
+
z2

9
+ . . .) =

= −z
3

+
2

32
z2 − 7

33
z3 + . . . .
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Перший ряд збiгається при |q1| = |z| < 1, а другий – при |q2| = |z|
3 < 1.

Отже, ряд Тейлора функцiї

z

z2 − 2z − 3

збiжний при |z| < 1.

Розглянемо арифметичнi операцiї iз степеневими рядами. Якщо функцiї
f(z) i g(z) розвиваються у ряди

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k, g(z) =
∞∑
k=0

dk(z − a)k, (11.13)

якi збiгаються, вiдповiдно, в кругах |z − a| < R, |z − a| < R1. Тодi мають
мiсце розвинення

Af(z) =
∞∑
k=0

Ack(z − a)k, A = const, (11.14)

f(z)± g(z) =
∞∑
k=0

(ck ± dk)(z − a)k, (11.15)

f(z)g(z) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

(ckdn−k)(z − a)k. (11.16)

Ряд (11.14) збiгається в крузi |z − a| < R, а ряди (11.15) i (11.16) збiгаються
в крузi |z − a| < min{R,R1}.

Приклад 11.3. Розвинути у ряд Тейлора за степенями z, тобто в околi
точки z = 0, функцiю

f(z) = ez sin z.

Розв’язання. Для знаходження розвинення функцiї f(z) в ряд Тейлора
в околi точки z = 0 можна було б перемножити ряди Тейлора функцiй ez
i sin z. Але для бiльш ефективного обчислення коефiцiєнтiв ряду Тейлора
функцiї f(z) використаємо тотожнiсть

ez sin z = ez
eiz − e−iz

2i
=

1

2i
(e(1+i)z − e(1−i)z).
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Оскiльки
1 + i =

√
2ei

π
4 , 1− i =

√
2e−i

π
4 ,

то
ez sin z =

1

2i
(e
√

2e
iπ
4 z − e

√
2e
−iπ
4 z) =

=
1

2i

( ∞∑
k=0

(
√

2e
iπ
4 z)k

k!
−
∞∑
k=0

(
√

2e
−iπ
4 z)k

k!

)
=

=
∞∑
k=0

(
√

2)k

k!

ei
kπ
4 − e−ikπ4

2i
zk =

∞∑
k=0

2
k
2

k!
sin

kπ

4
zk.

Цей ряд збiгається у всiй комплекснiй площинi.

Приклад 11.4. Розглянемо дiлення рядiв за допомогою методу невизначе-
них коефiцiєнтiв. Розглянемо два степеневi ряди

∞∑
k=0

ck(z − a)k (11.17)

i ∞∑
k=0

bk(z − a)k (11.18)

з вiдповiдними радiусами збiжностi R1 i R2, причому вiльний член другого
ряду b0 6= 0. Позначимо R = min{R1, R2}. Тодi в крузi |z − a| < R обидва
ряди збiгаються. Якщо в цьому крузi мiстяться нулi суми ряду (11.18), то
вiзьмемо новий круг меншого радiуса, всерединi якого сума ряду (11.18) не
обертається в нуль. Такий круг iснує, бо точка z = a не є нулем для суми
ряду (11.18) (b0 6= 0). Таким чином, iснує круг |z − a| < R0, в якому обидва
ряди (11.17) i (11.18) збiгаються, причому сума другого ряду не має нулiв.
В цьому крузi вiдношення

f(z) =

∞∑
k=0

ck(z − a)k

∞∑
k=0

bk(z − a)k
(11.19)

є аналiтичною функцiєю, отже, iснує степеневий ряд
∞∑
k=0

dk(z − a)k,
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який є розвиненням функцiї f(z) в крузi |z − a| < R0.
Виконаємо дiлення рядiв методом невизначених коефiцiєнтiв. Для цього

перепишемо спiввiдношення (11.19) у виглядi[
d0 + d1(z − a) + d2(z − a)2 + . . .

] [
b0 + b1(z − a) + b2(z − a)2 + . . .

]
=

= c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + . . . .

Зазначимо, що всi три степеневi ряди всерединi круга |z−a| < R0 збiгаю-
ться абсолютно. Тому ряди, якi стоять в лiвiй частинi останньої рiвностi
можна перемножити. Отримаємо

d0 · b0 + (d1b0 + d0b1)(z − a) + (d0b2 + d1b1 + d2b0)(z − a)2 + . . .+

+ (dobn + d1bn−1 + . . .+ dnb0)(z − a)n + . . . (11.20)

= c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + . . .

Суми степеневих рядiв, якi стоять злiва i справа в (11.20) спiвпадають в
крузi |z−a| < R0, тому за теоремою єдиностi степеневих рядiв коефiцiєнти
обох рядiв однаковi 

d0b0 = c0,

d0b1 + d1b0 = c1,

d0b2 + d1b1 + d2b0 = c2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
d0bn + d1bn−1 + · · ·+ dnb0 = cn

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

(11.21)

Це нескiнченна система лiнiйних рiвнянь вiдносно невiдомих коефiцiєн-
тiв d0, d1, d2, . . . , dk, . . . . Визначимо d0 з першого рiвняння: d0 = c0

b0
, b0 6= 0.

Пiдставимо d0 в друге рiвняння, отримаємо

c0

b0
b1 + d1b0 = c1, звiдси d1 =

c1b0 − c0b1

b2
0

.

Iз системи (11.21) нескладно отримати вираз для dn через коефiцiєнти
b0, b1, . . . , bn i c0, c1, . . . , cn :

dn =
cn − d0bn − d1bn−1 − . . .− dn−1b1

bn+1
0

.
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Контрольнi питання
1. Сформулювати означення аналiтичної в точцi функцiї. Якщо функцiя
f(z) диференцiйована у точцi z = a, чи означає це, що функцiя f(z) є
аналiтичною у точцi z = a?

2. Чи будь-яка аналiтична функцiя f(z) в областi D буде диференцiйов-
ною у цiй самiй областi?

3. Сформулювати властивостi аналiтичної функцiї у точцi та в областi.

4. Сформулювати теорему про нескiнченну диференцiйовнiсть аналiти-
чної функцiї f(z) в областi D. Записати формулу для обчислення похi-
дної n-го порядку функцiї f(z).

5. Обчислити iнтеграли

1)
∫

|z|=1.5

sh z

(z + 1)3(z − 4)
dz;

2)
∫

|z−1|=1

ez

(z − 1)2024
dz.

6. Сформулювати достатнi умови аналiтичностi функцiї в областi (теоре-
му Морери, першу теорему Вейєрштрасса).

7. Розвинути у степеневий ряд функцiю

f(z) =
1

z − 4

за степенями z. Вказати круг збiжностi ряду.

8. Розвинути у степеневий ряд функцiю

f(z) = sin z

за степенями z − π
4 . Вказати круг збiжностi ряду.

9. Розвинути функцiю

f(z) =
z − 1

2z2 + 5z + 2
у степеневий ряд за степенями z + 1. Вказати круг збiжностi ряду.

10. Назвати еквiвалентнi термiни до термiна “аналiтична функцiя”.

134



12. Ряд Лорана

12.1. Область збiжностi ряду Лорана
Ряд вигляду

∞∑
k=−∞

ck (z − a)k , (12.1)

де a – фiксована точка комплексної площини, ck – заданi комплекснi числа,
називається рядом Лорана. Пiд сумою цього ряду розумiють суму рядiв

f1 (z) =
∞∑
k=0

ck (z − a)k (12.2)

i

f2 (z) =
−∞∑
k=−1

ck (z − a)k =
∞∑
k=1

c−k

(z − a)k
. (12.3)

Областю збiжностi ряду (12.2), який є степеневим рядом, є круг

|z − a| < R.

Ряд (12.3) має властивостi, аналогiчнi до вiдповiдних властивостей ряду
(12.2). Замiнимо ζ = 1

z−a i отримаємо ряд наступного вигляду

∞∑
k=1

c−kζ
k.

Останнiй ряд є степеневим рядом i його область збiжностi є круг |ζ| < ρ.
Отже, ряд (12.3) збiгається в областi |z − a| > 1

ρ = r. Якщо виконується
умова r < R, то ряд (12.1) збiгається в областi

G : r < |z − a| < R, (12.4)

тобто в круговому кiльцi з центром в точцi a.
В будь-якiй замкненiй пiдобластi G1 областi G обидва ряди (12.2) i (12.3)

збiгаються абсолютно i рiвномiрно. Отже, в замкненiй областi G1 абсолютно
i рiвномiрно збiгається i ряд Лорана (12.1), що є розвиненням в областi G
деякої аналiтичної функцiї. В кожнiй точцi, яка лежить зовнi кiльця (12.4),
ряд Лорана (12.1) розбiгається внаслiдок розбiжностi одного з рядiв (12.2)
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та (12.3). В точках, якi лежать на межi кiльця (12.4), ряд (12.1) може як
збiгатись, так i розбiгатись.

Якщо r < ρ < R, то ряд (12.1) рiвномiрно збiгається на колi γ : |z − a| = ρ,
оскiльки згiдно теореми Абеля (теорема 10.1) рiвномiрно збiгаються ряди
(12.2) i (12.3). Ряд (12.1) буде рiвномiрно збiгатись на γ i пiсля того, як всi
його члени будуть помноженi на 1

2πi (z − a)−k−1, де k – довiльне цiле число.
Проiнтегрувавши отриманий ряд на γ, будемо мати

1

2πi

∫
γ

f (z)

(z − a)k+1
dz =

∞∑
k=−∞

ck
1

2πi

∫
γ

(z − a)n−k−1 dz.

Обчислимо iнтеграли в правiй частинi останньої рiвностi. Рiвняння кола γ
запишемо у виглядi

z = a+ ρeiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π.

Тодi ∫
γ

(z − a)n−k−1 dz = ρn−ki

2π∫
0

ei(n−k)θ dθ =

{
0, n 6= k,

2πi, n = k.

Отже,

ck =
1

2πi

∫
γ

f (z)

(z − a)k+1
dz, k ∈ Z. (12.5)

З теореми Абеля (теорема 10.1) випливає, що у будь-якому замкненому
кiльцi r < r1 ≤ |z − a| ≤ R1 < R, яке лежить в кiльцi (12.4), ряд (12.1)
збiгається рiвномiрно i згiдно першої теореми Вейєрштраса (теорема 11.4)
його сума f (z) аналiтична в кiльцi (12.4).

12.2. Розвинення аналiтичної функцiї в ряд Лорана
Теорема 12.1. Теорема Лорана. Функцiя f (z), аналiтична в кiльцi
D : r < |z − a| < R, розвивається в цьому кiльцi у збiжний ряд Ло-
рана

f (z) =
∞∑

k=−∞

ck (z − a)k , (12.6)

де
ck =

1

2πi

∫
|ζ−a|=ρ

f (ζ)

(ζ − a)k+1
dζ,
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r < ρ < R, k ∈ Z.

Доведення. Зазначимо, що за умовами цiєї теореми кiльце D може ви-
роджуватись в круг з виколотим центром (r = 0, R <∞), в зовнiшнiсть
круга з виколотою нескiнченно вiддаленою точкою (0 < r, R = ∞), а та-
кож у всю площину з двома виколотими точками z = a та z =∞ (r = 0,
R =∞).
Розглянемо кiльце D1 : r1 < |z − a| < R1 (рис. 12.1). Позначимо через γ

i Γ вiдповiдно внутрiшню i зовнiшню частини межi кiльця D1. Нехай z –
довiльна точка кiльця D1. Зазначимо (роздiл 11.1, формула (11.4)), що

Re z

Im z

O

R

z a r
r1

R1

Γ

γ

Рис. 12.1

f (z) =

∫
Γ

f (ζ)

ζ − z
dζ =

∞∑
k=0

ck (z − a)k ,

(12.7)
де

ck =
1

2πi

∫
Γ

f (ζ)

(ζ − a)k+1
dζ. (12.8)

За iнтегральною формулою Кошi для неоднозв’язних областей (роздiл 9.1,
формула (9.3)), маємо

f (z) =
1

2πi

∫
Γ

f (ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫
γ

f (ζ)

ζ − z
dζ. (12.9)

Представимо вираз − 1
ζ−z , ζ ∈ γ, як суму геометричної прогресiї iз зна-

менником ζ−a
z−a, модуль якого∣∣∣∣ζ − zz − a

∣∣∣∣ =
|ζ − a|
|z − a|

< 1.

Отримаємо

− 1

ζ − z
=

1

z − a− (ζ − a)
=

1

(z − a)
[
1− ζ−a

z−a

] =
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=
∞∑
k=0

(ζ − a)k

(z − a)k+1
. (12.10)

За ознакою Вейєрштрасса, ряд (12.10) рiвномiрно збiгається по ζ, ζ ∈
γ, для кожного z ∈ D1. Оскiльки функцiя f (ζ) неперервна на γ, то вона
обмежена на γ. Отже, ряд

− f (ζ)

ζ − z
=

∞∑
k=0

f (ζ)

(z − a)k+1
(ζ − a)k (12.11)

рiвномiрно збiгається по ζ на колi γ. Iнтегруємо ряд (12.11) почленно, зро-
бивши замiну k + 1 = −n, отримаємо

−
∫
γ

f (ζ)

ζ − z
dζ =

−∞∑
k=−1

ck (z − a)k , (12.12)

де
ck =

1

2πi

∫
γ

f (ζ)

(ζ − a)k+1
dζ, k = −1,−2, . . . . (12.13)

Пiдставимо (12.12) i (12.7) в (12.9). Отримали збiжне в кожнiй точцi
кiльця D1 розвинення (12.6), коефiцiєнти якого визначаються за формула-
ми (12.8) i (12.13).
Як наслiдок з iнтегральної теореми Кошi (роздiл 9.1, формула (9.3))

у формулах (12.8) i (12.13) контуром iнтегрування можна взяти коло
|ζ − a| = ρ, r1 < ρ < R1, тобто справедлива формула (12.6). Оскiльки r1

можна взяти як завгодно близьким до r, а R1 як завгодно близьким до R,
то ряд (12.6) збiгається у всьому кiльцi D. Теорема доведена.

12.3. Єдинiсть розвинення функцiї в ряд Лорана
Теорема 12.2. Розвинення в ряд Лорана функцiї f (z), аналiтичної в кiльцi
D : r < |z − a| < R, єдине.

Доведення. Нехай функцiя f (z) аналiтична в кiльцi D i має в ньому два
рiзних розвинення

f (z) =
∞∑

k=−∞

ck (z − a)k =
∞∑

k=−∞

αk (z − a)k . (12.14)
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Помноживши ряди (12.14) на (z − a)−m−1, де m – фiксоване цiле число,
отримаємо

∞∑
k=−∞

ck (z − a)k−m−1 =
∞∑

k=−∞

αk (z − a)k−m−1 . (12.15)

Оскiльки ряди (12.15) рiвномiрно збiгаються на колi |z − a| = ρ, r < ρ <
R, то почленно iнтегруючи їх на цьому колi, та враховуючи, що при цiлому
k ∫

|z−a|=ρ

(z − a)k dz =

{
0, k 6= −1,

2πi, k = −1;

отримаємо, cm = αm для кожного цiлого m. Теорема доведена.

Приклад 12.1. Функцiя

f (z) =
1

z2 + 2z − 8
=

1

(z − 2) (z + 4)

аналiтична в областях D1 = {z : |z| < 2}, D2 = {z : 2 < |z| < 4}, D3 =
{z : |z| > 4}. Знайти розвинення функцiї f (z) в цих областях.

Розв’язання. Зобразимо функцiю f (z) у виглядi елементарних дробiв

f (z) =
1

6

(
1

z − 2
− 1

z + 4

)
. (12.16)

При |z| < 2

1

z − 2
= − 1

2− z
= − 1

2
(
1− z

2

) = −1

2

∞∑
k=0

(z
2

)k
= −

∞∑
k=0

zk

2k+1
, (12.17)

а при |z| > 2

1

z − 2
=

1

z
(
1− 2

z

) =
1

z

∞∑
k=0

(
2

z

)k
=

∞∑
k=0

2k

zk+1
. (12.18)

Далi, в крузi |z| < 4 маємо розвинення

− 1

z + 4
= − 1

4
(
1 + z

4

) = −1

4

∞∑
k=0

(−1)k zk

4k
=

∞∑
k=0

(−1)k+1

4k+1
zk, (12.19)
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а якщо |z| > 4, то

− 1

z + 4
= − 1

z
(
1 + 4

z

) = −1

z

∞∑
k=0

(−1)k 4k

zk
=

∞∑
k=0

(−1)k+1 · 4k

zk+1
. (12.20)

В областi D1 на основi формул (12.16), (12.17) i (12.19) отримуємо ряд
Лорана для функцiї

f (z) = −1

6

∞∑
k=0

zk

2k+1
+

1

6

∞∑
k=0

(−1)k+1

4k+1
zk =

1

6

∞∑
k=0

(
(−1)k+1

4k+1
− 1

2k+1

)
zk.

В областi D2 розвиення в ряд Лорана функцiї f (z) матиме вигляд згiдно
формул (12.18) i (12.19)

f (z) =
1

6

( ∞∑
k=0

2k

zk+1
+
∞∑
k=1

(−1)k

4k
zk−1

)
.

В областi D3 на основi формул (12.16), (12.18) i (12.20) ряд Лорана для
функцiї f(z) матиме вигляд

f (z) =
1

6

( ∞∑
k=0

2k + (−1)k+1 4k

zk+1

)
.

Приклад 12.2. Розвинути у ряд Лорана функцiю

f (z) =
z + 2

z2 − 4z + 3

в кiльцi 2 < |z − 1| <∞.
Розв’язання. Оскiльки

f (z) =
z + 2

(z − 1) (z − 3)
=

z − 3 + 5

(z − 1) (z − 3)
=

1

z − 1

(
1 +

5

z − 3

)
,

то функцiя f (z) аналiтична (регулярна) в кiльцi 2 < |z − 1| <∞.
Розвинемо функцiю 1

z−3 в ряд Лорана за степенями z − 1

1

z − 3
=

1

z − 1− 2
=

1

(z − 1)
(
1− 2

z−1

) =
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=
1

(z − 1)

∞∑
k=0

(
2

z − 1

)k
=

∞∑
k=0

2k

(z − 1)k+1
.

Тому розвинення функцiї f (z) у кiльцi 2 < |z − 1| <∞ має вигляд:

f (z) =
1

z − 1
+ 5

∞∑
k=0

2k

(z − 1)k+2
.

12.4. Зв’язок мiж рядами Лорана i рядами Фур’є

Мiж рядами Лорана i рядами Фур’є iснує тiсний зв’язок. Вкажемо його в
частинному випадку.

Нехай функцiя f(z) аналiтична в кiльцi

ρ1 < |z| < 1 + δ2, 0 < ρ1 < 1, δ2 > 0,

яке мiстить одиничне коло |z| = 1. Функцiя f(z) зображається в цьому кiльцi
рядом Лорана

f(z) =
∞∑

k=−∞

ckz
k.

Покладаючи z = eit на одиничному колi, отримуємо розвинення в ряд Фур’є
функцiї

f(eit) =
∞∑

k=−∞

cke
ikt.

12.5. Нерiвностi Кошi для коефiцiєнтiв ряду Лорана
Нехай функцiя f(z) аналiтична в кiльцi D : r < |z − a| < R та має розви-

енння у ряд Лорана

f(z) =
∞∑

k=−∞

ck(z − a)k

в цьому кiльцi. Тодi коефiцiєнти ck її лоранiвського розвинення задовольня-
ють нерiвностi:

|ck| ≤
M

ρk
, k ∈ Z, (12.21)
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де M = max
z∈γρ
|f(z)|, γρ : |z − a| = ρ, r < ρ < R.

Нерiвностi (12.21) називаються нерiвностями Кошi для коефiцiєнтiв ряду
Лорана.

Для доведення нерiвностей (12.21) скористаємось формулою (теорема Ло-
рана 12.1):

ck =
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)

(ζ − a)k+1
dζ.

Отримаємо

|ck| ≤
1

2π

∫
γρ

|f(ζ)|
|ζ − a|k+1

|dζ| ≤ M

2πρk+1

∫
|ζ−a|=ρ

|dζ| = M

ρk
.

Контрольнi питання
1. Сформулювати означення ряду Лорана. Якою множиною задається

область збiжностi ряду Лорана?

2. Знайти область збiжностi ряду Лорана

∞∑
n=−∞

(z − 2)n

ch 3n
.

3. Сформулювати теорему Лорана. Яким умовам має задовольняти фун-
кцiя f(z), щоб мати розвинення у ряд Лорана?

4. Нехай функцiя f(z) у кiльцi D : r < |z − a| < R має розвинення у ряд
Лорана. Скiльки iснує розвинень f(z) у ряд Лорана у кiльцi D?

5. Розвинути функцiю

f(z) =
1

z2 + 2z − 3

у ряд Лорана у крузi 0 < |z − 1| < 3.

6. Знайти всi розвинення у ряд Лорана функцiї

f(z) =
1

(z + 1)(z − 2)
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в околi точки z0 = 0, тобто в областях D1 = {z : |z| < 1}, D2 =
{z : 1 < |z| < 2}, D3 = {z : |z| > 2}.

7. Розвинути функцiю

f(z) =
1

z2 − 3z + 2

у ряд Лорана у крузi |z| > 2.

8. Розвинути у ряд Лорана функцiю

f(z) = z sin
πz

z − a

в околi точки z0 = a. Вказати область збiжностi ряду.

9. Вказати зв’язок мiж рядами Лорана та рядами Фур’є.

10. Записати нерiвностi Кошi для коефiцiєнтiв ряду Лорана.
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13. Iзольованi особливi точки функцiй
комплексної змiнної

13.1. Класифiкацiя iзольованих особливих точок
Означення 13.1. Якщо однозначна в околi точки z = a функцiя f(z) є
аналiтичною в кiльцi 0 < |z − a| < ρ, але не визначена в точцi z = a, то
точка z = a називається iзольованою особливою точкою функцiї f(z).

Наприклад, точка z = 1 є iзольованою особливою точкою функцiї

f(z) =
1

z − 1
,

а функцiя

g(z) =
1

z2 + 1
має двi iзольованi особливi точки z = i та z = −i.

Означення 13.2. Iзольована особлива точка z = a функцiї f(z) називає-
ться:
а) усувною особливою точкою, якщо

lim
z→a

f(z) iснує i скiнченна;

б) полюсом, якщо
lim
z→a

f(z) =∞;

в) суттєво (або iстотно) особливою точкою, якщо

lim
z→a

f(z) не iснує.

Приклад 13.1. Для функцiї

f(z) =
1− cos z

z2

точка z = 0 є усувною особливою точкою, оскiльки f(z) аналiтична при
z 6= 0 i

lim
z→0

1− cos z

z2
= lim

z→0

z2

2! −
z4

4! + . . .

z2
=

1

2
.
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Приклад 13.2. Для функцiї

f(z) =
z2

z − 2

точка z = 2 є полюсом, оскiльки f(z) аналiтична при z 6= 2 та

lim
z→2

z2

z − 2
=∞.

Приклад 13.3. Для функцiй

ez, sin z, cos z,

точка z = ∞ є суттєво особливою, оскiльки цi функцiї аналiтичнi у всiй
комплекснiй площинi i не мають границi при z →∞.

Приклад 13.4. Точка z = 0 є суттєво особливою точкою для функцiї

f(z) = e
1
z2 ,

оскiльки функцiя є аналiтичною при z 6= 0. Границя функцiї f(z) при z → 0
не iснує. Справдi, якщо z = x, то

lim
x→0

e
1
x2 =∞,

а якщо z = iy, то
lim
y→0

e
− 1
y2 = 0.

Звiдси випливає, що не iснує границi f(z) при z → 0, i точка z = 0 є
суттєвою (iстотною) особливою точкою функцiї f(z).
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13.2. Ряд Лорана в околi особливої точки
Означення 13.3. Якщо функцiя f(z) аналiтична в кiльцi K : 0 < |z− a| <
ρ, то цю функцiю можна розвинути у ряд Лорана

f(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k +
∞∑
k=1

c−k
(z − a)k

, (13.1)

збiжний в кiльцi К. Ряд (13.1) називається рядом Лорана функцiї f(z) в
околi точки z = a. Ряди

f1(z) =
∞∑
k=1

c−k
(z − a)k

(13.2)

та

f2(z) =
∞∑
k=0

ck(z − a)k (13.3)

називаються вiдповiдно головною i правильною частинами ряду Лорана
(13.1).

Означення 13.4. Якщо функцiя f(z) розвивається у областi R < |z| <∞,
тобто в околi нескiнченно вiддаленої точки, у збiжний ряд

f(z) =
∞∑

k=−∞

ckz
k, (13.4)

то цей ряд називається рядом Лорана функцiї f(z) в околi нескiнченно вiд-
даленої точки. Ряди

f1(z) =
∞∑
k=1

ckz
k (13.5)

i

f2(z) = c0 +
∞∑
k=1

c−kz
−k (13.6)

називаються вiдповiдно головною i правильною частинами ряду (13.4).
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Приклад 13.5. Розвинення у ряд Лорана функцiї

f(z) = z3e
1
z

в околi точки z = 0 має вигляд

f(z) = z3(1 +
1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+ . . .+

1

k!zk
+ . . .) = (13.7)

= z3 + z2 +
z

2
+

1

3!
+
∞∑
k=4

1

k!zk−3
.

Головна частина лоранiвського розвинення f(z) в околi точки z = 0 має
вигляд

f1(z) =
∞∑
k=4

1

k!zk−3
,

правильна частина лоранiвського розвинення дорiвнює

f2(z) = z3 + z2 +
z

2
+

1

3!
.

Ряд (13.7) збiгається у всiй комплекснiй площинi з виколотою точкою
z = 0.
Цей ряд також є рядом Лорана для функцiї f(z) в околi точки z = ∞.

Головна частина ряду (13.7) в околi точки z =∞ дорiвнює

z3 + z2 +
z

2
,

а правильна частина
1

3!
+
∞∑
k=4

1

k!zk−3
.

Висновок: z = 0 є суттєво особливою точкою для функцiї f(z), нескiн-
ченно вiддалена точка z =∞ є полюсом третього порядку.

Приклад 13.6. Записати розвинення у ряд Лорана функцiї

f(z) = cos
z

z + 2

в околi особливої точки z = −2.
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Виконаємо наступнi перетворення

f(z) = cos(1− 2

z + 2
) = cos 1 · cos

2

z + 2
+ sin 1 · sin 2

z + 2
.

Оскiльки

cos
2

z + 2
=

∞∑
k=0

(−1)k
1

(2k)!

(
2

z + 2

)2k

, |z| <∞,

sin
2

z + 2
=

∞∑
k=0

(−1)k
1

(2k + 1)!

(
2

z + 2

)2k+1

, |z| <∞,

то розвинення у ряд Лорана функцiї f(z) в околi точки z = −2 матиме
вигляд

f(z) = cos 1 + sin 1 · 2

z + 2
− cos 1 · 2

(z + 2)2
− sin 1 · 2

3

3!

1

(z + 2)3
+ . . .

+(−1)k cos 1 · 1

2k!

22k

(z + 2)2k
+ (−1)k sin 1 · 22k+1

(2k + 1)!

1

(z + 2)2k+1
+ . . .

(13.8)

Особлива точка z = −2 є суттєво особливою точкою функцiї f(z).

Приклад 13.7. Знайти правильну частину g2(z) ряду Лорана для функцiї

g(z) = z3 cos
z

z + 2

в околi точки z = −2.
Запишемо розвинення f(z) = z3 за спепенями z + 2, матимемо

z3 = [(z + 2)− 2]3 = (z + 2)3 − 6(z + 2)2 + 12(z + 2)− 8. (13.9)

Перемноживши (13.8) i (13.9), знайдемо правильну частину лоранiвського
розвинення

g2(z) =

(
4 cos 1 +

68

3
sin 1

)
+ (10 cos 1− 12 sin 1)(z + 2)+

+(−6 cos 1 + 2 sin 1)(z + 2)2 + cos 1(z + 2)3.
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Приклад 13.8. Знайти головну частину f1(z) розвинення у ряд Лорана
функцiї

f(z) =
1

z2 + 1

в околi точки z = i. Знайдемо розвинення у ряд Лорана функцiї f(z)

f(z) =
1

z2 + 1
=

1

(z − i)(z + i)
=

1

2i

1

z − i
− 1

2i

1

z + i
.

Оскiльки,

1

z + i
=

1

z − i+ 2i
=

1

2i(1 + z−i
2i )

=
1

2i

(
1− z − i

2i
+

(
z − i

2i

)2

+ . . .

)
,

цей ряд збiжний при
∣∣z−i

2i

∣∣ < 1, тобто в кiльцi |z − i| < 2. Отже,

f(z) =
1

2i

1

z − i
+

1

4
− 1

8i
(z − i) + . . .

Таким чином,

f1(z) =
1

2i

1

z − i
.

Особлива точка z = i є простим полюсом функцiї f(z).

Приклад 13.9. Знайти головну частину f1(z) лоранiвського розвинення
функцiї f(z) в околi точки z =∞, якщо

f(z) =
z7

(z2 + 1)(z3 − 8)
.

Оскiльки

f(z) =
z7

z5 + z3 − 8z2 − 8
= z2 − 1 +

8z4 + z3 − 8

z5 + z3 − 8z2 − 8
,

то головною частиною f1(z) ряду Лорана є z2 − 1.
Нескiнченно вiддалена точка z = ∞ є полюсом другого порядку функцiї

f(z).
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13.3. Усувна особлива точка
Теорема 13.1. Для того, щоб iзольована особлива точка z = a була усув-
ною особливою точкою функцiї f(z), необхiдно i достатньо, щоб головна
частина ряду Лорана в околi точки z = a була вiдсутня.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо z = a – усувна особлива точка функцiї
f(z), то за означенням усувної особливої точки iснує

lim
z→a

f(z) = A <∞. (13.10)

Отже, функцiя f(z) аналiтична i обмежена в деякому проколотому околi
точки z = a, тобто:

|f(z)| ≤M, 0 < |z − a| < ρ. (13.11)

Нехай 0 < ρ1 < ρ. Тодi з (13.11), внаслiдок нерiвностей Кошi (12.21), будемо
мати

|ck| ≤
M

ρk1
, k ∈ Z. (13.12)

Оскiльки в формулi (13.12) ρ1 можна взяти як завгодно малим i коефiцi-
єнти ck не залежать вiд ρ1, то при k = −1,−2, . . . цi коефiцiєнти ck = 0,
тобто головна частина лоранiвського розвинення функцiї f(z) в околi то-
чки z = a вiдсутня.
Достатнiсть. Нехай головна частина лоранiвського розвинення функцiї

f(z) в околi точки z = a вiдсутня. Тобто лоранiвське розвинення має вигляд

f(z) = c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + . . . (13.13)

Степеневий ряд (13.13) збiгається у крузi |z−a| < ρ, отже, iснує lim
z→a

f(z) =

c0. Тобто z = a — усувна особлива точка.

За допомогою аналогiчних мiркувань доводиться i наступне твердження.

Теорема 13.2. Iзольована особлива точка z = a функцiї f(z) тодi i тiльки
тодi є усувною, коли f(z) обмежена в деякому проколотому околi точки
z = a.
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Зауваження. Продовжуючи функцiю f(z) в її усувнiй точцi z = a за непе-
рервнiстю, тобто покладаючи f(a) = lim

z→a
f(z), отримаємо функцiю, аналiти-

чну в точцi z = a.

Приклад 13.10. Розглянемо функцiю

f(z) =
ez − 1

sin z
.

Якщо довизначити функцiю в її усувнiй особливiй точцi z = 0, поклавши
f(0) = lim

z→0
f(z) = 1, то отримаємо функцiю, аналiтичну в усiй комплекснiй

площинi.

Приклад 13.11. Розглянемо функцiю

f(z) =
1

ez − 1
− 1

sin z
.

Точка z = 0 є особливою,

lim
z→0

(
1

ez − 1
− 1

sin z

)
= lim

z→0

sin z − ez + 1

(ez − 1) sin z
= −1

2
.

Отже, z = 0 є усувною особливою точкою функцiї f(z).

Приклад 13.12. Встановити, що для функцiї

f(z) = ctg z − 1

z
,

точка z = 0 є усувною особливою точкою.
Це випливає з наступного:

lim
z→0

(
ctg z − 1

z

)
= lim

z→0

(
z cos z − sin z

z sin z

)
=

= lim
z→0

z
(

1− z2

2! + . . .
)
−
(
z − z3

3! + . . .
)

z
(
z − z3

3! + . . .
) = 0.
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13.4. Зв’язок нулiв функцiї з полюсами

Означення 13.5. Нехай функцiя f(z) аналiтична в точцi z = a. Точка
z = a називається нулем функцiї f(z) кратностi m, якщо виконуються
умови:

f(a) = 0, f ′(a) = 0, f ′′(a) = 0, ..., f (m−1)(a) = 0, f (m)(a) 6= 0. (13.14)

У випадку, коли m = 1, кажуть, що z = a простий нуль функцiї f(z).

Мають мiсце наступнi твердження:

1. Якщо z = a є нулем кратностi m функцiї f(z), то аналiтична в точцi
z = a функцiя розвивається в деякому околi цiєї точки у ряд Тейлора вигляду

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n =

=
f (m)(a)

m!
(z − a)m +

f (m+1)(a)

(m+ 1)!
(z − a)m+1 + · · · =

= (z − a)m
(
f (m)(a)

m!
+
f (m+1)(a)

(m+ 1)!
(z − a) + . . .

)
,

тобто
f(z) = (z − a)mh(z),

де

h(z) =
f (m)(a)

m!
+
f (m+1)(a)

(m+ 1)!
(z − a) + . . . ,

h(z) – аналiтична в точцi z = a функцiя, причому h(a) = f (m)(a)
m! 6= 0.

2. Якщо z = a – полюс порядку m функцiї f(z), то розвинення функцiї
f(z) у ряд Лорана в деякому околi точки z = a матиме вигляд

f(z) =

=
c−m

(z − a)m
+

c−m+1

(z − a)m−1
+ · · ·+ c0 + c1(z − a) + c2(z − a)2 + · · · =

=
1

(z − a)m
(
c−m + c−m+1(z − a) + c−m+2(z − a)2 + . . .

)
, c−m 6= 0.
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Тобто в цьому випадку

f(z) =
1

(z − a)m
g(z),

де
g(z) = c−m + c−m+1(z − a) + c−m+2(z − a)2 + . . . ,

g(z) – аналiтична в точцi z = a функцiя, причому g(a) = c−m 6= 0.

3. Таким чином, у першому випадку, якщо z = a – нуль функцiї f(z)
кратностi m, то для функцiї

1

f(z)
=

1

(z − a)m
1

h(z)

точка z = a є полюсом порядку m.

4. Якщо точка z = a є полюсом порядку m функцiї f(z), як у другому
випадку, то для фунцкiї

1

f(z)
=

(z − a)m

g(z)

точка z = a є нулем кратностi m.

Висновок : для того, щоб визначити порядок полюса функцiї f(z), розгля-
дають функцiю 1

f(z) та визначають кратнiсть її нулiв.

Тобто точка z = a 6= ∞ є полюсом функцiї f(z) тодi i тiльки тодi, коли
функцiя f(z) має вигляд

f(z) =
ϕ(z)

(z − a)m
, (13.15)

де ϕ(a) 6= 0, ϕ(z) – аналiтична в точцi z = a функцiя, m ∈ N.
Число m називається порядком полюса z = a функцiї f(z).
Аналогiчно, нескiнченно вiддалена точка z = ∞ є полюсом порядку m

функцiї f(z) тодi i тiльки тодi, коли

f(z) = zmψ(z), ψ(∞) 6= 0, (13.16)

де ψ(z) – аналiтична в точцi z =∞ функцiя, m ∈ N.

Як приклад, розглянемо нескоротну дробово-рацiональну функцiю

a0z
n + a1z

n−1 + ...+ an
b0zm + b1zm−1 + ...+ bm

, n,m ∈ N.
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Полюсами цiєї функцiї є нулi знаменника.
Порядок кожного полюса дорiвнює вiдповiднiй кратностi кожного з нулiв

знаменника.

Зауваження. Випадки неiзольованих особливих точок однозначної фун-
кцiї, а також випадки особливих точок, в околi яких функцiя є неоднозна-
чною, не розглядатимемо.

Теорема 13.3. Iзольована особлива точка z = a функцiї f(z) є полюсом
тодi i тiльки тодi, коли головна частина її лоранiвського розвинення в околi
точки z = a мiстить лише скiнченну кiлькiсть вiдмiнних вiд нуля членiв
ряду, тобто

f(z) =
∞∑

k=−m

ck(z − a)k, m > 0.

Порядок полюса дорiвнює номеру старшого члена головної частини розви-
нення у ряд Лорана, тобто m.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай точка z = a 6= ∞ є полюсом порядку m
функцiї f(z), тобто

f(z) =
ϕ(z)

(z − a)m
, (13.17)

ϕ(a) 6= 0, ϕ(z) – аналiтична в точцi z = a функцiя.
Розвиваючи ϕ(z) у ряд Тейлора в околi точки z = a, отримаємо ряд Ло-

рана функцiї f(z) в околi цiєї точки:

f(z) =
c−m

(z − a)m
+ · · ·+ c−1

z − a
+ c0 + c1(z − a) + . . . , (13.18)

де c−m = ϕ(a) 6= 0.
Головна частина ряду (13.18)

f1(z) =
m∑
k=1

c−k
(z − a)k

мiстить скiнченну кiлькiсть (не бiльше, нiж m) членiв, причому c−m 6= 0,
де m – порядок полюсу z = a.
Достатнiсть. Якщо f(z) розвивається в околi точки z = a у ряд вигляду

(13.18), то f(z) може бути зображена у виглядi (13.17), з чого випливає,
що iзольована особлива точка z = a є полюсом порядку m функцiї f(z).
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Зауваження. Якщо полюсом порядку m функцiї f(z) є нескiнченно вiдда-
лена точка z =∞, при доведеннi теореми слiд використовувати зображення
f(z) у виглядi (13.16), тобто

f(z) = zmψ(z), ψ(∞) 6= 0,

де ψ(z) – аналiтична в точцi z =∞ функцiя.

Означення 13.6. Порядком полюса в точцi z = a функцiї f(z) називається
порядок нуля цiєї точки для функцiї

ϕ(z) =
1

f(z)
.

Порядок полюса спiвпадає з номером m старшого члена головної частини
розвинення функцiї f(z) в ряд Лорана в проколотому околi полюса.

Приклад 13.13. Визначити характер iзольваних особливих точок функцiї

f(z) =
1

sin 1
z

.

Точки
zk =

1

kπ
, k = ±1,±2, . . . ,

є полюсами першого порядку функцiї f(z), оскiльки функцiя g(z) = 1
f(z) =

sin 1
z є аналiтичною при z 6= 0, та точки zk = 1

kπ , k = ±1,±2, . . . , є її
нулями кратностi один, оскiльки g′(zk) 6= 0.
Нескiнченно вiддалена точка z = ∞ є простим полюсом функцiї f(z),

оскiльки
f(z) =

1

sin 1
z

∼ z при z →∞.

Особлива точка z = 0 не є iзольованою особливою точкою, тому що вона
є граничною для простих полюсiв zk = 1

kπ , k = ±1,±2, . . . , даної функцiї,

lim
k→∞

zk = 0.

Випадок неiзольованих особливих точок не розглядатимемо.

155



Приклад 13.14. Точка z = 0 є полюсом першого порядку функцiї

f(z) =
1− cos z

(ez − 1)3
.

Це випливає з наступного спiввiдношення:

f(z) =
1− cos z

(ez − 1)3
∼ z2

2z3
=

1

2z
при z → 0,

тобто особлива точка z = 0 функцiї f(z) є нулем першого порядку функцiї
1

f(z), тому z = 0 є простим полюсом функцiї f(z).
Точки zk = 2kπi, k = ±1,±2, . . . , є полюсами третього порядку функцiї

f(z), оскiльки цi точки є нулями третього порядку для функцiї

1

f(z)
=

(ez − 1)3

1− cos z
.

13.5. Суттєво особлива точка
Теорема 13.4. Iзольована особлива точка z = a функцiї f(z) є суттєво
особливою тодi i тiльки тодi, коли головна частина розвинення Лорана f(z)
в околi точки z = a мiстить нескiнченну кiлькiсть вiдмiнних вiд нуля
членiв.

Доведення. Доведення цiєї теореми випливає з попереднiх теорем. Якщо
головна частина мiстить нескiнченне число членiв, то z = a не може
бути нi усувною особливою точкою, а нi полюсом. Якщо z = a — суттєво
особлива точка, то головна частина не може бути вiдсутньою, i не може
мiстити скiнченне число членiв.

Теорема 13.5. (Сохоцького). Якщо z = a є суттєво особливою точкою
функцiї f(z), то для довiльного числа A скiнченного чи нескiнченного, мо-
жна знайти послiдовнiсть точок zk → a таку, що

lim
zk→a

f(zk) = A.

Цю теорему можна сформулювати наступним чином: у як завгодно мало-
му околi суттєво особливої точки функцiя f(z) набуває значень як завгодно
близьких до довiльного наперед заданого числа, скiнченного чи нескiченного.
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Доведення. Нехай A = ∞. Покажемо, що iснує послiдовнiсть точок zk,
lim
k→∞

zk = a, таких, що lim
zk→a

f(zk) = ∞. Позначимо для скорочення через

P (z − a) правильну частину розвинення у ряд Лорана (формули (13.1)-
(13.3)), яка мiстить додатнi степенi z − a i вiльний член, a через Q( 1

z−a)
його головну частину, що мiстить вiд’ємнi степенi z − a. Тодi формулу
(13.1) можемо переписати у виглядi:

f(z) = P (z − a) +Q

(
1

z − a

)
. (13.19)

Що стосується правильної частини P (z − a), то при z → a маємо

lim
z→a

P (z − a) = c0. (13.20)

Покладаючи 1
z−a = z′ в головнiй частинi Q

(
1

z−a
)
, будемо мати

Q

(
1

z − a

)
= Q(z′) =

= c−1z
′ + c−2(z

′)2 + · · ·+ c−k(z
′)k + . . . . (13.21)

Оскiльки ряд Q( 1
z−a) збiгається скрiзь, крiм точки z = a, то ряд (13.21),

очевидно, буде збiжним у всiй площинi комплексної змiнної z′. Функцiя
Q(z′) не може бути обмеженою у всiй площинi комплексної змiнної z′ за
теоремою Лiувiля. Таким чином, ∀n ∈ N, знайдеться точка z′n, |z′n| > n,
така, що будемо мати |Q(z′n)| > n. Якщо n набуває значень 1, 2, 3, . . . , k, . . . ,
то отримаємо послiдовнiсть точок z′1, z′2, . . . , z′k, . . . , яка прямує до ∞ i

lim
z′k→∞

Q(z′k) =∞.

Повертаючись до попередньої змiнної z, враховуючи рiвнiсть

1

z − a
= z′,

переконуємось, що послiдовнiсть точок z′k перетворюється в послiдовнiсть
точок z1, z2, . . . , zk, . . . , збiжну до точки a i

lim
zk→a

Q

(
1

zk − a

)
=∞. (13.22)
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Якщо z → a, набуваючи значень точок zk, то з рiвностi (13.19) на основi
(13.20) i (13.22) маємо

lim
zk→a

f(zk) =∞.

Нехай A довiльне комплексне число. Може трапитись, що у як завгодно
малому околi точки a iснує точка z така, що f(z) = A. У цьому випадку
теорема Сохоцького справедлива. Таким чином, можна припустити, що в
достатньо малому околi точки a функцiя f(z) не дорiвнює A. При цьому
функцiя ϕ(z) = 1

f(z)−A буде аналiтичною в цьому околi точки a, крiм самої
точки a, яка буде суттєво особливою точкою (тому, що z = a є суттєво
особлива точка для f(z)−A). За доведеним iснує така послiдовнiсть точок
{zn}, збiжна до точки a, що

lim
zn→a

ϕ(zn) =∞.

Звiдси випливає, що
lim
zn→a

f(zn) = A.

Теорема доведена.

Приклад 13.15. 1. Для функцiї

e
1
z

точка z = 0 є суттєво особливою точкою. Лоранiвське розвинення функцiї
в околi цiєї точки має вигляд

e
1
z =

∞∑
k=0

1

k!zk
.

2. Для функцiї
f(z) = cos z

нескiнченно вiддалена точка z =∞ є суттєво особливою, оскiльки головна
частина f1(z) ряду Лорана f(z) в околi точки z =∞ мiстить нескiнченну
кiлькiсть членiв.

f1(z) =
∞∑
k=1

(−1)k
z2k

(2k)!
.

Має мiсце теорема:
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Теорема 13.6. (Пiкара.) У довiльному околi суттєво особливої точки фун-
кцiя набуває, причому нескiнченне число разiв, будь-яких значень, крiм, мо-
жливо, одного. Це значення називають винятковим для функцiї.

Приклад 13.16. Для функцiї

f(z) = ez

точка z =∞ є суттєво особливою (приклад 13.15). Розглянемо рiвняння

ez = A, (A 6= 0). (13.23)

Розв’язком цього рiвняння є множина точок

zk = ln |A|+ i(argA+ 2kπ), k ∈ Z, (13.24)

де argA — головне значення аргумента числа A. З (13.23) i (13.24) випливає,
що в довiльному околi точки z = ∞ є нескiчненна множина точок zk, в
яких функцiя ez набуває значення, що дорiвнює A (A 6= 0). Значення A = 0
функцiя ez не набуває.
Значення A = 0 для функцiї ez є винятковим.

Приклад 13.17. Точка z =∞ є суттєво особливою для функцiї

f(z) = sin z

i для ∀A рiвняння sin z = A має безлiч розв’язкiв:

zk =
1

i
ln(iA+

√
1− A2) + 2kπ, k ∈ Z.

Тобто, функцiя sin z не має виняткових значень.

Розглянемо функцiї tg z та ctg z.
Функцiя tg z аналiтична у всiй комплекснiй площинi, крiм точок zk = π

2 +
kπ, k ∈ Z, якi є полюсами першого порядку.

Функцiя ctg z має полюси першого порядку в точках zk = kπ, k ∈ Z.
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Приклад 13.18. Для рацiональної функцiї

R(z) =
Pn(z)

Qm(z)
,

де Pn(z) i Qm(z) многочлени степенiв n i m вiдповiдно, якi не мають спiль-
них нулiв, лише нулi знаменника Qm(z) є полюсами функцiї R(z). Точка
z =∞ є нескiнченно вiддаленою особливою точкою, а саме полюсом порядку
n −m, якщо n −m > 0. Якщо n ≤ m, то z = ∞ є точкою аналiтичностi
функцiї R(z).

Приклад 13.19. Визначити характер iзольваної особливої точки z = 0 для
функцiї

f(z) =
sin 2z

cos z − 1 + z2

2

.

Розвинемо чисельник та знаменник f(z) в околi точки z = 0 у ряд Тейлора

f(z) =
2z − (2z)3

3! + (2z)5

5! − ...
1− z2

2! + z4

4! −
z6

6! + ...− 1 + z2

2!

=

=
z
(

2− 23z2

3! + 25z5

5! − ...
)

z4
(

1
4! −

z4

6! + ...
) .

Звiдси z = 0 є нулем кратностi m = 3 для функцiї 1
f(z), тому z = 0 є

полюсом порядку 3 для f(z).

Приклад 13.20. Точки zk = kπ, k = 0,±1,±2, . . . , є суттєво особливими
для функцiї

f(z) = e
1

sin z .

Справдi,
sin z ∼ (−1)k(z − kπ), z → kπ.

Нехай k – парне, тодi, якщо z → kπ + 0, то sin z → 0 + 0 i f(z) → +∞, а
якщо z → kπ − 0, то sin z → 0 − 0 i f(z) → 0, тобто функцiя f(z) не має
границi в точцi zk.
Аналогiчно розглядається випадок непарного k. Iнших особливих точок в

комплекснiй площинi функцiя f(z) не має.
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Контрольнi питання
1. Сформулювати означення iзольованої особливої точки функцiї f(z). На-

вести приклад функцiї f(z), що має iзольовану особливу точку.

2. Навести класифiкацiю iзольованих особливих точок.

3. Довести, що точка z0 = π є усувною особливою точкою функцiї

f(z) =
1 + cos z

z − π
.

4. Знайти всi полюси функцiї

f(z) =
ez

(z − 3)(z + i)
.

5. Довести, що точка z0 = 0 є суттєво особливою точкою функцiї

f(z) = e
1
z .

6. Дати означення головної та правильної частин ряду Лорана функцiї
f(z) в околi особливої точки z = a, a 6=∞.

7. Записати головну та правильну частини розвинення у ряд Лорана фун-
кцiї

f(z) = sin
z

z + 1

в околi точки z0 = −1.

8. Сформулювати необхiднi та достатнi умови того, що iзольована особли-
ва точка z = a є усувною особливою точкою функцiї f(z).

9. Сформулювати означення нуля функцiї кратностi m. Який зв’язок мiж
нулями та полюсами функцiї?

10. Сформулювати необхiднi та достатнi умови того, що iзольована особли-
ва точка z = a є полюсом функцiї f(z). Яким чином встановити порядок
вiдповiдного полюса?

11. Сформулювати необхiднi та достатнi умови того, що iзольована особли-
ва точка z = a є суттєво особливою точкою функцiї f(z).
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12. Знайти всi особливi точки функцiї f(z) та встановити їх тип, якщо

1) f(z) =
1− cos 2z

z2
;

2) f(z) =
z2 + z − 1

z2(z − 1)
;

3) f(z) = cos 1
z2 .

У випадку особливої точки типу полюс, встановити порядок полюса.
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14. Теорема Лiувiля

14.1. Теорема Лiувiля
Функцiя f(z), аналiтична у всiй комплекснiй площинi, називається цiлою.
Ряд Тейлора цiлої функцiї f(z) в околi точки z = 0 має вигляд

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k. (14.1)

Отже, цей ряд є рядом Лорана функцiї f(z) в околi нескiнченно вiддаленої
точки, причому головна частина ряду Лорана (14.1) дорiвнює

f1(z) =
∞∑
k=1

ckz
k,

а правильною частиною є функцiя f2(z) = c0.
Єдиною особливою точкою цiлої функцiї f(z) в розширенiй комплекснiй

площинi може бути точка z = ∞. Якщо z = ∞ – полюс порядку n цiлої
функцiї f(z), то f(z) – многочлен степеня n. Цiла функцiя, для якої точка z =
∞ є суттєво особливою, називається цiлою трансцендентною (прикладами
цiлих трансцендентних функцiй є ez, sin z, cos z).

Якщо цiла функцiя f(z) аналiтична в точцi z = ∞, то f(z) = c0 = const.
Єдиний клас аналiтичних функцiй, якi не мають особливих точок в розши-
ренiй комплекснiй площинi – це сталi функцiї.

Теорема 14.1. (Лiувiля) Якщо аналiтична функцiя f(z), розвинення у ряд
Тейлора якої має вигляд

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k

в областi |z| > R, задовольняє нерiвнiсть

|f(z)| ≤M |z|n , n ∈ N, (14.2)
то f(z) – многочлен степеня, що не перевищує n.

Доведення. Використовуючи нерiвнiсть Кошi (12.21), внаслiдок (14.2)
отримаємо при |z| > R наступну оцiнку для коефiцiєнтiв ряду (14.1)

|ck| ≤
MRn

Rk
= MRn−k, k ∈ N. (14.3)
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Якщо k > n, то з (14.3) випливає, що ck = 0, оскiльки R можна взяти
як завгодно великим, а коефiцiєнти ck не залежать вiд R. Таким чином,

cn+1 = cn+2 = . . . = 0,

тобто f(z) – многочлен степеня, що не перевищує n.
Теорема доведена.

Наслiдок 14.1. Якщо цiла функцiя f(z) обмежена у всiй комплекснiй пло-
щинi, то вона є сталою: f(z) ≡ const.

14.2. Основна теорема алгебри
З теореми Лiувiля випливає наступне твердження.

Теорема 14.2. (Основна теорема алгебри) Будь який многочлен

Pn(z) = c0 + c1z + . . .+ cnz
n, cn 6= 0, n ≥ 1,

має принаймнi один нуль.

Доведення. Нехай многочлен Pn(z) не має нулiв. Тодi функцiя

g(z) =
1

Pn(z)

є цiлою. Оскiльки функцiя g(z) → 0 при z → ∞, то функцiя g(z) обмеже-
на у всiй комплекснiй площинi, i згiдно наслiдку з теореми Лiувiля маємо,
що g(z) = const. Це суперечить визначенню функцiї g(z). Таким чином,
многочлен Pn(z) має хоча б один нуль.

14.3. Мероморфнi функцiї та їх властивостi
Бiльш широким за клас аналiтичних функцiй є клас мероморфних фун-

кцiй.
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Означення 14.1. Однозначна функцiя f(z) називається мероморфною,
якщо особливими точками її є лише полюси.

Число полюсiв мероморфної функцiї може бути як скiнченним, так i не-
скiнченним у всiй комплекснiй площинi. Прикладами функцiй, що мають не-
скiнченну кiлькiсть полюсiв першого порядку, є функцiї

tg z, ctg z,
1

sin z
,

1

ez − 1
.

Теорема 14.3. Мероморфна функцiя f(z), яка має в розширенiй компле-
кснiй площинi лише скiнченну кiлькiсть полюсiв a1, a2, . . . , am (точка z =∞
також може бути полюсом), є рацiональною i може бути зображена у ви-
глядi

f(z) = A+ f0(z) +
m∑
k=1

fk(z), (14.4)

де f0(z), fk(z) – головнi частини ряду Лорана функцiї f(z) в околi точки
z =∞ або z = ak, k = 1, 2, ...,m, вiдповiдно,

A = lim
z→∞

[f(z)− f0(z)] .

Доведення. Нехай для кожної особливої точки z = ak

fk(z) =

mk∑
j=1

Aj,k

(z − ak)j
, i f0(z) = A1z + · · ·+ Amz

m

є головними частинами ряду Лорана для функцiї f(z) в точках z = ak i
z =∞, вiдповiдно. Тодi функцiя

g(z) = f(z)− f0(z)−
m∑
k=1

fk(z)

аналiтична у всiй розширенiй комплекснiй площинi, отже, g(z) ≡ A =
const. Оскiльки fk(z)→ 0 при z →∞, k = 1, 2, . . . ,m, то

A = lim
z→∞

[f(z)− f0(z)] .

Зауваження. Будь-яка мероморфна функцiя зображається у виглядi вiд-
ношення двох цiлих функцiй.
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Контрольнi питання
1. Дати означення цiлої функцiї. Навести приклад цiлої функцiї.

2. Сформулювати теорему Лiувiля та наслiдок з неї.

3. Сформулювати основну теорему алгебри.

4. Дати означення мероморфної функцiї. Навести приклади мероморфних
функцiй.

5. Сформулювати теорему про мероморфну функцiю, яка має в розшире-
нiй комплекснiй площинi лише скiнченну кiлькiсть полюсiв.

6. Який зв’язок мiж мероморфною та цiлою функцiями?

7. Знайти всi особливi точки функцiї f(z) та встановити їх тип, якщо

1) f(z) =
1

z − z3
;

2) f(z) = 4z2 + 3z − 7;

3) f(z) =
cos z

(z − 2)3(z + 1)
.

Якi iз перелiчених функцiй є мероморфними? Якi є цiлими функцiями?
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15. Лишки

15.1. Основнi означення й поняття
Нехай функцiя f(z) аналiтична в проколотому околi точки z = a, a 6= ∞,

тобто у кiльцi
K : 0 < |z − a| < ρ0.

Точка z = a для f(z) є або iзольованою особливою точкою, або точкою ана-
лiтичностi i функцiя f(z) розвивається в околi точки z = a у збiжний ряд
Лорана

f(z) =
∞∑

k=−∞

ck(z − a)k.

Означення 15.1. Лишком функцiї f(z) в точцi a (позначається res
z=a

f(z))
називається коефiцiєнт c−1 ряду Лорана функцiї f(z) в околi точки a, тоб-
то

res
z=a

f(z) = c−1. (15.1)

Використовуючи формули для обчислення коефiцiєнтiв ряду Лорана при
n = −1, маємо

c−1 =
1

2πi

∫
γρ

f(ζ)dζ,

де γρ : |z − a| = ρ, 0 < ρ < ρ0, – коло радiуса ρ з центром в точцi a,
орiєнтоване в додатньому напрямi. Таким чином,∫

γρ

f(ζ)dζ = 2πi res
z=a

f(z). (15.2)

Тобто, якщо z = a – iзольована особлива точка функцiї f(z), то iнтеграл
вiд функцiї f(z) по межi достатньо малого околу точки z = a дорiвнює
лишку в цiй точцi, помноженому на 2πi.

Очевидно, що
res
z=a

f(z) = 0,

якщо z = a (a 6=∞) – точка аналiтичностi функцiї f(z).
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Приклад 15.1. Обчислити лишок функцiї

f(z) = e
1
z

в точцi z = 0.
Оскiльки

e
1
z = 1 +

1

1!z
+

1

2!z2
+ . . . ,

то c−1 = 1, тобто res
z=0

e
1
z = 1.

Зауважимо, що згiдно формули (15.2)∫
|ζ|=1

e
1
ζdζ = 2πi res

z=0
e

1
z = 2πi.

Приклад 15.2. Знайти лишок функцiї

f(z) =
sin z

z4

в точцi z = 0.

Оскiльки
f(z) =

1

z4

(
z − z3

3!
+
z5

5!
− . . .

)
,

то c−1 = − 1
3!.

Зауважимо, що ∫
|ζ|=2

sin ζ

ζ4
dζ = −2πi

3!
= −πi

3
.

Приклад 15.3. Знайти лишок функцiї

f(z) = z cos
1

z + 1

в точцi z = −1. Оскiльки

f(z) = ((z + 1)− 1)

(
1− 1

2!(z + 1)2
+ . . .

)
,

то c−1 = − 1
2!, тому res

z=−1
f(z) = −1

2.
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15.2. Обчислення лишку в полюсi
Розглянемо два випадки: випадок простого полюса i кратного полюса.

1) Якщо точка z = a – простий полюс функцiї f(z), то ряд Лорана в околi
точки z = a має вигляд

f(z) = c−1(z − a)−1 +
∞∑
k=0

ck(z − a)k.

Отже, c−1 = lim
z→a

(z − a)f(z).

Тому для знаходження лишку у простому полюсi використовують фор-
мулу

res
z=a

f(z) = lim
z→a

(z − a)f(z). (15.3)

У частинному випадку, коли

f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
,

де ϕ(z) i ψ(z) – аналiтичнi в точцi z = a функцiї, причому ϕ(a) 6= 0,
ψ(a) = 0, ψ′(a) 6= 0, точка a є простим полюсом функцiї f(z) i за
формулою (15.3) обчислюємо

res
z=a

f(z) = lim
z→a

(z − a)ϕ(z)

ψ(z)
= lim

z→a

ϕ(z)
ψ(z)−ψ(a)

z−a

=
ϕ(a)

ψ′(a)
,

тобто,

res
z=a

ϕ(z)

ψ(z)
=
ϕ(a)

ψ′(a)
. (15.4)

2) Якщо точка z = a – полюс порядку m функцiї f(z), тодi розвинення
функцiї у ряд Лорана в околi точки z = a має вигляд

f(z) =
c−m

(z − a)m
+ · · ·+ c−1

z − a
+ c0 + c1(z − a) + . . . (15.5)

Помноживши обидвi частини рiвностi (15.5) на (z − a)m, будемо мати

(z − a)mf(z) = c−m + · · ·+ c−1(z − a)m−1 + c0(z − a)m + . . . (15.6)
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Диференцiюючи рiвнiсть (15.6) m − 1 раз i обчисливши границю при
z → a, дiстаємо

(m− 1)!c−1 = lim
z→a

dm−1

dzm−1

[
(z − a)mf(z)

]
.

Звiдси

c−1 =
1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1

[
(z − a)mf(z)

]
. (15.7)

Зокрема, якщо

f(z) =
h(z)

(z − a)m
,

де функцiя h(z) аналiтична в точцi z = a, h(a) 6= 0, то з (15.7) отрима-
ємо формулу

res
z=a

h(z)

(z − a)m
=

1

(m− 1)!
h(m−1)(a). (15.8)

Приклад 15.4. Обчислити лишки в полюсах функцiї

f(z) =
ez

(z + 1)(z − 3)3
.

Оскiльки z = −1 – полюс першого порядку, то за формулою (15.3)

res
z=−1

f(z) =

[
ez

(z − 3)3

]
z=−1

=
−e−1

43
,

Особлива точка z = 3 є полюсом третього порядку функцiї f(z). Тодi за
формулою (15.8) маємо

res
z=3

f(z) =
1

2

(
ez

z + 1

)′′∣∣∣∣∣
z=3

=
5

43
e3.

Приклад 15.5. Для функцiї

ctg z =
cos z

sin z

точки z = kπ, k ∈ Z, є простими полюсами. За формулою (15.4) знаходимо

res
z=kπ

ctg z =

[
cos z

(sin z)′

]
z=kπ

= 1.
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15.3. Лишки в нескiнченно вiддаленiй точцi
Нехай функцiя f(z) аналiтична в областi r0 < |z| <∞, тобто в околi точки

z = ∞. Тодi точка z = ∞ є для функцiї f(z) або iзольованою особливою
точкою, або точкою аналiтичностi. Функцiя f(z) розвивається в областi r0 <
|z| <∞ у збiжний ряд Лорана

f(z) =
∞∑

k=−∞

ckz
k =

∞∑
k=0

ckz
k +

c−1

z
+
c−2

z2
+ . . . (15.9)

Означення 15.2. Лишком функцiї f(z) в нескiнченно вiддаленiй точцi z =
∞ (позначається res

z=∞
f(z)) називається число

−c−1,

де c−1 — коефiцiєнт при 1
z ряду Лорана (15.9) для функцiї f(z) в околi не-

скiнченно вiддаленої точки, тобто

res
z=∞

f(z) = −c−1. (15.10)

Якщо функцiя f(z) аналiтична в областi D : r0 < |z| <∞, то

c−1 =
1

2πi

∫
|ξ|=r

f(ξ) dξ,

де |ξ| = r, r > r0, орiєнтована проти годинникової стрiлки. Отже, внаслiдок
(10.10) маємо ∫

γr

f(ξ) dξ = 2πi res
z=∞

f(z), (15.11)

де γr – коло |ξ| = r, орiєнтоване за годинниковою стрiлкою.

Зауваження. Формули (15.2) та (15.11) можна об’єднати наступним чином:
якщо функцiя f(z) аналiтична в проколотому околi точки z = a (a 6=∞ або
a =∞), то ∫

γρ

f(ξ) dξ = 2πi res
z=a

f(z)
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де γρ – границя цього околу. При обходi γρ область, обмежена контуром γρ у
формулах (15.2) i (15.11) залишається злiва.

Якщо точка z = ∞ є нулем порядку n функцiї f(z), то в околi цiєї нескi-
ченно вiддаленої точки функцiя f(z) розвивається у ряд Лорана вигляду

f(z) =
c−n
zn

+
c−(n+1)

zn+1
+ . . . ,

де c−n 6= 0. При z →∞ має мiсце асимптотична формула

lim
z→∞

f(z)zn

c−n
= 1,

звiдси
f(z) ∼ c−n

zn
, z →∞.

Тому при n = 1,
res
z=∞

f(z) = −c1,

а якщо n ≥ 2, то
res
z=∞

f(z) = 0.

Приклад 15.6. Оскiльки

e
1
z = 1 +

1

z
+

1

2!z2
+ . . . ,

то c−1 = 1 i
res
z=∞

e
1
z = −1.

Приклад 15.7. Нехай

f(z) =
1

z + 5
cos

1

z
,

тодi точка z =∞ є нулем першого порядку i

lim
z→∞

z cos 1
z

z + 5
= 1.

Тому
res
z=∞

f(z) = −1.
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Приклад 15.8. Нехай

f(z) =
z

z4 + 3
sin

1

z + 1
,

тодi точка z =∞ є нулем четвертого порядку:

lim
z→∞

f(z)
1
z4

= 1.

Тому
res
z=∞

f(z) = 0.

Контрольнi питання
1. Дати означення лишку функцiї f(z) у точцi z = a.

2. Чому дорiвнює лишок f(z) у точцi z = a, якщо z = a – точка аналiти-
чностi функцiї?

3. Знайти лишок функцiї
f(z) =

cos z

z3

у точцi z = 0.

4. Сформулювати правила, за якими обчислюються лишки у простому
полюсi та у кратному полюсi.

5. Обчислити лишки в полюсах функцiї

f(z) =
sin z

z3 + z2 − z − 1
.

6. Обчислити лишок функцiї

f(z) = sin
z

z + 1

у точцi z = −1.

7. Дати означення лишку функцiї у нескiнченно вiддаленiй точцi.
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8. Обчислити лишок функцiї

f(z) = z cos2 π

z

у точцi z =∞.

9. Знайти лишки функцiй в усiх iзольованих особливих точках

1) f(z) =
1

z2 − z4
;

2) f(z) =
zeiz

z2 + 1
;

3) f(z) =
cos z2 − 1

z4
.
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16. Застосування лишкiв

16.1. Основна теорема теорiї лишкiв
Теорема 16.1. (Основна теорема теорiї лишкiв) Нехай функцiя f(z)
аналiтична в обмеженiй одноз’язнiй областi D, за виключенням скiнченно-
го числа iзольованих особливих точок z1, z2, . . . , zn i нехай γ – спрямлювана
замкнена крива, яка лежить в областi D i мiстить всерединi себе точки
z1, z2, . . . , zn. Тодi ∮

γ

f(z)dz = 2πi
n∑
k=1

res
z=zk

f(z). (16.1)

Крива γ орiєнтована в додатному напрямi, тобто обхiд по кривiй здiйсню-
ється проти годинникової стрiлки.

Доведення. Нехай γk, k = 1, 2, . . . , n – коло достатньо малого радiуса з
центром в точцi zk, орiєнтоване проти годинникової стрiлки.
Згiдно iнтегральної теореми Кошi для багатозв’язної областi (роздiл 8.4,

формула (8.8)), отримаємо∮
γ

f(ζ) dζ =
n∑
k=1

∮
γk

f(ζ) dζ.

Звiдси, використовуючи формулу (15.2), отримаємо формулу (16.1). Згiдно
цiєї формули обчислення iнтеграла вiд функцiї f(z) по замкненому контуру
γ зводиться до знаходження лишкiв в особливих точках цiєї функцiї, якi
мiстяться всерединi γ.

Наслiдок 16.1. Нехай функцiя f(z) аналiтична у розширенiй комплекснiй
площинi C, за виключенням скiнченного числа iзольованих особливих точок.
Тодi сума всiх лишкiв функцiї f(z), включно з лишком в точцi z = ∞,
дорiвнює нулю, тобто

n∑
k=1

res
z=zk

f(z) + res
z=∞

f(z) = 0, (16.2)

де zk, k = 1, 2, . . . , n – особливi точки функцiї f(z), а точка z = ∞ є або
особливою, або точкою аналiтичностi функцiї f(z).
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Доведення. Нехай γ – орiєнтоване в додатньому напрямi коло |z| = R, де
R вибрано так, що всi точки zk, k = 1, 2, . . . , n, лежать всерединi γ. За
теоремою 16.1 ∮

γ

f(s)ds = 2πi
n∑
k=1

res
z=zk

f(z).

З iншого боку, з формули (15.11) випливає, що∮
γ

f(s)ds = −2πires
z=∞

f(z).

З цiєї i попередньої формули отримуємо рiвнiсть (16.2).

16.2. Обчислення iнтегралiв по контуру
Розглянемо приклади обчислення iнтегралiв по замкненому контуру за до-

помогою лишкiв.

Приклад 16.1. Нехай
f(z) =

cos z

z5
,

знайти ∮
|z|=2

f(ζ)dζ.

Оскiльки в крузi |z| < 2 функцiя f(z) має одну особливу точку z = 0 i

f(z) =
1

z5
− 1

2!z3
+

1

4!z
+ . . . ,

то
res
z=0

f(z) = c−1 =
1

4!
.

Отже, ∮
|z|=2

cos z

z5
dz =

πi

12
.
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Приклад 16.2. Знайти

I =

∮
|z−2i|=2

f(z)dz,

якщо

f(z) =
1

ez + 1
.

Оскiльки функцiя f(z) має в крузi |z − 2i| < 2 одну особливу точку, а
саме полюс першого порядку z = πi, то за формулою (15.4) знайдемо

res
z=πi

f(z) =
1

(ez + 1)′|z=πi
=

1

eπi
= −1.

Таким чином, I = −2πi.

Приклад 16.3. Нехай

f(z) = (2z − 1) cos
z

z − 1
.

Знайти
I =

∮
|z|=2

f(z)dz.

Оскiльки функцiя f(z) аналiтична в крузi |z| < 2, крiм точки z = 1, яка є
суттєво особливою, то маємо

cos
z

z − 1
= cos(1 +

1

z − 1
) =

= cos 1 · cos
1

z − 1
− sin 1 · sin 1

z − 1
=

= cos 1

(
1− 1

2(z − 1)2
+ . . .

)
− sin 1

(
1

z − 1
− 1

3!(z − 1)3
+ . . .

)
,

2z − 1 = 2(z − 1) + 1.

Звiдси знаходимо коефiцiєнт c−1 при (z−1)−1 ряду Лорана для функцiї f(z):

c−1 = −(cos 1 + sin 1).

Отже,
I = 2πic−1 = −2πi(cos 1 + sin 1).
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Приклад 16.4. Обчислити iнтеграл

I =

∮
|z|=4

e1/(z−1)

z − 2
dz.

Функцiя

f(z) =
1

z − 2
e

1
z−1

в крузi |z| < 4 має двi особливi точки: z = 1 i z = 2. Тому

I = 2πi
(
res
z=1

f(z) + res
z=2

f(z)
)
.

Оскiльки

e
1
z−1 = 1 +

∞∑
k=1

1

k!(z − 1)k
,

1

z − 2
= − 1

1− (z − 1)
= −

∞∑
k=0

(z − 1)k,

то

res
z=1

f(z) =res
z=1

(
−
∞∑
k=0

(z − 1)k ·

(
1 +

∞∑
k=1

1

k!(z − 1)k

))
=

=−
∞∑
k=1

1

k!
= −(e− 1) = 1− e.

Отже,
res
z=2

f(z) = c−1 = e
1
z−1 |z=2 = e

i
I = 2πi.

16.3. Обчислення iнтегралiв вiд функцiй дiйсної
змiнної за допомогою лишкiв

1. Нехай R(cos t, sin t) – рацiональна функцiя вiд cos t, sin t, неперервна на
вiдрiзку 0 ≤ t ≤ 2π. За формулами Ейлера

cos t =
1

2
(eit + e−it),
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sin t =
1

2
(eit − e−it).

Зробимо замiну z = eit. Зрозумiло, що |z| = 1 i при зростаннi t вiд 0 до
2π точка z = eit опише коло |z| = 1, орiєнтацiя якого – проти годинникової
стрiлки. Запишемо

cos t =
1

2

(
z +

1

z

)
, sin t =

1

2i

(
z − 1

z

)
,

dz = ieit dt, або dt =
dz

iz
.

Iнтеграли вигляду

I =

2π∫
0

R(cos t, sin t) dt, (16.3)

зводяться до iнтегралiв по замкненому контуру

I =

∮
|z|=1

R̃(z) dz, (16.4)

де R̃(z) = − i
zR
(

1
2

(
z + 1

z

)
, 1

2i

(
z − 1

z

))
– рацiональна функцiя. Оскiльки R̃(z)

аналiтична на контурi |z| = 1, має скiнченне число особливих точок при
|z| < 1, то iнтеграл (16.4) можна обчислити за теоремою про лишки

I = 2πi
n∑
k=1

res
z=zk

R̃(z),

де z1, z2, ..., zn – полюси рацiональної функцiї R̃(z), якi лежать в крузi |z| < 1.

Приклад 16.5. Зробимо замiну z = eit при обчисленнi iнтеграла

I =

2π∫
0

dt

1− 2a cos t+ a2
, 0 < |a| < 1,

отримаємо ∮
|z|=1

i dz

az2 − (a2 + 1)z + a
.
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Рiвняння
az2 − (a2 + 1)z + a = 0

має коренi

z1 = a, z2 =
1

a
.

В крузi |z| < 1 лежить лише точка z1 = a, що є полюсом першого порядку
пiдiнтегральної функцiї. За формулою (15.4) отримаємо

res
z=a

i

az2 − (a2 + 1)z + a
=

i

2az − (a2 + 1)

∣∣∣∣
z=a

=
i

a2 − 1
.

Отже,

I =
2π

1− a2
.

Приклад 16.6. Обчислити

2π∫
0

dt

cos t− 2
.

Зробимо замiну z = eit, отримаємо

2π∫
0

dt

cos t− 2
=

1

i

∮
|z|=1

dz

z
(
z+z−1

2 − 2
) =

2

i

∮
|z|=1

dz

z2 − 4z + 1
.

Функцiя

R̃(z) =
2

i

1

z2 − 4z + 1

має 2 простих полюси

z1 = 2−
√

3, z2 = 2 +
√

3.

В крузi |z| < 1 лежить лише точка z1 = 2−
√

3. Отже,

2π∫
0

dt

cos t− 2
= 2πi res

z=2−
√

3

1

z2 − 4z + 1
= − 2π√

3
.
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2. Iнтеграли вiд рацiональних функцiй.
Обчислимо iнтеграл

I =

∞∫
−∞

R(x) dx, (16.5)

де R(x) – рацiональна функцiя,

R(x) =
Pm(x)

Qn(x)
,

Pm(x), Qn(x) – многочлени вiдповiдно степеня m i n, причому m ≤ n + 2.
Нехай функцiя R(x) не має полюсiв на дiйснiй осi, тобто iнтеграл (16.5)
збiгається. Всi полюси R(x) мiстяться всерединi деякого круга, наприклад,
|z| < R0. Щоб застосувати теорему про лишки, вiзьмемо замкнений контур
CR (рис. 16.1), який складається з пiвкола γR : |z| = R, Imz ≥ 0, R > R0, i
вiдрiзка дiйсної осi −R ≤ x ≤ R. Якщо позначити z1, z2, ..., zs, всi рiзнi полю-
си R(z) у верхнiй пiвплощинi, то усi вони потраплять у внутрiшню частину
контура CR.

−R R

γR

O

Рис. 16.1

Тобто ∫
CR

R(z) dz =

R∫
−R

R(z) dz +

∫
γR

R(z) dz = 2πi
s∑

k=1

res
z=zk

R(z). (16.6)

Покажемо, що при R→∞ iнтеграл∫
γR

R(z) dz → 0.

Справдi, степiнь чисельника m+ 2 рацiонального дробу

z2Pm(z)

Qn(z)
,
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не перевищує степеня його знаменника n. Отже, z2R(z) обмежена в деякому
околi z =∞:

|z2R(z)| ≤M, |z| ≥ R1.

Звiдси, при |z| = R > max{R0, R1}, маємо

|R(z)| ≤ M

R2
.

Тому ∣∣∣∣∣∣
∫
γR

R(z) dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ M

R2
L =

πM

R
→ 0, R→∞,

де L – довжина кола γR.
Якщо в рiвностi (16.6) R→ 0, то

∞∫
−∞

R(x) dx = lim
R→∞

R∫
−R

R(x) dx = 2πi
s∑

k=1

res
z=zk

R(z). (16.7)

3. Iнтеграли вигляду

I =

∞∫
−∞

eiαxR(x) dx,

де R(x) – рацiональна функцiя.
Iнтеграл

I =

∞∫
−∞

eiαxR(x) dx

є перетворенням Фур’є функцiї R(x). При обчисленнi таких iнтегралiв часто
використовується лема Жордана.

Лема 16.1. Лема Жордана. Нехай α > 0 i виконуються наступнi умови:
1) функцiя g(z) неперервна в областi DR0

: Im z ≥ 0, |z| ≥ R0 > 0;
2)

M(R) = max
z∈γR
|g(z)| → 0 при R→∞, (16.8)

γR – пiвколо |z| = R, Imz ≥ 0.
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Тодi
lim
R→∞

∫
γR

g(z)eiαz dz = 0. (16.9)

Доведення. Нехай z ∈ γR, R > R0. Тодi

z = Reiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π, dz = iReiϕdϕ,

|eiαz| =
∣∣∣eiαR(cosϕ+i sinϕ)

∣∣∣ = e−αR sinϕ. (16.10)

Оскiльки α > 0, то
|eiαz| ≤ 1, z ∈ γR. (16.11)

Оцiнка (16.11) є недостатньою для доведення спiввiдношення (16.9). Щоб
отримати бiльш точну оцiнку для |eiαz| на γR, використаємо нерiвнiсть

sinϕ ≥ 2

π
ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

2
. (16.12)

Оцiнимо iнтеграл I1 =
∫
γR

eiαzg(z) dz. Використовуючи (16.10), отримаємо

|I1| ≤ max
z∈γR
|g(z)|

π∫
0

e−αR sinϕRdϕ = 2RM(R)

π
2∫

0

e−αR sinϕ dϕ.

Звiдси, внаслiдок (16.12), знаходимо

|I1| ≤ 2RM(R)

π
2∫

0

e−2Rα
πϕ dϕ = M(R)

(
−π
α

)
e−2Rα

πϕ
∣∣π2
0

=

= M(R)
π

α
(1− e−αR) ≤M(R)

π

α
,

звiдки, згiдно (16.8), випливає спiввiдношення (16.9).
Лема Жордана доведена.

Розглянемо iнтеграл

I =

∞∫
−∞

eiαxR(x) dx, (16.13)
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який збiгається тодi i тiльки тодi, коли на дiйснiй осi немає полюсiв функцiї
R(z) i, крiм того, R(x) ∼ c

xk
, x→∞, k ∈ N. Це означає, що

R(z) ∼ c

zk
, z →∞, k ∈ N. (16.14)

Але з умови (16.14) випливає, що умова (16.8) виконується i за лемою Жор-
дана ∫

γR

eiαzR(z) dz → 0, R→∞, α > 0.

Отже, iнтеграл (16.13) можна обчислити за формулою

∞∫
−∞

eiαxR(x) dx = 2πi
∑

Imzk>0

res
z=zk

(
eiαzR(z)

)
. (16.15)

Зауваження 1. Якщо α < 0, то замiнивши контур γR на контур γ̃R, симе-
тричний γR вiдносно дiйсної осi, отримаємо формулу

∞∫
−∞

eiαxR(x) dx = −2πi
∑

Imzk<0

res
z=zk

(
eiαzR(z)

)
.

Зауваження 2. Якщо функцiя R(x) є дiйсною при дiйсних x i α > 0, то
видiливши у формулi (16.15) дiйсну та уявну частини, отримаємо

∞∫
−∞

R(x) cos(αx) dx = −2π Im

[ ∑
Imzk>0

res
z=zk

(
eiαzR(z)

)]
, (16.16)

∞∫
−∞

R(x) sin(αx) dx = 2π Re

[ ∑
Imzk>0

res
z=zk

(
eiαzR(z)

)]
. (16.17)

Немає необхiдностi запам’ятовувати формули (16.15) – (16.17). Бiльш ва-
жливо засвоїти тi методи, за допомогою яких цi формули можна отримати.
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Приклад 16.7. Обчислити iнтеграл

I =

∞∫
−∞

(x− 1) cos 5x

x2 − 2x+ 5
dx.

Використовуючи формулу (16.16), дiстаємо

I = −2π Im

[
res

z=1+2i

(
ei5z

z − 1

z2 − 2z + 5

)]
.

Оскiльки пiдiнтегральна функцiя має у верхнiй пiвплощинi єдиний полюс
першого порядку, за формулою (15.4) знаходимо

res
z=1+2i

ei5z
z − 1

z2 − 2z + 5
=

ei5z(z − 1)

(z2 − 2z + 5)′

∣∣∣∣
z=1+2i

=
e−10

2
(cos 5 + i sin 5).

Отже,
I = −πe−10 sin 5.

Iнтеграли вигляду

I =

∞∫
−∞

eiαxR(x) dx

можна обчислювати за допомогою лишкiв i в тому випадку, коли рацiональна
функцiя має на дiйснiй осi полюси першого порядку.

Приклад 16.8. Обчислити iнтеграл

I =

∞∫
−∞

sinx

x
dx. (16.18)

Нехай Γρ,R – контур зображений на рис. 16.2. Тут пiвколо Cρ орiєнтоване
за годинниковою стрiлкою, а пiвколо CR – проти годинникової стрiлки.

−R R−ρ ρ

CR

Cρ

O x

y

Рис. 16.2
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Iнтеграл ∫
Γρ,R

eiz

z
dz = 0,

оскiльки функцiя eiz

z аналiтична всерединi контура Γρ,R. З iншого боку, цей
iнтеграл дорiвнює сумi iнтегралiв, що обчислюються вздовж Cρ i CR та
по вiдрiзках [−R;−ρ], [ρ;R].
Для оцiнки iнтеграла вздовж Cρ скористаємось тим, що головна части-

на ряду Лорана функцiї eiz

z в околi точки z = 0 дорiвнює 1
z . Тобто

eiz

z
=

1

z
+ h(z),

де функцiя h(z) аналiтична у точцi z = 0.
Якщо z ∈ Cρ, то z = ρeiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π, dz = iρeiϕdϕ i∫

Cρ

eiz

z
dz = i

∫ 0

π

dϕ = −iπ.

Функцiя h(z) обмежена в околi точки z = 0, отже
∫
Cρ

h(z)dz → 0 при

ρ→ 0. Звiдси отримаємо∫
Cρ

eiz

z
dz = i

∫ 0

π

dϕ→ −iπ при ρ→ 0. (16.19)

Iнтеграл вздовж CR прямує до 0 при R→∞ (за лемою Жордана). Сума
iнтегралiв по вiдрiзках [−R;−ρ], [ρ;R] дорiвнює

−ρ∫
−R

eix

x
dx+

R∫
ρ

eix

x
dx =

R∫
ρ

eix − e−ix

x
dx = 2i

R∫
ρ

sinx

x
dx.

Отже,

0 = Iρ,R = 2i

R∫
ρ

sinx

x
dx− iπ + α(ρ) + β(R), (16.20)

де α(ρ) → 0 при ρ → 0, β(R) → 0 при R → ∞. Оскiльки iнтеграл (16.18)
збiгається, то iснує

lim
ρ→0,R→∞

∫ R

ρ

sinx

x
dx = I.
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Знайдемо у (16.20) границю при ρ→ 0, R→∞:

2iI = iπ,

тобто
I =

π

2
.

Приклад 16.9. Обчислити iнтеграл

I =

∞∫
0

cosαx− cos βx

x2
dx, α ≥ 0, β ≥ 0.

Розглянемо iнтеграл

Iρ,R =

∫
Γρ,R

eiαz − eiβz

z2
dz, (16.21)

де контур Γρ,R вказаний на рис. 16.2. Цей iнтеграл внаслiдок теореми Кошi
дорiвнює нулю. З iншого боку, iнтеграл (16.21) дорiвнює сумi iнтегралiв
вздовж Cρ, CR, [−R;−ρ], [ρ;R]. Для пiдiнтегральної функцiї

f(z) =
eiαz − eiβz

z2

точка z = 0 є простим полюсом. Тому

res
z=0

f(z) = i(α− β).

Як в прикладi 16.8, можна показати, що iнтеграл по Cρ прямує до π(α−
β) при ρ→ 0, а iнтеграл по CR прямує до нуля при R→∞. Сума iнтегралiв
вздовж вiдрiзкiв дорiвнює∫ R

ρ

(
eiαx + e−iαx

x2
− eiβx − e−iβx

x2

)
dx = 2

∫ R

ρ

cosαx− cos βx

x2
dx.

Перейдемо у рiвностi

2

∫ R

ρ

cosαx− cos βx

x2
dx+ π(α− β) + ε1(ρ) + ε2(R) = 0
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до границi при ρ→ 0, R→∞:

2I + π(β − α) = 0.

Тобто
I =

π

2
(α− β).

16.4. Принцип аргументу i його наслiдки
Важливим застосуванням теорiї лишкiв є обчислення iнтегралiв вигляду

1

2πi

∮
Γ

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ,

де f(z) – функцiя однозначна в областi D i має в цiй областi лише скiнченну
кiлькiсть полюсiв i нулiв.

Теорема 16.2. (Принцип аргументу). Нехай функцiя f(z) – аналiтична
в областi G за виключенням полюсiв i нехай D – обмежена однозв’язна
область, яка мiститься в областi G разом iз своєю межею Γ.
Якщо функцiя f(z) не має на Γ нi нулiв, нi полюсiв, а всерединi Γ може

мiститись лише скiнченна кiлькiсть полюсiв цiєї функцiї, то

1

2πi

∮
Γ

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = N − P, (16.22)

де P – число полюсiв, а N – число нулiв функцiї f(z) в областi D. При цьому
кожен нуль рахується стiльки разiв, яка його кратнiсть, а кожен полюс
– стiльки разiв, який його порядок.

Доведення. Число нулiв функцiї f(z) в областi D скiнченне, оскiльки якщо
б воно було нескiнченним, то iснувала б гранична точка нулiв функцiї f(z),
яка лежить в областi G, звiдси, f(z) ≡ 0 в D за теоремою єдиностi.
Особливими точками пiдiнтегральної функцiї

g(z) =
f ′(z)

f(z)
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є лише нулi i полюси f(z), i за основною теоремою про лишки 16.1 лiва
частина (16.22) дорiвнює сумi лишкiв, обчислених у всiх нулях i полюсах
функцiї f(z), якi лежать в областi D.
Нехай z = a – нуль функцiї f(z) кратностi n. Тодi

f(z) = (z − a)nh(z),

де h(z) – функцiя, аналiтична в точцi z = a, h(a) 6= 0.
Отже,

g(z) =
f ′(z)

f(z)
=

n

z − a
+
h′(z)

h(z)
.

Звiдси знаходимо
res
z=a

g(z) = n,

тобто лишок функцiї g(z) в точцi z = a, яка є нулем f(z), дорiвнює кра-
тностi цього нуля.
Якщо z = b – полюс функцiї f(z) порядку p, то

f(z) = (z − b)−pη(z),

де η(z) – функцiя, аналiтична в точцi z = b, η(b) 6= 0. Звiдси отримаємо

g(z) =
−p
z − b

+
η′(z)

η(z)
.

Отже,
res
z=b

g(z) = −p,

тобто лишок функцiї g(z) в точцi z = b, яка є полюсом f(z), дорiвнює
порядку цього полюса, взятому з протилежним знаком.
Таким чином, лiва частина у спiвводношеннi (16.22) дорiвнює рiзницi

мiж сумою кратностей нулiв i сумою порядкiв полюсiв функцiї f(z). От-
же, формула (16.22) доведена.

Зауваження. Формула (16.22) є справедливою також для багатозв’язної
областi D.
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Наслiдок 16.2. Згiдно основної теореми про лишки формулу (16.22) можна
записати таким чином

1

2π
4Γ arg f(z) = N − P, (16.23)

де 4Γ arg f(z) – прирiст аргумента функцiї f(z) при обходi кривої Γ в дода-
тному напрямi (при проходженнi кривої Γ область D залишається злiва).

Доведення. За умовою функцiя f(z) аналiтична в околi кривої Γ i f(z) 6= 0
в точках кривої Γ. Отже, f(z) 6= 0 в деякому околi кривої Γ i в цьому околi
можна видiлити аналiтичну гiлку функцiї ln f(z). Оскiльки

[ln f(z)]′ =
f ′(z)

f(z)
,

то
1

2πi

∮
Γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∮
Γ

d [ln f(z)] = 4Γ ln f(z), (16.24)

де 4Γ ln f(z) – прирiст (змiна) функцiї ln f(z) при обходi точкою z замкну-
того контура Γ в додатному напрямi. Але

ln f(z) = ln |f(z)|+ i arg f(z),

де ln |f(z)| – однозначна функцiя, i тому

4Γ ln |f(z)| = 0.

Отже,

4Γ ln f(z) = i4Γ arg f(z),

а з формули (16.24) будемо мати

1

2πi

∫
Γ

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2π
4Γ arg f(z).

Звiдси, внаслiдок (16.22), випливає формула (16.23).

Рiвнiсть (16.23) вiдома пiд назвою “принцип аргумента”. Згiдно рiвностi
(16.23) рiзниця мiж числом нулiв i числом полюсiв функцiї f(z) всерединi
контура Γ дорiвнює змiнi аргумента цiєї функцiї при обходi контура Γ, по-
дiленому на 2π (за умови, що функцiя f(z) аналiтична всерединi контура
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Γ та на самому контурi Γ, за виключенням скiнченного числа полюсiв i не
обертається в нуль на Γ).

З’ясуємо геометричний змiст 4Γ arg f(z). Нехай Γ′ – образ кривої Γ при
вiдображеннi ω = f(z).

u

υ

O

ωz

ω
Γ′

x

y

O

Γ

ω = f(z)

Якщо точка z обходить весь контур Γ, то точка ω проходить замкнений
контур Γ′. Змiна аргумента функцiї f(z) на контурi Γ визначається числом
повних обертiв, якi здiйснює вектор Oω при русi точки ω по замкненому кон-
туру Γ′. Якщо вектор Oω не робить жодного повного оберту навколо точки
ω = 0, то 4Γ arg f(z) = 0.

Контрольнi питання
1. Сформулювати основну теорему теорiї лишкiв та наслiдок з неї про

суму всiх лишкiв функцiї f(z).

2. За допомогою лишкiв обчислити iнтеграли

1)
∮
|z|=2

z

z2 − 1
dz; 2)

∮
|z|=1

sin 3z

z4
dz.
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3. За допомогою лишкiв обчислити визначенi iнтеграли

1)
2π∫

0

sin2 t

5 + 4 cos t
dt; 2)

2π∫
0

dt

2 + sin t
dt.

4. За допомогою лишкiв обчислити iнтеграли вiд рацiональних функцiй

1)
∞∫

−∞

x− 1

(x2 + 1)2dx; 2)
∞∫

0

x2 + 3

x4 + 3x2 + 2
dx.

5. Сформулювати лему Жордана.

6. За допомогою лишкiв обчислити iнтеграли

1)
∞∫

0

x sin x
2

x2 + 4
dx; 2)

∞∫
−∞

sin 2x

(x2 − x+ 1)2 dx.

7. Чи можна обчислити iнтеграл вигляду

I =

∞∫
−∞

eiαxR(x) dx

за допомогою лишкiв у випадку, коли рацiональна функцiя R(x) має на
дiйснiй осi полюси першого порядку?

8. Сформулювати принцип аргументу.

9. За допомогою принципу аргументу обчислити iнтеграл∫
|z|= π

10

cos z

sin z
dz.
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17. Конформнi вiдображення
Поняття конформного вiдображення належить до числа важливих понять

математики. Воно виникло при дослiдженнi фiзичних процесiв i має численнi
важливi застосування у рiзних областях фiзики. За допомогою методу кон-
формних вiдображень з успiхом розв’язуються задачi гiдро- i аеродинамiки,
теорiї пружностi, теорiї електростатичного, магнiтного та теплового полiв.

Починаючи з середини XIX-го столiття конформнi вiдображення ши-
роко використовуються як математичний апарат при вивченнi механiки
навколишнього середовища. Серед iнiцiаторiв такого використання були
М. Є.Жуковський, С. О. Чаплигiн (гiдро- i аеродинамiка), Г.В. Колосов та
М.I.Мусхелiшвiлi (теорiя пружностi).

Роглянемо поняття конформного вiдображення i загальнi принципи теорiї
конформних вiдображень. Обмежимося тим, що будемо пояснювати природу
цих принципiв на прикладах, не наводячи їх доведень, оскiльки доведення
виходять за межi даного курсу.

17.1. Поняття конформного вiдображення
Нехай задано неперервне i взаємнооднозначне вiдображення областi D на

деяку область D∗:
w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y). (17.1)

Припустимо, що функцiї u(x, y) i v(x, y) диференцiйовнi в областi D. Фiксує-
мо довiльну точку z0 ∈ D i в околi цiєї точки замiнимо прирости функцiй u i v
диференцiалами. За означенням диференцiала прирости можна представити
у виглядi 

u− u0 =
∂u

∂x
(x− x0) +

∂u

∂y
(y − y0) + η1δ,

v − v0 =
∂v

∂x
(x− x0) +

∂v

∂y
(y − y0) + η2δ,

(17.2)

де частиннi похiднi обчислюються у точцi z0,

δ =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2,

а η1, η2 прямують до нуля при δ → 0. Замiна приростiв диференцiлами по-
лягає у вiдкиданнi у спiввiдношеннi (17.2) членiв η1δ i η2δ, якi є нескiнченно
малими бiльш високого порядку, нiж першi доданки. За припущенням(

∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
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та (
∂v

∂x

)2

+

(
∂v

∂y

)2

вiдмiннi вiд нуля.
Геометрично ця замiна рiвносильна замiнi вiдображення w = f(z) систе-

мою наступних вiдображень:
u− u0 =

∂u

∂x
(x− x0) +

∂u

∂y
(y − y0),

v − v0 =
∂v

∂x
(x− x0) +

∂v

∂y
(y − y0),

(17.3)

якi називаються головними лiнiйними частинами вiдображення (17.1). Вiд-
ображення (17.3) можна записати у виглядi{

u = ax+ by + l,

v = cx+ dy +m,
(17.4)

де 

a =
∂u

∂x
, b =

∂u

∂y
,

c =
∂v

∂x
, d =

∂v

∂y
,

l = u0 − x0
∂u

∂x
− y0

∂u

∂y
,

m = v0 − x0
∂v

∂x
− y0

∂v

∂y

(17.5)

не залежать вiд x та y. Цi вiдображення є лiнiйним перетворенням площини
(x, y).

Розглянемо основнi властивостi лiнiйних перетворень. Кожне лiнiйне пере-
творення (17.4) однозначно визначене на площинi z. За умови, що визначник

∆ =

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣
вiдмiнний вiд нуля, обернене до (17.4) перетворення

x =
1

∆
(du− bu− dl − bm),

y =
1

∆
(−cu+ av + lc− am),

(17.6)
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також однозначно визначене у всiй площинi w. Таким чином, якщо ∆ 6= 0,
то перетворення (17.4) здiйснює взаємнооднозначне перетворення площини z
на площину w.

Розглянемо множину паралельних прямих з кутовим коефiцiєнтом

k = tgϕ,

тобто прямих
y = kx+ c.

При замiнi x та y за формулами (17.6) цiй множинi вiдповiдає також множина
паралельних прямих

−cu+ av + cl − am = k(du− bu− dl + bm) + c∆

з кутовим коефiцiєнтом

k∗ = tg θ =
c+ kd

a+ kb
.

Звiдси випливає, що вiдображення (17.4) перетворює квадрати на площинi z
у паралелограми на площинi w.

Нехай z0 = x0 + iy0, w0 = u0 + iv0 – пара взаємновiдповiдних точок при
вiдображеннi (17.4). Тодi це вiдображення можна переписати у виглядi{

u− u0 = a(x− x0) + b(y − y0),

v − v0 = c(x− x0) + d(y − y0),
(17.7)

а обернене вiдображення у виглядix− x0 =
d

∆
(u− u0)−

b

∆
(v − v0),

y − y0 = − c

∆
(u− u0) +

a

∆
(v − v0).

(17.8)

Щоб вивести формули (17.7) i (17.8) достатньо пiдставити у спiввiдноше-
ння (17.4) i (17.6) отриманi рiвняння. Враховуючи формули (17.8), можна
стверджувати, що кола з центром в точцi z0

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = r2

при вiдображеннi (17.3) переходять в елiпси з центром в точцi w0

(d2 +c2)(u−u0)
2−2(bd+ac)(u−u0)(v−v0)+(b2 +a2)(v−v0)

2 = ∆2r2. (17.9)
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Виникає питання: яким умовам повиннi задовольняти коефiцiєнти вiдобра-
ження (17.3), щоб при його використаннi образом кола було коло? Зi спiввiд-
ношення (17.9) випливає, що для цього необхiдно i достатньо виконання умов

bd+ ac = 0, a2 + b2 = c2 + d2. (17.10)

З першої з них маємо
a

d
= −b

c
= λ,

звiдки
a = λd, b = −λc.

Пiдставивши цi рiвностi в друге рiвняння (17.10), отримаємо

λ2 = 1 або λ = ±1.

Випадок λ = 1 приводить до спiввiдношень

a = d, b = −c. (17.11)

Тодi ∆ = ad− bc = a2 + b2 > 0. Позначимо через

a = d =
√

∆ cosα,

c = −b =
√

∆ sinα.

Це можливо, оскiльки(
a√
∆

)2

+

(
b√
∆

)2

=
a2 + b2

∆
= 1.

Перетворення (17.4) перепишемо у виглядi:

u =
√

∆(cosαx− sinαy) + l,

v =
√

∆(sinαx+ cosαy) +m.

Цi спiввiдношення можна записати у комплекснiй формi таким чином

u+ iv =
√

∆(cosα + i sinα)(x+ iy) + l + im.

Тому
w = zA+B, (17.12)
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де
A =

√
∆eiα, B = l + im. (17.13)

Звiдси отримаємо, що за умов (17.11) лiнiйне перетворення (17.4) зводится
до зсуву площини z на вектор B = l + im, повороту на кут α = Arg A та
розтягу з коефiцiєнтом

√
∆ = |A|.

У випадку λ = −1 маємо

a = −d, b = c (17.14)

i ∆ = a2− b2 < 0. Виконавши аналогiчнi дiї, переконуємось, що перетворення
(17.4) можна записати таким чином

w =
√
−∆eiαz +B. (17.15)

За умов (17.14) до розглянутих вище перетворень додається ще перехiд вiд
z до z, тобто симетрiя вiдносно дiйсної осi.

З геометричного змiсту перетворень (17.12) i (17.15) зрозумiло, що вони
зберiгають подiбнiсть фiгур, зокрема, зберiгають кути мiж прямими, пере-
творюють квадрати на площинi z на квадрати на площинi w.

Лiнiйнi перетворення, якi мають таку властивiсть, називаються ортого-
нальними. Таким чином, умова (17.10) є умовою ортогональностi перетво-
рення (17.4). Зазначимо, що перетворення (17.12) зберiгає напрям обходу за-
мкнених контурiв, а (17.15) змiнює його на протилежний обхiд. Умови (17.11)
визначають ортогональнi перетворення, якi зберiгають орiєнтацiю, а умови
(17.14) – ортогональнi перетворення, якi змiнюють її.

Взаємнооднозначене вiдображення

w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

областi D на область D∗ називається конформним, якщо в околi довiльної
точки областi D головна лiнiйна частина цього вiдображення є ортогональне
перетворення, яке зберiгає орiєнтацiю.

17.2. Основнi властивостi конформних вiдображень
Розглянемо двi основнi властивостi конформних вiдображень:
1) Конформнi вiдображення перетворюють нескiнченно малi кола в кола з

точнiстю до малих вищих порядкiв (кругова властивiсть).
2) Конформнi вiдображення зберiгають кути мiж кривими в точках їх пе-

ретину (властивiсть збереження кутiв).

197



Враховуючи формули (17.5) i (17.11), можна записати умови комформностi
вiдображення (17.1) у виглядi

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (17.16)

причому повинно бути

∆ =

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂v

∂x

)2

= |f ′(z0)|2 6= 0. (17.17)

Таким чином, умови конформностi є умовами Кошi-Рiмана диференцiйов-
ностi (аналiтичностi) функцiї f(z) в областi D, причому нерiвнiсть (17.17)
показує, що похiдна f ′(z) повинна бути скрiзь вiдмiнною вiд нуля.

Далi маємо
∂u

∂x
=
∂v

∂y
=
√

∆ cosα,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
=
√

∆ sinα.

Звiдси легко отримати геометричну iнтерпретацiю похiдної вiд функцiї ком-
плексної змiнної:

|f ′(z)| =
√

∆, arg f ′(z) = α, (17.18)

тобто модуль i аргумент похiдної f ′(z) означають вiдповiдно коефiцiєнт роз-
тягу i кут повороту головної лiнiйної частини вiдображення w = f(z) у точцi
z.

Мiркування, проведенi у цьому пунктi, приводять до наступного виснов-
ку: для того, щоб функцiя w = f(z) здiйснювала конформне вiдображення
областi D, необхiдно i достатньо, щоб в цiй областi вона була:

1) однолистою;

2) аналiтичною;

3) щоб скрiзь у областi D похiдна f ′(z) була вiдмiнною вiд нуля.

Зауважимо, якщо f ′(z0) = 0, то в околi точки z0 тейлорiвське розвинення
рiзницi f(z)− w0 має вигляд

f(z)− w0 = cn(zn − z0)
n + cn+1(z − z0)

n+1 + . . . , (17.19)
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де n ≥ 2, cn 6= 0. Звiдси випливає, що при малих |z − z0| = r вiдображення,
що здiйснюється функцiєю f(z), вiдрiзняється на нескiнченно малi вищого
порядку вiд вiдображення

w − w0 = cn(z − zn)n. (17.20)

Вiдображення, обернене до (17.20), має в w0 точку розгалуження n-го по-
рядку, тобто вiдображення (17.20) неоднолисте в околi точки z0. Отже, вiд-
ображення w = f(z) неоднолисте в околi точки z0. Таким чином, умову 3)
можна вiдкинути, бо вона випливає з умови 1) (однолистостi вiдображення).

Зауважимо, що i навпаки, умова f ′(z0) 6= 0 забезпечує однолистiсть вiд-
ображення в достатньо малому околi точки z0 – це доводиться так само, як
i попереднє твердження. Однак, якщо умова f ′(z) 6= 0 виконується в кожнiй
точцi областi D, то звiдси ще не випливає однолистiсть вiдображення у всiй
областi навiть при умовi її аналiтичностi. Наприклад, в пiвкiльцi 1 < |z| < 2,
0 < arg z < π вiдображення

w = z4,

очевидно, неоднолисте, але в довiльнiй точцi пiвкiльця
∂w

∂z
= 4z3 6= 0.

17.3. Основна задача теорiї конформних
вiдображень. Теорема Рiмана

Розглянемо рiзнi конформнi вiдображення, що здiйснюються аналiтичними
функцiями. Область D, в якiй аналiтична функцiя однолиста, за допомогою
цiєї функцiї конформно вiдображається на деяку область D∗.

Основна задача теорiї конформних вiдображень. Задано областi D
i D∗; потрiбно побудувати функцiю, яка здiйснює конформне вiдображення
однiєї з цих областей на iншу.

Оскiльки для розв’язання цiєї задачi не iснує достатньо простого алгори-
тму, то розвиток теорiї конформних вiдображень йде в таких напрямках:

1) з’ясовуються загальнi умови iснування конформного вiдображення i йо-
го єдиностi;

2) визначаються рiзнi частиннi класи областей, вiдображення яких можна
здiйснювати за допомогою комбiнацiї елементарних функцiй;
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3) за допомогою загальних властивостей аналiтичних функцiй дослiджую-
ться рiзнi властивостi конформних вiдображень, в залежностi вiд обла-
стей, що вiдображаються;

4) розробляються наближенi методи конформних вiдображень.

Зупинимось на першiй з перерахованих проблем. Багатозв’язну область
неможливо взаємнооднозначно i неперервно вiдобразити на однозв’язну.

Неможливо, наприклад, конформно вiдобразити площину z на обмежену
область D∗ площини w.

Однак, двi довiльнi однозв’язнi областi, границi яких складаються бiльш
нiж з однiєї точки, виявляється можна конформно вiдобразити одну на iншу
i при цьому багатьма способами.

Справедлива основна теорема теорiї конформних вiдображень.

Теорема 17.1. Рiмана. Якi б не були однозв’язнi областi D i D∗ (границi
яких складаються бiльш нiж з однiєї точки) i якi б не були заданi точки
z0 з D i w0 з D∗ i дiйсне число α0, iснує одне i тiльки одне комформне
вiдображення

w = f(z) (17.21)

областi D на область D∗ таке, що

f(z0) = w0, arg′(z0) = α0. (17.22)

Доведення цiєї теореми виходить за межi курсу.

Контрольнi питання
1. Записати вiдображення

ω = f(z) = u(x, y) + iv(x, y),

яке є лiнiйним перетворенням площини (x, y).

2. Якi властивостi має лiнiйне перетворення? Зокрема, куди переводить
вiдображення, що є лiнiйним перетворенням площини (x, y) кола iз фi-
ксованим центром?
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3. Якi лiнiйнi перетворення називаються ортогональними? Яким умовам
має задовольняти ортогональне перетворення, щоб воно зберiгало орi-
єнтацiю?

4. Сформулювати означення конформного вiдображення у термiнах пе-
ретворення площини (x, y), тобто охарактеризувати перетворення пло-
щини (x, y), яке задає конформне вiдображення ω = f(z) = u(x, y) +
iv(x, y).

5. Пояснити, що означає кругова властивiсть конформного вiдображення
та властивiсть збереження кутiв.

6. Навести необхiднi та достатнi умови конформного вiдображення фун-
кцiєю ω = f(z) у областi D.

7. Сформулювати основну задачу теорiї конформних вiдображень.

8. Сформулювати теорему Рiмана.
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18. Лiнiйнi та iншi найпростiшi
вiдображення

Даний параграф присвячено розгляду деяких вiдображень (зокрема кон-
формних), якi виконуються за допомогою деяких аналiтичних функцiй.

18.1. Лiнiйна функцiя. Цiла лiнiйна функцiя
Нехай задано функцiю

w = az + b, (18.1)

де a, b – деякi сталi комплекснi числа (a 6= 0). Вiдображення (18.1) буде
конформним у всiй C (w′ = a 6= 0) i крiм того взаємнооднозначним. Спочатку
розглянемо три частинних випадки цього вiдображення. Для простоти, z i w
будемо зображати точками на однiй площинi.

1) w = z+ b. При такому вiдображеннi точка z переходить в точку w (Рис.
18.1). Поклавши

z = x+ iy,

w = u+ iv,

b = b1 + ib2

функцiю (18.1) запишемо у виглядi

u = x+ b1,

v = y + b2.

Цi двi рiвностi представляють вiдомi формули переносу осей координат.

Рис. 18.1
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2) w = eiαz. У цьому випадку

|w| = |z|,

argw = arg z + α.

Тобто точка z переходить в точку w як при поворотi вектора z навколо по-
чатку координат на кут α (рис. 18.2). Тобто вiдображення

w = eiαz

є поворотом навколо початку координат на кут α.

Рис. 18.2

3) w = rz, де r – дiйсна додатна стала. В цьому випадку маємо:

|w| = r|z|,

argw = arg z,

тобто точка z переходить в точку w, що лежить на прямiй Oz на вiдстанi r|z|
вiд початку координат.

Вiдображення
w = az + b

проводиться шляхом трьох простих, вище описаних перетворень.
Справдi, нехай a = reiα. Повернемо спочатку вектор Oz на кут α :

z′ = eiαz.

Далi змiнимо |z′| в r раз:
z′′ = rz′.

Останнiм зробимо паралельне перенесення точки z′′ на вектор b:

w = z′′ + b = rz′ + b = reiαz + b = az + b.
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18.2. Функцiя w = 1
z

Ця функцiя

w =
1

z

є взаємнооднозначною у всiх точках C. Причому точцi z = 0 вiдповiдає точка
w =∞. Для дослiдження цього вiдображення введемо полярнi координати:

z = γeiϕ, w = ρeiθ.

Тодi
ρ =

1

r
, θ = −ϕ. (18.2)

Проведемо коло C радiуса 1 з центром в початку координат. При вiдобра-
женнi (18.2) це коло переходить саме в себе.

Вiдображення (18.2) зручно розбити на два, бiльш простих, вiдображення

r′ =
1

r
, ϕ′ = ϕ, (18.3)

ρ = r′, θ = −ϕ′. (18.4)

У першому з цих вiдображень аргумент не змiнюється, а модуль змiнює-
ться на обернений. Точка z, яка мiститься в колi C, переходить в точку w′,
яка знаходиться зовнi кола i не лежить на продовженнi вiдрiзка Oz. Добуток
вiдстаней вiд точки O до початкової точки на вiдстань вiд точки O до вiд-
ображеної точки дорiвнює одиницi. Таке вiдображення називають iнверсiєю
вiдносно кола C. Точки z i w′, що переходять за допомогою перетворення
(18.3), одна в другу, тобто z в w′, називають взаємно симетричними вiдносно
кола C.

Покажемо як з точки α з допомогою iнверсiї побудувати точку 1
α .

Проводимо коло з центром в початку координат радiуса 1. Нехай |α| < 1.
Через α i центр кола проводимо пряму. В точцi α ставимо перпендикуляр
до побудованої прямої. Знаходимо точку A, яка є точкою перетину цього
перпендикуляра з колом. В точцi A проводимо дотичну до кола. Знаходимо
точку β, яка є перетином цiєї дотичної з прямою Oα.
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Рис. 18.3

З трикутника OAβ (рис. 18.3) маємо

|β|
1

=
1

|α|
,

тобто |α| |β| = 1. Точки α i β назива-
ють взаємно симетричними вiдносно кола
C. Зрозумiло, що argα = arg β. Отже,

β =
1

α
.

Для того, щоб отримати точку 1
α , потрiбно виконати симетричне вiдобра-

ження точки β вiдносно дiйсної осi.
Геометрична побудова точки w′ по заданiй точцi z вказана вище. Вiдобра-

ження (18.3) може бути записане у виглядi

w′ =
1

z
. (18.5)

Воно не буде аналiтичним. При такому вiдображеннi кути зберiгаються за
абсолютною величиною, але мають рiзнi напрямки.

Вiдображення (18.4) можна записати у виглядi

w = w̄′.

Це вiдображення також є конформним. Воно переводить кожну точку в то-
чку, симетричну до неї вiдносно дiйсної осi. Сукупнiсть двох неаналiтичних
вiдображень (18.3) i (18.4) дає аналiтичне (при z 6= 0) вiдображення

w =
1

z
.

Це вiдображення зберiгає кути у всiх точках площини z, включаючи z = 0
i z = ∞, якщо пiд кутом двох лiнiй при z = ∞ розумiти кут, утворений
вiдображеними лiнiями з допомогою функцiї w = 1

z .

18.3. Дробово-лiнiйна функцiя
Функцiя

w =
az + b

cz + d
, (18.6)
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де a, b, c i d – заданi сталi комплекснi числа такi, що ad − bc 6= 0, оскiльки
у протилежному випадку дробово-лiнiйна функцiя (18.6) не залежала б вiд
z. Якщо c 6= 0, то w(∞) = a

c , w(−d
c) = ∞, а якщо c = 0, то w(∞) = ∞.

Отже, дробово-лiнiйна функцiя (18.6) визначена в розширенiй комплекснiй
площинi. Зокрема, при c = 0 функцiя (18.6) є лiнiйною функцiєю.

Основнi властивостi дробово-лiнiйних вiдображень наступнi:

1) Конформнiсть.

Теорема 18.1. Дробово-лiнiйна функцiя (18.6) конформно вiдображає
розширену комплексну площину на розширену комплексну площину.

Доведення. Функцiя (18.6) аналiтична в розширенiй комплекснiй
площинi, за виключенням точки z = −d

c – полюс першого порядку.
Розв’яжемо рiвняння (18.6) вiдносно z:

z =
dω − b
−cω + a

, ad− bc 6= 0. (18.7)

Функцiя (18.7), яка є оберненою до функцiї (18.6), однозначна на роз-
ширенiй комплекснiй площинi i також є дробово-лiнiйною. Таким чи-
ном, дробово-лiнiйна функцiя однолистна в розширенiй комплекснiй
площинi.

Зауваження. Справедливе обернене твердження: якщо функцiя ω =
f(z) конформно вiдображає розширену комплексну площину на розши-
рену комплексну площину, то ця функцiя є дробово-лiнiйною.

2) Групова властивiсть.

Теорема 18.2. Сукупнiсть дробово-лiнiйних вiдображень утворює
групу, тобто

a) суперпозицiя дробово-лiнiйних вiдображень є дробово-лiнiйним вiд-
ображенням;

b) вiдображення, обернене до дробово-лiнiйного є також дробово-
лiнiйним.
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Доведення. Властивiсть b) доведена у пунктi 1. Нехай

ξ =
a1z + b1

c1z + d1
, a1d1 − b1c1 6= 0, (18.8)

ω =
a2ξ + b2

c2ξ + d2
, a2d2 − b2c2 6= 0. (18.9)

Пiдставляючи (18.8) в (18.9), отримаємо

ω =
a2

a1z+b1
c1z+d1

+ b2

c2
a1z+b1
c1z+d1

+ d2

=
a1a2z + b1a2 + c1b2z + d1b2

a1c2z + b1c2 + c1d2z + d1d2
=

=
(a1a2 + c1b2)z + b1a2 + d1b2

(a1c2 + c1d2)z + b1c2 + d1d2
.

Якщо позначити

a = a1a2 + c1b2, b = b1a2 + b2d1,

c = a1c2 + c1d2, b = b1a2 + b2d1, d = d1d2 + b1c2,

то ad− bc = (a1d1− b1c1)(a2d2− b2c2) 6= 0. Таким чином, вiдображення

ω =
az + b

cz + d
(18.10)

є дробово-лiнiйним.

Зауваження. Група дробово-лiнiйних вiдображень не комутативна.
Справдi, якщо

ω(z) =
1

3z
, ξ(z) = 3z − 3,

то
ω(ξ(z)) =

1

9z − 9
,

але
ξ(ω(z)) =

1

z
− 3

i тому
ω(ξ(z)) 6= ξ(ω(z)).
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3) Кругова властивiсть.

Теорема 18.3. При дробово-лiнiйному вiдображеннi образом довiльно-
го кола чи прямої є коло або пряма.

Доведення. Спочатку розглянемо лiнiйне вiдображення ω = az + b
(a 6= 0). Це вiдображення зводиться до перетворень подiбностi, по-
вороту i переносу (роздiл 16.1). Отже, лiнiйне вiдображення перево-
дить кола в кола, а прямi в прямi.

У випадку, коли дробово-лiнiйна функцiя

ω =
az + b

cz + d

не є лiнiйною, тобто c 6= 0, то зобразимо її у виглядi

ω = A+
B

z − z0
, (18.11)

де A = a
c , B = bc−ad

c2 , z0 = −d
c . Вiдображення (18.11) зводиться до

послiдовностi виконання наступних вiдображень:

ξ = z − z0, η =
1

ξ
, ω = A+Bη. (18.12)

Перше i третє вiдображення (18.12) мають кругову властивiсть, бо
вони лiнiйнi. Покажемо, що i друге вiдображення (18.12), тобто вiд-
ображення

ω =
1

z
, (18.13)

також має кругову властивiсть.

Рiвняння кола на площинi z = x+ iy має вигляд

α(x2 + y2) + βx+ γy + δ = 0, (18.14)

де α 6= 0.

Якщо α = 0, то (18.14) описує рiвняння прямої. Оскiльки

x2 + y2 = |z|2 = zz̄,

x =
1

2
(z + z̄), y =

1

2i
(z − z̄),
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то рiвняння (18.14) записується у виглядi

αzz̄ +Dz + D̄z + δ = 0, (18.15)

де α i δ — дiйснi числа, D = 1
2(β − iγ).

Пiдставляючи в (18.15) z = 1
ω , отримаємо

δωω̄ +Dω̄ + D̄ω + α = 0, (18.16)

Таким чином, зображенням кола (18.15) або прямої (при α = 0) при
вiдображенi (18.13) є вiдповiдно коло (18.16) або пряма (при δ = 0).

Зауважимо, що дробово-лiнiйне вiдображення

ω =
az + b

cz + d

переводить кола i прямi, якi проходять через точку z = −d
c в прямi, а

iншi кола i прямi переводить в кола.

У подальшому будемо вважати, що пряма це коло нескiнченного радiу-
са. Тому кругову властивiсть можна сформулювати наступним чином:
при дробово-лiнiйному вiдображеннi кола переходять в кола.

Дробово-лiнiйне вiдображення має наступну властивiсть збереження си-
метрiї.

Теорема 18.4. При дробово-лiнiйному вiдображеннi довiльна пара то-
чок, симетричних вiдносно кола, переходить в пару точок, симетри-
чних вiдносно образу цього кола.

Зокрема, коло може вироджуватись у пряму.
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18.4. Дробово-лiнiйне вiдображення, яке три точки
переводить у три заданi точки

Теорема 18.5. Iснує єдине дробово-лiнiйне вiдображення, яке три рiзнi то-
чки z1, z2, z3 переводить вiдповiдно в три рiзнi точки ω1, ω2, ω3. Це вiдобра-
ження визначається формулою

ω − ω1

ω − ω2

ω3 − ω2

ω3 − ω1
=
z − z1

z − z2

z3 − z2

z3 − z1
, (18.17)

Доведення. На основi властивостей a) i b) теореми 18.2 маємо, що
функцiя ω = f(z), яка визначається спiввiдношенням (18.17), є дробово-
лiнiйною. Зрозумiло, що

ωk = f(zk), k = 1, 2, 3,

оскiльки при z = zk, k = 1, 2, 3, права частина рiвностi (18.17) набуває
значень 0,∞, 1, i лiва частина (18.17) при ω = ωk, k = 1, 2, 3, набуває тих
же значень 0,∞, 1, вiдповiдно.
Доведемо, якщо дробово-лiнiйна функцiя ω = f1(z), задовольняє тi ж умо-

ви, що i функцiя ω = f(z), а саме ωk = f1(z), k = 1, 2, 3, то f1(z) = f(z).
Нехай z = ψ(ω) — функцiя, обернена до функцiї ω = f(z). Тодi ψ(f1(z)) —
дробово-лiнiйна функцiя:

ψ(f1(z)) =
az + b

cz + d
i ψ(f1(zk)) = zk, k = 1, 2, 3, тобто

azk + b

czk + d
= zk, k = 1, 2, 3.

Звiдси отримаємо

cz2
k + (d− a)zk − b = 0, k = 1, 2, 3,

тобто квадратне рiвняння cz2 + (d− a)z − b = 0, k = 1, 2, 3, має три рiзнi
коренi, що неможливо. Звiси,

c = 0, d = a, b = 0

i
ψ(f1(z)) = z.

Отже,
f1(z) = f(z).

210



Наслiдок 18.1. Функцiя w = f(z), що визначається формулою (18.17),
конформно вiдображає круг, межа якого проходить через точки zk, k =
1, 2, 3, на круг, межа якого проходить через точки ωk, k = 1, 2, 3.

Надалi пiд термiном ”круг” розумiємо множину точок або всерединi або
зовнi кола, або множину точок пiвплощини.

Зауваження. З доведення теореми 18.5 випливає, що дробово-лiнiйне вiд-
ображення ω = ω(z) може мати не бiльше двох нерухомих точок z1, z2, тобто
таких, що ω(zk) = zk, k = 1, 2, якщо ω(z) 6= z. Дробово-лiнiйне вiдображення,
що має двi нерухомi точки z1 i z2, визначається формулою

ω − z1

ω − z2
= A

z − z1

z − z2
,

де A – комплексне число.

Приклад 18.1. Будь-яке дробово-лiнiйне вiдображення, яке переводить то-
чку z1 в точку ω = 0, а точку z2 в точку ω =∞ має вигляд

ω = A
z − z1

z − z2
, (18.18)

де A – деяке комплексне число.

18.5. Приклади дробово-лiнiйних вiдображень
пiвплощини i круга

Приклад 18.2. Будь-яке дробово-лiнiйне вiдображення пiвплощини
Im z > 0 на круг |ω| < 1 має вигляд

ω =
z − z0

z − z0
eiα, (18.19)

де Im z0 > 0, α – дiйсне число.

Доведення. Нехай дробово-лiнiйна функцiя ω = ω(z) вiдображає пiвпло-
щину Im z > 0 на круг |ω| < 1 так, що ω(z0) = 0, Im z0 > 0, тобто z0
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переходить в 0. Тодi, внаслiдок властивостi збереження симетрiї (теоре-
ма 18.4) z0 переходить в ∞ i згiдно формули (18.18) маємо

ω = A
z − z0

z − z0
. (18.20)

Покажемо, що |A| = 1. Враховуючи, що точки дiйсної осi переходять в
точки одиничного кола, тобто |ω| = 1 при дiйсних z = x, то з (18.20)
маємо

1 =

∣∣∣∣Ax− z0

x− z0

∣∣∣∣ = |A||x− z0|
|x− z0|

= |A|,

оскiльки |x− z0| = |x− z0| = |x− z0|. Звiдси

A = eiα

i з (18.20) отримаємо формулу (18.19).

Контрольнi питання
1. За якої умови вiдображення лiнiйною функцiєю

ω = az + b

буде конформним у комплекснiй площинi C?

2. Якi перетворення необхiдно провести, щоб отримати образ точки z при
вiдображеннi

ω = reiαz + b?

3. Знайти вiдображення лiнiйною функцiєю, яке має нерухому точку 1+2i
та переводить точку i у точку −i. Точка z = z0 називається нерухомою
при вiдображеннi функцiєю ω = f(z), якщо f(z0) = z0.

4. Записати вiдображення, що здiйснюється дробово-лiнiйною функцiєю.
Що можна сказати про конформнiсть дробово-лiнiйного вiдображення?

5. Сформулювати основнi властивостi дробово-лiнiйних вiдображень.

6. Яким буде образ кола при дробово-лiнiйному вiдображеннi? Яким буде
образ прямої?
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7. Знайти образ прямої Im z = 1 при вiдображеннi ω =
z − 1

z + 1
.

8. Знайти дробово-лiнiйне вiдображення, яке переводить точки −1, i, 1 + i
у вiдповiднi їм точки 0, 2i, 1− i.

9. Навести приклад дробово-лiнiйного вiдображення пiвплощини i круга.

10. Вiдобразити верхню пiвплощину Im > 0 на круг |ω| < 1 так, щоб

ω(i) = 0, arg ω′(i) = −π
2
.
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