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ВСТУП 

 

Пропоновані методичні вказівки призначені для студентів IІ ку-
рсу спеціальності 111 «Математика». 

Диференціальна геометрія – це частина математики, що вивчає 
геометричні образи, в першу чергу криві і поверхні, методами аналізу 
нескінченно малих.  Характерно, що вона вивчає перш за все власти-
вості кривих і поверхонь «в малому», тобто властивості як завгодно 
малих кусків кривих і поверхонь. 

Диференціальна геометрія належить до фундаментальних дис-
циплін математичної освіти, знання якої складають основу для ви-
вчення таких дисциплін як топологія, математичний аналіз, функціо-
нальний аналіз, математична фізика, теоретична механіка та інші. 

Мета навчальної дисципліни – викласти основи і методи 
розв’язування задач з геометрії, використовуючи основи математич-
ного аналізу, диференціального і інтегрального числення.  

Завдання – акцентувати увагу на критичне та аналітичне розу-
міння, навчити студентів досліджувати властивості геометричних 
об’єктів методами математичного аналізу, диференціального та інте-
грального числення. 

У пропонованому методичному посібнику викладено матеріал 
лише перших трьох розділів курсу, що вклюючає теорію кривих та 
поверхонь у тривимірному евклідовому просторі. 
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ГЛАВА І. ВЕКТОР-ФУНКЦІЯ СКАЛЯРНОГО АРГУМЕНТА 

ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ВЕКТОР-ФУНКЦІЇ 

В подальшому будемо користуватися апаратом векторного ана-
лізу, основною перевагою якого є поєднання прийомів диференціаль-
ного числення з геометричністю поняття вектора. 

Студентам рекомендується самостійно простежити аналогію між 
основними твердженнями Глави І і відповідними їм поняттями і тве-
рдженнями в курсі математичного аналізу. 

 

§ 1. Означення похідної вектор-функції 
скалярного аргумента 

Означення 1. Нехай ܩ – будь-яка множина точок на прямій, площині 
чи в просторі.  Кажуть, що на множині ܩ задана вектор-функція ̅ݎ,  
якщо кожній точці ܺ цієї множини зіставлений вектор ̅ݎሺܺሻ. 

 Для вектор-функції, так само як і для скалярних функцій в аналі-
зі, вводяться поняття межі, безперервності і похідної. 

Означення 2. Кажуть, що ࢘തሺࢄሻ 	→ ࢞ ഥприࢇ → ሻ࢞തሺ࢘| , якщо࢞ െ |ഥࢇ →  при 
࢞ →  .࢞

Під модулем |࢘ത| будь-якого вектора ࢘ത розуміють його довжину. 

Слідство.  Якщо ࢘തሺ࢞ሻ → |ሻ࢞തሺ࢘| ത, то࢘ →   .|തതത࢘|

 

Теорема 1. Якщо  ࢘തതതሺ࢞ሻ і  ࢘തതതሺ࢞ሻ – вектор-функції, а  ࢻሺ࢞ሻ െ скалярная 
функція і  ࢘തതതሺ࢞ሻ → ,തതതࢇ ሻ࢞തതതሺ࢘ → ,തതതࢇ ሻ࢞ሺࢻ → ࢞	при	 → ,࢞ то 

ሻ࢞തതതሺ࢘ േ ሻ࢞തതതሺ࢘ → തതതࢇ േ  																	;തതതࢇ

ሻ࢞തതതሺ࢘ ∙ ሻ࢞തതതሺ࢘ → തതതࢇ ∙  ;തതതࢇ

ሻ࢞ሺࢻ																					 ∙ ሻ࢞തതതሺ࢘ →  ∙  																				;ഥࢇ

ሾ࢘തതതሺ࢞ሻ ൈ ሻሿ࢞തതതሺ࢘ → ሾࢇതതത ൈ  .തതതሿࢇ

Доказ цієї теореми принципово не відрізняється від доказу від-
повідних тверджень для скалярних функцій в математичному аналізі. 
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Означення 3. Функція ࢘തሺࢄሻ називається неперервною в точці ࢞, якщо  
ሻࢄതሺ࢘ → ࢞	при	ሻࢄതሺ࢘ →  .࢞
 

Означення 4. Нехай  ࢘തሺ࢚ሻ – вектор-функція, визначена на відрізку. 
Кажуть, що  вектор-функція ࢘ത має в точці ݐ відрізка похідну ࢘തᇱሺ࢚ሻ, якщо 
існує границя відношення: 

࢚തሺ࢘  ሻ࢚∆ െ ሻ࢚തሺ࢘

࢚∆
				при	∆࢚ → . 

 

Теорема 2. Якщо ࢘തതതሺ࢚ሻ		і		࢘തതതሺ࢚ሻ െ диференційовні в точці ࢚ вектор-
функції, а ࢻሺ࢚ሻ െ диференційовна в цій точці скалярна функція, то фу-
нкції  ࢻሺ࢚ሻ࢘തതതሺ࢚ሻ, ሻ࢚തሺ࢘ േ ,ሻ࢚തሺ࢘ ሻ࢚തሺ࢘ ∙ ,ሻ࢚തሺ࢘ ሾ࢘തሺ࢚ሻ ൈ  ሻሿ࢚തሺ࢘
диференційовні в точці ࢚, причому 

ሺ࢘ࢻതሻᇱ ൌ ത࢘ᇱࢻ  ത࢘ࢻ
ᇱ ; 

ሺ࢘ത േ തሻᇱ࢘ ൌ ത࢘
ᇱ േ ത࢘

ᇱ ; 
ሺ࢘ത ∙ തሻᇱ࢘ ൌ ത࢘

ᇱ ∙ ത࢘  ത࢘ ∙ ത࢘
ᇱ ; 

ሾ࢘ത ൈ തሿᇱ࢘ ൌ ሾ࢘ത′ ൈ തሿ࢘  ሾ࢘ത ൈ ത࢘
ᇱ ሿ. 

 Похідну  вектор-функції ̅ݎ′ሺݐሻ називають другою похідною функ-
ції ࢘തሺ࢚ሻ і позначають ࢘ത′′ሺ࢚ሻ. Так само визначаються похідні вищих по-
рядків. 
 Надалі будемо розглядувати вектор-функції такого класу дифе-
ренційовності, який необхідний в кожному конкретномувипадку. 
 
 

§ 2. Геометричний зміст  диференціювання вектор-функції. 
Диференціал вектор-функції 

 

Нехай задано вектор-функцію 

ത࢘ ൌ ࢀ										,ሻ࢚തሺ࢘  ࢚       (2.1)                             ࢀ

Якщо відкладатимемо вектор ࢘തሺ࢚ሻпри кожному значенні ࢚від деякої 
фіксованої точки ࡻ, то при змінюванні ࢚ у вказаних границях кінець 
вектора ࢘തሺ࢚ሻ опише в просторі деяку криву, для якої (1.2.1) називаєть-
ся її векторно-параметричним  рівнянням. 

Нехай ଙ,ഥ ଚ,̅ ഥ െ орти декартової системи координат ࢆࢅࢄࡻ. Тоді ࢘തሺ࢚ሻ 
може бути розкладеним по ଙ,ഥ ଚ,̅  :ഥ
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ሻ࢚തሺ࢘ ൌ ሻଙ࢚̅ሺ࢞  ሻଚ࢚̅ሺ࢟   ഥሻ࢚ሺࢠ

Рівняння  ࢞ ൌ ࢟							,ሻ࢚ሺ࢞ ൌ ࢠ						,ሻ࢚ሺ࢟ ൌ ࢀ					,ሻ࢚ሺࢠ  ࢚   (2.2)       			ࢀ

називаються координатно-параметричними рівняннями кривої 
(2.1). Звичайно (2.1) і (2.2) еквівалентні. Більше того, функції 
,ሻ࢚ሺ࢞ ,ሻ࢚ሺ࢟   .ሻ࢚തሺ࢘ ሻ  належать тому ж класу диференційовності, що й࢚ሺࢠ

 Фіксуємо деяке значення параметра ࢚ ൌ   і розглянемо приріст࢚
вектор-функції ࢘തሺ࢚ሻ, відповідний до приросту аргуменуа ࢚ െ  :࢚

ሻ࢚തሺ࢘ െ ሻ࢚തሺ࢘ ൌ തതതതതࡹࡻ െ തതതതതതതࡹࡻ ൌ  .തതതതതതതࡹࡹ

 

При ࢚ → ሻ࢚തሺ࢘ ሻ маємо࢚തሺ࢘  з огляду на неперервність࢚ →  ሻ, або࢚തሺ࢘

ሻ࢚തሺ࢘| െ |ሻ࢚തሺ࢘ → . 

З геометричної точки зору це означає, що границя довжини хорди 
࢚ дорівнює нулю приࡹࡹ →  ሻ необмежено࢚ሺࡹ , або що точка࢚
наближається до ࡹሺ࢚ሻ вздовж кривої. Але тоді вектор 

ሻ࢚തሺ࢘ሻି࢚തሺ࢘

࢚ି࢚
,,  

що має напрям оксічної ࡹࡹ, при ࢚ →   має, з одного боку, в якості࢚
границі напрямок дотичної, з іншого боку – має границю  ࢘ത′ሺ࢚ሻ. 

Отже, якщо при значенні ࢚ ൌ  ሻ існує і відмінна від࢚ത′ሺ࢘  похідна࢚
нуля, то у відповідній точці кривої ࢘ത ൌ  ሻ існує дотична, що має࢚തሺ࢘
напрямок ࢘ത′ሺ࢚ሻ. 

Розглянемо поняття диференціала вектор-функції. З означення 
границі витікає, що при ࢚ →    границя вектора࢚

ഥࢻ ൌ
ሻ࢚തሺ࢘ െ ሻ࢚തሺ࢘

࢚ െ ࢚
െ  ሻ࢚ത′ሺ࢘

дорівнює нулю. Це співвідношення  можна  переписати у вигляді: 

ሻ࢚തሺ࢘ െ ሻ࢚തሺ࢘ ൌ ࢚ሻሺ࢚തᇱሺ࢘ െ ሻ࢚  ࢚ഥሺࢻ െ  ሻ࢚

і геометрично тлумачити таким чином: вектор ࡹࡹതതതതതതത – зміщення з точ-
ки ࡹ в нескінченно близьку точку  ࡹ вздовж кривої розпадається на 
зміщення ࡹࡹതതതതതതത′ вздовж дотичної, пропорційне приросту аргументу 
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࢚ െ -, и на вектор с модулем, нескінченно малим вищого порядку ві࢚
дносно ࢚ െ  .࢚

При цьомуࡹࡹതതതതതതത′ називається диференціалом вектор-функції ࢘തሺ࢚ሻ в 
точці ࢚ ൌ  :࢚

ത࢘ࢊ ൌ ࢚ࢊ			,࢚ࢊሻ࢚തᇱሺ࢘ ൌ ࢚ െ  .࢚

Звідси:  

ሻ࢚തᇱሺ࢘ ൌ
ത࢘ࢊ
࢚ࢊ
. 

 

 

§ 3. Допоміжні леми 

Приведемо без доказу два твердження, якими будемо користува-
тися в подальшому. 

Лема 1. Якщо вектор-функція ࢘തሺ࢚ሻ зберігає сталий модуль, то при ко-
жному значенні ࢚ її похідна їй перпендикулярна.  

Геометрично це означає, що якщо відкладати ࢘തሺ࢚ሻ від точки ࡻ, то ࢘തሺ࢚ሻ 
своїм кінцем опише криву, розташовану на сфері з центром ࡻ, а раді-
ус, проведений в точку дотику, перпендикулярний до дотичної. 

Введемо поняття швидкості обертання вектор-функції ̅ݎሺݐሻ по 
відношенню до її аргументу  ݐ як  границі відношення |∆࢚∆/࣐| при 

࢚∆ → , де	∆࣐ െ кут між векторами ࢘തሺ࢚ሻ та  ࢘തሺ࢚    .ሻ࢚∆

Лема 2. Швидкість обернення одиничної вектор-функції ࢘തሺ࢚ሻ дорів-
нює модулю її похідної |࢘ത′ሺ࢚ሻ|. 

 

 

 

§ 4. Формула Тейлора для вектор-функції 

 Вектор-функцію  ࢘തሺ࢚ሻ завжди можна подати у вигляді: 

ሻ࢚തሺ࢘ ൌ ሻଙ࢚̅ሺ࢞  ሻଚ࢚̅ሺ࢟  ࢀ											,ഥሻ࢚ሺࢠ  ࢚   .ࢀ
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Розкладуючи функції ࢞ሺ࢚ሻ, ,ሻ࢚ሺ࢟ ࢚ ሻ по степенях࢚ሺࢠ െ ࢚ , де࢚ െдеяке фі-
ксоване значення ࢚, і додаючи отримані співвідношення, помножені 
на  ଙ,ഥ ଚ,̅ -ഥ відповідно, за формулою Тейлора знаходимо для вектор
функції ࢘തሺ࢚ሻ: 

ሻ࢚തሺ࢘ ൌ ሻ࢚തሺ࢘  ሻ࢚തᇱሺ࢘
࢚ െ ࢚
!

 ሻ࢚തᇱᇱሺ࢘
ሺ࢚ െ ሻ࢚

!
 ⋯ ሻ࢚ሻሺതሺ࢘

ሺ࢚ െ ሻ࢚

!

 ഥࡽ
ሺ࢚ െ ାሻ࢚

  !
, 

де ࡽഥ ൌ ሻଙ࢚̅ାሻሺሺ࢞  ሻଚ࢚̅ାሻሺሺ࢟   .ഥሻ࢚ାሻሺሺࢠ

Зважаючи на обмеженість координат вектора ࡽഥ при будь-яких 
,࢚ ,࢚ ࢚ ∈ ሾࢀ, |ഥࡽ| ሿ, маємоࢀ ൏  де , െ додатна стала, одна й та ж 
при будь-яких ࢚, ࢚ ∈ ሾࢀ,  .ሿࢀ
 

Вправи 
1. Довести, що якщо функції ࢘തതതሺ࢚ሻ, ࢘തതതሺ࢚ሻ, ࢘തതതሺ࢚ሻ  диференційовані, то 
має місце рівність:   

൫࢘തതതሺ࢚ሻ, ,ሻ࢚തതതሺ࢘ ሻ൯࢚തതതሺ࢘
ᇱ
ൌ 

ൌ ൫࢘തതത
	ᇱሺ࢚ሻ, ,ሻ࢚തതതሺ࢘ ሻ൯࢚തതതሺ࢘ 	൫࢘തതതሺ࢚ሻ, തതത࢘

	ᇱሺ࢚ሻ, ሻ൯࢚തതതሺ࢘  ൫࢘തതതሺ࢚ሻ, ,ሻ࢚തതതሺ࢘ തതത࢘
	ᇱሺ࢚ሻ൯2. Нехай 

ܚ̅ ൌ 	   : ሻ. Знайти похідні по t від таких функційܜሺܚ̅
 ;ത࢘(1
2)ሾ࢘ᇱഥ ,   ; ᇱᇱതതതሿ࢘
3)ሺ࢘ᇱഥ ,   ; ᇱᇱതതതሻ࢘
4) ሺ࢘ᇱഥ , ,ᇱᇱതതത࢘  ; ᇱᇱᇱതതതതሻ࢘

5)ඥ࢘ᇱതതതത ;  
6) ඥሾ࢘ᇱഥ ,  .ᇱᇱതതതሿ࢘
 

3. На інтервалі ሺ࢚	,  ሻ࢚	
|ሻ࢚തሺ࢘| 	ൌ  .ܜܛܖܗ܋

Довести, що ࢘തᇱ࢘ത на цьому інтервалі. Чи вірне обернене твердження? 
 

4. Довести, що якщо |࢘ത	ᇱሺ࢚ሻ| ൌ  при всіх ࢚	 ∈ ሺ࢚	, -ሻ , то на цьому інте࢚	
рвалі ࢘തሺ࢚ሻ ൌ  . തതതതതതതതܜܛܖܗ܋
Чи можна стверджувати обернене? 
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5. Чи вірна рівність			ห࢘ത	′ሺ࢚ሻห ൌ 	  ?′|ሻ࢚തሺ࢘|
 

6. На відрізку ሾ࢚	;  ሻ неперервна разом зі своєю࢚തሺ࢘ ሿ вектор-функція࢚	
похідноюi ࢘ത	ᇱሺ࢚ሻ| ᇱ	ത࢘ ሻ , причому࢚തሺ࢘| ് ഥ , ࢘ത 	് 	ഥ. Довести, що лінія 
ത࢘ ൌ   .ሻ – це пряма (або її відрізок)࢚തሺ࢘	
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ГЛАВА 2. ТЕОРІЯ КРИВИХ 

§ 5. Криві в евклідовому просторі 
 

Раніше ми зауважили, що крива в просторі може бути задана ве-
кторно-параметричним рівнянням 

ത࢘                                                     ൌ  ሻ                                               (5.1)࢚തሺ࢘

Або координатно-параметричними рівняннями 

࢞                           ൌ ,ሻ࢚ሺ࢞ ࢟ ൌ ,ሻ࢚ሺ࢟ ࢠ ൌ  ሻ                            (5.2)࢚ሺࢠ

Простим відрізком кривої називають геометричне місце точок, яке в 
деякій декартовій системі координат задається рівняннями: 

࢟                          ൌ ,ሻ࢞ሺࢌ ࢠ ൌ ,ሻ࢞ሺࢍ ࢞  ࢞   ,                             (5.3)࢞

де ࢌта  ࢍ – однозначні функції. 

y 

 

 

 

 ଵݔ 

 x 

 

z 

Назва? 

 

Систему (5.3) називають координатними рівняннями кривої. Наоч-
но простий відрізок  кривої  можна подати як результат зсуву 
кожної точки ሺ࢞, , ሻ прямолінійноговідрізку ሾ࢞,  ሿ в положення࢞
,࢞൫ ,ሻ࢞ሺࢌ ࢚ ሻ൯. Точка࢞ሺࢍ ൌ - кривої (5.1) або (5.2) називається звичай࢚
ною, якщо при значеннях ࢚, достатньо близких до ࢚, крива являє со-
бою простий відрізок. Між тим, при деякому віддаленні від ࢚ зна-
ченні ࢚ крива може повернутися в ту ж точку і станеться точка само-
перетину (особлива). 

x  ଶݔ
ଵܣ A

ଶ2ܣ

Рис. 1 



13 
 

 

 

 

 

  

 

 

Достатня ознака звичайної точки: 

Якщо в точці ࢚ ൌ ሻ࢚തᇱሺ࢘  кривої (5.1)࢚ ് , то точка ࢚ ൌ ࢚ െзвичайна. 

Доведення вказаної ознаки проводиться на підставі теореми про існу-
вання  неявної функції. 

Надалі, якщо не обумовлено протилежне, будемо розглядати лише 
точки, в яких виконується достатня ознака, і називати їх наперед зви-
чайними. Зауважимо, що точки, де ࢘തᇱሺ࢚ሻ ൌ ,	 на кривих є виключни-
ми. Крива, в кожній точці якої виконується умова  ࢘തᇱሺ࢚ሻ ് , назива-
ється регулярною. 

 

 

§ 6. Будова кривої в околі довільної точки 

Нехай задана плоска крива (крива, всі точки якої належать де-
якій площині): 

ത࢘ ൌ ࢀ														,ሻ࢚തሺ࢘  ࢚   .ࢀ

Зсунемось з точки ࡹሺ࢚ሻ в нескінченно близьку до неї точку ࡹሺ࢚ሻ.  
Вектор зсуву ࡹࡹതതതതതതത за формулою Тейлора постанеу вигляді: 

തതതതതതതࡹࡹ ൌ ሻ࢚തሺ࢘ െ ሻ࢚തሺ࢘ ൌ ሻ࢚തᇱሺ࢘
࢚ି࢚
!

 ሻ࢚)′′ത࢘
ሺ࢚ି࢚ሻ

!
 ⋯ . 

В загальному випадку може статися, що ࢘തሺሻሺ࢚ሻ െ перша відмінна від 
нуля похідна вектор-функції ࢘തሺ࢚ሻ, тобто: 

ሻ࢚തᇱሺ࢘ ൌ ሻ࢚തᇱᇱሺ࢘ ൌ ⋯ ൌ ሻ࢚ሻሺିതሺ࢘ ൌ ,					࢘തሺሻሺ࢚ሻ ് . 

Тоді: 

 ሻݐሺܯ

Рис. 2 



14 
 

തതതതതതതࡹࡹ

ሺ࢚ െ ሻ࢚
ൌ ሻ࢚ሻሺതሺ࢘


!
 ሻ࢚ାሻሺതሺ࢘

࢚ െ ࢚
ሺ  ሻ!

 ⋯ 

Отже вектор  
തതതതതതതࡹࡹ

ሺ࢚ି࢚ሻ
, що йде в напрямку січної, має границю 

ሻ࢚ሻሺതሺ࢘

!
. 

Таким чином, крива в точці ࡹሺ࢚ሻ має дотичну, що проходить в на-
прямку вектора ࢘തሺሻሺ࢚ሻ. 

Зокрема, при  ൌ точка ࡹሺ࢚ሻ – наперед звичайна і дотична в цій 
точці має напрямок ࢘തᇱሺ࢚ሻ. 

I II 

 

 

 

 

 

  

 

III IV 

 

 

 

            

 

 

Нехай ࢘തሺሻሺ࢚ሻ – перша після ࢘തሺሻሺ࢚ሻ похідна, яка не паралельна 
 ሻ и࢚ሻሺതሺ࢘ തതതതതതതможна розкласти по векторахࡹࡹ  ሻ.Тоді вектор࢚ሻሺതሺ࢘
 :ሻ࢚ሻሺതሺ࢘

തതതതതതതࡹࡹ ൌ ሻ࢚ሻሺതሺ࢘ࢇ   .ሻ࢚ሻሺതሺ࢘࢈

При цьому головні частини коефіцієнтів ࢇ	і	࢈при ࢚ →   будуть࢚
ሺ࢚ െ ࢚іሺ!/ሻ࢚ െ -відповідно. В залежності від парності чи непа !/ሻ࢚

 ሻݐሺሻሺݎ̅  ሻݐሺሻሺݎ̅

 ܯ

 ܯ

Рис. 1 
Рис. 2 

 ሻݐሺሻሺݎ̅

 ሻݐሺሻሺݎ̅

 ܯ

Рис. 3 

ሻݐሺሻሺݎ̅

 ሻݐሺሻሺݎ̅

 ܯ

Рис. 4 

 ሻݐሺሻሺݎ̅
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рності 	і	 коефіцієнти ࢇ	і࢈ приймають додатні чи від’ємні  значення. 
Можливі чотири випадки: ̅ݎሺሻሺݐሻ. 

У випадках I і II маємо звичайні точки (I – точка основного типу, 
II – точка перегину), в III, IV – особливі (зворотна точка 1-го і 2-го 
роду відповідно). 

Отримані результати справедливі і для просторових кривих, 
тільки крива не буде розташована точно в площині векторів ࢘തሺሻሺ࢚ሻ і 
 ሻ, а відхилиться від неї на величину, яка є нескінченно малою࢚ሻሺതሺ࢘
вищого порядку порівняно із зсувами в самій площині.  

 

Вправи 

1. Яка крива задається рівнянням  
ሻ࢚തሺ࢘ ൌ ഥࢇ	 	࢈ഥ࢚ 	ࢉത࢚, 

де ࢇഥ,  ?постійні вектори – ܋̅ ഥ і࢈
2. Довести, що якщо вектори ̅܊ і ܋Ԧ не колінеарні , то рівняння 

ሻܜሺܚ̅ ൌ ത܉	 	 ܜܐ܋	܊̅ 	  ܜܐܛ	܋̅
задає гіперболу. 

3. Точка М рівномірно обертається навколо деякої прямої і одночасно пере-
носиться рівномірним рухом паралельно цій прямій. Лінія, що описується 
точкою М, називається гвинтовою лінією. Скласти рівняння цієї лінії. 

4. Скласти параметричне рівняння кривої 
࢟ ൌ ,	࢞ ࢞ ൌ  .ࢠ

 
5.  Довести, що параметризації 

࢞ ൌ ,	࢚࢙ࢉ ࢟ ൌ ,࢚࢙ ࢠ ൌ ,࢚   ࢚  ࣊ 
і 

࢞ ൌ ,	࢙࣎ࢉ ࢟ ൌ ,	࢙࣎ ࢠ ൌ ࣎	,   ࣎  ࣊ 
не еквівалентні. 
6. Написати параметричне рівняння кривої: 

࢟ ൌ ࢞	, ࢞  ࢟ െ ࢠ ൌ . 
 

 

§ 7. Довжина дуги кривої. Натуральний параметр 
 

1. Розглянемо регулярну криву ࢘ത ൌ ,ሻ࢚തሺ࢘ ࢀ  ࢚  -Оберемо послі .ࢀ
довність проміжних значень параметра ࢀ ൌ ,࢚ ,࢚ ,࢚ … , ࢚ ൌ  Для .ࢀ
кривої  теж отримаємо розбиття на дуг. На кожній дузі ࡹଙࡹଙାෛ  побу-
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дуємо хорду ࡹࡹା и відповідний вектор-дифференціал ࡹଙࡹଙതതതതതതതതᇱ ൌ
ା࢚ሻሺ࢚തᇱሺ࢘ െ  .ሻ࢚

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

           

Довжина дуги кривої розуміється як границя ламаної, вписаної в неї, 
тобто:  ∑ ାࡹࡹ

ି
ୀ .  

Порівняємо цю суму з сумою  довжин векторів-диференціалів. Вра-
ховуючи властивості нерівностей і формулу Тейлора, маємо: 

อࡹࡹା

ି

ୀ

െࡹࡹ′

ି

ୀ

อ 

 |ࡹࡹା െࡹࡹ′| 

ି

ୀ




ሺ࢚ା െ ሻ࢚ 

ି

ୀ




ା࢚∆ሺ െ ሻ࢚ ൌ



࢚∆ሺ െ ሻ࢚ ൌ



ࢀ∆ሺ െ ,ሻࢀ

ି

ୀ

 

де ∆ൌ ା࢚ሺି,…,ୀ,,ܠ܉ܕ െ →∆ ሻ.. Очевидно, що при࢚  суми, що розг-
лядаються,  мають однакову границю. Але суму 

 ′ଵܯ

 ′ܯ  ଵሻݐଵሺܯ

ݐሺܯ ൌ ܶሻ 

 ′ܯ

 ሻݐሺܯ

ାଵሻݐାଵሺܯ

ିଵሻݐିଵሺܯ

′ିଵܯ

ݐሺܯ ൌ ܶሻ 

Рис. 1 
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ࡹࡹ′

ି

ୀ

ൌ |࢘തᇱሺ࢚ሻ|ሺ࢚ା െ ሻ࢚

ି

ୀ

 

Можна розглядувати як інтегральну суму для скалярно додатної фун-
кції ࢌሺ࢚ሻ ൌ   ሻ|,  що має границю࢚ത′ሺ࢘| ࢚ࢊ|ሻ࢚ത′ሺ࢘|

ࢀ
ࢀ

 при ∆→ . Таким чином, 

отримали вираз довжини дуги: 

࢙ ൌ න|࢘ത′ሺ࢚ሻ|࢚ࢊ.

ࢀ

ࢀ

 

Через координати це виглядає як: 

࢙ ൌ නඥ࢞′ሺ࢚ሻ  ሻ࢚ሺ′࢟  ࢚ࢊሻ࢚ሺ′ࢠ

ࢀ

ࢀ

 

Або: 

࢙ ൌ න ඥ  ሻ࢚ሺ′࢟  .࢞ࢊሻ࢚ሺ′ࢠ
࢞

࢞

 

2. Нехай знову задана крива ࢘ത ൌ ,ሻ࢚തሺ࢘ ࢀ  ࢚   Значенням .ࢀ
࢚ ∈ ሾࢀ,  у ࢚ ሿ однозначно відповідають точки кривої, отже параметрࢀ
вказаних границях відіграє роль координатної системи на кривій. 
Можна, зберігаючи  криву,  ввести на ній іншу параметризацію: 

࢚ ൌ ࣎			,ሻ࣎ሺ࢚  ࣎   .࣎

Тоді рівняння нашої кривої набуває вигляду ࢘ത ൌ  ሻ൯, причому з࣎ሺ࢚ത൫࢘

урахуванням  
ത࢘ࢊ

࣎ࢊ
ൌ -തвідносно  па࢘ ሻ, похідні  вектор-функції࣎ᇱሺ࢚ሻ࢚തᇱሺ࢘

раметрів ࢚ і ࣎ відрізняються  лише модулями, співпадаючи за напрям-
ком. 

Спробуємо обрати параметризацію, геометрично пов’язану з са-
мою кривою, а саме, оберемо в якості параметра довжину дуги. Тоді 
при вивченні  кривої всі пов’язані з параметризацією величини бу-
дуть геометрично слідувати із властивостей самої кривої без будь-
якої істотної довільності. 

Нехай  ࡹሺ࢚ሻ – фіксована точка кривої, яка вважається точкою 
відліку, ࡹሺ࢚ሻ െ довільна точка кривої.  Довжина  дуги ࡹࡹෛ  дорівнює 
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ሻ࢚ሺ࢙ ൌ න|࢘ത′ሺ࢚ሻ|࢚ࢊ,

࢚

࢚

 

отже ࢙ᇱሺ࢚ሻ ൌ |ሻ࢚ത′ሺ࢘| ്  і тому функція ࢙ ൌ  ሻ має зворотню функцію࢚ሺ࢙
࢚ ൌ ,ሻ࢙ሺ࢚ ሻࢀሺ࢙  ࢙  -у вказано࢙ ሻ. Таким чином, кожному значеннюࢀሺ࢙
му проміжку зміни однозначно відповідає точка кривої ࡹሺ࢚ሻ. Тому 
можемо прийняти ࢙ за новий параметр, геометрично пов’язаний з 
кривою. Деяка довільність є лише в тому, яка точка ࡹ обрана за точ-
ку відліку і напрямку, в якому дуга зростає. Враховучи залежність 
࢚ ൌ ത࢘ ሻ, отримуємо рівняння кривоїу вигляді࢙ሺ࢚ ൌ  .ሻሻ࢙ሺ࢚തሺ࢘

Отже із попередніх розміркувань витікають 2 корисні висновки: 

I. Модуль диференціала дуги дорівнює модулю диференціала раді-
ус-вектора (дійсно, з огляду на ࢙ᇱሺ࢚ሻ ൌ |࢙ࢊ|  маємо	ሻ|,࢚ത′ሺ࢘| ൌ  .(|ത࢘ࢊ|

II. Похідна радіус-вектора відносно параметра-дуги є вектор одинич-

ний:  ቚ࢘ࢊ
ത

࢙ࢊ
ቚ ൌ . 

Довжину дуги, обрану в якості параметра кривої, називають натура-
льним параметром. 

Умовимось позначати похідну відносно натурального параметра 
так: 

ത࢘ࢊ
࢙ࢊ

ൌ ഥሶ.࢘  

Зауважимо, що результати § 1-3 глави 2 легко переносяться на 
випадок плоскої кривої.  
 

Вправи 
1. Знайти довжину дуги гвинтової лінії: 

ത࢘ ൌ ሼ࢚࢙ࢉࢇ	, ࢚࢙ࢇ	, ࢚ࢇሽ 
від точки її перетину з площиною XOY до довільної точки ࡹሺ࢚ሻ. 
2. Знайти довжину одного витка між двома точками перетину з пло-
щиною ࢟ ൌ  лінії: 
ത࢘ ൌ ሼࢇሺ࢚ െ ,ሻ࢚࢙ ࢇ ∙ ሺ െ ,ሻ࢚࢙ࢉ ࢙ࢉࢇ

࢚


ሽ . 

3. Довести, що замкнена лінія 
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ത࢘ ൌ ሼ࢙ࢉ࢚, ,࢚࢙ ࢙ሽ має довжину࢚࢙ࢉ ൌ .  
4. Записати диференціал довжини дуги лінії в полярно-
циліндричних координатах. 
5. Знайти диференціал довжини дуги лінії в сферичних координатах. 
6. Записати натуральну параметризацію гвинтової лінії: 
࢞ ൌ ,࢚ܛܗ܋ࢇ ࢟ ൌ ,࢚ܖܑܛࢇ ࢠ ൌ  .࢚ࢎ
 

  

§ 8. Дотичні і нормалі просторової кривої 

Розглянемо регулярну криву  ࢘ത ൌ ,ሻ࢚തሺ࢘ ࢀ  ࢚   отже умова ,ࢀ
ሻ࢚ത′ሺ࢘ ്   виконується в будь-якій точці проміжку ࢀ  ࢚   .ࢀ

Вектор ࢘ത′ሺ࢚ሻ має напрямок дотичної до кривої, тому рівняння до-
тичної до кривої в точці ࡹሺ࢞ሺ࢚ሻ, ,ሻ࢚ሺ࢟  :ሻሻ має вигляд࢚ሺࢠ

ഥࡾ െ ሻ࢚തሺ࢘ ൌ  ሻ࢚ത′ሺ࢘ࣅ

або: 

ࢄ െ ሻ࢚ሺ࢞
ሻ࢚ሺ′࢞

ൌ
ࢅ െ ሻ࢚ሺ࢟
ሻ࢚ሺ′࢟

ൌ
ࢆ െ ሻ࢚ሺࢠ
ሻ࢚ሺ′ࢠ

 

де ࡾഥ െрадіус-вектор довільної точки дотичної з координатами ࢄ, ,ࢅ  а ,ࢆ
 .параметр на дотичній – ࣅ

Нормаллю до просторової кривої називається перпендикуляр до до-
тичної, що проведений через точку дотику. Очевидно, у фіксованій 
точці кривої можна побудувати безліч нормалей. Всі вони заповню-
ють площину, що проходить через точку дотику перпендикулярно до 
дотичної і називається нормальною площиною.  

Рівняння нормальної площини кривої в  точці ܯሺݐሻ має вигляд: 

ഥࡾሻ൫࢚തᇱሺ࢘ െ ሻ൯࢚തሺ࢘ ൌ  

або:             ࢞ᇱሺ࢚ሻ൫ࢄ െ ሻ൯࢚ሺ࢞  ࢅሻ൫࢚ᇱሺ࢟ െ ሻ൯࢚ሺ࢟  ࢆሻ൫࢚ᇱሺࢠ െ ሻ൯࢚ሺࢠ ൌ  

Тут ࡾഥ – радіус-вектор довільної точки нормальної площини з коорди-
натами ࢄ, ,ࢅ  .ࢆ
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§ 9. Точки розпрямлення 

 Надалі, вивчаючи криву ࢘ത ൌ  ሻ, будемо вважати не тільки࢚തሺ࢘
ሻ࢚ത′ሺ࢘ ് , але й 

ሻ࢚തᇱᇱሺ࢘                                             ∦                                          .ሻ࢚ሺ′࢘
(9.1) 

Очевидно, якщо ࢘തᇱᇱሺ࢚ሻ‖࢘ത′ሺ࢚ሻ, то ця умова виконується для будь-якого 
параметра, в тому числі і натурального. В попередньому параграфі ми 
довели, що ࢘തሶ  – одинична вектор-функція, тому з урахуванням леми 1 
തሷ࢘ 	 ٣ തሶ࢘ , тому умова (9.1) виконується завжди, за винятком випадку 
തሷ࢘ ൌ . Отже, (9.1) еквівалентно:  

തሷ࢘ ് .                                                           (9.2) 

Означення. Криві  і  мають дотик порядка , тобто розбіжність 
  буде нескінченно малою порядка не нижчеࡹࡹ  , тоді і тільки 
тоді, коли послідовних похідних від радіус-вектора відносно довжи-
ни дуги ࢘തሶ , തሷ࢘ , … ,  .ത співпадають для обох кривих в їх спільній точці࢘

 

 

 

 

 

 

 

 

В нашомувипадку одна з кривих – пряма (дотична). Точку, в 
якій крива має із своєю дотичною дотик 2-го порядка, називають 
точкою розпрямлення.  

Отже, (9.1) або (9.2) – необхідна і достатня ознака точок розпрямлен-
ня, які в подальшому, як правило,  будемо виключати з розгляду.   

  

 ܯ S=0 

s 

 ଵܥ

 ଶܥ

Рис.1 
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§ 10. Стична площина 

Сробуємо підібрати для кожної точки ࡹሺ࢚ሻ кривої ࢘ത ൌ -ሻ пло࢚തሺ࢘
щину, що проходить через неї і “найближчу” до кривої поблизу точки 
ሻ࢚ത′ሺ࢘ ሻ, де࢚ሺࡹ ്  і ࢘തᇱᇱሺ࢚ሻ ∦   .ሻ࢚ሺ′࢘ࢇ

Для цього проведемо через ࡹሺ࢚ሻ площину з ортом нормалі ഥ  і 
оцінимо відстань від точки ࡹ′ሺ࢚   .ሻ до цієї площини࢚∆

Означення 1. В точці ࡹ крива має з площиною дотик -го поряд-
ка, якщо ࡹࡼ′є нескінченно мала не нижче   -го порядку відносно 
 точно ′ࡹࡼ го порядка, якщо- і дотик точно ࢚∆  -го порядка 
відносно ∆࢚. 

 

 

 

 

 

 

 

Легко перевірити, що порядок нескінченної малості ࡹࡼ′ 
інваріантний відносно вибору параметра ࢚  на кривій. Тому цілком 
коректна задача: знайти площину, що проходить через точку ࡹ с най-
вищим можливим порядком дотику з кривою в точці ࡹ. 

Розкладемо приріст радіус-вектора кривої за формулою Тейло-
ра: 

തതതതതത′ࡹࡹ ൌ ࢚തሺ࢘  ሻ࢚∆ െ ሻ࢚തሺ࢘ ൌ ሻ࢚തᇱሺ࢘
࢚∆
!
 ሻ࢚തᇱᇱሺ࢘

ሺ∆࢚ሻ

!
 ⋯ 

З іншого боку, ࡹࡼᇱ ൌ прഥࡹࡹ′തതതതതത, тому: 

ᇱࡹࡼ ൌ തതതതതത′ࡹࡹഥ ൌ ഥ ሻ࢚തᇱሺ࢘
࢚∆
!
ഥ ሻ࢚തᇱᇱሺ࢘

ሺ∆࢚ሻ

!
 ⋯ 

I. Нехай ഥ࢘ത′ሺ࢚ሻ ് , тоді ࡹࡼᇱє нескінченно малою 1-го поряд-
ка, а дотик кривої з площиною в точці ࡹሺ࢚ሻ– 0-го порядка, тоб-
то по суті маємо перетин  кривої з площиною. Дійсно, дотична 

P 

Q 

ݐሺ′ܯ   ሻݐ∆

M(t)  Рис. 1 
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до кривої, що має напрямок вектора ࢘തᇱሺ࢚ሻ, не ортогональна ഥ , 
отже, не належить площині, а перетинає її.  

II. При ഥ࢘തᇱሺ࢚ሻ ൌ  маємо дотик 1-го порядка. Геометрично це 
означає, що дотична до кривої ортогональна ഥ݉  і належить 
нашій площині. 

III. Якщо ഥ࢘തᇱሺ࢚ሻ ൌ  і ഥ࢘തᇱᇱሺ࢚ሻ ൌ , то маєио дотик (не нижче) 2-
го порядка. Така площина існує і єдина – вона проходить через 
точку  ࡹ і вектори ࢘തᇱ та ࢘തᇱᇱ в цій точці (࢘തᇱ ∦  .(തᇱᇱ࢘

Означення 2. Площина, що має з кривою в даній її точці дотик 2-го 
порядка, називається стичною площиною. 

Очевидно, що крива в будь-якій своїй точці має одну і тільки одну 
(при ̅ݎᇱ ∦  .ᇱᇱሻ стичну площинуݎ̅

Для плоскої кривої стичною площиною у всіх точках є площина, в 
якій крива розташована. 

Зауважимо, що стична площина в точці ࡹ може бути побудова-
на як граничне положення площини, що проходить через три 
нескінченно близькі точки ࡹ,ࡹ,ࡹ кривої, коли ці точки необме-
жено наближаються до  ࡹ. 

 

 

§ 11. Тригранник Френе 

З стичною площиною пов’язана низка побудов. 
Означення. Нормаль в даній точці кривої, що лежить в стичній 
площині, називають головною нормаллю, а нормаль, перпендикуляр-
ну достичної площини – бінормаллю.  

Легко бачити, що дотична, головна нормаль та бінормаль 
побудовані в одній і тій же точці кривої  ܯ, взаємно ортогональні, 
тобто утворюють природну декартову систему координат в точці  ܯ. 
Роль координатних площин відіграють стична площина, що прохо-
дить через дотичну і головну нормаль; нормальна площина, що 
містить головну нормаль і бінормаль; спрямна площина, створена 
бінормаллю і дотичною. 
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Сукупность ціх трьох координатних осей и трьох координатних 
площин називається супроводжуючим тригранником кривої в точці 
 або просто тригранником Френе. Тригранник Френе будується в ܯ
кожній точці кривої, де ̅ݎ′ ∦  .і змінюється від точки до точки ,′′ݎ̅

Виходячи з означення, можна записати рівняння элементів три-
гранника. 

В § 4 ми отримали рівняння дотичноїі нормальної площини. 
Далі маємо: 

൫ࡾഥ െ ሻ࢚തᇱሺ࢘ሻ൯ሾ࢚തሺ࢘ ൈ ሻሿ࢚തᇱᇱሺ࢘ ൌ  
або: 

ቮ
ࢄ െ ሻ࢚ሺ࢞ ࢅ െ ሻ࢚ሺ࢟ ࢆ െ ሻ࢚ሺࢠ
ሻ࢚ሺ′࢞ ሻ࢚ሺ′࢟ ሻ࢚ሺ′ࢠ
ሻ࢚ሺ′′࢞ ሻ࢚ሺ′′࢟ ሻ࢚ሺ′′ࢠ

ቮ ൌ  

 – рівняння стичної площини: 

ഥࡾ ൌ ሻ࢚തሺ࢘  ሻ࢚തᇱሺ࢘ሾࣅ ൈ  ሻሿ࢚തᇱᇱሺ࢘

або: 
ሻ࢚ሺ࢞ିࢄ

ᇱᇱ࢟ᇱࢠᇲᇲିࢠᇲ࢟
ൌ

ሻ࢚ሺ࢟ିࢅ

ᇱᇱࢠᇱ࢞ᇲᇲୀ࢞ᇲࢠ
ൌ

ሻ࢚ሺࢠିࢆ

ᇱᇱ࢞ᇱ࢟ᇲᇲି࢟ᇲ࢞
. – рівняння бінормалі; 

ഥࡾ െ ሻ࢚തሺ࢘  ሻ࢚തᇱሺ࢘ሾࣅ ൈ ሾ࢘തᇱሺ࢚ሻ ൈ  ;ሻሿሿ  – рівняння головної нормалі࢚തᇱᇱሺ࢘

൫ࡾഥ െ ሻ࢚ᇱሺ࢘ሻ൯ൣ࢚തሺ࢘ ൈ ሾ࢘തᇱሺ࢚ሻ ൈ ሻሿ൧࢚തᇱᇱሺ࢘ ൌ   – рівняння спрямної площини. 

Тут скрізь ࡾഥ – радіус-вектор довільної точки з координатами ࢆ ,ࢅ ,ࢄ 
відповідного елемента, ࣅ – параметр на нормалях.  

Домовимося відкладувати на осях тригранника в визначений бік 
орти нашої системи координат і їх напрямки вважати додатними на-
прямками на осях. Позначимо ࢚̅ – орт дотичної, ഥ – орт головної 
нормалі, ࢈ഥ – орт биінормалі. 

Припустимо, що крива віднесена до натурального параметру: 
ത࢘ ൌ -തሶ– одиничний вектор, спрямований по дотичній. Прий࢘ ሻ. Тоді࢙തሺ࢘
мемо: ࢚̅ ൌ തሶ࢘ . 
Тоді ࢚̅ሶ ൌ തሷ࢘ ٣ തሶ࢘ ൌ  .࢚̅
Таким чином, ࢘തሷ  спрямований по деякій нормалі до кривої, лежить в 
стичній площині і ࢘തሷ ് , отже, має напрямок головної нормалі. 
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Домовимося відкладувати орт ത݊ в напрямку вектора ࢘തሷ . Нарешті, 
орт бінормалі ࢈ഥ спрямуємо так, щоб вектори ࢚̅,  ഥ утворили праву࢈ ,ഥ
трійку. 

Очевидно, виконуються рівності: 

ሾ࢚̅ ൈ ഥሿ ൌ ഥൣ			,ഥ࢈ ൈ ഥ൧࢈ ൌ ,࢚̅ ഥ࢈ൣ ൈ ൧࢚̅ ൌ  ഥ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Вправи 
1. Записати рівняння дотичної до лінії  

ത࢘ ൌ ቄ࢚



, ࢚



, ࢚



ቅ      

вдовільній точці, де		࢚ ് . 
2. Довести, що дотична до гвинтової лінії 

࢞ ൌ ,	࢚࢙ࢉࢇ ࢟ ൌ ,	࢚࢙ࢇ ࢠ ൌ  ࢚ࢎ
утворює постійний кут з віссю OZ. 
 

3. Знайти дотичну до лінії 
࢞ ൌ ࢚ െ ࢟			,	࢚ ൌ ࢚	,			ࢠ ൌ ࢚ 	࢚ , 

яка перпендикулярна до вектора ࢇഥ ൌ ሼ, , ሽ. 
 

4. Скласти рівняння дотичної до лінії 
ത࢘ ൌ ሼ࢚, ,࢚  , ሽ࢚ࢋ

яка паралельна до площини ࢞ െ ࢟ െ  ൌ . 
 

തܾ 

ത݊ 

 ̅ݐ
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5. Довести, що якщо дотичні гладкої кривої проходять через одну 
точку, то крива є відрізком, півпрямою або прямою. 
 

6. Довести, що якщо дотичні кривої паралельні деякій площині, то 
крива є плоскою. 

7. Скласти параметричне рівняння дотичної до лінії 
࢞  ࢟ ൌ ࢞			,ࢠ ൌ  ࢟

у точці ࡹ	ሺ࢞;	࢟;	ࢠሻ.  
 

8. Скласти рівняння нормальної площини лінії 
࢞  ࢟  ࢠ ൌ , ࢞ െ ࢟ െ ࢠ ൌ  

в точціࡹ	ሺ࢞;	࢟;	ࢠሻ. 
 

9. Довести, що всі нормальні площини кривої 
ത࢘ ൌ ሼܖܑܛࢇ࢚, ,࢚ܛܗ܋࢚ܖܑܛࢇ  ሽ࢚ܛܗ܋ࢇ

проходять через початок координат. 
 
10. Скласти рівняння дотичної прямої і нормальної площини лінії, 

заданої перетином двох поверхонь			൜
,࢞ሺࡲ ,࢟ ሻࢠ ൌ 
Фሺ࢞, ,࢟ ሻࢠ ൌ 

 . 

11. Знайти дотичну і нормаль до лінії 

࢞ ൌ 	
ࢇ

࢚  
	, ࢟ ൌ

ࢇ
࢚ሺ࢚  ሻ

 

у довільній точці.  
 
12. Знайти рівняння елементів тригранника Френе для таких кривих :  

ത࢘  (1 ൌ ሼ࢚	, ,࢚ ࢚  ሽ при ࢚ ൌ  ; 

ത࢘ (2 ൌ ሼ࢚ܖܑܛ, ,࢚ܛܗ܋ ࢚ ሽ при࢚ܜ ൌ 	 ࣊

 ; 

3) ቊ
࢞  ࢟  ࢠ ൌ 
࢞  ࢟ ൌ 

 в точці ࡹሺ; ; ሻ ; 

4) ቊ
࢟  ࢠ ൌ 
࢞  ࢟ ൌ 

  в точці ࡹሺ; ; ሻ ; 

5) ቊ
࢞  ࢟  ࢠ ൌ 
࢞  ࢟ ൌ ࢞

 в точці ࡹሺ; ; ሻ ; 
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࢞ (6 ൌ ,	࢚ܛܗ܋ ࢟ ൌ ,࢚ܖܑܛ ࢠ ൌ  .в довільній точці		࢚
 

13. Знайти орти дотичної,бінормалі і головної нормалі кривих : 
ത࢘ (1 ൌ ሼ࢚	, ,࢚  ; ሽ в довільній точці࢚

ത࢘ (2 ൌ ሼࢇሺ࢚ െ ,	ሻ࢚ܖܑܛ ሺࢇ െ ,ሻ࢚ܛܗ܋ ܛܗ܋ࢇ ࢚

ሽ в довільній точці ; 

3)  ቊ
࢞  ࢟  ࢠ ൌ 
࢞  ࢟ ൌ 

 в точці ࡹሺ; ; ሻ ; 

4)  ቊ
࢞  ࢟  ࢠ ൌ ૢ
࢞  ࢟ ൌ 

 в точці ࡹሺ; ; ሻ. 

 
 

§ 12. Кривина просторової кривої 
 

Означення. Швидкість обертання вектора ࢚̅ ൌ തതതሶ		࢘       (тобто шви-
дкість обертання дотичної) в точці кривої відносно шляху		࢙, що 
пройдений уздовж кривої, називається кривиною				в даній точці: 

 ൌ ܕܑܔ
→࢙∆

ฬ
࣐∆
࢙∆
ฬ , 

де ∆࢙ – шлях, що пройдений уздовж кривої від даної точки,  
 .࢚̅  кут відповідного повороту дотичної – ࣐∆
Згідно з лемою 2:  

 ൌ ห࢚̅ሶห ൌ ห࢘തሷ ห. 
Очевидно,   ,		причому		 ൌ 			відповідає точці розпрямлення. 
 

Теорема (критерій прямої лінії). Для того, щоб лінія була пря-
мою, необхідно і достатньо, щоб її  кривина у всіх точках 
дорівнювала нулю, тобто щоб лінія суцільно складалася з точок роз-
прямлення. 
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§ 13. Формули Френе. Скрут просторової кривої 
 

Зараз ми отримаємо формули, що характеризують обертання три-
гранника Френе, коли точка дотику рухається уздовж просторової 
кривої. 

Так як  	࢚ഥ,  ഥ – одиничні взаємно ортогональні вектори, то при࢈ ,ഥ
нескінченно малому зміщенні точки дотику уздовж кривої ця трійка 
повертається  як тверде тіло. 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

Розкладемо похідні   ࢚̅ሶሺ࢙ሻ, ഥሶ ሺ࢙ሻ, ഥሶ࢈ ሺ࢙ሻ		в базісі  ࢚̅ሺ࢙ሻ, ,ሻ࢙ഥሺ   ,ሻ࢙ഥሺ࢈
виключив-ши попередньо з розгляду точки розпрямлення. 

Так як   ࢚̅ሶ ൌ തሷ࢘ , то	࢚̅ሶ 			спрямований в бік вектора ഥ.  З попереднього па-

раграфу		ห࢚̅ሶ ห ൌ  :отже  ,

ሶ࢚̅                                                ൌ                                   (13.1)																					ഥ
Формула, яку ми отримали, називаєеться 1 формулою Френе, а 

вектор ഥ		   в її правій частині – вектором кривины кривої. 
Диференціюючи рівність  ࢈ഥ ൌ ሾ࢚̅ ൈ  з урахуванням (13.1)  ࢙ ഥሿ по

і леми 1, маємо: 

ഥሶ࢈                                               ൌ െࣗഥ                                        (13.2) 
Відзначимо, що коэфіцієнт  ࣗ  тут визначається в кожній точці 

єдиним чином і може набувати будь-яких значень, в тому числіі 
від’ємних. Значення коэфіцієнта 	ࣗ  в даній точці кривої називається 
скрутом кривої в даній точці. 
Використовуючи (13.1) і (13.2), можна отримати: 
ഥሶ                                          ൌ െ࢚̅   ഥ.                                            (13.3)࢈ࣗ

തܾ 

 ̅ݐ

ത݊ 

തܾ  ∆തܾ 

ത݊  ∆ ത݊ 
̅ݐ   ̅ݐ∆
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Вирази (13.3) и (13.2) називаються  ІІ  і  ІІІ формулами Френе 
відповідно. 
На підставі лем ІІ і ІІІ формул Френе з’ясовується геометричний зміст 
модуля скруту |ࣗ|		як швидкості обертання бінормалі у відповідній 
точці по відношенню до шляху, що пройдений уздовж кривої. 
 

Теорема. Крива є плоскою тоді і тільки тоді, коли скрут в усіх її 
точках дорівнює нулю. 

Формули Френе, а також відповідні означення дають нам такі 
вирази для кривини і скруту:  

 ൌ ห࢘തሷ ห,				ࣗ ൌ
ሺ࢘ത,ሶ തሷ࢘ , ഺሻ࢘

തሷ࢘ 
 

або, в довільній параметризації,  

 ൌ
|ሾ࢘തᇱ ൈ |തᇱᇱሿ࢘

ത′|࢘|
,			ࣗ ൌ

ሺ࢘തᇱ, ,തᇱᇱ࢘ തᇱᇱᇱሻ࢘
ሾ࢘തᇱ ൈ തᇱᇱሿ࢘

. 

 
 
 

§ 14. Натуральні рівняння кривої. Основна теорема теорії кривих 
 

Розглянемо криву, що віднесена до довжини дуги як параметру: 
ത࢘ ൌ ,ሻ࢙തሺ࢘ ࡿ  ࢙   ,ࡿ

виключаючи точки розпрямлення, тобто  ് .  Тоді вздовж кривої 
кривина   і скрут		ࣗ  є певними функціями 	࢙: 
																										 ൌ ,ሻ࢙ሺ ࣗ ൌ ࣗሺ࢙ሻ, ሻ࢙ሺ  0	                                   (14.1) 

Оскільки довжина дуги, кривина і скрут – величини, що не за-
лежать від выбору системи координат в просторі, то і вигляд 
функціональної залежності ሺ࢙ሻ і ࣗሺ࢙ሻ також від цього выбору не за-
лежить. Рівняння (14.1) називаються натуральними рівняннями  
просторової кривої.  
На запитання, чи визначають натуральні рівняння криву однозначно, 
відповідає наступна теорема. 
Основна теорема теорії кривих. Нехай ࢌሺ࢙ሻ	і	࣐ሺ࢙ሻ		– будь-які 
регулярні функції, причому ࢌሺ࢙ሻ  0.		Тоді існує, притому єдина з 



29 
 

точністю до положення в просторі крива, для якої ࢌሺ࢙ሻ є кривиною, а 
 .࢙ ሻ – скрутом в точці, що відповідає дузі࢙ሺ࣐

Мы радимо студентам провести доведення цієї теореми, викори-
стовуючи відомості з теорії диференціальних рівнянь, а також 
приділити увагу її практичному застосуванню, тобто відновленню 
рівнянь кривої за заданими кривиною і скрутом. 
 

Вправи  

1. Довести, що регулярна крива лежить на прямій  її кривина  k  0. 
2. Довести, що регулярна крива з ненульовою кривиною буде плос-

кою  її скрутࣗ0. 
 

3. Знайти кривизну і скрут в довільній точці таких ліній :  

ത࢘ (1 ൌ ሼ࢚ࢋ, ,࢚ିࢋ   ; ሽ√࢚
ത࢘ (2 ൌ ሼ࢚, ,࢚    ; ሽ࢚
ത࢘ (3 ൌ ሼ࢚࢙࢚ࢋ, ,࢚࢙ࢉ࢚ࢋ   ; ሽ࢚ࢋ
ത࢘ (4 ൌ ሼ࢚ െ ,࢚ ࢚	, ࢚   ; ሽ࢚
ത࢘ (5 ൌ 	 ሼ࢙ࢉ࢚, ,࢚࢙   ; ሽ࢚࢙ࢉ
࢟ (6 ൌ   ; (синусоїда) ࢙࢞
࢟ (7 ൌ ሺࢇ ሻ࢚࢙ െ ሺ࢙ࢇ ሻ࢚ (епіциклоїда) ;   

࢟ (8 ൌ ࢎࢉࢇ ࢞

ࢇ
 (ланцюгова лінія) ;   

࢟࢞ (9 ൌ ሺࢇ െ ࢈ሻሺ࢟    ; ሻ (конхоїда)࢟

࣋ (10 ൌ  ; (лемніската) ࣐࢙ࢉࢻ	
࣋ (11 ൌ   ; (спіраль Архімеда) ࣐ࢻ
࢟ (12 ൌ െ࢙࢞ࢉ ; 
࢞ (13 ൌ ࢚࢙ࢉሺࢻ	 െ ,ሻ࢚࢙ࢉ ࢟ ൌ ࢚࢙ሺࢻ	 െ  ; ሻ࢚࢙

࢟ (14 ൌ ૡ࢞ в точці ሺૢ
ૡ
, ; 	ሻ ;  

࣋ (15 ൌ ࣐ в точці ࣐ࢻ ൌ  . 
 

4. Знайти кривину і скрут кривої 

࢞ െ ࢟  ࢠ ൌ 	, ࢟ െ ࢞  ࢠ ൌ  
в точці ࡹሺ; ; ሻ . 
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5. Знайти кривину і скрут кривої 

൜
࢞  ࢞ࢎ࢙ ൌ ࢙࢟  ࢟

ࢠ 	ࢠࢋ ൌ ࢞  ሺ  ሻ࢞  	
 

в точці ࡹሺ; ; ሻ. 
 

6. Підрахувати ሺࢼഥሶ , ഥሷࢼ , തሶ࣎ഥሸሻ та ሺࢼ , തሷ࣎ ,   .തሸሻ࣎
 
7. Скласти  натуральне рівняння таких ліній :  

࢞ (1 ൌ ,	࢚࢙ࢉࢇ ࢟ ൌ ,	࢚࢙ࢇ ࢠ ൌ  ;	࢚ࢎ
࢞ (2 ൌ ,	࢚ࢎࢉࢇ ࢟ ൌ ,	࢚ࢎ࢙ࢇ ࢠ ൌ  ;	࢚ࢇ

࢞ (3 ൌ ,࢚ࢋ	 ࢟ ൌ ,࢚ିࢋ	 ࢠ ൌ  ;	√࢚

࢞ (4 ൌ ,	࢚ࢉ ࢟ ൌ 	√࢚ࢉ	, ࢠ ൌ  . ି࢚ࢉ
 
8. Показати, що якщо кривина і скрут лінії постійні і не дорівнюють 
нулю, то лінія є гвинтовою. 

9. Лінія задана натуральними рівняннями 
 ൌ ,ሻ࢙ሺ ࣗ ൌ ࣗሺ࢙ሻ. 

Показати, що натуральними рівняннями лінії, симетричної даній 
відносно початку координат, будуть рівняння  ൌ ,ሻ࢙ሺ ࣗ ൌ െࣗሺ࢙ሻ. 
 
10. Скласти натуральні рівняння плоских кривих :  

࢟ (1 ൌ ࢎࢉࢇ ࢞

ࢇ
 ; 

࣋ (2 ൌ ሺࢇ    ;ሻ࣐࢙ࢉ
ሬԦ࢘ (3 ൌ ሺࢇሺ࢚ െ ,	ሻ࢚࢙ ሺࢇ െ  ;ሻሻ࢚࢙ࢉ

࢞ (4 ൌ ቀࢇ ࢍ࢚ࢉ
࢚


െ ቁ࢚࢙ࢉ	 , ࢟ ൌ ࢙ࢇ  .࢚

11. Написати параметричне рівняння плоских ліній, заданих нату-
ральним рівнянням :  

 (1 ൌ  ;ሻ࢙ሺ
 (2 ൌ ,	ࢉ ࢉ ൌ  ;࢚࢙ࢉ

 (3  ൌ 	 ࢙
ࢇ
; 

 (4 ൌ 	 ࢇ

࢙ାࢇ
;  

5) ࢙ࢇ ൌ ; 
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 (6 ൌ 	 
࢙ࢇ

 .  

 
12. Знайти рівняння останньої кривої в полярних координатах. 
 

Контрольні питання до теми “Теорія кривих” 

1. Яка точка просторової кривої називається звичайною? 
2. В чому полягає достатня умова звичайної точки? 
3. Яка крива називається регулярною? 
4. Який параметр на кривій називають натуральним? 
5. Властивості натуральної параметризації кривої. 
6. Якщо крива задана параметричними рівняннями, як перевірити, чи 
є ця параметризація кривої натуральною? 

7. Дотична до кривої в точці. Різні види рівнянь дотичної. 
8. Нормальна площина кривої в точці. Різні види рівнянь нормальної 
площини. 

9. Яка точка кривої називається точкою розпрямлення? 
10. Яка умова характеризує точку розпрямлення кривої відповідно 
натурального параметру? 

11. Яка площина називається стичною площиною в точцікривої? 
12. Головна нормаль і бінормаль кривої в точці. 
13. Спрямна площина в точці кривої. 
14. Тригранник Френе просторової кривої. 
15. Різні види рівнянь елементів тригранника Френе. 
16. Орти осей тригранника Френе в натуральній і довільній 
параметризації кривої. 

17. Кривина просторової кривої. 
18. Необхідна і достатня ознака прямої лінії. 
19. Формула кривини в натуральній і довільній параметризації 
кривої. 

20. Формули Френе. 
21. Скрут просторової кривої. 
22. Формула скруту в натуральній і довільній параметризації кривої. 
23. Необхідна і достатня ознака плоскої кривої. 
24. Основна теорема теорії кривих. 
25. Натуральні рівняння кривої. 
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ГЛАВА ІІІ. ТЕОРІЯ ПОВЕРХОНЬ 

 

Досі ми мали справу з вектор-функціями одного скалярного ар-
гумента.  

Далі розглядаючи поверхні як двовимірні многовиди, що зада-
ються зазвичай за допомогою своєї параметризації, ми користуємося 
вектор-функціями двох скалярних аргументів, припускаючи, що сту-
денти ознайомилися з ними самостійно. 
 При вивченні глави ІІІ студенти повинні зосередити зусилля на 
чіткому визначенні основних понять і геометричній стороні розгля-
нутих питань. Важливо, щоб студенти змогли застосувати навички, 
набуті під час знайомства з попередньою главою, до кривих на 
поверхні. Відзначимо, що властивості кривих на поверхні більшою 
мірою визначаються властивостями самої поверхні.  Так, головні і 
асимптотичні напрямки в точці поверхні, лінії кривини, асимптотичні 
і геодезичні лінії визначаються для даної поверхні однозначно, 
оскільки залежать тільки від будови самої поверхні і ні в якій мірі не 
залежать від вибору криволінійних координат на ній.  З вибором 
криволінійних координат пов'язана координатна мережа поверхні.   
 Найбільш складними для розуміння є основні рівняння теорії 
поверхонь.  Тут окрім геометрії необхідне знання теорії 
диференціальних рівнянь і володіння алгебраїчним апаратом.  Ми не 
рекомендуємо студентам заучувати основні формули, поки вони 
самостійно не виконають всі проміжні викладки. 
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§ 15. Поверхні в просторі. Дотична площина і нормаль до поверхні 
 

Як відомо, геометричне місце точок, координати яких 
задовільняють рівнянню: 

,࢞ሺࡲ ,࢟ ሻࢠ ൌ                                           (15.1) 
в деякій декартовій системі координат, називається поверхнею. 

Якщо: 
࢞ ൌ ,ሻ࢚ሺ࢞ ࢟ ൌ ,ሻ࢚ሺ࢟ ࢠ ൌ  ሻ࢚ሺࢠ

рівняння якоїсь кривої, що лежить на поверхні, то:  
,ሻ࢚ሺ࢞ሺࡲ ,ሻ࢚ሺ࢟ ሻሻ࢚ሺࢠ ≡ . 

Дифференціюванням по		࢚  звідси отримуємо: 
ሻ࢚ᇱሺ࢞࢞ࡲ  ሻ࢚ᇱሺ࢟࢟ࡲ  ሻ࢚ሺ′ࢠࢠࡲ ≡  

в будь-якій точці кривої на поверхні. Тут похідні		࢞ᇱሺ࢚ሻ, ࢟ᇱሺ࢚ሻ, 
-залежать від вибору кривої и являють собою координати її до			ሻ࢚ᇱሺࢠ
тичного вектора  ࢘തᇱሺ࢚ሻ. ,࢞ࡲ			 ,࢟ࡲ  залежать тільки від вибору точки ࢠࡲ

на поверхні. Очевидно, останнє рівняння можна подати у вигляді: 
સࡲതതതതሺ࢞, ,࢟ ሻࢠ ∙ ሻ࢚തᇱሺ࢘ ൌ ,                                     (15.2) 

де સࡲതതതതሺ࢞, ,࢟ ሻࢠ ൌ ଙ̅࢞ࡲ  ଚ̅࢟ࡲ  ഥࢠࡲ െградієнт функціїࡲ. 
Обмежимось розглядом лише тих точок поверхні, де સࡲതതതത ് .  

Тоді з (15.2) маємо, що дотичні до всіх кривих на поверхні, що про-
ходять через точку ࡹሺ࢞, ,࢟  розташовані в одній площині, яка		ሻ,ࢠ
містить точку ࡹ	і перпендикулярна до સࡲതതതത. Ця площина називається 
дотичною площиною до поверхні в точці		ࡹ.  Її рівняння має вигляд: 

,࢞ሺ࢞ࡲ ,࢟ ࢄሻሺࢠ െ ሻ࢞  ,࢞ሺ࢟ࡲ ,࢟ ࢅሻሺࢠ െ ሻ࢟  ,࢞ሺࢠࡲ ,࢟ ࢆሻሺࢠ െ ሻࢠ ൌ  

де  ࢄ, ܻ, ܼ – координати довільної точки дотичної площини поверхні. 
Нормаль до поверхні, що визначається як перпендикуляр до 

дотичної площини в точці дотику, задається рівнянням: 
ࢄ െ ࢞
࢞ࡲ

ൌ
ࢅ െ ࢟
࢟ࡲ

ൌ
ࢆ െ ࢠ
ࢠࡲ

 

де  ࢆ ,ࢅ ,ࢄ – координати її довільної точки. 
Точка 	ࡹሺ࢞, ,࢟ -ሻ  на поверхні називається звичайною, якщо поࢠ

близу її рівняння поверхні можна подати у вигляді 
ࢠ ൌ ,࢞ሺࢌ  ሻ                                                (15.3)࢟
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де   ࢌሺ࢞,  .		– однозначна функція принаймні классу		ሻ࢟
Геометрично це означає, що кожній точці		ࡼሺ࢞, ,࢟ ሻ	в деякій 
області		ࡰ на площині	ࢅࢄ	відповідає одна й тілько одна точка 

поверхі	ࡹ൫࢞, ,࢟ ,࢞ሺࢌ  ࡼ	що отримується плавним зміщенням точки		ሻ൯,࢟

уздовж осі  ࢆࡻ		на відрізок ࢌሺ࢞, -ሻ.  Кажуть, що поверхня в околі точ࢟
ки M являє собою простий кусок. 

Отже, звичайна точка поверхні характеризується тим, що досить 
малий її окіл в просторі вирізає простий кусок поверхні. 
 Очевидно, що поблизу точки, де виконується умова સࡲതതതത ് , 
рівняння поверхні (15.1) можна представити у вигляді (15.3), тому 
такі точки називаються свідомо звичайними. 

Якщо умову		સࡲതതതതത ് 		 не дотримано, то точка поверхні може 
виявитися особливою (наприклад, точки перетину поверхні, вершина 

конуса 	࢞  ࢟ െ ࢠ ൌ 		і т. д.). 
 

 
 

§ 16. Криволінійні координати на поверхні 
 

При вивченні поверхонь найбільш доцільно користуватися па-
раметричним поданням.  Так, якщо відкладати задану вектор-

функцію двох скалярних аргументів		࢛,   в деякій області їх зміни࢛

,࢛തሺ࢘ ሻ࢛ ൌ ,࢛ሺ࢞ ሻଙ࢛̅  ,࢛ሺ࢟ ሻଚ࢛̅  ,࢛ሺࢠ  ഥሻ࢛
від точки	ܱ, то кінець вектора буде описувати деяку поверхню, при-
чому координати точок цієї поверхні будуть: 

࢞ ൌ ,࢛ሺ࢞ ,ሻ࢛ ࢟ ൌ ,࢛ሺ࢟ ,ሻ࢛ ࢠ ൌ ,࢛ሺࢠ  ሻ.                                 (16.1)࢛

Легко довести, що якщо в точці 	ࡹሺ࢛, ത࢘		 поверхні (16.1)	ሻ࢛ ∦   ,ത࢘

де ࢘ത ൌ
ത࢘ࣔ

࢛ࣔ
, ത࢘ ൌ

ത࢘ࣔ

࢛ࣔ
, то точка ࡹሺ࢛, -ሻ – свідомо звичайна (або ре࢛

гулярна). Якщо ця умова виконується для всіх точок поверхні, коор-
динатна сітка також називається регулярною. 

Очевидно, що поблизу свідомо звичайної точки (࢘ത ∦  തሻ має࢘
місце взаємно однозначна відповідність між точками поверхні і пара-
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ми значень ࢛, ,࢛ .  На цій підставі параметри࢛   називаються࢛
криволінійними координатами на поверхні.   

Домовимося надалі вивчати поверхні тільки в їх свідомо зви-
чайних точках. 
 Розглянемо на поверхні геометричне місце точок, криволінійні 
координати яких визначаються рівняннями: 

࢛ ൌ ,ሻ࢚ሺ࢛  ൌ , ,                                                                           (16.2) 
де  ࢚ – незалежна змінна. Радіус-вектор будь-якої точки може бути 
подано у вигляді: 

ത࢘ ൌ ത࢘ ቀ࢛ሺ࢚ሻ,  ሻቁ,                                                                           (16.3)࢚ሺ࢛

і, отже, описує криву на поверхні.  
З даною системою криволінійних координат на поверхні 

пов'язані координатні лінії – криві, уздовж яких одна з координат 

стала.  При ࢛ ൌ ࢛ -лінії, при࢛ маємо  ࢚࢙ࢉ ൌ  .-лінії࢛   -࢚࢙ࢉ
 Сіткою на поверхні називається сукупність двох однопарамет-
ричних сімейств кривих на цій поверхні. 

Очевидно, ࢛ െі࢛ – линії утворюють сітку; її називають коор-

динатною. Через кожну точку поверхні			ࡹሺ࢛
, ࢛

ሻ  проходить 

єдина		࢛-лінія ࢛ ൌ ࢛
		і		࢛-лінія ࢛ ൌ ࢛

. 
Дифференціал радіус-вектора кривої, що задана рівняннями (16.2) або 
(16.3), має вигляд: 

ത࢘ࢊ ൌ ,࢛ሺࢻത࢘ ,ࢻ࢛ࢊሻ࢛ ࢻ࢛ࢊ ൌ ,࢚ࢊሻ࢚ሺࢻᇱ࢛ ࢻ ൌ ,                             (16.4) 
(Тут і надалі застосовується правило підсумовування Ейнштейна: 
ࢻ࢛ࢊࢻത࢘ ൌ ∑ ୀ,ࢻࢻ࢛ࢊࢻത࢘ ). 

Оскільки ми розглядаємо тільки свідомо звичайні точки на 

кривій, то ࢘ࢊത ൌ ࢚ࢊሻ࢚തᇱሺ࢘ ്   і, отже,		࢛ࢊ,			࢛ࢊ не дорівнюють нулю 
одночасно. Із (16.4) бачимо, що вектор ࢘ࢊത, спрямований увздовж 
дотичної до  кривої (16.2), компланарний з векторами ࢘ത,  ത в цій࢘
точці. Відповідно до цього рівняння дотичної площини і нормалі до 

поверхні в точці ࡹሺ࢛, -ሻ  в криволінійних координатах мають ви࢛
гляд: 

ቀࡾഥ െ ,࢛തሺ࢘ ሻቁ࢛ ሾ࢘ത ൈ തሿ࢘ ൌ , 
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ഥࡾ ൌ ,࢛തሺ࢘ ሻ࢛  ത࢘ሾࣅ ൈ  ,തሿ࢘
де,  ࡾഥ – радіус-вектор довільної точки дотичної площини або нормалі 
відповідно.  

Зауважимо, що вектор (16.4), який характеризує напрямок 
дотичної до кривої на поверхні в даній точці, можна представити у 
вигляді: 

ࢻ࢛ࢊࢻത࢘ ൌ ത࢘ሺ࢛ࢊ  ത࢘
࢛ࢊ

࢛ࢊ
ሻ, 

звідки випливає, що напрямок дотичної до кривої в точці M на 
поверхні залежить тільки від значення в цій точці відношення 

диференціалів криволінійних координат уздовж кривої   
࢛ࢊ

࢛ࢊ
. 

 
Вправи  

1. Які поверхні задаються даними рівняннями і чи регулярна у них 
сітка координатних ліній? 

ത࢘(1 ൌ ሼ࢙࢜ࢉ࢛࢙ࢉࢇ , ࢇ ࢛࢙ࢉ ࢙࢜ ࢇ			,  .ሽ࢛࢙
,࢛തሺ࢘(2 ሻ࢜ ൌ ሼሺࢇ  ሻ࢛࢙ࢉ࢈ ࢙࢜ࢉ , ሺࢇ  ሻ࢛࢙ࢉ࢈ ࢙࢜ , ࢈  .ሽ࢛࢙

,࢛തሺ࢘(3 ሻ࢜ ൌ ሼ
ඥ࢛ା	ࢉ

ࢉ
࢙࢜ࢉ ,

ඥ࢛ା	ࢉ

ࢉ
࢙࢜ ,  .ሽ࢛

 
2. Скласти параметричне рівняння еліпсоїда, гіперболоїда і 
еліптичного параболоїда. 
3. Скласти рівняння однополосного гіперболоїда, приймаючи в якості 
координатних ліній їх прямолінійні утворюючі.  
4. Скласти рівняння поверхні, утвореної обертанням кривої 
࢞ ൌ ,	ሻ࢛ሺࢌ 	࢟ ൌ 	, ࢠ ൌ  .ሻ   навколо осі OZ࢛ሺࢍ
5. Скласти рівняння циліндра з направляючою ࣋ഥ ൌ -ሻ і утворюю࢛ഥሺ࣋	
чими , паралельними вектору ࢋത ൌ   .࢚࢙ࢉ
6. Скласти рівняння конуса з вершиною у початку радіус-векторів і 
напрямляючею ࣋ഥ ൌ  .ሻ࢛ഥሺ࣋	
7. Записати рівняння поверхні, утвореної дотичними до лінії ࢟ ൌ
,࢞ ࢞ ൌ  .ࢠ
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8. Скласти рівняння поверхні, утвореної бінормалями лінії  ࢘ത 	ൌ 	 ሼ	࢚ࢋ,

,࢚ିࢋ  ሽ√࢚
9. Скласти рівняння поверхні, утвореної головними нормалями гвин-
тової лінії. 
10. Скласти рівняння нормалі до псевдосфери 

࢞ ൌ ࢛࢙ࢇ ,	࢙࢜ࢉ ࢟ ൌ ࢛࢙ࢇ ࢙࢜ , ࢠ ൌ ࢇ  ࢍ࢚
࢛

  ࢛࢙ࢉࢇ

у довільній точці, і знайти орт нормалі. 
11. Визначити орт нормалі прямого гелікоїда   
࢞ ൌ ,	࢙࢜ࢉ࢛ ࢟ ൌ ,	࢙࢛࢜ ࢠ ൌ  .࢜ࢎ
12. Скласти рівняння дотичної площини поверхні 

࢟࢞ 	ࢠ ൌ ૡ  в точці (1 ; 2; 2).  Визначити орт нормалі в цій точці. 
13. Довести, що поверхні 

࢞ 	࢟ 	ࢠ ൌ  ,࢞ࢻ	
࢞ 	࢟ 	ࢠ ൌ  ,࢟ࢼ

࢞				  	࢟ 	ࢠ ൌ  ࢠࢽ	
попарно ортогональні. 
14. Довести, що нормаль поверхні обертання перетинає вісь обертан-
ня. 
15. Довести, що всі дотичні площини поверхні 

ࢠ ൌ ቀ࣐࢞
࢟

࢞
ቁ  проходять через початок координат. 

16. Записати рівняння дотичної площини тора 
ത࢘ ൌ ሼሺ  ࢛࢙ࢉሻ ࢙࢜ࢉ , ሺ  	࢛࢙ࢉሻ ࢙࢜ ,   , ሽ࢛࢙

паралельної до площини ࢞  ࢟ 	√ࢠ   ൌ . 
17. Знайти дотичні площини поверхні 
ࢠ ൌ ࢞ െ 	࢟࢞,  що перпендикулярні до вектора ࢇഥ ൌ ሼെ, , ሽ. Ви-
значити точку дотику. 
18. Скласти рівняння нормалі поверхні 

ࢠ ൌ ࢞	 െ 	࢟࢞  в точці М (0; -1; 0). 
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§ 17. Перша основна квадратична форма поверхні 
 

Будемо досліджувати поверхню поблизу довільної точки 

,࢛ሺࡹ  ሻ,  обмежуючись точністю I-го порядку.  Зсунемось з точки࢛

,࢛ሺࡹ ࢛ ሻ за деякою кривою на поверхні࢛ ൌ ,ሻ࢚ሺ࢛  ൌ , ,		в 
нескінченно близьку точку ࡹ′. Цьому нескінченно малому зміщенню 
по поверхні відповідають диференціали криволінійних координат 

࢛ࢊ ൌ ,࢚ࢊሻ࢚ሺ࢛  ൌ , , і диференціали радіус-вектора		࢘ത		уздовж 
нашої кривої: 
ത࢘ࢊ ൌ ,ࢻ࢛ࢊࢻത࢘ ࢻ ൌ , .		                                                                      (17.1) 

Як було показано в § 7 глави 2, для диференціала ду-

ги		࢙ࢊ		кривої, що відповідає тому ж зміщенню		ࡹࡹ′ෳ , має місце 
рівність	|࢙ࢊ| ൌ   :ത′|.| З огляду на (17.1) звідси࢘ࢊ|

࢙ࢊ ൌ ൫࢘ത࢘ࢻതࢼ൯,ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊ			ࢻ, ࢼ ൌ , . 
Позначимо: 

ࢼത࢘ࢻത࢘ ൌ ,࢛ሺࢼࢻࢍ  ሻ.                                                                          (17.2)࢛

Тоді попередня  формула запишеться таким чином: 

࢙ࢊ ൌ ,ࢻ			,ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼࢻࢍ ࢼ ൌ , .                                                      (17.3) 

Вираз у правій частині (17.3) називається першою основною 
квадратичною формою поверхні і грає велику роль в теорії повер-
хонь.  Позначимо його ࣐. 

 .  Коефіцієнти࢛ࢊ	і	࢛ࢊ  – квадратична форма щодо диференціалів࣐

,࢛ሺࡹ  залежать тільки від вибору точки࣐  .ሻ на поверхні࢛
  виражає квадрат диференціала дуги ds при нескінченно малому࣐
зміщенні по поверхні.  При цьому коефіцієнти ࣐ визначаються точ-

кою ࡹሺ࢛,  ࢛ࢊ	і	࢛ࢊ ሻ, з якої виробляється зсув, а диференціали࢛
відповідають даному зміщенню з точки M. 
Відзначимо властивості першої квадратичної форми: 

1.  Оскільки ࣐ за визначенням виражає࢙ࢊ, то це є форма додатня 

при всіх значеннях ࢛ࢊ	݅	࢛ࢊ (крім ࢛ࢊ ൌ ࢛ࢊ ൌ ).  Звідси з чис-
то алгебраїчних міркувань випливає, що дискримінант її також до-
датний: 
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ࢍࢍ െ ࢍ
  0. 

Такі форми називаються додатно визначеними. 

2. Обчислюючи дифференціал дуги ࢙ࢊ уздовж		࢛і࢛-ліній, з (17.3) 
знаходимо: 

࢙ࢊ ൌ ࢙ࢊ    ሻ   і࢛ࢊሺࢍ ൌ  ,ሻ࢛ࢊሺࢍ
звідки випливає: 

ࢍ  0, ࢍ  0. 
Нехай		࢛=࢛ሺ࢚ሻ,  ൌ , , ࢀ  ࢚   відрізок кривоі на поверхні. З –ࢀ
допомогою першої квадратичної форми поверхні легко отримати 

формулу довжини	࢙  відрізка кривої		ࢀࡹࢀࡹ:ෳ  

ࡿ ൌ ෳࢀࡹࢀࡹ ൌ න ඨࢼࢻࢍ
ࢻ࢛ࢊ

࢚ࢊ
ࢼ࢛ࢊ

࢚ࢊ

ࢀ

ࢀ

࢚ࢊ

ෳ

. 

Тут ࢼࢻࢍ – відомі функції від  ࢛, ࢛, які, у своючергу, залежатьвід		࢚.  
Обчислимо кут між кривими на поверхні, що виходять з точки 

M. Позначимо диференціали криволінійних координат, радіус-
вектора і дуги вздовж першої і другої кривої через 

,࢛ࢊ		 ,ത࢘ࢊ ,࢙ࢊ ,࢛ࢾ ,ത࢘ࢾ  :відповідно.  Тоді		࢙ࢾ
ത࢘ࢊ ൌ ,ࢻ࢛ࢊࢻത࢘ ത࢘ࢾ ൌ  (17.4)                                                               .ࢻ࢛ࢾࢻത࢘
Оскільки кут між кривими визначається як кут між дотичними до них 
в їх спільній точці, згідно з (17.4) і (17.2) маємо: 

ത࢘ࢊሺܛܗ܋ ,∧ തሻ࢘ࢾ ൌ
ത࢘ࢾത࢘ࢊ

|ത࢘ࢾ||ത࢘ࢊ|
ൌ

ࢼ࢛ࢾࢻ࢛ࢊࢼࢻࢍ

ටࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼࢻࢍඥࣆ࢛ࢾ࢛࣌ࢾࣆ࣌ࢍ
, 

Це цілком точна формула, так як права частина залежить лише від 

відношень  ࢛ࢊ: ࢛ࢊ,࢛ࢾ:࢛ࢾ,  що визначаються напрямком дотич-
них до кривих в точці ࡹ.  Зокрема, кут ࣐ між координатними лініями 

в точці ࡹሺ࢛,  ሻ  за умови, що зміщення йде в бік зростання࢛

параметрів ࢛, ࢛,  знаходиться за формулою: 

࣒ܛܗ܋ ൌ
ࢍ

ඥࢍࢍ
. 

Очевидно, якщо ࢍ ൌ  в деякій області на поверхні, то 0=࣒ܛܗ܋ і 
координатна сітка в цій області ортогональна. 
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 Нарешті, за допомогою ߮ଵ можна обчислювати площу області 
на поверхні. 

Нехай ࡰ – область на поверхні, обмежена кусочно-гладкою кри-
вою. Розіб'ємо її координатними лініями на криволінійні паралело-
грами.  Розглянемо один з таких паралелограмів, позначивши через 

,࢛ሺࡹ ,࢛ ሻ його вершину з найменшими значеннями࢛ -, а інші йо࢛
го вершини – через: 

࢛ሺࡹ  ,࢛∆ ,ሻ࢛ ,࢛ሺࡹ ࢛  ,ሻ࢛∆ ࢛ᇱሺࡹ  ,࢛∆ ࢛    .ሻ࢛∆
Замінимо криволінійні зміщення ࡹࡹෳ ෳࡹࡹ,	  по ࢛,  -лініях࢛

відповідними диференціалами радіус-вектора ࢘ത  -   ࢘ത∆࢛	݅	࢘ത∆࢛.  
Паралелограм, що побудований на цих векторах і лежить в дотичній 
площині, наближено замінює криволінійний і тим точніше, чим мен-
ше розміри останнього. 

Площа ∆ߪ параллелограма, сторонами якого є 

вектори		࢘ത∆࢛i࢘ത∆࢛, дорівнює: 

࣌∆ ൌ หሾ࢘ത∆࢛ ൈ ሿห࢛∆ത࢘ ൌ |ሾ࢘ത ൈ  ࢛∆࢛∆|തሿ࢘

і може бути виражена за допомогою коефіцієнтів першої 
квадратичної форми, де значення коефіцієнтів  ࢍ  взяті в точці 

,࢛ሺࡹ  .ሻ࢛
Границя, до якої збігається сума площ: 

∆࣌
ࡰ

ൌටࢍࢍ െ ࢍ
 ࢛∆࢛∆

ࡰ

 

при нескінченному подрібненні розбиття, називається площею 
області D на поверхні.  З теорії кратних інтегралів випливає, що в 

силу безперервності функції ටࢍࢍ െ ࢍ
   вказана границя існує, 

не залежить від способу розбиття і дорівнює подвійному інтегралу: 

࣌ ൌ නන ටࢍࢍ െ ࢍ


ࡰ
 .࢛ࢊ࢛ࢊ

Можна показати, що отриманий вираз не залежить від вибору 
криволінійних координат на поверхні.  
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Вправи 
1. Обчислити першу квадратичну форму поверхні, утвореної обер-
танням кривої ࢞ ൌ ,ሻ࢛ሺࢌ ࢠ ൌ   .ሻ навколо осі OZ࢛ሺࢍ	

2. Обчислити першу квадратичну форму поверхонь обертання: 
ሻ࢛ሺࢌ (1 ൌ ࢛࢙ࢉࡾ , ሻ࢛ሺࢍ ൌ  ;(сфера)  ࢛࢙ࡾ
ሻ࢛ሺࢌ (2 ൌ ࢛࢙ࢉࢇ , ሻ࢛ሺࢍ ൌ ܋  ;(еліпсоїд обертання)  ࢛࢙
ሻ࢛ሺࢌ (3 ൌ ࡾ  ࢛࢙ࢉ࢘ , ሻ࢛ሺࢍ ൌ  ; (тор) ࢛࢙

ሻ࢛ሺࢌ (4 ൌ ࢛࢙ࢇ , ሻ࢛ሺࢍ ൌ ሺ	ࢇ	 ࢍ࢚ ࢛


  ;ሻ (псевдосфера)࢛࢙ࢉ

ሻ࢛ሺࢌ (5 ൌ ,࢛ࢎࢉࢇ ሻ࢛ሺࢍ ൌ -однополосний гіперболоїд обер) ࢛ࢎ࢙ࢉ
тання); 
ሻ࢛ሺࢌ(6 ൌ ,࢛ࢎ࢙ࢇ ሻ࢛ሺࢍ ൌ -двополосний гіперболоїд обер)		࢛ࢎࢉࢉ
тання). 

3. Довести, що меридіани і паралелі поверхні обертання утворюють 
на ній ортогональну сітку. 

4. Знайти кут між координатними лініями ࢞ ൌ ,࢞	 ࢟ ൌ   на поверхні࢟	
ࢠ ൌ  .࢟࢞ࢇ

5. На гелікоїді  ࢘ത ൌ ሼ࢛ ࢙࢜ࢉ , ࢛ ࢙࢜ ,  ሽ  знайти довжину гвинтової࢜ࢎ
лінії ࢛ ൌ  .між двома точками P1 (u1,v1) і P2(u2,v2) ࢇ

6. На поверхні з лінійним елементом  ࢙ࢊ ൌ ࢛ࢊ     знайти кут࢜ࢊ	
між лініями ࢛	 ൌ ࢛і  ࢜	 ൌ 	െ࢜. 

7. На косому гелікоїді ࢘ത ൌ ሼ࢛ ࢙࢜ࢉ , ࢛ ࢙࢜ , ࢜   ሽ  знайти кут між࢛
лініями ࢛  ࢜ ൌ  і ࢛ ൌ  .в їх спільній точці ࢜ࢍ࢚

9. На катеноїді  
࢞ ൌ ࢙࢜ࢉ࢛ࢎࢉ , ࢟ ൌ ࢙࢛࢜ࢎࢉ , 	ࢠ ൌ  ࢛

знайти кут між лініями ࢛  ࢜ ൌ  і ࢛ െ ࢜ ൌ  в їх спільній точці. 
10. Записати диференційне рівняння ортогональних траєкторій сі-
мействаліній ࣐ሺ࢛, ሻ࢜ ൌ -на поверхні з першою квадратич		࢚࢙ࢉ	
ною формою: 

࢙ࢊ ൌ ࢛ࢊࡱ  	࢜ࢊ࢛ࢊࡲ   .࢜ࢊࡳ
11. Обчислити площу чотирикутника , який лежить на гелікоїді: 

ത࢘ ൌ ሼ࢛ ࢙࢜ࢉ , ࢛ ࢙࢜ ,  ሽ࢜ࢎ

і обмеженого кривими ࢛ ൌ , 	࢛ ൌ 	 ࢎ
ࢇ
, ࢜ ൌ , ࢜ ൌ . 

12. Обчислити площу поверхні тора, заданого параметризацією: 
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࢞ ൌ ሺࡾ	  ࢘ ሻ࢛࢙ࢉ ࢙࢜ࢉ , 	࢟ ൌ ሺࡾ  ሻ࢛࢙ࢉ࢘ ࢙࢜ , ࢠ ൌ
࢘   ,࢛࢙  ,࢛ ࢜  ࣊. 

 

 

§ 18. Друга квадратична форма поверхні 
 

Продовжуємо вивчення поверхні поблизу її довільної точки ࡹ. 
Змістимося з точки ࡹ  в нескінченно близьку до неї точку ࡹ′' по 
деякій кривій, віднесеної до натурального параметру, з рівнянням 

࢛ ൌ ,ሻ࢙ሺ࢛  ൌ , ,  або: 

ത࢘					                       ൌ ത࢘ ቀ࢛ሺ࢙ሻ,                                         .ሻቁ࢙ሺ࢛

(18.1) 

Нехай ࡹࡹ′ෳ ൌ   ത࢘ Тоді відповідний приріст радіус-вектора  .࢙∆
дорівнює:   

ෳ′ࡹࡹ                       ൌ ത࢘∆ ൌ ࢙∆തሶ࢘  


തሷ࢘ ሺ∆࢙ሻ  ⋯                       (18.2) 

Будемо враховувати нескінченно малі не тільки 1-го, а й 2-го порядку 

малості.  Тепер зміщення ࡹࡹ′ෳ  , на відміну від попереднього пара-
графа,  не розташоване в дотичній площині.   

Оцінимо ухилення від дотичної площини при зміщенні з точки 
дотику ࡹ в нескінченно близьку точкуࡹ′ уздовж якої-небудь кривої 
на поверхні. 

Нехай ࡼ  – основа перпендикуляра, проведеного  з ࡹ′на дотичну 
площину, ഥ  – одиничний вектор нормалі до поверхні в точці ࡹ. Оче-

видно, щоࡹࡼ′തതതതതത ∥ ഥ , або ࡹࡼ′തതതതതത ൌ ഥ , де||  і є ухилення ࡹࡼᇱ. Будемо 
розуміти під ухиленням число . 

Оскільки ࡹࡹ′തതതതതത ൌ തതതതതࡼࡹ  തതതതതത′ࡹࡼ ൌ തതതതതࡼࡹ  ഥ ,  то (18.2) постане у вигляді: 

തതതതതࡼࡹ  ഥ ൌ ࢙∆തሶ࢘ 


തሶ࢘ ሺ∆࢙ሻ  ⋯ 

Помножуючи скалярно обидві частиницієї рівності  на ഥ 		і врахо-

вуючи те, що  ࢘തሶ  лежить в дотичній площині, маємо: 

 ൌ 


ഥതሷ࢘ ሺ∆࢙ሻ  ⋯                           (18.3) 
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Так як: 

തሶ࢘ ൌ ሶ࢛ࢻത࢘ തሷ࢘							і					ࢻ ൌ ሶ࢛ࢼࢻത࢘ ሶ࢛ࢻ ࢼ  ሷ࢛ࢻത࢘  ,ࢻ

де  ࢘തࢼࢻ ൌ
ത࢘ࣔ

ࢼ࢛ࣔࢻ࢛ࣔ
, то 

ഥതሷ࢘ ൌ ሶ࢛ഥࢼࢻത࢘ ሶ࢛ࢻ  (18.4)                                 .ࢼ

Позначимо 
ഥࢼࢻത࢘ ൌ ,࢛ሺࢼࢻ࢈  ሻ.                                      (18.5)࢛

Значення ࢈, ,࢈ ,࢛залежать від вибору точки ሺ࢈  ,ሻ на поверхні࢛
в якій зараз розглядається дотична площина, і від напрямку вектора 
ഥ , який, взагалі кажучи, можна змінити на протилежний. Умовимося 
вибирати вектор ഥ  в кожній точці поверхні за формулою: 

ഥ ൌ ሾ࢘തൈ࢘തሿ

ටࢍࢍିࢍ

,                                          (18.6) 

де в знаменнику стоїть модуль вектора  ሾ࢘ത ൈ  .തሿ (див. § 7)࢘
Підставляючи (18.6) в (18.5), маємо: 

,࢛ሺࢼࢻ࢈ ሻ࢛ ൌ
ሺ࢘ത࢘ࢼࢻത࢘തሻ

ටࢍࢍିࢍ


                              (18.7) 

Далі, враховуючи (18.4), (18.5), а також те, що  ࢛ሶ ࢙∆ ൌ -перепи		,࢛ࢊ
шемо (18.3) у вигляді:  

 ൌ


ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼࢻ࢈ ⋯ 

Таким чином, головна частина ухилення від дотичної площини 
при зміщенні по поверхні з точки дотику  ࡹ в нескінченно близьку 
точку ࡹ′, виражається половиною квадратичної  форми: 

࣐                                         ൌ  (18.8)                             ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼࢻ࢈

Ця форма називається другою основною квадратичною формою 
поверхні. Так же, як і  ࣐,   вона є квадратичною формою відносно 
диференціалів координат, що відповідають зміщенню з точки ࡹ в ࡹ′, 
причому  її  коефіцієнти – функції від координат ࢛,  .ࡹ   точки࢛

Коефіцієнти  ࣐  можна виразити дещо інакше, ніж в (18.5) і 
(18.7). Так як ࢘ത, ത࢘ഥ ത лежать в дотичній площині, то࢘ ൌ ,  ൌ , . 
Тоді, очевидно,  

ഥ ത࢘  ത࢘ഥ ൌ  
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і, отже, 
࢈ ൌ ഥത࢘ ൌ െഥ ത࢘ ൌ െഥ  (18.9)                            .ത࢘

Окрім того, приведемо і ще один запис ࣐ в коротшій формі. 
Оскільки: 

ത࢘ࢊ ൌ ഥࢊіࢻ࢛ࢊࢻത࢘ ൌ ഥ  ,ࢼ࢛ࢊࢼ
то:  

ത࢘ࢊ ∙ ഥࢊ ൌ ഥࢻത࢘  .ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼ
Враховуючи (18.9), звідси маємо: 

࣐ ൌ െ࢘ࢊത ∙ ഥࢊ                                      (18.10) 

Диференціали  ࢛ࢊ, ,ത࢘ࢊ ഥࢊ в (18.8) і (18.10) відповідають одному й 
тому ж нескінченно малому зміщенню з даної точки поверхні. 
 

Вправи 
1. Записати другу квадратичну форму поверхонь : 

ത࢘ (1 ൌ ሼ࢘ ࢛࢙ࢉ ࢙࢜ࢉ , ࢘ ࢙࢜ࢉ࢛࢙ , ࢘  ; ሽ࢙࢜
ത࢘ (2 ൌ ሼሺࡾ  ࢘ ሻ࢛࢙ࢉ ࢙࢜ࢉ , ሺࡾ  ࢘ ሻ࢛࢙ࢉ ࢙࢜ , ࢘  ; ሽ࢙࢜
ത࢘ (3 ൌ ሼ	࢜ ࢛࢙ࢉ , ࢜ ࢛࢙ ,    ;ሽ࢛
ത࢘ (4 ൌ ሼࢇ ࢙࢜ࢉ࢛ࢎࢉ , ࢇ ࢛ࢎࢉ ࢙࢜ ,  ሽ࢛ࢎ࢙
ത࢘ (5 ൌ ሼࢇ ࢙࢜ࢉ࢛ࢎ࢙ , ࢇ ࢙࢛࢜ࢎ࢙ ,  . ሽ࢛ࢎࢉ

2. Довести, що при кожній параметризації площини її друга квадра-
тична форма тотожно дорівнює нулю. 
3. Довести, що при будь-якій параметризації сфери її перша квадра-
тична форма пропорційна другій. 
 
 

§ 19. Основна формула для кривини кривої на поверхні. 
Теорема Меньє 

 

Скалярний добуток ࢘തሷഥ  можна записати дещо інакше, ніж в § 8. 

Згідно з I формулою Френе ࢘തሷ ൌ  ഥ – одиничний ,кривина –  ഥ, де
вектор головної нормалі кривої. Застосовуючи цю формулу до кривої 

зміщення		ࡹࡹ′ෳ   в точці  ࡹ, маємо: 

ഥതሷ࢘ ൌ ഥഥ  

або:                       ࢘തሷഥ ൌ  (19.1)                                                         ,ࣂ࢙ࢉ
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де ࣂ െ	кут між одиничними векторами 		തതതі  ഥ . 
Права частина (19.1) є проекцією вектора кривини кривої  ഥ в 

точці  ࡹ на нормаль до поверхні в цій точці і називається нормаль-
ною кривиною  кривої в точці  ࡹ. 

Порівнюючи (19.1) з (18.4) і (18.5), отримуємо: 

 ൌ ࢼࢻ࢈
ࢻ࢛ࢊ

࢙ࢊ

ࢼ࢛ࢊ

࢙ࢊ
ൌ

ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼࢻ࢈

ࢾ࢛ࢊࢽ࢛ࢊࢾࢽࢍ
                                                            (19.2) 

Це і є основна формула, причому оскільки коефіцієнти  ࢾࢽࢍіࢼࢻ࢈ 

в заданій точці ࡹ мають суцільно певне значення, то нормальну кри-
вину в точці ࡹ можна розглядувати як функцію від напрямку в 
дотичній площині в точці ࡹ і називати нормальною кривиною 
поверхні в даному напрямку.Очевидно, що всі криві на поверхні з 
однією і тією ж дотичною в даній точці мають в цій точці однакову 
нормальну кривину. 

Фіксуємо точку ࡹ і дотичну ࢀࡹ  в ній.  Серед всіх кривих на 
поверхні з цією дотичною в точці ࡹ  є одна, що лежить в нормальній 
площині до поверхні, тобто площині, що проходить через нормаль до 
поверхні в точці ࡹ. Ця крива називається нормальним перерізом 
поверхні в точці M. Оскільки нормальний перерізГ – плоска  крива, 
то її стична площина співпадає з її площиною ࡺࡹࢀ  і головною нор-
маллю служить перпендикуляр до ࢀࡹ в площині ࡺࡹࢀ, тобто нор-
маль ࡺࡹ до поверхні.  Таким чином, нормальна кривина Г співпадає 
з кривизною цієї кривої, яку позначимо .  З іншого боку, нормальна 
кривина довільної кривої Г на поверхні з тією ж дотичною ࢀࡹ 
дорівнює          ൌ  ,Отже   .ࣂ࢙ࢉ

 ൌ  .|ࣂ࢙ࢉ|
Ця рівність і становить основний зміст теореми Меньє: модуль 

нормальної кривини кривої на поверхні в точці  ࡹ співпадає з криви-
ною нормального перерізу,  що проходить через точку ࡹ в напрямку 
кривої.  
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§ 20. Головні напрями в точці поверхні 
 

Перейдемо до дослідження зміни нормальної кривини при 
повороті дотичної ࢀࡹ в дотичній площині в точці ࡹ  поверхні.  З по-
переднього параграфа маємо: 

 ൌ
ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼࢻ࢈

ࢾ࢛ࢊࢽ࢛ࢊࢾࢽࢍ
. 

 
Означення. Ті напрями в точці поверхні, яким відповідають 

екстремальні значення нормальної кривини, називаються головними 
напрямами в даній точці. Самі екстремальні нормальні кривини на-
зиваються головними кривинами поверхні в даній точці. 

Перепишемо останню рівність у вигляді: 

ሺ࢈ െ ሻ࢛ࢊሻሺࢍ  ሺ࢈ െ ࢛ࢊ࢛ࢊሻࢍ  

ሺ࢈  ሻ࢛ࢊሻሺࢍ ൌ                                                                  
(20.1) 

Як звісно, екстремумам функції  відповідають ті напрямки 

-дорівнює нулю. Враховуючи це, бу   , в яких похідна від࢛ࢊ:࢛ࢊ

демо диференціювати (20.1) по  ࣈ ൌ ࣁі࢛ࢊ ൌ  .  В результаті࢛ࢊ
маємо: 

ሺ࢈ െ ࢛ࢊሻࢍ  ሺ࢈ െ ࢛ࢊሻࢍ ൌ , 
ሺ࢈ െ ࢛ࢊሻࢍ  ሺ࢈  ࢛ࢊሻࢍ ൌ .                             (20.2) 

Кожне з цих рівнянь разом з (20.1) визначає відношення ࢛ࢊ:࢛ࢊ в 
точці екстремума і значення функції   в цій точці.  
Виключаючи   з (20.2), знаходимо: 

ቤ
࢛ࢊ࢈  ࢛ࢊ࢈ ࢛ࢊࢍ  ࢛ࢊࢍ

࢛ࢊ࢈  ࢛ࢊ࢈ ࢛ࢊࢍ  ࢛ࢊࢍ
ቤ ൌ                                  (20.3) 

чи теж саме: 

ቮ
ሺ࢛ࢊሻ െ࢛ࢊ࢛ࢊ ሺ࢛ࢊሻ

ࢍ ࢍ ࢍ
࢈ ࢈ ࢈

ቮ ൌ                                                  (20.4) 

Розв’язки ࢛ࢊ:࢛ࢊ рівняння (20.3) або (20.4) визначають 
головні напрями поверхні в даній точці. Виконання (20.3) або (20.4) 
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необхідно і достатньо, щоб напрям  ࢛ࢊ:࢛ࢊ на поверхні був голов-
ним. 
Дослідимо (20.4). 

1) Виключний випадок: коефіцієнти рівняння (20.4) при ሺ࢛ࢊሻ, 

 ሻ, одночасно дорівнюють нулю. Тоді (20.3) і (20.4)࢛ࢊ, ሺ࢛ࢊ࢛ࢊ

задовольняються при будь-яких ࢛ࢊ, -  і, отже, будь-який на࢛ࢊ
прям в даній точці поверхні являетсяє головним. Такі точки нази-
ваються омбілічними або сферичними точками і характеризують-
ся умовами: 

࢈                          
ࢍ

ൌ ࢈
ࢍ

ൌ ࢈
ࢍ

                                                      (20.4) 

2) Основний випадок: не всі коефіцієнти рівняння (20.4) при ሺ࢛ࢊሻ, 

 :ሻ дорівнюють нулю. Тоді справедлива теорема࢛ࢊ, ሺ࢛ࢊ࢛ࢊ
Теорема (про головні напрями). В кожній точці поверхні, 

відмінної від сферичної, завжди існують два різні взаємно 
ортогональні головні напрями.  
Доведення: Оберемо в якості координатних ліній ортогональну сітку. 
Тоді ࢍ ൌ   і рівняння  (20.4) постане у вигляді : 

ሻ࢛ࢊሺ࢈ࢍ  ሺࢍ࢈ െ ࢛ࢊ࢛ࢊሻ࢈ࢍ െ ሻ࢛ࢊሺࢍ࢈ ൌ     
(20.5) 

А) Нехай, наприклад, ࢍ࢈ ് . В цьому випадку з (20.5) випливає 

࢛ࢊ ് , внаслідок чого (20.5) можна подати так: 

െሺ࢛ࢊ


࢛ࢊ
ሻ࢈ࢍ 

࢛ࢊ

࢛ࢊ
ሺࢍ࢈ െ ሻࢍ࢈  ࢈ࢍ ൌ                       

(20.6) 
Обчислимо дискримінант цього рівняння: 

ࡰ ൌ ሺࢍ࢈ െ ሻࢍ࢈  ࢈
  .ࢍࢍ

Так як ࢍ  0іࢍ  0, то рівність  ࡰ ൌ   можлива лише при:  

࢈ࢍ െ ࢍ࢈ ൌ іࢍࢍ࢈
 ൌ , 

тобто при:  
࢈
ࢍ

ൌ
࢈
ࢍ

ൌ
࢈
ࢍ

, 

що виконується тільки у сферичних  точках. Ми розглядаємо  основ-
ний випадок, тому ࡰ  0, і рівняння (20.5) має два різні дійсні 



48 
 

розв’язки  ࢛ࢊ:࢛ࢊі࢛ࢾ:࢛ࢾ. Доведемо ортогональність цих 
напрямів. За формулами Вієта з (20.6) маємо: 

࢛ࢊ

࢛ࢊ
∙ ࢛ࢾ



࢛ࢾ
ൌ െࢍ

ࢍ
.                                   (20.7) 

Відношеннями ࢛ࢊ:࢛ࢊі࢛ࢾ:࢛ࢾ визначаються напрями ࢘ࢊത ൌ
ത࢘ࢾіࢻ࢛ࢊࢻത࢘ ൌ  .ࢼ࢛ࢾࢼത࢘

Тоді  ࢘ࢊത ∙ ത࢘ࢾ	 ൌ ࢼ࢛ࢾࢻ࢛ࢊࢼത࢘ࢻത࢘ ൌ  .ࢼ࢛ࢾࢻ࢛ࢊࢼࢻࢍ

З огляду на ࢍ ൌ   і (20.7) виявляється  ࢘ࢊത ∙ ത࢘ࢾ ൌ , тобто  ࢘ࢊത ٣  .ത࢘ࢾ

У випадку, коли в (20.4) відмінний від нуля коефіцієнт при ሺ࢛ࢊሻ, 
всі викладки проводяться аналогічно. 

Б) Якщо в (20.4) відмінний від лише коефіцієнт при ࢛ࢊ࢛ࢊ, 

рівняння набуває вигляд ࢛ࢊ࢛ࢊ ൌ , звідки слідує, що один голов-

ний напрям характеризується рівнянням ࢛ࢊ ൌ , а інши െ	࢛ࢊ ൌ . 
Очевидно, тоді головні напрями співпадаютьз напрямками коорди-
натних ліній, а отже, різні і взаємно ортогональні. Теорема доведена.  
 
 
§ 21. Головні кривини в точці поверхні. Гаусова и середня кривини 

 

Переходимо до обчислення головних кривин в точці поверхні. 

Для того, щоб лінійна однорідна відносно  ࢛ࢊ, ࢛ࢊ система рівнянь 
(20.2) мала нетривіальні розв’язки, її визначник повинний 
дорівнювати нулю: 

                  ฬ
࢈ െ ࢍ ࢈ െ ࢍ
࢈ െ ࢍ ࢈ െ ࢍ

ฬ ൌ                           (21.1) 

Отримали квадратне рівняння, розв’язками якого є головні кривини 
 :. Перепишемо (21.1) в еквівалентній формі ,

 െ ࡾࡴ ࡷ ൌ ,                                (21.2) 

де позначено: 

ࡴ ൌ ࢈ࢍି࢈ࢍା࢈ࢍ
ሺࢍࢍିࢍ

 ሻ
,                                (21.3) 
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ࡷ ൌ
࢈࢈ െ ࢈



ࢍࢍ െ ࢍ
 . 

Рівняння (21.1) або (21.2) обов’язково має два розв’язки, причому 
дійсних з огляду на дійсність  головних напрямів. У випадку 
сферичної точки, де будь-який напрям – головний,  = . Зокрема, 
при  =  ൌ   точка називається точкою сплощення.  

З (21.2) за формулами Віета:  

  


ൌ ,ࡴ  ∙  ൌ  .ࡷ

Напівсума головних кривин  
ା


  в даній точці поверхні називається 

середньою кривиною ࡴ, а їх добуток	 ∙   – гаусовою (або повною)
кривиною	ࡷ поверхні в цій точці. 

Середня та гаусова кривини можуть бути обчислені за допомо-
гою коефіцієнтів першої та другої квадратичних форм за формулами 
(21.3).  Вони відіграють велику роль в теорії поверхонь, так як харак-
теризують форму поверхні в околі кожної її точки.  Наприклад, 
поверхні, для яких у всіх точках ࡴ ൌ , називаються мінімальними.  
Зокрема, мильна плівка, натягнута на вигнутий в просторі дротяний 
контур, приймає форму мінімальної поверхні (поверхні з 
мінімальною площею). 
 

Вправи 

1. Знайти середню і гаусову кривизни параболоїда ࢠ ൌ  ࢟࢞ࢇ

в точці ࢞ ൌ ࢟ ൌ . 

2. Знайти головні кривизни поверхні  

ࢠ ൌ ࢞ሺࢇ 	࢟ሻ  в точці (0; 0; 0). 
3. Підрахувати середню кривизну катеноїда 

ࢠ ൌ ࢟	ା࢞ටࢎࢉࢇ

ࢇ
 . 
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4. З’ясувати типи точок : 1) еліпсоїда;  2) гіперболоїдів;  3) параболої-
дів; 4) циліндрів; 5) конусів. 

5. З’ясувати типи точок тора. 

6. Довести, що для того, щоб точка на поверхні була сферичною, не-

обхідно і достатньо, щоб виконувались умови ࡷ	 ് ,ࡷ ൌ  .ࡴ	

 

 
§ 22. Лінії кривини на поверхні 

 

Означення. Крива на поверхні називається лінією кривини, як-
що в кожній її точці дотична має головний напрям. 

Згідно з означенням, крива ࢛ ൌ ,ሻ࢚ሺ࢛  ൌ ,  на поверхні є 

лінією кривини тоді і тільки тоді, коли диференціали  ࢛ࢊ		і		࢛ࢊ  уз-
довж неї в будь-якій точці задовольняють рівнянню (20.3) або: 
ሺࢍ࢈ െ ሻ࢛ࢊሻሺ࢈ࢍ  ሺࢍ࢈ െ ࢛ࢊ࢛ࢊሻ࢈ࢍ           (22.1) 
де ࢍі࢈  обчислені в тій самій точці. 

Виключимо з розгляду сферичні точки. Припустимо, що у 

рівнянні  (22.1)  ࢍ࢈ െ ࢈ࢍ ് . Тоді  ࢛ࢊ ് ,  і (22.1) 
приймає вигляд:  

ሺࢍ࢈ െ ሻሺ࢈ࢍ
࢛ࢊ

࢛ࢊ
ሻ  ሺࢍ࢈ െ ሻ࢈ࢍ

࢛ࢊ

࢛ࢊ
 

ሺࢍ࢈ െ ሻ࢈ࢍ ൌ  
Його розв’язки 

࢛ࢊ

࢛ࢊ
ൌ ,࢛ሺࢌ 				,ሻ࢛

࢛ࢊ

࢛ࢊ
ൌ ,࢛ሺࢌ  ሻ               (22.2)࢛

відповідають двом взаємно ортогональним головним напрямам в 
кожній точці. 

В теорії дифференціальних рівнянь доведено, що через кожну 
точку ሺ࢞,  проходить єдина крива, уздовж якої ࢟࢞ ሻ площини࢟

задовольняється рівняння 
࢟ࢊ

࢞ࢊ
ൌ ,࢞ሺࢌ  ሻ. Щодо (22.2) це означає, що࢟

через кожну точку ࡹሺ࢛, -ሻ поверхні проходить єдина лінія криви࢛
ни, уздовж якої задовольняється перше з рівнянь (22.2), і єдина лінія 
кривини, уздовж якої задовольняється друге з цих рівнянь. 
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Отримуємо сітку ліній кривини, ортогональну з огляду на 
ортогональність головних напрямів.  

У випадку, коли у рівнянні (22.1) відмінний від нуля лише 

коефіцієнт при ࢛ࢊ࢛ࢊ, воно приймає вигляд ࢛ࢊ࢛ࢊ ൌ .  Отже, 

уздовж ліній кривини або  ࢛ࢊ ൌ , або ࢛ࢊ ൌ . Таким чином, знову 
отримуємо сітку ліній кривини з тією особливістю, що вона співпадає 
з координатною сіткою. 

Це співпадіння зв’язано по суті із спеціальним вибором 
криволінійних координат на поверхні, оскільки сітка ліній кривини 
для даної поверхні визначається однозначно. 
 

Теорема. Для того, щоб дана координатна сітка на поверхні 
співпадала з сіткою ліній кривини, необхідно і достатньо, щоб в 
кожній точці поверхні виконувалась умова  ࢍ ൌ ࢈ ൌ . 
Доведення теореми студенти зможуть легко відновити самостійно. 
 

Вправи 
1. Довести, що якщо за координатні лінії на поверхні, що не має сфе-
ричних точок і точок сплющення, взяти лінії кривизни, то коефіціє-
нти ࢍ і ࢈ першої і відповідно другої квадратичних форм повер-
хні рівні нулю; і навпаки , якщо на поверхні ࢍ ൌ ,	 і ࢈ ൌ , то 
координатна сітка на поверхні складається з ліній кривизни. 

 

2. Знайти лінії кривини гелікоїда, заданого рівнянням 
ത࢘ ൌ ሼ࢛ ࢙࢜ࢉ , ࢛ ࢙࢜ ,  . ሽ࢜ࢇ

 

3. Знайти лінії кривизни на довільній поверхні обертання. 
 

4. Довести, що лінія на поверхні є лінією кривини тоді й лише тоді, 
коли  виповнюється одна з умов: 
a) лінія в кожній своїй точці іде за головним напрямом; 
b) нормальна кривина в кожній її точці дорівнює одній з головних 
кривин; 

c) нормалі до поверхні увздовж лінії утворюють розгортаючююся 
поверхню. 
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5. Знайдіть лінії кривини поверхонь: 
a) довільної циліндричної поверхні; 
b) довільної конічної поверхні; 
c) довільної поверхні обертання; 

d) поверхні  ࢘ത ൌ ሼ࢛  ,࢜ ࢛ െ࢜ ,  .ሽ࢜
 
 

§ 23. Формула Ейлера 
 

Виведемо залежність між головними кривинами і кривиною 
довільного нормального перерізу в точці поверхні.  Для цього вибе-
ремо в якості координатних ліній поверхні сітку ліній кривини.  Тоді 
ࢍ ൌ ࢈ ൌ ,  і кривина довільного нормального перерізу в кожній 
точці обчислюється за формулою:  

				                          ൌ
ሻ࢛ࢊሺ࢈ሻା࢛ࢊሺ࢈

ሻ࢛ࢊሺࢍሻା࢛ࢊሺࢍ
.                                         (23.1) 

Нехай в даній точці перший (другий) головний напрям, відповідний 

головній кривині  ሺሻ,  єдотичним до  ࢛ െ ሺ࢛-) лінії, уздовж якої 

маємо  ࢛ࢾ, ࢛ࢾ ൌ 	ሺ∆࢛ ൌ ,  ሻ.  Диференціали криволінійних࢛∆
координат уздовж довільного нормального перерізу в тій же точці з 

кривиною    позначимо  ࢛ࢊ,  :. Легко бачити, що тоді࢛ࢊ
࢈ ൌ ࢈іࢍ ൌ  :, в результаті чого (23.1) набуває виглядуࢍ
 

 ൌ 
ሻ࢛ࢊሺࢍ

ሻ࢛ࢊሺࢍ  ሻ࢛ࢊሺࢍ
 

ሻ࢛ࢊሺࢍ

ሻ࢛ࢊሺሺࢍ  ሻ࢛ࢊሺࢍ
. 

 

Це і є формула Ейлера, що виражає кривину довільного нормального 
перерізу через головні кривини , - і кут ߮, що утворений дотич
ною цього нормального перерізу з першим головним напрямом в 
даній точці поверхні.  
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§ 24. Три типи точок на поверхні 
 
Покажемо, що форма поверхні в околі деякої її точки цілком 

визначається значенням гаусової кривини ࡷ в цій точці. 
 

1. Нехай в точціࡹповерхніࡷ  0. Згідно з формулами (21.3), знак 
гаусової кривини співпадаєзі знаком визначникадругої 
квадратичної форми, так як визначник первщої квадратичної 

формидодатний. Отже, при ࡷ  0маємо ࢈࢈ െ ࢈
  0.Точ-

ки, де виконується ця умова, називаються эліптичними. За оз-
наченням ࡷ ൌ - од	і	, отже, в точці эліптичного типу
ного знаку. Тому в даній точці обидва головніперерізи, тобто 
нормальніперерізи, дотичнідо якихспрямовані по головним на-
прямам, загиньаются в одинбіквідноснооиничного вектора 
нормалі поверхніഥ . З формулиЕйлера випливає, що проміжні 
нормальніперерізимають кривину того же знаку, що й	і	, 
тобто загинаються в той же бік, щойголовні перерізи. Легко 
уявитисобі форму поверхні в околі точки ܯ эліптичного типу. 

2. Нехай тепер ࡷ ൏ 0 в точціࡹ, тоді࢈࢈ െ ࢈
 ൏ 0. Такі точки 

назваються гіперболічними. В гіперболічній точці головні кри-
вини	і	маютьрізніе знаки, тому один головнийпереріз 
загинаєьтся в бік вектора нормаліഥ  поверхні, а інший–в проти-
лежний.  

3. У випадку ࡷ ൌ  в точці 	ࡹ  маємо ࢈࢈ െ ࢈
 ൌ . Ця точка 

параболічного типу. В ній за необхідністю  ൌ  або  ൌ
	ሺ	і	не можуть дорівнювати нулю одночасно, так як 
сферічні точки з розгляду виключаються), отже, для одного з 
головних перерізів точка  ࡹ  є точкою розпрямлення.  

 
 

§ 25. Асимптотичні напрями і асимптотичні лінії поверхні 
 

Точки розпрямлення, як і раніше, з розгляду виключаються.  
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Означення 1. Асимптотичним напрямом в даній точці поверхні на-
зывается напрям, що є дотичним до нормального перерізу з кривиною 
нуль в цій точці. 

Згідно з означенням і формулою (19.2) для того, щоб напрям 

:࢛ࢊ  , був асимптотичним в даній точці, необхідно і достатньо࢛ࢊ
щоб в цій точці виконувалася умова: 

࣐			                         ൌ ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼࢻ࢈ ൌ .                                           (25.1) 

Означення 2. Крива на поверхні, дотична до якої в кожній точці 
спрямована за асимптотичним напрямом в цій точці, називається 
асимптотичною лінією. 
 Очевидно, що крива на поверхні є асимптотичною лінією тоді і 
тільки тоді, коли вздовж неї в кожній точці виконується рівняння 
(25.1), тобто (25.1) – це диференціальне рівняння асимптотичних 
ліній. 

Д осліджуючи (25.1), приходимо до висновку, що в точці 
еліптичного типу немає дійсних асимптотичних напрямів; в 
гіперболічній точці поверхні існує два, а в параболічній – один асим-
птотичний напрям. В такому випадку на поверхні, що складається з 
гіперболічних точок, існують два, а на поверхнях, всі точки яких 
параболічні, – одне сімейство асимптотичних ліній. 

Зауважимо, що в параболічній точці, де одна з головних кривин 
дорівнює нулю, відповідний головний напрям буде також асимпто-
тичним (єдиний в цій точці).  Отже, на поверхні, що складається з 
параболічних точок, одне з сімейств ліній кривини співпадає з 
єдиним на даній поверхні сімейством асимптотичних ліній. 

Наведемо без доведення дві важливі теореми. 
Теорема 1. (характеристична властивість асимптотичних ліній).  Для 
того, щоб лінія на поверхні була асимптотичною, необхідно і достат-
ньо, щоб вона була прямою, або мала в кожній точці своєю стичною 
площиною дотичну площину до поверхні. 
 Оскільки асимптотична сітка на даній поверхні (якщо вона 
існує) визначається однозначно, можна підібрати координатну сітку 
так, щоб вона співпала з асимптотичною. 
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Теорема 2. Для того, щоб в околі точки гіперболічного типу коорди-
натна сітка співпала з асимптотичною, необхідно і достатньо, щоб в 
кожній точці цього околу виконувалася умова: ࢈ ൌ ࢈ ൌ . 
 

Вправи 

1. Знайти  асимптотичні лінії поверхні : ࢞ࢠ ൌ ,࢟ࢇ ࢇ ൌ  . ࢚࢙ࢉ
 

2. Знайти асимптотичні лінії поверхні: ࢠ ൌ 	 ࢞
ା	࢟

࢟࢞
 . 

3. Довести, що:  
a) координатні лінії ࢛ ൌ  є асимптотичними лініями поверхні ࢚࢙ࢉ
тоді і лише тоді, коли коефіцієнт ࢈ሺ࢛, -ሻ другої квадратичної фор࢜
ми дорівнює нулю ሺ	࢈ሺ࢛, ሻ࢜ ≡ ሻ ; 
b) координатні лінії ࢜ ൌ  є асимптотичними лініями поверхні ࢚࢙ࢉ
тоді і лише тоді, коли коефіцієнт ࢈ሺ࢛, -ሻ другої квадратичної фор࢜
ми дорівнює нулю ሺ࢈ሺ࢛, ሻ࢜ ≡ ሻ ; 
c) для того щоб координатна сітка на поверхні складалася з асимпто-
тичних ліній, необхідно і достатньо, щоб коефіцієнти ࢈ሺ࢛,  ሻ і࢜
,࢛ሺ࢈ ,࢛ሺ࢈) ሻ другої квадратичної форми були рівні нулю࢜ ሻ࢜ ≡
,࢛ሺ࢈	 ሻ࢜ ≡ 	). 
 
4. Довести, що лінія на поверхні є асимптотичною тоді і лише тоді, 
коли вона задовольняє одну з наступних умов :  
а) в кожній її точці дотична має асимптотичний напрямок ; 
б) в кожній точці нормальна кривизна лінії рівна нулю ; 
в) лінія є прямою або в кожній її точці дотична площина співпадає з 
дотичною площиною до поверхні. 
5. Знайти асимптотичні лінії поверхні:  

࢞ ൌ ,	࢙࢜ࢉ࢛ ࢟ ൌ ࢙࢛࢜ , ࢠ ൌ 	 
࢛
 . 

 
6. Знайти асимптотичні лінії поверхні: 

ത࢘ ൌ ሼ࢛ ࢙࢜ࢉ , ࢛ ࢙࢜ ,   . ሽ࢛
 

7. Знайти асимптотичні лінії поверхні обертання: 
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ത࢘ ൌ ሼ࢛ ࢙࢜ࢉ , ࢛ ࢙࢜ ,  . ሽ	ሻ࢛ሺࢌ
 
8. Знайти асимптотичні лінії поверхні: 

ത࢘ ൌ ሼ࢛ ࢙࢜ࢉ , ࢛ ࢙࢜ , ࢇ  .і n – сталі ࢇ ሽ , де࢙࢜ࢉ
 
9. Знайти асимптотичні лінії поверхні: 

ത࢘ ൌ ሼሺ  ሻ࢛ ࢙࢜ࢉ , ሺ െ ሻ࢛ ࢙࢜ ,  .ሽ࢛
 

10. Знайти асимптотичні лінії поверхні: 

൝
࢞ ൌ ࢛  ࢜
࢟ ൌ ࢛  	࢜

ࢠ ൌ ࢛  	࢜
 

 
11. Знайти асимптотичні лінії поверхні:  

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ࢞ ൌ 	

࢜
࢛ࢎࢉ

࢟ ൌ 	
࢛࢜
࢛ࢎࢉ

ࢠ ൌ ࢜ࢍ࢚ࢉ࢘ࢇ

 

  
 
 

§ 26. Основні рівняння теорії поверхонь 
 

1. Дериваційні формули першої і другої групи.  Сенс формул, 
які нам належить отримати, полягає в тому, що вони виражають 
частинні похідні від основних векторів в даній точці поверхні - 
,ത࢘ ഥ,ത࢘ െ	через самі ці вектори.  Тому дериваційні формули для 
поверхні є аналогом формул Френе для кривих. 

Так як вектори  ࢘ത, ഥ,ത࢘  лінійно незалежні, то будь-який вектор 
можна розкласти по цих векторах.  Зокрема, 

ത࢘ ൌ Г
ࢻത࢘ࢻ  ഥࣅ ,                                       (26.1) 

ഥ  ൌ െ࢈
ࢻത࢘ࢻ  ഥࣈ , ,  ൌ , .                             (26.2) 
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Покажемо, що коефіцієнти Г
ࢻ ࢈ ,ࣅ ,

 виражаються через  ࣈ ,ࢻ
коефіцієнти першої та другої квадратичних форм ࢍ і ࢈. 

  Помноживши (26.2) скалярно на ഥ  і на ࢘ത по черзі, а також з ог-
ляду на лему 1 §5 глави 2, і те, що ࢘ത ٣ ഥ , знаходимо: 

ࣈ ൌ ,                                                (26.3) 

࢈ ൌ ࢈
 (26.4)                                         .ࢻࢍࢻ

Позначимо ࢍ елементи матриці, оберненої до матриці з 
коефіцієнтів першої квадратичної форми  ሺࢍሻ. Тоді:  

ࢼࢍࢼࢍ ൌ ࢾ
 ൌ ൜

, если	 ൌ 
, если	 ്  (26.5)                          

Величини ࢾ
 визначені вищевказаним способом, називаються ,

символами Кронекера. 

  Помножимо (26.4) на ࢍ  і просумуємо за індексом k.  В силу 
(26.5) маємо: 

ࢼࢍࢼ࢈ ൌ ࢈
 (26.6)                                       .

Помножуючи скалярно (26.1) на ഥ 	і ࢘ത по черзі з урахуванням 
(26.5) отримуємо: 

ࣅ ൌ  (26.7)                                        ,࢈

ത࢘ത࢘ ൌ Г
 (26.8)                                 .ࢻࢍࢻ

Позначимо: 

ത࢘ത࢘ ൌ Г(26.9)                                   ., 

Тоді Г, ൌ Г
 і сумуючи по індексу ࢍ звідки помножуючи на ,ࢻࢍࢻ

 знаходимо 

Г
 ൌ Г(26.10)                             .ࢼࢍࢼ, 

Запишемо очевидні рівності 

ࣔሺ࢘ത࢘തሻ

࢛ࣔ
ൌ
ࢍࣔ
࢛ࣔ

ൌ ത࢘ത࢘   ;ത࢘ത࢘

ࣔሺ࢘ത࢘തሻ

࢛ࣔ
ൌ
ࢍࣔ
࢛ࣔ

ൌ ത࢘ത࢘   ;ത࢘ത࢘
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ࣔሺ࢘ത࢘തሻ
࢛ࣔ

ൌ
ࢍࣔ
࢛ࣔ

ൌ ത࢘ത࢘   .ത࢘ത࢘

Віднімаючи першу рівність з суми двох останніх, з урахуванням 
(26.9) і ࢘ത ൌ  :матимемо  ,ത࢘

Г, ൌ



ቀ
ࢍࣔ
࢛ࣔ


ࢍࣔ
࢛ࣔ

െ
ࢍࣔ
࢛ࣔ

ቁ.                                (26.11) 

З (26.10) і (26.11) випливає: 

Г
 ൌ 


ࢼࢍ ቀ

ࢼࢍࣔ
࢛ࣔ


ࢼࢍࣔ
࢛ࣔ

െ
ࢍࣔ
ࢼ࢛ࣔ

ቁ.                             (26.12) 

Величини Г,, Г
  виражаються тільки через коефіцієнти першої 

квадратичної форми і їх похідні і називаються символами 
Крістофеля I і II роду відповідно. 

  З огляду на викладене вище, рівняння (26.1) і (26.2) можемо пе-
реписати у вигляді: 

ത࢘ ൌ Г
ࢻത࢘ࢻ  ഥ࢈ ,                                      (26.13) 

ഥ  ൌ െ࢈
 (26.14)                                         ,ࢻത࢘ࢻ

де Г
ࢻ  і ࢈

 .даються формулами (26.12) и (26.6) ࢻ

Співвідношення (26.13) і (26.14) називаються відповідно першою і 
другою групою дериваційних формул. Коефіцієнти в цих рівняннях 
виражаються тільки через коефіцієнти першої та другої квадратичних 
форм поверхні і їх частинні похідні. 

2. Формули Гауса і Петерсона-Кодацці.  Перша і друга квадратичні 
форми поверхні не є незалежними.  Зв'язок між їх коефіцієнтами мо-
же бути отримано наступним чином. 

Запишемо очевидні рівності: 

ሺ࢘തሻ െ ሺ࢘തሻ ൌ , ഥ  െഥ  ൌ , 

де: 

ሺ࢘തሻ ൌ
ത࢘ࣔ
࢛ࣔ

ഥ			,  ൌ
ഥࣔ 
࢛ࣔ

.                                   (26.15)  

Використовуючи дериваційні формули, представимо (16.15) в формі:  
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ࢻത࢘ ቆ࢈
࢈ࢻ െ ࢈

࢈ࢻ 
ࣔГ

ࢻ

࢛ࣔ
െ
ࣔГ

ࢻ

࢛ࣔ
 Г

ࢼГࢼ
ࢻ െ Г

ࢼ Гࢼ
ࢻ ቇ

ഥ ቆ
࢈ࣔ
࢛ࣔ

െ
࢈ࣔ
࢛ࣔ

 Г
ࢻ࢈ࢻ െ Г

ࢻ ቇࢻ࢈ ൌ ; 

 

ࢻത࢘ ቆ
࢈ࣔ

ࢻ

࢛ࣔ
െ
࢈ࣔ

ࢻ

࢛ࣔ
 Гࢼ

ࢻ ࢈
ࢼ െ Гࢼ

ࢻ ࢈
ቇࢼ ഥ ൫࢈

ࢻ࢈ࢻ െ ࢈
൯ࢻ࢈ࢻ ൌ . 

З огляду на незалежність векторів ࢘ത, ഥ,ത࢘ 	 звідси робимо висновок, 
що:  

࢈
࢈ࢻ െ ࢈

࢈ࢻ ൌ ࡾ
ࢻ ;                                    (26.16) 

࢈ࣔ
࢛ࣔ

െ ࢈ࣔ
࢛ࣔ

ൌ Гࢻ࢈
ࢻ െ Гࢻ࢈

ࢻ ;                            (26.17) 

࢈ࣔ
ࢻ

࢛ࣔ
െ

࢈ࣔ
ࢻ

࢛ࣔ
ൌ ࢈

ࢼГࢼ
ࢻ െ ࢈

ࢼГࢼ
ࢻ ;                             (26.18) 

࢈
ࢻ࢈ࢻ െ ࢈

ࢻ࢈ࢻ ൌ , 

де: 

ࡾ
ࢻ ≝

ࣔГ
ࢻ

࢛ࣔ
െ
ࣔГ

ࢻ

࢛ࣔ
 Г

ࢼ Гࢼ
ࢻ െ Г

ࢼГࢼ
ࢻ , 

причому з огляду на (26.6) рівняння (26.7) виконується тотожно, а 
(26.18) зводиться до (26.17).  Величини .ࡾ

ࢻ , введені тут, називають-
ся символами Рімана II роду. 

Помножуючи (26.16) на ࢎࢻࢍ и сумуючи по ࢻ отримаємо:  

࢈ࢎ࢈ െ ࢈ࢎ࢈ ൌ  (26.19)                              ,ࢎࡾ

де: 

ࢎࡾ ≝ .ࡾ
ࢎ ࢎࢻࢍ െ 

символи Рімана I роду. 

Індекси , , , -в (26.19) і (26.17) приймають незалежно один від од  ࢎ
ного значення 1,2 тому в (26.19) міститься 2ସ ൌ 16, а в (26.17) - 
2ଷ ൌ 8  рівнянь.  Однак, перебираючи всілякі комбінації індексів, 
приходимо до висновку, що серед (26.19) істотним буде лише одне, а 
серед (26.17) - два рівняння, а саме: 
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࢈࢈            െ ࢈
 ൌ ࡾ െ	рівняння Гауса 

           
࢈ࣔ
࢛ࣔ

െ ࢈ࣔ
࢛ࣔ

ൌ Гࢻ࢈
ࢻ െ Гࢻ࢈

ࢻ  

࢈ࣔ
࢛ࣔ

െ ࢈ࣔ
࢛ࣔ

ൌ Гࢻ࢈
ࢻ െ Гࢻ࢈

ࢻ  – рівняння Петерсона-Кодацці 

  

Оскільки символи Рімана виражаються тільки через коефіцієнти 
першої квадратичної форми і їх частинні похідні, з формули Гаусса і 
(21.3) слідує 
 
 Теорема Гауса.  Гаусова кривина поверхні виражається тільки через 
коефіцієнти першої квадратичної форми і їх похідні. 
 
 2. Значення формул Гауса і Петерсона-Кодацці з'ясовує 

Основна теорема теорії поверхонь.  Нехай ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼࢻࢍ і 
-дві довільні квадратичні форми, у тому числі перша до -ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼࢻ࢈
датньо визначена.  Формули Гауса і Петерсона-Кодацці є 
необхідними і достатніми умовами того, щоб ці форми були першою і 
другою квадратичними формами деякої поверхні, яку вони визнача-
ють в цьому випадку з точністю до руху. 

 

 

§ 27. Геодезична кривина кривої на поверхні 
 

Розглянемо криву на поверхні ࢘ത ൌ ,࢛തሺ࢘   ሻ, задану рівняннями࢛

࢛ ൌ ,ሻ࢙ሺ࢛  ൌ , , де   ࢙ - натуральний параметр. 
 Нехай ࢚̅, ഥ,ഥ  – одиничні вектори дотичної, головної нормалі 
кривої і нормалі до поверхні відповідно,   – кривизна кривої в точці 
M. 
Означення. Проекція вектора кривини кривої на дотичну площину до 
поверхні в даній точці називають геодезичною кривиною  ࢍ. 

Таким чином, вектор кривини кривої розкладається на дві 
складові – по нормалі і по дотичній: 

ഥ ൌ തതതതതࡺࡹ ࡳࡹതതതതത, 
де        |ࡺࡹതതതതത| ൌ , |തതതതതࡳࡹ| ൌ ,ࢍ തതതതതࡳࡹ ٣ ,࢚̅ തതതതതࡳࡹ ٣ ഥ . 
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Знайдемо вираз для геодезичної кривины  ࢍ. За першою фор-

мулою Френе ഥ ൌ ሶ࢚̅ ൌ തሷ࢘ .  Так як 

തሶ࢘ ൌ ሶ࢛ࢻത࢘ തሷ࢘						і						ࢻ ൌ ሶ࢛ࢼࢻത࢘ ሶ࢛ࢻ ࢼ  ሷ࢛ࢻത࢘  ,ࢻ
враховуючи дериваційні формули, запишемо: 

ഥ ൌ ൫Гࢼࢻ
ࢾ ሶ࢛ ሶ࢛ࢻ ࢼ  ሷ࢛ ࢾത࢘൯ࢾ  ሶ࢛ࢼࢻ࢈ ሶ࢛ࢻ ഥࢼ . 

Очевидно,  

തതതതതࡳࡹ			                                ൌ ൫Гࢼࢻ
ࢾ ሶ࢛ ሶ࢛ࢻ ࢼ  ሷ࢛  (27.1)                                .ࢾത࢘൯ࢾ

Оскільки ࢚̅ ٣  തതതതത, тоࡳࡹ
|ሾ࢚̅ ൈ |തതതതതሿࡳࡹ ൌ |തതതതതࡳࡹ| ൌ  .ࢍ

Обчислюючи модуль векторного добутку  ࢚̅ ൌ തሶ࢘ ൌ ሶ࢛ࢻത࢘ -തതതതത з  огࡳࡹ на ࢻ
ляду на (27.1) знаходимо: 

ࢍ ൌ ටࢍࢍ െ ࢍ
 ห࢛ሶ ൫࢛ሷ   Гࢼࢻ

 ሶ࢛ ሶ࢛ࢻ ൯ࢼ െ ሶ࢛ ሺ࢛ሷ   Гࢼࢻ
 ሶ࢛ ሶ࢛ࢻ  หࢼ

 
 
 

§ 28. Геодезичні лініі на поверхні 
 

Означення. Геодезичної лінією на поверхні називається крива, 
геодезична кривина якої в кожній точці дорівнює нулю. 
 Таким чином, цим означенням по суті виділяється клас 
«найпряміших» ліній на поверхні.  Дійсно, будь-яка крива на 
поверхні, що проходить через точку M в даному напрямку, має одну і 
ту ж нормальну кривину.  Геодезична ж кривина залежить від форми 
кривої на поверхні.  Вибираючи з різноманітних кривих ті, які мають 
нульову геодезичну кривину, отримуємо лінії найменш викривлені. 

З означення випливає: 
Теорема.  Для того, щоб лінія на поверхні була геодезичною, 
необхідно і достатньо, щоб її головна нормаль у всіх точках 
співпадала з нормаллю до поверхні або щоб лінія була прямою. 
 Прикладом геодезичних ліній можуть служити прямі на 
площині, окружності великих кіл на сфері. 



62 
 

Використовуючи  (27.1), отримуємо рівняння геодезичних ліній 
у вигляді: 

࢙ࢊ ൌ  .ࢼ࢛ࢊࢻ࢛ࢊࢼࢻࢍ
 

Вправи 
1. Доведіть, що геодезична лінія на поверхні цілком визначається 

однією з властивостей: 
a) В кожній точці лінії, де її кривина відмінна від нуля, нормаль до 

поверхні співпадає з головною нормаллю лінії; 
b)  В кожній точці лінії, де її кривина відмінна від нуля, нормаль до 

поверхні лежить в стичній площині лінії; 
c) В кожній точці лінії її геодезична кривина дорівнює нулю; 
d) В кожній точці лінії її кривина дорівнює модулю нормальної кри-

вини; 
e) В кожній точці лінії, де її кривина відмінна від нуля, її спрямна 

площа співпадає з дотичною площиною поверхні. 
2. Доведіть, що будь-яка пряма на поверхні є геодезичною лінією. 
3. Доведіть, що геодезичними лініями площини є прямі і тільки вони. 
4. Доведіть, що геодезичними лініями циліндричної поверхні є пря-

молінійні твірні і узагальнені гвинтові лінії і тільки вони. 
5. Доведіть, що меридіани поверхні обертання є геодезичними лінія-

ми. 
6. Знайдіть геодезичні лініі на сфері. 
7. Доведіть, що геодезична лінія є асимптотичною тоді і лише тоді, 

коли вона пряма. 
8. Доведіть, що геодезична лінія є лінією кривини тоді і лише тоді, 

коли вона плоска. 
 
 

§ 29. Внутрішня геометрія поверхні. Поняття про згинання 
 

Означення. Згинанням поверхні називається безперервна її де-
формація, при якій зберігаються довжини кривих на поверхні. 
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Будь-яку аналітичну поверхню (тобто ࢘തሺ࢛,  ሻ – аналітична࢛
функція) можна згинати, якщо обмежитися досить малими її кусками.  
Але згинаючи дану поверхню, можна отримати далеко не всі інші 
поверхні, а тільки певний їх клас. Так, наприклад, навіть дуже малий 
клаптик сфери не можна зігнути на клаптик  площині або сфери 
іншого радіусу. 

Ті геометричні властивості поверхні, які можна встановити, ви-
ходячи із завдання тільки першої квадратичної форми, утворюють так 
звану внутрішню геометрію поверхні. 

Очевидно, внутрішня геометрія поверхні інваріантна щодо зги-
нань. 

До внутрішньої геометрії поверхні відносяться довжини кривих, 
кути між кривими, площі областей на поверхні, гаусова кривина ࡷ, 

символи Крістофеля I і II роду,  символи Рімана I і II роду ࢎࡾ, .ࡾ
 , 

а також геодезична кривина кривої ࢍ і геодезичні лінії на поверхні. 

 
 

Контрольні питанна до теми “Теорія поверхонь” 
1. Яка точка поверхні називається звичайною? 
2. Достатня ознака звичайної точки поверхні. 
3. Дотична площина в точці поверхні. Рівняння дотичної площини. 
4. Нормаль до поверхні в точці. Рівняння нормалі. 
5. Криволінійні координати на поверхні. 
6. Координатні лініі на поверхні. 
7. Криві на поверхні. 
8. Рівняння дотичної площини і нормалі поверхні в криволінійних 

координатах. 
9. Перша квадратична форма поверхні. Її геометричний зміст. 
10. Властивості першої квадратичної форми. 
11. Довжина дуги кривої на поверхні. 
12. Кут між кривими на поверхні. 
13. Кут між координатними лініями поверхні. 
14. Ознака ортогональної координатної сітки. 
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15. Чи можуть координатні лінії бути прямими? 
16. Площа області на поверхні. 
17. Друга квадратична форма поверхні. Її геометричний зміст. 
18. Нормальна кривина кривої на поверхні. 
19. Нормальна кривина в точці поверхні за даним напрямом. 
20. Теорема Меньє. 
21. Головні напрями поверхні в точці. 
22. Сферичні точки поверхні. 
23. Чи може в точці поверхні існувати більше, ніж два головних 

напрямів? 
24. Теорема про головні напрями. 
25. Чи може в точці поверхні не існувати головних напрямів? 
26. Головні кривини поверхні в точці. 
27. Лініі кривини на поверхні. 
28. Чи може координатна сітка поверхні співпасти з сіткою ліній 

кривини? 
29. Чи може лінія кривини на поверхні бути прямою? 
30. Якщо пряма лінія належить поверхні, чи обов’язково вона бу-

де лінією кривини?   
31. Формула Ейлера. 
32. Гаусова кривина поверхні. 
33. Типи точок на поверхні. 
34. Середня кривина поверхні. 
35. Асимптотичні напрями поверхні 
36. Асимптотичні лінії поверхні. 
37. При якій умові координатна сітка на поверхні, що складається 

лише з точок гіперболічного типу, співпадає з асимптотичною сіт-
кою? 

38. Чи може асимптотична лінія на поверхні бути прямою? 
39. Якщо пряма лінія належить поверхні, чи обов’язково вона бу-

де асимптотичною?   
40. В чому зміст першої групи дериваційних формул поверхні? 
41. В чому зміст другої групи дериваційних формул поверхні? 
42. Символи Кристофеля І і ІІ роду та зв’язок між ними. 
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43. Формула Гауса і її зміст. 
44. Формули Петерсона-Кодацци та їх зміст. 
45. Символи Рімана І і ІІ роду та зв'язок між ними. 
46. Теорема Гауса. 
47. Основна теорема теорії поверхонь. 
48. Геодезична кривина кривої на поверхні. Формула для її обчи-

слення. 
49. Звязок між нормальною, геодезичною кривинами кривої на 

поверхні та її кривиною. 
50. Геодезичні лінії на поверхні. Їх існування. 
51. Чи може геодезична лінія на поверхні бути прямою? 
52. Якщо пряма лінія належить поверхні, чи обов’язково вона бу-

де геодезичною?  
53. Поняття про згинання поверхні. 
54. Що складає внутрішню геометрію поверхні?  
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