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ПЕРЕДМОВА 
 
Логіка – це наука про закони мислення. Оксфордський словник 

[44] визначає логіку як науку, що досліджує принципи коректних 
міркувань.  

Математична логіка – це наука про закони математичного 
мислення. 

У загальносвітоглядному аспекті поняття і методи математичної 
логіки необхідні для обґрунтування правильності тих чи інших спосо-
бів отримання істинного знання та формування сучасної наукової кар-
тини світу. У прикладному аспекті апарат математичної логіки необ-
хідний для адекватного моделювання різноманітних предметних 
областей, створення сучасних програмних та інформаційних систем.  

Математична логіка має на меті формалізацію та дослідження за-
конів мислення математичними методами. По суті, математична логі-
ка є формальною логікою, що використовує математичний апарат.  

Формальна логіка вивчає акти мислення (поняття, судження, 
умовиведення, доведення) з погляду їхньої форми, логічної струк-
тури, абстрагуючись від конкретного змісту.  

Предметом математичної логіки є дослідження математичних 
міркувань. Математична логіка вивчає математичні теорії загалом 
за допомогою формальних логіко-математичних мов. При цьому 
найважливішими є питання несуперечливості, повноти, розв'яз-
ності таких теорій. 

Зародження логіки відносять до VІ ст. до н. е. (Фалес, Парменід, 
Піфагор). Загальні принципи логічних міркувань розвинув Платон. 
Основоположником логіки як цілісної науки був Арістотель. Він 
розробив аксіоматичний метод, створив першу систему логіки – 
силогістику, заклав основи модальної логіки.  

Визначним кроком у розвитку логіки була ідея створення уні-
версального логічного числення, яку запропонував Ґ. Лейбніц. Хоча 
ця ідея значно випередила свій час, вона фактично привела до ви-
никнення математичної логіки. 

Першу завершену систему власне математичної логіки на базі 
строгої логіко-математичної мови (алгебри логіки) запропонували 
Дж. Буль та А. де Морган. Поняття предиката і кванторів увів 
Ґ. Фреґе, він також розвинув теорію смислу логіко-математичних 
мов. На цій основі Дж. Пеано виклав цілі розділи математики мовою 
математичної логіки та аксіоматизував арифметику.  
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На межі XІX–XX ст. було відкрито парадокси, пов'язані з осно-
вними поняттями теорії множин, що призвело до кризи в матема-
тиці. Для виходу із кризи Л. Брауер висунув інтуїціоністську про-
граму, у якій запропонував відмовитися від актуальної (завершеної, 
цілісної) нескінченності та деяких логічних законів (виключеного 
третього, зняття подвійного заперечення), вважаючи допустимими 
в математиці лише конструктивні доведення.  

Інший шлях запропонував Д. Гільберт, який виступив із програ-
мою обґрунтування математики. Програма Гільберта передбачала 
побудову формально-аксіоматичних моделей основних розділів 
математики та подальше доведення їх несуперечливості надійними, 
фінітними засобами. Таким чином, математичні теорії стали пред-
метом вивчення окремої математичної науки, яку Д. Гільберт на-
звав метаматематикою, або теорією доведень. Визначальний 
внесок у створення і розвиток теорії доведень зробили Ґ. Ґенцен, 
В. Аккерман, П. Бернайс та ін. Саме з розроблення Д. Гільбертом та 
його учнями теорії доведень на базі розвинутої в роботах Ґ. Фреґе 
та Б. Рассела логічної мови починається становлення математичної 
логіки як окремої математичної дисципліни. 

Роботи на основі програми Гільберта привели до низки важливих 
результатів, проте тривалі спроби повністю її реалізувати не були вда-
лими. Неможливість такої реалізації та принципову обмеженість фор-
мально-аксіоматичного методу засвідчили знамениті теореми К. Ґьоделя 
про неповноту, згідно з якими несуперечливість кожної досить багатої 
формальної теорії не можна довести засобами самої теорії. 

З математичною логікою тісно пов’язана теорія алгоритмів, яка ви-
значає і досліджує формальні моделі алгоритмів та алгоритмічно об-
числюваних функцій. Як окремий розділ математики, що вивчає за-
гальні властивості алгоритмів, теорія алгоритмів виникла в межах ма-
тематичної логіки в 30-ті рр. ХХ ст. Необхідність уточнення поняття 
алгоритму стала неминучою після усвідомлення неможливості існу-
вання алгоритмів розв’язання низки масових проблем, передусім по-
в'язаних з арифметикою та математичною логікою (проблеми істин-
ності для арифметичних формул та для формул числення предикатів 
першого порядку, десята проблема Гільберта про розв'язність діофан-
тових рівнянь). Проте для доведення неіснування алгоритму треба 
мати його точне математичне визначення, тому після сформування 
поняття алгоритму як нової та окремої сутності першочерговою стала 
проблема знаходження і дослідження адекватних формальних моде-
лей алгоритму й алгоритмічно обчислюваної функції. Доведено, що 
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кожна з відомих на сьогодні таких моделей задає (з точністю до коду-
вання) один і той самий клас функцій. Тому є всі підстави вважати, що 
кожна з цих моделей дає строге математичне уточнення інтуїтивного 
поняття алгоритмічно обчислюваної функції. Таке твердження вперше 
сформулював у 1936 р. А. Чорч (теза Чорча).  

Поява комп'ютерів стала потужним імпульсом для розвитку ма-
тематичної логіки та теорії алгоритмів. Виявилося, що математична 
логіка вже має готовий апарат для проєктування обчислювальної 
техніки: алгебра логіки лежить в основі схемотехніки комп'ютерів. 
Мови програмування базуються на тих чи інших уточненнях по-
няття алгоритму. 

До найважливіших застосувань математичної логіки, без сумніву, 
належить автоматизація пошуку доведень теорем. Ефективне знахо-
дження доведень конче необхідне для успішного розв'язання низки 
задач, що виникають у сучасних інтелектуальних інформаційних сис-
темах. Такими є, зокрема, задачі подання знань і робота з ними в базах 
даних і знань, задачі логічного програмування і дедуктивних баз да-
них. Найважливішими з методів пошуку доведень є метод семантич-
них таблиць, формальною основою якого є створене Ґ. Ґенценом сек-
венційне числення; запропонований ним же метод натурального виве-
дення та розроблений А. Дж. Робінсоном метод резолюцій.  

Поняття і методи математичної логіки засвідчують високу ефекти-
вність в інформатиці та програмуванні. При цьому зазвичай викорис-
товують класичну логіку предикатів. Особливе місце класичної логіки 
передусім зумовлене тим, що її закони мають універсальний характер, 
вони виражають загальні закони мислення людини. Класична логіка 
детально досліджена, вона має широке застосування, для неї побудо-
вано багато систем автоматизованого доведення. Класична логіка є 
основою низки спеціальних логік (модальних, темпоральних, програ-
мних, епістемічних тощо). Проте класична логіка, незважаючи на всі 
позитивні вартості, має низку обмежень, які ускладнюють її застосу-
вання. Вона недостатньо враховує структурованість, неповноту, част-
ковість інформації про предметну область, її динаміку.  

Обмеження класичної логіки предикатів роблять актуальною 
проблему побудови нових, програмно-орієнтованих логічних форма-
лізмів. Необхідність посилення можливостей класичної логіки для 
розв’язання задач штучного інтелекту та інформатики стала переду-
мовою виникнення композиційно-номінативних логік, які будуються 
на базі спільного для логіки та програмування композиційно-
номінативного підходу. Зазначені логіки базуються на загальних 
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класах часткових відображень, заданих на довільних наборах імено-
ваних значень. Такі відображення називають квазіарними. Застосу-
вання композиційно-номінативного підходу дає змогу побудувати 
низку логічних моделей різноманітних предметних областей, що пе-
ребувають на різних рівнях абстрактності та загальності.  

Для адекватного опису світу, який змінюється та розвивається, 
доцільно використовувати модальні логіки. Виняткова гнучкість 
модальних логік дозволяє застосовувати їх для аналізу та моделю-
вання найрізноманітніших аспектів діяльності людини. Передусім 
це стосується створення інтелектуальних інформаційних систем, 
зокрема систем штучного інтелекту, систем знань, експертних сис-
тем, задач опису та моделювання складних динамічних систем. 
Поєднуючи можливості традиційних модальних логік і компози-
ційно-номінативних логік квазіарних предикатів, дістаємо компо-
зиційно-номінативні модальні логіки, зокрема транзиційні та тем-
поральні композиційно-номінативні логіки.  

Розвиток інформаційних технологій і програмування зумовлює 
розширення сфери застосування математичної логіки. Її апарат 
належить до основних засобів моделювання різноманітних пред-
метних областей, він є ядром сучасних систем оброблення інфор-
мації та систем штучного інтелекту. Ідеї та методи математичної 
логіки з кожним роком усе глибше пронизують математику, інфор-
матику, лінгвістику, філософію. 

Пропонований посібник написано на основі підручника [10] та 
посібників [9, 26], він є подальшим розвитком посібника [26]. Ви-
кладений у [26] матеріал перероблено та значно доповнено, при 
цьому враховано останні наукові результати у сфері математичної 
логіки. Матеріал посібника розширено низкою нових оригінальних 
прикладів і задач. Додано нові розділи, присвячені логікам квазіа-
рних предикатів в нетрадиційним логікам, істотно оновлено розділ, 
присвячений модальним логікам. Матеріал, присвячений арифме-
тичності та арифметичній ієрархії, викладається в дисципліні "Тео-
рія алгоритмів", тому в посібнику тепер немає відповідного розді-
лу. У кінці кожного підрозділу наведено запитання для самоконт-
ролю, вправи і задачі для самостійного розв'язання. Стисло викла-
дений теоретичний матеріал дозволяє використовувати посібник як 
довідник з основ математичної логіки. 

Посібник узгоджено із програмою обов’язкової навчальної дисцип-
ліни "Математична логіка" для студентів освітнього рівня "бакалавр" 
освітньої програми "Інформатика" спеціальності "Комп’ютерні науки". 
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СПИСОК СКОРОЧЕНЬ  
 
 

АС  – алгебраїчна система 
ДНС  – деномінаційний символ 
ЗМС  – загальна модальна система 
ІАФ  – істинна арифметична формула 
ІМ  – іменна множина  
ІЛП  – інтуїціоністська логіка предикатів 
ІПЛ  – інтуїціоністська пропозиційна логіка 
ІПЧ  – інтуїціоністське пропозиційне числення 
КНЛ  – композиційно-номінативна логіка  
КНМЛ  – композиційно-номінативна модальна логіка  
КНМС  – композиційно-номінативна модальна система  
КНФ  – кон'юнктивна нормальна форма  
КС  – константний символ 
ЛТЛ  – лінійна темпоральна логіка  
ЛТЛМ  – ЛТЛ майбутнього 
ММС  – мультимодальна транзиційна модальна система 
МР  – правило modus ponens  
НЗУ  – найзагальніший уніфікатор 
НКЛ  – неокласична логіка  
ПВ  – правило виведення 
ПК – правило комутативностi  
ПЛ  – пропозиційна логіка  
ПП  – правило підстановки  
ПР  – правило резолюцій  
ПС  – предикатний символ  
ПФ  – пропозицiйна формула  
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ПЧ  – пропозиційне числення  
РНЛ  – реномінативна логіка 
РНКЧ  – реномінативне неокласичне числення  
РТЛ  – темпоральна логіка з розгалуженим часом 
САЧ  – скінчeнно-аксіоматизована частина 
ТМЛ  – транзиційна модальна логіка  
ТМС  – транзиційна модальна система  
ТмМС  – темпоральна ТМС 
ТТ  – тeорeма тавтології  
ЧІЧП  – чисте інтуїціоністське числення предикатів 
ЧНКЛ  – чиста першопорядкова неокласична логіка  
ЧКНЛ  – чиста першопорядкова композиційно-номінативна 

   логіка  
ЧНКЧ  – чисте першопорядкове неокласичне числення  
ЧП-1   – числення предикатів першого порядку  
ФЕНКЛ  – неокласична логіка функціонально-екваційного рівня  
ФЕНКЧ  – функціонально-екваційне першопорядкове  
       неокласичне числення  
ФС   – функціональний символ 
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1. ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ  
МАТЕМАТИЧНОЇ  ЛОГІКИ 
 
 
 
Наведемо спочатку основні визначення та позначення, які 

будемо використовувати в цьому посібнику. Загалом будемо 
дотримуватись, якщо інше не зазначено окремо, позначень із 
робіт [9–12, 26].  

Вважатимемо відомими базові математичні поняття множи-
ни, відношення, відображення, декартового добутку тощо.  

Множини натуральних, цілих, раціональних та дійсних чисел 
позначатимемо N, Z, Q та R. 

Множину всіх підмножин (булеан) довільної множини A  
позначатимемо 2A.  

Нехай f – однозначна часткова функція вигляду f : A→R, де А 
та R – довільні множини. 

Якщо значення f(a) визначене, то пишемо f(a)↓. Якщо f(a) не-
визначене, то пишемо f(a)↑. Якщо f(a) визначене та дорівнює b, 
то пишемо f(a)↓ = b або f(a)↓b.  

Для функцій f та g пишемо f(a) ≅ g(b), якщо із f(a)↓ та g(b)↓ 
випливає f(a) = g(b).  

Множину Df = {a∈A | f(a)↓} назвемо множиною визначення 
функції f.  

Множину Ef = {b∈R | f(a)↓b для деякого a∈Df } назвемо 
множиною значень функції f.  

Поняття висловлення та предиката. Основним поняттям 
логіки із семантичного погляду є поняття предиката. Із цим по-
няттям тісно пов’язане поняття висловлення.  
Висловлення – це речення, яке можна розглядати з погляду 

його істинності чи хибності.  
Суб’єкт (суб’єкти) – це те, про кого або про що йдеться у ви-

словленні. Предикат виражає властивості суб’єкта (суб’єктів) 
та відношення між ними.  
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Приклад 1.1.1. Предикат ″x є простим числом″ стає вис-
ловленням:  

– ″5 є простим числом″, якщо значенням імені х є число 5; 
– ″4 є простим числом″, якщо значенням х є число 4. 
Дане – це множина пар імен суб’єктів та їхніх значень. 
Висловлення є значенням предиката на конкретному даному 

(аргументі).  

Приклад 1.1.2. Застосуємо предикат ″х>y та y>z  х>z″ до 
даного [х17, y11, z3], тоді отримаємо таке висловлення: 
″17>11 та 11>3  17>3″. 

Висловлення може набувати одного із двох істиннісних зна-
чень – Т (істина) або F (хиба, фальш), тому із семантичного 
погляду предикат уточнимо як функцію, що конкретним іме-
нованим суб’єктам зіставляє значення Т або F. Звідси таке ви-
значення. 
Предикат на множині D – це часткова функція вигляду 

P : D →{T, F}.   
Кожний предикат P на D задається двома множинами:  
Т(P) = {d∈D | P(d) = T} – область істинності предиката P; 
F(P) = {d∈D | P(d) = F} – область хибності предиката P.  

Предикат P однозначний, якщо Т(P)∩F(P) = ∅. 
Предикат P тотальний, якщо Т(P)∪F(P) = D. 

Числення. До центральних понять математичної логіки на-
лежить поняття числення. Воно відображує інтуїтивну уяву про 
поширене в математиці індуктивне породження об’єктів. 
Числення – це скінченна множина точно визначених поро-

джувальних правил, або правил виведення (ПВ), які дозволяють 
із певних заданих об’єктів отримувати інші об’єкти.  
Засновки – це об’єкти, до яких застосовуються ПВ.  
Висновок – це отриманий із засновків об’єкт. 
Множину породжених численням об’єктів задають індуктив-

но. На першому кроці процесу породження початкові об’єкти 
задаються ПВ із порожньою множиною засновків. Об’єкт поро-
джується на певному кроці, якщо його отримують за допомо-
гою певного ПВ із об’єктів, породжених на попередніх кроках. 
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Далі будемо розглядати числення зі входом: у таких числен-
нях на першому кроці породження початкові об’єкти беремо з 
певної (вхідної) множини.  

Поняття числення зі входом на синтаксичному рівні уточни-
мо як поняття формальної системи. На цьому понятті базуються 
формально-аксіоматичні системи гільбертівського типу.  
Формальна система – це трійка (L, A, P), де L – мова, A – 

множина аксіом, P – множина правил виведення (ПВ).  
Мова задається алфавітом і правилами побудови її слів, які 

називаються формулами. Кожна аксіома є формулою.  
ПВ діють на множині формул.  
ПВ мають вигляд Р1, Р2 ,..., Рп |– Р, де Р1, Р2 ,..., Рп – засновки, 

Р – висновок.  
Теорема – це формула, отримана із аксіом за допомогою скін-

ченної кількості застосувань ПВ. 
Виведення – це скінченна послідовність формул Φ1, ..., Φт, де 

кожна із цих формул або аксіома, або отримана з попередніх за 
допомогою деякого ПВ. 

Логічні системи. Поняття логіки уточнимо через поняття ло-
гічної системи. 
Логічна система – це об'єкт вигляду (М, ℑ, І, |=, |–); тут:  
– М – моделі логіки (світи розгляду); 
– ℑ  – дескрипції (засоби опису світів, формули); 
– І – відношення денотації (інтерпретації) дескрипцій на  

моделях; 
– |= – відношення семантичної істинності на множині  

дескрипцій; 
– |– – відношення вивідності на множині дескрипцій. 
Відношення |= уточнюється за допомогою поняття істинного 

предиката. 
Відношення |– уточнюється за допомогою поняття числення. 
Для задання відношення вивідності найчастіше використо-

вують формально-аксіоматичні числення гільбертівського типу 
та числення ґенценівського типу (секвенційні числення). 

Фундаментальні властивості логіки задаються такими умовами: 
– несуперечливість |– ⊆ |=;  
– повнота |= ⊆ |–. 
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Основні закони традиційної логіки. З античних часів відомі 
три основні закони традиційної логіки: 

– тотожності;  
– несуперечливості; 
– виключеного третього. 
Закон тотожності (lex іdentіtatіs) у загальному вигляді  

формулюється так:  

У процесі одного й того самого міркування  
використовувані поняття не мають змінюватися. 

Це засвідчує фундаментальну роль закону тотожності для  
організації мислення людини. 

Закон тотожності у спрощеному вигляді формулюється так: 
А суть А. Це веде до дуже огрубленого його математичного фор-
мулювання: А ↔ А. Формула А ↔ А створює ілюзію тривіаль-
ності закону тотожності, водночас цього ніяк не можна сказати 
про його загальне формулювання. Варто зауважити, що пору-
шення закону тотожності у вигляді підміни значень слів найчас-
тіше використовується для побудови софізмів.  
Закон несуперечливості формулюється так:  

Обидва твердження А та ¬А 
не можуть виконуватися одночасно. 

Інколи його називають законом суперечливості (lex 
contradіctіonіs).  

Математичне формулювання закону несуперечливості цілком 
адекватне: ¬(А & ¬А).  

Зрозуміло, що в цьому законі обидва твердження А та ¬А 
мають розглядатися в один і той самий час в одному й тому са-
мому контексті. Справді, один і той самий об'єкт в один і той 
самий час в одному й тому самому місці не може мати взаємо-
виключних властивостей. 
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Закон виключеного третього в загальному вигляді фор-
мулюється так: 

Обидва твердження А та ¬А  
не можуть заперечуватися одночасно. 

Сильна форма закону виключеного третього (tertіum non 
datur) формулюється так: 

Одне з тверджень А чи ¬А істинне. 

Закон tertіum non datur має таке математичне формулювання: 
А ∨ ¬А. 

У XVІІ ст. до цих трьох основних законів додався закон до-
статньої підстави (Ґ. Лейбніц): 

Жодне твердження не можна приймати  
без достатніх підстав. 

Це означає: жодне твердження не може визнаватися істин-
ним, якщо воно не є наслідком раніше прийнятих тверджень або 
строго встановлених фактів. Прийняття цього закону відокрем-
лює логіку точних наук від змістовної, житейської логіки.  

Закон достатньої підстави загалом не має математичного фор-
мулювання.  

Побудова програмно-орієнтованих логік. Розширення сфе-
ри застосування математичної логіки висвітлило принципові 
обмеження класичної логіки предикатів. У класичній логіці пре-
дикати трактуються як тотальні скінченноарні відображення, 
водночас в інформатиці та програмуванні широко використову-
ються загальні класи часткових відображень над складними 
номінативними (іменними) даними. Класична логіка недостат-
ньо враховує структурованість, неповноту, частковість інфор-
мації про предметну область, її динаміку. Це виводить на пер-
ший план проблему побудови нових, програмно-орієнтованих 
логічних формалізмів. Таку побудову природно вести на базі 
єдиного для логіки та програмування композиційно-номі-
нативного підходу (див. [11]).  
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Композиційно-номінативний підхід (КНП) опирається на за-
гальнометодологічний принцип розвитку як сходження від абст-
рактного до конкретного.  

Основними науковими принципами КНП є принципи компо-
зиційності й номінативності.  
Принцип композиційності трактує засоби побудови програм 

(функцій, предикатів) як алгебраїчні операції. Для логіки це 
означає зведення логічних зв'язок і кванторів до композицій 
предикатів.  
Принцип номінативності вимагає використання відношень 

іменування для побудови семантичних моделей та опису про-
грам (функцій, предикатів). 

Згідно із КНП логіки будуємо в семантико-синтаксичному стилі: 
– спочатку фіксуємо рівень абстракції розгляду предметної 

області (ПО), тобто неформально фіксуємо інтенсіональну (зміс-
товну) модель світу; 

– потім будуємо відповідні до розглянутого рівня абстракції 
математичні моделі ПО – предикатні композиційно-номінативні 
системи; вони задають семантичні аспекти логік; 

– далі будуємо відповідні формально-аксіоматичні числення, 
що задають синтаксичні аспекти логік.  
Композиційно-номінативна система (КНС) – це об’єкт ви-

гляду (Сs, Ds, Dns); тут: 
– Сs – композиційна система; 
– Ds – дескриптивна система; 
– Dns – денотаційна системa.  
Поняття КНС є спільним для логіки та програмування. По-

няття програми теж адекватно уточнюється за допомогою від-
повідних КНС.  

Композиційні системи (КС) задають семантичні моделі логі-
ки. Вони визначають засоби побудови функцій і предикатів над 
деякою множиною даних.  

Дескриптивні системи задають дескрипції, що є описами функ-
цій і предикатів. Вони задають синтаксис мови логіки. Дескрип-
ціями є формули (для логік функціонального рівня використо-
вуємо допоміжні дескрипції – терми). 
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Денотаційні системи задають денотати (значення) дескрип-
цій. Вони визначають відношення денотації (інтерпретації).  
Композиційна система – це об’єкт вигляду (D, Fn, Cm); тут:  
– D – множина даних; 
– Fn – множина функцій і предикатів над D; 
– Cm – множина композицій (операцій) над Fn. 
КС задає дві алгебри:  
– композиційну алгебру (Fn, Cm);  
– алгебру даних (D, Fn).  
Під алгеброю тут розумітимемо множину із заданими на ній 

функціями і предикатами. Такі алгебри називають також алгеб-
раїчними системами (АС).  

Застосування КНП дає змогу побудувати низку логічних мо-
делей різноманітних ПО на різних рівнях абстрактності та за-
гальності (див., напр., [11–13, 27, 28, 43]).  

Логіки, побудовані на основі КНП, називаються композицій-
но-номінативними. 

Побудову КНЛ починаємо із гранично-абстрактних рівнів, 
поступово їх конкретизуючи. Такі рівні відрізняються тракту-
ванням рівня абстракції множини даних.  
Пропозиційний рівень. На цьому рівні дані трактуються гра-

нично абстрактно як "чорні скриньки". Жодна властивість даних 
не є доступною. На пропозиційному рівні предикати мають ви-
гляд Р : А →{T, F}, де А – сукупність абстрактних елементів, які 
неможливо відрізнити один від одного. Кожний предикат P на 
такому абстрактному даному може набувати певного істинніс-
ного значення або бути невизначеним, тому на пропозиційному 
рівні композиції предикатів працюють лише з виробленими 
предикатами істиннісними значеннями.  

Композиції пропозиційного рівня традиційно називають ло-
гічними зв'язками. Найвідомішими логічними зв’язками є запе-
речення, диз'юнкція, кон'юнкція, імплікація, еквіваленція.  
Сингулярний рівень. На цьому рівні дані трактуються гранич-

но конкретно як "білі скриньки". Тут фіксується єдиний клас 
даних. Композиціями сингулярного рівня є гранично конкретні 
аплікативні композиції. Практично кожний логічний засіб мож-
на трактувати як аплікативну композицію. 

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



16 

Сингулярні логіки досліджені М. С. Нікітченком (див. [11]). 
Номінативний рівень. На цьому рівні дані можна трактувати 

як "рябі скриньки", побудовані з "білих" і "чорних". Такі дані 
називаються номінатами. Відповідні логіки відносимо до номі-
нативного рівня.  

Номінативний рівень дуже багатий, він розпадається на низ-
ку підрівнів. Найважливішим є підрівень однозначних однорів-
невих номінатів – іменних множин. До цього підрівня відносимо 
класичні першопорядкові логіки.  

На рівні ІМ далі можна виділити: 
1) номінативно-безкванторні рівні:  
− реномінативний;  
− реномінативно-екваційний (реномінативний із преди-

катами рівності); 
− безкванторний (безкванторно-функціональний); 
− безкванторно-екваційний (безкванторно-функціональний 

із композицією рівності); 

2) першопорядкові рівні:  
– кванторний;  
– кванторно-екваційний (кванторний із предикатами  

рівності); 
– функціональний;  
– функціонально-екваційний (функціональний із компо-

зицією рівності). 

Ієрархічно-номінативний рівень. На цьому рівні дані – це  
ієрархічні номінати; їх будують індуктивно із множин предмет-
них імен і предметних значень. Відповідні логіки – це логіки 
ієрархічних номінативних даних. 

Ієрархічно-номінативний рівень дуже багатий, зроблено ли-
ше перші кроки з його дослідження (див., напр., [11]).  

Спектр КНЛ за рівнем абстракції розгляду зображено на рис. 1.1.  
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Пропозиційний рівень       Сингулярний рівень 
  

Номінативний рівень 
 

Рівень іменних множин    Ієрархічно-номінативний  
рівень 

 
Реномінативний рівень 

 Реномінативно-екваційний рівень 

Безкванторний рівень 

Безкванторно-екваційний рівень 
 

Кванторний рівень 

Кванторно-екваційний рівень 

Функціональний рівень 

Функціонально-екваційний рівень 
 

Рис. 1.1. Спектр КНЛ за рівнем абстракції розгляду 
 
 
 

Запитання для самоконтролю  

1. Що таке висловлення? 
2. Що таке предикат? 
3. Дайте визначення області істинності та області хибності 

предиката.  
4. Що таке числення?  
5. Що таке формальна система? 
6. Який вигляд мають правила виведення? 
7. Що таке теорема? 
8. Що таке виведення? 
9. Сформулюйте основні закони традиційної логіки. 
10. Опишіть принципи композиційно-номінативного підходу. 
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11. Що таке логічна система? 
12. Що таке композиційно-номінативна система? 
13. Що таке композиційна система? 
14. Опишіть особливості пропозиційного рівня. 
15. Перелічіть номінативно-безкванторні рівні.  
16. Перелічіть першопорядкові рівні.  
17. Опишіть спектр КНЛ за рівнем абстракції розгляду.  
 
Вправи 

Проаналізуйте нижченаведені міркування. Якщо вони не-
коректні, то які закони логіки порушують? 

1. Якщо ти їси менше, то голоднішаєш. Якщо ти голодні-
шаєш, то їси більше. Отже, якщо ти їси менше, то їси більше [8]. 

2. Той, хто хоче щось вивчити, цього не знає. Незнаючий – 
невіглас. Отже, тільки невігласи хочуть вчитись [8]. 

3. Студенти, які хочуть вчитися, вчаться й без заохочення. 
Студентів, які не хочуть вчитися, заохочувати марно. Отже, сту-
дентів заохочувати не потрібно [8]. 

4. Сіль та цукор білі. Ніщо не може бути одночасно цукром і 
сіллю. Отже, ніщо не може бути білим [6].  

5. Злодій не хоче брати щось погане. Надбання доброго – доб-
ра справа. Отже, злодій робить добру справу (античний софізм).  

6. Учитель завжди хоче, щоб його учень став мудрим і при-
пинив бути невігласом. Таким чином, він хоче, щоб його учень 
став тим, чим він не є, та припинив бути тим, чим він є. Отже, 
він хоче перевести його з буття в небуття, тобто знищити (антич-
ний софізм). 

7. Якщо тобі холодно, то ти тепло вдягаєшся. Якщо тепло 
вдягнутися, то стане гаряче. Якщо тобі гаряче, то ти роздягаєш-
ся. Отже, якщо тобі холодно, то ти роздягаєшся. 
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2. ПРОПОЗИЦІЙНА ЛОГІКА 
 
 
 
Hа пропозиційному рівні предикати розглядаємо як абстракт-

ні, тобто як функції вигляду Р : А →{T, F}, де А – сукупність абст-
рактних елементів. На цьому рівні дані трактуємо як "чорні 
скриньки", які неможливо відрізнити одне від одного. Тому на 
пропозиційному рівні предикати можна розглядати як задані на 
одиничному абстрактному даному. Кожний предикат P на цьо-
му даному може набувати певного істиннісного значення або 
бути невизначеним. Таким чином, на пропозиційному рівні 
композиції – засоби утворення складніших висловлень чи преди-
катів із простіших – фактично працюють лише з виробленими 
предикатами істиннісними значеннями. 

Пропозиційні композиції називають логічними зв’язками. Те,  
що на пропозиційному рівні композиції працюють лише з істин-
нісними значеннями, пояснює трактування логічних зв'язок у 
класичній логіці як булевих функцій. 

Логіку пропозиційного рівня називають пропозиційною логі-
кою (ПЛ). Уживаною є також назва логіка висловлень [6, 7]. 

 
 
2.1. Пропозиційні композиції.  
Мова пропозиційної логіки 
 
Логічні зв’язки відповідають певним зворотам природної 

мови. Найпоширенішими логічними зв’язками є заперечення ¬, 
диз'юнкція ∨, кон'юнкція &, імплікація →, еквіваленція ↔, а 
також роздільна диз'юнкція ⊕. Для логіки часткових одно-
значних предикатів такі зв’язки називають клінієвими, оскіль-
ки вони відповідають логічним зв’язкам сильної тризначної 
логіки Кліні [5]. 

Предикати ¬(P), ∨(P, Q), &(P, Q), →(P, Q), ↔(P, Q), ⊕(P, Q) 
будемо позначати ¬P, P∨Q, P&Q, P→Q, P↔Q, P⊕Q. Зазначені 
предикати задамо так: 
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,   якщо  ( ) ,
( )( ) ,   якщо  ,

 невизначене,  якщо  ( ) ;  

T P d F
P d F P(d) T

P d

 ↓=
¬ = ↓=
 ↑

 

,   якщо  ( )   або  ( ) ,
( )( ) ,   якщо  ( )   та  ( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках; 

T P d T Q d T
P Q d F P d F Q d F

= =∨ = = =


 

,   якщо  ( )   та  ( ) ,
( & )( ) ,   якщо  ( )   або  ( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках; 

T P d Т Q d T
P Q d F P d F Q d F

= == = =


 

,   якщо  ( )   або  ( ) ,
( )( ) ,   якщо  ( )   та  ( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках; 

T P d F Q d T
P Q d F P d Т Q d F

= =→ = = =


 

,   якщо  ( ) ,  ( )  та  ( )  ( ),
( )( ) ,   якщо  ( ) ,  ( )  та  ( )  ( ),

невизначене,   якщо  ( )  або Q( ) ;  

T P d Q d P d Q d
P Q d F P d Q d P d Q d

P d d

 ↓ ↓ =
↔ = ↓ ↓ ≠
 ↑ ↑

 

,   якщо  ( ) ,  ( )  та  ( ) ( ),
( )( ) ,   якщо  ( ) ,  ( )  та  ( )  ( ),

невизначене,   якщо  ( )  або Q( ) . 

T P d Q d P d Q d
P Q d F P d Q d P d Q d

P d d

 ↓ ↓ ≠
⊕ = ↓ ↓ =
 ↑ ↑

 

Через області істинності й хибності відповідних предикатів за-
значені логічні зв’язки визначаються так:  

T(¬P) = F(P);  
F(¬P) = T(P);  

T(P∨Q) = T(P)∪T(Q);  
F(P∨Q) = F(P)∩F(Q);  

T(P&Q) = T(P)∩T(Q);  
F(P&Q) = F(P)∪F(Q);  

T(P→Q) = F(P)∪T(Q);  
F(P→Q) = T(P)∩F(Q);  

T(P↔Q) = (T(P)∩T(Q))∪(F(P)∩F(Q));  
F(P↔Q) = (T(P)∩F(Q))∪(F(P)∩T(Q));  

T(P⊕Q) = (T(P)∩F(Q))∪(F(P)∩T(Q));  
F(P⊕Q) = (T(P)∩T(Q))∪(F(P)∩F(Q)).  
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Наведемо основні властивості логічних зв’язок. 

1. Комутативність ∨, &, ↔ та ⊕: 
P∨Q = Q∨P;  
P&Q = Q&P;  
P↔Q = Q↔P; 
P⊕Q = Q⊕P. 

2. Асоціативність ∨, &, ↔ та ⊕:  
(P∨Q)∨R = P∨(Q∨R); 
(P&Q)&R = P&(Q&R); 
(P↔Q)↔R = P↔(Q↔R); 
(P⊕Q)⊕R = P⊕(Q⊕R). 

3. Дистрибутивність ∨ відносно & та & відносно ∨: 
(P∨Q)&R = (P&R)∨(Q&R); 
(P&Q)∨R = (P∨R)&(Q∨R). 

4. Зняття подвійного заперечення:  
¬¬P = Р. 

5. Ідемпотентність ∨ та &:  
Р = Р∨Р;  
Р = Р&Р. 

6. Закони поглинання: 
P & (P∨Q) = P;  
(P&Q) ∨ P = P.  

7. Закон контрапозиції: 
P→Q = (¬Q)→(¬P). 

8. Закони де Моргана: 
¬(P∨Q) = ¬P & ¬Q; 
¬(P&Q) = ¬P ∨ ¬Q. 

9. Зведення →, ↔ та ⊕ до ¬, ∨ та &:  
P→Q = (¬P)∨Q; 
P↔Q = (P→Q)&(Q→P) = ((¬P)∨Q)&((¬Q)∨P); 
P⊕Q = ((¬P)&Q)∨((¬Q)&P). 
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Композиції ¬ та ∨ будемо називати базовими пропозиційними 
композиціями.  

У цьому випадку композиції →, &, ↔ та ⊕ є похідними, вони 
виражаються, згідно із властивостями 8 та 9, через базові пропо-
зиційні композиції ¬ та ∨.  

Мова пропозиційної логіки. Для точного дослідження пре-
дикатів та висловлень на пропозиційному рівні треба ввести мо-
ву пропозиційної логіки (мову ПЛ).  
Алфавіт мови ПЛ: символи логічних зв'язок ¬, ∨ та нескін-

ченна множина Ps пропозиційних символів (імен, змінних).  
Правильно побудовані вирази мови ПЛ називають пропози-

ційними формулами (ПФ). Для запису ПФ виберемо префіксну 
(польську) форму, коли символ операції передує аргументам.  

Множину всіх ПФ позначимо Fр.  
Дамо індуктивне визначення ПФ: 
1) кожний A∈Ps є ПФ; такі ПФ назвемо атомарними; 
2) якщо Φ та Ψ є ПФ, то ¬Φ та ∨ΦΨ є ПФ.  
Для бінарних операцій звичніше користуватися інфіксною 

формою, коли символ операції записується між аргументами, 
але тоді потрібні додаткові символи – дужки "(" і ")". Записи 
формул в інфіксній формі вважаємо скороченнями ПФ. У запи-
сах скорочень ПФ будемо також уживати символи похідних 
пропозиційних композицій &, →, ↔, ⊕. 

Наприклад, вираз ¬(Φ∨Ψ) – скорочення "справжньої" ПФ 
¬∨ΦΨ; вирази Φ&Ψ, Φ→Ψ та Φ↔Ψ – це, відповідно, скоро-
чення ПФ ¬∨¬Φ¬Ψ, ∨¬ΦΨ та ¬∨¬∨¬ΦΨ¬∨¬ΨΦ. 

Для зменшення кількості дужок у скороченнях ПФ задамо в 
порядку спадання такий пріоритет символів логічних зв'язок: ¬, &, 
∨, ⊕, →, ↔. Уведемо правило розставлення дужок справа наліво. 
Наприклад, A→B→C→¬A∨D означає A→(B→(C→((¬A)∨D))).  

Скорочення ПФ надалі також називатимемо ПФ.  
Розглянемо традиційну інтерпретацію ПФ за допомогою 

істиннісних оцінок.  
Часткова істиннісна оцінка мови – це довільне відображен-

ня υ : Ps → {T, F}.  
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Таке υ продовжимо до υ : Fp → {T, F}. Для цього задамо:  
,   якщо  ( ) ,

( ) ,   якщо  ( ) ,
 невизначене,  якщо  ( ) . 

T F
F T

 υ Φ =υ ¬Φ = υ Φ =
υ Φ ↑

 

,   якщо  ( )   або  ( ) ,
( ) ,   якщо  ( )   та  ( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках. 

T T T
F F F

υ Φ = υ Ψ =υ ∨ΦΨ = υ Φ = υ Ψ =


  

Повна істиннісна оцінка мови – це довільне тотальне відо-
браження τ : Ps → {T, F}. 

Таке відображення продовжимо до τ : Fp → {T, F} так, як це 
зроблено для υ.  

Повну істиннісну оцінку мови традиційно називають просто 
істиннісною оцінкою. 

Теорема 2.1.1. Нехай істиннісна оцінка ρ є розширенням істин-
нісної оцінки υ: для всіх р∈Ps маємо υ(р)↓  ρ(р)↓ = υ(р). Тоді 
для кожної Ψ∈Fp маємо: υ(Ψ)↓  ρ(Ψ)↓ = υ(Ψ).  

Тавтології. Це істинні формули мови ПЛ.  
Формула Ψ є тавтологією, якщо τ(Ψ) = T для кожної істин-

нісної оцінки τ.  
Це означає: ПФ Ψ є тавтологією, якщо Ψ істинна на кожному 

наборі значень її пропозиційних символів.  

Твердження 2.1.1. Φ є тавтологією ⇔ для кожної істиннісної 
оцінки υ маємо: υ(Φ) = T або υ(Φ) невизначене.  

Наслідок 2.1.1. Якщо Φ – не тавтологія, то υ(Φ) = F для де-
якої істиннісної оцінки υ.  

Формула Ψ є суперечністю, якщо τ(Ψ) = F для кожної істин-
нісної оцінки τ.  

Це означає: ПФ Ψ є суперечністю, якщо Ψ хибна на кожному 
наборі значень її пропозиційних символів.  

Зрозуміло, що Φ тавтологія ⇔ ¬Φ суперечність. 
Кожна ПФ із множиною пропозиційних символів X задає пев-

ну X-арну функцію на двоелементній множині {0, 1}, тобто бу-
леву функцію. З іншого боку, кожна X-арна булева функція зада-
ється деякою ПФ, причому для цієї булевої функції множина 
таких ПФ нескінченна.  
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Кожна тавтологія задає тотальну булеву функцію, що набу-
ває тільки значення 1, тобто константу 1.  

Кожна суперечність задає тотальну булеву функцію, що на-
буває тільки значення 0, тобто константу 0.  

Тавтології називають законами пропозиційної логіки.  
Деякі тавтології мають власні назви.  

Приклад 2.1.1. Основоположні закони логіки виражають такі 
тавтології: 

– закон тотожності: P↔P;  
– закон виключеного третього (tertіum non datur): (¬P)∨P;  
– закон суперечливості (lex contradіctіonіs): ¬(P&(¬P)). 

Приклад 2.1.2. Законами пропозиційної логіки є записані 
мовою ПЛ основні властивості пропозиційних композицій.  

1. Закони комутативності для ∨, &, ↔ та ⊕: 
P∨Q ↔ Q∨P;  
P&Q ↔ Q&P;  
(P↔Q) ↔ (Q↔P);  
P⊕Q ↔ Q⊕P. 

2. Закони асоціативності для ∨, &, ↔ та ⊕:  
(P∨Q)∨R ↔ P∨(Q∨R); 
(P&Q)&R ↔ P&(Q&R); 
((P↔Q)↔R) ↔ (P↔(Q↔R)); 
((P⊕Q)⊕R) ↔ (P⊕(Q⊕R)). 

3. Закони дистрибутивності для ∨ та &:  
(P∨Q)&R ↔ (P&R)∨(Q&R); 
(P&Q)∨R ↔ (P∨R)&(Q∨R). 

4. Закон зняття подвійного заперечення:  
¬¬P ↔ P. 

5. Закони ідемпотентності для ∨ та &:  
Р ↔ Р∨Р;  
Р ↔ Р&Р. 

6. Закони поглинання: 
P & (P∨Q) ↔ P;  
(P&Q) ∨ P ↔ P.  
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7. Закон контрапозиції: 
(P → Q) ↔ (¬Q → ¬P). 

8. Закони де Моргана: 
¬(P∨Q) ↔ ¬P & ¬Q; 
¬(P&Q) ↔ ¬P ∨ ¬Q. 

Відношення логічного наслідку та логічної еквівалент-
ності. На множині ПФ введемо:  

– відношення логічного (тавтологічного) наслідку |=t ;  
– відношення логічної (тавтологічної) еквівалентності ∼t .  
Формула Ψ є логічним (тавтологічним) наслідком формули 

Φ (позначаємо Φ |=t Ψ), якщо формула Φ→Ψ – тавтологія. 
Формули Φ та Ψ логічно (тавтологічно) еквівалентні (позна-

чаємо Φ ∼t Ψ), якщо Φ |=t Ψ та Ψ |=t Φ.  
Формула Ψ є логічним (тавтологічним) наслідком множини 

формул {Φ1,..., Φn}, що позначимо {Φ1,..., Φn} |=t Ψ, якщо 
Φ1&…&Φn |=t Ψ.  

Замість ∅ |=t Ψ писатимемо |=t Ψ.  

Приклад 2.1.3. Основні властивості відношень |=t та ∼t :  
1) відношення |=t рефлексивне і транзитивне; 
2) відношення ∼t рефлексивне, транзитивне і симетричне;  
3) Φ тавтологія ⇔ |=t Φ;  
4) Φ ∼t Ψ ⇔ |=t Φ ↔ Ψ ⇔ Φ ↔ Ψ тавтологія. 
Множина ПФ {Φ1,..., Φn} суперечлива, якщо кон'юнкція 

Φ1&…&Φn – суперечність. 

Твердження 2.1.2. {Φ1,..., Φn} |=t Ψ ⇔ {Φ1,..., Φn, ¬Ψ} су-
перечлива.  

Поняття логічного наслідку поширимо на довільні множини 
формул.  

Нехай Γ ⊆ Fp та Δ ⊆ Fp – деякі множини формул.  
Для спрощення замість {Φ}∪Γ будемо писати Φ, Γ або Γ, Φ.  
Δ є логічним (тавтологічним) наслідком Γ (позн. Γ |=t Δ), 

якщо для кожної істиннісної оцінки τ : Fp → {T, F} із того, що 
τ(Φ) = T для всіх Φ∈Γ, випливає τ(Ψ) = T для деякої Ψ∈Δ.  
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Звідси Γ |≠t Δ ⇔ існує істиннісна оцінка τ : Fp → {T, F} така: 
τ(Φ) = T для всіх Φ∈Γ та τ(Ψ) = F для всіх Ψ∈Δ. 

Відношення логічного наслідку для множин формул рефлек-
сивне, але не транзитивне. 

Справді, очевидно Δ |=t Δ, але із Γ |=t Δ та Δ |=t Σ не має випли-
вати Γ |=t Σ. Останнє засвідчує такий приклад. 

Приклад 2.1.4. {Φ ∨ Ψ ∨ ¬Φ} |=t {Φ ∨ Ψ, Ψ ∨ ¬Φ} та {Φ ∨ Ψ, 
Ψ ∨ ¬Φ} |=t Ψ, водночас маємо {Φ ∨ Ψ ∨ ¬Φ} |≠t Ψ.  

Розглянемо властивості відношення |=t для множин формул. 

Приклад 2.1.5. Властивість гарантованої наявності логічного 
наслідку:  

C) якщо Γ∩Δ ≠ ∅, то Γ |=t Δ.  

Приклад 2.1.6. Властивість монотонності:  
M) нехай Γ |=t Δ, Γ ⊆ Λ та Δ ⊆ Σ; тоді Λ |=t Σ.  

Приклад 2.1.7. Властивості декомпозиції формул: 
¬L) ¬Φ, Γ |=t Δ ⇔ Γ |=t Δ, Φ;  
¬R) Γ |=t Δ, ¬Φ ⇔ Φ, Γ |=t Δ;  
∨L) Φ∨Ψ, Γ |=t Δ ⇔ Φ, Γ |=t Δ та Ψ, Γ |=t Δ;  
∨R) Γ |=t Δ, Φ∨Ψ ⇔ Γ |=t Δ, Φ, Ψ;  
&L) Φ&Ψ, Γ |=t Δ ⇔ Φ, Ψ, Γ |=t Δ;  
&R) Γ |=t Δ, Φ&Ψ ⇔ Γ |=t Δ, Φ та Γ |=t Δ, Ψ;  
→L) Φ→Ψ, Γ |=t Δ ⇔ Γ |=t Δ, Φ та Ψ, Γ |=t Δ;  
→R) Γ |=t Δ, Φ→Ψ ⇔ Φ, Γ |=t Δ, Ψ;  
↔L) Φ↔Ψ, Γ |=t Δ ⇔ Φ, Ψ, Γ |=t Δ та Γ |=t Δ, Φ, Ψ;  
↔R) Γ |=t Δ, Φ↔Ψ ⇔ Φ, Γ |=t Δ, Ψ та Ψ, Γ|=t Δ, Φ.  

Властивості ¬L, ¬R, ∨L, ∨R, у яких фігурують тільки базові 
композиції, назвемо базовими властивостями декомпозиції фор-
мул на пропозиційному рівні. 

Визначальною особливістю традиційної логіки є принцип за-
міни еквівалентних (заміни рівних). Це означає можливість за-
міни еквівалентних (заміни рівних) компонент, незважаючи на 
контексти. Принцип заміни еквівалентних засвідчує екстенсіо-
нальний характер традиційної логіки. Утіленням цього принци-
пу в логіці є теореми еквівалентності та заміни еквівалентних.  
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Теорема 2.1.2 (еквівалентності ПЛ). Нехай Φ' отримана із 
формули Φ заміною деяких входжень формул Φ1, ..., Φn на 
Ψ1, ..., Ψn, відповідно. Якщо Φ1 ∼t Ψ1, ..., Φn ∼t Ψn, то Φ ∼t Φ'. 

Теорема 2.1.3 (заміни еквівалентних ПЛ). Нехай Φ ∼t Ψ. Тоді  
Φ, Γ |=t Δ ⇔ Ψ, Γ |=t Δ та Γ |=t Δ, Φ ⇔ Γ |=t Δ, Ψ.  

 
 
Запитання для самоконтролю  

1. Дайте визначення логічних зв’язок (пропозиційних компо-
зицій) ¬, ∨, →, &, ↔, ⊕. 

2. Як виражаються &, →, ↔, ⊕ через ¬ та ∨ ? 
3. Дайте індуктивне визначення ПФ. 
4. Як задається пріоритет символів логічних зв’язок у скоро-

ченнях ПФ?  
5. Дайте визначення часткової істиннісної оцінки та повної 

істиннісної оцінки мови ПЛ. 
6. Що таке тавтологія? Наведіть приклади тавтологій.  
7. Що таке суперечність? Наведіть приклади суперечностей. 
8. Наведіть тавтології, які виражають основні закони тради-

ційної логіки. 
9. Запишіть основні властивості пропозиційних композицій. 
10. Дайте визначення відношення |=t логічного (тавтологічно-

го) наслідку для формул.  
11. Дайте визначення відношення ∼t логічної (тавтологічної) 

еквівалентності формул.  
12. Дайте визначення відношення логічного наслідку зі скін-

ченної множини формул. 
13. Укажіть основні властивості відношень |=t та ∼t .  
14. Що таке суперечлива множина формул? 
15. Дайте визначення відношення |=t логічного наслідку для 

множин формул.  
16. Укажіть основні властивості відношення |=t для множин 

формул.  
17. Сформулюйте теорему еквівалентності ПЛ.  
18. Сформулюйте теорему заміни еквівалентних ПЛ. 
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Вправи 

1. Доведіть, що наведені у прикладі 2.1.2 закони ПЛ є тав-
тологіями.  

2. Доведіть твердження 2.1.2. 
3. Доведіть наведені у прикладі 2.1.3 властивості відношень 

|=t та ∼t .  
4. Доведіть наведені у прикладі 2.1.5 властивості відношення 

|=t для множин формул.  
5. З’ясуйте, чи правильними є такі твердження:  

1) якщо диз’юнкція двох формул є тавтологією, то кожна 
із цих формул є тавтологією;  

2) якщо кон’юнкція двох формул є тавтологією, то кожна 
із цих формул є тавтологією; 

3) якщо імплікація двох формул є тавтологією, то кожна із 
цих формул є тавтологією; 

4) якщо еквіваленція двох формул є тавтологією, то кожна 
із цих формул є тавтологією. 

Відповідь аргументуйте. 
6. З’ясуйте, чи є такі ПФ тавтологіями: 

1) (А→В)∨(C→D)→(A∨С);  
2) A∨B&C→A∨B&¬С→A;  
3) (N→M)&(D→R)→¬M∨¬(D→¬N)&¬R;  
4) A→B&C→¬С∨¬B→¬A;  
5) А→M∨D→D→ A&M↔В&D;  
6) A∨B&¬A∨C&B∨C→¬A&C;  
7) (А→В→С)→¬(A&C)→(¬А→В)→С∨B;  
8) В∨С→A→С→B∨A;  
9) ((C→¬A&B)→D)→D&¬С&(B→A);  
10) A∨B&C→(A∨B)&(¬С→A);  
11) (A&¬В→G&D)→(¬D→G∨(B→¬А));  
12) (А→B)&B→(B→A)→B&C;  
13) (А∨¬B→C)&(¬A&B→A)→C&(B→A);  
14) (А→B)&C→(С→A)→B&C. 

7. З’ясуйте, чи правильно:  
1) {A, A→B} |=t B;  
2) {B, A→B} |=t A; 
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3) {¬A, A→B} |=t ¬B;  
4) {¬B, A→B} |=t ¬A;  
5) {A∨B, ¬A∨C} |=t B∨C;  
6) {А→В, C→D, A∨D} |=t В∨С;  
7) {А→C, B→D, A∨B} |=t D&C;  
8) {А∨В→C→D, ¬A&¬B} |=t C&¬D;  
9) {А∨В, B→C, ¬A∨¬С} |=t ¬A∨D;  
10) {А→В, C→D, B∨¬D} |=t ¬A∨¬C;  
11) {А→В, C→D} |=t A∨С→В∨D;  
12) {А→В, C→D} |=t A&С→В&D;  
13) {А→В, C→D} |=t A∨С→В&D;  
14) {А→В, C→D} |=t A&С→В∨D;  
15) A&D→B∨C |=t (А→В)∨(A→C)∨(D→В);  
16) {А→В, C→D, ¬B∨¬D} |=t ¬A∨¬C. 

8. З’ясуйте, у якому відношенні щодо |=t перебувають ПФ  
A&B→C&D, A∨B→C&D, A&B→C∨D, A∨B→C∨D.  

9. Розставте дужки в наведених нижче формулах, щоб вони 
стали тавтологіями: 

1) A→В∨¬A&B; 
2) ¬A&¬B→C∨D∨¬¬A∨B→C. 

10. Знайдіть, якщо це можливо, ПФ Ψ таку, щоб зазначена 
нижче ПФ була тавтологією: 

1) (Ψ&А→¬В)→((В→¬А)→Ψ);  
2) ((C→¬A&B)→Ψ)→Ψ&С&(B→A);  
3) (A&¬В→Ψ)→(¬Ψ∨(В→¬А)); 
4) (А→Ψ&(В→С))→(¬Ψ→(¬А→В)→Ψ&С); 
5) А&B∨С&Ψ→(B∨Ψ)&(A∨С); 
6) ((Ψ→А→В)→(¬С→A→Ψ))∨(¬В→Ψ→С). 

 
 
2.2. Пропозиційне числення  
 
Аксіоматичні системи гільбертівського типу базуються на 

запропонованому Д. Гільбертом понятті формальної системи.  
Такі аксіоматичні системи пропозиційної логіки називають про-
позиційними численнями, або численнями висловлень. 
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Пропозиційне числення (ПЧ) – це формальна система 
(L, Ax, P), де L – мова ПЛ, Ax – множина аксіом ПЧ, P – множина 
правил виведення ПЧ.  

Множина Ax задається єдиною схемою аксіом ¬Φ∨Φ, тобто 
Ax складається з усіх ПФ вигляду ¬Φ∨Φ, які назвемо пропози-
ційними аксіомами.  

Множина P складається із таких правил виведення: 
П1) Φ |– Ψ∨Φ – правило розширення;  
П2) Φ∨Φ |– Φ – правило скорочення; 
П3) Φ∨(Ψ∨Ξ) |– (Φ∨Ψ)∨Ξ – правило асоціативності; 
П4) Φ∨Ψ, ¬Φ∨Ξ |– Ψ∨Ξ – правило перетину. 

Теоремою ПЧ називають формулу, яка виводиться із пропо-
зиційних аксіом за допомогою правил виведення П1–П4.  

Те, що формула Φ – теорема, позначатимемо |– Φ.  
Різні варіанти ПЧ можуть відрізнятися мовами та наборами 

аксіом і правил виведення (див., напр., [7]).  
Висновки правил П1–П4 є тавтологічними наслідками заснов-

ків. Пропозиційна аксіома – тавтологія, тому кожна теорема 
ПЧ – тавтологія. Отже, має місце теорема коректності ПЛ.  

Теорема 2.2.1. Кожна теорема ПЧ є тавтологією. 
Виразні можливості ПЧ можна розширити введенням похід-

них правил виведення.  

Твердження 2.2.1. Якщо |– A∨B, то |– B∨A.  
|– A∨B за припущенням, |– ¬A∨A як аксіома, тому |– B∨A за П4.  

Твердження 2.2.2. Якщо |– A та |– A→B, то |– B.  
|– A за припущенням, |– B∨A за П1, звідки |– A∨B. За припущен-

ням |– A→B, тобто |– ¬A∨B, тому |– B∨B за П4, звідки |– B за П2.  

Твердження 2.2.3. Якщо |– A1, ..., |– An та |– A1→...→An→B, 
то |– B. 

Справді, застосуємо n разів твердження 2.2.2. 

Твердження 2.2.4. Якщо |– (A∨B)∨C, то |– A∨(B∨C). 
Із |– (A∨B)∨C за ПК |– C∨(A∨B), звідки |– (C∨A)∨B за П3. Да-

лі за ПК |– B∨(C∨A), за П3 маємо |– (B∨C)∨A. Тепер за ПК 
отримуємо |– A∨(B∨C).  
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Твердження 2.2.4 та П3 у сукупності дають 
Наслідок 2.2.1. |– (A∨B)∨C ⇔ |– A∨(B∨C).  

Твердження 2.2.1 та 2.2.2 можна інтерпретувати як нові по-
хідні правила виведення: 

A∨B |– B∨A – правило комутативності (скорочено ПК); 
A, A→B |– B – правило modus ponens (скорочено МР). 

Наслідок 2.2.1 трактуємо як узагальнене похідне правило ви-
ведення: 

A∨(B∨C) |– (A∨B)∨C та (A∨B)∨C |– A∨(B∨C) – повна  
асоціативність (скорочено АС). 

Розглянемо приклади виведень у пропозиційному численні. 

Приклад 2.2.1. Якщо |– ¬¬A∨B, то |– A∨B.  
Маємо |– ¬A∨A (аксіома), |– ¬¬A∨B (умова), тому |– A∨B за П4. 

Приклад 2.2.2. Якщо |– A∨B, то |– ¬¬A∨B.  
Маємо |– ¬¬A∨¬A (аксіома), тому |– ¬A∨¬¬A за ПК. Звідси 

та з умови |– A∨B за П4 маємо |– B∨¬¬A, тому |– ¬¬A∨B за ПК.  

Приклад 2.2.3. Якщо |– A→B та |– A→¬B, то |– ¬A.  
Маємо |– ¬A∨B (умова) та |– ¬A∨¬B (умова), тому за ПК  

|– B∨¬A та |– ¬B∨¬A. Зa П4 тоді |– ¬A∨¬A  |– ¬A за П2. 

Приклад 2.2.4. |– A→B→A. 
Із аксіоми |– ¬A∨A за ПК |– A∨¬A. Зa П1 |– ¬B∨(A∨¬A), за 

АС |– (¬B∨A)∨¬A, звідки за ПК маємо |– ¬A∨(¬B∨A), тобто  
|– A→B→A.  

Приклад 2.2.5. |– A→¬A→B. 
Маємо |– ¬¬A∨¬A (аксіома), тому |– ¬A∨¬¬A за ПК. Зa П1 

маємо |– B∨(¬A∨¬¬A), за ПК маємо |– (¬A∨¬¬A)∨B, звідки за 
АС маємо |– ¬A∨(¬¬A∨B), тобто |– A→¬A→B.  

Приклад 2.2.6. Якщо |– A∨В, то |– A∨C∨B.  
Маємо |– A∨B (умова) |– B∨A (за ПК) |– C∨(B∨A) (за П1)  

|– (C∨B)∨A (за АС) |– A∨(C∨B) (за ПК).  
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Приклад 2.2.7. Якщо |– A∨В, то |– ¬A→C∨B.  
Маємо |– A∨B (умова) |– ¬¬A∨B (за прикладом 2.2.1)  

|– B∨¬¬A (за ПК) |– C∨(B∨¬¬A) (за П1) |– (C∨B)∨ ¬¬A (за АС)  
|– ¬¬A∨(C∨B) (за ПК), тобто |– ¬A→C∨B. 

Приклад 2.2.8. Якщо |– A→B→C та |– В, то |– A→C.  
Маємо |– ¬A∨¬B∨C (умова) |– (¬B∨C)∨¬A (за ПК)  

|– ¬B∨(C∨¬A) (за АС); звідси та з |– B (умова) маємо |– C∨¬A за 
МР |– ¬A∨C (за ПК), тобто |– A→C.  

Приклад 2.2.9. Якщо |– A→B та |– В→C, то |– A→C.  
Маємо |– ¬A∨B (умова) |– B∨¬A (за ПК); звідси та з |– ¬B∨C 

(умова) маємо |– ¬A∨C за П4, тобто |– A→C.  

Приклад 2.2.10. Якщо |– (А→В)→С, то |– A∨С.  
Із аксіоми |– ¬A∨A за ПК |– A∨¬A. Зa П1 |– B∨(A∨¬A), за АС 

|– (B∨A)∨¬A, за ПК |– ¬A∨(B∨A), за АС |– (¬A∨B)∨A; звідси та 
з |– ¬(¬A∨B)∨С (умова) за П4 маємо |– A∨С.  

Приклад 2.2.11. Якщо |– А∨А∨B, то |– А∨B. 
Маємо |– А∨(А∨B) (умова) |– (A∨B)∨A (за ПК) |– B∨((A∨B)∨A) 

(за П1) |– ((A∨B)∨A)∨B (за ПК) |– (A∨B)∨(A∨B) (за AC) |– A∨B 
(за П2).  

Приклад 2.2.12. Якщо |– A∨B∨А∨С, то |– В∨А∨С.  
ПФ B∨А∨С позначимо Х. З умови |– A∨Х за ПК |– Х∨A. Зa 

П1 |– С∨(Х∨A), за АС |– (С∨Х)∨A, звідки |– A∨(С∨Х) за ПК. За 
АС |– (A∨С)∨Х, за П1 |– B∨((A∨С)∨Х); за АС |– (B∨(A∨С))∨Х, 
тобто |– ХХ. Тепер за П2 |– X, тобто |– В∨А∨С.  

Приклад 2.2.13. Якщо |– A∨B∨С, то |– А∨С∨В.  
Маємо |– А∨(B∨C) (умова) |– (B∨C)∨A (за ПК) |– B∨(C∨A) (за 

AC) |– C∨(B∨(C∨A)) (за П1) |– (C∨B)∨(C∨A) (за AC)  
|– (C∨A)∨(C∨B) (за ПК) |– C∨(A∨(C∨B)) (за AC) |– (A∨(C∨B))∨C 
(за ПК) |– B∨((A∨(C∨B))∨C) (за П1) |– ((A∨(C∨B))∨C)∨B (за ПК)  
|– (A∨(C∨B))∨(C∨B) (за AC) |– (C∨B)∨(A∨(C∨B)) (за ПК)  
|– A∨((C∨B))∨(A∨(C∨B))) (за П1) |– (A∨(C∨B))∨(A∨(C∨B)) (за 
AC) |– (A∨(C∨B) (за П2).  
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Властивість ПФ бути тавтологією трактується як її семан-
тична істинність, властивість бути теоремою – як синтаксична 
істинність. Адекватність семантичної та синтаксичної істин-
ності, тобто повноту логічних засобів ПЧ, засвідчує теорема 
тавтології (скорочено ТТ). 

Теорема 2.2.2 (тавтології). Кожна тавтологія є теоремою.  
У ПЛ теорему тавтології часто об'єднують із теоремою ко-

ректності. У розширеному вигляді ТТ для ПЧ записується так:  

Теорема 2.2.3. Множина теорем ПЧ збігається із множиною 
тавтологій. 

Наслідок 2.2.2. Якщо {Φ1,..., Φn} |=t Φ та |–Φ1,..., |–Φn, то |–Φ. 
Приклад 2.2.14. З наслідку 2.2.1, зокрема, випливають такі 

окремі наслідки: 
1) |–A&B ⇔ |–A та |–B; 
2) |–A→B ⇔ |–¬B→¬A; 
3) якщо |–A→B та |–B→C, то |–A→C; 
4) |–A↔B ⇔ |–A→B та |–B→A; 
5) якщо |–A↔B, то (|–A ⇔ |–B). 
Із ТТ випливає несуперечливість ПЧ:  

не існує ПФ A такої, що |–Ψ та |– ¬Ψ.  
Справді, якщо |–Ψ та |– ¬Ψ, то Ψ та ¬Ψ– одночасно тавто-

логії, що неможливо.  
На основі ТТ отримуємо також розв’язність ПЧ. 

Теорема 2.2.4. Множина теорем ПЧ алгоритмічно розв’язна 
відносно множини всіх ПФ. 

Справді, для встановлення |–Ψ достатньо встановити, чи є Ψ 
тавтологією, а для цього будуємо таблицю істинності для Ψ.  

Розглянемо приклади виведень із використанням ТТ. 
Приклад 2.2.15. Якщо |– A→B та |– С→D, то |– A∨С→В∨D.  
Маємо {А→В, C→D} |=t A∨С→В∨D. Звідси і з умови |– A∨B 

та |– С→D за ТТ отримуємо |– A∨С→В∨D. 
Приклад 2.2.16. Якщо |– A∨С→В&D, то |– A→B та |– С→D.  
Маємо A∨C→В&D |=t (А→В)&(C→D). Далі застосуємо ТТ.  
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Приклад 2.2.17. З’ясуйте, чи правильно: якщо |– A∨С→В∨D, 
то |– A→B та |– С→D.  

Нехай |– A∨С→В∨D  |– A→B та |– С→D. Тоді має бути 
A∨С→В∨D |=t (А→В)&(C→D). При τ(А) = τ(С) = τ(D) = T та 
τ(В) = F маємо τ(A∨С→В∨D) = T та τ((А→В)&(C→D)) = F.  

Отже, з умови |– A∨С→В∨D не випливає |– A→B та |– С→D. 
 
 
Запитання для самоконтролю  

1. Що таке пропозиційне числення? 
2. Що таке пропозиційна аксіома? 
3. Наведіть правила виведення пропозиційного числення. 
4. Що таке теорема пропозиційного числення? 
5. Сформулюйте похідне правило комутативності. 
6. Сформулюйте похідне правило modus ponens. 
7. Чому пропозиційне числення несуперечливе?  
8. Сформулюйте теорему коректності для ПЧ. 
9. Сформулюйте теорему тавтології для ПЧ.  
10. Чому теорему тавтології назвали теоремою повноти ПЧ? 
11. Наведіть наслідки теореми тавтології. 
12. Наведіть алгоритм розв’язання ПЧ. 
 
Вправи 

1. Доведіть у пропозиційному численні без використання ТТ: 
1) |– ¬¬А→A; 
2) якщо |– A→B та |– ¬A→B, то |– B;  
3) |– B→A∨B; 
4) |– ¬A→А→В;  
5) |– (¬A→B)∨¬A; 
6) |– A→B ⇔ |– ¬B→ ¬A; 
7) якщо |– A∨В, то |– С∨А∨В, |– A∨В∨С;  
8) якщо |– A→C, то |– A→B∨C;  
9) |– А∨А→A;  
*10) |– (¬А→A)→A;  
11) якщо |–A∨A∨B, то |– ¬¬A∨B;  
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12) якщо |– A∨В∨С, то |– С∨А∨В, |– В∨С∨А;  
13) якщо |– A∨В∨С, то |– В∨А∨С, |– С∨В∨А;  
*14) якщо |– A→С та |– В→С, то |– A∨B→С;  
15) якщо |–A∨(В→С) та |–В, то |–A∨С;  
16) якщо |– A→В→С та |– A→В, то |– A→С;  
17) якщо |– A→В, то |– A∨С→В∨С;  
*18) |– (A→B)→(¬B→ ¬A);  
*19) |– A&B→A. 

2. З’ясуйте, чи правильно: якщо (|– A ⇔ |– B), то |– A↔B.  
3. З’ясуйте, які з наведених тверджень правильні:  

1) якщо |– A&С→В&D, то |– A→B та |– С→D;  
2) якщо |– A∨С→В&D, то |– A→B та |– С→D;  
3) якщо |– A&С→В∨D, то |– A→B та |– С→D;  
4) якщо |– A→B та |– С→D, то |– A&С→В&D;  
5) якщо |– A→B та |– С→D, то |– A∨С→В&D;  
6) якщо |– A→B та |– С→D, то |– A&С→В∨D. 

4. З’ясуйте, які з наведених тверджень правильні:  
1) a) якщо |– (А→В)→С, то |– A→C; 

b) якщо |– А→C, то |– (А→В)→С; 
2) a) якщо |– А→В&С, то |– A→В; 

b) якщо |– А→В, то |– А→В&С; 
3) a) якщо |– А&B→C, то |– A→C; 

b) якщо |– А→C, то |– А&B→C; 
4) a) якщо |– А∨С→В, то |– А→В; 

b) якщо |– А→В, то |– A∨С→В. 
 
 
2.3. Метод резолюцій пропозиційної логіки 
 
Метод резолюцій [20, 8, 14] є найпоширенішим методом по-

шуку доведень. На момент виникнення цей метод дуже добре пі-
дійшов для реалізації на тогочасних комп'ютерах, його й досі най-
частіше використовують у системах пошуку доведень. 

Пропозиційну формулу вигляду А або ¬А, де А∈Ps, називають 
літералом (а також літерою). 
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Таким чином, літерали (літери) – це атомарні формули чи за-
перечення атомарних формул.  

Пропозиційну формулу, яка має вигляд диз'юнкції кількох лі-
тералів, назвемо диз'юнктом.  

Однолітерний диз'юнкт назвемо одиничним.  
Символ 0 трактуємо як диз'юнкт, що не має жодного літера-

ла, – порожній диз'юнкт.  
Порожній диз'юнкт можна інтерпретувати як суперечність – 

логічну константу F.  
Літерали А та ¬А назвемо контрарними.  
Правило резолюції (ПР) має вигляд D, D' |– R.  
Тут D та D' – диз'юнкти, причому маємо літерал L у D та 

контрарний йому літерал L' у D'; R – це диз'юнкт, утворений ди-
з'юнкцією всіх літералів D, відмінних від L, та всіх літералів D', 
відмінних від L'.  

Такий диз'юнкт R назвемо резольвентою диз'юнктів D та D'.  
Тоді кажуть, що резольвента R отримана за диз'юнктами D та 

D' за правилом резолюцій. 
Зокрема, якщо D та D' – контрарні літерали, то R – порожній 

диз'юнкт, тобто R – це 0.  

Теорема 2.3.1. Нехай R – резольвента диз'юнктів D та D'.  
Тоді {D, D'} |=t R.  

Таким чином, правило резолюцій коректне. 
Метод резолюцій ПЛ базується на зведенні формул до 

кон'юнктивної нормальної форми (КНФ), тобто ПФ подаємо як 
кон'юнкцію диз'юнктів, а далі від кон'юнкції диз'юнктів перехо-
димо до множини диз'юнктів.  

Нехай S – множина диз'юнктів.  
Послідовність диз'юнктів D1, D2, …, Dn – резолютивне виве-

дення диз'юнкта Dn із S, якщо кожний Dі або належить до S, або 
отриманий із попередніх диз'юнктів цієї послідовності за допо-
могою ПР. 

Диз'юнкт D виводиться із S, якщо існує резолютивне виведення 
D із S.  

Резолютивне виведення 0 із S назвемо спростуванням S, або 
доведенням суперечливості множини диз'юнктів S.  
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Теорема 2.3.2. Множина диз'юнктів S суперечлива ⇔ існує 
резолютивне виведення 0 із S.  

Це означає повноту методу резолюцій.  
За твердженням 2.1.2 {Φ1, …, Φm} |=t Φ ⇔ {Φ1, …, Φm, ¬Φ} 

суперечлива. Нехай ПФ Φ1, …, Φm, ¬Φ мають відповідно КНФ 
D11&…&D1k1, …, Dm1&…&Dmkm, D01&…&D0k0 . Тоді маємо: 

{Φ1, …, Φm, ¬Φ} суперечлива ⇔ 
⇔ S = {D11,…, D1k1,…, Dm1,…, Dmkm, D01,…, D0k0} суперечлива ⇔ 
⇔ існує резолютивне виведення 0 із S. 

Отже, для доведення того, що {Φ1, …, Φm} |=t Φ, достатньо 
вказати резолютивне виведення 0 із відповідної множини диз'юнк-
тів {D11,…, D1k1,…, Dm1,…, Dmkm, D01,…, D0k0}.  

Якщо диз'юнкт D – тавтологія, то {D1, …, Dn, D} суперечлива 
⇔ {D1, …, Dn} суперечлива. Тому тавтології по мірі їх появи бу-
демо видаляти із множини диз'юнктів.  

Диз'юнкт D є тавтологією ⇔ D містить контрарну пару літералів. 
Розглянемо приклади резолютивних виведень.  
Будемо використовувати співвідношення 

¬(P∨Q) ∼t ¬P & ¬Q; 
¬(P&Q) ∼t ¬P ∨ ¬Q; 
¬(P→Q) ∼t P & ¬Q. 

Приклад 2.3.1. З’ясуємо, чи правильно  
{P∨Q, ¬P∨R, ¬Q∨S, ¬R∨S∨P, ¬S∨P} |=t P.  

Виведемо 0 із {P∨Q, ¬P∨R, ¬Q∨S, ¬R∨S∨P, ¬S∨P, ¬P}.  
Із P∨Q та ¬P∨R за ПР маємо Q∨R.  
Із Q∨R та ¬Q∨S за ПР маємо R∨S. 
Із R∨S та ¬R∨S∨P за ПР маємо S∨P.  
Із S∨P та ¬S∨P за ПР маємо P. 
Із P та ¬P за ПР маємо 0.  

Отже, множина {P∨Q, ¬P∨R, ¬Q∨S, ¬R∨S∨P, ¬S∨P, ¬P} су-
перечлива, тому твердження про наявність |=t правильне.  

Приклад 2.3.2. З’ясуємо, чи суперечлива множина  
{P∨¬Q, ¬Q∨S∨¬P, ¬S, Q, R∨S}.  
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Спробуємо вивести 0 із зазначеної множини.  
Із P∨¬Q та ¬Q∨S∨¬P за ПР маємо ¬Q∨S.  
Із ¬Q∨S та ¬S за ПР маємо ¬Q. 
Із ¬Q та Q за ПР маємо 0.  

Отже, множина {P∨¬Q, ¬Q∨S∨¬P, ¬S, Q, R∨S} супереч-
лива. Зауважимо, що для виведення 0 не використовували всі 
диз'юнкти множини, а саме диз'юнкт R∨S.  

Приклад 2.3.3. З’ясуємо, чи суперечлива множина 
{P∨Q, Q∨S∨¬P, ¬Q}.  

Спробуємо вивести 0 із зазначеної множини.  
Із P∨Q та ¬Q за ПР маємо P.  
Із P та Q∨S∨¬P за ПР маємо Q∨S. 
Із Q∨S та ¬Q за ПР маємо S.  
Із ¬Q та Q∨S∨¬P за ПР маємо S∨¬P.  
Із S∨¬P та P∨Q за ПР маємо Q∨S. 

Далі нові диз’юнкти отримати неможливо.  
Для пропозиційних символів, що входять до складу диз'юнк-

тів нашої множини, ми вивели літери P та S, маємо у множині 
літеру ¬Q як одиничний диз'юнкт. Розглянемо таку оцінку: 
τ(P) = T, τ(S) = T, τ(Q) = F. За такої оцінки всі диз'юнкти множини 
набувають значення T, тому множина несуперечлива.  

Приклад 2.3.4. З’ясуємо, чи правильно  
{А→В, C→D} |=t A∨С→В∨D.  

Маємо ¬(A∨С→В∨D) ∼t (A∨С)&¬(В∨D) ∼t (A∨С)&¬В&¬D.  
Спробуємо вивести 0 із {¬A∨B, ¬C∨D, A∨C, ¬B, ¬D}.  

Із ¬A∨B та ¬B за ПР маємо ¬A. 
Із ¬C∨D та ¬D за ПР маємо ¬C. 
Із ¬A та A∨C за ПР маємо C. 
Із C та ¬C за ПР маємо 0.  

Отже, множина {¬A∨B, ¬C∨D, A∨C, ¬B, ¬D} суперечлива, 
тому твердження про наявність |=t правильне.  

Приклад 2.3.5. З’ясуємо, чи правильно  
{А→В, C→D} |=t A∨B→C∨D.  

Маємо ¬(A∨B→C∨D) ∼t (A∨B)&¬(C∨D) ∼t (A∨B)&¬C&¬D.  
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Спробуємо вивести 0 із {¬A∨B, ¬C∨D, A∨B, ¬C, ¬D}.  
Із ¬A∨B та A∨B за ПР маємо B. 
Із ¬C∨D та ¬D за ПР маємо ¬C. 

Далі нові диз’юнкти отримати неможливо.  
Розглянемо таку оцінку: τ(B) = T, τ(C) = F, τ(D) = F; τ(A) мож-

на задати довільно. За такої оцінки всі диз'юнкти множини на-
бувають значення T, тому множина несуперечлива, звідки твер-
дження про наявність |=t спростоване.  

 
 
Запитання для самоконтролю  

1. Що таке літерал? 
2. Що таке диз'юнкт? 
3. Що таке контрарні літерали? 
4. Як інтерпретуємо порожній диз'юнкт? 
5. Що таке резольвента диз'юнктів? 
6. Як формулюється правило резолюції? 
7. У чому полягає коректність правила резолюції? 
8. Що таке резолютивне виведення? 
9. Що таке спростування множини диз'юнктів? 
10. У чому полягає повнота методу резолюцій? 
 
Вправи 

1. Використовуючи метод резолюцій пропозиційної логіки, 
з’ясуйте, чи правильно: 

1) {A→B, C→D, A∨C} |=t B∨D;  
2) {А∨В, B→C, ¬A∨¬С} |=t ¬A∨D;  
3) {B→A, C→D, B&¬D} |=t A&¬C;  
4) {А→C, B→D, A∨B} |=t D&C;  
5) {A→B, C→D, ¬B∨D&C} |=t ¬A∨¬C;  
6) {¬A→B, Q→D, ¬B∨¬D} |=t A∨¬Q;  
7) {A→C, ¬D→B, ¬A→¬B} |=t ¬C→D;  
8) {A∨B∨C, ¬A∨C, ¬B} |=t ¬C;  
9) {A∨B∨C, ¬A∨C, ¬B} |=t C;   
10) {А∨В→C→D, ¬A&¬B} |=t C&¬D;  
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11) {А→В, C→D, ¬B∨¬D} |=t ¬A∨¬C;  
12) {А→В, C→D} |=t A&D→В∨С;  
13) { А→В, C→D} |=t A&С→В&D;  
14) {А→В, C→D} |=t A∨С→В&D;  
15) {А→В, C→D} |=t A&С→В∨D;  
16) {А→В, C→D} |=t A&В →С∨D.  

2. Використовуючи метод резолюцій пропозиційної логіки, 
з’ясуйте, у якому відношенні щодо ╞ перебувають ПФ:  

A&B→C&D, A∨B→C&D, A&B→C∨D, A∨B→C∨D. 
 
 
2.4. Пропозиційнe секвенційнe числення 
 
Властивості декомпозиції формул (див. підрозділ 2.1) дозво-

ляють звести відношення логічного наслідку для множин фор-
мул із виділеною складною формулою до відношень логічного 
наслідку для множин формул із компонентами цієї складної 
формули. Це дуже важлива властивість підформульності.  

Формально-аксіоматичні системи, які формалізують відно-
шення логічного наслідку між двома множинами формул, на-
зивають секвенційними численнями. Основними об'єктами та-
ких систем є секвенції, роль правил виведення грають секвен-
ційні форми.  

У класичному, ґенценівському варіанті [5, 6, 18], секвенціями 
називають об'єкти вигляду Γ→Δ, де Γ та Δ – скінченні множини 
формул, → – новий символ, що не входить до алфавіту мови.  

У цьому посібнику ми будемо розглядати форму запису секвен-
цій за допомогою специфікованих формул, подібну до форми 
запису семантичних таблиць Бета [6, 8].  

Секвенції будемо трактувати як множини специфікованих фор-
мул. Це означає, що кожна формула секвенції має вигляд |–Φ або 
–|Φ, де Φ – формула мови, |– та –| – нові символи поза алфавітом 
мови. Отже, кожна формула секвенції відзначена (специфікова-
на) ліворуч одним із двох символів – |– чи –| .  

Така форма запису секвенцій узгоджується із формою запису 
логічного наслідку для множин формул. Формулу, яка міститься 
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в лівій множині відношення логічного наслідку, відзначаємо сим-
волом |– та називаємо |–-формулою; формулу, яка міститься у 
правій множині цього відношення, відзначаємо символом –| та 
називаємо –|-формулою.  

Для відношення логічного наслідку Γ |= Δ (для ПЛ |= – це |=t ) 
відповідну секвенцію позначаємо |–Γ–|Δ.  

Тут Γ – це множина |–-формул, Δ – множина –|-формул.  
Не деталізуючи, секвенції специфікованих формул також по-

значаємо Σ.  
Секвенційне числення будується таким чином: 

секвенція |–Γ–|Δ вивідна ⇔ Γ |= Δ.  
Секвенція Σ замкнена, якщо існує формула Φ: |–Φ∈Σ та –|Φ∈Σ.  
Замкненість секвенції |–Γ–|Δ означає Γ∩Δ ≠ ∅.  
Проте з умови Γ∩Δ ≠ ∅ випливає Γ |= Δ, тому замкнені сек-

венції грають роль аксіом.  
Семантичним властивостям відношення логічного наслідку 

зіставимо синтаксичні аналоги – секвенційні форми. Такі форми 
є правилами виведення секвенційних числень.  

Секвенційні форми записуємо у вигляді Σ
Ω

 або Σ   Λ
Ω

.  

Тут Σ, Λ, Ω – секвенції.  
Секвенції над рискою називають засновками, секвенції під 

рискою – висновками.  
У нас засновки – це секвенції, зіставлені правим частинам від-

повідних властивостей відношення логічного наслідку, виснов-
ки – це секвенції, зіставлені їхнім лівим частинам.  

Згідно із властивостями ¬L, ¬R, ∨L, ∨R введемо такі базові 
секвенційні форми:  

|−¬ |

|

,
,

A
A

−

−

Σ
¬ Σ

;         −|¬ |

|

,
,

A
A

−

−

Σ
¬ Σ

;  

|−∨ | |

|

,       ,
,

A B
A B

− −

−

Σ Σ
∨ Σ

;      −|∨ |  |

|

, ,
,

A B
A B

− −

−

Σ
∨ Σ

. 

На базі властивостей відношення |=t отримуємо основну влас-
тивість секвенційних форм.  
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Теорема 2.4.1. Нехай | |

| |

− −

− −

Λ Κ
Γ Δ

 – базова секвенційна форма. 

Тоді:  
a) Λ |=t Κ ⇔ Γ |=t Δ;  
b) Γ |≠t Δ ⇔ Λ |≠t Κ.  

2. Нехай | | | |

| |

    − − − −

− −

Λ Κ Χ Ζ
Γ Δ

 – базова секвенційна форма.  

Тоді: 
a) Λ |=t Κ та Χ |=t Ζ ⇔ Γ |=t Δ;  
b) Γ |≠t Δ ⇔ Λ |≠t Κ або Χ |≠t Ζ.  
На базі властивостей →L, →R, &L, &R відношення |=t можна 

додатково ввести похідні секвенційні форми |−→, −|→, |−&, −|&:  

|−→ | |

|

,       ,
,

A B
A B

− −

−

Σ Σ
→ Σ

     −|→ |  |

|

, ,
,

A B
A B

− −

−

Σ
→ Σ

 

|−& |  |

|

, ,
& ,

A B
A B

− −

−

Σ
Σ

       −|& | |

|

,       ,
& ,

A B
A B

− −

−

Σ Σ
Σ

  

Виведення у секвенційних численнях має вигляд дерева, вер-
шинами якого є секвенції. Такі дерева називають секвенційними.  

Дамо індуктивне визначення секвенційного дерева.  
1. Секвенція Σ утворює тривіальне секвенційне дерево з єди-

ною вершиною Σ, яка є коренем дерева.  
2. Нехай α – секвенційне дерево з коренем Σ, β – секвенційне 

дерево з коренем Υ, нехай Σ
Ω

 та Σ   Υ
Ω

 – секвенційні форми.  

Тоді 
α
|

Ω
 та 

α   β
\ /
Ω

 – секвенційні дерева з коренем Ω. 

Тривіальне секвенційне дерево замкнене, якщо це замкнена 
секвенція.  

Нетривіальне секвенційне дерево замкнене, якщо кожний його 
лист (кінцева вершина, відмінна від кореня) – замкнена секвенція.  

Секвенційне дерево з коренем Σ називають також секвенцій-
ним деревом секвенції Σ.  
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Секвенція Σ вивідна, або має виведення, якщо існує замкнене 
секвенційне дерево з коренем Σ. Таке дерево назвемо виведенням 
секвенції Σ.  

Опишемо процедуру побудови виведення для заданої скін-
ченної секвенції Σ.  

Побудова дерева починається з кореня дерева Σ, у процесі 
побудови від складніших формул переходимо до простіших, то-
му секвенційні форми застосовуємо від висновків до засновків.  

Секвенції ми трактуємо як множини специфікованих формул, 
тому повтори формул у секвенціях неможливі: якщо в результаті 
виконання форми отримуємо специфіковану формулу, яка вже є в 
секвенції, то таку формулу-копію до секвенції не заносимо.  

Побудова секвенційного дерева розбита на етапи. Опишемо 
етап виведення для певної незамкненої секвенції-листа η.  

На початку етапу активізуємо всі неатомарні формули сек-
венції η. До кожної активної формули далі застосуємо відповід-
ну секвенційну форму.  

Після застосування секвенційної форми утворені нею форму-
ли стають пасивними, до таких формул на цьому етапі секвен-
ційні форми не застосовуються. 

Після виконання всіх форм на етапі перевіряємо кожну сек-
венцію-лист Ω на замкненість.  

Якщо всі листи збудованого дерева замкнені, то ми отримали 
замкнене секвенційне дерево і побудова виведення завершена 
позитивно.  

Якщо у збудованому дереві є листи – незамкнені секвенції, то 
для кожного такого листа продовжуємо виведення так, як опи-
сано вище.  

При побудові секвенційного дерева можливі такі випадки:  
1) побудову завершено позитивно, маємо скінченне замкнене 

дерево;  
2) побудову завершено негативно, маємо скінченне незам-

кнене дерево; у такому дереві існує шлях, усі вершини якого є 
незамкненими секвенціями, – незамкнений шлях. 

Побудову секвенційного дерева для зліченної секвенції опи-
шемо нижче для загальнішого випадку першопорядкових сек-
венційних числень. 
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Теорема 2.4.2 (коректності). Якщо секвенція |–Γ–|Δ вивідна, 
то Γ |= Δ. 

Теорема 2.4.3 (про контрмодель). Нехай ℘ – незамкнений 
шлях у секвенційному дереві, Н – множина всіх специфікованих 
формул секвенцій цього шляху. Тоді існує істиннісна оцінка 
τ : Fp→{T, F} така:  

1) |–Φ∈Н  τ(Φ) = T ;  
2) –|Φ∈Н  τ(Φ) = F. 

Таку істиннісну оцінку τ називають контрмоделлю для сек-
венції |–Γ–|Δ.  

Звідси маємо теорему повноти секвенційних числень.  
Теорема 2.4.4. Нехай Γ |= Δ. Тоді секвенція |–Γ–|Δ вивідна.  
Побудову секвенційних дерев зручніше вести зверху-вниз, 

тоді секвенційні форми записуємо в перевернутому вигляді: ви-
сновки – над рискою, засновки – під рискою.  

Нагадаємо, що при побудові дерева секвенційні форми засто-
совуємо від висновків до засновків. 

Замкнені секвенції відмічаємо символом ×.  
Зауважимо, що побудова в секвенційному численні виведен-

ня формули Φ означає побудову виведення секвенції −|Φ. 
Приклад 2.4.1. Для встановлення A∨B→C |=t A&B→C побу-

дуємо виведення секвенції |−A∨B→C, −|A&B→C.  

|−A∨B→C, −|A&B→C 
      

−|A∨B, −|A&B→C    |−C, −|A&B→C 
↓         ↓ 

−|A, −|B, −|A&B→C    |−C, |−A&B, −|C   
↓   

−|A, −|B, |−A&B, −|C 
↓    

−|A, −|B, |−A, |−B, −|C    

Ми збудували замкнене секвенційне дерево, тому маємо 
A∨B→C |=t A&B→C. 
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Приклад 2.4.2. Для встановлення A&B→C |=t A∨B→C побу-
дуємо виведення секвенції |−A&B→C, −|A∨B→C.  

|−A&B→C, −|A∨B→C 
       

−|A&B, −|A∨B→C   |−C, −|A∨B→C 
             

−|A, −|A∨B→C   −|B, −|A∨B→C   |−C, |−A∨B, −|C  
↓          

−|A, |−A∨B, −|C       −|B, |−A∨B, −|C 
               

−|A, |−A, −|C     −|A, |−B, −|C    −|B, |−A, −|C   −|B, |−B, −|C   
  

Отримали незамкнене секвенційне дерево, тому спростували 
A&B→C |=t A∨B→C.  

За двома незамкненими листами можна отримати два контр-
приклади:  

τ(A) = F, τ(B) = T, τ(C) = F;  
τ(A) = T, τ(B) = F, τ(C) = F.  

Приклад 2.4.3. Для встановлення правильності 
{А→В, C→D} |=t A∨С→В∨D побудуємо виведення секвенції 
|−A→B, |−C→D, −|A∨С→В∨D. 

|−A→B, |−C→D, −|A∨С→В∨D 
↓ 

|−A→B, |−C→D, |−A∨С, −|В∨D  
↓ 

|−A→B, |−C→D, |−A∨С, −|В, −|D  
          

−|A, |−C→D, |−A∨C, −|В, −|D   |−B, |−C→D, |−A∨C, −|В, −|D  
            

−|A, |−C→D, |−A, −|В, −|D   −|A, |−C→D, |−C, −|В, −|D  
         

−|A, −|С, |−C, −|В, −|D    −|A, |−D, |−C, −|В, −|D    
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Ми збудували замкнене секвенційне дерево, тому маємо 
{А→В, C→D} |=t A∨С→В∨D.  

 
Приклад 2.4.4. Для встановлення правильності  
{А→В, C→D, A∨D} |=t В∨С побудуємо виведення секвенції  
|−A→B, |−C→D, |−A∨D, −|В∨С. 

|−A→B, |−C→D, |−A∨D, −|В∨С 
↓ 

|−A→B, |−C→D, |−A∨D, −|В, −|С  
          

−|A, |−C→D, |−A∨D, −|В, −|С   |−B, |−C→D, |−A∨D, −|В, −|С  
        

−|A, |−C→D, |−A, −|В, −|С   −|A, |−C→D, |−D, −|В, −|С   
       

−|A, −|С, |−D, −|В, −|С    −|A, |−D, |−D, −|В, −|С   

Ми отримали незамкнене секвенційне дерево, тому спросту-
вали {А→В, C→D, A∨D} |=t В∨С.  

За двома незамкненими листами можна отримати такі два 
контрприклади:  

τ(A) = F, τ(B) = F, τ(C) = F, τ(D) = T;  
τ(A) = F, τ(B) = F, τ(C) = F, τ(D) = T.  

Фактично це один і той самий контрприклад.  
 
 
Запитання для самоконтролю  

1. У чому полягає властивість підформульності?  
2. Що таке секвенційне числення? 
3. Дайте визначення секвенції відзначених (специфікованих) 

формул. 
4. Що таке замкнена секвенція? 
5. Що таке секвенційна форма? 
6. Що таке засновки та висновки секвенційних форм? 
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7. Укажіть базові секвенційні форми пропозиційного рівня. 
8. Укажіть похідні секвенційні форми пропозиційного рівня. 
9. Сформулюйте теорему про основну властивість секвен-

ційних форм. 
10. Що таке секвенційне дерево?  
11. Дайте визначення замкненого секвенційного дерева.  
12. Дайте визначення вивідної секвенції.  
13. Опишіть побудову секвенційного дерева. 
14. Що таке замкнений шлях; незамкнений шлях? 
15. Сформулюйте теорему коректності для секвенційних 

числень.  
16. Сформулюйте теорему повноти для секвенційних  

числень.  
 
Вправи 

1. На основі властивостей ↔L та ↔R відношення |=t введіть 
похідні секвенційні форми |−↔ та −|↔.  

 
2. Збудуйте у пропозиційному секвенційному численні ви-

ведення чи доведіть його відсутність, указавши контрмодель, 
для таких формул:  

1) (A∨B→C)→(A→C); 
2) (A→B&C)→(A→C);  
3) (A→C)→(B→C)→(A→B∨C);  
4) (A→C)→(B→C)→(C→A∨B);  
5) (A→B)→(A→C)→(A&B→C); 
6) (A→B)→(A→C)→(B&C→A); 
7) ((A→B)→C)→(A∨C);  
8) (A→B)&(B→C)→(¬A→C);  
9) ((A→C)→D)&¬D→A&¬C; 
10) (A→B)&(A→C)&(A→D)→¬A; 
11) (A&B→C)→(A→C)∨(B→C); 
12) ((A→B)→(C→D))→(A→C)&(D→B).  
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3. Використовуючи пропозиційне секвенційне числення, 
установіть, чи правильно:  

1) {A∨B, ¬A∨C} |=t B∨C; 
2) {А→В, C→D} |=t A&С→В&D;  
3) {А→В, C→D} |=t A∨С→В&D;  
4) {А→В, C→D} |=t A&С→В∨D;  
5) {А∨В, B→C, ¬A∨¬С} |=t ¬A∨D;  
6) {А∨В→C→D, ¬A&¬B} |=t &¬D;  
7) {А→C, B→D, A∨B} |=t D&C; 
8) {А→В, C→D, ¬B∨¬D} |=t ¬A∨¬C; 
9) A&D→B∨C |=t (А→В)∨(A→C)∨(D→В).  
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3. ЛОГІКИ НОМІНАТИВНИХ РІВНІВ.  
РЕНОМІНАТИВНІ ЛОГІКИ 
 
 
 
На номінативних рівнях предикати задаються на номінативних 

даних – номінатах. Далі розглядатимемо однорівневі однозначні 
номінати – іменні множини. Це множина пар: перша компонента – 
ім'я, друга – значення цього імені. При цьому одне ім’я не може 
іменувати два різних значення. Функції, зокрема предикати, зада-
ні на ІМ, називаються квазіарними. Поняття квазіарної функції 
виникає тоді, коли множина її аргументів наперед не фіксована.  

 
 
3.1. Квазіарні функції та предикати 
 
Іменні множини. Нехай V та A – довільні множини, які бу-

демо відповідно трактувати як множину предметних імен (змін-
них) та множину предметних (базових) значень. 

V-A-іменна множина (V-A-ІМ) – це однозначна функція ви-
гляду δ : V → A.  

Якщо V та A маємо на увазі, то V-A-ІМ називаємо просто 
іменною множиною (ІМ). 

ІМ будемо подавати у вигляді [v1a1,...,vnan,...].  
Тут vі∈V, aі∈A, причому vі ≠ vj при і ≠ j.  
У записі [v1f1(d),...,vnfn(d),...] указуємо тільки ті компоне-

нти vіfі(d), для яких fі(d)↓. 
Поняття ІМ дуже об’ємне. Файли, послідовності, n-ки при-

родно трактувати як ІМ. Поняття індексованої множини можна 
вважати синонімом поняття ІМ. 

Для V-A-ІМ вводимо функцію asn : VA→2V: 
asn(δ) = Dδ = {v∈V | va∈δ для деякого a∈A}  

V-A-ІМ δ максимальна, або V-повна, якщо asn(δ) = V.  
Максимальні V-A-ІМ – це тотальні однозначні функції V→A.  
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Множину всіх таких V A-ІМ будемо позначати AV.  
Множину всіх δ∈VA таких, що asn(δ) = Х, де Х ⊆ V, позна-

чатимемо AX.  
Такі ІМ є тотальними однозначними функціями із Х в А. 
ІМ δ скінченна, або фінітна, якщо asn(δ) скінченна.  
Множину всіх фінітних V-A-ІМ позначатимемо VAF .  
Множини фінітних ІМ 1{ ,..., }⊆ nx xL A  та 1{ ,..., }⊆ ny yM A  назвемо 

еквівалентними відносно іменування базових значень, або name-
еквівалентними, якщо для всіх a1,…, an ∈ A маємо  

[x1a1,…, xnan]∈L ⇔ [y1a1,…, ynan]∈M.  

Базою name-еквівалентних ІМ вигляду 1{ ,..., }⊆ nx xL A  назвемо 
множину n-к S ⊆ An таку:  

S = {(a1,…, an) | [x1a1,…, xnan]∈L}.  
Для ІМ уведемо традиційні теоретико-множинні операції ∪, 

∩ та \. Операції ∩ та \ над ІМ діють без обмежень. Водночас 
операція ∪ над ІМ – часткова.  

Приклад 3.1.1. [v0, x1, y2]∩[x3, y2, z4] = [y2].  

[v0, x1, y2] \ [x3, y2, z4] = [v0, x1].  

[v0, x1, y2]∪[x3, y2, z4] не дає однозначної ІМ. 

[v0, x1, y2]∪[x1, z4] = [v0, x1, y2, z4]. 

Уведемо параметричну операцію ║Х звуження V-A-ІМ за 
множиною Х ⊆ V:  

δ║Х = {va∈δ | v∈X}. 

Поширимо ║Х на множини ІМ:  
Μ║Х = {δ║Х | δ∈Μ}. 

Уведемо параметричну операцію ║–Х видалення компонент з 
іменами із Х ⊆ V:  

δ║–Х = {va∈δ | v∉X} = δ║(V \ Х). 

Далі замість δ║–{z} та δ║–{x,…, z} писатимемо δ║–z та δ║–x,…, z .  
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Приклад 3.1.2. [v0, x1, y2]║{x, y, z} = [x1, y2];  

[v0, x1, y2]║ –x, y, z = [v0].  

На множині ІМ задамо відношення =–z рівності з точністю до 
компоненти з іменем z: 

d =–z h, якщо d║–z = h║–z . 
Задамо відому [2, 9, 11] операцію ∇ накладання ІМ d на ІМ h:  

h∇d = d ∪ (h║–asn(d)).  
Операція ∇ монотонна за першим аргументом:  

α ⊆ β  α∇δ ⊆ β∇δ.  

Приклад 3.1.3.  
[v0, x1, y2] ∇ [x3, z4] = [x3, y2, z4, v0].  

[v0, x1, y2] ∇ [x1, y3, z4] = [x1, y3, z4, 

v0]. 

Параметричну операцію реномінації 1 1[ ,..., ]r : n nv x v x VА → 
VA, 

де всі vi, xi∈V, задамо так:  
1 1

1
[ ,..., ]

1 1 ,...,r ( ) [ ( ),..., ( )] ( || )−δ = δ δ ∪ δ   n n
n

v x v x
n n v vv x v x .  

Якщо тут δ(xі)↑, то компонента з іменем vі відсутня. 
Таку 1 1[ ,..., ]r  n nv x v x  далі позначатимемо 1

1

,...,
,...,r n

n

v v
x x .  

Замість y1,…, yn також скорочено писатимемо y .  
Тоді замість 1

1

,...,
,...,r n

n

v v
x x  можна писати  r

v
x .  

Маємо властивість елімінації тотожних перейменувань:  
,

 ,  r ( ) r ( )=z v v
z x xd d .  

Операція  r
v
x  монотонна: 1 2  1  2 r ( ) r ( )δ ⊆ δ  δ ⊆ δv v

x x .  
Окремим випадком операції rv

x  є операція r із відсутніми па-
рами імен. Трактуємо її як тотожне відображення на VA.  
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Послідовне застосування двох операцій реномінації rv
x  та ru

y  
можна подати у вигляді однієї операції реномінації, яку назвемо 
згорткою операцій rv

x  та ru
y  і позначимо  r 

v u
x y .  

Нехай маємо послідовне застосування двох операцій реномі-
нації 1 1

1 1

,... , ,...,
 ,..., , ,...,r ï k

ï k

v v u u
s s z z  та 1 1

1 1

,..., , ,...,
,..., , ,...,r n m

n m

v v w w
x x y y , де {w1,...,wm} ∩ {u1,...,uk} = ∅. 

Тоді для кожного d∈VA маємо  
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

,..., , ,..., ,... , ,..., ,..., , ,..., , ,...,
 ,..., , ,...,  ,..., , ,...,  ,..., , ,..., , ,...,r (r ( )) r ( )=n m ï k n m k

n m ï k n m k

v v w w v v u u v v w w u u
x x y y s s z z a a b b z zd d ,  

де кожні ai та bj задаються так:  
1 1, якщо  { ,... , ,..., }, 

,  якщо   для деякого ,
,  якщо   для деякого ;

i i п k

i l i l l

l i l l

x x v v u u
a s x v v

z x u u

∉= =
 =

  

1 1, якщо  { ,... , ,..., }, 
,  якщо   для деякого ,
,  якщо   для деякого .

j j п k

j l j l l

l j l l

y y v v u u
b s y v v

z y u u

 ∉
= =
 =

 

Oперацію 1 1 1
1 1 1

,..., , ,..., , ,...,
,..., , ,..., , ,...,r n m k

n m k

v v w w u u
a a b b z z  назвемо згорткою операцій 

1 1
1 1

,... , ,...,
 ,..., , ,...,r ï k

ï k

v v u u
s s z z  (внутрішня, застосовується першою) та 1 1

1 1

,..., , ,...,
,..., , ,...,r n m

n m

v v w w
x x y y  

(зовнішня); будемо її позначати 1 1 1 1
1 1 1 1
,..., , ,..., ,... , ,...,
,..., , ,..., ,..., , ,...,r n m п k

n m п k
v v w w v v u u
x x y y s s z z .  

У скороченому вигляді згортку операцій rv
x  (зовнішня) та ru

y  

(внутрішня) позначатимемо  r 
v u
x y .  

Приклад 3.1.4. Згортка реномінацій некомутативна:  
,

    ,    r (r ( )) r ( )) r ( ) r ( )  r r ;= = =  = x y x y x y y x y y
y x y x x x x y x xd d d d  

,
    ,    r (r ( )) r ( )) r ( ) r ( )  r r= = =  = y x y x y x x y x x
x y x y y y y x y yd d d d . 

Приклад 3.1.5. Маємо 
, , ,

 ,  ,  , ,r (r ( )) r ( ||  [ ( ), ( )])x y y z x y
y u v u y u y zd d y d v z d u−= ∪ =    

,||  [ ( ), ( )]x yh x h y y h u−= ∪ =    
, ,

, ,  , ,( ||  [ ( )]  [ ( ), ( )]) r ( ),x y z
x y z v u ud z d u x d u y d u d−= ∪ ∪ =     

,де  ||  [ ( ), ( )].y zh d y d v z d u−= ∪    Звідси ,  , , ,
,  ,  , ,r rx y y z x y z

y u v u v u u= .  
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Приклад 3.1.6. , , , , , , , , , , ,
 , ,  , ,  z, , , ,  z, , ,r (r ( )) r ( ) r ( ) x a u a y v x a u y v x a y v
y b v c z u b u z u b z ud d d= =    

, ,  , , , , , , , , ,
 , ,  , ,  z, , , ,  z, , , r r rx a u a y v x a u y v x a y v
y b v c z u b u z u b z u = = .  

Для стислості коми в списках імен реномінації далі можемо 
не писати. 

Квазіарні функції та предикати. Функції, задані на ІМ, на-
зивають квазіарними.  

Функцію вигляду f : VA→R назвемо V-A-квазіарною.  
Функцію вигляду f : VAF →R назвемо V-A-фінарною.  
Функцію вигляду f : AX →R назвемо Х-арною.  
Зауважимо, що традиційні n-арні функції вигляду f : An→R 

можуть трактуватися як {1,..., n}-арні.  
Kвазіарна функція f повнототальна, якщо f(d)↓ для всіх d∈AV.  
Kвазіарна функція f монотонна, якщо: d ⊆ d'  f(d) ⊆ f(d').  
Для однозначних квазіарних функцій монотонність означає 

еквітонність – збереження вже прийнятого значення при роз-
ширенні даних. 

Однозначна квазіарна функція f еквітонна, якщо  
f(d) та d ⊆ d'  f(d') = f(d). 

V-квазіарна функція на A – це функція вигляду f : VA → А.  
Надалі розглядатимемо лише однозначні V-квазіарні функції 

на A. Клас таких функцій будемо позначати FnV–A. Якщо множи-
ну V маємо на увазі, то замість FnV–A також пишемо FnА.  

Клас еквітонних V-квазіарних функцій на A будемо познача-
ти FnEV–A. Клас повнототальних еквітонних V-квазіарних функ-
цій на A будемо позначати FnСV–A. 

V-A-квазіарний предикат, або V-квазіарний предикат на A – 
це часткова неоднозначна, узагалі кажучи, функція вигляду 
Q : VA → {T, F}. 

Ім’я z∈V строго неістотне для квазіарнoї функції (предика-
та) g, якщо g(d1) = g(d2) для всіх d1, d2 ∈VA таких, що d1 =–z d2.  

Це рівносильно твердженню: для всіх d∈VA, a, b∈A маємо  
g(d∇xa) = g(d∇xb) = g(d║–х).  

Ім'я z слабко неістотне для квазіарнoї функції (предиката) g, 
якщо для всіх d1, d2 ∈VA таких, що d1 =–z d2, маємо g(d1) ≅ g(d2).  
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Це рівносильно твердженню: для всіх d∈VA, a, b∈A маємо  
g(d∇xa) ≅ g(d∇xb) та g(d∇xa) ≅ g(d║–х).  

Ім'я x слабко неістотне для еквітонної функції (предиката) g, 
якщо g(d∇xa) ≅ g(d∇xb) для довільних d∈VA та a, b∈A.  

Кожний квазіарний предикат Q : VA → {T, F} однозначно за-
дається двома множинами: 

– область істинності T(Q) = {d∈VA | Q(d)↓ = T};  
– область хибності F(Q) = {d∈VA | Q(d)↓ = F}. 
Квазіарний предикат Q однозначний, або Р-предикат, якщо  

T(Q)∩F(Q) = ∅.  
Квазіарний предикат Q тотальний, або T-предикат, якщо  

T(Q)∪F(Q) = VA.  
Клас V-A-квазіарних предикатів позначатимемо PrV–A.  
Якщо множину V маємо на увазі, то замість PrV–A також ско-

рочено пишемо PrA. 
Клас V-A-квазіарних P-предикатів позначаємо PrPV–A, ско-

рочено PrPA.  
Клас V-A-квазіарних T-предикатів позначаємо PrTV–A, ско-

рочено PrTA.  
Надалі в першу чергу будемо розглядати клас P-предикатів. 
Клас V-A-квазіарних еквітонних P-предикатів позначаємо 

PrPEV–A, скорочено PrPEA.  
Клас V-A-квазіарних еквітонних повнототальних P-преди-

катів позначаємо PrPCV–A, скорочено PrPСA. 
Квазіарний предикат Q : VA → {T, F} назвемо: 
– неспростовним, або частково істинним, якщо F(Q) = ∅; 
– виконуваним, якщо T(Q) ≠ ∅; 
– усюди невизначеним (позн. ⊥), якщо T(Q) = F(Q) = ∅; 
– тотожно істинним (позн. T), якщо T(Q) = VA і F(Q) = ∅;  
– тотожно хибним (позн. F), якщо T(Q) = ∅ і F(Q) = VA.  
Маємо такі константні квазіарні P-предикати: ⊥, T, F. 
Неспростовність та виконуваність природно пов'язані. 
Твердження 3.1.1. Q неспростовний ⇔ ¬Q невиконуваний. 
Справді, предикат Q неспростовний ⇔ F(Q) = ∅ ⇔ 

T(¬Q) = ∅ ⇔ ¬Q невиконуваний. 
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Запитання для самоконтролю 

1. Дайте визначення V-A-іменної множини. Наведіть прикла-
ди іменних множин. 

2. Що таке максимальна (V-повна) V-A-іменна множина? 
3. Що таке name-еквівалентні множини фінітних ІМ? 
4. Визначте базу name-еквівалентних множин фінітних ІМ. 
5. Які ви знаєте операції над іменними множинами?  
6. Дайте визначення операції накладання ∇ для ІМ. 
7. Дайте визначення операції реномінації для ІМ. 
8. Дайте визначення операції згортки реномінацій. 
9. Чому операція згортки реномінацій некомутативна? 
10. Що таке V-A-квазіарна функція; V-A-фінарна функція? 
11. Що таке Х-арна функція; n-арна функція? 
12. Дайте визначення повнототальної квазіарної функції.  
13. Дайте визначення монотонної квазіарної функції.  
14. Дайте визначення еквітонної квазіарної функції.  
15. Що таке V-квазіарна функція на A?  
16. Що таке V-A-квазіарний предикат? 
17. Дайте визначення строго неістотного предметного імені 

для квазіарної функції. 
18. Дайте визначення слабко неістотного предметного імені 

для квазіарної функції. 
19. Що таке область істинності та область хибності V-A-

квазіарного предиката?  
20. Що таке однозначний квазіарний предикат; тотальний 

квазіарний предикат?  
21. Дайте визначення: 
– неспростовного квазіарного предиката;  
– виконуваного квазіарного предиката; 
– усюди невизначеного квазіарного предиката; 
– тотожно істинного квазіарного предиката;  
– тотожно хибного квазіарного предиката. 
22. Які ви знаєте константні однозначні квазіарні предикати?  
 

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



56 

Вправи 

1. Доведіть, що операція згортки реномінацій асоціативна. 
2. Знайдіть такі згортки операцій реномінації: 

 1) r ;xy yz
yx zy          2) r ;   yz xy

zy yx  

 3) r ;  xy yz
uv wx          4) r ;   xz uxy

wu zyx  

 5) r ;  xy xyzu
vu yzxz         6) r ;  xyv xyz

zwx yxs  

 7) r ; xy yxv zyx
vu zyz xxy         8) r . xy xzv xyzu

sz wxu yzxz  
 
 

3.2. Композиційні системи  
квазіарних функцій та предикатів 
 
Композиція реномінації. Найабстрактнішими серед логік 

номінативного рівня є реномінативні. Починаючи із цього рівня, 
можна перейменовувати компоненти даних. Це дає змогу ввести 
композицію реномінації.  

Нехай Fn – множина V-квазіарних функцій вигляду VAR.  
Параметризована за множиною пар імен 1-арна композиція 

реномінації R :v
x Fn Fn  кожній функції f зіставляє функцію 

R ( )v
x f , значення якої для кожного d∈VА задається так:  

 R ( )( ) (r ( ))=v v
x xf d f d .  

Розписуючи детально операцію реномінації, отримуємо: 
1

11
,...,

1 1 ,...,,...,R ( )( ) ([ ( ),..., ( )] || )n
nn

v v
n n v vx x f d f v d x v d x d −= ∪  .  

Зокрема, композиція реномінації R : − −v V A V A
x Pr Pr  кожно-

му предикату P зіставляє предикат R ( ),v
x P  значення якого для 

кожного d∈VА задається так: 

 R ( )( ) (r ( ))=v v
x xP d P d .  

Множиною базових композицій логік реномінативного рівня 
є CR = {¬, ∨, Rv

x }.  
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Композицію Rv
x  можна задати через області істинності та хиб-

ності предиката R ( )v
x P :  

T (R ( ))v
x P = {d∈VA |  r ( ) ( )∈v

x d T P };  

F (R ( ))v
x P = {d∈VA |  r ( ) ( )∈v

x d F P }. 

Окремим випадком композиції реномінації є композиція R із 
відсутніми перейменуваннями – тотожна реномінація. Трактує-
мо її як тотожне відображення − −V A V APr Pr . 

Композиція реномінації асоціативна та некомутативна. 
Це випливає із відповідної властивості операції реномінації. 

Твердження 3.2.1. За умови { , }∉z x y  ім’я z∈V (строго) не-
істотне для ,

,R ( )v z
x y P .  

Справді, при { , }∉z x y  маємо:  
, , , ,

1 2  , 1  , 2 , 1 , 2  r ( ) r ( )  R ( )[ ] R ( )[ ]−=  =  =v z v z v z v z
z x y x y x y x yd d d d P d P d .  

Результатом послідовного виконання двох композицій R w
y  (за-

стосовується першою) та Rv
x  (застосовується другою) є компо-

зиція реномінації R v w
x y , яка визначається так: 

 R ( )[ ] R (R ( ))[ ] [r ( )]= = v w v w w v
x y x y y xP d P d P d .  

Тоді маємо  

    R (R ( ))[ ] R ( )[r ( )] [r (r ( ))] [r ( )]= = = v w w v w v w v
x y y x y x y xP d P d P d P d . 

Композиція R v w
x y  називається згорткою композицій рено-

мінації R w
y  та Rv

x .  

Теорема 3.2.1. Маємо такі основні властивості композиції ре-
номінації:  

R) R(P) = P – елімінація тотожної реномінації;  
RI) ,

,R ( ) R ( )=z v v
z x xp p  – згортка тотожної пари імен;  

RU) ,
,R ( ) R ( )=z v v

y x xP P  за умови z∈V (строго) неістотне для P;  
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R¬) R ( ) R ( )¬ =¬v v
x xP P  – R¬-дистрибутивність; 

R∨) R ( ) R ( ) R ( )∨ = ∨v v v
x x xP Q P Q  – R∨-дистрибутивність. 

Аналогічно записуються властивості R→, R&, R↔.  
RR) R (R ( )) R ( )= v w v w

x y x yP P  – згортка реномінацій. 

Предикати рівності. На реномінативно-екваційному рівні 
додатково можна ототожнювати й розрізняти значення пред-
метних імен за допомогою спеціальних 0-арних композицій – 
параметризованих за іменами предикатів рівності.  

Можна розглядати два різновиди таких предикатів: 
– предикати строгої (точної) рівності ≡ху ;  
– предикати слабкої рівності =ху . 
Предикати рівності =ху та ≡xy задамо через їхні області істин-

ності й хибності:  
T(=xy) = {d∈VA | d(x)↓ = d(y)↓};  
F(=xy) = {d∈VA | d(x)↓ ≠ d(y)↓};  
T(≡xy) = {d∈VA | d(x)↓ = d(y)↓} ∪ {d∈VA | d(x)↑ та d(y)↑};  
F(≡xy) = {d∈VA | d(x)↓ ≠ d(y)↓} ∪ 

∪ {d∈VA | d(x)↓, d(y)↑ або d(x)↑, d(y)↓}. 
Множиною базових композицій реномінативних логік зі слаб-

кою рівністю є CR= = {¬, ∨, R ,v
x  =ху }.  

Множиною базових композицій реномінативних логік зі 
строгою рівністю є CR≡ = {¬, ∨, R ,v

x  ≡ху }.  
Множиною строго неістотних для =ху та ≡xy предметних iмен 

є V \{х, у}.  
Предикати =xy часткові однозначні, монотонні й еквітонні. 
Водночас предикати ≡xy тотальні однозначні, немонотонні й 

нееквітонні:  

Приклад 3.2.1. ≡xy ([za] = T, ≡xy([za, xa]) = F, проте 

≡xy ([za, xa, ya,]) = T. 

Твердження 3.2.2. Маємо такі основні властивості предикатів 
=xy та ≡xy :  

– кожний предикат =xx є неспростовним; 
– кожний предикат ≡xx є тотожно істинним; 
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– для предикатів =xy та ≡xy маємо рефлексивність та симетрич-
ність: для кожного d∈VA 

=xy(d) = =xy(d) та ≡xy(d) = ≡xy(d);  
– для =xy та ≡xy маємо транзитивність: для кожного d∈VA 

≡xy(d) = T та ≡yz(d) = T  ≡xz(d) = T.  
Водночас для =xy транзитивності за окремими даними немає.  

Приклад 3.2.2. Для d = [xa, zb], де a ≠ b, маємо =xy(d)↑, 
=yz(d)↑, =xz(d) = F.  

Це означає: =xy та =yz на такому d неспростовні, водночас =xz 
на такому d хибний.  

Для предикатів ≡xy маємо очевидну властивість заміни рів-
них: для кожних P∈PrА та d∈VA  

 ≡xy(d) = T  , ,
, ,R ( )( ) R ( )( ).u v u v

z x z yP d P d=   
Для предикатів =xy заміни рівних за окремими даними немає.  

Приклад 3.2.3. Для d = [xa, zb] маємо =xy(d)↑, тому зна-
чення x та у слабко рівні. Задамо  

P([xa, zb, va]) = T, P([xa, zb]) = F, тоді отримаємо 

R ( )( ) ,   R ( )( ) .= =v v
x yP d T P d F   

Композиція суперпозиції. На функціональних рівнях за до-
помогою функцій можна формувати нові аргументи для функцій 
і предикатів. Це дає змогу ввести параметризовану за іменами 
композицію суперпозиції. 

(n+1)-арна композиція суперпозиції 1 ,...S nv v  квазіарним функ-
ціям f, g1, ..., gn зіставляє квазіарну функцію 1,...

1S ( , ,..., ),nv v
nf g g  

значення якої для кожного d∈VА обчислюється так: 
1,...

1S ( , ,..., )( ) =nv v
nf g g d  

= f([v1g1(d),...,vngn(d)]∪(d║(V\{v1,...,vn}))). 
Виділення квазіарних функцій на A та квазіарних предикатів 

на A індукує виділення суперпозицій двох типів: 
– (FnA)n+1 → FnA функцій у функції (результатом є функція);  
– PrA×(FnA)n → PrA функцій у предикати (результатом є предикат).  
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Суперпозицію без параметрів S трактуємо як тотожне відо-
браження. 

Можливість формувати нові значення за допомогою функцій 
буде неповною без можливості одержувати з ІМ базові пред-
метні значення за вказаним іменем. Тому на функціональних 
рівнях дуже природний вигляд має задання множини спеціаль-
них 0-арних композицій – функцій деномінації NfА = {'v| v∈V}.  

Функція деномінації (розіменування) 'v задається так:  
'v(d) = d(v).  

Композиції реномінації можна промоделювати за допомогою 
композицій суперпозицій та функцій деномінації:  

1 1
1

,..., ,...
1,...,R ( ) S ( , ,..., ).=n n

n

v v v v
nx x f f 'x 'x  

Множиною базових композицій логік безкванторно-функціо-
нального рівня є CF = {¬, ∨, S ,x  'x}.  

Теорема 3.2.2. Маємо основні властивості композиції супер-
позиції (тут ϕ∈FnA∪PrA):  

SІ) Елімінація суперпозиції без параметрів: S(ϕ) = ϕ. 
S¬) Дистрибутивність суперпозиції щодо ¬:  

S ( , ) S ( , ).v vP f P f¬ = ¬  
S∨) Дистрибутивність суперпозиції щодо ∨:  

S ( , ) S ( , ) S ( , )∨ = ∨v v vP Q f P f Q f . 
Аналогічно записуємо властивості дистрибутивності супер-

позиції щодо →, &, ↔.  
SS) Згортка суперпозицій (тут ϕ∈FnA∪PrA, позначення 

, , , , , ,u t x r w v s  відповідно для u1,..., un; t1,..., tn; х1,..., хk; r1,..., rk; 
w1,..., wk; v1,...,vm; s1,..., sm ): 

, ,S (S ( , , ), , )u x x v r s t wϕ =  
, , , , , ,

1 1S ( , ,S ( , , ),...,S ( , , ),S ( , , ),...,S ( , , )).u x v u x u x u x u x
k mt r t w r t w s t w s t w= ϕ  

CN) Згортка імен (тут ϕ∈FnA∪PrA ):  
1 1 1,..., , ,...,  ,...,  

1 1 1S ( , ,..., , ,...,  ) S ( , ,...,  )m n nx x v v v v
m n n'x 'x g g g gϕ = ϕ . 

Зокрема, 1 ,...,
1S ( , ,..., )mx x

m'x 'xϕ = ϕ . 
SD) Згорткa неістотних імен для функцій деномінації:  

1 ,...,  
1S ( , ,...,  )   за умови { }nv v

n'x g g 'x x v= ∉ .  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



61 

DF) Cпрощення для функцій розіменування:  
1, ,..., 

1S ( , , ,...,  ) =nx v v
n'x f g g f .  

Зокрема, маємо S ( , ) =x 'x f f . 
CU) Згортка за неістотним іменем (тут ϕ∈FnA∪PrA):  

за умови x строго неістотне для ϕ маємо: 
1 1, ,..., ,..., 

1 1S ( , , ,...,  ) S ( , ,...,  ).n nx v v v v
n nf g g g gϕ = ϕ  

Зокрема, тоді маємо Sx(ϕ) = ϕ. 
За умови x слабко неістотне для ϕ маємо:  

1 1, ,..., ,..., 
1 1S ( , , ,...,  ) S ( , ,...,  ).n nx v v v v

n nf g g g gϕ ϕ  

Зокрема, маємо S ( , )x fϕ ϕ . 

Композиції рівності. Функціональні рівні мають вигляд пев-
ною мірою недовершених, якщо за можливості формувати нові 
предметні значення та видобувати такі значення із даного за 
вказаним іменем вони не матимуть можливостей ототожнювати 
й розрізняти предметні значення. Для явної реалізації таких 
можливостей доцільно ввести спеціальні композиції рівності 
вигляду FnA×FnA→PrA. Це означає перехід до функціональних 
рівнів із рівністю, або функціонально-екваційних рівнів.  

Можна розглядати два різновиди композиції рівності:  
– слабкої (з точністю до визначеності) рівності =; 
– строгої (точної) рівності ≡. 
Композиції = та ≡ задаються так: 

,  якщо  ( )  та  ( )  та  ( ) ( ),
=( , )( ) ,  якщо  ( )  та  ( )  та  ( ) ( ),

невизначене,  якщо   ( )  або  ( ) . 

T f d g d f d g d
f g d F f d g d f d g d

f d g d

 ↓ ↓ =
= ↓ ↓ ≠
 ↑ ↑

 

,  якщо ( ( ) ,  ( ) та  ( ) ( )) 
    або ( ( )  та ( ) ),                            ( , )( )

,  якщо ( ( ) ,  ( ) ,  ( ) ( )) або 
     ( ( ) ,  ( ) ) або ( ( ) ,  ( ) ).

T f d g d f d g d
f d g df g d

F f d g d f d g d
f d g d f d g d

 ↓ ↓ =
 ↑ ↑≡ =  ↓ ↓ ≠

↓ ↑ ↑ ↓
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Множиною базових композицій безкванторно-функціо-
нальних логік зі слабкою рівністю є  CF= = {¬, ∨, S ,x

 'x, =}.  
Множиною базових композицій безкванторно-функціо-

нальних логік зі строгою рівністю є CF≡ = {¬, ∨, S ,x
 'x, ≡}.  

Композиції суперпозиції та = зберігають монотонність і екві-
тонність квазіарних функцій та предикатів.  

Водночас композиція ≡ монотонність і еквітонність не зберігає.  
Замість = (f, g) та ≡ (f, g) також традиційно пишемо f = g  та  f ≡ g. 
Далі вважаємо P∈PrA та h, f, f1,..., fn, g, g1,..., gn ∈FnA. 
Теорема 3.2.3. Маємо такі основні властивості слабкої рівності:  
Rf) рефлексивність: кожний предикат f = f неспростовний;  
Sm) cиметричність: T(f = g) = T(g = f) та F(f = g) = F(g = f);  

звідки f = g ⇔ g = f;  
Tr) транзитивність: f = g & g = h  f = h;  

більш того: T(f = g)∩T(g = h) ⊆ T(f = h);  
EF) 1 1,... ,...

1 1 1 1&...& S ( , ,..., ) S ( , ,..., );n nv v v v
n n n nf g f g h f f h g g= =  =   

EP) 1 1,... ,...
1 1 1 1&...& S ( , ,..., ) S ( , ,..., );n nv v v v

n n n nf g f g P f f P g g= =  ↔   
SЕ) дистрибутивність суперпозиції щодо рівності:  

1 ,...
1S ( ( , ), ,..., )nv v

nf h f f=  1 1,... ,...
1 1(S ( , ,..., ),S ( , ,..., ))n nv v v v

n nf f f h f f= . 
Із Tr отримуємо: неспростовним є кожний предикат вигляду 

=(f, g) & =(g, h) → = (f, h).  
Зауважимо, що композиція еквіваленції ↔ для предикатів є 

аналогом відношення слабкої рівності для функцій. 
Теорема 3.2.4. Маємо основні властивості строгої рівності:  
Rfs) кожний предикат вигляду f ≡ f тотожно істинний;  
Sms) f ≡ g ⇔ g ≡ f;  
Trs) d∈T(f ≡ g) та d∈T(g ≡ h)  d∈T(f ≡ h);  
EsF) f1 ≡ g1, ..., fn ≡ gn тотожно істинні  
 предикат 1 1,..., ,..., 

1 1S ( , ,...,  ) S ( , ,...,  )≡n nv v v v
n nh f f h g g  тотож-

но істинний; 
EsP) f1 ≡ g1, ..., fn ≡ gn тотожно істинні  
 1 1,..., ,..., 

1 1S ( , ,...,  ) S ( , ,...,  ),n nv v v v
n nP f f P g g=  тобто це однако-

ві предикати; 
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SsЕ) 1,..., 
1S ( ( , ), ,...,  )≡nv v

ng h f f = 
= 1 1,..., ,..., 

1 1(S ( , ,...,  ),  S ( , ,...,  ))≡ n nv v v v
n ng f f h f f . 

Із Trs отримуємо: 
кожний предикат вигляду ≡(f, g) & ≡(g, h) → ≡(f, h) тотожно 

істинний. 

Твердження 3.2.3. Предикати ≡(f, g) та ≡(g, h) тотожно істин-
ні  предикат ≡(f, h) теж тотожно істинний. 

Композиції квантифікації. На першопорядкових рівнях можна 
застосовувати предикати до всіх предметних значень. Це дозволяє 
ввести 1-арні параметричні композиції квантифікації ∃x та ∀x.  

Наявність композицій квантифікації є характерною особли-
вістю першопорядкових логік.  

Дамо визначення композицій ∃x та ∀x.  
Предикати ∃x(P) та ∀x(P) позначатимемо ∃xP та ∀xP.  
Для кожного d∈VА задамо: 

,   якщо  існує  :   ( ) ,     
( ) ,   якщо  ( )   для всіх  ,

невизначене  в усіх інших випадках.        

T b A P d x b T
xP d F P d x a F a A

∈ ∇ =∃ = ∇ ↓= ∈



  

,   якщо  існує  :   ( ) ,     
( ) ,   якщо  ( )   для всіх  ,

невизначене  в усіх інших випадках.        

F b A P d x b F
xP d T P d x a T a A

∈ ∇ =∀ = ∇ ↓= ∈



  

Композиція ∀x похідна, вона подається так: ∀хР = ¬∃х¬Р.  
Множиною базових композицій чистих першопорядкових ло-

гік (логік кванторного рівня) є CQ = {¬, ∨, R ,v
x  ∃x}.  

Множиною базових композицій чистих першопорядкових ло-
гік зі слабкою рівністю є CQ= = {¬, ∨, R ,v

x  ∃x, =ху }.  
Множиною базових композицій чистих першопорядкових ло-

гік зі строгою рівністю є CQ≡ = {¬, ∨, R ,v
x  ∃x, ≡ху }.  

Множиною базових композицій першопорядкових функціо-
нальних логік є CQF= = {¬, ∨, S ,x 'x, ∃x}.  
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Множиною базових композицій першопорядкових функціо-
нальних логік зі слабкою рівністю є CQF= = {¬, ∨, S ,x 'x, ∃x, =}.  

Множиною базових композицій першопорядкових функціо-
нальних логік зі строгою рівністю є CQF≡ = {¬, ∨, S ,x 'x, ∃x, ≡}.  

Теорема 3.2.5. Основні властивості композицій ∃x та ∀x:  
1) комутативність однотипних кванторів:  

∃x∃уР = ∃у∃хР;  
∀x∀уР = ∀у∀хР; 

2) закони де Моргана для кванторів:  
¬∃хР = ∀х¬Р; 
¬∀хР = ∃х¬Р;  

3) неістотність квантифікованих імен:  
∃x∃хР = ∃хР;  
∃x∀хР = ∀хР;  
∀x∃хР = ∃хР;  
∀x∀хР = ∀хР;  

4) закони дистрибутивності кванторів щодо ∨ та &: 
∃хР ∨∃хQ = ∃х (Р∨Q);  
∀хР &∀xQ = ∀х (Р&Q). 

Теорема 3.2.6. Маємо такі властивості кванторів, пов'язані з 
неістотністю імен:  

– ім’я х∈V строго неістотне для предикатів ∃хР та ∀хР;  
– ім’я х∈V строго неістотне для Р ⇔ P = ∀хР ⇔ Р = ∃хР;  
– ім’я х∈V неістотне для Р ⇔ P ≅ ∀хР ⇔ Р ≅ ∃хР. 

Теорема 3.2.7. Властивості кванторів, пов'язані з реномінаціями: 
Ren) R ( ),   якщо  строго неістотне для ;y

zyP z P z P∃ = ∃   
R s) R ( ) R ( ),   якщо  { , };v v

x xyP y P y v x∃ ∃ = ∃ ∉   
R ) R ( ) R ( ),∃ ∃ = ∃ v v y

x x zyP z P  
якщо   строго неістотне для   та  { , }z P z v x∉ ;  

,
,R R) R ( ) R ( );   зокрема  R ( ) .u x u x

v y v yxP xP xP xP∃ ∃ = ∃ ∃ = ∃   
За умови слабкої неістотності імені z у властивостях Ren та 

R∃ маємо слабку рівність. 
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Ці властивості можна переформулювати для ∀х. 
Додамо до них неістотність верхніх імен у реномінаціях:  

, , , ,
, , , ,R ( ) R ( ) та R ( ) R ( )  при  { , }y v y v y v y v

z x z x z x z xy P P y P P y v x∃ = ∀ = ∉ . 

Теорема 3.2.8. Властивості кванторів, пов'язані із супер-
позиціями: 

S∃b) Обмежена дистрибутивність суперпозиції щодо ∃x:  
S ( , ) S ( , )∃ ≅ ∃v vxP f x P f . 

Для S∃b умови: х∉{v1,..., vn} та х неістотне для f1,..., fn.  
S∃) Спеціальна дистрибутивність суперпозиції щодо ∃x (тут 

х∉{v1,..., vn}):  
1 ,...

1 1S ( ,S ( , ),...,S ( , ))nv v x x
n nxP f v f v∃ =   

1 ,...
1 1S ( ,S ( , ),...,S ( , ))nv v x x

n nx P f v f v= ∃ .  

Властивості S∃b та S∃ можна переформулювати для ∀х як 
S∀b та S∀. 

Зробимо деякі зауваження. 
Rm1. Oбмежувальні умови дистрибутивності та спеціальної 

дистрибутивності суперпозиції щодо кванторів є істотними.  
Rm2. Для S∃b та S∀b маємо рівність із точністю до визначе-

ності ≅. Справді, задамо еквітонні f та P такі:  
P(d)↑ при v∉asn(d) та P([x0, y0, v0]) = T;  
f(d)↑ при x∉asn(d) та f(d) = 0 при x∈asn(d).  
Тоді маємо:  
х неістотне для f, ∃xSv(P, f)([y0]) = T, Sv(∃xP, f)([y0])↑.  
Водночас для властивостей R∃ та R∀ рівність строга! 
Теорема 3.2.9. Композиції ¬, ∨, R ,v

x  ∃x зберігають екві-
тонність, фінарність і повнототальність квазіарних предикатів. 

Наслідок 3.2.1. Класи PrPEV–A та PrPCV–A замкнені щодо 
композицій ¬, ∨, R ,v

x  ∃x.  
Наслідок 3.2.2. Класи PrPEV–A та PrPCV–A замкнені щодо 

, ,&, , , , , , .¬ ∨ → ↔ ⊕ ∃ ∀v
xR x x  
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Теорема 3.2.10. Композиції S ,v  = зберігають еквітонність, 
фінарність і повнототальність квазіарних функцій та предикатів. 

Наслідок 3.2.3. Класи FnEV–A∪PrPEV–A та FnСV–A∪PrPСV–A 
замкнені щодо ,  ,  &,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  .¬ ∨ → ↔ ⊕ ∃ ∀ =v v

xR S x x  

Композиційні предикатні системи та предикатні алгебри. 
Семантичною основою КНЛ є композиційні предикатні систе-
ми. Це трійки вигляду (D, P, C), де – множина предикатів та функ-
цій на D, C – множина композицій над P. Така система (D, P, C) 
задає дві алгебри: алгебру (алгебраїчну систему) даних (D, P) та 
композиційну предикатну алгебру (P, C).  

Для логік квазіарних предикатів D конкретизується як мно-
жина VA всіх V-A-ІМ, де A – множина базових даних A (тради-
ційно будемо вважати A ≠ ∅).  

Для логік реномінативних та чистих першопорядкових рівнів 
множина P конкретизується як множина V-A-квазіарних преди-
катів PrV–A. Для логік цих рівнів композиційні системи набува-
ють вигляду (VА, PrV–A, C). Будемо їх називати композиційними 
системами V-A-квазіарних предикатів. Композиційні алгебри 
вигляду (PrV–A, C) називатимемо композиційними алгебрами  
V-A-квазіарних предикатів. 

Для логік безкванторно-функціональних та першопоряд-
кових функціональних рівнів множина P конкретизується як 
множина V-A-квазіарних функцій та V-A-квазіарних предикатів  
FnV–A ∪ PrV–A. У цьому випадку композиційні системи мають ви-
гляд (VА, FnV–A ∪ PrV–A, C), їх будемо називати композиційними 
системами V-A-квазіарних функцій та предикатів. Компози-
ційні алгебри вигляду (FnV–A ∪ PrV–A, C) називатимемо компози-
ційними алгебрами V-A-квазіарних функцій та предикатів.  

Отже, для КНЛ розглянутих рівнів отримуємо такі компози-
ційні алгебри:   

1) ARV–A = (PrV–A, CR) – реномінативна композиційна алгебра 
квазіарних предикатів;    

2) AR=
V–A = (PrV–A, CR=) – реномінативна композиційна алгеб-

ра квазіарних предикатів зі слабкою рівністю; 
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3) AR≡
V–A = (PrV–A, CR≡) – реномінативна композиційна алгеб-

ра квазіарних предикатів зі слабкою рівністю; 
4) AFV–A = (FnV–A∪PrV–A, CF) – безкванторна композиційна ал-

гебра квазіарних функцій та предикатів; 
5) AF=

V–A = (FnV–A∪PrV–A, CF=) – безкванторна композиційна 
алгебра квазіарних функцій та предикатів зі слабкою рівністю; 

6) AF≡
V–A = (FnV–A∪PrV–A, CF≡) – безкванторна композиційна 

алгебра квазіарних функцій та предикатів зі строгою рівністю; 
7) AQV–A = (PrV–A, CQ) – чиста першопорядкова композиційна 

алгебра квазіарних предикатів; 
8) AQ=

V–A = (PrV–A, CQ=) – чиста першопорядкова композицій-
на алгебра квазіарних предикатів зі слабкою рівністю; 

9) AQ≡
V–A = (PrV–A, CQ≡) – чиста першопорядкова композицій-

на алгебра квазіарних предикатів зі строгою рівністю; 
10) AQFV–A = (FnV–A∪PrV–A, CQF) – першопорядкова компози-

ційна алгебра квазіарних функцій та предикатів; 
11) AQF=

V–A = (FnV–A∪PrV–A, CQF=) – першопорядкова ком-
позиційна алгебра квазіарних функцій та предикатів зі слаб-
кою рівністю; 

12) AQF≡
V–A = (FnV–A∪PrV–A, CQF≡) – першопорядкова компози-

ційна алгебра квазіарних функцій та предикатів зі строгою рівністю.  

Приклад 3.2.4. Замкненість класу EPrA щодо композицій ¬, 
∨, R ,v

x  ∃x та еквітонність і повнототальність предикатів =ху дає 
змогу виділити такі підалгебри еквітонних та еквітонних повно-
тотальних предикатів: 

– AREV–A = (PrPEV–A, CR) та ARCV–A = (PrPCV–A, CR) –  
підалгебри ARV–A; 
– AREV–A = (PrPEV–A, CR=) та ARC=

V–A = (PrPCV–A, CR=) –  
підалгебри AR=

V–A; 
– AQEV–A = (PrPEV–A, CQ) та AQCV–A = (PrPCV–A, CQ) –  
підалгебри AQV–A; 
– AQEV–A = (PrPEV–A, CQ=) та AQC=

V–A = (PrPCV–A, CQ=) –  
підалгебри AQ=

V–A.  
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Приклад 3.2.5. Замкненість класу FnEV–A∪PrPEV–A щодо 
композицій ¬, ∨, S ,v  =, ∃x та еквітонність і повнототальність 
функцій 'x дає змогу виділити такі підалгебри еквітонних і екві-
тонних повнототальних функцій та предикатів: 

– AFEV–A = (FnEV–A∪PrPEV–A, CF) та  
AFСV–A = (FnСV–A∪PrPСV–A, CF) – підалгебри AFV–A;  

– AFE=
V–A = (FnEV–A∪PrPEV–A, CF=) та  

AFС=
V–A = (FnСV–A∪PrPСV–A, CF=) – підалгебри AF=

V–A;  
– AQFEV–A = (FnEV–A∪PrPEV–A, CQF) та  

AQFСV–A = (FnСV–A∪PrPСV–A, CQF) – підалгебри AQFV–A;  
– AQFE=

V–A = (FnEV–A∪PrPEV–A, CQF=) та  
AQFС=

V–A = (FnСV–A∪PrPСV–A, CQF=) – підалгебри AQF=
V–A.  

Особливості логік квазіарних предикатів. Для часткових 
предикатів не виконуються деякі важливі закони класичної логіки.  

Приклад 3.2.6. Правило modus ponens не виконується для за-
гального випадку квазіарних предикатів.  

Справді, задамо P як ⊥, Q – як F. Тоді P→Q теж ⊥.  
Отже, P та P→Q неспростовні (частково істинні), водночас Q 

тотожно хибний.  

Приклад 3.2.7. Задамо предикат P як T, Q – як ⊥, S – як F. 
Тоді:  

– P→Q та Q→S неспростовні, P→S тотожно хибний;  
– P↔Q та Q↔S неспростовні, P↔S тотожно хибний.  

Приклад 3.2.8. Нехай для предикатів p, q, s маємо p(d) = T, 
q(d)↑, s(d) = F;  

тоді p(d) ≅ q(d) та q(d) ≅ s(d), але спростовується p(d) ≅ s(d).  
Приклади 3.2.7 та 3.2.8 заперечують транзитивність імплі-

кації, еквіваленції та слабкої рівності. Саме ця нетранзитив-
ність є причиною невиконання деяких законів класичної логіки 
для класів часткових предикатів, які використовують слабко 
рівні клінієві зв'язки. 
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Отже, відмінність логіки часткових предикатів і логіки кла-
сичної виявляється вже на пропозиційному рівні. Більше того, 
предикати із прикладів 3.2.6–3.2.8 еквітонні.  

Приклад 3.2.9. Для загального випадку квазіарних предика-
тів традиційні логічні закони T(Р) ⊆ T(∃хР) та T(∀хР) ⊆ T(Р) уже 
не виконуються.  

Задамо предикат P так:  
P(d) = T при x∉asn(d) та P(d) = F при x∈asn(d).  

Тоді для таких d, що x∉asn(d), маємо P(d) = T та ∃хР(d) = F.  
Задамо тепер предикат P так:  

P(d) = F при x∉asn(d) та P(d) = T при x∈asn(d).  
Тоді для таких d, що x∉asn(d), маємо ∀хР(d) = T та P(d) = F. 

Твердження 3.2.4. Для еквітонних предикатів логічні закони 
T(Р) ⊆ T(∃хР) та T(∀хР) ⊆ T(Р) виконуються.  

Приклад 3.2.10. Існують квазіарні предикати такі: Р  ∀xР та 

не виконується Р  ∃xР. 
Нехай A = {a, b}. Задамо предикат P так:  

P(d) = F при x∉asn(d), P(d∇xa) = T та P(d∇xb)↑.  

Тоді для всіх d∈VA маємо ∀xР(d)↑, тому Р  ∀xР.  
Водночас P(d) = F при x∉asn(d), але ∃xР(d) = T для всіх d∈VA, 

тому Р  ∃xР спростовується.  

Приклад 3.2.11. Існують квазіарні предикати такі: Р  ∃xР та 

не виконується Р  ∀xР.  
Нехай A = {a, b}. Задамо предикат P так:  

P(d) = T при x∉asn(d), P(d∇xa) = F та P(d∇xb)↑.  

Тоді для всіх d∈VA маємо ∃xР(d)↑, тому Р  ∃xР.  
Водночас P(d) = T при x∉asn(d), проте ∀xР(d) = F для всіх 

d∈VA, тому Р  ∀xР спростовується. 

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



70 

Запитання для самоконтролю 

1. Дайте визначення композиції реномінації. 
2. Дайте визначення згортки композиції реномінації. 
3. Наведіть основні властивості композиції реномінації.  
4. Дайте визначення предиката строгої (точної) рівності ≡ху .  
5. Дайте визначення предиката слабкої рівності =ху .  
6. Наведіть основні властивості предикатів строгої рівності. 
7. Наведіть основні властивості предикатів слабкої рівності. 
8. Чому для предикатів слабкої рівності немає транзитивності 

за окремими даними?  
9. Чому для предикатів слабкої рівності немає заміни рівних 

за окремими даними?  
10. Дайте визначення композиції суперпозиції.  
11. Які ви знаєте різновиди композицій суперпозиції? 
12. Дайте визначення функції деномінації (розіменування).  
13. Як промоделювати композицію реномінації за допомогою 

композиції суперпозиції та функцій деномінації? 
14. Наведіть основні властивості композицій суперпозиції.  
15. Дайте визначення композиції строгої рівності ≡.  
16. Дайте визначення композиції слабкої рівності =.  
17. Наведіть основні властивості композиції строгої рівності. 
18. Наведіть основні властивості композиції слабкої рівності. 
19. Перелічіть базові композиції:  
– реномінативних логік;  
– реномінативних логік зі строгою рівністю;  
– реномінативних логік зі слабкою рівністю;  
– логік безкванторно-функціонального рівня;  
– безкванторно-функціональних логік зі строгою рівністю;  
– безкванторно-функціональних логік зі слабкою рівністю.  
20. Дайте визначення композицій квантифікації ∃x та ∀x. 
21. Наведіть основні властивості композицій ∃x та ∀x.  
22. Наведіть властивості кванторів, пов'язані з неістотністю імен. 
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23. Наведіть властивості кванторів, пов'язані з реномінаціями.  
24. Наведіть властивості кванторів, пов'язані із суперпозиціями.  
25. Перелічіть базові композиції:  
– чистих першопорядкових логік;  
– чистих першопорядкових логік зі строгою рівністю;  
– чистих першопорядкових логік зі слабкою рівністю;  
– першопорядкових функціональних логік;  
– першопорядкових функціональних логік зі строгою рівністю;  
– першопорядкових функціональних логік зі слабкою рівністю.  
26. Опишіть композиційні предикатні алгебри КНЛ реномі-

нативних, безкванторно-функціональних, чистих першопоряд-
кових та першопорядкових функціональних рівнів.  

27. Опишіть підалгебри еквітонних та еквітонних повното-
тальних предикатів відповідних предикатних алгебр. 

28. Опишіть підалгебри еквітонних і еквітонних повното-
тальних функцій та предикатів відповідних предикатних алгебр. 

29. Наведіть приклади, коли вже для еквітонних предикатів 
порушується транзитивність еквіваленції та слабкої рівності. 

30. Обґрунтуйте, чому для загального випадку квазіарних 
предикатів не виконуються традиційні логічні закони 
T(Р) ⊆ T(∃хР) та T(∀хР) ⊆ T(Р).  

 
Вправи 

1. Доведіть наведені в підрозділі властивості: 
– композиції реномінації; 
– предикатів строгої рівності; 
– предикатів слабкої рівності;  
– композицій суперпозиції; 
– композиції строгої рівності;  
– композиції слабкої рівності;  
– композицій квантифікації ∃x та ∀x.  
2. Доведіть властивості кванторів, пов'язані з неістотністю імен.  
3. Доведіть властивості кванторів, пов'язані з реномінаціями.  
4. Доведіть властивості кванторів, пов'язані із суперпозиціями.  
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5. Доведіть, що композиції ¬, ∨, R ,v
x  ∃x зберігають еквітон-

ність, фінарність і повнототальність квазіарних предикатів. 
6. Доведіть, що композиції S ,v  = зберігають еквітонність, 

фінарність і повнототальність квазіарних функцій та предикатів. 
7. Доведіть твердження 3.2.4.  
8. Знайдіть згортки композицій реномінації: 

 
 1) R ;xy yz

yx zy          
 2) R ; yz xy

zy yx  
 
 3) R ; xy yz

uv wx         
 4) R ;xz uxy

wu zyx  
 
 5) R ; xy xyzu

vu yzxz         
 6) R ; xyv xyz

zwx yxs  
  
  7) R ; xy yxv zyx

vu zyz xxy         
 8) R . xy xzv xyzu

sz wxu yzxz  
 
 

3.3. Реномінативна логіка 
 
Семантичною основою реномінативних логік (РНЛ) є ком-

позиційні системи квазіарних предикатів реномінативного рів-
ня, вони мають вигляд (VА, PrV–A, CR). Кожна така система ви-
значає реномінативну композиційну предикатну алгебру  
ARV–A = (PrV–A, CR) та алгебру даних із квазіарними предикатами 
(VА, PrV–A). Побудова реномінативної композиційної алгебри фактич-
но визначає мову РНЛ: терми такої алгебри є формулами мови РНЛ.  

Алфавіт мови РНЛ: 
 – V – множина предметних імен;  
 – Ps – множина предикатних символiв (ПС) – сигнатурa  

мови РНЛ;  
 { , , }− = ¬ ∨ v

xCs R  – множина символів базових композицій.  
Дамо індуктивне визначення множини Fr формул мови РНЛ:  
– кожний p∈Ps є формулою; такі формули назвемо ато-

марними;  
– нехай Φ та Ψ – формули, тоді ,  ,  ¬Φ ∨ΦΨ Φv

xR  – формули. 
Позначимо через nm(Φ) множину всіх імен, які фігурують у 

символах реномінації формули Φ.  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



73 

Позначимо через σ(Φ) множину всіх тих р∈Рs, які входять до 
складу формули Φ.  

Назвемо nm(Φ) множиною імен формули Φ, σ(Φ) назвемо сиг-
натурою формули Φ.  

При запису вживатимемо традиційні скорочення формул, ви-
користовуючи символи →, &, ↔ та дужки "(" і ")". Пріоритет сим-
волів композицій: ,v

xR  ¬, &, ∨, →, ↔. 
У множині V виділимо підмножину VT

 ⊆ V імен, гарантовано 
неістотних для всіх р∈Ps – тотально неістотних імен. Неістот-
ність імен із VT постулюється, їх також називають синтетично 
неістотними. Для визначення множин гарантовано (строго) не-
істотних для формул імен задамо функцію ν : Fr→2V :  

ν(р) = VT для всіх р∈Ps;  
ν(¬Φ) = ν(Ф);  
ν(∨ΦΨ) = ν(Φ)∩ν(Ψ); 

1
1

,...,
,...,( )ν Φ =n

n

v v
x xR  (ν(Φ)∪{v1,...,vn}) \{xi | vi∉ν(Φ)i∈1,..,n}.  

Розширена сигнатура мови – це Σ = (V, VT, Cs, Ps).  
Абстрагуючись від способів запису формул, отримаємо, що 

мова РНЛ визначається розширеною сигнатурою.  
Формула мови РНЛ Φ примітивна, якщо Φ атомарна або Φ 

має вигляд z
xR p , де реномінація не має тотожних переймену-

вань та { } ( )∩ν =∅z p .  
Інтерпретуємо мову РНЛ на композиційних предикатних сис-

темах реномінативного рівня CS = (VА, PrV–A, CR). Символи Рs 
позначають базові предикати в Pr V–A, для опису цього позначен-
ня задамо тотальне однозначне відображення I : Ps → Pr V–A. 
Продовжимо таке I до відображення інтерпретації формул 
I : Fr → Pr V–A згідно з побудовою cкладніших формул із прості-
ших за допомогою символів Cs: 

 – I(¬Φ) = ¬(I(Φ)); I(∨ΦΨ) = ∨(I(Φ), I(Ψ)); 
 ( ) R ( ( )).− Φ = Φv v

x xI R I  
Трійку (CS, Σ, I) назвемо інтерпретацією мови сигнатури Σ. 

Така (CS, Σ, I) визначається об'єктом A = ((VА, PrV–A), Σ, I), 
який назвемо алгеброю (АС) із доданою сигнатурою (мовою). 
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Така A визначає композиційну систему (VА, PrV–A, CR), тому АС 
із доданою сигнатурою є семантичними моделями, які пов'я-
зують мову логіки з алгеброю даних. АС із доданою сигнату-
рою надалі вважатимемо інтерпретаціями мови та будемо ско-
рочено позначати A = (A, I).  

Значення формули Φ при інтерпретації A = (A, I) – це преди-
кат I(Φ); позначатимемо його ΦA.  

Формула Φ неспростовна (частково істинна) при інтерпрета-
ції на A, або A-неспростовна, якщо ΦA – неспростовний (частко-
во істинний) предикат. Це позначатимемо A |= Φ. 

Φ виконувана при інтерпретації на A, або A-виконувана, якщо 
ΦA – виконуваний предикат.  

Φ неспростовна, якщо Φ неспростовна при кожній інтер-
претації. Це позначатимемо |= Φ. 

Φ виконувана, якщо Φ виконувана при деякій інтерпретації. 
У випадку РНЛ еквітонних предикатів клас семантичних мо-

делей звужується до композиційних систем (VА, PrPEV–A, CR), 
відповідно звужується клас інтерпретацій. У логіках еквітонних 
предикатів природно розглядати слабку неістотність, тоді трак-
туємо VT як множину імен, гарантовано слабко неістотних для 
всіх р∈Ps, – тотально слабко неістотних імен.  

Для визначення множин гарантовано слабко неістотних для 
формул імен задаємо функцію μ : Fr→2V, це робимо аналогічно 
заданню функції ν : Fr→2V.  

μ(р) = VT для всіх р∈Ps;  
μ(¬Φ) = μ(Ф);  
μ(∨ΦΨ) = μ(Φ)∩μ(Ψ); 

1
1

,...,
,...,( )μ Φ =n

n

v v
x xR  (μ(Φ)∪{v1,...,vn}) \{xi | vi∉μ(Φ)i∈1,..,n}.  

Зауважимо, що для РНЛ поняття тотально неістотних імен не 
настільки змістовне, як для першопорядкових КНЛ.  

Тавтологiї. На рівень РНЛ із пропозиційного рівня перено-
ситься поняття тавтології. Змістовно тавтології – це формули, 
які мають структуру тавтологій пропозиційної логіки. 
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Формула мови РНЛ пропозиційно нерозкладна, якщо вона 
атомарна або має вигляд .v

xR Φ   
Множину пропозиційно нерозкладних формул позначимо Fr0. 
Кожна формула або пропозиційно нерозкладна, або отриму-

ється із пропозиційно нерозкладних за допомогою ¬ та ∨.  
Iстиннiсна оцiнка мови РНЛ – це довiльне тотальне відобра-

ження τ : Fr0 →{T, F}.  
Часткова істиннiсна оцiнка мови РНЛ – це довільне відо-

браження υ : Ps → {T, F}.  
Продовжимо до υ : Fp → {T, F} так:  

,   якщо  ( ) ,
( ) ,   якщо  ( ) ,

 невизначене,  якщо ( ) невизначене. 

T F
F T

υ Φ =υ ¬Φ = υ Φ =
υ Φ

  

,   якщо  ( )   або  ( ) ,
( ) ,   якщо  ( )   та  ( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках.

T T T
F F F

υ Φ = υ Ψ =υ ∨ΦΨ = υ Φ = υ Ψ =


  

Твердження 3.3.1. Нехай υ(р)↓  ρ(р)↓ = υ(р) для кожного 
р∈Ps. Тоді для кожної Φ∈Fr маємо: υ(Φ)↓  ρ(Φ)↓ = υ(Φ).  

Формула Φ – тавтологiя, якщо τ(Φ) = T при кожнiй iстин-
нiснiй оцiнцi τ.  

Кожна тавтологія є неспростовною формулою.  
Зворотне твердження не виконується.   

Приклад 3.3.1. Формули ( )x
xRΦ↔ Φ  та ( )¬Φ ∨Φx

yR  не-
спростовні, але не тавтології. 

Твердження 3.3.2. Φ тавтологiя ⇔ для кожної часткової іс-
тиннісної оцінки υ маємо υ(Φ) = T або υ(Φ)↑.  

Наслідок 3.3.1. Φ не тавтологiя  υ(Φ) = F для деякої част-
кової істиннісної оцінки υ.  

Семантичні властивості РНЛ. На множинi формул РНЛ 
уведемо такі відношення. 

Ψ є тавтологiчним наслiдком Φ (позн. Φ |=t Ψ), якщо Φ→Ψ – 
тавтологiя. 
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Φ та Ψ тавтологiчно еквiвалентнi (позн. Φ ∼t Ψ), якщо 
Φ |=t Ψ та Ψ |=t Φ.  

Ψ є (неспростовнісним) логiчним наслiдком Φ (позн. Φ |= Ψ), 
якщо Φ→Ψ неспростовна. 

Φ та Ψ логiчно еквiвалентнi (позн. Φ ∼ Ψ): Φ |= Ψ та Ψ |= Φ. 
Ψ є слабким логiчним наслiдком Φ (позн. Φ ||= Ψ), якщо для 

всіх інтерпретацій A маємо:  
A |= Φ  A |= Ψ. 

Приклад 3.3.2. Наведемо основні властивості відношень |=t, 
|=, ||=, ∼t, ∼: 

1) відношення |=t , |= та ||= рефлексивні й транзитивні; 
2) відношення ∼t та ∼ рефлексивні, транзитивні й симетричні;  
3) Φ тавтологія ⇔ |=t Φ;  
4) Φ неспростовна ⇔ |= Φ ⇔ ||= Φ; 
5) Φ ∼t Ψ ⇔ Φ↔Ψ тавтологія;  
6) Φ ∼ Ψ ⇔ |= Φ↔Ψ ⇔ |= Φ→Ψ та |= Ψ→Φ; 
7) Φ |=t Ψ  Φ |= Ψ; 
8) Φ|=Ψ  Φ||=Ψ.  

Приклад 3.3.3. Не завжди маємо Φ |= Ψ  Φ |=t Ψ.  
Формули ( ) та ( )x x

y yR RΦ∨Ψ Ψ ∨Φ  пропозиційно нерозкладні, 
тому можна задати істиннісну оцінку τ таку: ( ( ))x

yR Tτ Φ∨Ψ =  та 
( ( ))x

yR Fτ Ψ ∨Φ = , звідки ( ) | ( ).x x
y t yR RΦ∨Ψ ≠ Ψ ∨Φ  Водночас 

( ) | ( )x x
y yR RΦ∨Ψ = Ψ ∨Φ .  

Приклад 3.3.4. Не завжди маємо Φ ||= Ψ  Φ |= Ψ.  
Для кожної інтерпретації A маємо: A |= Φ  A |= ( ),Φx

yR  тому 
|| ( ).Φ = Φx

yR  Водночас | ( ).Φ ≠ Φx
yR  Справді, конкретизуємо Φ як 

″x парне″&¬″y парне″. При інтерпретації на N на даному 
d = [x0, y1] маємо ( ( )) ( ) ,x

y NR d FΦ→ Φ =  адже ΦN(d) = T та 

 ( ) ( ) (r ( ))x x
y N N yR d d FΦ = Φ = :  
ΦN(d) = (″x парне″&¬″y парне″)([x0, y1]) = T;  

 (r ( ))x
N y dΦ = (″x парне″&¬″y парне″)([x1, y1]) = F. 
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Для РНЛ успадковуються наведені у 2.1 властивості пропо-
зиційного рівня.  

Укажемо властивості формул РНЛ, пов'язані з реномінацією. 
Вони відображають відповідні властивості цієї композиції. 

Теорема 3.3.1. Маємо такі властивості формул РНЛ: 
R) ( )Φ ΦR  – елімінація тотожної реномінації; 
RІ) ,

, ( ) ( )Φ Φz v v
z x xR R  – згортка тотожної пари імен;  

R¬) ( ) ( )¬Φ ¬ Φv v
x xR R  – R¬-дистрибутивність;  

R∨) ( ) ( ) ( )Φ∨Ψ Φ ∨ Ψv v v
x x xR R R  – R∨-дистрибутивність;  

RR) ( ( )) ( )Φ Φ v w v w
x y x yR R R  – згортка реномінацій;  

RU) ,
, ( ) ( )Φ Φz v v

y x xR R  за умови z (слабко) неістотне для Φ;  

RП) якщо |= Φ, то |= ( )Φv
xR .  

Аналогічно R∨ записуємо властивості R→, R&, R↔.  
Основою виконання еквівалентних перетворень формул є тео-

рема еквiвалентностi. 
Теорема 3.3.2 (еквiвалентностi). Нехай Φ' отримана із фор-

мули Φ замiною деяких входжень формул Φ1, ..., Φn на Ψ1, ..., Ψn, 
вiдповiдно. Якщо Φ1 ∼ Ψ1, ..., Φn ∼ Ψn, то Φ ∼ Φ'.  

Відношення логічного наслідку для множин формул. Від-
ношення |=t для множин формул РНЛ визначається так само, як 
для множин ПФ.  

Наведені у прикладі 2.1.5 властивості справджуються для 
множин формул мови РНЛ. 

Поширимо на множини формул відношення неспростов-
нісного логічного наслідку |=.  

Нехай Γ⊆ Fr та Δ ⊆ Fr – деякі множини формул, A – інтер-
претація мови. 

Вважатимемо, що Δ є (неспростовнісним) наслідком Γ при 
інтерпретації A, якщо для всіх d∈VA з того, що ΦА(d) = T для всіх 
Φ∈Γ, випливає: неможливо ΨА(d) = F для всіх Ψ∈Δ.  

Використовуючи області істинності та хибності предикатів, 
подамо це більш елегантно. 
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Надалі у випадку Γ A|= Δ скорочено позначатимемо: 

( )
Φ∈Γ

Φ AT  як T(ΓA), ( )
Ψ∈Δ

Ψ AT  як T(ΔA),  

( )
Φ∈Γ

Φ AF  як F(ΓA), ( )
Ψ∈Δ

Ψ AF  як F(ΔA). 

Δ є (неспростовнісним) наслідком Γ при інтерпретації A, що 
позначаємо Γ A|= Δ, якщо  

T(ΓA) ∩ F(ΔA) = ∅. 
Δ є (неспростовнісним) логічним наслідком Γ, що позначаємо 

Γ |= Δ, якщо  
Γ A|= Δ для всіх інтерпретацій мови A.  

Звідси випливає: Γ |≠ Δ ⇔ існують інтерпретація A = (А, I) та 
d∈VA такі: d∈T(ΓA) ∩ F(ΔA). 

Отже, Γ |≠ Δ ⇔ існують інтерпретація A = (А, I) та d∈VA такі: 
для всіх Φ∈Γ маємо ΦА(d) = T і для всіх Ψ∈Δ маємо ΨА(d) = F.  

Відношення неспростовнісного логічного наслідку для мно-
жин формул рефлексивне, проте не транзитивне.  

Приклад 3.3.5. Маємо {Φ ∨ Ψ ∨ ¬Φ} |= {Φ ∨ Ψ, Ψ ∨ ¬Φ} та 
{Φ ∨ Ψ, Ψ ∨ ¬Φ} |= Ψ, водночас {Φ ∨ Ψ ∨ ¬Φ} |≠ Ψ.  

Для відношення неспростовнісного логічного наслідку для 
множин формул справджується теорема заміни еквівалентних.  

Теорема 3.3.3. Нехай Φ ∼ Ψ; тоді маємо:  
Φ, Γ |= Δ ⇔ Ψ, Γ |= Δ та Γ |= Δ, Φ ⇔ Γ |= Δ, Ψ.  

Розглянемо властивості відношення логічного наслідку для 
множин формул. 

Приклад 3.3.6. Властивість монотонності:  
Γ ⊆ Λ та Δ ⊆ Σ  (Γ |= Δ Λ |= Σ).  

Приклад 3.3.7. Властивість гарантованої наявності логічного 
наслідку: завжди маємо  

С) Φ, Γ |= Δ, Φ.  
Звідси умова гарантованої наявності Γ |= Δ:  

існує Φ така, що Φ∈Γ та Φ∈Δ. 

Приклад 3.3.8. Маємо такі властивості декомпозиції формул:  
¬L) ¬Φ, Γ |= Δ ⇔ Γ |= Δ, Φ;  
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¬R) Γ |= Δ, ¬Φ ⇔ Φ, Γ |= Δ; 
∨L) Φ∨Ψ, Γ |= Δ ⇔ Φ, Γ |= Δ та Ψ, Γ |= Δ;  
∨R) Γ |= Δ, Φ∨Ψ ⇔ Γ |= Δ, Φ, Ψ.  

Властивості, пов'язані з реномінацією, отримуємо на основі 
властивостей R, RI, RU, RR, R¬, R∨. Кожна з них продукує дві 
відповідні властивості для відношення |=, коли виділена форму-
ла міститься у лівій чи правій частині цього відношення. 

Приклад 3.3.9. Властивості спрощення: 
RL) R(Φ), Γ |= Δ ⇔ Φ, Γ |= Δ;  
RR) Γ |= R(Φ), Δ ⇔ Γ |= Φ, Δ;  
RIL) ,

, ( ),Φ Γz v
z xR |= Δ ⇔ ( ),Φ Γv

xR |= Δ;  

RIR) Γ |= ,
, ( ),Φ Δz v

z xR  ⇔ Γ |= ( ), ;v
xR Φ Δ   

RUL) ,
, ( ),Φ Γz v

y xR |= Δ ⇔ ( ),Φ Γv
xR |= Δ за умови z∈ν(Φ);  

RUR) Γ |= ,
, ( ),Φ Δz v

y xR  ⇔ Γ |= ( ),Φ Δv
xR  за умови z∈ν(Φ). 

Приклад 3.3.10. Властивості еквівалентних перетворень: 
RRL) ( ( )),Φ Γv w

x yR R |= Δ ⇔ ( ),Φ Γv w
x yR |= Δ;  

RRR) Γ |= ( ( )),Φ Δv w
x yR R  ⇔ Γ |= ( ), ;v w

x yR Φ Δ   

R¬L) ( ),¬Φ Γv
xR |= Δ ⇔ ( ),¬ Φ Γv

xR |= Δ;  
R¬R) Γ |= ( ),¬Φ Δv

xR  ⇔ Γ |= ( ), ;v
xR¬ Φ Δ   

R∨L) ( ),Φ∨Ψ Γv
xR |= Δ ⇔ ( ) ( ),Φ ∨ Ψ Γv v

x xR R |= Δ;  

R∨R) Γ |= ( ),Φ∨Ψ Δv
xR  ⇔ Γ |= ( ) ( ),Φ ∨ Ψ Δv v

x xR R .  

Нормальні форми в РНЛ. Формула мови РНЛ Φ перебуває 
у слабкій нормальній формі, якщо символи реномінації у Φ за-
стосовні тільки до ПС. 

Формула Φ перебуває в нормальній формі, або нормальна, 
якщо Φ перебуває у слабкій нормальній формі та всі z

xR p  при-

мітивні, тобто z
xR  не мають тотожних перейменувань та 

{ } ( )∩ν =∅z p . 
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Теорема 3.3.4. Для кожної Φ можна збудувати Ψ в нормаль-
ній формі таку: Φ ∼ Ψ.  

Зведення Φ до нормальної форми виконуємо так. 
Використовуючи R¬ та R∨, просуваємо реномінації вглиб 

формули.  
Використовуючи RR, згортаємо сусідні символи реномінації.  
При появі тотожних перейменувань усуваємо їх згідно із RІ 

та робимо спрощення згідно з RU. 
За теоремою еквівалентності після просунення всіх символів 

реномінації на рівень ПС і усунення тотожних перейменувань та 
виконання спрощень дістанемо нормальну формулу Ψ таку,  
що Φ ∼ Ψ.  

Формулу Ψ у нормальній формі, утворену із Φ за допомогою 
перетворень на основі R¬, R∨, RR, RІ та RU, назвемо нормалі-
зантою формули Φ. 

Наслідок 3.3.2. Нехай Ψ – нормалізанта формули Φ.  
Тоді Φ ∼ Ψ.  

Наслідок 3.3.3. Нехай Ψ1 та Ψ2 – нормалізанти формули Φ. 
Тоді Ψ1 ∼ Ψ2.  

Формула Φ – субтавтологія, якщо її нормалізанта – тавтологія. 
Коректність таких визначень гарантує  

Теорема 3.3.5. Якщо Ψ1 та Ψ2 – нормалізанти формули Φ та 
Ψ1 – тавтологія, то Ψ2 – тавтологія.  

Фундаментальну роль субтавтологій як істинних формул РНЛ 
установлює 

Теорема 3.3.6. Формула Φ – субтавтологія ⇔ |= Φ. 
Пропозиційна схема формули Φ – це пропозиційна формула, 

яку позначатимемо Prop(Φ), отримана із Φ опусканням усіх си-
мволів, окрім ПС і символів пропозиційних зв’язок.  

Теорема 3.3.7. Нехай Prop(Φ) – не тавтологія й не супереч-
ність. Тоді існують інтерпретація A = (А, I) та d1, d2∈VA такі, що 
ΦА(d1) = T та ΦА(d2) = F.  
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Наслідок 3.3.4. Prop(Φ) не тавтологія  Φ не може бути 
субтавтологією. 

Приклад 3.3.11. Зведемо до НФ та з’ясуємо, чи є субтавтоло-
гією формула ( ( ))→ ∨xy xyz yx zy z

vu yzx zy xv xR R B R R A R B . 

Виконуємо згортки реномінацій: ( ) ;xy xyz xyz
vu yzx uzvR R B R B   

( ( ( ))) ;xy yx zy xyz
vu zy xv uvuR R R A R A  ( ( ))) xy yx z xyz

vu zy x uzuR R R B R B .  

Звідси ( ( ))→ ∨ → ∨xy xyz yx zy z xyz xyz xyz
vu yzx zy xv x uzv uvu uzuR R B R R A R B R B R A R B .  

Маємо   НФxyz xyz xyz
uzv uvu uzuR B R A R B→ ∨ −  початкової формули, ця 

НФ – не тавтологія, тому початкова формула не є субтавтологією. 
 
 
Запитання для самоконтролю 

1. Що є семантичною основою РНЛ?  
2. Опишіть мову РНЛ.  
3. Як задається множина гарантовано неістотних для формул 

імен? 
4. Що таке розширена сигнатура мови? 
5. Як задається інтерпретація мови? 
6. Дайте визначення АС із доданою сигнатурою.  
7. Як задається відображення інтерпретації мови РНЛ? 
8. Дайте визначення неспростовної при інтерпретації форму-

ли, неспростовної формули.  
9. Дайте визначення виконуваної при інтерпретації формули, 

виконуваної формули.  
10. Що таке істиннiсна оцiнка мови РНЛ? 
11. Як визначається часткова істиннiсна оцiнка мови РНЛ? 
12. Дайте визначення тавтологiї мови РНЛ. 
13. Яке співвідношення між тавтологiями та неспростовними 

формулами мови РНЛ? 
14. Дайте визначення відношення тавтологічного наслідку, 

тавтологічної еквівалентності в РНЛ.  
15. Дайте визначення відношення неспростовнісного логіч-

ного наслідку, логічної еквівалентності.  
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16. Дайте визначення відношення слабкого логічного наслідку. 
17. Наведіть основні властивості відношень |=t, ∼t, |=, ∼, ||=.  
18. Укажіть співвідношення між відношеннями |=t, |=, ||=.  
19. Наведіть властивості формул РНЛ, пов'язані з компо-

зицією реномінації. 
20. Як формулюється теорема еквівалентності? 
21. Дайте визначення відношення A|= неспростовнісного нас-

лідку для множин формул при заданій інтерпретації. 
21. Дайте визначення відношення |= неспростовнісного ло-

гічного наслідку для множин формул. 
22. Сформулюйте теорему заміни еквівалентних для відно-

шення |=.  
23. У чому полягає властивість монотонності відношення |=? 
24. Сформулюйте умову гарантованої наявності Γ |= Δ.  
25. Сформулюйте властивості декомпозиції формул. 
26. Сформулюйте властивості спрощення для відношення |=.  
27. Сформулюйте властивості еквівалентних перетворень для 

відношення |=.  
28. Дайте визначення слабкої нормальної форми та нормаль-

ної форми для формул РНЛ. 
29. Опишіть зведення формул РНЛ до нормальної форми. 
30. Що таке нормалізанта?  
31. Що таке субтавтологія? 
32. Що таке пропозиційна схема формули? 
33. Який зв’язок субтавтологій та неспростовних формул РНЛ? 
 
Вправи 

1. Зведіть до НФ та встановіть, чи це субтавтологія:  
1) ( ( ))→ →xy xz xy yz xyz

az bx zb ay yxaR R B R R A R B ; 

2)  ( ( ))→ ∨xy xz yz xz yab
zb vy va yx zxyR R A R R A R B ; 

3) ( ( & ) )→yuw ux xyz
vxy xy uvxR R A B R A ; 

4)    (( ) ( ( )))→ → ¬ → ¬xyz uzv yuv yts xtz yv
uvw yts zxy zxy ysx xyR R A R B R B R R A . 

2. Доведіть наведені в підрозділі властивості РНЛ.  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



83 

3.4. Реномінативні числення 
 
Реномінативні неокласичні числення. Для РНЛ повнотота-

льних еквітонних предикатів можна побудувати формально-
аксіоматичні системи гільбертівського типу – реномінативні 
неокласичні числення (РНКЧ).  

РНКЧ – це формальна система вигляду HC = (L, Ax, P). Тут L – 
мова РНЛ із множиною формул Fr, Ax ⊆ Fr – множина аксіом,  
P – множина правил виведення.  

Мову L назвемо мовою РНКЧ. Формулу мови РНКЧ назвемо 
також формулою РНКЧ. 

Розглянемо тут різновид РНКЧ із наперед виділеною множи-
ною VT тотально неістотних імен (у РНКЧ, описаних у [9, 10, 26], 
множину VT задають спеціальними аксіомами синтетичної неіс-
тотності імен). РНКЧ, у яких VT = ∅, назвемо вільними.  

Множина Ax задається такими схемами аксіом:  
АхПР) ¬Φ∨Φ – пропозиційні аксіоми. 
АхR) R(Φ) ↔ Φ – аксіоми елімінації реномінацій. 
АхRI) ,

, ( ) ( )Φ ↔ Φz v v
z x xR R  – аксіоми елімінації тотожних пере-

йменувань. 
АхRU) ,

, ( ) ( )Φ ↔ Φz v v
y x xR R  за умови z∈μ(Φ) – аксіоми еліміна-

ції пари з неістотним іменем. 
АхR¬) ( ) ( )¬Φ ↔¬ Φv v

x xR R  – аксіоми R¬-дистрибутивності.  

АхR∨) ( ) ( ) ( )Φ∨Ψ ↔ Φ ∨ Ψv v v
x x xR R R  – аксіоми R∨-

дистрибутивності.  
АхRR) ( ( )) ( )Φ ↔ Φv w v w

x y x yR R R  – аксіоми згортки реномінацій. 

Множина Р складається із таких правил виведення:  
П1) Φ |– Ψ∨Φ – правило розширення;  
П2) Φ∨Φ |– Φ – правило скорочення; 
П3) Φ∨(Ψ∨Ξ) |– (Φ∨Ψ)∨Ξ – правило асоціативності; 
П4) Φ∨Ψ, ¬Ψ∨Ξ |– Ψ∨Ξ – правило перетину; 
П5) Φ |– ( )Φv

xR  – правило реномінації. 
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Зауважимо, що аксіома АхПР і правила П1–П4 успадковані 
від пропозиційного числення.  
Теорема РНКЧ – це формула, яка виводиться з аксіом за до-

помогою скінченної кількості застосувань правил виведення.  
Тe, що Φ є теоремою РНКЧ HC, позначаємо HC |–Φ, або |–Φ, 

якщо з контексту зрозуміло, про яке HC ідеться.  
Множину теорем РНКЧ HC позначаємо Th(HC). 

Теорема 3.4.1. 1. Аксіоми РНКЧ – неспростовні формули. 
2. Висновки правил П1–П4 – тавтологічні наслідки засновків. 
3. Висновок правила П5 – слабкий логічний наслідок засновку. 

Теорема 3.4.2 (істинності). Кожна теорема РНКЧ є неспросто-
вною формулою: |–Φ  |=Φ. 

Для РНКЧ справджуються теорема тавтології та синтаксична 
теорема еквівалентності.  

Теорема 3.4.3 (тавтології). Кожна тавтологія є теоремою. 

Теорема 3.4.4 (еквівалентності). Нехай формула Φ' отримана 
з формули Φ замiною деяких входжень формул Φ,..., Φn на Ψ1,..., 
Ψn, вiдповiдно. Якщо |–Φ1↔Ψ1, ..., |–Φn↔Ψn, то |–Φ↔Φ'. 

Повноту РНКЧ засвідчує 

Теорема 3.4.5 (повноти). Нехай Φ – субтавтологія, тоді |–Φ.  
Ураховуючи теорему 3.3.5, для РНКЧ отримуємо  

Наслідок 3.4.1. |–Φ ⇔ |=Φ. 
Важливим наслідком теореми повноти є розв'язність РНКЧ: 

для кожного РНКЧ HC множина Th(HC) розв’язна відносно 
множини Fr формул мови цього числення.  

Стисло розглянуті вище РНКЧ фактично є фрагментом нео-
класичних числень чистих першопорядкових логік еквітонних 
повнототальних предикатів, які будуть розглянуті нижче. 

Cеквенційні числення РНЛ. Формально-аксіоматичні сис-
теми ґенценівського типу – секвенційні числення – будуємо на 
основі властивостей відношення логічного наслідку для множин 
формул. Стисло опишемо секвенційні числення, які формалізу-
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ють відношення неспростовнісного логічного наслідку в РНЛ. 
Назвемо їх RC-численнями. Ці числення фактично є фрагментом 
секвенційних числень чистих 1-порядкових логік еквітонних 
предикатів – QEC-числень, які будуть детально розглянуті нижче. 

Базові секвенційні форми RC-числень індукуються властиво-
стями декомпозиції формул (див. приклад 3.3.8), спрощення 
(див. приклад 3.3.9) та еквівалентних перетворень (див. приклад 
3.3.10). Ці властивості нечутливі щодо монотонності (еквітонності) 
предикатів, тому RC-числення формалізують відношення неспрос-
товнісного логічного наслідку в загальному випадку РНЛ.  

Умова замкненості секвенції |–Γ–|Δ індукована (див. приклад 
3.3.7) відповідною умовою гарантованої наявності відношення 
неспростовнісного логічного наслідку Γ |= Δ:  

С) існує формула Φ: Φ∈Γ та Φ∈Δ.  
Базові секвенційні форми RC-числень: 

|–R |

|

,
( ),

−

−

Φ Σ
Φ ΣR

;      –|R |

|

,
( ),

−

−

Φ Σ
Φ ΣR

; 

|–RI |
,

| ,

( ),
( ),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v
x

z v
z x

R
R

;     –|RI |
,

| ,

( ),
( ),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v
x

z v
z x

R
R

; 

|–RU |
,

| ,

( ),
( ),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v
u
y v
z u

R
R

, де у∈ν(Φ);  –|RU |
,

| ,

( ),
( ),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v
u
y v
z u

R
R

, де у∈ν(Φ);  

|–RR |

|

( ),
( ( )),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v w
x y

v w
x y

R
R R

;   –|RR |

|

( ),
( ( )),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v w
x y

v w
x y

R
R R

; 

|–R¬ |

|

( ),
( ),

−

−

¬ Φ Σ
¬Φ Σ

v
x

v
x

R
R

;    –|R¬ |

|

( ),
( ),

−

−

¬ Φ Σ
¬Φ Σ

v
x

v
x

R
R

; 

|–R∨ |

|

( ) ( ),
( ),

−

−

Φ ∨ Ψ Σ
Φ ∨ Ψ Σ

v v
x x

v
x

R R
R

;  –|R∨ |

|

( ) ( ),
( ),

−

−

Φ ∨ Ψ Σ
Φ ∨ Ψ Σ

v v
x x

v
x

R R
R

; 

|− ¬ |

|

,  
,  

−

−

Φ Σ
¬Φ Σ

;      −| ¬ |

|

,  
,  

−

−

Φ Σ
¬Φ Σ

; 
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|−∨ | |

|

,         ,  
,  

− −

−

Φ Σ Ψ Σ
Φ∨Ψ Σ

;   −|∨ | |

|

,  ,  
,  

− −

−

Φ Ψ Σ
Φ ∨ Ψ Σ

. 

Секвенційні форми типів R, RI, RU є допоміжними. Усі інші 
секвенційні форми – основні. 

Як і для пропозиційних секвенційних числень, для RC-
числень можна додатково ввести похідні секвенційні форми |−→, 
−|→, |−&, −|& (див. підрозділ 2.4). 

Побудова секвенційного дерева для випадку RC-числень за-
галом аналогічна відповідній побудові для випадку пропозицій-
них секвенційних числень. При цьому враховуємо, що перед 
застосуванням основної секвенційної форми за необхідності ви-
конуємо спрощення виділеної формули, застосовуючи належну 
кількість разів допоміжні форми типів R, RI, RU. 

Для секвенційних числень РНЛ справджуються теореми коре-
ктності та повноти. Теорема коректності: 

Теорема 3.4.6. Нехай секвенція |–Γ–|Δ вивідна. Тоді Γ |= Δ.  
Теорема повноти доводиться на основі теореми про побудову 

контрмоделі. 

Теорема 3.4.7 (про контрмоделі). Нехай ℘ – незамкнений 
шлях у секвенційному дереві, збудованому для |–Γ–|Δ, нехай Н – 
множина всіх специфікованих формул секвенцій цього шляху. 
Тоді існують інтерпретація A = (A, I) та δ∈VA такі:  

|–Φ∈Н  ΦA(δ) = Т та –|Φ∈Н  ΦA(δ) = F.  
Таку пару (A, δ) назвемо контрмоделлю для секвенції |–Γ–|Δ.  
Побудуємо контрмодель за множиною Н.  
Нехай W – множина всіх предметних імен, які фігурують у 

формулах Н. Візьмемо множину A таку, що |A|=|W|, та деяку 
ін'єктивну δ∈VA із asn(δ) = W. Така A дублює W. Задамо значен-
ня базових предикатів на δ та на IM вигляду  ( )δv

xr :  
– |– р∈Н  рA(δ) = Т;  

– –| р∈Н  рA(δ) = F;  
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– |  ( )   ( ( )) ( ) ( ) ;− ∈  δ = δ =v v v
x A x x AR p H p r R p T  

– |  ( )   ( ( )) ( ) ( ) .− ∈  δ = δ =v v v
x A x x AR p H p r R p T  

На інших h∈WA значення базових предикатів задаємо довіль-
но, ураховуючи умови неістотності імен.  

Теорема 3.4.8 (повноти). Нехай Γ |= Δ. Тоді |–Γ–|Δ вивідна. 

Приклад 3.4.1. Щоб з’ясувати, чи правильно 

( & ) | ( )=xz xy y xy yz
au zx z uv axR R A R B R R A , побудуємо в RC-численні виве-

дення секвенції |  |( & ), .( )xz xy y xy yz
au zx z uv axR R A R B R R A− −  

|  |( & ), ( )− −
xz xy y xy yz
au zx z uv axR R A R B R R A   

↓ 
|  |( ) & ( ),− −

xz xy xz y xyz
au zx au z uauR R A R R B R A   

↓ 
|  |  |( ), ( ),− − −

xz xy xz y xyz
au zx au z uauR R A R R B R A  

↓ 
|  |  |, ,− − −

xyz xyz xyz
uau auu uauR A R B R A    

Отримали замкнене дерево. Це засвідчує вивідність початко-
вої секвенції, звідки ( & ) | ( )xz xy y xy yz

au zx z uv axR R A R B R R A= . 

Приклад 3.4.2. Щоб з’ясувати, чи правильно  
|= ( ( ))→ ∨xy xyz yx zy z

vu yzx zy xv xR R B R R A R B , побудуємо в RC-численні 

виведення секвенції | ( ( ))− → ∨xy xyz yx zy z
vu yzx zy xv xR R B R R A R B .  
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| ( ( ))− → ∨xy xyz yx zy z
vu yzx zy xv xR R B R R A R B   

↓ 
| ( ) ( ( )))− → ∨xy xyz xy yx zy z

vu yzx vu zy xv xR R B R R R A R B   
↓ 

|  |( ), ( ( ))− − ∨xy xyz xy yx zy z
vu yzx vu zy xv xR R B R R R A R B  

↓ 
|  |, ( )− − ∨xyz xy zy z

uzv uz xv xR B R R A R B  
↓ 

|  |, ( ) ( )− − ∨xyz xy zy xy z
uzv uz xv uz xR B R R A R R B  

↓ 
|  |  |, ( ), ( )− − −

xyz xy zy xy z
uzv uz xv uz xR B R R A R R B  

↓ 
|  |  |, ,− − −

xyz xyz xyz
uzv uvu uzuR B R A R B   

Отримали незамкнене секвенційне дерево. За незамкненим 
шляхом задамо контрмодель (M, δ), для якої M = {a, b, c, k, l}, 
δ = [xa, yb, zc, uk, vl]. Тоді маємо:  

  ( ) ( ( )) ,  ( ) ( ( )) ,xyz xyz xyz xyz
uzv M M uzv uvu M M uvuR B B r T R A A r Fδ = δ = δ = δ =   

 ( ) ( ( )) .xyz xyz
uzu M M uzuR B B r Fδ = δ =   

Тут  ( )δ =xyz
uzvr [xk, yc, zl, uk, vl],  

 ( )δ =xyz
uvur [xk, yl, zk, uk, vl],  

 ( )δ =xyz
uzur [xk, yc, zk, uk, vl].  

 
 

Запитання для самоконтролю 

1. Що таке реномінативне неокласичне числення?  
2. Опишіть множину аксіом РНКЧ. 
3. Опишіть множину правил виведення РНКЧ. 
4. Сформулюйте теорему істинності РНКЧ. 
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5. Сформулюйте теорему тавтології для РНКЧ. 
6. Сформулюйте синтаксичну теорему еквівалентності. 
7. Сформулюйте теорему повноти РНКЧ. 
8. Наведіть умову замкненості секвенції в RC-численні. 
9. Наведіть базові секвенційні форми RC-числень. 
10. Які секвенційні форми RC-числень є основними, а які до-

поміжними? 
11. Сформулюйте для RC-числень теореми коректності та  

повноти.  
 
Вправи 

1. Доведіть синтаксичну теорему еквівалентності РНКЧ.  
2*. Доведіть теоремy повноти РНКЧ. 
3. Обґрунтуйте розв'язність РНКЧ. 
4. Побудуйте виведення в РНКЧ таких формул: 

1) ))&(( ARBRARRR yz
ax

y
z

xy
zx

xz
au

xy
uv → ;  

2) ( ( ))→ →xy xz xy yz xyz
az bx zb ay yxaR R A R R B R A . 

5. Деталізуйте побудову секвенційного дерева в RC-
численнях.  

6*. Доведіть теореми коректності та повноти RC-числень.  
7. Побудуйте в RC-численні виведення чи доведіть його від-

сутність для таких формул:  
1) ))&(( ARBRARRR yz

ax
y
z

xy
zx

xz
au

xy
uv → ;  

2) ( ( ))xy xyz yx zy zx
vu yzx xy xv xyR R B R R A R B→ → ; 

3) ))(( BRARRBRR xyz
yxa

yz
ay

xy
zb

xz
bx

xy
az →→ ; 

4) ))(( BRARRARR y
z

xz
yx

yz
va

xz
vy

xy
zb ∨→ ; 

5) ( ( & ) )→yuw ux xyz
vxy xy uvxR R A B R A . 
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4. ЛОГІКИ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 
 
 
 
Характерною особливістю логік першого порядку є наявність  

дуже потужних композицій квантифікації, або кванторів. Назва 
"логіка першого порядку" пов’язана з тим, що квантори застосо-
вуються тільки до імен компонентів даних (предметних імен). 
Для порівняння, у логіках другого порядку дозволяється кванти-
фікація на множині функцій та предикатів.  

Описові можливості логіки першого порядку дуже широкі. 
Загалом кожне математичне поняття можна виразити в логіці 
першого порядку – це твердження відоме [17] як теза Гільберта. 
Точніше кажучи, теза Гільберта означає: кожне математичне 
твердження можна явно описати відповідною мовою першого 
порядку, отже, неформальне його доведення стає формальним 
виведенням у відповідному численні першого порядку. 

Принципове прийняття тези Гільберта зовсім не означає 
можливість практичного її застосування. Зазвичай це вимагає 
явного приєднання до конкретної математичної теорії аксіома-
тики теорії множин, у якій наявна низка принципово не-
розв’язних проблем. Тому для адекватного опису багатьох ма-
тематичних теорій доцільно розглядати розширення логіки пер-
шого порядку, зокрема логіки вищих порядків. Водночас логіки 
вищих порядків дуже неконструктивні. 

 
 
4.1. Семантичні моделі та мови  
класичних логік першого порядку 
 
У класичній логіці функції та предикати скінченноарні, причому 

предикати тотальні. Базові функції та предикати – тотальні п-арні. 
У класичній логіці операції реномінації та суперпозиції у явному 
вигляді не визначаються, задаються неявно; квантори вводяться на 
синтаксичному рівні, при визначенні формули, їхня семантична роль 
як логічних операцій розкривається при інтерпретації формул. 
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Кожний тотальний X-арний предикат P на A однозначно за-
дається областю істинності T(P), адже для таких предикатів 
T(P) ∪ F(P) = AX та T(P)∩F(P) = ∅. 

Для X-арного предиката P на A його область істинності має 
вигляд T(P) ⊆ AX. Така T(P) визначає множину n-ок S ⊆ An – базу 
всіх name-еквівалентних множин ІМ вигляду L ⊆ AY, де 
|X| = |Y| = n. Ця база однакова для всіх таких name-еквівалентних 
множин ІМ, вона визначає n-арний предикат S, який назвемо 
основою X-арного предиката P.  

Приклад 4.1.1. {x, y}-арний предикат x > y на N та {u, v}-
арний предикат u > y на N мають за основу n-арний предикат >, 
що задається так:  

(a, b) ∈ T(>) ⇔ [xa, yb] ∈ T(x > y) ⇔ [ua, vb] ∈ T(u > v). 

У класичній логіці функції та предикати еквітонні. Це озна-
чає, що кожну X-арну функцію (предикат) g можна розглядати 
як Y-арну функцію (предикат) для довільного Y ⊇ X, при цьому 
всі змінні з Y \ X неістотні для g (відома процедура введення фік-
тивних змінних). 

Семантичні моделі класичних логік першого порядку. 
Традиційними семантичними моделями класичної логіки пер-
шого порядку є класичні алгебраїчні системи (АС) із тотальними 
п-арними базовими функціями та предикатами. 

Класична АС – це об'єкт вигляду (A, FFnA∪FPrA), де A ≠ ∅ – 
носій, або основа АС, FFnA та FPrA – множини скінченноарних 
функцій та скінченноарних тотальних предикатів, заданих на A. 
Далі виділяють підмножини BF ⊆ FFnA та BP ⊆ FPrA п-арних ба-
зових функцій та предикатів. Імена елементів BF та BP – це функ-
ціональні символи (ФС) та предикатні символи (ПС). Множини 
ФС та ПС позначаємо відповідно Fs та Ps. Фактично це означає 
наявність бієкцій між Fs і BF та між Ps і BP. Іноді виділяються 
певні елементи носія, їх трактуємо як 0-арні функції – констан-
ти; іменами таких констант є константні символи (КС). Мно-
жину КС позначаємо Сns, тоді Сns ⊆ Fs.  
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Множину σ = Fs∪Ps називають сигнатурою АС.  
Із кожним g∈σ зв'язане натуральне число – його арність; це 

арність тієї базової функції чи предиката, що іменується зазна-
ченим символом g. Для КС арність дорівнює 0.  

АС із носієм A та сигнатурою σ назвемо класичною АС із до-
даною сигнатурою. Класичні АС із доданою сигнатурою мають 
вигляд ((A, FFnA∪FPrA), σ); традиційно їх позначають у скоро-
ченому вигляді як (A, σ).  

Задання сигнатури означає виділення базових функцій та пре-
дикатів. Це фактично індукує відповідну мову першого порядку. 

Синтаксис мови першого порядку. Засобами опису та до-
слідження логік першого порядку є мови першого порядку. 
Алфавіт мови класичної логіки першого порядку містить: 

– множину V предметних імен (змінних);  
– множину Fs функціональних символів заданої арності; 
– множину Ps предикатних символів заданої арності; 
– символи логічних операцій ¬, ∨, ∃x. 
У Fs може виділятися підмножина константних символів 

Сns ⊆ Fs. 
У Ps може виділятися символ рівності =, який завжди інтер-

претують як предикат рівності.  
У класичній логіці базові функції та предикати п-арні, тому з 

кожним ФС та ПС зв'язане натуральне число – його арність. Для 
КС арність дорівнює 0. 

Символи ¬, ∨, ∃x, = та предметні імена назвемо логічними 
символами.  

Функціональні та предикатні символи, окрім =, назвемо нелогіч-
ними символами.  

Множину σ = Fs∪Ps назвемо сигнатурою мови першого порядку. 
Основними конструкціями мови першого порядку є терми 

та формули. Терми використовують для позначення об'єктів 
(функцій, елементів), формули – для запису тверджень (вис-
ловлень), предикатів.  

Індуктивне визначення множини Тr термів: 
1) кожне предметне ім'я та кожне c∈Спs є термом; такі терми 

назвемо атомарними; 
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2) якщо t1,..., tn – терми, f – n-арний ФС, то ft1...tn – терм. 
Атомарна формула – це вираз вигляду pt1...tn, де p – n-арний 

ПС, t1, ..., tn – терми. 
Індуктивне визначення множини Fr формул: 
1) кожна атомарна формула є формулою; 
2) якщо Φ та Ψ – формули, то ¬Φ та ∨ΦΨ – формули; 
3) якщо Φ – формула, x∈V, то ∃xΦ – формула. 
Позначимо nm(Φ) множину всіх предметних імен, які вхо-

дять до складу формули Φ.  
Таку nm(Φ) назвемо множиною імен (змінних) формули Φ. 
Розширимо пт на множини формул: для Γ ⊆ Fr задамо 
( ) ( )

Φ∈Γ
Γ = Φnm nm . 

Як і в мові ПЛ, вирази Φ&Ψ, Φ→Ψ та Φ↔Ψ вважаємо ско-
роченнями формул ¬∨¬Φ¬Ψ, ∨¬ΦΨ та ¬∨¬∨¬ΦΨ¬∨¬ΨΦ. 

Користуємося символом ∀x, вважаючи вираз ∀xΦ скорочен-
ням формули ¬∃x¬Φ.  

Для бінарних символів зазвичай використовуємо інфіксну 
форму запису.  

Пріоритет символів: ФС, ПС, ∃х та ∀x, ¬, &, ∨, →, ↔.  
Використовуючи додаткові символи – "(", ")" та "," – тради-

ційно пишемо f(t1...tn) та p(t1...tn) замість ft1...tn та pft1 ...tn.  
Якщо f чи p бінарний, то пишемо t1ft2 чи t1pt2.  
Зазвичай будемо писати t1 ≠ t2 замість ¬= t1 t2 .  
Такі скорочення термів та формул теж називатимемо тер-

мами та формулами.  
Маємо два рівні відмінності мов першого порядку: 
1) варіанти (діалекти) мови однієї сигнатури, що відрізня-

ються наборами символів логічних операцій та способами запи-
су термів і формул; 

2) істотно різні мови, що відрізняються сигнатурами. 
Мова L' сигнатури σ' – розширення мови L сигнатури σ, якщо 

σ '⊇ σ. У цьому випадку мову L називають звуженням мови L'. 

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



94 

Приклад 4.1.2. Мова арифметики Lar визначається сигна-
турою σar = {0, 1, +, ×, =}, де 0 та 1 – КС, + та × – бінарні ФС, 
= – бінарний ПС. 

Терм Lar арифметичний. Наприклад, x×(y+z), (1+1)×(0+1). 
Формула Lar арифметична.  
Приклади формул Lar: x = y+1 атомарна; ∃z(x+z = y) & ¬ x = y.  
Приклад 4.1.3. Mова теорії множин Lset визначається сигна-

турою σset = {∈, =}, де ∈ та = – бінарні ПС.  
Приклади формул Lset: z∈x – атомарна формула; ∃x¬∃y(y∈x); 

∀z(z∈x → z∈y).  
Приклад 4.1.4. Мова теорії впорядкованих множин Lord ви-

значається сигнатурою σord ={<, =}, де < та = – бiнарнi ПС. 
Приклади формул Lord: x<y – атомарна формула; ∀x∃y(y<x); 

z<x → x<y → z<y.  

Вільні та зв’язані змінні. Колізії. У формулі ∃xΦ або ∀xΦ 
формулу Φ називають областю дії квантора ∃x чи ∀x. Вираз ви-
гляду ∃x або ∀x називають кванторним префіксом.  

Входження предметного імені (змінної) x у формулу Φ зв'язане, 
якщо воно міститься в області дії деякого квантора по x, інакше 
таке входження x у Φ вільне.  

Якщо існує вільне входження x у формулу Φ, то x – вільне 
ім'я (вільна змінна) формули Φ.  

Формулу Φ із вільними x1,.., xn позначаємо Φ(x1,.., xn). 
Множину всіх вільних імен (вільних змінних) формули Φ по-

значимо fr(Φ).  
Для Γ ⊆ Fr задаємо ( ) ( )

Φ∈Γ
Γ = Φfr fr . 

Формула Φ замкнена, якщо Φ не має вільних змінних. Зрозу-
міло, що тоді fr(Φ) = ∅.  

Терм, який не містить предметних імен (змінних), називаєть-
ся замкненим термом. Зокрема, таким є кожний КС. Замкнений 
терм будується лише із ФС та має містити КС.  

Замкнені терми існують лише в мовах, сигнатури яких міс-
тять КС, наприклад у Lar.  
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Приклад 4.1.5. Арифметичнa формула ∃z∃u(x+z = y+u) ∨ z = 0 
має вільні змінні x, y, z;  

арифметичнa формула ∃z(x+z=y) має вільні змінні x, y; 
арифметичний терм (1+1)×(1+1) замкнений;  
арифметичнa формула ∀х∀y(x×y = y×x) замкнена; 
формула Lset ∃x¬∃y(y∈x) замкнена, ∀z(z∈x → z∈y) має вільні 

змінні x, y;  
формула Lord ∀х∃y(y>x) замкнена,  
формула Lord z<x → x<y → z<y має вільні змінні x, y, z. 
Зв'язані імена у формулах можна перейменовувати – заміню-

вати іншими предметними іменами. При цьому може виникнути 
колізія – ситуація, коли вільні імена стали зв'язаними. Це може 
істотно змінити смисл формули. 

Приклад 4.1.6. Iз формули ∃z(x+z = y) можна отримати фор-
мулу ∃t(x+t = y), коли колізії немає, та формулу ∃x (x+x = y), коли 
колізія змінила зміст формули.  

Якщо при перейменуваннях брати весь час нові імена, які відсу-
тні в розглядуваній формулі, то колізії не виникатимуть. 

Вільні входження предметних імен у формулу або терм можна 
замінювати термами. 

Позначимо 
1,..., 1[ ,..., ]Φ

nx x nt t  формулу, отриману із Φ пара-
лельною заміною всіх вільних входжень x1, ..., xn на терми t1, ..., tn, 
відповідно. Для термів аналогічно вводимо позначення 

1,..., 1[ ,..., ]
nx x nt t t .  

Приклад 4.1.7. У загальному випадку формули Φx,y[a, b] та 
(Φx[a])y[b] різні. Наприклад, якщо Φ – це формула x∈y, то 
Φx,y[y, z] – формула y∈z, (Φx[y])y[z] – формула z∈z. 

При заміні вільних входжень предметних імен термами теж 
можливі колізії, коли вільне ім'я стає зв'язаним.  

Приклад 4.1.8. Нехай Φ – це формула ∃z(x+z = y). Тоді Φx[u] – 
це формула ∃z(u+z = y); Φx[z] – формула ∃z(z+z = y); отже, маємо 
колізію.  

Розглянутий приклад аргументує таке визначення.  
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Терм t допустимий для заміни вільного імені x у формулі Φ, 
якщо x не лежить в області дії ніякого квантора за деяким іме-
нем, яке входить до складу терму t. 

Семантика мови першого порядку. Інтерпретуємо мову 
першого порядку на класичних АС із тією самою сигнатурою.  
Інтерпретацією, або моделлю мови L сигнатури σ, назвемо 

АС із доданою сигнатурою вигляду A = (A, σ). Множину A нази-
вають областю інтерпретації.  

Предметні імена (змінні) трактуємо як імена елементів (змінні) 
множини A. Символи логічних операцій інтерпретуємо як відпо-
відні логічні операції. КС інтерпретуємо як конкретні елементи 
множини A, тобто як функції-константи на A. ФС та ПС інтерпре-
туємо як функції та предикати відповідної арності на A. При цьому 
символ = завжди інтерпретуємо як предикат рівності на A, а таку 
рівність будемо трактувати як тотожність. 

Інтерпретація мови L на A = (A, σ) задається бієктивним ві-
дображенням I : σ→BF∪BP. Значення символу g∈σ позначаємо 
gA : I(g) = gA . Для кожного g∈σ арності gA та g pівні.  

Продовжимо таке I до відображення J : Tr ∪Fr → FFnA∪FPrA 
інтерпретації термів і формул мови L. Це робимо таким чином:  

– J(х) = 'x; 
– J(ft1...tn) = I(f)(J(t1), ..., J(tn)) = fA (J(t1), ..., J(tn)). 
– J(рt1...tn) = I(р)(J(t1), ..., J(tn)) = рA (J(t1), ..., J(tn)). 
– J(¬Φ) = ¬J(Φ); 
– J(∨ΦΨ) = ∨(J(Φ), J(Ψ));  
– J(∃xΦ) = ∃x(J(Φ)). 
Тут запис fA(g1,..., gn) фактично означає 1,...,nS (fA, g1,..., gn), а 

рA(g1,..., gn) означає 1,...,nS (рA, g1,..., gn). Отже, у класичній логіці 
використовуються операції суперпозиції, проте неявно.  

Предметні імена (змінні) інтерпретуємо як відповідні функції 
розіменування.  

Кожний терм із вільними змінними v1, ..., vn інтерпретуємо як 
{v1,..., vn}-арну функцію на A, кожну формулу з вільними змін-
ними v1, ..., vn інтерпретуємо як {v1,..., vn}-арний предикат на A.  
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Зокрема, кожний замкнений терм інтерпретуємо як функцію-
константу на A, кожну замкнену формулу – як константний пре-
дикат T чи F на A. 

Функцію J(t), що є значенням терму t при інтерпретації на A, 
позначимо tA: J(t) = tA .  

Предикат J(Φ), що є значенням формули Φ при інтерпретації 
на A, позначимо ΦA: J(Φ) = ΦA .  

Формула Φ істинна при інтерпретації на A, або істинна на 
A, або A-істинна, якщо предикат ΦA є істинним.  

Істинність формули Φ на A означає: Х-арний предикат ΦA та-
кий, що ΦA(d) = T для всіх d∈AX.  

Те, що формула Φ істинна на A, позначаємо A |= Φ.  
Формула Φ усюди істинна, якщо Φ істинна при кожній інтер-

претації.  
Те, що Φ усюди істинна, позначимо |= Φ.  
Формула Φ виконувана при інтерпретації A, або виконувана  

на A, або A-виконувана, якщо предикат ΦA є виконуваним.  
Те, що Φ A-виконувана, означає: Х-арний предикат ΦA такий, 

що ΦA(d) = T для деякого d∈AX.  
Формула Φ виконувана, якщо Φ виконувана при деякій інтер-

претації.  

Приклад 4.1.9. Формула x = x (усюди) істинна. 

Приклад 4.1.10. Формула ∀x∀y(x=y) істинна на всіх 1-еле-
ментних АС і тільки на них;  

формула ¬∀x∀y(x=y) істинна на всіх k-елементних АС, де 
k > 1, і тільки на них. 

Приклад 4.1.11. Кожна формула вигляду Φx[t]→∃xΦ усюди 
істинна.  

Нехай X – множина вільних імен формули Φx[t]→∃xΦ. При-
пустимо супротивне: існує АС A така, що A |≠ Φx[t]→∃xΦ. Тоді 
існує d∈AX таке, що (Φx[t]→∃xΦ)А(d)=F, звідки (Φx[t])А(d) = T та 
(∃xΦ)А(d)=F. Нехай tА(d) = b∈A; унаслідок (Φx[t])А(d) = T тоді 
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ΦА(d∇xb) = T. Але (∃xΦ)А(d) = F, тому ΦА(d∇xa) = F для всіх 

a∈A, зокрема ΦА(d∇xb) = F. Маємо суперечність. 

Замикання формули Φ із вільними іменами x1, ..., xn – це замк-
нена формула ∀x1...∀xn Φ. 

Замикання формули Φ зазвичай позначаємо Φ .  

Теорема 4.1.1 (замикання). Для кожних АС A та формули Φ 
маємо: A |= Φ ⇔ A |=Φ . 

Класичні алгебраїчні системи. Розглянемо деякі важливі 
поняття, які стосуються семантичних моделей мови логіки – 
алгебраїчних систем. 

АС B = (B, σ) називають розширенням АС A = (A, σ), якщо 
A ⊆ B та hA ⊆ hВ для всіх h∈σ.  

Тоді АС A називають звуженням АС B.  
Також у цьому випадку A називають підсистемою АС B, а 

B – надсистемою АС A.  
Цей факт позначатимемо A ⊆ B.  
Множина С ⊆ А утворює підсистему C = (C, σ) системи 

A = (A, σ), якщо множина C замкнена відносно базових функцій 
fA, f∈σ.  

Hе для кожної С ⊆ А можна говорити про підсистему (C, σ). 

Приклад 4.1.12. Для АС (N, σ), де σ = {+, =}, а + та = інтер-
претуються як відповідні функції на N, множина непарних чисел 
Nн ⊆ N незамкнена відносно +, тому Nн не утворює підсистеми. 
Водночас множина парних чисел Nп ⊆ N утворює власну під-
систему (Nп, σ) системи (N, σ). 

Нехай множини А1 ⊆ А та А2 ⊆ А замкнені відносно всіх базо-
вих функцій АС (A, σ). Тоді А1∩А2 теж замкнена відносно всіх 
базових функцій АС (A, σ), якщо тільки А1∩А2 ≠∅.  

Отже, якщо (A1, σ) та (A2, σ) – підсистеми системи (A, σ), то 
або (А1∩А2, σ) – підсистема системи (A, σ), або А1∩А2 = ∅.  

Підсистему (А1∩А2, σ) назвемо перетином підсистем (A1, σ) та 
(A2, σ). 
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Теорема 4.1.2. Нехай М – перетин носіїв усіх підсистем сис-
теми (A, σ). Тоді М утворює підсистему (М, σ) або М = ∅.  

Таку (М, σ) назвемо найменшою підсистемою системи (A, σ).  
Якщо сигнатура σ містить КС, то (A, σ) гарантовано має най-

меншу підсистему.  
Нехай {Aα}α∈J – множина носіїв усіх підсистем АС A = (A, σ). 

Для довільної В ⊆ А множина 
I

,С А
∈

= α
α
  де Ι = {α∈J | В⊆Аα}, є 

найменшою множиною, замкненою відносно всіх базових функ-
цій системи A = (A, σ). Така С визначає АС (С, σ), яку називають 
підсистемою системи (A, σ), породженою множиною В.  

Якщо при цьому С = A, то кажуть, що АС (A, σ) породжу-
ється підмножиною В ⊆ А.  

Приклад 4.1.13. Підсистема (Z+, {1, +, =}) АС (N, {1, +, =}) 
породжується довільною підмножиною множини Z+, яка містить 
1. Найменшою такою підмножиною є {1}. 

Приклад 4.1.14. Система (N, {+, =}) породжується мно-
жиною {0, 1}.  

Приклад 4.1.15. Система N = (N, {0, 1, +, ×, =}) породжу-
ється множиною {0, 1}. Наявність КС 0 та 1 зумовлює те, що в 
кожній підсистемі такої системи носій містить 0 та 1, але тоді 
підсистема збігається з усією системою. Отже, така система влас-
них підсистем не має. 

Приклад 4.1.16. Система (Z+, {+, =}) має підсистеми вигляду 
(kZ+, {+, =}), де kZ+={kx | x∈Z+}, для довільних k∈Z+.  

 
 
Запитання для самоконтролю 

1. Який предикат ми називаємо основою X-арного предиката?  
2. Що є семантичними моделями класичної логіки першого 

порядку? 
3. Що таке класична АС і що таке класична АС із доданою 

сигнатурою?  
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4. Опишіть алфавіт класичної мови першого порядку.  
5. Що таке логiчні символи і що таке нелогiчні символи мови 

першого порядку? 
6. Що таке сигнатура мови першого порядку? 
7. Дайте визначення терму мови першого порядку.  
8. Дайте визначення формули мови першого порядку.  
9. У чому полягають вiдмiнностi мов першого порядку? 
10. Що таке розширення мови першого порядку; звуження 

мови першого порядку? 
11. Дайте визначення мови арифметики. Що таке арифмети-

чний терм; арифметична формула? Наведіть приклади. 
12. Дайте визначення мови теорії множин Lset. Наведіть при-

клади формул мови Lset.  
13. Дайте визначення мови теорії впорядкованих множин 

Lord. Наведіть приклади формул мови Lord.  
14. Що таке область дії квантора? 
15. Дайте визначення зв’язаного та вільного входження 

змінної у формулу.  
16. Дайте визначення вільної змінної формули.  
17. Дайте визначення замкненого терму. Наведіть приклади. 
18. Дайте визначення замкненої формули. Наведіть приклади. 
19. Що таке колізія? Як уникати колізій?  
20. За якої умови терм допустимий для заміни вільної змінної 

у формулі? 
21. Що таке інтерпретація (модель) мови першого порядку? 
22. Як інтерпретуються символи мови першого порядку?  
23. Як визначається відображення інтерпретації термів і фо-

рмул мови першого порядку? 
24. Дайте визначення формули, істинної при інтерпретації  

на АС A.  
25. Дайте визначення всюди істинної формули.  
26. Дайте визначення формули, виконуваної при інтерпрета-

ції на A.  
27. Дайте визначення виконуваної формули.  
28. Що таке замикання формули?  
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29. Сформулюйте теорему замикання. 
30. Що таке розширення АС; звуження АС; підсистема; над-

система? 
31. За якої умови множина С ⊆ А утворює підсистему 

C = (C, σ) алгебраїчної системи A = (A, σ)? Наведіть приклади.  
32. Що таке перетин підсистем? 
33. Що таке найменша підсистема АС? Чи завжди вона існує? 

Наведіть приклади.  
34. Дайте визначення підсистеми АС (A, σ), породженої мно-

жиною В ⊆ А.  
 
Вправи 

1. Наведіть строге доведення теореми 4.1.1 (замикання). 
2. Доведіть теорему 4.1.2.  
3. Доведіть чи спростуйте такі твердження: 

1) |= ∀x∃yA→∃y∀xA; 
2) |= ∃y∀xA→∀x∃yA;  
3) |= ∀xA∨∀xB→∀x(A∨B); 
4) |= ∀x(A∨B)→∀xA∨∀xB;  
5) |= ∃xA∨∃xB→∃x(A∨B); 
6) |= ∃x(A∨B)→∃xA∨∃xB; 
7) |= ∀xA&∀xB→∀x(A&B); 
8) |= ∀x(A&B)→∀xA&∀xB;  
9) |= ∃xA&∃xB→∃x(A&B); 
10) |= ∃x(A&B)→∃xA&∃xB. 

4. Доведіть, що AC (Z, {+, –, ×, =}) має найменшу підсистему 
({0}, {+, –, ×, =}). 

5. Доведіть, що система (N, {×, =}) не породжується жодною 
скінченною підмножиною B ⊆ N.  

6. Чи має найменшу підсистему АС (Z+, {+, =})? 
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4.2. Виразність у мовах першого порядку.  
Арифметичніcть 
 
Розглянемо приклади описів тверджень мовами першого порядку.  

Приклад 4.2.1. У силогістиці Арістотеля наведено такі основ-
ні форми простих висловлень (категоричні силогізми):  

A ( від лат. affirmo) – загальноствердне – кожне S є P;  
I (від лат. affirmo) – частково ствердне – деяке S є P;  
E (від лат. nego) – загальнозаперечне – жодне S не є P; 
O (від лат. nego) частково заперечне – деяке S не є P.  

Мовою першого порядку ці висловлення описуємо так: 
∀x(S(x)→P(x)); 
∃x(S(x)&P(x)) ∼ ∃x(S(x)&(S(x)→P(x))); 
∀x¬(S(x)&P(x)) ∼ ∀x(S(x)→¬P(x); 
∃x(S(x)&¬P(x)). 

Через області істинності відповідних предикатів ці вислов-
лення описуємо так: 

T(S) ⊆ T(P);  
T(S)∩T(P) ≠ ∅; 
T(S)∩T(P) = ∅; 
T(S) \ T(P) ≠ ∅. 

Із зазначених простих висловлень будуються модуси сило-
гізмів – правила виведення в сучасній термінології. Такі модуси 
мають два засновки та один висновок, їхній вигляд такий:  

A&B |– С.  
Приклади модусів силогізмів: 

Barbara кожне M є P & кожне S є M  кожне S є P; 
Festino жодне P не є M & деяке S є M  деяке S не є P; 
Baroco кожне P є M & деяке S не є M  деяке S не є P. 

Зазначимо, що в Арістотеля було 19 модусів, проте він не 
приймав порожності області істинності. З урахуванням цього 
маємо 15 правдивих античних модусів силогізмів.  
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Розглянемо приклади описів мовою теорії множин Lset.  

Приклад 4.2.2. 1. Предикат "x = ∅" виражається формулою 
¬∃y(y∈x).  

2. Предикат "x ⊆ y" виражається формулою ∀z(z∈x → z∈y). 
3. Предикат "x = y∪z" виражається формулою 

∀u(u∈x ↔ u∈y ∨ u∈z).  
4. Предикат "x = (y∩z) \ s" виражається формулою 

∀u(u∈x ↔ u∈y & u∈z & ¬u∈s ). 
5. Предикат "x = 2y " виражається формулою ∀u(u∈x ↔ u ⊆ y).  

Приклад 4.2.3. Наведемо власні аксіоми аксіоматичної теорії 
множин ZF. 

1. Aксіома пари: ∀x∀y∃u∀z(z∈u ↔ z = x ∨ z = y).  
2. Aксіома екстенсійності (об’ємності):  

∀x∀y(∀z(z∈x ↔ z∈y) → x = y).  
3. Aксіома нескінченності: ∃x (∅∈x & ∀y(y∈x → s(y)∈x);  

таке s(y) – наступник y;  
тут маємо: ∅∈x – це ∃u(u∈x & ¬∃v(v∈u);  
s(y)∈x – це ∃z(z∈x & ∀v(v∈z ↔ v∈y ∨ v = y). 

4) Aксіома регулярності (фундування):  
∃u u∈x → ∃y (y∈x & ¬∃z (z∈x & z∈y));  

це означає: x ≠ ∅  x має мінімальний елемент y (мінімальний у 
тому сенсі, що цей y не має з x спільного елемента). 

Приклад 4.2.4. Розглянемо моделювання натуральних чисел 
засобами Lset.  

Маємо 0 – це ∅; n +1 – це s(n), де z = s(y) задається так: 
∀v(v∈z ↔ v∈y ∨ v = y). 

Тут z = s(y) означає, що z є наступником y.  
Тоді 1 – це {∅}; 2 – це {0, 1}, тобто {∅, {∅}}; 3 – це {0, 1, 2}, 

тобто {∅, {∅}, {∅, {∅}}} etc.  

Виразність. Нехай A = (A, σ) – АС, L – мовa сигнатури σ. 
Предикат Р на A виразний формулою Φ мови L, якщо Р – 

предикат ΦA.  
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Предикат Р на A виразний в АС A, якщо Р виразний деякою 
формулою Φ мови L.  

Отже, предикат Р на A виразний в АС A, якщо існує формула 
Φ мови L така: Р = ΦA. Це означає можливість описати цей пре-
дикат за допомогою відповідної мови першого порядку. 

Множина, що є областю істинності предиката, виразного в 
АС A, називається виразною в АС A множиною. Формула, що 
виражає цей предикат, виражає його область істинності.  

Зауважимо, що для виразності множин вигляду M ⊆ An ми вико-
ристовуємо n-арні предикати, які є основами відповідних X-арних 
предикатів. У цьому розумінні предикати "x парне", "y парне", "z 
парне" виражають множину натуральних парних чисел. 

Функція, графік якої – виразна в АС A множина, називається 
виразною в АС A функцією. 

Звідси безпосереднє визначення:  
формула Φ виражає функцію f(x1,…, xn), якщо Φ виражає  
предикат "z = f(x1,…, xn)".  
Зрозуміло, що залежно від вибору змінної для значення функ-

ції маємо різні такі предикати та різні формули: наприклад, 
"u = f(x1,…, xn)", "r = f(x1,…, xn)" тощо. 

Приклад 4.2.5. Предикати "x=0" та "x=1" в АС (N, {×, =}), 
(Q, {×, =}), (R, {×, =}) виражаються відповідно формулами 
∀y(x×y=x) та ∀y(x×y=y).  

Приклад 4.2.6. Предикат "x=0" в АС (N, {+, =}), (Z, {+, =}), 
R, {+, =}) виражається формулою x+x=x.  

Приклад 4.2.7. Предикати"x=1" та "x=2" виражаються в АС 
(N, {+, =}) формулами  
∀u∀v(x=u+v → u=u+u ∨ v=v+v) & ¬x=x+x та ∃z(z=1 & x = z+z).  

Приклад 4.2.8. Предикати "y = x+4" та "|x–y| = 2" виразні в АС 
(R, {y=x+2, =}) формулами  

∃z(y = z+2 & z = x+2) та y = x+2 ∨ x = y+2.  

Приклад 4.2.9. Предикат "|x–y| = 2" в АС (Z, {|x–y|=1, =}) ви-
ражається формулою  

∃z(|x–z|=1 & |z–y|=1 & ¬x=y).  
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Приклад 4.2.10. Предикати "z=x+1" та "z=x+2" виражаються 
в AC (Z, {< =}) формулами  

(x<z)&¬∃v(x<v&v<z) та ∃y(y=x+1 & z=y+1). 

Арифметичність. Множину натуральних чисел N з виділе-
ними константами 0 та 1, визначеними на N стандартними бі-
нарними функціями додавання + і множення × та стандартним 
предикатом рівності, назвемо стандартною інтерпретацією, 
або стандартною моделлю мови арифметики. Інакше кажучи, 
стандартна інтерпретація Lar – це АС N = (N, σar).  

Зауважимо, що при iнтерпретації Lar на стандартній моделі 
N = (N, σar) іменами натуральних чисел можуть бути замкнені 
терми 0, 1, 1+1, ..., 1+...+1, ... Таке ім'я натурального числа n по-
значатимемо .п   

Зрозуміло, що 0 0,=  1 1,=  1 1n п+ = +  для n≥1.  
Істинна арифметична формула (ІАФ) – це арифметична фор-

мула, яка істинна на N. 
Кожна всюди істинна арифметична формула є ІАФ, але не 

кожна ІАФ усюди істинна.  
Наприклад, формула ¬∃x(x+1 = 0) є ІАФ, водночас ця фор-

мула не є істинною на Z = (Z, σar) та на R = (R, σar). 
Предикати, множини та функції, виразні в N = (N, σar), на-

звемо арифметичними.  
Отже, функція f арифметична, якщо її графік Γf є арифметич-

ною множиною.  
Звідси маємо: арифметична формула Φ виражає функцію 

f(x1,…, xn)", якщо Φ виражає предикат "z = f(x1,…, xn)".  
Зауважимо, що коли мова йде про арифметичні множини, то 

за умовчанням розглядають множини вигляду L ⊆ Nm. Такі мно-
жини є областями істинності m-арних предикатів, які є основами 
відповідних X-арних предикатів.  

Приклад 4.2.11. Клас арифметичних множин замкнений що-
до операцiй ∪, ∩ та доповнення. 

Справді, нехай множини A та B виражаються арифметичними 
формулами Φ та Ψ. Тоді A∪B, A∩B та А  виражаються відпо-
відно арифметичними формулами Φ∨Ψ, Φ&Ψ та ¬Φ. 
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Приклад 4.2.12. Предикати "x є парним числом" та "x кратне 
5" арифметичні, вони виражаються формулами ∃y(x = y+y) та 
∃y(x = y+y+y+y+y).  

Приклад 4.2.13. Предикат "x є простим числом" виражається 
арифметичною формулою ∀y∀z(x=y×z → y=1 ∨ z=1)&¬x=1, тому 
він арифметичний.  

Приклад 4.2.14. Предикати "x≤y" та "x<y" арифметичні, 
оскільки вони виражаються арифметичними формулами 
∃z(x+z = y) та ∃z(x+z = y & x ≠ y).  

Використовуючи приклад 4.2.14, у записах арифметичних 
формул надалі вживатимемо скорочення вигляду x≤y та x<y. 

Приклад 4.2.15. Предикат "x≤y" в АС N = (N, σar), R = (R, σar) 
та Z = (Z, σar) виражається різними арифметичними формулами. 
Справді, для N маємо формулу ∃z(x + z = y); для R маємо фор-
мулу ∃z(x + z×z = y); для Z маємо формулу 
 ∃z∃u∃v∃w(x + z×z + u×u + v×v + w×w = y).  

Приклад 4.2.16. Арифметичними є такі предикати:  
1) предикат "x ділиться на у" позначимо x / y; він виражається 

формулою ∃z(x=y×z);  
2) предикат "z є спільним дільником x та y" виражається фор-

мулою x / z & y / z. 

Приклад 4.2.17. Арифметичними є такі функції (указуємо 
змінну z для значення функції):  

1) функції x+y, x×y, x–y виражаються арифметичними форму-
лами z = x+y, z = x×y, y+z = x; 

2) функція z = [x/y] виражається арифметичною формулою 
z×y ≤x & x<(z+1)×y;  

3) функція z = mod(x, y) виражається арифметичною форму-
лою ∃u(x = z+u×y & z<y);  

4) функція [ ]z х=  виражається арифметичною формулою 
z×z ≤x & x<(z+1)×(z+1); 
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5) функція z = НСD (x, y) виражається арифметичною форму-
лою (x / z & y / z) & ∀u(x / u & y / u → u ≤ z).  

Приклад 4.2.18. Арифметичними є такі складні функції:  
1) функція mod( ,[ ])=z x y  виражається формулою  

( mod( , ) & [ ]);a z x a a y∃ = =  
2) функція [mod( ,[ ]) / ]=z x y t  виражається формулою  

( [ / ]& mod( , ) & [ ]).a b z a t a x b b y∃ ∃ = = =  

Приклад 4.2.19. Нехай p(v) – це формула із прикладу 4.2.13, 
яка виражає предикат "v є простим числом". Тоді арифметична 
формула ∀x(∃u(x = u+u & u ≥ 1+1) → ∃y∃z(x = y+z & p(y) & p(z))) 
стверджує: "кожне парне число, більше за 2, є сумою двох прос-
тих чисел". Це відома проблема Гольдбаха – Ейлера, вона до 
сих пір не розв’язана. Зауважимо, що слабшу (тернарну) проб-
лему Гольдбаха "кожне непарне число, більше за 5, є сумою 
трьох простих чисел" розв’язав перуанський математик Га-
ральд Гелфґот у 2013 р. 

Скінченно-істинність. Вважаємо зафіксованою деяку 1-по-
рядкову мову сигнатури σ. 

Формула Φ k-iстинна, якщо A |= Φ для кожної k-елементної 
інтерпретації A. 

Формула Φ скiнченно-iстинна, якщо Φ є k-істинною для кож-
ного k > 0.  

Отже, скінченно-істинна формула є істинною при кожній 
скінченній інтерпретації. 

Приклад 4.2.20. Позначимо Ek формулу 
∃x1...∃xk ((x1 ≠ x2)&...&(x1 ≠ xk)&(x2 ≠ x3)&...&(xk–1 ≠ xk));  

вона стверджує, що існує ≥k різних елементів області інтер-
претації.  

Формулу ∃x1∃x2...∃xk позначимо Gk, вона стверджує, що існує 
≤k різних елементів області інтерпретації.  

Отже, Ek є n-істинною для всіх n ≥ k; Gk є n-істинною для всіх 
1 ≤ n ≤ k.  
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Звідси мaємо: формула Ek&Gk k-істиннa, причому вона не є  
n-істинною для кожного n ≠ k. 

Приклад 4.2.21. Існують скiнченно-iстинні, проте не всюди 
iстинні формули першого порядку. 

Розглянемо формулу S вигляду S1&S2&S3, де S1 має вигляд 
∀x¬Φ(x, x), S2 має вигляд ∀x∀y∀z (Φ(x, y)&Φ(y, z) → Φ(x, z)), S3 
має вигляд ∀x∃yΦ(x, y). Така S замкнена. 

Нехай Φ(x, y) – арифметична формула ∃z(x + z = y & x ≠ y), 
тобто Φ(x, y) виражає предикат "x < y" на N.  

Тоді N |= S, звідки N |≠ S, тому замкнена формула ¬S не є 
всюди істинною. 

Якщо ¬S не є скінченно-істинною, то для деякої скінченної 
A = (A, σ) маємо A |≠¬S, звідки (S замкнена) A |= S. Тому A |= S1, 
A |= S2 та A |= S3. Формули S1 та S3 задають умови рефлексивнос-
ті й транзитивності для ΦА, тому Φ можна інтерпретувати як 
предикат "<" на A. Тоді S3 гарантує існування нескінченного лан-
цюга a0 < a1 < ...< an <... елементів A, починаючи з довільного 
a0∈A. Отже, A нескінченна. Маємо суперечність, тому ¬S – скін-
ченно-істинна. 

Приклад 4.2.22. Формула ∃x Q(x) & ∀u∀v(Q(u)&Q(v) → u = v) 
стверджує, що існує єдиний елемент області інтерпретації, який 
має властивість Q. 

Приклад 4.2.23. Формула  
∃x∃y∃z (x ≠ y & x ≠ z & y ≠ z & Q(x) & Q(y) & Q(z)) стверджує, 

що існує ≥3 різних елементів області інтерпретації, які мають 
властивість Q. 

Приклад 4.2.24. Формула 
∃x∃y∃z (Q(x) & Q(y) & Q(z) & ∀u(Q(u) → u = x ∨ u = y ∨ u = z))  
стверджує, що існує ≤3 різних елементів області інтерпретації, 
які мають властивість Q. 

Приклад 4.2.25. Формула  
∃x∃y∃z (x ≠ y & x ≠ z & y ≠ z & Q(x) & Q(y) & Q(z) & 
& ∀u(Q(u) → u = x ∨ u = y ∨ u = z)) 
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стверджує, що існують рівно 3 різні елементи області інтер-
претації, які мають властивість Q.  

Приклад 4.2.26. Формула ∃zQ(z) & ∀x(Q(x) → ∃y(Q(y) & x< y)) 
при інтерпретації на N стверджує нескінченність множини чи-
сел, які мають властивість Q. 

 
 
Запитання для самоконтролю 

1. Дайте визначення предиката, виразного в АС.  
2. Дайте визначення множини, виразної в АС.  
3. Дайте визначення функції, виразної в АС.  
4. Що таке стандартна модель мови арифметики?  
5. Дайте визначення істинної арифметичної формули. 
6. У чому полягає різниця між істинними арифметичними 

формулами та всюди істинними арифметичними формулами?  
7. Дайте визначення арифметичного предиката, арифметич-

ної множини, арифметичної функції.  
8. Що таке k-iстинна формула?  
9. Що таке скінченно-істинна формула?  
10. Як співвідносяться класи скінченно-істинних та всюди  

істинних формул? 
 
Вправи 

1. Наведіть приклади "природних" двоелементних інтер-
претацій Lar. 

2. Опишіть мовою першого порядку наведені вислови авторст-
ва [6, 8] відомих логіків та з’ясуйте істинність отриманих формул. 

1) (Л. Керрол). Деякі птахи, що гордяться своїм хвостом, 
не можуть співати. Жодна птаха, окрім пави, не гордиться 
своїм хвостом. Отже, деякі пави не можуть співати. 
2) (Л. Керрол). Усі леви люті. Деякі леви не п’ють каву. 
Отже, деякі з любителів кави не люті. 
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3) (Л. Керрол). Золото важке. Ніщо, окрім золота, не може 
змусити його мовчати. Отже, ніщо легке не може змусити 
його мовчати. 
4) (Л. Керрол). Деякі подушки м’які. Жодна кочерга не 
м’яка. Отже, деякі кочерги – не подушки. 
5) (Л. Керрол). Лише хоробрий гідний слави. Деякі хваль-
ки – боягузи. Отже, деякі хвальки не гідні слави. 
6) (С. Кліні). Цьому ніхто не повірить. Отже, суддя цьому 
не повірить. 
7) (С. Кліні). Дурень був би на це здатен. Я на це не зда-
тен. Отже, я не дурень. 
8) (С. Кліні). Надія ще не втрачена. Отже, ще не все втрачено. 
9) (С. Кліні). Усі політики – актори. Деякі актори – лице-
міри. Отже, деякі політики – лицеміри. 
10) (С. Кліні). Кожний, хто може розв’язати цю задачу, – 
математик. Кебот не може її розв’язати. Отже, Кебот не 
математик.  
11) (М. Непейвода). Не всі політики пройдисвіти. Усі прой-
дисвіти розумні. Отже, деякі політики дурні. 
12) (М. Непейвода). Ті студенти, які щось учили, розв'я-
зали деякі задачі. Андрій не розв’язав жодної задачі.  
Отже, Андрій нічого не вчив.  
13) (М. Непейвода). Усі жарти мають смішити людей. 
Жодна постанова уряду не є жартом. Отже, жодна поста-
нова уряду не має смішити людей. 
14) (А. де Морган) Людина є твариною. Отже, кожна го-
лова людини є головою тварини (наведено в 1847 р. як 
приклад міркування, яке виходить за межі силогістики 
Арiстотеля).  

3. Укажіть формули належної мови, що виражають предикати:  
1) "mod(x, 3) = 0", "x парне", "x непарне" в АС (Z; {+, =});  
2) "y = x+9" в АС (N, {y = x+3, =});  
3) "|x–y| = 6" в АС (R; "|x–y| = 2, =});  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



111 

4) "x = 0" та "x = 1" в АС (N; <, =});  
5) "x = 1" та "x = –1" в АС (Z; {×, =});  
6) "x = 1" та "x = z×y" в АС (R; {+, "y = x2", =}).  

4. Укажіть формули Lset, які виражають:  
1) "X ⊂ Y"; 
2) "X = Y\(Z∪S)"; 
3) "X = Y∩(Z\S)"; 
4) "X∩Y = Z \ S"; 
5) "Z∪S = 2X \ Y". 

5. Укажіть формули Lar, що виражають предикати:  
1) "існує більше чотирьох парних чисел"; 
2) "існує не менше чотирьох непарних чисел"; 
3) "існує не більше двох повних кубів"; 
4) "існує менше трьох повних квадратів"; 
5) "не існує простих чисел, кратних 4"; 
6) "існують прості числа, кратні 5"; 
7) "існують рівно 2 непрості числа, кратні 4"; 
8) "існує менше 4 повних квадратів, кратних 5"; 
9) "існують принаймні 3 непарні прості числа"; 
10) "існують рівно 3 парні числа, що є точними кубами"; 
11) "існує більше 2 простих чисел, не кратних 3"; 
12) "неправильно, що існують рівно 2 числа, що є сумою  
4 квадратів"; 
13) "існує менше чотирьох парних непростих чисел"; 
14) "існує більше двох чисел, що є сумою трьох кубів"; 
15) "множина непарних чисел нескінченна"; 
16) "існує єдине парне просте число". 

6. Наведіть формули Lar, що виражають функції:  
1) = −z x y ;  
2) | |= −z x y ; 
3) 3[ ]=z y ;  
4) z = mod(х, [y/u]);  
5) z = НСК (x, y);  
6) z = НСD (x, [y/u]);  
7) z = [x / НСK(y, v)]);  
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8) z = [ ( , ) ]HCK х y ;  

9) z = НСD ([ ]х , y);  
10) r = НСK (x, [ [ / ]]y z );  

11) r = [НСD (x, y) /[ ]z ];  
12) r = [ ([ / ], )]HCD х y z .  
 
 

4.3. Відношення логічного наслідку.  
Еквівалентні перетворення формул 
 
Тавтології мови першого порядку. Тавтології – це форму-

ли, які мають структуру тавтологій пропозиційної логіки. У мо-
вах першого порядку поняття тавтології вводиться подібно до 
поняття тавтології мови РНЛ.  

Формула пропозиційно нерозкладна, якщо вона атомарна або 
має вигляд ∃xΦ.  

Нехай Fr0 – множина пропозиційно нерозкладних формул 
мови першого порядку L. Зрозуміло, що кожна формула мови 
або пропозиційно нерозкладна, або її отримують із пропозицій-
но нерозкладних формул за допомогою символів ¬ та ∨.  

Iстиннiсна оцінка мови L – це довільне тотальне відображен-
ня τ : Fr0 →{T, F}.  
Часткова істиннісна оцінка мови L – це довільне відобра-

ження υ : Ps → {T, F}.  
Продовжимо до υ : Fp → {T, F} так:  

,   якщо  ( ) ,
( ) ,   якщо  ( ) ,

 невизначене,  якщо  ( ) невизначене. 

T F
F T

υ Φ =υ ¬Φ = υ Φ =
υ Φ

  

,   якщо  ( )   або  ( ) ,
( ) ,   якщо  ( )   та  ( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках. 

T T T
F F F

υ Φ = υ Ψ =υ ∨ΦΨ = υ Φ = υ Ψ =


 

Формула Φ – тавтологiя, якщо τ(Φ) = T при кожній істин-
нісній оцінці мови τ.  
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Для тавтологій мови першого порядку маємо властивості, 
аналогічні властивостям тавтологій мови РНЛ. 

Твердження 4.3.1. Φ – тавтологiя ⇔ для кожної часткової 
істиннісної оцінки υ маємо υ(Φ) = T або υ(Φ)↑.  

Наслідок 4.3.1. Φ – не тавтологiя  υ(Φ) = F для деякої част-
кової істиннісної оцінки υ.  

Кожна тавтологія мови першого порядку є всюди істинною 
формулою, але зворотне неправильне.  

Приклад 4.3.1. Усюди істинні формули x = x, ∃x∃yΦ→∃y∃xΦ – 
не тавтології. 

Відношення логічного наслідку та логічної еквівалент-
ності. На множині формул мови першого порядку введемо від-
ношення тавтологічного наслідку |=t , логічного наслідку |=, 
слабкого логічного наслідку ||=, тавтологічної еквівалентності ∼t 
та логічної еквівалентності ∼.  

Ψ є тавтологiчним наслiдком Φ (позн. Φ |=t Ψ), якщо Φ→Ψ – 
тавтологiя. 

Φ та Ψ тавтологiчно еквiвалентнi (позн. Φ ∼t Ψ), якщо 
Φ |=t Ψ та Ψ |=t Φ  

Ψ є логiчним наслiдком Φ (позн. Φ |= Ψ), якщо Φ→Ψ усюди 
істинна. 

Φ та Ψ логiчно еквiвалентнi (позн. Φ ∼ Ψ), якщо Φ |= Ψ та 
Ψ |= Φ. 

Φ ∼ Ψ ⇔ формули Φ→Ψ та Ψ→Φ усюди істинні. 
Ψ є слабким логiчним наслiдком формули Φ (позн. Φ ||= Ψ), 

якщо для всіх інтерпретацій A  
A |= Φ  A |= Ψ. 

Логічний наслідок із ∅ означає істинність без умов. Тому за-
мість ∅ |=t Φ, ∅ |= Φ, ∅ ||= Φ пишемо відповідно |=t Φ, |= Φ, ||= Φ. 

Приклад 4.3.2. Основні властивості відношень |=t, |=, ||=, ∼t, ∼: 
1) відношення |=t, |=, ||= рефлексивні й транзитивні; 
2) відношення ∼t та ∼ рефлексивні, транзитивні й симетричні; 
3) Φ – тавтологія ⇔ |=t Φ;  
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4) Φ усюди істинна ⇔ |= Φ ⇔ ||= Φ; 
5) Φ ∼t Ψ ⇔ Φ↔Ψ – тавтологія; 
6) Φ ∼ Ψ ⇔ |= Φ↔Ψ ⇔ |= Φ→Ψ та |= Ψ→Φ; 
7) Φ |=t Ψ  Φ |= Ψ; 
8) Φ|=Ψ  Φ||=Ψ.  
Зауважимо, що п. 4 дає обґрунтування позначення |= Φ для 

того, що Φ усюди істинна. 

Приклад 4.3.3. Не завжди маємо Φ |= Ψ  Φ |=t Ψ.  
Справді, ∃x∃y x = y |= ∃y∃x x = y, проте ∃x∃y x = y |≠t ∃y∃x x = y.  
Приклад 4.3.4. Не завжди маємо Φ ||= Ψ  Φ |= Ψ.  
Маємо x = 0 ||= ∀x x = 0 за теоремою замикання. Однак 

(x = 0)N(0) = T, (∀x(x = 0))N(0) = F, тому (x = 0→∀x(x = 0))N(0) = F, 
звідки x = 0 |≠ ∀x x = 0.  

Приклад 4.3.5. Якщо х не вільне в Ψ, то Φ→Ψ ||= ∃xΦ→Ψ.  
Нехай Х – множина вільних імен формули Φ→Ψ. Нехай маємо 

супротивне: існує A = (A, σ) така, що A |= Φ→Ψ та A |≠ ∃xΦ→Ψ. 
Тоді існує d∈AX таке, що (∃xΦ→Ψ)А(d) = F, звідки (∃xΦ)А(d) = Т та 
ΨА(d) = F. Згідно з (∃xΦ)А(d) = Т маємо ΦА(d∇хb) = Т для деякого 

b∈A. Однак х не вільне в Ψ, тому ΨА(d∇хb) = ΨА(d) = F. Звідси 

(Φ→Ψ)А(d∇хb) = F, що суперечить A |= Φ→Ψ.  

Приклад 4.3.6. З’ясуємо, чи правильно |= ∃xA∨B→A∨∃xB. 
Конкретизуємо A та B як арифметичні формули x=0 та x≠x. 
Тоді ∃xA∨B→A∨∃xB конкретизується як Φ(x):  
∃x x=0 ∨ x≠x → x=0 ∨ ∃x x≠x.  
Маємо ΦN(1) = F  N |≠ Φ, що спростовує |= ∃xA∨B→A∨∃xB.  

Приклад 4.3.7. З’ясуємо, чи правильно |= A&∀xB→∀xА&B.  
Конкретизуємо A та B як арифметичні формули x=0 та x=x. 
Тоді A&∀xB→∀xА&B конкретизується як Φ(x):  
x=0 &∀x x=x →∀x x=0 & x=x.  

Маємо ΦN(0) = F  N |≠ Φ, що спростовує 
|= A&∀xB→∀xА&B.  
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Приклад 4.3.8. З’ясуємо, чи правильно |= ∀xA∨∃xB→∃xA∨∀xB.  
Конкретизуємо A та B як арифметичні формули x≠x та x=0. 
Тоді ∀xA∨∃xB→∃xA∨∀xB конкретизується як Φ(x):  

∀x x≠x ∨ ∃x x=0 → ∃x x≠x ∨ ∀x x=0.  
Маємо N |≠ Φ, що спростовує |= ∀xA∨∃xB→∃xA∨∀xB. 

Приклад 4.3.9. З’ясуємо, чи правильно A→B |= ∃хA→∃xB.  
Конкретизуємо A та B як арифметичні формули x=0 та x≠x. 
Тоді A→B та ∃хA→∃xB конкретизуються як θ(x):  

x=0 → x≠x та Φ(x): ∃х x=0 → ∃х x≠x.  
Маємо (θ→Φ)N(1) = F  N |≠ θ→Φ  θ |≠ Φ, що спростовує 

A→B |= ∃хA→∃xB.  

Приклад 4.3.10. З’ясуємо, чи правильно A→B |= ∀хA→∀xB.  
Конкретизуємо A та B як арифметичні формули x=x та x=0.  
Тоді A→B та ∀хA→∀xB конкретизуються як  

θ(x): x=x → x=0 та Φ(x): ∀х x=x → ∀х x=0.  
Маємо (θ→Φ)N(0) = F  N |≠ θ→Φ  θ |≠ Φ, що спростовує 

A→B |= ∀хA→∀xB.  

Приклад 4.3.11. З’ясуємо, чи правильно:  
a) |= ∃x(P&Q) → ∃xP&Q;  
b) |= ∃xP&Q → ∃x(P&Q);  
c) ∀xP→∃xQ ||= ∀xP→Q.  

a) Конкретизуємо P та Q як арифметичну формулу x=0. 
Тоді ∃x(P&Q) → ∃xP&Q конкретизується як Φ(x):  
∃x(x=0 & x=0) → ∃x x=0 & x=0. 

Маємо ΦN(1) = F  N |≠ Φ, що спростовує 
|= ∃x(P&Q) → ∃xP&Q. 

b) Конкретизуємо P та Q як арифметичні формули x=0 та x≠0. 
Тоді ∃xP&Q → ∃x(P&Q) конкретизується як Φ(x):  
∃x x=0 & x≠0 → ∃x(x=0 & x≠0). 

Маємо ΦN(0) = F  N |≠ Φ, що спростовує  
|= ∃xP&Q → ∃x(P&Q).  
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с) Конкретизуємо P та Q як арифметичні формули x=x та x=0. 
∀xP→∃xQ та ∀xP→Q конкретизуються як θ:  
∀x x=x →∃x x=0 та Φ(x): ∀x x=x → x=0. 
Маємо N |= θ та ΦN(1) = F, тому N |≠ Φ, звідки θ ||≠ Φ, тому 

спростовано ∀xP→∃xQ ||= ∀xP→Q. 

Еквівалентні перетворення формул. Основою еквівалентних 
перетворень формул є теорема еквівалентності. Вона втілює ха-
рактерний для традиційної логіки і математики принцип заміни 
рівних на рівні, незважаючи на контексти, що засвідчує екстенсіо-
нальний характер традиційної логіки. Цей принцип може не ви-
конуватись для логік інтенсіонального типу, зокрема модальних. 

Теорема 4.3.1 (еквівалентності). Нехай Φ' отримана з форму-
ли Φ заміною деяких входжень формул Φ1,..., Φn на Ψ1,..., Ψn, 
вiдповiдно. Якщо Φ1 ∼ Ψ1, ..., Φn ∼ Ψn, то Φ ∼ Φ'.  

За наявності в мові логіки функціональних символів та сим-
волу рівності додатково маємо теореми рівності. 

Теорема 4.3.2 (рівності для термів). Нехай терм τ' отримано з 
терму τ замiною деяких входжень термів t1,..., tn на терми s1,..., sn, 
вiдповiдно. Якщо |=t1 = s1, ..., |=tn = sn , то |=τ = τ'.  

Теорема 4.3.3 (рівності для формул). Нехай Φ' отримана з фо-
рмули Φ замiною деяких входжень термів t1,..., tn на терми s1,..., 
sn, вiдповiдно. Якщо |=t1 = s1, ..., |=tn = sn, то Φ ∼ Φ'. 

Формула Φ перебуває у прeнeкснiй формi, або Φ є прeнeкс-
ною формулою, якщо Φ має вигляд Qx1 ...Qxn B, де Qxk – кванто-
рний префікс ∃xk або ∀xk , B – безкванторна формула, яку нази-
вають матрицeю формули Φ.  

Якщо Φ безкванторна, то вона вже перебуває у пренексній формі.  
Коли ідеться про пренексну форму, то ∀x не прийнято вира-

жати через ¬ та ∃x.  

Теорема 4.3.4. 1) ∃xA ∼ ∃y Ax [y], якщо y не вільна в A;  
2) ¬∀xA ∼ ∃x¬A та ¬∃xA ∼ ∀x¬A;  
3) ∃xB∨C ∼ ∃x(B∨C) та ∀xB∨C ∼ ∀x(B∨C), якщо x не вільна в C.  
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Формула A′ називається варiантою формули A, якщо A′ мо-
жна отримати з A послідовними замінами такого типу: підфор-
мулу ∃xС замінюємо на ∃yСx[y], де y не вільне в С. 

Теорема 4.3.5 (про варіанту). Якщо A′ – варiанта формули A, 
то A ∼ A′.  

Уведемо пренексні операції над формулами, які дозволять 
кожну формулу перетворити до еквівалентної їй пренексної  
формули.  
Прeнeксними опeрацiями над формулою A назвемо операції:  
a) заміни A деякою її варіантою; 
b) заміни в A підформул вигляду ¬∃xB та ¬∀xB на ∀x¬B та 

∃x¬B, відповідно; 
c) заміни в A підформул вигляду QxB∨C на Qx(B∨С) та під-

формул вигляду C∨QxB на Qx(C∨B), якщо x не вільне в C.  
Пренексною формою формули A назвемо пренексну формулу 

A′, утворену з A за допомогою пренексних операцій. 

Теорема 4.3.6. Кожна формула має пренексну форму, причо-
му якщо A′ – пренексна форма формули A, то A ∼ A′.  

Можна ввести додаткові пренексні операції для &:  
d) заміни в A підформул вигляду QxB&C на Qx(B&С) та під-

формул вигляду C&QxB на Qx(C&B), якщо x не вільне в C.  
Побудову пренексних форм доцільно здійснювати в системі 

логічних операцій {¬, ∨, &,∃х, ∀х}.  
Можна також ввести додаткові пренексні операції для →: 
d) заміни в A підформул вигляду B→QxC на Qx(B→С), якщо 

x не вільне в B; 
заміни в A підформул вигляду ∃xB→C на ∀x(B→С) та під-

формул вигляду ∀xB→C на ∃x(B→С), якщо x не вільне в C.  
Проте доцільніше подавати → через ¬ та ∨.  
Водночас для ↔ подібних пренексних операцій немає. 

Приклад 4.3.12. Пренексна форма для формули 
∃z(x=y+z) → (x=y)∨∃z((x=y+z)&¬(z=0)). 

Записуємо послідовність еквівалентних перетворень: 
¬∃z(x=y+z)∨(x=y)∨∃z((x=y+z)&¬(z=0)) – подамо → через ¬ та ∨;  
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¬∃z(x=y+z)∨(x=y)∨∃t((x=y+t)&¬(t=0)) – операція a); 
∀z(¬ x=y+z)∨(x=y)∨∃t((x=y+t)&¬(t=0)) – операція b); 
∀z(¬ x=y+z)∨∃t(x=y ∨ x=y+t &¬(t=0)) – операція c); 
∀z∃t(¬ x=y+z ∨ x=y ∨ x=y+t &¬(t=0)) – операція с). 

Приклад 4.3.13. Пренексна форма для формули 
∃y∀xA(x,y) → ∀x∃yA(x,y).  

Записуємо послідовність еквівалентних перетворень: 
¬∃y∀xA(x,y) ∨ ∀x∃yA(x,y) – подаємо → через ¬ та ∨;  
¬∃y∀xA(x,y) ∨ ∀u∃zA(z,u) – операція a) – отримання варіанти;  
∀y∃x¬A(x,y) ∨ ∀u∃zA(z,u) – двічі b);  
∀y∃x(¬A(x,y) ∨ ∀u∃zA(z,u)) – двічі с) – виносимо ∀y та ∃x;  
∀y∃x∀u∃z (¬A(x,y) ∨ A(z,u))) – двічі с) – виносимо ∀u та ∃z. 
В отриманій пренексній формулі послідовність кванторів та 

сама, що й у різнокванторній варіанті початкової формули. За-
уважимо, що виконувати операції с) можна в іншій послідов-
ності, це дасть інші пренексні формули, проте в нашому прик-
ладі завжди ∀y має передувати ∃x, а ∀u має передувати ∃z.  

Наприклад, виконання операції с) в послідовності  
∀y∃x¬A(x,y) ∨ ∀u∃zA(z,u) ∼ ∀y(∃x¬A(x,y) ∨ ∀u∃zA(z,u)) ∼ 

∼ ∀y∀u(∃x¬A(x,y) ∨ ∃zA(z,u)) ∼ ∀y∀u∃x(¬A(x,y) ∨ ∃zA(z,u)) ∼ 
∼ ∀y∀u∃x∃z (¬A(x,y) ∨ A(z,u))  

дає пренексну формулу, у якій лише два блоки однотипних кван-
торів. Це найоптимальніший варіант: менше ніж два таких бло-
ки однотипних кванторів у нас отримати неможливо.  

Приклад 4.3.14. Пренексна форма формули 
∀xA(x) →∀y(∃zB(x,y,z) → ¬∀xA(x)&∃xC(x,y)). 

¬∀uA(u) ∨ ∀y(¬∃zB(x,y,z) ∨ ¬∀tA(t)&∃vC(v,y)) – різнокван-
торна варіанта;  

∃u¬A(u) ∨ ∀y(∀z¬B(x,y,z) ∨ ∃t¬A(t)&∃vC(v,y)) – операції b); 
∃u∀y∀z∃t ∃v(¬A(u) ∨ ¬B(x,y,z) ∨ ¬A(t)&C(v,y)) – операції с). 

Відношення логічного наслідку для множин формул. 
Відношення |=t для множин формул мови першого порядку 
визначається так, як для множин ПФ. Наведені у прикла-
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ді 2.1.5 властивості справджуються для множин формул мови 
першого порядку. 

Поширимо на множини формул відношення логічного  
наслідку |=.  

Нехай Γ⊆ Fr та Δ ⊆ Fr – деякі множини формул мови L.  
Позначимо Vf = fr(Γ∪Δ). 
Δ є наслідком Γ при інтерпретації A = (А, σ), що позначаємо 

Γ A|= Δ, якщо для всіх d∈AVf  

ΦА(d) = T для всіх Φ∈Γ  ΨА(d) = T для деякої Ψ∈Δ.  
Δ є логічним наслідком Γ, що будемо позначати Γ |= Δ, якщо  

Γ A|= Δ для всіх інтерпретацій A.  
Звідси випливає:  
Γ |≠ Δ ⇔ існують інтерпретація A = (А, σ) та d∈AVf такі: 
для всіх Φ∈Γ маємо ΦА(d) = T та для всіх Ψ∈Δ маємо ΨА(d) = F.  
Неформально, використовуючи інфінітарні диз’юнкцію та 

кон’юнкцію, те, що Γ |= Δ, можна подати так: Φ∈Γ∧ Φ |= Ψ∈Δ∨ Ψ . 
Якщо Γ та Δ скінченні, то цей вираз можна вважати строгим 

визначенням для Γ |= Δ у логіці першого порядку. 
Зокрема, {Φ1,..., Φn}|= Ψ ⇔ Φ1&…&Φn |= Ψ.  
Відношення |= логічного наслідку для множин формул реф-

лексивне, але не транзитивне.  
Нетранзитивність |= засвідчує повний аналог прикладу 3.3.6: 

Приклад 4.3.15. Маємо {Φ ∨ Ψ ∨ ¬Φ} |= {Φ ∨ Ψ, Ψ ∨ ¬Φ} та 
{Φ ∨ Ψ, Ψ ∨ ¬Φ} |= Ψ, водночас {Φ ∨ Ψ ∨ ¬Φ} |≠ Ψ.  

Для |= справджується теорема заміни еквівалентних.  

Теорема 4.3.7. Нехай Φ ∼ Ψ; тоді маємо: Φ, Γ |= Δ ⇔ Ψ, Γ |= Δ 
та Γ |= Δ, Φ ⇔ Γ |= Δ, Ψ.  

Властивостями відношення |= на пропозиційному рівні є мо-
нотонність, гарантована наявність логічного наслідку та власти-
вості декомпозиції формул.  

Приклад 4.3.16. Базові властивості рівня відношення |= на 
пропозиційному рівні:  

M) Γ ⊆ Λ та Δ ⊆ Σ  (Γ |= Δ Λ |= Σ) – монотонність;  
С) Φ, Γ |= Δ, Φ; 
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¬L) ¬Φ, Γ |= Δ ⇔ Γ |= Δ, Φ;  
¬R) Γ |= Δ, ¬Φ ⇔ Φ, Γ |= Δ; 
∨L) Φ∨Ψ, Γ |= Δ ⇔ Φ, Γ |= Δ та Ψ, Γ |= Δ;  
∨R) Γ |= Δ, Φ∨Ψ ⇔ Γ |= Δ, Φ, Ψ.  

Приклад 4.3.17. Властивості декомпозиції формул для по-
хідних зв’язок & та →: 

&L) Φ&Ψ, Γ |= Δ ⇔ Φ, Ψ, Γ |= Δ;  
&R) Γ |= Δ, Φ&Ψ ⇔ Γ |= Δ, Φ та Γ |= Δ, Ψ;  
→L) Φ→Ψ, Γ |= Δ ⇔ Γ |= Δ, Φ та Ψ, Γ |= Δ;  
→R) Γ |= Δ, Φ→Ψ ⇔ Φ, Γ |= Δ, Ψ.  

Новими для першопорядкових логік є властивості елімінації 
кванторів. Ці властивості спираються на теореми 4.3.8 та 4.3.9. 

Теорема 4.3.8. Нехай z∉nm(Γ∪Δ); тоді  
∃хΦ, Γ |= Δ ⇔ Φx[z], Γ |= Δ. 

Теорема 4.3.9. Для довільних A = (А, σ) та y∈V маємо:  
Γ |=A Δ, ∃хΦ ⇔ Γ |=A Δ, ∃хΦ, Φx[y].  

Приклад 4.3.18. Базові властивості елімінації кванторів: 
∃L) ∃хΦ, Γ |= Δ ⇔ Φx[z], Γ |= Δ за умови z∉nm(Γ∪Δ);  
∃R) Γ |= Δ, ∃хΦ ⇔ Γ |= Δ, ∃хΦ, Φx[y].  

Приклад 4.3.19. Похідні властивості елімінації квантора ∀х:  
∀L) ∀хΦ, Γ |=A Δ ⇔ ∀хΦ, Φx[y], Γ |=A Δ;  
∀R) Γ |= Δ, ∀хΦ ⇔ Γ |= Δ, Φx[z] за умови z∉nm(Γ∪Δ).  
 
 

Запитання для самоконтролю 

1. Що таке пропозиційно нерозкладна формула першого  
порядку?  

2. Як визначається істиннiсна оцінка мови першого порядку?  
3. Як визначається часткова істиннiсна оцінка мови першого 

порядку?  
4. Дайте визначення тавтології мови першого порядку. 
5. Як співвідносяться класи тавтологій і всюди істинних  

формул? 
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6. Дайте визначення тавтологiчного наслідку, тавтологiчної 
еквiвалентностi.  

7. Дайте визначення логічного наслiдку.  
8. Дайте визначення логічної еквiвалентностi.  
9. Дайте визначення слабкого логічного наслiдку.  
10. Укажіть основні властивості відношень |=t, |=, ||=, ∼t, ∼. 
11. Укажіть співвідношення між відношеннями |=t, |=, ||=.  
12. Сформулюйте теорему еквівалентності.  
13. Що таке варіанта? 
14. Сформулюйте теорему про варіанту. 
15. Дайте визначення прeнeксної формули. 
16. Опишіть прeнeкснi операції.  
17. Що таке прeнeксна форма формули? 
18. Сформулюйте теорему про прeнeксну форму. 
19. Дайте визначення відношення наслідку для множин фор-

мул при зазначеній інтерпретації. 
20. Дайте визначення відношення логічного наслідку для 

множин формул. 
21. Чи є відношення логічного наслідку для множин формул 

рефлексивним; транзитивним? 
22. Сформулюйте теорему заміни еквівалентних.  
23. Сформулюйте базові властивості рівня відношення |= на 

пропозиційному рівні.  
24. Сформулюйте властивості декомпозиції формул. 
25. Сформулюйте властивості елімінації кванторів. 
 
Вправи 

1. З’ясуйте, чи правильно:  
1) a) P→Q |= ∀xP→∀xQ;  

b) ∀xP→∀xQ |= P→Q;  
c) ∀xP→∀xQ ||= ∃xP→∃xQ; 

2) a) ∃xP→Q |= ∃x(P→Q);  
b) ∃x(P→Q) |= ∃xP→Q;  
c) ∀xP→∃xQ ||= P→∃xQ;  
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3) a) ∀x(P∨Q) |= ∀xP∨Q;  
b) |= ∀xP∨Q → ∀x(P∨Q);  
c) ∃xP→∃xQ ||= ∀xP→∀xQ.  

2. З’ясуйте, як співвідносяться щодо |= та ||= формули вигляду: 
1) A→B та ∃xA→∃xB;  
2) A→B та ∀xA→∀xB;  
3) ∀x(A∨B) та ∀xA∨∀xB;  
4) ∃xA&∃xB та ∃x(A&B);  
5) ∀x(A∨B) та ∀xA∨B;  
6) ∃xA∨B та ∃x(A∨B);  
7) ∀x(A&B) та ∀xA&B;  
8) ∃xA&B та ∃x(A&B);  
9) ∃x(A→B) та ∃xA→B;  
10) ∀x(A→B) та ∀хA→B;  
11) ∀xA→∃xB та A→B;  
12) ∃xA→∀xB та A→B;  
13) A∨B та ∃xA∨∀xB;  
14) ∀xA∨B та A∨∀xB;  
15) ∀x(A∨B) та ∃xA∨B;  
16) A&B та ∃xA&∀xB;  
17) ∀xA&B та A&∀xB;  
18) A∨∃xB та ∀xA&B. 

3. Наведіть відмінні від наведених у підрозділі приклади скін-
ченно-істинних, але не всюди істинних формул першого порядку. 

4. Укажіть пренексну форму для таких формул: 
1) ∀x¬∃yA(x,y) → ∀xB(x) → ¬∃yA(x,y); 
2) ¬∀xA(x)&∃xB(x)∨∀x(∀yC(x,y)→A(y)); 
3) ∀xA(x) → ∀y(∀zB(x,y,z) ↔ ¬∀xA(x)); 
4) ∀x∀yA(x,y)&∃xB(x) → ¬∃xA(x,y); 
5) ∃x¬∀yA(x, y) → ¬∃xB(x, y) → ∃yA(x, y); 
6) ¬∀xA(x)∨¬∃xB(x)∨∀x(∀yC(x, y, z)→A(y)); 
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7) ∃xA(x, y) → ∀y(∀zB(x, y, z)→¬∀x∀yA(x, y)); 
8) ∀x∃yA(x, y, z)&¬∃xB(x, y) → ∀xC(x, y); 
9) ∃xA(x) → ∃y(∀хB(x, y) ∨ ¬∀zC(x, z)→¬∃xC(x, y)); 
10) ∃z(x=y+z) → (x=y) ∨ ∃z((x=y+z)&¬(z=0)). 

5. Доведіть теорему заміни еквівалентних.  

6. Доведіть властивості декомпозиції формул. 

7. Доведіть властивості елімінації кванторів. 
 

 
4.4. Гомоморфізми алгебраїчних систем. 
Метод автоморфізмів 
 
Нехай A = (A, σ) та B = (B, σ) – класичні АС однієї сигнатури.  
Нехай ϕ : А → В. При розгляді X-арних функцій та предикатів 

таке ϕ природним чином продовжимо до ϕ : АX → ВX:  

ϕ([viаi]i∈I) = [viϕ(аi)]i∈I, де X = {аi}i∈I.  

При розгляді базових, n-арних функцій та предикатів, продов-
жуємо ϕ до ϕ : Аn →Вn так: ϕ(a1,..., an) = (ϕ(a1),..., ϕ(an)).  

Якщо ϕ : А→В – сюр'єкція, то ϕ–1(ВX) = АX.  
Гомоморфізм АС A в АС B – це відображення ϕ : А →В таке, 

що для всіх f∈Fs, р∈Рs, d∈Аn:  

ϕ(fA(d)) = fВ (ϕ(d))           (HF) 

рA(d) = Т  рВ(ϕ(d)) = Т         (HР) 
Гомоморфізм ϕ АС A в АС B повний, якщо (HP) замінюється 

сильнішою умовою: 
рA(d) = рВ(ϕ(d))            (ЕР) 

Повний гомоморфізм ϕ назвемо сильним гомоморфізмом, 
якщо ϕ сюр'єктивне.  

Повний гомоморфізм ϕ назвемо ізоморфізмом, якщо ϕ бієктивне.  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



124 

Для класичних АС якщо σ містить символ рівності =, то силь-
ний гомоморфізм стає ізоморфізмом: (ЕР) гарантує ін'єктивність 
ϕ, що за умови сюр'єктивності ϕ дає бієктивність ϕ.  

АС A та АС B ізоморфні, що будемо позначати A ≅ B, якщо 
існує ізоморфізм A у B.  

Відношення ≅  на множині АС одної сигнатури є відношен-
ням еквівалентності, тому таке визначення коректне.  

Ізоморфізм АС A в АС A назвемо автоморфізмом АС A.  
Кожна АС A = (A, σ) має тривіальний автоморфізм – тотожне 

відображення А → А.  
Приклад 4.4.1. Розглянемо АС A = ({5x | x∈N}, {+, =}) та 

B = ({2x | x∈N}}, {+, =}).  
Відображення 5( ) 2ϕ =x x  є бієкцією B→А, причому для +  

та = виконуються (HF) та (EР). Отже, ϕ є ізоморфізмом B у A.  
Відображення 2( ) 5xφ =  є бієкцією А→В, причому для + та = 

маємо (HF) та (EР). Отже, φ є ізоморфізмом A у B.  

Приклад 4.4.2. Задамо відображення ϕ : N →{0, 1}:  

{0,   якщо   парне,   ( ) 1,  якщо   непарне.
хx хϕ =  

Таке ϕ – гомоморфізм (N, {+, =}) в ({0, 1}, {+, =}), тому що 
для + та = маємо (HF) та (НР).  

Приклад 4.4.3. Розглянемо АС A = (Z, {+, =}). Тоді відобра-
ження ϕ(x) = –х є бієкцією Z →Z, причому для + та = маємо (HF) 
та (EР). Отже, ϕ є автоморфізмом АС A = (Z, {+, =}).  

Приклад 4.4.4. Опишіть усі автоморфізми АС  
R< = (R; {<,=}). 

Умова (ЕР) для предиката < має вигляд a < b ⇔ ϕ(a) < ϕ(b). 
Тому кожне бієктивне монотонно зростаюче відображення 
R → R є автоморфізмом АС R<.  

Відношення еквівалентності ≈ на множині А називають від-
ношенням конгруентності на АС A = (A, σ), якщо ≈ стабільне 
відносно базових функцій АС A.  
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Це означає: для кожного f∈Fs  
якщо a1 ≈ b1,…, an ≈ bn, то fA(a1,..., an) ≈ fA(b1,..., bn).  

Нехай ≈ – відношення конгруентності на A = (A, σ).  
Задамо фактор-систему B = (B, σ) системи A за відношен-

ням ≈. Для кожного a∈A позначимо [a] = {c∈A | a≈c}. Задамо 
множину В = {[a] | a∈A}. Таку В позначатимемо ≈

A . 

Для кожних f∈Fs та p∈Ps задамо:  
fB ([a1],..., [an]) = [ fA (a1,..., an)];  
pB ([a1],..., [an]) = T ⇔ існують c1∈[a1],…, cn∈[an]: pA (a1,..., an) = T. 

Таке визначення fB коректне, тому що ≈ конгруентне.  
Задамо канонічне відображення ϕ : А→ ≈

A :  

ϕ(а) = [a] для кожного a∈A. 

Теорема 4.4.1. Канонічне відображення ϕ : А → ≈
A  є гомо-

морфізмом A = (A, σ) у B = (B, σ).  
Такий гомоморфізм ϕ називають канонічним. 

Приклад 4.4.5. Нехай N = (N, σar). Задамо відношення ≈ 
на N: m ≈ n ⇔ mod(m, 2) = mod(n, 2).  

Таке ≈ є відношенням конгруентності на N.  
Задамо =≈

N {[0], [1]}. Тут [0] та [1] – відповідно множини 
парних і непарних натуральних чисел.  

Задамо інтерпретацію на ( ≈
N , σar) символів 0, 1, +, ×.  

Константні символи 0 та 1 інтерпретуємо відповідно як еле-
менти носія [0] та [1].  

ФС + та × інтерпретуємо таким чином: 
+([0], [0]) = [0];   ×([0], [0]) = [0]; 
+([0], [1]) = [1];   ×([0], [1]) = [0]; 
+([1], [0]) = [1];   ×([1], [0]) = [0]; 
+([1], [1]) = [0];   ×([1], [1]) = [1]. 

Таку фактор-систему ( ≈
N , σar) позначимо Nmod2.  
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Задамо канонічний гомоморфізм – канонічне відображення 

ϕ : N → ≈
N : {[0],   якщо    парне,   ( ) [1],   якщо    непарне.

пn пϕ =  

Теореми про гомоморфізми та ізоморфізм. При розгляді 
теорем про гомоморфізми та ізоморфізм символи & та ∀x по-
хідних логічних операцій трактуємо як символи розширеного 
алфавіту (фактично & та ∀x стають рівноправними з ∨ та ∃x).  

Формулу, утворену з атомарних формул за допомогою сим-
волів логічних операцій ∨, & та ∃x, назвемо ∃-позитивною. 

Формулу, утворену з атомарних формул за допомогою сим-
волів логічних операцій ∨, &, ∃x та ∀x, назвемо позитивною. 

Розглянемо теореми про гомоморфізми та ізоморфізм для 
класичних АС Х-арних функцій і предикатів. 

Теорема 4.4.2. Нехай ϕ : А →В – гомоморфізм АС A = (A, σ) в 
АС B = (B, σ). Тоді:  

1) для кожного терму t сигнатури σ із множиною предметних 
імен Х для кожного d∈AХ маємо ϕ(tA(d)) = tB(ϕ(d));  

2) для кожної ∃-позитивної формули Φ сигнатури σ із мно-
жиною вільних імен Х та кожного d∈AХ маємо 

ΦА(d) = Т  ΦВ(ϕ(d)) = Т. 

Теорема 4.4.3. Нехай сюр'єктивне відображення ϕ : А →В є 
гомоморфізмом АС A = (A, σ) в АС B = (B, σ). Тоді виконується 
твердження 1) теореми 4.4.2 та твердження:  

2) для кожної позитивної формули Φ сигнатури σ із множи-
ною вільних імен Х та кожного d∈AХ: маємо  

ΦА(d) = Т  ΦВ(ϕ(d)) = Т. 
Наслідок 4.4.1. Нехай ϕ – сюр'єктивний гомоморфізм АС 

A = (A, σ) в АС B = (B, σ). Тоді для кожної позитивної формули Φ 
сигнатури σ якщо A |= Φ, то B |= Φ. 

Теорема 4.4.4 (про ізоморфізм). Нехай ϕ : А→В – ізоморфізм 
АС A = (A, σ) в АС B = (B, σ). Тоді виконується твердження 1) тео-
реми 4.4.2 та:  

2) для кожної формули Φ сигнатури σ із множиною вільних 
імен Х для кожного d∈AХ маємо ΦА(d) = ΦВ(ϕ(d)).  
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Наслідок 4.4.2. Нехай ϕ – ізоморфізм АС A = (A, σ) в АС 
B = (B, σ). Тоді для кожної формули Φ сигнатури σ маємо 

A |= Φ ⇔ B |= Φ. 

Наслідок 4.4.3. Нехай ϕ – автоморфізм АС A = (A, σ). Тоді 
для кожної формули Φ сигнатури σ із множиною вільних імен Х 
для кожного d∈AХ маємо ΦА(d) = ΦА(ϕ(d)). 

Приклад 4.4.6. Покажемо істотність умови позитивності у 
формулюванні теорем 4.4.2 та 4.4.3.  

Канонічне відображення ϕ : N → ≈
N , де ≈

N = {[0], [1]}, є 

сюр’єктивним гомоморфізмом N в Nmod2.  
Нехай Φ – це формула ¬(1 + 1) = 0. Тоді N |=Φ, але Nmod2 |≠Φ, 

адже +([1], [1]) = [0].  
АС A = (A, σ) та B = (B, σ) однієї сигнатури елементарно 

еквівалентні, якщо для кожної формули Φ сигнатури σ маємо 
A |=Φ ⇔ B |=Φ. Цей факт позначимо A ≈ B.  

Елементарна еквівалентність АС засвідчує, що вони мають 
однакові властивості на рівні логіки першого порядку, тобто їх 
не можна відрізнити, використовуючи мову першого порядку. 

Приклад 4.4.7. (R; {×, =})≈/ (Q; {×, =}). Справді, нехай Φ – це 
формула ∀x∃y(x = y×y×y). Тоді (R; {×, =}) |= Φ та (Q; {×, =}) |≠ Φ. 

Приклад 4.4.8. (Z; {+, =}) ≈/ (Q; {+, =}). Справді, нехай Φ – це 
формула ∀x∃y(x = y+y). Тоді (Q; {+, =}) |= Φ та (Z; {+, =}) |≠ Φ. 

Приклад 4.4.9. (N; {+, =})≈/ (R; {+, =}). Справді, нехай Φ – це 
формула ∀x∀y∃z(x = y+z). Тоді (R; {+, =}) |= Φ та (N; {+, =}) |≠ Φ. 

Приклад 4.4.10. (N, {≤, =})≈/ (Z, {≤, =}). Справді, нехай Φ – 
це формула ∃m∀x(m ≤ x). Тоді (N, {≤, =}) |= Φ та (Z, {≤, =}) |≠ Φ. 

З ізоморфізму АС A та B випливає (наслідок 4.4.2) їхня еле-
ментарна еквівалентність. Зворотне неправильне, адже елемен-
тарно еквівалентні АС можуть мати носії різної потужності.  
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Можна довести [7], що (Q, {<, =}) ≈ (R, {<, =}), але ці АС не 
ізоморфні, тому що Q зліченна, а R має потужність континууму. 
Отже,  

A ≅B  A ≈ B;  
A≈/ B  A≅/ B.  

Метод автоморфізмів. Цей метод доведення невиразності 
предикатів в АС базується на теоремі про виразність. 

Теорема 4.4.5 (про виразність). Нехай ϕ – автоморфізм АС 
A = (A, σ). Якщо предикат P : AX → {T, F} виразний в A, то 
P(d) = P(ϕ(d)) для всіх d∈AХ.  

Отже, для доведення невиразності P в A достатньо знайти 
автоморфізм ϕ системи A такий, що порушується умова  

P(d) = P(ϕ(d)). 

Приклад 4.4.11. Предикат "z = x+y" невиразний в АС 
Z< = (Z, {<, =}).  

Відображення ϕ(х) = х+1 є автоморфізмом Z< , тому що таке ϕ 
бієктивне і зберігає значення предикатів < та =.  

Однак ϕ(0) = 1, тому виконується 0 = 0 + 0 та не виконується 
ϕ(0) = ϕ(0) + ϕ(0). 

Приклад 4.4.12. Предикат "x < y" невиразний в АС 
Z+ = (Z, {+, =}).  

Відображення ϕ(х) = –х є автоморфізмом Z+ , тому що таке ϕ 
бієктивне і зберігає значення функції + та предиката =. Однак 
ϕ(0) = 0 та ϕ(1) = –1, тому виконується 0 < 1 та не виконується 
ϕ(0) < ϕ(1). 

Приклад 4.4.13. Предикати "x=1" та "y=x+1" невиразнi в АС 
(N, {y=x+2, =}).  

Відображення ϕ(x)={ 1,     парне,   
1,     непарне,

x x
x x
+
−   

є автоморфізмом такої АС, оскільки бієктивне і зберігає зна-
чення базових предикатів.  

Предикат "x=1" позначимо Р(x). Тоді  
Р(1) = T та Р(ϕ(1)) = Р(0)=F. 
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Предикат "y = x+1" позначимо Q(x, y). Тоді  
Q(0, 1) = T та Q(ϕ(0), ϕ(1)) = Q(1, 0) = F. 

Приклад 4.4.14. Предикати "x=3" та "|x–y|=2" невиразнi в АС 
(Z, {|x–y|=3, =}).  

Відображення ϕ(x) ={ 2,   mod( ,3) 0,                           
1,   mod( ,3) 1 або mod( ,3) 2,

x x
x x x
+ =
− = =   

є автоморфізмом такої АС, оскільки бієктивне і зберігає зна-
чення базових предикатів. 

Предикат "x=3" позначимо Р(x). Тоді  
Р(3) = T та Р(ϕ(3)) = Р(5) = F. 

Предикат "|x–y|=2" позначимо Q(x, y). Тоді  
Q(2, 0) = T та Q(ϕ(2), ϕ(0)) = Q(1, 2) = F. 

Приклад 4.4.15. З’ясуємо виразність у Rm = (R; {|x–y|=1, =}) 
предикатів "x=0", "x–y=1", "y=x+2".  

Відображення ϕ(х) = –х та α(х) = х+1 є автоморфізмами Rm.  
Предикат "x=0" позначимо Р(x). Тоді  
Р(0) = T та Р(α(0)) = Р(1) = F. 

Предикат "x–y=1" позначимо Q(x, y). Тоді  
Q(1, 0) = T та Q(ϕ(1), ϕ(0)) = Q(–1, 0) = F. 

Предикат "y=x+2" позначимо S(x, y). Тоді  
S(0, 2) = T та S(ϕ(0), ϕ(2)) = S(0, –2) = F. 

Ці предикати невиразні в Rm.  

Приклад 4.4.16. З’ясуємо виразність у Zm = (Z; {|x–y|=4, =}) 
предикатів "x=4", "х–y=4", "|x–y| = 12". 

Відображення ϕ(х) = –х є автоморфізмoм Zm.  
Предикат "x=4" позначимо Р(x). Тоді  
Р(4) = T та Р(α(4)) = Р(1) = F. 

Предикат "x–y=4" позначимо Q(x, y). Тоді  
Q(4, 0) = T та Q(ϕ(4), ϕ(0)) = Q(–4, 0) = F. 

Ці предикати невиразні в Rm.  
Предикат "|x–y| = 12" виразний у Rm формулою  

∃z∃u(|x–z|=4 & |z–u|=4 & |u–y|=4 & ¬x=u & ¬z=y).  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



130 

Приклад 4.4.17. З’ясуємо виразність у Zd = (Z; {x/y, =} 
предикатів "x=0", "x=1", "z=x×y".  

Відображення ϕ(х) = –х є автоморфізмoм Zd.  
Предикат "x=1" позначимо Р(x). Тоді  
Р(0) = T та Р(ϕ(0)) = Р(–1) = F. 

Предикат "z=x×y" позначимо Q(x, y, z). Тоді  
Q(1, 1, 1) = T та Q(ϕ(1), ϕ(1), (ϕ(1)) = Q(–1, –1, –1) = F. 

Ці предикати невиразні в Zd.  
Предикат "x=0" виразний у Zd формулою ¬∃z(z/x). 

Приклад 4.4.18. Предикати "x=2", "y=x+2", "z=x+y" невиразні 
в АС N× = ( (N, {×, =}).  

Відображення, задане умовою ϕ(2a⋅3b⋅c) = 2b⋅3a⋅c, – авто-
морфізм такої АС, оскільки бієктивне і зберігає значення функ-
ції × та предиката =.  

Предикат "x=2" позначимо Р(x). Тоді  
Р(2)=T та Р(ϕ(2))=Р(3)=F. 

Предикат "y=x+2" позначимо S(x, y). Тоді  
S(2, 4)=T та S(ϕ(2), ϕ(4)) = S(3, 9)=F. 

Предикат "z=x+y" позначимо Q(x, y, z). Тоді  
Q(2, 2, 4) = T та Q(ϕ(2), ϕ(2), (ϕ(4)) = Q(3, 3, 9) = F. 

Приклад 4.4.19. Опишіть усі автоморфізми АС  
N+ = (N; {+, =}). 

Предикат "x=0" виражаємо формулою x+x=x.  
Предикат "x=1" виражаємо формулою  

∀u∀v(x=u+v → u=u+u ∨ v=v+v) & ¬x=x+x.  
Тому виразним є кожний предикат вигляду "x = m", де m – фік-

соване натуральне число; наприклад, "x=3" виражаємо форму-
лою ∃z(z=1 & x = z+z+z). Таку формулу для предиката "x = m" 
позначимо Сm(x). Тоді "x = m" – це СmN+(x).  

Нехай ϕ : N → N – бієкція. Якщо ϕ не є тотожним відобра-
женням, то для деякого m маємо ϕ(m) ≠ m. Маємо СmN+(m) = T та 
СmN+(ϕ(m)) = F. Проте за теоремою 4.4.5 для виразного предиката 
СmN+(x) має бути СmN+(m) = СmN+(ϕ(m)). Отже, таке ϕ не може 
бути автоморфізмом N+ .  

Таким чином, N+ не має нетривіальних автоморфізмів. 
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Приклад 4.4.20. Опишіть усі автоморфізми АС  
Ns = (N; {y=x+1, =}).  

Предикати "x=0" та "x=1" виражаємо формулами ¬∃y(x=y+1) 
та ∃z(¬∃y(z=y+1) & x=z+1). Тому в Ns виразним є кожний преди-
кат вигляду "x = m" для довільного m∈N.  

Далі аналогічно прикладу 4.4.19 показуємо, що Ns не має не-
тривіальних автоморфізмів. 
Зауваження. Якщо АС A не має нетривіальних автоморфіз-

мів, то для такої A метод автоморфізмів не діє. 
 

Запитання для самоконтролю 

1. Дайте визначення гомоморфізму АС.  
2. Дайте визначення повного гомоморфізму, сильного гомо-

морфізму АС.  
3. Дайте визначення ізоморфізму АС.  
4. Що таке автоморфізм АС?  
5. Що таке відношення конгруентності?  
6. Що таке фактор-система?  
7. Що таке канонічний гомоморфізм? 
8. Сформулюйте теореми про гомоморфізм.  
9. Сформулюйте теорему про ізоморфізм та її наслідки.  
10. Дайте визначення елементарно еквівалентних АС.  
11. Як співвідносяться поняття ізоморфізму та елементарної 

еквівалентності АС? 
12. Сформулюйте теорему про виразність.  
13. Опишіть метод автоморфізмів для доведення невиразності 

предикатів у АС.  
 
Вправи 

1. Доведіть: відношення ≅  на множині АС однієї сигнатури – 
це відношення еквівалентності. 

2. Нехай ϕ : A→B – гомоморфізм A = (A, σ) у B = (B, σ). Не-
хай множина D ⊆ B утворює підсистему системи B. Доведіть, що 
множина ϕ–1(D) ⊆ A утворює підсистему системи A.  
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3. З’ясуйте, як співвідносяться щодо ізоморфізму такі АС:  
1) (N; {+, =}), (Z; {+, =}), (Q; {+, =}, та (R; {+, =});  
2) (N; {<, =}), (Z; {<, =}), (Q; {<, =}) та (R; {<, =});  
3) (N; {≤, =}), (Z; {≤, =}), (Q; {≤, =}) та (R; {≤, =}).  

4. З’ясуйте, як співвідносяться щодо елементарної еквіва-
лентності такі АС:  

1) (N; {×, =}), (Z; {×, =}), (Q; {×, =}), (R; {×, =}), (C; {×, =});  
2) (N; {+, =}), (Z; {+, =}) та (R; {+, =});  
3) (N; {<, =}), (Z; {<, =}) та (Q; {<, =});  
4) (N; {≤, =}), (Z; {≤, =}) та (R; {≤, =}).  

5. Опишіть усі автоморфізми таких АС: 
1) (Z; {<, =}); 
2) (Z; {+, =});  
3) (N; {|x–y|=1, =}). 

6. З’ясуйте виразність предикатів у таких АС:  
1) "x=4", "mod (x, 4)=3", "y=x+1", "z=x×y" в AC (Z; {+, =});  
2) "x=3", "mod(x, 3)=0", "mod(x, 3)=2", "y=x+1" в AC 

(N; {+, =}); 
3) "mod(x, 3)=0", "mod (x, 5)=2", "mod(x, 2)=1", "mod(x, 3)=1" 

в AC (Z; {+, =});  
4) "x=10", "mod(x, 3)=0", "mod(x, 2)=1", "z=x+y" в AC 

(N; {×, =});  
5) "x=3", "x=7", "x= –1", "x= –2", "z=x+y", "x=y+6", 

"z=x+y+1" в AC (Z; {×, =});  
6) "x=0", "x=2", "x=3", "z=x+1" в AC (N; {<, =});  
7) "x=0", "x=1", "x=2" в AC (N; {y=x+1, =});  
8) " x=2", "x=6", "y=x+6", "y=x+1" в AC (N; {y=x+2, =});  
9) "x=3", "y=x+2"; "y=x+6"; "x=1" в AC (N; {y=x+3, =});  
10) "x=4", "y = x+3", "|x–y| = 12" в AC (N; {y=x+4, =});  
11) "x=2", "|x–y|=4", "y=x+6" в AC (Z; {y=x+2, =});  
12) "x=5", "x–y = 4", "|x–y| = 6" в AC (Z; {x–y = 3, =});  
13) "x=0", "x–y=1", "y=x+3" в AC (Q; {|x–y|=1, =});  
14) "|x–y|=3", "y–x=2", "z=x+y" в AC (Z; {|x–y|=1, =});  
15) "x=2", "|x–y|=3", "z=x+y", "x–y=2" в AC (Z; {|x–y|=2, =});  
16) "x=1", "|x–y|=6", "z=x×y", "y=x+4" в AC (R; {|x–y|=3, =});  
17) "x=1", "x=5", "z=x+y", "x – просте" в AC (N; {x/y, =}).  
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4.5. Неокласичні логіки першого порядку 
 
У цьому підрозділі розглянемо першопорядкові композиційно-

номінативні логіки еквітонних квазіарних предикатів – неокласич-
ні логіки (НКЛ) першого порядку. Основну увагу приділимо НКЛ 
кванторного рівня – чистим першопорядковим НКЛ.  

Мови чистих першопорядкових КНЛ. Чиста першопоряд-
кова композиційно-номінативна логіка квазіарних предикатів 
(ЧКНЛ) – це КНЛ квазіарних предикатів кванторного рівня. Се-
мантичними моделями ЧКНЛ є композиційні системи квазіар-
них предикатів вигляду (VА, PrV–A, CQ), де CQ = {¬, ∨, R ,v

x  ∃x} – 
множина базових композицій чистих першопорядкових логік.  

Алгебра AQV–A = (PrV–A, CQ) – це чиста першопорядкова ком-
позиційна алгебра квазіарних предикатів, її побудова визначає 
мову ЧКНЛ.  

Алфавіт мови ЧКНЛ: 
 – V – множина предметних імен;  
 – Ps – множина предикатних символiв (сигнатурa мови);  

 { , , , }− = ¬ ∨ ∃v
xCs R x – множина символів базових композицій.  

Множину Fr формул мови ЧКНЛ задаємо індуктивно: 
– кожний p∈Ps є формулою; такі формули атомарні;  
– нехай Φ, Ψ∈Fr; тодi ,  ,  ,  .v

xR x Fr¬Φ ∨ΦΨ Φ ∃ Φ∈   
Мови ЧКНЛ рівні, якщо в них однакові множини формул.  
При записі застосовуємо традиційні скорочення формул, ви-

користовуючи символи →, &, ↔, ∀x та дужки "(" і ")". Пріоритет 
символів композицій: ,v

xR  ∃x та ∀x, ¬, &, ∨, →, ↔. 
Як і в мовах РНЛ, для Φ∈Fr задаємо множину імен nm(Φ) та 

сигнатуру формули σ(Φ). 
σ(Φ) – це множина всіх тих р∈Рs, які входять до складу Φ.  
nm(Φ) – це множина всіх v∈V, які фігурують у символах ре-

номінації тa квантифікації Φ.  
Розширюємо σ та пт на множини формул: для Γ ⊆ Fr задамо  

( ) ( );   ( ) ( )
Φ∈Γ Φ∈Γ

Γ = Φ σ Γ = σ Φ nm nm . 
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У множині V виділимо підмножину VT
 ⊆ V імен, гарантовано 

неістотних для всіх р∈Ps – тотально неістотних імен. Імена із VT 
також називають синтетично неістотними. Для визначення мно-
жин гарантовано (строго) неістотних для формул імен задамо 
функцію ν : Fr→2V . Для всіх р∈Ps маємо ν(р) = VT, далі задаємо: 

ν(¬Φ) = ν(Ф);  
ν(∨ΦΨ) = ν(Φ)∩ν(Ψ); 

1
1

,...,
,...,( )ν Φ =n

n

v v
x xR  (ν(Φ)∪{v1,...,vn}) \{xi | vi∉ν(Φ)i∈1,..,n};  

ν(∃xΦ) = ν(Φ)∪{x}.  
Розширена сигнатура мови – це Σ = (V, VT, Cs, Ps).  
Абстрагуючись від способів запису формул, отримуємо, що 

мова ЧКНЛ визначається розширеною сигнатурою.  
Формула мови ЧКНЛ Φ примітивна, якщо Φ атомарна або Φ 

має вигляд ,v
xR p  де реномінація не має тотожних перейменувань 

та { } ( )v p∩ν =∅ .  
Чисті першопорядкові логіки еквітонних предикатів. 

ЧКНЛ еквітонних квазіарних предикатів називається [9, 26] чис-
тою першопорядковою неокласичною логікою (ЧНКЛ). ЧКНЛ та 
ЧНКЛ мають однакові класи мов, а відрізняються різними кла-
сами семантичних моделей.  

Далі в цьому підрозділі розглядатимемо ЧНКЛ.  
У випадку ЧНКЛ клас семантичних моделей звужується до 

композиційних систем вигляду (VА, PrPEV–A, CQ), відповідно 
звужується клас інтерпретацій.  

У логіках еквітонних предикатів замість строгої беремо слабку 
неістотність, тому трактуємо VT як множину імен, гарантовано слаб-
ко неістотних для всіх р∈Ps – тотально слабко неістотних імен.  

Інтерпретуємо мову ЧНКЛ на композиційних системах екві-
тонних предикатів вигляду CS = (VА, PrPEV–A, CQ). Символи Рs 
позначають базові предикати в PrPEV–A, для опису цього позна-
чення задамо тотальне однозначне I : Ps → PrPEV–A. Продовжи-
мо I до відображення інтерпретації формул I : Fr → PrPEV–A згід-
но з побудовою cкладніших формул із більш простих за допомо-
гою символів Cs: 

 – I(¬Φ) = ¬(I(Φ)); I(∨ΦΨ) = ∨(I(Φ), I(Ψ)); 
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 ( ) R ( ( ));− Φ = Φv v
x xI R I  

 – I(∃xΦ) = ∃x(I(Φ)).  
Трійку (CS, Σ, I) назвемо інтерпретацією мови сигнатури Σ. 

Така (CS, Σ, I) визначається алгеброю (АС) із доданою сигнату-
рою A = ((VА, PrPEV–A), Σ, I). Ці АС із доданою сигнатурою є се-
мантичними моделями, які пов'язують мову логіки з алгеброю 
даних, тому АС із доданою сигнатурою надалі вважатимемо ін-
терпретаціями мови та скорочено позначатимемо A = (A, I).  

Предикат I(Φ) – значення формули Φ при інтерпретації 
A = (A, I) – позначаємо ΦA.  

Ім'я x∈V неiстотне для формули Φ, якщо для кожної інтер-
претації A x неістотне для ΦA.  

Формула Φ неспростовна (частково істинна) при інтерпре-
тації на A, або A-неспростовна, якщо ΦA – неспростовний пре-
дикат. Цей факт позначимо A |= Φ. 

Φ неспростовна (частково істинна), якщо Φ неспростовна 
при кожній інтерпретації. Цей факт позначимо |= Φ. 

Φ виконувана при інтерпретації на A, або A-виконувана, якщо 
ΦA виконуваний. 

Φ виконувана, якщо Φ виконувана при деякій інтерпретації. 

Тавтології. На рівень ЧНКЛ із пропозиційного рівня перено-
ситься поняття тавтології. Це формули мови ЧНКЛ, які мають 
структуру тавтологій мови ПЛ.  

Формула мови ЧНКЛ пропозиційно нерозкладна, якщо вона 
атомарна або має вигляд Φv

xR  чи ∃xΦ. Позначимо Fr0 множину 
всіх пропозиційно нерозкладних формул мови.  
Істиннісна оцінка мови ЧНКЛ – це довільне тотальне відо-

браження τ : Fr0 →{T, F}.  
Часткова істиннісна оцінка мови ЧНКЛ – це довільне відо-

браження υ : Ps → {T, F}.  
Продовжимо до υ : Fp → {T, F} так:  

,   якщо  ( ) ,
( ) ,   якщо  ( ) ,

 невизначене,  якщо  ( ) . 

T F
F T

 υ Φ =υ ¬Φ = υ Φ =
 υ Φ ↑
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,   якщо  ( )   або  ( ) ,
( ) ,   якщо  ( )   та  ( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках. 

T T T
F F F

υ Φ = υ Ψ =υ ∨ΦΨ = υ Φ = υ Ψ =


 

Твердження 4.5.1. Нехай υ та ρ – часткові істиннісні оцінки 
такі, що для кожного р∈Ps маємо: υ(р)↓  ρ(р)↓ = υ(р). Тоді 
для кожної формули Φ маємо: υ(Φ)↓  ρ(Φ)↓ = υ(Φ).  

Формула Φ – тавтологія, якщо τ(Φ) = T при кожній істинні-
сній оцінці τ.  

Кожна тавтологія є неспростовною формулою. Проте зворот-
не неправильне.  

Приклад 4.5.1. Формули вигляду Φx
xR  та ∃x∃yΦ↔∃y∃xΦ не-

спростовні, але не тавтології. 

Твердження 4.5.2. Φ – тавтологія ⇔ υ(Φ) = T або υ(Φ)↑ для 
кожної часткової істиннісної оцінки υ.  

Наслідок 4.5.1. Φ – не тавтологія  υ(Φ) = F для деякої част-
кової істиннісної оцінки υ.  

Семантичні властивості ЧНКЛ. Аналогічно мові РНЛ на 
множині формул мови ЧНКЛ уведемо такі відношення. 

Ψ є тавтологічним наслідком Φ (позн. Φ |=t Ψ), якщо форму-
ла Φ→Ψ – тавтологія. 

Ψ є (неспростовнісним) логічним наслідком Φ (позн. Φ |= Ψ), 
якщо формула Φ→Ψ неспростовна. 

Φ та Ψ тавтологічно еквівалентні (позн. Φ ∼t Ψ), якщо  
Φ |=t Ψ та Ψ |=t Φ.  

Φ та Ψ логічно еквівалентні (позн. Φ ∼ Ψ), якщо  
Φ |= Ψ та Ψ |= Φ. 

Ψ є слабким логічним наслідком Φ (позн. Φ ||= Ψ), якщо для 
всіх інтерпретацій A маємо:  

A |= Φ  A |= Ψ. 

Приклад 4.5.2. Властивості відношень |=t, |=, ||=, ∼t, ∼: 
1) відношення |=t , |= та ||= рефлексивні й транзитивні; 
2) ∼t та ∼ рефлексивні, транзитивні й симетричні;  
3) Φ тавтологія ⇔ |=t Φ;  
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4) Φ неспростовна ⇔ |= Φ ⇔ ||= Φ; 
5) Φ ∼t Ψ ⇔ Φ↔Ψ тавтологія;  
6) Φ ∼ Ψ ⇔ |= Φ↔Ψ ⇔ |= Φ→Ψ та |= Ψ→Φ; 
7) Φ |=t Ψ  Φ |= Ψ; 
8) Φ|=Ψ  Φ||=Ψ.  
На рівень ЧНКЛ із рівня РНЛ переносяться приклади 3.3.4 та 

3.3.5, які засвідчують: 
– не завжди маємо Φ |= Ψ  Φ |=t Ψ; 
– не завжди маємо Φ ||= Ψ  Φ |= Ψ.  

Основою еквівалентних перетворень формул КНЛ є  

Теорема 4.5.1 (еквівалентності). Нехай Φ' отримана із Φ за-
міною деяких входжень формул Φ1, ..., Φn на Ψ1, ..., Ψn, відповід-
но. Якщо Φ1 ∼ Ψ1, ..., Φn ∼ Ψn, то Φ ∼ Φ'.  

Для ЧНКЛ успадковуємо властивості пропозиційного рівня. 
Із реномінативного рівня успадковуємо властивості формул 

R, RІ, RU, RR, R¬, R∨, які пов'язані з реномінацією. 
Розглянемо властивості ЧНКЛ, пов’язані із кванторами. 

Приклад 4.5.3. Властивості кванторів, для подання яких не 
використовуються реномінації. Такі властивості ЧНКЛ цілком 
аналогічні властивостям класичної логіки.  

Q1) ∀xΦ ∼ ¬∃x¬Φ та ∃xΦ ∼ ¬∀x¬Φ. 
Q2) Φ |= ∃xΦ та ∀xΦ |= Φ. 
Q3) |=Φ ⇔ |=∀xΦ. 
Q4) Φ||=∀xΦ та ∀xΦ||=Φ, але не завжди Φ|=∀xΦ. 
Q5) ∃xΦ ∼ ∀x∃xΦ; ∃xΦ ∼ ∃x∃xΦ; ∀xΦ ∼ ∀x∀xΦ; ∀xΦ ∼ ∃x∀xΦ. 
Q6) Φ ∼ ∀xΦ ⇔ Φ |= ∀xΦ ⇔ ∃xΦ |= Φ ⇔ ∃xΦ ∼ Φ. 
Q7) Якщо |=Φ, то |=∃xΦ, Φ ∼ ∃xΦ та |=Φ ∼ ∀xΦ. 
Q8) Якщо |=Φ→Ψ, то |=∃xΦ→∃xΨ та |=∀xΦ→∀xΨ. 
Q9) Якщо |=Φ→Ψ та |=Ψ→∀xΨ, то |=∃xΦ→Ψ. 
Q10) Якщо |=Φ→Ψ та |=Φ→∀xΦ, то |=Φ→∀xΨ. 
Q11) ∃x∃yΦ ∼ ∃y∃xΦ та ∀x∀yΦ ∼ ∀y∀xΦ. 
Q12) ∃y∀xΦ |= ∀x∃yΦ, але не завжди ∀x∃yΦ |= ∃y∀xΦ. 
Q13) ∃xΦ∨∃xΨ ∼ ∃x(Φ∨Ψ) та ∀xΦ&∀xΨ ∼ ∀x(Φ&Ψ). 
Q14) ∃x(Φ&Ψ) |= ∃xΦ&∃xΨ та ∀xΦ∨∀xΨ |= ∀x(Φ∨Ψ). 
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Приклад 4.5.4. Властивості формул, пов’язані із кванторами 
та реномінаціями.  

Ren) ( )∃ Φ∼∃ Φy
zy zR  за умови z неістотне для Φ – переймену-

вання кванторного імені.  
R∃s) ( ) ( ),∃ Φ ∼∃ Φv v

x xR y yR  якщо { , }y v x∉  – проста (обмежена) 
R∃-дистрибутивність. 

R∃) ( ) ( ),∃ Φ ∃ Φ v v y
x x zR y zR  де z неістотне для Φ та { , }z v x∉  – 

R∃-дистрибутивність. 
UnR) , ,

, ,( ) ( )  при  { , }x v x v
y u y uxR R x y v∃ Φ ∼ Φ ∉  – неістотність верх-

ніх імен у реномінаціях.  
Зокрема, при х ≠ у маємо ( ) ( )∃ Φ ∼ Φx x

y yxR R . 
Зазначені властивості правильні для загального випадку 

ЧКНЛ без обмежень монотонності (еквітонності), але це вже не 
так для властивостей із наступного прикладу. 

Приклад 4.5.5. У випадку ЧНКЛ маємо властивості:  
R∃х) |= 1

1

,...,
,..., ( )Φn

n

v v
x xR →∃v1...∃vnΦ;  

∀хR) |=∀v1...∀vnΦ→ 1
1

,...,
,..., ( )Φn

n

v v
x xR .  

Критерій неістотності предметних імен для формул:  

Теорема 4.5.2. x∈V (слабко) неістотне для Φ ⇔ |=Φ→∀xΦ.  
Для логік ЕП маємо |=∀xΦ→Φ та |=Φ→∃xΦ, звідки випливає 
Наслідок 4.5.2. x неістотне для Φ ⇔ |=Φ→∀xΦ ⇔ |=Φ↔∀xΦ 

⇔ |=∃xΦ↔Φ ⇔ |=∃xΦ→Φ.  
Неістотні імена дають змогу робити перейменування кван-

торних імен. 

Теорема 4.5.3. Нехай у∈V неістотне для Φ. Тоді 
( )x

yx yR∃ Φ ∃ Φ  та ( )∀ Φ ∀ Φ x
yx yR .  

Приклад 4.5.6. Умова { { , }x v u∈ } є істотною для властивості 
R∃s. Справді, 

( ) ( )∃ Φ Φv v
u uvR R  при v ≠ u;  
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( ) ;v
vvR v∃ Φ ∃ Φ  

( ) ;v
uR v v∃ Φ ∃ Φ  

неправильно, що  ( ) ( ).v v
u uuR R u∃ Φ ∃ Φ  

Для пронесення символів реномінації через символи ∃х, якщо 
умова властивості R∃s не виконується, потрібно спочатку заміни-
ти підформулу ∃хΦ на підформулу ( ),∃ Φõ

zzR  де z неістотне для Φ 
та { , }∉z v u . Це дає можливість далі застосувати властивість R∃s. 

Таким чином, для виконання еквівалентних перетворень до-
вільних формул треба мати достатній (потенційно нескінчен-
ний) запас неістотних для формул імен. Це дає змогу пронести 
реномінації вглиб формули і тим самим перетворити формулу 
до вигляду, близького до класичного, коли реномінації засто-
совуємо лише до ПС.  

Для формул класичної логіки істотними є тільки їхні вільні 
предметні імена, від яких може залежати значення відповід-
них предикатів. Це зумовлено фактом, що у класичній логіці 
для кожного базового предиката за допомогою спеціальної 
функції арності ar : Ps→N визначається скінченна стандартна 
множина істотних імен: для п-арного предиката істотними є 
саме імена 1, …, п.  

Для логік квазіарних предикатів важливою є не лише істот-
ність, але передусім неістотність предметних імен. Тому для 
базових предикатів ЧКНЛ будемо вказувати множину неістот-
них імен, від яких їхні значення не залежать.  

Предметні імена, неістотність яких постулюється, називають 
синтетично неістотними.  

Предметне ім'я x∈V тотально неістотне, якщо х неістотне для 
кожного р∈Ps. 

Можливість виконання еквівалентних перетворень довільних 
формул вимагає наявності нескінченної множини тотально неіс-
тотних імен. Тому розглядатимемо тільки такі мови ЧКНЛ та 
їхні інтерпретації, для яких зазначена множина нескінченна. Це 
означає, що у множині V виділено нескінченну підмножину 
VТ ⊆ V тотально неістотних імен.  
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У загальному випадку ЧКНЛ трактуємо VT як множину імен, 
гарантовано строго неістотних для всіх р∈Ps. У випадку ЧКНЛ 
еквітонних предикатів – ЧНКЛ – трактуємо VT як множину імен, 
гарантовано слабко неістотних для всіх р∈Ps.  

Для визначення множин гарантовано слабко неістотних для 
формул мови ЧНКЛ імен задаємо функцію μ : Fr→2V таку: 

μ(р) = VT для всіх р∈Ps;  
μ(¬Φ) = μ(Ф);  
μ(∨ΦΨ) = μ(Φ)∩μ(Ψ); 

1
1

,...,
,...,( )μ Φ =n

n

v v
x xR  (μ(Φ)∪{v1,...,vn}) \{xi | vi∉μ(Φ)i∈1,..,n};  

μ(∃xΦ) = μ(Φ)∪{x}. 
Пару (Ps, μ) назвемо сигнатурою синтетичної неістотності. 

Така сигнатура є аналогом сигнатури класичної логіки (Ps, ar). 
На відміну від випадку класичної логіки, сигнатура синтетичної 
неістотності не впливає на множину формул ЧНКЛ, але обме-
жує клас інтерпретацій.  

Ми однотипно задаємо μ(р) = VT для всіх р∈Ps. Таке почат-
кове задання μ можна узагальнити, задаючи μ(р) індивідуально 
для різних р∈Ps. Тоді тотальна неістотність імені x означає 

( )
∈

∈ μ
p Ps

x p , тому множиною тотально неістотних імен буде 

( )
∈

= μT
p Ps

V p . Постулювання нескінченності множини тотально 

неістотних імен вимагає, щоб VТ була нескінченною.  
Зауважимо, що для символів, які позначають спеціальні пре-

дикати (напр. символи =xy для предикатів рівності), множина 
неістотних імен задається окремо (напр. для =xy маємо 
μ(р) = V \{x, y}).  

Теорема 4.5.4. Нехай у∈VT та у∉nm(Φ); тоді у∈μ(Φ). 
У загальному випадку ЧКНЛ:  

нехай у∈VT та у∉nm(Φ); тоді у∈ν(Φ). 

Теорема 4.5.5. х∈μ(Φ)  х (слабко) неістотне для Φ.  
У загальному випадку ЧКНЛ:  
х∈ν(Φ)  х (строго) неістотне для Φ. 
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Наслідок 4.5.3. x∈μ(Φ)  |=Φ→∀xΦ та |=∃xΦ→Φ. 
Фундаментальним твердженням про семантичні моделі КНЛ є 

Теорема 4.5.6 (про розширення). Нехай АС однієї сигнатури 
A = (А, IА) і В = (А, IВ) та формула Φ такі, що для кожних р∈σ(Φ) 
та d∈VA маємо: рA(d)↓  рВ(d)↓=рA(d). Тоді для кожного d∈VA 
маємо: ΦA(d)↓  ΦВ(d)↓=ΦA(d).  

Теорема про розширення індукована монотонністю компози-
цій. Вона виконується для загального випадку логік квазіарних 
предикатів. 

Нехай A = (А, IА) і В = (А, IВ) – АС однієї сигнатури.  
АС В – система розширень для АС A, якщо для всіх р∈Ps та 

δ∈VA маємо:  
рA(δ)↓  рВ(δ)↓ = рA(δ).  

Наслідок 4.5.4. Нехай В = (А, IВ) – система розширень для 
A = (А, IА). Тоді для всіх Φ та d∈VA маємо: 

ΦA(d)↓  ΦВ(d)↓ = ΦA(d). 

Еквівалентні перетворення формул. Розглянемо еквіва-
лентні перетворення формул мови ЧКНЛ. Такі перетворення 
правильні й для ЧНКЛ, лише замість строгої неістотності та 
функції ν маємо слабку неістотність та функцію μ.  

Формула Ψ перебуває в різнокванторній формі, якщо всі 
входження кванторних префіксів у формулу Ψ, коли вони є, – за 
різними тотально неістотними іменами, причому кожне кван-
торне ім’я z формули Ψ не може лежати в області дії символу 

v
xR  такого, що { , }z v x∈ . 

Формулу в різнокванторній формі назвемо різнокванторною. 
Формула Ψ перебуває у нормальній формі, якщо всі символи 

реномінації у цій формулі, коли вони є, застосовані тільки до 
ПС, а всі входження кванторних префіксів у формулу Ψ, коли 
вони є, – за різними тотально неістотними іменами. 

Формулу в нормальній формі назвемо нормальною формулою. 

Теорема 4.5.7. Для кожної формули Φ можна побудувати 
різнокванторну формулу Ξ: Φ ∼ Ξ. 
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Для побудови такої Ξ використовуємо властивість Ren і тео-
рему еквівалентності, при застосуванні Ren кожного разу бе-
ремо нове z∈VТ .  

Теорема 4.5.8. Для кожної формули Φ можна побудувати 
нормальну формулу Ψ: Φ ∼ Ψ.  

Спочатку будуємо різнокванторну Ξ ∼ Φ. Далі, використову-
ючи RR, R¬, R∨ та R∃s, проносимо всі символи реномінації 
вглиб формули до рівня ПС; при цьому при появі відповідної 
ситуації виконуємо спрощення згідно із R, RI, RU. Отримуємо 
нормальну Ψ: Ψ ∼ Ξ ∼ Φ.  

Приклад 4.5.7. Зведемо до нормальної форми формулу 
( & ( )).∀ ∃ ∨ ∀ → ∃uv xv

xy suR vB zA R xB vC   

Візьмемо нові p, q, m, n∈VT. Маємо ,∀ ∀ v
pvB pR B  

,∃ ∃ z
qzA qR A  ,∀ ∀ x

mxB mR B  .∃ ∃ v
nvC nR C  

Тоді ( & ( ))∀ ∃ ∨ ∀ →∃uv xv
xy suR vB zA R xB vC  ∼ 

( & ( ))∀ ∃ ∨ ∀ →∃uv v z xv x v
xy p q su m nR pR B qR A R mR B nR C  ∼  

( ) & ( ) ( ( ( ))uv v uv z uv xv x
xy p xy q xy su mpR R B qR R A mR R R B∀ ∃ ∨ ∀ →  

( ( )))uv xv v
xy su nnR R R C→∃  ∼ & ( ).uv uvz uvx uvx

xp xyq xxm xnspR B qR A mR B nR C∀ ∃ ∨ ∀ → ∃  
Це нормальна форма початкової формули.  

Для довільної формули Φ визначимо множину fr(Φ) усіх її 
квазівільних імен. Для цього задамо таку функцію fr: Fr→2V.  

Для кожного р∈Ps візьмемо fr(р) = ∅. Далі значення функції 
fr визначатимемо індуктивно: 

 fr(¬Φ) = fr(Φ); 
 fr(∨ΦΨ) = fr(Φ)∪fr(Ψ);  
 fr(∃xΦ) = fr(Φ)\{x}; 

1
1

,...,
,...,( )Φn

n

v v
x xfr R ) = (fr(Φ)\{v1,...,vn})∪{x1,...,xn}.  

Розширимо fr на множини формул: ( ) ( )
Φ∈Γ

Γ = Φfr fr . 
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Приклад 4.5.8. fr(∀xΦ) = fr(∃xΦ) = fr(Φ)\{x};  
( )∃ Φ =x

yfr yR  fr(∃xΦ) = fr(Φ)\{x}.  

Теорема 4.5.9. Якщо у∈ν(р) для кожного р∈σ(Φ) та у∉fr(Φ), 
то у∈ν(Φ). 

У випадку ЧНКЛ маємо: якщо у∈μ(р) для кожного р∈σ(Φ) та 
у∉fr(Φ), то у∈μ(Φ). 

Наслідок 4.5.5. Нехай у∈V неістотне для кожного р∈σ(Φ) та 
у∉nm(Φ); тоді у∈ν(Φ).  

У випадку ЧНКЛ маємо: нехай у∈V неістотне для кожного 
р∈σ(Φ) та у∉nm(Φ); тоді у∈μ(Φ). 

Формула Φ мови ЧКНЛ квазізамкнена, якщо fr(Φ) = ∅.  
Квазізамкнені формули є синтаксичними аналогами замкне-

них формул класичної логіки предикатів, проте семантичними 
аналогами замкнених формул їх вважати не можна.  

Справа в тому, що до складу формули можуть входити пре-
дикатні символи, для яких множини істотних імен нескінченні. 
Можливість для формули бути залежною від нескінченної мно-
жини предметних імен є визначальною властивістю логіки ква-
зіарних предикатів, зокрема неокласичної логіки, що суттєво її 
відрізняє від класичної.  
Пропозиційною схемою формули Φ назвемо пропозиційну 

формулу Prop(Φ), отриману з Φ опусканням усіх символів, ок-
рім предикатних і символів пропозиційних зв’язок.  

Теорема 4.5.10. Нехай формула Φ квазізамкнена, Prop(Φ) не 
тавтологія і не суперечність, причому Φ не містить спеціальних 
ПС із явно виділеними істотними іменами (напр. символів рів-
ності =ху). Тоді існують АС A = (А, I) та d1, d2∈VA такі:  

ΦА(d1) = T та ΦА(d2) = F.  
Якщо Prop(Φ) не тавтологія й не суперечність, то існують іс-

тиннісні оцінки τ1, τ2 такі, що τ1(Prop(Φ)) = T та τ2(Prop(Φ)) = F. 
Задамо А = {a, b}. Візьмемо z∈V таке, що z∉nm(Φ) та z∉μ(Φ). 
Для кожних d∈Anm(Φ) та р∈σ(Φ) визначимо рА(d)↑. Тепер для 
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кожних d∈Anm(Φ) та р∈σ(Φ) задамо рА(d∇za) = τ1(p) та 

рА(d∇zb) = τ2(p). Тоді ΦА(d∇za) = T та ΦА(d∇zb) = F.  
У логіці квазіарних предикатів квазізамкнені формули не-

обов’язково інтерпретуються як константні предикати. Водно-
час у класичній логіці кожна замкнена формула завжди інтер-
претується як тотожно істинний або тотожно хибний предикат. 

Теорема 4.5.11. Для кожної формули Φ можна побудувати 
квазізамкнену нормальну формулу Ξ таку, що |=Φ ⇔ |=Ξ. 

Відношення логічного наслідку для множин формул. Ви-
значення відношення |= неспростовнісного логічного наслідку 
для множин формул у ЧНКЛ цілком аналогічне відповідному 
визначенню для множин формул у РНЛ.  

Нехай Γ⊆ Fr та Δ ⊆ Fr – деякі множини формул, A – інтер-
претація мови. 

Δ є неспростовнісним наслідком Γ при інтерпретації A, що 
позначаємо Γ A|= Δ, якщо T(ΓA) ∩ F(ΔA) = ∅. 

Δ є неспростовнісним логічним наслідком Γ, що позначаємо 
Γ |= Δ, якщо  

Γ A|= Δ для всіх інтерпретацій мови A.  
Теорема заміни еквівалентних справджується для ЧНКЛ.  

Теорема 4.5.12. Нехай Φ ∼ Ψ; тоді маємо: Φ, Γ |= Δ ⇔ 
⇔ Ψ, Γ |= Δ та Γ |= Δ, Φ ⇔ Γ |= Δ, Ψ.  

Розглянуті вище для відношення |= властивості пропозиційного 
та реномінативного рівнів успадковуються на кванторному рівні.  

Приклад 4.5.9. Властивості монотонності та гарантованої 
наявності логічного наслідку:  

M) Γ ⊆ Λ та Δ ⊆ Σ  (Γ |= Δ Λ |= Σ);  
С) Φ, Γ |= Δ, Φ.  

Звідси умова гарантованої наявності Γ |= Δ:  
існує Φ така, що Φ∈Γ та Φ∈Δ. 

Приклад 4.5.10. Базові властивості декомпозиції формул:  
¬L) ¬Φ, Γ |= Δ ⇔ Γ |= Δ, Φ;  
¬R) Γ |= Δ, ¬Φ ⇔ Φ, Γ |= Δ; 
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∨L) Φ∨Ψ, Γ |= Δ ⇔ Φ, Γ |= Δ та Ψ, Γ |= Δ;  
∨R) Γ |= Δ, Φ∨Ψ ⇔ Γ |= Δ, Φ, Ψ.  

Приклад 4.5.11. Похідні властивості декомпозиції формул 
для & та →:  

&L) Φ&Ψ, Γ |= Δ ⇔ Φ, Ψ, Γ |= Δ;  
&R) Γ |=t Δ, Φ&Ψ ⇔ Γ |=t Δ, Φ та Γ |= Δ, Ψ;  
→L) Φ→Ψ, Γ |= Δ ⇔ Γ |= Δ, Φ та Ψ, Γ |= Δ;  
→R) Γ |= Δ, Φ→Ψ ⇔ Φ, Γ |= Δ, Ψ. 

Властивості, пов'язані з реномінацією та кванторами, отри-
муємо на основі властивостей R, RI, RU, RR, R¬, R∨, R∃s, R∃. 
Кожна з них продукує дві відповідні властивості для відношен-
ня |=, коли виділена формула міститься у лівій чи правій частині 
цього відношення. 

Приклад 4.5.12. Властивості спрощення: 
RL) R(Φ), Γ |= Δ ⇔ Φ, Γ |= Δ;  
RR) Γ |= R(Φ), Δ ⇔ Γ |= Φ, Δ;  
RIL) ,

, ( ),z v
z xR Φ Γ |= Δ ⇔ ( ),v

xR Φ Γ |= Δ;  

RIR) Γ |= ,
, ( ),z v

z xR Φ Δ  ⇔ Γ |= ( ),v
xR Φ Δ ;  

RUL) ,
, ( ),z v

y xR Φ Γ |= Δ ⇔ ( ),v
xR Φ Γ |= Δ за умови z∈μ(Φ);  

RUR) Γ |= ,
, ( ),z v

y xR Φ Δ  ⇔ Γ |= ( ),v
xR Φ Δ  за умови z∈μ(Φ). 

Приклад 4.5.13. Базові властивості еквівалентних перетворень: 
RRL) ( ( )),Φ Γv w

x yR R |= Δ ⇔ ( ),Φ Γv w
x yR |= Δ;  

RRR) Γ |= ( ( )),Φ Δv w
x yR R  ⇔ Γ |= ( ), ;v w

x yR Φ Δ   

R¬L) ( ),¬Φ Γv
xR |= Δ ⇔ ( ),¬ Φ Γv

xR |= Δ;  

R¬R) Γ |= ( ),¬Φ Δv
xR  ⇔ Γ |= ( ), ;v

xR¬ Φ Δ   

R∨L) ( ),Φ∨Ψ Γv
xR |= Δ ⇔ ( ) ( ),Φ ∨ Ψ Γv v

x xR R |= Δ;  

R∨R) Γ |= ( ),Φ∨Ψ Δv
xR  ⇔ Γ |= ( ) ( ), ;v v

x xR RΦ ∨ Ψ Δ   
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R∃sL) ( ),v
xR y∃ Φ Γ |= Δ ⇔ ( ),v

xyR∃ Φ Γ |= Δ за умови { , };y v x∉   

R∃sR) Γ |= ( ),v
xR y∃ Φ Δ  ⇔ Γ |= ( ),v

xyR∃ Φ Δ  за умови { , };y v x∉   

R∃L) ( ),v
xR y∃ Φ Γ |= Δ ⇔ ( ),v y

x zzR∃ Φ Γ |= Δ;  

R∃R) Γ |= ( ),v
xR y∃ Φ Δ  ⇔ Γ |= ( ),v y

x zzR∃ Φ Δ . 

Для R∃L та R∃R умова: \ ( ( ))v
T xz V nm R x∈ ∃ Φ . 

Подібним чином можна сформулювати похідні властивості 
еквівалентних перетворень для &, → та ∀х: R&L, R&R, R→L, 
R→R, R∀sL, R∀sR, R∀L, R∀R . 

Приклад 4.5.14. Базові властивості елімінації кванторів:  
∃L) ∃хΦ, Γ |= Δ ⇔ ( ),Φ Γx

zR |= Δ за умови \ ( , , );Tz V nm x∈ Γ Δ ∃ Φ   

∃R) Γ |= ∃хΦ, Δ ⇔ Γ |= , ( ), .x
zx R∃ Φ Φ Δ  

Приклад 4.5.15. Похідні властивості елімінації кванторів:  
∀L) Γ |= ∀х, Δ ⇔ Γ |= ( ),Φ Δx

zR  за умови \ ( , , );Tz V nm x∈ Γ Δ ∀ Φ   

∀R) ∀хΦ, Γ |= Δ ⇔ , ( ),∀ Φ Φ Γx
yx R |= Δ.  

Наведені у прикладах 4.5.9, 4.5.10, 4.5.12–4.5.14 властивості наз-
вемо базовими властивостями відношення |= на кванторному рівні. 

 
 

Запитання для самоконтролю 

1. Опишіть семантичні моделі ЧКНЛ.  
2. Що таке чиста першопорядкова композиційна алгебра ква-

зіарних предикатів? 
3. Опишіть алфавіт мови ЧКНЛ. 
4. Дайте визначення формули мови ЧКНЛ. 
5. Що таке множина імен формули мови ЧКНЛ; сигнатура 

формули мови ЧКНЛ? 
6. Як задається множина гарантовано неістотних для формул 

мови ЧКНЛ імен?  
7. Що таке розширена сигнатура мови ЧКНЛ? 
8. Що таке примітивна формула мови ЧКНЛ?  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



147 

9. Що є семантичними моделями ЧНКЛ?  
10. Як задається відображення iнтерпретацiї в мовах ЧНКЛ? 
11. Дайте визначення неспростовної формули мови ЧНКЛ.  
12. Дайте визначення виконуваної формули мови ЧНКЛ. 
13. Дайте визначення тавтології мови ЧНКЛ.  
14. Як визначаються відношення |=t, |=, ||=, ∼t, ∼ у ЧНКЛ? 
15. Наведіть основні властивості |=t, |=, ||=, ∼t, ∼ у ЧНКЛ.  
16. Сформулюйте теорему еквівалентності в ЧНКЛ.  
17. Наведіть властивості кванторів у ЧНКЛ, у яких не вико-

ристовуються реномінації. 
18 Наведіть властивості формул мови ЧНКЛ, пов’язані із кван-

торами та реномінаціями. 
19. Сформулюйте критерій неістотності предметних імен для 

формул мови ЧНКЛ.  
20. Що таке тотально неістотне предметне ім'я?  
21. Як задається множина гарантовано слабко неістотних для 

формул мови ЧНКЛ імен?  
22. Що таке сигнатура синтетичної неістотності?  
23. Сформулюйте теорему про розширення.  
24. Що таке система розширень?  
25. Що таке різнокванторна формула мови ЧНКЛ?  
26. Що таке нормальна формула мови ЧНКЛ?  
27. Як виконується зведення формули мови ЧНКЛ до нор-

мальної форми?  
28. Як визначається множина квазівільних імен формули?  
29. Що таке квазізамкнена формула?  
30. Чому логіка квазіарних предикатів суттєво відрізняється 

від класичної?  
31. Дайте визначення відношення |= неспростовнісного логіч-

ного наслідку для множин формул у ЧНКЛ.  
32. Наведіть властивості декомпозиції формул для відно-

шення |=.  
33. Наведіть властивості спрощення та еквівалентних пере-

творень для |=.  
34. Наведіть властивості елімінації кванторів для |=.  
35. Сформулюйте теорему заміни еквівалентних для ЧНКЛ.  
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Вправи 

1. Доведіть теорему еквівалентності для випадку ЧНКЛ. 
2. Доведіть наведені у прикладах 4.5.3 та 4.5.4 властивості, 

пов’язані із кванторами.  
3. Доведіть критерій неістотності предметних імен для ви-

падку ЧНКЛ.  
4. З’ясуйте, чи правильно: 

| ( ) ( ( ) );x
yx R= Φ→∀ Φ → Φ ↔Φ   

,
,| ( ) ( ( ) ( )).х v v
у u ux R R= Φ→∀ Φ → Φ ↔ Φ   

5. Доведіть теореми 4.5.4 та 4.5.5.  
6. Доведіть теорему про розширення.  
7. Доведіть теорему 4.5.9. 
8. Доведіть теорему 4.5.11 про зведення до квазізамкненої 

нормальної форми. 
9. Зведіть до нормальної форми такі формули мови ЧНКЛ:  

1) ( ( ( )) );yus uv u xy
zxy xy x uvR R xA x B R A R xB∃ ∨ ∃ ∨ → ∀  

2) ( ( & ) ( ));xy xzv x yz xz
zw vy z vu yxR R yA R B R R yB xC∃ ∨ ∃ ∀  

3) ( ) ( ).yx uvy z xy xz yzv
zy xvz x wv vy zxyR R xA R xB R R yC xR A∃ ∨ ∃ → ∃ ∨ ∃  

10. Зведіть формули із вправи 9 до квазізамкненої нормальної 
форми. 

11. Задайте пренексні операції у ЧНКЛ. 
12. Cформулюйте та доведіть теорему про пренексну форму 

для формул ЧНКЛ. 
13. Зведіть формули із вправи 9 до пренексної форми. 
14. Сформулюйте похідні властивості R∀sL, R∀sR, R∀L, R∀R. 
15. Доведіть властивості R∃sL, R∃sR, R∃L, R∃R та R∀sL, R∀sR, 

R∀L, R∀R .  
16. Доведіть властивості елімінації кванторів ∃L, ∃R та ∀L, ∀R.  
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4.6. Першопорядкові неокласичні логіки 
функціонально-екваційного рівня 
 
Семантичними моделями першопорядкових НКЛ функціона-

льно-екваційного рівня, або функціонально-екваційних НКЛ 
(ФЕНКЛ), є композиційні системи еквітонних квазіарних функ-
цій та предикатів вигляду (VА, FnEV–A∪PrPEV–A, CQF=), де 
CQF= = {¬, ∨, S ,x 'x, ∃x, =} – множина базових композицій пер-
шопорядкових функціональних логік зі слабкою рівністю.  

Алгебра AQFE=
V–A = (FnEV–A∪PrPEV–A, CQF=) – це першопо-

рядкова композиційна алгебра еквітонних квазіарних функцій та 
предикатів, її побудова визначає мову ФЕНКЛ. 

Алфавіт мови ФЕНКЛ: 
– V – множина предметних імен;  
– Ps – множина предикатних символів (ПС);  
– Fns – множина функціональних символів (ФС); 
– Dns – множина деномінаційних символів (ДНС); 

1,... { , , , , , }− = ¬ ∨ ∃ =nv vCs S 'x x  – множина символів базових ком-
позицій. 

Множину Fпs∪Dns позначимо Fs.  
Множину σ = Fns∪Ps назвемо сигнaтурою мови ФЕНКЛ. 
Множини термів Тr і формул Fr мови ФЕНКЛ вводитимемо 

індуктивно. 
Т1. Кожний ФС та кожний ДНС є термом; такі терми назвемо 

атомарними. 
Т2. Нехай t, t1,..., tn – терми; тоді 1 ,..., nv vS t t1...tn – терм.  
Ф1. Кожний p∈Ps є формулою; такі формули атомарні.  
Ф2. Нехай t та s – терми; тоді =ts – формулa. 
Ф3. Нехай Φ – формулa, t1,..., tn – терми; тоді 1,..., nv vS Φt1...tn – 

формулa.  
Ф4. Нехай Φ та Ψ – формули; тоді ¬Φ, ∨ΦΨ та ∃xΦ – формули. 
Формули =ts, ∨ΦΨ, ∨¬ΦΨ, ¬∨¬Φ¬Ψ, ¬∨¬∨¬ΦΨ¬∨¬ΨΦ, 

¬∃x¬Ψ позначимо відповідно t = s, Φ∨Ψ, Φ→Ψ, Φ&Ψ, Φ↔Ψ, 
∀xΨ. Зазначені скорочення також називатимемо формулами.  
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Для скорочень термів і формул уживатимемо допоміжні сим-
воли "(" , ")" та ",". Зокрема, замість 1,..., nv vS t t1...tn та 1,..., nv vS Φt1...tn 
будемо писати 1,..., nv vS (t, t1,..., tn) та 1,..., nv vS (Φ, t1,..., tn). Для побу-
дови скорочень термів і формул використовуватимемо також си-
мволи похідних композицій →, &, ↔, ∀x і допоміжні символи 
"(", ")" та ",". Не пишемо зайвих дужок, уводячи такий пріоритет 
символів композицій: =, 1,..., nv vS , ∃x та ∀x, ¬, &, ∨, → та ↔.  

Позначимо σ(ϕ) множину всіх тих символів сигнатури, які 
входять до складу терму чи формули ϕ.  

Позначимо nm(ϕ) множину всіх імен, які фігурують у симво-
лах суперпозиції та квантифікації, що входять до складу терму чи 
формули ϕ. Позначимо dnm(ϕ) множину всіх імен, які фігурують 
у деномінаційних символах терму чи формули ϕ.  

Множину nm(ϕ)∪dnm(ϕ) позначимо ndn(ϕ) і назвемо множи-
ною імен ϕ.  

Розширимо σ, пт, ndn на множини формул Γ ⊆ Fr:  
( ) ( );   ( ) ( );   ( ) ( )nm nm ndn ndn

Φ∈Γ Φ∈Γ Φ∈Γ
σ Γ = σ Φ Γ = Φ Γ = Φ   . 

Виділимо нескінченну підмножину VT
 ⊆ V імен, гарантовано 

неістотних для всіх g∈Fns∪Ps – тотально неістотних імен.  
Для визначення множин гарантовано слабко неістотних для 

термів та формул імен задамо функцію μ : Tr∪Fr→2V :  
μ('x) = V\{x} для кожного 'x∈Dns;  
μ(g) = VT для всіх g∈Fns∪Ps;  

1...
1( ... )μ =nv v

nS tt t (μ(t)∪{v1,...,vn})∩
{ | ( )}

( )
∉μ

μ
i

i
i v t

t ;  

1...
1( ... )μ Φ =nv v

nS t t (μ(Φ)∪{v1,...,vn})∩
{ | ( )}

( )
∉μ Φ

μ
i

i
i v

t ;  

μ(¬Φ) = μ(Ф);  
μ(∨ΦΨ) = μ(Φ)∩μ(Ψ); 
μ(∃xΦ) = μ(Φ)∪{x}.  

Теорема 4.6.1. Нехай ϕ∈Тr∪Fr, нехай у∈VT та у∉ndn(ϕ); тоді 
у∈μ(ϕ). 

Теорема 4.6.2. х∈μ(τ)  х неістотне для терму τ;  
х∈μ(Φ)  х неістотне для формули Φ.  
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Пара (Fns∪Ps, μ) – це сигнатура синтетичної неістотності. 
Розширена сигнатура мови – це Σ = (V, VT, Cs, Fns∪Ps).  
Інтерпретуємо мову ФЕНКЛ на композиційних системах 

еквітонних функцій та предикатів – об’єктах вигляду 
CS = (VА, FnEV–A∪PrPEV–A, CQF=). Символи Fns та Рs познача-
ють базові функції у FnEV–A та базові предикати у PrPEV–A; для 
опису цього позначення задамо тотальне однозначне відобра-
ження I : Fns∪Ps → FnEV–A∪PrPEV–A.  

Продовжимо I до відображення інтерпретації термів та фор-
мул I : Tr∪Fr → FnEV–A∪PrPEV–A згідно з побудовою cкладніших 
термів та формул із простіших за допомогою символів Cs: 

– 1 1... ...
1 1( ... ) S ( ( ), ( ),..., ( ))=n nv v v v

n nI S tt t I t I t I t ; 
– I(=ts) = =(I(t), I(s)); 

– 1 1... ...
1 1( ... ) S ( ( ), ( ),..., ( ))Φ = Φn nv v v v

n nI S t t I I t I t ; 

– I(¬Φ) = ¬(I(Φ)); I(∨ΦΨ) = ∨(I(Φ), I(Ψ)); 
– I(∃xΦ) = ∃x(I(Φ)).  

Трійку (CS, Σ, I) назвемо інтерпретацією мови сигнатури Σ. 
Ця (CS, Σ, I) визначається алгеброю (АС) із доданою сигнату-
рою A = ((VА, FnEV–A∪PrPEV–A), Σ, I). Такі АС із доданою сигна-
турою є семантичними моделями, які пов'язують мову логіки з 
алгеброю даних; надалі їх вважатимемо інтерпретаціями мови 
ФЕНКЛ та скорочено позначатимемо A = (A, I).  

Функцію I(t) – значення терму t при інтерпретації на A – по-
значатимемо tA.  

Предикат I(Φ) – значення формули Φ при інтерпретації на A – 
позначатимемо ΦA.  

Ім'я x∈V неiстотне для терму t, якщо x неiстотне для tA для 
кожної інтерпретації A.  

Ім'я x∈V неiстотне для формули Φ, якщо x неiстотне для ΦA 
для кожної інтерпретації A.  

Визначення A-неспростовної, неспростовної, A-виконуваної, 
виконуваної формули мови ФЕНКЛ такі самі, як відповідні ви-
значення для формул мови ЧНКЛ.  
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Теорема 4.6.3. Ім’я х∈V неістотне для формули Φ ⇔ 
⇔ |=Φ→∀xΦ ⇔ |=∃xΦ→Φ; 
ім’я х∈V неістотне для терму τ ⇔ |=∀у(τ = Sx(τ, 'y)). 
Поняття тавтології, тавтологічного наслідку, тавтологічної 

еквівалентності для ФЕНКЛ успадковуються з реномінаційного 
та кванторного рівнів. Єдиною істотною відмінністю є визна-
чення пропозиційно нерозкладної формули.  

Формулу мови ФЕНКЛ назвемо пропозиційно нерозкладною, 
якщо вона атомарна або має вигляд =ts, ∃xΦ чи 1,..., nv vS Φt1...tn.  

Визначення і властивості відношень неспростовнісного ло-
гічного наслідку |=, логічної еквівалентності ∼, слабкого логіч-
ного наслідку ||=, логічного наслідку для множин формул у ви-
падку ФЕНКЛ аналогічні відповідним визначенням і властиво-
стям для ЧКНЛ.  

Семантичні властивості формул ФЕНКЛ індуковані відповід-
ними властивостями композицій. 

Для пропозиційних композицій і кванторів такі властивості 
аналогічні відповідним властивостям формул класичної логіки. 
Зокрема, це властивості Q1– Q14 із прикладу 4.5.3.  

Приклад 4.6.1. Oсновні властивості композиції суперпозиції.  
SІT) Елімінація суперпозиції без параметрів для термів:  

|= S(t) = t.  
SІΦ) Елімінація суперпозиції без параметрів для формул:  

S(Φ) ∼ Φ.  
S¬) Дистрибутивність суперпозиції щодо ¬:  

( , ) ( , )¬Φ ¬ Φv vS f S f . 

S∨) Дистрибутивність суперпозиції щодо ∨:  
( , ) ( , ) S ( , )Φ∨Ψ Φ ∨ Ψv v vS f S f f . 

Аналогічно записуємо властивості дистрибутивності супер-
позиції щодо →, &, ↔.  

Властивості дистрибутивності суперпозиції щодо кванторів: 
S∃s) ( , ) ( , )∃ Φ ∃ Φv vS x t xS t  за умови { }∉y v  та y неістотне для t . 
S∃) ,( , ) ( , , )∃ Φ ∃ Φv v xS x t yS t 'y  за умови ( ( , ))∉ ∃ Φvy ndn S x t  та y∈VT. 
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Властивості згортки суперпозицій (тут Φ∈Fr, τ∈Tr, позна-
чення  відповідно для u1,..., un; t1,..., tn; х1,..., хk; 
r1,..., rk; w1,..., wk; v1,..., vm; s1,..., sm ): 

SSΦ) , , , , ,
1( ( , , ), , ) ( , , ( , , ),...,u x x v u x v u xS S r s t w S t S r t wΦ Φ   

, , ,
1( , , ), ( , , ),..., ( , , ))u x u x u x

k mS r t w S s t w S s t w ;  

SST) |= , , , , ,
1( ( , , ), , ) ( , , ( , , ),...,u x x v u x v u xS S r s t w S t S r t wτ = τ   

, , ,
1( , , ), ( , , ),..., ( , , ))u x u x u x

k mS r t w S s t w S s t w .  
Властивості згортки імен та спрощення: 
CNΦ) , ( , , ) ( , )Φ Φx v vS 'x t S t ; 
CNT) ,| ( , , ) ( , )= τ = τx v vS 'x t S t ; 
SD) | ( , ) ,= =vS 'x t 'x  якщо { }∉x v ;  
SF) ,| ( , , )= τ = τx vS 'x t ;  
СUФ) , ( , , ) ( , ),Φ Φx v vS s t S t  якщо х∈μ(Φ);  
CUT) ,| ( , , ) ( , ),= τ = τx v vS t t S t  якщо х∈μ(τ).  

Приклад 4.6.2. Властивості композиції слабкої рівності:  
Rf) рефлексивність: |= t = t ;  
Sm) cиметричність: t = s ∼ s = t ;  
Tr) транзитивність: t = s, s = r |= t = r ;  
ET) заміна рівних у термах:  

t = s |= , ,( , , ) ( , , );v z v zS r t S r sτ = τ   
EФ) заміна рівних у формулах:  

, ,| ( , , ) ( , , );v z v zt s S r t S r s= = Φ ↔ Φ  
SЕ) дистрибутивність суперпозиції щодо рівності:  

( , ) ( , ) ( , )= =v v vS s r t S s t S r t . 
Основою еквівалентних перетворень формул мови ФЕНКЛ є 

теорема еквівалентності та теореми рівності. Вони формулю-
ються аналогічно відповідним теоремам мови класичної логіки 
(теореми 4.3.1–4.3.3). Для відношення неспростовнісного логіч-
ного наслідку для множин формул мови ФЕНКЛ справджується 
теорема заміни еквівалентних (теорема 4.5.12).  

, , , , , ,u t x r w v s
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Терми та формули мови ФЕНКЛ можна звести до класично-
подібного вигляду, коли символи суперпозиції застосовні тільки 
до символів базових функцій і базових предикатів. 

Терм мови ФЕНКЛ нормальний, якщо: 
– усі його символи суперпозиції (якщо вони є) застосовані 

тільки до ФС;  
– в усіх його символах суперпозиції (якщо вони є) згорнуті неіс-

тотні імена і зроблені спрощення згідно із CNT, CUT, SIT, SD, SF. 
Формула Ψ мови ФЕНКЛ нормальна, або перебуває в норма-

льній формі, якщо всі символи суперпозиції у Ψ застосовані 
тільки до ФС чи ПС, в усіх цих символах суперпозиції згорнуті 
неістотні імена й виконані спрощення згідно із CNΦ, СUФ, SІΦ 
та CNT, CUT, SIT, SD, SF.  

Зрозуміло, що в нормальній формулі всі її терми нормальні.  

Теорема 4.6.4. Для кожної формули Φ можна побудувати но-
рмальну формулу Ψ таку: Φ ∼TF Ψ.  

Побудову нормальної Ψ виконуємо так. Використовуючи S¬ 
та S∨, просуваємо символи суперпозиції вглиб формули. Згідно 
із SSФ та SST згортаємо символи суперпозиції; використовуючи 
SЕ, проносимо = через суперпозицію. При появі відповідної си-
туації виконуємо спрощення згідно із CNΦ, СUФ, SІΦ та CNT, 
CUT, SIT, SD, SF.  

Властивості відношень неспростовнісного логічного наслідку 
для множин формул ФЕНКЛ відтворюють відповідні семантичні 
властивості формул. Це властивості декомпозиції формул та 
умова наявності логічного наслідку, пов’язані із суперпозицією 
властивості спрощення та еквівалентних перетворень (на основі 
властивостей із прикладу 4.6.1). До них додаємо наведені нижче 
властивості елімінації кванторів та властивості, пов’язані з ком-
позицією слабкої рівності.  

Приклад 4.6.3. Базові властивості елімінації кванторів:  
∃SL) ∃хΦ, Γ |= Δ ⇔ ( , ),Φ ΓxS 'z |= Δ за умови 

\ ( , , )Tz V ndn x∈ Γ Δ ∃ Φ ;  

∃SR) Γ |= ∃хΦ, Δ ⇔ Γ |= , ( , ),∃ Φ Φ Δxx S t .  
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Приклад 4.6.4. Властивості, пов’язані зі слабкою рівністю: 
СRf) Γ |= t = t, Δ – індукована Rf умова гарантованої наявно-

сті логічного наслідку;  

Sm) t = s, Γ |= Δ ⇔ t = s, s = t, Γ |= Δ; 

Tr) t = s, s = r, Γ |= Δ ⇔ t = s, s = r, t = r, Γ |= Δ.  

Приклад 4.6.5. Властивості заміни рівних: 
ЕТL) ,, ( , , ) , |= θ = τ Γ = Δv zt s S r t  ⇔  

⇔ , ,, ( , , ) , ( , , ) , |= θ = τ θ = τ Γ = Δv z v zt s S r t S r s ; 

ЕТR) ,, | ( , , ) ,= Γ = θ = τ Δv zt s S r t  ⇔  

⇔ , ,, | ( , , ) , ( , , ) ,= Γ = θ = τ θ = τ Δv z v zt s S r t S r s ; 

ЕΦL) ,, ( , , ), |= Φ Γ = Δv zt s S r t  ⇔  

⇔ , ,, ( , , ), ( , , ), |= Φ Φ Γ = Δv z v zt s S r t S r s ; 

ЕΦR) ,, | ( , , ),= Γ = Φ Δv zt s S r t  ⇔  

⇔ , ,, | ( , , ), ( , , ),= Γ = Φ Φ Δv z v zt s S r t S r s . 
 
 

Запитання для самоконтролю 

1. Опишіть семантичні моделі ФЕНКЛ.  
2. Опишіть алфавіт мови ФЕНКЛ. 
3. Дайте визначення терму та формули мови ФЕНКЛ.  
4. Що таке множина імен формули мови ФЕНКЛ?  
5. Як задається множина гарантовано неістотних для формул 

мови ФЕНКЛ імен?  
6. Як задається відображення iнтерпретацiї в мовах ФЕНКЛ? 
7. Наведіть основнi властивості композиції суперпозиції в мо-

вах ФЕНКЛ. 
8. Наведіть основнi властивості композиції слабкої рівності в 

мовах ФЕНКЛ. 
9. Що таке нормальний терм мови ФЕНКЛ? 
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10. Що таке нормальна формула мови ФЕНКЛ? 
11. Як виконується зведення формули мови ФЕНКЛ до нор-

мальної форми?  
12. Наведіть властивості елімінації кванторів у ФЕНКЛ. 
13. Наведіть властивості відношення |= для множин формул 

ФЕНКЛ, пов’язані з рівнiстю. 
 
Вправи 

1. Доведіть теореми 4.6.1–4.6.3.  
2. Випишіть у явному вигляді властивості спрощення та екві-

валентних перетворень відношення |= для множин формул 
ФЕНКЛ.  

3. Сформулюйте властивості елімінації кванторів ∀SL, ∀SR.  
4. Доведіть властивості елімінації кванторів ∃SL, ∃SR.  
5. Доведіть властивості елімінації кванторів ∀SL, ∀SR.  
6. Доведіть властивості заміни рівних.  
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5. АКСІОМАТИЧНІ СИСТЕМИ ЛОГІК 
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 
 
 
 
Формально-аксіоматичні системи гільбертівського типу кла-

сичних логік першого порядку називають численнями першого 
порядку, або теоріями першого порядку.  

 
 

5.1. Теорії першого порядку 
 
Під теорією першого порядку тут, як і у [21], розуміємо фор-

мальну систему T = (L, A, P), де L – мова першого порядку, A – 
множина аксіом, яка розбита на множину логічних аксіом і мно-
жину власних аксіом, P – множина правил виведення. Мову теорії 
першого порядку T позначаємо L(T).  

У широкому сенсі під теорією першого порядку розуміють 
довільну множину замкнених формул деякої мови першого по-
рядку (див. [17]). Інколи це поняття розуміють вужче, як мно-
жину замкнених формул деякої мови першого порядку, які ви-
водяться з певної множини аксіом, що означає замкненість тео-
рії як множини формул відносно правил виведення. У цьому 
випадку кожна теорія визначається відповідним численням пре-
дикатів і множиною власних аксіом. Водночас під численням 
першого порядку іноді розуміють тільки числення предикатів 
першого порядку; тоді одночасно вживають терміни "числення 
предикатів" і "прикладне числення предикатів" (див. [21]), коли 
прикладне числення предикатів першого порядку означає те, що 
ми назвали теорією першого порядку. 

Множина логічних аксіом теорії першого порядку задається 
такими схемами аксіом: 

Ах1) ¬Φ∨Φ – пропозиційні аксіоми; 
Ах2) Φx[t]→∃xΦ – аксіоми підстановки; 
Ах3) x = x – аксіоми тотожності; 
Ах4) x1 = y1 →...→ xn = yn → fx1...xn = fy1...yn та  
x1 = y1 →...→ xn = yn → px1...xn → py1...yn – аксіоми рівності. 
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У випадку чистих логік першого порядку маємо Fs = ∅, тому 
Ах2 та Ах4 набувають вигляду: 

Ах2p) Φx[y]→∃xΦ;  
Ах4p) x1 = y1 →...→ xn = yn → px1...xn → py1...yn. 

У випадку чистих логік першого порядку без виділених преди-
катів рівності залишаються лише схеми аксіом Ах1 та Ах2p.  

Множина правил виведення P складається із таких правил: 
П1) Φ |–Ψ∨ Φ – правило розширення;  
П2) Φ∨Φ |– Φ – правило скорочення; 
П3) Φ∨(Ψ∨Ξ) |–(Φ∨Ψ)∨Ξ – правило асоціативності; 
П4) Φ∨Ψ, ¬Φ∨Ξ |–Ψ∨Ξ – правило перетину; 
П5) Φ→Ψ |–∃xΦ→Ψ, якщо x не вільна в Ψ, – правило  

∃-введення. 
Логічні аксіоми є у всіх теоріях першого порядку, власні ак-

сіоми визначають специфіку тієї чи іншої теорії, орієнтацію цієї 
теорії на відповідну предметну область. 
Теоремою теорії першого порядку T називають формулу, 

яка виводиться із аксіом за допомогою скінченної кількості 
застосувань ПВ.  

Множину теорем теорії T позначаємо Th(T).  
Те, що A – теорема, позначаємо T |–A, або |–A, якщо T маємо 

на увазі.  
Абстрагуючись від наборів символів логічних операцій, спосо-

бів запису термів та формул, наборів логічних аксіом і правил ви-
ведення, можна стверджувати: теорія першого порядку визначаєть-
ся сигнатурою мови та множиною власних аксіом. 
Сигнатурою теорії першого порядку називають сигнатуру 

мови цієї теорії.  
Формулу мови теорії називають також формулою теорії. 
Теорія T' називається розширенням теорії T, якщо 

Th(T) ⊆ Th(T'). 
У цьому випадку теорію T називають звуженням теорії T'. 
Розширення (звуження) T' теорії T називають простим, якщо 

T та T' мають однакові мови. 
Теорії першого порядку T1 та T2 називають еквівалентними 

(позн. T1 ∼ T2), якщо Th(T) = Th(T'). 
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Приклад 5.1.1. Якщо T1 ∼ T2, то T1 та T2 мають однакові мови.  
Cправді, якщо T1 ∼ T2, то Th(T1) = Th(T2), тому множини ло-

гічних аксіом T1 та T2 збігаються, тому збігаються множини 
пропозиційних аксіом T1 та T2, звідки збігаються множини фор-
мул T1 та T2, тобто L(T1) = L(T2). 
Потужністю теорії T називають потужність множини Th(T).  
Зокрема, теорія першого порядку зі скінченною чи зліченною 

сигнатурою зліченна, теорія першого порядку із сигнатурою по-
тужністю α має потужність α. 

Розглянемо кілька прикладів теорій першого порядку. 

Приклад 5.1.2. Теорія першого порядку, яка не містить влас-
них аксіом, називається численням предикатів першого порядку 
(скор. ЧП-1). Якщо при цьому в сигнатурі відсутні функціо-
нальні символи, то отримуємо чисте числення предикатів пер-
шого порядку. 

Приклад 5.1.3. Особливе місце серед формальних теорій 
займає теорія натуральних чисел – формальна арифметика. По-
значимо її Ar. Мовою Ar є мова Lar.  

Власні аксіоми Ar такі: 
Ar1) ¬ (x+1=0); 
Ar2) x+1 = y+1 → x=y; 
Ar3) x+0 = x; 
Ar4) x+(y+1) = (x+y)+1; 
Ar5) x×0 = 0; 
Ar6) x×(y+1) = x×y+x; 
Ar7) Ax[0] &∀x(A→Ax[x+1]) → ∀xA – аксіоми індукції.  

Кожна власна аксіома формальної арифметики є ІАФ. 

Приклад 5.1.4. Елементарна теорія груп – це теорія першого 
порядку Gr сигнатури {•, е, =}, де е – константний символ, • – 
бінарний функціональний символ. Власні аксіоми Gr такі: 

G1) x• (y•z)=(x•y)•z; 
G2) ∀x(е•x=x); 
G3) ∀x∃y(y•x=е). 
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Приклад 5.1.5. Елементарною теорією полів називають тео-
рію першого порядку сигнатури {0, 1, +, ×, =}, де 0 та 1 – конс-
тантні символи, + та × – бінарні ФС. Власні аксіоми Fl такі: 

Fl1) x+y=y+x; 
Fl2) x+(y+z)=(x+y)+z; 
Fl3) x×y=y×x; 
Fl4) x×(y×z)=(x×y)×z; 
Fl5) x×(y+z)=x×y+x×z; 
Fl6) ∀x(x+0=x); 
Fl7) ∀x(x×1=x); 
Fl8) ∀x¬y(x+y=0); 
Fl9) ∀x(¬(x=0) → ∃y(x×y=1)); 
Fl10) ¬(0=1). 

Теорема 5.1.1. 1) Логічні аксіоми – всюди істинні формули; 
2) висновки правил П1–П4 – тавтологічні наслідки засновків; 
3) висновок правила П5 – слабкий логічний наслідок засновку. 

Приклад 5.1.6. Кожна теорема ЧП-1 є всюди істинною фор-
мулою. 

Справді, логічні аксіоми всюди істинні, правила виведення 
зберігають усюди істинність.  

Приклад 5.1.7. Умова "x не вільне в Ψ" істотна для П5.  
Справді, маємо x = 0 → x = 0 ||≠ ∃x(x = 0) → x = 0, тому що фо-

рмула x = 0 → x = 0 усюди істинна, а згідно з (∃x(x = 0) → x = 0)N(1) 
= F маємо N |≠ ∃x(x = 0) → x = 0.  

Приклад 5.1.8. Для П5 ||= не можна посилити до |=.  
Справді, x = 0 → 1 = 0 ||=∃x(x = 0) → x = 0, але ((x = 0 → 1 = 0) → 

→ ∃x(x = 0) → 1 = 0)N(1) = F, тому x = 0 → 1 = 0 |≠ ∃x(x = 0) → 1 = 0. 
Моделлю теорії першого порядку T називається інтерпретація 

мови теорії, на якій істинні всі власні аксіоми теорії T. 

Приклад 5.1.9. Моделлю ЧП-1 є кожна інтерпретація його мови. 

Приклад 5.1.10. Моделлю формальної арифметики Ar є N – 
стандартна інтерпретація Lar. Таку модель називають стан-
дартною моделлю формальної арифметики. 
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Приклад 5.1.11. Моделлю елементарної теорії груп Gr є кож-
на група; моделлю елементарної теорії полів Fl є кожне поле. 

Формула Φ називається істинною в теорії T, якщо Φ істинна 
на кожній моделі теорії T. 

Коректність теорій першого порядку гарантує 

Теорема 5.1.2 (істинності). Кожна теорема теорії першого 
порядку T істинна в T. 

Із пропозиційного рівня на першопорядковий переноситься 
теорема тавтології. 

Теорема 5.1.3 (тавтології). Кожна тавтологія є теоремою.  

Наслідок 5.1.1. {Φ1, ..., Φn}|=t Φ та |–Φ1, ..., |–Φn  |–Φ.  

Приклади виведень у теоріях першого порядку. Розглянемо 
тепер приклади виведень у теоріях першого порядку. Фактично це 
виведення в численнях предикатів першого порядку. При виведен-
нях використовуємо теорему тавтології (ТТ).  

Приклад 5.1.12. |–∀xA→А. 
Маємо |– ¬A→∃x¬A (аксіома Ах2), звідки |– ¬∃x¬A→A за 

ТТ, тобто |–∀xA→А. 

Приклад 5.1.13 (правило ∀-введення). Якщо |–A→B та x не 
вільне в A, то |–A→∀xB. 

Якщо |–A→B, то |– ¬B→¬A за TT, звідки |–∃x¬B→¬A за П5. 
Тоді за ТТ |– ¬¬A→¬∃x¬B, отже, |–A→∀xB. 

Приклад 5.1.14 (правила ∃-дистрибутивності та ∀-дистрибу-
тивності). Якщо |–A→B, то |–∃xA→∃xB та |–∀xA→∀xB.  

Маємо |–A→B (умова), |–B→∃xB (аксіома Ах2), звідки за TT  
|–A→∃xB, тому |–∃xA→∃xB за П5.  

З умови маємо |– ¬B→¬A за TT, маємо |– ¬A→∃x¬A (аксіо-
ма Ах3), звідки за ТТ |– ¬B→∃x¬A. За П5 |–∃x¬B→∃x¬A, тому  
|– ¬∃x¬A→¬∃x¬B за TT, тобто |–∀xA→∀xB.  

Приклад 5.1.15 (правило узагальнення). Якщо |–A, то |–∀xA. 
Якщо |–A, то за П1 |–∀xA∨A, звідки за TT |– ¬A→∀хA. Тоді  

|–∃x¬A→∀xA за П5, тобто |–∀xA∨∀xA. Тепер |–∀xA за П2.  
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Приклад 5.1.16 (правило уособлення). Якщо |–∀xA, то |–A. 
За прикладом 5.1.12 |–∀xA→A. Звідси та з умови |–∀xA за MP 

маємо |–A. 

Приклад 5.1.17 (теорема замикання). |–A ⇔ |– A , де A  – за-
микання формули A. 

Випливає з правил узагальнення та уособлення.  

Приклад 5.1.18 (правило підстановки). Якщо |–A, то  
 |–

1,..., 1A [ ,..., ]
nx x nt t .  

Маємо |– ¬Ax[t]→∃x¬A як Ах2, тому |–∀xA→Ax [t] за ТТ. Із |–A 
маємо |–∀xA за правилом узагальнення, тому за MP |–Ax [t].  

Нехай імена y1, …, yn не входять до складу формул A та 

1,..., 1A [ ,..., ]
nx x nt t . Позначимо В формулу 

1,..., 1A [ ,..., ]
nx x ny y . Згідно з 

|–Ax[t] маємо |–
1 1A [ ],x y  |–

1 2, 1 2A [ , ],x x y y  ..., |–
1,..., 1A [ ,..., ]

nx x ny y ,  

|–
1 1B [ ],x t  ..., |–

1,..., 1B [ ,..., ]
nx x nt t . Однак 

1,..., 1B [ ,..., ]
nx x nt t  – це і є  

формула 
1,..., 1A [ ,..., ]

nx x nt t .  
На основі прикладів 5.1.13, 5.1.14, 5.1.18 вводимо похідні пра-

вила виведення: 
правило ∀-вв: A→B |– A→∀xB, якщо x не вільне в A; 
правило ∃-дис: A→B |– ∃xA→∃xB;  
правило ∀-дис: A→B |– ∀xA→∀xB; 
правило підстановки (ПП): A |– 1,..., 1A [ ,..., ]

nx x nt t .  

Приклад 5.1.19 (теорема підстановки).  
|–

1,..., 1A [ ,..., ]
nx x nt t →∃x1...∃xnA та |–∀x1...∀xn A → 1,..., 1A [ ,..., ]

nx x nt t . 
Як Ах2 маємо |–A→∃xnA, ..., |–∃xі+1...∃xnA→∃xі…∃xі+1...∃xnA, 

... , |–∃x2...∃xnA→∃x1...∃xnA, звідки |–A→∃x1...∃xnA за ТТ. Тепер 
за правилом підстановки |–

1,..., 1A [ ,..., ]
nx x nt t →∃x1...∃xnA. 

Використовуючи приклад 5.1.12 замість аксіоми Ах2, анало-
гічно попередньому маємо |–∀x1...∀xnA→A, звідки за правилом 
підстановки |–∀x1...∀xnA → 1,..., 1A [ ,..., ]

nx x nt t .  
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Приклад 5.1.20 (симетрія рівності). Для довільних термів a та 
b маємо |– a = b ↔ b = a.  

Маємо |– x = y → x = x → x = x → y = x (аксіома рівності для  
ПС =), звідки за ТТ маємо |– x = x → x = x → y = x → y = x. Однак  
|– x = x (Ax3), тому послідовно маємо |– x = x → → y = x → y = x та 
|–x = y → y = x за MP. Аналогічно |– y = x → x = y, тому за ТТ маємо  
|– x = y ↔ y = x. Звідси за ПП |– a = b ↔ b = a.  

Приклад 5.1.21 (транзитивність рівності). Для довільних тер-
мів a, b, c маємо |– a = b → b = c → a = с.  

Маємо |– y = x → y = z → y = y → x = z (аксіома рівності для ПС 
=), тому за ТТ маємо |– y = y → y = x → y = z → x = z. Однак |– y = y 
(Ax3), тому за MP |– y = x → y = z → x = z. Маємо |– x = y → y = x 
(приклад 5.1.10), тому |– x = y → y = z → x = z за ТТ. Тепер за ПП 
отримуємо |– a = b → b = c → a = с.  

Приклад 5.1.22. |–∃х∃уA ↔ ∃у∃xА.  
Маємо |– A → ∃xA як Ах2, звідки |–∃уA → ∃у∃xА за ∃-дис. 

Проте x не вільна в ∃у∃xА, тому за П5 |–∃х∃уA → ∃у∃xА (1).  
Аналогічно доводимо |– ∃у∃хA → ∃x∃уА. Звідси та з (1) за ТТ 

маємо |–∃х∃уA ↔ ∃у∃xА. 

Приклад 5.1.23. |– ∃xB∨∃xC → ∃x(B∨C).  
За TT |– B→B∨C та |–С→B∨C, тому за ∃-дис |–∃xB→∃x(B∨C) 

та |–∃xС→∃x(B∨C). Звідси за TT маємо |– ∃xB∨∃xC → ∃x(B∨C).  

Приклад 5.1.24. |– ∃x(B∨C) → ∃xB∨∃xC.  
Маємо |– B → ∃xB та |– C → ∃xC як Ах2,тому за ТТ отримуємо  

|– B∨C → ∃xB∨∃xC. Проте x не вільна в ∃xB∨∃xC, тому за П5 має-
мо |– ∃x(B∨C) → ∃xB∨∃xC.  

Приклад 5.1.25. |– ∀x(B&C) → ∀xB&∀xC.  
Маємо |– B&C → B та |– B&C → C за ТТ, звідки за ∀-дис маємо 

|– ∀x(B&C) → ∀xB та |– ∀x(B&C) → ∀xC, тому за TT отримуємо  
|– ∀x(B&C) → ∀xB&∀xC за ТТ. 
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Приклад 5.1.26. |– ∀xB&∀xC → ∀x(B&C).  
Маємо |– ∀xB → B та |– ∀xС → С (приклад 5.1.12), звідки за ТТ 

маємо |– ∀xB&∀xC → B&C. Проте x не вільна в ∀xB&∀xC, тому 
за ∀-вв отримуємо |– ∀xB&∀xC → ∀x(B&C).  

Приклад 5.1.27. |– (∃xA→B) → (A→∃xB). 
Як Ах2 маємо |– A → ∃xA, звідки |– ¬∃xA → ¬A; як Ах2 маємо  

|– B → ∃xB, тому за ТТ отримуємо |– ¬∃xA∨B → ¬A∨∃xB, тобто  
|– (∃xA→B) → (A→∃xB).  

Приклад 5.1.28. |– ∀x(A→B) → (A→∀xB) за умови x не вільна в A. 
Згідно із прикладом 5.1.12 маємо |– ∀x(A→B) → (A→B), звід-

ки (*) за TT |– ∀x(A→B)&A → B. Проте x не вільна в A та в 
∀x(A→B), тому x не вільна в ∀x(A→B)&A, звідки за ∀-вв  
|– ∀x(A→B)&A → ∀xB. Звідси за ТТ |– ∀x(A→B) → (A→∀xB).  

*Обґрунтування застосування ТТ:  
P → (A→B) ∼ ¬P ∨ ¬A ∨ B ∼ ¬(P&A)∨B ∼ P&A → B.  
Приклад 5.1.29. |– ∀x(А→В) → (∀хА→∀xВ). 
За ТТ |– (A→B)&A → B як тавтологія, звідки за ∀-дис  

|– ∀x((A→B)&A) → ∀xB (1). Згідно із прикладом 5.1.26 маємо  
|– ∀x(A→B)&∀xA → ∀x((A→B)&A); звідси та з (1) за ТТ маємо  
|– ∀x(A→B)&∀xA → ∀xB, звідки |– ∀x(A→B) → ∀xA → ∀xB за ТТ.  

Приклад 5.1.30. |– (∃хА→∃xВ) → ∃x(A→B).  
Треба довести |– ¬∃хA∨∃xB → ∃x(¬A∨B). 
За TT |– ¬A → ¬A∨B та |– B → ¬A∨B, тому за ∃-дис отримує-

мо |– ∃x¬A → ∃x(¬A∨B) (1) та |– ∃хB → ∃x(¬A∨B) (2). Маємо  
|– A→∃xA (Ах2), звідки за ТТ |– ¬∃xA→¬A; як Ах2 маємо  
|– ¬A→∃x¬A, тому за ТТ |– ¬∃xA → ∃x¬A (3). Із (1), (2), (3) за 
ТТ |– ¬∃хA∨∃xB → ∃x(¬A∨B). 

Приклад 5.1.31. |– (∀хA→B) → ∃x(A→B).  
Треба довести |– ¬∀хA∨B → ∃x(¬A∨B), тобто довести  

|– ¬¬∃х¬A∨B → ∃x(¬A∨B).  
За TT маємо |– ¬A → ¬A∨B та |– B → ¬A∨B, тому за ∃-дис має-

мо |–∃x¬A →∃x(¬A∨B) (1) та |– ∃xB → ∃x(¬A∨B) (2). Як Ах2 
маємо |– B→∃xB; звідси та з (1) і (2) за ТТ отримуємо  
|– ¬¬∃х¬A∨B → ∃x(¬A∨B).  
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Приклад 5.1.32. |–∃xB↔∃yBx[y] за умови y не вільна у B.  
Маємо |–Bx[y] →∃xB як Ах2, звідки |–∃yBx[y]→∃xB за П5. 

Однак (Bx[y])y[x] збігається з B, тому що y не вільне у B. Тому  
|–B→∃yBx[y] як Ах3, звідки |–∃xB→∃yBx[y] за П5. Звідси та з  
|–∃yBx[y]→∃xB маємо |–∃xB↔∃yBx[y] за TT. 

Приклад 5.1.33. |– ¬∀xB ↔ ∃x¬B та |– ¬∃xB ↔ ∀x¬B.  
За TT |– ¬¬∃x¬B ↔ ∃x¬B, тобто |– ¬∀xB ↔ ∃x¬B. 
Доводимо |– ¬∃xB ↔ ∀x¬B. Покажемо |– ¬∃xB → ¬∃x¬¬B та  

|– ¬∃x¬¬B → ¬∃xB, звідки за TT отримаємо |– ¬∃xB ↔ ¬∃x¬¬B, 
тобто |– ¬∃xB ↔ ∀x¬B. 

За TT |– ¬¬B → B, звідки за ∃-дис |– ∃x¬¬B → ∃xB, тому за TT  
|– ¬∃xB → ¬∃x¬¬B. 

За TT |– B → ¬¬B, звідки за ∃-дис |– ∃xB → ∃x¬¬B, тому за TT  
|– ¬∃x¬¬B → ¬∃xB. 

Приклад 5.1.34. |– ∃xB∨C ↔ ∃x(B∨C), якщо x не вільна в C.  
Довeдeмо |– ∃xB∨C → ∃x(B∨C). За TT |–B→B∨C, тому за ∃-дис 

|–∃xB→∃x(B∨C) (1). За TT маємо |–C→B∨C, як Ах2 маємо  
|–B∨C→∃x(B∨C), звідки |– C→∃x(B∨C) за ТТ. Звідси та з (1) за ТТ 
маємо |– ∃xB∨C → ∃x(B∨C) (2).  

Довeдeмо |– ∃x(B∨C) → ∃xB∨C за умови x не вільна в C. Має-
мо |–B → ∃xB як Ах2, звідки за ТТ |– B∨C → ∃xB∨C. Проте x не 
вільна в C та в ∃xB, тому x не вільна в ∃xB∨C, звідки за П5  
|– ∃x(B∨C) → ∃xB∨C. Звідси та із (2) за ТТ |– ∃xB∨C ↔ ∃x(B∨C).  

Приклад 5.1.35. |– ∀xB∨C ↔ ∀x(B∨C), якщо x не вільна в C. 
За TT |–B→B∨C, тому |–∀xB→∀x(B∨C) за ∀-дис. За TT  

|–С→B∨C, тому |–C→∀x(B∨C) за ∀-вв. Звідси та з виведеного  
|–∀xB→∀x(B∨C) за TT маємо |–∀xB∨C→∀x(B∨C) (1).  

Згідно із прикладом 5.1.12 маємо |– ∀x(B∨C) → B∨C, звідки 
(*) за TT |– ∀x(B∨C)&¬C→B. Проте x не вільна в ∀x(B∨C)&¬C, 
тому за ∀-вв маємо |– ∀x(B∨C)&¬C → ∀xB, звідки за ТТ 
|– ∀x(B∨C) → ∀xB∨C. Звідси та з (1) за ТТ |– ∀xB∨C ↔ ∀x(B∨C).  

*Обґрунтування застосування ТТ:  
P → B∨C ∼ ¬P∨B∨C ∼ ¬(P&¬C)∨B ∼ P&¬C → B.  
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Приклад 5.1.36. |– ∃xB&C ↔ ∃x(B&C), якщо x не вільна в C.  
Довeдeмо |– ∃xB&C → ∃x(B&C), якщо x не вільна в C. Маємо 

|– B&C → ∃x(B&C) як Ах2, звідки |– B → C → ∃x(B&C) за ТТ. 
Проте x не вільна в C → ∃x(B&C), тому за П5 отримуємо  
|– ∃xB → C → ∃x(B&C), звідки за ТТ |– ∃xB&C ↔ ∃x(B&C) (1). 

Довeдeмо |– ∃x(B&C) → ∃xB&C, якщо x не вільна в C. Маємо 
|– B → ∃xB як Ах2, звідки |– B&C → ∃xB&C за ТТ. Проте x не віль-
на в ∃xB&C, тому за П5 маємо |– ∃x(B&C) → ∃xB&C.  

Із цього та з (1) за ТТ отримуємо |– ∃xB&C ↔ ∃x(B&C).  

Приклад 5.1.37. |– ∀xB&C ↔ ∀x(B&C), якщо x не вільна в C.  
Довeдeмо |– ∀xB&C → ∀x(B&C), якщо x не вільна в C. Маємо 

|– ∀xB → B (приклад 1), звідки |– ∀xB&C → B&C за ТТ. Проте x 
не вільна в ∀xB&C, тому за ∀-вв |– ∀xB&C → ∀x(B&C) (1).  

Довeдeмо |– ∀x(B&C) → ∀xB&C. Маємо |– ∀x(B&C) → B&C 
(приклад 5.1.12), за ТТ маємо |– B&C → С, звідки |– ∀x(B&C) → C 
за ТТ (2). За ТТ маємо |– B&C → B, звідки |– ∀x(B&C) → ∀xB за 
∀-дис. Звідси та з (2) за ТТ |– ∀x(B&C) → ∀xB&C. 

Із цього та з (1) за ТТ отримуємо |– ∀xB&C ↔ ∀x(B&C).  
Зауважимо, що приклади 5.1.32–5.1.37 – це пункти синтак-

сичного варіанта теорем про варіанту та про пренексні операції. 

Властивості теорій першого порядку. Нехай Γ – множина 
формул, T – теорія першого порядку. Позначимо T [Γ] теорію, 
утворену з T додаванням формул множини Γ як нових власних 
аксіом.  

Якщо Γ = {Ψ1,...,Ψn}, то замість T [{Ψ1,...,Ψn}] пишемо 
T [Ψ1,...,Ψn].  

При Γ = {Ψ} пишемо T [Ψ] |– Φ. 

Теорема 5.1.4 (дедукції). Нехай A – замкнена формула; тоді 
для довільної формули B маємо: T |–A→B ⇔ T [A]. 

Наслідок 5.1.2. Нехай A1,..., An – замкнені формули; тоді для 
довільної формули B маємо T |–A1→...→An→B ⇔ T [A1,..., An] |– B.  
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Приклад 5.1.38. Якщо не вимагати замкненості формули A, то 
теорема дедукції неправильна. Справді, Ar [x = 0] |– x = 0, тому за 
ПП маємо Ar [x = 0] |– y = 0. Однак формула x = 0 → y = 0 не є ІАФ, 
тому неправильно, що Ar |– x = 0 → y = 0. 

Приклад 5.1.39 (теорема pедукції). Нехай Γ ⊆ Fr; тоді маємо 
T [Γ] |–A ⇔ T |–B1→...→Bn→A для деяких B1, …, Bn , де кож-

на формула Bk є замиканням деякої формули з Γ.  
Нехай у виведенні T [Γ] |–A використано формули А1, …, Аn; не-

хай B1,…, Bn – замикання А1,…, Аn. Тоді T[Γ] |–A ⇔ T [А1,…, Аn] |–A. 
За теоремою замикання T [В1,…, Вn] |– A1, …, T [В1,…, Вn] |– Аn. 
Отже, T [В1,…, Вn] |– A, звідки T |– B1→...→Bn → A за наслідком 
теореми дедукції. 

Нехай T |–B1→...→Bn→A, тоді T [Γ] |–B1→...→Bn→A; нехай 
B1, …, Bn – замикання деяких формул із Γ. За теоремою замикан-
ня T [Γ] |– Bk для всіх k∈{1,…, n}. За MP тоді маємо T [Γ] |–A.  

Для теорій першого порядку справджуються синтаксичні ва-
ріанти теорем рівності, еквівалентності, теорем про зведення до 
пренексної форми. 

Теорема 5.1.5 (еквівалентності). Нeхай A′ отримана з форму-
ли A заміною дeяких входжeнь формул B1, ..., Bn на P1, ..., Pn, 
відповідно. Якщо |–B1 ↔ P1, ..., |–Bn ↔ Pn, то |–A ↔ A′.  

Приклад 5.1.40 (теорема про варіанту). Якщо A′ – варіанта 
формули A, то |–A↔A′. 

Твердження випливає із прикладу 5.1.32 та теореми еквіва-
лентності.  

Теорема 5.1.6. Якщо Φ′ – пренексна форма формули Φ, то  
 |– Φ ↔ Φ′. 

 
 
Запитання для самоконтролю  

1. Дайте визначення теорії першого порядку. 
2. Чому множина аксіом теорії першого порядку розбита на 

множини логічних і власних аксіом? 
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3. Опишіть множину логічних аксіом теорій першого порядку. 
4. Опишіть множину правил виведення теорій першого  

порядку. 
5. Чим визначається теорія першого порядку? 
6. Дайте визначення розширення теорії першого порядку та 

звуження теорії першого порядку.  
8. Яке розширення теорії першого порядку називають простим?  
9. Наведіть визначення еквівалентних теорій першого порядку.  
10. Що таке потужність теорії першого порядку? 
11. Що таке числення предикатів першого порядку? 
12. Опишіть множину власних аксіом формальної арифметики. 
13. Опишіть множину власних аксіом елементарної теорії груп. 
14. Чому висновок із правила П5 не є логічним наслідком  

засновку? 
15. Як співвідносяться класи теорем числення предикатів 

першого порядку та всюди істинних формул? 
16. Що таке модель теорії першого порядку?  
17. Наведіть приклади теорій першого порядку та їхніх моделей. 
18. Опишіть моделі числення предикатів першого порядку. 
19. Що таке стандартна модель формальної арифметики? 
20. Що таке істинна в теорії формула? 
21. Сформулюйте теорему істинності. 
22. Сформулюйте теорему тавтології та її наслідок.  
23. Сформулюйте правило ∀-введення. 
24. Сформулюйте правила ∃-дистрибутивності та ∀-дистри-

бутивності. 
25. Як формулюються правила узагальнення та уособлення? 
26. Сформулюйте синтаксичну тeорeму замикання. 
27. Сформулюйте правило підстановки й тeорeму підстановки. 
30. Сформулюйте тeорeму дедукції та її наслідок. 
31. Чому важлива умова замкненості формули A у формулю-

ванні теореми дедукції?  
32. Сформулюйте тeорeму редукції. 
33. Сформулюйте синтаксичний варіант теореми еквіва-

лентності. 
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Вправи 

1. Доведіть незалежність кожної схеми логічних аксіом та 
кожного правила виведення від інших схем аксіом та правил 
виведення числення предикатів. 

2. Визначте, указавши мову та власні аксіоми, теорії першого 
порядку таких математичних структур:  

1) напівгрупи; 
2) напівгрупи з одиницею;  
3) комутативної групи; 
4) кільця;  
5) кільця з одиницею;  
6) комутативного кільця;  
7) тіла (некомутативного поля);  
8) поля; 
9) частково впорядкованої множини;  
10) лінійно впорядкованої множини;  
11) цілком упорядкованої множини;  
12) ґратки;  
13) булевої ґратки;  
14) групи без кручень; 
15) алгебраїчно замкненого поля;  
16) упорядкованого поля дійсних чисел.  

3. Наведіть виведення в численні предикатів таких формул:  
1) |– ∀x∀yA ↔ ∀y∀xA; 
2) |– (A→∀xB) → (∀xA→B); 
3) |– ∃x(A→B) → (∀хA→∃xB); 
4) |– (A→∃xB) → ∃x(A→B); 
5) |– (∃xA→B) → ∃x(A→B); 
6) |– ∃x(A∨B) → (∀х¬B→∃xA);  
7) |– (∀х¬B→∃xA) → ∃x(A∨B);  
8) |– (∀хА→∀xВ) → ∃x(A→B).  

4. Установіть, чи правильно: 
1) |–∃х∀уA→∀у∃xА; 
2) |–∀у∃xА→∃х∀уA; 
3) |–∃xА&∃xB→∃x(А&В);  
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4) |–∃x(А&B)→∃xА&∃xВ;  
5) |–∀хA∨∀xВ→∀x(А∨В);  
6) |–∀x(А∨В)→∀хA∨∀xВ;  
7) |–∀x(А→В)→(∃хА→В); 
8) |–∀x(А→В)→(∃хА→∃xВ); 
9) |–∀x(А→В)→(А→∀xВ); 
10) |– (A→∀xB) → ∀x(A→B);  
11) якщо |– A→∀xB, то |– ∀x(A→B);  
12) |– ∀xA&B → ∀x(A&B);  
13) якщо |– ∀xA&B, то |– ∀x(A&B);  
14) |– ∃xA&B → ∃x(A&B);  
15) якщо |–∃xA&B, то |–∃x(A&B).  

5. Доведіть теорему 5.1.5 – синтаксичний варіант теореми 
еквівалентності.  

6. Сформулюйте та доведіть синтаксичні варіанти теорем рівності. 

7. Доведіть теорему 5.1.6 – синтаксичний варіант теореми 
про пренексну форму.  

 
 
5.2. Несуперечливість  
та повнота теорій першого порядку.  
Теорема Ґьоделя про повноту,  
її наслідки. Категоричність 
 
Теорія першого порядку T несуперечлива, якщо не існує фор-

мули Φ такої, що T |– Φ та T |– ¬Φ. 

Несуперечлива теорія першого порядку T називається пов-
ною, або максимальною, якщо для кожної замкненої формули Φ 
маємо T |– Φ або T |– ¬Φ.  

Приклад 5.2.1. Теорія першого порядку T суперечлива ⇔ 
T |– Ψ для кожної формули Ψ.  
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Твердження ⇐ очевидне. Покажемо . Нехай T суперечли-
ва, тоді для деякої формули Φ маємо T |– Φ та T |– ¬Φ. Проте для 
кожної формули Ψ маємо {Φ, ¬Φ}|=t Ψ, звідки T |– Ψ за ТТ. 

Приклад 5.2.2. Числення предикатів першого порядку неповне. 
Позначимо S замкнену формулу ∀x∀y(x=y), яка істинна тіль-

ки на 1-елементних інтерпретаціях. Тоді ¬S істинна тільки на 
всіх n-елементних інтерпретаціях, де n > 1. Якщо |– S, то |=S, що 
неможливо; якщо ж |– ¬S, то |= ¬S, що теж неможливо.  

Приклад 5.2.3 (теорема несуперечливості). Нeхай T – теорія 
першого порядку, A – замкнена формула така, що A∉Th(T). Тоді 
теорія T [¬A] нeсупeрeчлива. 

Припустимо супротивне: T [¬A] суперечлива. Тоді за теоре-
мою 7.2.1 T [¬A] |–A, звідки за теоремою дедукції T |– ¬A→A.  

За TT тоді T |–A, тобто A∈Th(T), що суперечить A∉Th(T).  

Приклад 5.2.4 (теорема суперечливості). Нeхай T – теорія 
першого порядку, A – замкнена формула. Тоді маємо:  

T |–A ⇔ T [¬A] супeрeчлива.  
Нехай T |–A. Тоді T [¬A] |–A. Однак T [¬A] |– ¬A, оскільки 

¬A є аксіомою T [¬A], тому T [¬A] суперечлива.  
Нехай тепер T [¬A] суперечлива. Тоді маємо T [¬A] |–A, звідки 

T |– ¬A→A за теоремою дедукції. Звідси T |–A за TT.  

Теорема  5.2.1 (Лінденбаума). Кожна нeсупeрeчлива теорія 
першого порядку має нeсупeрeчливe простe повнe розширeння. 

Теорія першого порядку T перелічна, якщо множина Th(T) 
алгоритмічно перелічна.  

Теорія першого порядку T розв’язна, якщо множина Th(T) 
алгоритмічно розв’язна відносно множини формул мови теорії.  

Приклад 5.2.5. Якщо множина аксіом теорії першого по-
рядку T перелічна, то T перелічна.  

Нехай ℵ – алгоритм, який перелічує аксіоми теорії T. 
Алгоритм, який перелічує Th(T), поетапно має виконувати такі дії:  
1) видати за допомогою алгоритму ℵ чергову аксіому A; 
2) до множини вже отриманих теорем однократно застосу-

вати П1–П5 усюди, де це можливо; 
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3) поповнити множину теорем отриманими новими теорема-
ми та новою аксіомою A. 

Приклад 5.2.6. Якщо T – повна теорія першого порядку з 
алгоритмічно перелічною множиною аксіом, то T розв’язна. 

Укажемо алгоритм ℜ, який за кожною S∈Fr установлює T |–S 
чи T |– ¬S, тобто S∈Th(T) чи S∉Th(T). За теоремою замикання  
T |– S ⇔ T |– Φ, де Φ – замикання S, тоді T |– Φ  S∈Th(T) та  
T |– ¬Φ  S∉Th(T). Отже, ℜ має встановити T |– Ψ чи T |– ¬Ψ для 
кожної замкненої Ψ.  

Нехай ℵ – алгоритм, який перелічує аксіоми теорії T. 
Алгоритм ℜ поетапно має виконувати такі дії:  
1) видати за допомогою алгоритму ℵ чергову аксіому A; 
2) до множини вже отриманих теорем однократно застосува-

ти П1–П5 усюди, де це можливо; 
3) поповнити множину теорем отриманими новими теорема-

ми та новою аксіомою A; 
4) нехай Thd – множина теорем, отриманих у такий спосіб на 

поточний момент;  
– перевірити Φ∈Thd; якщо так, то видати результат "так" і 

зупинитись;  
– перевірити ¬Φ∈Thd; якщо так, то видати результат "ні" і 

зупинитись;  
– якщо Φ∉Thd та ¬Φ∉Thd, то перейти до 1).  
За повнотою T маємо Φ∈Th(T) або ¬Φ∈Th(T), тому алгоритм 

ℜ гарантовано зупиниться і видасть результат. 
Теорема Ґьоделя про повноту. Ця теорема засвідчує повно-

ту логічних засобів класичних логік першого порядку. Вона 
стверджує, що логічних засобів теорії першого порядку, тобто її 
аксіом та правил виведення, достатньо для виведення кожної 
істинної в теорії формули. Інакше кажучи, теорема про повноту 
засвідчує адекватність семантичної та синтаксичної істинності.  

Теорему Ґьоделя про повноту можна довести на основі теореми 
про існування моделі: 

Теорема 5.2.2 (Ґьоделя – Генкіна). Нехай T – несуперечлива 
теорія першого порядку потужністю α. Тоді T має модель потуж-
ністю ≤α.  
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Наслідок 5.2.1. Кожна несуперечлива зліченна теорія першо-
го порядку має зліченну або скінченну модель. 

Теорема 5.2.3 (Ґьоделя про повноту, перше формулюван-
ня). Нехай T – теорія першого порядку. Формула Φ істинна в 
T ⇔ T |– Φ.  

Теорема 5.2.4 (Ґьоделя про повноту, друге формулювання).  
Теорія першого порядку T несуперечлива ⇔ T має модель. 
Твердження  випливає з теореми 5.2.2. Нехай тепер T має 

модель M, тоді кожна формула вигляду ¬A&A на M хибна, тому 
T |– ¬A&A неможливо, звідки T несуперечлива.  

Приклад 5.2.7. Виведемо теорему 5.2.3 із теореми 5.2.4.  
Нехай Φ  – замикання Φ. Тоді маємо: T |– Φ ⇔ T |–Φ  (за тео-

ремою замикання) ⇔ [ ]¬ΦT  суперечлива (за прикладом 5.2.4) 
⇔ [ ]¬ΦT  не має моделі (за теоремою 5.2.4) ⇔ Φ  істинна в T 
(кожна модель для [ ]¬ΦT  – це модель M теорії T, для якої M |≠

,Φ  тому якщо [ ]¬ΦT  не має моделі, то M |=Φ  для кожної мо-
делі M теорії T, тобто Φ  істинна в T ) ⇔ за теоремою замикання 
Φ істинна в T.  

Розглянемо приклади використання теореми Ґьоделя  
про повноту. 

Теорема 5.2.5 (Льовенгейма – Сколема про спуск). Нехай тео-
рія першого порядку T потужністю α має модель, тоді T має мо-
дель потужністю ≤α. 

Якщо T має модель, то T несуперечлива. За теоремою 5.2.2 T 
має модель потужністю ≤α.  

Наслідок 5.2.2. Якщо зліченна теорія першого порядку має 
нескінченну модель, то вона має зліченну модель. 

Приклад 5.2.8. Парадокс Сколeма в аксіоматичній теорії 
множин. 

В аксіоматичній теорії множин Tset (див. [17, 21]) можна довес-
ти теорему Кантора про неіснування бієктивного відображення 
множини A на її булеан (множину всіх підмножин) 2A. За наслід-
ком 5.2.2 Tset має зліченну модель, тобто кількість усіх можливих 
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множин зліченна, звідки 2N
M – це 2N у такій зліченній моделі – 

теж зліченна! Ця уявна суперечність називається парадоксом 
Сколeма. Проте справжнього парадокса тут немає. Хоча множина 
2N

M дійсно зліченна, тобто існує бієктивне відображення 2N
M на N, 

це відображення як множина не належить моделі, тобто не є еле-
ментом носія моделі. Отже, множина 2N

M незліченна із внутріш-
нього погляду Tset, хоча із зовнішнього погляду 2N

M зліченна. 
Парадокс Сколема показує, що кожна аксіоматизація теорії 

множин у вигляді теорії першого порядку зі зліченною множи-
ною аксіом не відображує повністю понять "множина", "булеан 
множини", "зліченна множина", "бієктивне відображення" тощо. 
Ці поняття загалом не можуть бути адекватно описані за допомо-
гою теорій першого порядку.  

Теорія T скінченноаксіоматизована, якщо множина її влас-
них аксіом скінченна.  
Скінченноаксіоматизованою частиною (САЧ) теорії T нази-

вають просте скінченноаксіоматизоване звуження теорії T. 

Приклад 5.2.9 (теорема компактності, перше формулювaння). 
Формула Φ істинна в T ⇔ Φ істинна в деякій САЧ К ⊆ T.  

Нехай Φ істинна в T. За теоремою 5.2.3 тоді T |– Φ. Таке виве-
дення використовує тільки скінченну кількість аксіом, тому може 
здійснюватися в межах деякої САЧ К ⊆ T. Таким чином, К |– Φ, 
звідки Φ істинна в К.  

Кожна модель теорії T є моделлю кожного її звуження, тому 
якщо Φ істинна в деякій САЧ К |– Φ, то Φ істинна в T.  

Приклад 5.2.10 (теорема компактності, друге формулюван-
ня). Теорія першого порядку T має модель ⇔ кожна САЧ теорії 
T має модель. 

Якщо T має модель M, то всі аксіоми T істинні на M. Отже, 
кожна аксіома з довільної скінченної підмножини аксіом T 
істинна на M. Тому M є моделлю кожної САЧ теорії T. 

Якщо кожна САЧ теорії T має модель, то T несуперечлива, 
оскільки виведення кожної суперечності (формули вигляду 
¬A&A) використовує скінченну кількість аксіом. За теоре-
мою 5.2.2 несуперечлива T має модель.  
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Теорема 5.2.6 (Льовенгейма – Сколема про підйом). Нехай 
теорія першого порядку T потужністю α має нескінченну мо-
дель, тоді T має модель довільної потужності β≥α. 

Наслідок 5.2.3. Нeхай зліченна теорія першого порядку T 
має нeскінчeнну модeль, тоді T має модeль довільної потуж-
ності β ≥ α. 

Наслідок 5.2.4. Формальна арифметика Ar має нeскінчeнні 
модeлі як завгодно вeликої потужності. 

Моделі Ar, які неізоморфні стандартній моделі, – це нeстан-
дартні, або сколемівські, моделі.  

Наслідок 5.2.4 засвідчує існування незліченних нестандартних 
моделей формальної арифметики Ar. Проте існують навіть злі-
ченні нестандартні моделі Ar. 

Приклад 5.2.11. Зліченна модeль Ar, яка нeізоморфна її 
стандартній модeлі N.  

Нехай ω – новий константний символ. Розширимо Ar до тео-
рії T = Ar [{ п ≠ ω | n∈N}].  

Нехай K – довільна САЧ теорії T, m – найбільше число таке, 
що п ≠ ω  є аксіомою теорії K, або m = 0, якщо жодна із формул 
п ≠ ω  не є аксіомою K. Тоді (N, dσar), де dσar = σar ∪{ω}, є моделлю 
K, тому що достатньо узяти m + 1 як значення ω. Отже, кожна САЧ 
теорії T має модель, тому (приклад 5.2.10) T має модель (D, ωσar). 
Aксіоми Ar1 та Ar2 гарантують нескінченність D. Тоді D = (D, σar) – 
це модель Ar. Через наявність ω, яке позначає число, відмінне від 
кожного натурального числа, така D неізоморфна N. 

Існування нестандартних моделей формальної арифметики за-
свідчує неадекватність та неповноту опису множини натуральних 
чисел за допомогою аксіом Ar. Справа тут у тому, що схема аксіом 
індукції Ar7 забезпечує виконання принципу математичної індукції 
тільки для зліченної множини властивостей натуральних чисел, які 
можуть бути виражені мовою арифметики. Водночас маємо кон-
тинуум властивостей натуральних чисел.  

Таким чином, принцип математичної індукції формалізується 
в Ar не повністю, що засвідчує принципову відмінність між інтуї-
тивним і формальним його розумінням.  
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Категоричність. Теорія першого порядку категорична, якщо 
всі її моделі ізоморфні.  

Приклад 5.2.12. Теорія першого порядку T, сигнатура якої 
не має нелогічних символів, а множина власних аксіом склада-
ється із формул вигляду х=у, категорична.  

Справді, усі моделі теорії T 1-елементні. Такі моделі ізо-
морфні, оскільки сигнатура мови має тільки логічний символ =. 

Якщо теорія першого порядку T має нескінченні моделі, то 
вона не може бути категоричною, оскільки внаслідок теореми 
Льовенгейма – Сколема T має моделі різних нескінченних по-
тужностей, а такі моделі неізоморфні.  

Нехай α – деяка нескінченна потужність. Зліченну потуж-
ність позначаємо ω.  

Теорія першого порядку T α-категорична, якщо всі її моделі 
потужністю α ізоморфні.  

Приклад 5.2.13. ЧП-1, сигнатура якого не містить нелогіч-
них символів (тобто містить тільки ПС =), є прикладом теорії, 
α-категоричної для довільної α. 

Приклад 5.2.14. ЧП-1, сигнатура якого містить єдиний 
1-арний ПС як нелогічний символ, – це теорія, яка для довільної 
α не є α-категоричною.  

Приклад 5.2.15. Нехай T – теорія першого порядку, сиг-
натура якої містить єдиний 1-арний ПС Р як нелогічний символ. 
Нехай власні аксіоми T стверджують: для кожного k∈N існують 
≥k елементів із властивістю Р та ≥k елементів із властивістю ¬Р. 
Тоді T є ω-категоричною, але для кожної незліченної потуж-
ності α теорія T не є α-категоричною.  

Приклад 5.2.16. Нехай T – теорія першого порядку, нехай її 
нелогічними символами будуть константні символи с1, с2,…, 
сп,… , які утворюють нескінченну послідовність. Нехай влас-
ні аксіоми T мають вигляд сі ≠ сj для всіх і ≠ j. Тоді T є  
α-категоричною для кожної незліченної потужності α, але T не є 
ω-категоричною.  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



177 

Для зліченних теорій інших можливостей, крім зазначених у 
прикладах 5.2.13–5.12.16, не існує. Це засвідчує (див. [21])  

Теорема 5.2.7 (Морлі). Якщо зліченна теорія α-категорична 
для деякої незліченної α, то вона β-категорична для всіх не-
зліченних β.  

Прикладом використання поняття категоричності є  

Теорема 5.2.8 (Лося – Воота). Нехай α – деяка нескінченна 
потужність; нехай T – несуперечлива теорія потужністю α, усі 
моделі якої нескінченні, причому T α-категорична.. Тоді теорія T 
є повною.  
 
 
Запитання для самоконтролю  

1. Дайте визначення нeсупeрeчливої теорії першого порядку. 
2. Дайте визначення повної (максимальної) теорії першого  

порядку. 
3. Чому суперечливі теорії першого порядку тривіальні? 
4. Чому числeння прeдикатів першого порядку неповне? 
5. Що означає перелічність теорії першого порядку? 
6. Що означає розв’язність теорії першого порядку? 
7. Сформулюйте теорему Ґьоделя – Генкіна про модель. 
8. Наведіть перше та друге формулювання теореми Ґьоделя 

про повноту. 
9. Чому перше формулювання теореми Ґьоделя про повноту 

названо теоремою адекватності? 
10. Сформулюйте теорему Льовeнгeйма – Сколeма про спуск. 
11. У чому полягає парадокс Сколема в аксіоматичній теорії 

множин? Що він засвідчує? 
12. Що таке скінчeнноаксіоматизована теорія першого порядку? 
13. Що таке скінчeнноаксіоматизована частина теорії пер-

шого порядку?  
14. Сформулюйте теорему компактності (наведіть перше та 

друге формулювaння).  
15. Сформулюйте теорему Льовeнгeйма – Сколeма про підйом. 
16. Що таке нeстандартна модeль формальної арифметики?  
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17. Що засвідчує існування нeстандартних модeлeй формаль-
ної арифметики? 

18. Чому принцип математичної індукції формалізується в Ar 
не повністю?  

19. Дайте визначення категоричної теорії першого порядку.  
20. Дайте визначення α-категоричної теорії першого порядку.  
21. Сформулюйте теорему Лося – Воота.  
 
Вправи 

1. Доведіть теорему Лінденбаума. 
2. Доведіть: проблема k-істинності алгоритмічно розв’язна.  
3*. Доведіть, що чисте числення 1-арних предикатів розв’язне 

(його сигнатура містить тільки 1-арні ПС і не містить ФС та символу 
рівності =).  

4**. Видалимо ФС × і аксіоми Ar5 та Ar6 із теорії Ar. Доведіть, 
що отримана таким чином теорія повна та розв’язна.  

5. Доведіть теорему Льовенгейма – Сколема про підйом  
6. Наведіть приклади категоричних теорій, відмінних від тео-

рії із прикладу 5.2.12. 
7. Наведіть приклад ω-категоричної теорії, яка не є  

α-категоричною для кожної незліченної α та відмінна від теорії 
із прикладу 5.2.15. 

8. Наведіть приклад теорії, α-категоричної для кожної незлі-
ченної потужності α, але не ω-категоричної, яка відмінна від 
теорії із прикладу 5.2.16. 
 
 

5.3. Аксіоматичні системи  
неокласичних логік першого порядку 
 
ЧНКЧ. Формально-аксіоматичними системами гільбертівсь-

кого типу в ЧНКЛ повнототальних еквітонних предикатів є чис-
ті неокласичні числення, або ЧНКЧ (див. [9, 10, 26]).  

ЧНКЧ – це формальна система вигляду T = (L, Ax, P). Тут L – 
мова ЧНКЛ із множиною формул Fr, яку також назвемо мовою 
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ЧНКЧ, Ax ⊆ Fr – множина аксіом, P – множина правил виведен-
ня. Така Ax розбита на множину Aлог логічних аксіом і множину 
Aвл власних аксіом. 

Розглянемо різновид ЧНКЧ із наперед виділеною множиною 
VT тотально неістотних імен (зауважимо, що в ЧНКЧ, описаних 
у [9, 10, 26], множину VT задають спеціальними аксіомами син-
тетичної неістотності імен).  

ЧНКЧ, у яких Aвл = ∅, назвемо стандартними.  
ЧКНЧ, у яких Aвл ≠ ∅, назвемо спеціалізованими, або прик-

ладними.  
Множину Aлог можна задати такими схемами аксіом: 
АхПР) ¬Φ∨Φ – пропозиційні аксіоми; 
АхR) R(Φ) ↔ Φ; 
АхR¬) ( ) ( )¬Φ ↔¬ Φv v

x xR R  – R¬-дистрибутивність;  
АхR∨) ( ) ( ) ( )Φ∨Ψ ↔ Φ ∨ Ψv v v

x x xR R R  – R∨-дистрибутивність; 
АхRR) ( ( )) ( )Φ ↔ Φv w v w

x y x yR R R  – згортка реномінацій; 

АхR∃s) ( ) ( )∃ Φ ↔∃ Φv v
x xR y yR  за умови { , }y v x∉  – обмежена 

R∃-дистрибутивність; 
АхR∃) ( ) ( )∃ Φ ↔∃ Φv v y

x x zR y zR  за умови z∈VТ та 
( ( ))∉ ∃ Φv

xz nm R y  – R∃-дистрибутивність; 
АхR∃x) 1

1

,...,
,..., ( )Φn

n

v v
x xR →∃v1...∃vnΦ – аксіоми підстановки; 

Ах∃∃) ∃x∃yΦ→∃y∃xΦ – комутативність ∃-префіксів; 
АхUΦ) Φ →∀xΦ за умови y∈μ(Φ) – аксіоми неістотності імен  
для формул. 
Множина P складається із таких правил виведення: 
П1) Φ |– Ψ∨Φ – правило розширення;  
П2) Φ∨Φ |– Φ – правило скорочення; 
П3) Φ∨(Ψ∨Ξ) |– (Φ∨Ψ)∨Ξ – правило асоціативності; 
П4) Φ∨Ψ, ¬Φ∨Ξ |– Ψ∨Ξ – правило перетину; 
П5) Φ→Ψ, Ψ→∀xΨ |– ∃xΦ→Ψ – правило ∃∀ ; 
П6) Ф→∀уФ |– ,

, ( ) ( )Φ ↔ Φz v v
y x xR R  – правило згортки за не-

істотним іменем. 
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Те, що формула Φ є теоремою в численні T, позначаємо |– Φ. 
Інтерпретацію A = (A, І) мови ЧКНЧ T назвемо моделлю ЧНКЧ 

T, якщо кожна аксіома числення T є A-істинною.  
Коректність ЧНКЧ засвідчує 
Теорема 5.3.1 (істинності). Кожна теорема ЧНКЧ T істинна 

на кожній моделі T.  
Зокрема, кожна теорема стандартного ЧНКЧ – неспростовна 

формула.  
Для ЧНКЧ справджуються теорема тавтології та синтаксична 

теорема еквівалентності.  
Теорема 5.3.2 (тавтології). Кожна тавтологія є теоремою. 

Теорема 5.3.3 (еквівалентності). Нехай формула Φ' отримана 
із формули Φ заміною деяких входжень формул Φ,..., Φn на 
Ψ1,..., Ψn, відповідно. Якщо |–Φ1↔Ψ1, ..., |–Φn↔Ψn, то |–Φ↔Φ'. 

Для гарантовано неістотних імен маємо: 

Теорема 5.3.4. х∈μ(Φ)  |–Φ→∀xΦ та |–∃xΦ→Φ.  
Для розглянутих у розділі 4 семантичних теорем маємо їхні 

синтаксичні аналоги в ЧНКЧ.  
Приклад 5.3.1. У ЧНКЧ маємо: 
1) |–Φ→∀уΦ  |–∃xΦ↔ ;  
2) для кожної формули Φ можна побудувати нормальну фор-

мулу Ψ таку: |–Φ↔Ψ; 
3) для кожної формули Φ можна побудувати квазізамкнену 

нормальну Ξ таку: |–Φ ⇔ |–Ξ.  
Для ЧНКЧ справджується [9, 10] теорема повноти.  

Теорема 5.3.5. Для кожної формули Φ ЧНКЧ Т маємо  
Т |–Φ ⇔ Т |=Φ.  

Таким чином, для ЧНКЧ семантична істинність еквівалентна 
істинності синтаксичній. 

ФЕНКЧ. Формально-аксіоматичними системами гільбертів-
ського типу в НКЛ повнототальних еквітонних функцій та пре-
дикатів функціонально-екваційного рівня є функціонально-
екваційні неокласичні числення, або ФЕНКЧ (див. [9, 10, 26]).  

(Φ)x
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ФЕНКЧ – це формальна система вигляду T = (L, Ax, P). Тут L – 
мова ФЕНКЛ із множиною формул Fr, яку також назвемо мо-
вою ФЕНКЧ, Ax ⊆ Fr – множина аксіом, P – множина правил 
виведення. Ax розбита на множину Aлог логічних аксіом і мно-
жину Aвл власних аксіом. 

Як і для випадку ЧНКЧ, розглянемо тут різновид ФЕНКЧ із 
наперед виділеною множиною VT тотально неістотних імен (у 
ФЕНКЧ, описаних у [9, 10, 26], множину VT задають спеціаль-
ними аксіомами синтетичної неістотності імен).  

ФЕНКЧ, у яких Aвл = ∅, назвемо стандартними.  
ФЕНКЧ, у яких Aвл ≠ ∅, назвемо спеціалізованими, або при-

кладними.  
Множину Aлог можна задати такими схемами аксіом: 
АхПР) ¬Φ∨Φ – пропозиційні аксіоми; 
АхST) S(t) = t – елімінація суперпозиції без параметрів для термів; 
АхSΦ) S(Φ) ↔ Φ – елімінація суперпозиції без параметрів для 

формул; 
АхS¬) ( , ) ( , )¬Φ ↔¬ Φv vS t S t  – S¬-дистрибутивність;  
АхS∨) ( , ) ( , ) S ( , )Φ∨Ψ ↔ Φ ∨ Ψv v vS t S t t  – S∨-

дистрибутивність; 
АхSSΦ) aксіоми згортки суперпозицій для формул: 

, ,( ( , , ), , )u x x vS S r s t wΦ ↔  
, , , , ,

1( , , ( , , ),..., ( , , ),..., ( , , ))u x v u x u x u x
k mS t S r t w S r t w S s t w↔ Φ ; 

АхSST) aксіоми згортки суперпозицій для термів:  
, ,( ( , , ), , )u x x vS S r s t wτ =  

, , , , ,
1( , , ( , , ),..., ( , , ),..., ( , , ))u x v u x u x u x

k mS t S r t w S r t w S s t w= τ ; 

АхCNT) , ( , , ) ( , )τ = τx v vS 'x t S t  – згортка імен для термів; 
АхCNΦ) , ( , , ) ( , )Φ ↔ Φx v vS 'x t S t  – згортка імен для формул; 

АхSD) ( , ) ,=vS 'x t 'x  якщо { }∉x v – згортка неістотних імен для 
ДНС;  

АхSF) , ( , , )τ = τx vS 'x t  – аксіоми спрощення для ДНС;  
АхS∃x) 1...

1( , ,..., )Φ →nv v
nS t t ∃v1... ∃vnΦ – аксіоми підстановки; 
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Ах∃∃) ∃x∃yΦ→∃y∃xΦ – аксіоми комутативності ∃-префіксів;  
АхS∃) ,( , ) ( , , )∃ Φ ↔∃ Φv v xS x t yS t 'y  за умови 

\ ( ( , ))v
Ty V ndn S x t∈ ∃ Φ  – S∃-дистрибутивність; 

АхSЕ) ( , ) ( , ) ( , )= ↔ =v v vS s r t S s t S r t  – дистрибутивність супе-
рпозиції щодо =;  

АхRЕ) 'x = 'x – аксіоми рефлексивності для рівності; 
АхЕТ) , ,( , , ) ( , , )= → τ = τv z v zt s S r t S r s  – аксіоми рівності для 

термів; 
АхЕΦ) , ,( ( , , ) ( , , ))= → Φ ↔ Φv z v zt s S r t S r s  – аксіоми рівності 

для формул; 
АхUT) ∀y (t = Sx (t, 'y)) за умови y∈μ(t) – аксіоми неістотності 

імен для термів; 
АхUΦ) Φ →∀xΦ за умови y∈μ(Φ) – аксіоми неістотності імен 

для формул. 
Множина P правил виведення ФЕНКЧ:  
П1) Φ |– Ψ∨Φ – правило розширення;  
П2) Φ∨Φ |– Φ – правило скорочення; 
П3) Φ∨(Ψ∨Ξ) |– (Φ∨Ψ)∨Ξ – правило асоціативності; 
П4) Φ∨Ψ, ¬Φ∨Ξ |– Ψ∨Ξ – правило перетину; 
П5) Φ→Ψ, Ψ→∀xΨ |– ∃xΦ→Ψ – правило ∃∀; 
П6) Φ→∀xΦ |– , ( , , ) ( , )Φ ↔ Φx v vS t t S t  – згортка за неістот-

ним іменем для формул; 
П7) ∀у(τ = Sx(τ,'y)) |– , ( , , ) ( , )τ = τx v vS t t S t  – згортка за не-

істотним іменем для термів. 
Інтерпретацію A = (A, І) мови ФЕНКЧ T назвемо моделлю 

ФЕНКЧ T, якщо кожна аксіома числення T є A-істинною.  
Для ФЕНКЧ справджуються синтаксичні аналоги розгляну-

тих у розділі 4 семантичних теорем. Це, зокрема, теореми екві-
валентності та про зведення до нормальної форми. 

Нарешті, для ФЕНКЧ справджується [9, 10] теорема повноти:  

Теорема 5.3.6. Для кожної формули Φ ФЕНКЧ Т маємо:  
Т |–Φ ⇔ Т |=Φ.  
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Запитання для самоконтролю 

1. Що таке ЧНКЧ? 
1. Що таке стандартне ЧНКЧ; прикладне ЧНКЧ?  
2. Опишіть множину логічних аксіом ЧНКЧ. 
4. Опишіть множину правил виведення ЧНКЧ. 
5. Сформулюйте синтаксичні аналоги семантичних теорем 

ЧНКЛ. 
6. Сформулюйте теорему повноти ЧНКЧ. 
7. Що таке ФЕНКЧ? 
8. Опишіть множину логічних аксіом ФЕНКЧ. 
9. Опишіть множину правил виведення ФЕНКЧ. 
10. Сформулюйте теорему повноти ФЕНКЧ. 
 
Вправи 

1. Доведіть синтаксичну теорему еквівалентності ЧНКЧ.  
2. Доведіть теорему 5.3.4. 
3. Доведіть, що в ЧНКЧ справджуються такі синтаксичні 

аналоги теорем ЧНКЛ: 
1) |–Φ→∀уΦ  |–∃xΦ↔ ;  
2) для кожної формули Φ можна побудувати нормальну 
формулу Ψ таку: |–Φ↔Ψ; 
3) для кожної формули Φ можна побудувати квазізамкнену 
нормальну Ξ: |–Φ ⇔ |–Ξ.  

4. Для ЧНКЧ задайте пренексні операції. 
5. Сформулюйте і доведіть теорему про зведення до пренекс-

ної форми в ЧНКЧ. 
6. Сформулюйте у ФЕНКЧ синтаксичні аналоги семантичних 

теорем ФЕНКЛ. 
7. Доведіть теореми еквівалентності та теорему про зведення 

до нормальної форми у ФЕНКЧ. 
8. Для ФЕНКЧ задайте пренексні операції, сформулюйте і 

доведіть теорему про зведення до пренексної форми.  
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6. СИСТЕМИ ПОШУКУ ДОВЕДЕНЬ  
У ЛОГІКАХ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 
 
 
 
Автоматизація пошуку доведень належить до найважливіших 

застосувань математичної логіки. Ефективне знаходження дове-
день украй необхідне для успішного розв'язання низки задач, що 
виникають у сучасних інтелектуальних інформаційних системах 
та системах штучного інтелекту. Найважливішими методами 
пошуку доведень є метод семантичних таблиць, формальною 
основою якого є створене Ґ. Ґенценом секвенційне числення, 
запропонований ним же метод натурального виведення та роз-
роблений Дж. А. Робінсоном метод резолюцій.  

 
 

6.1. Mетод резолюцій логіки  
першого порядку 
 
Ідейною основою методу резолюцій логіки предикатів пер-

шого порядку є теорема Ербрана. Вона використовує зведення 
формул до спеціальної нормальної форми. 

Сколемівська форма. Нехай Q v ( )M v  – замкнена пренекс-
на формула. Тут Q v  – кванторні префікси (усі за різними пред-
метними іменами), v  – усі вільні предметні імена (змінні) без-
кванторної формули M, причому v  складається із ∃-кванторних 
імен y1,…, yn та ∀-кванторних імен x1,…, xm.  

Зіставимо кожному кванторному префіксу ∃yі із Q v  { }ix -
арну функцію fі, де ix  – усі ті ∀-кванторні імена із v , що пере-
дують yі в Q v . Функції fі зіставимо новий функціональний сим-
вол fі, арність якого дорівнює кількості змінних в ix . Якщо yі не 
передує в Q v  жодний ∀-кванторний префікс, то fі – константа, fі – 
константний символ.  

Замінимо всі входження yі в М на терм ( )i if x , і∈{1,… n}.  
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У результаті отримаємо формулу  
1 1 1 1... ( ,..., , ( ),..., ( ))m m n nx x M x x f x f x∀ ∀ . 

Таке перетворення називається сколемізацією, а самі форму-
ли зазначеного вигляду – сколемівськими, або формулами у 
сколемівській формі.  

Приклад 6.1.1. Нехай початкова формула має вигляд  
∀х p(x, x) & ∀х∃y(q(y)→p(x, y)) & ∀y∃x(p(x, y)).  

Зводячи її до пренексної форми, отримуємо формулу 
∀х∀z∃y∀u∃v(p(x, x) & (q(y)→p(z, y)) & p(v, u)). Тепер ∃y зіставимо 
2-арний ФС f, ∃v зіставимо 3-арний ФС g, замінимо входження y 
термом f(x, у), входження v – термом g(x, у, u).  

У результаті отримаємо сколемівську формулу  
∀х∀z∀u(p(x, x) & (q(f(x, у))→p(z, f(x, у))) & p(g(x, у, u), u)).  

Приклад 6.1.2. Нехай початкова формула має вигляд 
∃x p(x) & ∀х(p(x)→∃y(p(y)). Зводячи її до пренексної форми, 
отримуємо ∃x∀z∃y(p(x) & (p(z)→p(y)). Тепер ∃x зіставимо конс-
тантний символ с, ∃у зіставимо 1-арний ФС f, замінимо вхо-
дження x константним символом с, входження у – термом f(z).  

Отримаємо сколемівську формулу ∀z(p(c) & (p(z)→p(f(z))). 

Теорема Ербрана. Для формули у сколемівській формі збу-
дуємо універс із замкнених термів, отриманих усіма можливими 
застосуваннями сколемівських функціональних символів до 
сколемівських константних символів. Якщо таких константних 
символів немає, як у прикладі 6.1.1, то беремо довільний новий 
константний символ. Так побудований універс називають 
ербранівським. 

Приклад 6.1.3. Для сколемівської функції із прикладу 1 бе-
ремо новий константний символ а, тоді ербранівський універс – 
це множина термів  

{a, f(a, a), g(a, a, a), f(f(a, a), a), f(a, f(a, a)), g(f(a, a), a, a),  
g(a, f(a, a), a), g(a, a, f(a, a)), f(g(a, a, a), a), f(a, g(a, a, a)),  
g(g(a, a, a), a, a), g(a, g(a, a, a), a), g(a, a, g(a, a, a)), f(f(a, a), f(a, a)),  
f(g(a, a, a), f(a, a)), f(f(a, a), g(a, a, a)), f(g(a, a, a)), g(a, a, a)), … }.  
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Приклад 6.1.4. Для сколемівської функції із прикладу 6.1.2 
ербранівський універс – це множина термів  

{с, f(с), f(f(с)), f(f(f(с))), f(f(f(f(с)))), … }.  
Прикладом замкненої формули ∀х1…∀хmΦ(x1, …, xm), де Φ – 

безкванторна формула, назвемо формулу 
1,..., 1[ ,..., ]

mx x mt tΦ , де 
t1, …, tm – замкнені терми.  

Теорема 6.1.1 (Ербрана). Пренексна формула Q v ( )M v  є су-
перечністю ⇔ існують системи термів 1 1

1 1,..., ,..., ,...,k k
m mt t t t  ербра-

нівського універсу сколемівської формули ∀х1…∀хmΦ, де Φ – це 
формула 1 1 1( ,..., , ( ),..., ( ))m n nM x x f x f x  така, що формула  

1 1
1 1

,..., 1 ,..., 1[ ,..., ]& ...& [ ,..., ]
m m

k k
x x m x x mt t t tΦ Φ   

є суперечністю пропозиційної логіки.  
Формулу 

1 1
1 1

,..., 1 ,..., 1[ ,..., ]& ...& [ ,..., ]
m m

k k
x x m x x mt t t tΦ Φ  – кон'юнк-

цію прикладів формули Φ – С. Кліні назвав ербранівською роз-
горткою формули Q v ( )M v .  

Метод спростування Ербрана базується на таких співвід-
ношеннях.  

Маємо |= Φ ⇔ |= Ψ (тут Ψ – замикання Φ) ⇔ ¬Ψ супереч-
ність ⇔ існує ербранівська розгортка, що є суперечністю.  

Таким чином, для встановлення |=Φ будуємо сколемівську фор-
му для пренексної форми формули ¬Ψ, далі поступово породжує-
мо терми ербранівського універсу та перевіряємо ербранівські роз-
гортки на суперечність.  

Метод резолюцій. Цей метод пошуку доведень описано в ба-
гатьох джерелах, зокрема у [8, 14, 20]. Істотним для методу ре-
золюцій є пошук контрарних пар літер для диз'юнктів.  

Приклад 6.1.5. Нехай D1 = A(x)∨B(x) та D2 = ¬A(f(у))∨C(у) –
диз'юнкти. Зрозуміло, що в D1 та D2 немає контрарних літер. 
Але можна зробити підстановкy терму f(y) замість х у D1.  

Розглянемо диз'юнкти D'1 = A(f(у))∨B(f(у)) та D2. У них літери 
A(f(у)) та ¬A(f(у)) уже контрарні. Отже, із D'1 та D2 можна отри-
мати резольвенту R = B(f(у))∨C(у).  
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Підставляючи різні терми замість у в R, отримаємо інші 
резольвенти, які можна отримати із D1 та D2 за правилом ре-
золюцій. У цьому сенсі R – найзагальніша, інші резольвенти є 
її конкретизаціями.  

Таким чином, для отримання резольвент необхідно робити пев-
ні підстановки термів.  

Нехай L – мова першого порядку із множиною предметних 
імен V та множиною термів Tr.  
Підстановкою назвемо довільне однозначне відображення 

α : V→Tr.  
Інакше кажучи, підстановка – це іменна множина α∈VTr.  
Якщо така іменна множина порожня, то підстановка тотожна.  
Якщо така іменна множина скінченна, то підстановка скінченна.  
Надалі опускаємо в підстановках компоненти вигляду xх, 

які відповідають тотожним замінам.  
Прикладом терму t за підстановкою α, або α-прикладом тер-

му t, назвемо терм α(t), отриманий із терму t паралельними за-
мінами всіх входжень предметних імен х∈nm(t) на терми α(х) за 
умови α(х)↓. 

Якщо α(х)↑, то заміни імені х немає. Це можна трактувати як 
тотожну заміну.  

Приклад 6.1.6. Нехай маємо терми t = g(x, h(x, y, z)) та 
α = [xa, yf(b), yc]. Тоді α(t) = g(a, h(a, f(b), c)).  

Нехай α = [xіtі]і∈І та β = [yjsj]j∈J – підстановки. Добутком 
(композицією) підстановок α та β назвемо підстановку  

α∗β = β∇[xіβ(tі)]і∈І.  

Приклад 6.1.7. Нехай маємо терми α = [xf(y), yz] та 

β = [xa, yb, zy]. Тоді (тут опущена компонента уу) 

α∗β = [xa, yb, zy]∇[xβ(f(у)), yβ(z)] = [xf(b), zy].  
Підстановка α – уніфікатор для множини термів {t1,…, tn}, 

якщо α(t1) = α(t2) =…= α(tn).  
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У цьому випадку кажуть, що множина термів {t1,…, tn} уніфі-
кується підстановкою α.  

Множина термів уніфікується, якщо для неї існує уніфікатор.  
Уніфікатор υ – найзагальніший уніфікатор (НЗУ) множини 

термів {t1, …, tn}, якщо для кожного уніфікатора α цієї множини 
існує підстановка η така, що α = υ∗η.  

Приклад 6.1.8. Нехай маємо множину термів {х, f(у)}. Тоді 
υ = [xf(y)] – найзагальніший уніфікатор цієї множини. Справді, 

уніфікатори цієї множини мають вигляд α = [xf(t), yt]. Але 

тоді для α підходить підстановка η = [yt]:  

α = [yt]∇[xf(t)] = [yt]∇[xη(f(y))] = [xf(y)]∗[yt].  
Поняття уніфікатора можна узагальнити на множини пар 

термів, що дозволяє побудувати алгоритм уніфікації – алгоритм 
знаходження найзагальнішого уніфікатора.  

На сьогодні відомі дуже ефективні алгоритми уніфікації 
(див., напр., [20, 14]).  

Поняття прикладу, підстановки та НЗУ природним чином 
продовжується на літери (атомарні формули чи їхні заперечен-
ня) та диз'юнкти – диз'юнкції літер.  

Метод резолюцій логіки предикатів першого порядку базу-
ється на зведенні формул до сколемівської форми та перетво-
ренні матриці до кон'юнктивної нормальної форми (КНФ). Така 
КНФ є кон'юнкцією диз'юнктів. При цьому використовуються 
такі семантичні властивості:  

– |=∀ v (K1&…&Kn) ⇔ |=∀ v K1 &…&∀ v Kn ⇔ |=K1&…&Kn;  
– правило підстановки: |=Φ ⇔ |=Φх[t] (це дає змогу робити 

уніфікацію). 
Основою методу резолюцій є правило бінарної резолюції. 
Нехай D1 та D2 – диз'юнкти, у яких nm(D1)∩nm(D2) = ∅. Не-

хай L1 – літера D1, L2 – літера D2, причому L1 та L'2, де L2 = ¬L'2, 
або L2 та L'1, де L1 = ¬L'1, мають НЗУ υ.  

Диз'юнкт (υ(D1) \ υ(L1))∨(υ(D2) \ υ(L2)) називають бінарною 
резолюцією диз'юнктів D1 та D2.  
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Літери L1 та L2 називають відрізними.  
Тут D \ D' позначає диз'юнкт, що є диз'юнкцією тих літер D, 

які не входять до D'.  
Крім правила бінарної резолюції, використовують правило 

склеювання.  
Нехай у диз'юнкті D не менше двох літер з однаковими предика-

тними символами мають НЗУ υ.  
Диз'юнкт υ(D) називають склеюванням диз'юнкта D. 
У загальному вигляді правило резолюцій має два диз'юнкти-

засновки та один диз'юнкт-висновок – резольвенту засновків.  
Диз'юнкт D – резольвента диз'юнктів D1 та D2, якщо D є од-

нією з бінарних резольвент: 
1) D1 та D2; 
2) D1 та склеювання чи прикладу D2; 
3) склеювання чи прикладу D1 та D2; 
4) склеювання чи прикладу D1 та склеювання чи прикладу D2.  
Теоретично обґрунтовує метод резолюцій  

Теорема 6.1.2 (повноти методу резолюцій). Множина диз'юнк-
тів S суперечлива ⇔ існує резолютивне виведення 0 із S.  

Практичне використання методу резолюцій передбачає викори-
стання допоміжних правил та стратегій (напр. стратегії поглинан-
ня), які роблять метод ефективнішим.  

Приклад 6.1.9. Маємо диз'юнкт D = p(x)∨ p(g(y))∨¬q(x). Його 
літери p(x) та p(g(y)) мають НЗУ υ = [xg(y)].  

Диз'юнкт υ(D) = p(g(y))∨¬q(g(y)) – склеювання диз'юнкта D.  

Приклад 6.1.10. Нехай задані диз'юнкти D1 = ¬p(x, f(y))∨ r(y) 
та D2 = p(g(a), x)∨ q(x). Mаємо х∈nm(D1)∩nm(D2), тому візьмемо 
α-приклад α(D2) = p(g(a), u)∨ q(u), де α = [xu]. Проте p(x, f(y)) 

та p(g(a), u) мають НЗУ υ = [xg(a), uf(y)], тому 
υ(D1) = ¬p(g(a), f(y))∨ r(y), υ(α(D2)) = p(g(a), f(y))∨ q(f(y)).  
Звідси D = r(y)∨ q(f(y)) – це бінарна резольвента диз'юнктів 

D1 та α(D2). Отже, диз'юнкт D – резольвента диз'юнктів-
засновків D1 та D2.  
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Приклад 6.1.11. Маємо диз'юнкти D1 = p(x)∨ p(g(y))∨ q(f(y)) 
та D2 = ¬p(g(f(a)))∨ p(b). Cклеюванням диз'юнкта D1 за НЗУ 
[xg(y)] буде D'1 = p(g(y))∨ q(f(y)).  

Бінарною резольвентою диз'юнктів D'1 та D2 за НЗУ [уf(а)] 
буде D = q(g(f(a)))∨ p(b).  

Отже, D – резольвента диз'юнктів-засновків D1 та D2.  

Приклад 6.1.12. Доведіть чи спростуйте методом резолюцій:  
∀х(G(х)→S(х))&∀х(P(х) → ¬S(х)) |= ∀х(P(х) → ¬G(х)). 

Маємо ∀х(G(х)→S(х)) & ∀х(P(х) → ¬S(х)) |= ∀х(P(х) → ¬G(х)) ⇔  
⇔ ∀х(G(х)→S(х)) & ∀х(P(х) → ¬S(х)) & ¬∀х(P(х) → ¬G(х)) супе-

речність ⇔ ∀х(G(х)→S(х)) & ∀х(P(х) → ¬S(х)) & ∃х(P(х)&G(х)) 
суперечність ⇔ (зводимо до пренексної форми) 
∃х∀y∀z((G(y)→S(y)) & (P(z) → ¬S(z)) & P(х)&G(х)) суперечність. 

Виконуємо сколемізацію: 
∀y∀z((G(y)→S(y)) & (P(z) → ¬S(z)) & P(a)&G(a));  
тут a – сколемівський КС. 
Множина диз’юнктів: S = {¬G(y)∨S(y), ¬P(z)∨¬S(z), P(a), G(a)}.  
¬P(z) та P(a) мають НЗУ [zа], за яким ¬P(z)∨¬S(z) та P(a) да-

ють резольвенту ¬S(a). 
¬G(y) та G (a) мають НЗУ [yа], за яким ¬G(y)∨S(y) та G(a) да-

ють резольвенту S(a). 
Із ¬S(a) та S(a) маємо резольвенту 0. Ми вивели 0 із S, тому  
∀х(G(х)→S(х))&∀х(P(х) → ¬S(х)) |= ∀х(P(х) → ¬G(х)). 

Приклад 6.1.13. Доведіть чи спростуйте методом резолюцій:  
∀х(G(х)→S(х)) & ∀х(P(х) → ¬G(х)) |= ∀х(P(х) → ¬S(х)).  
Маємо ∀х(G(х)→S(х)) & ∀х(P(х) → ¬G(х)) |= ∀х(P(х) → ¬S(х)) ⇔  
⇔ ∀х(G(х)→S(х)) & ∀х(P(х) → ¬G(х)) & ¬∀х(P(х) → ¬S(х)) супе-

речність ⇔ ∀х(G(х)→S(х)) & ∀х(P(х) → ¬G(х)) & ∃х(P(х)&S(х)) супе-
речність ⇔ ∃х∀y∀z((G(y)→S(y)) & (P(z) → ¬G(z)) & P(х)&S(х)) супе-
речність.  

Виконуємо сколемізацію (тут a – сколемівський КС):  
∀y∀z((G(y)→S(y)) & (P(z) → ¬G(z)) & P(a)&S(a)).  
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Отримали множину диз’юнктів:  
S = {¬G(y)∨S(y), ¬P(z)∨¬G(z), P(a), S(a)}.  

¬P(z) та P(a) мають НЗУ [zа], за яким ¬P(z)∨¬G(z) та P(a) да-
ють резольвенту ¬G(a). 

Інші пари диз’юнктів не дають нових резольвент, тому 0 із S 
не виводиться. 

Маємо контрмодель – АС A із A = {a}, для якої  
PA(a) = SA(a) = T, ¬GA(a) = F  GA(a) = T.  

Отже, ми спростували  
∀х(G(х)→S(х)) & ∀х(P(х) → ¬G(х)) |= ∀х(P(х) → ¬S(х)).  

Приклад 6.1.14. Формалізуйте мовою першого порядку та 
з'ясуйте, використовуючи метод резолюцій, істинність такого 
міркування:  

якщо x є батьком y, то y не є батьком x;  
oтже, жоден x не є своїм батьком. 
Нехай P(x, y) означає: x є батьком y. 
Наведене міркування формалізуємо так:  
∀х∀y(P(x, y) → ¬P(y, x)) |= ∀х¬P(x, x). Маємо: 
∀х∀y(P(x, y) → ¬P(y, x)) |= ∀х¬P(x, x) ⇔  
⇔ ∀х∀y(P(x, y) → ¬P(y, x)) & ¬∀х¬P(x, x) суперечність ⇔  
⇔ ∀х∀y(P(x, y) → ¬P(y, x)) & ∃хP(x, x) суперечність ⇔  
⇔ ∃z∀х∀y(P(x, y) → ¬P(y, x)) & P(z, z)) суперечність.  
Виконуємо сколемізацію: ∀х∀y(P(x, y) → ¬P(y, x)) & P(a, a)).  
Тут a – сколемівський КС. 
Отримали множину диз’юнктів: S = {¬P(x, y) ∨ ¬P(y, x), P(a, a)}. 
Cклеюванням диз'юнкта ¬P(x, y) ∨ ¬P(y, x) за НЗУ [yx] буде 

¬P(x, x). Диз'юнкти ¬P(x, x) та P(a, a) мають НЗУ [xа], за яким 
¬P(x, x) та P(a, a) дають резольвенту 0. 

Ми вивели 0 із S, тому ∀х∀y(P(x, y) → ¬P(y, x)) |= ∀х¬P(x, x).  
Отже, міркування з умови прикладу 6.1.14 є істинним. 
Приклад 6.1.15. Формалізуйте мовою першого порядку та 

з'ясуйте, використовуючи метод резолюцій, істинність такого 
міркування (див. також [20]):  

деякі пацієнти люблять лікарів;  
жоден пацієнт не любить ясновидців-шарлатанів;  
отже, кожен лікар не є шарлатаном. 
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Нехай P(x) означає: x є пацієнтом; D(x) означає: x є лікарем;  
Q(x) означає: x є шарлатаном; A(x, y) означає: x любить y. 
Наведене міркування формалізуємо так:  
∃х(P(x) & ∀y(D(y) → A(x, y)) & ∀x(P(x) → ∀y(Q(y) → ¬A(x, y)) |=  
|= ∀x(D(x) → ¬Q(x)) ⇔  
⇔ ∃х(P(x) & ∀y(D(y) → A(x, y)) &  
& ∀x(P(x) → ∀y(Q(y) → ¬A(x, y)) & ¬∀x(D(x) → ¬Q(x))  
суперечність ⇔ ∃х(P(x) & ∀y(D(y) → A(x, y)) &  

& ∀z(P(z) → ∀u(Q(u) → ¬A(z, u)) & ∃v(D(v)&Q(v)) суперечність ⇔  
⇔ ∃х∃v∀y∀z∀u (P(x) & (¬D(y) ∨ A(x, y)) & 
& (¬P(z) ∨ ¬Q(u) ∨ ¬A(z, u)) & D(v)&Q(v)) суперечність.  
Виконуємо сколемізацію (тут a, b – сколемівські КС): 

∀y∀z∀u (P(a) & (¬D(y) ∨ A(a, y)) & 
& (¬P(z) ∨ ¬Q(u) ∨ ¬A(z, u)) & D(b)&Q(b)).  
Отримали множину диз’юнктів:  
S = {P(a), ¬D(y) ∨ A(a, y), ¬P(z) ∨ ¬Q(u) ∨ ¬A(z, u), D(b), Q(b)}.  
Тут P(a) та ¬P(z) ∨ ¬Q(u) ∨ ¬A(z, u) мають НЗУ [zа], за яким 
резольвентa ¬Q(u) ∨ ¬A(a, u); 
¬D(y) ∨ A(a, y) та D(b) мають НЗУ [yb], за яким резольвентa 
A(a, b);  
¬Q(u) ∨ ¬A(a, u) та Q(b) мають НЗУ [ub], за яким резольвентa 
¬A(a, b).  
Із A(a, b) та ¬A(a, b) отримуємо резольвенту 0.  
Ми вивели 0 із S, тому  
∃х(P(x) & ∀y(D(y) → A(x, y)) & ∀x(P(x) → ∀y(Q(y) → ¬A(x, y)) |= 
|= ∀x(D(x) → ¬Q(x)). 

Отже, міркування з умови прикладу 6.1.15 є істинним. 

 
Запитання для самоконтролю  

1. Що таке сколемізація? 
2. Що таке сколемівська функція? 
3. Що таке ербранівський універс? 
4. Сформулюйте теорему Ербрана. 
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5. Що таке інверсна сколемізація? 
6. Сформулюйте дуальну форму теореми Ербрана. 
7. Опишіть метод спростування Ербрана.  
8. Що таке підстановка термів? 
9. Що таке приклад терму за підстановкою? 
10. Дайте визначення уніфікатора для множини термів.  
11. Дайте визначення найзагальнішого уніфікатора. 
12. Сформулюйте правило бінарної резолюції. 
13. Що таке бінарна резольвента диз'юнктів? 
14. Опишіть правило склеювання. 
15. Що таке резольвента диз'юнктів? 
16. Сформулюйте правило резолюцій у загальному вигляді. 
17. Сформулюйте теорему повноти методу резолюцій. 
 
Вправи 

1. Зведіть до сколемівської форми з матрицею в КНФ формули: 
1) ∀х¬p(x, x) & ∀x∃y p(x, y) & ∀х∀z∀y(p(x, z)& p(z, y)→p(x, y)); 
2) ∀х¬q(x, x) & ∀x∀z∃y(q(x, y)→q(x, z)& q(z, y)) &  

& ∀х∀y∀z(q(x, y)& q(y, z)→q(x, z)); 
3) ∃x(p(x)&∀y(q(y)→h(x, y))& ∀x(p(x)→∀y(r(y)→¬h(x, y))) → 

→∀x(q(x)→ ¬r(x)). 
2. Доведіть, що (α∗β)∗γ = α∗(β∗γ).  
3. Які з наведених множин мають НЗУ? Знайдіть такі НЗУ,  

якщо вони є:  
1) {p(x), p(y)};  
2) {q(x, y), q(x, x)};  
3) {q(x, y, f(y)), q(x, z, z)};  
4) {p(x, y, z), p(u, f(u, v), v)}; 
5) {q(x, y, f(y), z, g(y, z), v), q(a, h(a), b, s(a, b), u, h(a, b, u))}.  

4. Побудуйте всі можливі резольвенти (якщо вони є)  
для таких пар:  

1) D1 = p(x, y)∨¬q(x) та D2 = p(z, y)∨ q(z); 
2) D1 = ¬p(x)∨ q(x, x) та D2 = ¬q(y, f(y));  
3) D1 = ¬p(x, y, a)∨ ¬p(y, z, b)∨¬p(x, b, v)∨¬p(a, z, v) та  
D2 = p(f(x, y), x, y). 
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5. Доведіть чи спростуйте методом резолюцій:  
1) ∀х(G(х)→L(х))&¬∃x(K(x)&L(х))&∀х(¬G(х)→¬E(х)) |= 
|= ¬∃x(K(x)&E(х)); 
2) ∀х∀y∀z(R(х, y)&R(y, z)→R(x, z)) |= 
|= ∀х∀y∀z∀u(R(х, y)&R(y, z)&R(z, u)→R(x, u));  
3) ∀х∀y(B(х, y)→P(x, y)) |= ∀y(∀x¬P(х, y)→∀x¬B(x, y)); 
4) ∀х(L(х)→T(х)) |= ∀х∀y(L(х)&S(х, y)→∃z(T(z)&S(z, y)));  
5) ∀х∀y(B(х, y)↔A(х)&A(y)) |= ∀х∀y(B(х, y)→B(y, x)). 
 

 

6.2. Cеквенційні числення  
класичних чистих першопорядкових логік 
 
Розглянемо секвенційні числення класичних логік квантор-

ного рівня – чистих першопорядкових логік. Такі секвенційні 
числення назвемо QCl.  

Для класичних чистих першопорядкових логік базовими є 
композиції ∨, ¬ та ∃х, тому для секвенцій специфікованих фор-
мул можна ввести такі базові секвенційні форми:  

|−¬ |

|

,
,

−

−

Σ
¬ Σ
A
A

       −|¬ |

|

,
,

−

−

Σ
¬ Σ
A
A

  

|−∨ | |

|

,       ,
,

− −

−

Σ Σ
∨ Σ

A B
A B

    −|∨ | |

|

, ,
,

− −

−

Σ
∨ Σ

A B
A B

 

|–∃ |

|

[ ],
,

−

−

Σ
∃ Σ
xA y
xA

      –|∃ |  |

|

[ ], ,
,

− −

−

∃ Σ
∃ Σ

xA y xA
xA

  

Для |–∃ умова: вільна змінна у∉Σ∪{∃хA}. 
При застосуванні форми –|∃ у пробігає множину всіх вільних 

змінних множини доступних формул секвенції −|∃xА, Σ та її на-
ступників. При цьому виділена ∃хА дублюється в засновку.  

Умова замкненості секвенції |–Γ–|Δ індукована відповідною 
властивістю С:  

С) існує формула Φ: Φ∈Γ та Φ∈Δ.  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



195 

На базі властивостей відношення |= отримуємо основну влас-
тивість секвенційних форм.  

Теорема 6.2.1. Нехай | |

| |

− −

− −

Λ Κ
Γ Δ

 – базова секвенційна форма. 

Тоді:  
a) Λ |= Κ ⇔ Γ |= Δ;  
b) Γ |≠ Δ ⇔ Λ |≠ Κ.  

2. Нехай | | | |

| |

    − − − −

− −

Λ Κ Χ Ζ
Γ Δ

 – базова секвенційна форма. Тоді: 

a) Λ |= Κ та Χ |= Ζ ⇔ Γ |= Δ;  
b) Γ |≠ Δ ⇔ Λ |≠ Κ або Χ |≠ Ζ.  

Опишемо побудову виведення в QCl-численні для заданої 
скінченної секвенції Σ.  

Секвенції ми трактуємо як множини специфікованих формул, 
тому повтори формул у секвенціях неможливі: якщо в результаті 
виконання форми отримуємо специфіковану формулу, яка вже є у 
секвенції, то таку формулу-копію до секвенції не заносимо.  

Побудова секвенційного дерева розбита на етапи. Вона почи-
нається з кореня дерева. 

Опишемо етап виведення для певної незамкненої секвенції-
листа η. На цьому етапі будуємо скінченне піддерево з верши-
ною η таким чином. 

На початку етапу активізуємо всі неатомарні формули секвен-
ції η. До кожної активної формули далі застосовуємо відповідну 
секвенційну форму. При цьому всі |–∃-форми виконуємо перед 
–|∃-формами. При виконанні |–∃ беремо y як нову змінну, що не 
фігурує у формулах секвенцій шляху від кореня до зазначеного 
листа. Форма –|∃ застосовується багатократно для всіх вільних 
змінних формул секвенцій на шляху від кореня до зазначеного 
листа. Після застосування секвенційної форми утворені нею фор-
мули стають пасивними, до таких формул на цьому етапі сек-
венційні форми не застосовуються. 

Після виконання всіх форм на етапі перевіряємо кожну сек-
венцію-лист Ω на замкненість. Якщо Ω незамкнена, то перевіря-
ємо, чи буде Ω фінальною секвенцією.  
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Незамкнена вершина-секвенція Ω виведення секвенції Σ фі-
нальна, якщо до неї вже незастосовна жодна секвенційна форма 
або якщо кожне застосування секвенційної форми до Ω не вво-
дить нових формул, відмінних від формул шляху від Σ до Ω. По-
ява фінальної секвенції означає ситуацію повторення незамкне-
ної секвенції на зазначеному шляху. Це сигналізує про наявність 
у дереві шляху (від кореня до зазначеної фінальної секвенції), 
усі вершини якого незамкнені, – незамкненого шляху. Отже, по-
будова виведення завершена негативно. 

Якщо всі листи будованого дерева замкнені, то ми отримали 
замкнене секвенційне дерево. Отже, побудова виведення завер-
шена позитивно. 

Якщо в будованому дереві є листи, які є незамкненими чи 
нефінальними секвенціями, то для кожного такого листа про-
довжуємо виведення так само, як описано вище.  

При побудові секвенційного дерева можливі такі випадки:  
1) побудову завершено позитивно, маємо скінченне замкнене 

дерево;  
2) побудову завершено негативно, маємо скінченне незамк-

нене дерево, а у такому дереві існує незамкнений шлях (ситуація 
фінальної секвенції); 

3) побудова не завершується, маємо нескінченне дерево; за ле-
мою Кеніга нескінченне дерево зі скінченним розгалуженням має 
хоча б один нескінченний шлях; усі його вершини – незамкнені 
секвенції, адже при появі замкненої секвенції побудова на цьому 
шляху обірветься; отже, такий нескінченний шлях незамкнений. 

Опишемо побудову в QCl-численні секвенційного дерева для 
заданої зліченної секвенції Σ. Така побудова розбивається на 
етапи. Кожне застосування секвенційної форми проводиться 
лише до скінченної множини доступних на цьому етапі формул.  

На початку етапу виконується крок доступу. Це означає, що до 
списку доступних формул додається по одній формулі зі списків  
|–-формул та –|-формул. Якщо в секвенції немає недоступних  
|–-формул чи –|-формул (відповідний список вичерпано), то на по-
дальших кроках доступу додаємо по одній формулі з невичерпано-
го списку. На початку побудови доступна лише пара перших фор-
мул списків (або єдина |–-формула чи –|-формула, якщо один зі 
списків порожній). 
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На етапі виведення для незамкненої секвенції-листа η добу-
довуємо скінченне піддерево з вершиною η таким чином. Акти-
візуємо (окрім атомарних) усі доступні формули секвенції η. До 
кожної активної формули далі застосовуємо відповідну секвен-
ційну форму. При цьому всі |–∃-форми виконуємо перед  
–|∃-формами. При виконанні |–∃ беремо y як нову змінну, що не 
фігурує у формулах секвенцій шляху від кореня до зазначеного 
листа. Форма –|∃ застосовується багатократно для всіх вільних 
змінних доступних формул секвенцій на шляху від кореня до 
зазначеного листа. Після використання секвенційної форми 
утворені нею формули на поточному етапі пасивні, до таких фор-
мул на цьому етапі секвенційні форми не застосовуються. 

Після виконання всіх форм на етапі перевіряємо кожну сек-
венцію-лист Ω на замкненість. 

Якщо всі листи будованого дерева замкнені, то ми отримали 
замкнене секвенційне дерево, тобто побудова завершена позитив-
но. Якщо ні, то для кожного незамкненого листа робимо наступний 
крок доступу і продовжуємо виведення так, як описано вище.  

При побудові секвенційного дерева для зліченної секвенції 
можливі такі випадки:  

1) побудову завершено позитивно, маємо скінченне замкнене 
дерево;  

2) побудова не завершується, маємо нескінченне дерево; за 
лемою Кеніга нескінченне дерево зі скінченним розгалуженням 
має хоча б один нескінченний шлях. 

У випадку 2) у дереві існує незамкнений шлях ℘, усі його 
вершини – незамкнені секвенції. Кожна з формул секвенції Σ 
зустрінеться на ℘ і стане доступною.  

Теорема 6.2.2 (коректності). Якщо секвенція |–Γ–|Δ вивідна, 
то Γ |= Δ. 

Якщо секвенція |–Γ–|Δ вивідна, то для неї побудоване замкне-
не секвенційне дерево. Із побудови дерева випливає: Λ |= Κ для 
кожної його вершини |–Λ–|Κ. Для листів дерева це випливає з ви-
значення замкненої секвенції. Збереження секвенційними фор-
мами відношення логічного наслідку (від засновків до висновку) 
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випливає з теореми 6.2.1. Тому для кореня дерева – секвенції  
|–Γ–|Δ – теж маємо Γ |= Δ.  

Теорема 6.2.3 (про контрмодель). Нехай ℘ – незамкнений 
шлях у секвенційному дереві, Н – множина всіх специфікованих 
формул секвенцій цього шляху. Тоді існують АС А = (A, І) та 
δ∈VA такі (тут fΦ – множина вільних змінних формули Φ): 

|–Φ∈Н  ΦA(δ||fΦ) = Т та –|Φ∈Н  ΦA(δ||fΦ) = F.  
Пару (A, δ) з такими властивостями назвемо контрмоделлю 

для секвенції |–Γ–|Δ.  
Нехай W – множина всіх вільних змінних формул з Н.  
Задаємо АС А = (А, І) з |А| = |W| та ін’єктивну δ : W→A. 
Така Н – модельна множина. Це означає, що для Н викону-

ються умови: 
HC) для кожної формули Φ лише одна з формул |–Φ чи –|Φ мо-

же належати до Н;  
H¬) |–¬Φ∈Н  –|Φ∈Н;  

–|¬Φ∈Н  |–Φ∈Н; 
H∨) |–Φ∨Ψ∈Н  |–Φ∈Н або |–Ψ∈Н;  

–|Φ∨Ψ∈Н  –|Φ∈Н та –|Ψ∈Н;  
H∃) |–∃х∈Н  існує у∈W таке, що |–Φx[y]∈Н;  

–|∃хΦ∈Н  –|Φx[y]∈Н для всіх у∈W.  
Задамо на А = (А, І) значення атомарних формул із Н:  

– | ( )   ( || ) ;A xx H T−θ ∈  θ δ =  
– | ( )   ( || ) .A xx H F− θ ∈  θ δ =  

Для складних формул твердження теореми випливає з того, 
що Н – модельна множина. 

Звідси маємо теорему повноти секвенційних QCl-числень.  

Теорема 6.2.4. Нехай Γ |= Δ. Тоді секвенція |–Γ–|Δ вивідна.  
Припустимо супротивне: Γ |= Δ та |–Γ–|Δ невивідна. Тоді в сек-

венційному дереві δ для |–Γ–|Δ існує незамкнений шлях. Нехай Н – 
множина специфікованих формул секвенцій цього шляху. За 
теоремою 6.2.3 існує контрмодель (А, δ): |–Φ∈Н  ΦA(δ||fΦ) = Т 
та –|Φ∈Н  ΦA(δ||fΦ) = F. Згідно з |–Γ–|Δ ⊆ Н для всіх Φ∈Γ маємо 
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ΦA(δ||fΦ) = Т та для всіх Ψ∈Δ маємо ΨA(δ||fΦ) = F. Це заперечує 
Γ |= Δ, тому й заперечує Γ |= Δ.  

Наведемо приклади побудови виведень в QCl-численнях.  

Приклад 6.2.1. Для встановлення того, чи істинна формула 
(∃xP(x)→Q(x)) →P(x)→∃xQ(x), побудуємо виведення секвенції  
−|(∃xP(x)→Q(x)) →P(x)→∃xQ(x). 

 
−|(∃xP(x)→Q(x)) →(P(x)→∃xQ(x)). 

↓ 
|−∃xP(x)→Q(x), −|P(x)→∃xQ(x)  
           

−|∃xP(x), −|P(x)→∃xQ(x)      |−Q(x), −|P(x)→∃xQ(x) 
 ↓           ↓ 

−|∃xP(x), |−P(x), −|∃xQ(x)     |−Q(x), |−P(x), −|∃xQ(x) 
 ↓           ↓ 

−|P(x), |−P(x), −|∃xQ(x), −|∃xP(x)   |−Q(x), |−P(x), −|Q(x), −|∃xQ(x) 
 

Отримали замкнене секвенційне дерево. 

Приклад 6.2.2. Для встановлення P(x)→∃xQ(x) |= ∃xP(x)→Q(x) 
побудуємо виведення секвенції |−P(x)→∃xQ(x), −|∃xP(x)→Q(x). 

 

|−P(x)→∃xQ(x), −|∃xP(x)→Q(x)  
          

−|P(x), −|∃xP(x)→Q(x)     |−∃xQ(x), −|∃xP(x)→Q(x) 
↓          ↓ 

−|P(x), |−∃xP(x), −|Q(x)    |−∃xQ(x),  |−∃xP(x), −|Q(x) 
 ↓          ↓ 

−|P(x), |−P(u), −|Q(x)     |−Q(u),  |−∃xP(x), −|Q(x) 
↓ 

|−Q(u),  |−P(v), −|Q(x) 
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Отримали незамкнене секвенційне дерево, що спростовує 
P(x)→∃xQ(x) |= ∃xP(x)→Q(x).  

Для лівого незамкненого шляху отримуємо контрмодель (A, δ), 
для якої A = {a, b}, тоді 

δ = [xa, ub], PA(a) = F, PA(b) = T, QA(a) = F.  

Для правого незамкненого шляху маємо контрмодель (B, δ), для 
якої B = {a, b, c}, тоді 

δ = [xa, ub, vc], QB(b) = T, PB(c) = T, QB(a) = F. 

Приклад 6.2.3. Для встановлення ∃x∀yP(x, y) |= ∀y∃xP(x, y)  
побудуємо виведення секвенції |−∃x∀yP(x, y), −|∀y∃xP(x, y). 

|−∃x∀yP(x, y), −|∀y∃xP(x, y) 
 ↓ 

|−∀yP(u, y), −|∀y∃xP(x, y) 
 ↓ 

|−∀yP(u, y), −|∃xP(x, v) 
 ↓ 

|−P(u, u), |−P(u, v), |−∀yP(u, y), −|∃xP(x, v) 
 ↓ 

|−P(u, u), |−P(u,v), |−∀yP(u,y), −|P(u,v), −|P(v,v) −|∃xP(x,v)    

Отримали замкнене секвенційне дерево, що засвідчує наявність |= . 

Приклад 6.2.4. Для з’ясування того, чи справджується 
∀хA(x)&∀хB(x) |= ∀х(A(x)&B(x)), побудуємо виведення секвен-
ції |–∀хA(x)&∀хB(x), −|∀х(A(x)&B(x)).  Ви
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|–∀хA(x)&∀хB(x), −|∀х(A(x)&B(x))   

↓ 
 |−∀хA(x), |−∀хB(x), −|∀х(A(x)&B(x))  

↓ 
 |−∀хA(x), |−∀хB(x), −|A(z)&B(z)  

↓ 
|−∀хA(x), |−∀хB(x), |−A(z), |−B(z), −|A(z)&B(z)  

            

|−∀хA(x), |−∀хB(x), |−A(z),     |−∀хA(x), |−∀хB(x), 
 |−B(z), −|A(z)        |−A(z), |−B(z), −|B(z)    

Отримали замкнене дерево – виведення секвенції  
|–∀хA(x)&∀хB(x), −|∀х(A(x)&B(x)), що засвідчує наявність |= .  

Приклад 6.2.5. Для з’ясування того, чи справджується 
|= ∃х(A(x)∨B(x)) → ∃хA(x)∨∃хB(x), побудуємо виведення секвен-
ції −|∃х(A(x)∨B(x)) → ∃хA(x)∨ ∃хB(x). 

−|∃х(A(x)∨B(x)) → ∃хA(x)∨∃хB(x)   
↓ 

|−∃х(A(x)∨B(x)), −|∃хA(x)∨∃хB(x)  
↓ 

|−∃х(A(x)∨B(x)), −|∃хA(x), −|∃хB(x)  
↓ 

|−A(y)∨B(y), −|∃хA(x), −|∃хB(x)  
↓ 

|−A(y)∨B(y), −|∃хA(x), −|∃хB(x), −|A(y), −|B(y) 
           

|−A(y), −|∃хA(x), −|∃хB(x),   |−B(y), −|∃хA(x), −|∃хB(x),  
−|A(y), −|B(y) −|A(y), −|B(y)   

Отримали замкнене дерево – виведення секвенції 
−|∃х(A(x)∨B(x)) → ∃хA(x)∨ ∃хB(x).  

Це засвідчує, що |= ∃х(A(x)∨B(x)) |= ∃хA(x)∨ ∃хB(x).  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



202 

Приклад 6.2.6. Для з’ясування того, чи справджується 
∃хA(x)&∃хB(x) |= ∃х(A(x)&B(x)), побудуємо виведення секвенції 
|–∃хA(x)& ∃хB(x), −|∃х(A(x)&B(x)).  

|–∃хA(x)&∃хB(x), −|∃х(A(x)&B(x))   
↓ 

|−∃хA(x), |−∃хB(x), −|∃х(A(x)&B(x))  
↓ 

 |−A(y), |−B(z), −|∃х(A(x)&B(x))  
↓ 

|−A(y), |−B(z), −|∃х(A(x)&B(x)), −|A(y)&B(y), −|A(z)&B(z)  
            

|−A(y), |−B(z), −|ϑ, −|A(y),   |−A(y), |−B(z), −|ϑ, −|B(y), −|A(z)&B(z)
−|A(z)&B(z)                  

|−A(y), |−B(z), −|ϑ,   |−A(y), |−B(z), −|ϑ,
−|B(y), −|A(z)  −|B(y), −|B(z)  

Тут ϑ позначає ∃х(A(x)&B(x)). 

Ми отримали незамкнене секвенційне дерево. Для незамкне-
ного шляху мaємо контрмодель (M, δ), для якої M = {a, b}; тоді 
δ = [ya, zb], AM(a) = T, AM(b) = F, BM(a) = F, BM(b) = T.  

Отже, ми спростували ∃хA(x)&∃хB(x) |= ∃х(A(x)&B(x)). 
 
 
Запитання для самоконтролю  
1. Опишіть базові секвенційні форми QCl-числень. 
2. Сформулюйте теорему про основну властивість секвен-

ційних форм. 
3. Опишіть побудову виведення (секвенційного дерева) в QCl-

численні для заданої скінченної секвенції. 
4. Опишіть побудову виведення в QCl-численні для заданої 

нескінченної секвенції. 
5. Сформулюйте теорему коректності для QCl-числень. 
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6. Дайте визначення модельної множини для випадку  
QCl-числень  

7. Сформулюйте теорему про контрмодель для QCl-числень. 
8. Сформулюйте теорему повноти для QCl-числень. 

Вправи 

1. Для секвенційних QCl-числень наведіть похідні секвенцій-
ні форми |–∀ та –|∀.  

2. Побудуйте в QCl-численні виведення чи доведіть його від-
сутність для таких формул: 

1) ∀x(A&B)→∀xA&∀xB; 
2) ∃х(A&B)→∃хA&∃хB;  
3) ∃xA∨∃xB→∃x(A∨B); 
4) ∀x(A→B)→(∃хA→∀хB); 
5) ∃x(A→B)→(∃хA→∃хB); 
6) (∀xA→∀xB)→∃х(A→B);  
7) (∃xA→∀xB)→∀х(A→B); 
8) ∀xA&B→∀x(A&B); 
9) ∀x(A&B)→∀xA&B; 
10) ∃х(A&B)→∃хA&B; 
11) ∃x(A∨B)→∃xA∨B; 
12) ∃xA∨B→∃x(A∨B); 
13) ∃x(A∨∃xB)→∃x¬A; 
*14) ∀x∃yA→∃y∀xA. 
 
 

6.3. Cеквенційні числення неокласичних 
чистих першопорядкових логік  
 
Опишемо секвенційні числення чистих першопорядкових ло-

гік еквітонних квазіарних предикатів – ЧНКЛ. Базовими компо-
зиціями цих логік є ¬, ∨, R ,u

v  ∃х. Такі секвенційні числення на-
звемо QEC, їх також називають [9, 26] QZN-численнями.  
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Властивості відношення неспростовнісного логічного наслід-
ку для множин формул індукують відповідні базові секвенційні 
форми QEC-числень: 

|–R |

|

,
( ),

−

−

Φ Σ
Φ ΣR

;       –|R |

|

,
( ),

−

−

Φ Σ
Φ ΣR

; 

|–RІ |
,

| ,

( ),
( ),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v
x

z v
z x

R
R

;      –|RІ |
,

| ,

( ),
( ),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v
x

z v
z x

R
R

; 

|–RU |
,

| ,

( ),
( ),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v
u
y v
z u

R
R

;      –|RU |
,

| ,

( ),
( ),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v
u
y v
z u

R
R

.  

Для |−RU маємо умову х∈μ(Φ).  

|–RR |

|

( ),
( ( )),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v w
x y

v w
x y

R
R R

;     –|RR |

|

( ),
( ( )),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v w
x y

v w
x y

R
R R

; 

|–R¬ |

|

( ),
( ),

−

−

¬ Φ Σ
¬Φ Σ

v
x

v
x

R
R

;     –|R¬ |

|

( ),
( ),

−

−

¬ Φ Σ
¬Φ Σ

v
x

v
x

R
R

; 

|–R∨ |

|

( ) ( ),
( ),

−

−

Φ ∨ Ψ Σ
Φ ∨ Ψ Σ

v v
x x

v
x

R R
R

;   –|R∨ |

|

( ) ( ),
( ),

−

−

Φ ∨ Ψ Σ
Φ ∨Ψ Σ

v v
x x

v
x

R R
R

; 

|− ¬ |

|

,  
,  

−

−

Φ Σ
¬Φ Σ

;       −| ¬ |

|

,  
,  

−

−

Φ Σ
¬Φ Σ

; 

|−∨ | |

|

,         ,  
,  

− −

−

Φ Σ Ψ Σ
Φ∨Ψ Σ

;    −|∨ | |

|

,  ,  
,  

− −

−

Φ Ψ Σ
Φ∨Ψ Σ
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|–R∃s |

|
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−

−

∃ Φ Σ
∃ Φ Σ

u
v

u
v

xR
R x

;     –|R∃s |

|
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( ),

−

−

∃ Φ Σ
∃ Φ Σ

u
v

u
v

xR
R x
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|–R∃ |

|

( ),
( ),

−

−

∃ Φ Σ
∃ Φ Σ
u x

v z
u
v

zR
R x

;     –|R∃ |

|

( ),
( ),

−

−

∃ Φ Σ
∃ Φ Σ
u x

v z
u
v

xR
R x

. 

Для |–R∃s та –|R∃s маємо умову { , }∉x v u .  
Для |–R∃ та –|R∃ маємо умови { , },x v u∈  

\ ( ( ))u
T vz V nm R x∈ ∃ Φ .  
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|−∃ |

|

( ),  
,

,  
−

−

Φ Σ
∃ Φ Σ

x
zR
x

 де z∈VT \ nm(Σ, ∃xΦ);  

−|∃  |  |

|

, ( ),  
,  

− −

−

∃ Φ Φ Σ
∃ Φ Σ

x
yx R

x
. 

Секвенційні форми типів R, RІ, RU є допоміжними, усі інші 
секвенційні форми – основними. 

Ураховуючи наявність похідних композицій →, & та ∀x, мо-
жемо ввести відповідні похідні секвенційні форми.  

Наведемо тут секвенційні форми |−∀ та −|∀: 

−|∀ |

|

( ),  
,

,  
−

−

Φ Σ
∀ Φ Σ

x
zR
x

 де z∈VT, z∉nm(Σ, ∃xΦ);   

|−∀  |  |

|

, ( ),  
,  

− −

−

∀ Φ Φ Σ
∀ Φ Σ

x
yx R

x
. 

Умова замкненості секвенції |–Γ–|Δ індукована відповідною 
умовою гарантованої наявності відношення неспростовнісного 
логічного наслідку Γ |= Δ:  

С) існує формула Φ: Φ∈Γ та Φ∈Δ.  
На базі властивостей відношення |= отримуємо основну влас-

тивість секвенційних форм. Вона формулюється так, як у випадку 
класичних секвенційних числень. 

Теорема 6.3.1. Нехай | |

| |

− −

− −

Λ Κ
Γ Δ

 – базова секвенційна форма. 

Тоді: a) Λ |= Κ ⇔ Γ |= Δ;  
b) Γ |≠ Δ ⇔ Λ |≠ Κ.  

2. Нехай | | | |

| |

    − − − −

− −

Λ Κ Χ Ζ
Γ Δ

 – базова секвенційна форма. Тоді: 

a) Λ |= Κ та Χ |= Ζ ⇔ Γ |= Δ;  
b) Γ |≠ Δ ⇔ Λ |≠ Κ або Χ |≠ Ζ.  

Опишемо поетапну побудову виведення в QEC-численні для 
скінченної секвенції Σ.  
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Акцентуємо увагу на особливостях такої побудови порівняно 
з побудовою виведення у класичних секвенційних численнях 
чистих першопорядкових логік. 

Перед побудовою виведення зафіксуємо деякий список TN 
(узагалі кажучи, нескінченний) тотально неістотних імен такий, 
що імена із TN не зустрічаються у формулах секвенції Σ. 

Етап виведення для незамкненої секвенції-листа η полягає в 
побудові скінченного піддерева з вершиною η. На початку етапу 
активізуємо всі непримітивні формули секвенції η. До кожної 
активної формули далі застосовуємо відповідну секвенційну  
форму. При цьому всі |–∃-форми та форми |–R∃ і –|R∃ виконуємо 
перед –|∃-формами. Перед застосуванням основної форми вико-
нуємо за необхідності спрощення формули, використовуючи 
належну кількість раз допоміжні форми типів R, RІ, RU. При 
виконанні |–∃ беремо z як перше незадіяне ім'я списку TN; таке 
ім'я нове, воно не фігурує у формулах секвенцій шляху від коре-
ня до зазначеного листа. При виконанні |–R∃ чи –|R∃ беремо z із 
задіяних імен списку TN, якщо ( ( )),∉ ∃ Φu

vz nm R x  інакше беремо 
z як перше незадіяне ім'я списку TN. Форма –|∃ застосовується 
багатократно для всіх імен формул секвенцій на шляху від коре-
ня до зазначеного листа. Після використання основної форми 
утворені нею формули на поточному етапі пасивні, до таких фор-
мул на цьому етапі секвенційні форми не застосовуються.  

Після виконання всіх форм на етапі перевіряємо кожну сек-
венцію-лист Ω на замкненість. Якщо Ω незамкнена, то перевіря-
ємо, чи буде Ω фінальною секвенцією. Якщо в будованому де-
реві є листи, які є незамкненими чи нефінальними секвенціями, 
то для кожного такого листа робимо наступний крок доступу і 
продовжуємо виведення так, як описано вище. 

При побудові секвенційного дерева можливі такі випадки:  
1) усі листи будованого дерева замкнені, тобто маємо скін-

ченне замкнене дерево; тоді побудову завершено позитивно;  
2) побудову завершено негативно, маємо скінченне незамк-

нене дерево; у такому дереві існує незамкнений шлях (ситуація 
фінальної секвенції); 
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3) побудова не завершується, маємо нескінченне дерево; за 
лемою Кеніга нескінченне дерево зі скінченним розгалуженням 
має хоча б один нескінченний шлях; такий шлях незамкнений, 
адже всі його вершини – незамкнені секвенції. 

Опишемо поетапну побудову виведення в QEC-численні для 
зліченної секвенції Σ.  

Кожне застосування секвенційної форми проводиться лише 
до скінченної множини доступних на цьому етапі формул.  

Перед побудовою виведення зафіксуємо деякий нескінчен-
ний список TN тотально неістотних імен такий, що імена із TN 
не зустрічаються у формулах секвенції Σ. 

На початку етапу виконується крок доступу: до списку доступ-
них формул додається по одній формулі зі списків |–-формул та  
–|-формул. Якщо в секвенції немає недоступних |–-формул чи  
–|-формул, то на подальших кроках доступу додаємо по одній фор-
мулі з невичерпаного списку.  

На початку побудови доступна лише пара перших формул 
списків (або єдина |–-формула чи –|-формула, якщо один зі спис-
ків порожній). 

На етапі виведення для незамкненої секвенції-листа η добудо-
вуємо скінченне піддерево з вершиною η так, як описано вище для 
випадку скінченної секвенції. При цьому форма –|∃ застосовується 
багатократно для всіх імен доступних на поточний момент формул 
секвенцій на шляху від кореня до зазначеного листа.  

Після виконання всіх форм на етапі перевіряємо кожну секвен-
цію-лист на замкненість. Якщо не всі листи будованого дерева за-
мкнені, то для кожного незамкненого листа робимо наступний 
крок доступу і продовжуємо виведення так, як описано вище.  

При побудові секвенційного дерева для зліченної секвенції 
можливі такі випадки:  

1) усі листи будованого дерева замкнені, тобто маємо скін-
ченне замкнене дерево; тоді побудову завершено позитивно;  

2) побудова не завершується, маємо нескінченне дерево; за 
лемою Кеніга нескінченне дерево зі скінченним розгалуженням 
має хоча б один нескінченний шлях; усі його вершини – незамк-
нені секвенції, тому такий шлях незамкнений; кожна з формул 
секвенції Σ зустрінеться на цьому шляху і стане доступною.  

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



208 

Для QEC-числень теорема коректності формулюється і дово-
диться так само, як для класичних секвенційних числень чистих 
першопорядкових логік. 

Теорема 6.3.2 (коректності). Якщо |–Γ–|Δ вивідна, то Γ |= Δ. 
Теореми повноти секвенційних числень опираються на відпо-

відні теореми про існування контрмоделі для множини формул 
незамкненого шляху. Для доведення теореми про контрмоделі ви-
користовується метод модельних (хінтікківських) множин.  

Сформулюємо теорему про контрмоделі для числення QEС. 

Теорема 6.3.3. Нехай ℘ – незамкнений шлях у секвенцій-
ному дереві, побудованому для |–Γ–|Δ, нехай Н – множина всіх 
специфікованих формул секвенцій цього шляху. Тоді існують 
інтерпретація A = (A, І) та δ∈VA такі:  

|–Φ∈Н  ΦA(δ) = Т та –|Φ∈Н  ΦA(δ) = F.      (∗) 

Пару (A, δ) з такими властивостями назвемо контрмоделлю 
для секвенції |–Γ–|Δ.  

Усі секвенції шляху ℘ незамкнені, тому для них не викону-
ється умова C замкненості. Отже, для множини Н виконується 
умова коректності НС: 

HC) для кожної формули Φ лише одна з формул |–Φ чи –|Φ мо-
же належати до Н.  

Застосування форм до секвенцій шляху ℘ відбувається до 
тих пір, поки це можливо, тому кожна непримітивна формула на 
шляху ℘ буде розкладена чи спрощена згідно з відповідною 
секвенційною формою числення QEС. 

Отже, для Н виконуються такі умови переходу: 
НR) |–R(Φ)∈Н  |–Φ∈Н;  

–|R(Φ)∈Н  –|Φ∈Н;  
НRІ) ,

| , ( )− Φ ∈z v
z xR H   | ( ) ;v

xR H− Φ ∈   
,

| , ( )− Φ ∈z v
z xR H   | ( ) ;v

xR H− Φ ∈   

НRU) за умови у∈μ(Φ): ,
| , ( )− Φ ∈y v

z xR H   | ( ) ;v
xR H− Φ ∈   

,
| , ( )− Φ ∈y v

z xR H   | ( ) ;v
xR H− Φ ∈   
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НRR) | ( ( ))− Φ ∈v w
x yR R H   | ( ) ;v w

x yR H− Φ ∈   

| ( ( ))− Φ ∈v w
x yR R H   | ( ) ;v w

x yR H− Φ ∈   

НR¬) | ( )− ¬Φ ∈v
xR H   | ( ) ;v

xR H−¬ Φ ∈   

| ( )− ¬Φ ∈v
xR H   | ( ) ;v

xR H− ¬ Φ ∈   

НR∨) | ( )− Φ∨Ψ ∈v
xR H   | ( ) ( ) ;v v

x xR R H− Φ ∨ Ψ ∈  

| ( )− Φ∨Ψ ∈v
xR H   | ( ) ( ) ;v v

x xR R H− Φ ∨ Ψ ∈  
НR∃s) за умови { , }∉x v u  маємо:  

| ( )− ∃ Φ ∈u
vR x H   | ( ) ;u

vxR H−∃ Φ ∈   

| ( )− ∃ Φ ∈u
vR x H   | ( ) ;u

vxR H− ∃ Φ ∈   

НR∃) за умови { , },∈x v u  \ ( ( ))u
T vz V nm R x∈ ∃ Φ  маємо:  

| ( )− ∃ Φ ∈u
vR x H   | ( ) ;u x

v zzR H−∃ Φ ∈   

| ( )− ∃ Φ ∈u
vR x H   | ( ) ;u x

v zzR H− ∃ Φ ∈   
H¬) |–¬Φ∈Н  –|Φ∈Н;  

 –|¬Φ∈Н  |–Φ∈Н; 
Н∨) |–Φ∨Ψ∈Н  |–Φ∈Н або |–Ψ∈Н;  

–|Φ∨Ψ∈Н  –|Φ∈Н та –|Ψ∈Н; 
Н∃) |–∃хΦ∈Н  існує у∈W: ;  

–|∃хΦ∈Н   для всіх у∈W.  
Множину Н з такими властивостями назвемо модельною.  
Побудуємо контрмодель за модельною множиною Н.  
Нехай W – множина W всіх предметних імен, які фігурують у 

формулах Н. Візьмемо множину A таку, що |A|=|W|, та деяку ін'єк-
тивну δ∈VA із asn(δ) = W. Така A дублює W. 

Задамо значення базових предикатів на δ та на іменних мно-
жинах вигляду  ( ) :x

yr δ   
– |– р∈Н  рA(δ) = Т;  
– –| р∈Н  рA(δ) = F;  
– |  ( )   ( ( )) ( ) ( ) ;− ∈  δ = δ =v v v

x A x x AR p H p r R p T  

– |  ( )   ( ( )) ( ) ( ) .− ∈  δ = δ =v v v
x A x x AR p H p r R p T  

| ( )− Φ ∈x
yR H

| ( )− Φ ∈x
yR H
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Задані таким чином значення базових предикатів продовжи-
мо за еквітонністю, ураховуючи умови неістотності імен, на від-
повідні h∈WA.  

Для атомарних і примітивних формул твердження (∗) теоре-
ми випливає з наведеного визначення базових предикатів. Далі 
доводимо твердження (∗) індукцією за складністю формули Φ 
згідно з пунктами визначення модельної множини.  

Теорема 6.3.4 (повноти). Нехай Γ |= Δ. Тоді секвенція |–Γ–|Δ 
вивідна в численні QEC. 

Нехай маємо супротивне: Γ |= Δ та |–Γ–|Δ невивідна. Тоді сек-
венційне дерево ρ для |–Γ–|Δ незамкнене, тому в ρ існує незамк-
нений шлях. Нехай Н – множина специфікованих формул секве-
нцій шляху ρ. За теоремою 6.3.3 існує контрмодель (А, δ):  
|–Φ∈Н  ΦА(δ) = Т та –|Φ∈Н  ΦА(δ) = F. Згідно із |–Γ–|Δ ⊆ Н для 
всіх Φ∈Γ маємо ΦА(δ) = Т та для всіх Ψ∈Δ маємо ΨА(δ) = F. Це 
заперечує Γ |= Δ.  

Наведемо приклади побудови виведень у секвенційних QEC-
численнях.  

Приклад 6.3.1. Побудуємо в численні QEC виведення сек-
венції |−∃x(P→Q), −|P→∀xQ.  

|−∃x(P→Q), −|P→∀xQ 
↓ 

| (P Q),− →x
uR  −|P→∀xQ 

↓ 
| (P Q),− →x

uR  |−P, −|∀xQ  
↓ 

| P Q,− →x x
u uR R  |−P, −|∀xQ  

↓ 
| P−

x
uR → Q,x

uR |−P, | Q−
x
vR  

        

| P,−
x
uR  |−P, | Q−

x
vR     | Q,−

x
uR  |−P, | Q−

x
vR   
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Отримали незамкнене секвенційне дерево. Таким чином, сек-
венція |−∃x(P→Q), −|P→∀xQ невивідна. За двома незамкненими 
шляхами секвенційного дерева можна задати дві контрмоделі.  

Для шляху, що закінчується лівим листом, маємо контрмодель 
(А, δ), для якої А = {a, b, c}, δ = [xa, ub, vc]; далі маємо  

  P ( ( )) ,  P ( ) ,  Q ( ( )) .x x
A u A A vr F T r Fδ = δ = δ =   

Для шляху, що закінчується правим листом, маємо контрмодель 
(B, δ), для якої B = {a, b, c}, δ = [xa, ub, vc]; далі маємо 

  Q ( ( )) ,  P ( ) ,  Q ( ( )) .x x
B u B B vr T T r Fδ = δ = δ =   

Для з’ясування, чи справджується ∃x(P→Q) |= P→∀xQ, треба 
встановити вивідність секвенції |−∃x(P→Q), −|P→∀xQ. Ми показа-
ли її невивідність, що спростовує ∃x(P→Q) |= P→∀xQ.  

Приклад 6.3.2. Для з’ясування, чи справджується 
∀х(A&B) |= ∀хA&B, побудуємо в QEC виведення секвенції 
|−∀х(A&B), −|∀хA&B. 

 
|−∀х(A&B),  −|∀хA&B  
        

|−∀х(A&B), −|∀хA    |−∀х(A&B), −|B 
↓        ↓  

|−∀х(A&B), | (A)x
zR−   |−∀х(A&B), | |(A&B), B− −

x
xR   

↓          ↓  
|−∀х(A&B), | | |(A&B), (A&B), (A)x x x

x z zR R R− − −  |−∀х(A&B), |−A&B, −|B 
↓           ↓  

|−∀х(A&B), | | |A&B, (A&B), (A)x x
z zR R− − −  |−∀х(A&B), |−A, |−B, −|B  

↓           
|−∀х(A&B), |−A&B, | |(A) & (B), (A)x x x

z z zR R R− −   
↓  

|−∀х(A&B), | | | | |A, B, (A), (B), (A)x x x
z z zR R R− − − − −      

Отримали замкнене дерево – виведення |−∀х(A&B), −|∀хA&B. 
Це засвідчує ∀х(A&B) |= ∀хA&B.  
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Приклад 6.3.3. Виведення секвенції −|∃x(P∨∃xQ) ∨ ∃x¬P. 
 

−|∃x(P∨∃xQ) ∨ ∃x¬P 
↓ 

−|∃x(P∨∃xQ), −|∃x¬P 
↓ 

| (P Q),x
xR x− ∨ ∃ −|∃x¬P, −|∃x(P∨∃xQ)  

↓ 
−|P∨∃xQ, | ( P),x

xR− ¬  −|∃x(P∨∃xQ), −|∃x¬P 
↓ 

−|P∨∃xQ, −|¬P, −|∃x(P∨∃xQ), −|∃x¬P 
↓ 

−|P, −|∃xQ, −|¬P, −|∃x(P∨∃xQ), −|∃x¬P 
↓ 

−|P, −|∃xQ, |−P, −|∃x(P∨∃xQ), −|∃x¬P     
Отримали замкнене дерево – виведення −|∃x(P∨∃xQ) ∨ ∃x¬P.  

Приклад 6.3.4. Для з’ясування, чи |= ∀хA&∀хB→∀х(A&B), 
побудуємо в QEC виведення секвенції −|∀хA&∀хB→∀х(A&B).  

 
−|∀хA&∀хB→∀х(A&B)   

↓ 
|−∀хA&∀хB, −|∀х(A&B)  

↓ 
|−∀хA, |−∀хB, −|∀х(A&B)  

↓ 
|−∀хA, |−∀хB, | (A&B)−

x
zR   

↓ 
|−∀хA, |−∀хB, | | | |(A), (A), (B), (B),− − − −

x x x x
x z x zR R R R | (A)−

x
zR & (B)x

zR  

             
|−∀хA, |−∀хB, |−A, |−B,      |−∀хA, |−∀хB, |−A, |−B, 

| | |(A), (B), (A)x x x
z z zR R R− − −     | | |(A), (B), (B)x x x

z z zR R R− − −    
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Отримали замкнене дерево – виведення секвенції 
−|∀хA&∀хB→∀х(A&B). Це засвідчує |= ∀хA&∀хB→∀х(A&B).  

Приклад 6.3.5. Для з’ясування, чи ∃x(A→B) |= ∀хA→∀хB, 
побудуємо в QEC виведення секвенції |−∃x(A→B), −|∀хA→∀хB.  

 
 |−∃x(A→B), −|∀хA→∀хB   

↓ 
 |−∃x(A→B), |–∀хA, −|∀хB   

↓ 
| (A B),− →x

yR  |–∀хA, | (B),−
x
zR   

↓ 
 | (A) (B),x x

y yR R− → | | | |(B), (A), (A), (A),− − − −
x x x x
z x y zR R R R |–∀хA   

               

| | |(A), (B), A,x x
y zR R− − −       | | |(B), (B), A,x x

y zR R− − −  

| |(A), (A),x x
y zR R− − |–∀хA         | |(A), (A),x x

y zR R− − |–∀хA  

Отримали незамкнене секвенційне дерево, За незамкненим 
шляхом задаємо контрмодель (M, δ), для якої M = {a, b, c}, 
δ = [xa, yb, zc]. Тоді маємо  ( )δ =x

yr [xb, yb, zc], 

 ( )δ =x
zr [xc, yb, zc], звідки A ( ) ,M Tδ =  

  (A) ( ) A ( ( )) ,  (A) ( ) A ( ( )) ,x x x x
y M M y z M M zR r T R r Tδ = δ = δ = δ =

  (B) ( ) B ( ( )) ,    (B) ( ) B ( ( ))δ = δ = δ = δ =x x x x
y M M y z M M zR r T R r F . 

Cеквенція |−∃x(A→B), −|∀хA→∀хB невивідна, що спростовує 
∃x(A→B) |= ∀хA→∀хB.  

Приклад 6.3.6. Для з’ясування, чи справджується 
∀хA∨B |= ∀х(A∨B), побудуємо в QEC виведення секвенції 
|−∀хA∨B −|∀х(A∨B). 
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|−∀хA∨B −|∀х(A∨B)  
                      

|−∀хA, −|∀х(A∨B)                |−B  −|∀х(A∨B) 
↓                                     ↓  

|−∀хA, | (A B)− ∨x
zR               |−B, | (A B)− ∨x

zR  
↓                                            ↓  

|−∀хA, | (A) (B)− ∨x x
z zR R                  |−B, | (A)−

x
zR ∨ (B)x

zR   
↓                                                   ↓  

|−∀хA, |  |(A), (A),− −
x x
x zR R | (A)−

x
zR ∨ (B)x

zR         |−B, |  |(A), (B)− −
x x
z zR R

↓  
|−∀хA, |  | |  |A, (A), (A), (B)− − − −

x x x
z z zR R R      

Отримали незамкнене секвенційне дерево. За незамкненим 
шляхом задамо контрмодель (M, δ), для якої M = {a, b}, 
δ = [xa, zb]. Маємо  ( )δ =x

zr [xb, zb], звідки B ( ) ,M Tδ =  

  (A) ( ) A ( ( )) ,   (B) ( ) B ( ( ))x x x x
z M M z z M M zR r F R r Fδ = δ = δ = δ = . 

Cеквенція |−∀хA∨B −|∀х(A∨B) невивідна, що спростовує 
∀хA∨B |= ∀х(A∨B).  

 
 
Запитання для самоконтролю 

1. Наведіть базові секвенційні форми QEC-числень. 
2. Сформулюйте теорему про основну властивість секвенцій-

них форм QEC-числень. 
3. Опишіть побудову виведення в QEC-численні для заданої 

скінченної секвенції. 
4. Опишіть побудову виведення в QEC-численні для заданої 

зліченної секвенції. 
5. Сформулюйте теорему коректності для QEC-числень. 
6. Дайте визначення модельної множини для випадку  

QEC-числень. 
7. Сформулюйте теорему про контрмодель для QEC-числень. 
8. Сформулюйте теорему повноти для QEC-числень. 
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Вправи 

1. Запишіть похідні секвенційні форми QEC-числень типів 
R→, R&, R∀s, R∀.  

2. Побудуйте в QEC-численні виведення чи доведіть його від-
сутність (указавши контрмодель) для таких формул: 

1) ∃x(A∨B)↔∃xA∨∃xB; 
2) ∀xA&∀xB→∀x(A&B); 
3) ∀x(A→B)→(∃xA→∃xB);  
4) ∀x(A→B)→(∀xA→∀xB); 
5) ∃x(A→B)→(∀xA→∃xB); 
6) (∀xA→∀xB)→∀x(A→B); 
7) (∃xA→∃xB)→∀x(A→B); 
8) ∀х(A∨B)→∀хA∨B; 
9) ∃хA&B→∃х(A&B);  
10) ∃х(A&B)→∃хA&B; 
11) ∃y∀xA→∀x∃yA; 
12) ∀x∀y(B→P)→ ∀y(∀x¬P→∀x¬B); 
*13) ∀x∃yA→∃y∀xA; 
14) ∀u∀v( ,

, Ax y
u vR ↔ B & Bx x

u vR R ) → ∀u∀v( ,
, Ax y

u vR → ,
, Ax y

v uR ). 

 
6.4. Cеквенційні числення  
неокласичних логік  
функціонально-екваційного рівня 
 
Опишемо секвенційні числення першопорядкових логік екві-

тонних квазіарних предикатів функціонально-екваційногого рі-
вня – ФЕНКЛ. Базовими композиціями цих логік є ¬, ∨, S ,x  'x, 
∃x, =. Такі секвенційні числення ФЕНКЛ назвемо FQEC, вони є 
подальшим розвитком відомих [9, 26] числень FEZN.  

Умови замкненості секвенції |–Γ–|Δ у FQEC індуковані відпо-
відними умовами гарантованої наявності відношення неспрос-
товнісного логічного наслідку Γ |= Δ:  

С) існує формула Φ така, що Φ∈Γ та Φ∈Δ;  
CRf) t = t ∈ Δ для деякого t∈Tr.  
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Базові секвенційні форми числення FQEC індуковані наведе-
ними в розділі 4 відповідними семантичними властивостями 
відношення неспростовнісного логічного наслідку |=. 

1. Допоміжні cеквенційні форми для нормалізації термів.  
Нехай Ψ отримана із Φ виконанням кроку нормалізації тер-

мів на основі властивостей SІT, SST, CNT, CUT, SD, SF. Тоді 
отримуємо базові секвенційні форми |−SІT та −|SІT, |−SST та 
−|SST, |−CNT та −|CNT, |−CUT та −|CUT, |−SD та −|SD, |−SF та −|SF. 

Зазначені форми мають такий вигляд (тут тип означає SІT, 
SST, CNT, CUT, SD, SF):  

|−тип |

|

,
,

−

−

Ψ Σ
Φ Σ

      −| тип |

|

,
,

−

−

Ψ Σ
Φ Σ

  

Базові секвенційні форми |−SІT та −|SІT, |−SST та −|SST, |−CNT 
та −|CNT, |−CUT та −|CUT, |−SD та −|SD, |−SF та −|SF індукують по-
хідні секвенційні форми нормалізації термів:  

|−NrTr       −|NrTr   

Тут Ψ отримана із Φ нормалізацією термів згідно із SІT, SST, 
CNT, CUT, SD, SF. 

2. Допоміжні cеквенційні форми елімінації за неістотними 
іменами та спрощення формул:  

|–SІФ |

|

,
( ),

−

−

Φ Σ
Φ ΣS

;      –|SІФ |

|

,
( ),

−

−

Φ Σ
Φ ΣS

;  

|–CNФ |
,

|

( , ),
( , , ),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v

x v

S t
S 'x t

;   –|CNФ |
,

|

( , ),
( , , ),

−

−

Φ Σ
Φ Σ

v

x v

S t
S 'x t

;  

|–CUФ |
,

|

( , ),
( , , ),

v

x v

S t
S t t
−

−

Φ Σ
Φ Σ

;    –|CUФ |
,

|

( , ),
( , , ),

v

x v

S t
S t t
−

−

Φ Σ
Φ Σ

.  

Для |−CUФ та −|CUФ маємо умову х∈μ(Φ).  

|

|

B,Σ
A,Σ

−

−

|

|

B,Σ
A,Σ

−

−
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3. Секвенційні форми еквівалентних перетворень:  

|–S¬ |

|

( , ),
( , ),

−

−

¬ Φ Σ
¬Φ Σ

v

v

S t
S t

;    –|S¬ |

|

( , ),
( , ),

−

−

¬ Φ Σ
¬Φ Σ

v

v

S t
S t

; 

|–S∨ |

|

( , ) ( , ),
( , ),

−

−

Φ ∨ Ψ Σ
Φ∨Ψ Σ

v v

v

S t S t
S t

;  –|S∨ |

|

( , ) ( , ),
( , ),

−

−

Φ ∨ Ψ Σ
Φ∨Ψ Σ

v v

v

S t S t
S t

; 

|−S∃s |

|

( , ),
;  

( , ),
−

−

∃ Φ Σ
∃ Φ Σ

v

v

xS t
S x t

;   −|S∃s |

|

( , ),
;

( , ),
−

−

∃ Φ Σ
∃ Φ Σ

v

v

xS t
S x t

  

|−S∃ 
,

|

|

( , , ),
( , ),

−

−

∃ Φ Σ
∃ Φ Σ

v x

v

yS t 'y
S x t

;   −|S∃ 
,

|

|

( , , ),
( , ),

−

−

∃ Φ Σ
∃ Φ Σ

v x

v

yS t 'y
S x t

.  

Для |−S∃s та −|S∃s маємо умови { } та ( ).x v x t∉ ∈μ   
Для |−S∃ та −|S∃ маємо умови 

\ ( ( , ))v
Ty V ndn S x t∈ ∃ Φ , причому  { } або ( ).x v x t∈ ∉μ  

Нехай Ψ отримана із Φ згорткою суперпозицій згідно із SSΦ. 
Тоді маємо такі форми: 

|–SSΦ |

|

,
,

−

−

Ψ Σ
Φ Σ

;      –|SSΦ |

|

,
,

−

−

Ψ Σ
Φ Σ

. 

4. Cеквенційні форми пронесення суперпозиції через рівність:  

|−SЕ |

|

( , ) ( , ),
( , ),

−

−

= Σ
= Σ

v v

v

S t t S s t
S t s t

;  −|SЕ |

|

( , ) ( , ),
( , ),

−

−

= Σ
= Σ

v v

v

S t t S s t
S t s t

. 

5. Секвенційні форми декомпозиції формул:  

|− ¬ |

|

,  
,  

−

−

Φ Σ
¬Φ Σ

;      −| ¬ |

|

,  
,  

−

−

Φ Σ
¬Φ Σ

; 

|−∨ | |

|

,         ,  
,  

− −

−

Φ Σ Ψ Σ
Φ∨Ψ Σ

;   −|∨ | |

|

,  ,  
,  

− −

−

Φ Ψ Σ
Φ∨Ψ Σ

. 
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6. Секвенційні форми елімінації кванторів:  

|–∃ |

|

( , ),
,  де  та ( , )

,

x

T
S 'y

y V y ndn
x

−

−

Φ Σ
∈ ∉ Σ Φ

∃ Φ Σ
;  

–|∃ |  |

|

( , ), ,
,

− −

−

Φ ∃ Φ Σ
∃ Φ Σ

xS t x
x

.  

При застосуванні –|∃ терм t нормальний, побудований із ФС і 
ДНС-дублів імен доступних формул секвенції −|∃xΦ, Σ та її на-
ступників.  

7. Форми, пов’язані із симетричністю і транзитивністю рів-
ності та заміною рівних:  

Sm | |

|

,  ,  
,  

− −

−

= = Σ
= Σ

t s s t
t s

;  

Tr | | |

| |

,  ,  ,  
,  ,  

− − −

− −

= = = Σ
= = Σ

t s s r t r
t s s r

; 

|–ЕТ 
, ,

|  |  |
,

|  |

, ( , , ) , ( , , ) ,  
, ( , , ) ,  

− − −

− −

= θ = τ θ = τ Σ
= θ = τ Σ

v z v z

v z

t s S r t S r s
t s S r t

; 

–|ЕТ 
, ,

|  |  |
,

|  |

, ( , , ) , ( , , ) ,  
, ( , , ) ,  

− − −

− −

= θ = τ θ = τ Σ
= θ = τ Σ

v z v z

v z

t s S r t S r s
t s S r t

;  

|–ЕΦ 
, ,

|  |  |
,

|  |

, ( , , ), ( , , ),
, ( , , ),

− − −

− −

= Φ Φ Σ
= Φ Σ

v z v z

v z

t s S r t S r s
t s S r t

;  

–|ЕΦ 
, ,

|  |  |
,

|  |

, ( , , ), ( , , ),
, ( , , ),

− − −

− −

= Φ Φ Σ
= Φ Σ

v z v z

v z

t s S r t S r s
t s S r t

. 

Основна властивість секвенційних форм FQEC формулюється 
ідентично формулюванню теореми 6.3.1 для QEC-числень. 

Опишемо побудову виведення – секвенційного дерева – для 
заданої секвенції Σ (зліченної в загальному випадку). Така побу-
дова розбита на етапи. Вона починається з кореня дерева. При 
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цьому кожне застосування секвенційної форми проводиться 
лише до скінченної множини доступних на поточний момент 
формул. Секвенції – це множини специфікованих формул, тому 
повторів формул у секвенціях немає.  

На початку етапу виконується крок доступу: до списку доступ-
них додається по одній формулі зі списків |–-формул та –|-формул. 
Якщо відповідний список вичерпано, то на подальших кроках дос-
тупу додаємо по одній формулі з невичерпаного списку. На почат-
ку побудови доступна лише пара перших формул списків. 

З кожним листом дерева пов’язуємо списки ATr, AFs, ADn 
активних термів, ФС, ДНС-дублів імен. Терми будуються із ФС 
та ДНС-дублів імен доступних формул. 

Після виконання кожної форми перевіряємо, чи будуть усі 
листи будованого дерева замкненими секвенціями. При появі 
замкненої секвенції до неї вже не застосовна жодна форма, отже, 
процес побудови дерева на цьому шляху обривається.  

Якщо всі листи побудованого дерева замкнені, то ми отрима-
ли замкнене секвенційне дерево і побудову завершено позитив-
но. Якщо ні, то для кожного незамкненого листа робимо насту-
пний крок доступу, відповідно розширюємо AFs та ADn.  

Нехай після додавання до секвенції-листа нових доступних 
формул отримано секвенцію η. Далі добудовуємо скінченне під-
дерево з вершиною η таким чином.  

Активізуємо всі доступні непримітивні секвенції η. До кож-
ної активної формули застосовуємо відповідну секвенційну фо-
рму. Після застосування до Φ основної форми ця Φ та формули, 
утворені з неї такою формою, на зазначеному етапі пасивні, до 
таких формул на цьому етапі основні форми незастосовні.  

Спочатку виконуємо |–∃-форми. Після кожного такого вико-
нання беремо новий v∈TN та розширюємо ADn. Потім розши-
рюємо ATr, будуючи з наявних AFs та ADn усілякі терми в нор-
мальній формі зі вкладеністю суперпозицій ≤k. На цьому етапі 
довжини списків імен суперпозицій ≤k, у них для кожного ФС f 
можна застосувати тільки перші k імен, які не є неістотними для 
f (якщо f має <k таких імен, то використовуємо тільки їх).  
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Після виконання |–∃-форм виконуємо |−S∃-форми та −|S∃-
форми. При цьому беремо y∈VT таке, що ( ( , )),vy ndn S x t∉ ∃ Φ  з 
наявних імен доступних формул. Якщо такого y серед наявних 
імен немає, то беремо як y нове ім`я з TN, після чого розширює-
мо ADn та ATr.  

Далі до кожної з решти активних формул застосовуємо відповід-
ну форму типу |−SSΦ, −|SSΦ, |−S¬, −|S¬, |−S∨, −|S∨, |−S∃s, −|S∃s, |–¬,  
–|¬, |–∨, –|∨, –| ∃. Форма –|∃ застосовується багатократно, для цього 
використовуємо терми із ATr.  

У процесі застосування основних форм за необхідності вико-
нуємо спрощення. Для цього кожного разу за виникнення відпо-
відної ситуації застосовуємо належну допоміжну форму типів 
CNФ, CUФ, CІФ. Кожного разу при отриманні елементарної фор-
мули для неї виконуємо форму нормалізації термів (типу NrTr) 
до тих пір, поки всі її терми не набудуть нормальної форми.  

Застосування форм рівності має певні особливості. 
Форми Sm виконуються кожного разу при появі (активізації) 

нової для секвенції формули вигляду |–t = s.  
Форми Tr виконуємо кожного разу при активізації пари фор-

мул |–t = s та |–s = r, якщо хоч одна з них нова для секвенції. 
Форми типу ЕТ виконуються кожного разу при активізації 

пари формул, одна з яких має вигляд |–t = s, а інша – вигляд 
,

| ( , , )− θ = τv zS r t  чи ,
| ( , , )− θ = τv zS r t , причому принаймні одна з 

них нова для секвенції. Форми типу ЕΦ виконуються кожного 
разу при активізації пари формул, одна з яких має вигляд |–t = s, а 
інша – вигляд ,

| ( , , )− Φv zS r t  чи ,
| ( , , )− Φv zS r t , причому принайм-

ні одна з них нова для секвенції. 
При побудові секвенційного дерева для зліченної секвенції 

можливі такі випадки:  
1) усі листи будованого дерева замкнені, тобто маємо скін-

ченне замкнене дерево; тоді побудову завершено позитивно;  
2) побудова не завершується, маємо нескінченне дерево. У 

цьому випадку в дереві існує нескінченний незамкнений шлях 
℘, його вершини не можуть бути замкненими секвенціями. 
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Кожна з формул секвенції Σ зустрінеться на шляху ℘ і стане 
доступною.  

Для FQEC-числень справджуються теореми коректності та повноти. 

Теорема 6.4.1 (коректності). Нехай секвенція |–Γ–| Δ вивідна в 
численні FQEC. Тоді Γ |= Δ.  

Теорема 6.4.2 (повноти). Нехай Γ |= Δ. Тоді секвенція |–Γ–|Δ 
вивідна в численні FQEC. 

Теорема повноти спирається на теорему про побудову 
контрмоделі для множини формул незамкненого шляху.  

Теорема 6.4.3 (про контрмоделі). Нехай ℘ – незамкнений 
шлях у секвенційному дереві, побудованому для секвенції |–Γ–|Δ, 
нехай Н – множина всіх специфікованих формул секвенцій цьо-
го шляху. Тоді існують A = (A, І) та δ∈VA такі:  

|–Φ∈Н  ΦA(δ) = T та –|Φ∈Н  ΦA(δ) = F.  
Таку пару (A, δ) назвемо контрмоделлю для секвенції |–Γ–|Δ.  
Опишемо побудову контрмоделі за модельною множиною Н. 
Нехай W = {v0,…, vn,…} – множина всіх предметних імен, що 

фігурують у ДНС та символах суперпозиції формул Н, нехай 
Dn = {'v | v∈W}. Нехай Tr – множина всіх нормальних термів, що 
фігурують у формулах Н. Задамо TW = Tr∪Dn.  

Нехай TW = {t0, t1, ..., tn, …}, причому кожне 'vj – це tkj . Візьмемо 
множину А таку, що існує бієкція між TW та А. Кожному tі∈TW 
відповідає aі∈А, причому кожному 'vj відповідає akj.  

Задамо δ = [v0ak0, …, vjakj, …].  
Для всіх f∈Fns, наявних в Н, задамо fА та fB так, щоб викону-

валась умова:  
(tі)А(δ) = aі для всіх tі∈Tr.  

Для tkj = 'vj маємо (tkj)А(δ) = ('vj)А(δ) = akj.  
Нехай tm = f∈Fns. Задаємо fА(δ) = (tm)А(δ) = am. 
Для всіх інших tm∈TW значення задаємо індукцією за побудо-

вою терму.  
Нехай tp – це 1 ,...,

1...i inv v
j jnS ft t , де f = tm∈Fns.  
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Тоді маємо fА(δ) = (tm)А(δ) = am, (tj1)А(δ) = aj1, …, (tjn)А(δ) = ajn. 
Тому задамо  

1 1 1 1( ,..., ) ( ,..., )A i j in jn B i j in jn pf v a v a f v a v a aδ∇ = δ∇ =   
.  

Задамо тепер значення примітивних формул на δ: 
– |– р∈Н  рА(δ) = Т; 
– –| р∈Н  рА(δ) = F;  

– 1 ,...,
| 1...nv v

j jnS pt t H− ∈   рА(δ∇v1aj1∇…∇vnajn) = Т;  

– 1 ,...,
| 1...nv v

j jnS pt t H− ∈   рА(δ∇v1aj1∇…∇vnajn) = F. 

Приклад 6.4.1. Bиведення у FQEC секвенції |−∀xP, −|∃xP. Тут 
маємо атомарний терм ′x. 

|−∀xP, −|∃xP  
↓ 

|−∀xP, |−Sx(P,′x), −|∃xP, |−Sx(P,′x)   
 

Приклад 6.4.2. Укажемо виведення у FQEC секвенції 
|− ∀xSv(P, Sv(f, ′x)), −|∃xSv(P, ′x) за умови, що x неістотне для f та P. Тут 
маємо атомарні терми ′x, ′v, f. При побудові секвенційного дерева 
виконуємо спрощення та елімінації за неістотним іменем. 

 
|− ∀xSv(P, Sv(f, ′x)), −|∃xSv(P, ′x)   

↓ 
|− ∀xSv(P, Sv(f,′x)),  |− Sx(Sv(P, Sv(f, ′x)), ′x),  |− Sx(Sv(P, Sv(f, ′x)), ′v),  

|− Sx(Sv(P, Sv(f, ′x)), f),  −|∃xSv(P, ′x),  −|Sx(Sv(P, ′x), ′x),  
−|Sx(Sv(P, ′x), ′v),  −|Sx(Sv(P, ′x), f)   

↓ 
|− ∀xSv(P, Sv(f,′x)),  |− Sv(P, Sv(f, ′x)),  |− Sx(Sv(P, Sv(f, ′x)), ′v),   
|− Sx(Sv(P, Sv(f, ′x)), f),  −|∃xSv(P, ′x),  −|Sv(P, ′x),   

−|Sxv(P, ′v, Sx(′x, ′v)),  −|Sxv(P, f, Sx(′x, f))   
↓ 

|− ∀xSv(P, Sv(f,′x)),  |− P, …, −|∃xSv(P, ′x),  −|P, …   
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Приклад 6.4.3. З’ясуємо, чи справджується 
∀xSv(P, f) |= −|∃xSv(P, ′x). Побудуємо у FQEC виведення секве-

нції |− ∀xSv(P, f), −|∃xSv(P, ′x). Тут атомарні терми ′x, ′v, f. Далі маємо 
терми Sx(f, ′v), Sv(f, ′x), Sx(f, f)), Sv(f, f)), … При побудові секвенційно-
го дерева виконуємо спрощення та елімінації за неістотним іменем. 

 
|− ∀xSv(P, f), −|∃xSv(P, ′x)   

↓ 
|− ∀xSv(P, f),  |− Sx(Sv(P, f), ′x),  |− Sx(Sv(P, f), ′v),  |− Sx(Sv(P, f), f),    
−|∃xSv(P, ′x),  −|Sx(Sv(P, ′x), ′x),  −|Sx(Sv(P, ′x), ′v),  −|Sx(Sv(P, ′x), f)   

↓ 
|− ∀xSv(P, f),  |− Sv(P, f),  |− Sxv(P, ′v, Sx(f, ′v)),  |− Sxv(P, f, Sx(f, f)),    
−|∃xSv(P, ′x),  −|Sv(P, ′x),  −|Sxv(P, ′v, Sx(′x, ′v)),  −|Sxv(P, f, Sx(′x, f))   

↓ 
|− ∀xSv(P, f),  |− Sv(P, f),  |− Sxv(P, ′v, Sx(f, ′v)),  |− Sxv(P, f, Sx(f, f)),    

−|∃xSv(P, ′x),  −|Sv(P, ′x),  −|Sx(P, ′v),  −|Sxv(P, f, f)   
↓ 

 … 
 

Отримуємо незамкнене секвенційне дерево, тому далі будуємо 
контрмодель. Маємо W = {x, v};  

TW = {′x, ′v, f, Sx(f, ′v), Sv(f, ′x), Sx(f, f)), Sv(f, f)), ... };  
відповідна А = {a, b, c, e1, e2, e3, e4, … }.  
Задаємо δ = [xa, vb]. Для будованої A = (A, І) маємо: 
fA(δ) = c, Sx(f, ′v)A(δ) = e1, Sv(f, ′x)A(δ) = e2, Sx(f, f)A(δ) = e3, 

Sv(f, f)A(δ) = e4, … Далі маємо: Sv(P, f)A(δ) = T, Sv(P, ′x)A(δ) = F, 
Sx(P, ′v)A(δ) = F, Sxv(P, f, f)A(δ) = F, …  

 
Приклад 6.4.4. Для з’ясування того, чи справджується твер-

дження ∃xSv(P, f) ∨ ′x = f |= ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x), побудуємо у FQEC 
виведення секвенції |− ∃xSv(P, f) ∨ ′x = f, −| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x).  

При побудові беремо нове z∈VT.  
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|− ∃xSv(P, f) ∨ ′x = f, −| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x)   
           

|− ∃xSv(P, f), −| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x)   |− ′x = f, −| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x) 
 ↓          ↓ 

|− Sz(Sv(P, f), ′z),     |− ′x = f, |– f = ′x, −| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x),  
−| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x)     −| Sx(Sv(P, f) ∨ f = ′x, ′x),  

↓       −| Sx(Sv(P, f) ∨ f = ′x, ′v), … 
|− Szv(P, ′z, Sz(f, ′z)),         ↓ 
−| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x),      |− ′x = f, |– f = ′x,  

−| Sx(Sv(P, f) ∨ f = ′x, ′x),     −| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x),  
−| Sx(Sv(P, f) ∨ f = ′x, ′z), …     −| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x), …   

↓            ↓ 
|− Sv(P, Sz(f, ′z)), −| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x),    |− ′x = f, |– f = ′x,  
−| Sv(P, f) ∨ f = ′x, −| Sx(Sv(P, f) ∨ f = ′x, ′z), …  −| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x),  

↓         −| ∃x(Sv(P, f), −| f = ′x, …   
|− Sv(P, f), −| ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x),   
−| Sv(P, f), −| f = ′x, …   

 
Отримали замкнене секвенційне дерево, тому справджується 

∃xSv(P, f) ∨ ′x = f |= ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x). 
 
 

Запитання для самоконтролю  

1. Наведіть допоміжні секвенційні форми FQEC-числень. 
2. Наведіть секвенційні форми FQEC-числень, пов’язані з  

еквівалентними перетвореннями.  
3. Наведіть секвенційні форми FQEC-числень, пов’язані з 

елімінацією кванторів. 
4. Наведіть секвенційні форми FQEC-числень, пов’язані з  

рівністю.  
5. Опишіть побудову виведення у FQEC-численні для заданої 

зліченної секвенції. 
6. Сформулюйте теореми коректності та повноти для FQEC-

числень. 
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7. Сформулюйте теорему про побудову контрмоделі для 
FQEC-числень. 

8. Опишіть побудову контрмоделі у FQEC-численні. 
 
Вправи 

1. Запишіть похідні секвенційні форми FQEC-числень  
для → та &. 

2. Запишіть похідні секвенційні форми FQEC-числень для ∀.  
3. Обґрунтуйте секвенційні форми елімінації кванторів у 

FQEC-численнях. 
4. Обґрунтуйте секвенційні форми заміни рівних у FQEC-

численнях. 
5. Дайте визначення модельної множини для випадку FQEC-

числень. 
6. Доведіть теорему про побудову контрмоделі для FQEC-

числень. 
7. Побудуйте у FQEC-численні виведення чи доведіть його 

відсутність (указавши контрмодель) для таких формул: 
1) ∀xSu(P, Su(f, ′x)) → ∃xSu(P, ′x);  
2) ∀x(Su(f, f) = ′x) → ∀x∃y(Su(f, ′y) = ′x);  
3) ∃x(Sv(P, f) ∨ f = ′x) → ∃xSv(P, f) ∨ ′x = f ;  
4) ∀x(Sv(P, f) & g = ′x) → ∀xSv(P, f) & ′x = g;  
5) ∀xSv(P, f) & g = ′x → ∀x(Sv(P, f) & ′x = g);  
6) ∃x(Sv(P, f) → g = f) → ∃xSv(P, f) → f = g;  
7) ∃xSv(P, f) → g = f → ∃x(Sv(P, f) → f = g).  
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7. ЛОГІКИ КВАЗІАРНИХ ПРЕДИКАТІВ 
 
 
 
Характерним для програмування і моделювання є викорис-

тання часткових, необов’язково однозначних, відображень над 
складними даними. Тому постає проблема дослідження програ-
мно-орієнтованих логік часткових предикатів, які можуть бути 
неоднозначними (недетермінованими). 

Класична логіка – це логіка тотальних однозначних Х-арних 
предикатів. 

Неокласичні логіки – це логіки часткових однозначних екві-
тонних квазіарних предикатів. 

У цьому розділі розглянемо більш загальні логіки часткових 
неоднозначних квазіарних предикатів – квазіарних предикатів 
реляційного типу. 

 
 
7.1. Квазіарні предикати реляційного типу  
та їхні семантики 
 
Під V-A-квазіарним предикатом розумітимемо часткову не-

однозначну функцію вигляду Q : VA → {T, F}.  
Часткові неоднозначні V-A-квазіарні предикати далі трактуємо 

як відповідності (відношення) між VA та {T, F}, тому назвемо їх 
предикатами реляційного типу, або R-предикатами. Вони фор-
малізують найпростіше уточнення поняття часткового неодно-
значного квазіарного предиката. Узагальненням R-предикатів є 
GND-предикати – загальні недетерміновані квазіарні предикати. 
GND-предикати досліджено, зокрема, у [13].  

Клас V-A-квазіарних предикатів реляційного типу позначимо 
PrRV–A.  

Таким чином, клас квазіарних предикатів PrV–A (див. розд. 3 
та підрозд. 4.5) ми конкретизуємо як клас квазіарних  
R-предикатів PrR V–A.  
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Позначаємо Q[d] множину значень, які R-предикат Q може 
прийняти на d∈VА.  

Маємо Q[d] ⊆ {T, F}, тому Q[d] може бути одним із {∅}, {T}, 
{F}, {T, F}.  

Кожний V-A-квазіарний R-предикат Q однозначно задається 
двома множинами – областю істинності (T-область) та об-
ластю хибності (F-область):  

T(Q) = {d∈VA | T∈Q[d]};  
F(Q) = {d∈VA | F∈Q[d]}.  

Розглянемо різновиди R-предикатів.  
V-A-квазіарний R-предикат Q: 
– однозначний, якщо T(Q)∩F(Q) = ∅;  
– тотальний, якщо T(Q)∪F(Q) = VА;  
– неспростовний (частково істинний), якщо F(Q) = ∅;  
– виконуваний, якщо T(Q) ≠ ∅;  
– тотально істинний, якщо T(Q) = VА; 
– тотально хибний, якщо F(Q) = VА;  
– тотожно істинний, якщо T(Q) = VА та F(Q) = ∅ (позн . T);  
– тотожно хибний, якщо T(Q) = ∅ та F(Q) = VА (позн. F);  
– всюди невизначений, якщо T(Q) = F(Q) = ∅ (позн. ⊥); 
– тотально амбівалентний, якщо T(Q) = F(Q) = VА (позн. ϒ). 
Маємо такі константні R-предикати: ⊥, T, F, ϒ.  
Часткові однозначні R-предикати назвемо P-предикатами. 
Kлас P-предикатів далі позначатимемо PrPV–A. 
Для P-предикатів замість Q(d) = {T} та Q(d) = {F} звично 

пишемо Q(d) = T та Q(d) = F.  
Області істинності й хибності P-предикатів можна подати 

традиційно:  
T(Q) = {d | Q(d) = T}, F(Q) = {d | Q(d) = F}. 

Тотальні R-предикати назвемо T-предикатами. 
Kлас T-предикатів далі позначатимемо PrTV–A.  
Тотальні однозначні R-предикати назвемо TS-предикатами. 

Клас TS-предикатів позначатимемо PrTV–A, цей клас суттєво ви-
роджений.  
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Предметне ім’я x∈V неістотне для R-предиката Q, якщо 
d║–х = h║–х  Q[d] = Q[h]. 

R-предикат Q монотонний, якщо d ⊆ d'  Q[d] ⊆ Q[d'].  
R-предикат Q антитонний, якщо d ⊆ d'  Q[d] ⊇ Q[d'].  
Окремим випадком монотонності є еквітонність – збережен-

ня прийнятого значення при розширенні даних.  
Для однозначних предикатів монотонність стає еквітонністю.  
P-предикат Q еквітонний, якщо  

Q(d)↓ та d ⊆ d′  Q(d')↓ = Q(d).  
Монотонні R-предикати назвемо RM-предикатами. 
Eквітонні P-предикати назвемо PE-предикатами.  
Aнтитонні R-предикати назвемо RА-предикатами. 
Aнтитоннi T-предикати назвемо TА-предикатами. 
Класи RM-предикатів, RА-предикатів, TА-предикатів, PE-

предикатів далі відповідно позначатимемо PrRMV–A, PrRAV–A, 
PrPEV–A, PrTAV–A. 

Монотонність предиката означає, що набуте ним значення 
зберігається при розширенні даних. Для P-предикатів це може 
трактуватися як збереження інформативності предиката при 
збільшенні інформативності вхідних даних. Для T-предикатів 
ситуація протилежна: при розширенні вхідних даних інформа-
тивність може тільки зменшуватися.  

Отже, поняття монотонності малозмістовне для T-предика-
тів. Для них адекватним є дуальне поняття антитонності. Для 
T-предикатів антитонність означає, що інформативність предиката 
не зменшується при збільшенні інформативності вхідних даних. 

Якщо Q антитонний, то Q[∅] складається з усіх значень, 
яких предикат може набувати на VA, тобто Q[∅] = EQ . У класі 
P-предикатів антитонними можуть бути лише майже константні 
предикати: Q(d) ≅ T для всіх d∈VA або Q(d) ≅ F для всіх d∈VA. 
Тому в класі однозначних предикатів поняття антитонності 
малозмістовне. 

Константні предикати ⊥, T, F, ϒ є монотонними й антитонними. 

Приклад 7.1.1. Розглянемо такі предикати. 

{1
{ },  якщо ( ),( ) { },  якщо ( ).
F x asn dP d T x asn d

∈= ∉   
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{2
{ },  якщо ( ),( ) { },  якщо ( ).
T x asn dP d F x asn d

∈= ∉  

{3
{ },  якщо ( ),( ) ,  якщо ( ).
F x asn dP d x asn d

∈= ∅ ∉  

{4
{ , },  якщо ( ),( ) { },  якщо ( ).
T F x asn dP d T x asn d

∈= ∉  

{5
{ },  якщо ( ),( ) ,  якщо ( ).
T x asn dP d x asn d

∈= ∅ ∉   

{6
{ , },  якщо ( ),( ) { },  якщо ( ).
T F x asn dP d F x asn d

∈= ∉  

{7
{ },  якщо ( ),( ) ,  якщо ( ).
F x asn dP d x asn d

∉= ∅ ∈  

{8
{ , },  якщо ( ),( ) { },  якщо ( ).
T F x asn dP d T x asn d

∉= ∈  

{9
{ },  якщо ( ),( ) ,  якщо ( ).
T x asn dP d x asn d

∉= ∅ ∈  

{10
{ , },  якщо ( ),( ) { },  якщо ( ).
T F x asn dP d F x asn d

∉= ∈  

Р1 та Р2 немонотонні (нееквітонні) й неантитонні тотальні 
однозначні, Р3 та Р5 монотонні (еквітонні) часткові однозначні, 
Р4 та Р6 монотонні тотальні неоднозначні, Р7 та Р9 антитонні 
часткові однозначні, Р8 та Р10 антитонні тотальні неоднозначні.  

R-предикат P  назвемо дуальним до R-предиката Q, якщо  
( ) ( ) та ( ) ( )T Q F Q F Q T Q= =  .  

Приклад 7.1.2. Предикати ⊥ та ϒ взаємно дуальні. 

Приклад 7.1.3. Безпосередньо із визначень отримуємо:  
1) Q∈PrPV–A  Q ∈PrTV–A; Q∈PrTV–A  Q ∈PrPV–A;  

Q∈PrTSV–A  Q ∈PrTSV–A;  
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2) Q монотонний  Q  антитонний;  
Q антитонний  Q  монотонний.  

Задамо відображення дуалізації δ : PrRV–A→PrRV–A таким чином:  
( )δ = Q Q  для всіх Q∈PrRV–A.  

Маємо δ(δ(Q) = Q для кожного Q∈PrRV–A.  

Приклад 7.1.4. δ(T) = T, δ(F) = F, δ(⊥) = ϒ, δ(ϒ) = ⊥;  
δ(PrPV–A) = PrTV–A, δ(PrTV–A) = PrPV–A, δ(PrTSV–A) = PrTSV–A;  
δ(PrPEV–A) = PrTAV–A, δ(PrTAV–A) = PrPEV–A,  
δ(PrRMV–A) = PrRAV–A, δ(PrRAV–A) = PrRMV–A.  
Пропозиційні композиції R-предикатів – логiчні зв’язки – ви-

значаються через області істинності й хибності відповідних пре-
дикатів так, як для випадку P-предикатів (див. розділ 2). 

Композиція реномінації у випадку R-предикатів задається 
традиційно, через операцію реномінації:  

 R ( )( ) (r ( ))=v v
x xQ d Q d  для кожного d∈VА.  

Композицію квантифікації ∃x у випадку R-предикатів задає-
мо через області істинності та хибності предиката ∃xQ:  

T(∃xQ) = {d∈VA | T∈Q(d∇xa) для деякого a∈A}; 
F(∃xQ) = {d∈VA | F∈Q(d∇xa) для всіх a∈A}. 

Композиція квантифікації ∀х є похідною, вона задається 
умовою ∀хQ = ¬∃х¬Q.  

Приклад 7.1.5. Спеціальні 0-арні композиції – параметризо-
вані за предметними іменами предикати-індикатори Ez – визна-
чають наявність у даних компоненти з відповідним z∈V. Ці пре-
дикати використовують для опису властивостей елімінації кван-
торів (див. [12, 43]). 

Предикати-індикатори Ez задаються таким чином:  
T(Ez) = {d | d(z)↓} = {d | z∈asn(d)};  
F(Ez) = {d | d(z)↑} = {d | z∉asn(d)}.  

Предикати Ez не є монотонними і не є антитонними.  
Кожне x∈V таке, що x ≠ z, неістотне для Ez.  
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Приклад 7.1.6. Властивості R-предикатів, пов'язані з елімі-
нацією кванторів:  

T∃v) ,
,(R ( ))u x

v yT P ∩ T(Ey) ⊆ (R ( ))∃u
vT xP ,  

зокрема (R ( ))x
yT P ∩ T(Ey) ⊆ T(∃xР);  

F∃v) (R ( ))∃u
vF xP ∩ T(Ey) ⊆ ,

,(R ( ))u x
v yF P ,  

зокрема F(∃xР) ∩ T(Ey) ⊆ (R ( ))x
yF P .  

Композиції ¬, ∨, R ,v
x ∃x – це базові композиції чистих пер-

шопорядкових логік R-предикатів.  
Теорема 7.1.1. Композиції ¬, ∨, R ,v

x ∃x зберігають однознач-
ність, тотальність, монотонність, антитонність квазіарних R-
предикатів. 

Наслідок 7.1.1. Класи PrPV–A, PrTV–A, PrTSV–A, PrRMV–A, 
PrRAV–A, PrPEV–A, PrTAV–A замкнені щодо композицій ¬, ∨, →, &, 
↔, R ,v

x ∃x, ∀x.  
Композиційну алгебру вигляду AQRV–A = (PrRV–A, CQ), де 

{ , ,R , }= ¬ ∨ ∃v
xCQ x  – множина базових композицій, назвемо чис-

тою першопорядковою алгеброю R-предикатів. Фактично це 
алгебра AQV–A (див. розділ 3), де PrV–A конкретизовано як PrRV–A.  

Приклад 7.1.6. Згідно з наслідком 7.1.1 можна виділити такі 
підалгебри алгебри AQRV–A:  

– AQPV–A = (PrPV–A, CQ) – алгебра P-предикатів; 
– AQTV–A = (PrTV–A, CQ) – алгебра T-предикатів; 
– AQTSV–A = (PrTSV–A, CQ) – алгебра TS-предикатів; 
– AQRMV–A = (PrRMV–A, CQ) – алгебра RM-предикатів; 
– AQRAV–A = (PrRAV–A, CQ) – алгебра RA-предикатів; 
– AQPEV–A = (PrPEV–A, CQ) – алгебра PE-предикатів; 
– AQTAV–A = (PrTAV–A, CQ) – алгебра TA-предикатів. 

Приклад 7.1.7. Сингулярні композиційні алгебри, носії яких 
складаються із константних елементів: 

⊥V-A = ({⊥}, CQ}, ϒV-A = ({ϒ}, CQ}, BV-A = ({T, F}, CQ};  
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BPV-A = ({⊥, T, F}, CQ}, BTV-A = ({ϒ, T, F}, CQ},  
BLV-A = ({⊥, ϒ, T, F}, CQ}.  

Те, що алгебрa ℵ є підалгеброю алгебри ℜ, позначимо ℵ  ℜ. 
Приклад 7.1.8. Маємо такі співвідношення:  
⊥V-A

  BPV-A; ϒV-A
  BTV-A;  

BV-A
  BLV-A; BV-A

  BTV-A; BPV-A
  BLV-A; BTV-A

  BLV-A;  
AQTSV–A

  AQPV–A та AQTSV–A
  AQTV–A;  

AQPV–A
  AQRV–A та AQTV–A

  AQRV–A;  

AQPEV–A
  AQPV–A та AQPEV–A

  AQRMV–A;  

AQTAV–A
  AQTV–A та AQTAV–A

  AQRAV–A;  

AQRMV–A
  AQRV–A та AQRAV–A

  AQRV–A.  

Нехай δ – відображення дуалізації. 
Алгебри 1(Pr , )CQ  і 2(Pr , )CQ  дуальні, якщо δ(Pr1) = Pr2 та 

δ(Pr2) = Pr1.  

Приклад 7.1.9. Маємо такі пари дуальних алгебр:  
⊥V-A та ϒV-A, BPV-A та BTV-A;  
AQPV–A та AQTV–A; AQPEV–A та AQTAV–A, AQRMV–Aта AQRAV–A.  
Алгебри BV-A, BLV-A, AQTSV–A, AQRV–A автодуальні.  
У випадку R-предикатів властивості пропозиційних компози-

цій загалом аналогічні властивостям відповідних класичних ло-
гічних зв’язок (див. розділ 2). Те саме стосується більшості влас-
тивостей кванторів. Водночас для квазіарних предикатів уже не-
правильні деякі пов'язані із кванторами закони класичної логіки 
(див. підрозділ 3.2). Основні властивості композицій реномінації 
описано в підрозділі 3.2 (див. теореми 3.2.1 та 3.2.7).  

Для опису властивостей квазіарних R-предикатів на кванторно-
му рівні використовуватимемо описану в підрозділі 4.5 мову 
ЧКНЛ. Така мова фактично визначається побудовою композицій-
ної алгебри AQRV–A. У підрозділі 4.5 описано інтерпретацію цієї 
мови на АС із доданою сигнатурою вигляду ((VА, PrPEV–A), Σ, I). 
У випадку ЧКНЛ квазіарних R-предикатів клас інтерпретацій роз-
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ширимо до АС із доданою сигнатурою вигляду ((VА, PrRV–A), Σ, I), 
які теж скорочено позначатимемо (A, I).  

Виділення підалгебр квазіарних предикатів індукує виділен-
ня відповідних класів інтерпретацій. Ми говоримо про загаль-
ний клас R-інтерпретацій та підкласи P-, T-, TS-, PE-, TA-, RM- 
та RA-інтерпретацій.  

Такі класи інтерпретацій називають семантиками. 
Зазначені семантики будемо відповідно позначати  

R, P, T, TS, PE, TA, RM, RA.  

Теорема 7.1.1. Для семантик маємо співвідношення  
TS ⊂ P ⊂ R, TS ⊂ T ⊂ R,  
PE ⊂ RM ⊂ R, TA ⊂ RA ⊂ R, PE ⊂ P, TA ⊂ T.  

Логіки ∗-предикатів будемо називати логіками з ∗-семан-
тикою (тут ∗ – одне з R, P, T, TS, PE, TA, RM, RA).  

Зауважимо, що ЧНКЛ – це ЧКНЛ із PE-семантикою, такі ло-
гіки розглянуто в підрозділі 4.5. 

Відображення дуалізації продовжимо на класи інтерпретацій.  
Інтерпретацію δ(J) = (A, Id) назвемо дуальною до інтерпрета-

ції J = (A, I), якщо для кожного p∈Ps маємо  
( )( ) ( )δ =J JT p F p  та ( )( ) ( )δ =J JF p T p .  

У цьому випадку інтерпретація J дуальна до δ(J):  
( )( ) ( )δ=J JT p F p  та ( )( ) ( )δ=J JF p T p .  

Теорема 7.1.2. Інтерпретації J та ϑ дуальні  для всіх Φ∈Fr 
маємо ( ) ( )ϑΦ = ΦJT F  та ( ) ( )ϑΦ = ΦJF T .  

Якщо J та G дуальні, то  
ΦJ монотонний ⇔ ΦG антитонний;  
ΦG антитонний ⇔ ΦJ монотонний.  

Виділення дуальних пар предикатних алгебр індукує виді-
лення дуальних семантик. 

Приклад 7.1.10. Маємо такі дуальні пари: P та T, PE та TA, 
RM та RA.  

Семантики R та TS автодуальні.  
Формула Φ неспростовна при інтерпретації J, або J-неспрос-

товна (позн. J |= Φ), якщо предикат ΦJ неспростовний.  
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Φ неспростовна у класі інтерпретацій K (позн. K|= Φ), якщо 
J |= Φ для кожної J∈K.  

Φ виконувана при інтерпретації J, або J-виконувана, якщо ΦJ – 
виконуваний предикат.  

Формула Φ виконувана у класі інтерпретацій K, якщо Φ  
J-виконувана за деякої J∈K.  

Приклад 7.1.11. Кожна формула виконувана в T та викону-
вана в R (задамо інтерпретацію алгеброю ϒV-A). Тому поняття 
виконуваної формули змістовне лише для P-інтерпретацій.  

Формула Φ тотально істинна при інтерпретації J (позн. 
J |≡ Φ), якщо ΦJ – тотально істинний предикат.  

Φ тотально iстинна у класі інтерпретацій K (позн. K|≡ Φ), 
якщо J |≡ Φ для кожної J∈K. 

Формула Φ тотожно істинна при інтерпретації J (позн. 
K|=id

 Φ), якщо ΦJ = T.  
Формула Φ тотожно iстинна у класі інтерпретацій K, якщо 

K|=id
 Φ для кожної J∈K. 

Подібним чином даємо визначення тотально хибної при інтер-
претації J та тотально хибної в K формули; тотожно хибної при 
інтерпретації J та тотожно хибної в K формули. 

Теорема 7.1.3. {Φ | P|= Φ} = {Φ | T|≡ Φ} = {Φ | TS|=id
 Φ} =  

= {Φ | TS|= Φ} = {Φ | TS|≡ Φ};  
{Φ | R|= Φ} = {Φ | R|≡ Φ} = {Φ | R|=id

 Φ} = Φ | P|≡ Φ} = {Φ | P|=id
 Φ} = 

= {Φ | T|= Φ} = {Φ | T|=id
 Φ} = ∅.  

Поняття тавтології для ЧКНЛ R-предикатів вводимо анало-
гічно випадку ЧНКЛ (див. підрозділ 4.5). 

 
 
Запитання для самоконтролю 

1. Опишіть різновиди R-предикатів.  
2. Дайте визначення монотонного R-предиката. 
3. Дайте визначення антитонного R-предиката. 
4. Дайте визначення предиката, дуального до даного  

R-предиката. 
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5. Що таке відображення дуалізації? 
6. Дайте визначення предиката-індикатора Ez. 
7. Наведіть властивості R-предикатів, пов'язані з елімінацією 

кванторів. 
8. Що таке дуальні алгебри? 
9 Наведіть приклади підалгебр алгебри AQRV–A та опишіть 

співвідношення між цими підалгебрами. 
10. Які ви знаєте класи інтерпретацій R-предикатів (семантики)? 
11. Опишіть співвідношення між семантиками R, P, T, TS, 

PE, TA, RM, RA. 
12. Що таке дуальні інтерпретації?  
13. Що таке дуальні семантики? Наведіть приклади. 
14. Дайте визначення формули: 

– неспростовної; 
– виконуваної; 
– тотально істинної; 
– тотожно істинної. 

 
Вправи 

1. Доведіть: P|= Φ ⇔ ¬Φ невиконувана в P.  
2. Доведіть наведені вище співвідношення між семантиками 

(теорема 7.1.1).  
3. Доведіть: якщо інтерпретації J та ϑ дуальні, то для всіх 

Φ∈Fr маємо ( ) ( )ϑΦ = ΦJT F  та ( ) ( )ϑΦ = ΦJF T  (теорема 7.1.2). 
4. Доведіть: Φ тавтологія  TS|=id Φ.  
5. Доведіть теорему 7.1.3. 

 
 

7.2. Відношення логічного наслідку  
в логіках квазіарних предикатів 
 
На основі різних співвідношень між областями істинності та 

хибності предикатів можна ввести низку відношень на множині 
формул мови ЧКНЛ.  
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Спочатку введемо відношення наслідку для двох формул при 
інтерпретації на фіксованій J:  

1) істиннісний, або T-наслідок: Φ J|=T Ψ ⇔ T(ΦJ) ⊆ T(ΨJ);  
2) хибнісний, або F-наслідок: Φ J|=F Ψ ⇔ F(ΨJ) ⊆ F(ΦJ);  
3) cильний, або TF-наслідок:  

Φ J|=TF Ψ ⇔ T(ΦJ) ⊆ T(ΨJ) та F(ΨJ) ⊆ F(ΦJ);  
4) неспростовнісний, або IR-наслідок:  

Φ J|=IR Ψ ⇔ T(ΦJ)∩F(ΨJ) = ∅;  
5) дуальний до IR-наслідку, або DI-наслідок:  

Φ J|=DI Ψ ⇔ F(ΦJ)∪T(ΨJ) = VA.  
Відповідні відношення логічного наслідку в семантиці α ви-

значатимемо за схемою 
Φ 

α|=∗ Ψ, якщо Φ J|=∗ Ψ для кожної J∈α. 
Розглядаючи відношення логічного наслідку в семантиках R, 

P, T, TS, загалом отримуємо 20 відношень. 

Приклад 7.2.1. Нехай для семантик α та β маємо α ⊆ β. Тоді 
β|=∗ ⊆ 

α|=∗  
Справді, нехай Φ 

β|=∗ Ψ, тоді Φ J|=∗ Ψ для кожної J∈β. Проте 
α ⊆ β, тому Φ J|=∗ Ψ для кожної J∈α. Звідси Φ 

α|=∗ Ψ. Отже, має-
мо β|=∗ ⊆ 

α|=∗ .  
Таким чином, при розширенні семантики відношення логічно-

го наслідку звужується. 
У випадках класичної логіки та логіки TS-предикатів усі на-

ведені відношення логічного наслідку збігаються і стають єди-
ним відношенням, яке позначимо TS|= : 

Теорема 7.2.1. Маємо такі властивості відношень логічного 
наслідку: 

1) P|=DI = T|=IR = R|=IR = R|=DI = ∅;  
2) P|=T = T|=F ; P|=F = T|=T ; R|=T = R|=F = R|=TF; P|=IR = T|=DI; 

P|=TF = T|=TF;  
3) P|=IR = T|=DI = TS|= .  
Це дає нам п’ять різних невироджених відношень:  

P|=IR, P|=T, P|=F, P|=TF, R|=TF .  
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Теорема 7.2.2. Маємо такі співвідношення між відношення-
ми логічного наслідку (замість символу ⊂ вживаємо стрілку →): 

P|=T  
             

R|=TF → P|=TF                      P|=IR  →  PE|=IR 
            

P|=F   
 

Тут PE|=IR – розглянуте раніше відношення неспростовнісного 
логічного наслідку для однозначних еквітонних предикатів. 

Приклад 7.2.2. Нехай A∈P, p, q, s∈Ps. Задамо pA як T, qA як 
⊥, sA як F. Тоді p A|=IR q, q A|=IR s, однак p A|≠IR s. Таким чином,  
відношення наслідку A|=IR нетранзитивне.  

Проте для відношення логічного наслідку P|=IR ситуація нор-
малізується:  

Теорема 7.2.3. Відношення P|=IR транзитивне.  
Водночас транзитивність відношень J|=T, J|=F, J|=TF та P|=T, 

P|=F, P|=TF, R|=TF безпосередньо випливає із означень. 

Приклад 7.2.3. Φ&¬Φ |=T Ψ. 
Для кожної A∈P маємо T(Φ&¬ΦA) = T(ΦA)∩F(ΦA) = ∅, звідки 

T(Φ&¬ΦA) ⊆ T(ΨA), тому Φ&¬Φ A|=T Ψ для довільних Φ, Ψ.  

Приклад 7.2.4. Φ |=F Ψ∨¬Ψ.  
Для кожної A∈P маємо F(Ψ∨¬ΨA) = F(ΨA)∩T(ΨA) = ∅, звідки 

F(Ψ∨¬ΨA) ⊆ F(ΦA), тому Φ A|=F Ψ∨¬Ψ для довільних Φ, Ψ. 

Приклад 7.2.5. Φ&¬Φ |≠F Ψ.  
Візьмемо Φ, Ψ, A∈P такі: F(ΨA) ≠ ∅ та T(ΦA) = F(ΦA) = ∅, 

тобто ΦA = ⊥; тоді неправильно F(ΨA) ⊆ F(Φ&¬ΦA), адже 
F(Φ&¬ΦA) = T(ΦA)∪F(ΦA) = ∅. 

Приклад 7.2.6. Φ |≠T Ψ∨¬Ψ  
Візьмемо Φ, Ψ, A∈P такі: T(ΦA) ≠ ∅ та T(ΨA) = F(ΨA) = ∅, тоб-

то ΨA = ⊥; тоді неправильно T(ΦA) ⊆ T(Ψ∨¬ΨA), адже 
T(Ψ∨¬ΨA) = T(ΨA)∪F(ΨA) = ∅. 
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Приклад 7.2.7. Φ&¬Φ 
R|≠TF Ψ∨¬Ψ.  

Візьмемо A∈R таку: ΦA = ϒ та ΨA = ⊥. Тоді маємо 
T(ΦA) = F(ΦA) = 

VA та T(ΨA) = F(ΨA) = ∅, тому неправильно 
T(Φ&¬ΦA) ⊆ T(Ψ∨¬ΨA).  

Приклад 7.2.8. Φ&¬Φ |=TF Ψ∨¬Ψ.  
Для кожної A∈P маємо T(ΦA)∩F(ΦA) = ∅ та F(ΨA)∩T(ΨA) = ∅, 

звідки T(Φ&¬ΦA) = ∅ та F(Ψ∨¬ΨA) = ∅, тому Φ&¬Φ A|=T Ψ∨¬Ψ 
та Φ&¬Φ A|=F Ψ∨¬Ψ.  

Таким чином, для кожної A∈P маємо Φ&¬Φ A|=TF Ψ∨¬Ψ, то-
му Φ&¬Φ |=TF Ψ∨¬Ψ. 

Приклад 7.2.9. Φ & (Φ→Ψ) 
R|≠TF Ψ ∨ Φ&¬Ψ. 

Візьмемо A∈R таку: ΦA = ϒ та ΨA = ⊥. Тоді T(ΦA) = F(ΦA) = 
VA 

та T(ΨA) = F(ΨA) = ∅; тому неправильно  
T(Φ & (Φ→Ψ)) ⊆ T(Ψ ∨ Φ&¬Ψ).  

Приклад 7.2.10. Φ & (Φ→Ψ) |=TF Ψ ∨ Φ&¬Ψ.  
Для кожної A∈P маємо Φ & (Φ→Ψ) A|=TF Ψ ∨ Φ&¬Ψ.  

Теорема 7.2.4. Bластивості контрапозиції для відношень наслідку:  
1) Φ J|=IR Ψ ⇔ ¬Ψ J|=IR ¬Φ;  
2) Φ J|=TF Ψ ⇔ ¬Ψ J|=TF ¬Φ;  
3) Φ J|=T Ψ ⇔ ¬Ψ J|=F ¬Φ та Φ J|=F Ψ ⇔ ¬Ψ J|=T ¬Φ.  

Bластивості контрапозиції для відношень логічного наслідку:  
1) Φ 

P|=IR Ψ ⇔ ¬Ψ 
P|=IR ¬Φ;  

2) Φ 
P|=TF Ψ ⇔ ¬Ψ 

P|=TF ¬Φ та Φ 
R|=TF Ψ ⇔ ¬Ψ 

R|=TF ¬Φ;  
5) Φ 

P|=T Ψ ⇔ ¬Ψ 
P|=F ¬Φ та Φ 

P|=F Ψ ⇔ ¬Ψ 
P|=T ¬Φ.  

Приклад 7.2.11. Неправильними є такі твердження:  
1) Φ 

P|=T Ψ  ¬Ψ 
P|=T ¬Φ;  

2) Φ 
P|=F Ψ  ¬Ψ 

P|=F ¬Φ. 
Справді, візьмемо p, q, s∈Ps та інтерпретацію J:  

F(qJ)T(pJ)∪F(pJ), T(qJ)T(sJ)∪F(sJ).  
Тоді ¬p&p 

P|=T q, ¬q J|≠T ¬p∨p, q 
P|=F ¬s∨s, ¬s&s J|≠F ¬q.  

Відношення логічного наслідку індукують відношення логіч-
ної еквівалентності. 
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Відношення еквівалентності при інтерпретації J задаємо за 
такою схемою:  

Φ J∼∗ Ψ, якщо Φ J|=∗ Ψ та Ψ J|=∗ Φ. 

Приклад 7.2.12. Для відношення J∼TF маємо:  
Φ J∼TF Ψ ⇔ T(ΦJ) = T(ΨJ) та F(ΦJ) = F(ΨJ).  

Отже, Φ J∼TF Ψ ⇔ ΦJ = ΨJ, тобто ΦJ та ΨJ – це один і той са-
мий предикат. 

Відношення логічної еквівалентності P∼IR, P∼T, P∼F, P∼TF, R∼TF 
визначаємо за такою схемою:  

Φ 
α∼∗ Ψ, якщо Φ 

α|=∗ Ψ та Ψ 
α|=∗ Φ.  

Приклад 7.2.13. Φ ∨ Ψ&¬Ψ ∼T Φ;  
неправильно Φ ∨ Ψ&¬Ψ ∼F Φ. 
Маємо T((Φ ∨ Ψ&¬Ψ)A) = T(ΦA)∪(T(ΨA)∩F(ΨA)) = T(ΦA) для 

кожної A∈P.  
Водночас для B∈P такої, що T(ΨB) = F(ΨB) = ∅, маємо 

F((Φ ∨ Ψ&¬Ψ)B) = F(ΦB)∩(F(ΨB)∪T(ΨB)) = ∅.  

Приклад 7.2.14. Φ&(Ψ∨¬Ψ) ∼F Φ;  
неправильно Φ&(Ψ∨¬Ψ) ∼T Φ. 
Маємо F((Φ&(Ψ∨¬Ψ))B) = F(ΦB)∪(F(ΨB)∩T(ΨB)) = F(ΦB) для 

кожної B∈P.  
Водночас для A∈P такої, що T(ΨA) = F(ΨA) = ∅, маємо 

T((Φ&(Ψ∨¬Ψ)A) = T(ΦA)∩(T(ΨA)∪F(ΨA)) = ∅. 
Теорема еквівалентності справджується для відношень R∼TF, 

P∼TF, P∼IR :  

Теорема 7.2.5. Нехай Φ' отримано з формули Φ заміною де-
яких входжень Φ1, ..., Φn на Ψ1, ..., Ψn.  

Якщо Φ1 
α∼∗ Ψ1, ..., Φn 

α∼∗ Ψn, то Φ 
α∼∗ Φ'. 

Використовуючи відношення логічної еквівалентності, мож-
на описати основні семантичні властивості формул мови ЧКНЛ, 
пов'язані з реномінаціями та кванторами. 

Приклад 7.2.15. Властивості формул мови ЧКНЛ, пов'язані з 
реномінаціями: 

R) ( )Φ ΦTFR  – елімінація тотожної реномінації; 
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RІ) ,
, ( ) ( )Φ Φz v v

z x TF xR R  – згортка тотожної пари імен;  

RU) ,
, ( ) ( )Φ Φz v v

y x TF xR R  за умови z∈ν(Φ); 

R¬) ( ) ( )¬Φ ¬ Φv v
x TF xR R  – R¬-дистрибутивність;  

R∨) ( ) ( ) ( )Φ∨Ψ Φ ∨ Ψv v v
x TF x xR R R  – R∨-дистрибутивність;  

RR) ( ( )) ( )Φ Φ v w v w
x y TF x yR R R  – згортка реномінацій.  

Приклад 7.2.16. Традиційні властивості формул, пов'язані з 
кванторами: 

Q1) ∃x∃yΦ ∼TF ∃y∃xΦ та ∀x∀yΦ ∼TF ∀y∀xΦ;  
Q2) ¬∀xΦ ∼TF ∃x¬Φ та ¬∃xΦ ∼TF ∀x¬Φ;  
Q3) ∃xΦ ∼TF ∀x∃xΦ, ∃xΦ ∼TF ∃x∃xΦ; ∀xΦ ∼TF ∀x∀xΦ, 
∀xΦ ∼TF ∃x∀xΦ;  
Q4) ∃xΦ∨∃xΨ ∼TF ∃x(Φ∨Ψ) та ∀xΦ&∀xΨ ∼TF ∀x(Φ&Ψ); 
Q5) ∃x(Φ&Ψ) |=TF ∃xΦ&∃xΨ,  
проте не завжди ∃xΦ&∃xΨ |=IR ∃x(Φ&Ψ); 
Q6) ∀xΦ∨∀xΨ |=TF ∀x(Φ∨Ψ),  
проте не завжди ∀x(Φ∨Ψ) |=IR ∀xΦ∨∀xΨ;  
Q7) ∃y∀xΦ |=TF ∀x∃yΦ, проте не завжди ∀x∃yΦ |=IR ∃y∀xΦ; 
Q8) не завжди Φ |=IR ∃xΦ та не завжди ∀xΦ |=IR Φ. 

Приклад 7.2.17. Властивості R∃-дистрибутивності:  
R∃s) ( ) ( )∃ Φ ∃ Φv v

u TF uR x xR  за умови { , }∉x v u  – проста R∃-
дистрибутивність; 

R∃) ( ) ( )∃ Φ ∃ Φ v v y
x TF x zR y zR  за умови \ ( ( ))∈ ∃ Φv

T xz V nm R y  – 
R∃-дистрибутивність. 

Поняття тавтології і тавтологічного наслідку для ЧКНЛ  
R-предикатів вводимо традиційно, аналогічно випадку ЧНКЛ 
(див. підрозд. 4.5). 

Нормальні форми формул мови ЧКНЛ визначаємо аналогіч-
но випадку ЧНКЛ, при цьому говоримо про строгу неістотність 
предметних імен. Теореми про зведення формул до нормальної 
форми переносяться на випадок ЧКНЛ. Те саме стосується по-
няття квазізамкненості формул.  
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Відношення логічного наслідку для множин формул. Вве-
дені вище відношення логічного наслідку поширимо на пари 
множин формул. Спочатку задамо відношення наслідку між 
двома множинами формул при фіксованій інтерпретації J.  

Нехай Γ⊆ Fr, Δ ⊆ Fr. Введемо позначення  
( )

Φ∈Γ
Φ JT  як T(ΓJ), ( )

Ψ∈Δ
Ψ JF  як FΔJ),  

( )
Ψ∈Δ

Ψ JT  як T(ΔJ), ( )
Φ∈Γ

Φ JF  як F(ΓJ).  

Δ є T-наслідком Γ при J (позн. Γ J|=T Δ), якщо T(ΓJ) ⊆ T(ΔJ).  
Δ є F-наслідком Γ при J (позн. Γ J|=F Δ), якщо F(ΔJ) ⊆ F(ΓJ).  
Δ є TF-наслідком Γ при J (позн. Γ J|=TF Δ), якщо  

T(ΓJ) ⊆ T(ΔJ) та F(ΔJ) ⊆ F(ΓJ). 
Δ є IR-наслідком Γ при J (позн. Γ J|=ID Δ), якщо  

T(ΓJ) ∩ F(ΔJ) = ∅. 
Δ є DI-наслідком Γ при J (позн. Γ J|=DI Δ), якщо  

F(ΓJ) ∪ T(ΔJ) = 
VA. 

Відношення логічного наслідку для множин формул у семан-
тиці α визначатимемо за схемою:  

Γ 
α|=∗ Δ, якщо Γ J|=∗ Δ для кожної J∈α. 

Теорема 7.2.6. Нехай інтерпретації J та ϑ дуальні. Тоді:  
1) Γ J|=IR Δ ⇔ Γ ϑ|=DI Δ та Γ J|=DI Δ ⇔ Γ ϑ|=IR Δ; 
2) Γ J|=T Δ ⇔ Γ ϑ|=F Δ та Γ J|=F Δ ⇔ Γ ϑ|=T Δ; 
3) Γ J|=TF Δ ⇔ Γ ϑ|=TF Δ.  
Cпіввідношення між цими відношеннями такі самі, як між від-

ношеннями для пар формул: 
P|=T  

             
R|=TF → P|=TF                      P|=IR  →  PE|=IR 

            
P|=F   
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Для |=IR можна переносити формули з лівої частини логічного 
наслідку у праву, і навпаки. 

Теорема 7.2.7. Γ |=IR Δ, Φ ⇔ ¬Φ, Γ |=IR Δ та  
Γ |=IR Δ, ¬Φ ⇔ Φ, Γ |=IR Δ.  
Водночас для |=T, |=F, |=TF, R|=TF такі перенесення робити не 

можна. 

Приклад 7.2.15. Можливі такі ситуації:  
1) ¬Φ, Γ |=T Δ та Γ |≠T Δ, Φ; Φ, Γ |=T Δ та Γ |≠T Δ, ¬Φ;  
2) Γ |=F Δ, ¬Φ та Φ, Γ |≠F Δ; Γ |=F Δ, Φ та ¬Φ, Γ |≠F Δ.  
Для п. 1 візьмемо T(ΦA) = F(ΦA) = ∅, T(ΓA) = ∅, T(ΔA) ≠ ∅. 
Для п. 2 візьмемо T(ΦA) = F(ΦA) = ∅, F(ΓA) = ∅, F(ΔA) ≠ ∅. 

Теорема 7.2.8. 1) ¬Φ, Φ, Γ 
P|=T Δ;  

2) Γ 
P|=F Δ, ¬Ψ, Ψ;  

3) ¬Φ, Φ, Γ 
P|=TF Δ, ¬Ψ, Ψ. 

Приклад 7.2.16. Γ |≠T Δ, Φ, ¬Φ та Φ, ¬Φ, Γ |≠F Δ.  
Справді, візьмемо T(ΦA) = F(ΦA) = ∅, T(ΔA) = ∅, F(ΔA) ≠ ∅, 

T(ΓA) ≠ ∅, F(ΓA) = ∅.  

Приклад 7.2.17. ¬Φ, Φ, Γ 
R|≠TF Δ, ¬Ψ, Ψ. 

Візьмемо T(ΦA) = F(ΦA) = T(ΓA) = 
VA, T(ΔA) = T(ΨA) = F(ΨA) = ∅; 

тоді ¬Φ, Φ, Γ 
R|≠T Δ, ¬Ψ, Ψ. 

Розглянемо властивості відношень логічного наслідку для 
множин формул. 

Надалі |= – одне з відношень P|=IR, P|=T, P|=F, P|=TF, R|=TF.  

Приклад 7.2.18. Для всіх зазначених відношень маємо мо-
нотонність:  

якщо Γ ⊆ Λ та Δ ⊆ Σ, то Γ |= Δ Λ |= Σ.  

Приклад 7.2.19. Властивості, які гарантують наявність ло-
гічного наслідку.  

С) Φ, Γ |= Δ, Φ гарантовано для кожного з відношень.  
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Додатково гарантують наявність відповідного відношення 
логічного наслідку:  

СL) Φ, ¬Φ, Γ 
P|=T Δ;  

СR) Γ 
P|=F Δ, Φ, ¬Φ;  

СLR) Φ, ¬Φ, Γ 
P|=TF Δ, Ψ, ¬Ψ.  

Покажемо тут СLR. Для кожної A∈P маємо T(ΦA)∩F(ΦA) = ∅ 
та F(ΨA)∩T(ΨA) = ∅, звідки:  

T(ΦA)∩T(¬ΦA)∩T(ΓA) = T(ΦA)∩F(ΦA)∩T(ΓA) = ∅, що дає  
Φ,¬Φ, Γ A|=T Δ, Ψ,¬Ψ; 
F(ΨA)∩F(¬ΨA)∩F(ΔA) = F(ΨA)∩T(ΨA)∩F(ΔA) = ∅, що дає  
Φ,¬Φ, Γ A|=F Δ, Ψ,¬Ψ. 
Для кожної A∈P маємо Φ, ¬Φ, Γ A|=TF Δ, Ψ, ¬Ψ, тому маємо 

Φ, ¬Φ, Γ |=TF Δ, Ψ, ¬Ψ.  

Приклад 7.2.20. Властивості декомпозиції формул:  
¬¬L) ¬¬Φ, Γ |= Δ ⇔ Φ, Γ |= Δ;  
¬¬R) Γ |= Δ, ¬¬Φ ⇔ Γ |= Δ, Φ; 
∨L) Φ∨Ψ, Γ |= Δ ⇔ Φ, Γ |= Δ та Ψ, Γ |= Δ;  
∨R) Γ |= Δ, Φ∨Ψ ⇔ Γ |= Δ, Φ, Ψ;  
¬∨L) ¬(Φ∨Ψ), Γ |= Δ ⇔ ¬Φ, ¬Ψ, Γ |= Δ;  
¬∨R) Γ |= Δ, ¬(Φ∨Ψ) ⇔ Γ |= Δ, ¬Φ та Γ |= Δ, ¬Ψ.  

Приклад 7.2.21. Для P|=IR додатково справджуються: 
¬L) ¬Φ, Γ |=IR Δ ⇔ Γ 

P|=IR Δ, Φ;  
¬R) Γ 

P|=IR Δ, ¬Φ ⇔ Φ, Γ 
P|=IR Δ.  

Проте для |=T, |=F, |=TF, |=TF ці властивості неправильні (див. 
приклад 7.2.15). 

Bластивості спрощення та еквівалентних перетворень отри-
муємо на основі наведених вище властивостей R, RI, RU, RR, R¬, 
R∨, R∃s, R∃. Кожна така властивість R∗ продукує чотири відпо-
відні властивості R∗L, R∗R, ¬R∗L, ¬R∗R для відношення логічно-
го наслідку, коли виділена формула чи її заперечення міститься 
у лівій чи правій частині цього відношення.  
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Приклад 7.2.22. Bластивості, індуковані R∨ та R∃: 
R∨L) ( ),Φ∨Ψv

xR Γ |= Δ ⇔ ( ) ( ),Φ ∨ Ψv v
x xR R Γ |= Δ;  

R∨R) Γ |= Δ, ( )Φ∨Ψv
xR  ⇔ Γ |= Δ, ( ) ( )Φ ∨ Ψv v

x xR R ; 
¬R∨L) ( ),¬ Φ∨Ψv

xR Γ |= Δ ⇔ ( ( ) ( )),¬ Φ ∨ Ψv v
x xR R Γ |= Δ;  

¬R∨R) Γ |= Δ, ( )¬ Φ∨Ψv
xR  ⇔ Γ |= Δ, ( ( ) ( ))¬ Φ ∨ Ψv v

x xR R . 
R∃L) ( ),∃ Φ Γv

xR y |= Δ ⇔ ( ),∃ Φ Γv y
x zzR |= Δ за умови  

\ ( ( ))∈ ∃ Φv
T xz V nm R y .  

R∃R) Γ |= , ( )Δ ∃ Φv
xR y  ⇔ Γ |= , ( )Δ ∃ Φv y

x zzR  за умови  
\ ( ( ))∈ ∃ Φv

T xz V nm R y .  
¬R∃L) ( ),¬ ∃ Φ Γv

xR y |= Δ ⇔ ( ),¬∃ Φ Γv y
x zzR |= Δ за умови  

\ ( ( ))∈ ∃ Φv
T xz V nm R y . 

¬R∃R) Γ |= Δ, ( )¬ ∃ Φv
xR y  ⇔ Γ |= , ( )Δ ¬∃ Φv y

x zzR  за умови  

\ ( ( ))∈ ∃ Φv
T xz V nm R y . 

Приклад 7.2.23. Bластивості елімінації кванторів: 
∃L) ∃хΦ, Γ |= Δ ⇔ ( ), ,Φ Γx

zR Ez |= Δ за умови  
z∈VT \ nm(Γ, Δ, ∃хΦ));  
¬∃R) Γ |= ¬∃хΦ, Δ ⇔ Γ, Ez |= ( ),¬ Φ Δx

zR  за умови  
z∈VT \ nm(Γ, Δ, ∃хΦ));  
∃vR) Γ, Ey |= ∃хΦ, Δ ⇔ Γ, Ey |= , ( ),∃ Φ Φ Δx

yx R ;  
¬∃vL) ¬∃хΦ, Ey, Γ |= Δ ⇔ , ( ), ,¬∃ Φ ¬ Φ Γx

yx R Ey |= Δ. 

Наведені властивості є семантичною основою побудови чис-
лень секвенційного типу, які формалізують описані вище від-
ношення логічного наслідку для множин формул (див., зокрема, 
[12, 43]). 

 
 
Запитання для самоконтролю 

1. Дайте визначення відношень J|=IR, J|=T, J|=F, J|=TF, J|=TF .  
2. Дайте визначення відношень P|=IR, P|=T, P|=F, P|=TF, R|=TF .  
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3. Чому серед 20 відношень логічного наслідку в семантиках 
R, P, T, TS є лише п’ять різних невироджених відношень: P|=IR, 
P|=T, P|=F, P|=TF, R|=TF ?  

4. Зобразіть співвідношення між введеними відношеннями 
логічного наслідку. 

5. Чому відношення A|=IR нетранзитивне? 
6. Наведіть властивості контрапозиції для відношень наслід-

ку та логічного наслідку. 
7. Сформулюйте теорему еквівалентності; для яких відно-

шень вона формулюється? 
8. Наведіть властивості формул, пов'язані з реномінаціями. 
9. Наведіть традиційні властивості формул, пов'язані із кван-

торами. 
10. Наведіть властивості R∃-дистрибутивності: 
11. Дайте визначення відношень J|=IR, J|=T, J|=F, J|=TF, J|=TF для 

пар множин формул. 
12. Сформулюйте теорему 7.2.6 про дуальні інтерпретації. 
13. Для яких відношень логічного наслідку можна переноси-

ти формули з лівої частини у праву і навпаки, а для яких таке 
перенесення робити не можна? 

14. Наведіть властивості, які гарантують наявність відповід-
ного відношення логічного наслідку. 

15. Наведіть властивості декомпозиції формул для відношень 
P|=T, P|=F, P|=TF, R|=TF . 

16. Наведіть властивості декомпозиції формул для відношен-
ня P|=IR . 

17. Опишіть властивості спрощення та еквівалентних пере-
творень. 

18. Наведіть властивості елімінації кванторів. 
 
Вправи 

1. Доведіть: TS|=TF = TS|=T = TS|=F = TS|=IR = TS|=DI = TS|=.  
2. Нехай інтерпретації A та B дуальні. Доведіть:  

1) Φ A|=T Ψ ⇔ Φ B|=F Ψ та Φ A|=F Ψ ⇔ Φ B|=T Ψ;  
2) Φ A|=IR Ψ ⇔ Φ B|=DI Ψ та Φ A|=DI Ψ ⇔ Φ B |=IR Ψ;  
3) Φ A|=TF Ψ ⇔ Φ B|=TF Ψ. 

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



246 

3. Доведіть транзитивність відношення P|=IR (теорема 7.2.3).  
4. Доведіть:  

1) Φ & (Φ→Ψ) |=T Ψ; Φ |≠T Ψ ∨ Φ&¬Ψ;  
2) Φ & (Φ→Ψ) |≠F Ψ; Φ |=F Ψ ∨ Φ&¬Ψ; 
3) Φ & (Φ→Ψ) |=IR Ψ; Φ |=IR Ψ ∨ Φ&¬Ψ.  

5. Доведіть: Φ & (Φ→Ψ) A|=TF Ψ ∨ Φ&¬Ψ для кожної A∈P.  
6. Доведіть теорему 7.2.4.  
7. Доведіть: Φ 

α∼∗ Ψ ⇔ Φ J∼∗ Ψ для кожної J∈α.  
8. Доведіть, навівши приклади, що для P∼T та P∼F теорема ек-

вівалентності неправильна.  
9. Доведіть:  

1) Γ |=T Δ, Φ  ¬Φ, Γ |=T Δ;  
2) Γ |=T Δ, ¬Φ  Φ, Γ |=T Δ; 
3) Φ, Γ |=F Δ  Γ |=F Δ, ¬Φ;  
4) ¬Φ, Γ |=F Δ  Γ |=F Δ, Φ. 

10. Доведіть, що можливі такі ситуації:  
1) ¬Φ, Γ |=TF Δ та Γ |≠TF Δ, Φ;  
2) Γ |=TF Δ, ¬Φ та Φ, Γ |≠TF Δ;  
3) ¬Φ, Γ 

R|=TF Δ та Γ 
R|≠TF Δ, Φ;  

4) Γ 
R|=TF Δ, ¬Φ та Φ, Γ 

R|≠TF Δ.  
11. Обґрунтуйте властивості, які гарантують наявність відпо-

відного відношення логічного наслідку. 
12. Сформулюйте у явному вигляді властивості, індуковані R, 

RI, RU, RR, R¬, R∃s. 
13. Доведіть властивості елімінації кванторів. 
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8. НЕТРАДИЦІЙНІ ЛОГІКИ 
 
 
 
Традиційна логіка предикатів є істинніснозначною із 2-елемент-

ною множиною {T, F} істиннісних значень. Вона базується на та-
кому фундаментальному принципі: значення складного вислов-
лення (предиката) залежить лише від значень його компонент, 
а не від їхнього сенсу. Цей принцип формалізується у вигляді 
принципу заміни еквівалентних (заміни рівних). Це означає мож-
ливість заміни еквівалентних (рівних), незважаючи на кон-
тексти. Принцип може не виконуватись для логік інтенсіональ-
ного типу, зокрема модальних.  

Розглянемо (у стилі Б. Рассела) приклад твердження, яке зда-
ється істинним: 

Навіть першокласник Вовочка знає, що 1+1 = 2. 

Маємо 
2

0
2,xdx =  проте заміна рівних дає не зовсім перекон-

ливе твердження: 

Навіть першокласник Вовочка знає, що 
2

0
1 1 .xdx+ =   

Принцип заміни еквівалентних засвідчує екстенсіональний 
характер традиційної логіки.  

Bажливими особливостями традиційної логіки є рефлексивність, 
транзитивність та монотонність логічного наслідку (аксіоматика 
логічного наслідку за Тарським). Водночас ці характерні особливос-
ті притаманні як класичній, так і низці некласичних логік. 

Класична логіка розглядає ситуації як незмінні, вона перестає 
працювати, коли ми цікавимося не істинністю в конкретній си-
туації, а розвитком понять. Вона мало що дає, коли треба фор-
малізувати незнання. Виражаючись (див. [8]) дещо метафорич-
но, класична логіка є логікою конкретного знання та віри, а не-
класична – це логіка побудови, зміни знання і сумніву. Це моти-
вує необхідність вивчення нетрадиційних, некласичних логік. 

У цьому посібнику стисло розглянемо такі найпоширеніші типи 
нетрадиційних логік, як багатозначні, інтуїціоністські та модальні. 
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8.1. Багатозначні логіки 
 
Традиційні логіки є двозначними в тому розумінні, що мно-

жина істиннісних значень двоелементна, її позначаємо як {T, F}. 
Багатозначні логіки вперше з'явились сто років тому: у 1920 р. 
Я. Лукасєвич запропонував [40] тризначні логіки для опису мо-
дальних висловлень, третє істиннісне значення ним трактува-
лось як "можливо", "нейтрально", "невизначено". Зазначимо, що 
опис модальностей за допомогою тризначної логіки виявився не 
зовсім адекватним, далі розвиток модальних логік пішов інши-
ми шляхами. Найважливішим є той факт, що Я. Лукасєвич довів 
саму можливість існування некласичних логік, що за значущіс-
тю сумірне з відкриттям неевклідових геометрій.  

Я. Лукасєвич розвинув тризначні логіки до чотиризначних та 
багатозначних. Він пов’язав ідею багатозначних логік з теорією 
імовірності, коли істиннісні значення можуть братися з непе-
рервного інтервалу [0, 1]. Цей підхід згодом зумовив виникнен-
ня імовірнісних, можливісних та нечітких логік. 

У 1921 р. Е. Пост запропонував (див. [4, 14]) n-значні логіки. 
На відміну від підходу Я. Лукасєвича, він зробив це цілком  
формально, без семантичного обґрунтування.  

Найвідомішими із тризначних є сильна та слабка логіки С. Кліні 
[5], запропоновані для використання в теорії рекурсії. Сильна логі-
ка Кліні застосовується в системах алгоритмічних алгебр [3], мовах 
табличних баз даних [15]. Відома також (див. [4]) тризначна логіка 
Бочвара (логіка абсурду), де третє істиннісне значення трактується 
як "беззмістовно". Вона фактично є слабкою логікою Кліні, розши-
реною зовнішніми логічними зв'язками, у яких для результатів 
ототожнено хибність і беззмістовність. 

Нехай Bool = {b1, …, bn} – n-елементна множина істиннісних 
значень. Функцію вигляду P : D → Bool назвемо n-предикатом 
на множині D. Якщо Bool = {T, F}, то маємо 2-предикат – тра-
диційний двозначний предикат.  

Зауважимо, що тут ми використовуємо термін "n-предикат", а 
не "n-значний предикат" для того, щоб не змішувати поняття  
n-значного предиката як багатозначної функції, що на кожному 
даному може набувати до n значень, із поняттям предиката як 
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однозначної функції з n-елементною множиною значень (напр., 
розглянуті нами R-предикати – це неоднозначні 2-предикати). 

Тризначна логіка Лукасєвича. У нашій термінології – це 
логіка тотальних однозначних 3-предикатів. У логічній системі 
Лукасєвича було три класи висловлень – істинні, хибні, нейт-
ральні. Позначаючи третє істиннісне значення як ⊥, отримуємо 
такі визначення логічних зв'язок тризначної логіки Лукасєвича: 

(¬Ł Р)(d) =
,   якщо  ( ) ,  
,   якщо  ( ) ,  
,   якщо  ( ) . 

T P d F
F P d T

P d

= =
⊥ =⊥

 

(Р ∨Ł Q)(d) =
,   якщо  ( )   або  ( ) ,  
,   якщо  ( )   та  ( ) ,   
  у всіх інших випадках.             

T P d T Q d T
F P d F Q d F

= = = =
⊥

 

(Р &Ł Q)(d) =
,   якщо  ( )   та  ( ) ,   
,   якщо  ( )   або  ( ) ,
  у всіх інших випадках.            

T P d T Q d T
F P d F Q d F

= = = =
⊥

 

(Р →Ł Q)(d) =
,  якщо ( )  або ( )  або ( ) ( ),

,   якщо  ( )  та  ( ) ,   
  у всіх інших випадках.            

T P d F Q d T P d Q d
F P d T Q d F

= = = = =
⊥

 

Еквіваленцію ↔Ł тлумачимо як похідну зв'язку: Р ↔Ł Q озна-
чає (Р →Ł Q) &Ł (Q →Ł Р).  

Лукасєвичеві імплікація та еквіваленція на парі (⊥, ⊥) відріз-
няються від імплікації та еквіваленції розглянутої нами логіки 
двозначних часткових предикатів:  

Р(d) = Q(d) = ⊥  (Р →Ł Q)(d) = T та (Р ↔Ł Q)(d) = T,  
проте (Р → Q)(d) = ⊥ та (Р ↔Ł Q)(d) = ⊥. 

Аргументувати це можна таким чином. При трактуванні ⊥ як 
проміжного між F та T істиннісного значення імплікація А →Ł В 
як формалізація логічного наслідку має бути істинною, якщо 
істинність В не менша за істинність А. При цьому трактуванні 
вже неможливе таке стандартне подання імплікації через диз'юн-
кцію та заперечення: Р →Ł Q = ¬Ł Р ∨Ł Q. 
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Приклад 8.1.1. У логіці часткових 2-предикатів можна ввес-
ти зв'язки, аналогічні →Ł та ↔Ł , коли ⊥ трактуємо як "невизна-
ченість". Проте такі зв'язки вже не будуть монотонними. 

Багатозначні логіки Постa. Е. Пост запропонував свої ба-
гатозначні логіки тотальних однозначних предикатів майже 
одночасно з Лукасєвичем, проте зробив це більш формально, 
не беручи до уваги філософські та власне логічні мотиви.  

Логічні функції (предикати) n-значної логіки Поста набува-
ють значення у множині {1, 2,…, n}. Диз'юнкція й кон'юнкція 
задаються так, як у багатозначній логіці Я. Лукасєвича: 

(Р ∨P Q)(d) = max(Р(d), Q(d)); 
(Р &P Q)(d) = min(Р(d), Q(d)).  

Водночас Пост запропонував два варіанти заперечення – тра-
диційне ¬P (як у Лукасєвича) та циклічне ∼P .  

Приклад 8.1.2. Традиційне ¬P та циклічне ∼P заперечення: 
(¬P Р)(d) = n+1 – Р(d); 

(∼P Р)(d) = { ( ) 1,   якщо  ( ) ,
1,  якщо  ( ) .

P d P d n
P d n

+ <
=  

Приклад 8.1.3. Імплікацію у n-значній логіці визначають так: 
(Р →P Q)(d) = min(n, n – Р(d) + Q(d)). 

Кон'юнкція &P , диз'юнкція ∨P та заперечення ¬P пов'язані за-
конами де Моргана.  

Сильна тризначна логіка Кліні. До найважливіших систем 
багатозначної логіки належать сильна та слабка тризначні логіки 
Кліні. Істиннісні значення таких логік позначаємо T, F, ⊥.  

Розглянемо сильну тризначну логіку Кліні тотальних одно-
значних 3-предикатів.  

Задамо сильні клінієві зв'язки ¬K, ∨K, &K, →K: 

(¬K Р)(d) =
,   якщо  ( ) ,  
,   якщо  ( ) ,  
,   якщо  ( ) . 

T P d F
F P d T

P d

= =
⊥ =⊥

 

(Р ∨K Q)(d) =
,   якщо  ( )   або  ( ) ,
,   якщо  ( )   та  ( ) ,  
  у всіх інших випадках.            

T P d T Q d T
F P d F Q d F

= = = =
⊥
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(Р &K Q)(d) =
,   якщо  ( )   та  ( ) ,   
,   якщо  ( )   або  ( ) ,
  у всіх інших випадках.            

T P d T Q d T
F P d F Q d F

= = = =
⊥

 

(Р →K Q)(d) =
,   якщо  ( )   або  ( ) ,  
,   якщо  ( )   та  ( ) ,    
  у всіх інших випадках.              

T P d F Q d T
F P d T Q d F

= = = =
⊥

 

Еквіваленція ↔K визначається традиційно: Р ↔K Q означає 
(Р →K Q) &K (Q →K Р).  

Визначення логічних зв'язок ¬K, ∨K, &K збігаються з визна-
ченнями логічних зв'язок ¬Ł, ∨Ł, &Ł тризначної логіки Лукасєви-
ча, проте →K та ↔K задаються не так само, як →Ł та ↔K .  

Приклад 8.1.3. Для сильних клінієвих зв'язок маємо: 
P &K Q = ¬K (¬K P ∨K ¬K Q);  
Р →K Q = ¬K P ∨K Q.  

За базові пропозиційні композиції сильної тризначної логіки 
Кліні можна взяти ¬K та ∨K, тоді композиції &K, →K, ↔K  
є похідними.  

Слабка тризначна логіка Кліні. Розглянемо слабку тризна-
чну логіку Кліні тотальних однозначних 3-предикатів. На відмі-
ну від сильної тризначної логіки Кліні, значення композицій 
слабкої логіки вважається невизначеним, якщо хоча б один ар-
гумент невизначений. 

Слабкі клінієві зв'язки ∨W та &W задамо так: 

(Р ∨W Q)(d) =
,   якщо  ( ) ,  ( )  та ( )  або ( ) ,

,   якщо  ( )   та  ( ) ,      
  у всіх інших випадках.                 

T P d Q d P d T Q d T
F P d F Q d F

 ↓ ↓ = = = =
⊥

 

(Р &W Q)(d) =
,  якщо  ( )   та  ( ) ,                     

,  якщо ( ) ,  ( )  та ( )  або ( ) ,
  у всіх інших випадках.                               

T P d T Q d T
F P d Q d P d F Q d F

= = ↓ ↓ = =
⊥

 

Заперечення ¬W задається так само як ¬K . 
Приклад 8.1.4. Імплікація →W та еквіваленція ↔W є похід-

ними й визначаються так:  
Р →W Q задається як ¬W P ∨W Q;  
Р ↔W Q задається як (Р →W Q) &W (Q →W Р).  
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Неважко переконатись, що сильні клінієві зв'язки є монотон-
ними розширеннями відповідних слабких клінієвих зв'язок. 

Чотиризначна логіка Белнапа. Дослідження чотиризначних 
логік започаткував ще Я.Лукасєвич. Проте на особливу увагу 
серед чотиризначних заслуговує логіка Белнапа [30]. Це зумов-
лено її застосуванням для опису інформаційних систем із непо-
вною та суперечливою інформацією. Логіка Белнапа має силь-
ний епістемічний відтінок, вона є зручним засобом формалізації 
відповідей на поставлені інформаційній системі запитання, якщо 
ця система містить неповні та суперечливі дані. При описі епіс-
темічного стану системи треба брати до уваги як можливу супе-
речливість інформації, так і її відсутність.  

Згідно з Белнапом, інформаційна система працює в режимі 
запитання-відповідь. При цьому інформаційні повідомлення, які 
система отримує з різних джерел, можуть бути підтверджені чи 
спростовані. Тому необхідно, щоб система не ігнорувала супе-
речливу інформацію і була в змозі продовжити в розумний спо-
сіб функціонування навіть тоді, коли виявлено суперечності. 
Традиційна двозначна логіка в таких ситуаціях не працює, адже 
для неї наявність суперечності руйнує систему.  

Отже, можна виділити чотири випадки. 
1. Отримане системою повідомлення було підтверджено і 

ніколи не було спростовано. Таке повідомлення вважається 
істинним та позначається як T. 

2. Отримане системою повідомлення було спростовано та 
ніколи не було підтверджено. Таке повідомлення вважається 
хибним та позначається як F.  

3. Отримане системою повідомлення було як підтверджено, 
так і спростовано (ситуація дуже типова, напр., експериментальні 
результати різних груп можуть істотно відрізнятися; окрім того, 
людині властиво помилятися). Таке повідомлення можна вважати 
парадоксальним, позначаємо його як TF (у Белнапа – Both).  

4. Система не має ні підтвердження, ні спростування по-
відомлення, про його істиннісне значення нічого не відомо. Тоді 
істиннісне значення повідомлення невизначене, його позначаємо 
як ⊥ (у Белнапа – None). 
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Таким чином, отримуємо логіку із множиною істиннісних 
значень {T, F, ⊥, TF}. Відповідно до змістів цих значень Белнап 
отримав [30] єдине продовження класичних логічних зв'язок ¬, 
∨, & із {T, F} на {T, F, ⊥, TF}.  

Приклад 8.1.5. Визначення логічних зв'язок логіки Белнапа 
¬B , ∨B та &B подамо традиційно, у вигляді таблиць істинності.  

 
P T F ⊥ TF 

¬B F T ⊥ TF 
 

 ∨
Q

P B  T F ⊥ TF 

T T T T T 

F T F ⊥ TF 

⊥ T ⊥ ⊥ T 

TF T TF T TF 
 

 &
Q

P B  T F ⊥ TF 

T T F ⊥ TF 

F F F F F 

⊥ ⊥ F ⊥ T 

TF TF F T TF 
 

Приклад 8.1.6. Імплікація →B та еквіваленція ↔B логіки 
Белнапа є похідними:  

Р →B Q задається як ¬B P ∨B Q;  
Р ↔B Q задається як (Р →B Q) &B (Q →B Р).  

Логіка Белнапа – це чотиризначна логіка тотальних одно-
значних предикатів. Водночас її можна трактувати як тризначну 
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логіку часткових однозначних предикатів із множиною істин-
нісних значень {T, F, TF}.  

Зауважимо, що використання тризначних логік тотальних 
однозначних предикатів, зокрема сильної логіки Кліні, для опи-
су інформаційних систем із неповною та суперечливою інфор-
мацією здається неадекватним. Справді, ⊥ та TF ототожнювати 
не можна, адже вони мають різний статус.  

Те саме стосується двозначної логіки часткових однозначних 
предикатів, яка відповідає сильній логіці Кліні. 

Нескінченнозначні логіки. Якщо множина істиннісних 
значень нескінченна, то логіку називають нескінченнозначною. 
Нескінченнозначними є такі спеціальні логіки, як імовірнісні, 
можливісні, нечіткі. Для нескінченнозначних неперервних логік 
множиною істиннісних значень є інтервал [a, b]. Без обмежень 
загальності таким інтервалом може бути [0, 1].  

Приклад 8.1.7. Логічні зв'язки ¬с, ∨с, &с, →с неперервної ло-
гіки задаються так: 

(¬с Р)(d) = 1 – Р(d);  
(Р ∨с Q)(d) = max(Р(d), Q(d)); 
(Р &с Q)(d) = min(Р(d), Q(d));  
(Р →с Q)(d) = max(1 – Р(d), Q(d)). 

 
 
Запитання для самоконтролю 

1. Що таке n-предикат на множині D? 
2. Опишіть логічні зв'язки тризначної логіки Лукасєвича. 
3. У чому полягає відмінність лукасєвичевих →Ł та ↔Ł від 

імплікації та еквіваленції логіки часткових 2-предикатів? 
4. Дайте визначення логічних зв'язок n-значної логіки Поста. 
5. Опишіть різновиди заперечення в n-значній логіці Поста.  
6. Дайте визначення логічних зв'язок сильної тризначної ло-

гіки Кліні.  
7. Дайте визначення логічних зв'язок слабкої тризначної ло-

гіки Кліні.  
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8. Як трактуються істиннісні значення в чотиризначній логіці 
Белнапа? 

9. Дайте визначення логічних зв'язок логіки Белнапа.  
10. Дайте визначення логічних зв'язок неперервної логіки. 
 
Вправи  

1. З’ясуйте співвідношення між зв'язками ¬Ł, ∨Ł, &Ł, →Ł три-
значної логіки Лукасєвича. 

2. Доведіть, що зв'язки n-значної логіки Поста &P, ∨P та ¬P 
пов'язані законами де Моргана.  

3. Дайте явні визначення зв'язок →W та ↔W слабкої тризнач-
ної логіки Кліні.  

4. З’ясуйте, чи пов'язані законами де Моргана зв'язки ¬W, ∨W 
та &W слабкої тризначної логіки Кліні.  

5. Дайте визначення зв'язок →B та ↔B логіки Белнапа у ви-
гляді таблиць істинності.  

6. З’ясуйте, чи пов'язані законами де Моргана зв'язки ¬B , ∨B 
та &B логіки Белнапа. 

7. З’ясуйте, чи пов'язані законами де Моргана зв'язки ¬с, ∨с 
та &с неперервної логіки. 

 
 
8.2. Інтуїціоністська логіка 
 
Криза основ математики на межі XIX–XX ст., зумовлена від-

криттям парадоксів теорії множин, спонукала вчених шукати 
шляхи виходу з цього стану. Один з таких шляхів запропонував 
на початку XX ст. голландський математик Л. Брауер. Він ствер-
джував, що закони математики не мають ні абсолютного, ні апрі-
орного характеру. Ці закони є узагальненням роботи зі скінчен-
ними множинами стійких у часі об'єктів, тому їх поширення на 
нескінченні множини об'єктів неадекватне. Отже, необхідно або 
цілком відмовитися від нескінченних множин, що не зовсім ро-
зумно, або перейти до нової логіки, інтуїтивно зрозумілої. Така 
логіка має описувати математичні твердження не як абстрактні 
істину чи фальш, а як твердження про можливість виконання де-
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якої побудови. Математичне доведення має давати таку побудову 
та її обґрунтування.  

Такі методи, що дають побудову, Брауер назвав ефективними, 
а запропоновану ним логіку й математику – інтуїціоністськими.  

Перші формальні моделі інтуїціоністської логіки ввів 
А. Гейтінг – учень Л. Брауера. Згодом з'явились семантичні моде-
лі (інтерпретації) інтуїціоністської логіки.  

Для інтуїціоністської логіки не діють закон виключеного тре-
тього і пов'язані з ним закони де Моргана, закон зняття подвійно-
го заперечення. Пропозиційні зв'язки ¬, ∨, &, → тут незалежні, 
проте еквіваленція подається через імплікацію та кон'юнкцію: 
P↔Q = (P→Q)&(Q→P). Квантори ∃x та ∀x теж незалежні. 

Мова інтуїціоністської логіки. Розглянемо інтуїціоністську 
логіку пропозиційного рівня – інтуїціоністську пропозиційну ло-
гіку (ІПЛ). Задамо синтаксис мови ІПЛ.  

Алфавiт мови: символи логiчних зв’язок ¬, ∨, &, →; множи-
на Ps пропозицiйних символів.  

Множину формул мови ІПЛ позначимо Fp. Індуктивне ви-
значення формули мови ІПЛ:  

1) кожний А∈Ps є формулою; 
2) якщо Φ та Ψ – формули, то ¬Φ, ∨ΦΨ, &ΦΨ, →ΦΨ –  

формули.  
Далі розглянемо чисту першопорядкову інтуїціоністську 

логіку предикатів (ІЛП).  
Задамо синтаксис мови ІЛП.  
Алфавiт мови складається з таких символів: 
– предметнi імена (змiннi) x, y, z,...;  
– предикатнi символи (ПС) p0, p1, p2,... заданої арностi; 
– символи логiчних операцiй ¬, ∨, &, → та ∃x, ∀x.  
Множина Ps предикатних символів – це сигнатура мови ІЛП. 
Атомарна формула мови ІЛП – це вираз вигляду px1...xn, де  

p – n-арний ПС, x1, ..., xn – предметнi імена (змiннi). 
Дамо iндуктивне визначення формули мови ІЛП: 
1) кожна атомарна формула є формулою; 
2) якщо Φ та Ψ – формули, то ¬Φ, ∨ΦΨ, &ΦΨ, →ΦΨ –  

формули; 
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3) якщо Φ – формула, x – предметне iм’я, то ∃xΦ та ∀xΦ – 
формули. 

Множину формул мови ІЛП позначимо Fr. 

Реляційна семантика інтуїціоністської логіки. На відміну 
від класичної логіки, яка є логікою конкретного знання, інтуїціо-
ністська логіка передбачає накопичення знань. На цій ідеї Брауе-
ра базуються найпопулярніші семантичні моделі інтуїціоністської 
логіки – моделі можливих світів, або реляційні моделі. Моделі 
можливих світів були започатковані Л. Брауером і А. Гейтінгом, 
далі розвинуті С. Кріпке та Я. Хінтіккою. Вони також успішно 
використовуються для описання семантики модальних логік.  
Моделлю можливих світів інтуїціоністської логіки, або реля-

ційною інтуїціоністською моделлю, назвемо трійку М = (S, , I).  

Тут S – множина світів,  – бінарне відношення на S, I –  
відображення інтерпретації атомарних формул на світах. Від-
ношення  є відношенням часткового порядку на S.  

Задамо для випадку ІПЛ відображення інтерпретації:  
I : Ps×S→{T, F}. 

Світи узгоджуються з відношенням  так. Якщо α  β та 
I(A, α) = T, то I(A, β) = T. Це означає: при русі світами за відно-
шенням  істинність атомарних формул не може перейти у 
фальш. 

Bідображення I : Ps×S→{T, F} індуктивно продовжимо до ві-
дображення J : Fp×S→{T, F}: 

1) J(A, α) = I(A, α) для всіх А∈Ps;  
2) J(Φ∨Ψ, α) = T ⇔ J(Φ, α) = T або J(Φ, α) = T; 
3) J(Φ&Ψ, α) = T ⇔ J(Φ, α) = T та J(Φ, α) = T; 
4) J(¬Φ, α) = T ⇔ для всіх β таких, що α β, маємо J(Φ, β) = F;  

5) J(Φ→Ψ, α) = T ⇔ для всіх β таких, що α β, маємо: якщо 
J(Φ, β) = T, то J(Ψ, β) = T. 

Те, що J(Φ, α) = T, тобто формула Φ істинна у світі α, позна-
чаємо α |= Φ. 
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Формула Φ істинна в реляційній моделі М (позн. М |= Φ),  
якщо для всіх α∈S маємо α |= Φ.  

Формула Φ інтуїціоністськи істинна (позн. |= Φ), якщо для 
кожної реляційної моделі М маємо М |= Φ. 

Для ІЛП світами є АС заданої сигнатури σ, яка визначає мову 
такої логіки.  

Задамо відображення інтерпретації атомарних формул на сві-
тах : (

α∈


S
I Ps× S → Prα).  

Світи узгоджуються з відношенням  таким чином: 

– нехай α = (A, σ), β = (B, σ) та α β, тоді A ⊆ B; 

– нехай p∈Ps; якщо α  β та pα(a1,..., an) = T, то pβ(a1,..., an) = T. 

Отже, при русі світами за відношенням  їхні носії можуть 
тільки розширюватися, при цьому істинність атомарних формул 
не може перейти у фальш. 

Значення формули у світі α визначаємо індуктивно: 
1) для атомарних формул pα(d) = T означає I(p, α)(d) = T;  
2) (Φ∨Ψ)α(d) = T ⇔ Φα(d) = T або Ψα(d) = T;  
3) (Φ&Ψ)α(d) = T ⇔ Φα(d) = T та Ψα(d) = T;  
4) (¬Φα)(d) = T ⇔ для всіх β таких, що α β, маємо Φβ(d) = F;  

5) (Φ→Ψ)α(d) = T ⇔ для всіх β таких, що α β, маємо: якщо 
Φβ(d) = T, то Ψβ(d) = T; 

6) (∃xΦ)α(d) = T ⇔ для деякого a∈A маємо Φα(d∇xa) = T; 

7) (∀xΦ)α(d) = T ⇔ для всіх β таких, що α β, для всіх a∈B 

маємо Φβ(d∇xa) = T. 
Істинність формули Φ у світі α позначаємо α |= Φ. 
Формула Φ істинна в реляційній моделі М (позн. М |= Φ),  

якщо для всіх α∈S маємо α |= Φ.  
Формула Φ мови сигнатури σ інтуїціоністськи істинна  

(позн. I |= Φ), якщо для кожної реляційної моделі М зі світами 
сигнатури σ маємо М |= Φ. 
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Приклад 8.2.1. Покажемо, що формула A∨¬A не є інтуїціо-
ністськи істинною. Для цього вкажемо для неї контрмодель – 
реляційну модель М таку, що М |≠ A∨¬A.  

 β      γ 
 

α   
Задамо I(A, α) = F, I(A, β) = T, I(A, γ) = F. Тоді неправильно 

α |= A. Для правильності α |= ¬A необхідно α |≠ A, γ |≠ A, β |≠ A. 
Однак I(A, β) = T, тому β |= A. Отже, неправильно α |≠ ¬A, звідки 
α |≠ A∨¬A, тому М |≠ A∨¬A.  

Приклад 8.2.2. Покажемо, що формула (A→B)∨(B→A) не є 
інтуїціоністськи істинною. Для цього вкажемо для неї контрмо-
дель М таку, що М |≠ (A→B)∨(B→A).  

β      γ 
  

α  
Задамо I(A, α) = F, I(B, α) = F, I(A, β) = T, I(B, β) = F, 

I(A, γ) = F, I(B, γ) = T. Тоді маємо: β |= A, β |≠ B, γ |= B, γ |≠ A. Тепер, 
згідно з α  β, маємо α |≠ A→B, а згідно з α  γ, тоді α |≠ B→A. 
Отже, α |≠ (A→B)∨(B→A), тому М |≠ (A→B)∨(B→A).  

Приклад 8.2.3. Покажемо, що формула ¬¬A→A не є інтуї-
ціоністськи істинною. Для цього вкажемо для неї контрмодель – 
реляційну модель М таку, що М |≠ ¬¬A→A.  

δ  
 

γ  
 

β  
 

α   
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Задамо I(A, α) = I(A, β) = I(A, γ) = F, I(A, δ) = T. Тоді внаслі-
док β  γ  δ маємо I(¬A, γ) = F та I(¬¬A, β) = T, тому згідно з 

α  β та I(A, β) = F маємо I(¬¬A→A, α) = F.  

Звідси отримуємо α |≠ ¬¬A→A, тому М |≠ ¬¬A→A.  

Приклад 8.2.4. Задамо М таку, що М |= ¬∀x(P(x) ∨ ¬P(x)).  
  … 

 
α2 A2 = {0, 1, 2} 
 
α1 A1 = {0, 1} 

 
α0 A0{0} 

 
Для кожного αn його носій – це An = {0, 1,…, n}.  
Задамо ( )α =

n
P k T  для всіх k < n та ( ) .α =

n
P n F   

Маємо 
0
(0)α =P F ; але 

0
(0)α¬ =P T  означає (0)α =

n
P F  для всіх 

n, що неправильно, тому 
0
(0)α¬ =P F . Отже, 

0
( ) (0)α∨¬ =P P F .  

Маємо 
1
(0)α =P F ; але 

1
(1)α¬ =P T  означає (1)α =

n
P F  для всіх 

n≥1, що неправильно, тому 
1
(1)α¬ =P F . Отже, 

1
( ) (1)α∨¬ =P P F .  

Продовжуючи, отримуємо 
2

( ) (2)α∨¬ =P P F  тощо.  
Отже, ( ) ( )α∨¬ =

n
P P n F  для кожного αn, тому 

( ( ( ) ( )))α∀ ∨¬ =
n

x P x P x F  для кожного αn. Звідси для кожного αn 
маємо αn |= ¬∀x(P(x) ∨ ¬P(x)), тому М |= ¬∀x(P(x) ∨ ¬P(x)).  

Зауважимо, що у класичній логіці |= ∀x(P(x) ∨ ¬P(x)). Це зно-
ву підтверджує, що в інтуїціоністській логіці є формули, які су-
перечать формулам класичної логіки. 

Інтуїціоністські числення. Інтуїціоністські числення гіль-
бертівського типу та ґенценівського (секвенційного) типу розг-

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



261 

лянуто, зокрема, у [5, 8]. Стисло опишемо лише чисте 
інтуїціоністське числення предикатів (ЧІЧП). 

Приклад 8.2.5. Множина аксіом ЧІЧП визначається такими 
схемами аксіом: 

А1) A→(B→A); 
А2) (A→(B→C))→((A→B)→(A→C)); 
А3) A&B→A; 
А4) A&B→B; 
А5) A→(B→A&B); 
А6) A→A∨B; 
А7) B→A∨B; 
А8) (A→C)→(B→C))→(A∨B→C); 
А9) (A→B)→((A→¬B)→¬A); 
АI) ¬A→(A→B); 
АQ1) A→∃xA; 
АQ2) ∀xA→A. 

Множина правил виведення ЧІЧП:  
МР) A, A→B |–B – modus ponens; 
П∃) A→B |– ∃xA→B, якщо x не вiльна у B, – правило  

∃-введення; 
П∀) A→B |–A→∀xB, якщо x не вiльна в A, – правило  

∀-введення. 
Кожна теорема ЧІЧП є теоремою класичного числення 

предикатів, але зворотне неправильне.  
Приклад 8.2.6. У ЧІЧП не можна вивести ¬¬A→A, A∨¬A, 

але можна вивести A→¬¬A. 
 
 
Запитання для самоконтролю 

1. У чому полягає сутність підходу Брауера до побудови  
інтуїціоністської логіки?  

2. Які закони класичної логіки не діють для інтуїціоністської 
логіки?  
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3. Опишіть синтаксис мови інтуїціоністської пропозиційної 
логіки (ІПЛ).  

4. Опишіть синтаксис мови інтуїціоністської логіки предика-
тів (ІЛП). 

5. Що таке модель можливих світів (реляційна модель) інтуї-
ціоністської логіки?  

6. Як задається відображення інтерпретації для випадку ІПЛ?  
7. Як задається відображення інтерпретації для випадку ІЛП?  
8. Що означає узгодженість світів з відношенням  для випа-

дку ІПЛ?  
9. Як задається значення формули у світі α для випадку ІПЛ? 
10. Що є світами реляційної моделі для випадку ІПЛ? 
11. Що означає узгодженість світів з відношенням  для ІЛП? 
12. Як задається значення формули у світі α для випадку ІЛП? 
13. Як визначається істинність формули в реляційній моделі 

інтуїціоністської логіки?  
14. Дайте визначення інтуїціоністськи істинної формули для 

випадків ІПЛ та ІЛП. 
15. Що таке контрмодель для формули інтуїціоністської логіки? 
16. Наведіть приклади тавтологій, які не є інтуїціоністськи 

істинними. 
17. Наведіть приклади всюди істинних формул, які не є інтуї-

ціоністськи істинними. 
 
Вправи  

1. Побудуйте реляційну модель M інтуїціоністської логіки таку: 
1) M |≠ (A→B) → ¬A∨B;  
2) M |≠ (B→¬A) → (¬A∨¬B); 
3) M |≠ (¬B→A) → A∨B;  
4) M |≠ (¬B→¬A) → (A→B); 
5) M |≠ (¬B→A) → (¬A→B);   
6) M |≠ (¬A→¬B) → (¬¬B→A);  
7) M |≠ ((A→B) →A) →A;   
8) M |≠ ¬(A&B) → ¬A∨¬B;  
9) M |≠ (A→B∨C) → (A→B)∨(A→C);   
10) M |≠ (A↔B)∨(B↔C)∨(A↔C).  
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2. Побудуйте реляційну модель M інтуїціоністської логіки таку: 
M |≠ (A1↔A2)∨(A1↔A3)∨… ∨(A1↔An)∨…∨(An–1↔An).  

Зауважимо, що ця формула – тавтологія класичної логіки. Це 
засвідчує, що інтуїціоністська логіка не може задаватися жод-
ною скінченною множиною істиннісних значень. 

3. Побудуйте реляційну модель M інтуїціоністської логіки таку:  
M |= ¬∀xP(x) та M |≠ ∃xP(x).  

4*. Побудуйте в ЧІЧП виведення таких формул: 
1) A → ¬¬A;   
1) (A→B) → (¬B→¬A);  
3) ¬¬(A∨¬A);  
4) ¬¬(¬¬A→A);  
5) ¬¬¬A → ¬A;  
6) ¬¬∀x(P(x)∨¬P(x)).  
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9. МОДАЛЬНІ ЛОГІКИ 
 
 
 
Традиційні логіки орієнтовані на опис одного конкретного 

стану світу. Якщо світ змінюється та розвивається, то для його 
опису доцільно використовувати модальні логіки [16, 19, 31, 
33, 36]. Модальності – це властивості тверджень, які в тому чи 
іншому аспекті характеризують міру їх істинності чи наше став-
лення до них. Серед модальних логік виділяються загальні, 
або алетичні, темпоральні, епістемічні, деонтичні тощо. 

Модальності "необхідно" й "можливо" називають загальни-
ми, або алетичними.  

Модальності, які мають часовий зміст, називають часовими, 
або темпоральними. До основних часових відносять модальності 
"завжди було", "колись було", "завжди буде", "колись буде".  
Міркування з твердженнями, що містять часові модальності, 
вивчає часова, або темпоральна, логіка.  

Модальності, що характеризують міру обґрунтованості знан-
ня, називають епістемічними. Такими є модальності "достовір-
но", "доведено", "підтверджено", "обґрунтовано", "вірогідно", 
"спростовно". Міркування з твердженнями, що містять епістемі-
чні модальності, вивчає епістемічна логіка, або логіка знання.  

Модальності "обов'язково", "дозволено", "заборонено" харак-
теризують норми й нормативні поняття. Такі модальності нази-
ваються деонтичними. Логіка, у якій вивчаються міркування з 
деонтичними модальностями, називається деонтичною, або пре-
скриптивною. Уживана також назва "логіка норм". 

Останні роки характеризуються бурхливим розвитком модаль-
них логік. Такі логіки можуть ефективно використовуватись для 
аналізу й моделювання різноманітних предметних областей і аспе-
ктів діяльності людини. Особливого значення модальні логіки на-
бувають (див., напр., [29, 35–39, 41, 42]) у зв'язку зі створенням су-
часних інформаційних та програмних систем. Епістемічна логіка 
успішно застосовується для опису інтелектуальних інформаційних 
систем. Дуже важливим є використання апарату темпоральної ло-
гіки для адекватного опису й моделювання складних динамічних 
систем, специфікації та верифікації програм.  
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Модальні та темпоральні логіки відомі з античності (Арісто-
тель, Діодор Кронос). Виникнення сучасної модальної логіки 
започатковано дослідженнями К. Льюїса у 1912–1916 рр. та 
Я. Лукасєвича у 1920 р. Особливе значення мала робота 
"Symbolic logic", написана К. Льюїсом і К. Ленгфордом у 1932 р. 
У роботах цього періоду формалізовано систему класичних мо-
дальностей і розпочато дослідження різних систем модальної 
логіки (класичні аксіоматичні системи S1–S5). Модальність трак-
тується як спеціальний оператор (композиція), який застосову-
ється до предикатів. Уточненням і формалізацією модaльних 
логік займались К. Ґедель, Я. Лукасєвич, Д. Гільберт, Ґ. Ґенцен, 
А. Тарський, Р. Карнап та ін.  

Спочатку дослідження модальних логік велись у синтаксич-
ному стилі, для них не було чітко сформульованих семантик. 
Уперше алгебраїчна семантика для системи S4 була побудована 
в 1948 р. (А. Тарський, Дж. Мак-Кінсі). Інтенсивна розробка се-
мантик модальних логік розпочалась на рубежі 50–60-х рр. 
XX ст. Важливим етапом у розвитку модальних логік була роз-
робка семантик можливих світів, або реляційних семантик 
(С. Канґер, C. Кріпке, Я. Хінтікка). Концепція можливих світів 
природно пов'язана з модальною логікою. Фундаментальним 
поняттям цієї концепції є поняття можливості одного світу від-
носно іншого. Семантичні моделі модальної логіки на основі 
зазначеної концепції дозволяють природно трактувати як за-
гальні модальності "необхідно" й "можливо", так і спеціальні 
модальності (часові, епістемічні, деонтичні).  

Семантики можливих світів виявились дуже плідними для 
дослідження інших типів логік, зокрема інтуїціоністської логіки. 
Згодом були запропоновані узагальнення реляційної семантики 
(Д. Скотт, Р. Монтегю).  

 
 
9.1. Алетичні модальні логіки 
 
Основними модальними операторами алетичної (загальної) 

модальної логіки є оператори  – "необхідно" та  – "можли-
во". Вони пов'язані таким чином: Р = ¬¬Р та Р = ¬¬Р. 

Ви
да
вн
ич
о-п
ол
ігр
аф
ічн
ий

 це
нт
р 

"Ки
ївс
ьки
й у
нів
ер
си
те
т".

  

Ве
рс
ія 
не

 дл
я д
ру
ку



266 

На початкових етапах дослідження модальної логіки велика 
увага приділялась вивченню суперпозицій основних модально-
стей, таких, наприклад, як "необхідно, що необхідно", "необхід-
но, що можливо", "можливо, що необхідно, що можливо" тощо. 
Такі суперпозиції модальностей з інтуїтивного погляду дещо 
дивні, тому були запропоновані аксіоми, що дозволяли зводити 
складні модальності до модальностей певної форми.  

Приклад 9.1.1. У найсильнішій формі редукція модально-
стей реалізована в системі S5, де кожна суперпозиція модально-
стей еквівалентна модальності без суперпозицій. Це означає, що 
для предиката Р маємо шість таких різних предикатів: Р, Р, 
Р, ¬Р, ¬Р, ¬Р.  

Приклад 9.1.2. Найприродніша з редукцій модальностей 
зводить повторення однакових модальних операторів  чи  до 
єдиного такого оператора. У відповідній системі S4 існує 14 різ-
них модальностей: Р, Р, Р, Р, Р, Р, Р та  
7 дуальних модальностей, коли замість Р беремо ¬Р.  

Для ще слабшої системи S3 існує 42 різні модальності, а для 
систем S2 та S1 кількість різних модальностей нескінченна.  

Розглянемо найпопулярніші аксіоматичні системи загальної, 
або алетичної, модальної логіки на пропозиційному рівні. Мова 
цих систем – розширення мови пропозиційної логіки. 

Алфавіт мови складається із множини Ps предикатних сим-
волiв, символів пропозиційних композицій ¬, ∨ та символу  
модальної композиції (модального оператора) "необхідно".  

Множина формул Fm визначається індуктивно:  
1) кожний P∈Ps є формулою, такi формули атомарні;  
2) нехай Φ та Ψ – формули, тодi ¬Φ, ∨ΦΨ, Φ – формули.  
Символ  трактується як скорочення для ¬¬.  
Приклад 9.1.3. Аксіоматична система К. Множина аксіом 

системи К складається з аксіом пропозиційної логіки та аксіом, 
що задаються схемою  

АхNr) (Φ→Ψ)→(Φ→Ψ).  
Приклад 9.1.4. Аксіоматична система Т. Множина аксіом 

складається з аксіом системи К та аксіом, що задаються схемою  
Ах) Φ→Φ.  
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Приклад 9.1.5. Аксіоматична система B (брауерівська). 
Множина аксіом складається з аксіом системи T та аксіом, що 
задаються схемою 

АхВ) Φ→Φ. 

Приклад 9.1.6. Аксіоматична система S4. Множина аксіом 
складається з аксіом системи T та аксіом, що задаються схемою 

АхS4) Φ→Φ.  

Приклад 9.1.7. Аксіоматична система S5. Множина аксіом 
складається з аксіом системи T та аксіом, що задаються схемою 

АхS5) Φ→Φ.  
Правила виведення всіх наведених вище систем складаються 

з правил виведення пропозиційної логіки, до яких додається 
правило модалізації:  

ПM) Φ |– Φ.  
Системи модальної логіки, які включають схему аксіом АхNr 

і правило ПМ, називаються нормальними.  
Зауважимо, що льюїсові системи S1, S2 та S3 [19] не є нор-

мальними.  
Те, що формула Φ є теоремою системи К, Т, В, S4, S5, будемо 

відповідно позначати так: 
K|–, T|–, B|–, S4|–, S5|–.  

Приклад 9.1.8. Повний опис пропозиційної аксіоматичної 
модальної системи S4.  

Схеми аксіом:  
АхПР) ¬Φ∨Φ (пропозиційні аксіоми);  
АхNr) (Φ→Ψ)→(Φ→Ψ);  
Ах) Φ→Φ; 
АхS5) Φ→Φ. 

Правила виведення: 
П1) Φ |–Ψ∨Φ – розширення;  
П2) Φ∨Φ |–Φ – скорочення; 
П3) Φ∨(Ψ∨Ξ) |– (Φ∨Ψ)∨Ξ –асоціативності; 
П4) Φ∨Ψ, ¬Φ∨Ξ |–Ψ∨Ξ – перетину;  
ПM) Φ |– Φ – модалізації. 
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Семантику описаних аксіоматичних систем модальної логіки 
можна задавати різними способами. Спочатку були запропоно-
вані алгебраїчні семантики, однак вони виявились не зовсім 
прийнятними з інтуїтивного погляду. Це змусило шукати іншу, 
змістовнішу інтерпретацію модальних систем. Такими є реля-
ційні семантики, або семантики можливих світів.  
Моделлю можливих світів, або реляційною моделлю, назвемо 

трійку М = (S, , I).  

Тут S – множина світів,  – бінарне відношення на S, I – ві-
дображення I : Ps × S → {T, F} інтерпретації атомарних формул 
на світах.  

Нехай α, β∈S. Традиційне трактування α β таке: світ β мож-
ливий відносно світу α, або світ β досяжний зі світу α. Це озна-
чає, що всяке твердження, істинне у світі β, можливе у світі α. 
Тому  називають відношенням досяжності.  

При такому розумінні кожне твердження, істинне в α, мож-
ливе в α, звідки α α. Це означає, що при такому розумінні від-

ношення  рефлексивне, проте це не так у загальному випадку 
(напр., для деонтичних систем це відношення іррефлексивне).  

Bідображення I : Ps×S→{T, F} індуктивно продовжується до 
відображення інтерпретації формул на світах I : Fm×S→{T, F}: 

– I(¬Φ, α) = ¬(I(Φ, α));  
– I(∨ΦΨ, α) = ∨(I(Φ, α), I(Φ, α));  
– I(Φ, α) = Т ⇔ I(Φ, β ) = Т для всіх β∈S таких, що α β,  

інакше I(Φ, α) = F.  
Таким чином, Φ необхідно істинна у світі α, якщо Φ істинна в 

усіх світах, досяжних з α.  
Формула Φ істинна в моделі М (позначаємо М |=Φ), якщо 

I(Φ, α ) = Т для всіх α∈S.  
Модель можливих світів М називають: 
1) Т-моделлю, якщо  рефлексивне; 
2) B-моделлю, якщо  рефлексивне й симетричне;  
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3) S4-моделлю, якщо  рефлексивне й транзитивне; 
4) S5-моделлю, якщо  рефлексивне, транзитивне, симетричне.  
Формула Φ Т-істинна (В-істинна, S4-істинна, S5-істинна), 

що позначаємо Т|=Φ (відп. В|=Φ, S4|=Φ, S5|=Φ), якщо Φ істинна на 
кожній Т-моделі (В-моделі, S4-моделі, S5-моделі).  

Відомо [19, 14], що між аксіомами АхВ, АхS4, АхS5 і власти-
востями відношення досяжностi  для В-моделей, S4-моделей, 
S5-моделей існує безпосередній зв'язок:  

АхВ дає умову симетричності відношення досяжності;  
АхS4 дає умову транзитивності відношення досяжності; 
АхS5 дає умову транзитивності й симетричності відношення 

досяжностi.  
Багато важливих властивостей відношення досяжності опи-

суються відповідними схемами аксіом з модальностями, напри-
клад щільність, зв'язність, функціональність тощо [4, 14]. 

Приклад 9.1.8. Щільність відношення досяжності описується 
схемою аксіом  

АхDn) Φ→Φ. 
Водночас деякі властивості відношення досяжності, зокрема 

іррефлексивність, асиметричність, антисиметричність, описати 
аксіомами такого типу неможливо (див., напр., [14]).  

Для описаних модальних систем справджуються теореми ко-
ректності й повноти [16, 19].  

Теорема 9.1.1. Для кожної формули Φ мови алетичної мо-
дальної логіки: 

1) T|–Φ ⇔ Т|=Φ;  
2) B|–Φ ⇔ В|=Φ; 
3) S4|–Φ ⇔ S4|=Φ; 
4) S5|–Φ ⇔ S5|=Φ. 
 
 

Запитання для самоконтролю 

1. Що таке модальність? 
2. Які модальності називають алетичними? Наведіть приклади.  
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3. Які модальності називають темпоральними? Наведіть приклади. 
4. Які модальності називають епістемічними? Наведіть приклади. 
5. Які модальності називають деонтичними? Наведіть приклади. 
6. Де використовують модальні логіки? 
7. Які співвідношення пов'язують модальні оператори  та ? 
8. Опишіть алфавіт і дайте визначення формули мови але-

тичної модальної логіки. 
9. Опишіть аксіоматичні системи К, Т, B, S4, S5 алетичної 

модальної логіки. 
10. Сформулюйте правило модалізації.  
11. Що таке модель можливих світів (реляційна модель) але-

тичної модальної логіки? 
12. Чому відношення на світах називають відношенням до-

сяжності? 
13. Як задається відображення інтерпретації формул на світах? 
14. Як визначається істинність формули в реляційній моделі? 
15. Дайте визначення реляційної Т-моделі, B-моделі, S4-мо-

делі, S5-моделі. 
16. Дайте визначення Т-істинної, B-істинної, S4-істинної, S5-

істинної формули. 
17. Як пов'язані аксіоми АхВ, АхS4, АхS5 та властивості відно-

шення досяжності?  
18. Сформулюйте теореми коректності й повноти систем але-

тичної модальної логіки. 
 

Вправи 

1. Дайте повні описи аксіоматичних модальних систем Т, B та S5.  
2. З’ясуйте, у якому відношенні щодо Т-істинності перебувають 

формули Φ→Φ, Φ→Φ, Φ→Φ, Φ→Φ, Φ→Φ, 
Φ→Φ.  

3. Поясніть зв'язок аксіоми Ах із рефлексивністю відношен-
ня досяжності.  

4. Поясніть зв'язок аксіом АхB, АхS4, АхS5 із відповідними 
властивостями відношення досяжності для В-систем, S4-систем, 
S5-систем. 
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5. Покажіть, що формули вигляду A → А, A → А, 
A → А, (A∨B) → (A ∨ B) істинні не на всіх реляцій-
них моделях. Наведіть відповідні приклади таких моделей.  

6. З’ясуйте, які властивості відношення досяжності описують 
такі схеми аксіом: 

1) Φ→Φ;  
2) Φ→Φ;  
3) Φ↔Φ;  
4) Φ→Φ.  

7. Доведіть у Т-численні: 
1) якщо |–A→B, то |– A→B та |–A→B; 
2) якщо |–A↔B, то |– A↔B та |–A↔B; 
3) |– (A→B) → (A→B); 
4) |– (A∨B) ↔ (A∨B);  
5) |– (A&B) ↔ (A&B);  
6) |– (A ∨ B) → (A∨B); 
7) |– (A&B) → (A&B);  
8) |– (A→(B→С)) → (B →A→B).  

 
 
9.2. Темпоральні логіки 
 
Основними модальностями темпоральної (часової) логіки є 

відомі ще з античних часів модальності "завжди було", "колись 
було", "завжди буде", "колись буде". Звідси отримуємо такі ос-
новні темпоральні модальні композиції (темпоральні операто-
ри): ↑ (завжди буде), ↓ (завжди було), ↑ (колись буде), ↓ 
(колись було). 

Темпоральні оператори ↑, ↓, ↑, ↓ пов'язані так:  
¬↑Р = ↑¬Р;  
¬↑Р = ↑¬Р;  
¬↓Р = ↓¬Р;  
¬↓Р = ↓¬Р.  
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Для темпоральних модальних систем базовими далі будемо 
вважати оператори ↑ та ↓. Тоді ↑ та ↓ є похідними темпо-
ральними операторами й визначаються так:  

↑Р означає ¬↑¬Р,  
↓Р означає ¬↓¬Р.  

Аксіоматичні системи пропозиційної темпоральної логі-
ки. Розглянемо аксіоматичні системи темпоральної логіки на 
пропозиційному рівні. Мова таких систем є розширенням мови 
пропозиційної логіки.  

Алфавіт мови: множина Ps предикатних символiв, символи 
пропозиційних композицій ¬ і ∨, символи темпоральних опера-
торів ↑, ↓.  

Множина формул Fm визначається індуктивно:  
1) кожний P∈Ps є формулою; такi формули атомарні; 
2) нехай Φ та Ψ – формули, тодi ¬Φ, ∨ΦΨ, ↑Φ,  

↓Φ – формули.  
Символи ↑ та ↓ трактуємо як скорочення ¬↑¬ та ¬↓¬.  

Приклад 9.2.1. Мінімальне темпоральне числення Кt є анало-
гом системи К.  

Аксіомами Кt є аксіоми пропозиційної логіки та аксіоми, що 
задані такими схемами: 

АхNr↑) ↑(Φ→Ψ)→(↑Φ→↑Ψ);  
АхNr↓) ↓(Φ→Ψ)→(↓Φ→↓Ψ);  
АхТ↑) Φ→↑↓Φ; 
АхТ↓) Φ→↓↑Φ. 

Аксіоми АхNr↑ та АхNr↓ є стандартними модальними аксіо-
мами для ↑ та ↓.  

Аксіоми АхТ↑ та АхТ↓ відображають принципи змішування 
часів. 

Приклад 9.2.2. Темпоральне числення Тt є аналогом алетич-
ної системи Т.  

Множина аксіом Тt складається з аксіом числення Кt та аксіом, 
що задаються схемами  

Ах↑) ↑Φ→Φ;  
Ах↓) ↓Φ→Φ.  
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Приклад 9.2.3. Темпоральне числення Вt є аналогом алетич-
ної системи В.  

Множина аксіом Вt складається з аксіом числення Тt та аксіом, 
що задаються схемами  

АхВ↑) Φ→↑↑Φ; 
АхВ↓) Φ→↓↓Φ. 

Приклад 9.2.4. Темпоральне числення S4t є аналогом алетич-
ної системи S4.  

Множина аксіом S4t складається з аксіом числення Тt та аксіом, 
що задаються схемами  

АхS4↑) ↑Φ→↑↑Φ;  
АхS4↓) ↓Φ→↓↓Φ.  

Приклад 9.2.5. Аналогом алетичної системи S5 є темпораль-
не числення S5t .  

Множина аксіом S5t складається з аксіом числення Тt та аксіом, 
що задаються схемами  

АхS5↑) ↑Φ→↑↑Φ;  
АхS5↓) ↓Φ→↓↓Φ.  

Правила виведення темпоральних числень Тt, Вt, S4t, S5t скла-
даються із правил виведення пропозиційної логіки, до яких до-
даються правила модалізації для ↑ та ↓:  

ПM↑) Φ |– ↑Φ; 
ПM↓) Φ |– ↓Φ. 

Реляційна семантика темпоральної логіки задається так, як ре-
ляційна семантика алетичної логіки. Аналогічно поняттю моделі 
можливих світів уводимо поняття темпоральної моделі, але тепер 
 фактично вказує напрямок часу – від минулого до майбутнього.  

Визначення відображення інтерпретації формул на світах 
I : Fm × S → {T, F} має єдину відмінність від визначення I для 
алетичної модальної логіки: замість п. 4 маємо пп. 4↑ та 4↓ для 
формул вигляду ↑Φ і ↓Φ:  

4↑) I(↑Φ, α ) = Т ⇔ I(Φ, β ) = Т для всіх β∈S таких, що α β, 
інакше I(↑Φ, α ) = F; 

4↓) I(↓Φ, α ) = Т ⇔ I(Φ, β ) = Т для всіх β∈S таких, що βα, 
інакше I(↓Φ, α ) = F. 
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Різновиди темпоральних логік. Стисло опишемо різновиди 
темпоральних логік. У низці робіт (див., напр., [16, 33]) розгля-
дались такі розширення мінімальної темпоральної логіки, моде-
лі яких мають властивості фізичного часу (лінійність, дискрет-
ність чи континуальність, скінченність чи нескінченність, цик-
лічність тощо). Популярними також є дослідження, присвячені 
метричним темпоральним логікам [33, 35, 36].  

Класифікація систем темпоральної логіки наведена в [33]. 
Передусім виділяють пропозиційні та першопорядкові темпо-

ральні логіки. Немодальною частиною цих логік є відповідно 
класичні пропозиційна та першопорядкова логіки. 

У першопорядкових темпоральних логіках можна наклада-
ти різні обмеження на взаємодію кванторів і темпоральних 
операторів. У загальному випадку дозволяється модальний 
оператор в області дії квантора. Обмежену темпоральну ло-
гіку першого порядку отримують, заборонивши квантифіка-
цію над темпоральними операторами. У деяких різновидах 
темпоральних логік виділяють локальні змінні, які можуть 
набувати різних значень на різних станах, і глобальні змінні, 
значення яких однакові для всіх станів.  

Залежно від природи часу можна виділити лінійні й розгалу-
жені темпоральні логіки.  

Якщо вважати, що в кожен момент часу існує єдиний можли-
вий наступний момент, тобто час має лінійний характер, то 
отримуємо системи темпоральної логіки з лінійним часом – лі-
нійні темпоральні логіки (ЛТЛ). Темпоральні модальності тоді 
описують події вздовж єдиної лінії часу. 

У ЛТЛ виділяють логіки з однонаправленим часом, або ло-
гіки майбутнього.  

Іншим варіантом є розгалужений час. Тоді час має деревопо-
дібну структуру: у кожен момент він може поділитися на альте-
рнативні потоки, подаючи різні варіанти майбутнього. Отри-
муємо системи темпоральної логіки з розгалуженим часом, або 
розгалужені темпоральні логіки (РТЛ). Темпоральні модаль-
ності тут відбивають розгалужену природу часу.  
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Можна виділити темпоральні логіки з дискретним (виділя-
ються окремі точки часу) та неперервним часом (час має непе-
рервний, щільний характер). З останніх виділяють логіки, у яких 
стани часу мають інтервальний характер; такі інтервальні тем-
поральні логіки запропоновані Ч. Гембліном. 

При введенні метрики в потоки часу отримуємо метричні 
темпоральні логіки.  

Приклад 9.2.6. Мінімальне метричне темпоральне числення 
побудував А. Прайор [45]. Основними операторами цього чис-
лення є ↑n – "буде через n одиниць часу" та ↓n – "було n оди-
ниць часу тому".  

Неметричні часові оператори ↑, ↓, ↑, ↓ виражаються че-
рез ↑n та ↓n: 

↑Р = ∀n (↑n Р);  
↑Р = ∃n (↑n Р); 
↓Р = ∀n (↓n Р);  
↓Р = ∃n (↓n Р).  

Метричну темпоральну логіку узагальнив Д. Кліффорд [32]. 
Він увів потоки часу та відповідні часові оператори τ↑n та τ↓n, 
які означають "у потоці τ через n одиниць часу буде істинним" і 
"у потоці τ n одиниць часу тому було істинним", а також описав 
відповідні темпоральні числення.  

Розглянемо детальніше лінійні та розгалужені темпоральні 
логіки. Для ЛТЛ відношення досяжності на світах (станах світу) 
має бути функціональним. Найпопулярнішим варіантом таких 
логік є ЛТЛ майбутнього (ЛТЛМ) (див. [41]). Моделлю часу в 
такій логіці є впорядкована структура, яка ізоморфна (N, ≤). Час 
вважається дискретним, він має початковий момент (для якого 
немає попереднього моменту) і нескінченно простягається в 
майбутнє. Темпоральними операторами такої логіки є  (зав-
жди) і  (колись), які в цьому випадку відповідають традиційним 
темпоральним операторам ↑ та ↑, і метричний оператор  (у 
наступний момент), який називають next-оператором. При цьому 
можна задати P як ¬¬P.  
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Приклад 9.2.7. Мову пропозиційної ЛТЛМ можна задати 
аналогічно розглянутому вище випадку пропозиційної темпо-
ральної логіки.  

При цьому п. 2 індуктивного визначення формули мови буде 
таким: 

2) нехай Φ та Ψ – формули, тодi ¬Φ, ∨ΦΨ, Φ Φ,  
Φ – формули.  

Реляційна модель для ЛТЛМ – це трійка (N, ≤, I), де 
I : Ps×N →{T, F}.  

Задамо відображення J : Fm×N →{T, F} для модалізованих 
формул:  

J(Φ, t) = Т ⇔ J(Φ, s) = Т для всіх s ≥ t;  
J(Φ, t) = J(Φ, t+1). 

Тоді маємо: J(Φ, t) = Т ⇔ J(Φ, s) = Т для деякого s ≥ t.  

Приклад 9.2.8. Аксіоматичні системи гільбертівського типу 
пропозиційної ЛТЛМ можна утворити шляхом поповнення аксіом 
і правил виведення пропозиційного числення правилом  
Φ |–Φ та схемами темпоральних аксіом:  

– (Φ→Ψ) → (Φ→Ψ); 
– Φ ↔ ¬¬Φ;  
– (Φ→Ψ) → (Φ→Ψ); 
– Φ → Φ & Φ & Φ;  
–  (Φ→Φ) → (Φ→Φ);  
– Φ ↔ ¬¬Φ.  
Існує багато різновидів ЛТЛМ [29, 33, 38]. У деяких варіантах 

темпоральні оператори діють тільки для опису строгого майбу-
тнього. Іноді множину станів часу роблять обмеженою.  

Загальнішим випадком є ЛТЛ із темпоральними операторами 
майбутнього й минулого часів. Такі ЛТЛ мають виразніші мож-
ливості. Відповідні класи ЛТЛ розглядаються також на першо-
порядковому рівні (першопорядкові ЛТЛ).  

У темпоральних логіках із розгалуженим часом, або РТЛ, час 
має деревоподібну структуру – кожен його момент може мати 
багато наступних.  
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Зазвичай розглядають РТЛ майбутнього. У цих логіках стру-
ктура часу відповідає нескінченному дереву, часова лінія вздовж 
кожного шляху в дереві ізоморфна (N, <). Кожна вершина дере-
ва в загальному випадку допускає нескінченну кількість наступ-
ників, але не менше одного. Відношення досяжності  у реля-
ційних моделях РТЛ задовольняє умову: для кожного s існує t 
таке, що s t. Розглядають окремі типи таких РТЛ, у яких допус-
каються тільки скінченні чи навіть обмежені розгалуження часу.  

Відомими системами пропозиційних РТЛ є логіка дерева об-
числень CTL (Computational Tree Logic) і повна логіка розгалу-
женого часу CTL* [33, 37]. 

Відомі також системи РТЛ першого порядку, отримані поєд-
нанням відповідних систем пропозиційних РТЛ і логіки першо-
го порядку [29, 33].  

 
Запитання для самоконтролю 

1. Назвіть базові темпоральні оператори. 
2. Які співвідношення пов'язують темпоральні оператори ↑, 

↓, ↑, ↓ ? 
3. Опишіть алфавіт і дайте визначення формули мови пропо-

зиційної темпоральної логіки. 
4. Опишіть мінімальне темпоральне числення Кt.  
5. Опишіть темпоральні числення Тt, Вt, S4t, S5t. 
6. Як ми трактуємо відношення  для випадку реляційної мо-

делі темпоральної логіки? 
7. Як задається значення формули у світі α для випадку тем-

поральної логіки? 
8. Опишіть класифікацію систем темпоральної логіки. 
9. Охарактеризуйте лінійні темпоральні логіки. 
10. Охарактеризуйте розгалужені темпоральні логіки. 
11. Наведіть оператори мінімальної метричної темпоральної 

логіки Прайора. 
12. Як можна визначити неметричні часові оператори через 

метричні ↑n та ↓n? 
13. Опишіть мову пропозиційної ЛТЛМ. 
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Вправи 

1. Дайте повний опис (схеми аксіом і правила виведення): 
1) пропозиційної темпоральної Кt-системи; 
2) пропозиційної темпоральної Тt-системи; 
3) пропозиційної темпоральної S4t-системи; 
4) пропозиційної темпоральної S5t-системи; 
5) пропозиційної темпоральної Bt-системи. 

2. Дайте повний опис аксіоматичної системи пропозиційної 
ЛТЛМ. 

 
 

9.3. Епістемічні та деонтичні логіки 
 
Епістемічна логіка – це розділ модальної логіки, у якому дос-

ліджуються міркування з модальностями "відомо", "правильно", 
"доведено", "спростовано".  

Засновником епістемічної логіки як науки є фінський логік 
Я. Хінтікка. У 1962 р. у роботі "Знання і опінія" він вирішив за-
стосувати апарат модальної логіки для порівняльної логічної 
характеристики того, що є змістом знання і змістом опінії, віри. 
Для епістемічної логіки Я. Хінтікка запропонував семантику 
можливих світів, назвавши такі світи епістемічними.  

Постулати епістемічної логіки описано, зокрема, у [4]. 
У цьому посібнику обмежимось розглядом найважливішого з 

практичного погляду різновиду епістемічної логіки – епістеміч-
ної логіки знання. У цьому випадку вводимо лише модальні 
оператори знання. Розглядаємо логіки пропозиційного рівня.  

Епістемічна логіка знання. У найпростішому варіанті такої 
логіки маємо єдиний оператор знання К, що відповідає наявнос-
ті єдиного суб'єкта знання (експерта, агента).  

Алфавіт мови пропозиційної епістемічної логіки з одним екс-
пертом: множина Ps предикатних символiв, символи пропозицій-
них композицій ¬ і ∨, символ К модального оператора знання.  

Множина формул Fе визначається індуктивно:  
1) кожний P∈Ps є формулою; такi формули атомарні; 
2) нехай Φ та Ψ – формули, тодi ¬Φ, ∨ΦΨ, КΦ – формули. 
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Множина аксіом у системах епістемічної логіки знання з од-
ним експертом складається з аксіом пропозиційної логіки, до 
яких додаємо певні епістемічні аксіоми, що задаються схемами:  

АхЕN) К(Φ→Ψ)→(КΦ→КΨ);  
АхRe) КΦ→Φ; 
АхPR) КΦ→ККΦ; 
АхNR) ¬КΦ→К¬КΦ. 

Аксіома АхRe називається аксіомою реальності знання ("як-
що я знаю, то це справді так"). Вона є аналогом аксіоми Ах 
алетичної модальної логіки.  

Аксіома АхPR називається аксіомою позитивної рефлексії 
("якщо я знаю, то я знаю, що знаю"). Вона є аналогом аксіоми 
АхS4 алетичної модальної логіки. 

Аксіома АхNR називається аксіомою негативної рефлексії 
("якщо я не знаю, то я знаю, що не знаю"). Вона є аналогом ак-
сіоми АхS5 алетичної модальної логіки. 

Правила виведення в системах епістемічної логіки знання з 
одним експертом складаються із правил виведення пропозицій-
ної логіки, до яких додається правило знання:  

ПК) Φ |– КΦ. 

Приклад 9.3.1. Система епістемічної логіки, що включає 
схеми аксіом АхЕN та АхRe, є аналогом системи Т алетичної 
модальної логіки. Таку систему називають Т(1).  

Приклад 9.3.2. Система епістемічної логіки, що включає 
схеми аксіом АхЕN, АхRe та АхPR, є аналогом системи S4 але-
тичної модальної логіки. Таку систему називають S4(1).  

Приклад 9.3.3. Система епістемічної логіки, що включає 
схеми аксіом АхЕN, АхRe та АхNR, є аналогом системи S5 але-
тичної модальної логіки. Таку систему називають S5(1).  

Реляційна семантика для аксіоматичних систем пропозицій-
ної епістемічної логіки знання вводиться так, як для аксіоматич-
них систем алетичної модальної логіки.  

Відношення досяжності  трактується так: α  β означає, що 
експерт (агент) у ситуації α розглядає ситуацію β як можливу.  
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При цьому аксіома АхRe дає умову рефлексивності відно-
шення досяжності .  

Аксіома АхPR дає умову транзитивності .  
Аксіома АхNR дає умову транзитивності й симетричності .  
Узагальненням епістемічної логіки знання з одним експертом 

є епістемічна логіка знання з n експертами. У цьому випадку 
вводимо скінченну множину операторів знання К1, …, Кn. Від-
повідно визначається мова логіки. Аксіоматичні системи епіс-
темічної логіки знання з n експертами замість однієї схеми аксіом 
АхЕN містять n схем аксіом такого самого типу для К1, …, Кn . 
Те саме стосується схем аксіом АхRe, АхPR, АхNR.  

Системи пропозиційної епістемічної логіки знання з n екс-
пертами (агентами), відповідні до систем Т(1), S4(1), S5(1), нази-
вають Т(n), S4(n), S5(n).  

При визначенні реляційної семантики таких систем замість 
єдиного відношення  маємо n відношень 1, …, n. При цьому 
α k β означає, що k-й експерт (агент) у ситуації α розглядає си-
туацію β як можливу. 

На базі епістемічних логік розроблено мови опису систем 
знань із неповною інформацією, що дозволяє не тільки робити 
запити бази знань, але й мати інформацію про повноту чи непов-
ноту отриманих знань. Детальніше про це див., зокрема, в [1]. 

Деонтична логіка. Деонтична логіка – це розділ модальної 
логіки, у якому вивчають міркування з термінами "обов'язково", 
"дозволено", "заборонено". Деонтичну логіку називають також 
логікою норм, її предметом є нормативні міркування. Сам тер-
мін "деонтична" походить від давньогрецького deontis, що озна-
чає "так як має бути", "належним чином".  

Творцем сучасної деонтичної логіки є Г. фон Врігт, який у 
1951 р. сформулював проблеми деонтичної логіки й навів їх ро-
зв'язки. Подальший розвиток деонтична логіка отримала в робо-
тах С. Канґера, А. Андерсона, А. Прайора та ін.  

Зауважимо, що сама можливість побудови деонтичної логіки 
сумнівна з погляду багатьох логіків і філософів. На їхню думку, 
логіка має справу з реченнями, які є істинними або хибними. Од-
нак деонтичні (нормативні) речення не є ні істинними, ні хибними, 
тому що належать не реальному, а ідеальному "світу належного". 
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Побудову деонтичної логіки природно здійснювати на базі 
семантики можливих світів. Поняття деонтичного світу введе-
но ще Е. Кантом. Він запропонував класичну інтерпретацію 
можливого світу як деонтичного. Кант визначив моральний 
світ як світ, що відповідає всім модальним законам, яким він 
може бути згідно з волею розумних істот і яким має бути згід-
но із законами моральності. На думку Канта, моральний світ – 
це ідеальний світ, один з варіантів можливого світу, де все 
ідеально діє і взаємодіє. Тому, узагальнюючи, деонтичний світ 
– це світ, який ми хотіли б мати.  

Кант постулював існування єдиного модального світу, але 
деонтична логіка допускає існування багатьох світів. На-
приклад, кілька деонтичних світів можна трактувати як різні 
проєкти законів, що розглядаються Верховною Радою. 

Концепцію семантики можливих світів для деонтичної логіки 
можна конкретизувати у двох аспектах: 

1) можливий світ – це деонтичний світ; 
2) відношення досяжності – це відношення між світом, у 

якому будується деонтичний світ, і цим деонтичним світом. 
У мінімальному (стандартному) варіанті деонтичної логіки 

маємо базовий деонтичний оператор О – "обов'язково".  
Приклад 9.3.4. Похідні деонтичні оператори визначаються 

так (тут Q – предикат):  
1) оператор Р – "дозволено": РQ означає ¬О¬Q;  
2) оператор F – "заборонено": FQ означає О¬Q; 
3) оператор I – "байдуже": IQ означає РQ & P¬Q.  
Мову деонтичної логіки вводимо стандартно.  
Приклад 9.3.5. Пропозиційна аксіоматична деонтична  

система DS.  
Mножина аксіом і правил виведення системи DS складається 

з аксіом і правил виведення пропозиційної логіки, до яких до-
даємо деонтичні аксіоми, що є аналогами аксіом АхNr та Ах, і 
правило виведення ПО, що є аналогом правила модалізації.  

Деонтичні аксіоми системи DS задаються схемами: 
АхDNr) О(Φ→Ψ)→(ОΦ→ОΨ); 
АхD) OΦ→РΦ. 
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Правило виведення ПО: 
ПО) Φ |– ОΦ. 

Властивості оператора О подібні до властивостей .  
Водночас у деонтичній логіці формула OΦ→Φ у загальному 

випадку не є істинною. Вона означає: "якщо має бути Φ, то Φ".  
На відміну від відношення досяжності алетичної модальної 

логіки, у деонтичній логіці відношення досяжності  має бути: 
1) іррефлексивним, тобто неможливим є α α;  
2) мати властивість незавершеності, тобто для кожного світу 

α існує світ β такий: α β.  
Ці властивості можна трактувати як незбіг належного й реаль-

ного та як існування для кожного світу свого деонтичного світу. 
У деонтичній логіці існують твердження, інтуїтивно неприй-

нятні, але які можна формально довести в описаній системі. Це 
засвідчує не зовсім адекватну формалізацію деонтичної логіки. 

Приклад 9.3.6. А. Прайор показав, що теоремою є формула 
О¬Φ→О(Φ→Ψ), але вона інтуїтивно неприйнятна, адже її мож-
на інтерпретувати так: у корпусі факультету заборонено палити, 
отже, якщо ви палите, то можна вбивати. Це дає підстави сумні-
ватися у трактуванні Г. фон Врігтом формули О(Φ→Ψ) як твер-
дження про похідний обов'язок: зробити Ψ у разі виконання Φ.  

Приклад 9.3.7. А. Прайор запропонував визначати похідний 
обов'язок формулою Φ→ОΨ, але тоді теоремою буде 
¬Φ→(Φ→ОΨ), яка парадоксальна, тому що означає: те, що не 
існує, зобов'язує робити все, що завгодно. 

Приклад 9.3.8. Формула FΦ→F(Φ&Ψ) також є парадоксаль-
ною. Ця формула означає: із заборони дії випливає заборона по-
єднувати її з іншою дією. Це правильно, зокрема, і для дії, що 
компенсує порушення заборонної дії. Наприклад, якщо заборо-
нено лаятися, то зaборонено лаятися й вибачатися.  

Побудова кванторних деонтичних логік зіштовхується з низ-
кою принципових труднощів.  

Приклад 9.3.9. Формули О∃х¬Φ(х) та ¬Р∀хΦ(х) еквівалент-
ні, але за деонтичною сутністю вони різні. Перша формула стве-
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рджує, що обов'язково існує індивід, який виконує ¬Φ, друга – 
що не дозволено кожному виконувати Φ.  

Різновидом деонтичної логіки є логіка санкцій, запропонова-
на А. Андерсоном (див. [4]). У цій логіці деонтичний оператор 
О виражається за допомогою оператора  і константного пре-
диката S, який означає санкцію (штраф).  

ОQ визначається як (¬Q → S), тоді FQ означає (Q → S), 
IQ означає (Q & ¬S).  

Відповідне числення Sd логіки санкцій включає аксіому 
¬S, яка означає, що кари можна уникнути.  

Приклад 9.3.10. Варіантом логіки санкцій є [4] деонтична 
логіка з нормативним кодексом – предикатною константою N.  

ОQ задається як (N → Q), FQ – як (N → ¬Q), РQ – як 
N&Q. Відповідне числення включає аксіому N, яка означає 
можливість дотримання нормативного кодексу. 

 
 
Запитання для самоконтролю 

1. Що вивчає епістемічна логіка? 
2. Опишіть мову епістемічної логіки знання з одним експертом. 
3. Назвіть аксіоми: 

– реальності знання; 
– позитивної рефлексії; 
– негативної рефлексії. 

4. Аналогом яких систем атлетичної логіки є епістемічні сис-
теми Т(1), S4(1), S5(1)? 

5. Як визначається реляційна семантика епістемічної логіки 
знання з одним експертом?  

6. Як трактується відношення досяжності в реляційній семан-
тиці епістемічної логіки? 

7. Як пов'язані аксіоми АхRe, АхPR, АхNR та властивості від-
ношення досяжності? 

8. Опишіть мову епістемічної логіки знання з n експертами. 
9. Опишіть аксіоматичні системи епістемічної логіки знання з 

n експертами Т(n), S4(n), S5(n).  
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10. Які особливості реляційної семантики епістемічної логіки 
знання з n експертами?  

11. Що вивчає деонтична логіка? 
12. Що таке деонтичний світ? 
13. Які особливості концепції семантики можливих світів для 

деонтичної логіки?  
14. Які ви знаєте деонтичні оператори? 
15. Опишіть мову деонтичної логіки. 
16. Опишіть деонтичну систему DS. 
17. Які властивості відношення досяжності в реляційній се-

мантиці деонтичної логіки? 
18. Чи можна вважати цілком адекватною формалізацію деон-

тичної логіки? 
19. Які особливості має логіка санкцій Андерсона?  
20. Що таке деонтична логіка з нормативним кодексом?  
 
Вправи 

1. Дайте повні описи пропозиційних епістемічних систем Т(1), 
S4(1), S5(1) . 

2. Дайте повні описи пропозиційних епістемічних систем Т(n), 
S4(n), S5(n) .  

3. Укажіть схеми аксіом і правила виведення: 
– пропозиційної епістемічної S4(2)-системи;  
– пропозиційної епістемічної S4(3)-системи; 
– пропозиційної епістемічної S5(2)-системи; 
– пропозиційної епістемічної S5(3)-системи. 

4. Визначте реляційну семантику систем Т(1), S4(1), S5(1)). 
5. Визначте реляційну семантику систем Т(n), S4(n), S5(n). 
6. Дайте явний опис мови деонтичної логіки. 
7. Чому деонтична формула х = у → 0 х = у парадоксальна?  
8. Дайте повне описання пропозиційного числення Sd логіки 

санкцій Андерсона.  
9. Покажіть, що в численні Sd:  

а) |– OA→РA;  
б) |– О(А→B)→(ОA→ОB). 
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9.4. Композиційно-номінативні  
модальні логіки часткових предикатів 
 
Синтезуючи можливості традиційних модальних логік та ло-

гік часткових квазіарних предикатів, отримуємо композиційно-
номінативну модальну логіку (КНМЛ). Ураховуючи аспект змі-
ни й розвитку предметних областей, акцентуємо увагу на 
КНМЛ, які описують переходи від одного стану світу до іншого – 
транзиційних КНМЛ. Такі логіки досліджувались, зокрема, в 
[11, 22–25]. 

Центральним поняттям КНМЛ є поняття композиційно-
номінативної модальної системи (КНМС). КНМС – це об'єкт 
вигляду M = (Cms, Ds, Dns), де:  

Cms – композиційна модальна система, задає семантичні ас-
пекти світу; 

Ds – дескриптивна система, визначає множину стандартних 
дескрипцій – множину Fm формул мови КНМЛ;  

Dns – денотаційна система, яка визначає значення стандарт-
них дескрипцій (формул мови) на семантичних моделях; зада-
ється відображенням інтерпретації Iт.  

Композиційні модальні системи можна віднести до семанти-
чних моделей реляційного типу, вони мають вигляд 
Cms = (S, R, Pr, C), де:  

S – множина станів світу;  
R – множина відношень на S вигляду R ⊆ S × Sn;  
Pr – множина предикатів на станах світу;  
C – множина композицій на Pr; визначається базовими за-

гальнологічними композиціями відповідного рівня й базовими 
модальними композиціями.  

Для КНМЛ номінативних рівнів поняття КНМС уточнюється 
[22] так. Множину станів світу S конкретизуємо як множину 
алгебраїчних систем вигляду α = (Aα, Prα), де Aα – множина ба-
зових даних стану α, Prα – множина квазіарних предикатів ви-
гляду VAα →{T, F}, це предикати стану α. Предикати вигляду 
VA →{T, F}, де α

α∈
= 

S
A A , назвемо глобальними. 
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Далі обмежимося розглядом КНМЛ кванторного рівня чис-
тих першопорядкових КНМЛ. Композиції таких КНМЛ визна-
чаються базовими загальнологічними композиціями ¬, ∨, Rv

x , 
∃x і базовими модальними композиціями. 

Мови КНМЛ. Опишемо мову КНМЛ кванторного рівня. 
Алфавіт мови: 

– множина V предметних імен;  
– множина Ps предикатних символiв – загальнологічна сиг-

натура;  
 { , , , }− = ¬ ∨ ∃v

xCs R x – множина символів базових загальноло-
гічних композицій;  

– множина Ms символів базових модальних композицій – мо-
дальна сигнатура. 

Задамо множину Fт формул мови.  
Маємо Ps ⊆ Fт; такі p∈Ps – атомарні формули; далі задаємо 

індуктивно: 
FP) Φ, Ψ∈Fт  ¬Φ∈Fт та ∨ФΨ∈Fт;  
FR) Φ∈Fт  v

xR (Φ)∈Fт;  
F∃) Φ∈Fт  ∃xΦ∈Fт;  
FM) Φ∈Fт та ∈Мs  Φ∈Fт.  

У множині V виділимо підмножину VT
 ⊆ V імен, гарантовано 

неістотних для всіх р∈Ps, – тотально неістотних імен.  
Для визначення множин гарантовано (строго) неістотних для 

формул імен задамо функцію ν : Fr→2V :  
– ν(р) = VT для всіх р∈Ps;  
– ν(¬Φ) = ν(Ф);  
– ν(∨ΦΨ) = ν(Φ)∩ν(Ψ); 
– 1

1

,...,
,...,( )ν Φ =n

n

v v
x xR  (ν(Φ)∪{v1,...,vn}) \{xi | vi∉ν(Φ)i∈1,..,n};  

– ν(∃xΦ) = ν(Φ)∪{x};  
– ν(Φ) = ν(Φ).  

Тип кванторної КНМС визначається її модальною сигнату-
рою Мs, однотипністю відношень із R для кожного ∈Мs і сиг-
натурою синтетичної неістотності σ = (Ps, ν). 
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У випадку КНМЛ еквітонних предикатів для визначення 
множин гарантовано слабко неістотних для формул імен анало-
гічно функції ν задаємо функцію μ : Fr→2V . 

Задамо відображення інтерпретації атомарних формул на 
станах світу Im : Рs × S →Pr, при цьому має виконуватись умова 
Im(p, α) ∈ Prα . Таке Im продовжимо до відображення інтерпре-
тації формул на світах Iт : Fт × S →Pr.  

IP) Iт(¬Φ, α) = ¬(Iт(Φ, α));  
Iт(∨ΦΨ, α) = ∨(Iт(Φ, α), Iт(Ψ, α)); 

IR) ( , ) R ( ( , ));Φ α = Φ αv v
x xIm R Im   

I∃) Iт(∃xΦ, α)(d) = 
,  якщо існує : ( , )( ) ,      
,  якщо ( , )( )  для всіх ,

невизначене  в усіх інших випадках.                  

T  a A Im d x a T
F  Im d x a F a A

α

α

∈ Φ α ∇ == Φ α ∇ = ∈



   

IM) Iт(Φ, α)(d) визначається значеннями Iт(Φ, δ)(d) для 
певних станів δ таких, що α та ці δ перебувають у відповідних, 
пов'язаних із , відношеннях із R.  

Таким чином, КНМС можна уточнити як об'єкт вигляду 
M = ((S, R, Pr, C), Fт, Iт).  

Предикат Iт(Φ, α), який є значенням формули Φ у стані α, 
позначаємо Φα.  

Формула Φ неспростовна у стані α∈S (позн. α |= Φ), якщо 
предикат Φα неспростовний. 

Формула Φ неспростовна в КНМС M, або частково істинна в 
КНМС M (позн. M |= Φ), якщо α |= Φ для всіх α∈S. 

Нехай τ – клас КНМС певного типу. 
Формула Φ τ-неспростовна (позн. M τ|= Φ), якщо M |= Φ для 

всіх КНМС M∈τ.  
Якщо τ мається на увазі, то пишемо просто |= Φ. 

Транзиційні модальні системи. Важливим класом КНМС є 
транзиційні модальні системи (ТМС). Вони є основою транзи-
ційних КНМЛ (ТМЛ), у межах яких природно можуть розгляда-
тися традиційні модальні логіки – алетичні, темпоральні, епіс-
темічні, деонтичні тощо.  
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Окремими випадками ТМС є загальні транзиційні, темпо-
ральні, мультимодальні системи.  

ТМС – це КНМС, у яких множина R складається з відношень 
вигляду R ⊆ S × S. Ці відношення трактуємо як відношення пере-
ходу на станах.  

ТМС, у яких { }= R , а базовою модальною композицією є  
("необхідно"), називають загальними (ЗМС). 

ТМС, у яких { }= R , а базовими модальними композиціями 
є ↑ ("завжди буде") і ↓ ("завжди було"), називають темпора-
льними (ТмМС).  

ТМС із R = {i | i∈I} та базовими модальними композиціями 
Кi , i∈I, у яких кожному i ∈R зіставлена відповідна модальна 
композиція Кi , назвемо мультимодальними (ММС). 

ЗМС є окремим випадком ММС, для них R складається з єди-
ного бінарного відношення  та наявна єдина базова модальна 
композиція К, за дією ідентична .  

Для ММС дія кожної Кi аналогічна дії , але тільки щодо 
свого відношення i , i∈I. 

Для ЗМС традиційно задають дуальну композицію  ("мож-
ливо"): Р означає ¬¬Р. 

Для ТмМС задають дуальні композиції ↑ ("колись буде") і 
↓ ("колись було"): ↑Р означає ¬↑¬Р; ↓Р означає ¬↓¬Р.  

ТМС номінативних рівнів будемо також подавати у вигляді 
M = (S, R, А, Iт), де α

α∈
= 

S
A A .  

Приклад 9.4.1. Опишемо мову чистих першопорядкових 
ЗМС. Алфавіт мови:  

– множина V предметних імен;  
– множина Ps предикатних символiв;  
– множини символів базових композицій { , , , }= ¬ ∨ ∃v

xCs R x  та 
Мs = {}.  

Множину Fт формул мови визначаємо згідно з наведеними 
вище пп. FP, FR, F∃, а п. FM уточнимо так: 

F) Φ∈Fт  Φ∈Fт.  
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Для запису скорочень формул також використовуємо симво-
ли похідних композицій →, &, ↔, ∀x та . Наприклад, Φ 
означає ¬¬Φ. Такі скорочення теж називаємо формулами.  

При визначенні відображення Iт для формул вигляду Φ 
п. IM уточнимо як I таким чином:  

Iт(Φ, α)(d) =
,  якщо ( , )( )  для всіх :  ,
,  якщо існує :  та  ( , )( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках.             

T Im d T  S  
F S   Im d F

Φ δ = δ∈ α δ δ∈ α δ Φ δ =



  

Якщо для α∈S не існує такого β, що α  β, то для кожного 
d∈VA вважаємо Jт(Φ, α)(d)↑.  

Приклад 9.4.2. Опишемо мову чистих першопорядкових 
ТмМС. Алфавіт мови:  

– множина V предметних імен;  
– множина Ps предикатних символiв;  
– множини символів базових композицій { , , , }= ¬ ∨ ∃v

xCs R x  та 
Мs = {↑, ↓}. 

Множину Fт формул мови визначаємо згідно з наведеними 
вище пп. FP, FR, F∃, а п. FM уточнимо так: 

F↑↓) Φ∈Fт  ↑Φ∈Fт та ↓Φ∈Fт.  
Для запису скорочень формул також використовуємо симво-

ли похідних композицій →, &, ↔, ∀x та ↑, ↓.  
Наприклад, ↑Φ та ↓Φ означають ¬↑¬Φ та ¬↓¬Φ. 
При визначенні відображення Iт для формул ↑Φ та ↓Φ 

п. IM уточнимо як I↑↓ таким чином: 

Iт(↑Φ, α)(d) =
,  якщо ( , )( )  для всіх :  ,
,  якщо існує :  та  ( , )( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках.             

T Im d T  S  
F S   Im d F

Φ δ = δ∈ α δ δ∈ α δ Φ δ =



  

Iт(↓Φ, α)(d) =
,  якщо ( , )( )  для всіх :  ,
,  якщо існує :  та  ( , )( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках.             

T Im d T  S  
F S   Im d F

Φ δ = δ∈ δ α δ∈ δ α Φ δ =



  

Якщо для α∈S не існує β: α β , то Iт(↑Φ, α)(d)↑ для кож-
ного d∈VA.  

Якщо для α∈S не існує β: β α , то Iт(↓Φ, α)(d)↑ для кож-
ного d∈VA.  
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Приклад 9.4.3. Опишемо мову чистих першопорядкових 
ММС. Алфавіт мови:  

– множина V предметних імен;  
– множина Ps предикатних символiв;  
– множини символів базових композицій { , , , }= ¬ ∨ ∃v

xCs R x  та 
Мs = {Кi | i∈I}.  

Множину Fт формул мови визначаємо згідно з наведеними 
вище пп. FP, FR, F∃, а п. FM уточнимо так: 

FК) Φ∈Fт та Кi ∈Ms  Кi Φ∈Fт.  
При визначенні відображення Iт для формул вигляду Кi Φ 

п. IM уточнимо як IК таким чином: 

Iт(Кi Φ, α)(d) =
,  якщо ( , )( )  для всіх :  ,
,  якщо існує :  та  ( , )( ) ,

невизначене  в усіх інших випадках.             

i

i

T Im d T  S  
F S   Im d F

Φ δ = δ∈ α δ δ∈ α δ Φ δ =



  

Якщо для α∈S не існує такого β, що α i β, то Iт(Φ, α)(d)↑ 
для кожного d∈VA. 

Залежно від умов, накладених на , можна визначати різні  
класи ЗMС та ТмMС. Традиційно розглядають випадки, коли  
може бути рефлексивним, симетричним, транзитивним.  

Якщо  рефлексивне, то в назві ЗMС та ТмMС пишемо сим-
вол R; якщо  транзитивне, то пишемо символ T; якщо  симет-
ричне, то пишемо S.  

Отримуємо такі типи ЗMС:  

R-ЗМС, T-ЗМС, S-ЗМС, RT-ЗМС, RS-ЗМС, TS-ЗМС, RTS-ЗМС.  

Відповідно маємо такі типи ТмMС:  

R-ТмМС, T-ТмМС, S-ТмМС, RT-ТмМС,  

RS-ТмМС, TS-ТмМС, RTS-ТмМС.  
Якщо  симетричне, то Iт(↑Φ, α)(d) = Iт(↓Φ, α)(d) для 

всіх α, d. Це означає, що дія композицій ↑ та ↓ ідентична, це 
фактично композиція .  

Отже, якщо  симетричне, то типи S-ТмМС, RS-ТмМС,  
TS-ТмМС, RTS-ТмМС ідентичні відповідно типам S-ЗМС,  
RS-ЗМС, TS-ЗМС, RTS-ЗМС.  
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Зауважимо, що R-ЗМС, RS-ЗМС, RT-ЗМС, RTS-ЗМС подібні 
відповідно до класичних Т-модельної, В-модельної, S4-мо-
дельної та S5-модельної структур. 

Залежно від властивостей відношень i можна визначати різ-
ні класи ММС. Розглянемо випадки, коли i можуть бути реф-
лексивними, симетричними чи транзитивними, причому всі i 
однотипні. Якщо всі i рефлексивні, то в назві ММС пишемо 
символ R; якщо всі i транзитивні, то пишемо T; якщо всі i си-
метричні, то пишемо S.  

Отримуємо такі чисті типи ММС: 
R-ММС, T-ММС, S-ММС, RT-ММС, RS-ММС, TS-ММС,  
RTS-ММС.  

ММС зі скінченними множинами однотипних відношень i 
назвемо епістемічними, або ММС епістемічного типу. Загальні 
ТМС є окремим випадком епістемічних ММС.  

Традиційні системи епістемічної логіки знання можна при-
родно розглядати в межах ММС епістемічного типу. 

Зокрема, R-ММС, RT-ММС, RTS-ММС є узагальненнями 
відповідно епістемічних Т(n)-, S4(n)-, S5(n)-систем.  

Приклад 9.4.4. Для ММС можливі набагато складніші, змі-
шані типи.  

Наприклад, відношення 1 транзитивне, відношення 2 тран-
зитивне й рефлексивне, 3 симетричне тощо.  

За умови d∉VAδ постає питання: як задати значення Φδ(d)? 
Залежно від відповіді на нього можна виділити ТМЛ із сильною 
умовою та із загальною умовою визначеності на станах.  

Нехай при d∉VAδ маємо Φδ(d)↑. Це рівносильно умові 
Φδ(d)↓  d∈VAδ . Така властивість – це сильна умова визначе-
ності на станах [22]. ТМС із такою умовою назвемо St-ТМС.  

Конкретизуючи, отримуємо St-ЗМС, St-ТмМС та St-ММС. 
У випадку загальних St-ТМС із (Φ)α(d) = T випливає d∈VAδ 

для всіх δ таких, що αδ. Це означає: базові об’єкти (базові да-
ні) не можуть зникати при переході до стану-наступника.  

Проте сильна умова визначеності на станах занадто обмежу-
вальна. За цієї умови також порушується еквітонність предика-
тів при дії модальних композицій.  
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Приклад 9.4.5 (див. [22]). Задамо St-ЗМС таку: S = {α, β}, 
R = {αβ}, Aα = {a, b}, Aβ = {b} та d = [xb], d′ = [xb, ya]. За-
дамо pα(d) = T, pα(d′) = T, pβ(d) = T.  

Нехай предикати pα та pβ еквітонні. Згідно з d′∉VAβ маємо 
pβ(d′)↑. Отже, маємо d ⊂ d′, (p)α(d) = T та (p)α(d′)↑, що супе-
речить еквітонності предиката (p)α.  

Більш природною здається загальна умова визначеності на 
станах: 

за умови d∉VAδ задаємо Φδ(d) = Φδ(dδ).  
Тут dδ – позначення ІМ [va∈d | a∈Aδ ].  
Неформально це означає, що предикати стану δ "відчувають" 

лише компоненти вигляду va з базовими даними a∈Aδ. Звідси 
випливає, що у випадку ТМС із загальною умовою визначеності 
на станах маємо Φδ(d) = Φδ(dδ) для всіх d∈VA.  

Базові модальні композиції ТМС із загальною умовою визна-
ченості на станах уже зберігають (див. [22]) еквітонність.  

За умовчанням далі будемо говорити про ТМС із загальною 
умовою визначеності на станах. 

Взаємодія модальних композицій ТМС із реномінаціями 
та кванторами. Обмежимось розглядом ЗМС. Аналогічні твер-
дження формулюються для ТмМС та ММС. 

Символи модальних композицій можна проносити (див. 
[22, 24]) через реномінації.  

Теорема 9.4.1. Для довільних Φ, α∈St, d∈VA маємо 
v
xR Φα(d) = 

v
xR Φα(d).  

Наслідок 9.4.1. Кожна формула вигляду ( )Φ ↔v
xR  ( )Φv

xR  
неспростовна. 

Розглянемо взаємодію модальних композицій та кванторів.  
Теорема 9.4.2 (див. [11, 22]). Формули ∃xΦ→∃xΦ та 

∀xΦ→∀xΦ є неспростовними у випадку ЗМС еквітонних 
предикатів.  
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Наслідок 9.4.2. Формули ∀xΦ→∀xΦ та ∃xΦ→∃xΦ 
неспростовні у випадку ЗМС еквітонних предикатів.  

Це вже не так [24] для загального випадку ЗМС зі знятою 
умовою еквітонності. 

Приклад 9.4.6. Формула вигляду ∃xΦ→∃xΦ спростовна. 
Побудуємо ЗМС, у якій спростовується ∃xΦ→∃xΦ. Не-

хай St = {α, β}, R = {α β }, Aα = {a, b}, Aβ = {b}. Нехай для р∈Ps 
неістотні всі імена, крім x, y. Маємо [xa, yb]β = [yb].  

Задамо рβ([ ]y b ) = T, рβ([ , ] x b y b ) = F. Ураховуючи 
Aβ = {b}, із рβ([ , ] x b y b ) = F, маємо ∃xрβ([ ]y b ) = F, тому 
∃xрα([ ]y b ) = F. Із рβ[xa, yb]β = рβ[yb] = T отримуємо 
рα([ , ] x a y b ) = T, звідки ∃xрα([ ]y b ) = T. Отже, 
(∃xр→∃xр)α([ ]y b ) = F, тому α |≠ ∃xр→∃xр.  

Приклад 9.4.7. Формула вигляду ∀xΦ→∀xΦ спростовна.  
Побудуємо ЗМС, у якій спростовується ∀xΦ→∀xΦ. Не-

хай St = {α, β}, R = {α β }, Aα = {a}, Aβ = {b}. Маємо [xa]β = ∅. 
Нехай для р∈Ps неістотні всі імена, крім x. Задамо рα(∅) = F, 
рβ(∅) = F, рβ([ ]x b ) = T. Тоді ∀xрβ(∅) = T, звідки ∀xрα(∅) = T. 
Згідно з [ ]β =∅x a  маємо рβ([ ]x a ) = рβ([ ]βx a ) = 
= рβ(∅) = F, тому рα([ ]x a ) = F. Звідси ∀xрα(∅) = F. Отже, 
отримали (∀xр→∀xр)α(∅) = F, тому α |≠ ∀xр→∀xр.  

Зауважимо, що у ЗМС прикладів 9.4.6 та 9.4.7 предикат рβ 
нееквітонний.  

Наслідок 9.4.3. Для ЗМС немонотонних (нееквітонних) пре-
дикатів формули вигляду ∃xΦ→∃xΦ, ∀xΦ→∀xΦ та 
∀xΦ→∀xΦ, ∃xΦ→∃xΦ не є неспростовними.  

Приклад 9.4.8. Формули ∃xΦ→∃xΦ та ∀xΦ→∀xΦ 
спростовні [11, 22] уже для ЗМС еквітонних предикатів.  

Побудуємо ЗМС еквітонних предикатів, у якій спростову-
ються зазначені формули. 
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Нехай St = {α, β}, R = {α β }, Aα = {a}, Aβ = {a, b}. Нехай для 
р, q∈Ps неістотні всі імена, крім x.  

Задамо рα([ ]x a ) = F, рβ([ ]x a ) = F, рβ([ ]x b ) = T. З 
умови рβ([ ]x a ) = F маємо (р)α([ ]x a ) = F, звідки, згідно з 
Aα = {a}, отримуємо (∃xр)α([ ]x a ) = F. Згідно з рβ([xb]) = T 
маємо (∃x р)β([ ]x a ) = T, звідки (∃x р)α([ ]x a ) = T. Таким 
чином, (∃x р→∃xр)α([ ]x a ) = F, тому α |≠ ∃x р→∃xр.  

Задамо qα([ ]x a ) = T, qβ([ ]x a ) = T, qβ([ ]x b ]) = F.  
З умови рβ([ ]x a ) = F, тоді (∀x q)β([ ]x a ) = F, звідки маємо 
(∀x q)α([ ]x a ) = F. Маємо R = {α β }, тому qβ([ ]x a ) = T 
дає (q)α([ ]x a ) = T, звідки (∀xq)α([ ]x a ) = T внаслідок 
Aα = {a}. Отримали (∀xq→∀x q)α([ ]x a ) = F, тому 
α |≠∀xq→∀x q.  

Наслідок 9.4.4. Формули ∀xΦ→∀xΦ та ∃xΦ→∃xΦ 
спростовні вже для ЗМС еквітонних предикатів.  

Аналогічні контрмоделі можна побудувати для ТмМС і ММС. 
Формула ∀xΦ→∀xΦ відома як формула Баркан.  
Формула ∀xΦ→∀xΦ – це конверсія формули Баркан.  
Як показує приклад 9.4.7, формула Баркан є спростовною. За 

теоремою 9.4.2 конверсія формули Баркан істинна в кожній 
ЗМС еквітонних предикатів. Водночас конверсія формули Бар-
кан спростовується [16] у деяких реляційних моделях алетичної 
модальної логіки. Суперечності тут немає, адже у цих реляцій-
них моделях за умови d∉VAβ значення Φβ(d) вважається хибним, 
а ми розглядаємо часткові предикати, коли значення Φβ(d) може 
бути невизначеним.  

Для першопорядкових ЗМС, ТмМС та ММС побудовано 
(див., напр., [23, 25]) числення секвенційного типу. Такі числен-
ня базуються на реляційних семантичних моделях зазначених 
логік. Основою побудови цих числень є властивості відношення 
логічного наслідку для множин специфікованих станами фор-
мул мов таких ТМЛ. Для побудованих секвенційних числень 
доведено теореми коректності й повноти. 
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Запитання для самоконтролю  

1. Дайте визначення КНМС. 
2. Як уточнюється поняття КНМС для КНМЛ номінативних 

рівнів? 
3. Опишіть синтаксис мови КНМЛ кванторного рівня. 
4. Як задаються в КНМС множини гарантовано неістотних 

для формул імен? 
5. Що таке сигнатура синтетичної неістотності КНМС? 
6. Як визначається тип КНМС?  
7. Опишіть відображення інтерпретації формул на станах сві-

ту КНМС. 
8. Дайте визначення: 

– неспростовної в КНМС формули; 
– неспростовної формули. 

9. Що таке транзиційна модальна система? 
10. Що таке загальна ТМС (ЗМС)? 
11. Що таке темпоральна ТМС (ТмМС)? 
12. Що таке мультимодальна ТМС (ММС)? 
13. Опишіть мови: 

– чистих першопорядкових ЗМС; 
– чистих першопорядкових ТмМС. 

14. Дайте визначення: 
– R-ЗМС, T-ЗМС, S-ЗМС, RT-ЗМС, RS-ЗМС, TS-ЗМС, RTS-ЗМС;  
– R-ТмМС, T-ТмМС, S-ТмМС, RT-ТмМС, RS-ТмМС, TS-ТмМС, 
RTS-ТмМС;  
– R-ММС, T-ММС, S-ММС, RT-ММС, RS-ММС, TS-ММС, RTS-
ММС.  

15. Що таке ММС епістемічного типу? 
16. Що таке ТМС із сильною умовою визначеності на станах? 
17. Що таке ТМС із загальною умовою визначеності на станах? 
18. Як взаємодіють модальні композиції ТМС із реномінаціями? 
19. Наведіть приклади взаємодії модальних композицій із 

кванторами. 
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Вправи 

1. Задайте відображення Iт для формул вигляду Φ. 
2. Задайте відображення Iт для формул вигляду ↑Φ та ↓Φ. 
3. Доведіть теорему 9.4.1. 
4. Доведіть теорему 9.4.2. 
5. Дайте явний опис взаємодії модальних композицій ТмМС 

та ММС із реномінаціями.  
6. Побудуйте контрмоделі для аналогів формул прикладів 

9.4.6–9.4.7 у випадках ММС та ТмМС. 
7. Побудуйте контрмоделі для аналогів формул прикладів 

9.4.8 у випадках ММС та ТмМС еквітонних предикатів. 
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