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Вступ

Коли говорять про предмет логiки, то часто кажуть,щоце наука про закони
мислення. Означення гарне, лишається тiльки з’ясувати, що таке наука, що
таке закони i що таке мислення.

Наведене означення майже нiчого не прояснює i його слiд сприймати дуже
обережно—межi компетенцiї логiки насправдi значно вужчi. За цими межами
лишаються, наприклад, iсторичнi, психологiчнi й iншi подiбнi закономiрностi
процесу мислення. Логiку цiкавлять лише формальнi, структурнi властиво-
стi цього процесу, якi, можливо, вiдображають деякi властивостi реального
мислення. I не всього мислення (напр., за межами логiки лишається образне,
асоцiативне мислення митцiв), а лише так званих “правильних мiркувань”,
адже нам часто доводиться переконувати спiврозмовника в iстинностi того
чи iншого твердження. Логiка виникла з вивчення тих сторiн мови, якi сут-
тєвi для цiєї мети. Виявилося — i в цьому й полягає сила логiки — що про
коректнiсть того чи iншого мiркування (зокрема математичного доведення)
часто можна судити виключно на пiдставi форми тверджень, що входять до
цих мiркувань. Тому логiка цiкавиться лише формою мiркувань, тобто спосо-
бами переходу вiд одних тверджень (якi називають засновками) до iнших (якi
називають висновками). “Правильнiсть” мiркувань означає, що з правильних
засновкiв мають одержувати правильнi висновки1.

Зокрема, одним iз завдань логiки є систематизацiя i формалiзацiя тих
способiв мiркувань, якi гарантують iстиннiсть висновку, якщо всi засновки—
iстиннi. А самi по собi iстиннiсть чи хибнiсть окремих засновкiв i висновкiв,
їхнiй конкретний змiст логiку не цiкавлять.

Якщо ж у першу чергу дослiджують математичнi мiркування (трохи
ширше — мiркування, що використовують у точних науках), а в ходi
дослiджень застосовують математичний апарат, то таку науку називають
математичною логiкою.

Оскiльки наш курс невеликий, то ми звузимо предмет математичної ло-
гiки ще бiльше. Нашою головною метою буде намагання з’ясувати точний
змiст двох центральних математичних понять: що таке “доведення” (як ствер-
джують Бурбакi, ще iз часiв давнiх грекiв говорити “математика” означає
говорити “доведення”) i що таке “алгоритм”. У повному обсязi цi поняття
належать математицi не бiльше, нiж, скажiмо, психологiї. Адже доведення, на-

1 Зауважимо однак, що схильнiсть до правильних мiркувань не дуже властива людям. Як
писав данський вчений Х. I. Ульдалль, “Логiчне мислення ... схоже швидше на танцi коней,
тобто на трюк, якому декого таки можна навчити, але далеко не всiх, причому цей трюк
може виконуватися лише з великими зусиллями i з рiзним рiвнем майстерностi, i навiть кращi
представники не у змозi повторити його багато разiв пiдряд”.
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приклад, це просто мiркування, здатне переконати нас настiльки, що ми готовi
за його допомогою переконувати iнших. Але iнтуїтивного розумiння понять
доведення й алгоритму виявилося для математики не досить. Ще в ХIХ ст.
пiсля двохтисячолiтнiх марних спроб виникла пiдозра про неможливiсть до-
ведення певних тверджень (напр., знаменитого п’ятого постулату Евклiда про
паралельнiсть) чи неiснування певних алгоритмiв (напр., трисекцiї кута за
допомогою циркуля та лiнiйки). I хоча для цих двох конкретних проблем не-
iснування доведення/алгоритму зрештою вдалося довести2, список подiбних
проблем швидко зростав.

Серед математикiв ще довго панувало переконання, що кожну таку про-
блему рано чи пiзно вдасться розв’язати. Найафористичнiше це переконання
сформулював Гiльберт: “Ми хочемо це знати — ми будемо це знати”. Однак
поступово прийшло розумiння одного принципового моменту. Переконливим
свiдченням iснування певного доведення (алгоритму) служить демонстрацiя
самого цього доведення (алгоритму). У той же час неможливiсть пред’явити
конкретне доведення чи алгоритм може свiдчити не про їхнє неiснування, а
лише про нашу нездатнiсть знайти їх (через обмеженiсть наших здiбностей,
надзвичайну складнiсть доведення тощо). Для доведення неiснування чогось
спочатку треба чiтко i недвозначно вказати, неiснування чого ми хочемо до-
вести. Указанi мiркування привели до потреби у строгому означеннi понять
доведення й алгоритму.

Щодо самої структури навчального посiбника, то вiн розбитий на роздiли,
кожен з яких мiстить пiдроздiли, якi, своєю чергою,— пункти. Для посилання
на теорему (твердження, лему, наслiдок, означення, вправу) використовуєть-
ся подвiйна нумерацiя: перше число є номером роздiлу, до якого ця теорема
(твердження, лема, наслiдок, означення, вправа) належить, а друге— її наскрi-
зним номером у цьому роздiлi незалежно вiд пiдроздiлу. Важливо звернути
вашу увагу на деякi особливостi тексту. Частини матерiалу представлено мен-
шим шрифтом, оскiльки мiстять додаткову iнформацiю, що сприяє глибшому
розумiнню вiдповiдної теми. Цi вiдомостi можуть бути корисними для бiльш
високого рiвня математичних концепцiй i застосувань. При першому читаннi
посiбника ви можете вирiшити пропустити цю iнформацiю. Проте ми реко-
мендуємо повертатися до неї, коли ви будете готовi для глибшого розумiння
вiдповiдної теми. Якщо додаткова iнформацiя винесена як окремий пiдроздiл,
то назва цього пiдроздiлу позначена зiрочкою.

2 У першому випадку була побудована нова геометрiя, в якiй п’ятий постулат a priori не
виконувавсь i яка була настiльки ж несуперечливою, наскiльки несуперечливою є класична ев-
клiдова геометрiя. У другому випадку вдалося в алгебричних термiнах описати всi геометричнi
конструкцiї, якi можна побудувати за допомогою циркуля та лiнiйки, i трисекцiї кута серед них
не виявилося.
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Текст навчального посiбника мiстить невелику кiлькiсть вправ, якi
є обов’язковими (зазвичай вони простi й даються для закрiплення
наведених перед ними понять) та розрахованi на активну участь читача
в опановуваннi матерiалу.

Список лiтератури не претендує на повноту i мiстить лише деякi доступнi
пiдручники, що можна використати для глибшого розумiння матерiалу.

Нехай цей посiбник стане вашим надiйним провiдником у свiт матема-
тичної логiки. Бажаємо успiхiв у навчаннi та вiдкриттi нових горизонтiв
математичних знань!

1. Логiка висловлювань

1.1. Висловлювання

Висловлювання — це певнi твердження (тобто розповiднi речення) про
певнi об’єкти, за змiстом яких доречно ставити питання про їхню iстиннiсть
чи хибнiсть, причому вiдповiдь на це питання має бути однозначною (хоча,
можливо, i невiдомою нам). Зокрема, бiльшiсть речень, що зустрiчаються в
математичних текстах, є висловлюваннями. Не є ними означення, запитання,
наказовi й окличнi речення тощо3.

Сказане не слiд сприймати за означення висловлювання. Логiку вислов-
лювань будують таким же чином, як i багато iнших роздiлiв математики (ал-
гебра, геометрiя, теорiя ймовiрностей тощо). В основу кладуть деякий клас
об’єктiв (у нашому випадку — простi висловлювання) разом iз деяким на-
бором властивостей i вiдношень мiж ними. Зокрема, ми дотримуємося так
званого принципу двозначностi суджень:

Кожне висловлювання, в якому сформульовано певну чiтко виражену
думку, є або iстинним, або хибним, незалежно вiд того, чи стосується
воно речей i подiй вiдомих, чи невiдомих, минулих, майбутнiх чи теперiшнiх.
Жодне висловлювання не може бути одночасно i хибним, й iстинним4.

Наведенi поняття є вихiдними, первiсними5 i всерединi цього роздiлу ма-
тематики не вимагають подальших означень (можуть лише роз’яснюватися на
прикладах). Звичайно, вихiднi властивостi i вiдношення вибирають так, щоб

3 Точнiше, висловлюваннями є не самi розповiднi речення, а їхнiй змiст. Те саме висловлю-
вання може бути виражене рiзними розповiдними реченнями.

4 Так є в математицi, принаймнi, у класичнiй. Однак у повсякденному життi з подiлом
висловлювань на iстиннi й хибнi трохи гiрше. Яка Ваша думка з приводу iстинностi висловлю-
вання “Зараз на вулицi хороша погода”?

5 Ми лишимо фiлософам з’ясовувати глибинну суть таких понять, як iстина i хибнiсть. Для
нас досить, що вони можуть бути значеннями iстинностi висловлювань.
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вони вiдповiдали змiстовнiй практицi, яку ця математична теорiя описувати-
ме. Зокрема i логiка створювалася для дослiдження висловлювань (i певних
манiпуляцiй iз ними — так званих мiркувань) у живих, неформальних мовах.
Але у процесi формалiзацiї довелося абстрагуватися вiд конкретного змiсту
висловлювань i перейти до формальних мов, в яких висловлювання ото-
тожнюються з певними послiдовностями символiв (так званими правильно
побудованими формулами) i визначаються, таким чином, синтаксисом цих
мов.

Якщо висловлювання iстинне, то кажуть, що значенням iстинностi (або
логiчним значенням) цього висловлювання є “iстина” (i позначають це зна-
чення символом “i”, або “t” — вiд англiйського true, або “1”). Аналогiчно
значення iстинностi хибного висловлювання позначають символом “х” (або
“f” — вiд англiйського false, або “0”).

Логiка висловлювань вивчає лише тi їхнi властивостi, якi можуть бути
сформульованi лише в термiнах їхньої iстинностi чи хибностi (i не апелюють
до змiсту висловлювань). Переваги такого пiдходу ми зможемо оцiнити вже
в наступному пiдроздiлi, вивчаючи дiї над висловлюваннями (особливо добре
це буде видно на прикладi iмплiкацiї).

Зауваження. Спочатку iдея позначення значень iстинностi висловлю-
вань числами може видатися досить безглуздою: iз числами можна вико-
нувати рiзнi дiї, а який змiст можуть мати цi дiї для значень iстинностi?
Виявляється, що можуть. Частково ми в цьому переконаємося пiзнiше.

За текстом самого висловлювання, взагалi кажучи, ще не можна встанови-
ти його iстинностi. Треба ще врахувати контекст (або точнiше: зафiксувати
ситуацiю). Наприклад, щоб визначити iстиннiсть висловлювання “на вулицi
йде дощ”, треба знати час i мiсце подiї. Не завжди допомагає i контекст: наївне
переконання, що кожному розповiдному реченню можна розумним (принайм-
нi, несуперечливим) чином приписати певне значення iстинностi, спростову-
ється так званим “парадоксом брехуна”. Якщо хтось говорить: “Розповiдне
речення, яке я зараз виголошую, є хибним висловлюванням”, то спроба при-
писати цьому реченню певне значення iстинностi негайно приводить до су-
перечностi. Справдi, якщо припустити, що воно iстинне, то внаслiдок свого
власного змiсту воно повинно бути хибним, i навпаки6. Тому такi речення ми
не вважаємо висловлюваннями.

6 “Парадокс брехуна” лежить в основi кiлькох знаменитих теорем математичної логiки
(зокрема i теореми Ґеделя про неповноту арифметики, i теореми Тарського про невиразнiсть
поняття iстини).
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Навiть коли ми переконанi, що маємо справу з висловлюванням, ми не
завжди можемо встановити його значення iстинностi. Встановлення цього
значення може вимагати вiд нас нереальних матерiальних витрат чи iнтеле-
ктуальних зусиль. До перших належать висловлювання типу “На найближчiй
планетнiй системi iснують органiчнi форми життя”, до других — багато мате-
матичних гiпотез. Лише кiлька прикладiв:
— iснують непарнi досконалi числа;
— iснує нескiнченно багато простих “чисел-близнюкiв”;
— кожне бiльше за 2 парне число є сумою двох простих чисел;
— “P 6= NP”.

Бiльше того, для багатьохматематичних теорiй, зокрема i для арифметики,
доведено неiснування алгоритмiв, якi дозволяли б установлювати логiчнi зна-
чення довiльних висловлювань цих теорiй (навiть якщо знехтувати будь-якими
обмеженнями на час роботи, об’ємом пам’ятi тощо)7.

Висловлювання, якi iстиннi в усiх можливих ситуацiях, називають абсо-
лютно iстинними. Аналогiчно визначають абсолютно хибнi висловлювання.
Абсолютно iстиннi й абсолютно хибнi висловлювання називають ще логiчними
константами.

1.2. Дiї над висловлюваннями (логiчнi зв’язки)

Розповiднi речення бувають простi й складнi. Простi речення з’єднуються
у складнi за допомогою рiзних сполучникiв i мовних конструкцiй. Найужи-
ванiшим iз таких конструкцiй у логiцi висловлювань вiдповiдають дiї над ви-
словлюваннями (їх ще називають логiчними операцiями, логiчними зв’язками
або логiчними функторами). За допомогою цих дiй iз простих висловлювань
утворюють складнi8.

Але конструкцiї живої мови неоднозначнi, їх тлумачення залежить вiд
контексту. Досить порiвняти вживання сполучника “або” в реченнях “Студент
Логiченко має видатнi математичнi здiбностi або вiн уже розв’язував подi-
бнi задачi ранiше” i “Студент Логiченко отримає на екзаменi з математичної
логiки “добре” або “вiдмiнно”. Тому, визначаючи логiчну дiю, з усiх можли-
вих варiантiв i вiдтiнкiв уживання певної граматичної конструкцiї вибирають
i фiксують один. З iншого боку, у логiцi висловлювань дозволено будь-якi

7 Однак встановлення значення iстинностi конкретних висловлювань i не входить у компе-
тенцiю логiки висловлювань.

8 Пiд простими висловлюваннями ми розумiтимемо такi висловлювання, внутрiшня стру-
ктура яких нас зовсiм не цiкавить (принаймнi, в межах логiки висловлювань). Нам треба лише
вмiти розпiзнавати i розрiзняти їх. Тому далi простi висловлювання ми позначатимемо малими
буквами латинського алфавiту (зазвичай з його першої половини).
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граматично правильнi способи творення складних речень. Вимагається ли-
ше, щоб за формою вiдповiдної конструкцiї i логiчними значеннями простих
висловлювань-компонент логiчне значення утвореного складного висловлю-
вання встановлювалося однозначно. Причому це значення повинно залежати
саме вiд логiчних значень простих компонент, а не вiд їхнього змiсту9.

Отже, логiчна зв’язка повнiстю визначається своєютаблицею iстинностi
(ця таблиця вказує, яких логiчних значень набуває складне висловлювання для
рiзних наборiв логiчних значень простих висловлювань, що до нього входять).

Розглянемо найуживанiшi логiчнi операцiї. Найпростiшими з них є такi.

Заперечення. Ця операцiя утворена на основi звороту “неправильно, що
...” i позначається символом ¬. Логiчне значення ¬a (читають “не a”) хара-
ктеризується такою таблицею iстинностi:

a 0 1
¬a 1 0 .

Кон’юнкцiя.Цяоперацiя утворена на основi сполучника “i”; позначається
символом∧. Логiчне значення виразу a∧b (читають “a i b”) визначається такою
таблицею iстинностi:

a 0 0 1 1
b 0 1 0 1

a ∧ b 0 0 0 1
.

У живiй мовi кон’юнкцiя може виражатися й iншими сполучниками та
конструкцiями: “а” (“На городi бузина, а в Києвi дядько”), “але”, “хоча” (“Вiн
зайшов у рiчку, хоча й не вмiв плавати”), “незважаючи на те, що”, ..., i навiть
взагалi без сполучника: “На городi бузина, у Києвi дядько”. У живiй мовi
цi сполучники не є тотожними, вони мають рiзнi смисловi вiдтiнки, якi в
реальних життєвих обставинах можуть бути дуже важливими. Однак у логiцi
висловлювань ми цi вiдтiнки не розрiзняємо.

Диз’юнкцiя та альтернатива. Обидвi цi операцiї утворенi на основi спо-
лучника “або”: диз’юнкцiя вiдповiдає з’єднувальному “або” i позначається
символом ∨ (вираз a ∨ b читають “a або b”)10; альтернатива вiдповiдає роз-
дiловому “або” i позначається символом ⊕ (вираз a⊕ b читається “або a, або
b”). Цi операцiї характеризуються такими таблицями iстинностi:

9 У цьому сенсi логiку висловлювань можна вважати теорiєю логiчних зв’язок.
10 Символ ∨ походить вiд першої лiтери латинського слова vel, яке якраз i має значення

з’єднувального або.
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a 0 0 1 1
b 0 1 0 1

a ∨ b 0 1 1 1
,

a 0 0 1 1
b 0 1 0 1

a⊕ b 0 1 1 0
.

Еквiваленцiя. Ця операцiя утворена на основi мовних конструкцiй:
“... тодi й лише тодi, коли ...”, “... є необхiдною i достатньою умовою для ...”,
“... рiвносильне ...” тощо. Еквiваленцiю позначають символом↔ (вираз a↔ b
читають як “a еквiвалентне b”) i задають такою таблицею iстинностi:

a 0 0 1 1
b 0 1 0 1

a↔ b 1 0 0 1
.

Iмплiкацiя. Ця операцiя утворена на основi звороту “якщо ..., то ...” i
позначається символом →. Логiчне значення виразу a → b (читають як “a
iмплiкує b” або “якщо a, то b”) визначається такою таблицею iстинностi:

a 0 0 1 1
b 0 1 0 1

a→ b 1 1 0 1
.

Висловлювання a називають умовою, засновком або антецедентом iмплi-
кацiї, а висловлювання b— її наслiдком або консеквентом.

Проте вiдповiднiсть мiж уживанням у живiй мовi звороту “якщо ... , то ...”
та iмплiкацiєю як дiєю над висловлюваннями дуже неповна. У першу чергу це
пов’язано з тим, що в мовнiй практицi зазвичай не використовують складнi
речення вигляду “якщо a, то b” тодi, коли про речення a напевно вiдомо,
що воно є хибним. Вважають, що такi речення безглуздi. I справдi, чому ми
повиннi вважати речення вигляду “якщо 2×2 = 5, то 3×7 = 9” або “якщо на
Пiвнiчному полюсi ростуть ананаси, то 2× 2 = 2” не тiльки не позбавленими
глузду, а навiть iстинними?

Але така позицiя не може бути прийнятною в математицi. Наприклад, один
iз найпоширенiших методiв доведення — вiд супротивного — ґрунтується
якраз на виводi наслiдкiв iз твердження, в хибностi якого ми впевненi. З
iншого боку, багато важливих теорем теорiї чиселмають вигляд “якщо гiпотеза
Рiмана правильна, то справедливе твердження b”, тобто вигляд iмплiкацiй
a → b, де a — гiпотеза Рiмана. Однак досi не вiдомо, чи справдi ця гiпотеза
є правильною. Зустрiчається в математицi й ситуацiя, коли ту саму аксiому в
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однiй теорiї вважають iстинною, а в iншiй — хибною (досить згадати аксiому
паралельностi в геометрiї або аксiому вибору в теорiї множин).

Ще два аргументи на користь загальноприйнятої таблицi iстинностi
для iмплiкацiї:

a) умовнi обiцянки: “якщо складеш екзамен з логiки, то вийду за тебе
замiж”. Обiцянку можна вважати порушеною (хибною) лише в тому випадку,
коли умова виконана (iстинна), а друга частина — нi;

b) математичнi мiркування типу “якщо n дiлиться на 6, то n дiлиться
на 3”. Оскiльки ми вважаємо таке мiркування iстинним, то маємо вважати
його iстинним i для конкретних n. Якщо взяти, наприклад, n = 9, 10, 12, то
виходить, що для кожного з наборiв значень iстинностi (0, 1), (0, 0) i (1, 1)
висловлювань a = “n дiлиться на 6” i b = “n дiлиться на 3” iмплiкацiя a→ b
повинна бути iстинною.

Отже, якщо ми хочемо, щоб iмплiкацiя t → f була хибною i щоб
математичнi мiркування типу “якщо дане число дiлиться на 6, то воно
дiлиться на 3” вважалися законними, то таблицю iстинностi для iмплiкацiї
слiд визначити однозначно.

У зв’язку iз цим у жодному разi не можна розглядати iмплiкацiю як твер-
дження про те, що засновок є причиною наслiдку (у тому сенсi, як це прийнято
у природничих науках). Дотримуючись нашого означення, iмплiкацiю “якщо
в зайця куций хвiст, то головною посадовою особою у структурi є її керiвник”
слiд визнати iстинною, бо iстинним є висновок iмплiкацiї: “головною посадо-
вою особою у структурi є її керiвник”. Але при розумiннi засновку як причини
(як це розумiють у природничих науках чи — бiльш широко — у повсякден-
нiй практицi) такий висновок жодним чином не випливає iз засновку (хоча
останнiй також iстинний). Адже мiж ними немає жодного причинного зв’язку.
Розумiння iмплiкацiї як причинно-наслiдкового зв’язку мiж засновком i ви-
сновком не може бути реалiзоване засобами логiки висловлювань, тому що
його не можна сформулювати лише в термiнах iстинностi-хибностi.

У звичайнiй мовi зворот “якщо ... , то ...” може вживатися i в iнших значе-
ннях: для позначення послiдовностi подiй у часi або просторi, для позначення
зв’язку мети i засобiв (“якщо хочеш рибки, то лiзь у воду”), для позначення
умовної домовленостi (“якщо складеш екзамен, то отримаєш стипендiю”) то-
що, у кожному з яких вiн має свою специфiку. Однак в iмплiкацiї a → b ми
абстрагуємося вiд природи зв’язку мiж a та b, i надаємо iмплiкацiї тiльки того
змiсту, який виражається таблицею iстинностi.

Кожну логiчну зв’язку ми характеризували певною таблицею iстинностi.
Але кожну таку таблицю можна розглядати як табличне задання деякої фун-
кцiї, визначеної на множинi логiчних значень B = {0, 1} (як у випадку запе-
речення) або на декартовому квадратi {0, 1}×{0, 1} цiєї множини (як в iнших
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випадках) i яка набуває значень iз цiєї ж множини. Такий пiдхiд природно
узагальнюється на довiльну кiлькiсть аргументiв i дозволяє ототожнювати ло-
гiчнi операцiї з функцiями вигляду {0, 1}n → {0, 1}. Зокрема, вiн дозволяє
вводити новi операцiї, вже не спираючись безпосередньо на мовну практику.
Приклади таких операцiй наведемо згодом.

Число n називають арнiстю операцiї. При n = 1 операцiю називають
унарною, при n = 2 — бiнарною, при n = 3 — тернарною.

Для тих логiчних зв’язок, що ми розглянули, в лiтературi зустрiчаються й
iншi позначення. Наведемо найпоширенiшi з них:

для заперечення — N, −, ∼, C;
для диз’юнкцiї — D, +;
для кон’юнкцiї — C, &, ·;
для iмплiкацiї — ⊃,⇒;
для еквiваленцiї — ∼, ≡,⇔.
Символи⇒,⇔ i≡ ми також використовуватимемо, але не для позначення

операцiй, а з iншою метою.
Пiдсумовуючи, наведемо таблицю всiх тих бiнарних зв’язок, в яких ре-

зультат залежить вiд обох аргументiв. Для тих зв’язок, якi ще не зустрiчалися,
наводимо також їхнi найпоширенiшi назви i позначення:

a b a∧b a 6→b a 6←b a↓b a↔b a⊕b a∨b a←b a→b a | b
0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1
1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0

a ← b — зворотна (або обернена) iмплiкацiя; a 6← b — зворотна (або
обернена) антиiмплiкацiя; a | b (або a ↑ b) — антикон’юнкцiя (або штрих
Шефера, або несумiснiсть); a 6→ b — антиiмплiкацiя; a ↓ b — анти-
диз’юнкцiя (або стрiлка Пiрса, або стрiлка Лукасевича).

1.3. Формули

1.3.1. Поняття формули

Задопомогоюлогiчних операцiй далi можемобудувати як завгодно складнi
висловлювання. Записувати їх будемо у виглядiформул логiки висловлювань.
Iнтуїтивно зрозумiло, що таке формули, але щоб їх можна було вивчати, ко-
рисно мати строге означення. Для цього перш за все фiксуємо алфавiт11,

11 Алфавiтом називається довiльна множина попарно рiзних символiв. Елементи алфавiту
часто називають буквами.
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за допомогою якого записуватимемо формули. Алфавiт логiки висловлювань
складається iз символiв трьох типiв:

a) малi лiтери латинського алфавiту (можливо, з iндексами), якi ми нази-
ватимемо пропозицiйними змiнними (або просто змiнними), i символи 0, 1 —
для позначення простих висловлювань;

b) символи ¬, ∨, ∧, ⊕,→,↔ логiчних операцiй;
c) допомiжнi символи — лiва дужка “(” i права дужка “)” — для фiксацiї

порядку виконання дiй.

Формулами логiки висловлювань будуть певнi слова (тобто послiдовностi
символiв) у цьому алфавiтi. Точнiше:

a) кожен символ для позначення простих висловлювань є формулою;
b) якщо A i B — формули, то слова (¬A), (A ∨ B), (A ∧ B), (A ⊕ B),

(A→ B), (A↔ B) також будуть формулами;
c) слово буде формулою тодi й лише тодi, коли його можна одержати з

простих висловлювань, застосовуючи скiнченну кiлькiсть разiв правила
з пункту b).

Отже, строге означення формули має рекурсивний характер: спочатку вка-
зують деякi вихiднi формули (пункт а), а потiм формулюють правила, якi
дозволяють з уже побудованих формул будувати новi (пункт b).

Рекурсивнi означення досить поширенi в математицi. Зокрема, вони не-
одноразово зустрiчатимуться i в нас. Такi означення конструктивнi (напр.,
неважко побудувати алгоритм, який для кожної послiдовностi символiв розпi-
знає, чи є вона формулою логiки висловлювань, а потiм запрограмувати його i
передовiрити перевiрку властивостi “бутиформулою” комп’ютеру). Крiм того,
вони добре пристосованi для доведень за iндукцiєю (напр., щоб довести, що
всi формули мають певну властивiсть, досить перевiрити цю властивiсть для
найпростiших формул, а потiм показати, що кожне правило побудови нових
формул цю властивiсть зберiгає).

Логiчну зв’язку, яка для побудовиформули використовувалася останньою,
називають головною зв’язкоюформули.Кiлькiсть зв’язок уформулi називають
її довжиною. Якщо формула A має вигляд A = A1A2A3, де слово A2 також є
формулою, то A2 називають пiдформулою формули A.

Нагромадження дужок у великих формулах часто робить їх важкими для
сприйняття. Уникнути цього нагромадження можна за рахунок домовленостi
про порядок виконання дiй (подiбно тому, як це роблять в арифметицi). Для
цього кожнiй зв’язцi приписують певний ранг:

¬, ∧, ∨, ⊕, →, ↔
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(зв’язки виписано в порядку убування їхнiх рангiв), i операцiї бiльшого рангу
виконують першими. Операцiї однакового рангу виконують злiва направо.
Дужки використовують головно для того, щоб змiнити обумовлений цими
домовленностями порядок виконання дiй. Зовнiшнi дужки зазвичай також
вилучають12.

Тому надалi вживатимемо, взагалi кажучи, не формули, а вирази, якi вiдрi-
знятимуться вiд формул деякими вольностями (напр., у них може бути пропу-
щена частина дужок). За потреби строго дотримуватися означення ми гово-
ритимемо про правильно побудованi формули (скорочено: ппф).

Якщо F1 i F2 — двi пiдформули формули F , то або вони не перетина-
ються, або одна з них мiститься в iншiй. Звiдси випливає, що пiдформули
вiдносно включення утворюють дерево (дерево пiдформул) i це дерево ви-
значене однозначно. Дерево пiдформул формули F є кореневим iз коренем
F , а висячi вершини вiдповiдають найкоротшим пiдформулам, тобто простим
висловлюванням, що зустрiчаються в F .

Для прикладу розглянемо дерево пiдформул для формули

F = ((x ∧ y)→ ¬z) ∨ (x ∧ (¬y → z))

(зовнiшнi дужки у пiдформулах вилучаємо):

F

��
��

��

PP
PP

PP

(x ∧ y)→ ¬z x ∧ (¬y → z)

�
�

@
@

�
�

@
@

x ∧ y ¬z x ¬y → z

�
�

@
@

�
�

@
@

x y z ¬y z

y

Зауваження. 1.Сама по собi формула логiки висловлювань не є iстинною
чи хибною: це лише побудований за певними правилами рядок символiв. Ми
одержимо хибне чи iстинне висловлювання лише пiсля того, як пiдставимо

12 Не слiд зловживати цими домовленостями. Формули, якi мiстять замало дужок, також
важкi для сприйняття.

15



у формулу замiсть змiнних конкретнi висловлювання i виконаємо над ними
вiдповiднi операцiї.

2.ЗаписF = F (x1, . . . , xn) (або простоF (x1, . . . , xn)) означає,щоF роз-
глядається якформула вiд змiннихx1, . . . , xn. Однак у цьому разi деякi змiннi
можуть бути фiктивними, тобто явно у формулi не зустрiчатися. До того
жуформулiF трапляються й iншi змiннi, окрiмx1, . . . , xn. Тому, наприклад,
запис x1 ∨ x2 = F (x2, x3) є коректним. Коли пишемо F = F (x1, . . . , xn), то
це означає, що в даний момент нас цiкавить залежнiсть формули F саме
вiд змiнних x1, . . . , xn.

1.3.2. Таблицi iстинностi

Таблицю iстинностi можна будувати не тiльки для зв’язок, а й для довiль-
них формул логiки висловлювань. Розглянемо, наприклад, побудову таблицi
iстинностi для формули F = ((x ∧ y) → ¬z) ∨ (x ∧ (¬y → z)). У верхньому
рядку таблицi виписуємо всi пiдформули даної формули у порядку зростання
їхньої складностi. Зокрема, спочатку виписуються усi простi висловлювання
(змiннi), а останньою — сама формула. Для змiнних розглядаємо всi можливi
варiанти значень. Стовпцi зручно заповнювати послiдовно злiва направо, вико-
ристовуючи для побудови стовпця з даною пiдформулою таблицю iстинностi
головної зв’язки цiєї пiдформули.

x y z x ∧ y ¬z ¬y ¬y → z (x ∧ y)→ ¬z x ∧ (¬y → z) F

0 0 0 0 1 1 0 1 0 1
0 0 1 0 0 1 1 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 1 0 1
0 1 1 0 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 1 0 1 1

Часто таблицю iстинностi записують значно компактнiше: виписують тiль-
ки саму формулу i для кожної iз змiнних, що входять у формулу, видiляють
одне з її входжень (напр., перше). Логiчнi значення змiнних виписують пiд
їхнiми видiленими входженнями, а логiчнi значення пiдформул — пiд їхнiми
головними зв’язками (оскiльки головна зв’язка пiдформули визначена одно-
значно i рiзнi пiдформулимають рiзнi головнi зв’язки, тожодних непорозумiнь
такий запис не викликає). Таблицi iстинностi у такiй компактнiй формi введе-
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но Постом 1921 р. i названотаблицями Поста. Для даної формули F таблиця
Поста має вигляд

((x ∧ y)→ ¬ z) ∨ (x ∧ (¬y→ z))

0 0 0 1 1 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1 1 0 1 1
0 0 1 1 1 0 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0 0 1 1 1 0 1

Iнколи за побудови таблицi iстинностi формули F доводиться враховува-
ти не тiльки всi тi змiннi, якi у нiй зустрiчаються явно, але й деякi iншi (у
цьому випадку говорять, що додатковi змiннi зустрiчаються у формулi F не-
явно). Така необхiднiсть, наприклад, виникне у нас пiзнiше пiд час доведення
рiвносильностi формул.

Зауваження.На таблицi iстинностi логiчних операцiй можна дивитися
двояко. Можна вважати зв’язки ∧,∨,¬,→,↔,⊕ скороченими позначення-
ми вiдомих конструкцiй i будувати таблицi, уже маючи перед собою цю
iнтерпретацiю зв’язок (вище ми так i робили). А з другого боку, можна
вважати таблицi iстинностi означеннями операцiй ∧, . . . ,↔,⊕ (не спира-
ючись на яку-небудь iнтерпретацiю цих символiв). Цей другий пiдхiд дуже
важливий надалi.

1.3.3. Труднощi перекладу

Як для перекладу з однiєї живої мови на iншу, так i для перекладу iз
звичної розмовної мови на мову формул логiки висловлювань i навпаки не-
має формальних процедур. Такий переклад є неоднозначним, вимагає аналiзу
висловлювань не тiльки за формою, а й за змiстом, i є творчим процесом. По-
яснюється це тим, що в живих мовах немає взаємно однозначної вiдповiдностi
мiж змiстом i формою його вираження: та сама думка може бути висловлена
рiзними способами (синонiмiя), а залежно вiд контексту те саме речення може
виражати рiзнi думки (омонiмiя).

Наприклад, залежно вiд контексту сполучник “або” може означати як
диз’юнкцiю ∨, так i альтернативу ⊕. Зворот “якщо .., то ...” може означа-
ти як iмплiкацiю →, так i еквiваленцiю ↔ (зокрема, в означеннях: “якщо
послiдовнiсть має границю, то вона — збiжна”) або кон’юнкцiю ∧ (“якщо в
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планiметрiї вивчають плоскi фiгури, то в стереометрiї — просторовi тiла”).
Навпаки, iмплiкацiя→ в українськiй мовi може виражатися зворотами “якщо
... , то ...”, “оскiльки ... , то ...”, “... , бо ...”, “коли ... , тодi ...”, “з ... випливає ...”,
“... тягне за собою ...”, “... лише тодi, коли ...”, “як (тiльки) ... , зараз ...” i т. д.
Кон’юнкцiя ∧ може виражатися зворотами “i”, “а”, “але”, “якщо, то”, “хоч”,
“незважаючи на”, ... ; еквiваленцiя↔ може передаватися зворотами “... тодi й
лише (тiльки) тодi, коли ...”, “для ... необхiдно й достатньо, щоб ...”, “якщо ...
, то ...”, “... рiвносильне (еквiвалентне) ...”, “... якщо i тiльки якщо ...” i т. д.

Схожi приклади можна навести для iнших зв’язок.

Для прикладу, як здiйснюється переклад на мову формул логiки вислов-
лювань, розглянемо таке речення з Остапа Вишнi: “Собак вони своїми iклами
одним ударом сiчуть на бефстроганов, а охотник, як побачить сiкача, зараз
бере на мушку або дуба, або грушу i сидить там тихий, як горличка”.

Спочатку видiлимо всi простi висловлювання, якi входять до складу да-
ного складного висловлювання. У цьому випадку вважатимемо простими такi
висловлювання: “Собак вони (тобто сiкачi) своїми iклами одним ударом сi-
чуть на бефстроганов”, “Охотник побачить сiкача”, “[Охотник] бере на мушку
дуба”, “[Охотник] бере на мушку грушу”, “[Охотник] сидить тихий, як горли-
чка”. Позначимо їх буквами a, b, c, d, e.

Далi потрiбно виявити логiчнi зв’язки, за допомогою яких будується дане
складне висловлювання. Сполучник “а” вживають тут у значеннi кон’юнкцiї.
Зворот “як ..., зараз ...” можна, очевидно, iнтерпретувати як iмплiкацiю. Спо-
лучник “або” тут вживають у роздiловому значеннi, тому йому вiдповiдає
альтернатива. Нарештi, сполучник “i” в кiнцi речення вживають у значеннi
кон’юнкцiї.

Насамкiнець треба проаналiзувати порядок, за яким дане складне вислов-
лювання будується з простих.

Лише пiсля такого, досить суб’єктивного, аналiзу тексту ми можемо на-
писати вiдповiдну формулу:

a ∧ (b→ ((c⊕ d) ∧ e)) .

1.3.4. Класифiкацiя формул

Упорядкованi набори (ε1, . . . , εn) логiчних значень називатимемо бу-
левими13 векторами, компоненти ε1, . . . , εn — координатами булевого
вектора, а число n — його довжиною або розмiрнiстю. Два булевi

13 На честь англiйського логiка Дж. Буля (1815–1864).
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вектори ε = (ε1, . . . , εn) i δ = (δ1, . . . , δn) вважають рiвними тодi й лише
тодi, коли рiвнi їхнi вiдповiднi координати: ε1 = δ1, . . . , εn = δn.

Нехай F (a1, . . . , an) — формула логiки висловлювань, яка не мiстить iн-
ших простих висловлювань, крiм a1, . . . , an. Множину O(F ) усiх тих наборiв
(ε1, . . . , εn) логiчних значень, для яких F (ε1, . . . , εn) = 1, називають обла-
стю iстинностi формули F . Її доповнення до множини всiх булевих векторiв
довжини n називають областю хибностi формули F (тобто це множина всiх
таких наборiв (ε1, . . . , εn), що F (ε1, . . . , εn) = 0).

Формулу логiки висловлювань називають виконливою, якщо її область
iстинностi не є порожньою. Виконливу формулу називають тавтологiєю (або
тотожно iстинною), якщо її область iстинностi мiстить усi булевi вектори
вiдповiдної довжини (або, що те саме, область хибностi є порожньою). Фор-
мули з непорожньою областю хибностi називають спростовуваними. Спро-
стовувану формулу називають суперечнiстю (або тотожно хибною), якщо її
область iстинностi — порожня множина. Формули, для яких i область iстин-
ностi, i область хибностi — непорожнi, називають нейтральними.

Однiєю iз центральних задач у логiцi висловлювань (до неї зводиться бага-
то iнших) є задача встановлення типу формули (тавтологiя, тотожно хибна чи
нейтральна). Легко зрозумiти, що досить умiти перевiряти формули лише на
тавтологiчнiсть. Справдi, формула F є тотожно хибною, якщо її заперечення
¬F є тавтологiєю, i нейтральною, якщо нi F , нi ¬F не є тавтологiями. Най-
простiшим, хоч i громiздким, методом перевiрки формули на тавтологiчнiсть
є побудова її таблицi iстинностi.

Ми вкажемо ще два методи перевiрки формули на тавтологiчнiсть, якi
iнколи бувають зручнiшими.

A. Мiркування вiд супротивного. Цей метод полягає в пошуку такого
набору значень простих висловлювань, за яких формула стає хибною. Вiн
особливо ефективний, коли аналiзована формула включає багато iмплiкацiй.

Для прикладу розглянемо формулу

F = ((p ∧ q)→ r)→ (p→ (q → r)).

Ця формула буде хибною лише в тому випадку, коли (p ∧ q) → r є iстинною,
а p→ (q → r) — хибною. Друга формула буде хибною лише тодi, коли p = 1,
а формула q → r є хибною (що можливо лише тодi, коли q = 1 i r = 0). Отже,
формула F може бути хибною лише у випадку p = 1, q = 1, r = 0.

Безпосередньо перевiряємо, що на наборi p = 1, q = 1, r = 0 формула F
набуває значення 1. Тому F є тавтологiєю.
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Зауважимо, що хоча нам i довелося використати певнi додатковi мiрку-
вання, зате замiсть 8 можливих наборiв значень для p, q i r ми обчислювали
значення формули F лише на одному наборi.

B. Арифметизацiя формул. Iнколи зручно вважати, що змiннi з формул
логiки висловлювань набувають не логiчних, а числових значень 0 i 1 (дiйсних
чи з поля Z2). Тодi логiчним операцiям вiдповiдатимуть певнi арифметичнi
операцiї:

над R над Z2

¬p 1− p 1 + p
p ∨ q p+ q − pq p+ q + pq
p ∧ q pq pq
p→ q 1− p+ pq 1 + p+ pq
p↔ q 1− p− q + 2pq 1 + p+ q
p⊕ q p+ q − 2pq p+ q

Алгоритм перевiрки формули на тавтологiчнiсть виглядає таким чином:
спочатку замiнюємо всi логiчнi операцiї вiдповiдними арифметичними, а по-
тiм, користуючись арифметичними тотожностями, спрощуємо отриманий ви-
раз. Зауважимо, що нашi змiннi набувають лише значень 0 i 1, а тому для них
виконується ще й тотожнiсть x2 = x. Крiм того, над полем Z2 маємо ще й
тотожнiсть x+ x = 0. Цi тотожностi значно полегшують обчислення.

Якщо пiсля всiх спрощень отримаємо 1, формула є тавтологiєю. У проти-
лежному разi формула є спростовуваною.

Розглянемо два приклади.
1. Для перевiрки на тавтологiчнiсть формули

(q → r)→ ((p ∨ q)→ (p ∨ r))

застосуємо арифметизацiю над полем Z2:

F = 1+(1+q+qr)+(1+q+qr)
(
1+(p+q+pq)+(p+q+pq)(p+r+pr)

)
=

= q+qr+(1+q+qr)(1+p+q+pq+

+p2+pr+p2r+qp+qr+qpr+p2q+pqr+p2qr) =

= q+qr+(1+q+qr)(1+q+qr+pq+pqr) =

= q+qr+(1+q+qr+pq+pqr+q+q2+q2r+

+pq2+pq2r+qr+q2r+q2r2+pq2r+pq2r2) =

= q + qr + (1 + q + qr) = 1.

Отже, формула є тавтологiєю.
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2. Для перевiрки на тавтологiчнiсть формули

(q → (p ∧ r)) ∧ ¬((p ∨ r)→ q)

застосуємо арифметизацiю над полем R:

F = (1− q + qpr)
(
1− (1− (p+ r − pr) + (p+ r − pr)q)

)
=

= (1− q + qpr)(p+ r − pr − pq − rq + pqr) =

= p+ r − pr − pq − rq + pqr − pq − rq + prq + pq2 + rq2 + pq2r =

= p+ r − pr − pq − rq + pqr.

Останнiй вираз не дорiвнює 1, тому формула не є тавтологiєю. З отриманого
виразу, видно, зокрема, що F = 0 при p = q = r = 0 i при p = q = r = 1.

Зауваження. Пiзнiше розглянемо ще один метод перевiрки формул на
тавтологiчнiсть — за допомогою рiвносильних перетворень.

Оскiльки є суто алгоритмiчна процедура перевiркиформули на тавтологiч-
нiсть за допомогою таблиць iстинностi, то надалi доведення того, що дана
формула логiки висловлювань є тавтологiєю, зазвичай вилучаємо.

1.4. Алгебра формул

1.4.1. Iнтерпретацiї

МножинаF всiх формул логiки висловлювань, записаних iз використанням
логiчних зв’язок ¬, ∨, ∧,→,↔,⊕, природно перетворюється на унiверсальну
алгебру сигнатури (0, 1,¬,∨,∧,→,↔,⊕) (напр., результатом застосування
бiнарної операцiї ∗ до формул A i B є формула (A ∗B)).

Як алгебра F породжується множиною A = {a, a1, a2, . . . , b, b1, . . .} сим-
волiв змiнних. Застосовуючи до елементiв цiєї множини операцiї даної сигна-
тури, ми зможемо одержати довiльну формулу алгебри висловлювань. Навiть
бiльше, з означення формули випливає, що таким шляхом кожну формулу
можна одержати лише одним способом14.

Унiверсальна алгебра такої ж сигнатури визначається i на множинi
B = {0, 1} логiчних значень (результат застосування операцiї до вiдповiдних

14 Якщо унiверсальна алгебра має систему твiрних iз такою властивiстю, то її називають
вiльною.
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логiчних значень визначається таблицею iстинностi цiєї операцiї). Алгебру
〈{0, 1}; 0, 1,¬,∨,∧,→,↔,⊕〉 позначатимемо B.

Оскiльки алгебри F iB мають однаковий набiр операцiй, то можна розгля-
дати гомоморфiзми ϕ : F → B. Такi гомоморфiзми називатимемо iнтерпре-
тацiями алгебри формул логiки висловлювань. Зокрема, образϕ(F )формули
F при деякому гомоморфiзмi ϕ називатимемо iнтерпретацiєю формули F .

Зрозумiло, що гомоморфiзм алгебри повнiстю задається своїми значення-
ми на множинi твiрних. У нашому випадку гомоморфiзмϕ : F→ B повнiстю
задається своїми значеннями на множинi A символiв змiнних. А оскiльки
кожну формулу отримують iз цих символiв тiльки одним способом, то обра-
зи змiнних можна задавати довiльно. Iншими словами, кожне вiдображення
ϕ̃ : A → B однозначно продовжується до гомоморфiзму ϕ : F→ B.

Саме вiдображення ϕ̃ : A → B часто називають оцiнкою. Оцiнку ϕ̃

можна розглядати як присвоєння символам простих висловлювань певних
значень iстинностi. За цiєї оцiнки кожна формула F отримує значення
iстинностi ϕ(F ).

Iнтерпретацiю ϕ : F→ B (i її обмеження ϕ̃ на множину A символiв змiн-
них) називатимемо моделлю формули F , якщо ϕ(F ) = 1. Зокрема, формула
F буде виконливою, якщо вона має модель, i буде тавтологiєю, якщо кожна
iнтерпретацiя буде її моделлю F .

Будемо говорити,щоформулиA iB рiвносильнi (i позначатиA ≡ B), якщо
за кожної iнтерпретацiї образи цих формул збiгаються (тобто ϕ(A) = ϕ(B)
для кожного гомоморфiзму ϕ : F → B). Iншими словами, якщо на кожному
наборi логiчних значень змiнних, що зустрiчаються хоча б в однiй iз формул
A iB, цi формули набувають однакових логiчних значень. У термiнах моделей
це означає, що вони мають тi самi моделi.

Два висловлювання називають рiвносильними, якщо їх можна одержати з
рiвносильних формул A i B за допомогою замiни всiх змiнних, що входять до
цих формул, конкретними висловлюваннями.

Вправа 1.1. Доведiть, що формулиA iB будуть рiвносильними тодi й лише
тодi, коли формула A↔ B буде тавтологiєю.

Вправа 1.2. Доведiть такi рiвносильностi:
a) для штриха Шефера: a | b ≡ ¬(a ∧ b) ;
b) для стрiлки Пiрса (стрiлки Лукасевича) : a ↓ b ≡ ¬(a ∨ b).
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1.4.2. Алгебра Лiнденбаума*

Нагадаємо, що конгруенцiєю на алгебрi A називається вiдношення еквi-
валентностi ∼ на цiй алгебрi, узгоджене з усiма операцiями в A. Тобто для
кожної унарної операцiї ̂ iз a ∼ a1 має випливати â ∼ â1, а для кожної
бiнарної операцiї ∗ iз a ∼ a1 i b ∼ b1 має випливати a ∗ b ∼ a1 ∗ b1 i т. д.

Для конгруенцiї∼ через a позначимо той клас еквiвалентностi, що мiстить
a. НамножинiA/∼ усiх класiв еквiвалентностi конгруенцiї∼можна визначити
всi операцiї, якi є в алгебрi A:

â := â, a ∗ b := a ∗ b, . . .

Коректнiсть визначення цих операцiї, тобто незалежнiсть результату â, a ∗ b
тощо вiд вибору конкретних представникiв a, b, . . . вiдповiдних класiв еквiва-
лентностi, випливає з узгодженостi вiдношення ∼ з операцiями в алгебрi A.
Отриману таким чином алгебру A/∼ називають факторалгеброю алгебри A
за конгруенцiєю ∼.

Теорема 1.1. Вiдношення рiвносильностi ≡ є конгруенцiєю на алгебрi F всiх
формул логiки висловлювань.

Доведення. З означення вiдношення ≡ одразу випливає, що воно є вiдноше-
нням еквiвалентностi. Тому треба перевiрити лише узгодженiсть вiдношення
≡ з операцiями.

Очевидно, що з A ≡ B випливає ¬A ≡ ¬B. Нехай тепер A1 ≡ A2,
B1 ≡ B2, ϕ : F → B — довiльна iнтерпретацiя, а ∗ — якась iз бiнарних
операцiй. Враховуючи, що ϕ(A1) = ϕ(A2) i ϕ(B1) = ϕ(B2), то

ϕ(A1 ∗B1) = ϕ(A1) ∗ϕ(B1) = ϕ(A2) ∗ϕ(B2) = ϕ(A2 ∗B2).

Оскiльки iнтерпретацiя ϕ— довiльна, то A1 ∗A1 ≡ A2 ∗B2.

Томуможна розглянутифакторалгебруL = F/≡ алгебриF за вiдношенням
рiвносильностi. Її елементами є класи рiвносильних формул. Дiї у факторал-
гебрi L визначають стандартно: якщо A — клас рiвносильностi, що мiстить
формулу A, то

¬A := ¬A i A ∗B := A ∗B для довiльної бiнарної дiї ∗ .

Факторалгебру L називають алгеброю Лiнденбаума (iншi назви: алгебра
висловлювань, алгебра класiв рiвносильних формул).
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Оскiльки

A→ B ≡ ¬A ∨B ;

A↔ B ≡ (A→ B) ∧ (B → A) ;

A⊕B ≡ ¬(A↔ B) ,

то в алгебрi Лiнденбаума операцiї→,↔, ⊕ можна розглядати як похiднi вiд
операцiй ∨, ∧ та ¬. Аналогiчне зауваження стосується й алгебриB. Тому далi
ми розглядатимемо L iB як алгебри сигнатури (0, 1,¬,∨,∧).

Булевою алгеброю назвемо довiльну унiверсальну алгебру сигнатури
(0, 1,¬,∨,∧), в якiй виконуються всi тi закони (= тотожностi),що виконуються
в алгебрi B = 〈{0, 1}; 0, 1,¬,∨,∧〉. Таке задання класу унiверсальних алгебр
є трохи незвичним, зазвичай це роблять за допомогою явно вказаного списку
аксiом15. Далi ми доведемо, що це можна зробити i для булевих алгебр; i навiть
укажемо одну з можливих аксiоматик. Але при цьому ми вже розумiтимемо,
звiдки взявся саме такий набiр аксiом i чому алгебри, якi задовольняють цi
аксiоми, є важливими.

Теорема 1.2. Алгебра Лiнденбаума L є булевою.

Доведення. Нехай

F1(x1, . . . , xn) = F2(x1, . . . , xn) (1.1)

— закон алгебриB,A1, . . . , An —довiльнi елементи алгебриL,A1, . . . , An —
представники вiдповiдних класiв рiвносильнихформул. Розглянемо довiльний
гомоморфiзм ϕ : F→ B. З означення гомоморфiзму та (1.1) випливає, що

ϕ(F1(A1, . . . , An)) = F1(ϕ(A1), . . . ,ϕ(An)) =

= F2(ϕ(A1), . . . ,ϕ(An)) = ϕ(F2(A1, . . . , An)).

Отже,
F1(A1, . . . , An) ≡ F2(A1, . . . , An) ,

тобто
F1(A1, . . . , An) = F2(A1, . . . , An) .

Але, за означенням дiй у факторалгебрi,

F1(A1, . . . , An) = F1(A1, . . . , An), F2(A1, . . . , An) = F2(A1, . . . , An) .

15 Наприклад, задають групи, кiльця, векторнi простори i багато iнших класiв алгебр.
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Тому
F1(A1, . . . , An) = F2(A1, . . . , An) .

Оскiльки A1, . . . , An — довiльнi, то закон (1.1) виконується i в алгебрi L.

Нехай M — деяка множина. Множину B(M) усiх її пiдмножин можна
розглядати як алгебру сигнатури (∅,M, −,∪,∩). Очевидно,що алгебраB(M)
однотипна алгебрi B = 〈{0, 1}; 0, 1,¬,∨,∧〉.

Теорема 1.3. Алгебра B(M) усiх пiдмножин даної множиниM є булевою.

Доведення. Для кожного a ∈ M розглянемо вiдображення ϕa : B(M)→B,
визначене правилом:

ϕa(N) = 1 тодi й лише тодi, коли a ∈ N .

Легко перевiрити, що вiдображення ϕa є гомоморфiзмом алгебр. Зрозумiло
також, що для довiльних пiдмножин N1, N2 ⊆ M рiвнiсть N1 = N2 виконує-
ться тодi й лише тодi, коли ϕa(N1) = ϕa(N2) для всiх a.

Нехай F1(x1, . . . , xn) = F2(x1, . . . , xn) — закон алгебри B, а N1, . . . , Nn

— довiльнi пiдмножини зM . Тодi для довiльного a ∈M

ϕa(F1(N1, . . . , Nn)) = F1(ϕa(N1), . . . ,ϕa(Nn)) =

= F2(ϕa(N1), . . . ,ϕa(Nn)) = ϕa(F2(N1, . . . , Nn)).

Отже, F1(N1, . . . , Nn) = F2(N1, . . . , Nn).

Пiдалгебри алгебрB(M) називають алгебрами множин.

Теорема 1.4. Алгебра Лiнденбаума L iзоморфна деякiй алгебрi множин.

Доведення. Нехай M — множина всiх iнтерпретацiй алгебри формул F. Ко-
жному класу A рiвносильних формул поставимо у вiдповiднiсть множинуNA

тих iнтерпретацiй, якi на формулах iз цього класу набувають значення 1:
NA = {ϕ ∈M | ϕ(A) = 1}. Розглянемо вiдображення

ψ : L→ B(M) , A 7→ NA .

Покажемо, що ψ є iн’єктивним гомоморфiзмом.
Iн’єктивнiсть ψ. Якщо A 6= B, то A 6≡ B й iснує iнтерпретацiя ϕ, за якої

ϕ(A) 6= ϕ(B). Скажiмо, ϕ(A) = 1, ϕ(B) = 0. Але тодi ϕ ∈ NA i ϕ 6∈ NB .
Отже, ψ(A) 6= ψ(B).
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Гомоморфнiсть ψ. Очевидно, що ψ(0) = ∅, ψ(1) = M . Далi маємо

ϕ ∈ ψ(A ∨B) ⇔ ϕ(A ∨B) = 1 ⇔ ϕ(A) = 1 або ϕ(B) = 1 ⇔
⇔ ϕ ∈ NA або ϕ ∈ NB ⇔ ϕ ∈ NA ∪NB ⇔ ϕ ∈ ψ(A) ∪ψ(B) .

Отже,ψ(A∨B) = ψ(A)∪ψ(B). Узгодженiстьψ з iншими дiями перевiряють
аналогiчно.

Враховуючи, що ψ є гомоморфiзмом, то його образ ψ(L) буде пiдалге-
брою в B(M), тобто алгеброю множин. А з iн’єктивностi ψ випливає, що
вiдображення ψ : L→ ψ(L) є iзоморфiзмом.

Зауваження. Теорему 1.4 легко узагальнити: кожна булева алгебра iзо-
морфна деякiй алгебрi множин.

1.4.3. Властивостi рiвносильних формул

В алгебрi висловлювань використання рiвносильностей вiдiграє приблизно
таку ж роль, як у шкiльнiй алгебрi використання тотожностей. Тому зупини-
мося на властивостях рiвносильних формул детальнiше.

Теорема 1.5 (про рiвносильну замiну). Нехай AB — формула A з видiленим
входженням пiдформули B, а AB′ — формула, яку одержують з A замiною
видiленого входженняB вA наформулуB′. Тодi якщоB ≡ B′, тоAB ≡ AB′ .

Доведення. Вилучимо в таблицях iстинностi (див. пункт 1.3.2) дляформулAB

та AB′ тi стовпцi, якi вiдповiдають власним пiдформулам видiленої формули
B (вiдповiдно формулиB′). Далi поставимо у вiдповiднiсть кожному стовпцю
таблицi для AB , який вiдповiдає пiдформулi C, що мiстить B, той стовпець
таблицi для AB′ , який одержується iз C замiною B на B′. З рiвносильностi
формул B i B′ випливає, що отриманi таблицi будуть однаковими. Зокрема,
однаковими будуть i тi стовпцi цих таблиць, що вiдповiдають формулам AB i
AB′ . Тому AB ≡ AB′ .

Нехай A i B— деякi формули. Оператор пiдстановки
∏B

A — це правило
перетворення формул логiки висловлювань, за яким у довiльнiй формулi F усi
пiдформули A одночасно замiнюють на пiдформулиB. Оператор пiдстановки
найчастiше вживають тодi, колиA = x—символ змiнної. Крiм того, у випадку
формули F = F (x1, . . . , xn) замiсть

B1∏
x1

· · ·
Bn∏
xn

F

зазвичай пишуть просто F (B1, . . . , Bn).
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Iз теореми 1.5 про рiвносильну замiну одразу випливає наслiдок.

Наслiдок 1.1. Якщо A≡B, то для довiльної формули F буде
∏B

A F ≡F .

Наступна теорема є очевидною.

Теорема 1.6 (про пiдстановку). Якщо F = F (x1, . . . , xn) — тавтологiя, то
для довiльних формул B1, . . . , Bn формула F = F (B1, . . . , Bn) також буде
тавтологiєю.

Якщо B ≡ B′, то перехiд вiд формули AB до AB′ часто називають рiвно-
сильним перетворенням формулиA. Рiвносильнi перетворення часто викори-
стовують для зведення формулиA до зручнiшого або простiшого вигляду або
для доведення рiвносильностi двох формул.

Наведемо список основних рiвносильностей, якi використовують у рiвно-
сильних перетвореннях формул логiки висловлювань:

1. Закон подвiйного заперечення: ¬¬A ≡ A.
2.Комутативнi закони: A∨B ≡ B∨A, A∧B ≡ B∧A, A↔ B ≡ B ↔ A,

A⊕B ≡ B ⊕A.
3. Асоцiативнi закони: (A ∨B) ∨ C ≡ A ∨ (B ∨ C),

(A ∧B) ∧ C ≡ A ∧ (B ∧ C), (A↔ B)↔ C ≡ A↔ (B ↔ C),
(A⊕B)⊕ C ≡ A⊕ (B ⊕ C).

4. Дистрибутивнi закони: A ∧ (B ∨ C) ≡ (A ∧B) ∨ (A ∧ C),
A ∨ (B ∧ C) ≡ (A ∨B) ∧ (A ∨ C).

5. Закони iдемпотентностi: A ∨A ≡ A, A ∧A ≡ A.
6. Закони де Моргана: ¬(A ∨B) ≡ ¬A ∧ ¬B, ¬(A ∧B) ≡ ¬A ∨ ¬B.
7. Закони поглинання (адсорбцiї): A ∨ (A ∧B) ≡ A, A ∧ (A ∨B) ≡ A.
8. Закони поглинання константами: A ∨ 1 ≡ 1, A ∧ 1 ≡ A, A ∨ 0 ≡ A,
A ∧ 0 ≡ 0.

9. Закон виключення третьої можливостi (tertium non datur):
A ∨ ¬A ≡ 1.

10. Закон суперечностi: A ∧ ¬A ≡ 0.

До найважливiших рiвносильностей логiки висловлювань належать i так
званi закони виключення логiчних зв’язок:

11. A⊕B ≡ ¬(A↔ B);
12. A↔ B ≡ (A→ B) ∧ (B → A);
13. A→ B ≡ ¬A ∨B;
14. A ∨B ≡ ¬(¬A ∧ ¬B);
15. A ∧B ≡ ¬(¬A ∨ ¬B).
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1.5. Логiчний наслiдок

Нехай ∆ = {A1, . . . , An} — набiр формул, B — формула, x1, . . . , xk —
список усiх змiнних, якi зустрiчаються принаймнi в однiй iз цих формул. Ка-
жуть, що формула B є логiчним наслiдком iз формул A1, . . . , An, якщо для
кожного набору логiчних значень змiнних x1, . . . , xk, за яких усi формули
A1, . . . , An є iстинними, формула B також буде iстинною (тобто, якщо пе-
ретин областей iстинностi формул A1, . . . , An мiститься в областi iстинностi
формули B). Iнколи зручнiше використовувати рiвносильне означення: якщо
на якомусь наборi логiчних значень змiнних x1, . . . , xk формула B хибна, то
на цьому наборi принаймнi одна з формул A1, . . . , An також буде хибною.

Той факт, що B є логiчним наслiдком набору формул ∆ = {A1, . . . , An},
позначають A1, . . . , An |= B або ∆ |= B. Тут B є висновком, а формули
A1, . . . , An — засновками логiчного наслiдку.

Поняття логiчного наслiдку легко узагальнюють на довiльнi множинифор-
мул: формулаF є логiчним наслiдкоммножиниформул∆, якщо кожна модель
для ∆ буде моделлю i для F .

Зокрема, множина ∆ може бути порожньою. Тодi з означення логiчного
наслiдку випливає, що B буде iстинною на кожному наборi логiчних значень
змiнних x1, . . . , xk. Отже, запис |= B означає, що формула B є тавтологiєю.

Вправа 1.3. Переформулюйте означення логiчного наслiдку в термiнах iн-
терпретацiй.

Твердження 1.1. A |= B тодi й лише тодi, коли формула A→ B є тавто-
логiєю.

Доведення. Спiввiдношення A |= B виконується тодi й лише тодi, коли з
iстинностi A випливає iстиннiсть B, тобто коли формула A → B є тотожно
iстинною.

Наслiдок 1.2.

A1, . . . , An |= B ⇔ |= A1 → (A2 → (· · · → (An → B) · · · )).

Формули A1 → (A2 → (· · · → (An → B) · · · )) i (A1 ∧ · · · ∧An)→ B
рiвносильнi. Тому

A1, . . . , An |= B ⇔ |= (A1 ∧ · · · ∧An)→ B. (1.2)

Нарештi, iз спiввiдношення (1.2) i твердження 1.1 випливає, що
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A1, . . . , An |= B ⇔ A1 ∧ · · · ∧An |= B. (1.3)

Отже, поняття логiчного наслiдку й тавтологiї виявляються тiсно
пов’язаними: питання про правильнiсть певного висновку зводиться до
питання про тавтологiчнiсть деякої формули. З iншого боку, поняття
логiчного наслiдку можна вважати дуже широким узагальненням поняття
iмплiкацiї: якщо останнє пов’язує окремi висловлювання, то логiчний
наслiдок — цiлi множини висловлювань.

Поняття логiчного наслiдку дозволяє дати строге означення логiчностi
мiркування: мiркування є логiчним, якщо пiд час його формалiзацiї у ви-
глядi послiдовностi формул засновки i висновок виявляються пов’язаними
вiдношенням логiчного наслiдку. Тобто це мiркування, що мають цiлком
певну форму.

Приклад. З’ясуємо, чи є логiчними такi мiркування:
Кава смачна, а лiки не є смачними. Якщо людина хвора, то вона має

приймати лiки або дотримуватися режиму. Дотримуватися режиму i не
приймати лiки неможливо. Отже, якщо людина п’є каву, то вона не хвора.

Насамперед видiлимо простi висловлювання:
a— “кава смачна”;
b— “лiки смачнi”;
c— “людина хвора”;
d— “людина дотримується режиму”;
e— “людина приймає лiки”;
f — “людина п’є каву”.

Пiсля цього формалiзуємо висловлювання, з яких складається дане мiр-
кування:

a ∧ ¬b— “кава смачна, а лiки не є смачними”;
c → (d ∨ e) — “якщо людина хвора, то вона має приймати лiки або

дотримуватися режиму”;
¬(d ∧ ¬e) — “дотримуватися режиму i не приймати лiки неможливо”;
f → ¬c— “якщо людина п’є каву, то вона не хвора”.
Тепер питання про логiчнiсть мiркувань можна переформулювати та-

ким чином: чи правильно стоїть знак |= у спiввiдношеннi

a ∧ ¬b, c→ (d ∨ e), ¬(d ∧ ¬e) |= f → ¬c.

Висновок f → ¬c буде хибним, коли f = c = 1. Спробуємо пiдiбрати такi
значення iстинностi решти a, b, d, e простих висловлювань, щоб усi формули
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лiворуч вiд знака |= стали iстинними. Очевидно, що це буде тодi, коли a = 1,
b = 0, а формули d ∨ e i d ∧ ¬e набувають вiдповiдно значень 1 i 0. Останнє
буде, зокрема, коли e = 1.

Отже, ми змогли пiдiбрати такi значення iстинностi простих вислов-
лювань, за яких усi формули лiворуч вiд знака |= iстиннi, а висновок хибний.
Тому знак |= стоїть неправильно i мiркування не є логiчними.

У загальному випадку формалiзацiя ланцюжка мiркувань є процедурою
творчою, зокрема, тому, що в живiй мовi деякi висловлювання можуть бути
присутнiми неявно i вгадуватися лише з контексту. Особливо часто таке тра-
пляється в математичних текстах. Пропущенi фрагменти мiркувань можуть
бути позначенi (однак не завжди) словами “очевидно”, “легко бачити” тощо.

Крiм логiчних мiркувань часто, особливо у природничих науках, вжива-
ються ще так званi “фактичнi мiркування” — в яких правильнiсть висновку
випливає не тiльки з логiчної структури засновкiв, але i з певних причинно-
наслiдкових зв’язкiв. Наприклад: “якщо по провiднику проходить струм, то
вiн нагрiвається”. Аналiз правильностi таких мiркувань виходить поза межi
математичної логiки.

Одним з основних завдань логiки є класифiкацiя усiх можливих форм
логiчних мiркувань. Першим кроком у цьому напрямку є видiлення найпоши-
ренiших типiв логiчних наслiдкiв.

Теорема 1.7 (основнi типи логiчних наслiдкiв).
(1) modus ponens16: A,A→ B |= B;
(2) modus tollens17: A→ B,¬B |= ¬A;
(3) Правило силогiзму: A→ B,B → C |= A→ C;
(4) Введення диз’юнкцiї та кон’юнкцiї: A |= A ∨B, A,B |= A ∧B;
(5) Вилучення диз’юнкцiї та кон’юнкцiї: A ∧B |= A, A ∨B,¬B |= A;
(6) Правило контрапозицiї: A→ B |= ¬B → ¬A;
(7) Закони Клавiуса: ¬A→ A |= A, A→ ¬A |= ¬A;
(8) Закон Дунса Скотта: A ∧ ¬A |= B;
(9) ex falsoquod libet18: ¬A |= A→ B;
(10) Метод зведення до абсурду: ¬A→ B,¬A→ ¬B |= A;
(11) Метод вичерпування можливостей для умови:
A1 ∨ · · · ∨An, A1 → B, . . . , An → B |= B;

(12) Метод вичерпування можливостей для наслiдку:
B → (A1 ∨ · · · ∨An),¬(B → A2), . . . ,¬(B → An), |= B → A1.

16 Modus ponens (лат.) — правило ствердження.
17 Modus tollens (лат.) — правило заперечення.
18 Ex falsoquod libet (лат.) — з брехнi що завгодно (принцип вибуху).
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Доведення. Першi десять спiввiдношень легко перевiряються за допомогою
таблиць iстинностi.

(11) Припустимо, що всi формули лiворуч вiд символу |= є iстинними. Тодi
має бути iстинною i якась iз формулAi. Але з iстинностi формулAi таAi → B
випливає iстиннiсть формули B.

(12) Знову припустимо, що всi формули лiворуч вiд символу |= є iстин-
ними. Якщо ¬(B → Ai) iстинна, то B → Ai хибна, що можливо лише, коли
B iстинна, а Ai хибна. З iстинностi формул B i B → (A1 ∨ · · · ∨ An) ви-
пливає iстиннiсть A1 ∨ · · · ∨ An. Але A2, . . ., An — хибнi. Тому A1 має бути
iстинною.

Перевiрити безпосередньо правильнiсть спiввiдношення∆ |= B iнколи бу-
ває складно. Полегшити таку перевiрку може очевидне i корисне твердження.

Твердження 1.2. a) A1, . . . , An |= Ai для довiльного 1 ≤ i ≤ n;
b) якщо для довiльного 1 ≤ j ≤ m A1, . . . , An |= Cj i C1, . . . , Cm |= B,

то A1, . . . , An |= B.

Користуючись цим твердженням, доведення правильностi спiввiдношення
A1, . . . , An |= B можна подати у виглядi ланцюжка формул D1, D2, . . . , Dk,
де Dk = B, а присутнiсть у ланцюжку кожної з формул Dj обґрунтовується
одним iз правил:

(1) формула Dj збiгається з одним iз засновкiв Ai;
(2) знайдуться такi формули Dj1 , . . . , Djm , якi передують Dj (тобто

j1, . . . , jm < j), що Dj1 , . . . , Djm |= Dj .

Зауваження. 1. Логiчнi наслiдки, якi використовуються у правилi (2),
можуть бути спецiального простого вигляду (напр., iз теореми 1.7).

2. У ланцюжок D1, . . . , Dk можна включати будь-яку тавтологiю
(для тавтологiї D i довiльних формул D1, . . . , Dr завжди матимемо
D1, . . . , Dr |=D).

3. Зi схожими правилами ми ще зiткнемося пiзнiше, коли розглядатиме-
мо формальнi теорiї.

Множину ∆ формул (можливо, нескiнченну) називають суперечливою або
несумiсною, якщо ∆ |= F для кожної формули F . Оскiльки F може бути
тотожно хибною, то це означає, що для кожного набору логiчних значень
змiнних, що входять у формули з множини ∆, принаймнi одна iз цих формул
буде хибною. У протилежному разi множину ∆ називають несуперечливою
(або сумiсною чи виконливою).

У термiнах моделей суперечливiсть множини формул означає, що ця мно-
жина не має моделi.
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Твердження 1.3. Множина формул ∆ буде суперечливою тодi й лише тодi,
коли тотожно хибна формула буде логiчним наслiдком iз ∆.

Доведення. Необхiднiсть умови випливає безпосередньо з означення супе-
речливої множини. З другого боку, якщо для якогось набору логiчних значень
змiнних усi формули з∆ будуть iстинними, то тотожно хибна формула не буде
логiчним наслiдком з ∆.

Твердження 1.4 (доведення вiд супротивного (reductio ad absurdum)). ∆ |= B
тодi й лише тодi, коли множина формул ∆ ∪ {¬B} є суперечливою.

Доведення. Нехай∆ |= B. Тодi для кожного набору логiчних значень змiнних,
для якого всi формули з ∆ iстиннi, iстинною буде i формулаB, а формула ¬B
— хибною. Отже, для кожного набору логiчних значень змiнних буде хибною
або принаймнi одна з формул iз ∆, або ¬B. Тому множина ∆ ∪ {¬B} є
суперечливою.

Навпаки, якщо множина∆∪{¬B} є суперечливою, то для кожного набору
логiчних значень змiнних, коли всi формули з∆ iстиннi, формула¬B має бути
хибною. Але тодi формула B буде iстинною. Тому ∆ |= B.

1.6. Двоїстiсть

НехайформулаF утворена тiльки за допомогою зв’язок¬,∨,∧,↔,⊕, 0, 1.
Формулу F ∗ називають двоїстою до F , якщо вона отримується з F замiною
кожного входження зв’язки ∨ на ∧ i навпаки, а також кожного входження ⊕
на↔ i навпаки та 0 на 1 i навпаки. Легко бачити, що (F ∗)∗ = F .

Лема 1.1. Нехай формула F утворена тiльки за допомогою зв’язок ¬, ∨,
∧, ↔, ⊕, 0, 1. Позначимо через F ′ формулу, що одержується з F замiною
кожного символу змiнної його запереченням (тобто, якщоF = F (x1, . . . , xn),
то F ′ = F (¬x1, . . . ,¬xn)) . Тодi F ′ ≡ ¬F ∗.

Доведення. Застосуємо iндукцiю за довжиною формули F . Для формул дов-
жини 0 твердження очевидне.

Нехай тепер для формул, коротших нiж F , лему вже доведено. Далi мо-
жливi два випадки:

1. F = ¬G. У цьому випадку F ∗ = ¬G∗ i за припущенням iндукцiї
G′ ≡ ¬G∗. Тому

F ′ = ¬G′ ≡ ¬¬G∗ = ¬F ∗.

2. F = G1 ◦ G2, де ◦ — якась iз бiнарних зв’язок ∨, ∧, ↔, ⊕. У цьому
випадку F ∗ = G∗1

∗◦ G∗2, де
∗◦ — зв’язка, двоїста до ◦. Враховуючи закони де
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Моргана i рiвносильностi

A↔ B ≡ ¬A↔ ¬B, A⊕B ≡ ¬A⊕ ¬B,

отримуємо

F ′ = G′1 ◦G′2 ≡ ¬G∗1 ◦ ¬G∗2 ≡ ¬(G∗1
∗◦G∗2) = ¬F ∗.

Теорема 1.8 (принцип двоїстостi). Якщо F ≡ G, то F ∗ ≡ G∗.

Доведення. Використовуючи теорему про пiдстановку (теорема 1.6) i ле-
му 1.1, отримуємо такий ланцюжок iмплiкацiй:

F ≡ G ⇒ F ′ ≡ G′ ⇒ ¬F ∗ ≡ ¬G∗ ⇒ F ∗ ≡ G∗.

2. Булевi функцiї i нормальнi форми

2.1. Булевi функцiї

Нехай F (x1, . . . , xn) — формула логiки висловлювань, яка не мiстить iн-
ших змiнних, окрiм x1, . . . , xn. При iнтерпретацiях цим змiнним надають певнi
логiчнi значення. На кожному наборi (ε1, . . . , εn) таких значень формула F
набуває логiчного значення F (ε1, . . . , εn). Тим самим формула F (x1, . . . , xn)
визначає певну функцiю вигляду

F : {0, 1}n → {0, 1} , (ε1, . . . , εn) 7→ F (ε1, . . . , εn) . (2.1)

Впорядкованi набори (ε1, . . . , εn) логiчних значень називають булевими ве-
кторами довжини (або розмiрностi) n, а довiльнi функцiї вигляду (2.1) —
булевими функцiями арностi n19.

Отже, кожна формула логiки висловлювань визначає деяку булеву фун-
кцiю.

Теорема 2.1. Iснує 2n булевих векторiв довжини n i 22
n рiзних булевих

функцiй вiд n аргументiв.

Доведення. Перша частина твердження випливає з того, що кожна з n коорди-
нат булевого вектора може набувати будь-якого з двох значень 0 i 1, причому
рiзнi координати набувають цих значень незалежно. Другу частину доводять
аналогiчно: на кожному з 2n булевих векторiв функцiя може набувати будь-
якого з двох значень 0 i 1, причому цi значення на рiзних векторах можна
вибирати незалежно.

19 Названi так на честь англiйського логiка Дж. Буля (1815–1864).
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Подiбно тому, як це було для формул, можна говорити про область
iстинностi

O(f) = {(ε1, . . . , εn) | f(ε1, . . . , εn) = 1}

та область хибностi

O(f) = {(ε1, . . . , εn) | f(ε1, . . . , εn) = 0}

булевої функцiї f вiд n аргументiв.

Найпростiшим способом задання булевих функцiй є таблицi. У такому
заданнi зручно виписувати булевi вектори у певному фiксованому порядку.
Зазвичай користуються лексикографiчним порядком (який збiгається з поряд-
ком зростання булевих векторiв, якщо їх розглядати як записи натуральних
чисел у двiйковiй системi числення).

Незабаром ми побачимо, що кожну булеву функцiю можна задати вiдпо-
вiдною формулою логiки висловлювань. Однак рiзних булевих функцiй вiд
n аргументiв скiнченна кiлькiсть, а рiзних формул вiд цих же аргументiв —
нескiнченно багато. Тому та сама булева функцiя може задаватися багатьма
формулами (взагалi кажучи, нескiнченною кiлькiстю). Зрозумiло, що двi фор-
мули вiд тих самих змiнних визначатимуть ту саму булеву функцiю тодi й
лише тодi, коли вони рiвносильнi20.

Зауваження. Кожну булеву функцiю вiд n аргументiв можна розгляда-
ти як n-арну операцiю на множинi B = {0, 1} логiчних значень. Алгебру,
утворену множиноюB разом з усiма можливими операцiями на нiй, назива-
ють алгеброю логiки.

2.2. Повнi системи зв’язок

Якщо на множинi B визначена деяка операцiя (напр., бiнарна операцiя ∗),
то для кожної множиниA ця операцiя природно—поточково—переноситься
на функцiї з A у B:

(f ∗ g)(x) := f(x) ∗ g(x) для всiх x ∈ A .
20 Уточнення “вiд тих самих змiнних” важливе. Рiвносильнi формули формально можуть

залежати вiд рiзних наборiв змiнних. Напр., формули x ∨ ¬x i y ∨ ¬y рiвносильнi, однак
формально перша визначає тотожно iстинну функцiю вiд змiнної x, а друга — вiд змiнної y.
Щоб можна було говорити про ту саму булеву функцiю, її треба розглядати вже як функцiю
двох змiнних — x та y. Так з’являються неявнi (фiктивнi) змiннi.
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Це дозволяє всi операцiї, визначенi на множинiB = {0, 1} значень iстинностi,
застосовувати й до булевихфункцiй. Але на множинахфункцiй (зокрема, й бу-
левих) є i свої операцiї, пов’язанi саме з функцiональною природою елементiв
цих множин. Найважливiшою з таких операцiй є суперпозицiя.

Нехай f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn) i g(y1, . . . , ym) — булевi фун-
кцiї (тут x1, . . . , xn — список усiх змiнних, вiд яких залежить хоча б одна з
функцiй f1, . . . , fm. Тому якiсь iз цих функцiй можуть залежати вiд части-
ни змiнних фiктивно). Суперпозицiєю вказаних функцiй (або пiдстановкою
функцiй f1, . . . , fm у функцiю g) називають функцiю

h(x1, . . . , xn) = g
(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)

)
.

Замиканням [S] системи S булевих функцiй називають сукупнiсть усiх
булевих функцiй, якi можна одержати з S за допомогою суперпозицiї.

Систему S булевих функцiй називають повною, якщо її замикання [S]
збiгається з множиною всiх булевих функцiй, тобто, якщо будь-яку булеву
функцiю можна подати у виглядi суперпозицiї функцiй iз S.

Аналогiчно систему логiчних зв’язок називають повною, якщо кожну буле-
ву функцiю можна задати формулою, записаною за допомогою зв’язок тiльки
iз цiєї системи.

Зрозумiло, що кожна система булевих функцiй (логiчних зв’язок), яка мi-
стить повну систему, сама є повною, а кожна система, яка мiститься в неповнiй
— сама є неповною.

Теорема 2.2. Система зв’язок {∨,∧,¬} є повною. Iншими словами, кожну
булеву функцiю f(x1, . . . , xn) можна задати формулою F (x1, . . . , xn), запи-
саною за допомогою лише зв’язок {∨,∧,¬}. Зокрема, для кожної формули
логiки висловлювань iснує рiвносильна їй формула, записана лише за допомо-
гою зв’язок {∨,∧,¬}.
Доведення. Застосуємо iндукцiю за кiлькiстю n змiнних. Безпосередньо
перевiряємо, що кожна булева функцiя f(x) вiд змiнної x задається
однiєю з формул

x, ¬x, x ∨ ¬x, x ∧ ¬x .
Припустимо тепер, що для функцiй вiд n змiнних теорему вже доведено. Для
функцiї f(x1, . . . , xn, xn+1) розглянемо функцiї

g(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn, 0) i h(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn, 1).

За припущенням iндукцiї їх можна задати формулами G(x1, . . . , xn)
i H(x1, . . . , xn) вiдповiдно. Тодi f(x1, . . . , xn, xn+1) задають формулою

F (x1, . . . , xn, xn+1) =
(
G(x1, . . . , xn) ∧ ¬xn+1

)
∨
(
H(x1, . . . , xn) ∧ xn+1

)
.
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Справдi, для довiльного набору (ε1, . . . , εn) булевих значень

F (ε1, . . . , εn, 0) =
(
G(ε1, . . . , εn) ∧ ¬0

)
∨
(
H(ε1, . . . , εn) ∧ 0

)
≡

≡
(
G(ε1, . . . , εn) ∧ 1

)
∨ 0 ≡ G(ε1, . . . , εn) ≡ g(ε1, . . . , εn) = f(ε1, . . . , εn, 0).

Аналогiчно доводять, що F (ε1, . . . , εn, 1) ≡ f(ε1, . . . , εn, 1).
Нарештi, нехайA—довiльна формула логiки висловлювань, а f —булева

функцiя, яку вона задає. За доведеним вище f можна задати формулою F ,
записаною лише за допомогою зв’язок {∨,∧,¬}. Тодi A ≡ F .

Зв’язки {∨,∧,¬} називають булевими. Дуже часто, особливо в застосува-
ннях алгебри логiки в технiцi, користуються заданням булевих функцiй лише
за допомогою цих зв’язок (повнота системи булевих зв’язок дозволяє це ро-
бити)21. Узагалi замiсть класичного набору

{¬,∨,∧,→,↔,⊕}

можнаобмежитися будь-якоюповноюсистемоюзв’язок (навiть з однiєї зв’язки),
i часто це зручно. Однак формули у цьому випадку стають значно громiзд-
кiшими. Та й змiстовно класичнi логiчнi дiї, особливо iмплiкацiя, вiдiграють
важливу роль.

Щоб довести повноту якоїсь системи зв’язок, досить показати, що кожна
зв’язка iз системи, про яку вже вiдомо, що вона повна, виражається через
зв’язки з даної системи.

Твердження 2.1. Кожна iз систем зв’язок: {∨,¬}, {∧,¬}, {¬,→}, {→,⊕},
{0,→} є повною.

Доведення. Iз теореми 2.2 i законiв де Моргана (с. 27) випливає повнота
систем {∨,¬} i {∧,¬}. Далi з рiвносильностi x ∨ y ≡ ¬x → y випливає
повнота системи {¬,→}. У свою чергу, з рiвносильностi ¬x ≡ x→ (x⊕ x)
слiдує повнота системи {→,⊕}. Нарештi, з рiвносильностi¬x ≡ x→ (x→ 0)
випливає повнота системи {0,→}.

Зауваження. Системи {¬,→} i {0,→} часто використовують для по-
будови рiзних варiантiв числення висловлювань.

Твердження 2.2. Система зв’язок {∨,∧,→,↔} є неповною.
21 Це викликано тим, що зв’язки {∨,∧,¬} природно реалiзуються “в залiзi” за допомогою

паралельного та послiдовного з’єднання вiдповiдних схем i логiчних iнверторiв.
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Доведення. Якщо формула F (x1, . . . , xn) побудована за допомогою зв’язок
iз {∨,∧,→,↔}, то F (1, . . . , 1) = 1. Тому задати такою формулою функцiю,
яка на наборi (1, . . . , 1) набуває значення 0, не можна.

Теорема 2.3. Кожна iз систем {|} (штрих Шефера) i {↑} (стрiлка Пiрса) є
повною. Iнших повних систем, якi складалися б з лише з однiєї бiнарної
зв’язки, не iснує.

Доведення. Повнота штриху Шефера:

¬a ≡ a | a , a ∧ b ≡ ¬(a | b) ≡ (a | b) | (a | b) .

Повнота стрiлки Пiрса:

¬a ≡ a ↑ a , a ∨ b ≡ ¬(a ↑ b) ≡ (a ↑ b) | (a ↑ b) .

Якщо бiнарна зв’язка x ∗ y явно не залежить вiд змiнних, то вона набуває
або лише значення 1, або лише значення 0. Якщо ж вона явно залежить лише
вiд однiєї змiнної, то вона або дорiвнює цiй змiннiй, або є її запереченням (i
тодi не можна отримати, наприклад, функцiю, яка тотожно дорiвнює 1). Отже,
якщо система {∗} повна, то формула x ∗ y явно залежить вiд обох змiнних.
Крiм того, iз мiркувань, подiбних до тих, що використовувалися при доведеннi
твердження 2.2, випливає, що мають виконуватися рiвностi 1∗1 = 0 i 0∗0 = 1.
З таблицi на с. 13 видно, що цi умови задовольняють лише штрих Шефера
i стрiлка Пiрса.

2.3. Нормальнi форми

Ранiше вже зазначено, що ту саму булеву функцiю можна задавати бага-
тьма рiзними формулами логiки висловлювань. Тому природно виникає пита-
ння про вибiр серед цих формул у певному сенсi найпростiших, певною мiрою
“канонiчних представникiв”.

Далi (i не тiльки в обговореннi булевих функцiй) буде корисним таке по-
значення: для довiльних α ∈ {0, 1} та пропозицiйної змiнної a

aα :=

{
a, якщо α = 1;
¬a, якщо α = 0.

Вираз aα називають лiтералом змiнної a.

Кон’юнктивним членом (або просто кон’юнктом) вiд змiнних a1,
a2, . . . , an називають формулу вигляду

a
αi1
i1
∧ aαi2

i2
∧ · · · ∧ aαik

ik
,
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в якiй зустрiчаються змiннi лише зi списку a1, a2, . . . , an, причому жодна
змiнна не зустрiчається двiчi.

Аналогiчно визначають диз’юнктивний член (або просто диз’юнкт)

a
αi1
i1
∨ aαi2

i2
∨ · · · ∨ aαik

ik
.

Кон’юнктивний (диз’юнктивний) член вiд змiнних a1, a2, . . . , an називають
елементарним, якщо вiн мiстить усi змiннi iз цього списку.

Зрозумiло, що два кон’юнктивнi (диз’юнктивнi) члени будуть рiвносиль-
ними тодi й лише тодi, коли вони мiстять однаковi лiтерали i розрiзняються
лише порядком цих лiтералiв.

Кажуть, що формула логiки висловлювань має нормальнуформу (коротко:
НФ), якщо вона мiстить лише булевi зв’язки, причому знак заперечення ¬
зустрiчається лише бiля змiнних. Iз доведення теореми 2.2 випливає, що для
кожної формули iснує рiвносильна їй НФ.

Частковими випадками нормальної форми є так званi диз’юнктивна нор-
мальна форма (коротко: ДНФ), яка є диз’юнкцiєю кон’юнктивних членiв,
причому серед цих членiв немає рiвносильних, i кон’юнктивна нормальна
форма (коротко: КНФ), яка є кон’юнкцiєю диз’юнктивних членiв, причому
серед цих членiв немає рiвносильних.

Диз’юнктивну (вiдповiдно кон’юнктивну) нормальнуформу називають до-
сконалою, якщо всi її кон’юнктивнi (вiдповiдно диз’юнктивнi) члени є елемен-
тарними. Коротко писатимемо ДДНФ (вiдповiдно ДКНФ).

Якщододатково домовитися,щодиз’юнкцiєюпорожньоїмножиникон’юнк-
тивних членiв є тотожно хибна формула 0, а кон’юнкцiєю порожньої множини
диз’юнктивних членiв є тотожно iстинна формула 1, то легко доводиться на-
ступна теорема.

Теорема 2.4. Для кожної формули логiки висловлювань iснують рiвносильнi
їй ДДНФ i ДКНФ.

Доведення. Нехай F (x1, . . . , xn) — довiльна формула, а O(F ) — її область
iстинностi. Елементарна кон’юнкцiя xα1

1 ∧ x
α2
2 ∧ · · · ∧ xαn

n набуває значення 1
лише на одному булевому векторi (α1,α2, . . . ,αn), а елементарна диз’юнкцiя
x1−α1
1 ∨ x1−α2

2 ∨ · · · ∨ x1−αn
n лише на цьому векторi набуває значення 0. Тому

F (x1, . . . , xn) ≡
∨

(α1,α2,...,αn)∈O(F )

xα1
1 ∧ x

α2
2 ∧ · · · ∧ x

αn
n ≡

≡
∧

(α1,α2,...,αn) 6∈O(F )

x1−α1
1 ∨ x1−α2

2 ∨ · · · ∨ x1−αn
n .

38



З доведення теореми 2.4 випливає, що ДДНФ (ДКНФ) даної формули
повнiстю визначається її областю iстинностi (хибностi). Точнiше, виконується
твердження 2.3.

Твердження 2.3. Iз точнiстю до порядку елементарних кон’юнкцiй
(диз’юнкцiй) та порядку лiтералiв у цих елементарних кон’юнкцiях
(диз’юнкцiях) ДДНФ ( ДКНФ ) даної формули визначена однозначно.

Зауваження.Єпевна аналогiя мiжДДНФ iДКНФформули з одного боку,
й записом полiнома у виглядi суми одночленiв i добутку незвiдних множникiв
— iз другого (особливо у випадку алгебрично замкненого поля).

Знаходження нормальної форми, рiвносильної формулi F , називають зве-
денням F до нормальної форми. Аналогiчно визначають зведення до ДНФ,
КНФ, ДДНФ i ДКНФ. Доведення теореми 2.4 дає метод зведення до ДДНФ
i ДКНФ за допомогою обчислення областей iстинностi та хибностi формули.
Iнший пiдхiд до зведення формул логiки висловлювань до нормальної форми
використовує рiвносильнi перетворення i ґрунтується на теоремi 1.5.

Алгоритм зведення формули логiки висловлювань до нормальної
форми.

1. Замiнюємо кожну пiдформулу вигляду A⊕B на пiдформулу

(A ∨B) ∧ (¬A ∨ ¬B).

2. Замiнюємо кожну пiдформулу вигляду A↔ B на пiдформулу

(A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B).

3. Замiнюємо кожну пiдформулу вигляду A→ B на пiдформулу ¬A ∨B.
4. Замiнюємо кожнупiдформулу вигляду¬(A∧B) на пiдформулу¬A∨¬B.
5. Замiнюємо кожнупiдформулу вигляду¬(A∨B) на пiдформулу¬A∧¬B.
6. Замiнюємо кожну пiдформулу вигляду ¬¬A на пiдформулу A.
7. Якщо отримана формула має нормальну форму, то закiнчуємо роботу;

у протилежному разi повертаємось до п. 4.

Зауваження. Якщо одна з пiдформул вигляду A ⊕ B є частиною iншої,
то застосовувати перший пункт починаємо з внутрiшньої пiдформули. Ана-
логiчнi зауваження стосуються i решти пунктiв.

Пiсля виконання перших трьох крокiв алгоритмуформула мiститиме лише
булевi зв’язки. А пiсля виконання наступних крокiв знаки заперечення опу-
стяться до змiнних. Тому на виходi алгоритму ми одержимо нормальну форму.
Теорема 1.5 гарантує, що отримана НФ рiвносильна початковiй формулi.
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Алгоритм зведення нормальної форми до диз’юнктивної нормальної
форми.

1. За допомогою дистрибутивного закону A∧(B∨C) ≡ (A∧B)∨(A∧C)
зводимо формулу до диз’юнкцiї членiв, кожен з яких є кон’юнкцiєю лiтералiв.

2. За допомогою рiвносильностей A ∧ A ≡ A, A ∧ ¬A ≡ 0 видаляємо
лишнi лiтерали в кон’юнктивних членах.

3. За допомогою рiвносильностей A ∨ A ≡ A, A ∨ ¬A ≡ 1 видаляємо
лишнi кон’юнктивнi члени.

4. За допомогою законiв поглинання константами A ∨ 1 ≡ 1, A ∧ 1 ≡ A,
A ∨ 0 ≡ A, A ∧ 0 ≡ 0 видаляємо константи.

Зауваження. ДНФ уже легко звести до ДДНФ. Для цього досить “роз-
щепити” тi кон’юнктивнi члени, якi мiстять не всi змiннi:

A ≡ A ∧ 1 ≡ A ∧ (x ∨ ¬x) ≡ (A ∧ x) ∨ (A ∧ ¬x) ,

а потiм з отриманої формули видалити лишнi елементарнi кон’юнкцiї.

Вправа 2.1. Запропонуйтеаналогiчнi алгоритми зведення нормальноїформи
до КНФ i до ДКНФ.

Теорема 2.5. Для довiльних двох рiвносильнихформулF1таF2 логiки вислов-
лювань можна перейти вiд F1 до F2 за допомогою рiвносильних перетворень,
що спираються на такi рiвносильностi:

1) A⊕B ≡ (A ∨B) ∧ (¬A ∨ ¬B);
2) A↔ B ≡ (A ∧B) ∨ (¬A ∧ ¬B);
3) A→ B ≡ ¬A ∨B;
4) ¬¬A ≡ A (закон подвiйного заперечення);
5) ¬(A ∨B) ≡ ¬A ∧ ¬B, ¬(A ∧B) ≡ ¬A ∨ ¬B (закони де Моргана);
6) A ∧ (B ∨ C) ≡ (A ∧B) ∨ (A ∧ C), A ∨ (B ∧ C) ≡ (A ∨B) ∧ (A ∨ C)

(дистрибутивнi закони);
7) (A∨B)∨C ≡ A∨ (B ∨C), (A∧B)∧C ≡ A∧ (B ∧C) (асоцiативнi

закони);
8) A ∨B ≡ B ∨A, A ∧B ≡ B ∧A (комутативнi закони);
9) A ∨A ≡ A, A ∧A ≡ A (закони iдемпотентностi);
10) A ∧ ¬A ≡ 0 (закон суперечностi);
11) A ∨ ¬A ≡ 1 (закон виключення третьої можливостi);
12) A∨ 1 ≡ 1, A∧ 1 ≡ A, A∨ 0 ≡ A, A∧ 0 ≡ 0 (закони для констант).

Доведення. З описаних вище алгоритмiв випливає, що за допомогою вказаних
рiвносильностей кожну формулу можна звести до рiвносильної їй ДДНФ.
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Зведемо теперF1 таF2 до ДДНФ. ОскiлькиF1 ≡ F2, то з доведення теоре-
ми 2.4 i твердження 2.3 випливає, що їхнi ДДНФ вiдрiзняються щонайбiльше
порядком елементарних кон’юнкцiй i порядком лiтералiв у цих елементар-
них кон’юнкцiях. Тому за допомогою комутативних законiв для кон’юнкцiї та
диз’юнкцiї можна зробити цi ДДНФ однаковими. Розвертаючи у протилежний
бiк перетворення, якi використовувалися при зведеннi до ДДНФ формули F2,
одержимо ланцюжок рiвносильних перетворень вiд F1 до F2.

Теорема 2.6. Булеву алгебру задають скiнченним списком аксiом.

Доведення. Теорема 2.5 стверджує,щокожнурiвносильнiсть логiки висловлю-
вань виводять з наведеного в цiй теоремi скiнченного списку рiвносильностей.
Їх i можна взяти за аксiоми булевої алгебри.

Набiр з усiх аксiом iз теореми 2.5 є дуже надлишковим.Можна, наприклад,
лишити лише по 2 асоцiативних, комутативних i дистрибутивних закони (iз
двох дистрибутивних насправдi один також можна вилучити, але це вже не
зовсiм тривiально), а крiм них ще

7) ¬¬x = x, 8) ¬(x∨ y) = ¬x∧¬y, 9) x∧¬x = 0, 10) x∨¬x = 1,
11) 0 ∨ x = x.

Решта аксiом iз них виводиться:
a) ¬(x∧y) = ¬(¬¬x∧¬¬y) = ¬(¬(¬x∨¬y)) = ¬¬(¬x∨¬y) = ¬x∨¬y;
b) ¬1 = ¬(x ∨ ¬x) = ¬x ∧ ¬¬x = ¬x ∧ x = 0;
¬0 = ¬(x ∧ ¬x) = ¬x ∨ ¬¬x = ¬x ∨ x = 1;

c) 1 ∧ x = ¬¬(1 ∧ x) = ¬(¬1 ∨ ¬x) = ¬(0 ∨ ¬x) = ¬¬x = x;
d) x = x ∧ 1 = x ∧ (x ∨ ¬x) = (x ∧ x) ∨ (x ∧ ¬x) = (x ∧ x) ∨ 0 = x ∧ x;
e) x = x ∨ 0 = x ∨ (x ∧ ¬x) = (x ∨ x) ∧ (x ∨ ¬x) = (x ∨ x) ∧ 1 = x ∨ x;
f) 0 ∧ x = (¬x ∧ x) ∧ x = ¬x ∧ (x ∧ x) = ¬x ∧ x = 0;
g) 1 ∨ x = (¬x ∨ x) ∨ x = ¬x ∨ (x ∨ x) = ¬x ∨ x = 1.

Зауваження. У лiтературi можна знайти багато iнших варiантiв аксi-
ом булевої алгебри. Зазвичай вони також не є незалежними. Але насамперед
звертають увагу на зручнiсть аксiом для користування, що набагато пере-
важає недолiки, пов’язанi з їхньою надлишковiстю22.

Булевi функцiї є зручним апаратом для розв’язування багатьох прикла-
дних задач (напр., у теорiї проєктування ЕОМ). Зокрема, у проєктуваннi тих
же ЕОМ виникає задача реалiзацiї конкретних булевих функцiй (часто — вiд

22 Загальноприйнятi в алгебрi аксiоми групи чи векторного простору такожне є незалежними.
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великої кiлькостi змiнних) “у залiзi”. Зазвичай у таких випадках булевi фун-
кцiї задають нормальними формами того чи iншого типу. Але природне для
математика задання функцiй досконалими формами з погляду iнженера є ду-
же неекономним: для переважної кiлькостi булевих функцiй iснують значно
коротшi ДНФ або КНФ, якi їх реалiзують. Тому виникає задача пошуку ко-
роткої (бажано — найкоротшої) нормальної форми, яка реалiзує дану булеву
функцiю — так звана задача мiнiмiзацiї булевої функцiї.

Приклади. 1. Однiєю з ДНФ для формули F = (x ∧ ¬y) ↔ (x ∨ z) є
D = (x ∧ ¬y) ∨ (¬x ∧ ¬z) (для кожної iз цих формул область iстинностi
складається з векторiв (0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 0) i (1, 0, 1)). Покажемо, що
D є мiнiмальною ДНФ, тобто такою, що мiстить найменшу можливу кiль-
кiсть лiтералiв. Справдi, F явно залежить вiд кожної змiнної, тому її ДНФ
не може мiстити менше 3 лiтералiв. ДНФ вiд змiнних u, v, w, яка мiстить
усi змiннi й лише 3 лiтерали, має вигляд uα ∧ vβ ∧ wγ, (uα ∧ vβ) ∨ wγ або
uα ∨ vβ ∨wγ. Але в першому випадку область iстинностi мiстить 1 вектор,
у другому— 5, а в третьому— 7. А область iстинностi формули F мiстить
4 вектори.

Зауважимо, що мiнiмальна ДНФ для формули F iз прикладу 1 мiстить 4
лiтерали, тодi як її ДДНФ мiстить 12 лiтералiв. Але бувають випадки, коли
нiчого коротшого за ДДНФ не iснує.

2. Для формули F = (x ↔ y) ↔ z мiнiмальною ДНФ буде її ДДНФ
L=(x ∧ ¬y ∧ ¬z) ∨ (¬x ∧ y ∧ ¬z) ∨ (¬x ∧ ¬y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z. Справдi, об-
ласть iстинностiформулиF складається з векторiв (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0)
i (1, 1, 1)), будь-якi два з яких розрiзняються у двох позицiях. Коротша ДНФ
повинна мiстити кон’юнкт з одного або двох лiтералiв. Але за наявностi
такого кон’юнкта область iстинностi мiститиме два вектори, якi розрiз-
няються лише в однiй позицiї.

Свого часу (у 50—60-х рр. минулого столiття), коли електроннi схеми
будувалися з ламп, транзисторiв, реле i подiбних громiздких i дорогих компо-
нентiв, питанням мiнiмiзацiї булевих функцiй надавали величезне значення. Iз
цього приводу опублiковано багато книг i ледь не тисячi статей. Але технiчний
прогрес перевершив усi сподiвання, електроннi схеми стрiмко зменшувалися в
розмiрах i не менш стрiмко дешевшали. Тому поступово проблема мiнiмiзацiї
булевих функцiй втратила свою колишню актуальнiсть.

Поруч iз нормальними формами для зображення булевих функцiй iнколи вико-
ристовують так званi полiноми Жегалкiна. Вони визначаються так.
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Одночленом вiд змiнних x1, . . . , xn називають логiчну константу або вираз
вигляду xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xik , де 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n. Полiномом Жегалкiна
називають альтернативу попарно рiзних одночленiв:

f(x1, . . . , xn) ≡
⊕

1≤i1<···<ik≤n

αi1...ikxi1 ∧ · · · ∧ xik ,

де 0 ≤ k ≤ n, αi1...ik ∈ {0, 1}.

Теорема 2.7. Кожну булеву функцiю однозначно зображують полiномом Жегалкi-
на.

Доведення. Оскiльки 1⊕ x ≡ ¬x, то 1,∧,⊕— повна система логiчних зв’язок.
З асоцiативностi й комутативностi зв’язок ∧ i ⊕ та рiвносильностей

a ∧ (b⊕ c) ≡ a ∧ b⊕ a ∧ c, a⊕ a ≡ 0, 0⊕ a ≡ a, 0 ∧ a ≡ 0

випливає iснування полiнома Жегалкiна.
Єдинiсть випливає з того, що кiлькiсть булевих функцiй i полiномiв Жегалкiна

вiд n змiнних однакова i дорiвнює 22
n .

2.4. Критерiй повноти системи зв’язок

Щоб описати всi повнi системи булевих функцiй, нам знадобляться такi
п’ять класiв функцiй:

a) клас T0 функцiй, що зберiгають 0 (тобто f(0, . . . , 0) = 0);

b) клас T1 функцiй, що зберiгають 1 (тобто f(1, . . . , 1) = 1);

c) клас L лiнiйних функцiй (функцiя називається лiнiйною, якщо
вона зображується полiном Жегалкiна вигляду c0 ⊕ xi1 ⊕ · · · ⊕ xik ,
1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n);

d) клас D самодвоїстих функцiй (функцiя f називається самодвоїстою,
якщо f∗ = f );

e) класM монотонних функцiй.
Щоб описати цей клас, для кожного n визначимо на множинi булевих

векторiв довжини n такий частковий порядок:

(α1, . . . ,αn) ≥ (β1, . . . ,βn), якщо для всiх i з αi = 0 випливає βi = 0.

Булева функцiя f(x1, . . . , xn) буде монотонною, якщо iз

(α1, . . . ,αn) ≥ (β1, . . . ,βn) випливає f(α1, . . . ,αn) ≥ f(β1, . . . ,βn).
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Твердження 2.4. Кожен iз класiв T0, T1, L, D i M є замкненим вiдносно
суперпозицiї.

Доведення. Нехай h(x1, . . . , xn) = g
(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)

)
.

Замкненiсть вiдносно суперпозицiї класiв T0 i T1 очевидна.
c) Замкненiсть класуL випливає з асоцiативностi та комутативностi зв’язки

⊕ i рiвносильностей x⊕ x ≡ 0 та 0⊕ 1 ≡ 1.
d) Нехай функцiї f1, . . . , fm та g — самодвоїстi. Згiдно з лемою 1.1 це

означає, що

fi ≡ ¬f1(¬x1, . . . ,¬xn), i = 1, . . . ,m;

g ≡ ¬g(¬y1, . . . ,¬ym).

Але тодi

¬h(¬x1, . . . ,¬xn) ≡ ¬g
(
f1(¬x1, . . . ,¬xn), . . . , fm(¬x1, . . . ,¬xn)

)
≡

≡ ¬g
(
¬f1(x1, . . . , xn), . . . ,¬fm(x1, . . . , xn)

)
≡

≡ g
(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)

)
≡ h(x1, . . . , xn).

Отже, згiдно з лемою 1.1, функцiя h(x1, . . . , xn) також самодвоїста.
e) Нехай функцiї f1, . . . , fm та g монотоннi i (α1, . . . ,αn)≥(β1, . . . ,βn).

Тодi fk(α1, . . . ,αn) ≥ fk(β1, . . . ,βn) для всiх k = 1, . . . ,m, а тому

h(α1, . . . ,αn) = g
(
f1(α1, . . . ,αn), . . . , fm(α1, . . . ,αn)

)
≥

≥ g
(
f1(β1, . . . ,βn), . . . , fm(β1, . . . ,βn)

)
= h(β1, . . . ,βn).

Отже, функцiя h також монотонна.

Зауважимо, що для функцiй вiд n аргументiв приналежнiсть функцiї f
до класу T0 або T1 накладає обмеження на значення функцiї f лише в однiй
точцi. Тому

|T0| = |T1| = 22
n−1.

У лiнiйної функцiї c0⊕xi1⊕· · ·⊕xik параметр c0 може набувати двох значень
0 i 1, а набiр змiнних xi1 , . . . , xik може бути довiльною пiдмножиною (зокрема,
й порожньою) iз {x1, . . . , xn}. Тому

|L| = 2 · 2n = 2n+1.

Згiдно з лемою 1.1 самодвоїста функцiя на векторах (0,α2, . . . ,αn) i
(1,¬α2, . . . ,¬αn) повинна набувати протилежних значень.Оскiльки таких пар
векторiв 2n−1, то |D| = 22

n−1 . Пiдрахунок кiлькостi монотонних функцiй
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вiд n аргументiв — досi нерозв’язана задача23. Вiдомi лише рiзнi оцiнки
згори i знизу.

Теорема 2.8 (критерiй Поста). СистемаA булевих функцiй буде повною тодi
й лише тодi, колиA не мiститься в жодному з класiв T0, T1, L,D iM (тобто
система A повинна мiстити хоча б одну функцiю, яка не зберiгає 0, хоча б
одну функцiю, яка не є лiнiйною, i т. д.).

Доведення. Необхiднiсть умови випливає з твердження 2.4.
Нехай тепер f0 6∈ T0, f1 6∈ T1, fl 6∈ L, fd 6∈ D, fm 6∈M (функцiї f0, . . . , fm —

не обов’язково рiзнi).
a) Спочатку будуємо константи. Тут можливi два випадки. Якщо f0(1, . . . , 1) = 1,

то f0(x, . . . , x) ≡ 1 i далi за допомогою суперпозицiї будуємо 0 = f1(1, . . . , 1).
Якщо ж f0(1, . . . , 1) = 0, то f0(x, . . . , x) ≡ ¬x. Розглянемо функцiю fd. Вона

несамодвоїста, тому iснує такий набiр (α1, . . . ,αn), що

fd(¬α1, . . . ,¬αn) = fd(α1, . . . ,αn).

Тодi функцiя g(x) = fd(xα1 , . . . , xαn) є константою. Iншу константу дає функцiя
f0(g(x), . . . , g(x)) ≡ ¬g(x).

b) Далi за допомогою констант 0, 1 i функцiї fm будуємо заперечення ¬x. Для
цього вiзьмемо такi набори α = (α1, . . . ,αn) i β = (β1, . . . ,βn), що α > β, але
fm(α) < fm(β). Вiд α до β можна перейти, кожного разу змiнюючи один 0 на 1. Тому
можна вважати, що α i β розрiзняються лише k-ю компонентою: α = (. . . , 1, . . .) i
β = (. . . , 0, . . .). Тодi fm(. . . , x, . . .) ≡ ¬x.

c) Нарештi за допомогою 0, 1, заперечення i нелiнiйної функцiї fl будуємо
кон’юнкцiю x ∧ y. Нехай полiном Жегалкiна для fl має вигляд

fl = x1 ∧ x2 ∧ g1(x3, . . . , xn)⊕ x1 ∧ g2(x3, . . . , xn)⊕
⊕x2 ∧ g3(x3, . . . , xn)⊕ g4(x3, . . . , xn),

причому g1(x3, . . . , xn) 6≡ 0. Тому iснує такий набiр (α3, . . . ,αn), що

g1(α3, . . . ,αn) = 1.

Тодi для елементiв a = g2(α3, . . . ,αn), b = g3(α3, . . . ,αn), c = g4(α3, . . . ,αn) маємо

fl(x1, x2,α3, . . . ,αn) = x1 ∧ x2 ⊕ ax1 ⊕ bx2 ⊕ c ≡
≡ (x1 ⊕ b) ∧ (x2 ⊕ a)⊕ (a ∧ b⊕ c).

23 Кiлькiсть монотонних булевих функцiй вiд n змiнних називають числом Дедекiнда Dn.
Цi числа з’являються i в iнших роздiлах алгебри i комбiнаторного аналiзу як, наприклад,
кiлькiсть одностороннiх iдеалiв у симетричнiй iнверснiй напiвгрупi степеня n або порядок
вiльної дистрибутивної ґратки рангу n.
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Оскiльки x ⊕ 0 ≡ x i x ⊕ 1 ≡ ¬x, то ми можемо отримати x1 ⊕ b, x2 ⊕ a i
fl ⊕ (a ∧ b⊕ c). Пiсля вiдповiдних пiдстановок у попередню рiвнiсть отримуємо

fl(x1 ⊕ b, x2 ⊕ a,α3, . . . ,αn)⊕ (a ∧ b⊕ c) ≡
≡ (x1 ⊕ b⊕ b) ∧ (x2 ⊕ a⊕ a)⊕ (a ∧ b⊕ c)⊕ (a ∧ b⊕ c) ≡ x1 ∧ x2.

Врахувавши, що система зв’язок {∧,¬} є повною, теорему доведено.

Повну систему зв’язок називають базою, якщо пiсля вилучення будь-якої зв’язки
вона перестає бути повною. Зокрема, такими є системи

{∨,¬}, {∧,¬}, {¬,→}, {|} i {↑}.

Твердження 2.5. Кожна база мiстить не бiльше чотирьох функцiй.

Доведення. Згiдно з критерiєм Поста повна система повинна мiстити п’ять функцiй:
f0 6∈ T0, f1 6∈ T1, fl 6∈ L, fd 6∈ D, fm 6∈M .

Розглянемо f0. Можливi два випадки:
1. f0 ∈ T1. Тодi f0 6∈ D i система (f0, f1, fm, fl) є повною.
2. f0 6∈ T1. Тодi f0 6∈M,T1 i система (f0, fd, fl) є повною.

Бази iз чотирьохфункцiй iснують. Наприклад, такою є система зв’язок 0 6∈ T1, D;
1 6∈ T0; x ∧ y 6∈ L; x⊕ y ⊕ z 6∈M.

Вправа 2.2. Доведiть, що є рiвно 17 баз iз функцiй арностi ≤ 2.
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3. Логiка предикатiв

3.1. Висловлювальнi функцiї та предикати

За допомогою логiки висловлювань можна обґрунтувати далеко не всi види
правильних мiркувань. Наведемо типове для математики мiркування.

Кожна монотонна й обмежена послiдовнiсть має границю. Послiдов-
нiсть xn =

(
1 + 1

n

)n
є монотонною й обмеженою. Отже, ця послiдовнiсть

має границю.

Воно правильне. Але за допомогою логiки висловлювань його обґрунту-
вати не можна. Причина полягає в тому, що для обґрунтування правильностi
цього мiркування треба вже враховувати внутрiшню будову простих речень,
з яких воно складається. Проте логiку висловлювань цiкавить лише значення
iстинностi простих речень, будова цих речень її не цiкавить.

Дослiдженням правильностi рiзних форм мiркувань з урахуванням i вну-
трiшньої структури простих речень займається логiка предикатiв.

Основним поняттям, яке дозволяє враховувати внутрiшню структуру ре-
чень, є поняття предиката. У граматицi пiд термiном “предикат” розумiють
таке слово (чи зворот) у реченнi, який виражає те, що говориться про суб’єкт
(пiдмет). Наприклад: “лiтає”, “є парним числом”, “має зелений колiр”, “дi-
лить число 100” тощо (тобто змiст цього термiна близький до змiсту термiна
“присудок”, хоча й дещо ширший).

Вправа 3.1. Що буде предикатом у реченнi “Усi студенти час вiд часу
пропускають лекцiї”?

У логiцi термiн “предикат” розумiють у трохи ширшому значеннi. Тут пре-
дикат включає i змiнну, яка позначає предмет, про який iдеться: “u лiтає”, “x
є парним числом”, “y має зелений колiр”, “z дiлить число 100” ... Пiдставля-
ючи замiсть змiнної той чи iнший елемент iз вiдповiдної областi визначення
A, одержуємо висловлювання, яке може бути iстинним або хибним. Тим са-
мим одержуємо функцiю, яка кожному елементу з A ставить у вiдповiднiсть
певне висловлювання — так звану висловлювальну функцiю. Якщо нас цi-
кавить лише значення iстинностi цих висловлювань, то одержуємо функцiю
з A у множину логiчних значень {0, 1}. Цю останню функцiю i називають
предикатом24.

24 Поняття висловлювальної функцiї i предиката трохи розрiзняються: значеннями вислов-
лювальної функцiї є висловлювання, а значеннями вiдповiдного предиката — значення iстин-
ностi цих висловлювань. Однак зараз ми цi поняття трактуватимемо як майже синонiми, а
пiзнiше нас цiкавитимуть виключно предикати.
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Одразу ж напрошується узагальнення цього поняття на висловлювальнi
функцiї вiд кiлькох змiнних: “прямi a i b паралельнi”, “z є сумою x i y”
тощо. Це приводить до поняття n-мiсної висловлювальної функцiї. З певних
причин, якi стануть зрозумiлими трохи пiзнiше, до можливих значеньn зручно
долучити i 0: 0-мiсна висловлювальна функцiя не мiстить аргументiв, а тому
є просто висловлюванням.

Отже, висловлювальнi функцiї вiд однiєї змiнної описують властивостi
елементiв множиниA, а вiд кiлькох змiнних— властивостi наборiв елементiв,
тобто вiдношення мiж елементами множини A.

Вiдомому польсько-американському логiку А.Тарському належить дуже
вдале порiвняння висловлювальної функцiї з незаповненим бланком докумен-
та, порожнi мiсця в якому вiдповiдають змiнним.Щоб бланк став документом,
порожнi мiсця треба заповнити. Аналогiчно висловлювальна функцiя стає ви-
словлюванням, якщо всiм її змiнним присвоєно конкретнi значення25.

Виявляється, що за допомогою поняття висловлювальної функцiї (точнiше
— її формального вiдповiдника— предиката) вже можна описати й дослiдити
практично всi форми правильних мiркувань26. Тому перейдемо до строгих
означень.

n-мiсним (або n-арним) предикатом на непорожнiй множинi A назива-
ється довiльне вiдображення множини An = A× · · · ×A︸ ︷︷ ︸

n

у множину {0, 1}

логiчних значень.

Зручно для кожної непорожньої множини A покласти A0 = {∅}. Тодi
|A0| = 1. Вiдповiдно до цiєї домовленостi кожна 0-арна функцiя A0 → N
фактично вибирає певний елемент з N . Тому її можна ототожнити iз цим
елементом. Отже, кожен 0-арний предикат на A — це певний фiксований
елемент з {0, 1}, тобто певна логiчна константа.

Зрозумiло, що кожна висловлювальна функцiяF (x1, . . . , xn) вiдn змiнних
на множинiA визначає деякий n-мiсний предикат PF :An→{0, 1} наA. Проте
рiзнi висловлювальнi функцiї можуть визначати один i той же предикат.

З кожним n-мiсним предикатом P цiлком природно пов’язується множина

OP = {(a1, . . . , an) ∈ An | P (a1, . . . , an) = 1},
25 Аналогiя посилюється тим, що висловлювальнi функцiї ще називають висловлювальними

формами, а порожнi бланки також часто називають формами.
26 Звичайно, лише одного поняття предикатаще не досить. Потрiбенще цiлий ряд пов’язаних

iз предикатами понять. Це насамперед терми— iмена суб’єктiв, властивостi яких позначають
предикати, та квантори— операцiї над предикатами.
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яку називають областю iстинностi предиката P . На OP можна дивитися як
на n-арне вiдношення на множинi A. Тим самим мiж n-арними предиката-
ми на A i n-арними вiдношеннями на A встановлюють взаємно однозначну
вiдповiднiсть.

Зазначимо, що n-арний предикат P на множинi A називають тотожно
iстинним, якщо OP = An, i тотожно хибним, якщо OP = ∅. Предикат,
який не є тотожно хибним, називають виконливим.

Дiї над висловлюваннями легко поширюються на довiльнi висловлювальнi
функцiї i предикати, визначенi на тiй самiй множинi A.

Запереченням визначеної на множинi A висловлювальної функцiї
P (x1, . . . , xn) називають визначену також наA висловлювальну функцiю такої
ж арностi (позначається¬P (x1, . . . , xn)), значеннямякої на довiльномунаборi
(a1, . . . , an) є заперечення висловлювання P (a1, . . . , an).

Нехай P (x1, . . . , xn) i Q(x1, . . . , xn) — двi висловлювальнi функцiї на
множинi A (без обмеження загальностi можна вважати, що вони залежать вiд
тих самих змiнних), а ◦ — одна з бiнарних зв’язок ∨, ∧, ⊕, → або ↔. Тодi
через P (x1, . . . , xn) ◦ Q(x1, . . . , xn) позначають визначену на A висловлю-
вальну функцiю арностi n, значенням якої на довiльному наборi (a1, . . . , an)
є висловлювання P (a1, . . . , an) ◦Q(a1, . . . , an).

Цiлком аналогiчно визначають вiдповiднi дiї i над предикатами. Назви дiй
— диз’юнкцiя, кон’юнкцiя тощо — також зберiгають.

Подiбним чином (поточково) на висловлювальнi функцiї i предикати мо-
жна переносити й iншi операцiї над висловлюваннями.

Якби все обмежувалося лише такими дiями, то логiка предикатiв була б
не набагато змiстовнiшою за логiку висловлювань. Але над предикатами є двi
принципово новi операцiї, хоча й дуже природнi. Це операцiї навiшування
кванторiв27, якi є формальними вiдповiдниками мовних зворотiв “для всiх
...” та “iснує ...”.

Зауважимо,що колиP (x, x1, . . . , xn) є предикатом арностin+1 на множи-
нi A, то кожен фiксований набiр (a1, . . . , an) елементiв з A визначає предикат
P (x, a1, . . . , an) арностi 1 вiд змiнної x.

Формальним вiдповiдником звороту “для всiх ...” (i подiбних до нього) є
квантор загальностi∀. Результатомнавiшуванняна предикатP (x, x1, . . . , xn)

27 Хоча неявно квантори загальностi й iснування використовували в математицi вiддавна,
першим формалiзував цi поняття в логiцi нiмецький логiк Фреге 1879 р. А термiн “квантор”
увiв 1885 р. американський логiк Пiрс.
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квантора ∀ за змiнною x є предикат ∀xP (x, x1, . . . , xn) вiд змiнних x1, . . . , xn,
значення якого на наборi (a1, . . . , an) визначається так:

∀xP (x, a1, . . . , an) =


1, якщо предикат P (x, a1, . . . , an) є

тотожно iстинним;
0, в iнших випадках.

(3.1)

Зокрема, при n = 0 отримуємо предикат ∀xP (x) арностi 0, тобто деяку
логiчну константу.

Якщо x не зустрiчається серед змiнних предиката P , то навiшування на
P квантора загальностi за змiнною x цей предикат не змiнює. Тобто в цьому
випадкуP i ∀xP —це та жфункцiяAn→{0, 1} (деn—арнiсть предикатаP ).

Формальним вiдповiдником звороту “iснує ...” є квантор iснування ∃.
Операцiю навiшування цього квантора визначають схожим чином: резуль-
татом його навiшування за змiнною x на предикат P (x, x1, . . . , xn) є пре-
дикат ∃xP (x, x1, . . . , xn) вiд змiнних x1, . . . , xn, значення якого на наборi
(a1, . . . , an) визначається так:

∃xP (x, a1, . . . , an) =


0, якщо предикат P (x, a1, . . . , an) є

тотожно хибним;
1, в iнших випадках.

(3.2)

Подiбно як для квантора ∀, приn = 0 отримуємо предикат ∃xP (x) арностi
0, тобто логiчну константу, а якщо x не зустрiчається серед змiнних предиката
P , то навiшування на P квантора ∃ за цiєю змiнною предикат P не змiнює.

Легко бачити, що для скiнченної множини A = {m1, . . . ,mk}

∀xP (x, a1, . . . , an) ≡ P (m1, a1, . . . , an) ∧ · · · ∧ P (mk, a1, . . . , an)

i
∃xP (x, a1, . . . , an) ≡ P (m1, a1, . . . , an) ∨ · · · ∨ P (mk, a1, . . . , an).

Тому для скiнченних множин квантори ∀ i ∃ є лише зручними позначеннями
для кон’юнкцiй i диз’юнкцiй спецiального вигляду28. Проте в нескiнченному
випадку звести навiшування кванторiв до простiших операцiй уже не можна.

28 На перший погляд для скiнченних множин нема нiчого нового. Однак використання зру-
чних позначень уже саме собою тут може мати велике значення. Згадаймо, що нинiшнiй розквiт
математики був би неможливим без буквенної символiки, яка фактично почала створюватися
лише з кiнця XVI ст.
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3.2. Мови першого порядку

Одним з основних етапiв дослiдження будь-якої мови є її граматичний
аналiз: розклад елементiв мови (слiв, речень, текстiв тощо) на складовi ком-
поненти i дослiдження способiв поєднання цих компонентiв. У дослiдженнi
живихмов iдуть згори донизу: вiд речень i слiв до складiв i букв. У дослiдженнi
мов, якi використовують у логiцi, зручно рухатися навпаки.

Серед елементiв мови видiлимо найпростiшi (тобто такi, подальший роз-
клад яких на граматично змiстовнi компоненти вже не є можливим) — букви.
Пiд буквами ми розумiємо тут певнi абстрактнi символи, а не їхнi конкре-
тнi графiчнi зображення, наприклад, на паперi чи каменi. Сукупнiсть усiх
букв даної мови називають її алфавiтом. Пiд час дослiдження живої мови,
наприклад, української чи англiйської, її алфавiт можна описати лише пiсля
глибокого аналiзу мови, а побудову мов першого порядку зручнiше почати
одразу з алфавiту.

Мови, якi ми розглядатимемо, мають далi слугувати для опису та дослi-
дження рiзних математичних теорiй. Предметом останнiх є множини певних
елементiв (предметiв, iндивiдiв тощо), наприклад, натуральнi числа в арифме-
тицi, дiйснi числа в аналiзi чи елементи конкретної групи в теорiї груп. Деякi
з цих елементiв видiляються, оскiльки вiдiграють особливу роль (як нейтраль-
ний елемент у групi або числа 0 i 1 в арифметицi). Окрiм елементiв можуть
розглядатися також певнi вiдношення мiж ними (як-от вiдношення порядку
в арифметицi чи аналiзi, або властивiсть “бути точками загального положен-
ня” в геометрiї) i певнi вiдображення та функцiї (напр., рiзнi дiї над числами
— додавання, множення тощо). Зручно, щоб рiзним об’єктам — елементам
множин, видiленим елементам, вiдношенням, функцiям — вiдповiдали букви
рiзних типiв. Окрiм того, зручно ввести деякi допомiжнi символи, якi вiдiгра-
ватимуть роль роздiлових знакiв звичайної мови. Нарештi, потрiбнi логiчнi
символи — на роль сполучникiв звичайної мови. Оскiльки далi часто вико-
ристовуватиметься iндукцiя за довжиною слiв (а фактично — за кiлькiстю
логiчних символiв у словi), то зручно обмежитися мiнiмально необхiдною
кiлькiстю рiзних логiчних символiв.

Отже, алфавiт мови (або логiки) першого порядку складається iз символiв
таких шести груп.

1) Нескiнченна множина символiв предметних (або iндивiдних) змiнних.
Зазвичай позначатимемо їх малими латинськими буквами з кiнця алфавiту
(можливо, з iндексами): x, y, z, . . . , x1, y1, z1, . . . i називатимемо просто змiн-
ними.

2) Деяка множина (можливо, порожня) символiв предметних (або iндивiд-
них) констант. Зазвичай позначатимемо їх малими латинськими буквами з
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початку алфавiту (можливо, з iндексами): a, b, . . . , a1, b1, . . . i називатимемо
просто константами.

3) Непорожня скiнченна або нескiнченна множина предикатних симво-
лiв. Позначатимемо їх великими латинськими буквами iз середини алфавi-
ту (можливо, з iндексами). Кожному предикатному символу P ставиться у
вiдповiднiсть цiле число ω(P ) ≥ 0, яке називають арнiстю цього символу,
причому хоча б один предикатний символ мусить мати додатну арнiсть. Якщо
ω(P ) = n, то P називають n-арним предикатним символом (при n = 1, 2 або
3 говорять також про унарнi, бiнарнi татернарнi символи). Якщо арнiсть пре-
дикатного символу потрiбно вказати явно, то її записують як верхнiй iндекс
(напр., запис P 2

3 означає, що предикатний символ P3 має арнiсть 2).
4) Деяка (можливо, порожня) множина функцiональних символiв. Позна-

чатимемо їх малими латинськими буквами iз середини алфавiту (можливо, з
iндексами). Кожному функцiональному символу f ставиться у вiдповiднiсть
цiле додатне число ω(f), яке називають його арнiстю. Щодо арностей фун-
кцiональних символiв можна повторити всi тi зауваження, що стосувалися
предикатних символiв.

5) Символи ∨, ∧,→,↔, ⊕, ¬ логiчних операцiй (або логiчних зв’язок) i
два квантори: (квантор загальностi) ∀ i (квантор iснування) ∃.

6) Службовi (допомiжнi) символи: лiва дужка “(”, права дужка
“)” i кома “,”.

Зауваження. 1.Злiченний алфавiт (а в переважнiй бiльшостi змiстовних
прикладiв вiн є саме таким) формально легко можна замiнити скiнченним.
Для цього досить занумерувати символи i далi використовувати лише їхнi
номери, записанi у певнiй системi числення. Бiльшетого, на практицi майже
завжди так i роблять. Однак “iєроглiфи” вигляду x1341, P 2

13 чи f12179 зручно
розглядати все-таки як окремi символи (вiдповiдно змiнної, предикатний i
функцiональний), а не як слова у вiдповiдних алфавiтах. Наприклад, тодi,
коли використовують iндукцiю за складнiстю формули.

2. Iнколи предметнi константи розглядають як функцiональнi символи
арностi 0 i не видiляють в окрему групу символiв.

3. У мовах, пристосованих до конкретних математичних теорiй, для
предикатних i функцiональних символiв i констант часто використовують
традицiйнi позначення (напр., 0 i 1 — для вiдповiдних констант,< i = — для
предикатних символiв, + i ·— для функцiональних тощо).

4.Предикатнi символи арностi 0 називають ще логiчними константами,
гiпотезами або висловлюваннями29.

29 У конкретних математичних теорiях вони зустрiчаються нечасто i зазвичай саме у виглядi
гiпотез: континуум-гiпотеза, гiпотеза Рiмана тощо.
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Перша й шоста групи символiв в усiх мовах першого порядку однаковi.
П’ята група може варiюватися, але в не дуже широких межах: набiр логiчних
зв’язокмає бути повним. Зате iншi три групиможуть варiюватися дуже сильно.

Пару Ω = (Ω1,Ω2), де Ω1 — множина предикатних, а Ω2 — множина
констант i функцiональних символiв мовиL, називають сигнатурою цiєї мови.

Довiльну скiнченну послiдовнiсть символiв алфавiту називають словом у
цьому алфавiтi.

Приклад. Слово

(x+ y = z) ∧ (sin y > 3)→ ∀x(y · z > 0) (3.3)

належить мовi, яка мiстить предметнi константи 3 i 0, предикати арностi
2 “=” i “>”, функцiональний символ “sin” арностi 1 i функцiональнi символи
“+” та “·” арностi 2.

Сукупнiсть правил, якi визначають граматику мови, тобто вказують, якi
слова i тексти (= послiдовностi слiв) мови є ‘правильними’, утворює синтаксис
мови. Розглянемо цi правила для мови першого порядку:

Термами називають слова мови L, для яких використовують такi правила:

(1) кожна змiнна i кожна константа є термом;
(2) для кожного функцiонального символу f арностi n i термiв t1, . . . , tn

слово f(t1, . . . , tn) також є термом;
(3) iнших термiв нема (тобто слово мови L буде термом тодi й лише тодi,

коли його можна побудувати, застосовуючи скiнченну кiлькiсть разiв правила
(1) i (2)).

Множину всiх термiв мови L позначатимемо T (L).

Якщо P — предикатний символ арностi n i t1, . . . , tn — терми, то слово
P (t1, . . . , tn) називають атомарноюформулою. Зокрема, атомарними форму-
лами будуть предикатнi символи арностi 0.

Серед усiх слiв мовиL найважливiшими для нас будуть так званi правильно
побудованi формули (скорочено ппф). Вони визначаються так:

(1) кожна атомарна формула є ппф;
(2) для довiльних ппф A i B вирази (¬A), (A ∨ b), (A ∧ B), (A → B),

(A↔ B) i (A⊕B) також є ппф;
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(3) для довiльних ппф A та змiнної x вирази
(
∀xA(x)

)
i
(
∃xA(x)

)
також

є ппф;
(4) iнших правильно побудованих формул нема (тобто слово мови L буде

ппф тодi й лише тодi, коли його можна побудувати, застосовуючи скiнченну
кiлькiсть разiв правил (1)—(3)).

Множину всiх правильно побудованих формул мови L позначатимемо
F(L).

Зауваження. Дужки у формулах вiдiграють суто службову роль i по-
трiбнi насамперед для того, щоб можна було однозначно вiдновити послi-
довнiсть застосування правил (1)—(3). Друга їхня функцiя — полегшити
сприйняття формул. Однак, коли дужок забагато, то друга функцiя не
виконується. Тому зазвичай для полегшення сприйняття частину дужок у
формулi вилучають. Зокрема, вилучаються зовнiшнi дужки. Правила, якi
саме дужки вiдкидати, можна формалiзувати, але простiше в цих речах
керуватися здоровим глуздом.

Ще одна вольнiсть стосується однойменних кванторiв: замiсть
∀x1 ∀x2 . . . ∀xk часто пишуть ∀x1, x2, . . . , xk, а замiсть ∃x1 ∃x2 . . . ∃xk —
∃x1, x2, . . . , xk.

Крiм того у випадку предикатних i функцiональних символiв арностi 2 вiд-
повiдний символ часто пишуть не перед аргументами, а мiж ними. Наприклад,
як у словi (3.3), x > y замiсть > (x, y) або x+ y замiсть +(x, y).

Пiдформулою формули A називається довiльне пiдслово формули A, яке
саме є ппф.

Пiд областю дiї квантора розумiється пiдформула, яка починається з
лiвої дужки, що стоїть перед даним квантором, i закiнчується вiдповiдною їй
правою дужкою.

Входження змiнної x у формулу A називають пов’язаним, якщо ця змiнна
входить в область дiї деякого квантора iз змiнною x (тобто, якщо воно є
входженням у пiдформулу вигляду (KxB) де K—квантор). У протилежному
разi входження змiнної x називають вiльним.

Пов’язанi кванторами змiннi ще називають фiктивними. Вони лише вка-
зують, як саме побудоване висловлювання ∀xA(x) або ∃xA(x). Зокрема, за-
мiсть пов’язаних змiнних не можна пiдставляти конкретнi значення чи назви
конкретних об’єктiв. Зате, з невеликими застереженнями, пов’язану змiнну
можна замiнити довiльною iншою буквою або i взагалi обiйтися без неї. Але
використання таких змiнних є звичним i зручним для мiркувань, а тому досить
поширеним у математицi.
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Уширшому розумiннi пiд квантором розумiють операцiю, яка застосовує-
ться до так званих пiдкванторних виразiв, щомiстять змiннi, якi пов’язуються
даним квантором. У результатi отримують вираз, який вiд цих змiнних уже не
залежить, але змiст якого залежить вiд сукупностi значень пiдкванторного ви-
разу на областi, яку пробiгають змiннi квантора. Зокрема, окрiм “офiцiйних”
кванторiв ∀ i ∃, у математицi широко використовують квантори

∑
i
. . .,

∏
i
. . .,∫ b

a . . . dx тощо.
Змiнна є вiльною (пов’язаною) для формули F , якщо хоча б одне з вхо-

джень цiєї змiнної у формулу F є вiльним (пов’язаним). Зауважимо, що та
сама змiнна може бути у формулi F як вiльною, так i пов’язаною.

Формули, якi не мiстять вiльних входжень змiнних, називають замкненими
формулами або твердженнями.

Якщо x1, . . . , xn — список усiх вiльних змiнних формули F , то формулу
∀x1 . . . ∀xn F називають замиканням загальностi формули F .

Вiдомо, як часто використовуються вматематицi пiдстановки замiсть змiн-
них певних виразiв (частковим випадком є замiни змiнних). Використовуються
вони i в логiцi. Але треба зробити кiлька застережень.

У формулах логiки предикатiв щось пiдставляти можна лише замiсть вiль-
них входжень змiнних. Зрозумiло, що це “щось” має бути термом. Але дозво-
ляються не всi пiдстановки термiв. Терм t називають вiльним для змiнної
x у формулi F , якщо жодне вiльне входження змiнної x не лежить
в областi дiї квантора за якою-небудь змiнною, що зустрiчається в t.
Пiдставляти в дану формулу замiсть даної змiнної можна лише тi терми,
якi вiльнi для цiєї змiнної.

Приклад. Терм t1 = z+ 2 є вiльним для змiнної y у формулi ∃x (y > x),
а терм t2 = z + x таким не є.

Зауваження. Подiбнi нюанси з пiдстановками замiсть змiнних певних
виразiв виникають i в iнших роздiлах математики. Наприклад, пiдстановка
в рiвнiсть g(y) =

∫ b
a f(x, y)dx замiсть y змiнної z є цiлком законною i приво-

дить до рiвностi g(z) =
∫ b
a f(x, z)dx, рiвносильної початковiй. Утойже час

пiдстановка замiсть y змiнної x є некоректною, бо приводить до рiвностi
g(x) =

∫ b
a f(x, x)dx, яка з початкової жодним чином не випливає.

Той факт, що змiннi x1, . . . , xn є вiльними у формулi F , ми позначатимемо
як F (x1, . . . , xn), а результат замiни змiнних x1, . . . , xn термами t1, . . . , tn
позначатимемо як F (t1, . . . , tn).
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3.3. Семантика формул

Сама по собi формула логiки предикатiв жодного змiсту не має — це
просто побудована за певними правилами послiдовнiсть символiв iз певного
алфавiту.Щоб надати формулi змiст, її треба iнтерпретувати—тобто сказа-
ти, який саме конкретний змiст мають усi функцiональнi i предикатнi символи
та константи, що в нiй зустрiчаються. Тому пiд iнтерпретацiєю ϕ мови L
першого порядку ми розумiтимемо таке.

Фiксуємо непорожню множинуM i
— кожному константному символу c ставимо у вiдповiднiсть деякий еле-

мент ϕ(c) множиниM ;
— кожному предикатному символу P ∈ Ω1 арностi n ставимо у вiдповiд-

нiсть n-арний предикат ϕ(P ) : Mn → {0, 1} наM ;
— кожному функцiональному символу f ∈ Ω2 арностi n ставимо у вiдпо-

вiднiсть n-арну функцiю ϕ(f) : Mn →M наM .
У випадках, коли iнтерпретацiя вiдома або байдуже, про яку саме iн-

терпретацiю йдеться, символи мови L i їхнi образи в iнтерпретацiї зазвичай
позначають однаково i говорять про елемент c, функцiю f i предикат P .

Якщо ϕ — iнтерпретацiя мови L на множинi M , то пару M = (M,ϕ)
називатимемо алгебричною системою для мови L. Множину M називають
основною множиною або носiєм алгебричної системи.

Для даної iнтерпретацiї ϕ мови L на множинiM кожне вiдображення µ :
V →M множини V предметних змiнних мовиL вM називають деталiзацiєю
iнтерпретацiї ϕ. Пару 〈ϕ,µ〉 називають оцiнкою мови L.

У результатi оцiнки кожен терм мови L стає iменем певного елемента з
множини M (тобто набуває певного значення з M ), а кожна формула набу-
ває певного значення iстинностi. Значення ϕµ(t) вiд терма t в оцiнцi 〈ϕ,µ〉
визначають iндуктивно:

(1) якщо t = c, де c— символ константи, то ϕµ(t) = ϕ(c);
(2) якщо t = x, де x— символ предметної змiнної, то ϕµ(t) = µ(x);
(3) якщо t = f(t1, . . . , tk), де f — функцiональний символ арностi k, то

ϕµ(t) = ϕ(f)(ϕµ(t1), . . . ,ϕµ(tk)).

Значення ϕµ(F ) формули F також визначають iндуктивно:
(1) якщо F = P (t1, . . . , tk) — атомарна формула, то

ϕµ(F ) = ϕ(P )(ϕµ(t1), . . . ,ϕµ(tk));
(2) якщо F = ¬G, то ϕµ(F ) = ¬ϕµ(G);
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(3) якщо F = G1 ◦ G2, де ◦ — одна з бiнарних логiчних зв’язок, то
ϕµ(F ) = ϕµ(G1) ◦ϕµ(G2);

(4) якщо F = ∀xG, то ϕµ(F ) = 1 тодi й лише тодi, коли для кожної
деталiзацiїµ′, яка вiдрiзняється вiдµщонайбiльше значенням змiнноїx (тобто
µ|V r{x} = µ′|V r{x}), справедлива рiвнiсть ϕµ′(G) = 1;

(5) якщо F = ∃xG, то ϕµ(F ) = 1 тодi й лише тодi, коли для деякої
деталiзацiї µ′, яка вiдрiзняється вiд µ щонайбiльше значенням змiнної x,
справедлива рiвнiсть ϕµ′(G) = 1.

Таким чином, оцiнку мови будують у два етапи. На першому вiдбувається
iнтерпретацiя на деякiй множинiM нелогiчних (предикатних i функцiональ-
них) символiв мови (тобто завдяки тому, що предикатнi та функцiональнi
символи мови набувають змiсту конкретних предикатiв i функцiй наM , наM
задається певна алгебрична структура). На другому етапi вiдбувається фiкса-
цiя значень змiнних. Пiсля цього кожна формула набуває певного значення
iстинностi з множини {0, 1}.

Зауважимо,що оцiнка замкненої формули залежить лише вiд iнтерпретацiї
(тобто для всiх деталiзацiй даної iнтерпретацiї значення iстинностi замкненої
формули буде однаковим).

Якщо формула F набуває у данiй iнтерпретацiї (оцiнцi) логiчного значен-
ня 1, то говоримо, що у цiй iнтерпретацiї (оцiнцi) формула F стає iстинною.
Якщо розглядають лише iнтерпретацiю, без подальшої її деталiзацiї, то го-
ворячи про iстиннiсть чи хибнiсть формули F у данiй iнтерпретацiї завжди
маємо на увазi замикання загальностi формули F .

Аналогiчно слiд розумiти вираз “формула F стає хибною у данiй iнтер-
претацiї (оцiнцi)”.

Тепер уже зрозумiло, навiщо ми видiлили в логiцi предикатiв два типи
виразiв — терми i формули — i яка мiж ними вiдмiннiсть. Терми служать
для позначення об’єктiв (конкретних або залежних вiд певних параметрiв —
змiнних), а формули виражають зв’язки мiж цими об’єктами.

Вправа 3.2. Чи є вiльною або пов’язаною змiнною символ x у
формулi (x2)′ = 2x?

Бiльшiсть тверджень, якi зустрiчаються як у математицi, так i поза її ме-
жами, можна записати у виглядi формул логiки предикатiв, певним чином
пiдiбравши вiдповiднi предикати. Формалiзуючи твердження певної матема-
тичної теорiї (напр., арифметики або геометрiї) ми вибираємо за атомарнi
(тобто базовi) лише деякi з предикатiв, що в нiй зустрiчаються. Навiть у межах
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даної теорiї цей вибiр можна робити багатьма способами. Вибiр конкретних
атомарних предикатiв часто диктується потребами конкретної задачi30.

Розглянемо чотири приклади запису тверджень засобами, що належать до
логiки предикатiв.

Приклади. 1. На множинi людей задано такi предикати: J(x) = “x —
юрист”, R(x) = “x — шахрай”, P (x) = “x — полiтик”. Тодi за допомогою
цих предикатiв твердження “кожен полiтик— якщо не шахрай, то юрист”
можна записати так:

∀x(P (x)→ (¬R(x)→ J(x)).

Або так:
∀x((P (x) ∧ ¬R(x))→ J(x)).

2. На множинi натуральних чисел N = {0, 1, 2, 3, . . .} задано предикати
S(x, y, z) (який дорiвнює 1 тодi й лише тодi, коли x+y = z) iD(x, y, z) (який
дорiвнює 1 тодi й лише тодi, коли x · y = z). Запишемо за допомогою цих
предикатiв твердження “множина простих чисел є нескiнченною”.

Почнемо з того, що переформулюємо наше твердження в дусi давнiх
грекiв: “для кожного простого числа iснує бiльше за нього просте число”.
Уже видно, що нам знадобляться допомiжнi предикати P (x) = “x — про-
сте число” i “x > y”. Оскiльки поняття простого числа формулюється в
термiнах подiльностi, то нам буде потрiбен i предикат “x | y”, який легко
виразити через D: x | y = ∃ zD(x, z, y). Розглянемо ще два унарнi преди-
кати “x = 0” = S(x, x, x) та “x = 1” = ∀ yD(x, y, y). Тепер ми можемо
виразити предикати “x > y” та P (x) через базиснi:

x > y = ∃ z(z 6= 0 ∧ S(z, y, x)),

P (x) = x > 1 ∧ ∀ y(y | x→ (y = 1 ∨ y = x)).

Пiсля цiєї пiдготовчої роботи вже можна записати i твердження “множи-
на простих чисел є нескiнченною”:

∃xP (x) ∧ ∀x(P (x)→ ∃ y(y > x) ∧ P (y)).

Перекладаючи з природної мови на формальну, потрiбно враховувати не
лише структуру даного твердження, а i його змiст i навiть контекст.

30 У розвинених математичних теорiях зазвичай не обмежуються лише атомарними преди-
катами, а вводять новi, якi виражають через атомарнi за допомогою певних рiвностей (тобто є
скороченими позначеннями певних складних предикатiв).
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3. “Усi спаднi i зростаючi функцiї є монотонними”.
Формалiзацiя, яка напрошується:

∀ f (Спад (f) ∧ Зрост (f)→ Мон (f)),

є неправильною, бо умову“Спад (f)∧Зрост (f)” задовольняютьлишефункцiї-
константи. Правильною формалiзацiєю буде

∀f(Спад (f) ∨ Зрост (f)→ Мон (f)).

Отже, говорилося “i”, а перекладати треба “або”.

4. Розглянемо два твердження:
(а) “Усi студенти мехмату поважають один одного” i
(б) “Усi команди лiги змагаються одна з одною”,
якi мають тотожну граматичну форму.

Правильна формалiзацiя твердження (а) має вигляд

∀x, y (студ.мехмат (x) ∧ студ.мехмат (y)→поваж (x, y) ∧ поваж (y, x)).
(3.4)

Можна й коротше:

∀x, y (cтуд.мехмат (x) ∧ cтуд.мехмат (y)→ поваж (x, y)).

А для тотожного за формою твердження (б) правильна формалiзацiя
має вигляд

∀x (команда (x)→ ∃y (команда (y) ∧ змаг (x, y) ∧ змаг (y, x))). (3.5)

Крiм усього, на вiдмiну вiд попереднього прикладу, вилучити змаг (y, x) тут
не можна.

Формулу F називають виконливою, якщо iснує оцiнка, за якої ця формула
стає iстинною.

ЗамкненуформулуF називають загальнозначущою, якщо вона буде iстин-
ною за всiх iнтерпретацiй. Загальнозначущi формули вiдiграють у логiцi пре-
дикатiв роль, подiбну до ролi тавтологiй у логiцi висловлювань.

Iнколи буває корисним варiант поняття загальнозначущостi, пов’язаний
iз потужнiстю областi iнтерпретацiї: формулу F називають m-загальнозначу-
щою, якщо вона буде iстинною у всiх iнтерпретацiях на множинах потужностi
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m. Формулу F називають скiнченно загальнозначущою, якщо вона буде n-
загальнозначущою для всiх натуральних чисел n (тобто у всiх iнтерпретацiях
на скiнченних множинах).

Зрозумiло, що кожна загальнозначуща формула буде i скiнченно загаль-
нозначущою. Але зворотне твердження не є правильним.

Приклади. 1.Надвохелементнiй множинi iснує лише чотири рiзнi преди-
катиарностi 1. Томудлядовiльних предикатiвP1, . . . , P5 арностi 1 наступна
формула

∀x (P1(x)↔ P2(x)) ∨ ∀x (P1(x)↔ P3(x)) ∨ · · ·
· · · ∨ ∀x (P1(x)↔ P5(x)) ∨ ∀x (P2(x)↔
↔ P3(x)) ∨ · · · ∨ ∀x (P4(x)↔ P5(x))

буде 2-загальнозначущою.

2. Формула(
∀x∀y∀z(x ≤ y ∧ y ≤ z → x ≤ z) ∧ ∀x∀y(x ≤ y ∧ y ≤ x→ x = y)∧

∧∀x(x ≤ x) ∧ ∀x∀y(x ≤ y ∨ y ≤ x)
)
→ ∃y∀x(x ≤ y)

стверджує, що в лiнiйно впорядкованiй множинi є найбiльший елемент. Це
твердження виконується в кожнiй скiнченнiй лiнiйно впорядкованiй множи-
нi, але не виконується, наприклад, у множинi N iз звичайним вiдношенням
порядку. Тому ця формула є скiнченно загальнозначущою, але не є загально-
значущою.

Уже говорилось, що загальнозначущi формули є аналогами тавтологiй ло-
гiки висловлювань.Однак, якщодляперевiркиформул логiки висловлювань на
тавтологiчнiсть є нехай i громiздкi, але ефективнi алгоритми (напр., побудова
таблиць iстинностi), то для перевiрки на загальнозначущiсть таких алгоритмiв
нема. Причому нема не тому, що їх досi нiхто не знайшов, а тому, що їх взагалi
не iснує (якщо алфавiт мови включає хоча б один предикатний символ арностi
≥ 2). Це складає змiст вiдомої теореми Черча про нерозв’язнiсть числен-
ня предикатiв. Iсторично це був перший приклад доведення нерозв’язностi
змiстовної алгоритмiчної проблеми.

Оскiльки єдиного алгоритму не iснує, то доводити загальнозначущiсть
формул можна лише за допомогою змiстовних мiркувань. З iншого боку, для
спростування загальнозначущостi досить одного контрприкладу.
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Перевiрка формули на загальнозначущiсть тiсно пов’язана з перевiркою
на виконливiсть: формула буде загальнозначущою тодi й лише тодi, коли її
заперечення не буде виконливою формулою.

Нехай F — замкнена формула мови L. Алгебричну систему M=(M,ϕ)
називають моделлю формули F (позначають: ML |=ϕ F ), якщо F стає iстин-
ною в iнтерпретацiї ϕ. Якщо мова L вiдома або в даному контекстi не є
важливою, говоримо просто про модельM i пишемоM |= F .

Якщо формула F —незамкнена, то моделлю F називають модель замика-
ння загальностi формули F .

Множину ∆ формул називають семантично несуперечливою (або просто
несуперечливою), якщо iснує модель, яка є спiльною для всiх формул iз ∆. У
протилежному разi множину ∆ називають (семантично) суперечливою.

Зауваження. Ми навiшували квантори лише за змiнними, значеннями
яких були елементи певної множини. Логiку з такими кванторами назива-
ють логiкою першого порядку i їй в математицi належить головна роль.
Взагалi кажучи, можна розглядати i квантори за змiнними, якi пробiгають
сукупнiсть усiх пiдмножин даної множини, сукупнiсть усiх предикатiв (або
функцiй) даної арностi на данiй множинi, сукупнiсть усiх множин предика-
тiв (або функцiй) тощо. Так з’являються логiки вищих порядкiв. Але вони,
по-перше, влаштованi значно складнiше, а по-друге, вiдiграють у ма-
тематицi досить скромну роль. Тому ми обмежимося лише логiкою
першого порядку.

Є думка, вiдома пiд назвою тези Гiльберта, що коли всi позалогiчнi мате-
матичнi припущення формулювати явно, то кожне математичне твердження
можна виразити в логiцi першого порядку. На користь цiєї тези свiдчить весь
досвiд розвитку математики, однак користуватися нею на практицi часто не
дуже зручно. Наприклад, у формулюваннях теорем про властивостi неперерв-
них функцiй природно з’являються квантори по функцiях, а в теоремi Келi
про те, що кожна група iзоморфна деякiй групi пiдстановок, маємо як кван-
тор загальностi по сукупностi абстрактних груп, так i квантор iснування по
сукупностi груп пiдстановок.

Однак у логiцi при дослiдженнi властивостей усiєї сукупностi математи-
чних тверджень, їхньої структури, логiчних зв’язкiв мiж ними тощо, обме-
житися лише логiкою першого порядку дуже зручно. Це дозволяє уникнути
багатьох труднощiв суто технiчного характеру.
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3.4. Рiвносильнi формули. Логiчний наслiдок

Кажуть, що формула F є логiчним (або семантичним) наслiдком iз мно-
жини формул ∆ (i пишуть ∆ |= F ), якщо для кожної оцiнки, при якiй усi
формули з ∆ є iстинними, формула F також є iстинною. Iншими словами,
якщо для якоїсь оцiнки формула F є хибною, то при цiй оцiнцi має бути
хибною принаймнi одна формула з ∆.

У цих термiнах загальнозначущiсть формули F означає, що вона є ло-
гiчним наслiдком iз порожньої множини формул (у цьому випадку замiсть
∅ |= F пишуть просто |= F ). А суперечливiсть множини формул ∆ означає,
що логiчним наслiдком iз ∆ є тотожно хибна формула 0: ∆ |= 0.

Легко зрозумiти, що наслiдок 1.2 залишається справедливим i для формул
логiки предикатiв.

Формули A i B називають логiчно рiвносильними (або семантично рiвно-
сильними, або просто рiвносильними), якщо кожна з них є логiчним наслiдком
з iншої. ТобтоформулиA iB будуть рiвносильними, якщо при кожнiй оцiнцi цi
формули мають однаковi значення iстинностi. Звiдси одразу випливає, що вiд-
ношення рiвносильностi є вiдношенням еквiвалентностi. Факт рiвносильностi
формул A i B позначають так: A ≡ B.

З означення рiвносильностi формул одразу випливає таке твердження.

Твердження 3.1. Замкненi формули F1 i F2 будуть рiвносильними тодi й
лише тодi, коли формула F1 ↔ F2 буде загальнозначущою.

Теорема 3.1 (про пiдстановку). Якщо A(x1, . . . , xn) i B(x1, . . . , xn) —
рiвносильнi формули логiки висловлювань, то для довiльних формул
F1, . . . , Fn логiки предикатiв формули A(F1, . . . , Fn) i B(F1, . . . , Fn) також
будуть рiвносильними.

Доведення. Прикожнiй деталiзацiї будь-якої iнтерпретацiїформул логiки пре-
дикатiв формули F1, . . . , Fn набувають певних логiчних значень ε1, . . . , εn.
Але тодi з рiвносильностi A(x1, . . . , xn) i B(x1, . . . , xn) як формул логiки
висловлювань випливає, що при кожнiй деталiзацiї формули A(F1, . . . , Fn) i
B(F1, . . . , Fn) набувають однакових логiчних значень.

З теореми 3.1 випливає, що майже все, що ранiше говорилося про логi-
чний наслiдок i рiвносильнi формули у логiцi висловлювань (зокрема, теорема
1.5, основнi закони логiки висловлювань, твердження 1.1, 1.2, теорема 1.7 про
основнi типи логiчних наслiдкiв) лишається справедливим i для логiки пре-
дикатiв. Аналогом вiдповiдних рiвносильностей для логiчних наслiдкiв є i
закони де Моргана для кванторiв.
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Теорема 3.2 (закони де Моргана).

¬(∀xA(x)) ≡ ∃x (¬A(x)), ¬(∃xA(x)) ≡ ∀x (¬A(x))

Доведення. Доведемо перший iз законiв. Нехай y1, . . . , yn — список усiх
вiльних змiнних (для лiвої i правої формул вiн той самий), а ϕ — довiльна
iнтерпретацiя цих формул на деякiй множинiM . Припустимо, що лiва частина
на наборi (m1, . . . ,mn) набуває значення 1. Тодi формула ∀xA(x) на цьому
наборi набуває значення 0. Це означає, що предикат A(x,m1, . . . ,mn) не є
тотожно iстинним. Отже, предикат ¬A(x,m1, . . . ,mn) є виконливим, а тому
права частина на наборi (m1, . . . ,mn) також набуває значення 1.

Якщо ж лiва частина на наборi (m1, . . . ,mn) набуває значення 0, то фор-
мула ∀xA(x) на цьому наборi набуває значення 1. Тому преди-
кат A(x,m1, . . . ,mn) буде тотожно iстинним, а його заперечення
¬A(x,m1, . . . ,mn) — тотожно хибним. Але тодi права частина на наборi
(m1, . . . ,mn) також набуває значення 0.

Отже, лiва i права частини завждинабувають однакових значень iстинностi,
а тому є рiвносильними.

Другий закон доводять аналогiчно.

Але в логiцi предикатiв є й iншi важливi рiвносильностi, якi не мають
аналогiв у логiцi висловлювань.

Теорема 3.3 (основнi рiвносильностi логiки предикатiв). Символом K позна-
чається будь-який iз кванторiв ∀ або ∃.

1) Якщо змiнна x не зустрiчається у формулi A, то KxA ≡ A.
2) Якщо змiнна z не зустрiчається у формулi A, то
KxA(x) ≡ KzA(z).

3) ∀x ∀ yA(x, y) ≡ ∀ y ∀xA(x, y), ∃x ∃ yA(x, y) ≡ ∃ y ∃xA(x, y).
4) ∀x (A(x) ∧B(x)) ≡ ∀xA(x) ∧ ∀xB(x),
∃x (A(x) ∨B(x)) ≡ ∃xA(x) ∨ ∃xB(x).

5) K1xA(x) ∨ K2xB(x) ≡ K1xK2y (A(x) ∨B(y)),
K1xA(x) ∧ K2xB(x) ≡ K1xK2y (A(x) ∧B(y)).

6) Якщо формулаB не мiстить вiльних входжень змiнної x, то
KxA(x) ∨B ≡ Kx (A(x) ∨B), KxA(x) ∧B ≡ Kx (A(x) ∧B).

7) Якщо формулаB не мiстить вiльних входжень змiнної x, то
∀xA(x)→ B ≡ ∃x (A(x)→ B), ∃xA(x)→ B ≡ ∀x (A(x)→ B).

8) Якщо формула A не мiстить вiльних входжень змiнної x, то
A→ KxB(x) ≡ Kx (A→ B(x)).

Доведення. Рiвносильностi 1) i 2) випливають безпосередньо з означення опе-
рацiй навiшування кванторiв. Рiвносильностi 3) очевиднi.
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4) Доведемо першу з рiвносильностей. Нехай y1, . . . , yn — список усiх
вiльних змiнних (для лiвої i правої формул вiн той самий), а ϕ — довiль-
на iнтерпретацiя цих формул на деякiй множинi M . Припустимо, що лiва
частина на наборi (m1, . . . ,mn) набуває значення 1. Це означає, що преди-
кат A(x,m1, . . . ,mn) ∧ B(x,m1, . . . ,mn) є тотожно iстинним. З означення
кон’юнкцiї предикатiв випливає, що кожен iз предикатiв A(x,m1, . . . ,mn) та
B(x,m1, . . . ,mn) такожє тотожно iстинним.Але тодi кожна зформул∀xA(x)
i ∀xB(x) набуває на наборi (m1, . . . ,mn) значення 1. Тому кон’юнкцiя цих
формул (тобто права частина) також набуває значення 1.

Аналогiчно розглядають випадок, коли лiва частина на наборi
(m1, . . . ,mn) набуває значення 0.

Решту рiвносильностей пропонуємо довести самостiйно.

Зауваження. На вiдмiну вiд однойменних кванторiв, рiзнойменнi кван-
тори переставляти не можна. Наприклад, при стандартнiй iнтерпретацiї
символу “=” на неодноелементнiй множинi формула ∀x ∃ y ¬(x = y)
набуває значення 1, а формула ∃ y ∀x¬(x = y) — значення 0.

Означення 3.1. Кажуть, що формула логiки предикатiв записана у випе-
редженiй нормальнiй формi (або пренекснiй нормальнiй формi), якщо
вона має вигляд

K1xi1 · · ·KrxirF (x1, . . . , xn) ,

деK1, . . . ,Kr —квантори, аформулаF (x1, . . . , xn)мiстить лише операцiї∨,
∧та¬, причому знак заперечення¬ може стояти лише перед предикатами.
Зокрема, формула F (x1, . . . , xn) не мiстить кванторiв.

Теорема 3.4. Кожна формула логiки предикатiв рiвносильна формулi, запи-
санiй у випередженiй нормальнiй формi.

Доведення. Спочатку, використовуючи рiвносильностi логiки висловлювань,
виключаємо всi зв’язки, окрiм ¬,∨,∧ i кванторiв. Далi, застосовуючи закони
де Моргана (як для логiки висловлювань, так i з теореми 3.3, вилучаємо знак
заперечення до предикатiв. Наступним кроком, використовуючи рiвносиль-
нiсть iз теореми 3.3, п.2), робимо так, щоб рiзнi квантори пов’язували рiзнi
змiннi i щоб жодна змiнна не була одночасно вiльною i пов’язаною. Нарештi,
використовуючи рiвносильностi (теорема 3.3, п.6)

∀xA(x) ∧B ≡ ∀x(A(x) ∧B), ∃xA(x) ∧B ≡ ∃x(A(x) ∧B),

∀xA(x) ∨B ≡ ∀x(A(x) ∨B), ∃xA(x) ∨B ≡ ∃x(A(x) ∨B),

виносимо всi квантори наперед i отримуємо випереджену нормальну форму.
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Зауваження. 1. Природно виникає питання про єдинiсть випередженої
нормальної форми для даної формули. Квантори можна виносити в рiзно-
му порядку i використовуючи рiзнi рiвносильностi, тому вигляд квантор-
ної приставки (i навiть кiлькiсть кванторiв у нiй) залежатиме вiд способу
зведення. Наприклад, формула ∀xA(x) ∧ ∀xB(x) рiвносильна як формулi
∀x(A(x) ∧ B(x)), так i формулi ∀x∀y(A(x) ∧ B(y)). Тому єдина канонiчна
форма, подiбна до досконалої НФ у логiцi висловлювань, серед випереджених
нормальних форм жодним природним чином не видiляється (навiть якщо
обмежитися зв’язками ¬,∨,∧). Навiть бiльше, з’ясування рiвносильностi
двох формул, записаних у випередженiй нормальнiй формi, є однiєю з важли-
вих i важких задач логiки предикатiв.

2.Якщовпочатковiйформулi крiм кванторiв зустрiчаютьсялише зв’язки
¬,∨,∧,→, то з теореми 3.3 випливає, що до випередженої нормальної фор-
ми можна зводити таким чином, щоб вiдносний порядок зв’язок ¬,∨,∧,→
не порушувався.
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4. Формальнi (аксiоматичнi) теорiї

Хоча термiн “доведення” є чи не найголовнiшим у математицi, ледве не
її синонiмом, вiн не має точного означення. В усiй своїй повнотi це поняття
належить математицi не бiльше нiж психологiї, адже доведення — це мiр-
кування, яке переконує нас аж настiльки, що ми готовi за його допомогою
переконувати iнших. Взагалi кажучи, у математикiв зазвичай не буває серйоз-
них розходжень у питаннi, вважати чи нi конкретний ланцюжок мiркувань
доведенням певного математичного факту. Однак такого iнтуїтивного понят-
тя доведення замало, коли ставиться пiд сумнiв можливiсть самого iснування
доведення. Такi сумнiви з’явилися, наприклад, у XIX ст. щодо V постулату
пiсля довгих i марних зусиль його довести.

Одним iз шляхiв (у логiцi — основним) уточнення i формалiзацiї понят-
тя доведення є дослiдження рiзних аксiоматичних теорiй або, трохи ширше,
числень. Основними компонентами аксiоматичної теорiї є певна мова, набiр
аксiом i набiр правил виводу. Точний опис цих компонентiв дає змогу дати
строге означення поняття доведення i, зокрема, одержати точнi формулюван-
ня й обґрунтування неможливостi доведення тих або iнших тверджень.

4.1. Формальна теорiя

У найширшому розумiннi теорiя — це певна мова L разом iз деякою
множиноюT речень (формул) цiєї мови.МовуL вибирають так, щоб структура
її речень якоюсь мiрою вiдображала їхнiй змiст. Тому, зазвичай, це певна
штучна мова. З кожною мовою пов’язана множина її iнтерпретацiй, за яких
речення (формули) мови стають iстинними або хибними твердженнями.

Єдва найпоширенiшiшляхи виникнення теорiй. За першого семантичного
пiдходу до побудови теорiї T вона складається з усiх формул мови L, iстин-
них при будь-якiй iнтерпретацiї з даної фiксованої множини iнтерпретацiй. У
цьому разi, зазвичай, створюються теорiї, початково пов’язанi iз якоюсь однi-
єю конкретною структурою (напр., математичний аналiз або теорiя функцiй
комплексної змiнної).

Другий пiдхiд є синтаксичним: теорiя складається з усiх формул, якi
можуть бути виведенi вiдповiдно до заданих правил синтаксичного слiдуван-
ня з певної заданої множини аксiом. Такi теорiї найчастiше пов’язанi з цiлим
класом структур (напр., теорiя груп або теорiя векторних просторiв).

У математицi цi два пiдходи дуже часто поєднують i використовують одно-
часно. Це дуже зручно. Однак, коли об’єктом дослiдження стають самi теорiї,
то цi пiдходи слiд чiтко розрiзняти. Тому далi зупинимося докладнiше на
другому з них.
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Алфавiтом називають фiксовану непорожню (скiнченну або нескiнченну)
множину, елементи якої ми вмiємо розрiзняти. Елементи алфавiту називають
символами або буквами. Скiнченнi послiдовностi букв iз алфавiту A назива-
ють словами над A.

З технiчнихмiркувань зручно ввести додатковий допомiжний символ, який
називають пробiлом або порожньою буквою.

У найзагальнiшому виглядiформальна теорiя (або аксiоматична теорiя,
або числення) складається з таких компонент:

— скiнченний або злiченний алфавiт;
— серед усiх слiв у даному алфавiтi видiляється пiдмножина так званих

правильно побудованих формул31 (скорочено ппф);
— серед усiх ппф видiляється пiдмножина так званих аксiом ;
— скiнченна кiлькiсть так званих правил виводу, якi є скiнченноарними

предикатами на множинi ппф.

Якщо правилом виводу є (n+1)-арний предикатP iP (A1, . . . , An,A)=1, то
кажуть, що формула A одержана з формул A1, . . . , An за допомогою правила
P , i часто записують це у виглядi

A1, . . . , An

A
(P ) або просто

A1, . . . , An

A
.

Нехай дана певна множина ∆ формул (вона може бути й порожньою). Фор-
мули з ∆ називатимемо гiпотезами. ВиводомформулиA з множини гiпотез ∆
називають скiнченну послiдовнiсть A1, A2, . . . , An формул, яка задовольняє
такi двi умови:

1) кожна формула Ai є або аксiомою, або гiпотезою, або одержується з
якихось попереднiх формул за одним iз правил виводу;

2) остання формула An збiгається з A32.

Якщо такий вивiд iснує, то пишуть ∆ ` A i кажуть, що A виводиться
з ∆ або що A є вивiдною з ∆. Якщо треба пiдкреслити, що йдеться саме
про теорiю L, то пишуть ∆ `L A. Число n називають довжиною виводу. Зi
скiнченностi виводу випливає, що в кожному виводi може використовуватися
лише скiнченна кiлькiсть гiпотез.

ФормулуA називають теоремою, якщо вона виводиться з порожньої мно-
жини гiпотез. Те, що A є теоремою, позначають ` A.

31 Бiльшiсть слiв у даному алфавiтi, як, до речi, i в будь-якiй живiй мовi, позбавленi змiсту.
Тому ппф— це такi слова, яким у певнiй iнтерпретацiї символiв алфавiту можна надати змiст.

32 Зауважимо, що довiльний початок A1, A2, . . . , Ak виводу A1, A2, . . . , An сам є виводом
формули Ak.
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Зауваження. 1. Вiд множини ппф i вiд множини аксiом зазвичай ви-
магають, щоб вони були розв’язними. Тобто повиннi iснувати ефективнi
процедури перевiрки, чи є дане слово ппф i чи є дана ппф аксiомою33.

2. Вiд правил виводу вимагають, щоб вони були ефективно обчислюваль-
ними. Тобто для кожного правила виводумає iснувати ефективна процедура
перевiрки, чи задовольняє даний набiр формул даному правилу.

3. Правила виводу часто називають “логiкою” даної теорiї. Ця “логiка”
може не мати жодного стосунку до звичайної логiки (див. приклад 2). Але
далi розглядатимемо лише теорiї, в яких роль “логiки” виконують звичайнi
правила логiки.

Зрозумiло, що коли множина аксiом i правила виводу є розв’язними, то
можна ефективно перевiрити, чи є дана послiдовнiсть формул виводом. Але
властивiсть бути теоремою у загальному випадку вже не є розв’язною: якщо
ми не знайшли виводу конкретної формули, то це ще не означає, що такого
виводу взагалi не iснує. Таким чином, “формальнiсть” формальної теорiї T по-
лягає в iснуваннi деякої процедури для перевiрки правильностi мiркувань, яку
можна застосовувати механiчно. Зауважимо, що йдеться лише про процедуру
перевiрки доведень, а не про процедуру їхнього знаходження!

Приклади. 1. Теорiя T має алфавiт S = {a, b}, одну аксiому a i два пра-
вила виводу:

A

aAa
i
A

Ab
. За допомогою iндукцiї неважко довести (зробiть

це!), що теоремами цiєї теорiї будуть усi такi i лише такi слова в алфавiтi
{a, b}, якi мiстять непарну кiлькiсть букв a, причому для кожного входжен-
ня букви b кiлькiсть букв a лiворуч вiд неї має бути на непарне число бiльшою
вiд кiлькостi букв a праворуч.

2.Шахи можна розглядати як формальну теорiю: є алфавiт для запису
шахових позицiй, одна аксiома— початковашахова позицiя, i правила виводу
— детально виписанi в “Шаховому кодексi” правила ходiв, за якими можна
вiд однiєї позицiї переходити до iншої. Теоремами будуть тi позицiї, якi хоча
б у принципi можуть виникнути пiд час гри.

Зауваження. Будувати виводи теорем даної формальної теорiї L — це
задача власне теорiї L. Задача ж логiки — це вивчення самої L. Тверджен-
ня про властивостi L називають метатеоремами. Далi, у процесi вивчення
числення висловлювань (як прикладу формальної теорiї), нас цiкавитиме

33 Строгi означення понять “ефективна процедура” i “розв’язнамножина” наведено у наступ-
ному роздiлi.
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зв’язок цього числення з логiкою висловлювань. Метатеоремою буде, зокре-
ма, твердження про те, що множина теорем числення висловлювань збiга-
ється з множиною тавтологiй (так звана теорема про повноту числення
висловлювань).

4.2. Числення висловлювань

Ми детально розглянемо числення висловлювань (коротко: ЧВ) з двох
мiркувань. По-перше, це цiкавий i порiвняно простий приклад аксiоматичної
теорiї. Зокрема, числення висловлювань є однiєю з небагатьох змiстовних
теорiй, для яких властивiсть бути теоремою є розв’язною. По-друге, воно
входить як складова частина в iншi, складнiшi i змiстовнiшi теорiї.

Нинi є багато рiзних версiй числення висловлювань. Вони розрiзняються
наборами аксiом, правилами виводу i навiть алфавiтами (для полегшеннямате-
матичного дослiдження такого числення часто зручно обмежитись невеликим
повним набором логiчних зв’язок, розглядаючи iншi зв’язки як певнi скоро-
чення). Одну з таких версiй ми нижче i розглянемо.

a) Алфавiт ЧВ мiстить нескiнченну множину символiв змiнних, два логiчнi
символи 0 i→ i два службовi символи — лiву ( i праву ) дужки.

b) Правильно побудованi формули (ппф) визначають так:
(1) кожна змiнна i 0 є ппф;
(2) якщо A i B— ппф, то (A → B) — також ппф;
(3) ппф є тiльки те, що можна одержати (можливо, багатократним) засто-

суванням правил (1) i (2).

Iншi логiчнi зв’язки вводять як скорочення:

¬A := A → 0, 1 = ¬0 := 0→ 0, (4.1)
A ∨ B := ¬A → B, A ∧ B := ¬(A → ¬B), (4.2)

A ↔ B := (A → B) ∧ (B → A), A⊕ B := ¬(A ↔ B). (4.3)

c) ЧВ мiстить три схеми аксiом:
(1) A → (B → A);
(2) (A → (B → C))→ ((A → B)→ (A → C));
(3) ((A → 0)→ 0)→ A.
Кожна схема аксiом дає нескiнченну сiм’ю аксiом пiсля пiдстановки у

вiдповiдну схему замiсть A, B i C конкретних ппф.
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Зауважимо, що на пiдставi скорочення ¬A := A → 0 схему аксiом (3)
можна переписати у виглядi ¬¬A → A.

d) Єдиним правилом виводу ЧВ є правило modus ponens (MP):

A,A → B
B

.

Легко бачити, що множина ппф i множина аксiом ЧВ є нескiнченними,
але розв’язними. А правильнiсть застосування правила modus ponens завжди
можна перевiрити.

Теорема 4.1 (про виправданiсть аксiоматизацiї). Кожна теорема числення
висловлювань є тавтологiєю.

Доведення. Безпосередньо перевiряють, що аксiоми є тавтологiями. Крiм
того, з тотожної iстинностi формул A → B i A випливає тотожна iстиннiсть
формули B. Тому iндукцiя за довжиною виводу доводить теорему.

З теореми про виправданiсть аксiоматизацiї одразу випливає несупереч-
ливiсть числення висловлювань, тобто неможливiсть того, щоб для якоїсь
формулиA як сама формулаA, так i її заперечення ¬A були теоремами. Адже
iз формул A i ¬A щонайбiльше одна може бути тавтологiєю.

Доведення наступної леми дає одночасно першi приклади виводiв у чи-
сленнi висловлювань.

Лема 4.1. a) ` A→ A; b) ` 0→ A.

Доведення. a) 1. (A→((A→A)→A))→((A→(A→A))→(A→A)); (A.2)
2. A→ ((A→ A)→ A); (A.1)
3. (A→ (A→ A))→ (A→ A); (MP до 1 i 2)
4. A→ (A→ A); (A.1)
5. A→ A; (MP до 3 i 4)

b) 1. ((A→ 0)→ 0)→ A; (A.3)
2. (((A→0)→0)→A)→(0→(((A→0)→0)→A)); (A.1)
3. 0→ (((A→ 0)→ 0)→ A); (MP до 1 i 2)
4. (0→(((A→0)→0)→A))→((0→((A→0)→0))→(0→A)); (A.2)
5. (0→ ((A→ 0)→ 0))→ (0→ A). (MP до 3 i 4)
6. 0→ ((A→ 0)→ 0); (A.1)
7. 0→ A. (MP до 5 i 6)
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Iмплiкацiю → свого часу ми визначили таким чином, що твердження
|=A→B iA |=B виявилося рiвносильним. Далi хочемо одержати дедуктивний
аналог цього факту — довести рiвносильнiсть тверджень `A→B i A`B.

Теорема 4.2 (теорема дедукцiї). A ` B тодi й лише тодi, коли ` A→ B.

Доведемо цю теорему навiть у загальнiшому виглядi.

Теорема 4.3 (теорема дедукцiї). Для довiльної множиниформул∆ ∆, A ` B
тодi й лише тодi, коли ∆ ` A→ B.

Доведення. Достатнiсть умови очевидна: якщо A1, . . . , An = A → B —
вивiд формулиA→ B iз ∆, то послiдовнiстьA1, . . . , An = A→ B,A,B буде
виводом формули B iз множини гiпотез ∆, A.

Необхiднiсть. Покажемо iндукцiєю за довжиною виводу

A1, A2, . . . , An = B (4.4)

формули B iз множини гiпотез ∆, A як можна цей вивiд переробити у вивiд

. . . , A→ A1, . . . , A→ A2, . . . , A→ An = A→ B (4.5)

формули A→ B iз множини гiпотез ∆.
Формула A1 може бути або аксiомою, або гiпотезою, або формулою A. У

перших двох випадках маємо вивiд

A1, A1 → (A→ A1), A→ A1.

Для випадку A1 = A вивiд формули A→ A1 є в доведеннi леми 4.1.
Припустимо тепер, що ми вже побудували частину

. . . , A→ A1, . . . , A→ A2, . . . , A→ Ak (4.6)

виводу (4.5). Для формули Ak+1 у виводi (4.4) можливi 4 можливостi: вона є
або аксiомою, або гiпотезою, або формулою A, або одержується з попереднiх
формул Ai та Aj = Ai → Ak+1 (i, j ≤ k) за правилом MP. У трьох перших
випадках мiркуємо як i ранiше. У четвертому випадку для побудови чергового
фрагмента виводу (4.5) використаємо те, що вивiд (4.6) уже мiстить формули
A→ (Ai → Ak+1) (*) та A→ Ai (**):

1. (A→ (Ai → Ak+1))→ ((A→ Ai)→ (A→ Ak+1)); (A.2)
2. (A→ Ai)→ (A→ Ak+1); (MP до (*) i 1)
3. A→ Ak+1. (MP до (**) i 2)

Вправа 4.1. Доведiть, що A → (B → C) ` B → (A → C) .
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Зауваження. 1. Теорема дедукцiї є першим серйозним кроком до доведе-
ння адекватностi вибраної аксiоматизацiї алгебри висловлювань.

2.Неявнотеорему дедукцiї для доведенняматематичнихфактiв викори-
стовують дуже часто (у виглядi так званого методу введення припущень).
У найпростiшiй формi це виконується, коли твердження формулюється у
формi ` A → B (“Якщо . . ., то . . .”), а доведення має форму A ` B (“При-
пустимо, що . . . . Тодi . . .”).

3. Вивiд формули A→ B, який будують за допомогою алгоритму з дове-
деннятеореми дедукцiї, зазвичай виявляється занадто громiздким. Зокрема,
вiн часто мiстить лишнi фрагменти, якi можна вилучити. Але це є цiною,
яку доводиться платити за загальнiсть та ефективнiсть методу.

4.Доведеннятеореми дедукцiї використовує лише першi двi схеми аксiом.

Як приклад ефективного використання теореми дедукцiї розглянемо до-
ведення наступної леми.

Лема 4.2 (правило силогiзму).

A→ B, B → C ` A→ C.

Доведення. За теоремою дедукцiї

A→ B, B → C ` A→ C ⇔ A→ B, B → C,A ` C.

Для правої частини будуємо вивiд:
1. A→ B;
2. A;
3. B
4. B → C;
5. C.

Твердження 4.1 (про транзитивнiсть поняття вивiдностi). Якщо кожна фор-
мула A ∈ Ω виводиться з множини формул ∆ i Ω ` B, то ∆ ` B.

Доведення. Нехай A1, . . . , An — усi тi формули iз Ω, якi зустрiчаються у
виводi B iз Ω. Тодi послiдовнiсть формул

. . . , A1︸ ︷︷ ︸
вивiд A1

, . . . , A2︸ ︷︷ ︸
вивiд A2

, . . . , . . . , An︸ ︷︷ ︸
вивiд An

, . . . , B︸ ︷︷ ︸
вивiд B

є виводом B iз ∆.
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Побудова виводу безпосередньо з аксiом часто є досить важкою i громi-
здкою задачею. Тому використовують рiзнi допомiжнi засоби. Окрiм згаданої
вище теореми дедукцiї до таких засобiв належать так званi похiднi правила ви-
воду: кожному спiввiдношенню A1, . . . ,An ` B вiдповiдає похiдне правило
виводу

A1, . . . ,An

B
.

Застосовуючи для виводу даного твердження похiднi правила виводу, ми
насправдi одержуємо не вивiд цього твердження, а лише строге доведення
iснування такого виводу. Однак посилання на похiднi правила виводу, як i
посилання на теорему дедукцiї, завжди можна суто механiчно замiнити вiд-
повiдними виводами.

Кiлька важливих похiдних правил виводу, якi згодом нам знадобляться,
дає наступна лема.

Лема 4.3. a) A ` ¬¬A;
b) ¬¬A ` A;
c) A,¬B ` ¬(A→ B);
d) A→ B,¬A→ B ` B;
e) ¬A→ ¬B ` B → A;
f) B → A ` ¬A→ ¬B;
g) A→ ¬B ` B → ¬A;
h) A,¬A ` B.

Доведення. a) Враховуючи скорочення ¬A = A → 0, наше спiввiдношення
можна переписати у виглядi A ` (A → 0) → 0. Згiдно з теоремою дедукцiї,
друге спiввiдношення рiвносильне такому: A,A → 0 ` 0. А для нього вивiд
зовсiм простий: 1. A→ 0; 2. A; 3. 0.

b) Випливає з теореми дедукцiї i схеми аксiом (3).
c) Враховуючи скорочення ¬A = A → 0 i теорему дедукцiї, маємо рiв-

носильне спiввiдношення A,B → 0, A → B ` 0, для якого маємо простий i
короткий вивiд: 1. A; 2. A→ B; 3. B; 4. B → 0; 5. 0.

d) Враховуючи b) i правило силогiзму, досить показати, що
A→ B,¬A→ B ` ¬¬B. Подiбно як в а), це спiввiдношення можна замiнити
рiвносильнимA→ B, (A→ 0)→ B,B → 0 ` 0. Тут вивiд трохи складнiший:

1. A→ B (гiпотеза);
2. B → 0 (гiпотеза);
3. A→ 0 (правило силогiзму до 1 i 2);
4. (A→ 0) → B (гiпотеза);
5. B (MP до 3 i 4);
6. 0 (MP до 2 i 5).
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e) Враховуючи скорочення ¬A = A → 0 i теорему дедукцiї, маємо рiвно-
сильне спiввiдношення (A → 0) → (B → 0), B ` A. Для нього одержуємо
такий вивiд:

1. ((A→0)→(B→0))→(((A→0)→B)→((A→0)→0)); (А.2)
2. (A→ 0)→ (B → 0); (гiпотеза)
3. ((A→ 0)→ B)→ ((A→ 0)→ 0); (MP до 1 i 2)
4. B → ((A→ 0)→ B); (A.1)
5. B; (гiпотеза)
6. (A→ 0)→ B; (MP до 4 i 5)
7. (A→ 0)→ 0; (MP до 3 i 6)
8. ((A→ 0)→ 0)→ A; (A.3)
9. A. (MP до 7 i 8)

f) Iз теореми дедукцiї випливає, що досить довести рiвносильне спiввiдно-
шенняB → A,¬A ` ¬B. Враховуючи a) i b), iз¬¬B → B,B → A,A→ ¬¬A
за правилом силогiзму отримуємо¬¬B → ¬¬A. Звiдси на пiдставi e) отриму-
ємо ¬A → ¬B. Нарештi, застосовуючи до останньої формули i гiпотези ¬A
правило MP, отримуємо ¬B.

g) Пропонуємо довести самостiйно.
h) Враховуючи a) i b), досить довести, що A,¬A ` ¬¬B, що за теоремою

дедукцiї рiвносильне спiввiдношенню A ` ¬A → ¬¬B. Iз e) i f) випливає,
що останнє спiввiдношення рiвносильне спiввiдношенню A ` ¬B → A, яке у
свою чергу рiвносильне очевидному спiввiдношенню A,¬B ` A.

Уважний читач зауважив, що насправдi в жодному з пунктiв доведення
леми 4.3 ми не будували виводу формули F iз спiввiдношення . . . ` F . Ми
лише за допомогою теореми дедукцiї доводили iснування такого виводу. Але
доведення теореми дедукцiї є конструктивним i тепер при бажаннi можна
легко виписати потрiбнi виводи.

Нагадаємо, що для довiльних α ∈ {0, 1} та змiнної x ми позначали через
xα змiнну x, якщо α = 1, i формулу ¬x, якщо α = 0. Це позначення можна
узагальнити на довiльнi формули: якщо x1, . . . , xn —список усiх змiнних, якi
зустрiчаються у формулi F , то для довiльного булевого вектора (α1, . . . ,αn)
покладемо

F (α1,...,αn) :=

{
F, якщо F (α1, . . . ,αn) = 1;
¬F, якщо F (α1, . . . ,αn) = 0.

Зручно також для довiльного булевого вектора (α1, . . . ,αn) покласти

0(α1,...,αn) := 1.
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Лема 4.4 (Кальмара). Якщо усi змiннi, вiд яких залежить формула F , зу-
стрiчаються у списку x1, . . . , xn, то для довiльного булевого вектора
α = (α1, . . . ,αn)

xα1
1 , . . . , xαn

n ` F (α1,...,αn).

Доведення. Застосуємо iндукцiю за довжиною формули F . Тодi замiсть
xα1
1 , . . . , xαn

n писатимемо xα, а замiсть F (α1,...,αn) — Fα.
Для формул довжини 0 (символiв змiнних i константи 0) наше твердження

випливає з леми 4.1.
Розглянемо спочатку випадок, коли формула F має вигляд F = ¬A, при-

чому для формули A твердження леми вже доведено. Нехай F (α) = 1. Тодi
A(α) = 0 i xα ` ¬A. Але ¬A = F = Fα. Якщо ж F (α) = 0, то A(α) = 1 i
xα ` A. Але A ` ¬¬A i ¬¬A = ¬F = Fα. Тому xα ` Fα.

Нехай тепер формула F має вигляд F = A→ B, причому для формул A i
B твердження леми вже доведено. Розглянемо три можливi випадки:

1) A(α) = 0. Тодi (A → B)(α) = 1 i (A → B)α = A → B. За припущен-
ням iндукцiї xα ` ¬A, а за лемою 4.3, п.h) ¬A ` A→ B. Тому xα ` A→ B.

2) A(α) = 1, B(α) = 0. Тодi (A → B)(α) = 0 i (A → B)α = ¬(A → B).
За припущенням iндукцiї xα ` A i xα ` ¬B. Крiм того за лемою 4.3, п.c)
A,¬B ` ¬(A→ B). Тому xα ` ¬(A→ B).

3) A(α) = 1, B(α) = 1. У цьому випадку (A → B)(α) = 1 i
(A→ B)α = A→ B. За припущенням iндукцiї xα ` B, а за схемою аксi-
ом (1) B ` A→ B. Тому xα ` A→ B.

4.2.1. Теореми числення висловлювань

Використовуючи лемуКальмара, теорему дедукцiї i лему 4.3, п.d), неважко
довести основну теорему про числення висловлювань.

Теорема 4.4 (теорема про повноту для числення висловлювань).
` F тодi й лише тодi, коли |= F .

Доведення. Iмплiкацiю ` F ⇒|= F вже доведено (теорема 4.1 про виправда-
нiсть аксiоматизацiї). Лишилося довести зворотну iмплiкацiю.

НехайформулаF є тавтологiєю, а всi змiннi, вiд яких залежитьF , зустрiча-
ються у спискуx1, . . . , xn. Тодi для кожного булевого вектораα = (α1, . . . ,αn)
F (α) = 1 i Fα = F . За лемою Кальмара

xα1
1 , . . . , x

αn−1

n−1 , x
αn
n ` F. (4.7)
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Зокрема,

xα1
1 , . . . , x

αn−1

n−1 , xn ` F,
xα1
1 , . . . , x

αn−1

n−1 ,¬xn ` F.

За теоремою дедукцiї

xα1
1 , . . . , x

αn−1

n−1 ` xn → F,

xα1
1 , . . . , x

αn−1

n−1 ` ¬xn 7→ F.

За лемою 4.3, п.d) xn → F,¬xn → F ` F . Тому

xα1
1 , . . . , x

αn−1

n−1 ` F. (4.8)

Але набiр (α1, . . . ,αn−1) —довiльний. Тому, повторюючи попереднi мiркува-
ння, ми можемо з лiвої частини (4.7) виключити xαn−1

n−1 i т. д. Зрештою, пiсля
n подiбних крокiв, отримаємо ` F .

Зауважимо, що доведення теореми про повноту ЧВ є конструктивним у
тому сенсi, що воно дає алгоритм, за допомогою якого для довiльної тавтологiї
за її таблицею iстинностi можна побудувати її вивiд.

Наслiдок 4.1. Формули A i B рiвносильнi тодi й лише тодi, коли A ` B i
B ` A.

Доведення. Рiвносильнiсть A i B означає, що формули A → B i B → A є
тавтологiями, отже, теоремами ЧВ. Але за теоремою дедукцiї спiввiдношення
` A→ B i A ` B еквiвалентнi.

Оскiльки для кожної формулиA тавтологiєю може бути щонайбiльше одна
з формул A i ¬A, то з теореми повноти одразу випливає несуперечливiсть
числення висловлювань: для жодної формули A в численнi висловлювань не
можна вивести як A, так i її заперечення ¬A (тобто не буває такого, щоб
обидвi формули A i ¬A були теоремами числення висловлювань).

Вправа 4.2. Доведiть, що
a) A1, . . . , An ` B ⇔ A1, . . . , An |= B;
b) A ≡ B тодi й лише тодi, коли A ` B i B ` A.

Теорема 4.5 (про непоповнювальнiсть ЧВ). Якщо ЧВ поповнити схемою
аксiом, яка задається формулою, що не є тавтологiєю, то нове числення
буде суперечливим.
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Доведення. Нехай формула A = A(a1, . . . , an) не є тавтологiєю. Тодi iснує
набiр (ε1, . . . , εn) значень змiнних, на якому ця формула набуває значення 0.
Пiдставляючи тепер у формулу A замiсть змiнної ai формулу 0 ∨ ¬0, якщо
εi = 1, i формулу 0, якщо εi = 0, одержимо формулу B, яка буде теоремою
розширеної теорiї.

З другого боку, формула B є тотожно хибною. Але тодi ¬B є тавтологiєю,
а тому також є теоремою розширеної теорiї. Отже, в розширенiй теорiї обидвi
формули — B i ¬B — є теоремами, а тому вона суперечлива.

Множину формул ∆ називають локально несуперечливою, якщо кожна її
скiнченна пiдмножина є несуперечливою.

Теорема 4.6 (теорема компактностi для логiки висловлювань). Множинафор-
мул ∆ несуперечлива тодi й лише тодi, коли вона локально несуперечлива.

У термiнах моделей теорему компактностi можна переформулювати так.

Теорема 4.7 (теорема компактностi для логiки висловлювань). Множинафор-
мул ∆ має модель тодi й лише тодi, коли кожна її скiнченна пiдмножина
має модель.

Для доведення теореми 4.7 нам знадобляться деякi поняття й факти з
теорiї частково впорядкованих множин (вони знадобляться i пiзнiше при до-
веденнi теореми 4.15).

Нехай на множинi M є вiдношення часткового порядку ≤. Пiдмножину
A ⊆ M називають ланцюгом, якщо вона лiнiйно впорядкована (тобто для
довiльних елементiв a i b з A буде a ≤ b або b ≤ a). Пiдмножину A ⊆ M
називають обмеженою згори, якщо iснує такий елемент c ∈M , що a ≤ c для
всiх a ∈ A. Елемент c ∈ M називають максимальним, якщо в M не iснує
елемента, бiльшого за c.

Лема 4.5 (Цорна). Якщо в частково впорядкованiй множинiM кожен лан-
цюг обмежений згори, то вM для кожного елемента a iснує такий макси-
мальний елемент c, що a ≤ c.

У рiзних роздiлах математики нинi вiдомо близько двох десяткiв твер-
джень, рiвносильних лемi Цорна (серед них i знаменита аксiома вибору). Якщо
одне iз цих тверджень взяти за аксiому, iншi стають теоремами. В алгебрi
прийнято за аксiому брати саме лему Цорна. Ми теж так зробимо.

Доведення теореми 4.7 Необхiднiсть умови очевидна.
Достатнiсть. Позначимо черезM множину всiх локально несуперечли-

вих множин формул.M є природно впорядкованою за включенням. Оскiльки
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об’єднання кожного зростаючого ланцюга локально несуперечливих множин
знову є локально несуперечливою множиною, то частково впорядкована мно-
жина (M,⊂) задовольняє умову леми Цорна. А тому кожна локально несу-
перечлива множина формул мiститься в деякiй максимальнiй за включенням
локально несуперечливiй множинi.

Лема 4.6. Якщо ∆ — максимальна за включенням локально несуперечлива
множина, то для кожної формули F або F ∈ ∆, або ¬F ∈ ∆.

Доведення. Припустимо, що ∆ —максимальна локально несуперечлива мно-
жина, але жодна з формул F i ¬F не належить ∆. Тодi iснують такi скiнченнi
пiдмножини ∆1 ⊆ ∆ i ∆2 ⊆ ∆, що кожна з множин ∆1 ∪ {F} i ∆2 ∪ {¬F} є
суперечливою. У такому разi∆1 |= ¬F i∆2 |= F . Але тодi скiнченна множина
(∆1 ∪∆2) ⊆ ∆ буде суперечливою, що суперечить умовi леми.

Вважаємо тепер, що ∆ —максимальна локально несуперечлива множина.
Для кожного простого висловлювання s покладемо ϕ(s) = 1, якщо s ∈ ∆, i
ϕ(s) = 0, якщо s 6∈ ∆. З леми 4.6 випливає, що ϕ є коректно визначеною iн-
терпретацiєю. Iндукцiєю за довжиною формул покажемо, що ця iнтерпретацiя
є моделлю для F ∈ ∆. Для формул довжини 0, тобто простих висловлювань,
це випливає з означення iнтерпретацiї ϕ.

Розглянемо спочатку випадок, коли формула F ∈ ∆ має вигляд F = ¬A,
причому для формули A твердження вже доведено. Тодi за лемою 4.6 A 6∈ ∆ i
за припущенням iндукцiїϕ(A) = 0. Томуϕ(F ) = 1. Навпаки, якщоϕ(F ) = 1,
то ϕ(A) = 0 i за припущенням iндукцiї A 6∈ ∆. Але тодi за лемою 4.6 F ∈ ∆.

Далi нехай формула F має вигляд F = A → B, причому для формул A
i B твердження вже доведено. Якщо ϕ(F ) = 0, то ϕ(A) = 1, ϕ(B) = 0. За
припущенням iндукцiї A ∈ ∆ i B 6∈ ∆. Але тодi ¬B ∈ ∆. Оскiльки набiр
формул A→ B, A, ¬B є суперечливим, то F 6∈ ∆. Якщо ж ϕ(F ) = 1, то або
ϕ(A) = 0, абоϕ(A) = 1,ϕ(B) = 1. У першому випадкуA 6∈ ∆, тому¬A ∈ ∆.
Iз суперечливостi набору ¬(A → B), ¬A випливає, що F ∈ ∆. У другому
випадку A ∈ ∆, B ∈ ∆ i включення F ∈ ∆ випливає iз суперечливостi
набору ¬(A→ B), A, B.

Отже, ϕ є моделлю для ∆.
Нехай тепер ∆′ — довiльна локально несуперечлива множина. Вона мi-

ститься в якiйсь максимальнiй локально несуперечливiй множинi ∆ ⊇ ∆′.
Зрозумiло, що кожна модель для ∆ буде моделлю i для ∆′, а iснування моделi
для ∆ вже доведено.

Зауваження. 1. Якщо множина простих висловлювань скiнченна або
злiченна, то максимальну за включенням локально несуперечливу множину,
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яка мiстить дану локально несуперечливу множину∆ i для кожної формули
F мiстить або F , або ¬F , можна побудувати, не використовуючи лему
Цорна. Справдi, у цьому випадку множина всiх формул є злiченною i ми
можемо їх занумерувати: F1, F2, . . . , F1, . . . , причому можемо це зробити
конструктивно. Визначимо тепер ланцюг

∆0 ⊆ ∆1 ⊆ ∆2 ⊆ · · · ⊆ ∆n ⊆ · · ·

таким чином: ∆0 = ∆;

∆n+1 =

{
∆n ∪ {Fn+1}, якщо ця множина локально несуперечлива;
∆n ∪ {¬Fn+1}, у протилежному разi.

Покладемо∆′ =
⋃

i ∆i. Тодi∆ ⊆ ∆′ i для кожної формулиF абоF ∈ ∆′, або
¬F ∈ ∆′. Щоб для побудови моделi для ∆ використати мiркування з попе-
реднього доведення, лишилося показати, що множина∆′—локально несупе-
речлива. Для цього досить показати, що локально несуперечливою є кожна
з множин ∆n. Це легко зробити iндукцiєю за номером n. Справдi, ∆0 = ∆
локально несуперечлива за умовою. Якщо ∆n+1 = ∆n∪{Fn+1}, то ∆n+1 ло-
кально несуперечлива за побудовою. Нехай тепер ∆n+1 = ∆n∪{¬Fn+1}. Це
можливе лише у випадку, коли iснує така скiнченна пiдмножина Θ1 ⊆ ∆n,
що множинаΘ1∪{Fn+1} є суперечливою. Припустимо, що∆n+1 —локально
суперечлива. Тодi iснує така скiнченна пiдмножина Θ2 ⊆ ∆n, що множина
Θ2∪{Fn+1} є суперечливою. Скiнченна множина Θ1∪Θ2 ⊆ ∆n повинна ма-
ти модель. Але в цiй моделi одна з формул F або¬F повинна бути iстинною,
що суперечить суперечливостi кожної з множин Θ1∪{Fn+1} i Θ2∪{Fn+1}.
Отже, i в цьому випадку множина ∆n+1 є локально несуперечливою.

2. Для теореми 4.6 можна дати суто топологiчне доведення, з якого
стане зрозумiло, чому вона так називається. Нехай S — множина всiх про-
стих висловлювань, а B = {0, 1} — двоелементний топологiчний простiр
iз дискретною топологiєю. Розглянемо простiр I =

∏
s∈S B з топологiєю

добутку. За вiдомою з топологiї теоремою Тихонова вiн буде компактним
як добуток компактних просторiв. Елементи множини I можна розгля-
дати як iнтерпретацiї логiки висловлювань. Кожнiй формулi F поставимо
у вiдповiднiсть множину F̂ тих iнтерпретацiй з I , за яких F буде iстин-
ною. Формула F мiстить лише скiнченну кiлькiсть простих висловлювань,
тому множина F̂ буде вiдкритою. Оскiльки I r F̂ = ¬̂F , то множина F̂
буде також замкненою. Для локально несуперечливої множини ∆ формул
розглянемо сiм’ю множин T = {F̂ | F ∈ ∆}. Оскiльки кожна скiнченна пiд-
множина з ∆ має модель, то кожна скiнченна пiдсiм’я iз T має непорожнiй
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перетин. Як вiдомо, топологiчний простiр буде компактнимтодi й лише то-
дi, коли з того, що кожна скiнченна пiдсiм’я сiм’їM замкнених пiдпросторiв
має непорожнiй перетин, випливає, що i вся сiм’яM має непорожнiй пере-
тин. Тому з компактностi I випливає, що вся сiм’я множин T також має
непорожнiй перетин. Кожен елемент цього перетину буде моделлю для ∆.

З теореми 4.4 i теореми компактностi 4.6 легко одержати теорему повноти
у загальнiшому виглядi.

Теорема 4.8 (теорема про повноту для числення висловлювань).
∆ ` F тодi й лише тодi, коли ∆ |= F .

Доведення. Достатнiсть умови очевидна.
Необхiднiсть. Нехай ∆ |= F . Тодi множина ∆ ∪ {¬F}— суперечлива. За

теоремою 4.6 iснує така скiнченна множина {B1, . . . , Bn} ⊆ ∆, що множина
{B1, . . . , Bn,¬F} суперечлива, тобто B1, . . . , Bn,¬F |= 0. Але тодi

|= B1 → (. . .→ (Bn → (¬F → 0)) . . .)

i за теоремою 4.4

` B1 → (. . .→ (Bn → (¬F → 0)) . . .) .

Звiдси за теоремою дедукцiї B1, . . . , Bn ` ¬F → 0. У свою чергу маємо
¬F → 0 ` F , бо (¬F → 0) → F — тавтологiя i ` (¬F → 0) → F . Отже,
B1, . . . , Bn ` F , а тому ∆ ` F .

4.2.2. Приклади застосування теореми компактностi*

Далеко не кожна властивiсть скiнченних пiдмножин чи пiдструктур даного
математичного об’єкта переноситься на сам об’єкт.

Приклади. 1. Якщо кожна скiнченна пiдмножина елементiв даної групи
породжує комутативну групу, то i вся група буде комутативною. Однак,
якщо кожна скiнченна пiдмножина даної групи породжує циклiчну групу,
то вся група не зобов’язана бути циклiчною (як, напр., група Q).

2. Для довiльної множини M ⊆ R кожна скiнченна пiдмножина з M є
обмеженою. Однак самаM не зобов’язана бути обмеженою.

Зауваження. В алгебрi теореми, якi стверджують, що коли кожна по-
роджена скiнченною множиною елементiв пiдсистема даної алгебричної
системи (напiвгрупи, групи, кiльця тощо) має дану властивiсть, то i вся
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система має цю властивiсть, називають локальними. Свого часу багато
математикiв займалося пошуком i доведенням таких теорем, причому до-
ведення зазвичай були досить складними. Та пiсля того, як у 30-х рр. мину-
лого столiття в математичнiй логiцi було розроблено загальний пiдхiд до
отримання таких теорем, їхнiй потiк в алгебрi майже припинився. Однак
у тих роздiлах дискретної математики, де системи задають не аксiома-
тично, пошук таких теорем триває. Хоча i в таких випадках застосування,
наприклад, теореми компактностi для логiки висловлювань дозволяє отри-
мати простi доведеннятеорем, початковi доведення яких були складними34.
Два такi приклади ми розглянемо.

Кажуть, що граф можна розфарбувати в k кольорiв, якщо кожнiй вершинi
графа можна приписати один iз даних k кольорiв так, щоб будь-якi сумiжнi
вершини мали рiзний колiр.

Теорема 4.9 (де Брейна — Ердеша). Якщо вершини кожного скiнченного
пiдграфа даного графа Γ можна розфарбувати в k кольорiв, то й вершини
самого графа Γ можна розфарбувати в k кольорiв.

Доведення. Нехай V — множина вершин графа Γ, E — множина його ре-
бер, I = {1, 2, . . . , k} — множина кольорiв. Для кожної пари (v, i) ∈ V × I
розглянемо просте висловлювання xvi , яке змiстовно означає, що “вершина v
пофарбована в колiр i”. Пiсля цього для кожної вершини v ∈ V напишемо
формулу

Fv = (xv1 ∧ ¬xv2 ∧ · · · ∧ ¬xvk) ∨ · · · ∨ (¬xv1 ∧ · · · ∧ ¬xvk−1 ∧ xvk) ,

яка означає, що “вершина v пофарбована в якийсь колiр, причому тiльки
один”, а для кожної пари {u, v} ∈ E сусiднiх вершин — формулу

G{u,v} = ¬(xu1 ∧ xv1) ∧ ¬(xu2 ∧ xv2) ∧ · · · ∧ ¬(xuk ∧ xvk),

яка означає, що “сусiднi вершини u i v пофарбованi в рiзнi кольори”.
За умовою кожна скiнченна пiдмножина множини формул

∆ = {Fv | v ∈ V } ∪ {G{u,v} | {u, v} ∈ E}

має модель. Тодi має модель i вся множина ∆. Але модель для ∆ є нiчим
iншим, як розфарбуванням графа Γ в k кольорiв35.

34 Значно ширшi застосування має аналогiчна теорема компактностi для логiки предикатiв,
про яку говоритимемо трохи пiзнiше.

35 Оригiнальне доведення цiєї теореми займає 5 сторiнок.
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Нагадаємо, що шириною частково впорядкованої множини M називають
максимальну потужнiсть антиланцюга (= множина попарно непорiвняльних
елементiв) зM , а ланцюгом називають лiнiйно впорядковану множину (тобто
та, яка має ширину 1).

Теорема 4.10 (нескiнченна версiя теореми Дiлуорса). Кожну частково впо-
рядковану множинуM ширини k можна розбити на об’єднання k ланцюгiв.

Доведення. Для кожних елемента a ∈M i номера i розглянемо просте вислов-
лювання xia, яке змiстовно означає, що “елемент a попадає в i-й ланцюг”, а для
кожної пари {a, b} елементiв — просте висловлювання x{a,b}, яке змiстовно
означає, що “елементи a i b порiвняннi”. Пiсля цього для кожного елемента
a ∈M напишемо формулу

Fa = (xa1 ∧ ¬xa2 ∧ · · · ∧ ¬xak) ∨ · · · ∨ (¬xa1 ∧ · · · ∧ ¬xak−1 ∧ xak) ,

яка означає, що “елемент a попадає в якийсь ланцюг, причому тiльки один”, а
для кожних номера i та пари {a, b} порiвняльних елементiв — формулу

Gi
{a,b} = (xia ∧ xib)→ x{a,b} ,

яка означає, що “коли елементи a i b попадають в i-й ланцюг, то вони порiв-
няльнi”.

Позначимо через ∆ сукупнiсть усiх формул Fa i Gi
{a,b}. За теоремою Дi-

луорса кожна скiнченна пiдмножина з ∆ має модель. Тодi має модель i вся
множина ∆. Але модель для ∆ є нiчим iншим, як розбиттям множини M на
об’єднання k ланцюгiв.

Зауваження. Будувати розфарбування графа в k кольорiв чи розбиття
частково впорядкованої множини ширини k на k ланцюгiв за допомогою
iндукцiїшляхомдолучення на кожномукроцi до побудованого розфарбування
нової вершини чи до побудованого розбиття нового елемента (щоб потiм
перейти до об’єднання всiх побудованих розфарбувань чи розбиттiв),
взагалi кажучи, не вдається навiть для скiнченних множин. Для
прикладу розглянемо 6-елементну частково впорядковану множину M
ширини 2 iз дiаграмою Гассе:
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Якщо 5-елементна частково впорядкована множина {a1, a2, a3, a4, a5}
була розбита на 2 ланцюги a1 < a3 i a2 < a5 < a4, то вставити новий
елемент a6 у цi ланцюги не можна. Але розбиттяM на два ланцюги iснує:
a1 < a5 < a3 i a2 < a6 < a4.

4.3. Числення предикатiв

Предметом числення предикатiв є теорiя виводу, що базується на структу-
рi тверджень, в яких використовуються логiчнi зв’язки, предикати i квантори.
У цьому сенсi воно є розширенням числення висловлювань. Ми обмежимось
лише таким численням предикатiв, у якому квантори дозволено застосовува-
ти лише до предметних змiнних. Щоб вiдрiзнити таке числення предикатiв
вiд iнших (де квантори можуть застосовуватися до натуральних чисел, до пiд-
множин, до предикатiв тощо), його називають вузьким численням предикатiв
або численням предикатiв першого порядку.

Подiбно тому як для побудови числення висловлювань ми обмежилися ли-
ше двома логiчними зв’язками, а iншi зв’язки вводили пiзнiше як скорочення
для певних формул, для побудови числення предикатiв (скорочено ЧП) ми
також обмежимося лише квантором загальностi ∀. Тому алфавiт ЧП мiстить
логiчнi символи 0,→,∀, допомiжнi символи “(”, “)”, “,” нескiнченну множину
символiв змiнних, деяку (можливо, порожню) множину предметних символiв
(iндивiдних констант), непорожнюмножину предикатних символiв i (можливо,
порожню) множинуфункцiональних символiв. Сукупнiсть предметних, преди-
катних i функцiональних символiв називають сигнатуроюЧП. Якщо множина
функцiональних символiв порожня, говорять про чисте (або вузьке) числення
предикатiв.

Iншi логiчнi зв’язки вводять вiдповiдно до правил (4.1)–(4.3), а квантор
iснування ∃— як скорочення

∃xA := ¬∀x¬A. (4.9)

Оскiльки, з одного боку, дляЧВдоведено теоремуповноти, а з iншого боку,
є ефективна процедура перевiрки формули на тавтологiчнiсть, буде зручно всi
тавтологiї ЧВ включити до схем аксiом ЧП (питання незалежностi системи
аксiом нас зараз не цiкавить). Тому аксiоматика для ЧП буде така:

тавтологiї ЧВ;
(A4) ∀xA(x)→ A(t), де t— терм36;
(A5) ∀x

(
A → B(x)

)
→
(
A → ∀xB(x)

)
.

36 Схема аксiом (A4) фактично дозволяє переходити вiд загального до часткового. Тому
аксiоми, отриманi за цiєю схемою, називають аксiомами конкретизацiї.

83



Однак у схемах (A4) i (A5) є природнi обмеження. У схемi (A4) термом
t замiнюють усi вiльнi входження змiнної x у формулу A(x), причому пiсля
такої замiни кожна змiнна у кожному входженнi терма t повинна залишатися
вiльною (тобто забороняється так звана колiзiя). Кажуть ще, що терм t має
бути вiльним для змiнної x у формулi A(x).

Типовий приклад колiзiї: якщо взяти A = ∃y (y 6= x) i t = y, то схема
(A4) дає хибне на довiльнiй неодноелементнiй множинi твердження:

∀x ∃y (y 6= x) → ∃y (y 6= y).

У схемi (A5) формула A не повинна мiстити вiльних входжень змiнної x.

Крiм аксiом, є ще два правила виводу:
(MP)

A,A → B
B

(правило modus ponens);

(Gen)
A(x)

∀yA(y)
(правило узагальнення ).

В останньому випадку кажуть, що правило Gen застосовується до змiнної
x. Крiм того, щоб не виникала колiзiя, y не має бути вiльною змiнною в A(x).

Виводом формули A з множини формул ∆ називають скiнченну послiдов-
нiсть F1, F2, . . . , Fn формул, яка закiнчується формулою A i кожна формула
якої є або аксiомою, або гiпотезою (тобто належить множинi ∆), або одержує-
ться з якихось попереднiх формул за одним iз правил виводу. На застосування
правила Gen є обмеження: його можна застосовувати лише до тих змiнних
x, якi не входять вiльно у жодну з тих формул iз ∆, що безпосередньо вико-
ристовуються в тiй частинi виводу, яка передує використанню правила. Але
коли множина ∆ є порожньою або мiстить лише замкненi формули, то жодних
обмежень на використання правила Gen нема.

Формули з ∆ називають гiпотезами або засновками, а формулу A — ви-
сновком. Факт iснування виводу формулиA з множини формул ∆ позначають
так: ∆ ` A.

Приклад. ¬∃x¬A ` ∀xA. Враховуючи, що квантор ∃ є скороченням за
правилом (4.9), потрiбно довести, що ¬¬∀x¬¬A ` ∀xA.

Потрiбний вивiд може виглядати так:
1. ¬¬∀x¬¬A (гiпотеза);
2. ¬¬∀x¬¬A→ ∀x¬¬A (похiдне правило виводу ЧВ);
3. ∀x¬¬A (MP до 1 i 2);
4. ∀x¬¬A→ ¬¬A (A.4);
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5. ¬¬A (MP до 3 i 4);
6. ¬¬A→ A (похiдне правило виводу ЧВ);
7. A (MPдо 5 i 6);
8. ∀xA (Gen до 7).
На останньому кроцi правило Gen можна застосовувати, бо змiнна x

вiльно до гiпотез не входить.

Доведенням формули A називають її вивiд iз порожньої множини гiпо-
тез. Якщо доведення формули A iснує (тобто якщо ` A), то A називають
теоремою.

Теорема 4.11 (про виправданiсть аксiоматизацiї). Iз ` F випливає |= F .

Доведення. Спочатку перевiряється, чи всi аксiоми є загальнозначущими (ба-
за iндукцiї). Далi — iндукцiя за довжиною виводу формули F .

Наслiдок 4.2. Кожна теорема числення предикатiв є загальнозначущою
формулою.

Теорема 4.12 (про транзитивнiсть вивiдностi). Якщо ∆`A i Γ ∪ {A}`B, то
∆,Γ ` B.

Зауваження. На вiдмiну вiд твердження 4.1 про транзитивнiсть поня-
ття вивiдностi у ЧВ теорема 4.12 не є очевидною. Причина в тому, що коли
A1, . . . , An = A — вивiд A з ∆, а B1, . . . , Bm = B — вивiд B з Γ ∪ {A}, то
послiдовнiсть A1, . . . , AnA, B1, . . . , Bm, взагалi кажучи, не буде виводом B
з ∆ ∪ Γ. Адже в останньому випадку можуть не виконуватися обмеження
на застосування правила Gen.

Доведення. Оскiльки вивiд використовує лише скiнченну кiлькiсть гiпотез, то
множини ∆ i Γ можна вважати скiнченними. Тодi скiнченною буде i множина
X змiнних, якi входять вiльно хоча б в одну з формул iз ∆ ∪ Γ ∪ {A}. Нехай
тепер

A1, A2, . . . , An = A (4.10)

— вивiд A з ∆, а
B1, B2, . . . , Bm = B (4.11)

— вивiд B з Γ ∪ {A}. Припустимо, що вивiд (4.10) мiстить формулу
Ak = ∀yF (y), яку отримують застосуванням правила Gen до формули F (x),
причому x не входить вiльно у жодну з тих формул з ∆, якi передують у виводi
(4.10) формулi Ak. Вiзьмемо довiльну змiнну z, яка не входить в X , i в послi-
довностi A1, A2, . . . , Ak−1 усi вiльнi входження x замiнимо на z. У результатi
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отримаємо вивiд A′1, . . . , A′k−1, Ak, . . . , An, в якому наявнiсть формули Ak

обґрунтовуємо застосуванням правила Gen до змiнної, яка не мiститься в X .
Виконуючи таке перетворення виводу (4.10) до кожної з формул Ai, якi

отримуємо застосуваннямправилаGen, i вибираючи кожного разу нову змiнну,
зрештою отримаємо вивiд A з ∆, в якому правило Gen не застосовується до
змiнних iз X . Аналогiчно i вивiд B з Γ ∪ {A} можна перетворити на вивiд, в
якому правило Gen не застосовується до змiнних iзX . Якщо тепер до нового
виводу A з ∆ дописати новий вивiд B з Γ ∪ {A}, то отримаємо коректний
вивiд B з ∆ ∪ Γ.

Теорема 4.13 (дедукцiї). ∆ ` A→ B тодi й лише тодi, коли ∆, A ` B.

Доведення. Достатнiсть. Якщо послiдовнiсть F1, . . . , A → B є виводом
A → B з ∆, то послiдовнiсть F1, . . . , A → B,A,B (останню формулу одер-
жують з двох попереднiх за правилом MP) є виводом B з ∆ ∪ {A}.

Необхiднiсть. Покажемо iндукцiєю за довжиною виводу

B1, B2, . . . , Bn = B (4.12)

формули B iз множини гiпотез ∆, A, як можна переробити його у вивiд

. . . , A→ B1, . . . , A→ B2, . . . , A→ Bn = A→ B (4.13)

формули A → B iз множини гiпотез ∆. Враховуючи доведення теореми де-
дукцiї для числення висловлювань (теорема 4.3), досить розглянути лише
випадок застосування правила Gen.

Нехай формулу Bk = ∀yF (y) одержано iз Bi = F (x) (i < k) застосуван-
ням правила Gen i iснування виводу ∆ ` A → Bi вже доведено. Тодi вивiд iз
∆ формули A→ ∀yF (y) має вигляд

(1) A→ F (x);
(2) ∀z(A→ F (z)); (Gen)
(3) ∀z(A→ F (z))→ (A→ ∀zF (z)); (A5)
(4) A→ ∀zF (z); (MP до 3 i 2)
(Брати в цiй частинi виводу одразу y, а не z, не можна, бо y може вiльно

входити в A. Тому z — нова змiнна.)
(5) ∀zF (z)→ F (y); (A4)
(6) ∀y(∀zF (z)→ F (y)); (Gen)
(7) ∀y(∀zF (z)→ F (y))→ (∀zF (z)→ ∀yF (y)); (A5)
(8) ∀zF (z)→ ∀yF (y). (MP до 7 i 6)
Зауважимо, що рядки (5)–(8) гiпотез не використовують, тому формула

∀zF (z)→ ∀yF (y) є теоремою ЧП.
За правилом силогiзму (теорема 1.7, п.3) iз (4) i (8) виводиться формула

A→∀yF (y).
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Приклад. Покажемо, що формула

∀x(A(x)→ B(x))→ (∀xA(x)→ ∀xB(x))

є теоремою числення предикатiв. Застосовуючи двiчi теорему дедукцiї,
бачимо, що для цього досить показати справедливiсть спiввiдношення

∀x(A(x)→ B(x)), ∀xA(x) ` ∀xB(x).

А для такого спiввiдношення неважко явно вказати потрiбний вивiд:
1. ∀x(A(x)→ B(x))→ (A(t)→ B(t)); (A.4)
2. ∀x(A(x)→ B(x)); (гiпотеза)
3. A(t)→ B(t); (MP до 1 i 2)
4. ∀xA(x)→ A(t); (A.4)
5. ∀xA(x); (гiпотеза)
6. A(t); (MP до 4 i 5)
7. B(t); (MP до 3 i 6)
8. ∀xB(x). (Gen до 7)

Як уже зрозумiло з наведених вище прикладiв, i в ЧВ, i в ЧП будува-
ти виводи для доведення теорем, користуючись лише аксiомами i правила-
ми виводу, не дуже зручно. Виводи навiть простих тверджень виходять дуже
громiздкими i, що ще важливiше, дуже несхожими на звичнi в математицi
способи мiркувань. Тому такi виводи використовуються головним чином у
теоретичних дослiдженнях, де важливо, щоб виводи мали просту структуру.
До того ж у доведеннi конкретних теорем зазвичай обмежуються лише до-
веденням iснування виводу, а не побудовою самого виводу. Ми вже бачили,
наскiльки корисною в таких випадках може бути теорема дедукцiї або теорема
про транзитивнiсть вивiдностi. За подальшого вивчення цих числень немину-
че приходять до численних похiдних правил виводу. Список найважливiших
похiдних правил для ЧВ наведено у лемi 4.3. Для ЧП такий список можна
значно розширити. Цi правила дозволяють значно спростити доведення iсну-
вання виводу i близькi до звичайної практики математичнi мiркування, що
дуже полегшує роботу математика. У кiнцевому результатi приходять до по-
няття “неформального доведення” у звичнiй розмовнiй манерi: посилання на
правила виводу i тавтологiї вилучають i увагу звертають лише на припущення
(гiпотези) та вже ранiше доведенi теореми. Тому пошук доведень на основi по-
хiдних правил виводу iнколи називаютьтехнiкою природного виводу. Але при
цьому зберiгається головна позитивна риса формальних доведень: оскiльки
таке доведення легко перетворити на формальне, то в разi виникнення сумнi-
ву, чи є дане неформальне доведення справдi доведенням, його правильнiсть
можна з’ясувати суто механiчним шляхом.
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Теорема дедукцiї дозволяє узагальнити теорему 4.11 за допомогою
теореми 4.14.

Теорема 4.14 (про виправданiсть аксiоматизацiї). Якщо ∆ ` F , то ∆ |= F .

Доведення. Нехай ∆ ` F . Якщо врахувати, що вивiд має скiнченну довжину,
то iснує така скiнченна множина ∆0 = {F1, . . . , Fn} ⊆ ∆, що ∆0 ` F . За
теоремою дедукцiї останнє спiввiдношення рiвносильне спiввiдношенню

` F1 → (F2 → (· · · → (Fn → F ) · · · )), (4.14)

яке за теоремою 4.11 рiвносильне спiввiдношенню

|= F1 → (F2 → (· · · → (Fn → F ) · · · )). (4.15)

За наслiдком 1.2, який справедливий i для логiки предикатiв, iз (4.15) отри-
муємо ∆0 |= F i, через те, що ∆0 ⊆ ∆, то ∆ |= F .

Якщо ∆ ` 0, то множину формул ∆ називають дедуктивно суперечливою
або дедуктивно несумiсною. У протилежному разi ∆ називають дедуктивно
несуперечливою або дедуктивно сумiсною.

Зрозумiло, що кожна пiдмножина дедуктивно несуперечливої множини
також є дедуктивно несуперечливою. Крiм того (адже у виводi бере участь ли-
ше скiнченна множина формул), кожна нескiнченна дедуктивно суперечлива
множина мiстить скiнченну суперечливу пiдмножину.

З теореми4.14 про виправданiсть аксiоматизацiї одразу випливає наслiдок.

Наслiдок 4.3. Якщо множина формул ∆ має модель, то ця множина є
дедуктивно несуперечливою.

Зауваження. Хоча суттєвi риси числення предикатiв описанi ще Фреге
1879 р., перше точне формулювання цього числення як самостiйної фор-
мальної системи належить Гiльберту i Аккерману у 1928 р.

4.4. Основнi теореми ЧП та зв’язки мiж ними

Iз теореми 4.14 про виправданiсть аксiоматизацiї випливає, що в ЧП те-
оремами будуть лише загальнозначущi формули i воно несуперечливе. Для
несуперечливої теорiї має сенс ставити питання про її повноту, тобто чи мi-
стить вона достатню для певної мети кiлькiсть теорем. Залежно вiд цiєї мети
з’являються рiзнi уточнення дуже загального поняття повної теорiї.

У випадку ЧП мета полягає в тому, щоб кожна загальнозначуща формула
була теоремою. I ми покажемо, що в цьому сенсi ЧП справдi є повною теорiєю.
Важливою для доведення цього факту є теорема 4.15.
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Теорема 4.15 (про несуперечливiсть). Множина формул ∆ має модель тодi
й лише тодi, коли ∆ є дедуктивно несуперечливою.

Нам знадобиться лема 4.7.

Лема 4.7. Об’єднання довiльного зростаючого ланцюга

· · · ⊆ Ωi−1 ⊆ Ωi ⊆ Ωi+1 ⊆ · · ·

дедуктивно несуперечливих множин формул також є дедуктивно несупере-
чливим.

Доведення. Припустимо, що множина є Ω =
⋃

i Ωi є дедуктивно суперечли-
вою. Тодi Ω ` 0. У цьому виводi трапляється лише скiнченна кiлькiсть гiпотез
iз Ω, кожна з яких трапляється в якiйсь множинi Ωi. Серед цiєї скiнченної
множини iндексiв можна вибрати найбiльший. Нехай це j. Тодi всi гiпотези з
виводу Ω ` 0 трапляються вже в Ωj i Ωj ` 0. Але це суперечить припущенню,
що всi Ωi дедуктивно несуперечливi.

Доведення теореми 4.15. Необхiднiсть. Нехай ∆ має модель M, але є
дедуктивно суперечливою (тобто для деякої формули F як ∆ ` F , так i
∆ ` ¬F ). Iз теореми 4.14 про виправданiсть аксiоматизацiї випливає, що в
моделi M обидвi формули F i ¬F будуть iстинними. Однак це неможливо.

Достатнiсть. Що можна використати для побудови моделi? Лише те, що
є в самому ЧП: алфавiт, терми, формули. Тут є певна аналогiя з теоремою Келi
для груп, де групу зображують пiдстановками елементiв самої групи.

Iдея побудови моделi для множини формул ∆ виглядає так.

У нас є деяке ЧП з алфавiтом L, множина F (L) усiх формул цього
числення i деяка дедуктивно несуперечлива пiдмножина ∆ ⊂ F (L). Ми
хочемо побудувати розширення алфавiту L′ ⊇ L i таку множину формул
∆′ ⊆ F (L′), якi б задовольняли умови:

(a) ∆′ ⊇ ∆;
(b) множина ∆′ — дедуктивно несуперечлива;
(c) для довiльної формули F ∈ F (L′) множина ∆′ мiстить рiвно одну з

формул F i ¬F ;
(d) якщо∆′ мiститьформулу вигляду ∃xF (x), то вL′ знайдеться такий

терм t, що F (t) ∈ ∆′.

Зрозумiло, що кожна модель множини ∆′ буде i моделлю множини ∆. А
коли ∆′ задовольняє умови (b)–(d), то модель для ∆′ можна побудувати так.
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—Основною множиною є множинаM = T (L′) термiв над алфавiтом L′.
— Функцiональний символ f арностi n iнтерпретують як функцiю вiд n

змiнних, яка кожному наборовi термiв (t1, . . . , tn) ставить у вiдповiднiсть терм
f(t1, . . . , tn).

— Предикатний символ P арностi n iнтерпретують як n-арний преди-
кат, який на наборi термiв (t1, . . . , tn) дорiвнює 1 тодi й лише тодi, коли
P (t1, . . . , tn) ∈ ∆′.

— У деталiзацiї цiєї iнтерпретацiї змiннiй x надамо значення x (Увага!
Останнiй символ x розглядаємо вже як терм — елемент множини T (L′)).

Зауважимо, що за такої деталiзацiї значенням кожного терма t буде вiн
сам. Крiм того, кожна формула, яка виводиться з ∆′, уже iз самого початку
мiститься в ∆′. Справдi, якщо ∆′ ` F , але F 6∈ ∆′, то ¬F ∈ ∆′ i ∆′ ` ¬F , що
суперечить дедуктивнiй несуперечливостi множини ∆′.

Лема 4.8. Якщо множина формул ∆′ задовольняє умови (b) i (c), то з ∆′ ` F
випливає F ∈ ∆′.

Доведення. Нехай ∆′ ` F . Якщо F 6∈ ∆′, то згiдно iз (c) ¬F ∈ ∆′. Але тодi
∆′ ` ¬F , що суперечить умовi (b).

Лема 4.9. Якщо розширенняL′⊇L i ∆′⊇∆ задовольняють умови (b)–(d), то
описана вище деталiзацiя справдi є моделлю множини ∆′. Точнiше, формула
F є iстинною у цiй деталiзацiї тодi й лише тодi, коли F ∈ ∆′.

Доведення. Значення iстинностi формулиF у цiй деталiзацiї позначимо через
ϕ(F ). Застосуємо iндукцiю за кiлькiстю l зв’язок у формулi. Базою iндукцiї
є атомарнi формули (l = 0), для яких твердження леми випливає з правила
iнтерпретацiї предикатних символiв.

Припустимо тепер, що для всiх формул, якi мiстять не бiльше нiж l зв’язок,
твердження леми вже доведено. Нехай формула F мiстить l+ 1 зв’язку. Зале-
жно вiд головної зв’язки F може мати один iз двох виглядiв:

I. F = A→ B; II. F = ∀xA(x) .

За припущенням iндукцiї для формул A i B твердження леми виконується.
I. Розiб’ємо цей випадок на три пiдвипадки.
I.1. ϕ(A) = 0. Тодi ϕ(A → B) = 1. За припущенням iндукцiї, A 6∈ ∆′, а

тому ¬A ∈ ∆′. Оскiльки ¬A,A ` B, то ¬A ` A → B. Отже, ∆′ ` A → B, а
тому A→ B ∈ ∆′.

I.2. ϕ(B) = 1. Тодi ϕ(A → B) = 1. За припущенням iндукцiї, B ∈ ∆′.
Оскiльки з ∆′ ` B i ∆′ ` B → (A → B) випливає, що ∆′ ` A → B, то
A→ B ∈ ∆′.
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I.3. ϕ(A) = 1 i ϕ(B) = 0. Тодi ϕ(A→ B) = 0. За припущенням iндукцiї,
A ∈ ∆′, B 6∈ ∆′, ¬B ∈ ∆′. Iз спiввiдношення A,¬B ` ¬(A → B) випливає,
що ∆′ ` ¬(A→ B) i ¬(A→ B) ∈ ∆′. Але тодi A→ B 6∈ ∆′.

II. Досить довести, що ϕ(F ) = 0 тодi й лише тодi, коли F 6∈ ∆′.
Нехай спочатку ϕ(∀xA(x))=0. Тодi iснує такий терм t, що A(t)=0. За-

уважимо, що коли формули F1 i F2 вiдрiзняються одна вiд одної лише пере-
позначенням пов’язаних змiнних, то F1≡F2. Бiльше того, для таких формул
iндукцiєю за кiлькiстю зв’язок легко доводиться, що F1 `F2 i F2 `F1. Отже,
такi двi формули мiстяться (або не мiстяться) в ∆′ одночасно. Тому без обме-
ження загальностi можна вважати, що жодна змiнна, яка зустрiчається в t, не
є пов’язаною в F . З аксiоми (A4) i теореми дедукцiї випливає: ∀xA(x) ` A(t).
Тому, коли б формула ∀xA(x) мiстилась у ∆′, то в ∆′ мiстилась би i формула
A(t). Однак за припущенням iндукцiї, A(t) 6∈ ∆′. Отже, ∀xA(x) 6∈ ∆′.

Нехай тепер ∀xA(x) 6∈ ∆′. Зауважимо, що ¬¬∀x¬¬A(x) ` ∀xA(x)
(див. приклад на с. 84). Тому ¬¬∀x¬¬A(x) 6∈ ∆′. Але ¬¬∀x¬¬A(x) =
= ¬∃x¬A(x). Тому ∃x¬A(x) ∈ ∆′. Отже, iснує такий терм t, що¬A(t) ∈ ∆′.
Але тодi A(t) 6∈ ∆′. Звiдси ϕ(A(t)) = 0 i ϕ(∀xA(x)) = 0.

Побудову потрiбних розширень L′ ⊇ L i ∆′ ⊇ ∆ розiб’ємо на три етапи.
A. Спочатку покажемо, що можна побудувати розширення ∆1 ⊇ ∆, яке б

задовольняло умови (b) i (c). Для цього розглянемо множину

M = {Ω ⊆ F (L) |∆ ⊆ Ω i Ω є дедуктивно несуперечливою} .

Згiдно з лемою 4.7 частково впорядкована за включенням множина M задо-
вольняє умову леми Цорна. Нехай ∆1 — довiльний максимальний елемент
iз M . Оскiльки множина ∆1 — дедуктивно несуперечлива, то з кожної пари
формул F i¬F вона мiстить не бiльше однiєї. Доведемо, що принаймнi одну iз
цих формул множина ∆1 мiстить. Справдi, у протилежному разi з максималь-
ностi ∆1 випливало б, що кожна з множин ∆1∪{F} i ∆1∪{¬F} є дедуктивно
суперечливою. Але iз спiввiдношень ∆1, F ` 0, ∆1,¬F ` 0 i теореми дедукцiї
отримуємо, що ∆1 ` F → 0 i ∆1 ` ¬F → 0. Звiдси та iз спiввiдношення
F → 0,¬F → 0 ` 0 у свою чергу випливало б, що ∆1 ` 0, тобто дедуктивна
суперечливiсть множини ∆1.

Таким чином, множина ∆1 задовольняє умови (b) i (c).

B. Далi покажемо, як можна побудувати розширення L1 ⊇ L i ∆1⊇ ∆,
якi задовольняли б умови (b) i (d). Для цього для кожної формули A вигляду
A = ∃xF (x) iз ∆ приєднаємо до L нову змiнну yA, а до ∆ — нову формулу
F (yA). Якби отримана множина ∆1 вийшла дедуктивно суперечливою, то
iснував би вивiд∆1 ` 0, який через свою скiнченнiсть використовував би лише
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скiнченну кiлькiсть нових формул F (yA). Тому для доведення дедуктивної
несуперечливостi множини ∆1 досить розглянути випадок приєднання до L
однiєї змiнної yA, а до ∆ — однiєї формули F (yA).

Отже, припустимо, що ∆ дедуктивно несуперечлива, ∃xF (x) ∈ ∆, змiн-
на y не зустрiчається в ∆, а множина ∆ ∪ {F (y)} — дедуктивно супереч-
лива. Тодi ∆, F (y) ` 0. За теоремою дедукцiї ∆ ` F (y) → 0. Крiм того,
` (F (y)→ 0)→ ¬F (y), бо (A → 0) → ¬A— тавтологiя. Отже, ∆ ` ¬F (y).
Оскiльки y не зустрiчається в ∆, то можна застосовувати правило узагаль-
нення: ∆ ` ∀x¬F (x). Але за припущенням множинi ∆ належить формула
∃xF (x) = ¬∀x¬F (x), тому ∆ ` ¬∀x¬F (x). Таким чином, припущення про
дедуктивну суперечливiсть ∆ ∪ {F (y)} приводить до суперечностi з припу-
щенням про дедуктивну несуперечливiсть ∆37.

C. Розглянемо тепер два ланцюги розширень:

∆ ⊆ ∆1 ⊆ ∆1 ⊆ ∆2 ⊆∆2 ⊆ · · · ⊆ ∆k ⊆ ∆k ⊆ ∆k+1 ⊆ · · ·

i
L ⊆ L1 ⊆ L2 ⊆ · · · ⊆ Lk ⊆ · · · ,

де кожне з розширень∆k ⊆ ∆k+1 будується як у пунктiA, а кожне з розширень
∆k ⊆ ∆k iLk−1 ⊆ Lk —як у пунктi B. Тодi множина∆′ =

⋃
n ∆n як множина

формул над алфавiтомL′ =
⋃

n L
n задовольняє всi три умови (b)–(d). Справдi,

несуперечливiсть ∆′ випливає з леми 4.7. Якщо F — довiльна формула над
алфавiтом L′, то оскiльки F мiстить скiнченну кiлькiсть символiв, F буде
формулою над деяким алфавiтом Lk. Але тодi множина ∆k+1 (а тим самим i
множина ∆′) мiстить рiвно одну з формул F i ¬F (∆′ не може мiстити обидвi
формули через свою несуперечливiсть). Нарештi, якщо ∆′ мiстить формулу
вигляду ∃xF (x), то ця формула мiститься в якiйсь множинi ∆k. Але тодi для
деякого терму t множина ∆k мiстить формулу F (t) ∈ ∆′.

Уже давно є усталена думка, що в математицi “iснувати” — це бути вiль-
ним вiд протирiч38. Теорему про несуперечливiсть можна розглядати як нехай
i обмежене рамками логiки предикатiв, але строге оформлення цiєї думки.

З теоремою про несуперечливiсть безпосередньо пов’язано ще кiлька ва-
жливих теорем.

37 Взагалi кажучи, у попереднiх мiркуваннях суперечливiсть ∆ доводилася над алфавiтом
L∪{y}, але оскiльки змiнних вL нескiнченно багато, а у виводахформул∀x¬F (x) i¬∀x¬F (x)
бере участь лише скiнченна кiлькiсть гiпотез, а тому i скiнченна кiлькiсть змiнних, то цi виводи
можна переробити на виводи над алфавiтом L.

38 Можливо, першим, хто її озвучив понад 100 рокiв тому, був знаменитий французький
математик Пуанкаре.
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Теорема 4.16 (адекватностi). ∆ ` F тодi й лише тодi, коли ∆ |= F .

Теорему адекватностi часто називають теоремою Ґеделя про повноту.
Назва “теорема адекватностi” акцентує увагу на тому, що граматика (синта-
ксис) нашого числення визначена добре: ми одержуємо все, що треба (тобто
всi загальнозначущi формули будуть теоремами), i нiчого зайвого.

Теорема 4.17 (принцип локалiзацiї). Якщо ∆ |= F , то ∆0 |= F для деякої
скiнченної пiдмножини ∆0 ⊆ ∆.

Теорема 4.18 (компактностi). Множина формул ∆ має модель тодi й лише
тодi, коли кожна скiнченна пiдмножина ∆0 ⊆ ∆ має модель.

Зв’язки мiж теоремами 4.15–4.18 описують такою дiаграмою:

4.15⇐⇒ 4.16 =⇒ 4.17⇐⇒ 4.18.

Доведення. a) 4.15 =⇒ 4.16. Враховуючи теорему про виправданiсть аксiома-
тизацiї, потрiбно довести лише, що з ∆ |= F випливає ∆ ` F . Нехай ∆ |= F .
Тодi множина ∆ ∪ {¬F} не має моделi i за теоремою 4.15 буде дедуктив-
но суперечливою. Тому з ∆ ∪ {¬F} виводиться кожна формула, зокрема,
∆,¬F ` F . Звiдси, за теоремою дедукцiї, ∆ ` ¬F → F . Пiсля цього вивiд iз
множини ∆ формули F будується вже легко:

1. ¬F → ¬F (тавтологiя);
2. ¬F → F (виводиться з ∆);
3. (¬F → ¬F )→ ((¬F → F )→ F ) (тавтологiя);
4. (¬F → F )→ F (MP до 3 i 1);
5. F (MP до 4 i 2).

b) 4.16 =⇒ 4.15. З теореми 4.16 (i навiть з її легшої половини — теореми
4.14 про виправданiсть аксiоматизацiї) випливає, що множина формул ∆, яка
має модель, є дедуктивно несуперечливою. Тому досить довести лише зворо-
тне твердження. Але якщо дедуктивно несуперечлива множина формул ∆ не
має моделi, то ∆ |= 0. За теоремою 4.16 звiдси маємо ∆ ` 0, що суперечить
припущенню.

c) 4.16 =⇒ 4.17. Якщо ∆ |= F , то ∆ ` F . Оскiльки вивiд має скiнченну
довжину, то iснує така скiнченна пiдмножина ∆0 ⊆ ∆, що ∆0 ` F . Але тодi
∆0 |= F .

d) 4.17 =⇒ 4.18. Нехай ∆ не має моделi. Тодi ∆ |= 0 i за теоремою 4.17
iснує така скiнченна пiдмножина∆0 ⊆ ∆, що∆0 |= 0, тобто∆0 не має моделi.
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e) 4.18 =⇒ 4.17. Нехай ∆ |= F . Тодi множина ∆ ∪ {¬F} не має моделi.
Отже, не має моделi й деяка скiнченна пiдмножина ∆0 ⊆ ∆ ∪ {¬F}. Можна
вважати, що ∆0 = ∆1 ∪ {¬F} де ∆1 ⊆ ∆. Але тодi ∆1 |= F .

4.5. Деякi наслiдки основних теорем*
Удоведеннi теореми 4.15 про несуперечливiсть ЧП носiєм моделi несуперечливої

множини формул ∆ є множина термiв цього ЧП. Термами, зокрема, є змiннi, тому
множина термiв нескiнченна. З нескiнченностi початкового алфавiту ЧП випливає,
що за тих розширень мови, якi будувалися в доведеннi теореми 4.15, потужнiсть
алфавiту не змiнювалася. Тому iз цього доведення одразу випливає така теорема.

Теорема 4.19 (Льовенгейма—Сколема). Якщо алфавiт L числення предикатiв має
нескiнченну потужнiстьm, то кожна дедуктивно несуперечлива множина формул
цього числення має модель потужностi m.

Зауваження. Виникає природне питання: а що буде, коли алфавiт мiстить пре-
дикат рiвностi, а ∆ мiстить формулу, яка вимагає, наприклад, щоб модель мала
не бiльше нiж k елементiв? Чи не суперечить це теоремi Льовенгейма — Сколема?
Суперечнiсть насправдi уявна: у цьому випадку в моделi з доведення теореми 4.15
предикат рiвностi буде iнтерпретуватися не вiдношенням рiвностi, а лише вiдно-
шенням еквiвалентностi. Щоб отримати так звану нормальну модель, коли пре-
дикат рiвностi iнтерпретується саме як вiдношення рiвностi, треба перейти до
множини класiв еквiвалентностi. А їх уже буде скiнченна кiлькiсть.

Iз теореми Льовенгейма — Сколема випливає iснування для деяких теорiй дуже
несподiваних моделей. Чи не найбiльшою несподiванкою став так званий парадокс
Сколема—iснування нестандартної моделi для теорiї множин. На межi ХIХ–ХХ ст.
у канторiвськiй теорiї множин (її зараз називають наївною) виявили багато суперечно-
стей, якi скромно назвали парадоксами. Поява парадоксiв була пов’язана iз занадто
вiльним трактуванням поняття множини. Оскiльки важливiсть теорiї множин для
математики на той момент була вже безсумнiвною, вiд цих суперечностей треба бу-
ло позбавитись. Тому запропоновано обмежитися розглядом лише тих множин, якi
дозволяються певним списком аксiом39. Виокремлено кiлька варiантiв такої аксiома-
тизацiї40. Однак в усiх випадкахмножина аксiом є злiченною i використовує злiченний
алфавiт. А тому за теоремою 4.19 для теорiї множин має iснувати злiченна модель.
На перший погляд це суперечить iснуванню незлiченних множин, зокрема i теоремам
Кантора про незлiченнiсть R i незлiченнiсть множини B(N) всiх пiдмножин множини
N. Суперечнiсть зникає, якщо зрозумiти, що насправдi теореми Кантора говорять

39 У результатi вiдповiдно перероблена теорiя множин навiть змiцнила своє становище в
математицi—на теоретико-множинну основу були переведенi майже всi її роздiли.Апарадокси
перестали турбувати переважну бiльшiсть математикiв i зайняли свою скромну нiшу — стали
предметом дослiджень вузького кола спецiалiстiв з основ теорiї множин.

40 Нинi стандартною системою аксiом для теорiї множин вважають так звану систему аксiом
Цермело — Френкеля.
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лише про неможливiсть у межах формальної теорiї множин установити взаємно
однозначну вiдповiднiсть мiж N та кожною iз цих множин.

Серед численних застосувань теореми компактностi для ЧП розглянемо лише
одне з найпростiших.

Теорема 4.20. Якщо множина формул ∆ має скiнченнi моделi як завгодно великої
потужностi, то вона має i нескiнченнi моделi.

Доведення. Нехай множина формул ∆ має скiнченнi моделi як завгодно великої
потужностi. Поповнимо алфавiт злiченною кiлькiстю iндивiдних констант c1, c2, . . . i
для кожної пари i 6= j iндексiв розглянемо формулу ci 6= cj . Нехай Θ —множина всiх
таких формул. Тодi множина ∆′ = ∆ ∪ Θ буде локально несуперечливою. Справдi,
якщо пiдмножина ∆0 ⊂ ∆′ — скiнченна, то вона мiстить лише скiнченну множину
формул з Θ. А тому у формулах з ∆0 зустрiчається лише скiнченна кiлькiсть нових
констант ci1 , . . . , cik . Але тодi в тiй моделi M0 множини ∆, яка має не менше нiж
k елементiв, цi константи можна проiнтерпретувати попарно рiзними елементами. У
такiй iнтерпретацiї констант усi формули з ∆0 стануть iстинними в M0, i M0 буде
моделлю множини ∆0.

За теоремою компактностi множина ∆′ повинна мати модель M. У цiй моделi
рiзнi константи c1, c2, . . . повиннi iнтерпретуватися рiзними елементами. Тому M
мають мiстити нескiнченно багато елементiв. Зрозумiло, що M є також моделлю
множини ∆.

З теореми 4.20, зокрема, випливає, що хоча багато класiв алгебричних структур,
як-от групи, кiльця, поля, булевi алгебри тощо, задаються наборами аксiом, побуду-
вати аксiоматичну теорiю скiнченних груп, кiлець i т. д. не можна в принципi.

4.6. Силогiстика Арiстотеля*
Багато людей, зокрема i серед математикiв, уважають, що першою в iсторiї нау-

ки аксiоматичною системою є геометрiя Евклiда. Насправдi геометрiя Евклiда була
другою. Першою в iсторiї людської думки аксiоматичною системою була силогiстика
Арiстотеля, викладена ним у його «Першiй аналiтицi». Детальний виклад силогiстики
не входить у нашi плани, тому зупинимося на нiй лише коротко.

Традицiйна логiка має справу з поняттями, якi подiляють на одиничнi та загаль-
нi. Одиничне поняття — це просто iм’я певного предмета. Змiст загального поняття
визначають указуванням сукупностi тих властивостей, що характеризують усi пре-
дмети, якi пiдпадають пiд це поняття. Клас предметiв, якi мають цю характеристичну
сукупнiсть властивостей, утворює об’єм поняття.

Одномiснi предикати можна розглядати як властивостi предметiв. Сукупнiсть
властивостейP1, . . . , Pn можна замiнити однiєю: “мати кожну з властивостейP1, . . . , Pn”.
Тому з погляду змiсту “загальне поняття” традицiйної логiки можна ототожнити з
одномiсним предикатом.
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Для кожного одномiсного предикатаP можна утворити класM = {x | P (x)} усiх
предметiв, що мають властивiсть P . Цей клас i характеризує об’єм поняття.

Арiстотель розглядав 4 типи суджень (у нашiй термiнологiї — висловлювань):
— загальностверджувальнi: “усi S є P ”;
— загальнозаперечувальнi: “жодне S не є P ”;
— частковостверджувальнi: “деякi S є P ”;
— частковозаперечувальнi: “деякi S не є P ”.

Висловлювання таких типiв традицiйно позначають A(S, P ), E(S, P ), I(S, P ) i
O(S, P ) вiдповiдно.

Виокремлювали судження, по-перше, “за якiстю”: A(S, P ), I(S, P ) — ствер-
джувальнi, E(S, P ),E(S, P ), O(S, P ) — заперечувальнi; по-друге, “за кiлькiстю”:
A(S, P ), E(S, P ) — загальнi, I(S, P ), O(S, P ) — частковi.

Основним питанням арiстотелевої силогiстики було iснування правил, якi до-
зволяли б виводити судження (висновок) одного з типiв A(S, P ), E(S, P ), I(S, P ) i
O(S, P ) iз двох iнших суджень (засновкiв) типiв A, E, I або O, з яких перше
пов’язує поняття P iз третiм поняттям M , а друге — поняття S iз тим самим
третiм поняттямM .

Чи не найвiдомiшим iз таких правил є так званиймодус силогiзму bArbArA, який
у традицiйних позначеннях записують так:

A (M,P )
A (S,M)

A (S, P )
.

Розглянемо два одномiснi предикати F (x) i G(x), i нехай змiнна x пробiгає еле-
менти фiксованої непорожньої множини D. Покладемо S = {x ∈ D | F (x)},
P = {x ∈ D | G(x)}. Тодi всi чотири типи суджень Арiстотеля можна переписати в
теоретико-множинних або логiчних термiнах:

Традицiйне Теоретико-множинна Логiчна
позначення iнтерпретацiя iнтерпретацiя
A(S, P ) S ⊆ P ∀x(F (x)→ G(x))
E(S, P ) S ∩ P = ∅ ∀x(F (x)→ ¬G(x))
I(S, P ) S ∩ P 6= ∅ ∃x(F (x) ∧G(x))
O(S, P ) ¬(S ⊆ P ) ∃x(F (x) ∧ ¬G(x))

Модус bArbArA у нових позначеннях тепер можна переписати, наприклад, так:(
(M ⊆ P ) ∧ (S ⊆M)→ (S ⊆ P )

)
.

96



У термiнах суджень Арiстотеля можливi чотири схеми правил виводу (у тради-
цiйнiй термiнологiї — 4 фiгури силогiзму):

I II III IV
∗ (M,P ) ∗ (P,M) ∗ (M,P ) ∗ (P,M)
∗ (S,M) ∗ (S,M) ∗ (M,S) ∗ (M,S)

∗ (S, P ) ∗ (S, P ) ∗ (S, P ) ∗ (S, P )

У кожнiй iз цих фiгур букви A, E, I або O можна розставити 43 = 64 способами.
Всього одержимо 256 можливих правил виводу (модусiв силогiзму). Однак засто-
сування багатьох iз цих правил приводитиме до помилок. Тi модуси силогiзму, за
допомогою яких з iстинних засновкiв завжди одержують iстиннi висновки, називають
правильними41. Усi вони одержали спецiальнi назви:

I фiгура II фiгура III фiгура IV фiгура
bArbArA cEsArE dAtIsI cAlEmEs
cElArEnt cAmEstrEs tErIsO frEsIsOn
dArII fEstInO dIIs dImAtIs
fErIO bArOcO bOcAdO + bAmAlIp
? bAbArI ? cEsArO + dArAptI + fEsApO
? cElArOnt ? cAmEOstro + fElAptOn ? cAmEnO

Видiленi жирним шрифтом голоснi букви у цих назвах вказують на вибiр букв A,
E, I або O. Наприклад, модус fElAptOn має вигляд

E (M,P )
A (M,S)

O (S, P )
.

В арiстотелевiй логiцi правильних модусiв усього 19. Це тi модуси з таблицi, бiля
яких немає знака ?. Крiм того, є ще 5 так званих слабких модусiв (у таблицi вони
вiдмiченi знаком ?). Слабкi модуси одержують iз тих правильних модусiв, якi мають
висновок загального типу, замiною його на висновок часткового типу. З урахуванням
i слабких модусiв для кожної фiгури маємо по 6 правильних модусiв. Вони i станов-
лять систему аксiом арiстотелевої логiки: мiркування буде правильним, якщо воно
використовує лише правильнi модуси.

Зауваження. У традицiйнiй логiцi, починаючи з Арiстотеля i аж до XX ст.,
не визнавали понять iз порожнiм об’ємом. Тому в цiй логiцi було 19 правильних
модусiв. Однак для математикiв така позицiя є дуже незручною, бо не завжди
вдається встановити, чи є об’єм поняття непорожнiм (скажiмо, досi невiдомо,
чи є порожнiм об’єм поняття “непарне досконале число”). Але коли допустити
поняття з порожнiм об’ємом, то частина арiстотелевих модусiв стає хибною (у
таблицi вони вiдмiченi знаком +).

41 Для знаходження всiх правильних модусiв зручно користуватися дiаграмами Венна.
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5. Алгоритми (ефективна обчислювальнiсть)

5.1. Iсторiя розвитку поняття алгоритму. Приклади

У повсякденному життi пiд алгоритмом розумiють набiр правил дiй, який
за певних умов приводить до однозначного розвитку подiй i певного результа-
ту. Наприклад, програма для комп’ютера, кулiнарний рецепт, статут охоронної
служби, iнструкцiї дипломату для переговорiв.

Тому теорiю алгоритмiв можна розумiти як дуже широко — дослiдження
алгоритмiв i алгоритмiчної дiяльностi у рiзних сферах життя, до бiологiчної i
психологiчної включно, так i значно вужче — як розроблення конкретних
алгоритмiв (зокрема, як добре зробити те, що взагалi можна зробити).
Нас цi питання цiкавитимуть лише в дуже обмеженiй сферi дiяльностi —
у математицi.

Уже на початковому етапi розвитку математики (Давнiй Єгипет, Вавилон)
для розв’язування певних типiв задач стали використовувати рiзнi процедури
суто механiчного характеру. Наприклад, для обчислення площ фiгур, об’ємiв
тiл чи коренiв квадратного рiвняння для знаходження невiдомої величини ви-
конували певну послiдовнiсть обчислень за жорстко встановленими правила-
ми. У Давнiй Грецiї коло таких процедур значно розширилося: розв’язування
рiзних задач на побудову за допомогою циркуля i лiнiйки, знаменитий алго-
ритм Евклiда тощо.

У IX ст. аль-Хорезмi розробив правила чотирьох арифметичних дiй над
числами у десятковiй системi числення. У Європi сукупнiсть цих правил отри-
мала назву “алгоризм”, яка пiзнiше перетворилася на “алгоритм”. Згодом цей
термiн набув у математицi набагато ширшого значення i став означати не
лише правила виконання арифметичних дiй, а й довiльний бiльш-менш чiтко
описаний набiр правил для розв’язування рiзних класiв задач.

Величезний iнтерес математикiв до алгоритмiв чи, у трохиширшому сенсi,
до конструктивних результатiв викликаний тим, що наявнiсть алгоритму для
розв’язування певного класу задач дозволяє, хоча б у принципi, розв’язувати
цi задачi без особливих iнтелектуальних зусиль, i в цьому сенсi тривiалiзує
певну область математики.

Кiлькастолiтнiй прогрес у розвитку таких методiв породив переконання в
тому, що остаточним розв’язанням кожної математичної, i навiть фiлософ-
ської, проблеми має бути вiдшукання вiдповiдного алгоритму. Яскравими
представниками таких поглядiв були Декарт (аналiтична геометрiя створю-
валася ним iз метою зробити геометрiю доступною алгебричним методам
i замiнити мiркування обчисленнями, тобто алгоритмiзувати геометрiю),
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Ляйбнiц, Гiльберт (зокрема, у частинi його знаменитих проблем iдеться про
пошук алгоритмiв для розв’язання певних класiв задач).

У XX ст. слово “алгоритм” вийшло далеко за межi математики i стало
означати чiтко сформульований набiр правил-iнструкцiй, строге i послiдовне
виконання яких дозволяє одержати бажаний результат.

До XX ст. математика переважно мала справу iз числами й обчисленнями.
За незначними винятками поняття алгоритму ототожнювалося з поняттям ме-
тоду обчислень. Типовим прикладомможе слугувати питання про розв’язнiсть
у цiлих числах дiофантового рiвняння ax2 + bxy + cu2 = d: було вказано об-
числювальний процес, який для довiльних цiлих чисел a, b, c i d дозволяв за
скiнченну кiлькiсть крокiв дати вiдповiдь на це питання. Зокрема, жодного ра-
зу не виникало рiзних думок i сумнiвiв щодо того, вважати чи нi конкретний
процес алгоритмом. Тому поняття алгоритму мало швидше методологiчне
значення, хоча поступово i набувало все бiльшої чiткостi.

Таке положення було задовiльним, доки рiзнi алгоритмiчнi проблеми вда-
валося розв’язувати шляхом побудови вiдповiдних алгоритмiв. Положення
суттєво змiнилося на початку другої чвертi XX ст., коли з’явилися першi сум-
нiви стосовно iснування алгоритмiв для розв’язання деяких задач. Проблеми
доведення iснування алгоритму i доведення його вiдсутностi є принципово
рiзними: якщо першу можна розв’язати, побудувавши вiдповiдний алгоритм
(для чого достатньо й iнтуїтивного поняття), то для доведення неiснування
треба точно знати, неiснування чого доводиться. Iнтуїтивного поняття ал-
горитму як рецепта досягнення результату за допомогою однозначної по-
слiдовностi дiй для цього недостатньо. Незрозумiло, якими засобами може
виражатися цей рецепт, якi дiї можна використовувати, хто оцiнює однозна-
чнiсть i т. д. 42.

Тому постала задача формалiзацiї поняття алгоритму, його точного ви-
значення. Було помiчено, що в математицi алгоритми — це набори правил чи
iнструкцiй, якi дозволяють, вiдштовхуючись вiд одного тексту (вхiдних даних
задачi), однозначно будувати iнший текст (вiдповiдь задачi). Зокрема, шкiль-
нi правила додавання i множення чисел у стовпчик насправдi є не правилами
додавання i множення чисел, а правилами перероблення записiв цих чисел у
десятковiй системi числення у записи їхнiх суми i добутку. Якщо працюва-
ти, наприклад, не в десятковiй системi, а в системi числення з основою 16 iз
цифрами 0, 1, . . . , 9, a, b, c, d, e, f , то шкiльнi правила додавання i множення у
стовпчик треба змiнювати. Зокрема, однаковi записи будуть позначати в

42 Задовiльнiшим (особливо за нинiшнього поширення комп’ютерiв) є означення алгоритму
як програми на певнiй унiверсальнiй мовi програмування (напр., на Бейсiку).
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цих системах рiзнi числа, а для суми i добутку таких чисел ми одержимо
i рiзнi записи.

Вперше завдання строгого означення поняття алгоритму було вирiшене в
серединi 30-х рр. минулого столiття. Майже одразу з’явилося кiлька рiзних
пiдходiв до такого означення. Але всi вони мали спiльнi риси:
a) чiтко окреслюється набiр текстiв, з яким працюють алгоритми;
b) фiксується набiр дозволених перетворень текстiв (елементарних крокiв
алгоритмiв);
c) вказуються правила, як iз цих елементарних крокiв будувати алгоритми.

Пiсля формалiзацiї поняття алгоритму стало можливим доведення алго-
ритмiчної нерозв’язностi конкретних математичних проблем. Першi такi при-
клади стосувалися логiки (з деякими з них ми пiзнiше познайомимося), але
згодом отримано ряд важливих результатiв з iнших областей математики. Пер-
шим прикладом алгоритмiчно нерозв’язної масової задачi поза межами логiки
був такий.

Приклад. Розглядають групи, заданi твiрними i визначальними спiввiд-
ношеннями:

G = 〈a1, a2, . . . | R1, R2, . . .〉,

деA = {a1, a2, . . .}— множина твiрних групи, а визначальнi спiввiдношення
R1, R2, . . .мають виглядw = e абоw1 = w1, деw,w1, w2 —слова в алфавiтi
A ∪A−1 (як кiлькiсть твiрних, так i кiлькiсть визначальних спiввiдношень
може бути нескiнченною).

Наприклад, циклiчна група порядку n може бути задана твiрними i ви-
значальними спiввiдношеннями як Cn = 〈a | an = e〉, а дiедральна група Dn

— як
Dn = 〈a, b | a2 = e, bn = e, ab = b−1a〉.

Заданi в такий спосiб групи з’являються в багатьох роздiлах матема-
тики (напр., саме так з’являються фундаментальнi групи в топологiї).

Для заданих у такий спосiб груп природно виникає проблема тотожно-
стi: як дiзнатися, коли два слова в алфавiтi A ∪ A−1 задають той са-
мий елемент групи, а коли — рiзнi? Наприклад, для групи Cn ця проблема
розв’язується легко: am = ak тодi й лише тодi, коли m ≡ k (mod n). Не-
важко побудувати такий алгоритм для комутативних груп.

Проблема полягала втому,щоб знайти алгоритм, який був би придатний
для всiх груп, заданих скiнченною кiлькiстю твiрних i визначальних спiввiд-
ношень. 1955 р. П. С. Новiков довiв, що такого алгоритму не iснує.
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Найбiльший розголос отримало доведення алгоритмiчної нерозв’язностi
десятої проблеми Гiльберта43. Останню крапку в цьому доведеннi поставили
1970 р. Григорiй Чудновський (на той час студент першого курсу механiко-
математичного факультету Київського унiверситету) i Юрiй Матiясевич.

Ми розглянемо два пiдходи до формалiзацiї поняття алгоритму — рекур-
сивнi функцiї i машини Тюрiнга.

5.2. Обчислювальнi функцiї

Аналiз поняття алгоритму ми почнемо з поняття обчислювальної функцiї.
Для алгоритмiчних проблем типово, коли в умову задачi входить набiр пара-
метрiв (x1, . . . , xn), якi є цiлими числами, а результатом також є певне цiле
число y. Тобто йдеться про iснування алгоритму для обчислення деякої фун-
кцiї f : Nn → N, де N = {0, 1, 2, 3, . . .}— множина натуральних чисел. Тому
спочатку обмежимося лише такими функцiями.

Сукупнiсть усiх процесiв, що пiдпадають пiд iнтуїтивне поняття алгори-
тму, надзвичайно широка й неозора, тодi як клас обчислювальних функцiй вiд
натуральних аргументiв значно вужчий. Пiзнiше ми побачимо, що обмеження
такимифункцiями не є iстотним: обчислення довiльних функцiй i навiть робо-
ту довiльних алгоритмiв можна звести до обчисленняфункцiй вiд натуральних
аргументiв.

Насамперед нас цiкавитиме випадок n = 1. Кожну обчислювальну фун-
кцiю f : N → N задають певним скiнченним текстом у даному скiнченному
алфавiтi. Множина всiх таких текстiв — злiченна, у той час як множина всiх
функцiй f : N→ N — незлiченна. Звiдси одразу випливає iснування необчи-
слювальних функцiй.

Це мiркування виглядає поки що не дуже переконливим: а чому ми маємо
працювати лише з одним уточненням поняття алгоритму? Можливо, iснує
настiльки багато рiзних “обчислювальних засобiв”, якi можна точно описати,
що для кожної функцiї f : N → N можна буде пiдiбрати свiй алгоритм, який
обчислює цю функцiю?

Як ми побачимо трохи пiзнiше, фундаментальним вiдкриттям теорiї об-
числювальностi є твердження, що на останнє питання треба дати негативну
вiдповiдь.

43 У знаменитому списку проблем Гiльберта її формулювання найкоротше: “Нехай дано
дiофантове рiвняння з довiльними невiдомими i цiлими числовими коефiцiєнтами. Вказати
спосiб, за допомогою якого можна пiсля скiнченної кiлькостi крокiв установити, чи має це
рiвняння розв’язок у цiлих числах”.

101



Ряд нетривiальних властивостей обчислювальних функцiй можна вста-
новити, навiть не маючи строгого означення таких функцiй.

Теорема 5.1. Для кожного розумного означення поняття обчислювальної
функцiї N→ N iснує обчислювальна функцiя, яка не буде скрiзь визначеною
i яку принципово не можна довизначити до скрiзь визначеної обчислювальної
функцiї.

Доведення. Як сказано вище, для кожного розумного означення поняття об-
числювальної функцiї вони (точнiше, алгоритми їхнього обчислення) мають
задаватися скiнченними текстами у певному скiнченному алфавiтi. Тому їх
злiченна кiлькiсть i їх можна занумерувати: f0(n), f1(n), f2(n), . . . . Покладе-
мо g(n) = fn(n) + 1. Очевидно, що функцiя g(n) є обчислювальною у тому ж
сенсi, в якому є обчислювальними функцiї f0(n), f1(n), f2(n), . . . . Якби вона
була скрiзь визначеною або її можна було доповнити до скрiзь визначеної, то
пiсля такого доповнення вона збiгалася б iз якоюсь fk. Але g i fk набувають
рiзних значень у точцi k. Отже, функцiя g(n) не є скрiзь визначеною i не може
бути довизначена до скрiзь визначеної обчислювальної функцiї.

Теорема 5.2. Для кожного розумного означення поняття обчислювальної
функцiї f : N→ N iснує обчислювальна функцiя, яка не визначена в жоднiй
точцi.

Доведення. Як i в попередньому доведеннi, ми можемо занумерувати обчи-
слювальнi функцiї: f0(x), f1(x), f2(x), . . . . Припустимо, що кожна функцiя
fn визначена хоча б в однiй точцi. Оскiльки алгоритми обчислення значень
функцiй працюють дискретно, кроками, то можна запустити такий дiагональ-
ний процес: спочатку перший крок обчислення f0(0), потiм наступний крок
обчислення f0(0) i першi кроки обчислення f0(1) та f1(0), потiм наступнi
кроки обчислення f0(0), f0(1), f1(0) та першi кроки обчислення f0(2), f1(1) i
f2(0) i т. д. Якщо функцiя fn визначена в точцi k, то рано чи пiзно ми значення
fn(k) обчислимо.

Визначимо тепер функцiю h(n) таким чином: h(n) — це перше значення
аргументу x, при якому завершилось обчислення значення fn(x). Зокрема, fn
визначена в точцi h(n). Тодi функцiя

g(n) = fn(h(n)) + 1

є скрiзь визначеною обчислювальною функцiєю, яка, проте, не зустрiчається
у списку f0(x), f1(x), f2(x), . . . . Отже, припущення про визначенiсть кожної
обчислювальної функцiї хоча б в однiй точцi приводить до суперечностi.
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Зауваження. Для конкретних пiдходiв до поняття обчислювальностi
вказати обчислювальну нiде не визначену функцiю зазвичай дуже легко.
Зокрема i для рекурсивних функцiй i машин Тюрiнга ми це зробимо пiзнiше.
Але з теореми 5.2 випливає, що такi функцiї виникатимуть при кожному
пiдходi до поняття обчислювальностi.

5.3. Рекурсивнi функцiї

Переходимо до строгих означень. Числова функцiя f : Nn → N, значення
якої за рiзних значень параметрiв (x1, . . . , xn) можна обчислювати за допо-
могою того самого алгоритму, називають ефективно обчислювальною (або
обчислювальною) функцiєю.

У такому “означеннi” поняття обчислювальної функцiї ще лишається iнту-
їтивним. Але аналiз самої iдеї детермiнованого процесу обчислень приводить
до уявлення про те, що такий процес можна розкласти на елементарнi кроки
iз скiнченного та фiксованого раз i назавжди списку. До того ж кожну об-
числювальну функцiю можна отримати за скiнченну кiлькiсть крокiв, кожен
з яких полягає в застосуваннi одного iз цих елементарних крокiв до ранiше
побудованих або найпростiших функцiй.

Однiєю з реалiзацiй цiєї iдеї стало поняття рекурсивної функцiї. Вперше
клас рекурсивних функцiй описав 1931 р. Ґедель. Iз зовсiм iнших мiркувань
прийшов до цього класу Черч 1936 р. Тодi ж Клiнi ввiв ширший клас частково
обчислювальних функцiй, названих частково рекурсивними. До вивчення цих
класiв функцiй ми й переходимо.

Далi, дослiджуючи обчислювальнi функцiї, зручно вважати, що алгоритм
для обчисленняфункцiї f(x) починає працювати при будь-якому допустимому
входi x, а невизначенiсть функцiї f(x) у точцi x рiвносильна тому, що пiд час
входу x алгоритм працює нескiнченно довго i не видає жодного результату.

5.3.1. Примiтивно рекурсивнi функцiї

Функцiї f : Nk → N, про якi йтиметься, можуть бути частковими, тобто
визначеними не на всiй множинi Nk.

Функцiї

S1(x) := x+ 1 ,

On(x1, . . . , xn) := 0 ,

Inm(x1, . . . , xn) := xm
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називають найпростiшими. Очевидно, що всi вони є ефективно
обчислювальними.

Розглянемо тепер три операцiї, за допомогою яких можна отримувати новi
функцiї. Найпростiшою з них є суперпозицiя функцiй, яку визначають так:

нехай f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn) i g(x1, . . . , xm)—(частковi) фун-
кцiї. Суперпозицiєю цих функцiй (або пiдстановкою функцiй f1, . . . , fm у
функцiю g) називають функцiю

h(x1, . . . , xn) = g
(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)

)
.

Очевидно, що коли функцiї f1, . . . , fm i g ефективно обчислювальнi, то такою
ж буде i функцiя h(x1, . . . , xn).

Функцiї, якi можна одержати з найпростiших за допомогою суперпозицiї
(можливо, застосованої кiлька разiв), називають елементарними.

Приклади. 1. Для кожного додатного цiлого числа k функцiї f(x)=k i
g(x) = x+ k є елементарними. Це випливає з рiвностей

f(x) = S1(S1(· · ·S1︸ ︷︷ ︸
k разiв

(O1(x)) · · · )), g(x) = S1(S1(· · ·S1︸ ︷︷ ︸
k разiв

(I11 (x)) · · · )).

2. Функцiя f(x) = x2 не є елементарною. Справдi, iз найпростiших фун-
кцiй значення вiдповiдного аргументу збiльшує лише функцiя S1. Але якщо у
побудовi f(x) функцiя S1 використовувалася k разiв, то значення аргумен-
ту може збiльшитися щонайбiльше на k. У тойже час рiзниця x2−x може
бути як завгодно великою.

Клас елементарних функцiй ще дуже бiдний, щоб його вивчати детально.
Тому розглянемо наступну операцiю для побудови нових функцiй.

Кажуть, що функцiю f(x1, . . . , xn, y) будують з функцiй g(x1, . . . , xn) i
h(x1, . . . , xn, y, z) за допомогою примiтивної рекурсiї, якщо вона визначає-
ться такими правилами:

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn),

f(x1, . . . , xn, y + 1) = h
(
x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y)

)
.

(5.1)

При n = 0 правила набувають вигляду

f(0) = a, f(y + 1) = h(y, f(y)). (5.2)
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Важливо, що коли функцiї g i h ефективно обчислювальнi, то примiтивна
рекурсiя дає ефективну процедуру i для обчислення функцiї f . Зокрема, f
буде визначеною в точцi (x1, . . . , xn,m+1) тодi й лише тодi, коли визначеними
будуть усi значення

a0 = g(x1, . . . , xn), a1 = h(x1, . . . , xn, 0, a0),

a2 = h(x1, . . . , xn, 1, a1), . . . , am+1 = h(x1, . . . , xn,m, am).

Функцiї, якi можна одержати з найпростiших за допомогою суперпозицiї
та примiтивної рекурсiї (можливо, застосованих кiлька разiв), називають при-
мiтивно рекурсивними. Зауважимо, що всi примiтивно рекурсивнi функцiї є
скрiзь визначеними й ефективно обчислювальними.

Зауваження. Приклади задання функцiй рекурсивними процедурами зу-
стрiчалися й ранiше, зокрема, ще в школi. Але зазвичай на особливостях
їх задання увага не акцентувалася. Найвiдомiшим прикладом рекурсивного
задання функцiї є функцiя n! = (n − 1)! · n. Арифметичну та геометричну
прогресiї також визначають рекурсивно.

Теорема 5.3. Наведенi функцiї є примiтивно рекурсивними:
(1) f(x, y) = x+ y;
(2) f(x, y) = xy;
(3) f(x, y) = xy (x0 = 1);

(4) sgx =

{
0, якщо x = 0;
1, якщо x > 0;

(5) sgx =

{
1, якщо x = 0;
0, якщо x > 0;

(6) x� y =

{
x− y, якщо x ≥ y;
0, якщо x < y;

(7) |x− y|;
(8) max(x, y);
(9) min(x, y).

Доведення. (1) За g(x) вiзьмемофункцiю I11 (x) = x, а за h(x, y, z)—функцiю
S1(I33 (x, y, z)) = z + 1. Отримуємо

x+ 0 = x = g(x), x+ (y + 1) = (x+ y) + 1 = h(x, y, x+ y).

(2) За g(x) вiзьмемо функцiю O1(x) = 0, а за h(x, y, z) — функцiю z + x.
Отримуємо

x · 0 = 0 = g(x), x · (y + 1) = xy + x = h(x, y, xy).
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(3) За g(x) вiзьмемо функцiю S1(O1(x)) = 1, а за h(x, y, z) — функцiю
z · x. Отримуємо x0 = 1 = g(x), xy+1 = xy · x = h(x, y, xy).

(4)Уцьому випадкуn=0. Томупокладемо sg 0=0 i розглянемоh(x, z)=1.
Тодi для всiх x матимемо sg (x+ 1) = h(x, sgx) = 1, тобто для всiх
x > 0 буде sgx = 1.

(5) Доведення аналогiчне попередньому, якщо покласти sg 0 = 1 i
взяти h(x, z) = 0.

(6) Спочатку розглянемо функцiю x � 1. Її примiтивна рекурсивнiсть ви-
пливає з рiвностей 0� 1 = 0 i (x + 1)� 1 = x = h(x, x� 1), де h(x, z) = x.
Тепер для доведення примiтивної рекурсивностi функцiї x � y можна взяти
g(x) = x i h(x, y, z) = z � 1. Справдi,

x� 0 = x = g(x) i x� (y + 1) = (x� y)� 1 = h(x, y, x� y).

(7) |x− y| = (x� y) + (y � x).
(8) max(x, y) = x+ (y � x).
(9) min(x, y) = max(x, y)� |x− y|.

Теорема 5.4 (
∑

-теорема). Нехай функцiї

u(x1, . . . , xn), v(x1, . . . , xn) i g(x1, . . . , xn)

— примiтивно рекурсивнi. Тодi функцiя

v(x1,...,xn)∑
i=u(x1,...,xn)

g(x1, . . . , xn−1, i) (5.3)

також буде примiтивно рекурсивною.

Доведення. Покажемо спочатку, що примiтивно рекурсивною буде функцiя

f(x1, . . . , xn−1, y) =

y∑
i=0

g(x1, . . . , xn−1, i).

Справдi, з рiвностей

f(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1, 0),

f(x1, . . . , xn−1, y + 1) = f(x1, . . . , xn−1, y) + g(x1, . . . , xn−1, y + 1),

випливає, що функцiю f(x1, . . . , xn−1, y) одержують за допомогою примiтив-
ної рекурсiї з примiтивно рекурсивних функцiй g(x1, . . . , xn−1, 0) i

h(x1, . . . , xn−1, y, z) = z + g(x1, . . . , xn−1, y + 1).
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А тому вона також є примiтивно рекурсивною.
Далi з рiвностi
z∑

i=y

g(x1, . . . , xn−1, i) =

z∑
i=0

g(x1, . . . , xn−1, i)�
y∑

i=0

g(x1, . . . , xn−1, i)+

+g(x1, . . . , xn−1, y) · sg(y � z)

випливає, що примiтивно рекурсивною буде функцiя

p(x1, . . . , xn−1, y, z) =

z∑
i=y

g(x1, . . . , xn−1, i).

Нарештi, функцiю (5.3) одержують iз функцiї p(x1, . . . , xn−1, y, z) за допомо-
гою пiдстановки y = u(x1, . . . , xn), z = v(x1, . . . , xn).

Наслiдок 5.1. Кожна з функцiй a)
[
x
y

]
(вважаємо, що

[
x
0

]
= x), b) [

√
x] є

примiтивно рекурсивною.

Доведення. a)
[
x
y

]
=
∑x

i=1 sg (iy � x); b) [
√
x] =

∑x
i=1 sg (i2 � x).

Вправа 5.1. Доведiть, що функцiя rest (x, y) — остача вiд дiлення x на y
(вважаємо, що rest (x, 0) = x) є примiтивно рекурсивною.

Використовуючи наслiдок 5.1, аналогiчно теоремi 5.4 доводять
теорему 5.5.

Теорема 5.5 (
∏
-теорема). Нехай функцiї

u(x1, . . . , xn), v(x1, . . . , xn) i g(x1, . . . , xn)

— примiтивно рекурсивнi. Тодi функцiя
v(x1,...,xn)∏

i=u(x1,...,xn)

g(x1, . . . , xn−1, i)

також буде примiтивно рекурсивною.

Нехай Pi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . , k) — набiр предикатiв, жоднi два з
яких не бувають iстинними одночасно, f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn),
fk+1(x1, . . . , xn) — (частковi) функцiї. Кажуть, що функцiю f(x1, . . . , xn) за-
дають частинами, якщо вона задається правилом

f(x1, . . . , xn)=


f1(x1, . . . , xn), якщо виконується P1(x1, . . . , xn);
. . . . . . . . . . . . . . . .
fk(x1, . . . , xn), якщо виконується Pk(x1, . . . , xn);
fk+1(x1, . . . , xn) в iнших випадках.

(5.4)
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Теорема 5.6 (про функцiю, задану частинами). Якщо у правилi (5.4) всi фун-
кцiї f1(x1, . . . , xn), . . . , fk(x1, . . . , xn), fk+1(x1, . . . , xn) примiтивно рекур-
сивнi, а всi предикати Pi (i = 1, . . . , k) задано рiвностями gi(x1, . . . , xn) = 0,
де gi — примiтивно рекурсивна функцiя, то функцiя f(x1, . . . , xn) —також
примiтивно рекурсивна.

Доведення. Функцiю f(x1, . . . , xn) можна записати у виглядi

f = f1 · sg g1 + · · ·+ fk · sg gk + fk+1 · sg (g1 · · · gk).

5.3.2. Частково рекурсивнi функцiї

Нехай f(x1, . . . , xn+1)—якась (часткова) обчислювальна функцiя арностi
n + 1, причому невизначенiсть функцiї f у точцi (a1, . . . , an+1) рiвносиль-
на тому, що алгоритм обчислення функцiї f на входi (a1, . . . , an+1) працює
нескiнченно довго. Зафiксуємо значення x1, . . . , xn перших n аргументiв i
розглянемо рiвняння

f(x1, . . . , xn, y) = 0. (5.5)

Розв’язок цього рiвняння шукатимемо, послiдовно обчислюючи значення

f(x1, . . . , xn, 0), f(x1, . . . , xn, 1), f(x1, . . . , xn, 2), . . . (5.6)

Очевидно, що такий пошук триватиме нескiнченно довго (iншими словами,
знайти розв’язок у такий спосiб не вдасться) лише в одному з трьох випадкiв:

1) значення f(x1, . . . , xn, 0) не визначене;
2) значення f(x1, . . . , xn, 0), . . . , f(x1, . . . , xn, k) визначенi, але жодне з

них не дорiвнює 0, а значення f(x1, . . . , xn, k + 1) не визначене;
3) усi значення (5.6) визначенi, але жодне з них не дорiвнює 0.
В усiх iнших випадках ми рано чи пiзно знайдемо таке значення a, що

f(x1, . . . , xn, a) = 0.

Через
µy
(
f(x1, . . . , xn, y) = 0

)
(5.7)

позначимо функцiю, значенням якої на наборi (x1, . . . , xn) є найменший роз-
в’язок a рiвняння (5.5), якщо цей розв’язок можна знайти описаним вище
способом, i яка не визначена на наборi (x1, . . . , xn) у протилежному разi. Буде-
мо говорити, що функцiя g(x1, . . . , xn) = µy

(
f(x1, . . . , xn, y) = 0

)
одержана

з f(x1, . . . , xn) за допомогою мiнiмiзацiї за змiнною y. Оператор мiнiмiзацiї
ще називають µ-оператором.
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Приклади. 1. Звичайне вiднiмання можна подати у виглядi x − y =
= µz(|x− (y+ z)| = 0). Зауважимо, що функцiя x− y буде визначеною тодi
й лише тодi, коли x ≥ y.

2. Функцiя x/2 = µy(x− 2y = 0) буде визначеною тодi й лише тодi, коли
x є парним числом.

Важливо пiдкреслити, що операцiя мiнiмiзацiї знаходить найменший роз-
в’язок рiвняння (5.5) не завжди. Наприклад, рiвняння y − (x + 1) = 0 для
кожного x має розв’язок y = x + 1. У той же час оператор мiнiмiзацiї
µy(y − (x + 1) = 0) дає нiде не визначену функцiю, бо для кожного x уже
перше значення 0− (x+ 1) з послiдовностi (5.6) є невизначеним.

Функцiї, якi можна одержати з найпростiших за допомогою суперпози-
цiї, примiтивної рекурсiї та мiнiмiзацiї, називають частково рекурсивними.
Скрiзь визначенi частково рекурсивнi функцiї називаються загальнорекурси-
вними. Очевидно, що такими є всi примiтивно рекурсивнi функцiї. Зворотне
твердження є хибним, однак приклади загальнорекурсивних функцiй, якi не є
примiтивно рекурсивними, будувати досить складно. У зв’язку iз цим варто
звернути увагу на теореми 5.7 i 5.8.

Крiм виразiв вигляду (5.7) можна також використовувати вирази

µy
(
f(x1, . . . , xn, y) = g(x1, . . . , xn, y)

)
,

µy
(
f(x1, . . . , xn, y) 6= g(x1, . . . , xn, y)

)
,

µy
(
f(x1, . . . , xn, y) > g(x1, . . . , xn, y)

)
i подiбнi. Вважаємо, що їхнi значення збiгаються зi значеннями виразiв

µy
(
|f(x1, . . . , xn, y)− g(x1, . . . , xn, y)| = 0

)
,

µy
(
sg |f(x1, . . . , xn, y)− g(x1, . . . , xn, y| = 0

)
,

µy
(
sg (f(x1, . . . , xn, y)� g(x1, . . . , xn, y)) = 0

)
вiдповiдно.

Для одномiсної функцiї f(x)функцiю µy(f(y) = x) часто називають обер-
неною до f(x) i позначають f−1(x).
Теорема 5.7 (про обмежену мiнiмiзацiю). Нехай g(x1,. . . ,xn, y) i α(x1,. . . ,xn)
—такi примiтивно рекурсивнi функцiї, що для довiльних x1, . . . , xn рiвняння
g(x1, . . . , xn, y) = 0 має хоча б один розв’язок, який не перевищує числа
α(x1, . . . , xn). Тодi функцiя

f(x1, . . . , xn) = µy(g(x1, . . . , xn, y) = 0)

є примiтивно рекурсивною.
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Доведення. Нехай

h(x1, . . . , xn, z) =
z∏

i=0

g(x1, . . . , xn, i) .

Тодi

f(x1, . . . , xn) =

α(x1,...,xn)∑
i=1

sgh(x1, . . . , xn, i) .

Зауваження. Якщо не вимагати обмеженостi згори розв’язкiв рiвняння
g(x1, . . . , xn, y) = 0 певною функцiєю α(x1, . . . , xn), то теорема 5.7 пере-
стає бути правильною.

Приклад. Ранiше вже доведено (наслiдок 5.1, п.b), що функцiя [
√
x] є

примiтивно рекурсивною. Її примiтивна рекурсивнiсть випливає також iз
рiвностi [

√
x] = µz

(
sg ((z + 1)2 � x) = 1

)
i теореми 5.7, оскiльки [

√
x] ≤ x.

У наступнiй теоремi доводиться примiтивна рекурсивнiсть кiлькох важли-
вих теоретико-числових функцiй.

Теорема 5.8. Наведенi функцiї є примiтивно рекурсивними:
(1) Кiлькiсть τ(x) дiльникiв числа x.
(2) Характеристична функцiя простих чисел

χp(x) =

{
1, якщо x— просте число;
0, в iншому разi.

(3) Кiлькiсть π(x) простих чисел, що не перевищують числа x.
(4) p(n) = µx

(
|π(x) − (n + 1)| = 0

)
— n-те просте число (p(0) = 2,

p(1) = 3, . . ..
(5) f(k, x) — показник, з яким k-те просте число p(k) входить у канонi-

чний розклад числа x.

Доведення. (1) τ(x) =
∑x

i=0 sg rest (x, i).
(2) χp(x) = sg |τ(x)− 2|.
(3) π(x) =

∑x
i=0 sgχp(i).

(4)Щоб застосувати дофункцiї p(n) теорему 5.7, досить показати, що p(n)
обмежена згори деякою примiтивно рекурсивною функцiєю α(n). Зокрема,
можна взяти α(n) = 22

n . Нерiвнiсть p(n) ≤ 22
n легко доводити за допомогою

iндукцiї. База iндукцiї очевидна, оскiльки

p(0) = 2 ≤ 22
0

= 2 i p(1) = 3 < 22
1

= 4.
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Iндукцiйний крок легко випливає з класичного доведення теореми Евклiда
про нескiнченнiсть множини простих чисел:

p(n+ 1) ≤ p(0)p(1) · · · p(n) + 1 ≤ 22
0 · 221 · · · 22n + 1 =

= 22
0+21+···2n + 1 = 22

n+1−1 + 1 < 22
n+1

.

Зауважимо, що функцiю p(n) можна задати й iнакше:

p(n) = µy

( y∑
i=0

χp(i) = n
)
.

(5) Оскiльки f(k, x) < x, то примiтивна рекурсивнiсть функцiї f(k, x)
випливає з примiтивної рекурсивностi функцiї rest, рiвностi

f(k, x) = µy(rest(x, py(k)) 6= 0)� 1

i теореми 5.7.
Зауважимо, що функцiю f(k, x) можна задати й iншим чином:

f(k, x) =
∑x

i=1 sg rest(x, pi(k)).

5.3.3. Деякi зауваження

1. Питання про ефективну обчислювальнiсть тiєї чи iншої функцiї може
бути дуже нетривiальним. Наприклад, для функцiї f : N→ N

f(n) =


n, якщо для n = a1 . . . ak у десятковому розкладi

числа π зустрiчається послiдовнiсть цифр a1 . . . ak;
0, у протилежному разi,

питання про її ефективну обчислювальнiсть лишається нез’ясованим (i нема
жодних гарантiй, що функцiя виявиться ефективно обчислювальною, хоча
жодних сумнiвiв у коректностi її визначення також нема).

2. Бiльше того, не для кожної функцiї, про яку вiдомо, що вона обчи-
слювальна, можна ефективно вказати вiдповiдну обчислювальну процедуру.
Типовий приклад:

f(n) =

{
1, якщо гiпотеза Рiмана справедлива;
0, у протилежному разi.

Очевидно, що ця функцiя обчислювальна. Однак ефективну процедуру для
обчислення її значень у наш час вказати не можна.
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5.4. Машини Тюрiнга

Поняття частково рекурсивної функцiї є одним iз можливих уточнень по-
няття алгоритму. Однак це уточнення не є прямим, бо поняття обчислювальної
функцiї є вторинним стосовно поняття алгоритму. Виникає природне питання:
а чи не можна уточнити безпосередньо саме поняття алгоритму?

Вперше це зробили незалежно американський математик Пост (1936 р.
у “Журналi символiчної логiки” вийшла його стаття “Фiнiтнi комбiнаторнi
процеси, формулювання I”) й англiйський математик Тюрiнг (який 1937 р. у
“Працях Лондонського математичного товариства” опублiкував роботу “Про
обчислення числа iз застосуванням до проблеми розв’язностi”).

Основна iдея обох робiт однакова: алгоритмiчнi процеси — це такi проце-
си, якi може виконувати вiдповiдним чином влаштована “машина”. Для цього
кожен iз них описав у точних математичних термiнах певний досить вузький
клас машин (Тюрiнг це зробив явно, Пост — неявно, у нього сам термiн “ма-
шина” вiдсутнiй), щодо яких не було жодних сумнiвiв: те, що можуть робити
цi машини, є алгоритмами. Але з iншого боку виявилося, що на цих машинах
можна реалiзувати або iмiтувати всi вiдомi математикам алгоритмiчнi про-
цеси. До того ж з’ясувалося, що клас функцiй, якi можна обчислювати на
цих машинах, повнiстю збiгається з класом усiх частково рекурсивних фун-
кцiй. Тому запропоновано вважати реалiзовнi на таких машинах алгоритми
формальними представниками алгоритмiв взагалi.

Згодом додали ще кiлька десяткiв iнших уточнень поняття алгоритму.
Але для кожної нової формалiзацiї цього поняття вдавалося довести її еквiва-
лентнiсть машинам Тюрiнга. Ця обставина, iсторична першiсть, психологiчна
прийнятнiсть (машини Тюрiнга копiюють у суттєвих рисах роботу людини,
яка виконує обчислення за заданою програмою), а головне — зручнiсть для
застосувань (вони дозволяють вводити i вивчати рiзнi кiлькiснi характери-
стики алгоритмiв, зокрема i порiвнювати їхню складнiсть), привели до того,
що машини Тюрiнга залишаються найпопулярнiшою математичною моделлю
алгоритмiчних процесiв.

Машина Тюрiнга (коротко — МТ) складається з
(1) нескiнченної в обидва боки i розбитої на клiтинки стрiчки, причому

кожна клiтинкамiстить рiвно один символ iз так званого зовнiшнього алфавiту;
(2) головки зчитування-запису, яка в кожний момент часу оглядає одну

клiтинку стрiчки i може зчитувати символ iз цiєї клiтинки або записувати
туди iнший символ;
(3) керуючого пристрою, який мiстить програму роботи машини Тюрiнга i

завжди мiститься в одному зi скiнченної множини станiв.
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Формально МТ задають трiйкою (A,Q, δ), де A = {a0, a1, . . . , an} —
скiнченний зовнiшнiй алфавiт (в якому видiлено так званий порожнiй символ
a0, який зазвичайпозначають якΛ або 0),Q = {q1, . . . , qm, qfin}—скiнченний
внутрiшнiй алфавiт (або алфавiт станiв, в якому є два видiлених стани— q1 i
qfin — якi називають вiдповiдно початковим i заключним), а δ—це функцiя
iз A × (Q r {qfin}) в A ×Q × {L,R, S}, яку називають функцiєю переходiв
(або програмоюМТ). Програма МТ може бути не скрiзь визначеною.

Зовнiшнiй A i внутрiшнiй Q алфавiти можуть бути довiльними, лише не
повиннi мати спiльних символiв.

Рiвнiсть δ(aj , qi) = (ak, ql,W ) часто записують у виглядi ajqi→ akqlW i
називають командоюМТ. Програму МТ можна задавати таблицею команд або
списком команд (вiдповiднi приклади наведено нижче). Множину всiх команд
МТ T також називають програмою машини T i позначають Π(T ).

Робота МТ складається з послiдовностi крокiв (або тактiв). Перед почат-
ком роботи МТ майже всi (тобто за винятком лише скiнченної кiлькостi) клi-
тинки стрiчки повиннi мiстити порожнiй символ Λ. Записане на стрiчцi слово
x = ai1ai2 . . . aip називають входомМТ, якщо всi символи лiворуч вiд ai1 i пра-
воруч вiд aip —порожнi.Машина починає роботу в станi q1, причому її головка
оглядає в цей час символ ai1 . Подамо один крок роботи (або такт) МТ: якщо
МТ в станi qi, головка оглядає на стрiчцi символ aj , а δ(aj , qi) = (ak, ql,W ),
то на мiсце символу aj головка записує символ ak, машина переходить у стан
ql i головка змiщується або на одну клiтинку лiворуч (якщо W = L), або на
одну клiтинку праворуч (якщоW = R, або лишається на мiсцi (якщоW = S).
Якщо ql = qfin, то машина зупиняється (так звана результативна зупинка), у
протилежному разi МТ переходить до наступного кроку. Записане на стрiчцi
пiсля зупинки МТ слово y = aj1aj2 · · · ajr , де aj1 — крайнiй лiвий, а ajr —
крайнiй правий непорожнi символи, називають виходом МТ. Кiлькiсть крокiв
роботи МТ до результативної зупинки називають часом роботи МТ на входi
x. Якщо результативна зупинка на входi x нiколи не настає, то кажуть, що
вихiд МТ на цьому входi не визначений.

Позначимо множину всiх слiв над алфавiтом A через A∗. Тодi можна ска-
зати, що МТ iз зовнiшнiм алфавiтом A переробляє слова над алфавiтом A
(можливо, не всi) у слова над цим же алфавiтом, тобто обчислює деяку сло-
варну функцiю A∗ → A∗ (можливо, не скрiзь визначену).

Далi нам буде зручно слово довжини k, яке мiстить k букв a, записувати
коротко як ak. Зокрема, натуральне число k в алфавiтi A = {0, 1} записува-
тимемо як 1k+1 (+1 в показнику потрiбне, щоб не плутати натуральне число
0 iз порожнiм символом 0).
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Нехай на стрiчцi записане слово aj1aj2 · · · ajm , причому лiворуч вiд aj1 i
праворуч вiд ajm є лише порожнi символи, а МТ перебуває у станi qi й оглядає
клiтинку iз символом ajk , 1≤ k ≤ m. Слово вигляду aj1 · · · ajk−1

qiajk · · · ajm в
алфавiтi A ∪ Q (воно мiстить рiвно один символ iз Q) називають конфiгура-
цiєю (або машинним словом) МТ. Змiстовно конфiгурацiя описує той момент
роботи МТ, коли вона в станi qi оглядає на стрiчцi символ ajk .

Конфiгурацiю вигляду q1ai1 . . . ain називають початковою, а вигляду
aj1 . . . ajkqfinajk+1

. . . ajm — фiнальною (або заключною).

Кажуть, що команда m = ajqr → atqlW застосовна до конфiгурацiї
K = aj1 · · · qiajk · · · ajm , якщо r = i та j = jk. У протилежному разi команда
m є незастосовною до конфiгурацiїK.

Якщо командаm застосовна до конфiгурацiїK, то результатом її засто-
сування є конфiгурацiя

K ′ =


aj1 · · · qlajk−1

atajk+1
· · · ajm , якщоW = L;

aj1 · · · ajk−1
atqlajk+1

· · · ajm , якщоW = R;
aj1 · · · ajk−1

qlatajk+1
· · · ajm , якщоW = S.

Перехiд вiд K до K ′ у разi застосовностi до K команди m позначатимемо
так: m : K  K ′.

Кажуть, що машина T переводить конфiгурацiю K1 у конфiгурацiю
K2, якщо iснує команда m ∈ Π(T ), яка застосовна до конфiгурацiїK1 i
m : K1  K2. Позначаємо так: T : K1  K2.

Протоколом (роботи) машини Тюрiнга T називають скiнченну або
нескiнченну послiдовнiсть K0, K1, . . . , Kn, . . . конфiгурацiй, яка задо-
вольняє такi умови:
a)K0 — початкова конфiгурацiя;
b) якщоKi не є останньою конфiгурацiєю протоколу, то T : Ki  Ki+1;
c) якщо протокол скiнченний, то остання конфiгурацiя має бути фiнальною.

Говорять, що машина Тюрiнга T визначена на словi ai1 . . . ain , якщо для T
iснує скiнченний протокол, який починається з конфiгурацiїK0=q1ai1 . . . ain
i закiнчується певною фiнальною конфiгурацiєюKt. Якщо

Kt = aj1 . . . ajkqfinajk+1
. . . ajm ,

то пишемо T (ai1 . . . ain) = aj1 . . . ajm i кажемо, що слово aj1 . . . ajm є ре-
зультатом роботи машини T на словi ai1 . . . ain . Оскiльки для даних МТ T
i конфiгурацiї K0 iснує не бiльше одного протоколу роботи, який починає-
ться з K0, то результат обчислень T (ai1 . . . ain), якщо вiн iснує, визначений
однозначно.
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Машина Тюрiнга T може бути невизначеною на словi ai1 . . . ain з двох
причин:

— протокол роботи, який починається з конфiгурацiї K0=q1ai1 . . . ain , є
нескiнченним i не приводить до заключної конфiгурацiї;

— протоколу роботи, який починається з K0, просто не iснує (через те,
що програма МТ T може бути не скрiзь визначеною, то у процесi побудови
такого протоколу може зустрiтися конфiгурацiя, яка не є фiнальною, але до
неї не застосовна жодна команда).

Зауваження.МашинаТюрiнга є iдеалiзованоюобчислювальноюмоделлю.
Нас не цiкавить реальна будова нi керуючого пристрою, нi головки зчитуван-
ня-запису, нi стрiчки. До того ж реальна стрiчка не може бути нескiнчен-
ною. Нас цiкавить лише структура тiєї послiдовностi машинних слiв, яка
виникає пiд час роботи машини Тюрiнга. З математичного погляду машина
Тюрiнга є просто певним алгоритмом для перероблення машинних слiв.

НехайA—скiнченний алфавiт. Функцiю f : A∗ → A∗ (можливо, не скрiзь
визначену) називають обчислювальною (за Тюрiнгом), якщо iснує МТ T iз
зовнiшнiм алфавiтом A (можливо, поповненим порожнiм символом Λ), яка
породжує цю функцiю. Iншими словами,
T (ai1 . . . ain)=aj1 . . . ajk тодi й лише тодi, коли f(ai1 . . . ain)=aj1 . . . ajk .

Числову функцiю f(x1, x2, . . . , xn) : Nn → N називатимемо обчислюваль-
ною за Тюрiнгом, якщо iснуєМТ iз зовнiшнiм алфавiтомA = {0, 1}, яка кожне
слово вигляду

01x1+101x2+10 . . . 01xn+10

переробляє на слово
01f(x1,x2,...,xn)+1.

Приклади. 1. МТ iз зовнiшнiм алфавiтомA = {0, 1}, яка обчислює фун-
кцiю x + y, тобто кожне слово вигляду 01x+101y+10 переробляє на слово
01x+y+10:

0q1 → 0q1R — перехiд до початку x;
1q1 → 1q2S — початок x;
1q2 → 1q2R — проходження через x;
0q2 → 1q3R — заповнення промiжку мiж x та y;
1q3 → 1q3R — проходження через y;
0q3 → 0q4L — кiнець y;
1q4 → 0q5L;
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1q5 → 0q6L — витирання зайвих одиниць;
1q6 → 1q6L — повернення до початку;
0q6 → 0qfinS — зупинка.

2.МТ iз зовнiшнiмалфавiтомA = {0, 1}, яка виконує дублювання,тобто
кожне слово вигляду 01x0 (x > 0) переробляє на слово 01x01x0:

0q1 → 0q1R — шукаємо початок слова 1x;
1q1 → 0q2R — вiдмiчаємо мiсце букви, яку дублюватимемо;
1q2 → 1q2R — шукаємо кiнець слова 1x;
0q2 → 0q3R — переходимо до копiї;
1q3 → 1q3R — шукаємо кiнець копiї;
0q3 → 1q4L — додаємо до копiї ще один символ 1;
1q4 → 1q4L;
0q4 → 0q5L;
1q5 → 1q6L — шукаємо у словi 1x символ, який дублювали;
0q6 → 1q1R — вiдновлюємо продубльований символ;
1q6 → 1q6R — переходимо до наступного символу;
0q5 → 1q7L — продубльований символ є останнiм у словi 1x.

Вiдновлюємо його i йдемо на початок слова, щоб завершити роботу:
1q7 → 1q7L;
0q7 → 0qfinS.

3. МТ iз зовнiшнiм алфавiтом A = {0, 1}, яка переставляє два аргумен-
ти, тобто кожне слово вигляду 01x01y0 (x, y > 0) переробляє на слово
01y01x0:

0q1 → 0q1R — шукаємо початок першого слова;
1q1 → 1q2R;
1q2 → 1q2R — шукаємо кiнець першого слова;
0q2 → 1q3L;
1q3 → 0q4R — вiдкидаємо вiд першого слова останню одиницю;
1q4 → 1q4R — шукаємо кiнець другого слова;
0q4 → 0q5L;
1q5 → 1q6L;
1q6 → 0q7L — друге слово змiщуємо на одну позицiю лiворуч,

вiдкидаємо вiд нього останню одиницю i фiксуємо одиницю, яку забрали вiд
першого слова;

1q7 → 1q7L;
0q7 → 1q8L;
1q8 → 0q9R — вiдкидаємо вiд першого слова останню одиницю;
1q9 → 1q9R;
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0q9 → 1q10L;
1q10 → 0q7L — друге слово змiщуємо на одну позицiю лiворуч,

дописуємо до третього слова одну одиницю лiворуч i йдемо на повторення
циклу з останнiх 6 команд;

0q8 → 0qfinS.

Зауваження. Звертаємо увагу, що побудована МТ пiд час перестановки
аргументiв не виходить за межi початкового слова 01x01y0.

Вправа 5.2. Побудуйте МТ iз зовнiшнiм алфавiтом A = {0, 1}, яка з на-
бору даних видiляє першу компоненту (тобто кожне слово, що має вигляд
01x01y0 . . . 01z0 (x, y, . . . , z > 0) переробляє на слово 01x0.

Вправа 5.3. ПобудуйтеМТ iз зовнiшнiм алфавiтомA = {0, 1}, яка перевiряє
рiвнiсть двох чисел, тобто обчислює функцiю

f(x, y) =

{
1, якщо x = y;
0, якщо x 6= y.

Спiльними рисами мiж сучасними комп’ютерами та машинами Тюрiнга є:
1. Органiзацiя пам’ятi: видiляють “атомарнi” (тобто далi неподiльнi) но-

сiї iнформацiї (у машинах Тюрiнга ними є клiтинки стрiчки); кожен такий
“атомарний” носiй може перебувати лише в одному зi скiнченного числа ста-
нiв; уся iнформацiя, що зберiгається в даний момент у машинi, визначається
станами “атомарних” носiїв у цей момент.

2. Робота як послiдовнiсть тактiв.
3. Вказується певний обмежений набiр елементарних дiй; за один такт

може бути виконана лише одна дiя iз цього набору.
4. Програма: набiр iнструкцiй, який вказує, якi саме елементарнi дiї i в

якому порядку мають бути виконанi.

Вiдмiнностi мiж комп’ютерами та машинами Тюрiнга:
1. В комп’ютерi пам’ять (внутрiшня) має обмежений об’єм, а стрiчка ма-

шини Тюрiнга нескiнченна.
2. У машинах Тюрiнга пам’ять влаштована “лiнiйно”: на наступному та-

ктi можна перейти лише до однiєї з 2 сусiднiх клiтинок, а в комп’ютерах у
будь-який момент є доступ до будь-якої комiрки пам’ятi (правда, це стосує-
ться обмеженої оперативної пам’ятi; зовнiшня пам’ять комп’ютера влаштова-
на бiльш лiнiйно).

3. Машини Тюрiнга можна порiвнювати з аналоговими комп’ютерами (в
яких алгоритм обчислення функцiї “запаяно в залiзо”). А сучаснi цифровi
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комп’ютери, в яких на вхiд подають як текст програми алгоритму, так i данi
для його роботи, фактично є вiдповiдниками так званих унiверсальних МТ
(якщо на вхiд такої машини подати програму МТ T i слово w, то на виходi
отримаємо T (w)).

Зауважимо, що коли Тюрiнг (i Пост) придумали свої машини, комп’ютерiв
ще не було. Першi комп’ютери почали з’являтися лише в 40-х рр. минулого
столiття. Водночас творець сучасної архiтектури комп’ютерiв фон Нойман
роботи Тюрiнга i Поста знав дуже добре.

5.5. Еквiвалентнiсть рiзних формалiзацiй

Конкретнi алгоритми так чи iнакше пов’язанi з перетворенням текстiв.
Це може бути в явнiй формi, як у випадку машин Тюрiнга (якi переробляють
слова, поданi на вхiд, на слова, отриманi на виходi), так i у прихованiй
(алгоритми для обчислення числових функцiй насправдi оперують не iз
числами, а з їхнiми зображеннями, тобто записами цих чисел у виглядi
слiв у певних алфавiтах).

Тому теорiя обчислювальностi, яка спирається на поняття рекурсивної
функцiї, має також встановити зв’язок мiж текстами i числами, щоб зводити
операцiї над текстами до операцiй над числами. Один iз пiдходiв до встанов-
лення такого зв’язку — нумерацiя текстiв, пiсля чого операцiї над текстами
переходять в операцiї над номерами цих текстiв. Принциповим для теорiї
обчислювальностi виявився той факт, що за будь-якої природної нумерацiї
текстiв усi елементарнi операцiї над текстами, якi можна покласти в
основу процесiв алгоритмiчного перероблення тестiв, перетворюються на
рекурсивнi функцiї.

5.5.1. Позицiйна i ґеделiвська нумерацiї

Ми розглянемо два приклади нумерацiї текстiв (перший iз них має лише
iлюстративне значення, а другий знадобиться далi).

A. Позицiйна нумерацiя. На тексти в алфавiтi A = {a0, a1, . . . , ap−1} мо-
жна дивитися як на числа, записанi в позицiйнiй системi числення з основою
p. Тодi номером слова ai0ai1 . . . aik буде число i0 + i1 · p+ · · ·+ ik · pk.

Ця нумерацiя має два iстотнi недолiки. По-перше, алфавiт A має бути
скiнченним, i, по-друге (i що значно важливiше), при звуженнi або розши-
реннi алфавiту номери всiх слiв дуже змiнюються. Цих недолiкiв позбавлена
наступна нумерацiя.
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B. Ґеделiвська нумерацiя. Нехай A = {a1, . . . , ak, . . .}— деякий алфавiт
(можливо, нескiнченний). Випишемо простi числа в їхньому природному по-
рядку: p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5, . . ., i номером слова ai0ai1 . . . aik назвемо число
2i0 · 3i1 · · · pikk .

Завдяки нумерацiї текстiв поруч iз питанням про задання словарної фун-
кцiї алгоритмом iз певного класу можна ставити питання про обчислюваль-
нiсть вiдповiдної числової функцiї. I виявляється, що коли клас алгоритмiв є
чiтко окресленим, то в кожнiй розумнiй нумерацiї слiв, на кшталт указаних
вище, вiдповiдi на цi питання збiгаються: словарну функцiю можна задати ал-
горитмом iз даного класу тодi й лише тодi, коли вiдповiдна числова функцiя є
частково рекурсивною. До обґрунтування цього твердження у випадку машин
Тюрiнга ми зараз i перейдемо.

Композицiєю машин Тюрiнга T1 i T2 iз внутрiшнiми алфавiтами

Q1 = {q1, . . . , qm, qfin} i Q2 = {q′1, . . . , q′r, q′fin},

вiдповiдно, та тим самим зовнiшнiм алфавiтомA = {a0, a1, . . . , an} називають
машину Тюрiнга T = T1 ◦ T2 iз внутрiшнiм алфавiтом

Q = {q1, . . . , qm, q′1, . . . , q′r, q′fin},

зовнiшнiм алфавiтом A = {a0, a1, . . . , an} та програмою, яка є об’єднанням
програм машин T1 i T2 i наступною замiною кожної команди вигляду

ajqi→ akqfinW на ajqi→ akq
′
1W.

Легко зрозумiти, що коли МТ T1 i T2 породжують словарнi функцiї
f1 : A∗ → A∗ i f2 : A∗ → A∗, вiдповiдно, то композицiя T1 ◦ T2 цих машин
породжує суперпозицiю f1 ◦ f2 функцiй f1 i f2.

Теорема 5.9. Кожна частково рекурсивна функцiя є обчислювальною за
Тюрiнгом.

Доведення мiстить чотири природнi кроки.

1) Кожна з найпростiших функцiй є обчислювальною за Тюрiнгом. Для
функцiй S1(x) i On це очевидно, а для функцiй Inm вiдповiднi МТ легко
будуються на основi прикладу 3 на с. 116 i вправи 5.2.

2) Суперпозицiя обчислювальних за Тюрiнгом функцiй є обчислювальною
за Тюрiнгом. Нехай МТ M1, . . . , Mm i M обчислюють вiдповiдно функцiї
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f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn) i g(x1, . . . , xm). Тодi МТ для обчислення
функцiї

h(x1, . . . , xn) = g
(
f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)

)
можна побудувати, використовуючи композицiю МТ M1, . . . , Mm i M та
МТ для дублювання i перестановки аргументiв (приклади 2 i 3 на с. 116).
Вкажемо лише, що буде записано на стрiчцi пiсля завершення кожного
з етапiв роботи такої МТ:

01x1+101x2+10 . . . 01xn+10, . . . ,

01x1+101x2+10 . . . 01xn+101x1+101x2+10 . . . 01xn+10, . . . ,

01x1+101x2+10 . . . 01xn+101f(x1,x2,...,xn)+10, . . . ,

01f1(x1,x2,...,xn)+101x1+101x2+10 . . . 01xn+10, . . . ,

01f1(x1,x2,...,xn)+101f2(x1,x2,...,xn)+101x1+101x2+10 . . . 01xn+10, . . . ,

. . . . . . . . . . . . .

01f1(x1,x2,...,xn)+101f2(x1,x2,...,xn)+10 . . . 01fm(x1,x2,...,xn)+10, . . . ,

01g(f1(x1,x2,...,xn),f2(x1,x2,...,xn),...,fm(x1,x2,...,xn))+10.

3) Якщо функцiї g i h є обчислювальними за Тюрiнгом, а функцiя f бу-
дується iз g та h за допомогою примiтивної рекурсiї, то f також є об-
числювальною за Тюрiнгом. Нехай МТ Mg i Mh обчислюють, вiдповiдно,
функцiї g(x1, . . . , xn) i h(x1, . . . , xn, y, z). Тодi МТ для обчислення функцiї
f(x1, . . . , xn, y), яка будується iз g та h за допомогою примiтивної рекурсiї,
можна побудувати за допомогою композицiюМТMg iMh таМТ для дублюва-
ння i перестановки аргументiв (приклади 2 i 3 на с. 116). Основнi етапи роботи
такої МТ виглядають так:

01x1+101x2+10 . . . 01xn+101y+10, . . . ,

01x1+10 . . . 01xn+101y+101x1+10 . . . 01xn+101101x1+10 . . . 01xn+10, . . . ,

01x1+10 . . . 01xn+101y+101x1+10 . . . 01xn+101101g(x1,...,xn)+10

(обчислили f(x1, . . . , xn, 0)),

. . . , 01x1+10 . . . 01xn+101y01101h(x1,...,xn,0,f(x1,...,xn,0))

(обчислили f(x1, . . . , xn, 1)),

. . . , 01x1+10 . . . 01xn+101y−101201x1+10 . . . 01xn+101201f(x1,...,xn,1)+10,

. . . , 01x1+10 . . . 01xn+101y−101201h(x1,...,xn,1,f(x1,...,xn,1))
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(обчислили f(x1, . . . , xn, 2)),

. . . . . . . . . . . . .

. . . , 01x1+10 . . . 01xn+101101y01x1+10 . . . 01xn+101y01f(x1,...,xn,y−1)+10,

. . . , 01x1+10 . . . 01xn+101101y01h(x1,...,xn,1,f(x1,...,xn,y−1))+10

(обчислили f(x1, . . . , xn, y)),

. . . , 01f(x1,...,xn,y)+10.

Випадок n = 0 пропонуємо читачевi розглянути самостiйно.

4)Якщофункцiя f є обчислювальною за Тюрiнгом, а функцiя g будується
з f за допомогою оператора мiнiмiзацiї, то g також є обчислювальною
за Тюрiнгом. Нехай f(x1, . . . , xn+1) — (часткова) обчислювальна функцiя
арностi n + 1 i Mf — МТ, яка її обчислює. МТ Mg для обчислення функцiї
g(x1, . . . , xn) = µy

(
f(x1, . . . , xn, y) = 0

)
будується за допомогою композицiї

МТ Mf i МТ для дублювання i перестановки аргументiв (приклади 2 i 3 на
с. 116) та МТ для порiвняння двох чисел (вправа 5.3). Основнi етапи роботи
Mg виглядають так:

01x1+101x2+10 . . . 01xn+10, . . . ,

01x1+101x2+10 . . . 01xn+101101x1+101x2+10 . . . 01xn+10110, . . . ,

01x1+101x2+10 . . . 01xn+101101f(x1,...,xn,0)+10.

Якщо f(x1, . . . , xn, 0) = 0, тоMg лишає на стрiчцi лише 0110 i завершує
роботу. У протилежному разiMg продовжує працювати:

01x1+101x2+10 . . . 01xn+10110, . . .

01x1+101x2+10 . . . 01xn+101201x1+101x2+10 . . . 01xn+10120, . . .

01x1+101x2+10 . . . 01xn+101201f(x1,...,xn,1)+10.

Якщо f(x1, . . . , xn, 1) = 0, тоMg лишає на стрiчцi лише 0120 i завершує
роботу. У протилежному разiMg продовжує працювати:

01x1+101x2+10 . . . 01xn+10120, . . . ,

01x1+101x2+10 . . . 01xn+101301x1+101x2+10 . . . 01xn+10130, . . . ,

01x1+101x2+10 . . . 01xn+101301f(x1,...,xn,2)+10

i т. д.
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Теорема 5.10. При ґеделiвськiй нумерацiї кожнiй словарнiй функцiї, обчи-
слювальнiй за Тюрiнгом, вiдповiдає частково рекурсивна функцiя.

Доведення. Нехай дано МТ T iз зовнiшнiм алфавiтомA = {a0, a1, . . . , ak} та
внутрiшнiм алфавiтомQ = {q1, . . . , qm, qfin}. Об’єднаємо їх у єдиний алфавiт
{c0, c1, . . . , ck+m+1}, де

ci =


ai, якщо 0 ≤ i ≤ k;
qj , якщо i = k + j, 0 < j ≤ m;
qfin, якщо i = k +m+ 1.

Далi доведення мiстить чотири етапи:

1) Перехiд вiд вхiдного слова ai1 . . . ain до початкової конфiгурацiї
q1ai1 . . . ain .

Слово ai1 . . . ain має номер 2i13i2 · · · pinn−1, а слово q1ai1 . . . ain — номер
2k+13i1 · · · pinn . Функцiя g(x), яка за номером x першого слова обчислює номер
другого, має вигляд

g(x) = 2k+1
x∏

i=0

p
f(i,x)
i+1 ,

де f(i, x) — показник, з яким i-те просте число pi входить у канонiчний
розклад числа x. Оскiльки за теоремою 5.8(5) функцiя f(i, x) є примiтивно
рекурсивною, то g(x) також примiтивно рекурсивна.

2) Моделювання одного такту роботи МТ. Через j(x) позначимо фун-
кцiю, яка обчислює номер мiсця, на якому в конфiгурацiї з номером x стоїть
символ внутрiшнього алфавiту:

j(x) = µi
(
f(i, x) > k

)
+ 1.

Нехай тепер у результатi застосування до конфiгурацiї

ci1 . . . cij(x)−1
cij(x)cij(x)+1

. . . cr, ij(x) = k + j, 0 < j ≤ m,

з номером x команди aij(x)+1qj → atqlW отримують конфiгурацiю

ci1 . . . cij(x)−2
b1b2b3cij(x)+2

. . . cr.

Функцiю h(x), яка за номером x першої конфiгурацiї дає номер другої кон-
фiгурацiї, задають частинами (див. теорему 5.6) залежно вiд значення пари
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чисел f(j(x), x) i f(j(x) + 1, x), якi визначають команду aij(x)+1qj → atqlW .
Указана функцiя має вигляд

h(x) =

[
x

p
is−1

is−1−1 · p
is
is−1 · p

is+1

is+1−1

]
· pt1is−1−1p

t2
is−1p

t3
is+1−1,

де

(t1, t2, t3) =


(k + l, is−1, t), якщоW = L;
(is−1, t, k + l), якщоW = R;
(is−1, k + l, t), якщоW = S.

3) Моделювання роботи МТ в цiлому. Позначимо через F (x, i) номер
конфiгурацiї, яка виникла, коли МТ почала роботу на словi з номером x i
пропрацювала i тактiв. Легко бачити, що

F (x, 0) = g(x),

F (x, i+ 1) = h(F (x, i)).

Зауваження. Усi функцiї, якi з’являлися до цього часу, були примiтивно
рекурсивними.

4) Видiлення результату. Спочатку видiляємо момент зупинки МТ:

q0(x) = µy
(
f(j(F (x, y))− 1, F (x, y)) = k +m+ 1

)
.

Щоб знайти номер Fin(x) слова, в яке МТ переробила вхiдне слово x, лиши-
лося з кiнцевої конфiгурацiї вилучити символ qfin:

Fin(x) =

j(F (x,q0(x)))−1∏
i=0

p
f(i,F (x,q0(x)))
i ·

x∏
i=j(F (x,q0(x)))

p
f(i+1,F (x,q0(x)))
i .

5.5.2. Теза Черча

Той факт, що при ґеделiвськiй нумерацiї клас словарних функцiй, обчи-
слювальних за Тюрiнгом, збiгається з класом частково рекурсивних функцiй,
лiг в основу знаменитої тези Черча (у формi Клiнi):

Теза Черча: клас усiх алгоритмiчно (= ефективно) обчислювальних чи-
слових функцiй збiгається з класом частково рекурсивних функцiй.
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Починаючи з 1933 р. запропоновано багато дуже рiзних формальних уточ-
нень поняття алгоритму. Однак вiдносно всiх уточнень:

— частково рекурсивнi функцiї (Ербран, Ґедель, Клiнi, 1934–36),
— µ-рекурсивнi функцiї (Ґедель, Клiнi, 1936),
— λ-визначальнi функцiї (Черч, Клiнi, 1933–36),
— машини Тюрiнга та машини Поста (Тюрiнг, Пост, 1936),
— нормальнi алгорифми (Марков, 1950),
— графiчнi схеми (Петер, 1958)

та кiлькох десяткiв iнших доведено їхню еквiвалентнiсть у тому ж сенсi, в
якому машини Тюрiнга еквiвалентнi частково рекурсивним функцiям.

Ця обставина та те, що
a) усi алгоритми в кожному iз цих точних значень є алгоритмами в iнтуї-

тивному сенсi;
b) усi вiдомi алгоритми в iнтуїтивному сенсi вдається змоделювати алго-

ритмами в точному значеннi,
привели до переконання,що кожне з цих уточнень адекватно вiдображає

iнтуїтивне поняття алгоритму. Це складає змiст тези Черча у широкому її
розумiннi.

ТезаЧерча є природничо-науковим постулатом, аналогiчним законамНью-
тона або началам термодинамiки, i є спробою замiнити iнтуїтивне поняття
алгоритму формальним. Тому математично довести її (у звичайному матема-
тичному розумiннi поняття доведення) не можна. Але жодного контрприкладу
до неї невiдомо, а аргументи на її користь наведенi вище.

Прийнявши тезу Черча, можна надати необхiдну точнiсть формулюван-
ням алгоритмiчних проблем i в деяких випадках зробити можливим доведе-
ння їхньої нерозв’язностi. Справдi, завдяки тезi Черча проблему iснування
алгоритму для розв’язування цiєї масової задачi можна звести, наприклад, до
питання про рекурсивнiсть певної функцiї. А далi, використовуючи звичайну
математичну технiку, спробувати довести, що ця функцiя не є рекурсивною.

Саме у такий спосiбЧерчу 1936 р. вдалося довести нерозв’язнiсть основної
алгоритмiчної проблеми логiки предикатiв — проблеми з’ясування загально-
значущостi формул логiки першого порядку.

З огляду на тезу Черча — що клас обчислювальних функцiй збiгається з
класом частково рекурсивних функцiй, то звiдси одразу випливає iснування
необчислювальних функцiй f : N→ N. Це очевидно з мiркувань потужностi:
усього функцiй f : N → N є континуум багато, а обчислювальних — лише
злiченна кiлькiсть.
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Теорема 5.11. Iснують загальнорекурсивнi функцiї, якi не є примiтивно ре-
курсивними.

Доведення. Кожну примiтивно рекурсивну функцiю одержують iз найпростi-
ших за допомогою певної послiдовностi операцiй суперпозицiї та примiтивної
рекурсiї. Цю послiдовнiсть можна описати скiнченним текстом: потрiбно вка-
зати послiдовнiсть примiтивно рекурсивних функцiй, якi використовують у
побудовi даної функцiї, i для кожної вказати, з яких попередньо побудованих
функцiй i за допомогою якої операцiї вона отримується. Iз таких текстiв мо-
жна виокремити тi, якi вiдповiдають примiтивно рекурсивнимфункцiям однiєї
змiнної, i послiдовно їх занумерувати f0, f1, f2, . . .. Розглянемо тепер функцiю
U(n,m), яка дорiвнює значенню примiтивно рекурсивної функцiї з номером n
у точцim. Тодi функцiяF (n) = U(n, n)+1 буде скрiзь визначеною ефективно
обчислювальною функцiєю, отже, за тезою Черча, загальнорекурсивною. Але
якби F (n) збiгалася з якоюсь функцiєю fk, то в точцi k ми мали б

fk(k) = F (k) = fk(k) + 1.

Отримана суперечнiсть доводить, що загальнорекурсивна функцiя F (n) не є
примiтивно рекурсивною.

Машина Тюрiнга задається своїми внутрiшнiм i зовнiшнiм алфавi-
тами та програмою. Використовуючи iндекси, ми можемо задавати МТ
скiнченними текстами у спiльному для всiх МТ скiнченному алфавiтi
{a, q, 0, 1, . . . , 9,→, S, L,R, ∗} (останнiй символ введено для зручностi, щоб
можна було, напр., роздiляти команди або вiдмiчати початок i кiнець слова).
Тому є лише злiченна кiлькiсть МТ i їх можна ефективно перерахувати:

M1,M2, . . . ,Mn, . . . .

Очевидно, що за номером n можна ефективно вiдновити машинуMn (точнi-
ше, її алфавiти i програму), а потiм змоделювати роботу Mn на будь-якому
вхiдному словi v. Згiдно з тезою Черча це може робити деяка МТ. Приходимо
до поняття унiверсальної машини ТюрiнгаMU :

MU (n, v) = Mn(v) . (5.8)

Iнколи унiверсальну машину Тюрiнга визначають трохи iнакше: на вхiд
машини MU подають не пару (n, v), а програму машини Mn i слово v. З
одного боку таке означення унiверсальної машини рiвносильне попередньому,
з другого — воно майже збiгається з розумiнням сучасної ЕОМ.
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5.6. Канторiвська нумерацiя кортежiв

Множина N2 пар натуральних чисел злiченна, тому її елементи можна за-
нумерувати (тобто вишикувати пари у лiнiйному порядку). Це можна зробити
багатьма способами. Але з погляду теорiї алгоритмiв природно вимагати, щоб
нумерацiя пар задовольняла такi двi умови:

— для кожної пари (m,n) натуральних чисел можна ефективно обчислити
її номер;

— за номером пари (m,n) можна ефективно обчислити її
компоненти m i n.

Серед нумерацiй, що задовольняють цi умови, однiєю з найчастiше вико-
ристовуваних є так звана канторiвська (її ще називають нумерацiєю Пеано):

(0, 0), (0, 1), (1, 0), (0, 2), (1, 1), (2, 0), (0, 3), . . .

(пара з меншою сумою компонентiв iде ранiше, а з двох пар з однаковою
сумою компонентiв першою iде пара з меншим першим компонентом). Номер
n(x, y) пари (x, y) у цiй послiдовностi називають її канторiвським номером.
Отже, n(0, 0) = 0, n(0, 1) = 1, n(1, 0) = 2, . . .. Через l(n) i r(n) позначимо
вiдповiдно лiвий i правий компоненти пари з номером n.

Твердження 5.1. a) n(x, y) =
(x+ y)(x+ y + 1)

2
+ x;

b) l(n) = n�
1

2

[
[
√

8n+ 1] + 1

2

]
·
[

[
√

8n+ 1]� 1

2

]
;

c) r(n) =
1

2

[
[
√

8n+ 1] + 5

2

]
·
[

[
√

8n+ 1]� 1

2

]
� n.

Зауваження. У рiвностях b) i c) використано знак �, щоб пiдкреслити,
що дiя скрiзь визначена. Насправдi, як легко пересвiдчитись, дiя � у цих
рiвностях збiгається iз звичайним вiднiманням.

Доведення. a) Кiлькiсть пар (x, y), для яких x+ y = k, дорiвнює k + 1. Тому
номер пари (x, y), враховуючи, що нумерацiя пар починається з 0,
дорiвнюватиме

n(x, y) = 1 + 2 + 3 + · · ·+ (x+ y) + x =
(x+ y)(x+ y + 1)

2
+ x.

b) З a) випливає, що

8n = 4(x+ y)2 + 12x+ 4y = (2x+ 2y + 1)2 + 8x− 1.
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Тому 8n+ 1 ≥ (2x+ 2y + 1)2. З iншого боку,

8n = (2x+ 2y + 3)2 − 8x− 9.

Тодi 8n+ 1 < (2x+ 2y + 3)2. Отримаємо

2x+ 2y + 1 ≤ [
√

8n+ 1] < 2x+ 2y + 3

i
x+ y + 1 ≤ [

√
8n+ 1] + 1

2
< x+ y + 2.

Отже,

x+ y + 1 =

[
[
√

8n+ 1] + 1

2

]
i x+ y =

[
[
√

8n+ 1]− 1

2

]
. (5.9)

З a) тепер одержуємо, що

l(n) = x = n− (x+ y)(x+ y + 1)

2
= n− 1

2

[
[
√

8n+1] + 1

2

]
·
[

[
√

8n+1]− 1

2

]
.

c) Враховуючи отриману рiвнiсть для l(n) i другу з рiвностей (5.9), маємо

r(n) = y = x+ y − l(n) =

[
[
√

8n+ 1]− 1

2

]
−l(n) =

=
1

2

[
[
√

8n+ 1] + 5

2

]
·
[

[
√

8n+ 1]− 1

2

]
− n.

Зазначимо, що функцiї l(n), r(n) i n(x, y) iз твердження 5.1 є загальноре-
курсивними.

Канторiвську нумерацiю легко узагальнити на набори бiльшої арностi (iн-
декс в nk вказує на арнiсть вiдповiдної функцiї):

n3(x1, x2, x3) := n(n(x1, x2), x3),
n4(x1, x2, x3, x4) := n3(n(x1, x2), x3, x4)

i т. д.

Використовуючи твердження 5.1, за номером n = nk(x1, x2, . . . , xk) набо-
ру (x1, x2, . . . , xk) легко вiдновити його компоненти:

xk = r(n),
xk−1 = r(l(n)),
xk−2 = r(l(l(n))),
. . . . . . . . . . . .
x2 = r(l(. . . l(n) . . .)),
x1 = l(l(. . . l(n) . . .)).
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Канторiвська нумерацiя пар дозволяє переходити вiд функцiй двох аргу-
ментiв до функцiй одного аргументу i навпаки:

f(x, y)→ g(n(x, y)), g(n)→ f(l(n), r(n)).

Зрозумiло, що такi переходи можна робити i для функцiй вiд бiльшої кiль-
костi аргументiв. Тому канторiвська нумерацiя кортежiв дозволяє в багатьох
питаннях обмежитися функцiями лише одного аргументу.

5.7. Ефективне задання множин (розв’язнiсть i перераховнiсть)

Множини можна задавати рiзними способами:
a) перелiком (списком своїх елементiв);
b) породжувальною процедурою або
c) описом характеристичних властивостей своїх елементiв.

Щодо цих способiв можна зауважити таке:
a) цей спосiб придатний лише для скiнченних i вiдносно невеликих

множин;
b) породжувальна процедура вказує спосiб побудови чергових елементiв

множини з уже побудованих елементiв або з iнших об’єктiв. Елементами мно-
жини вважають усi тi й лише тi об’єкти, якi можна побудувати за допомогою
такої процедури;

c) цей спосiб найзвичнiший. Множину при цьому видiляють як пiдмножи-
ну тих елементiв деякої унiверсальної множини, що мають заданi властивостi.
Але опис характеристичних властивостей має бути точним i недвозначним.
Наприклад, не можна вважати строго заданими множину всiх хороших книг
або множину розумних студентiв. Другим важливим моментом такого задання
множин є вимога можливостi перевiряти для елементiв унiверсальної множи-
ни наявнiсть у них цих властивостей, тобто задання певної процедури (яку
називають розв’язувальною процедурою), яка для будь-якого елемента унiвер-
сальної множини встановлює (розпiзнає), чи має вiн заданi характеристичнi
властивостi.

Отже, зазвичай маємо справу лише з розв’язними (спосiб с)) i перерахов-
ними (спосiб b)) множинами (точнi означення цих понять дамо трохи нижче).
Тому набiр (фактичний) множин, з якими мають справу математики, насправдi
дуже малий.

Зауважимо, що розв’язувальна процедура часто не є породжувальною
(напр., коли розглядаємо множину коренiв даного рiвняння). З iншого боку,
породжувальна процедура може не бути розв’язувальною. Навiть бiльше, для
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перераховних множин розв’язувальної процедури може взагалi не iснувати.
Вiдповiднi приклади наведемо далi.

Приклад.НехайA—множина всiх наборiв iз k цифр, якi зустрiчаються
в десятковому розкладi числа π (пiдряд у даному порядку). Оскiльки є алго-
ритми, якi дозволяють обчислити як завгодно велику кiлькiсть знакiв числа
π (перший алгоритм для обчислення π з якою завгодно точнiстю запропону-
вав ще Архiмед), то для A iснує очевидна породжувальна процедура. Для A
iснує також i розв’язувальна процедура. Справдi, iз скiнченностi множини
A випливає, що iснує список усiх її елементiв. Тому можна запропонувати
таку розв’язувальна процедуру: беремо даний набiр i дивимось, чи зустрiча-
ється вiн у цьому списку. Але, хоча розв’язувальна процедура iснує, вказати
її для достатньо великих k на нинiшньому етапi розвитку математики ми
не можемо.

Далi обмежимося лише пiдмножинами з Nk (враховуючи канторiвську ну-
мерацiю кортежiв, можна навiть обмежитися пiдмножинами з N), хоча бiль-
шiсть понять i тверджень легко переносять на множини загальнiшої природи.

Характеристичною функцiєю пiдмножини A ⊆ Nk називають функцiю
χA, яка дорiвнює 1 в усiх точках x ∈ A, i дорiвнює 0 в усiх точках x 6∈ A.

Частковою характеристичною функцiєю пiдмножини A ⊆ Nk назива-
ють функцiю χ̂A, яка дорiвнює 1 в усiх точках x ∈ A, i невизначена в усiх
точках x 6∈ A.

Множину A ⊆ Nk називають розв’язною (або рекурсивною), якщо її хара-
ктеристична функцiяχA є загальнорекурсивною, тобто, якщо iснує ефективна
процедура, яка для кожного елемента x ∈ Nk дозволяє з’ясувати, належить
вiн чи нi множинi A.

Твердження 5.2 (властивостi розв’язних множин). a) Якщо одна з множин
A або Nk rA розв’язна, то друга також розв’язна.

b) Якщо множини A i B — розв’язнi, то множини A ∩B, A ∪B i ArB
також розв’язнi.

c) Кожна скiнченна множина є розв’язною.
d)ЯкщомножиниA⊆Nk iB⊆Nm—розв’язнi, томножинаA×B⊆Nk+m

також розв’язна.

Доведення. a) Це випливає з рiвностi χA(x) + χNrA(x) = 1.
b) Маємо це з рiвностей

χA∩B = χA · χB, χA∪B = χA + χB − χA · χB, χArB = χA − χA · χB.
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c) За теоремою 5.6 про функцiю, задану частинами, функцiя

χ{a1,...,ak}(x) =


1, якщо x = a1;
. . . . . . . . . . . . . .
1, якщо x = ak;
0 в iнших випадках

(5.10)

є примiтивно рекурсивною.
d) Це випливає з рiвностi

χA×B(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xk+m)=χA(x1, . . . , xk)χB(xk+1, . . . , xk+m).

Множину A ⊆ Nk називають перераховною (або рекурсивно перерахов-
ною), якщо її часткова характеристична функцiя χ̂A є частково рекурсивною.

Твердження 5.3 (властивостi перераховних множин). a) Кожна розв’язна
множина є перераховною.

b) Якщо множини A i B — перераховнi, то множина A ∩ B також
перераховна.

c) Якщо множини A i B — перераховнi, то множина A ∪ B також
перераховна.

Доведення. a) χ̂A = (χA − 1) + 1.
b) χ̂A∩B = χ̂A · χ̂B .
c) Нехай TA i TB — машини Тюрiнга, якi обчислюють функцiї χ̂A i χ̂B

вiдповiдно. Можна запропонувати такий алгоритм обчислення χ̂A∪B(x): на
першому кроцi кожна з машин TA i TB працює на входi x один такт, на
другому кроцi кожна з машин працює ще один такт, на третьому — ще один
такт i т. д. Якщо x ∈ A ∪ B, то на якомусь кроцi матимемо результативну
зупинку хоча б однiєї з МТ TA i TB i χ̂A∪B(x) = 1. Якщо ж x 6∈ A ∪ B, то на
жодному кроцi жодна з МТ TA i TB не зупиниться i значення χ̂A∪B(x) буде
невизначеним. Отже, функцiя χ̂A∪B(x) є ефективно обчислювальною, а тому,
за тезою Черча, вона є частково рекурсивною.

Теорема 5.12. Наведенi умови рiвносильнi:
a) множина A ⊆ Nk є перераховною;
b) множина A ⊆ Nk є областю визначення деякої частково рекурсивної
функцiї;
c) множина A ⊆ Nk є множиною значень деякої частково рекурсивної
функцiї.
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Доведення. Враховуючи канторiвську нумерацiю кортежiв, теорему досить
довести лише для пiдмножин iз N.

a)⇒ b). Перераховна множина A є областю визначення функцiї χ̂A.
b)⇒ a). Якщо A— область визначення частково рекурсивної функцiї f ,

то χ̂A(x) = sg (f(x) + 1). Тому множина A— перераховна.
a)⇒ c). Нехай множинаA ⊆ N є перераховною i T —машина Тюрiнга, яка

обчислює функцiю χ̂A. Далi i-й такт роботи машини T на входi k позначимо
через Ti(k). Зручно вважати, що коли на входi k машина T зупинилася на j-му
тактi роботи, то вона перебуває у станi результативної зупинки i на наступних
тактах роботи на цьому входi. Розглянемо тепер послiдовнiсть

T1(0), T2(0), T1(1), T3(0), T2(1), T1(2), T4(0), T3(1), T2(2), T1(3), T5(0), . . .

Очевидно, що ця послiдовнiсть є ефективно обчислювальною. Нехай n-й член
цiєї послiдовностi має вигляд Ti(k). Розглянемо тепер функцiю f , визначену
таким чином: f(n) = k, якщо Ti(k) — це стан результативної зупинки, i f(n)
не визначена у протилежному випадку.

Функцiя f є ефективно обчислювальною, а тому, за тезою Черча, вона
частково рекурсивна. Множина її значень є множиною тих n, на яких машина
T зупиняється, тобто збiгається з множиною A.

c)⇒ a). Доводять аналогiчно попередньому тим самим дiагональним ме-
тодом. Нехай A — множина значень деякої частково рекурсивної функцiї f .
Позначимо через F (n, k) результат k крокiв роботи алгоритму для функцiї
f при обчисленнi f(n). Перебираючи послiдовно пари (n, k) натуральних чи-
сел, отримуємо послiдовнiсть цих результатiв. Розглянемо функцiю χ̂, яка
визначена в точцi a (i набуває значення 1) тодi й лише тодi, коли a зустрiча-
ється в цiй послiдовностi. Тодi частково рекурсивна функцiя χ̂ є частковою
характеристичною функцiєю множини A.

Теорема 5.12 i теза Черча дозволяють переформулювати означення пере-
раховної множини у такiй загальнiй формi:

множину A називають перераховною (або рекурсивно перераховною),
якщо iснує алгоритм, який рано чи пiзно породжує довiльний її елемент.

Кажуть також, що цей алгоритм перераховує множину A. Зауважимо, що
в перелiку a1, a2, a3, . . . елементiв множини A можуть бути повтори.

Твердження 5.4. a) Якщо множиниA iB—перераховнi, то множинаA×B
також перераховна.
b) Якщо множина A ⊆ Nk × Nm — перераховна, то проєкцiї A на кожен iз
множникiв також перераховнi.
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Доведення. a) Якщо є алгоритми, якi послiдовно породжують елементи a1,
a2, a3, . . . множини A i елементи b1, b2, b3, . . . множини B, то за допомогою
дiагонального методу легко будувати алгоритм, який послiдовно породжує
елементи

(a1, b1), (a2, b1), (a1, b2), (a3, b1), (a2, b2), (a1, b3), (a4, b1), (a3, b2), (a2, b3), . . .

множини A×B.
b) Очевидно.

У термiнах алгоритмiв можна переформулювати й означення розв’язної
множини:

ПiдмножинуA ⊆ Nk називають розв’язною, якщо iснує алгоритм, який
розпiзнає елементи множини A, тобто переробляє всi елементи з A на те
саме слово v (напр., на “так”), а всi елементи з Nk r A — на те саме,
вiдмiнне вiд v слово w (напр., на “нi”).

Кажуть також, що цей алгоритм розпiзнає множину A.

Теорема 5.13. Функцiя f : N→ N обчислювальна тодi й лише тодi, коли її
графiк Γf = {(x, y) | y = f(x)} є перераховною множиною.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай— f обчислювальна. За теоремою 5.12 iснує
алгоритм A, який перераховує її область визначення. Використовуючи ком-
позицiю цього алгоритму з алгоритмом, який обчислює функцiю f , очевидно
будується алгоритм, який перераховує графiк Γf .

Достатнiсть. Нехай алгоритм B перераховує графiк Γf . Тодi для ко-
жного n значення f(n) можна обчислювати так: запускаємо алгоритм B,
i як тiльки з’являється пара iз Γf iз першим компонентом n, її другий
компонент дає нам f(n).

Теорема 5.14. Якщо множина A ⊆ N перераховна, а функцiя f : N → N —
обчислювальна, то кожна з множин f(A) i f−1(A) також буде
перераховною.

Доведення. Образ f(A) можна отримати так: будуємо перетин графiка
Γf = {(x, y) | y = f(x)} функцiї f (вiн перераховний за теоремою 5.13) з пе-
рераховноюмножиноюA×N i беремо проєкцiю перетину на другу координату.
Перераховнiсть цього перетину випливає з твердження 5.4.

Перераховнiсть прообразу f−1(A) доводимо аналогiчно.

Теорема 5.15 (Поста). Множина S буде розв’язною тодi й лише тодi, коли
вона сама i її доповнення Nr S є перераховними.
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Доведення. Нехай множина S є розв’язною. Тодi iснує алгоритмA для розпiз-
навання її елементiв. Застосовуючи A послiдовно до чисел 0, 1, 2, . . . , одер-
жуємо перелiки кожної з множин S i Nr S.

Навпаки, нехай кожна з множин S i N r S є перераховною, а A1 i A2

— алгоритми, якi породжують перелiки цих множин. Тодi кожне натуральне
число n рано чи пiзно зустрiнеться в послiдовностi

A1(0), A2(0), A1(1), A2(1), A1(2), A2(2), A1(3), A2(3), A1(4), . . . ,

що зразу дає вiдповiдь на питання, якiй саме iз множин S чи N r S воно
належить44.

Теорема 5.16. Iснує перераховна, але нерозв’язна множина натуральних
чисел45.

Доведення. За твердженням 5.12 перераховна множина— це область значень
обчислювальної функцiї.

Алгоритми обчислення обчислювальних функцiй можна ефективно зану-
мерувати: A1, A2, A3, . . . . Розглядаючи для кожного алгоритму множину
значень вiдповiдної функцiї, одержуємо перелiк перераховних множин: A1,
A2, A3, . . . . Припустимо, що кожна перераховна множина є розв’язною. Тодi
з теореми Поста випливає, що разом iз кожною множиною у списку A1, A2,
A3, . . . зустрiчається i її доповнення.

Розглянемо множину A = {n | n ∈ An}. З означення A випливає, що
для кожного n A ∩ An = A ∪ An. За припущенням кожна з множин An є
розв’язною, тому множина A також буде A розв’язною. Але тодi множинаA є
перераховною i зустрiчається вA1,A2,A3, . . .. НехайA = Ak. ТодiA∩Ak = ∅,
звiдки k 6∈ A∩Ak. Але оскiлькиA∩Ak = A∪Ak то k 6∈ A∪Ak, що суперечить
рiвностi A∪Ak = N. Отримана суперечнiсть доводить, що не всi перераховнi
множини є розв’язними.

Вправа 5.4. Доведiть, що область визначення функцiї g(n) iз доведення
теореми 5.1 буде перераховною нерозв’язною множиною.

Теорема 5.17. Множина номерiв загальнорекурсивних функцiй є непе-
рераховною.

44 Першим цей надзвичайно примiтивний перебiрковий алгоритм запропонував, мабуть,
iспанський схоласт Луллiй, якого пiзнiше жорстоко висмiяв Свiфт у своєму описi Лапутян-
ської академiї в “Мандрах Гуллiвера”. А нинi цей алгоритм має дуже солiдну назву “алгоритму
британського музею”.

45 Теорема 5.16 є одним iз найважливiших фактiв теорiї алгоритмiв.
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Доведення. Нехай f0, f1, f2, . . . — перелiк загальнорекурсивних функцiй.
Тодi функцiя g(n) = fn(n) + 1 є загальнорекурсивною, але в цьому перелiку
не зустрiчається.

Теорема 5.18. Якщо алфавiт числення предикатiв мiстить злiченнумножи-
ну символiв змiнних i не бiльше нiж злiченнi множини iндивiдних констант,
предикатних символiв i функцiональних символiв, то множина загальнозна-
чущих формул буде перераховною.

Доведення. Елементи кожної з перерахованих в умовi теорем множин можна
занумерувати натуральними числами, а потiм ефективно вказати єдину нуме-
рацiю для всiх символiв алфавiту. Далi за допомогою дiагонального методу
можна ефективно занумерувати всi правильно побудованi формули числення
предикатiв, а потiм i всi виводи. Отримуємо ефективну процедуру (так зва-
ний алгоритм Гiльберта), яка дозволяє послiдовно виписувати всi теореми
даного числення предикатiв. Отже, множина всiх теорем виявляється пере-
раховною. За теоремою Ґеделя про повноту (теорема 4.16) множина теорем
збiгається з множиною загальнозначущих формул. Тому остання також буде
перераховною.

Зауваження. На жаль, алгоритм Гiльберта не дозволяє, взагалi кажу-
чи, з’ясувати, чи буде загальнозначущою конкретна формула F . Якщо в
послiдовностi формул, яку генерує алгоритм, формула F з’явилась, то во-
на, звiсно, є загальнозначущою. Однак, якщо алгоритм працює, а F так i
не з’являється, то нiчого певного сказати не можна: можливо, вона не є
загальнозначущою, а можливо, що до неї ще просто не дiйшла черга. Але
насправдi проблема не в тому, що алгоритм Гiльберта недосконалий. Черч
1936 р. довiв, що коли алфавiт числення предикатiв мiстить хоча б один
функцiональний символ арностi ≥ 1 або ж предикатний символ арностi
≥ 2, то множина загальнозначущих формул не є розв’язною.

Вправа 5.5. Доведiть, що коли алфавiт числення предикатiв мiстить лише
предикати арностi 1, то множина загальнозначущих формул є розв’язною.

5.8. Алгоритмiчна нерозв’язнiсть

Масову задачу називають алгоритмiчно нерозв’язною, якщо не iснує ал-
горитму, який би її розв’язував.

Приклад. З теореми 5.17 випливає, що задача розпiзнавання за номером
частково рекурсивної функцiї, чи є вона скрiзь визначеною, є алгоритмiчно
нерозв’язною.
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Наступний приклад алгоритмiчно нерозв’язної задачi, який ми розгляне-
мо, пов’язаний iз проблемою самозастосовностi алгоритмiв. Так називають
властивiсть алгоритму успiшно завершувати свою роботу на вхiдних даних,
що єформальним записомцього алгоритму.Задача розпiзнавання самозасто-
совностi полягає у знаходженнi такого алгоритму, який може за формальним
записом довiльного алгоритму за скiнченну кiлькiсть крокiв з’ясувати, чи є
цей алгоритм самозастосовним.

Теорема 5.19. Задача розпiзнавання самозастосовностi є алгоритмiчно не-
розв’язною.

Доведення. Припустимо, алгоритм, який розпiзнає самозастосовнiсть, iснує.
На пiдставi тези Черча можна стверджувати, що iснує машина ТюрiнгаM, яка
реалiзує цей алгоритм. Уважатимемо, щоM переробляє формальний запис
алгоритму A на 1, якщо A самозастосовний, i на 0 у протилежному разi.

Розглянемо тепер машину ТюрiнгаM′, яка переробляє формальнi записи
несамозастосовних алгоритмiв на 0, а у випадку самозастосовних алгоритмiв
нiколи не зупиняється. Така машина легко будується зM: пiсля того, якM
записала на стрiчцi символ 1 i мала зупинитися, нова машина не зупиняється,
а починає, наприклад, нескiнченно рухатися праворуч. Нова машинаM′ не є
нi самозастосовною, нi несамозастосовною. Справдi, якщоM′ самозастосов-
на, то її можна застосувати до свого формального запису. Але з побудовиM′
випливає, що в цьому випадку вона нiколи не зупиниться, тобто є несамоза-
стосовною. Якщо жM′ несамозастосовна, то вона на своєму формальному
записовi повинна зупинитися, тобто є самозастосовною. Отримана супереч-
нiсть доводить, що машиниM не iснує.

Задача розпiзнавання самозастосовностi є досить штучною. Але її ча-
сто використовують для доведення алгоритмiчної нерозв’язностi бiльш при-
родних i складнiших задач: iз припущення про iснування алгоритму для
розв’язання такої задачi виводиться iснування алгоритму для розв’язання
задачi розпiзнавання самозастосовностi. Зокрема i у дослiдженнi машин Тю-
рiнга виникає природне питання: чи можна за програмою Π(T ) даної машини
Тюрiнга T i даним словом w встановити, чи зупиниться машина T , якщо на її
вхiд подати слово w (так звана проблема зупинки машини Тюрiнга). Запису-
ючи номери символiв у двiйковiй системi числення, можна як саму програму
будь-якої машини Тюрiнга, так i будь-яке вхiдне слово, записати в алфавiтi
A = {Λ, a, q, 0, 1, ∗} (тут Λ, як зазвичай, порожнiй символ, а символ ∗ вводи-
ться лише для того, щоб було зручно роздiляти слова). Тому чiткiше проблему
зупинки машини Тюрiнга можна сформулювати так:
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чи iснує така машина Тюрiнга M iз зовнiшнiм алфавiтом
A = {Λ, a, q, 0, 1, ∗}, що коли на вхiдM подати слово Π(T ) ∗ w, де Π(T ) i w
— записанi в алфавiтi A вiдповiдно програма i вхiдне слово деякої машини
Тюрiнга T , тоM видасть на виходi 1, якщо машина T зупиняється на входi
w, i 0 у протилежному випадку.

Виявляється, що такої машини Тюрiнга не iснує. Iншими словами, справ-
джується теорема 5.20.

Теорема 5.20 (Тюрiнга). Проблема зупинки машини Тюрiнга алгоритмiчно
нерозв’язна.

Доведення. Припустимо, що така машина ТюрiнгаM iснує. Програми машин
Тюрiнга можна занумерувати (напр., за допомогою нумерацiї Ґеделя). Нехай
n(T ) — номер машини Тюрiнга T . Тодi M на входах Π(T ) ∗ n(T ) розпiзнає
самозастосовнiсть машин Тюрiнга. Оскiльки за тезою Черча кожен алгоритм
еквiвалентний деякiй машинi Тюрiнга, то M розв’язує задачу розпiзнавання
самозастосовностi. Але це суперечить теоремi 5.19.

Можна розглянути значно вужчий варiант проблеми зупинки машини Тю-
рiнга: коли на вхiд подають порожнє слово Λ. Однак i в такому варiантi вона
лишається алгоритмiчно нерозв’язною.

Твердження 5.5. Задача зупинки машини Тюрiнга на порожньому входi є
алгоритмiчно нерозв’язною.

Доведення. Для кожного слова w в певному алфавiтi розглянемо машину
Тюрiнга Tw, яка на порожнiй стрiчцi виписує слово w i зупиняється перед
його початком. Тодi для кожної машини Тюрiнга T i вхiдного слова w в її
алфавiтi композицiя Tw ◦ T поводить себе на порожньому входi так само, як
машина T на входiw. Тому наявнiсть машиниM , яка розв’язувала б проблему
зупинки машини Тюрiнга на порожньому входi, дозволяє легко побудувати
машинуM ′, яка розв’язувала б загальну проблему зупинки машини Тюрiнга.
Оскiльки такої машиниM ′ не iснує, то проблема зупинки машини Тюрiнга на
порожньому входi є алгоритмiчно нерозв’язною.

Властивiсть обчислювальних функцiй називається нетривiальною, якщо
можна вказати як обчислювальну функцiю, що має цю властивiсть, так i обчи-
слювальну функцiю, що її не має. Наприклад, властивiсть бути обчислюваль-
ною за Тюрiнгом є тривiальною, а бути скрiзь визначеною — це нетривiальна
властивiсть.

Дуже важливим прикладом застосування теореми 5.19 є теорема Райса.

136



Теорема 5.21 (Райса). Будь-яка нетривiальна властивiсть обчислювальних
функцiй є алгоритмiчно нерозв’язною (точнiше — не iснує алгоритму, який
би за описом функцiї встановлював, чи має ця функцiя дану нетривiальну
властивiсть).

Доведення. Незалежно вiд того, як задають обчислювальнi функцiї — за до-
помогою машин Тюрiнга, як частково рекурсивнi функцiї тощо,— їх (точнiше
— їхнi описи) можна ефективно перенумерувати:

f0, f1, . . . , fn, . . . . (5.11)

Тому теорему можна переформулювати так: якщо C — непорожнiй клас
обчислювальних функцiй, який не збiгається з усiм класом обчислювальних
функцiй, то не iснує алгоритму, який за номером n функцiї fn визначав би, чи
належить функцiя fn класу C. Iншими словами, треба довести, що множина
M = {n | fn ∈ C} є нерозв’язною.

Припустимо, що множинаM є розв’язною, i розглянемо її характеристи-
чну функцiю

χM (n) =

{
1, якщо fn ∈ C;
0, якщо fn 6∈ C.

Нехай g— нiде не визначена функцiя. Маємо два випадки.
1. g 6∈ C. Виберемо якусь конкретну функцiю h ∈ C i визначимо функцiю

F (n,m) =

{
h(m), якщо значення fn(n) визначене;
g(m), якщо значення fn(n) не визначене.

Функцiя F (n,m) є обчислювальною. Справдi, для її обчислення спочатку
треба знайти fn(n). Якщо це обчислення колись завершиться, то далi слiд
перейти до обчислення h(m). Якщо ж процес обчислення fn(n) нiколи не
завершиться, то це рiвносильне обчисленню нiде не визначеної функцiї g(m).

Якщо зафiксувати n, тоF (n,m) стає обчислювальноюфункцiєю вiд однiєї
змiнної m. Отже, її опис має зустрiчатися у послiдовностi f0, f1, . . . , fn, . . .
i, перебираючи послiдовно всi описи, ми можемо його знайти. Нехай це
ft(n)(m). Отже,

ft(n)(m) =

{
h(m), якщо значення fn(n) визначене;
g(m), якщо значення fn(n) не визначене.

Функцiя t(n) є скрiзь визначеною обчислювальною функцiєю. Оскiльки
h ∈ C i g 6∈ C, то ft(n) ∈ C тодi й лише тодi, коли значення fn(n)
визначене. Тому

χM (t(n)) =

{
1, якщо значення fn(n) визначене;
0, якщо значення fn(n) не визначене.
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Але тодi функцiя χM (t(n)) розв’язує проблему розпiзнавання самозастосу-
вання, що неможливо.

2. g ∈ C. У цьому разi вибираємо функцiю h 6∈ C i мiркуємо аналогiчно по-
передньому випадку. Проблему розпiзнавання самозастосування розв’язува-
тиме функцiя 1− χM (t(n)).

Зауваження. У теоремi Райса фiгурують як функцiї, так i їхнi описи, i
йдеться про алгоритмiчну нерозпiзнавальнiсть властивостей самефункцiй,
а не їхнiх описiв чи текстiв програм. Зрозумiло, що для текстiв програм
така, наприклад, властивiсть, як мiстити не бiльше 1000 символiв, є не-
тривiальною i алгоритмiчно розв’язною. Але це властивiсть саме текстiв
програм. А от такi властивостi обчислювальних цими програмами функцiй,
як скiнченнiсть чи нескiнченнiстьмножини значень, перiодичнiсть, обмеже-
нiсть, порядок зростання тощо, є алгоритмiчно нерозв’язними. Тому тео-
рема Райса для програмiстiв має приблизно такеж значення, як для фiзикiв
твердження про неможливiсть вiчного двигуна. Якщо сказати бiльш грубо,
то теорема Райса стверджує, що за описом алгоритму нiчого не можна
сказати про властивостi функцiї, яку вiн обчислює. Точнiше, не iснує жо-
дного систематичного способу з’ясувати, що саме обчислює цей алгоритм.
Щоразу це творча задача, i часто дуже важка. Кожен, хто мав справу iз
чужою програмою, та ще й без коментарiв, знає це з власного досвiду.

Дуже важливим iз погляду обчислювальної практики є наслiдок з теореми
Райса. Нагадаємо, що алгоритм називають полiномiальним, якщо iснують такi
додатнi цiлi числа k, C1 i C2, що для довiльного входу w кiлькiсть тактiв n(w)
роботи вiдповiдної машини Тюрiнга на входi w довжини |w| не перевищує
C1|w|k + C2. Наведемо вказаний наслiдок.

Наслiдок 5.2. Множина полiномiальних алгоритмiв є перераховною, але не-
розв’язною.

Доведення. Нерозв’язнiсть множини полiномiальних алгоритмiв випливає з
теореми Райса. Для доведення її перераховностi спочатку перерахуємо мно-
жинуM усiх машин Тюрiнга:

M1, M2, . . . , Mn, . . . .

Кожнiй четвiрцi (Mi, k, C1, C2) поставимо у вiдповiднiсть машинуТюрiнга
M̃(Mi, k, C1, C2), яка на входi w працює так само, як i машина Mi, якщо
остання на цьому входi працює не бiльше нiж t(|w|)=C1|w|k+C2 тактiв, i
зупиняється через t(|w|) тактiв, якщо машина Mi працює на входi w бiльше
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нiж t(|w|) тактiв. Зауважимо, що M̃(Mi, k, C1, C2) завжди є полiномiальною i
збiгається зMi, якщоMi є полiномiальною (для довiльного входуw час роботи
Mi на входi w не перевищує C1|w|k + C2). Тому множина M̃(Mi, k, C1, C2)
збiгається з множиною всiх полiномiальних алгоритмiв.

Кожен iз параметрiв k, C1 iC2 пробiгає множинуN+ додатних цiлих чи-
сел. Оскiльки множину всiх M̃(Mi, k, C1, C2) можна ототожнити з множиною
M×N+×N+×N+, то її перераховнiсть випливає з твердження 5.4, п.a).
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iстинностi 19, 34, 48
хибностi 19, 34

одночлен 43
оператор

мiнiмiзацiї 108
пiдстановки 26
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операцiя
бiнарна 13
логiчна 9, 52
унарна 13
тернарна 13

оцiнка 22, 56

Парадокс Сколема 94
пiдстановка функцiй 35, 104
пiдформула 14, 54
повна система булевих функцiй 35
полiном Жегалкiна 43
ппф 53
правило

виводу 67, 84
контрапозицiї 30
силогiзму 30
узагальнення 84
modus ponens 30, 70, 84
modus tollens 30

предикат 47
бiнарний 52
тернарний 52
унарний 52
n-арний 52
n-мiсний 48

примiтивна рекурсiя 104
принцип

двозначностi суджень 7
двоїстостi 33
локалiзацiї 93

пробiл 67
проблема зупинкимашиниТюрiнга 135
програма МТ 113
протокол 114

Рекурсiя примiтивна 104

Самозастосовнiсть 135
семантичний наслiдок 62

сигнатура 83
мови 53

символ 67
предикатний 52
предметної змiнної 51
предметної константи 51
функцiональний 52

слово 53
стан

заключний 113
початковий 113

стрiлка
Лукасевича 13
Пiрса 13

суперпозицiя функцiй 35, 104

Таблиця
iстинностi 10
Поста 17

тавтологiя 19, 22
такт роботи МТ 113
твердження 55
теза

Гiльберта 61
Черча 123

теорема 67, 85
адекватностi 93
Ґеделя про повноту 93
дедукцiї
для числення висловлювань 71
для числення предикатiв 86

компактностi 93
для логiки висловлювань 77

Льовенгейма — Сколема 94
Поста 132
про виправданiсть аксiоматиза-

цiї 70, 85, 88
про непоповнювальнiсть числен-

ня висловлювань 76
про несуперечливiсть 89
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про обмежену мiнiмiзацiю 109
проповноту для числення вислов-

лювань 75, 80
про функцiю, задану частина-

ми 108
Райса 137
Тюрiнга 136
Черча про нерозв’язнiсть 60∏
-теорема 107∑
-теорема 106

теорiя
аксiоматична 67
формальна 67

терм 53
вiльний для змiнної 55, 84

Умова 11

Факторалгебра 23
форма нормальна 38

диз’юнктивна 38
досконала 38

кон’юнктивна 38
досконала 38

формула
атомарна 53
виконлива 19, 22, 59
двоїста 32
загальнозначуща 59
замкнена 55, 84
нейтральна 19
правильно побудована 53, 67
скiнченно загальнозначуща 60
спростовувана 19
тотожно хибна 19
m-загальнозначуща 60

формули рiвносильнi 22, 62
функцiя

булева 33
висловлювальна 47

елементарна 104
загальнорекурсивна 109
задана частинами 107
лiнiйна 43
монотонна 43
найпростiша 104
обернена 109
примiтивно рекурсивна 105
самодвоїста 43
характеристична 129
часткова 129

частково рекурсивна 109

Числення 67
число Дедекiнда 45
член

диз’юнктивний 38
елементарний 38

кон’юнктивний 37
елементарний 38

Штрих Шефера 13

ex falsoquod libet (принцип вибуху) 30

modus ponens 30, 70, 84
modus tollens 30
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