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ВСТУП

В епоху цифрових технологiй i програмування розробка
ефективних мов програмування та їх обробки є надзвичайно
важливим завданням. Мовнi процесори вiдiграють ключову
роль у створеннi програмного забезпечення, адже вони забез-
печують переклад вихiдного коду, написаного мовою програ-
мування, у форму, зрозумiлу комп’ютеру. Без цих процесiв
неможливо було б реалiзовувати сучаснi технологiї, якi вико-
ристовують мiльйони розробникiв по всьому свiту.

Цей посiбник присвячений фундаментальним принципам
побудови мовних процесорiв, якi охоплюють лексичний, син-
таксичний та семантичний аналiзи, а також процеси генерацiї
та оптимiзацiї коду. Розглядаються також поняття формаль-
них мов i граматик, регулярних множин та скiнченних авто-
матiв, якi є основою для створення компiляторiв та iнтерпре-
таторiв.

Розробка мовних процесорiв охоплює рiзнi рiвнi абстра-
кцiї, починаючи вiд аналiзу тексту та закiнчуючи безпосере-
днiм виконанням команд процесором або вiртуальною маши-
ною. Для цього використовуються спецiалiзованi алгоритми,
якi дозволяють розробляти ефективнi компiлятори, iнтерпре-
татори та засоби обробки програмного коду.

Окрiм теоретичного матерiалу, посiбник мiстить численнi
приклади, алгоритми та контрольнi запитання, якi допомо-
жуть закрiпити отриманi знання та навички. Кожна тема су-
проводжується детальним поясненням ключових понять, що
робить посiбник доступним для студентiв, викладачiв та фа-
хiвцiв, якi прагнуть поглибити свої знання в галузi мовних
процесорiв i формальних мов.

Цей посiбник стане корисним помiчником у вивченнi мов-
них процесорiв, формальних мов i скiнченнiх автоматiв, до-
помагаючи краще зрозумiти їхнi принципи та застосування.

Посiбник сприятиме глибшому розумiнню ключових кон-
цепцiй формальних мов та автоматного програмування.
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ТЕМА I. Розробка мовних процесорiв

1 Поняття мовного процесора, типи
мовних процесорiв

Розробка мовних процесорiв є важливим аспектом ство-
рення програмного забезпечення для роботи з формальними
мовами. Мовний процесор — це програма, яка дозволяє зро-
зумiти директиви i речення вхiдної мови, якi використовує
програмiст, i перетворює їх у машинний код або iншi форма-
ти.

У цьому роздiлi розглядаються поняття мовного проце-
сора, його типи, основнi фази та взаємодiя етапiв компiляцiї
[2, 3, 4].

Мовний процесор — це програма, яка перетворює вихiдний
код, написаний мовою програмування високого рiвня, у фор-
му, яку може виконати комп’ютер. Це може включати компi-
ляцiю, iнтерпретацiю або використання гiбридних пiдходiв.

Основнi типи мовних процесорiв [7, 10]:

• Компiлятори: Програми, якi перетворюють вихiдний
код у машинний код для конкретної платформи. Напри-
клад, мови C та C++ зазвичай використовують компiля-
тори. Компiляцiя забезпечує високу продуктивнiсть ви-
конання програм, оскiльки кiнцевий код вже оптимiзо-
вано для виконання апаратурою.

Основнi етапи роботи компiлятора:

– перетворення вихiдного коду у промiжне представ-
лення;

– генерацiя оптимiзованого машинного коду для кон-
кретної архiтектури.

Переваги компiляторiв: швидкiсть виконання, оптимiза-
цiя пiд апаратну платформу.
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• Iнтерпретатори: Виконують вихiдний код без попере-
дньої компiляцiї, обробляючи його команду за коман-
дою. Приклади мов: Python, JavaScript. Цей пiдхiд спро-
щує вiдлагодження та експериментування, але знижує
швидкодiю.

Iнтерпретатори забезпечують:

– гнучкiсть у розробцi;
– можливiсть виконання програм одразу пiсля внесе-

ння змiн.

• Гiбриднi системи: Наприклад, Java та C#, якi вико-
ристовують байт-код, що виконується вiртуальною ма-
шиною (JVM або CLR). Такий пiдхiд поєднує переваги
компiляцiї та iнтерпретацiї, забезпечуючи платформну
незалежнiсть i добру продуктивнiсть.

Основнi риси:

– компiляцiя у байт-код;
– виконання байт-коду у середовищi вiртуальної ма-

шини;

• Крос-компiлятори створюють код для виконання на
iншiй платформi. Це спецiальнi компiлятори, якi ство-
рюють код для виконання на iншiй платформi, вiдмiннiй
вiд тiєї, на якiй виконується сам процес компiляцiї. До-
зволяють створювати програми для платформ, якi мо-
жуть не мати власних засобiв компiляцiї. Вони часто
використовуються у розробцi програмного забезпечення
для вбудованих систем, мобiльних пристроїв та опера-
цiйних систем.

• Препроцесори забезпечують обробку коду перед ос-
новною компiляцiєю. Препроцесори часто використову-
ються для макропiдстановки, умовної компiляцiї, вклю-
чення зовнiшнiх файлiв та iнших манiпуляцiй з вихiдним
кодом.
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Класифiкацiя мовних процесорiв

Mовнi
процесори

Компiлятори

Перетворення вихiдного коду
у промiжне представлення

Генерацiя оптимiзованого
машинного коду

Переваги:
Швидкiсть виконання;

оптимiзацiя

Iнтерпретатори

Виконання коду
без компiляцiї

Гнучкiсть у розробцi

Можливiсть виконання
одразу пiсля змiн

Гiбриднi
системи

Компiляцiя у байт-код

Виконання у вiртуальнiй
машинi (JVM або CLR)

Платформна незалежнiсть;
продуктивнiсть

Крос-компiлятори Створення коду
для iншої платформи

Препроцесори Обробка коду
перед компiляцiєю
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2 Основнi фази мовного процесора

Мовний процесор зазвичай працює в кiлька етапiв [4].

Фази компiляцiї

1. Лексичний аналiз (Lexical Analysis):
Вхiдний код розбивається на окремi лексеми (наприклад,
ключовi слова, iдентифiкатори, оператори). Ця фаза ви-
являє помилки, пов’язанi з недопустимими символами, i
створює потiк токенiв [6].

2. Побудова таблиць (Symbol Table Construction):
Формується таблиця символiв, яка мiстить iнформацiю
про iдентифiкатори, їх типи, областi видимостi, розта-
шування в пам’ятi тощо. Ця таблиця використовується
у наступних фазах компiляцiї.

3. Синтаксичний аналiз (Syntax Analysis):
Потiк токенiв перевiряється на вiдповiднiсть правилам
граматики мови програмування. У цiй фазi створюється
дерево синтаксичного розбору (синтаксичне дерево), яке
представляє структуру програми [14, 15].

4. Семантичний аналiз (Semantic Analysis):
Перевiряється логiчна коректнiсть коду. Наприклад, пе-
ревiряється сумiснiсть типiв даних, чи всi змiннi оголо-
шенi перед використанням тощо. Помилки на цьому ета-
пi вказують на порушення семантичних правил мови [7].

5. Генерацiя промiжного коду (Intermediate Code
Generation):
Дерево синтаксичного розбору або iншi представлення
коду переводяться у промiжну форму, яка є абстрактною
i не залежить вiд конкретної архiтектури процесора. Це
може бути триадресний код або подiбна форма [2, 3].
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6. Оптимiзацiя (Optimization):
Промiжний код полiпшується для пiдвищення швидко-
стi виконання чи зменшення використання пам’ятi. На-
приклад, видаляються непотрiбнi операцiї, змiнюється
порядок виконання команд [12].

7. Генерацiя машинного коду (Code Generation):
Промiжний код переводиться у машинний код, який мо-
же виконуватися на цiльовiй платформi. Ця фаза вклю-
чає вибiр iнструкцiй процесора i розподiл регiстрiв [11].

2.1 Лексичний аналiз

На цьому етапi вхiдний текст програми розбивається на
лексеми — найменшi значущi одиницi, такi як ключовi слова,
iдентифiкатори, оператори та числовi значення. Наприклад, у
програмi cost := (price + tax) * 0.98 будуть видiленi такi
лексеми:

• cost, price, tax — iдентифiкатори,

• := — оператор присвоєння,

• +, * — арифметичнi оператори,

• 0.98 — числове значення.

Лексичний аналiзатор видасть такi лексеми:

• <identifier, cost> - iдентифiкатор "cost".

• <assign, :=> - оператор присвоєння.

• <delimiter, (> - вiдокремлювач "(".

• <identifier, price> - iдентифiкатор "price".

• <operator, +> - оператор додавання.

• <identifier, tax> - iдентифiкатор "tax".
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• <delimiter, )> - вiдокремлювач ")".

• <operator, *> - оператор множення.

• <number, 0.98> - числове значення.

Для зручностi реалiзацiї в мовах програмування, таких як
C++, використовують перелiк типiв лексем. Наприклад:

enum Token { // типи лексем
identifier, // Iдентифiкатор
assign, // Присвоєння
delimiter, // Вiдокремлювач
operator, // Оператор
number // Число

};

2.2 Робота з таблицями

2.2.1 Органiзувацiя доступу до даних

Пiсля iдентифiкацiї лексем пiд час лексичного аналiзу ва-
жливим етапом є збiр iнформацiї про iдентифiкатори, функцiї
та iншi елементи програми. Це дозволяє органiзувати ефе-
ктивний доступ до цих даних на подальших етапах компiля-
цiї, таких як синтаксичний аналiз i генерацiя коду. Iнформа-
цiя про iдентифiкатори зберiгається в спецiальних таблицях,
де кожен запис включає iнформацiю про змiнну або функцiю.

Наприклад, у програмi на Pascal усi iдентифiкатори повин-
нi бути описанi в роздiлi змiнних. Пiсля лексичного аналiзу
може бути створена таблиця iдентифiкаторiв, яка виглядати-
ме так:

Номер Iдентифiкатор Значення
1 cost p1

2 price p2

3 tax p3
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У цiй таблицi кожен рядок мiстить унiкальний iдентифi-
катор змiнної та її значення, яке може бути посиланням на
пам’ять або конкретне значення, залежно вiд контексту.

Якщо пiзнiше в програмi з’являється якийсь новий iденти-
фiкатор, необхiдно перевiрити, чи не було його ранiше. Тому
таблиця iдентифiкаторiв повинна забезпечувати:

• Швидкий пошук iнформацiї про iдентифiкатор:
Для ефективного пошуку часто використовуються спе-
цiальнi структури даних, такi як хеш-таблицi.

• Швидке додавання iдентифiкаторiв у таблицю:
Це дозволяє додавати новi змiннi до таблицi пiд час ком-
пiляцiї.

Крiм таблиць iдентифiкаторiв, в компiляторах можуть ви-
користовуватись iншi таблицi:

• Таблицi пiдпрограм: Зберiгають iнформацiю про фун-
кцiї, процедури, їх параметри, типи та iншi атрибути.

• Таблицi даних: Використовуються для зберiгання ти-
пiв даних, таких як масиви, записи тощо.

• Таблицi команд: Мiстять iнформацiю про операцiї та
iнструкцiї в програмi.

Цi таблицi далi використовуються на етапi синтаксичного
аналiзу для перевiрки коректностi виразiв i визначення по-
рядку операцiй.

Враховуючи отриману таблицю, можна записати резуль-
тат лексичного аналiзу для виразу (послiдовнiстi символiв)
cost := (price+ tax) ∗ 0.98 послiдовнiсть лексем:

< identifier, p1 >< assign >< delimiter, (>

< identifier, p2 >< operator,+ >< identifier, p3 >

< delimiter, ) >< operator, ∗ >< number, q1 >
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2.2.2 Хеш-таблицi

Для забезпечення швидкого доступу до iнформацiї про
iдентифiкатори використовуються хеш-таблицi. Це спецiалi-
зованi структури даних, якi дозволяють здiйснювати пошук,
вставку та видалення елементiв за час, близький до константи
O(1) в середньому випадку.

Хеш-таблиця працює за допомогою хеш-функцiї, яка пере-
творює ключ у вiдповiдний iндекс таблицi. У випадку колiзiй
(коли два ключi мають однакове хеш-значення) використову-
ються рiзнi методи їх вирiшення:

• Хешування з ланцюжками: Колiзiї вирiшуються шля-
хом зберiгання кiлькох значень у списках, прив’язаних
до одного iндексу таблицi.

• Вiдкрита адресацiя: Якщо iндекс таблицi вже зайня-
тий, використовується серiя хеш-функцiй для пошуку
вiльної комiрки в таблицi.

При хешуваннi з вiдкритою адресацiєю кожен ключ шукає
наступну вiльну комiрку у таблицi, якщо поточна вже зайня-
та.

Один з простих прикладiв хеш-функцiї, яка обчислює хеш
за допомогою суми ASCII-кодiв символiв ключа, може вигля-
дати так:

h(key) =
(∑

ASCII-коди символiв ключа
)

mod n

де n — це розмiр хеш-таблицi. Ця функцiя дозволяє швид-
ко знайти позицiю для зберiгання значень у таблицi або для
перевiрки наявностi iдентифiкатора.

Розглянемо тепер методи вирiшення конфлiктiв, тобто по-
будови додаткових (вторинних) функцiй h1, h2, . . .,hm. Насам-
перед зазначимо, що значення hj(α) має вiдрiзнятися вiд hi(α)
для всiх i ̸= j. Якщо hi(α) дає конфлiкт, безглуздо пробувати
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hi+k(α), якщо hi+k(α) = hi(α). У бiльшостi випадкiв бажано,
щоб m = n − 1, оскiльки це дозволяє знайти в таблицi по-
рожню позицiю, якщо вона є. У загальному випадку метод
вирiшення конфлiктiв впливає на ефективнiсть усiєї системи
з розподiленою пам’яттю.

Iснують рiзнi пiдходи, заснованi на первиннiй функцiї h0(α)
та вторинних функцiях h1, h2, . . .,hm, наприклад:

• Лiнiйне пробування: поступовий пошук вiльного мi-
сця за допомогою формули:

hi(α) = (h0(α) + i) mod n, i = 1, ...,m.

• Квадратичне пробування: змiщення збiльшується ква-
дратично:

hi(α) = (h0(α) + c1i+ c2i
2) mod n, i = 1, ...,m.

де c1 i c2 — константи.

• Подвiйне хешування: використання другої хеш-функцiї
h2(α) для визначення змiщення:

hi(α) = (h10(α) + i · h20(α)) mod n, i = 1, ...,m.

Цi пiдходи забезпечують рiзну ефективнiсть залежно вiд
способу розподiлу ключiв у хеш-таблицi.

Переваги хеш-таблиць

• Швидкий доступ: Хеш-таблицi дозволяють здiйсню-
вати пошук за ключем за час O(1) в середньому випад-
ку.

• Ефективнiсть при великих обсягах даних: Хеш-
таблицi дуже ефективнi при роботi з великими набора-
ми даних, оскiльки вони дозволяють мiнiмiзувати час
пошуку.
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• Унiверсальнiсть: Хеш-таблицi можуть бути викори-
станi не тiльки для зберiгання iдентифiкаторiв, а й для
зберiгання будь-якої iншої iнформацiї, де потрiбен швид-
кий доступ.

Приклад використання хеш-таблицi

Нехай для побудови хеш-таблицi для виразу cost := (tax
+ price) * 0.98 використовуємо хеш-функцiї:

h0(α) = CODE(α) mod 6

hi(α) = (CODE(α) + i+ 2) mod 6, i = 1, . . . , 5

Коди лiтер починаються з одиницi, тобто: a = 1, b = 2, . . .

Кроки побудови таблицi

1. Обчислення хеш-значення для кожного
iдентифiкатора:

- Для iдентифiкатора cost обчислюємо:

CODE(cost) = 3 + 15 + 19 + 20 = 57

h0(cost) = 57 mod 6 = 3

Отже, cost розмiщується за адресою 3.
- Для iдентифiкатора tax обчислюємо:

CODE(tax) = 20 + 1 + 24 = 45

h0(tax) = 45 mod 6 = 3

Оскiльки за адресою 3 вже є cost, застосовуємо хеш-функцiю
h1:

h1(tax) = (45 + 1 + 2) mod 6 = 48 mod 6 = 0

Отже, tax розмiщується за адресою 0.
- Для iдентифiкатора price обчислюємо:

CODE(price) = 16 + 18 + 9 + 3 + 5 = 51
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h0(price) = 51 mod 6 = 3

Оскiльки за адресою 3 вже є cost, застосовуємо хеш-функцiю
h1:

h1(price) = (51 + 1 + 2) mod 6 = 54 mod 6 = 0

Оскiльки за адресою 0 вже є tax, застосовуємо хеш-функцiю
h2:

h2(price) = (51 + 2 + 2) mod 6 = 55 mod 6 = 1

Отже, price розмiщується за адресою 1.
2. Хеш-таблиця пiсля додавання iдентифiкаторiв:

Iндекс Iдентифiкатор
0 tax

1 price

2 -
3 cost

4 -
5 -

Пояснення:

1. Iдентифiкатор cost.
Спочатку для cost обчислюється хеш-функцiя h0, i cost

потрапляє в комiрку з iндексом 3.
2. Iдентифiкатор tax.
Для tax спочатку розраховуємо хеш-функцiю h0, але оскiль-

ки комiрка з iндексом 3 вже зайнята, використовуємо h1, що
дає результат 0, отже, tax потрапляє в комiрку з iндексом 0.

3. Iдентифiкатор price.
Для price спочатку обчислюємо хеш-функцiю h0, i вона

потрапляє в комiрку з iндексом 3, але вона вже зайнята, тому
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використовуємо h1, потiм h2, i price потрапляє в комiрку з
iндексом 1.

Отже, в таблицi для виразу cost := (tax + price) * 0.98 пiсля
додавання всiх iдентифiкаторiв буде заповнено три комiрки:
0, 1 i 3, вiдповiдно для tax, price i cost.

Для кожного з них застосовувалася вiдповiдна хеш-функцiя,
i, у разi необхiдностi, використано методи розв’язання колiзiй.

Таблиця використовує хеш-функцiю для обчислення iн-
дексiв для кожного iдентифiкатора. Коли програма запитує
значення для певного iдентифiкатора, хеш-функцiя дозволяє
швидко отримати необхiдну iнформацiю, що значно приско-
рює компiляцiю та виконання програм.

Висновки

Як бачiмо, робота з таблицями iдентифiкаторiв та iнши-
ми таблицями в компiляторах є важливою частиною проце-
су аналiзу програми. Хеш-таблицi - ефективний iнструмент
для забезпечення швидкого доступу до iнформацiї про змiн-
нi, функцiї та iншi елементи програми, що дозволяє значно
пiдвищити ефективнiсть компiляцiї та зменшити час на вико-
нання програми.

2.3 Синтаксичний аналiз

Синтаксичний аналiз являє собою процедуру, в рамках
якої дослiджується послiдовнiсть лексем з метою встановлен-
ня їх вiдповiдностi синтаксису мови програмування. Згiдно зi
структурою даної мови, окремi лексеми об’єднуються у форми
операторiв. Наступним кроком є поєднання цих операторiв у
бiльш складнi блоки, якi, у свою чергу, формують основу про-
грами. Визначення таких правил поєднання становить основу
синтаксису мови програмування.
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2.3.1 Синтаксична структура оператора присвоєння

Розумiння синтаксичної структури оператора необхiдне та-
кож для процесу генерацiї коду. Наприклад, для того, щоб
правильно виконати оператор cost := (price + tax) * 0.98,
спочатку виконується додавання в дужках, потiм множення i
присвоєння.

Синтаксичний аналiз будує дерево синтаксису (або iншi
структури), перевiряючи вiдповiднiсть коду граматицi мови.
Наприклад, для виразу cost := (price + tax) * 0.98 фор-
мується дерево операцiй, яке задає порядок виконання дiй [2,
4]:

:=
/ \

cost *
/ \

+ =0.98
/ \

price tax

У цьому деревi кореневий вузол вiдповiдає оператору присво-
єння :=, а пiддерева представляють операцiї множення та до-
давання.

Для реалiзацiї прiоритетiв операцiй застосовуються пра-
вила прiоритету, якi можна задати за допомогою таблиць або
вбудованих алгоритмiв, таких як метод рекурсивного спуску.
Наприклад:

• Дужки () мають найвищий прiоритет.

• Множення * виконується перед додаванням +.

• Оператори виконуються злiва направо, якщо iнше не за-
дано.
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2.3.2 Прiоритет операторiв

У мовi програмування символи мають визначений прiори-
тет для виконання операцiй.

Ось основнi правила для прiоритетiв:

• 0 – “:=” (оператор присвоєння)

• 1 – “+” (оператор додавання)

• 2 – “*” (оператор множення)

• “(” – збiльшує прiоритет операцiї на 3

• “)” – зменшує прiоритет операцiї на 3

Приклад 1:

Розглянемо вираз:

y := (x1 + x2) * 0.5

Прiоритети операцiй у цьому виразi виглядають так:

0 4 2,

де
- 0 – оператор присвоєння “:=”
- 4 – додавання “+” (3+1)
- 2 – оператор множення “*”

Послiдовнiсть операцiй:

• спочатку виконується множення “*”

• потiм виконується додавання “+”

• останнiм виконується присвоєння “:=”

Дерево синтаксичного розбору:

:=
y

*
+

x1

x2
0.5
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Приклад 2:

Розглянемо вираз:

a1 := (a2 + a3 * 5) * 3.28 + a4 * 7.2

Прiоритети операцiй у цьому виразi:

0 4 5 2 1 2

де
- 0 – оператор присвоєння “:=”
- 4 – оператор додавання “+”
- 5 – оператор множення “*” (a3 * 5)
- 2 – оператор множення “*”
- 1 – оператор додавання “+”
- 2 – оператор множення “*” (a4 * 7.2)

Послiдовнiсть виконання операцiй:

• спочатку виконується множення “*” (a3 * 5)

• потiм додавання “+” (a2 + a3 * 5)

• пiсля цього множення “*” (* 3.28 )

• потiм множення “*” (a4 * 7.2)

• потiм додавання “+”

• i нарештi присвоєння “:=”

Дерево синтаксичного розбору:

:=
a1

+

*
+

a2

*
a3

53.28

*
a4

7.2
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2.4 Семантичний аналiз

Семантичний аналiз є критичним етапом у процесi ком-
пiляцiї, що здiйснюється пiсля лексичного та синтаксичного
аналiзу. Його метою є перевiрка коректностi використання
змiнних, операторiв та iнших елементiв мови. Це гарантує, що
програма вiдповiдає певним правилам мови програмування.

Семантичний аналiз перевiряє, чи дотримано такi умови:

• Оголошення змiнних: Перед використанням змiнних
необхiдно перевiрити, чи були вони оголошенi. Напри-
клад, спроба використати змiнну, яка не була оголошена,
призведе до помилки.

• Типи даних: Перевiряється правильнiсть використан-
ня типiв даних, наприклад, чи не намагається програма
додавати змiннi рiзних несумiсних типiв (наприклад, ря-
док та число).

• Правила видимостi змiнних: Перевiряється, чи зна-
ходиться змiнна в межах свого областi видимостi (scope).
Наприклад, чи можна використовувати локальну змiнну
поза її областi видимостi.

• Правильнiсть операторiв: Перевiрка, чи правильно
використовуються оператори в контекстi їх операндiв.
Наприклад, перевiрка того, чи не спробує користувач
подiлити число на нуль.

• Правила перевантаження операторiв: Якщо мова
дозволяє перевантажувати оператори, перевiряється, чи
правильно використовуються перевантаженi операцiї для
даних типiв.

Приклад 1: Оголошення змiнних

Розглянемо програму:

25



int a = 5;
// помилка: змiнна b не була оголошена
b = 10;

Семантичний аналiз на цьому етапi повiдомить про помил-
ку, оскiльки змiнна b була використана без попереднього ого-
лошення.

Приклад 2: Перевiрка типiв

Розглянемо такий фрагмент коду:

int a = 5;
float b = 3.14;
// помилка: змiшування цiлих чисел
// i чисел з плаваючою комою
a = a + b;

В даному прикладi спроба додати цiле число та число
з плаваючою комою може бути дозволена у деяких мовах,
однак в iнших вона викличе помилку типу. Семантичний ана-
лiз перевiрить вiдповiднiсть типiв операндiв.

Приклад 3: Перевiрка видимостi змiнних

Вираз:

if (x > 10) {
int y = x + 5;

}
// помилка: змiнна y невидима за межами блока
y = y + 1;

Семантичний аналiз на цьому етапi виявить, що змiнна y
має локальну область видимостi, яка обмежена блоком if, i не
може бути використана поза цим блоком.

Семантичний аналiз виявить спробу виконання операцiї
дiлення на нуль, що недопустиме у багатьох мовах програму-
вання.
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Результати семантичного аналiзу

Пiсля виконання семантичного аналiзу компiлятор фор-
мує звiт про помилки. Це можуть бути як синтаксичнi по-
милки (наприклад, помилки типiв або порушення обсягу змiн-
них), так i логiчнi помилки, якi можуть виникнути при спробi
виконати недопустиму операцiю.

Успiшне завершення семантичного аналiзу дозволяє пере-
йти до наступного етапу — генерацiї промiжного коду, де про-
грама буде представлена у бiльш абстрактнiй формi, готовiй
до подальшої оптимiзацiї та виконання.

2.5 Генерацiя промiжного коду

Результат синтаксичного аналiзу, що являє собою дерево-
подiбну структуру, використовується для трансформацiї пер-
винної програми у нову форму. Ця нова форма може бути
безпосередньо машинним кодом, проте найчастiше вона являє
собою промiжний код.

Генерацiя промiжного коду — це етап компiляцiї, що здiй-
снюється пiсля синтаксичного аналiзу, коли програма пере-
творюється в промiжний вигляд, зручний для подальшої опти-
мiзацiї та генерацiї машинного коду.

Розглянемо вираз cost := (price + tax) * 0.98 [4].
Позначимо через n1, n2, n3 внутрiшнi вершини нашого де-

рева.

n3

<iд, p1> <:=> n2

n1

<iд, p2> <+> <iд, p3>

<*> <дч, q1>
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Нащадки кожної вершини задають аргументи, над якими
треба проводити дiї, або визначають саму дiю.

2.5.1 Команди промiжного коду

Промiжний код складається з найпростiших команд, якi
включають коди операцiй та невелику кiлькiсть операндiв.
Зазвичай, цей код представлений у виглядi, близькому до мо-
ви асемблерного типу, що робить його зручним для подальшої
оптимiзацiї та перетворення у машинний код. Такий пiдхiд
дозволяє спростити процес компiляцiї та забезпечує бiльшу
гнучкiсть при роботi з рiзними архiтектурами [2, 3, 4].

Для iлюстрацiї розглянемо, як написати промiжний код
для обчислення значень виразу, який мiстить знаки + та ∗.

Уведемо позначення [4]:

R( m) - вмiст комiрки m.

= m− числове значення m.

Нехай у нас є машина, яка має один робочий регiстр -
суматор або регiстр результату.

Маємо ще набiр команд, якi виглядають так:
Команда Значення
Load m R(m)→ суматор
Add m суматор +R(m)→ суматор
Mpy m суматор ∗R(m)→ суматор
Store m суматор → R(m)

Load = m m→ суматор
Add = m суматор +m→ суматор
Mpy = m суматор ∗m→ суматор
За допомогою дерева, що отримується в процесi синтакси-

чного аналiзу й iнформацiї, яка зберiгається в таблицi iден-
тифiкаторiв, i чисел можна побудувати промiжний код. На
практицi побудова дерева i генерацiя коду часто вiдбувається
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одночасно, але для розумiння будемо вважати, що спочатку
будуємо дерево, а потiм код.

2.5.2 Побудова промiжного коду

Розглянемо спосiб побудови коду, який має назву: «Син-
таксично-керований метод перегляду». В цьому методi кожнiй
вершинi n дерева вiдповiдають деякi команди промiжного ко-
ду. Код для вершини n отримується об’єднанням кодiв прямих
нащадкiв вершини n i деяких визначених команд.

У процесi генерацiї промiжного коду потрiбно обробляти
рiзнi типи вершин.

Зауважимо, що для випадкiв типу cost := (price+tax)∗0.98
iснує тiльки три типи вершини дерева: додавання, множення
та присвоєння [2, 3, 4].

n

m1
:=
m2

△
m3

а) Вершина типу присвоєння

n

△
m1

+
m2

△
m3

б) Вершина типу додавання
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n

△
m1

*
m2

△
m3

в) Вершина типу множення

Уведемо позначення [4]:

C(n) - частина промiжного коду, що вiдповiдає вершинi n.
l(n) - рiвень вершини n.

l(n) =

{
0, якщо немає нащадкiв
max1≤i≤k l (ni) + 1, ni − нащадки вершини n

Визначимо код для кожного типу вершини:
1)

• Якщо n – лист, який вiдповiдає iдентифiкатору, то C(n)
– це iм’я змiнної, яке вiдповiдає iдентифiкатору (напри-
клад, cost).

• Якщо n – лист, який вiдповiдає дiйсному числу, то C(n)
– дiйсне число (наприклад, = 0.98).

• Якщо n – лист, який вiдповiдає лексемам < + >, < ∗ >,
<:=>, то їм не вiдповiдає нiякий код.

2) Якщо n – вершина типу a), m1,m2,m3 – нащадки, тодi
код цiєї вершини:

C(n)→ Load C(m3)

Store C(m1)

3) Якщо n – вершина типу б), m1,m2,m3 – нащадки, то
вершинi вiдповiдає такий код:

C(n)→ C(m3)
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Store $l(n)

Load C(m1)

Add $l(n)

4) Якщо n – вершина типу в), m1,m2,m3 – нащадки, тодi
код цiєї вершини:

C(n)→ C(m3)

Store $l(n)

Load C(m1)

Mpy $l(n)

Доповнимо дерево рiвнями вершин (значення в дужках
бiля iменi вершини) i кодами листiв:

n3

<iд, p1> <:=> n2

n1

<iд, p2> <+> <iд, p3>

<*> <дч, q1>

n3(3)

<iд, p1>(0)
cost

<:=>(0) n2(2)

n1(1)

<iд, p2>(0)
price

<+>(0) <iд, p3>(0)
tax

<*>(0) <дч, q1>(0)
=0.98
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Для виразу cost := (price+ tax) ∗ 0.98 обчислимо коди вер-
шин для вiдповiдного дерева:

Код C(n1) Код C(n2) Код C(n3)

tax = 0.98 Load C(n2)

Store $1 Store $2 Store cost
Load price Load C(n1)

Add $1 Mpy $2

Пiдставимо код C(n1) в код C(n2), пiсля цього - код C(n2)
в код C(n3). Отримаємо код, який вiдповiдає вершинi C(n3) :

Код C(n1) Код C(n2) Код C(n3)

tax Load = 0.98 Load = 0.98

Store $1 Store $2 Store $2

Load price Load tax Load tax
Add $1 Store $1 Store $1

Load price Load price
Add $1 Add $1

Mpy $2 Mpy $2

Store cost

Отже код, який вiдповiдає кореню дерева, має вигляд [4]:

Load =0.98

Store $2

Load tax

Store $1

Load price

Add $1

Mpy $2

Store cost
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Цей код вiдповiдає оператору присвоєння, cost := (price +
tax) ∗ 0.98.

2.6 Оптимiзацiя промiжного коду

Пiсля генерацiї промiжного коду часто застосовуються ме-
тоди оптимiзацiї, якi дозволяють покращити швидкодiю та
зменшити розмiр програми [1].

Пiд оптимiзацiєю коду мають на увазi спробу зробити про-
граму або бiльш ефективною (швидкодiючою) або бiльш ком-
пактною. Можна спробувати перетворити програму в будь-
який спосiб, але при перетвореннях вона повинна зберiгати
свою здатнiсть виконувати потрiбнi дiї.

Оптимiзацiю можна реалiзувати на рiзних стадiях проце-
су:

• Працювати з первинною програмою, вносити в неї полi-
пшення ще на раннiх етапах.

• Оптимiзувати структури, якi утворюються пiсля прове-
дення синтаксичного аналiзу, для полiпшення їх ефе-
ктивностi та продуктивностi.

• Працювати з промiжним кодом, вдосконалюючи його
перед перетворенням у машинний код або виконанням.

Основнi стратегiї оптимiзацiї:

• Усунення зайвих операцiй: Якщо операцiя не змiнює
результат (наприклад, додавання нуля або множення на
одиницю), її можна вилучити.

• Об’єднання операцiй: Можна об’єднувати кiлька по-
слiдовних операцiй (наприклад, додавання та множен-
ня), щоб зменшити кiлькiсть команд.

• Перерахування промiжних результатiв: Якщо одне
й те саме значення обчислюється кiлька разiв, його мо-
жна зберiгати в тимчасових змiнних.
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Розглянемо правила оптимiзацiї промiжного коду [4]:
1) Операцiя «+» є комутативною в тому випадку, коли на

Add b не передавалось управлiння.

Load a

Add b

}
⇔

{
Load b

Add a

2) Операцiя «*» є комутативною

Load a

Mpy b

}
⇔

{
Load b

Mpy a

3) Послiдовнiсть команд вигляду

Store a

Load a

можна вилучити, при умовi, що надалi комiрка a не буде ви-
користовуватись, або не буде заповнена безпосередньо перед
використанням.

4) Послiдовнiсть команд вигляду

Load a

Store b

можна вилучити, при умовi, що за нею йде iнший оператор
Load a i немає переходу до Store b, а наступнi входження b
будуть замiненi на a до того моменту, поки знову не з’явиться
оператор Store b.

Оптимiзуємо отриманий нами промiжний код, використо-
вуючи правила оптимiзацiї.
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Load =0.98 Load =0.98
Store $2 Store $2 Load =0.98
Load tax Load tax Store $2 Load tax
Store $1 Store $1 Load tax Add price

Load price Load $1 Add price Mpy =0.98
Add $1 Add price Mpy $2 Store cost
Mpy $2 Mpy $2 Store cost

Store cost Store cost
Взагалi кажучи, перетворень може бути багато i застосо-

вувати їх можна в рiзних комбiнацiях.
Для виразу y := (x1 + x2) * 0.5 процес оптимiзацiї вiдбу-

вається так:
Load =0.5 Load =0.5
Store $2 Store $2 Load =0.5
Load x2 Load x2 Store $2 Load x2

Store $1 1⇒ Store $1 3⇒ Load x2 4⇒ Add x1
Load x1 Load $1 Add x1 Mpy =0.5
Add $1 Add x1 Mpy $2 Store y
Mpy $2 Mpy $2 Store y
Store y Store y

Над стрiлками пiдписано номера правил оптимiзацiї. Жир-
ним вiдмiченi фрагменти коду, якi беруть участь в оптимiза-
цiї.

Зауваження

Програми складаються не тiльки з операторiв присвоєння.
Всi iншi конструкцiї мови в подiбний спосiб перетворюються у
промiжний код. Часто синтаксичний аналiз (побудова дерева)
i генерацiя коду вiдбуваються паралельно.

2.7 Генерацiя машинного коду

Асемблювання є останнiм кроком, на якому промiжний
код перетворюється у машинний. Цей процес полягає в транс-
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формацiї промiжного коду в команди, якi можуть бути вико-
нанi процесором або вiртуальною машиною.

При створеннi машинного коду необхiдно виконати такi
завдання:

1) розташування даних у пам’ятi;

2) визначення методу доступу до цих даних;

3) вибiр регiстрiв для проведення обчислень.

2.8 Аналiз помилок

На бiльшостi етапiв роботи мовного процесора вiдбуває-
ться виявлення помилок. Помилки можуть бути рiзноманi-
тними, наприклад:

• помилки, коли вхiднi символи не формують жодної ле-
ксеми;

• помилки, коли вхiдна програма може бути роздiлена на
лексеми, але їхня послiдовнiсть не вiдповiдає синтакси-
чним правилам;

• помилки, коли синтаксична структура програми правиль-
на, але генерацiя коду неможлива. Це трапляється, на-
приклад, якщо змiнна не була оголошена [9].

Для виявлення та обробки помилок використовуються ме-
ханiзми аналiзу помилок, такi як таблицi символiв, стековi
механiзми та евристичнi методи виправлення [7].

Пiсля виявлення помилки компiлятор може:

• надати повiдомлення про помилку та припинити свою
роботу;

• видати повiдомлення, iгнорувати помилку, дати поради
щодо її корекцiї та продовжити обробку для виявлення
додаткових помилок.
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На етапах лексичного, синтаксичного та семантичного ана-
лiзу початкова програма розбивається на складовi частини.
Етапи генерацiї промiжного коду, оптимiзацiї та створення
машинного коду вiдповiдають за формування об’єктної про-
грами. Усi фази компiляцiї використовують таблицi символiв
i працюють iз помилками.

Залежно вiд складностi мовного процесора, деякi з цих
етапiв можуть бути пропущенi або об’єднанi у єдиний модуль.

Можливу модель компiлятора можна зобразити у виглядi
такої схеми:

Початкова програма

Лексичний аналiз

Синтаксичний аналiз

Генерацiя промiжного коду

Оптимiзацiя

Генерацiя машинного коду

Об’єктна програма

Робота з таблицями

Аналiз помилок

2.9 Взаємодiя етапiв компiляцiї

У рiзних компiляторах етапи компiляцiї можуть викону-
ватися паралельно або послiдовно.

Наприклад:

• Однопрохiдний компiлятор: усi етапи виконуються
паралельно, з мiнiмальним використанням пам’ятi.
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• Багатопрохiдний компiлятор: програма проходить че-
рез кiлька етапiв, результати кожного з яких зберiгаю-
ться у файлах.

Цей пiдхiд дозволяє зменшити використання оператив-
ної пам’ятi, але збiльшує час виконання через багатора-
зове читання та запис файлiв.

Приклад багатопрохiдної компiляцiї

Розглянемо трипрохiдний компiлятор, в якому:
(1) – вихiдний текст програми,
(2) – набiр лексем,
(3) – код у промiжному поданнi,
(4) – результат у виглядi машинного коду.

Лексичний аналiз

Робота з таблицямиСинтаксичний
аналiз i гене-
рацiя промi-
жного коду

Генерацiя
машинного коду

(2)

(3)

(4)

(1)

Проходи компiлятора вiдбуваються наступним чином:

1. Початкова програма перетворюється на послiдовнiсть
лексем.
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2. Лексеми перетворюються на промiжний код.

3. Промiжний код перетворюється на машинний код.

Висновки

Отже, розробка мовних процесорiв — це складний багато-
ступеневий процес, що включає аналiз, оптимiзацiю та генера-
цiю коду. Кожен етап має важливе значення для забезпечення
коректностi та ефективностi програмного забезпечення [8, 4].

Контрольнi запитання та завдання

1. Поняття мовного процесора, типи мовних
процесорiв

1. Що таке мовний процесор? Якi його основнi завдання?

2. Якi типи мовних процесорiв ви знаєте? Пояснiть їх вiд-
мiнностi.

3. У чому переваги компiляторiв перед iнтерпретаторами?

4. Як працюють гiбриднi системи мовних процесорiв? На-
ведiть приклади.

5. Що таке крос-компiлятори та препроцесори? Для чого
вони використовуються?

2. Основнi фази мовного процесора

1. Якi фази компiляцiї виконує мовний процесор?

2. Що таке лексичний аналiз? Якi його результати?

3. Як будується таблиця символiв? Яка її роль у компiля-
цiї?
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4. Що таке синтаксичний аналiз? Якi структури вiн ство-
рює?

5. Якi основнi завдання виконує семантичний аналiз?

6. Що таке генерацiя промiжного коду? Яке його призна-
чення?

7. Як оптимiзується промiжний код? Якi основнi правила
оптимiзацiї?

8. Як виконується генерацiя машинного коду? Якi задачi
розв’язуються на цьому етапi?

3. Лексичний аналiз

1. Що таке лексеми? Наведiть приклад розбиття програми
на лексеми.

2. Як лексичний аналiзатор представляє лексеми для подаль-
шої обробки?

3. Якi типи помилок може виявити лексичний аналiз?

4. Робота з таблицями

1. Для чого використовуються таблицi символiв у компi-
ляторах?

2. Якi основнi види таблиць символiв застосовуються у мов-
них процесорах?

3. Як використовуються хеш-таблицi для зберiгання iнфор-
мацiї про iдентифiкатори?

4. Якi методи використовуються для розв’язання колiзiй у
хеш-таблицях?
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5. Синтаксичний аналiз

1. Якi основнi завдання синтаксичного аналiзу?

2. Що таке дерево синтаксичного розбору? Як його побу-
дувати для заданого виразу?

3. Що таке рiвень вершини?

4. Як використовуються тимчасовi змiннi в промiжному
кодi?

5. Як враховуються прiоритети операторiв пiд час синта-
ксичного аналiзу?

6. Генерацiя та оптимiзацiя промiжного коду

1. Що таке промiжний код? Як його формують?

2. Якi основнi команди використовуються в промiжному
кодi?

3. Якi чотири правила оптимiзацiї промiжного коду ви зна-
єте? Пояснiть їх на прикладах.

7. Генерацiя машинного коду

1. Що таке генерацiя машинного коду? Як вона пов’язана
з промiжним кодом?

2. Якi завдання вирiшуються на етапi генерацiї машинного
коду?

8. Аналiз помилок

1. Якi типи помилок може виявити компiлятор?

2. Як компiлятор обробляє помилки, щоб не переривати
процес компiляцiї?
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9. Взаємодiя етапiв компiляцiї

1. У чому рiзниця мiж однопрохiдним i багатопрохiдним
компiляторами?

2. Як взаємодiють рiзнi етапи компiляцiї?

3. Що собою являє багатопрохiдний компiлятор? Пояснiть
його роботу.

Глосарiй

Мовний процесор — програма, яка перетворює вихiдний код,
написаний мовою програмування високого рiвня, у фор-
му, яку може виконати комп’ютер. Це може включати
компiляцiю, iнтерпретацiю або використання гiбридних
пiдходiв .

Компiлятор — програма, яка перетворює вихiдний код у ма-
шинний код для конкретної платформи. Наприклад, мо-
ви C та C++ зазвичай використовують компiлятори.

Iнтерпретатор — програма, яка виконує вихiдний код без
попередньої компiляцiї, обробляючи його команду за ко-
мандою. Приклади мов: Python, JavaScript.

Гiбридна система — мовний процесор, який використовує
байт-код, що виконується вiртуальною машиною (напри-
клад, JVM або CLR). Приклади мов: Java, C#.

Крос-компiлятор — компiлятор, який створює код для ви-
конання на iншiй платформi, нiж та, на якiй вiн працює.

Препроцесор — програма, яка забезпечує обробку коду пе-
ред основною компiляцiєю, наприклад, розширення ма-
кросiв або включення файлiв.
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Лексичний аналiз — етап компiляцiї, на якому вхiдний текст
програми розбивається на лексеми — найменшi значущi
одиницi, такi як ключовi слова, iдентифiкатори, опера-
тори та числовi значення.

Синтаксичний аналiз — етап компiляцiї, на якому перевi-
ряється вiдповiднiсть коду правилам граматики мови
програмування, створюючи дерево синтаксичного роз-
бору.

Семантичний аналiз — етап компiляцiї, на якому перевiря-
ється коректнiсть використання змiнних, операторiв та
iнших елементiв мови, що гарантує, що програма вiдпо-
вiдає певним правилам мови програмування.

Промiжний код — представлення програми у виглядi, який
є промiжним мiж вихiдним кодом i машинним кодом.
Використовується для подальшої оптимiзацiї та генера-
цiї машинного коду.

Оптимiзацiя коду — процес полiпшення промiжного або ма-
шинного коду для збiльшення швидкодiї або зменшення
розмiру програми.

Машинний код — код, який може виконуватися процесо-
ром або вiртуальною машиною без додаткової обробки.

Лексема — найменша значуща одиниця тексту програми, та-
ка як ключове слово, iдентифiкатор, оператор або число-
ве значення.

Дерево синтаксичного розбору — iєрархiчна структура, яка
представляє синтаксичну структуру програми, створена
пiд час синтаксичного аналiзу.

Таблиця символiв — структура даних, яка зберiгає iнфор-
мацiю про iдентифiкатори, їх типи, областi видимостi та
iншi атрибути.
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Хеш-таблиця — структура даних, яка використовується для
швидкого пошуку iнформацiї про iдентифiкатори за до-
помогою хеш—функцiї.

Вiртуальна машина — програмне середовище, яке виконує
байт-код, згенерований компiлятором для гiбридних мов
програмування, таких як Java або C# .
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Тема II. Формальнi мови i граматики

1 Означення формальних мов

1.1 Алфавiти та ланцюжки

Алфавiт (або словник) V — це скiнченна множина сим-
волiв [1].

Словом (або ланцюжком) в алфавiтi V називається по-
слiдовнiсть символiв, якi належать до V .

Множина всiх можливих скiнченних слiв, що утворенi з
елементiв V , позначається V ∗ [1, 4].

Важливо зазначити, що ця множина нескiнченна. До V ∗

також належить порожнє слово (слово нульової довжини), яке
позначається символом ε.

Пiдмножину V ∗ \ {ε} позначають V +, а слово вигляду wn

утворюється шляхом повторення слова w ∈ V + n разiв. Якщо
n = 0, то w0 = ε [1].

Формальне означення ланцюжкiв

Формально, ланцюжок x в алфавiтi V визначається так
[15, 1]:

1. ε — це ланцюжок у V .
2. Якщо x — це ланцюжок у V , а a ∈ V , то xa також є

ланцюжком у V .
3. Жоден iнший об’єкт не є ланцюжком, окрiм тих, що

визначенi в пунктах 1 i 2.

Операцiї над ланцюжками

Зчеплення (конкатенацiя) двох ланцюжкiв x i y позна-
чається xy i утворюється шляхом об’єднання послiдовностей
символiв iз x та y [4].

Приклад : якщо x = ab, а y = cd, то xy = abcd.
Iншi поняття:
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Префiкс: u — це префiкс ланцюжка x, якщо iснує v, таке
що x = uv.

Суфiкс: v — це суфiкс ланцюжка x, якщо iснує u, таке
що x = uv.

Пiдланцюжок: z — це пiдланцюжок x, якщо iснують u
та v, такi що x = uzv.

Довжина ланцюжка |x| визначається як кiлькiсть сим-
волiв у x.

1.2 Формальна мова

Будь-яка пiдмножина множини V ∗ називається формаль-
ною мовою [15]. У подальшому текстi цей термiн будемо ско-
рочено називати мовою. Мова за словником V позначається
LV або просто L, якщо контекст використання алфавiту V
очевидний.

Приклади мов [2]

1. V1 = {a}, L1 = {ε, a, aa, aaa, . . . } = {an | n ≥ 0}. Мова
нескiнченна.

2. Iдентифiкатором є послiдовнiсть букв i цифр, що по-
чинається з букви.
Наприклад, для алфавiту V2 = {p, q, 1}, множина iдентифiка-
торiв нескiнченна: {p, q, p1, pp, pq, q1, qp, qq, . . . }.

3. V3 = {p, q, r}, L3 = {pnqnrn | n ≥ 0}.
Наприклад, ppqqrr ∈ L3, але rrqqpp /∈ L3.

4. V4 = {p}, L4 = {α ∈ V ∗ | |α| = 2k, k = 0, 1, . . . }.
Наприклад, pppp ∈ L4, але ppp /∈ L4.

5. V5 = {p, q, r}, L5 = {pnqmrk | n,m, k ≥ 0}.
Наприклад, ppppqqrr ∈ L5, але rrqqpp /∈ L5.

6. V6 = {p, q, r}, L6 = {x | кiлькiсть входжень p, q i r
однакова}.

Наприклад, rrpqpq ∈ L6, але rrp /∈ L6.
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Проблема належностi

Задача належностi визначає, чи належить слово w мовi
L. Для розв’язання цiєї задачi мова зазвичай задається кiн-
цевим описом, що включає структуру її елементiв. Часто ви-
користовується синтаксичний аналiз для перевiрки структури
слова [7, 8].

Приклад: структура правильних програм у мовi Паскаль
задається скiнченним набором правил (наприклад, форма Бе-
куса-Наура), якi використовуються для створення синтакси-
чних аналiзаторiв у компiляторах [16].

Регулярнi операцiї над мовами

Розглянемо ключовi регулярнi операцiї, якi можна вико-
нувати над мовами: об’єднання, катенацiю та iтерацiю [6, 15].
Нехай L1, L2 та L позначають довiльнi мови, що визначенi в
алфавiтi V .

• Об’єднання (L1 ∪ L2): Це операцiя, яка формує нову
мову, яка мiстить eсi слова, якi належать або до L1, або
до L2. Формально це множина dсiх слiв w, де w ∈ L1 або
w ∈ L2. Наприклад, об’єднання мов {a, ab} та {a, b, ba}
дає результат {a, b, ab, ba}.

• Катенацiя (конкатенацiя) (L1L2): Це операцiя, яка
формує нову мову шляхом поєднання кожного слова з
L1 з кожним словом з L2. Результатом є мова, що скла-
дається з усiх можливих комбiнацiй vw, де v ∈ L1 та
w ∈ L2. Наприклад, для L1 = {a, bc} i L2 = {x, y} кате-
нацiя дає множину {ax, bcx, ay, bcy}. Якщо L1 = {a, ab}
i L2 = {ε, b}, то катенацiя дає множину {a, ab, abb}.

• Iтерацiя (L∗): Це операцiя, яка формує нову мову, яка
мiстить усi можливi скiнченнi послiдовностi слiв iз L.
Формально це визначається як L∗ = {ε} ∪ L ∪ L2 ∪ . . ..
Тобто L∗ мiстить нескiнченну кiлькiсть слiв, якщо в L є
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непорожнє слово. Наприклад, вираз {ab}∗ задає множи-
ну {ε, ab, abab, ababab, . . . }, а вираз {a, b}{a, b, 1}∗ описує
множину iдентифiкаторiв в алфавiтi {a, b, 1}.

Зазначимо, що операцiя iтерацiї не є похiдною вiд операцiй
катенацiї чи об’єднання, оскiльки вона не може бути виражена
за допомогою скiнченних операцiй [7].

Кожна мова починається з алфавiту та визначає правила
для створення найпростiших виразiв (лексем) i для побудо-
ви складнiших виразiв iз простiших. Цi двi категорiї правил
зазвичай вiдомi як лексична та синтаксична системи мови
[9].

2 Метамова БНФ

Кожному виразу мови, починаючи з найпростiшого, вiд-
повiдає певний змiст, який ми називаємо його семантикою.
Наприклад, у мовах програмування семантика числової ста-
лої — це певне число, яке зберiгається у пам’ятi комп’ютера,
семантика iменi змiнної — це адреса в пам’ятi, яку можна змi-
нювати, а семантика оператора визначає дiї комп’ютера пiд
час виконання цього оператора [4, 7].

Правила, за якими вирази мови отримують свої значення,
формують семантичну систему цiєї мови.

У кожнiй мовi iснує набiр понять. Наприклад, кожен кон-
кретний оператор є реалiзацiєю загального поняття «опера-
тор», а iдентифiкатор — це реалiзацiя поняття «iдентифiка-
тор», що являє собою послiдовнiсть буквено-цифрових симво-
лiв, де перший символ є лiтерою.

Оператор присвоєння, наприклад, мiстить три складовi:
«iдентифiкатор», знак «:=» i «вираз» [7].

Позначення понять мови здiйснюється через нетермiналь-
нi символи, якi ми будемо позначати кутовими дужками, на-
приклад, <iдентифiкатор>. Цi символи не можна подiлити.
Термiнали (лексеми) позначаються апострофами, наприклад,
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’:=’ є термiналом. Комбiнацiя термiналiв та нетермiналiв утво-
рює метавираз [10, 15].

Ось приклад метавиразу:

< iдентифiкатор >′:=′< вираз >′;′

Кожне мовне поняття, яке має вигляд “<поняття>”, мо-
жна записати у формi:

< поняття >::=< метавираз > .

Синтаксичнi правила, що записуються у виглядi “<поняття>
::= <метавираз>”, називаються формами Бекуса—Наура (БНФ)
на честь авторiв цих правил. Вони є стандартним способом
опису граматик i часто скорочуються до абревiатури БНФ
[7, 4]. Лiва частина запису є поняттям, а права частина —
метавиразом. Знак “::=” не є частиною мови, це метасимвол.

Розглянемо приклад. Оператор присвоєння може бути за-
писаний як:

< оператор присвоєння >::=< змiнна >′:=′< вираз >

Цей запис описує загальну структуру оператора присвоєння,
але не визначає конкретний вигляд таких елементiв, як <змiн-
на> та <вираз>. Отже, потрiбно описати синтаксис цих по-
нять [10]. Наприклад, <змiнна> може бути визначена так:

< змiнна >::=< буква >< послiдовнiсть букв i цифр > .

Для цього визначення можуть знадобитися додатковi БНФ
для iнших понять, таких як <буква> та <послiдовнiсть букв
i цифр> [6].

Тепер розглянемо приклад з операторами присвоєння. При-
пустимо, ми маємо змiннi, iмена яких можуть бути лише ’p’,
’q’, ’r’, а вирази праворуч можуть мiстити сталу 3 або 5, iмена
’p’, ’q’, ’r’ або їх суму чи рiзницю. Тодi синтаксис оператора
присвоєння буде таким:
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< оператор присвоєння >::=< змiнна >′:=′< вираз >

де вираз може бути сталим, або iдентифiкатором, або виразом
з операцiями додавання чи вiднiмання:

< вираз >::=< доданок > |

< доданок >′ +′ < доданок > |

< доданок >′ −′ < доданок >

< доданок >::=< константа > | < змiнна >

де:
< константа >::=′ 3′|′5′

< змiнна >::=′ p′|′q′|′r′

Цей набiр правил задає синтаксис оператора присвоєння,
виразiв, сталих значень та iмен, а також множини можливих
значень для кожного з понять [15].

Рекурсивнi БНФ: Цiле число та iдентифiкатор

• <integer> визначає цiле число, яке може бути одини-
чною цифрою або рекурсивно поєднане з iншими цифра-
ми:

< integer >::=< digit >|< integer >< digit >

• <identifier> описує iдентифiкатор, який може бути лi-
терою або рекурсивно поєднаним з iншими лiтерами та
цифрами:

< identifier >::=< letter >|

< identifier >< letter >|

< identifier >< digit >
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• <digit> — це цифра, що може бути будь-якою вiд ’0’ до
’9’:

< digit >::=′ 0′ |′ 1′ |′ 2′ |′ 3′ |′ 4′ |′ 5′ |′ 6′ |′ 7′ |′ 8′ |′ 9′

• <letter> — це будь-яка буква латинського алфавiту (ве-
ликi та малi):

< letter >::=′ A′ |′ B′ | · · · |′ z′.

Сукупнiсть БНФ: Дiйсне число

• <real-number> визначає дiйсне число, яке складається
з цiлої частини, десяткової крапки та дробової частини
[5, 14]:

< real− number >::=< integer − part >′ .′ < fraction >

• <integer-part> може бути порожнiм або складатися з
послiдовностi цифр:

< integer − part >::=< empty >|< digit− sequence >

• <fraction> — це послiдовнiсть цифр:

< fraction >::=< digit− sequence >

• <digit-sequence> — це будь-яка послiдовнiсть цифр:

< digit− sequence >::=< digit >|< digit >

< digit− sequence >

• <empty> позначає порожнє значення:

< empty >::= ε
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Пiдсумуємо: БНФ — це система запису, що складається
з термiналiв, нетермiналiв i метасимволiв [7, 10]. Вона має
чiтко визначену структуру, де нетермiнал, потiм символ “::=”
i правий вираз формують правильний запис.

Семантика БНФ полягає в описi структури та множин
можливих представникiв понять, позначених нетермiналами.
Отже, БНФ є метамовою, яка використовується для опису iн-
ших мов [4].

Iснують рiзнi метамови, деякi з яких застосовуються в
строгих формальних системах, зокрема в логiцi та матема-
тицi. Мова БНФ, описана в цьому контекстi, є неформальним
прикладом формальної метамови – частини мов формальних
граматик. Вона була розроблена спецiально для опису синта-
ксису мов програмування [4, 7].

3 Розширена БНФ

Розглянемо розширену версiю формальних граматик БНФ,
що мiстить додатковi можливостi для зручнiшого запису та
виразностi. Для цього введемо концепцiю еквiвалентностi БНФ:
двi граматики вважаються еквiвалентними, якщо вони опису-
ють одну й ту ж мову [7, 15].

Для зручностi запису еквiвалентних правил БНФ, їх мо-
жна подати бiльш компактно за допомогою додаткових сим-
волiв, таких як “(”, ”)”, “[”, ’]”, “”, ’”. БНФ, що використовує цi
символи, називається розширеною БНФ (РБНФ). Розглянемо
деякi приклади побудови таких граматик.

Нехай лiтери X,Y, Z, . . . , T позначають довiльнi метавира-
зи, що можуть бути порожнiми, а N — будь-який нетермiнал.
Ми можемо замiнити кiлька правил вигляду:

N ::= XZY

та
N ::= XTY
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на одне скорочене правило:

N ::= X(Z | · · · | T )Y.

У цьому випадку метасимволи “(“ та “)” просто групують
альтернативи Z, . . . , T в одну частину виразу, не змiнюючи їх
значення. Наприклад, правила

<вираз> ::= <доданок>′ +′ <доданок> |

<доданок>′ −′ <доданок>

можна замiнити на

<вираз> ::= <доданок>(′+′ |′ −′)<доданок>.

Замiна двох правил вигляду

N ::= XZY

N ::= XY

на таке правило:
N ::= X[Z]Y.

також приводить до еквiвалентної граматики. У цьому випад-
ку квадратнi дужки означають, що частина виразу в серединi
може бути або наявною, або вiдсутньою [10, 14]. Наприклад,
замiсть таких правил:

<вираз> ::= <доданок> |

<доданок>(′+′ |′ −′)<доданок>

можна використовувати правило:

<вираз> ::= <доданок>[(′+′ |′ −′)<доданок>].

53



Iнодi для спрощення можна замiнити складнi поняття на
бiльш простi нетермiнали або навiть на окремi символи. На-
приклад, замiсть нетермiнала <доданок> з попереднього при-
кладу можна використати метавирази типу:

<доданок> ::= <константа> | <змiнна> |
′1′ |′ 2′ |′ x′ |′ y′ |′ z′

Отже, початкову сукупнiсть БНФ можна переробити у
бiльш спрощену еквiвалентну форму:

<оператор присвоєння> ::= <змiнна>′ :=′ (′1′ |′ 2′ | <змiнна>)

[(′+′ |′ −′)(′1′ |′ 2′ | <змiнна>)]

<змiнна> ::=′ x′ |′ y′ |′ z′.

Розглянемо приклад використання метасимволiв ”{}”, що
означають iтерацiї. У мовах програмування iдентифiкатор за-
звичай є послiдовнiстю букв та цифр, що починається з лiте-
ри. У цьому прикладi лiтерою буде лише одна з букв A, B,
C, а цифри — це тiльки 0 та 1. Тому iдентифiкатори можуть
виглядати, наприклад, як A, B1, BC, C1CAAB0 тощо. Для опи-
су таких iдентифiкаторiв у виглядi БНФ використаємо такий
запис:

<Iд> ::= <Б>{<Б> | <Ц>}

де

<Б> ::=′ A′ |′ B′ |′ C ′

<Ц> ::=′ 0′ |′ 1′

Можна скоротити це правило, комбiнуючи лiтери та ци-
фри в одному виразi:

<Iд> ::= (′A′ |′ B′ |′ C ′){′A′ |′ B′ |′ C ′ |′ 0′ |′ 1′}.
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У даному випадку фiгурнi дужки {X} позначають усi мо-
жливi послiдовностi виразiв, що можуть бути отриманi з ви-
разу X, включаючи порожнi послiдовностi.

Перетворення рекурсивної БНФ у РБНФ без
прямої рекурсiї

Ми розглядаємо перетворення граматики оператора при-
своєння з рекурсивної форми БНФ (BNF) на розширену фор-
му РБНФ (EBNF). Це дозволяє уникнути прямої рекурсiї, що
може бути складною для обробки парсерами.

Рекурсивна БНФ

У рекурсивнiй формi граматика для оператора присвоєння
та виразу виглядає так:

<oper-assign> ::= <iden>′ :=′ <expr>

<expr> ::= <iden>′ +′ <expr>

| <iden>′ ∗′ <expr>

|′ (′<expr>′)′

| <iden>

- <oper-assign> — оператор присвоєння складається з iден-
тифiкатора (<iden>), знака присвоєння ‘:=‘ та виразу (<expr>).
- <expr> — вираз може бути:

- додаванням або множенням iдентифiкаторiв,
- виразом у дужках,
- або самим iдентифiкатором.
Ця граматика рекурсивна, оскiльки правило для <expr>

мiстить рекурсивне викликання самого себе.
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Перетворення в РБНФ

У розширенiй РБНФ (EBNF) ми можемо записати цю гра-
матику без прямої рекурсiї, використовуючи додатковi кон-
струкцiї, такi як повторення та альтернативи. Ось як це ви-
глядатиме:

<oper-assign> ::= <iden>′ :=′ <expr>

<expr> ::= <iden>{(′+′ |′ ∗′)<term>}

<term> ::=′ (′<expr>′)′

- <oper-assign> залишається незмiнним: оператор присво-
єння складається з iдентифiкатора, знака присвоєння та ви-
разу. - <expr> бiльше не має прямої рекурсiї. Використовуємо
конструкцiю {...}, що означає, що вираз може повторюватися
один або бiльше разiв з операцiями додавання або множен-
ня. - <term> визначається як вираз у дужках, що дозволяє
коректно групувати частини виразу.

Перетворення з BNF в EBNF дозволяє уникнути проблеми
нескiнченної рекурсiї i спрощує побудову парсерiв.

Розширена форма БНФ (EBNF) для слiв, якi
вiдповiдають масцi

Маска: ab:f::

Опис

Метасимвол – :
Змiст метасимволу – непорожнiй ланцюжок бiнарних цифр.

Слова, що вiдповiдають масцi

Слова: ab1100f01, ab000f00, ab1f011.
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EBNF для слiв

⟨word⟩ ::= ’ab’⟨meta⟩’f’⟨meta⟩⟨meta⟩
⟨meta⟩ ::= (0 | 1){0 | 1}.

Пояснення

- Нетермiнал <word> визначає загальну структуру слова.
- Нетермiнал <meta> описує непорожнiй ланцюжок, що скла-

дається iз символiв 0 та 1.

4 Граматики Хомського. Основнi
поняття

Граматика Хомського є формальною системою, що опису-
ється четвiркою G = (N,T, P, S). Тут [4, 9]:

• T — алфавiт описуваної мови, який складається з мно-
жини термiнальних символiв (термiналiв);

• N — множина нетермiнальних символiв, якi використо-
вуються для позначення понять мови;

• P — набiр правил виведення (продукцiй) виду v → w, де

v ∈ (T ∪N)∗N(T ∪N)∗, w ∈ (T ∪N)∗,

тобто лiва частина правила повинна мiстити принайм-
нi один нетермiнал, а права є довiльною послiдовнiстю
символiв з T ∪N ;

• S — початковий нетермiнал iз множини N , що представ-
ляє головне поняття мови.

Множина продукцiй P є скiнченною пiдмножиною множи-
ни всiх можливих правил вигляду v → w. Якщо (n,w) ∈ P ,
то в граматицi G iснує правило n → w. Якщо u → v ∈ P i
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ланцюжок α мiстить u як пiдланцюжок, то замiнивши u на v
у α, ми отримаємо новий ланцюжок, що також породжується
граматикою G.

Граматика може бути записана як у формалiзмi Хомсько-
го, так i у форматi БНФ (Backus-Naur Form). Порiвняємо оби-
два пiдходи на прикладi граматики, що генерує 4 речення.

Граматика у формалiзмi Хомського
(на прикладi граматики, яка генерує 4 речення)

Формалiзацiя:

G = (N,T, P, S),

де:

• T = {заняття, викладач, проводить}— термiнальний ал-
фавiт.

• N = {S,N, V } — множина нетермiналiв:

– S — речення,

– N — iменник,

– V — дiєслово.

• P — множина правил:

S → N V N,

N → заняття,
N → викладач,
V → проводить.

Формалiзацiя у форматi БНФ:

<S> ::= <N> <V> <N>
<N> ::= "заняття" | "викладач"
<V> ::= "проводить"
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Виведення ланцюжкiв за допомогою граматики

У данiй граматицi ми виконаємо всi чотири можливi виве-
дення ланцюжкiв iз використанням подвiйної стрiлки ⇒ для
позначення крокiв виведення [9].

1. Виведення 1:

S ⇒ N V N,

⇒ заняттяV N,

⇒ заняття проводитьN,

⇒ заняття проводить викладач.

2. Виведення 2:

S ⇒ N V N,

⇒ викладачV N,

⇒ викладач проводитьN,

⇒ викладач проводить заняття.

3. Виведення 3:

S ⇒ N V N,

⇒ заняттяV N,

⇒ заняття проводитьN,

⇒ заняття проводить заняття.

4. Виведення 4:

S ⇒ N V N,

⇒ викладачV N,

⇒ викладач проводитьN,

⇒ викладач проводить викладач.

Отже, граматика G породжує такi речення:
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• заняття проводить викладач,

• викладач проводить заняття,

• заняття проводить заняття,

• викладач проводить викладач.

Приклад граматики, яка продукує нескiнченну
кiлькiсть слiв

N = {S,A,B,C}, T = {a, b, c}

P :

S → ABC

A→ aA | a
B → bB | b
C → cC | c

Приклад виведення

S ⇒ ABC

⇒ aABC

⇒ aaABC

⇒ aaaBC

⇒ aaabC

⇒ aaabcC

⇒ aaabcc

Опис граматики

Граматика описує слова, якi:

• починаються з однiєї або бiльшої кiлькостi символiв a;
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• за якими йде один або бiльше символiв b;

• i далi один або бiльше символiв c.

Мова, описана цiєю граматикою, має нескiнченну кiль-
кiсть виведень [9].

Позначення продукцiй

Для зручностi запису правила можуть бути об’єднанi:

• v → w1 i v → w2 записують як v → w1 | w2,

• v → w1uw2 записують як v → w1[u]w2,

• v → v1u1v2 i v → v1u2v2 записують як v → v1(u1 | u2)v2.

Приклад граматики

Розглянемо граматику G1 = ({A,B,C,D}, {a, 1, 2}, P,A),
де

P = {A→ BC, A→ BD, A→ B, B → a, C → 1, D → 2}.

Цю граматику можна переписати в скороченiй формi:

P = {A→ B[C | D], B → a, C → 1, D → 2}.

Задання мови граматикою

Мова, що задається граматикою G, визначається через та-
кi поняття:

1. Вводиться вiдношення безпосередньої виводимостi, по-
значене як ⇒G:

v ⇒G w, якщо v = x1ux2, w = x1yx2, u→ y ∈ P.

Наприклад, у граматицi G1: BC ⇒ aC за допомогою
B → a, а aC ⇒ a1 за допомогою C → 1.
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2. Визначається вiдношення виводимостi, позначене як⇒∗
G:

v ⇒∗
G w, якщо v = w або iснує послiдовнiсть

v ⇒ w1 ⇒ · · · ⇒ w.

Наприклад, у G1: BC ⇒∗
G a1, оскiльки BC ⇒ aC ⇒ a1.

3. Слово u називається вивiдним, якщо S ⇒∗
G u. Всi такi

слова утворюють мову L(G):

L(G) = {u | u ∈ T ∗ та S ⇒∗
G u}.

Еквiвалентнiсть граматик

Двi граматики називаються еквiвалентними, якщо вони
задають одну й ту саму мову. Наприклад:

Ḡ1 = ({A}, {a, 1, 2}, {A→ a[1 | 2]}, A)

еквiвалентна G1, а граматика

G2 = ({I, L,D}, {a, . . . , z, 0, . . . , 9},

{I → L|IL|ID,L→ a| . . . |z,D → 0| . . . |9}, I)

еквiвалентна Ḡ2:

Ḡ2 = ({I, C}, {a, . . . , z, 0, . . . , 9},

{I → (a | · · · | z)C, C → ε | C(a | · · · | z | 0 | · · · | 9)}, I)

Зазначимо. що граматики G2 i Ḡ2 описують множину iден-
тифiкаторiв в алфавiтi {a, . . . , z, 0, . . . , 9}.
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Додатковi позначення

• Символи a, b, . . . , 0, 1, . . . , 9 позначають термiнали.

• Лiтери A,B,C,D,E, S позначають нетермiнали.

• Символи E,S вказують на початковi нетермiнали.

• U, V, . . . , Z можуть бути термiналами або нетермiналами.

• α, β — ланцюжки, що мiстять термiнали та нетермiнали.

• u, v, . . . , z — ланцюжки, якi мiстять лише термiнали.

Класифiкацiя граматик Хомського. Приклади

Граматики класифiкують залежно вiд структури їх пра-
вил. Нижче наведено класифiкацiю, що отримала назву iє-
рархiя Хомського [4, 6].

Означення 1

Граматика G називається праволiнiйною (або лiволiнiй-
ною), якщо всi правила з P мають вигляд:

A→ wB (або A→ Bw),

де w ∈ T ∗, A,B ∈ N .

Приклад

Розглянемо граматику G з такими правилами:

S → aA, A→ bB, B → c.

Ця граматика є праволiнiйною, оскiльки всi правила вiдповiд-
ають формату A→ wB.
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Приклади граматик: праволiнiйна та лiволiнiйна

1. Непорожнiй ланцюжок бiнарних цифр (двiйковi
числа)

Лiволiнiйна граматика:

Gleft = (N,T, P, S)

• N = {S} (нетермiнальнi символи),

• T = {0, 1} (термiнальнi символи),

• P = {S → 0, S → 1, S → S0, S → S1} (правила
продукцiї),

• Початковий символ: S.

2. Трiйковi числа (зокрема, порожнiй ланцюжок)

Праволiнiйна граматика:

Gright = (N,T, P, S)

• N = {S} (нетермiнальнi символи),

• T = {0, 1, 2} (термiнальнi символи),

• P = {S → 0S, S → 1S, S → 2S, S → ε} (правила
продукцiї),

• Початковий символ: S.

Означення 2

Граматика G називається контекстно-вiльною, якщо всi
правила з P мають вигляд

A→ α, A ∈ N, α ∈ (T ∪N)∗.
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Приклад

Розглянемо граматику:

S → aSb | ε.

Ця граматика контекстно-вiльна, оскiльки лiвою частиною ко-
жного правила є лише один нетермiнал.

Приклад

Розглянемо контекстно-вiльну граматику G, яка генерує
слова, що вiдповiдають масцi ab:f:: з метасимволом :, де:

• a, b, f — фiксованi символи;

• : позначає мiсце для непорожнього ланцюжка бiнарних
цифр (0 або 1).

Слова, якi вiдповiдають масцi:

• ab1100f01

• ab000f00

• ab1f011

Граматика

Граматика G задається у виглядi

G = (N,T, P, S),

де

• N = {W,M} — множина нетермiналiв;

• T = {a, b, f, 0, 1} — множина термiналiв;
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• P — множина правил виводу:

P =



W → abMfMM,

M → 0,

M → 1,

M →M1,

M →M0;

• S = W — початковий символ.

Пояснення

• Початковий нетермiнал W задає основну структуру сло-
ва: починається на ab, далi йде M , потiм символ f, за
яким йдуть ще два M .

• Нетермiнал M вiдповiдає за непорожнiй ланцюжок бi-
нарних цифр. За допомогою правил:

M → 0, M → 1, M →M0, M →M1,

M може генерувати будь-який ланцюжок бiнарних сим-
волiв, що є непорожнiм.

Отже, граматика G генерує всi слова, якi вiдповiдають ме-
тасимволу ab:f::, наприклад, ab1100f01, ab000f00, ab1f011,
i багато iнших.

Означення 3

Граматика G називається контекстно-залежною (або не-
скоротною), якщо всi правила з P мають вигляд

α→ β, α ∈ (T ∪N)+, β ∈ (T ∪N)∗, |α| ≤ |β|,

де T — множина термiнальних символiв, а N — множина не-
термiнальних символiв.
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Ключовою особливiстю контекстно-залежних граматик є
те, що вони не допускають правил вигляду A → ε, тобто
виведення порожнього символу. Це означає, що жоден нетер-
мiнальний символ не може бути замiнений на порожню послi-
довнiсть символiв.

Отже, кожне правило контекстно-залежної граматики по-
винно мати лiву частину, яка не коротша за праву частину.
Це забезпечує неможливiсть скорочувати слова пiд час виве-
дення, що дозволяє моделювати мови з бiльш складною стру-
ктурою, нiж це можливо для контекстно-вiльних граматик.

Приклад

Розглянемо граматику

S → aSb | ab.

Ця граматика задає мову парної кiлькостi символiв a та b, де
перша половина ланцюжка збiгається з другою.

Приклад

Нехай задано граматику:

G = ({B,C, S}, {a, b, c}, P, S) ,

де P — множина правил:

S → aSBC | abC,
CB → BC,

bB → bb,

bC → bc,

cC → cc.

Мова, яку генерує ця граматика:

L(G) = {anbncn |n ≥ 1}.
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Покажемо приклад виведення слова aabbcc:

S ⇒ aSBC ⇒ aaBCBC ⇒ aabCBC ⇒

aabBC ⇒ aabbCC ⇒ aabbcC ⇒ aabbcc.

Отже, слово aabbcc ∈ L(G).

Означення 4

Граматика, яка не вiдповiдає жодним обмеженням з Озна-
чень 1–3, називається необмеженою або граматикою загаль-
ного вигляду.

Приклад

Розглянемо граматику

S → aS | b.

Ця граматика не обмежена у виглядi своїх правил.
Iєрархiю граматик з означень 1-4 можна зобразити насту-

пним чином:

Граматика загального виду

Контекстно-залежна

Контекстно-вiльна

Праволiнiйна
Лiволiнiйна
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Означення 5

Праволiнiйна граматика G = (T,N, P, S) називається ре-
гулярною (або автоматною), якщо:

• кожне правило з P , окрiм S → ε, має вигляд A → Ba
або A→ a, де A,B ∈ N , a ∈ T ;

• якщо S → ε ∈ P , то S не з’являється у правих частинах
iнших правил.

Приклади

• G = ({A,S}, {a, b}, P, S), де

P : S → abA | ε, A→ Saa | b.

Ця граматика нерегулярна й неправолiнiйна.

• G = ({A,C, S}, {a, b}, P, S), де

P : S → aC | ε, A→ a, C → bA | bC | ε.

Ця граматика регулярна.

• G = ({S}, {0, 1}, P, S), де

P : S → 0S | 1S | ε.

Ця граматика праволiнiйна, але нерегулярна.

Означення 6

Граматика називається розширеною, якщо вона задається
списком пар:

(Ai, ri), Ai ∈ N, ri — регулярний вираз.

Термiнальний алфавiт T утворюється зi символiв, що входять
у ri, виключаючи елементи N ∪ {(, ), ∗, |}.
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Приклади розширених граматик

• G̃ = {S → AB, B → x | y, A→ z | w}.

• Ḡ = {S → (z | w)(x | y)}.

• G̃ ∼ Ḡ, тобто цi граматики задають одну й ту саму мову.

Контрольнi запитання та завдання

1. Формальнi мови: основнi поняття

1. Що таке алфавiт формальної мови? Наведiть приклад.

2. Як визначається порожнє слово i як воно позначається?

3. Що таке множина V ∗ i якi її властивостi?

4. У чому полягає рiзниця мiж множинами V ∗ i V +?

5. Що таке формальна мова? Як вона позначається?

6. Наведiть приклади нескiнченних i скiнченних формаль-
них мов.

7. Що таке задача належностi? Як вона застосовується до
формальних мов?

2. Операцiї над ланцюжками та мовами

1. Що таке конкатенацiя ланцюжкiв? Наведiть приклад.

2. Пояснiть, що таке префiкс, суфiкс та пiдланцюжок. Дай-
те приклади.

3. Якi основнi регулярнi операцiї застосовуються до фор-
мальних мов?

4. Як визначається iтерацiя мови? Наведiть приклад вико-
ристання.
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5. Як обчислюється об’єднання та конкатенацiя формаль-
них мов?

3. Метамови та граматики

1. Що таке метамова Бекуса—Наура (БНФ)? Яка її мета?

2. Як виглядає запис оператора присвоєння у формi БНФ?
Наведiть приклад.

3. У чому полягає вiдмiннiсть мiж БНФ та розширеною
БНФ (EBNF)?

4. Якi символи використовуються в розширенiй БНФ для
спрощення запису?

5. Як перетворити рекурсивну граматику у БНФ на гра-
матику у EBNF?

4. Граматики Хомського

1. Що таке граматика Хомського? Якi її основнi компонен-
ти?

2. Як визначається граматика у формалiзмi Хомського?

3. Наведiть приклад граматики, яка генерує речення з чо-
тирьох слiв.

4. Як записати граматику у форматi БНФ? Наведiть при-
клад.

5. Що таке продукцiя? Як вона позначається у граматицi?

5. Класифiкацiя граматик Хомського

1. Якi типи граматик видiляються за iєрархiєю Хомського?

2. Що таке праволiнiйна граматика? Наведiть приклад.
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3. Що таке контекстно-вiльна граматика? Наведiть при-
клад.

4. Як вiдрiзнити контекстно-залежну граматику вiд iнших
типiв?

5. Що таке регулярна граматика? Як вона визначається?

Глосарiй

Алфавiт — скiнченна множина символiв, яка використовує-
ться для побудови слiв у формальнiй мовi. Позначається
як V . Наприклад, алфавiт V = {a, b, c}.

Ланцюжок (слово) — послiдовнiсть символiв, що належать
до алфавiту V . Наприклад, для алфавiту V = {a, b},
ланцюжком може бути abab.

Множина V ∗ — множина всiх можливих скiнченних слiв,
утворених з елементiв алфавiту V , включаючи порожнє
слово ε.

Множина V + — множина всiх можливих скiнченних слiв,
утворених з елементiв алфавiту V , без порожнього слова
ε.

Порожнє слово (ε) — слово нульової довжини, яке не мi-
стить жодного символу. Воно є елементом множини V ∗.

Формальна мова — будь-яка пiдмножина множини V ∗. На-
приклад, мова L = {an | n ≥ 0} над алфавiтом V = {a}.

Конкатенацiя — операцiя об’єднання двох ланцюжкiв. Якщо
x = ab i y = cd, то конкатенацiя xy = abcd.

Префiкс — ланцюжок u є префiксом ланцюжка x, якщо iснує
ланцюжок v, такий що x = uv.
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Суфiкс — ланцюжок v є суфiксом ланцюжка x, якщо iснує
ланцюжок u, такий що x = uv.

Пiдланцюжок — ланцюжок z є пiдланцюжком ланцюжка x,
якщо iснують ланцюжки u та v, такi що x = uzv.

Довжина ланцюжка (|x|) — кiлькiсть символiв у ланцюж-
ку x. Наприклад, |abc| = 3.

Задача належностi — задача визначення, чи належить сло-
во w до мови L. Наприклад, чи належить слово abab до
мови L = {ab, ba}.

Метамова Бекуса—Наура (БНФ) — формальна система
для опису синтаксису мов програмування. Використовує
правила вигляду < поняття >::=< метавираз >.

Термiнал — символ, який є частиною алфавiту мови. Напри-
клад, у мовi програмування термiналами можуть бути
ключовi слова, оператори або роздiльники.

Нетермiнал — символ, який використовується для позна-
чення понять у граматицi. Наприклад, < вираз > або
< оператор >.

Граматика Хомського — формальна система, що описує-
ться четвiркою G = (N,T, P, S), де N — множина нетер-
мiналiв, T — множина термiналiв, P — множина правил
виведення, S — початковий нетермiнал.

Праволiнiйна граматика — граматика, у якiй всi правила
мають вигляд A → wB або A → w, де A,B — нетермi-
нали, w — ланцюжок термiналiв.

Контекстно—вiльна граматика — граматика, у якiй всi пра-
вила мають вигляд A→ α, де A — нетермiнал, α — лан-
цюжок термiналiв i нетермiналiв.

73



Контекстно—залежна граматика — граматика, у якiй всi
правила мають вигляд α → β, де |α| ≤ |β|, i α мiстить
принаймнi один нетермiнал.

Регулярна граматика — праволiнiйна граматика, у якiй всi
правила мають вигляд A → aB або A → a, де A,B —
нетермiнали, a — термiнал.

Розширена БНФ (EBNF) — розширена версiя БНФ, яка
дозволяє використовувати додатковi символи, такi як
{}, [], (), для бiльш компактного запису граматик.

Iтерацiя (L∗) — операцiя, яка формує нову мову, що мiстить
всi можливi скiнченнi послiдовностi слiв з мови L, вклю-
чаючи порожнє слово ε.

Катенацiя (L1L2) — операцiя, яка формує нову мову шля-
хом поєднання кожного слова з L1 з кожним словом з
L2.

Об’єднання (L1 ∪ L2) — операцiя, яка формує нову мову,
що мiстить усi слова, якi належать або до L1, або до
L2.
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Тема III. Регулярнi множини i регулярнi
вирази

1 Основнi поняття регулярних множин

Регулярнi множини є фундаментальним поняттям у теорiї
формальних мов [1]. Вони визначаються за допомогою регу-
лярних виразiв, якi описують множини рядкiв, що задоволь-
няють певнi умови. У цiй темi розглянемо основнi визначення,
властивостi та приклади регулярних множин [2].

Нехай V — скiнченний алфавiт.
Регулярна множина в алфавiтi V визначається рекур-

сивно так [1, 4]:

1. ∅ є регулярною множиною над V ;

2. {ε} є регулярною множиною над V ;

3. {a} є регулярною множиною для кожного a ∈ V ;

4. Якщо A i B — регулярнi множини, то

• A ∪B — регулярна множина;
• AB (конкатенацiя) — регулярна множина;
• A∗ (iтерацiя) — регулярна множина.

5. Жодна iнша множина не регулярна.

Отже, множина регулярна, якщо вона може бути отрима-
на за допомогою вказаних операцiй: об’єднання, конкатена-
цiї або iтерацiї з базових випадкiв. Регулярнi множини також
можуть бути описанi за допомогою регулярних виразiв, пра-
волiнiйних граматик, а також автоматiв (детермiнованих чи
недетермiнованих) [1, 4].

Регулярний вираз у алфавiтi V визначається так [1, 5]:

1. ∅ є регулярним виразом, який позначає порожню мно-
жину.
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2. ε є регулярним виразом, який позначає множину, що мi-
стить лише порожнє слово {ε}.

3. Для кожного символу a ∈ V , a є регулярним виразом,
який позначає множину, що мiстить лише цей символ
{a}.

4. Якщо p i q є регулярними виразами, то:

• (p+ q) позначає об’єднання множин P ∪Q.

• (pq) позначає конкатенацiю множин PQ.

• (p)∗ позначає iтерацiю множини P ∗.

5. Жодний iнший вираз не регулярний.

Це рекурсивне означення дозволяє побудувати складнiшi
регулярнi вирази на основi простiших. Регулярнi вирази ши-
роко використовуються для опису формальних мов та для по-
будови лексичних аналiзаторiв [1, 5].

Щоб спростити запис регулярних виразiв, визначимо прi-
оритети операцiй: iтерацiя (∗), конкатенацiя, об’єднання (+).
Можна використовувати й круглi дужки для явного позначе-
ння порядку виконання.

Приклади регулярних виразiв

1. Вираз 10 позначає множину {10};

2. Вираз 1∗ позначає множину {1}∗;

3. Вираз (0 + 1)∗ позначає множину {0, 1}∗;

4. (1 + 0)∗101 — множина всiх рядкiв, що складаються з
символiв алфавiта V = {0, 1} i закiнчуються на 101;

5. (a+ b+ c)(a+ b+ c+ 1 + 2)∗ — множина всiх рядкiв що
складаються з символiв алфавiта V = {a, b, c, 1, 2}, якi
починаються на a, b або c;
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6. (10 + 00)∗(10 + 01)(00 + 11)∗ — множина рядкiв, у яких
кiлькiсть нулiв i одиниць парна.

Для кожного регулярного виразу iснує вiдповiдна регуляр-
на мова, i навпаки, для кожної регулярної мови можна знайти
регулярний вираз. Два регулярнi вирази вважаються рiвними,
якщо вони позначають одну й ту саму регулярну множину
[1, 5].

2 Тотожностi для регулярних виразiв

Нехай p, q, r — регулярнi вирази. Тодi справедливi такi
тотожностi [1, 4]:

1. p+ q = q + p (комутативнiсть об’єднання)

2. (p+ q) + r = p+ (q + r) (асоцiативнiсть об’єднання)

3. p(qr) = (pq)r (асоцiативнiсть конкатенацiї)

4. p+ p = p (iдемпотентнiсть об’єднання)

5. p∅ = ∅p = ∅ (конкатенацiя з порожньою множиною)

6. pε = εp = p (конкатенацiя з порожнiм словом)

7. ∅∗ = ε (iтерацiя порожньої множини)

8. p∗ = p∗p∗ (iтероване повторення)

9. p∗ = ε+ pp∗ (розклад iтерацiї)

10. ∅+ p = p (поглинання порожньої множини
об’єднанням)

11. εp = pε = p (нейтральний елемент для конкатенацiї)

12. p(p∗) = (p∗)p = p∗ (iтерацiя конкатенацiї)
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Доведення першої тотожностi.
Нехай r, q позначають множини R,Q. Тодi r + q позначає

R ∪ Q, а q + r позначає Q ∪ R. Оскiльки R ∪ Q = Q ∪ R, то
r + q = q + r.

Надалi не будемо розрiзняти регулярний вираз i регулярну
мову (вираз a представляє множину {a}).

Теорема

Мова регулярна тодi i тiльки тодi, коли її можна визначити
за допомогою праволiнiйної граматики (без доведення) [1, 4].

3 Побудова регулярного виразу за
праволiнiйною граматикою

Для побудови регулярного виразу за праволiнiйною гра-
матикою використовуються рiвняння з регулярними коефiцi-
єнтами [1, 5].

Розглянемо рiвняння, у яких коефiцiєнти та невiдомi є ре-
гулярними множинами або виразами. Такi рiвняння називаю-
ться рiвняннями з регулярними коефiцiєнтами [4, 5].

Цi рiвняння мають специфiчний вигляд i можуть бути
представленi у формi:

X = αX + β, (1)

де α та β — регулярнi вирази.
Покажемо, що X = α∗β є розв’язком рiвняння (1):

α∗β = α(α∗β) + β.

Для цього розглянемо лiву та праву частини рiвняння:
Лiва частина:

α∗β

Права частина:

α(α∗β) + β = αα∗β + β.
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Оскiльки α∗ позначає множину всiх можливих скiнченних
послiдовностей слiв, якi утворенi символами з α, включаючи
порожню послiдовнiсть, то:

α∗β = {ε, α, αα, ααα, . . . }β.

Кожне слово у α∗β може бути представлене як послiдов-
нiсть символiв з α, можливо порожньої довжини, яка закiн-
чується ланцюжком β. Тодi отримуємо:

α∗β = αα∗β + β.

Отже, X = α∗β є розв’язком рiвняння (1).
Рiвняння з регулярними коефiцiєнтами широко викори-

стовуються у теорiї формальних мов та автоматiв для опи-
су складних структур та властивостей мов. Вони дозволяють
аналiзувати та моделювати поведiнку систем, якi працюють з
регулярними множинами [4, 5].

Для рiвнянь з регулярними коефiцiєнтами може бути не-
скiнченно багато розв’язкiв. Якщо в (1) α представляє ε, то
X = α∗(β + γ) - також розв’язок (1), де γ - довiльний регу-
лярний вираз (β + γ = β + γ + β).

Оскiльки розв’язкiв безлiч, то будемо брати найменший,
який буде називатися найменшою нерухомою точкою. Для
рiвняння (1)

X = α∗β

- найменша нерухома точка.
Розглянемо тепер систему рiвнянь з регулярними коефiцi-

єнтами: 
X1 = α11X1 + α12X2 + . . .+ α1nXn + β1

X2 = α21X1 + α22X2 + . . .+ α2nXn + β2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Xn = αn1X1 + αn2X2 + . . .+ αnnXn + βn

Тут αij , βi — вiдомi регулярнi вирази, Xi — невiдомi
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регулярнi вирази (i, j = 1, 2, . . . , n), α11 ̸= ∅.

Перепишемо перше рiвняння

X1 = α11X1 + β, де β = α12X2 + . . .+ α1nXn + β1.

Найменша нерухома точка цього рiвняння

X1 = (α11)
∗ β.

Використовуючи подiбний пiдхiд для iнших рiвнянь, мо-
жна розв’язати систему рiвнянь з регулярними коефiцiєнтами
[4, 5].

Приклад 1: Розв’язати систему рiвнянь iз регулярними
коефiцiєнтами: 

A1 = (1 + 01∗)A1 +A2

A2 = 1A1 + 00A3 + 11

A3 = ε+A1

Розв’язання:
Розв’язок рiвняння з регулярними коефiцiєнтами

X = αX + β визначається формулою X = α∗β. Використаємо
її:

A1 = (01∗ + 1)∗A2

A3 = ε+A1

A2 = 11 + 1A1 + 00(ε+A1)

A2 = 11 + 00 + (1 + 00)A1

A2 = 11 + 00 + (1 + 00)(01∗ + 1)∗A2

A2 = ((1 + 00)(01∗ + 1)∗)(11 + 00)

A1 = (01∗ + 1)∗(11 + 00)(01∗ + 1)∗(11 + 00)

A3 = ε+ (01∗ + 1)((1 + 00)(01∗ + 1)∗)(11 + 00)

Приклад 2: Побудова регулярного виразу за право-
лiнiйною граматикою
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Розглянемо граматику G = ({S,X, Y }, {0, 1}, P, S), де пра-
вила P виглядають так:

S → 0X | 1S | ε

X → 0Y | 1X

Y → 0S | 1Y

Ця граматика описує мову, в якiй кiлькiсть символiв 0 у
рядках кратна трьом [4, 5].

Система рiвнянь iз регулярними коефiцiєнтами

Для побудови регулярного виразу за цiєю граматикою по-
ставимо у вiдповiднiсть нетермiналам S, X та Y невiдомi ре-
гулярнi вирази:

S → x1, X → x2, Y → x3.

Тодi система рiвнянь з регулярними коефiцiєнтами матиме ви-
гляд: 

x1 = 0x2 + 1x1 + ε

x2 = 0x3 + 1x2

x3 = 0x1 + 1x3

Розв’язання системи рiвнянь

Розв’яжемо систему крок за кроком:
1. Для першого рiвняння:

x1 = 1x1 + 0x2 + ε,

застосовуючи формулу для розв’язку рiвнянь виду X = αX+
β, отримуємо:

x1 = 1∗(0x2 + ε).

2. Для другого рiвняння:

x2 = 1x2 + 0x3
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Аналогiчно, розв’язок:

x2 = 1∗0x3.

3. Для третього рiвняння:

x3 = 1x3 + 0x1,

пiдставляючи x2 у вираз для x3, отримуємо:

x3 = 01∗(0x2 + ε) + 1x3

x3 = 01∗0x2 + 01∗ + 1x3

x3 = 01∗01∗0x3 + 01∗ + 1x3

x3 = (01∗01∗0 + 1∗)︸ ︷︷ ︸
α

x3 + 01∗︸︷︷︸
β

x3 = (01∗01∗0 + 1)∗01∗

x2 = 1∗0(01∗01∗0 + 1)∗01∗

x1 = 1∗(01∗0(01∗01∗0 + 1)∗01∗ + ε)

Останнiй вираз для x1 вiдповiдає початковому нетермiналу, а
отже, описує ту ж саму множину, що й граматика G.

4 Алгоритм побудови праволiнiйної
граматики за регулярним виразом

Для побудови праволiнiйної граматики за регулярним ви-
разом використовуються такi кроки [4, 5]:

1. Для регулярного виразу ∅ граматика описується так:
G = ({S}, T,∅, S).

2. Для регулярного виразу ε граматика описується так:
G = ({S}, T, {S → ε}, S).

3. Для регулярного виразу a, де a ∈ T граматика опи-
сується так: G = ({S}, T, {S → a}, S).
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Нехай маємо два регулярнi вирази l1 та l2, яким вiдпо-
вiдають граматики G1 = (N1, T, P1, S1) та G2 = (N2, T, P2, S2),
де N1 ∩N2 = ∅.

4. Для виразу l1+l2: Граматика G3 = (N1∪N2∪{S3}, T, P1∪
P2 ∪ {S3 → S1 | S2}, S3).

5. Для виразу l1l2: Граматика G4 = (N1 ∪ N2, T, P4, S1),
де:

P4 :


а) Якщо A→ xB ∈ P1, то A→ xB ∈ P4.

б) Якщо A→ x ∈ P1, то A→ xS2 ∈ P4.

в) Всi правила з P2 належать P4.

6. Для виразу (l1)
∗:

Граматика G5 = (N1 ∪ {S5}, T, P5, S5), де:

P5 :


а) S5 → S1 | ε належить P5.

б) Якщо A→ x ∈ P1, то

{
A→ x ∈ P5,

A→ xS5 ∈ P5.

в) Якщо A→ xB ∈ P1, то A→ xB ∈ P5.

Приклад 3. Поставити у вiдповiднiсть регулярному ви-
разу l = (101)∗(010)∗ праволiнiйну граматику.

1.
l1 = 101

P1 : S1 → 101

2.
l2 = 010

P2 : S2 → 010
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3.
l3 = (101)∗

P3 : S3 → S1 | ε
S1 → 101

S1 → 101S3

4.
l4 = (010)∗

P4 : S4 → S2 | ε
S2 → 010

S2 → 010S4

5. Для виразу
l = (101)∗(010)∗

P5 : S3 → S1 | S4

S1 → 101S3

S4 → S2 | ε
S2 → 010

S2 → 010S4

Перепозначимо: S3 = S, S1 = A,S2 = B,S4 = C. Отже,
регулярному виразу l ставиться у вiдповiднiсть праволiнiйна
граматика G = ({S,A,B,C}, {0, 1}, P, S) з правилами

P :

S → A | C
A→ 101C | 101S
C → B | ε
B → 010 | 010C
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Контрольнi запитання та завдання

1. Регулярнi множини i регулярнi вирази

1. Що таке регулярна множина? Як вона визначається ре-
курсивно?

2. Назвiть базовi випадки регулярних множин.

3. Якi операцiї можна застосовувати до регулярних мно-
жин?

4. Як визначаються регулярнi вирази? Наведiть приклади.

5. Пояснiть порядок прiоритетiв операцiй у регулярних ви-
разах.

6. Запишiть регулярний вираз, що позначає множину всiх
рядкiв, якi складаються з 0 i 1 та закiнчуються на 01.

7. Доведiть, що p+ p = p для регулярних виразiв.

8. Що таке тотожностi для регулярних виразiв? Наведiть
приклади.

9. Чи мова регулярна, якщо вона не може бути описана за
допомогою праволiнiйної граматики?

10. Який алгоритм перевiрки рiвностi двох регулярних ви-
разiв?

2. Побудова регулярного виразу за
праволiнiйною граматикою

1. Що таке рiвняння з регулярними коефiцiєнтами? Як ви-
глядає його загальна форма?

2. Як розв’язуються рiвняння виду X = αX + β?

3. Як визначити найменшу нерухому точку для рiвняння
з регулярними коефiцiєнтами?
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4. Як розв’язати систему рiвнянь з регулярними коефiцi-
єнтами?

5. Побудуйте регулярний вираз для наступної праволiнiй-
ної граматики: S → aS | b | ε.

6. Що означає "найменша нерухома точка"для системи рiв-
нянь?

7. Пояснiть кроки побудови системи рiвнянь з регулярними
коефiцiєнтами за праволiнiйною граматикою.

8. Наведiть приклад граматики, що описує множину ряд-
кiв, де кiлькiсть 1 парна.

9. Як розв’язати систему рiвнянь для праволiнiйної грама-
тики, що визначає мову
L = {w | w мiстить парну кiлькiсть символiв a}?

10. Чому для кожної регулярної множини можна побудува-
ти праволiнiйну граматику?

3. Алгоритм побудови праволiнiйної граматики
за регулярним виразом

1. Який вигляд має праволiнiйна граматика для регуляр-
ного виразу ∅?

2. Як побудувати праволiнiйну граматику для регулярного
виразу a, a ∈ T?

3. Опишiть алгоритм побудови граматики для регулярного
виразу виду l1 + l2.

4. Як побудувати граматику для регулярного виразу виду
l1l2?

5. Який вигляд має праволiнiйна граматика для регуляр-
ного виразу (l1)

∗?
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6. Побудуйте граматику для регулярного виразу (ab)∗.

7. Чи iснують рiзнi граматики для одного i того ж регу-
лярного виразу? Пояснiть.

8. Як визначається множина нетермiналiв граматики при
побудовi граматики для регулярного виразу?

9. Побудуйте праволiнiйну граматику для регулярного ви-
разу (01 + 10)∗.

10. Якi властивостi праволiнiйної граматики дозволяють ко-
ректно описати регулярну мову?

Глосарiй

Регулярна множина — множина слiв, яка може бути опи-
сана за допомогою регулярних виразiв. Визначається ре-
курсивно через базовi випадки та операцiї об’єднання,
конкатенацiї та iтерацiї.

Регулярний вираз — формальний запис, який описує регу-
лярну множину. Використовується для задання шабло-
нiв слiв у формальних мовах.

Алфавiт (V ) — скiнченна множина символiв, якi використо-
вуються для побудови слiв у формальнiй мовi.

Порожнє слово (ε) — слово нульової довжини, яке не мi-
стить жодного символу. Є елементом множини V ∗.

Конкатенацiя — операцiя об’єднання двох слiв. Якщо x =
ab i y = cd, то конкатенацiя xy = abcd.

Iтерацiя (L∗) — операцiя, яка формує нову множину слiв,
що мiстить всi можливi скiнченнi послiдовностi слiв з
множини L, включаючи порожнє слово ε.
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Об’єднання (L1 ∪ L2) — операцiя, яка формує нову множи-
ну слiв, що мiстить усi слова з L1 та L2.

Праволiнiйна граматика — граматика, у якiй всi правила
мають вигляд A → wB або A → w, де A,B — нетермi-
нали, w — слово з термiналiв.

Рiвняння з регулярними коефiцiєнтами —рiвняння, у яких
коефiцiєнти та невiдомi є регулярними виразами. Вико-
ристовуються для опису регулярних множин.

Найменша нерухома точка — найменший розв’язок рiвня-
ння з регулярними коефiцiєнтами. Наприклад, для рiв-
няння X = αX + β, найменша нерухома точка — X =
α∗β.

Система рiвнянь з регулярними коефiцiєнтами — набiр
рiвнянь, у яких кожне рiвняння має вигляд Xi = αi1X1+
αi2X2+ · · ·+αinXn+βi, де αij та βi — регулярнi вирази.

Iтерацiя ((l1)∗) — операцiя, яка дозволяє повторювати сло-
во або множину слiв нуль або бiльше разiв. Наприклад,
(ab)∗ описує множину слiв {ε, ab, abab, ababab, . . . }.

Праволiнiйна граматика за регулярним виразом — ал-
горитм побудови граматики, яка описує мову, задану ре-
гулярним виразом. Використовує правила вигляду A→
wB або A→ w.

Регулярна мова — мова, яка може бути описана за допо-
могою регулярного виразу, праволiнiйної граматики або
скiнченного автомата.

Тотожностi для регулярних виразiв — набiр правил, якi
дозволяють спрощувати регулярнi вирази. Наприклад,
p+ p = p, p∅ = ∅, p∗ = p∗p∗.

Порожня множина (∅) —множина, яка не мiстить жодно-
го слова. Є регулярною множиною.
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Мова (L) — множина слiв, якi належать до певної формаль-
ної мови. Наприклад, мова L = {an | n ≥ 0} над алфавi-
том V = {a}.

Нетермiнал — символ, який використовується у граматицi
для позначення понять. Наприклад, S, A, B.

Термiнал — символ, який є частиною алфавiту мови. Напри-
клад, a, b, 0, 1.

Правило виведення (P ) — правило, яке описує, як нетер-
мiнали можуть бути замiненi на iншi нетермiнали або
термiнали. Наприклад, S → aB.

Початковий нетермiнал (S) —нетермiнал, з якого почина-
ється виведення слiв у граматицi.

Система рiвнянь для граматики — набiр рiвнянь, якi опи-
сують залежностi мiж нетермiналами граматики. Вико-
ристовується для побудови регулярних виразiв за гра-
матикою.

Регулярний вираз за граматикою — вираз, який описує
мову, задану граматикою. Отримується шляхом розв’язання
системи рiвнянь з регулярними коефiцiєнтами.

Алгоритм побудови граматики — послiдовнiсть крокiв для
створення праволiнiйної граматики за заданим регуляр-
ним виразом.

89



Тема IV. Скiнченнi автомати

1 Основнi поняття та визначення

Визначення 1. Недетермiнований скiнченний автомат M
описується п’ятiркою:

M = (Q,Σ, δ, q0, F ),

де:

• Q — скiнченна множина станiв, Q = {q0, q1, . . . , qn};

• Σ — скiнченна множина вхiдних символiв,

Σ = {a1, a2, . . . , am};

• δ — функцiя переходiв, δ : Q× Σ→ P (Q);

• q0 ∈ Q — початковий стан;

• F ⊆ Q — множина заключних станiв.

На початку роботи автомата вхiдна стрiчка мiстить вхi-
дне слово, яке потрiбно обробити. Автомат виконує послiдов-
нiсть крокiв, якi залежать вiд поточного стану та вхiдного
символу. Кожен крок обчислювального процесу визначається
наступним чином:

1. Автомат знаходиться у певному станi q ∈ Q, який опи-
сує його поточний режим роботи.

2. Автомат отримує вхiдний символ a ∈ Σ з вхiдного
словника або алфавiту.

3. Залежно вiд поточного стану та вхiдного символу, авто-
мат переходить до нового стану. Цей стан визначається
функцiєю переходiв δ(q, a).
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Цей процес повторюється для кожного вхiдного символу,
поки не буде вичерпано всi вхiднi данi. Якщо в кiнцi роботи
автомат буде знаходитись в заключному станi, це означає, що
автомат прийняв вхiдне слово [6, 7].

Означення 2. Конфiгурацiя автомата — це пара (q, ω), де
q ∈ Q — поточний стан, а ω — вхiдний ланцюжок.

Конфiгурацiя (q0, ω) називається початковою, де q0 — по-
чатковий стан, а ω — вхiдний ланцюжок. Конфiгурацiя (q, ε),
де q ∈ F , називається заключною, де F — множина заклю-
чних станiв [6].

Автомат переходить з конфiгурацiї (q, aω) у конфiгурацiю
(q′, ω), якщо q′ належить множинi станiв, до яких можна пе-
рейти зi стану q за символом a, тобто q′ ∈ δ(q, a). Цей перехiд
позначається так:

(q, aω)→ (q′, ω).

Робота скiнченого автомата описується як послiдовнiсть
конфiгурацiй. Нехай K0,K1, . . . ,Kp — деякi конфiгурацiї ав-
томата. Якщо iснує послiдовнiсть переходiв:

K0 7→ K1 7→ · · · 7→ Kp,

то це позначається так:

K0
∗7→ Kp або K0

p7→ Kp,

де ∗7→ означає перехiд за будь-яку кiлькiсть крокiв, а p7→ —
перехiд за p крокiв [6].

Означення 3. Автомат M допускає ланцюжок ω, якщо
iснує послiдовнiсть конфiгурацiй, що перетворює початкову
конфiгурацiю (q0, ω) у заключну (q, ε), де q ∈ F [6, 7].

Означення 4. Мова, яку визначає автомат M , — це мно-
жина всiх ланцюжкiв, якi допускаються автоматом:

L(M) = {ω ∈ Σ∗ | (q0, ω) 7→∗ (q, ε), q ∈ F}.

Означення 5. Автомат M називається недетермiнова-
ним (НСА), якщо для деяких q ∈ Q та a ∈ Σ, функцiя
переходiв δ(q, a) мiстить бiльше одного стану [6].
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Означення 6. Автомат M називається детермiнованим
(ДСА), якщо для кожних q ∈ Q та a ∈ Σ, функцiя переходiв
δ(q, a) мiстить не бiльше одного стану [6].

Означення 7. Автомат M називається повнiстю визна-
ченим, якщо для кожних q ∈ Q та a ∈ Σ, функцiя переходiв
δ(q, a) мiстить один стан [6].

1.1 Приклад детермiнованого автомата

Задача 1. Побудувати автомат, який розпiзнає ланцюжки
з двома символами x пiдряд у алфавiтi Σ = {x, y}.

Автомат M визначається як

M = ({q0, q1, q2}, {x, y}, δ, q0, {q2}),

де

• q0 — початковий стан (два символи x пiдряд ще не зу-
стрiчалися);

• q1 — стан, де останнiй символ — x;

• q2 — заключний стан (два символи x пiдряд зустрiлися).

Функцiя переходiв δ:

δ(q0, x) = q1, δ(q0, y) = q0, δ(q1, x) = q2, δ(q1, y) = q0,

δ(q2, x) = q2, δ(q2, y) = q2.

Таблиця переходiв:

State x y Final
q0 q1 q0 false
q1 q2 q0 false
q2 q2 q2 true

Автомат детермiнований i повнiстю визначений, оскiль-
ки для кожного стану q ∈ Q та кожного символу a ∈ Σ фун-
кцiя переходiв δ(q, a) мiстить рiвно один стан. Це означає, що

92



для будь-якого стану та вхiдного символу iснує лише один
можливий перехiд [6].

Дiаграма переходiв автомата

q0start q1 q2

y

x

y

x

x, y

Приклад роботи автомата

Розглянемо приклад роботи автомата на ланцюжку xyxxx.
Нехай автомат знаходиться у початковому станi q0. Послiдов-
нiсть конфiгурацiй буде такою:

(q0, xyxxx) 7→ (q1, yxxx) 7→ (q0, xxx)

7→ (q1, xx) 7→ (q2, x) 7→ (q2, e).

Ця послiдовнiсть показує, як автомат переходить мiж стана-
ми пiд час обробки ланцюжка. У результатi автомат досягає
заключного стану q2, що означає, що ланцюжок xyxxx нале-
жить мовi, яку розпiзнає автомат [6].

Задача 2. Побудувати автомат, який розпiзнає ланцюжки
без послiдовностi 11 у алфавiтi Σ = {0, 1}.

Astart B C

0

1

0

1

0,1

Пояснення:
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• У станi A рядок до цього часу не мiстить 11 i не закiн-
чується на 1.

• У станi B рядок до цього часу не мiстить 11, але закiн-
чується на одну 1.

• У станi C було побачено послiдовнiсть з двох одиниць
(11). Це означає, що рядок мовi автомата не належить.

1.2 Приклад недетермiнованого автомата

Задача 3. Побудувати недетермiнований автомат, який
розпiзнає ланцюжки, де останнiй символ зустрiчався ранiше
в алфавiтi {a, b, c}.

Автомат M визначається як

M = ({q0, qa, qb, qc, qf}, {a, b, c}, δ, q0, {qf}),

де

• q0 — початковий стан;

• qa, qb, qc — стани, де вiдповiдний символ (a, b, c) вже зу-
стрiчався;

• qf — заключний стан.

Функцiя переходiв δ:

State a b c Final
q0 {q0, qa} {q0, qb} {q0, qc} false
qa {qa, qf} qa qa false
qb qb {qb, qf} qb false
qc qc qc {qc, qf} false
qf ∅ ∅ ∅ true
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q0start

qa

qb

qc

qf

a,b,c
a

b

c

b,c

a

a,c

b

a,b

c

Аналiз ланцюжка

Розглянемо ланцюжок abcba. Проаналiзуємо його обробку
автоматом:

(q0, abcba) 7→ (q0, bcba) 7→ (q0, cba) 7→ (q0, ba) 7→ (q0, a) 7→ (q0, ε)

7→ (qa, bcba) 7→ (qa, cba) 7→ (qa, ba) 7→ (qa, a) 7→ (qa, ε)

7→ (qf , ε)

(q0, abcba) 7→ (q0, bcba) 7→ (qb, cba) 7→ (qb, ba) 7→ (qb, a) 7→ (qb, ε)

7→ (qf , a)

(q0, abcba) 7→ (q0, bcba) 7→ (q0, cba) 7→ (qc, ba) 7→ (qc, a) 7→ (qc, ε)

(q0, abcba) 7→ (q0, bcba) 7→ (q0, cba) 7→ (qb, ba) 7→ (qb, a) 7→ (qb, ε)

(q0, abcba) 7→ (q0, bcba) 7→ (q0, cba) 7→ (q0, ba) 7→ (q0, a) 7→ (qa, ε)

Пiд час обробки ланцюжка abcba знайшлася лише одна
альтернатива переходу в заключну конфiгурацiю, але ланцю-
жок все одно допустимий, оскiльки автомат досягає заклю-
чного стану qf , обробивши весь ланцюжок [6].
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2 Перетворення недетермiнованого
автомата на детермiнований

Розглянемо недетермiнований та детермiнований скiнчен-
нi автомати, якi розпiзнають ланцюжки з символiв a, b, якi
мiстять тiльки фрагменти ”ab”, ”abb” будь-яку кiлькiсть ра-
зiв, в будь-якому порядку.

Для такої задачi побудувати такий недетермiнований ав-
томат досить просто, а детермiнований – набагато складнiше.

Як бачимо, зображений нiжче автомат є недетермiнова-
ним, оскiльки з стану q1 виходить два ребра, навантаженi сим-
волом b.

q0start

q1q3

a

b

b

b

Перетворимо його в детермiнований скiнченний автомат, об’єднавши
стани q0 i q3 в один стан i, таким чином, зробивши так, що при
переходi зi стану q0 по символу b вже немає неоднозначностi:

q0start

q1q0, q3

a

b

b
a

У цьому автоматi з кожного стану по кожному символу є
не бiльше одного переходу. Отже, автомат детермiнований.

Зазначимо, що програмувати ДСА i працювати з ДСА на-
багато простiше, нiж з НСА [6].
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Теорема. Будь-який недетермiнований скiнченний авто-
мат можна перетворити на еквiвалентний детермiнований скiн-
ченний автомат [6].

Алгоритм перетворення:

1. Побудова множини станiв Q′ для детермiнованого ав-
томата M ′. Кожен стан Q′ — це пiдмножина станiв Q
недетермiнованого автомата.

2. Початковий стан q′0 = {q0}.

3. Множина заключних станiв F ′ мiстить усi стани Q′, якi
мiстять хоча б один заключний стан з F .

4. Функцiя переходiв δ′ визначається як:

δ′(S, a) =
⋃
q∈S

δ(q, a),

де S ⊆ Q.

3 Приклад детермiнiзацiї методом
побудови тiльки досяжних станiв

Розглянемо недетермiнований автомат M з задачi 2, який
розпiзнає ланцюжки, де останнiй символ зустрiчався ранiше в
алфавiтi {a, b, c}. Автомат M має стани Q = {q0, qa, qb, qc, qf},
де qf — заключний стан.

Побудуємо детермiнований автомат

M ′ = (Q′, {a, b, c}, δ′, q′0, F ′).

1. Множина станiв Q′: Оскiльки Q має 5 станiв, Q′ може
мiстити до 25 = 32 станiв. Однак ми розглядаємо лише
досяжнi стани:

Q′ = {A,B,C,D,E, F,G,H, I, J,K,L,M,N, P},

де
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• A = {q0}
• B = {q0, qa}
• C = {q0, qb}
• D = {q0, qc}
• E = {q0, qa, qf}
• F = {q0, qa, qb}
• G = {q0, qa, qc}
• H = {q0, qb, qf}
• I = {q0, qb, qc}
• J = {q0, qc, qf}
• K = {q0, qa, qb, qf}
• L = {q0, qa, qb, qc}
• M = {q0, qa, qc, qf}
• N = {q0, qb, qc, qf}
• P = {q0, qa, qb, qc, qf}

2. Початковий стан q′0: q′0 = A = {q0}.

3. Множина заключних станiв F ′: F ′ має всi стани Q′,
якi включають qf :

F ′ = {E,H, J,K,M,N, P}.

4. Функцiя переходiв δ′: Наприклад:

δ′(A, a) = B, δ′(A, b) = C, δ′(A, c) = D.

Аналогiчно визначаються переходи для iнших станiв.

Таблиця переходiв для M ′
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State a b c Final
A = {q0} B C D false

B = {q0, qa} E F G false
C = {q0, qb} F H I false
D = {q0, qc} G I J false

E = {q0, qa, qf} E F G true
F = {q0, qa, qb} K K L false
G = {q0, qa, qc} M L M false
H = {q0, qb, qf} F H I true
I = {q0, qb, qc} L N N true
J = {q0, qc, qf} G I J true

K = {q0, qa, qb, qf} K K L true
L = {q0, qa, qb, qc} P P P false
M = {q0, qa, qc, qf} M L M true
N = {q0, qb, qc, qf} L N N true

P = {q0, qa, qb, qc, qf} P P P true

Пiсля перетворення недетермiнованого автомата на детер-
мiнований, кiлькiсть станiв значно збiльшилася (з 5 до 15).
Однак, детермiнований автомат має чiтко визначенi перехо-
ди, що полегшує його аналiз та використання [6].

4 Приклад детермiнiзацiї з можливою
появою недосяжних станiв

Процес перетворення недетермiнованого скiнченного авто-
мата в детермiнований скiнченний автомат включає такi кро-
ки:
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Визначення множини станiв

Для кожного стану НСА ми створюємо множину станiв у
ДСА. Наприклад, якщо НСА має стани A,B,C, тодi у ДСА
можуть бути множини станiв, такi як {A}, {B}, {A,B}, {A,C}
тощо. Кожен стан детермiнованого автомату можна позначи-
ти одною лiтерою. Отже, стани автомату, якi позначають мно-
жину бiльше нiж з одного символа, будуть новими станами
детермiнованого скiнченного автомату.

Для нашого прикладу множина станiв детермiнованого скiн-
ченного автомату буде такою

Q′ = {A,B,D,E},

де
D = {A,B}, E = {A,C}.

Визначення початкового та заключного станiв

Початковий стан ДСА — це множина, що мiстить початко-
вий стан НСА. Заключний стан ДСА — це будь-яка множина,
що мiстить хоча б один заключний стан НСА.

Нехай задано такий НСА:

0 1
S {C} {A,E}
(A) {B} ∅
B ∅ A

C ∅ D

D C E

E G ∅
(G) ∅ ∅

Побудуємо детермiнований автомат

M ′ = (Q′, {0, 1}, δ′, q′0, F ′).

100



Створюємо таблицю переходiв для ДСА δ′, базуючись на
переходах НСА.

0 1
S C M = {A,E}

(M) N = {B,G} ∅
(N) ∅ A

(A) B ∅
B ∅ A

C ∅ D

D C E

E G ∅
(G) ∅ ∅

Як бачимо, у стовпчику станiв заключнi стани позначенi
круглими дужками.

Тут
Q′ = {S,M,N,A,B,C,D,E,G},

F = {M,N,A,G} q′0 = S.

Як бачимо, з’явилися новi два стани – M i N .
У загальному випадку при такому пiдходi можлива поява

недосяжних станiв. У подальшому розглянемо алгоритм ви-
лучення недосяжних станiв.

5 Алгоритм роботи повнiстю
визначеного автомату

Цей алгоритм описує роботу детермiнованого скiнченного
автомату (ДСА), який перевiряє, чи належить вхiдний рядок
мовi, що розпiзнається автоматом [6].
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Algorithm 1 Алгоритм роботи ДСА
1: q ← q0 ▷ Початковий стан автомата
2: a← GetChar() ▷ Зчитування першого символу з вхiдного

рядка
3: while a ̸= eof do ▷ Поки не кiнець рядка
4: q ← Delta(q, a) ▷ Перехiд у новий стан за функцiєю

переходiв Delta
5: a← GetChar() ▷ Зчитування наступного символу
6: end while
7: if q ∈ F then ▷ Якщо автомат у заключному станi
8: return "так" ▷ Рядок належить мовi автомата
9: else

10: return "нi" ▷ Рядок не належить мовi автомата
11: end if

Пояснення:

• Початковий стан (q0): Автомат починає роботу зi стар-
тового стану.

• Функцiя переходiв (Delta): Визначає, у який стан пе-
рейти, залежно вiд поточного стану та вхiдного символу.

• Заключнi стани (F ): Якщо пiсля обробки всього рядка
автомат опиняється в одному з заключних станiв, рядок
належить мовi автомата.

Контрольнi запитання та завдання

Основнi поняття та визначення

1. Що таке скiнченний автомат? Якi його основнi компо-
ненти?

2. Що таке конфiгурацiя скiнченного автомата? Як позна-
чається початкова та заключна конфiгурацiя?
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3. Як визначається мова, що допускається скiнченним ав-
томатом?

4. У чому вiдмiннiсть детермiнованого скiнченного автома-
та (ДСА) вiд недетермiнованого (НСА)?

5. Що означає, що автомат є «повнiстю визначеним»?

Перетворення НСА на ДСА

1. У чому полягає основна iдея перетворення НСА на ДСА?

2. Як визначаються стани Q′ детермiнованого автомата?

3. Яке правило використовується для визначення початко-
вого та заключних станiв у ДСА?

4. Чи завжди можна перетворити НСА на еквiвалентний
ДСА? Чому?

5. Якi переваги має ДСА порiвняно з НСА?

Глосарiй

Скiнченний автомат — математична модель, яка описує-
ться п’ятiркою M = (Q,Σ, δ, q0, F ), де:

• Q — скiнченна множина станiв;
• Σ — скiнченна множина вхiдних символiв;
• δ — функцiя переходiв;
• q0 — початковий стан;
• F — множина заключних станiв.

Конфiгурацiя автомата — пара (q, ω), де q ∈ Q — поточний
стан, а ω — вхiдний ланцюжок.

Початкова конфiгурацiя — конфiгурацiя (q0, ω), де q0 —
початковий стан, а ω — вхiдний ланцюжок.
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Заключна конфiгурацiя — конфiгурацiя (q, ε), де q ∈ F —
заключний стан, а ε — порожнiй ланцюжок.

Мова автомата — множина всiх ланцюжкiв, якi допускаю-
ться автоматом:

L(M) = {ω ∈ Σ∗ | (q0, ω) 7→∗ (q, ε), q ∈ F}.

Детермiнований скiнченний автомат (ДСА) — автомат,
у якого для кожного стану q ∈ Q та символу a ∈ Σ фун-
кцiя переходiв δ(q, a) мiстить не бiльше одного стану.

Недетермiнований скiнченний автомат (НСА) — авто-
мат, у якого для деяких станiв q ∈ Q та символiв a ∈ Σ
функцiя переходiв δ(q, a) мiстить бiльше одного стану.

Повнiстю визначений автомат — автомат, у якого для ко-
жного стану q ∈ Q та символу a ∈ Σ функцiя переходiв
δ(q, a) мiстить рiвно один стан.

Функцiя переходiв (δ) — функцiя, яка визначає, у який
стан перейде автомат залежно вiд поточного стану та
вхiдного символу.

Початковий стан (q0) — стан, з якого починається робота
автомата.

Заключний стан (F ) — множина станiв, у яких автомат за-
вершує роботу, якщо вхiдний ланцюжок оброблено пов-
нiстю.

Перетворення НСА на ДСА — процес побудови детермi-
нованого автомата, який розпiзнає ту саму мову, що й
недетермiнований автомат.

Множина станiв Q′ — у детермiнованому автоматi кожен
стан є пiдмножиною станiв недетермiнованого автомата.
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Алгоритм роботи ДСА — послiдовнiсть крокiв, якi вико-
нує детермiнований автомат для обробки вхiдного лан-
цюжка та визначення, чи належить вiн мовi автомата.

Недосяжнi стани — стани детермiнованого автомата, якi не
можуть бути досягнутi з початкового стану за будь-якої
послiдовностi переходiв.

Таблиця переходiв — таблиця, яка описує функцiю пере-
ходiв автомата. Кожен рядок вiдповiдає стану, а кожен
стовпець — вхiдному символу.

Дiаграма переходiв — графiчне зображення автомата, де
стани зображуються вузлами, а переходи — стрiлками,
позначеними вхiдними символами.

Регулярна мова — мова, яка може бути описана за допомо-
гою скiнченного автомата, регулярного виразу або пра-
волiнiйної граматики.

Алгоритм детермiнiзацiї — алгоритм, який перетворює не-
детермiнований автомат на детермiнований шляхом по-
будови множини станiв та функцiї переходiв.

Пiдмножина станiв — у контекстi детермiнiзацiї, кожен стан
детермiнованого автомата є пiдмножиною станiв неде-
термiнованого автомата.

Еквiвалентнiсть автоматiв — два автомати вважаються еквi-
валентними, якщо вони розпiзнають одну й ту саму мо-
ву.
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Тема V. Мiнiмiзацiя скiнченного автомата

1 Основнi означення

Мiнiмiзацiя скiнченних автоматiв передбачає побудову най-
меншого еквiвалентного автомата шляхом видалення недося-
жних станiв i об’єднання еквiвалентних [2,4].

Означення 1. Послiдовнiсть символiв x ∈ Σ∗ вiдрiзняє
стани q1 та q2, якщо з q1 по x можна перейти до стану q3, а
з q2 по x — до стану q4, причому q3 i q4 належать до рiзних
множин F та Q \ F .

Означення 2. Два стани q1 i q2 вважаються нерозрiзню-
ваними, якщо не iснує жодної послiдовностi символiв x ∈ Σ∗,
яка б змогла їх розрiзнити.

Означення 3. Якщо для стану q немає вхiдного ланцюж-
ка x ∈ Σ∗, який переводить початковий стан q0 в q, то цей
стан вважається недосяжним.

Означення 4. Автомат називається мiнiмальним, якщо:

1) у ньому вiдсутнi недосяжнi стани;

2) будь-якi два рiзнi стани розрiзнюванi.

2 Алгоритм видалення недосяжних
станiв

Щоб визначити всi досяжнi стани скiнченного автомата,
розглянемо його як граф, де вершини вiдповiдають станам, а
ребра — переходам:

1. Iнiцiалiзуємо список L, додаючи до нього початковий
стан q0, i позначаємо його як оброблений.

2. Поки список L не порожнiй:

• вилучаємо перший елемент зi списку L;
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• додаємо до L усi сумiжнi стани, якi ще не були обро-
бленi, та позначаємо їх.

3. Пiсля завершення всi позначенi стани є досяжними, а
решта — недосяжними i видаляються.

3 Мiнiмiзацiя за допомогою класiв
еквiвалентностi

3.1 Побудова вiдношення еквiвалентностi

Означення

Нехай L — деяка мова над алфавiтом V . Вiдношення еквi-
валентностi ≡k для цiєї мови визначається таким чином: два
слова u i v з V ∗ називаються еквiвалентними за вiдношенням
≡k, якщо для будь-якого слова w ∈ V ∗ довжиною не бiльше
k маємо:

uw ∈ L ⇐⇒ vw ∈ L

Це означає, що слова u i v не можна розрiзнити за допо-
могою контексту довжиною не бiльше k.

Класи еквiвалентностi

Кожне вiдношення еквiвалентностi ≡k породжує розбиття
множини всiх слiв V ∗ на класи еквiвалентностi. Клас еквiва-
лентностi слова u позначається [u]≡k i складається з усiх слiв
v, якi еквiвалентнi u за вiдношенням ≡k:

[u]≡k = {v ∈ V ∗ | v ≡k u}

Алгоритм побудови

Для побудови вiдношення еквiвалентностi ≡k можна ви-
користовувати такий алгоритм:
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1. Iнiцiалiзацiя: Починаємо з вiдношення еквiвалентностi
≡0, яке розрiзняє слова лише за тим, чи належать вони
до мови L чи нi. Тобто, два слова u i v є еквiвалентними
за вiдношенням ≡0, якщо u ∈ L ⇐⇒ v ∈ L.

2. Iтерацiйний процес: Для кожного i вiд 0 до k − 1 бу-
дуємо вiдношення еквiвалентностi ≡i+1 на основi ≡i:

• Розглядаємо всi пари слiв (u, v) такi, що u ≡i v.

• Перевiряємо, чи для всiх слiв w довжиною 1 маємо
uw ≡i vw. Якщо так, то u ≡i+1 v; iнакше u i v
розрiзняються за вiдношенням ≡i+1.

3. Завершення: Пiсля завершення k-ї iтерацiї отримуємо
вiдношення еквiвалентностi ≡k.

3.2 Алгоритм знаходження класiв
еквiвалентностi ДСА

Цей метод полягає у покроковому уточненнi класiв еквi-
валентностi:

1. Початково розбиваємо множину станiв Q на два класи:
заключнi F i незаключнi Q \ F .

2. У кожному кроцi перевiряємо, чи ланцюжки певної дов-
жини k розрiзняють стани. Якщо стани розрiзняються,
вони належать до рiзних класiв.

3. Процес триває, доки класи еквiвалентностi не переста-
нуть змiнюватися.

Теорема. Мiнiмiзований автомат, побудований цим мето-
дом, має найменшу кiлькiсть станiв серед усiх еквiвалентних
автоматiв.
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3.3 Приклад 1 мiнiмiзацiї скiнченного автомата
за допомогою класiв еквiвалентностi

Розглянемо повнiстю визначений автомат, який розпiзнає
ланцюжки з кiлькiстю символiв b, кратних 3 [2, 4].

Astart F

B C

D E

a

b

a

b

a

b

a
b

a

b

a

b

State a b Final
A F D true
B B A false
C C F false
D E B true
E D C false
F F E false

Крок 1: Визначення недосяжних станiв

У даному автоматi вiдсутнi недосяжнi стани.
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Крок 2: Побудова вiдношення еквiвалентностi ≡0

Роздiляємо стани на два класи еквiвалентностi:

K1 = {A,F}, K2 = {B,C,D,E}.

Перший клас еквiвалентностi мiстить заключнi стани ав-
томату. А другий - незаключнi.

Крок 3: Побудова вiдношення еквiвалентностi ≡1

a) Аналiз класу K1

Для класу K1 = {A,F} виконуємо перевiрку:

δ(A, a) = F, δ(F, a) = F

δ(A, b) = D, δ(F, b) = E

A ≡1 F

Символ a не розрiзняє стани класу K1, аналогiчно символ b
також не розрiзняє цi стани.

б) Аналiз класу K2

Для класу K2 = {B,C,D,E} виконуємо перевiрку:

δ(B, a) = B, δ(C, a) = C, δ(D, a) = E, δ(E, a) = D

δ(B, b) = A, δ(C, b) = F, δ(D, b) = B, δ(E, b) = C

Символ a не розрiзняє стани класу K2, але символ b розрiзняє
їх. В результатi клас K2 роздiляється на два новi класи:

K3 = {B,C}, K4 = {D,E}.

Отже, B ≡1 C та D ≡1 E.
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Крок 4: Побудова вiдношення еквiвалентностi ≡2

a) Аналiз класу K1

Для класу K1 = {A,F} виконуємо перевiрку:

δ(A, a) = F, δ(F, a) = F, δ(A, b) = D, δ(F, b) = E

б) Аналiз класiв K3 та K4

Для класу K3 = {B,C}:

δ(B, a) = B, δ(C, a) = C, δ(B, b) = A, δ(C, b) = F

Для класу K4 = {D,E}:

δ(D, a) = E, δ(E, a) = D, δ(D, b) = B, δ(E, b) = C

Класи K3 та K4 не роздiлилися. Отже, отримуємо наступнi
класи еквiвалентностi:

K1 = {A,F}︸ ︷︷ ︸
[A]

, K3 = {B,C}︸ ︷︷ ︸
[B]

, K4 = {D,E}︸ ︷︷ ︸
[D]

.

Класи залишилися незмiнними, що свiдчить про завершення
мiнiмiзацiї. Подальше роздiлення класiв K1,K3,K4 неможли-
ве.

Результат мiнiмiзацiї

Пiсля завершення мiнiмiзацiї отримуємо мiнiмiзований ав-
томат з трьома класами еквiвалентностi:

[A] = {A,F}, [B] = {B,C}, [D] = {D,E}.
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[A]start [B]

[D]

a

b

a

b

a

b

State a b Final
[A] [A] [D] true
[B] [B] [A] false
[D] [D] [B] false

3.4 Приклад 2 мiнiмiзацiї скiнченного автомата
за допомогою класiв еквiвалентностi

Тепер покажемо простiший спосiб реалiзацiї цього методу
мiнiмiзацiї. На кожному кроцi будемо заповнювати таблiцю
переходiв автомату класами еквiвалентностi.

Розглянемо детермiнований скiнченний автомат:
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Astart

I J

E F K

LG

0

1

1

0

1

0 1

1

1

01

Крок 1: Визначення недосяжних станiв

У даному автоматi вiдсутнi недосяжнi стани.

Крок 2: Побудова вiдношення еквiвалентностi ≡0

(початковий розподiл)

На початку всi стани дiляться на двi групи: незаключнi та
заключнi стани.

≡0:

K0
1 = {A, I, J,E,K,L,G}

K0
2 = {F}

Таблиця переходiв:
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0 1

A K0
1 K0

1

I − K0
1

J K0
2 K0

1

E K0
2 −

F − K0
1

K − K0
1

L K0
2 K0

1

G − K0
1

У цiй таблицi перехiд у вiдповiдний стан замiнений пере-
ходом у клас еквiвалентностi, в якому знаходиться цей стан.

Крок 3: Побудова вiдношення еквiвалентностi ≡1

(перша iтерацiя)

Пiсля першого проходу по таблицi переходiв, розподiл ви-
глядає так:

≡1:

K1
1 = {A}

K1
2 = {I,K,G}

K1
3 = {J, L}

K1
4 = {F}

K1
5 = {E}

Тут ми групуємо стани, в яких є переходи в однаковi класи
еквiвалентностi (тобто, рядки таблицi спiвпадають). При цьо-
му в один клас попадають лише тi стани, якi на попередньому
кроцi не належали рiзним класам еквiвалентностi. Класи еквi-
валентностi на кожному кроцi можуть лише розпадатися на
дрiбнiшi i не можуть об’єднуватись.
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Таблиця переходiв:

0 1

A K1
2 K1

5

I − K1
3

J K1
4 K1

1

E K1
4 −

F − K1
2

K − K1
3

L K1
4 K1

2

G − K1
2

Крок 4: Побудова вiдношення еквiвалентностi ≡2

(друга iтерацiя)

Пiсля другого проходу, розподiл змiнюється:

≡2:

K2
1 = {A}

K2
2 = {I,K}

K2
3 = {J}

K2
4 = {F}

K2
5 = {E}

K2
6 = {L}

K2
7 = {G}

Таблиця переходiв:
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0 1

A K2
2 K2

5

I − K2
3

J K2
4 K2

1

E K2
4 −

F − K2
2

K − K2
6

L K2
4 K2

7

G − K2
7

Крок 5: Побудова вiдношення еквiвалентностi ≡3

(третя iтерацiя)

На останньому етапi отримуємо остаточний розподiл:

≡3:

K3
1 = {A}

K3
2 = {K}

K3
3 = {J}

K3
4 = {F}

K3
5 = {E}

K3
6 = {L}

K3
7 = {G}

K3
8 = {I}

Таблиця переходiв:
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0 1

A K3
2 K3

5

I − K3
3

J K3
4 K3

1

E K3
4 −

F − K3
2

K − K3
6

L K3
4 K3

7

G − K3
7

Результат мiнiмiзацiї

Пiсля трьох iтерацiй видно, що кожен клас еквiвалентностi
мiстить один єдиний стан автомату. Це означає, що кiлькiсть
станiв неможливо зменшити, тобто вихiдний автомат вже був
мiнiмiзований.

4 Функцiя переходiв i узагальнена
функцiя переходiв

Розширена (узагальнена) функцiя переходiв δ̂ (q0, ω) ви-
значає множину станiв, до яких автомат може перейти пiсля
обробки ланцюжка ω, починаючи зi стану q0 [2, 4].

Рекурсивний алгоритм побудови розширеної
функцiї переходiв

Розширена функцiя переходiв δ̂ визначається так:
1) Для порожнього ланцюжка ε:

δ̂(q, ε) = {q}
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2) Для ланцюжка xc, де x ∈ Σ∗ та c ∈ Σ:

δ̂(q, xc) = δ(δ̂(q, x), c)

Це означає, що для знаходження δ̂(q, ω) спочатку обчислю-
ється δ̂(q, x), а потiм виконуються всi переходи з отриманих
станiв за символом c.

Бiльш детально, якщо ω = xc, де x ∈ Σ∗ та c ∈ Σ, i вiдомо,
що:

δ̂(q, x) = {p1, p2, . . . , pn},

то:

δ̂(q, ω) =
n⋃

i=1

δ(pi, c).

4.1 Розширена функцiя переходiв для НСА

Розглянемо скiнченний автомат, який розпiзнає ланцюж-
ки, що закiнчуються на "ab". Автомат має три стани: q0, q1
та q2, де q0 є початковим станом, а q2 — заключним.

q0start q1 q2

a, b

a b

Нехай автомат має обробити ланцюжок "aabab". Пiд час
обробки можливi такi альтернативи:

δ̂ (q0, aab) = {q0, q2}
δ̂ (q0, aa) = {q0, q1}

Застосування алгоритму до ланцюжка ω = aabab

Побудуємо розширену функцiю переходiв для ланцюжка
"aabab":
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1) Для порожнього ланцюжка:

δ̂ (q0, ε) = {q0}

2) Для ланцюжка "a":

δ̂ (q0, a) = δ (q0, a) = {q0, q1}

3) Для ланцюжка "aa":

δ̂ (q0, aa) = δ (q0, a) ∪ δ (q1, a) = {q0, q1} ∪∅ = {q0, q1}

4) Для ланцюжка "aab":

δ̂ (q0, aab) = δ (q0, b) ∪ δ (q1, b) = {q0} ∪ {q2} = {q0, q2}

5) Для ланцюжка "aaba":

δ̂ (q0, aaba) = δ (q0, a) ∪ δ (q2, a) = {q0, q1} ∪∅ = {q0, q1}

6) Для ланцюжка "aabab":

δ̂ (q0, aabab) = δ (q0, b) ∪ δ (q1, b) = {q0} ∪ {q2} = {q0, q2}

4.2 Розширена функцiя переходiв для ДСА

Розглянемо детермiнований скiнченний автомат (ДСА) з
трьома станами: A, B та заключним станом C.

Astart B C

0

1

0

1

0,1

State 0 1 Final

A A B false

B A C false

C C C true
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Розширена функцiя переходiв для ДСА, на вiдмiну вiд
НСА, повертає один стан або порожню множину.

Розширена функцiя переходiв δ̂ визначається рекурсивно:
Приклад обчислення
Розглянемо обчислення δ̂(B, 011):

δ̂(B, 011) = δ(δ̂(B, 01), 1)

= δ(δ(δ̂(B, 0), 1), 1)

= δ(δ(A, 1), 1)

= δ(B, 1)

= C

5 Мiнiмiзацiя за допомогою таблицi
нееквiвалентних станiв

Цей метод використовує таблицю, де кожна комiрка вiд-
повiдає парi станiв [2, 4]:

1. Всi пари станiв, де один стан є заключним, а iнший —
нi, позначаються як нееквiвалентнi.

2. Для кожної пари станiв p, q, перевiряється, чи iснує сим-
вол a ∈ Σ, який переводить цi стани в пари, вже позна-
ченi як нееквiвалентнi.

3. Якщо така пара iснує, p i q також позначаються як нее-
квiвалентнi.

4. Повторюємо кроки, доки не буде знайдено всi нееквiва-
лентнi стани.

5.1 Приклад мiнiмiзацiї скiнченного автомата за
допомогою таблицi нееквiвалентних станiв

Мiнiмiзацiя скiнченного автомата за допомогою таблицi
нееквiвалентних станiв полягає у визначеннi пар станiв, якi
не є еквiвалентними, та їх подальшому об’єднаннi.
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Дiаграма автомата

Автомат має такi стани: A,B,C,D,E, F,G,H, де A є по-
чатковим станом, а C — заключним, D — недосяжний стан.
Нижче наведено дiаграму переходiв автомата:

Astart B C D

E F G H

0

0 1

0

0 1

0

1

1 0

0

1

0

0

0

Аналiз станiв

Для визначення еквiвалентних станiв використовується роз-
ширена функцiя переходiв δ̂. Продемонструємо приклади об-
числень:

δ̂(C, ε) ∈ F

δ̂(G, ε) /∈ F

δ̂(A, 1) = F /∈ F

δ̂(H, 1) = C ∈ F

δ̂(A, 01) = C ∈ F

δ̂(G, 01) = E /∈ F

Нижче наведено таблицю, яка показує пари нееквiвален-
тних станiв:
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A B C E F G

B ×
C ×ε ×ε

E × ×ε

F ×01 × ×ε ×
G × × ×ε × ×
H ×1 ×ε × × ×

У таблицi:

• Символ × позначає, що стани нееквiвалентнi.

• Символ ×ε вказує на нееквiвалентнiсть станiв за певною
умовою (стани розрiзнив порожнiй ланцюжок).

• Символи ×01 та ×1 позначають додатковi умови нееквi-
валентностi (стани розрiзнились ланцюжками 01 i 1 вiд-
повiдно).

5.2 Результати мiнiмiзацiї

• Недосяжний стан: D — недосяжний стан, тому його
вилучено.

• Еквiвалентнi стани: Стани {A,E} та {B,H} еквiва-
лентнi.

Отже, отримуємо мiнiмiзований автомат з меншою кiль-
кiстю станiв, який зберiгає свою функцiональнiсть.
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A,Estart

G

F

C

B,H

1

0
0

1

0

1

0

1
1

0

Контрольнi запитання та завдання

1. Основнi означення

1. Що таке мiнiмiзацiя скiнченного автомата?

2. Що означає, що стани q1 та q2 є розрiзнюваними?

3. Як визначити, чи є стан недосяжним?

4. Якi умови необхiдно виконати, щоб автомат був мiнi-
мальним?

2. Алгоритм видалення недосяжних станiв

1. Як визначити початковий список досяжних станiв?

2. Що вiдбувається з недосяжними станами пiсля викона-
ння алгоритму?
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3. Чому недосяжнi стани не впливають на функцiональ-
нiсть автомата?

3. Мiнiмiзацiя за допомогою класiв
еквiвалентностi

1. Що таке класи еквiвалентностi в контекстi мiнiмiзацiї
автомата?

2. Яка початкова розбивка станiв пiд час мiнiмiзацiї?

3. Як уточнюються класи еквiвалентностi на кожному кро-
цi?

4. Коли процес мiнiмiзацiї можна вважати завершеним?

5. Яка теорема гарантує мiнiмальну кiлькiсть станiв у мi-
нiмiзованому автоматi?

4. Приклад мiнiмiзацiї

1. Як аналiз класiв еквiвалентностi допомагає зменшити
кiлькiсть станiв?

2. Як визначити, що два стани належать одному класу
еквiвалентностi?

3. Якi стани залишаються пiсля мiнiмiзацiї в прикладi з ав-
томатом, що розпiзнає ланцюжки з кiлькiстю символiв
b, кратних 3?

Загальнi питання

1. Чим мiнiмiзований автомат вiдрiзняється вiд початково-
го?

2. Чи впливає порядок обробки станiв на результат мiнiмi-
зацiї?
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3. Якi практичнi переваги мiнiмiзацiї скiнченних автома-
тiв?

Глосарiй

Мiнiмiзацiя скiнченного автомата — процес побудови най-
меншого еквiвалентного автомата шляхом видалення не-
досяжних станiв та об’єднання еквiвалентних станiв.

Еквiвалентнi стани — два стани q1 та q2 вважаються еквi-
валентними, якщо для будь-якого вхiдного ланцюжка
x ∈ Σ∗ результати переходiв з цих станiв призводять
до однакових заключних станiв.

Недосяжний стан — стан q вважається недосяжним, якщо
не iснує жодного вхiдного ланцюжка x ∈ Σ∗, який пере-
водить початковий стан q0 в q.

Розрiзнюванi стани — два стани q1 та q2 вважаються розрi-
знюваними, якщо iснує вхiдний ланцюжок x ∈ Σ∗, який
переводить q1 i q2 в стани, що належать до рiзних мно-
жин F та Q \ F .

Класи еквiвалентностi — множини станiв, якi є еквiвален-
тними за певним вiдношенням еквiвалентностi. Викори-
стовуються для мiнiмiзацiї автомата.

Вiдношення еквiвалентностi ≡k — вiдношення, яке визна-
чає, чи є два слова u та v еквiвалентними за умови, що
для будь-якого ланцюжка w довжиною не бiльше k ви-
конується uw ∈ L ⇐⇒ vw ∈ L.

Розширена функцiя переходiв δ̂ — функцiя, яка визначає
множину станiв, до яких автомат може перейти пiсля
обробки вхiдного ланцюжка ω, починаючи зi стану q0.
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Мiнiмальний автомат — автомат, який має найменшу кiль-
кiсть станiв серед усiх еквiвалентних автоматiв. Вiн не
мiстить недосяжних станiв, i всi його стани є розрiзню-
ваними.

Алгоритм видалення недосяжних станiв — алгоритм,
який визначає всi досяжнi стани автомата шляхом об-
ходу графу станiв i видаляє з автомата стани, якi не
можуть бути досягнутi з початкового стану.

Алгоритм знаходження класiв еквiвалентностi — алго-
ритм, який використовує покрокове уточнення класiв
еквiвалентностi станiв для мiнiмiзацiї автомата.

Таблиця нееквiвалентних станiв — таблиця, яка викори-
стовується для визначення пар станiв, якi не є еквiва-
лентними. Використовується в алгоритмi мiнiмiзацiї ав-
томата.
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Тема VI. Лексичнi аналiзатори

1 Поняття лексичного аналiзатора

Розробка лексичного аналiзатора передбачає створення ав-
томатiв, якi iдентифiкують рiзнi види лексем. Такi автомати
можуть бути органiзованi у послiдовнiй або паралельнiй стру-
ктурi.

Лексичний аналiзатор – це спецiалiзована програма,
яка здiйснює лексичний аналiз i включає два основнi етапи:

• перетворення вхiдних символiв у набiр лексем, видiлен-
ня лексем певного типу з потоку символiв або iдентифi-
кацiя окремого типу лексем;

• визначення значень для певних категорiй лексем.

myprog.pas Лексичний блок Лексеми

Деякi типи лексем деякої мови програмування ви-
сокого рiвня:

• ключовi слова (while, for, return, downto, . . . );

• iдентифiкатори (sa, i2, x1, abc, . . . );

• знаки операцiй (!= , ≤, <, ==, . . . );

• числовi константи (4251, -12.03, . . . ).

Припустимо, що нам потрiбно розпiзнавати лише один тип
лексем. У такому випадку процес побудови спрощеного лекси-
чного аналiзатора включає такi етапи:

1. Побудова регулярної граматики або регулярного виразу.

2. Побудова недетермiнованого скiнченного автомата.

3. Побудова детермiнованого скiнченного автомата.
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4. Мiнiмiзацiя скiнченного автомата.

5. Програмна реалiзацiя скiнченного автомата.

Цей процес є коректним, оскiльки iснує таке твердження.

Твердження

Одну й ту саму регулярну мову L можна представити у
виглядi:

1. Регулярної множини.

2. Регулярного виразу.

3. Праволiнiйної граматики.

4. Недетермiнованого скiнченного автомата.

5. Детермiнованого скiнченного автомата.

Можливий варiант реалiзацiї лексичного аналiза-
тора:

Регулярнi вирази

НСА

ДСА

МСА

Iнтерпретацiя МСАСимволи Лексеми
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2 Алгоритм побудови НСА за
регулярним виразом

Нехай L = L(R0) — мова, задана регулярним виразом R0.
Побудуємо недетермiнований скiнченний автомат M0, такий,
що L = L(M0) [1,4].

2.1 Базовi випадки

1. R0 = ε.
Автомат M0 = ({q0},Σ,∅, q0, {q0}).

q0start

2. R0 = a, де a ∈ Σ.
Автомат M0 = ({q1, q2},Σ, δ0, q1, {q2}), де δ0(q1, a) = {q2}.

q1start q2
a

Нехай для регулярних виразiв R1 та R2 вже побудованi
автомати M1 та M2.

M1 = (Q1,Σ, δ1, q1, F1),

M2 = (Q2,Σ, δ2, q2, F2),

де
Q1 ∩Q2 = ∅.

Розглянемо, як побудувати автомати для рiзних операцiй
над цими виразами.
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2.2 Об’єднання регулярних виразiв

Для побудови автомата M0, який розпiзнає об’єднання R1+
R2, виконаємо такi кроки:

• Додамо новий початковий стан q0.

• Визначимо переходи з q0 так, щоб вони вiдповiдали пе-
реходам з початкових станiв автоматiв M1 та M2.

• Старi початковi стани q1 та q2 стають недосяжними.

• Новий початковий стан q0 стає заключним, якщо хоча б
один зi старих початкових станiв був заключним.

Автомат M0 = (Q1 ∪Q2 ∪ {q0},Σ, δ0, q0, F0), де:

• q0 — новий стан.

• δ0(q, a) = δ1(q, a) для q ∈ Q1.

• δ0(q, a) = δ2(q, a) для q ∈ Q2.

• δ0(q0, a) = δ1(q1, a) ∪ δ2(q2, a).

• F0 = F1 ∪ F2, якщо q1 /∈ F1 та q2 /∈ F2.

• F0 = F1 ∪ F2 ∪ q0, якщо q1 ∈ F1 або q2 ∈ F2.

2.3 Конкатенацiя регулярних виразiв

Для побудови автомата M0, який розпiзнає конкатенацiю
R1R2, виконаємо такi кроки:

• Автомат M0 починає роботу, моделюючи автомат M1.

• Коли M0 досягає заключного стану автомата M1, вiн пе-
реходить у стани автомата M2, якi виходять зi стану q2,
i продовжує роботу, моделюючи M2.

• Стан q2 стає недосяжним.
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Автомат M0 = (Q1 ∪Q2,Σ, δ0, q1, F2), де:

• δ0(q, a) = δ1(q, a) для q ∈ Q1 \ F1.

• δ0(q, a) = δ2(q, a) для q ∈ Q2.

• δ0(q, a) = δ1(q, a) ∪ δ2(q2, a) для q ∈ F1.

• F0 = F2, якщо q2 /∈ F2 .

• F0 = F1 ∪ F2, якщо q2 ∈ F2.

2.4 Iтерацiя "*"регулярного виразу

Для побудови автомата M0, який розпiзнає iтерацiю R∗
1,

виконаємо наступнi кроки:

• Додамо новий початковий стан q0.

• Визначимо переходи з q0 так, щоб вони вiдповiдали пе-
реходам з початкового стану автомата M1.

• Стан q0 стає одночасно початковим i заключним.

• Коли M0 досягає заключного стану автомата M1, вiн пе-
реходить у стани автомата M1, якi виходять зi стану q1,
для повторення.

• Стан q1 стає недосяжним.

Автомат M0 = (Q1 ∪ {q0},Σ, δ0, q0, F1 ∪ {q0}), де:

• q0 — новий стан.

• δ0(q0, a) = δ1(q1, a).

• δ0(q, a) = δ1(q, a) для q ∈ Q1 \ F1.

• δ0(q, a) = δ1(q, a) ∪ δ1(q1, a) для q ∈ F1.
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2.5 Iтерацiя "+"регулярного виразу

Для побудови автомата M0, який розпiзнає iтерацiю R+
1 ,

виконаємо такi кроки:

• Автомат M0 починає роботу, моделюючи автомат M1.

• Коли M0 досягає заключного стану автомата M1, вiн пе-
реходить у стани автомата M1, якi виходять зi стану q1,
для повторення.

Автомат M0 = (Q1,Σ, δ0, q1, F1), де:

• δ0(q, a) = δ1(q, a) для q /∈ F1.

• δ0(q, a) = δ1(q, a) ∪ δ1(q1, a) для q ∈ F1.

3 Приклади побудови НСА за
регулярним виразом

3.1 Приклад покрокової побудови НСА

Розглянемо регулярний вираз:

R = ((011)∗ | 110)(01)∗

Побудуємо спочатку простi автомати для елементарних
регулярних виразiв, а потiм будемо з’єднувати їх для отри-
мання результату, щоб виконувалась рiвнiсть:

L(R) = L(M)

1. 011:

Astart B C D
0 1 1

2. (011)*:
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A B C D

Nstart

0 1 1

0

0

3. 110:

Estart X G H
1 1 0

4. (011)* | 110:

N

B

Sstart

C D

X

E

G H

0

0

1 1

1

1

0 0

5. 01:

Istart J K
0 1
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6. (01)*:

I J K

Lstart

0
0
1

0

7. R = ((011)* | 110)(01)*:

B

Sstart

C D

X G H

L J K

0

1 1

1

0
0

0 0

0

0

1
0

НСА:

M = ({S,B,C,D,X,G,H, J,K}, {0, 1}, δ, S, F )

F = {S,D,H,K}, L(R) = L(M).

3.2 Навчальний тренажер для операцiй з
недетермiнованими скiнченними автоматами

Для засвоєння етапiв перетворення регулярного виразу в
НСА розроблено програму, яка дозволяє вводити 2 автомати
[21]:
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i виконувати операцiї конкатенацiї, об’єднання та iтерацiї з
цими автоматами. Нижче наведено результат виконання кон-
катенацiї над введеними операндами [21].
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4 Побудова лексичного аналiзатора, що
розпiзнає одну лексему

Побудуємо спрощений лексичний аналiзатор, який розпi-
знає дiйснi числа. Спочатку визначимо структуру дiйсного
числа:

1. Можливий знак (+ або −).

2. Послiдовнiсть цифр (можливо, порожня).

3. Десяткова крапка.

4. Послiдовнiсть цифр (хоча б одна).

5. Можлива експоненцiальна частина, яка складається з:

• Букви E.

• Можливого знака (+ або −).

• Послiдовностi цифр (хоча б одна).

4.1 Регулярний вираз для дiйсного числа

(+| − |ε) d∗ . d+ (E (+| − |ε) d+|ε)

Тут d позначає будь-яку цифру в дiапазонi вiд 0 до 9.

4.2 Детермiнований скiнченний автомат (ДСА)

За регулярними разом побудуємо скiнченний автомат.
Таблиця переходiв ДСА
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State + − d . E Final

S A A B C ∅ false
A ∅ ∅ B C ∅ false
B ∅ ∅ B C ∅ false
C ∅ ∅ D ∅ ∅ false
D ∅ ∅ D ∅ F true
F G G H ∅ ∅ false
G ∅ ∅ H ∅ ∅ false
H ∅ ∅ H ∅ ∅ true

Дiаграма переходiв ДСА

Sstart

A

C

B

D

F

G

H

+/-

d

.
d

.

d

.

d

d

E

+/-

d

d

d

4.3 Мiнiмiзований скiнченний автомат (МСА)

Проведемо неформальну мiнiмiзацiю автомата.
A, B - еквiвалентнi (однаковi рядки таблицi);
G, H - нееквiвалентнi, бо один заключний, а другий – не

заключний, хоча рядки однаковi.
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Пiсля мiнiмiзацiї отримуємо таку таблицю переходiв:

State + − d . E Final

S A A A C ∅ false
A ∅ ∅ A C ∅ false
C ∅ ∅ D ∅ ∅ false
D ∅ ∅ D ∅ F true
F G G H ∅ ∅ false
G ∅ ∅ H ∅ ∅ false
H ∅ ∅ H ∅ ∅ true

Дiаграма переходiв МСА

Sstart

A

C D

F

G

H

+, -
d

.

d

.

d

d

E

+, -

d

d

d

4.4 Праволiнiйна граматика

Для мiнiмiзованого автомата випишемо праволiнiйну гра-
матику без порожнiх продукцiй:
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S → +A| −A|dA|.C
A→ dA|.C
C → dD|d
D → dD|EF |d
F → +G| −G|dH|d
G→ dH|d
H → dH|d

Як бачимо, при перетвореннi СА у праволiнiйну грамати-
ку, крiм очевидних продукцiй, правi частини яких закiнчу-
ються нетермiналом, з’являються продукцiї з термiнальною
правою частиною.

5 Програмна реалiзацiя детермiнованого
скiнченного автомата

5.1 Перший спосiб: автоматне програмування

1 #include <iostream >
2 #include <cctype > // для isdigit
3

4 // Функцiя для перевiрки, чи є рядок дiйсним чис
лом

5 bool isRealNumber(const std:: string& s) {
6 char state = ’S’; // Початковий стан
7 for (char ch : s) {
8 switch (state) {
9 case ’S’: // Початковий стан

10 if (ch == ’+’ || ch == ’-’ ||
isdigit(ch)) {

11 state = ’A’;
12 } else if (ch == ’.’) {
13 state = ’C’;
14 } else {
15 return false;
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16 }
17 break;
18 case ’A’: // Цiла частина
19 if (isdigit(ch)) {
20 state = ’A’;
21 } else if (ch == ’.’) {
22 state = ’C’;
23 } else {
24 return false;
25 }
26 break;
27 case ’C’: // Крапка
28 if (isdigit(ch)) {
29 state = ’D’;
30 } else {
31 return false;
32 }
33 break;
34 case ’D’: // Дробова частина
35 if (isdigit(ch)) {
36 state = ’D’;
37 } else if (ch == ’E’) {
38 state = ’F’;
39 } else {
40 return false;
41 }
42 break;
43 case ’F’: // Експонента
44 if (ch == ’+’ || ch == ’-’) {
45 state = ’G’;
46 } else if (isdigit(ch)) {
47 state = ’H’;
48 } else {
49 return false;
50 }
51 break;
52 case ’G’: // Знак експоненти
53 if (isdigit(ch)) {
54 state = ’H’;
55 } else {
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56 return false;
57 }
58 break;
59 case ’H’: // Число в експонентi
60 if (! isdigit(ch)) {
61 return false;
62 }
63 break;
64 default:
65 return false;
66 }
67 }
68 // Перевiрка кiнцевого стану
69 return (state == ’D’ || state == ’H’);
70 }
71

72 int main() {
73 std:: string input;
74 std::cout << "Введiть дiйсне число: ";
75 std::cin >> input;
76

77 if (isRealNumber(input)) {
78 std::cout << "Так, це дiйсне число.\n";
79 } else {
80 std::cout << "Нi, це не дiйсне число.\n"

;
81 }
82

83 return 0;
84 }

5.2 Другий спосiб: унiверсальний пiдхiд

1 #include <iostream >
2 #include <cctype > // для isdigit
3 #include <unordered_map > // для зручної роботи з

таблицею переходiв
4
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5 // Функцiя для перевiрки, чи є рядок дiйсним чис
лом

6 bool isRealNumber(const std:: string& s) {
7 // Таблиця переходiв
8 const int table [8][6] = {
9 {0, 0, 0, 0, 0, 0}, // стан 0 (невiрний)

10 {0, 2, 2, 2, 3, 0}, // стан 1
11 {0, 0, 0, 2, 3, 0}, // стан 2
12 {0, 0, 0, 4, 0, 0}, // стан 3
13 {0, 0, 0, 4, 0, 5}, // стан 4
14 {0, 6, 6, 7, 0, 0}, // стан 5
15 {0, 0, 0, 7, 0, 0}, // стан 6
16 {0, 0, 0, 7, 0, 0} // стан 7
17 };
18

19 // Визначення символiв
20 std:: unordered_map <char , int > symbol = {
21 {’+’, 1}, {’-’, 2}, {’.’, 4}, {’E’, 5}
22 };
23 for (char c = ’0’; c <= ’9’; ++c) {
24 symbol[c] = 3;
25 }
26

27 int state = 1; // Початковий стан
28 for (char ch : s) {
29 int col = symbol.count(ch) ? symbol[ch]

: 0; // Визначення стовпця
30 state = table[state][col]; // Перехiд до

нового стану
31 if (state == 0) break; // Невiрний стан
32 }
33

34 // Перевiрка кiнцевого стану
35 return (state == 4 || state == 7);
36 }
37

38 int main() {
39 std:: string input;
40 std::cout << "Введiть дiйсне число: ";
41 std::cin >> input;

142



42

43 if (isRealNumber(input)) {
44 std::cout << "Так, це дiйсне число.\n";
45 } else {
46 std::cout << "Нi, це не дiйсне число.\n"

;
47 }
48

49 return 0;
50 }

Контрольнi запитання та завдання

1. Поняття лексичного аналiзатора

1. Що таке лексичний аналiзатор i яку функцiю вiн вико-
нує?

2. Якi основнi етапи роботи лексичного аналiзатора?

3. Перерахуйте типи лексем, якi розпiзнаються мовами про-
грамування.

4. У чому полягає процес побудови спрощеного лексичного
аналiзатора?

5. Якi способи представлення регулярної мови можна ви-
користати для розробки лексичного аналiзатора?

2. Алгоритм побудови НСА за регулярним
виразом

1. Як побудувати недетермiнований скiнченний автомат (НСА)
для регулярного виразу R0 = ε?

2. Як виглядає НСА для регулярного виразу R0 = a, де
a ∈ Σ?
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3. Якi етапи необхiднi для побудови
НСА для об’єднання регулярних виразiв (R1 +R2)?

4. Як будується НСА для конкатенацiї регулярних виразiв
(R1R2)?

5. Якi особливостi побудови НСА для iтерацiї регулярного
виразу (R∗

1 та R+
1 )?

3. Приклад побудови НСА за регулярним
виразом

1. Якi етапи побудови НСА для складного регулярного ви-
разу, такого як R = ((011)∗ | 110)(01)∗?

2. Як об’єднуються простi автомати для створення НСА
складного регулярного виразу?

Глосарiй

Лексичний аналiзатор – спецiалiзована програма, яка здiй-
снює лексичний аналiз, перетворюючи вхiднi символи у
набiр лексем та визначаючи значення для певних кате-
горiй лексем.

Лексема – елементарна одиниця тексту, яка має певне значе-
ння в мовi програмування (наприклад, ключове слово,
iдентифiкатор, знак операцiї, числова константа).

Регулярний вираз – формальний опис множини рядкiв, який
використовується для задання шаблонiв пошуку в текстi
або для опису лексем.

Скiнченний автомат (автомат) – математична модель, яка
складається з набору станiв, переходiв мiж ними та пра-
вил, що визначають поведiнку автомата на основi вхi-
дних символiв.
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Недетермiнований скiнченний автомат (НСА) – скiнченний
автомат, у якому для одного стану та вхiдного символу
може iснувати кiлька можливих переходiв.

Детермiнований скiнченний автомат (ДСА) – скiнчен-
ний автомат, у якому для кожного стану та вхiдного
символу iснує лише один можливий перехiд.

Мiнiмiзований скiнченний автомат (МСА) – детермiно-
ваний скiнченний автомат з мiнiмальною кiлькiстю ста-
нiв, який розпiзнає ту саму мову, що й початковий авто-
мат.

Праволiнiйна граматика – формальна граматика, у якiй
всi правила мають вигляд A → aB або A → a, де A та
B – нетермiнали, а a – термiнал.

Лексичний аналiз – процес розбиття вхiдного тексту на ле-
ксеми, якi потiм використовуються для подальшого ана-
лiзу (наприклад, синтаксичного аналiзу).

Регулярна мова – мова, яка може бути описана регулярним
виразом, регулярною граматикою або скiнченним авто-
матом.

Автоматне програмування – пiдхiд до програмування, який
використовує скiнченнi автомати для реалiзацiї логiки
програми.

Унiверсальний пiдхiд – метод реалiзацiї лексичного аналi-
затора, який використовує таблицю переходiв для опису
поведiнки автомата.
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Тема VII. Синтаксичний аналiз

1 Синтаксичний аналiз та
контекстно-вiльнi граматики. Дерева
розбору

1.1 Контекстно-вiльнi граматики та їх
особливостi

Контекстно-вiльна граматика — це граматика, у якiй усi
лiвi частини правил складаються лише з одного нетермiналь-
ного символу. Завдяки цьому правила не залежать вiд кон-
тексту, в якому вони застосовуються.

Формально, граматика G = (N,T, P, S) контекстно-вiльна,
якщо всi правила P мають вигляд A → w, де A ∈ N , w ∈
(N ∪ T )∗. Наприклад, якщо є правило A→ w, то його можна
застосувати до будь-якого ланцюжка uAv, незалежно вiд сим-
волiв u та v.

1.2 Синтаксичний аналiз ланцюжкiв

Розглянемо граматику:

G = ({X,Y }, {x,+, [, ]}, P,X),

де множина правил P визначена так:

X → x,

X → [Y ],

Y → X,

Y → Y +X.

Ланцюжок [x + x] належить мовi L(G), тому що його мо-
жна побудувати так:

X ⇒ Y ⇒ [X +X]⇒ [X +X]⇒ [x+X]⇒ [x+ x].
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Дерево розбору для ланцюжка [x+ x]

X

[ Y

Y

X

x

+ X

x

]

Властивостi дерев розбору

Дерево розбору для граматики G = (N,T, P, S) має такi
властивостi:

1. Коренем дерева є початковий нетермiнал S.

2. Листовi вузли позначають термiнальнi символи або по-
рожнiй ланцюжок.

3. Якщо вузол позначено нетермiналом A, а його дочiрнi
вузли — це b1b2 . . . bn, то iснує правило A→ b1b2 . . . bn.

Процес замiни нетермiнала на праву частину правила на-
зивається розгортанням. Зворотний процес — згортанням.

Ланцюжок [x+[x+x]] належить мовi L(G), оскiльки його
можна побудувати так:

X ⇒ [Y ]⇒ [Y +X]⇒ [X +X]⇒ [x+X]⇒ [x+ [Y ]]

⇒ [x+ [X +X]]⇒ [x+ [x+X]]⇒ [x+ [x+ x]].
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Дерево розбору для ланцюжка [x+ [x+ x]]

X

[ Y

X

x

+ X

[ Y

X

x

+ X

x

]

]

1.3 Методи синтаксичного аналiзу

Синтаксичний аналiз здiйснюється двома основними спосо-
бами:

• Низхiдний аналiз — починається з початкового сим-
волу S i поступово розгортає правила до термiнального
ланцюжка.

• Висхiдний аналiз — починається з термiнального лан-
цюжка i поступово згортається до початкового символу.

Розглянемо двi стратегiї синтаксичного аналiзу, якi вико-
ристовують цi пiдходи, на прикладi граматики.
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Нехай задано граматику G з правилами [2, 4]:

E → E + T | T,
T → T ∗ F | F,
F → (E) | a,

Аналiз ланцюжка a+ a ∗ a для граматики G

Нетермiнали E, T , F позначають "вираз"(Expression), "до-
данок"(Term) i "множник"(Factor) вiдповiдно. Вони викори-
стовуються для опису математичних виразiв iз операцiями +
i ∗, а також їх компонентiв.

Розглянемо процес побудови слова a+ a ∗ a за стратегiєю,
де кожного разу розгортається перший нетермiнал злiва:

E ⇒ E + T ⇒ T + T ⇒ F + T ⇒ a+ F

⇒ a+ T ∗ F ⇒ a+ a ∗ F ⇒ a+ a ∗ a.

На кожному кроцi пiдкреслено нетермiнал, який пiддається
розгортанню. Цей пiдхiд називається низхiдним синтакси-
чним аналiзом, оскiльки побудова починається з початкового
символу граматики i прямує до термiнального рядка.

Тепер розглянемо iнший пiдхiд: розгортання здiйснюється
для останнього праворуч нетермiнала. Послiдовнiсть вигля-
дає так:

E ⇒ E + T ⇒ E + T ∗ F ⇒ E + T ∗ a⇒ E + F ∗ a

⇒ E + a ∗ a⇒ T + a ∗ a⇒ F + a ∗ a⇒ a+ a ∗ a.

У цiй стратегiї, якщо рухатися в зворотному порядку, отриму-
ємо процес згортання, що починається з термiнального рядка.
Цей пiдхiд називається висхiдним аналiзом, адже вiн працює
вiд термiналiв до початкового символу граматики.

Оскiльки компiлятори обробляють текст програм злiва на-
право i зверху вниз, для створення дерева розбору методом
«вiд верху до низу» зазвичай використовують лiвостороннє
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виведення. У свою чергу, для методу «вiд низу до верху» пере-
важно застосовується правостороннє виведення. У результатi
побудованi дерева розбору для обох пiдходiв будуть однако-
вими для одного й того самого слова a+ a ∗ a.

Граматика вважається однозначною, якщо для будь-якого
рядка, який вона породжує, iснує єдине дерево розбору. У про-
тилежному випадку вона є неоднозначною.

Основна складнiсть при побудовi алгоритмiв синтаксично-
го аналiзу полягає у виборi правила продукцiї для розгорта-
ння або згортання. У прикладах цей вибiр був очевидним,
оскiльки структура термiнального рядка була вiдома. Але в
загальному випадку структура рядка заздалегiдь невiдома,
тому необхiдно перебирати правила для знаходження потрi-
бного.

Основною проблемою при побудовi алгоритмiв синтакси-
чного аналiзу є необхiднiсть вибору правил, якi потрiбно за-
стосувати для розгортання чи згортання. У наведених при-
кладах вибiр правил був можливим завдяки тому, що стру-
ктура термiнального слова була вiдома заздалегiдь. Однак у
загальному випадку структура слова до початку його аналiзу
невiдома, що призводить до необхiдностi перебирати всi мо-
жливi правила для знаходження потрiбного.

Хоча теоретично можна розробити алгоритм аналiзу, який
базується на перебираннi всiх можливих правил, такий пiдхiд
практично неприйнятний через його високу обчислювальну
складнiсть. Одним iз способiв досягнення ефективних алго-
ритмiв аналiзу є обмеження структури правил граматики та
звуження множини контекстно-вiльних граматик, що дозво-
ляє уникнути необхiдностi перебирання.

2 LA(1)-граматики

LA(1)-граматики дозволяють вибирати потрiбне правило
для розгортання пiд час низхiдного аналiзу, орiєнтуючись на
перший символ ще не обробленої частини вхiдного рядка. На-
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зва ”LA(1)” походить вiд англiйського Look Ahead 1 symbol,
що означає "подивись на один символ вперед"[2].

Розглянемо граматику G = (N,T, P, S), де N — нетермi-
нали, T — термiнали, P — правила, а S — початковий символ.

Нехай потрiбно визначити, чи належить слово w мовi L(G).
Якщо S → w1 | · · · | wp — це всi правила, в яких нетер-

мiнал S стоїть злiва, то вiдповiдне правило S → wi можна
обрати на основi першого символу слова v, якщо множини
перших символiв, якi можуть бути виведенi з w1, w2, . . . , wp,
не перетинаються.

У загальному випадку, якщо нерозпiзнана частина слова
ai . . . aj повинна бути виведена з нетермiнала A, а A → v1 |
· · · | vk — це всi правила з A у лiвiй частинi, то правило A→ vi
обирається вiдповiдно до першого символу ai, якщо множини
перших символiв, якi можуть бути виведенi з v1, v2, . . . , vk, не
перетинаються.

Для кожного нетермiнала A та кожної правої частини vi
правил A→ v1 | v2 | · · · | vk визначимо множини

first(vi) = {a | a ∈ T i vi ⇒∗ az для деякого слова z},

first(A) =
⋃

first(vi).

Якщо граматика мiстить ε-правила вигляду A → ε, то,
якщо Av ⇒∗ b1 . . . bn, символ b1 може починати слово, виведе-
не як з A, так i з v. Визначити, з чого саме виводиться слово,
можна за умови, що first(A) не мiстить перших символiв слiв,
виведених з v.

Множину цих перших символiв позначимо follow(A):
Граматика називається LA(1)-граматикою, якщо:

1. для кожного нетермiнала A з правилами
A → w1| . . . |wk, де wi ̸= ε для всiх i = 1, . . . , k, виконує-
ться умова

first(wi) ∩ first(wj) = ∅ при i, j = 1, . . . , k, i ̸= j;
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2. для кожного нетермiнала A, який має правило A → ε,
виконується

first(A) ∩ follow(A) = ∅.

Цi умови називаються LA(1)-умовами.
Не всi контекстно-вiльнi мови можуть бути описанi LA(1)-

граматиками, але синтаксис бiльшостi сучасних мов програ-
мування може бути заданий такими граматиками. Часто мова
природно задається не LA(1)-граматикою, але її можна пере-
творити на еквiвалентну LA(1)-граматику.

Приклад 1: Множини first та перевiрка
LA(1)-умов

Розглянемо граматику G1 = ({A,B,C}, {x, y, z}, P,A):

P :

A→ B

A→ yC

B → z

B → xA

C → x

C → zB

Множини first

Для кожного нетермiнала та правила обчислимо множини
first:

first(B) = {z, x},
first(yC) = {y},

first(z) = {z},
first(xA) = {x},

first(x) = {x},
first(zB) = {z}.
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Перевiрка LA(1)-умов

1. Для нетермiнала A:

first(B) = {z, x}, first(yC) = {y}.

Оскiльки {z, x} ∩ {y} = ∅, умова (1) виконується.
2. Для нетермiнала B:

first(z) = {z}, first(xA) = {x}.

Оскiльки {z} ∩ {x} = ∅, умова (1) виконується.
3. Для нетермiнала C:

first(x) = {x}, first(zB) = {z}.

Оскiльки {x} ∩ {z} = ∅, умова (1) виконується.
Оскiльки в граматицi G1 немає ε-правил, умова (2) авто-

матично виконується. Отже, граматика G1 є LA(1)-граматикою.

Приклад 2: Множини first та перевiрка
LA(1)-умов

Розглянемо граматику G0:

P :

E → E + T | T
T → T ∗ F | F
F → (E) | a

Множини first

Для кожного нетермiнала та правила обчислимо множини
first:
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first(E + T ) = first(E) = {(, a},
first(T ) = {(, a},

first(T ∗ F ) = first(T ) = {(, a},
first(F ) = {(, a},

first((E)) = {( },
first(a) = {a}.

Перевiрка LA(1)-умов

1. Для нетермiнала E:

first(E + T ) = {(, a}, first(T ) = {(, a}.

Оскiльки {(, a} ∩ {(, a} ≠ ∅, умова (1) не виконується.
2. Для нетермiнала T :

first(T ∗ F ) = {(, a}, first(F ) = {(, a}.

Оскiльки {(, a} ∩ {(, a} ≠ ∅, умова (1) не виконується.
3. Для нетермiнала F :

first((E)) = {( }, first(a) = {a}.

Оскiльки {( } ∩ {a} = ∅, умова (1) виконується.
Оскiльки в граматицi G0 є правила, якi порушують LA(1)-

умови, вона не є LA(1)-граматикою. Проте, як показано ранi-
ше, її можна перетворити на еквiвалентну LA(1)-граматику.
Для цього введемо новий нетермiнал B та правила:

B → ε | ∗FB, T → FB.

Тепер:

first(T ) = first(F ) = {a, ( },
first(∗FB) = {∗}, умова (1) виконується,

first(B) = {∗},
follow(B) = follow(T ) = follow(E) = {+, )},

first(B) ∩ follow(B) = ∅, умова (2) виконується.
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Аналогiчно, додавши нетермiнал A та правила:

E → TA, A→ ε | +EA,

ми отримаємо LA(1)-граматику.
Пiсля перетворення граматика G0 має наступнi правила

P0, якi задовольняють LA(1)-умовам:

P0 :

E → T A

A→ +T A | ε
T → F B

B → ∗F B | ε
F → (E ) | a

3 Лiворекурсивнi та розширенi правила.
Синтаксичнi дiаграми

Правило вигляду A → Av називається лiворекурсивним.
Якщо граматика мiстить правила A → Av | u, де u ̸= ε, то
first(Av) = first(u) ̸= ∅, i граматика не є LA(1)-граматикою.
Однак такi правила дозволяють виводити слова з множини
{u, uv, uvv, . . . }, яка може бути описана регулярним виразом
uv∗ або u{v}.

Замiсть правил A → Av | u можна записати розширене
правило A → u{v}. Такi правила називаються розширеними,
i вони не розширюють множину мов, якi можуть бути описанi
контекстно-вiльними граматиками.

Приклад 3

Розглянемо граматику G = ({A,B}, {x,+, [, ]}, P,A):

P :

A→ x

A→ [B]

B → A

B → B +A
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Цю граматику можна переписати за допомогою розшире-
них правил:

P1 :
A→ x | [B]

B → A | B +A

P2 :
A→ x | [B]

B → A(+A)∗

P3 : A→ x | [A(+A)∗]

Розширенi правила дозволяють бiльш компактно описува-
ти граматики, зберiгаючи їхню еквiвалентнiсть.

Приклад 4

Розглянемо граматику G0, яка описує арифметичнi вира-
зи:

P :

E → E + T | T
T → T ∗ F | F
F → (E) | a

Цю граматику можна переписати за допомогою розшире-
них правил:

P1 :

E → T{+T}
T → F{∗F}
F → (E) | a

Кожне розширене правило може бути представлене у ви-
глядi синтаксичної дiаграми, що полегшує вiзуалiзацiю гра-
матики.
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3.1 Синтаксичнi дiаграми

Означення та побудова

Синтаксична дiаграма — це орiєнтований граф, який має
двi фiксованi вершини: початкову вершину, з якої виходить
одна дуга, i кiнцеву вершину, в яку входить одна дуга. Ду-
ги графа можуть бути позначенi термiнальними або нетермi-
нальними символами.

Цей тип графа широко використовується для вiзуального
зображення граматичних правил формальних мов. Вiн дозво-
ляє легко розумiти структуру правил та спосiб виведення слiв
згiдно з цими правилами.

Властивостi синтаксичної дiаграми

Орiєнтованiсть: Кожна дуга у графi має напрямок, що
вказує на послiдовнiсть переходiв вiд початкової до кiнцевої
вершини.

Фiксованi вершини: Iснує початкова вершина, з якої почи-
нається будь-який шлях, i кiнцева вершина, в яку завершує-
ться будь-який шлях.

Позначення дуг: Дуги можуть бути позначенi термiналь-
ними символами (елементами алфавiту) або нетермiнальними
символами (перемiнними граматики).

Алгоритм побудови синтаксичної дiаграми

Базовий випадок : Якщо α є одиночним символом (термi-
нальним або нетермiнальним), то синтаксична дiаграма скла-
дається з трьох вершин: початкової, середньої (позначеної сим-
волом α) та кiнцевої. Єдина дуга виходить з початкової вер-
шини до середньої, а друга дуга виходить з середньої вершини
до кiнцевої.

Рекурсивний випадок : Якщо α є складним регулярним ви-
разом, то синтаксичну дiаграму можна побудувати так:
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- розкладемо α на простiшi компоненти за допомогою опе-
рацiй об’єднання, катенацiї та iтерацiї;

- для кожного компонента побудуємо окрему синтаксичну
дiаграму за допомогою базового випадку або рекурсивного
випадку;

- об’єднаємо отриманi дiаграми в одну загальну дiаграму,
враховуючи порядок операцiй у регулярному виразi α.

Синтаксична дiаграма дозволяє вiзуально представити стру-
ктуру граматичних правил та спосiб виведення слiв з мови,
заданої граматикою.

Отже, синтаксичну дiаграму для правила B → α, де B ∈
N , а α — регулярний вираз у алфавiтi N ∪ T , можна побуду-
вати рекурсивно:

1. Якщо α = a, де a ∈ T , то дiаграма має вигляд:

a

2. Якщо α = A, де A ∈ N , то дiаграма має вигляд:

A

3. Якщо α = α1|α2| . . . |αn, де αi — регулярнi вирази, то
дiаграма має вигляд:

α1

α2

...

αn
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4. Якщо α = α1α2 . . . αn, де αi — регулярнi вирази, то дiа-
грама має вигляд:

α1 α2 . . . αn

5. Якщо α = α∗
1, де α1 — регулярний вираз, то дiаграма

має вигляд:

α1

3.2 Синтаксичнi аналiзатори для розпiзнавання
виразiв

Використовуючи метод рекурсивного спуску, побудуємо син-
таксичнi аналiзатори для граматик з прикладiв 3 i 4.

Розглянемо синтаксичну дiаграму для граматики G з пра-
вилами P3 з прикладу 3:

G = {(A,B); {x,+, [1], P3, A}, P3 : A→ x[[A(+A)]]}

Грунтуючись на цiй дiаграмi, напишемо код синтаксично-
го аналiзатора мовою C:

1 #include <iostream >
2 #include <cstdio > // для getchar ()
3 #include <cstdlib > // для exit()
4

5 char c; // Поточний символ
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6

7 // Функцiя для нетермiнала A
8 void A() {
9 if (c == ’[’) {

10 // Зчитуємо наступний символ
11 c = getchar ();
12 // Рекурсивний виклик для нетермiнала A
13 A();
14 while (c == ’+’) {
15 // Зчитуємо наступний символ
16 c = getchar ();
17 // Рекурсивний виклик для нетермiнал

а A
18 A();
19 }
20 // Перевiрка на закриваючу дужку
21 if (c != ’]’) {
22 std::cerr << "Слово не належить мовi

.\n";
23 exit (0);
24 }
25 // Зчитуємо наступний символ
26 c = getchar ();
27 }
28 else if (c == ’x’) {
29 // Зчитуємо наступний символ
30 c = getchar ();
31 }
32 else {
33 std::cerr << "Слово не належить мовi.\n"

;
34 exit (0);
35 }
36 }
37

38 int main() {
39 std::cout << "Введiть рядок для аналiзу: ";
40 c = getchar (); // Зчитуємо перший символ
41

42 A(); // Виклик функцiї для нетермiнала A
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43

44 // Перевiрка на кiнець рядка
45 if (c == ’\n’) {
46 std::cout << "Слово належить мовi.\n";
47 }
48 else {
49 std::cout << "Слово не належить мовi.\n"

;
50 }
51

52 return 0;
53 }

Якщо на вхiд програми подати рядок, вона проаналiзує
його i виведе результат про належнiсть слова мовi.

Побудуємо синтаксичнi дiаграми, якi вiдповiдають прави-
лам P1 граматики Gз прикладу 4:

E → T{+T}, T → F{∗F}, , F → (E)|a.
Для нетермiнала E (правило E → T{+T}):

T + T

Для нетермiнала T (правило T → F{∗F}):

F * F

Для нетермiнала F (правило F → (E)|a):
( E )

a

На основi цих дiаграм напишемо функцiї для рекурсивного
спуску:
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1 #include <iostream >
2 #include <cstdio > // для getchar ()
3 #include <cstdlib > // для exit()
4

5 char c; // Поточний символ
6

7 // Функцiї для нетермiналiв
8 void T(); // Нетермiнал T
9 void F(); // Нетермiнал F

10

11 // Функцiя для обробки помилок
12 void error() {
13 std::cerr << "Слово не належить мовi.\n";
14 exit (0);
15 }
16

17 // Нетермiнал E
18 void E() {
19 T(); // Виклик нетермiнала T
20 while (c == ’+’) {
21 // Зчитуємо наступний символ
22 c = getchar ();
23 // Виклик нетермiнала T
24 T();
25 }
26 }
27

28 // Нетермiнал T
29 void T() {
30 F(); // Виклик нетермiнала F
31 while (c == ’*’) {
32 // Зчитуємо наступний символ
33 c = getchar ();
34 // Виклик нетермiнала F
35 F();
36 }
37 }
38

39 // Нетермiнал F
40 void F() {
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41 if (c == ’(’) {
42 // Зчитуємо наступний символ
43 c = getchar ();
44 // Виклик нетермiнала E
45 E();
46 // Перевiрка на закриваючу дужку
47 if (c != ’)’)
48 error();
49 // Зчитуємо наступний символ
50 c = getchar ();
51 }
52 else if (c == ’a’) {
53 // Зчитуємо наступний символ
54 c = getchar ();
55 }
56 else {
57 // Помилка, якщо символ не вiдповiдає правил

ам
58 error();
59 }
60 }
61

62 int main() {
63 std::cout << "Введiть рядок для аналiзу: ";
64 c = getchar (); // Зчитуємо перший символ
65

66 E(); // Виклик нетермiнала E
67

68 // Перевiрка на кiнець рядка
69 if (c == ’\n’) {
70 std::cout << "Слово належить мовi.\n";
71 }
72 else {
73 std::cout << "Слово не належить мовi.\n"

;
74 }
75

76 return 0;
77 }
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У цiй програмi реалiзовано метод рекурсивного спуску на
основi синтаксичних дiаграм. Спочатку викликається фун-
кцiя E(), яка вiдповiдає головному нетермiналу. Вона, у свою
чергу, викликає функцiю T () для аналiзу доданкiв, а та —
функцiю F () для аналiзу множникiв. Функцiя F () може ви-
кликати E() через непряму рекурсiю.

У подальшому синтаксичнi дiаграми можна використову-
вати не лише для розпiзнавання рядкiв, але й для виконання
обчислень.

Контрольнi запитання та завдання

1. Синтаксичний аналiз та контекстно-вiльнi
граматики. Дерева розбору

1. Що таке контекстно-вiльна граматика?

2. Наведiть приклад правила контекстно-вiльної грамати-
ки.

3. Що таке дерево розбору?

4. Якi основнi методи синтаксичного аналiзу?

5. У чому рiзниця мiж низхiдним i висхiдним аналiзом?

6. Наведiть приклад низхiдного аналiзу для заданої грама-
тики.

LA(1)-граматики

1. Що таке LA(1)-граматика?

2. Наведiть приклад граматики, яка не є LA(1)-граматикою.

3. Наведiть приклад LA(1)-граматики.
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4. Як перевiрити, чи є граматика LA(1)-граматикою?

5. Як перетворити граматику на LA(1)-граматику?

6. Що таке множина ‘First‘ для правила граматики?

7. Як обчислити множину ‘First‘ для нетермiнала?

8. Що таке множина ‘Follow‘ i як її визначити?

Лiворекурсивнi та розширенi правила.
Синтаксичнi дiаграми

1. Що таке лiворекурсивне правило?

2. Чому лiворекурсивнi правила ускладнюють синтакси-
чний аналiз?

3. Як усунути лiворекурсивнi правила?

4. Що таке розширенi правила?

5. Як побудувати синтаксичну дiаграму для заданого пра-
вила?

6. Що таке метод рекурсивного спуску?

7. Як побудувати синтаксичний аналiзатор за допомогою
методу рекурсивного спуску?

8. Як побудувати синтаксичну дiаграму для арифметично-
го виразу?

9. Як використовувати синтаксичнi дiаграми для побудови
аналiзатора?

10. Наведiть приклад синтаксичної дiаграми для граматики
арифметичних виразiв.
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Глосарiй

Контекстно-вiльна граматика – формальна граматика, у
якiй всi правила мають вигляд A → w, де A – нетер-
мiнал, а w – рядок iз термiналiв та нетермiналiв. Вона
використовується для опису синтаксису мов програму-
вання.

Дерево розбору – структура даних, яка представляє синта-
ксичну структуру ланцюжка, побудованого за правила-
ми граматики. Корiнь дерева – початковий символ гра-
матики, листя – термiнали, а внутрiшнi вузли – нетер-
мiнали.

Низхiдний аналiз – метод синтаксичного аналiзу, який по-
чинається з початкового символу граматики i розгортає
правила до термiнального ланцюжка.

Висхiдний аналiз – метод синтаксичного аналiзу, який по-
чинається з термiнального ланцюжка i згортає його до
початкового символу граматики.

LA(1)-граматика – граматика, яка дозволяє вибирати пра-
вило для розгортання на основi одного символу вперед
(Look Ahead 1). Вона задовольняє умови, що множини
‘First‘ для рiзних правил не перетинаються, а також що
множини ‘First‘ i ‘Follow‘ для нетермiналiв не перетина-
ються.

Множина First – множина термiналiв, якi можуть почина-
ти рядки, виведенi з даного нетермiнала або правої ча-
стини правила.

Множина Follow – множина термiналiв, якi можуть iти за
даним нетермiналом у виведеннi.

Лiворекурсивне правило – правило вигляду A → Av, яке
може призводити до нескiнченного циклу пiд час синта-
ксичного аналiзу.
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Розширенi правила – правила, якi дозволяють компактно
описувати регулярнi вирази, такi як A→ u{v}, що еквi-
валентно A→ u | uv.

Синтаксична дiаграма – графiчне зображення правил гра-
матики, яке використовується для вiзуалiзацiї процесу
виведення ланцюжкiв.

Метод рекурсивного спуску – метод синтаксичного ана-
лiзу, який реалiзує низхiдний аналiз за допомогою ре-
курсивних функцiй, що вiдповiдають нетермiналам гра-
матики.

Нетермiнал – символ у граматицi, який може бути розгор-
нутий у послiдовнiсть iнших символiв (термiналiв або
нетермiналiв).

Термiнал – символ у граматицi, який не може бути розгор-
нутий далi. Вiн представляє конкретний елемент мови,
наприклад лiтеру або число.

Синтаксичний аналiзатор – програма або алгоритм, який
перевiряє, чи належить вхiдний рядок мовi, заданiй гра-
матикою, i будує дерево розбору.

Еквiвалентна граматика – граматика, яка описує ту саму
мову, що й iнша граматика, але може мати iншу стру-
ктуру правил.

Правило продукцiї – правило у граматицi, яке описує, як
нетермiнал може бути замiнений на послiдовнiсть iнших
символiв.

Розгортання – процес замiни нетермiнала на праву частину
правила пiд час синтаксичного аналiзу.

Згортання – процес замiни послiдовностi символiв на нетер-
мiнал пiд час висхiдного синтаксичного аналiзу.
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Однозначна граматика – граматика, для якої кожен лан-
цюжок має єдине дерево розбору.

Неоднозначна граматика – граматика, для якої iснує хоча
б один ланцюжок, який має бiльше одного дерева розбо-
ру.
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ТЕМА VIII. Автоматнi мови та та
регулярнi вирази

1 Регулярнi та нерегулярнi мови. Лема
про накачку

1.1 Регулярнi мови

Регулярнi мови — це класи мов, якi можна описати за
допомогою регулярних виразiв або розпiзнати за допомогою
скiнченних автоматiв [2].

Формально, мова L ⊆ Σ∗ називається регулярною, якщо
iснує скiнченний автомат M = (Q,Σ, δ, q0, F ), для якого вико-
нується L = L(M).

Регулярнi мови мають низку властивостей:
- замкнутiсть щодо операцiй об’єднання, перетину, допов-

нення, конкатенацiї та iтерацiї;
- простий спосiб побудови регулярних виразiв для їхнього

опису.
Приклади регулярних мов включають множини ланцюж-

кiв з обмеженнями на їхню довжину, набiр символiв або певну
структуру.

1.2 Нерегулярнi мови

Нерегулярнi мови — це мови, якi не можна описати ре-
гулярними виразами або розпiзнати за допомогою скiнчен-
них автоматiв. Такi мови часто мають складнiшi структу-
ри, якi вимагають бiльш потужних обчислювальних моделей,
таких як контекстно-вiльнi граматики або машини Тюрiнга.
Один iз найвiдомiших прикладiв нерегулярної мови — це мова
L = {anbn | n ≥ 0}, яка не може бути розпiзнана скiнченним
автоматом через обмеження пам’ятi.

169



Приклади автоматiв для деяких формальних мов

1. Σ = {a, b, c}; L = {abc, bb} - регулярна мова, оскiльки
iснує скiнченний автомат, який описує цю мову.

Детермiнований скiнченний автомат:

q0start q1 q2 q3

q4 q5

a b c

b
b

Повнiстю визначений скiнченний автомат (доповнений мер-
твим станом qd):

q0start q1 q2 q3

q4

q5 qd

a

b

c

b

a, c

c

a
a, b, c

b a, c

a, b, c

a, b, c

2. Σ = {0, 1}; L - множина парних двiйкових чисел (регу-
лярна мова)

sstart q

0

1

1

0

3. Σ = {a, b, c}; L = {anbcm | n,m ≥ 0} - регулярна мова
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sstart q

a

b

c

4. Σ = {a, b, c}; L = {anbcn | n ≥ 0} - нерегулярна мова

s0start s1 s2 sn

q0 q1 q2 qn

a

b

a

b

a

b b

cc c

Як бачимо, це невдала спроба побудувати автомат, оскiль-
ки ми можемо продовжувати праворуч будувати новi вершини
i ребра скiльки завгодно, нескiнченно.

1.3 Лема про накачку

Лема про накачку є iнструментом для доведення того, що
мова нерегулярна [2, 6]. Формулювання леми таке:

Лема про накачку для регулярних мов: Нехай L —
регулярна мова. Тодi iснує така константа p > 0 (називається
довжиною накачки), що для будь-якого слова w ∈ L з |w| ≥ p,
можна представити w у виглядi w = xyz, де:

1. |xy| ≤ p,
2. |y| > 0,
3. xykz ∈ L для всiх k ≥ 0.
Ця лема допомагає знаходити протирiччя, якщо припу-

стити, що нерегулярна мова регулярна. Наприклад, для мови
L = {anbn | n ≥ 0} будь-який розподiл w = xyz не дозво-
ляє задовольнити умови леми при збiльшеннi k, що доводить
нерегулярнiсть L.
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Доведення

Нехай L — регулярна мова. Це означає, що для L iснує
скiнченний автомат M = (Q,Σ, δ, q0, F ), де:

• Q — скiнченна множина станiв;

• Σ — скiнченний алфавiт;

• δ : Q× Σ→ Q — функцiя переходiв;

• q0 ∈ Q — початковий стан;

• F ⊆ Q — множина заключних станiв.

Позначимо p як кiлькiсть станiв M , тобто |Q| = p. Роз-
глянемо будь-яке слово w ∈ L, для якого |w| ≥ p. Згiдно з
принципом Дiрiхле, пiд час зчитування слова w автоматом
M щонайменше один стан повториться.

Розiб’ємо w на три частини w = xyz, де:

• x — префiкс, що приводить автомат у перший повторю-
ваний стан;

• y — частина слова, яка вiдповiдає циклу (шляху мiж
повторюваними станами);

• z — залишок, який доводить автомат до заключного ста-
ну.

Отже, слово w можна представити як xyz, де виконуються
такi умови:

1. xykz ∈ L для будь-якого k ≥ 0;

2. |xy| ≤ p;

3. |y| ≥ 1.

Це i є твердження леми про накачку.
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1.4 Доведення нерегулярностi мов за
допомогою леми про накачку

Приклад 1: Нехай Leq — це мова рядкiв, у яких кiлькiсть
нулiв дорiвнює кiлькостi одиниць [6].

Припустимо, що Leq є регулярною мовою. Розглянемо ря-
док w = 0n1n, де w ∈ Leq.

Вiдповiдно до леми про накачку, рядок w можна подати у
виглядi w = xyz, де виконується:

|xy| ≤ n, y ̸= ε, i для всiх k ≥ 0, xykz ∈ Leq.

Роздiлимо w = 0n1n так, що x складається лише з нулiв, y
— теж тiльки з нулiв, а z включає решту нулiв та всi одиницi:

w = 000 . . .︸ ︷︷ ︸
x

0︸︷︷︸
y

0111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
z

.

Тепер розглянемо випадок k = 2. Тодi xy2z матиме бiльше
нулiв, нiж одиниць:

xy2z = 000 . . .︸ ︷︷ ︸
x

00︸︷︷︸
y2

0111 . . . 11︸ ︷︷ ︸
z

.

Тому xy2z /∈ Leq, оскiльки кiлькiсть нулiв перевищує кiль-
кiсть одиниць. Це суперечить припущенню про регулярнiсть
мови Leq.

Отже, мова Leq нерегулярна.
Приклад 2:
Розглянемо мову L = {anbn | n ≥ 0}. Доведемо, що L не є

регулярною за допомогою леми про накачку.
Припустимо, що L регулярна. Тодi iснує число p, таке що

будь-яке слово w ∈ L з довжиною |w| ≥ p можна розбити на
w = xyz, де виконуються умови леми.

Вiзьмемо слово w = apbp. Згiдно з умовою, |xy| ≤ p, тому
x i y складаються лише iз символiв a. Нехай y = ak, де k ≥ 1.

Тепер розглянемо слово w′ = xy2z = ap+kbp. Оскiльки
|a| ̸= |b|, то w′ /∈ L. Це суперечить припущенню про регу-
лярнiсть L. Отже, L нерегулярна.
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2 Перевiрка еквiвалентностi регулярних
мов

Еквiвалентнiсть регулярних мов можна перевiрити за до-
помогою алгоритму заповнення таблицi нееквiвалентних ста-
нiв. Цей метод дозволяє порiвнювати мови, навiть якщо во-
ни представленi рiзними способами, наприклад, одним — ре-
гулярним виразом, а iншим — недетермiнованим скiнченним
автоматом.

2.1 Перетворення представлень

Спочатку необхiдно перетворити кожне представлення в
детермiнований скiнчений автомат (ДСА). Це стандартний
крок у теорiї формальних мов та автоматiв.

Пiсля цього можна уявити собi ДСА, множина станiв яко-
го є об’єднанням множин станiв для мов L1 i L2. Технiчно цей
ДСА має два початкових стану, але при перевiрцi еквiвален-
тностi конкретний початковий стан не має значення. Отже,
можна вибрати будь-який з них як єдиний початковий стан.

2.2 Алгоритм перевiрки еквiвалентностi

Далi перевiряємо еквiвалентнiсть початкових станiв двох
заданих ДСА, використовуючи алгоритм заповнення таблицi
нееквiвалентних станiв. Якщо вони еквiвалентнi, то L1 = L2,
а якщо нi, то L1 ̸= L2.

Далi перевiряємо, чи є початковi стани двох заданих ДСА
еквiвалентними, використовуючи алгоритм заповнення табли-
цi еквiвалентних станiв. Якщо вони еквiвалентнi, то можна
зробити висновок, що L1 = L2. В iншому випадку, якщо по-
чатковi стани не є еквiвалентними, то L1 ̸= L2.
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2.3 Алгоритм заповнення таблицi
нееквiвалентних станiв

1. Iнiцiалiзацiя: Спочатку створюємо таблицю, яка мiстить
всi пари станiв з обох ДСА. Позначаємо всi пари, якi очеви-
дно нееквiвалентнi (наприклад, коли один стан є заключним,
а iнший — нi).

2. Заповнення таблицi : Рекурсивно заповнюємо таблицю,
додаючи новi пари нееквiвалентних станiв на основi вже вiдо-
мих нееквiвалентних пар. Для цього розглядаємо кожну пару
станiв (p, q) i перевiряємо, чи для всiх символiв алфавiту пе-
реходи з p та q ведуть до нееквiвалентних станiв.

3. Завершення: Коли бiльше немає нових пар нееквiвален-
тних станiв, алгоритм завершується. Якщо початковi стани
обох ДСА не потрапили до списку нееквiвалентних пар, то
мови L1 i L2 еквiвалентнi.

Приклад

Розглянемо два детермiнованих скiнченних автомати (ДСА).
Обидва ДСА допускають порожнiй ланцюжок та всi ланцюж-
ки, якi закiнчуються символом 0. Це вiдповiдає мовi, описанiй
регулярним виразом (0+1)∗0+ε. Припустимо, що на рисунку
зображено один з таких ДСА, який має п’ять станiв, позначе-
них вiд A до E [2,4].

Astart B

0
1

1

0
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Cstart D

E

0

1

0

1

1

0

Для того, щоб виконати заповнення таблицi, спочатку по-
трiбно позначити символом × усi тi комiрки, якi вiдповiдають
парам станiв, де лише один стан є заключним, а другий - нi.

A B C D

B ×
C ×
D ×
E × × ×

У результатi цього аналiзу можна побачити, що iншi чо-
тири пари {A,C}, {A,D}, {B,D} i {B,E} є парами еквiвален-
тних станiв.

Пiд час одного циклу розглядаються всi можливi пари ста-
нiв з метою перевiрки, чи є серед них пара станiв-спадкоємцiв,
яка може бути розрiзнена.

Оскiльки перевiрка показала, що стани А i С еквiвалентнi
та початковi в обох автоматах, можна зробити висновок, що
цi детермiнованi скiнченнi автомати обробляють одну й ту ж
мову.

Отже, алгоритм заповнення таблицi нееквiвалентних ста-
нiв дозволяє ефективно перевiряти еквiвалентнiсть регуляр-
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них мов, незалежно вiд того, як вони представленi (регуляр-
ним виразом, недетермiнованим або детермiнованим скiнчен-
ним автоматом).

3 Перетворення ДСК у регулярний
вираз шляхом вилучення станiв

Узагальнений скiнченний автомат – це модифiкацiя
звичайного скiнченного автомата, де переходи мiж станами
позначаються не окремими символами, а регулярними вираза-
ми. Мiтка шляху такого автомата визначається як конкатена-
цiя регулярних виразiв, розташованих на переходах. Слово w
допускається узагальненим автоматом, якщо воно належить
мовi, що задається мiткою одного з успiшних шляхiв (шлях,
який завершується у заключному станi).

Якщо в автоматi iснує декiлька переходiв iз загальним по-
чатком i кiнцем (паралельнi переходи), їх можна об’єднати в
один перехiд за допомогою операцiї +.

Нехай дано скiнченний автомат A = (Q,Σ, δ, q0, F ), який
має n заключних станiв. Для його перетворення спочатку бу-
дуємо еквiвалентний узагальнений автомат A0, видаляючи всi
незаключнi стани, крiм початкового. Далi для кожного за-
ключного стану q ∈ F створюємо скорочений узагальнений
автомат.

Кожному скороченому автомату A1, . . . , An вiдповiдає ре-
гулярний вираз R1, . . . , Rn. Пiдсумковий регулярний вираз R
для автомата A має вигляд:

R = R1 +R2 + · · ·+Rn.

Розглянемо процес вилучення станiв:
Для виключення стану s необхiдно оновити дуги мiж усiма

парами станiв q i p, якi з’єднуються через s, використовуючи
всi можливi шляхи. Оскiльки кiлькiсть таких шляхiв може бу-
ти нескiнченною, вони описуються за допомогою регулярних
виразiв.
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Позначимо [6]:

• q1, . . . , qk – стани, що передують s,

• p1, . . . , pm – стани, що йдують пiсля s,

• Qi – регулярний вираз, що позначає дугу мiж qi та s,

• Pj – регулярний вираз, що позначає дугу мiж s та pj ,

• S – петля на станi s (якщо така iснує),

• Rij – регулярний вираз, що описує дугу мiж qi i pj (або
0, якщо дуга вiдсутня).

Пiсля вилучення стану s отримуємо такий автомат:
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Регулярний вираз для всiх шляхiв через s [6]:

Rij = Rij +QiS
∗Pj ,

де S∗ враховує повторнi проходи через петлю на станi s.

3.1 Стратегiя перетворення автомата у
регулярний вираз

1. Для кожного заключного стану q ̸= q0 створюємо скоро-
чений автомат Aq, у якому залишається лише початко-
вий стан q0 та сам q. Методом вилучення станiв створю-
ємо автомат з дугами, позначеними регулярними вира-
зами [6].
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q0start q

R
S

U

T

Вiдповiдний регулярний вираз:

Eq = (R+ SU∗T )∗ SU∗.

2. Якщо початковий стан q0 заключний, усi iншi стани ви-
даляються, отримуємо автомат з одним станом:

q0start

R

Регулярний вираз:
Eq = R∗.

3. Остаточний вираз отримується об’єднанням:

R =
⊕
q∈F

Eq.

3.2 Приклад

Розглянемо автомат, що допускає ланцюжки з 0 та 1, у
яких на другiй або третiй позицiї з кiнця знаходиться одиниця
[6].

Автомат:

L(A) = {w | w = x1b або w = x1bc,

x ∈ {0, 1}∗, {b, c} ⊆ {0, 1}} .
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Astart B C D

0, 1

1 0, 1 0, 1

Перепишемо автомат, позначивши дуги регулярними ви-
разами.

Astart B C D

0 + 1

1 0 + 1 0 + 1

Зазначимо, що стан B не буде присутнiм нi в одному з
скорочених автоматiв (для стану C i D). Вiн не заключний i
не початковий. Виключимо його до того, як будемо будувати
скороченi автомати для заключних станiв C i D.

Є один стан A, який передує B i один стан C, який iде за
B. Тому Q1 = 1, P1 = 0 + 1, R11 = ∅ (немає шляху з A в C),
S = ∅ (немає петлi в станi B). Пiдставимо отриманi значення
у вираз

R11 +Q1S
∗(P1)

i одержимо новий вираз над дугою зi стану A в стан C: ∅ +
1∅∗(0 + 1) = 1(0 + 1).

Скорочений автомат ACD без незаключного стану B має
вигляд:

Astart C D

0 + 1

1(0 + 1) 0 + 1

Виключимо стан C i отримаємо скорочений автомат AD:
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Astart D

0 + 1

1(0 + 1)(0 + 1)

Порiвняємо отриманий автомат з автоматом, який було
описано в алгоритмi:

q0start q

R
S

U

T

Тут R = 0 + 1, S = 1(0 + 1)(0 + 1), T = ∅, U = ∅ =>
U∗ = ε, SU∗T = ∅, оскiльки T = ∅. Тобто, (R+SU∗T )∗SU∗ =
R∗S = (0 + 1)∗1(0 + 1)(0 + 1).

Вираз
ED = (0 + 1)∗1(0 + 1)(0 + 1)

описує ланцюжки, в яких на третiй позицiї з кiнця стоїть 1.
Для заключного стану C треба скоротити стан D в авто-

матi ACD. Оскiльки пiсля D немає станiв pi, то треба просто
вилучити дугу, яка веде з C в D разом зi станом D.

З автомату ACD отримаємо скорочений автомат AC

Astart C

0 + 1

1(0 + 1)

i вiдповiдний регулярний вираз

EC = (0 + 1)∗1(0 + 1).

Цей вираз описує ланцюжки, в яких другий з кiнця символ
дорiвнює 1.
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Остаточний результуючий регулярний вираз:

ED + EC = (0 + 1)∗1(0 + 1)(0 + 1) + (0 + 1)∗1(0 + 1)

об’єднання скорочених автоматiв для заключних станiв C i
D.

Порядок вилучення станiв:

1. Спочатку вилучаються всi незаключнi стани, якi не є по-
чатковими, щоб не повторювати цю процедуру для ко-
жного заключного стану (в прикладi - це стан B).

2. Для заключних станiв iнодi деякi дiї по виключенню тре-
ба повторювати, але частину з них можна сумiстити. На-
приклад, нехай автомат має 3 заключнi стани p, r, q.

(а) Спочатку можна виключити p, потiм, виключивши
q, отримаємо скорочений автомат для r, а виклю-
чивши r, - скорочений автомат для q. Тобто для
двох скорочених автоматiв стан p виключався 1 раз.

(б) Щоб побудувати автомат для p треба повернутися
до початкового автомату зi станами p, r, q, з якого
виключити стани r i q.

4 Перетворення НСА в регулярний
вираз за допомогою рекурентних
формул

Нехай M = (Q,Σ, δ, q0, F ) — недетермiнований скiнчен-
ний автомат, описаний через дiаграму переходiв. Завдання
полягає в побудовi регулярного виразу R, що описує множи-
ну рядкiв, якими позначаються шляхи на дiаграмi автома-
та M , що ведуть вiд початкового стану до заключних (тобто
L(R) = L(M)). Для цього необхiдно вибрати цi шляхи серед
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усiх можливих, що проходять через певну пiдмножину станiв
автомата, яка поступово розширюється.

На початковому етапi формуються регулярнi вирази для
найпростiшого випадку — шляхiв, якi не мають промiжних
станiв, тобто являють собою лише вершини або дуги графу.
Далi, iндуктивно, будуємо регулярнi вирази для шляхiв, що
мають один промiжний стан, i продовжуємо до складнiших
випадкiв. У кiнцевому пiдсумку отримуємо регулярнi вирази
для всiх можливих шляхiв автомата.

4.1 Алгоритм побудови

• Нумеруємо стани автомата M натуральними числами.
Q = {1, . . . , n}, де стан 1 — початковий.

• Позначимо через Rij(k) регулярний вираз, який описує
множину шляхiв вiд стану i до стану j, що не мають про-
мiжних станiв iз номерами бiльшими за k (початковий
та кiнцевий стани не промiжнi).

• Поетапно обчислюємо для кожної пари i, j станiв авто-
мата вирази Rij(0), . . . , Rij(n).

• В кiнцi, для отримання остаточного регулярного виразу,
беремо альтернативу всiх виразiв Rij(n), що представля-
ють шляхи вiд початкового стану до заключних.

Рекурентне обчислення Rij(k) для всiх пар станiв
автомата [6]:

• Для k = 0: Rij(0) — регулярний вираз, що описує шлях
вiд стану i до стану j, без промiжних станiв.

• Для k ̸= 0: Rij(k) = Rij(k − 1) +
Rik(k−1)(Rkk(k−1))∗Rkj(k−1) — регулярний вираз, що
включає всi можливi шляхи, що проходять через промi-
жнi стани.
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4.2 Приклад

Розглянемо приклад детермiнованого скiнченного автома-
та в алфавiтi Σ = {a, b}, який приймає рядки, що мiстять хоча
б один символ a. Автомат задано дiаграмою переходiв:

1start 2

b

a

a,b

Згiдно з алгоритмом, для кожної пари станiв автомата об-
числюємо вирази Rij(0), Rij(1), Rij(2):

k = 0 : R11(0) = ε+ b, R12(0) = a,

R21(0) = ∅, R22(0) = ε+ a+ b.

k = 1 : Rij(1) = Ri(0) + Ri1(0) (R11(0))
∗R1j(0)

R11(1) = ε+ b+ (ε+ b)(ε+ b)∗(ε+ b) = b∗

R12(1) = a+ (ε+ b)(ε+ b)∗a = b∗a

R21(1) = ∅+∅(ε+ b)∗(ε+ b) = ∅

R22(1) = ε+ a+ b+∅(ε+ b)∗a = ε+ a+ b

k = 2 : Rij(2) = Ri(1) + Ri2(1) (R22(1))
∗R2j(1)

R11(2) = b∗ + b∗a(ε+ a+ b)∗∅ = b∗

R12(2) = b∗a+ b∗a(ε+ a+ b)∗(ε+ a+ b) = b∗a(a+ b)∗

R21(2) = ∅+ (ε+ a+ b)(ε+ a+ b)∗∅ = ∅

R22(2) = ε+ a+ b+ (ε+ a+ b)(ε+ a+ b)∗(ε+ a+ b) = (a+ b)∗
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Пiд час виконання обчислень використовувалися основнi
властивостi та тотожностi для регулярних виразiв.

Пiдсумковий регулярний вираз записується так:

R =
⊕
j∈F

R1j(n),

що являє собою об’єднання регулярних виразiв, якi описують
всi можливi шляхи вiд початкового стану до заключних станiв
автомата.

Одержаний регулярний вираз:

R12(2) = b∗a(a+ b)∗.

5 Перетворення праволiнiйної
граматики у НСА

5.1 Перетворення праволiнiйної граматики у
граматику спецiального вигляду

Перетворення праволiнiйної граматики у граматику спецi-
ального вигляду застосовується для подальшого використан-
ня граматики в алгоритмах аналiзу, наприклад, для побудови
скiнченного автомата чи перевiрки належностi рядкiв мовi.

Праволiнiйна граматика має правила вигляду:

A→ xB, A→ x, A,B ∈ N, x ∈ Σ∗,

де N — множина нетермiнальних символiв, а Σ — множина
термiнальних символiв.

Це забезпечує зручнiсть подальшого аналiзу та обробки
граматики.

Граматика спецiального вигляду [2, 4] має правила
вигляду

A→ aB або A→ a, A,B ∈ N, a ∈ T.
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Граматика спецiального вигляду детальнiша та включає
додатковi правила, якi:

1. Замiнюють термiнальнi символи, що йдуть послiдовно,
на промiжнi нетермiнали.

2. Розбивають складнi правила на послiдовнiсть простiших
правил.

Покажемо на прикладi, як перетворюється праволiнiйна
граматика у граматику спецiального вигляду.

Розглянемо праволiнiйну граматику, що задана правила-
ми:

1. ⟨S⟩ → x⟨A⟩,
2. ⟨S⟩ → yz,

3. ⟨S⟩ → ⟨A⟩,
4. ⟨A⟩ → xyy⟨S⟩,
5. ⟨A⟩ → z⟨A⟩,
6. ⟨A⟩ → ε.

Ця граматика визначає мову, що мiстить рядки над алфа-
вiтом {x, y, z}, з рiзними комбiнацiями термiнальних i нетер-
мiнальних символiв. Наша мета — перетворити її у граматику
спецiального вигляду.

Перетворення виконується в кiлька крокiв:
1. Розбиваємо складнi правила з термiнальними символа-

ми, якi йдуть послiдовно (наприклад, yz або xyy), на простi
правила з використанням промiжних нетермiналiв.

2. Додаємо новi нетермiнальнi символи для кожного роз-
битого термiнального фрагмента.

3. Зберiгаємо правила, якi вже вiдповiдають спецiальному
вигляду.

1. Друге правило ⟨S⟩ → yz розбите на:

⟨S⟩ → y⟨zEpsilon⟩,

⟨zEpsilon⟩ → z⟨Epsilon⟩,
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⟨Epsilon⟩ → ε

Це дозволяє обробляти yz послiдовно.

2. Правило четверте ⟨A⟩ → xyy⟨S⟩ розбите на:

⟨A⟩ → x⟨yyS⟩, ⟨yyS⟩ → y⟨yS⟩, ⟨yS⟩ → y⟨S⟩.

3. Третє правило ⟨S⟩ → ⟨A⟩ замiнимо на 3 правила, пiд-
ставляючи правi частини нетермiнала ⟨A⟩, замiсть са-
мого нетермiнала ⟨A⟩:

⟨S⟩ → x⟨yyS⟩, ⟨S⟩ → z⟨A⟩, ⟨S⟩ → ε.

4. Iншi правила, такi як ⟨S⟩ → x⟨A⟩, ⟨A⟩ → z⟨A⟩ i ⟨A⟩ → ε,
залишаються без змiн, оскiльки вони вже вiдповiдають
спецiальному вигляду.

Пiсля перетворення отримаємо граматику спецiального ви-
гляду:

⟨S⟩ → x⟨A⟩

⟨S⟩ → y⟨zEpsilon⟩

⟨zEpsilon⟩ → z⟨Epsilon⟩

⟨Epsilon⟩ → ε

⟨S⟩ → x⟨yyS⟩

⟨yyS⟩ → y⟨yS⟩

⟨yS⟩ → y⟨S⟩

⟨S⟩ → z⟨A⟩

⟨S⟩ → ε

⟨A⟩ → x⟨yyS⟩

⟨A⟩ → z⟨A⟩

⟨A⟩ → ε
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5.2 Перетворення граматики спецiального
вигляду у НСА

Отримана граматика спецiального вигляду дозволяє зру-
чно аналiзувати та обробляти рядки, що належать мовi. Вона
складається лише з простих правил, де кожне правило має
максимум один термiнальний символ перед нетермiнальним.
Це полегшує перетворення граматики у скiнченний автомат
чи iншi формальнi моделi.

Цей автомат приймає всi рядки, що належать мовi описа-
нiй граматикою:

M = (Q,Σ, δ, q0, F )

де:

• Q — множина станiв:

Q = {⟨S⟩, ⟨A⟩, ⟨zEpsilon⟩, ⟨Epsilon⟩, ⟨yyS⟩, ⟨yS⟩}

• Σ — алфавiт введення:

Σ = {x, y, z}

• δ — функцiя переходiв:

δ(⟨S⟩, x) = {⟨A⟩, ⟨yyS⟩},
δ(⟨S⟩, y) = {⟨zEpsilon⟩},
δ(⟨S⟩, z) = {⟨A⟩},
δ(⟨A⟩, x) = {⟨yyS⟩},
δ(⟨zEpsilon⟩, z) = {⟨Epsilon⟩},
δ(⟨yyS⟩, y) = {⟨yS⟩},
δ(⟨yS⟩, y) = {⟨S⟩}.

• q0 — початковий стан:

q0 = ⟨S⟩
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• F — множина заключних станiв:

F = {⟨S⟩, ⟨A⟩, ⟨Epsilon⟩}

State x y z Final
⟨S⟩ ⟨A⟩, ⟨yyS⟩ ⟨zEpsilon⟩ ⟨A⟩ Yes
⟨A⟩ ⟨yyS⟩ ∅ ⟨A⟩ Yes

⟨zEpsilon⟩ ∅ ∅ ⟨Epsilon⟩ No
⟨Epsilon⟩ ∅ ∅ ∅ Yes
⟨yyS⟩ ∅ ⟨yS⟩ ∅ No
⟨yS⟩ ∅ ⟨S⟩ ∅ No

Контрольнi запитання та завдання

1. Регулярнi множини i регулярнi вирази

1. Що таке регулярна мова? Наведiть формальне визначе-
ння.

2. Наведiть приклад регулярної мови та побудуйте для неї
скiнченний автомат.

3. Що таке нерегулярна мова? Наведiть приклад.

4. Чому мова L = {anbn | n ≥ 0} нерегулярна?

5. Якi методи використовуються для доведення нерегуляр-
ностi мови?

6. Наведiть приклад нерегулярної мови та пояснiть, чому
вона не може бути описана скiнченним автоматом.

7. Сформулюйте лему про накачку для регулярних мов.

8. Як лема про накачку допомагає довести нерегулярнiсть
мови?
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9. Наведiть приклад мови та доведiть її нерегулярнiсть за
допомогою леми про накачку.

10. Чому лема про накачку не може бути використана для
доведення регулярностi мови?

2. Перевiрка еквiвалентностi регулярних мов

1. Якi способи представлення регулярних мов ви знаєте?

2. Як перетворити регулярний вираз у детермiнований скiн-
ченний автомат?

3. Наведiть приклад перетворення регулярного виразу у
скiнченний автомат.

4. Як працює алгоритм заповнення таблицi нееквiвален-
тних станiв?

5. Наведiть приклад двох автоматiв та перевiрте їх еквiва-
лентнiсть за допомогою цього алгоритму.

6. Чому важливо перевiряти еквiвалентнiсть регулярних
мов?

3. Перетворення ДСК у регулярний вираз
шляхом вилучення станiв

1. Як вилучення станiв допомагає отримати регулярний
вираз?

2. Якi кроки необхiдно виконати для вилучення стану з
автомата?

3. Наведiть приклад автомата та перетворiть його у регу-
лярний вираз шляхом вилучення станiв.

4. Як обробляються петлi на станах пiд час вилучення?

5. Чому важливо правильно вибирати порядок вилучення
станiв?
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4. Перетворення НСА в регулярний вираз за
допомогою рекурентних формул

1. Як працює алгоритм побудови регулярного виразу за до-
помогою рекурентних формул?

2. Якi переваги має цей метод порiвняно з iншими спосо-
бами перетворення?

3. Наведiть приклад автомата та побудуйте регулярний ви-
раз за допомогою рекурентних формул.

4. Як обробляються цикли в автоматi пiд час побудови ре-
гулярного виразу?

5. Перетворення праволiнiйної граматики у НСА

1. Що таке праволiнiйна граматика? Наведiть приклад.

2. Як перетворити праволiнiйну граматику у граматику
спецiального вигляду?

3. Як перетворити граматику спецiального вигляду у не-
детермiнований скiнченний автомат?

Глосарiй

Регулярна мова — мова, яка може бути описана за допомо-
гою регулярних виразiв або розпiзнана скiнченним ав-
томатом. Приклади включають мови з обмеженнями на
довжину, символи або структуру.

Нерегулярна мова — мова, яка не може бути описана ре-
гулярними виразами або розпiзнана скiнченним автома-
том. Прикладом є мова L = {anbn | n ≥ 0}.
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Лема про накачку — iнструмент для доведення нерегуляр-
ностi мови. Вона стверджує, що для будь-якої регулярної
мови iснує константа p, така що будь-яке слово довжи-
ною ≥ p можна розбити на xyz, де |xy| ≤ p, |y| > 0, i
xykz належить мовi для всiх k ≥ 0.

Скiнченний автомат — математична модель, яка розпiзнає
регулярнi мови. Включає множину станiв, алфавiт, фун-
кцiю переходiв, початковий стан та множину заключних
станiв.

Недетермiнований скiнченний автомат (НСА) — скiн-
ченний автомат, у якому для кожного стану та символу
може iснувати кiлька можливих переходiв.

Еквiвалентнiсть регулярних мов — двi регулярнi мови вва-
жаються еквiвалентними, якщо вони описують одну й ту
саму множину слiв.

Праволiнiйна граматика — граматика, у якiй всi правила
мають вигляд A→ xB або A→ x, де A,B — нетермiна-
ли, а x — термiнал або порожнiй ланцюжок.

Граматика спецiального вигляду — граматика, у якiй ко-
жне правило має вигляд A → aB або A → a, де A,B —
нетермiнали, а a — термiнал.
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ВИСНОВКИ

Теорiя формальних мов i скiнченних автоматiв є основою
для побудови мовних процесорiв, компiляторiв та аналiзаторiв
синтаксису.

Розробка мовних процесорiв є складним багатоступеневим
процесом, що включає аналiз, трансформацiю, оптимiзацiю та
генерацiю коду. Успiшне створення компiлятора чи iнтерпре-
татора потребує глибокого розумiння лексичного, синтакси-
чного та семантичного аналiзу, а також алгоритмiв роботи зi
структурами даних.

Формальнi мови, регулярнi множини, граматики Хомсько-
го та скiнченнi автомати є основою для створення мовних
процесорiв. Лексичний аналiз дозволяє роздiлити вихiдний
код на складовi частини, синтаксичний аналiз перевiряє його
вiдповiднiсть правилам мови, а семантичний аналiз забезпе-
чує логiчну правильнiсть програми. Генерацiя промiжного та
машинного коду забезпечує кiнцевий результат у виглядi ви-
конуваного коду. Крiм того, оптимiзацiя дозволяє полiпшити
продуктивнiсть програм, зменшити їхнiй розмiр та пiдвищити
ефективнiсть виконання.

Знання, викладенi у цьому посiбнику, важливi для розроб-
ки компiляторiв та iнтерпретаторiв. Вони можуть бути засто-
сованi для створення власних мов програмування, автомати-
зованої обробки тексту та аналiзу програмного коду. Розумiн-
ня принципiв побудови мовних процесорiв також допоможе у
створеннi ефективного коду, що необхiдне для сучасного про-
грамного забезпечення.

Матерiали цього посiбника можуть слугувати основою для
подальшого вивчення компiляторiв, мов програмування та ал-
горитмiв обробки тексту, а також допоможуть студентам та
розробникам у розумiннi принципiв роботи мовних процесо-
рiв.
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