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 Перехід до ринкової економіки потребує підготовки економістів, які  доб-
ре володіють математичним апаратом і можуть його застосовувати для 
розв’язування теоретичних та прикладних задач. Важливим і визначальним у 
підготовці майбутніх економістів та підприємців є курс вищої математики, який 
дає потрібні знання для вивчення інших дисциплін математичного циклу, на-
приклад, таких як математичне програмування, фінансова математика, теорія 
ймовірностей, математична статистика, математичні методи дослідження опе-
рацій, а також виробляє навички математичного дослідження задач економіки. 
 У  посібнику сформульовані й доведені головні теореми з основ аналіти-
чної геометрії та лінійної алгебри, математичного аналізу і диференціальних рі-
внянь, наведені розв’язки багатьох типових  задач, зокрема задач з економічним  
змістом, що дасть змогу студентам ліпше засвоїти матеріал. Під час викладу 
матеріалу дано, де це можливо, геометричний та економічний зміст уведених 
математичних понять, наведено математичні формулювання деяких економіч-
них законів, розглянуто застосування вищої математики до задач економіки. 
Наприклад, описано балансові моделі, виробничі функції та їхні властивості, 
граничний аналіз, моделі економічної динаміки. Такі застосування розраховані 
на рівень знань економіки студентів першого курсу. 
 Для дослідження економічних процесів широко використовують 
комп’ютерну техніку, тому в посібнику наведено основи практичного застосу-
вання математичного пакета MAPLE. 
 Головне завдання, яке ставили під час написання посібника – навчити 
студентів-економістів умінню формулювати економічні задачі математичною 
мовою, будувати математичні моделі та знаходити їхні  розв’язки. 
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Розділ 1. ЕЛЕМЕНТИ МАТЕМАТИЧНОЇ ЛОГІКИ.  

ЧИСЛОВІ МНОЖИНИ 
                       1.1. Елементи математичної логіки 

Мова математики сама є предметом досліджень математиків. Аналізом 
мови і дослідженням зв’язку цієї  мови з її об’єктами займається логіка. Най-
простішим об’єктом досліджень у логіці є висловлення. Висловленням, або су-
дженням, називають кожне твердження, яке є або істинним, або хибним. На-
приклад: “кіт – це тварина”, “5<3”, “студенти-економісти мають більший зріст, 
ніж студенти-фізики”. Перше твердження істинне, друге – хибне, третє не є ви-
словленням. Висловлення будемо позначати великими літерами латинського 
алфавіту А, В, С …  . 

 У математичній логіці під висловленням розуміють будь-який абстракт-
ний об’єкт, який може набувати лише два значення: істинне (позначатимемо 
через I  або 1) і хибне (позначатимемо через X або 0). 

Під час побудови висловлень будемо користуватися такими законами: 
1) кожне висловлення є або істинним, або хибним (закон виключення 

третього); 
2) ніяке висловлення не може бути одночасно істинним і хибним (закон 

суперечності); 
3) речення, на яке не можна однозначно дати відповідь, істинне воно чи 

хибне, не є висловленням. 
 За допомогою логічних операцій, з простих висловлень можна будувати 
складні. Є п’ять логічних операцій: кон’юнкція, диз’юнкція, імплікація, запере-
чення та еквівалентність. 
 Кон’юнкцією висловлень А та В називають таке висловлення, яке істинне 
тоді і тільки тоді, коли висловлення А та В  істинні. Позначають  BA   і чи-
тають “A та B’’ . 
 

A B  BA   

1 1 1 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 0 
 Диз’юнкцією висловлень A та B називають таке висловлення, яке є істин-

ним тоді і тільки тоді, коли хоча б одне (або обидва) з висловлень A або B  є іс-
тинним. Позначають BA    і читають “ A або B ”. 
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A B  BA   

1 1 1 

1 0 1 

0 1 1 

0 0 0 
 Імплікацією висловлень A та B  називають висловлення, яке є хибним тоді 

і тільки тоді, коли A – істинне, а  B – хибне, та істинним тоді  й тільки тоді, коли 
або A хибне, а B  довільне (з хибного засновку можна отримати довільні наслід-
ки), або ж коли A і B істинні. Позначають BA  або BA  і читають з A  ви-
пливає B,  A зумовлює B, якщо A, то B. У цьому разі A називають засновком, B – 
наслідком або висновком. 

A B  BA  

1 1 1 

1 0 0 

0 1 1 

0 0 1 
 Запереченням висловлення A називають висловлення, яке  є хибним, якщо 

А істинне, та істинним, якщо А хибне. Позначають ,A l ,A  ,AA    l(lА)=А. 
 Еквівалентністю висловлень A та B називають висловлення, яке істинне 

тоді і тільки тоді, коли A та B обидва істинні або обидва хибні. Позначають  
BA ~  , або  BA  і читають  А еквівалентне B . 

A B  BA ~  

1 1 1 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 1 
 
 Висловлення A і B  називають еквівалентними, якщо висловлення BA ~  

істинне. 
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 У математиці часто трапляються вирази, які є змінними висловленнями. 
Такі вирази в логіці називають висловлювальними формами, або предикатами. 
Наприклад, якщо висловлення “кіт – це тварина” замінити висловленням “x – це 
тварина”, то отримаємо висловлювальну форму, тому що, підставляючи замість 
x якесь конкретне значення (кінь, курка, дерево), отримаємо конкретне вислов-
лення, істинність чи хибність якого залежить від узятого значення .x  До преди-
катів можна застосовувати введені раніше логічні операції. Крім того, до пре-
дикатів застосовують нові логічні операції, які записують за допомогою кван-
торів (символів)   і  . Квантор    називають квантором загальності; він 
означає для кожного, для всіх. Квантор  називають квантором існування, він 
має значення існує, знайдеться. Область зміни змінної, яка пов’язана з кванто-
ром або , можна записувати разом з квантором у дужках або без них. Твер-
дження  записуємо у дужках або без них, або після знака ” : ”. Символ : означає 
маємо, випливає, таке що. Наприклад, твердження “для довільного числа  0x  
знайдеться таке число y, що виконується нерівність 0xy ” можна записати у 
вигляді .0:0  xyyx  

 Нехай задані два висловлення A та B. Якщо істинність B залежить від іс-
тинності A, то висловлення A називають умовою, а висловлення B – тверджен-
ням. 

 Умова A є необхідною для виконання твердження B, якщо кожного разу, 
коли істинне висловлення B, істинним є і висловлення A, тобто коли істинна 
імплікація .AB   

 Умова A є достатньою для виконання твердження B, якщо кожного разу, 
коли істинне висловлення A, є також істинним висловлення B, тобто істинною є 
імплікація BA . 

 У випадку, коли BA  і AB  , A є необхідною і достатньою умовою 
для B, тобто BA . 
 У загальному випадку логічне значення предиката залежить від того, пра-
вильною чи фальшивою є умова A. Проте існують такі вирази, які завжди є пра-
вильними, тобто мають логічне значення 1. Такі вирази будемо називати тав-
тологіями. 
 П р и к л а д  1.1.1. Визначимо  логічне значення виразу P (lP). 
  Складемо таблицю 

Р lP P lP 

1 0 1 

0 1 1 
 Отже, вираз P (lP) є тавтологією.  
 Користуючись таблицею істинності, можна вивести інші тавтології: 

1)       RPRQQP   – правило силогізму; 
2) (lP lQ)  (Q P) – правило контрапозиції; 
3) l  )( QP  (lPlQ) – перше правило де Моргана; 
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4) l  )( QP  (lPlQ) – друге правило де Моргана; 
5) ))()(())(( RPQPRQP  ; 

6) )).()(())(( RPQPRQP                                                   (1.1.1) 
 

1.2. Множини і дії над ними 
1.2.1. Поняття множини. Алгебра множин  

Поняття множини є одним з головних понять математики, яке не має ви-
значення. Задати множину – означає назвати закон чи правило або характерну 
властивість об’єктів множини, за якими про кожний об’єкт можна зробити ви-
сновок: належить він цій множині чи ні. Наприклад, множина студентів еконо-
мічного факультету, множина комерційних банків, які мають статутний фонд 
понад 500 млн грн. 

Об’єкти, з яких складається множина, називають її елементами. Множи-
ни будемо позначати великими латинськими літерами A, B, C,…, а їхні елемен-
ти – малими  a, b, c. Якщо елемент a належить множині A, то це записують 

Aa , якщо ні, то Aa .  
Множину, яка не містить жодного елемента, називають порожньою 

множиною і позначають  . 
Множину, яка має скінченну кількість елементів, можна задати, перелі-

чивши всі її елементи:  dcbaA ,,, . Якщо для множини X елемент x є її хара-
ктерним представником і має деяку властивість S, то це записують так: 

 Sьвластивістмає: xxX   або  SьвластивістмаєxxX  . Напри-
клад, множину точок круга радіуса 1 з центром у початку координат можна за-
писати у вигляді   1, 22  yxyxX . 

П р и к л а д  1.2.1. Випишемо елементи множини 
.}42,:{  xNxxA  

  Множина A  задана такою характеристичною властивістю: її елементи є на-
туральні числа, що задовольняють нерівність .42  x  Цю нерівність задово-
льняють натуральні числа 1, 2, 3, 4. Отже, .}4,3,2,1{A       

Множину A називають підмножиною множини B, якщо кожний елемент 
множини A належить множині B. Позначають BA . 

Дві скінченні множини A і B називають такими, що дорівнюють одна од-
ній, тобто A=B, якщо вони складаються з одних і тих же елементів. Очевидно, 
що  

     .ABBABA                                        (1.2.1) 
П р и к л а д  1.2.2. Перевіримо, чи множина   cbaA },,{  дорівнює 

.},,{ cbaB    
  Ці множини не дорівнюють одна одній, тому що множина A  містить два 
елементи },{ ba  і ,c  а множина B  – три.   
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Об’єднанням (сумою) двох множин A та B  називають множину, яка скла-
дається з елементів, що належать хоча б одній з цих множин, і позначають 

BA . Отже,  
    BxAxxBA  : .                                      (1.2.2) 

Перерізом (добутком) множин A і B називають множину, що складається 
з елементів, які одночасно належать як до множини A, так і до множини B, і по-
значають BA . 

Переріз двох множин можна записати так: 
    BxAxxBA  : .                             (1.2.3) 

Якщо множини A і B  не мають спільних елементів, то їхній переріз –  по-
рожня множина.  

Операції об’єднання і перерізу можна узагальнити на випадок довільної 
кількості множин: 


n

k
kn AAAA

1
21 ,...


    

n

k
kn AAAA

1
21 ...


 .                (1.2.4) 

П р и к л а д  1.2.3. Нехай A – множина підприємств, на яких працює не 
менше 200 працівників, B – множина підприємств, на яких працює не менше 50 
працівників. Тоді BA  – множина підприємств, на яких працює не менше 50 
працівників, а BA  – множина підприємств, на яких працює не менше 200 
працівників. 

Різницею двох множин A та B називають множину BA \ , яка складається 
з тих і тільки тих  елементів, які належать множині A і не належать множині B.  
Очевидно, що   

  .)(:\ BxAxxBA                                        (1.2.5) 
Нехай BA . Доповненням множини A до множини  B називають  різни-

цю .\ AB  Доповнення позначають так: 
    AxBxxACB  : .                                      (1.2.6) 

Універсальною множиною I називають множину, яка об’єднує всі можли-
ві множини, що мають деяку спільну властивість. Доповнення множини A  до 
універсальної множини позначають .A  

Властивості дій над множинами: 
1) ABBAABBA  , – властивість комутативності; 
2) ),()( CBACBA   

)()( CBACBA  – властивість асоціативності; 
3) ),()()( CBCACBA   

)()()( CBCACBA  – закони дистрибутивності; 
4) ;, AAAAAA                                                                                    
5) A  ,A  ,IIA   A , .AIA   
6) ,AA   l =I, I ; 
7)  BABABABA , закони двоїстості (де Моргана). 
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 П р и к л а д  1.2.4. Запишемо всі підмножини множини }.,,{ 321 aaaA   
  Підмножинами множини A  є такі множини: },{ 1a },{ 2a },{ 3a  },,{ 21 aa  },,{ 31 aa  

},,,{ 321 aaa  .                   
П р и к л а д  1.2.5. Нехай },7,5,3,2{A  }.6,5,3{B  Визначимо 
,BA ,BA  ),( BAA  ),( BAA  ,\ BA ,\ AB ).(\ BAA   

 },7,6,5,3,2{ BA },5,3{ BA },5,3{)(  BAA  },7,5,3,2{)(  BAA   
},7,2{\ BA  },6{\ AB  }.7,2{)(\  BAA      

 
  

 
1.2.2. Множина дійсних чисел 

У курсі математичного аналізу використовують множини, елементами 
яких є числа. Такі множини називають числовими. Ми не будемо тут викладати 
чітку теорію дійсного числа, опишемо лише деякі відомості з неї, які необхідні 
для подальшого викладу. Серед числових множин виділимо такі: 

1) множина натуральних чисел ,...};...,,3,2,1{ nN   
2) множина цілих чисел ...};,...,,2,1,0{ nZ   

3) множина раціональних чисел  






  NnZm

n
mQ ,| . 

Між цими множинами існує такий зв’язок: .QZN   
Кожна з цих множин виникає з необхідності розширити поняття числа. У 

множині натуральних чисел завжди можна виконувати дії додавання і множен-
ня натуральних чисел. Результатом таких дій є натуральне число. У цій множи-
ні не завжди можна виконувати дію віднімання двох натуральних чисел. На-
приклад, різниця чисел 5 і 7 не є натуральним числом. Множина цілих чисел є 
розширенням множини натуральних чисел унаслідок уведення цілих від’ємних 
чисел і числа 0. У множині цілих чисел можна виконувати дії додавання, мно-
ження, віднімання. Результатом цих дій є ціле число. У цій множині не завжди 
можна виконувати дію ділення двох цілих чисел. Уведення дробів привело до 
виникнення множини раціональних чисел, яка є розширенням множини цілих 
чисел. У множині раціональних чисел завжди можна виконувати дії додавання, 
віднімання, множення і ділення (крім ділення на нуль). Результатом цих дій 
завжди є раціональне число. 

Уведемо поняття числової прямої. Візьмемо горизонтальну пряму l  і на 
ній довільну точку О (рис. 1.2.1). 

 

                            

 
O Q E

Рис. 1.2.1.
 

Точку О називають точкою відліку на прямій .l  Вона є зображенням раці-
онального числа 0. Точка О  поділяє пряму l  на два промені. Додатним уважа-
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ють промінь, який виходить з точки О і напрямлений праворуч. Інший промінь 
називають від’ємним. Візьмемо на додатному промені точку Е і припустимо, 
що вона є зображенням числа 1. Відрізок OE  є масштабом, тобто одиницею 
довжини. Пряму, на якій вибрано початок відліку, додатний напрям і задано 
одиницю вимірювання, називають числовою прямою, або числовою віссю. 

Доведено, що кожному раціональному числу відповідає єдина точка на 
числовій прямій, але не кожній точці числової осі відповідає раціональне число. 
Виявилось, що існують відрізки, довжину яких не можна виразити раціональ-
ним числом. Тому постало питання про розширення множини раціональних чи-
сел. Відомо, що кожне раціональне число є скінченним десятковим або нескін-
ченним періодичним десятковим дробом. Нескінченний неперіодичний десят-
ковий дріб називають ірраціональним числом. Алгебричними ірраціональними 
числами називають числа, які є коренями алгебричних рівнянь. Наприклад, чи-
сла 4 5,3  – алгебричні ірраціональні числа. Ірраціональні числа, які не є алге-
бричними, називають трансцендентними. Наприклад,  числа e,  – трансцен-
дентні. Усі раціональні та ірраціональні числа утворюють множину дійсних чи-
сел.  

Отже, .RQZN   
П р и к л а д  1.2.5. Доведемо, що число 01...10000000...101001,0a   ірра-

ціональне. 
У записі числа a між  n -ю і  )1( n -ю одиницями є n  нулів, а між   )1( n -ю і  

)2( n -ю  одиницями є 1n  нулів. Тому десятковий дріб не може бути пері-
одичним. Отже, число  a  – ірраціональне.   

 На множині дійсних чисел завжди можна виконати операції додавання, 
віднімання, множення і ділення (крім ділення на нуль). Корінь парного степеня 
з від’ємного числа на множині дійсних чисел не існує. Дійсне число можна за-
писати у вигляді ......, 210 naaaaa  , де  0a  – невід’ємне ціле число, а кожне з 

na є однією з цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 
Теоретичною підставою зображення довільного дійсного числа точкою  

числової  прямої є  аксіома  Кантора, яка  виражає  властивість  неперервності 
числової прямої. 

Аксіома Кантора. Нехай задано послідовність відрізків ,][ nnBA  ,Nn  
що лежать на одній прямій. Якщо: 1) кожний наступний відрізок міститься у 
попередньому, тобто ...;][...][][ 2211  nnBABABA  2) довжина відрізка 

][ nnBA  прямує до нуля зі збільшенням ,n  то існує єдина точка С, спільна для 
всіх відрізків ][ nnBA ,  ,Nn  тобто ][ nnBAC  для .Nn  

Доведено, що між множиною дійсних чисел та точками числової прямої 
існує взаємно однозначна відповідність. Точки числової осі ототожнюють з 
відповідними дійсними числами. Для більшої наочності  в математичному ана-
лізі часто використовують множини точок на числовій прямій, які називають 
точковими. Унаслідок цього багато математичних понять отримують просту 
наочну інтерпретацію. 
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Множина дійсних чисел є упорядкованою. Для будь-яких двох дійсних 
чисел a і b  визначено співвідношення порядку, тобто для них виконується ли-
ше одне і тільки одне співвідношення: або ,ba   або ,ba   або .ba   У цьому 
разі для довільного дійсного числа  c  з того, що  ba   і ,cb   отримаємо, що 

.ca   
Розширена числова пряма. Множину дійсних чисел R  доповнюють еле-

ментами   і  , які називають, відповідно, плюс нескінченність і мінус не-
скінченність, уважаючи, що за означенням справджуються такі співвідношення: 

1) ;  
2) ,)()(   ;)()(   
3) ;)()()()(   
4) .)()()()(   

Зазначимо, що операції ,)()(    ,

  


  невизначені.  

Для будь-якого Ra  справджуються такі співвідношення: 
1) ; a  
2) ,)()(  aa   ;)()(  aa  
3) ,)()(  aa  ,)()(  aa  якщо ;0a  
4) ,)()(  aa  ,)()(  aa  якщо .0a  
Нескінченності   і   називають нескінченними числами, на відміну 

від дійсних чисел, які називають скінченними числами. Множину дійсних чисел, 
доповнену елементами   і ,  називають розширеною множиною дійсних 
чисел, або розширеною числовою прямою, і позначають .R  Елементи   і   
називають нескінченно віддаленими точками розширеної числової прямої. На-
далі під дійсним числом  будемо розуміти скінченне дійсне число. 

Модуль дійсного числа.  В кожній упорядкованій множині можна ввести 
поняття абсолютної величини (модуля) її елементів. За означенням абсолютна 
величина, або модуль дійсного числа, a є число  














0.якщо,

0,якщо,0
,0якщо,

аa
a
aa

a                                           (1.2.7) 

Геометрично модуль числа a  – це відстань від точки числової осі з абсцисою a  
до початку відліку О. Справді, якщо ,0a  то відповідна точка А числової осі є 
правіше від точки О на відстані aa   (рис. 1.2.2). Якщо ,0a  то точка 1A  є лі-
віше від точки О на відстані .aa   Аналогічно можна довести, що ab   є 
відстанню між точками В і А числової осі, абсциси яких дорівнюють, відповід-
но, b  і а. 
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Рис. 1.2.2.
 

         Властивості модуля дійсного числа. 
1. .0a                                                                                                          (1.2.8) 
2. .aa                                                                                                       (1.2.9) 

3.  .aaa                                                                                                                  
(1.2.10) 

4. Для довільного дійсного числа 0b  нерівності ba   та bab   рівноси-
льні. 
5. Для довільних дійсних чисел a і b  справджується нерівність 

.baba                                                          (1.2.11) 
З нерівності (1.2.11) отримаємо таку нерівність: 

.baba                                                          (1.2.12) 
6. Для довільних дійсних чисел a і b  справджується нерівність 

.baba                                                          (1.2.13) 
7. Для довільних дійсних чисел a і b  

.baab                                                          (1.2.14) 
8. Для довільних дійсних чисел a і ,b  ,0b  справджується рівність 

.
b
a

b
a
                                                            (1.2.15) 

 П р и к л а д  1.2.6. Доведемо, що .2 aa    
  Корінь парного степеня з додатного числа має два значення: одне з них дода-
тне, інше від’ємне. Додатне значення кореня парного степеня називають ариф-
метичним. У математиці під коренем парного степеня на множині дійсних чи-
сел завжди розуміють арифметичне значення цього кореня. Якщо ,0a  то 

,2 aa   якщо ж ,0a  то .)( 22 aaa   Отже, 









.0якщо,

;0якщо,2
аa
aa

a                                          (1.2.16) 

Оскільки права частина цієї рівності дорівнює ,a  то .2 aa      
 Деякі числові множини. Розглянемо деякі числові множини. Нехай зада-
но два дійсні числа a і ,b  .ba   Множину точок bxa   називають відрізком, 
або сегментом, і позначають ].;[ ba  Точки a і b  називають, відповідно, лівим і 
правим кінцями відрізка. Множину точок bxa   називають інтервалом і по-
значають ).;( ba  Число ab   називають довжиною як відрізка, так і інтервалу. 
Наприклад, відрізок ]5;2[  та інтервал )5;2(  мають однакову довжину, що дорі-
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внює .325   Множини точок  bxa   та bxa  числової осі називають 
півінтервалом, або піввідрізком, і позначають, відповідно,  );[ ba  та ].;( ba  Відрі-
зки, інтервали, півінтервали (піввідрізки) будемо називати проміжками і позна-
чати .;  ba  
 Інтервал );()(  aaaU  називають  -околом точки .a  Якщо точка 

a  не належить околу, то його називають виколотим і позначають 

U ).(a  

 Точку a числової множини А називають внутрішньою точкою цієї мно-
жини, якщо деякий її окіл належить А. Число Rb  називають граничною точ-
кою множини А, якщо в будь-якому околі точки b  є точки, які належать мно-
жині, і точки, які їй не належать. 

Принцип вкладених відрізків. Систему числових відрізків  
],;[ 11 ba  ],;[ 22 ba ..., ],;[ nn ba ... 

називають системою вкладених відрізків, якщо 
 .......... 121121 bbbbaaaa nnnn    
Для будь-якої системи вкладених відрізків, довжина яких зі збільшенням 

n  прямує до нуля, існує тільки одне число, яке належить усім відрізкам. 
Принцип вкладених відрізків характеризує властивість неперервності за 

Кантором множини дійсних чисел. 
 Межі числових множин. Розглянемо деяку непорожню числову множи-
ну А. Множину А називають обмеженою згори, якщо існує таке дійсне число М, 
що для всіх чисел Ax  справджується нерівність .Mx   Число М називають 
верхньою межею (гранню) множини А.  
 Множину А називають обмеженою знизу, якщо існує таке дійсне число 
m , що для всіх чисел Ax  справджується нерівність .mx   Число m називають 
нижньою межею (гранню)  множини А. 

 П р и к л а д  1.2.7. Розглянемо множину .,...
2
1,...,

2
1,

2
1,

2
1

32 





 nA  Ця 

множина обмежена згори, тому що її елементи не більші від числа .5,0  У цьому 
випадку .5,0M  Оскільки всі елементи множини більші від нуля, то множина 
обмежена знизу, і .0m    

Очевидно, що для обмеженої згори (знизу) множини є безліч верхніх 
(нижніх) меж. Справді, якщо М – верхня межа множини А, то довільне число 

MM 0  теж буде верхньою межею множини А. Аналогічно, якщо m  – нижня 
межа множини А, то довільне число mm 0  теж буде нижньою межею множи-
ни А. З усіх верхніх (нижніх) меж числової множини важливими є найменша 
верхня і найбільша нижня межі.  

Найменшу верхню межу непорожньої обмеженої згори множини дійсних 
чисел А називають точною верхньою межею, або верхньою гранню, цієї мно-
жини і позначають ,sup A  де sup  – скорочення латинського слова supremum, що 
означає найвище.  

Найбільшу нижню межу непорожньої обмеженої знизу множини дійсних 
чисел А називають точною нижньою межею, або нижньою гранню, цієї мно-
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жини і позначають ,inf A  де inf – скорочення латинського слова infimum, що 
означає найнижче. 

Якщо множина дійсних чисел А необмежена згори (знизу), то за означен-
ням Asup  ).(inf A   

Нехай А – непорожня, обмежена згори множина, і .sup A  Точна верх-
ня межа множини А має такі властивості: 

1) для всіх Ax  справджується нерівність ;x  
2) для довільного числа 0  існує число Ax   таке, що .x  
Нехай В – непорожня, обмежена знизу множина, і .inf B  Точна нижня 

межа множини А має такі властивості: 
1) для всіх Bx  справджується нерівність ;x  
2) для довільного числа 0  існує число Ax   таке, що .x  

 З означення верхньої і нижньої меж випливає, що непорожня, обмежена 
згори числова множина має безліч верхніх меж, а обмежена знизу – безліч ниж-
ніх. Постає запитання: чи завжди серед безлічі верхніх (нижніх) меж існує най-
менша (найбільша)? На це запитання дає відповідь така теорема. 
 Теорема 1.2.1. Якщо непорожня числова множина обмежена згори (зни-
зу), то вона має точну верхню (нижню) межу. 
 Ділення дійсного числа на частини. У багатьох випадках потрібно дійс-
не число розділити на декілька прямо або обернено пропорційних частин та 
знаходити певні відсотки числа.  

Величини a  та b  називають прямо пропорційними, якщо знайдеться таке 
дійсне число ,k  що .kba   Для того, щоб число a поділити на частини, пропор-
ційні до чисел ,b ,c ,d  потрібно визначити коефіцієнт пропорційності .k  Шукані 

частини числа є ,kb  ,kc kd  і .kdkckba   Звідси ,
dcb

ak


  і частини бу-

дуть, відповідно, ,
dcb

ab


,
dcb

ac


.
dcb

ad


  

  П р и к л а д  1.2.8. Три робітники виконували деяку роботу, відповідно, 8, 
5 і 3 години та заробили 160 грн. Скільки заробив кожен робітник? 
  Потрібно число 160 розділити на частини, пропорційні до чисел 8, 5, 3. З рів-
ності 160358  kkk  отримаємо .10k  Отже, робітники заробили, відповід-
но, 80, 50 і 30 грн.    

Величини a  та b  називають обернено пропорційними, якщо існує таке 

дійсне число ,k  що .
a
kb    Для того, щоб число a поділити на частини, обер-

нено пропорційні до чисел ,b ,c ,d   потрібно шукані частини вважати такими, 

що дорівнюють ,
b
k ,

c
k .

d
k  Тоді з рівності 

d
k

c
k

b
ka   визначаємо 

,111
dcb

ak


  або .
bcbdcd

abcdk
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 Відсотки. Відсотком (процентом) деякого числа називають його 
100

1  

частину і позначають символом %. Для того, щоб десятковий дріб записати у 
відсотках, треба перенести кому в записі дробу на два знаки праворуч. Напри-
клад,  %,7575,0  %,31515,3  і навпаки, ,05,0%5   .0227,0%27,2   
 Розглянемо головні задачі на відсотки. 

Відшукання відсотків числа. Щоб знайти p % заданого числа ,a  потріб-

но число a  помножити на  p  і поділити на 100, тобто .
100
apx   

 П р и к л а д  1.2.9. Знайдемо 15% від 60 грн. 

  .9
100

1560



x      

Відшукання числа за його відсотками. Нехай  %p  числа a дорівнює b . 

Тоді шукане число %.100
p
ba  

 П р и к л а д  1.2.10. Визначимо заробітну платню робітника, якщо 40%  її 
дорівнює 600 грн. 

 Заробітна платня 5001100
40

600%100 
p
ba грн.    

 Відшукання відсоткового співвідношення двох чисел. Відсоткове спів-

відношення двох чисел a і b  таке: %.100
b
ap  

 П р и к л а д  1.2.11. Банк обслуговує 5000 клієнтів, причому 600 – юриди-
чні особи, а решта – фізичні. Скільки відсотків становлять фізичні особи. 
  Серед клієнтів банку 5000–600=4400 клієнтів – фізичні особи. Їхній  відсоток 

%.88100
5000
4400

p       

Метод математичної індукції.  Метод математичної індукції полягає у 
тому, що твердження A(n) уважають істинним для всіх натуральних ,n  якщо 
виконуються такі умови: 

1) твердження A(n) істинне для n=1 (n=p); 
2) з припущення, що твердження A(n)  істинне при n=k,  випливає, що воно 

істинне при n=k+1. 
П р и к л а д  1.2.12. Доведемо, що 1+3+5+…+ (2n–1)= .2n  

  Нехай n=1. Оскільки 1=1, то твердження істинне при n=1. Припустимо, що 
1+3+5+…+ .)12( 2kk  Доведемо, що 1+3+5+…+  )12( k  +2k+1=   .1 2k  

Справді, 1+3+5+…+(2k-1)+(2k+1)=   .112 22  kkk  
 П р и к л а д  1.2.13. Доведемо, що для n>0 і x>0  справджується нерівність 
Бернуллі   .11 nxx n   
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  Нехай n=2.  Тоді   xxxx 21211 22  , тобто нерівність виконується. 
Нехай для n=k  виконується нерівність   .11 kxx k   Доведемо, що для n=k+1  
виконується нерівність     .111 1 xkx k    Розглянемо  
           21 111111 kxkxxxkxxxx kk    211 kxxk

  .11 xk   
 Отже, за припущенням математичної індукції для n  виконується нерів-
ність   .11 nxx n     

 
  

1.2.3. Множина комплексних чисел 

 Множиною комплексних чисел називають множину упорядкованих пар );( yxz   дійсних чисел, 
для яких операції додавання, множення і ділення визначають за правилами: 
1) );;();();( 21212211 yyxxyxyx   

2) ;);();();( 122121212211 yxyxyyxxyxyx                                          (1.2.17)        

3) .;
);(
);(

2
2

2
2

2112
2
2

2
2

2121
22
11





















yx
yxyx

yx
yyxx

yx
yx  

Множину комплексних чисел позначають .C   
Отже, .CRQZN   
Упорядковані пари чисел ),0;(x  де x – дійсне число, будемо позначати 

через x , а пару )1;0(  – через i , тобто ).1;0(i   
На підставі  (1.2.17) обчислимо 

).0;1()1010;1100()1;0()1;0(2  iii  
 Отже,  

.12 i                                                          (1.2.18) 
Використаємо формулу (1.2.17) та отримаємо комплексне число в алгеб-

ричній формі: 
.iyxz   

Справді, .)0;)(1;0()0;();0()0;();( iyxyxyxyxz   
 Число x називають дійсною частиною комплексного числа z  і позначають 

zx Re , число y  – уявною і позначають .Im zy   
Два комплексні числа );( 11 yx і );( 22 yx називають рівними тоді і тільки то-

ді, коли 21 xx   і .21 yy   
Число 

 22 yxr                                           (1.2.19) 
називають модулем комплексного числа iyxz    і позначають символом .z  
 Якщо ,111 iyxz   ,222 iyxz   то 

1) );()( 212121 yyixxzz   
2) );()( 1221212121 yxyxiyyxxzz                                          (1.2.20) 
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 П р и к л а д  1.2.14. Визначимо модуль комплексного числа .
1

43
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iz




  

  Використаємо формулу (1.2.20) та отримаємо 

.
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Отже, за формулою (1.2.19) .
2
50
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2
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z      

Якщо на площині введена декартова прямокутна система координат, то 
кожному комплексному числу );( yxz   на площині відповідає точка ),;( yxM  
яка зображає це число (рис. 1.2.3).  

O x

y

);( yxM



Рис. 1.2.3.

z

z );(1 yxM 

 
Площину ,Oxy  на якій зображають комплексні числа, називають компле-

ксною площиною і позначають ,C вісь  Ox  – дійсною віссю, Oy – уявною. 
Модуль комплексного числа iyxz   дорівнює відстані від точки 
),;( yxM  яка його зображає, до початку координат. Кут ,  який утворює  вектор 

OM з додатним напрямом осі ,Ox називають аргументом комплексного числа і 
позначають .Arg z  Значення ,Arg z  яке задовольняє умову ,2Arg0  z  нази-
вають головним значенням аргумента і позначають .arg z  У деяких випадках го-
ловним значенням аргумента називають значення ,Arg z  що задовольняє умову 

.rg  zA   
Отже, .,2argArg Zkkzz   

 Для обчислення головного значення аргумента числа користуються фор-
мулою 

,arctgarg  a
x
yz                                       (1.2.21) 
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де ,0a  якщо ,0x  ;0y  ,1a  якщо ;0,0  yx  ,1a якщо ;0,0  yx   

,2a    якщо .0,0  yx  Якщо ,0x  то при 0y  yz sign
2

arg 
 . У випадку 

0,0  yx  zarg  невизначений. 
  Комплексне число ,iyxz   записане у вигляді  

),sin(cos  irz                                    (1.2.22) 
де r модуль комплексного числа;  аргумент, називають тригонометрич-
ною формою комплексного числа. Кожне комплексне число  0z   0z  має 
аргумент, який є розв’язком системи рівнянь 














.sin

;cos

r
y
r
x

                                                   (1.2.23) 

 П р и к л а д  1.2.15. Запишемо число iz 322   у тригонометричній 
формі. 

  За формулою (1.2.19) обчислимо ,4)32()2( 22  zr  а за формулою 

(1.2.21) .
3

2
2

32arctgarg 









 z  Отже, за формулою (1.2.22) запишемо 

задане число у тригонометричній формі: .
3

2sin
3

2cos4 





 




 iz      

 Розглянемо два числа ),sin(cos 1111  irz ),sin(cos 2222  irz  за-
писані у тригонометричній формі, і обчислимо їхній добуток: 

 )]cossinsin(cos)sinsincos[(cos 212121212121 irrzz  
.)]sin()[cos( 212121  irr                                                          (1.2.24) 

Отже,  
,2121 zzzz     .ArArg)Arg( 2121 zgzzz             (1.2.25) 

Другу рівність в останній формулі, як і всі рівності, в яких є Arg , розуміють як 
рівність відповідних множин, причому кожен елемент множини, яка є в правій 
частині рівності, – це сума деяких елементів, відповідно, множин 1Arg z  і 

.Arg 2z  
 Можна довести, що у випадку ділення двох комплексних чисел 1z  і 2z  

,
2

1

2

1
z
z

z
z

   .ArArgArg 21
2
1 zgz

z
z

                       (1.2.26) 

 Методом математичної індукції легко довести, що  
,...... 2121 nn zzzzzz   

,Arg...ArgArg)...Arg( 2121 nn zzzzzz                   (1.2.27) 
тобто у випадку множення комплексних чисел їхні модулі перемножують, а  
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аргументи додають. Якщо ,...21 zzzz n   то для степеня ,nz  ,...3,2,1n  
комплексного числа z отримаємо 

,nn zz     ,2ArgArg  kznzn  ,...2,1,0 k          (1.2.28) 

 Якщо ,Arg z  то ,Arg nzn    і для числа )sin(cos  irz  

).sin(cos  ninrz nn                                          (1.2.29) 
Якщо ,1 rz  то з формули (1.2.29) отримаємо формулу Муавра: 

.sincos)sin(cos  nini n                                (1.2.30) 
 Нехай n – натуральне число. Коренем n -го степеня з комплексного числа 
z  називають таке комплексне число ,n zw   що  

.zwn                                                          (1.2.31) 
Якщо ),sin(cos  irz  ),sin(cos  iw  то  

).sin(cos)sin(cos  irninn  
З цієї рівності отримаємо 

,n r    ,,2 Zkkn        

 .1,...,2,1,0,2



 nk

n
k                                (1.2.32) 

Отже, 

.1,...2,1,0,2sin2cos 





 




 nk
n

ki
n

krz nn      (1.2.33) 

Звідси корінь n z  для 0z  має точно n значень ....,,, 110 nwww  
У комплексній площині числа 110 ...,,, nwww  є в вершинах правильного n -
кутника, вписаного в коло радіусом   з центром у початку координат. 
 П р и к л а д  1.2.16. Обчислимо всі значення .164   
  Запишемо число 16z  у тригонометричній формі. Обчислимо 

,16)16( 2 z  .arg  z  Тому ).sin(cos1616  i  За формулою 

(1.2.33) отримаємо  .3,2,1,0,
4
2sin

4
2cos164 
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 Кожному комплексному числу iyxz   відповідає спряжене        ком-
плексне число .iyxz   Геометрично спряжене комплексне число z зобража-

ють вектором 1OM , що симетричний вектору ,OM  який зображає комплексне 
число z  (див. рис. 1.2.3). 
 Властивості спряжених комплексних чисел: 

1) ;argarg, zzzz   

2) ;2zzz   
3) ;zz   
4) ;2121 zzzz                                                                               (1.2.34)                            
5) ;2121 zzzz   
6) ;2121 zzzz   

7) .0, 2
2

1

2

1 
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 П р и к л а д  1.2.17. Запишемо комплексне число 
i
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  в алгебричній 

формі. 
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  Число 
 irez                                                     (1.2.35)  

називають показниковою формою комплексного числа ,z  де r – модуль цього 
комплексного числа,   – аргумент. 
 Для комплексних чисел, які записані в показниковій формі, справджуєть-
ся формула Ейлера: 

.sincos  iei                                             (1.2.36) 

 Якщо 1
11

 ierz , ,222
 ierz  то 

,)(
2121

21  ierrzz     ,)(

2

1

2

1 21  ie
r
r

z
z                     (1.2.37) 

, ninn erz                                                         (1.2.38) 

.1,...,2,1,0,
2(




nkerz n
ki

nn                      (1.2.39) 
 З формули Ейлера (1.2.36) отримаємо 

,
2

cos
 


ii ee     .

2
sin

i
ee ii  

                     (1.2.40) 

П р и к л а д  1.2.18. Запишемо число iz  1  у показниковій формі. 
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  Визначимо модуль і аргумент цього числа. За формулами (1.2.19), (1.2.21) 

отримаємо ,2z   .
4

3
   Отже, за формулою (1.2.35) одержимо  

показникову форму цього комплексного числа: .21 4
3

 eiz     
 

Розділ 2.  ОСНОВИ ЛІНІЙНОЇ АЛГЕБРИ 

2.1. Матриці і визначники 
2.1.1. Матриці і дії над ними 

 Поняття матриці. Прямокутну таблицю чисел 

,)(

21

22221

11211

nmij

mnmm

n

n

nm a

aaa

aaa
aaa

A  



























                  (2.1.1) 

яка має m рядків і n стовпців, називають  mn матрицею. Числа, з яких склада-
ється матриця, називають її елементами. Кожен елемент матриці має два індек-
си. Перший індекс i означає номер рядка, у якому розміщений цей елемент, а 
другий індекс j  – номер стовпця. Матриці будемо позначати великими літерами 
латинського алфавіту: pknm BA  , , або малими літерами з двома індексами: 

nmija )( , pkijb )( . 
 Дві матриці nmA   і  nmB   однакових розмірів дорівнюють одна одній, як-
що дорівнюють один одному їхні елементи, тобто  ijij ba    для всіх mi ,,2,1   
та .,,2,1 nj   
 За допомогою матриць зручно записувати багато економічних залежнос-
тей.  

П р и к л а д  2.1.1. Торгова фірма продає відеомагнітофони, телевізори, му-
зичні центри та аудіомагнітофони в трьох магазинах, які розташовані в різних 
районах міста. В таблиці наведений розподіл кількості проданого товару за  рік. 

Вид продукції Магазини 
 1 2 3 
Відеомагнітофони 400 250 300 
Телевізори 170 360 155 
Музичні центри 112 184 152 
Аудіомагнітофони 97 125 110 

Числа, наведені в таблиці, можна записати у вигляді такої матриці: 
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A  

 Кожен рядок та кожен стовпець цієї матриці має певний зміст. Наприклад, 
елементи другого рядка означають кількість проданих телевізорів, відповідно, у 
першому, другому і третьому магазинах, а елементи другого стовпця – кількість 
відеомагнітофонів, телевізорів, музичних центрів та   аудіомагнітофонів, прода-
них другим магазином. 
 Якщо в матриці A , яка має m  рядків та n  стовпців, замінити її рядки стов-
пцями, то отримаємо транспоновану матрицю. Транспонована матриця має n  
рядків та m  стовпців, її позначають TA : 
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                                           (2.1.2) 

 Матрицю, яка складається з одного стовпця, називають матриця-стовпець  





















na

a
a
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2

1

, а з одного рядка –  матриця-рядок   n
T aaaa 21 . 

 Якщо кількість рядків матриці дорівнює кількості її стовпців )( nm  , то 
матрицю називають квадратною. В цьому випадку число n  називають порядком 
матриці. Елементи iia , ni ,,2,1   квадратної матриці називають діагональними 
елементами. Діагональні елементи nnaaa ,,, 2211   квадратної матриці утворю-
ють головну діагональ. Суму цих елементів називають слідом матриці і позна-

чають Atr . Отже, ii

n

i

aA 



1

tr . Елементи nnn aaa 12)1(1 ,...,,   утворюють другоряд-

ну діагональ. 
 Якщо всі недіагональні елементи квадратної матриці дорівнюють нулю, то 
її  називають діагональною: 
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                                            (2.1.3) 

 Якщо у діагональній матриці n -го порядку всі діагональні елементи дорів-
нюють одиниці, то таку матрицю називають одиничною: 
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,                                      (2.1.4) 

де ,1ij  якщо ji  , та ,0ij  якщо ji  . Символ ij  називають символом 
Кронекера. 
 Квадратну матрицю називають верхньою (нижньою) трикутною, якщо всі 
її елементи, розташовані під (над) головною діагоналлю, дорівнюють нулю, тоб-
то 0ija  при ji   ( ).ji   
 Якщо всі елементи матриці дорівнюють нулю, то її називають нульовою, 
або нуль-матрицею: 
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 .                                                 (2.1.5) 

 Квадратну матрицю A  називають симетричною, якщо AAT  , тобто 
jiij aa  . Квадратну матрицю A  називають кососиметричною (антисиметрич-

ною), якщо AAT  , тобто jiij aa  . 
 Дії над матрицями. Над матрицями можна виконувати такі дії: множення 
матриці на число, додавання і віднімання матриць, множення матриць. 
 Добутком матриці nmA   на число   називають матрицю nmnm AB   , 
елементи якої дорівнюють добуткам елементів матриці A  на число  , тобто  

ijij ab  , njmi ,,2,1;,,2,1   .                                             (2.1.6) 

 П р и к л а д  2.1.2. Обчислимо A5 , якщо 
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 Сумою (різницею) двох матриць nmA   та nmB   однакового розміру нази-
вають матрицю nmnmnm BAC   , елементи якої  

ijijij bac  , .,,2,1;,,2,1 njmi                             (2.1.7) 
 Розглянемо матриці A  та B . Матрицю A  можна помножити на матрицю 
B  тільки тоді, коли кількість стовпців матриці A  дорівнює кількості   рядків ма-
триці B . 
 Добутком матриці nmA   на матрицю knB   називають матрицю kmC  , 
елементи якої ijc  дорівнюють сумі попарних добутків елементів i -го рядка мат-
риці A  на відповідні елементи j -го стовпця матриці B , тобто 
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 П р и к л а д  2.1.3.  Обчислимо добуток матриці A  на матрицю B : 
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  За формулою (2.1.8) отримаємо 
136103123)5(211 c ;       

1873871134212 c ;                                 
715220352)1()5(421 c ;     

5035116751)1(4422 c ;                                           
2366353223)5(731 c ;         

451432872134732 c . 
Отже, 






















4523
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C .    

Справджуються такі властивості дій над матрицями: 
1) ABBA  ;                                             8)  )()( CBACBA  ; 
2) BABA  )( ;                                 9)  CABACBA  )( ; 
3) CBCACBA  )( ;                         10)  ABBA  ; 

          4) )()()( BABAAB  ;               11)  CBACBA  )()( ; 

          5) AA TT )( ;                                               12)  TT AA  )( ; 

  6) TTT BABA  )( ;                                13)  TTT ABAB )( ;   
  7) AAIIA  ;                                         14)  000  AA . 

Зазначимо, що добуток двох ненульових матриць може бути нуль-матрицею. 
 

 

2.1.2. Визначники,  їхні властивості й головні способи обчислення 
Визначники другого і третього порядків. Розглянемо квадратну матрицю другого порядку  

.
2221

1211










aa
aa

A  

Визначником  другого порядку є число  

.det 21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

A               (2.1.9) 

Елементи 22211211 ,,, aaaa  називають елементами визначника. 
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П р и к л а д  2 .1.4. Обчислимо визначник 
53
12 

 . 

   Використовуючи формулу (2.1.9), отримаємо: 
 

53
12 

 = )1(352  =13.           

Розглянемо квадратну матрицю третього порядку 


















333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A . 

Визначником третього порядку є число  

 312312322113332211

333231

232221

131211
det aaaaaaaaa

aaa
aaa
aaa

A  

.332112113223312213 aaaaaaaaa                               (2.1.10)                                                

Діагональ, утворену елементами 332211 ,, aaa , називають головною, а еле-
ментами 312213 ,, aaa – другорядною. 

Для обчислення визначників третього порядку зручно користуватися пра-
вилом трикутника, за яким добутки елементів, що є на головній діагоналі й у 
вершинах трикутників, одна зі сторін яких паралельна до головної діагоналі, 
беруть зі знаком “+”, а добутки елементів, що є на другорядній діагоналі й у ве-
ршинах трикутників, одна зі сторін яких паралельна до другорядної діагоналі,  
– зі знаком “–”: 






 
 








 
 


)( ).(

 
 Для того,  щоб увести поняття визначника вищого порядку, введемо по-
няття інверсії. Нехай кожне з різних чисел nб,...,б,б 21  набуває одного з різних 
значень 1,2,3,...,n. Перестановкою чисел n ,...,, 21  називають їхнє розміщення 
в певному порядку. Для двох чисел маємо дві (2!)  перестановки, для трьох – 
шість (3!), а для n чисел є n! перестановок.  Два числа в перестановці утворюють 
інверсію, якщо вони розміщені не в натуральному порядку,  тобто більше число 
стоїть перед меншим. Наприклад, у перестановці  (2,1,3,4) є одна інверсія (2,1), а 
в перестановці (4,3,1,2) – п’ять: (4,3), (4,1), (4,2), (3,1), (3,2). Позначимо кількість 
інверсій, утворених з чисел n ,...,, 21 , через ).,...,,( 21 nSS   

Визначником квадратної матриці n -го порядку, або визначником n -го по-
рядку, називають число, яке дорівнює алгебричній сумі n ! доданків, кожен з 
яких є добутком n  елементів визначника, взятих по одному з кожного рядка і 
кожного стовпця: 
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...)1( ,           (2.1.11) 

де додавання відбувається за всіма можливими перестановками n ,...,, 21  чи-
сел 1,2,3,...,n. 

Мінором ijM   елемента ija  визначника n-го порядку називають   визнач-
ник (n-1)-го порядку, який отримують із початкового визначника викреслюван-
ням i-го рядка та j-го стовпця. 

Алгебричним доповненням ijA  елемента ija  визначника n-го порядку на-

зивають його мінор, узятий зі знаком ji )1( , тобто 

ij
ji

ij MA  )1( .                                             (2.1.12) 
Теорема 2.1.1. Визначник квадратної матриці n -го порядку дорівнює сумі 

попарних добутків елементів будь-якого рядка (стовпця) на алгебричні допов-
нення цих елементів, тобто 

 ininiiii Aa...AaAa  2211 ,   n,...,,i 21 ,                  (2.1.13) 
або 

njnjjjjj Aa...AaAa  2211 ,  n,...,,j 21 .                 (2.1.14) 
Формулу (2.1.13) називають розкладом визначника за елементами i-го рядка, а 
формулу (2.1.14) – розкладом визначника за елементами j-го стовпця. 

Властивості визначників n -го порядку.  
1. Визначник не змінюється внаслідок транспонування, тобто внаслідок заміни його рядків стовпцями. 
2. Якщо всі елементи будь-якого рядка (стовпця) визначника дорівнюють нулю, то цей визначник дорівнює 

нулю. 
3. Якщо всі елементи деякого рядка (стовпця) визначника помножити на одне 

і те ж число 0 , то визначник буде помножений на це число  . 
4. Унаслідок переставляння двох сусідніх рядків (стовпців) визначник змінює 

знак на протилежний. 
 5. Якщо у визначнику є два однакові рядки (стовпці), то він дорівнює нулю. 
 6. Якщо елементи двох рядків (стовпців) визначника є пропорційні, то визначник дорівнює нулю. 

7. Сума попарних добутків елементів рядка (стовпця) на алгебричні допов-
нення іншого рядка (стовпця) дорівнює нулю: 

  02211  kninkiki AaAaAa  ,  якщо ;ki                        (2.1.15) 
               02211  nknjjjkj AaAaAa  , якщо kj  .  
8. Значення визначника не зміниться, якщо до елементів деякого рядка (стов-

пця) додати елементи іншого рядка (стовпця), помножені на одне і те ж число, 
яке не дорівнює нулю. 

9. Якщо у визначнику   деякий рядок є лінійною комбінацією рядків 
)( 21 inii bbb    та   )( 21 inii ccc  ,  тобто   ,111 iii cba     222 iii cba  ,..., 

ininin cba  , то 21  , де 1  – визначник, в якого i -й рядок дорів-
нює )( 21 inii bbb  , а решта всі рядки ті ж, що й у визначника ,  а 2  – визнач-



КВ
М

ник, у якого i -й рядок дорівнює )( 21 inii ccc  , а решта всі рядки ті ж, що й у ви-
значника  . 

10.  Визначник трикутної матриці n -го порядку,  у якій усі елементи, 
розміщені над (під) головною діагоналлю є нулями, дорівнює добутку елементів 
головної діагоналі: 

 

      nn

nnn)n(nn

)n)(n()n()n(

a...aa

aa...aa
a...aa

...............
...aa
...a

2211

121

112111

2221

11

0

00
000







.          (2.1.16) 

11. Визначник добутку двох квадратних матриць n -го порядку дорівнює до-
бутку їхніх визначників 

 
BAAB detdet)det(  .                                                  (2.1.17) 

 
П р и к л а д  2 .1.5. Доведемо, що сума попарних добутків елементів дові-

льного рядка визначника третього порядку на алгебричні доповнення елементів 
іншого рядка дорівнює нулю. 
  Нехай елементи першого рядка помножені на алгебричні доповнення відпо-
відних елементів третього рядка, тобто 

331332123111

333231

232221

131211
AaAaAa
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aaa
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 . 

Обчислимо 

22132312
2322

131231
31 )1( aaaa

aa
aa

A   ; 

 

21132311
2321

131123
32 )1( aaaa

aa
aa

A   ; 

 

21122211
2221

121133
33 )1( aaaa

aa
aa

A   . 

Отже, 
 )()( 23112113122213231211331332123111 aaaaaaaaaaAaAaAa  

 2311122113122213112312112112221113 )( aaaaaaaaaaaaaaaaa 221113 aaa
.0211213  aaa  

Аналогічно можна перевірити виконання решти  властивостей  визначни-
ка.      
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П р и к л а д  2 .1.6. Обчислимо визначник 
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  Обчислимо визначник, користуючись правилом трикутника: 
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Обчислимо визначник, розкривши його за елементами другого рядка: 
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.9356434)61()97(4)314(2           
 
П р и к л а д  2.1.7.  Обчислимо визначник 
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  Обчислимо визначник, звівши його до трикутного вигляду: 
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2.1.3. Обернена матриця   
 Квадратну nn   матрицю 1A  називають оберненою до квадратної nn   
матриці A , якщо .11 IAAAA    
 Матрицю A  називають невиродженою (виродженою), якщо 0det A  

)0(det A .  
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 Теорема 2.1.2.  Для того, щоб для матриці А існувала єдина обернена мат-
риця 1A , необхідно і достатньо, щоб матриця А була невиродженою. 
  Необхідність. Нехай матриця А має обернену матрицю 1A , тобто 

.11 IAAAA    За формулою (2.1.17), отримаємо  )det( 1AA  
.detdet1det 1 AAI  Отже, 0det A . 

 Достатність. Нехай 0det A . Розглянемо квадратну матрицю A~ , елеме-
нтами якої є алгебричні доповнення елементів транспонованої матриці .TA  По-
значимо .~ CAA   За правилом множення двох матриць елементи матриці С ви-

значають за формулою 



n

k
kjkiij aAc

1
. У цьому випадку ,1ijc  якщо ,ji   

,0ijc  якщо .ji   Отже, матриця С є діагональною, причому діагональні елеме-
нти дорівнюють визначнику матриці А, тобто  Acii det . Аналогічно можна 
довести, що .~ CAA    

Отже, обернена матриця  
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1 ,                      (2.1.18) 

де ijA  – алгебричні доповнення елементів ija  квадратної матриці A , 
0det  A . 

 Для того, щоб побудувати матрицю 1A , обернену до матриці A , потріб-
но: 

1) обчислити визначник матриці A . Якщо 0det A , то матриця A  не має обе-
рненої. Якщо 0det A , то існує обернена матриця 1A ; 

2) знайти алгебричні доповнення ijA ,  ),,2,1;,,2,1( njni    елементів ija  
матриці A  і скласти з них матрицю; 

3) транспонувати отриману матрицю, складену з алгебричних доповнень ijA ; 
4) поділити кожен елемент транспонованої матриці на Adet . 
Властивості обернених матриць: 
1) AA  11)( ;       2) 111)(   ABBA ;    3) 11 )(detdet   AA ; 

4) TT AA )()( 11   ;   5) 111)(   AA . 
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П р и к л а д  2.1.8. Для матриці 
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A  знайдемо обернену матрицю 

1A . 
      Обчислимо визначник матриці: 
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Знайдемо алгебричні доповнення елементів матриці: 
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Отже, 
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2.1.4. Ранг матриці 
 

          Розглянемо прямокутну матрицю A , яка складається з m  рядків та n стов-
пців. Нехай ).,min( nmk   Виберемо в матриці A  довільні k  рядків та k  стовп-
ців. З елементів, які стоять на перетині виділених рядків і стовпців, складемо ви-
значник k -го порядку, який називають мінором k -го порядку матриці A . 
          Рангом матриці A  називають найвищий порядок відмінного від нуля міно-
ра цієї матриці і позначають Arang . Якщо ранг матриці дорівнює s , то серед мі-
норів цієї матриці є хоча б один мінор s -го порядку, що не дорівнює нулю, який 
називають базисним, і всі мінори вищих порядків, ніж s , дорівнюють нулю. 
Стовпці і рядки, на перетині яких розміщений базисний мінор, називають базис-
ними стовпцями і рядками. 
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 З визначення рангу матриці отримаємо, що: 
1) ),min(rang nmA ; 
2) 0rang A   тоді і тільки тоді, коли всі елементи матриці дорівнюють ну-

лю, тобто 0A ; 
3) для квадратної матриці n -го порядку nA rang  тоді і тільки тоді, коли 

ця матриця є невиродженою. 
 

 Розглянемо матрицю 
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яка має m  рядків та n  стовпців. Поняття рангу матриці пов’язане з поняттям лі-
нійної залежності (незалежності) її рядків чи стовпців. Дамо означення лінійної 
залежності (незалежності) для рядків матриці. Для стовпців ці означення анало-
гічні. Позначимо рядки матриці через 

 naaae 112111  ,    naaae 222212  , ... , 
   .21 mnmmm aaae                                                           (2.1.19) 

Два рядки дорівнюють один одному, якщо  дорівнюють один одному їхні відпо-
відні елементи. Введемо операції множення рядка на число і додавання рядків: 
                       knkkk aaae  21 ;   

 snknsksksk aaaaaaee  2211 .                        (2.1.20) 
Деякий рядок e  називають лінійною комбінацією рядків seee ,,, 21   мат-

риці, якщо  
                                    sseeee  2211 , 

де s ,,, 21   – дійсні числа. 
 Ненульові рядки матриці meee ,,, 21   називають лінійно залежними, якщо 
існують такі числа ,,,, 21 m   які одночасно не дорівнюють нулю, якщо 

02211  mmeee  ,                                    (2.1.21) 
 де  0000   є нульовий рядок. 

Якщо остання рівність виконується тоді і тільки тоді, коли 
021  m , то рядки називають лінійно незалежними. 

 Теорема 2.1.3. Для того, щоб ненульові рядки meee ,,, 21   матриці були 
лінійно залежні, необхідно і достатньо, щоб один з них був лінійною комбінаці-
єю решти рядків. 
 Теорема 4.1.4. Базисні рядки (стовпці) лінійно незалежні. Будь-який рядок 
(стовпець) матриці є лінійною комбінацією базисних рядків (стовпців). 
 Наслідок 1. Максимальна кількість лінійно незалежних рядків матриці до-
рівнює максимальній кількості лінійно незалежних її стовпців. 
 Наслідок 2. Для того, щоб визначник матриці дорівнював нулю, необхідно 
і досить, щоб його рядки (стовпці) були лінійно залежні. 
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Наведемо головні методи обчислення рангу матриці. 
Метод мінорів.  Нехай у матриці nmA   є мінор k -го порядку kM , який не 

дорівнює нулю. Розглянемо всі мінори )1( k -го порядку, які містять у собі мі-
нор kM . Якщо всі ці мінори дорівнюють нулю, то kA rang . Якщо ж серед цих 
мінорів знайдеться мінор )1( k -го порядку, який не дорівнює нулю, то процес 
повторюють. 

П р и к л а д  2.1.9. Визначимо ранг матриці 
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    Зафіксуємо відмінний від нуля мінор другого порядку 0
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Обчислимо мінор третього порядку, що містить мінор 2M : 
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Обчислимо мінори четвертого порядку, які містять мінори 3M : 
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 Оскільки всі  мінори четвертого порядку дорівнюють нулю, а мінор тре-
тього порядку відмінний від нуля, то 3rang A .   
 Метод елементарних перетворень. Елементарними перетвореннями ма-
триці будемо називати такі: 

1) множення всіх елементів деякого рядка (стовпця) матриці на число, яке 
не дорівнює нулю; 
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2) додавання до кожного елемента деякого рядка (стовпця) матриці відпо-
відних елементів іншого рядка (стовпця), помножених на довільне чис-
ло; 

3) переставлення двох рядків (стовпців) матриці; 
4) транспонування матриці. 

 Теорема 2.1.5. Унаслідок елементарних перетворень матриці її ранг не 
змінюється. 
 П р и к л а д  2.1.10. Визначимо ранг матриці 
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      Для відшукання рангу матриці A  виконаємо такі елементарні перетворення: 
1) додамо до другого рядка перший, помножений на (–2), до третього ряд-

ка – перший, помножений на (–3), до четвертого – перший, помножений на (–1); 
2) додамо до третього рядка другий, помножений на (–1), і поміняємо міс-

цями третій і четвертий рядки. 
Отримаємо 
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Очевидно, що всі мінори четвертого порядку дорівнюють нулю, а мінор 
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M . 

Отже, 3rang A .  
 

 

2.2. Системи лінійних рівнянь 

 Розглянемо систему m  лінійних рівнянь з n  невідомими 
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                                    (2.2.1) 
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де aij  – довільні числа, які називають коефіцієнтами системи; bi  – вільні члени 
системи. 
 Розв’язком системи (2.2.1) називають сукупність n  значень змінних 

11 x , 22 x , ..., nnx  ,  у випадку підставлення яких у систему всі рів-
няння обертаються в тотожності. Систему, яка має хоча б один розв’язок, нази-
вають сумісною. Система, яка не має жодного розв’язку, є несумісною. Систему, 
яка має єдиний розв’язок, називають визначеною, а систему, яка має більше од-
ного розв’язку, – невизначеною. 
 Дві системи лінійних рівнянь називають рівносильними (еквівалентними), 
якщо вони мають одну і ту ж множину розв’язків. 
 Запишемо систему лінійних рівнянь (2.2.1) у матричній формі. Позначимо 
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,                     (2.2.2) 

де A  – матриця системи; X – матриця-стовпець змінних; B  – матриця-стовпець 
вільних членів. Тоді систему (2.2.1) можна записати у вигляді 

AX B .                                                              (2.2.3) 
 
 
 

2.2.1. Системи n лінійних рівнянь з n невідомими 

Метод оберненої матриці.  Розглянемо систему n  лінійних рівнянь з n  
невідомими: 
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                                (2.2.4) 

  Матриця системи A  є квадратною, а її визначник   det A  називають 
визначником системи. Якщо матриця A  невироджена, тобто det A  0 , то для 
неї існує обернена матриця A1. Помножимо рівність (2.2.3) зліва на A1. 
Отримаємо розв’язок системи 

.1BAX                                                         (2.2.5) 
П р и к л а д  2.2.1. Розв’яжемо систему рівнянь 
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   Запишемо систему в матричному вигляді. Нехай 
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Тоді початкова система набуде вигляду   AX B . Звідси  X A B 1 . 
Знайдемо обернену матрицю A1. Обчислимо 
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Звідси обернена матриця 
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Отже,  x1 1 ,   x2 1 ,   x3 1 .   

Формули Крамера. Розглянемо  систему (2.2.4) n  лінійних рівнянь з n  
невідомими. Запишемо головний визначник цієї системи: 
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                                                 (2.2.6) 

і визначники   i , які отримують з головного визначника системи заміною i -го 
стовпця стовпцем вільних членів. Помножимо перше рівняння системи (2.2.4) 
на ,11A  друге – на ,21A ..., останнє – на 1nA  і додамо їх. Отримаємо: 
       )...( 11212111111 nn AaAaAax  + )...( 12212211122 nn AaAaAax  +... 
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       )...( 1212111 nnnnnn AaAaAax  = .... 1212111 nn AbAbAb         (2.2.7) 
Оскільки коефіцієнти біля nxxx ...,,, 32 є сумою попарних добутків елементів 
стовпця, починаючи з другого, на алгебричні доповнення елементів першого 
стовпця, то ці коефіцієнти дорівнюють нулю. Коефіцієнт біля 1x  дорівнює ви-
значнику системи, тобто .... 1121211111  nn AaAaAa  Позначимо через 1  
визначник, отриманий з головного визначника   заміною у ньому першого 
стовпця стовпцем вільних членів, тобто 

nnnn

n

n

aab

aab
aab
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Очевидно, що .... 11212111  nn AbAbAb  Рівність (2.2.7) можна записати у 
вигляді  x1 1 . Аналогічно можна отримати  рівності  ,...,22 x  ,nnx   
де i  – визначник, отриманий з головного визначника  заміною у ньому  i-го 
стовпця стовпцем вільних членів. 

Отже, отримаємо систему рівнянь 
 x1 1 ,    x2 2 , ...,  ,nnx                                (2.2.8) 

яка є наслідком системи (2.2.4). 
Якщо   0 , то система (2.2.8), а отже, і система (2.2.4), має єдиний 

розв’язок, який обчислюють за формулами Крамера: 

xi
i




,     i n 1 2, ,..., .                                             (2.2.9) 

Якщо   0 і    1 2 0   ... n , то система (2.2.8), а отже, і система 
(2.2.4), має безліч розв’язків, тобто вона є невизначеною. 

Якщо ж   0, а хоча б один із визначників  i  0  ( , ,..., )i n 1 2 , то сис-
тема  (2.2.4) не має розв’язків, вона є несумісною. 

 
 
2.2.2. Системи m лінійних рівнянь з n невідомими 

 Проаналізуємо систему лінійних рівнянь (2.2.1) у випадку, коли кількість 
рівнянь не обов’язково дорівнює кількості невідомих. Розглянемо дві матриці: 
матрицю A , складену з коефіцієнтів при невідомих системи  
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,                                        (2.2.10) 

і матрицю  
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,                                     (2.2.11) 

яку отримують із матриці A  дописуванням до неї стовпця вільних членів. Мат-
рицю A  будемо називати розширеною матрицею системи (2.2.1). Очевидно, 
що AA rangrang  , оскільки кожен мінор матриці A  буде мінором матриці A , 
але не навпаки. Справджується такий критерій сумісності системи лінійних рі-
внянь. 
 Теорема 2.2.1 (Кронекера–Капеллі). Для того, щоб система лінійних рі-
внянь була сумісна, необхідно і достатньо, щоб ранг головної матриці  системи 
дорівнював рангу розширеної матриці.  
 П р и к л а д  2.2.2. Дослідимо систему рівнянь і у випадку сумісності знай-
демо її розв’язок: 
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    Запишемо розширену матрицю системи рівнянь і визначимо її ранг: 
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Отже, 3rangrang  AA . За теоремою Кронекера–Капеллі система рівнянь має 
єдиний розв’язок. Виберемо перші три рівняння цієї системи: 
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Розв’язавши систему за формулами Крамера, отримаємо ,11 x ,02 x  .13 x   
  

Метод Гаусса. Застосування формул Крамера та методу оберненої мат-
риці до розв’язування систем лінійних рівнянь можливе лише тоді, коли кіль-
кість рівнянь дорівнює кількості невідомих і потребує великих обчислень. Ме-
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тод Гаусса дає змогу з’ясувати, чи сумісна система рівнянь, чи ні, а у випадку 
сумісності знайти її розв’язки.  

Метод Гаусса (метод послідовного вилучення невідомих) полягає у тому, 
що за допомогою елементарних перетворень система лінійних рівнянь зводить-
ся до рівносильної системи східчастого або трикутного вигляду, з якої потім 
послідовно визначають усі невідомі.  
 П р и к л а д  2.2.3. Розв’яжемо систему рівнянь методом Гаусса: 
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    Зведемо систему рівнянь до східчастого вигляду: 
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Нехай 554433 ,, cxcxcx  . Тоді отримаємо загальний розв’язок системи 

x x x c c c x c x c x c1 5 2 3 4 5 3 3 4 4 5 5
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        ; ; ; ; .   

 
П р и к л а д  2.2.4. Мале підприємство виробляє шкільну форму для моло-

дшого, середнього і старшого шкільного віку. Для цього використовують сиро-
вину чотирьох типів C C C C1 2 3 4, , , . Норми витрат сировини     кожного типу на 
одиницю продукції за один день задані в таблиці: 

Тип 
сировини 

Норми витрат сировини на одиницю  
продукції, кг 

Витрати сиро-
вини за один 

день 
 молодший 

вік 
середній вік старший вік  

C1  0,8 1,0 1,3 65 
C2  0,4 0,7 0,8 38 
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C3  0,3 0,4 0,6 26 
C4  0,2 0,3 0,4 18 

Знайдемо щоденний обсяг випуску продукції кожного типу. 
   Нехай щодня підприємство випускає x1  костюмів для школярів молодшого 
віку, x2  – для середнього, x3  – для старшого. Тоді отримаємо таку систему рів-
нянь: 
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Розв’яжемо систему рівнянь методом Гаусса. Помножимо третє рівняння сис-
теми на 2, четверте – на –3 і додамо їх. Помножимо четверте рівняння на –2 і 
додамо до другого, помножимо четверте рівняння на –4 і додамо до першого. 
Отримаємо 
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Розв’яжемо систему й обчислимо, що x1 40 ,  x2 20 ,  x3 10 .   
 
 
 

 2.2.3. Система лінійних однорідних рівнянь  

Система лінійних однорідних рівнянь має вигляд 
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                                        (2.2.12) 

 
Система однорідних рівнянь (однорідна система лінійних рівнянь) завжди сумі-
сна, оскільки вона має нульовий розв’язок x x xn1 20 0 0  , ,..., .    

Теорема 2.2.2. Для того, щоб система лінійних однорідних рівнянь мала 
ненульові розв’язки, необхідно і достатньо, щоб ранг s  її матриці коефіцієнтів 
був менший від n . 

 Якщо ,ns   то за теоремою Кронекера–Капеллі система має єдиний 
розв’язок: x x xn1 20 0 0  , ,..., .  

Якщо ж ,ns   то, оскільки система (2.2.12) не може бути несумісною, во-
на є невизначена, отже, має безліч ненульових розв’язків.  

З цієї теореми випливає така теорема. 
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Теорема 2.2.3.  Для того, щоб однорідна система n  лінійних рівнянь з n  
невідомими мала ненульові розв’язки, необхідно і достатньо, щоб її визначник 
дорівнював нулю. 

 Умова 0  є необхідною, оскільки якщо ,0  то система має єди-
ний, а отже, лише нульовий розв’язок. Ця умова є й достатньою, бо з умови 

0  маємо, що ранг матриці коефіцієнтів системи .ns   У цьому випадку сис-
тема має безліч ненульових розв’язків.  

 

 

2.3. Векторні простори 
Будь-яку  впорядковану сукупність n  дійсних чисел naaa ,...,, 21  назива-

ють  n-вимірним вектором і позначають a . Розглядають вектор-рядок 
 naaaa ,...,, 21                                                   (2.3.1) 

або вектор-стовпець 
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                                                              (2.3.2) 

Числа naaa ,...,, 21   називають координатами, або компонентами, вектора 
.a  

Поняття n-вимірного вектора часто використовують в економіці. Напри-
клад, деякий набір товарів можна схарактеризувати вектором  nxxxx ,...,, 21 , 
а відповідні ціни – вектором  .,...,, 21 nyyyy   

Вектор, усі координати якого дорівнюють нулю, називають нуль-
вектором 

                                  .0,...,0,00                                                             (2.3.3) 
Розглянемо два вектори  naaaa ,...,, 21  і  ,,...,, 21 nbbbb   які мають однакову 
кількість компонент. 
 Два вектори a  і b  дорівнюють один одному, тобто ba  , якщо 

.,...,2,1, niba ii   
 Сумою двох векторів a  і b називають вектор ,bac    координати якого 
дорівнюють сумі координат доданків, тобто .,...,2,1, nibac iii   
 Добутком вектора a  на дійсне число   називають вектор ,лad   компо-
ненти якого .,...,2,1,л niad ii   
 Лінійні операції над векторами мають такі властивості: 

1) abba   – комутативна властивість; 
2)    cbacba   – асоціативна (сполучна) властивість; 
3)   ;baba   
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4.   ;aaa                                                                                (2.3.4) 
5)     ;aa   
6) ;0 aa   
7) для кожного вектора a  існує протилежний вектор a  такий, що               

  ;0 aa  
8) .1 aa   

 Векторним простором nR називають множину векторів з дійсними ком-
понентами, у якій визначені операції додавання векторів і множення вектора на 
число, що задовольняють умови 1–8. 

Вектори naaa ,...,, 21  називають лінійно залежними, якщо існують такі чи-
сла ,,...,, 21 n  які не всі дорівнюють нулю:  

                 .0...2211  nnaaa                                       (2.3.5) 
  Систему векторів naaa ,...,, 21   називають лінійно незалежною, якщо рів-
ність 0...2211  nnaaa  виконується лише тоді, коли 

.0...21  n  
 Вектор a є лінійною комбінацією векторів (його можна виразити через 
вектори) ,,...,, 21 naaa  якщо  

                          ....2211 nnaaaa                                               (2.3.6) 

 Теорема 2.3.1. Для того, щоб вектори naaa ,...,, 21  простору nR  були лі-
нійно залежними, необхідно і достатньо, щоб один з них був лінійною комбіна-
цією решти. 

 Необхідність. Нехай вектори naaa ,...,, 21  лінійно залежні, тобто вико-
нується рівність (2.3.5), у якій не всі числа n ,...,, 21  дорівнюють нулю. Не-
хай для визначеності .0л1   З рівності (2.3.5)  
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n   Тоді 
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3

*
32

*
21 nnaaaa                                  (2.3.7) 

Остання рівність означає, що вектор 1a  є лінійною комбінацією векторів 
.,...,2 naa  

 Достатність. Нехай один із векторів, наприклад 1a , є лінійною комбіна-

цією решти naa ,...,2  векторів. У цьому випадку існують числа ,*
2 ,*

3 ..., *
n  та-

кі, що виконується рівність (2.3.7). Перепишемо цю рівність у вигляді 
.0...)1( *

3
*
32

*
21  nnaaaa  

Оскільки серед чисел (-1), ,*
2 ,*

3 ..., *
n  є хоча б одне відмінне від нуля, то век-

тори naaa ,...,, 21  лінійно залежні.   
 Справджуються такі твердження. 
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1. Якщо серед векторів naaa ,...,, 21  є нульовий вектор, то ці вектори лінійно 
залежні. 

2. Якщо частина векторів naaa ,...,, 21  лінійно залежна, то всі  вектори 
naaa ,...,, 21  лінійно залежні. 

 Сукупність упорядкованих лінійно незалежних векторів neee ,...,, 21  прос-

тору nR  називають базисом цього простору, якщо для кожного вектора x  цього 
простору існують дійсні числа nxxx ,...,, 21  такі, що справджується рівність 

....2211 nnexexexx                                      (2.3.8) 
 Рівність (2.3.8) називають розкладом вектора x  за базисом neee ,...,, 21 , а 
числа nxxx ,...,, 21  – координатами вектора x  у цьому базисі. 

 Теорема 2.3.2. Кожен вектор x  простору nR  можна єдиним способом 
розкласти за векторами базису neee ,...,, 21 . 

 Нехай для деякого вектора x  простору ,nR  крім розкладу (2.3.8), 
справджується такий розклад за векторами базису neee ,...,, 21 : 

.... *
2

*
21

*
1 nnexexexx                                     (2.3.9) 

Віднімемо від рівності (2.3.9) рівність (2.3.8): 
.0)(...)()( *

2
*
221

*
11  nnn exxexxexx                   (2.3.10) 

Оскільки вектори базису neee ,...,, 21  лінійно незалежні, то ,0*
11  xx  

,0*
22  xx ..., ,0*  nn xx  або ,*

11 xx  ,*
22 xx  ..., .*

nn xx    
 Головне значення базису полягає в тому, що операції додавання векторів і 
множення вектора на число у випадку задання базису перетворюються у відпо-
відні операції над числами – координатами цих векторів у заданому базисі. 
 Теорема 2.3.3. Якщо у просторі nR  задано базис neee ,...,, 21 , то у випадку 
додавання двох векторів цього простору їхні координати додають, а у випадку 
множення вектора на число, усі координати вектора множать на це число. 

 Нехай neee ,...,, 21  – довільний базис простору nR . Розкладемо два до-
вільні вектори x  та y  цього простору за векторами базису: 

,...2211 nnexexexx   nneyeyeyy  ...2211 . За аксіомами 1–8  
;)(...)()( 222111 nnn eyxeyxeyxyx   

.)(...)()( 2211 nn exexexx   
За теоремою 2.3.2 розклад вектора за базисом єдиний, що й доводить теоре-
му. 
 Векторний простір називають  n-вимірним і позначають nR , якщо в ньо-
му є n лінійно незалежних векторів, а  будь-які (n+1) векторів є лінійно залеж-
ними. Число  n називають розмірністю простору і позначають .dim nR  
 П р и к л а д  2.3.1. З’ясуємо, чи є система векторів  ,1;1;1;11 a  

 ,2;1;1;12 a    ,4;0;3;13 a   7;1;5;14 a  лінійно залежною. Якщо так, то 
знайдемо лінійну залежність між її векторами. 
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  Система векторів 4321 ,,, aaaa є лінійно залежною тоді і тільки тоді, коли іс-
нують числа ,,,, 4321 xxxx  які не всі дорівнюють нулю, такі що 

.044332211  axaxaxax  
Запишемо відповідну систему рівнянь: 
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Отримана система має ненульові розв’язки. Отже, система векторів 
4321 ,,, aaaa   лінійно залежна. Знайдемо цю лінійну залежність. Запишемо 

останню систему лінійних рівнянь у вигляді 








.2
;32

432

431
xxx

xxx
 

 Нехай .1,1 43  xx  Тоді .3;5 21  xx  Отже, одна з залежностей між ве-
кторами 4321 ,,, aaaa  така: 

 .035 4321  aaaa    

 Теорема 2.3.4. Якщо nR – векторний простір, що має розмірність n, то 
будь-які n лінійно незалежні вектори цього простору утворюють його базис. 
 Теорема 2.3.5. Якщо у векторному просторі nR  є базис, який має n век-
торів, то розмірність цього простору дорівнює n. 
 П р и к л а д  2.3.2. У просторі nR  розглянемо систему векторів 

  .,0;...;0;11 e       .1;...;0;0...,,;...;0;1;02  nee   Доведемо, що ця система векто-

рів є базисом простору  .nR  
  Покажемо, що система векторів   лінійно незалежна. Запишемо рівність 
 ,0...2211  nneee  або       1;...;0;0...0;...;1;00;...;0;1 21 n                              
      n;...;0;0...0;...;;00;...;0; 21    .0;...0;0;...;; 21  n  

 Отже, ,0...21  n  тобто система векторів  лінійно незалежна. 

Візьмемо довільний вектор  nxxxx ;...;; 21  з простору .nR   Отримаємо 
        nn xxxxxxx ;...;0;00;...;;00;...;0;0;;...,; 2121  0;...;0;11x  

    ....1;...;0;0...0;...;1;0 22112 nnn exexexxx    

Отже, доведено, що система neee ,...,, 21   векторів є базисом простору nR  і 

.dim nRn    
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Нехай у просторі nR  є два базиси: старий neee ...,,, 21  і новий 

neee  ...,,, 21 . Кожен з векторів нового базису можна виразити як лінійну комбі-
націю векторів старого: 
                                       ;... 12121111 nneaeaeae   

                   ;... 22221212 nneaeaeae                                   (2.3.11)                                
                                       ………………………….. 
                                      ....2211 nnnnnn eaeaeae   

 Перехід від старого базису neee ...,,, 21 до нового neee  ...,,, 21  визначений 
матрицею переходу  

            .
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21

2212

12111





















nnnn
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n
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aaa
aaa

A                                             (2.3.12) 

 Матриця A є невиродженою, оскільки у протилежному випадку її рядки, а 
отже, і базисні вектори  neee  ...,,, 21  були б лінійно залежними.  

Доведено, що перехід від нового базису neee  ...,,, 21   до старого 

neee ...,,, 21  відбувається за допомогою оберненої матриці .1A   

 Доведено таке: якщо перехід від базису neee ...,,, 21  до базису neee  ...,,, 21  
відбувається за допомогою невирожденої матриці А, то перехід від координат 
 nxxx ;...;; 21  будь-якого вектора у першому базисі до його координат 

 nxxx  ;...;; 21  у новому базисі можна виконати за допомогою матриці   .1 T
A  

 П р и к л а д  2.3.3. У базисі      1;0;0,0;1;0,0;0;1 321  eee   задані век-
тори      3;1;1,1;2;1,1;1;1 321  aaa . Доведемо, що вектори  321 ,, aaa  утво-
рюють базис, та знайдемо координати вектора  5;2;3 b  у цьому базисі. 
  Вектори 321 ,, aaa   утворюють базис, якщо вони є лінійно незалежними. Для 
доведення лінійної незалежності цих векторів відшукаємо ранг матриці, рядка-
ми якої є ці вектори: 
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Виконаємо  елементарні перетворення матриці: 
 

































200
010
111

~
311
121
111

. 



КВ
М

Отже, 3ranq B , тобто вектори 321 ,, aaa  лінійно незалежні й утворюють базис. 
Знайдемо зв’язок між базисами: 

.3
;2

;

3213
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eeea
eeea

eeea





 

Матриця переходу від базису 321 ,, eee  до базису 321 ,, aaa  має вигляд  
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Очевидно, що TAA  . Обернена матриця 
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Отже, нові координати вектора b у базисі 321 ,, aaa  є  4,5,7   і вектор b   мо-
жна зобразити у вигляді .457 321 aaab    
 
 Евклідовим простором E називають векторний простір, у якому кожній 
парі векторів ,a  b  з цього простору відповідає дійсне число  ,,ba  яке назива-
ють скалярним добутком цих векторів. 
 Скалярний добуток двох векторів  задовольняє такі аксіоми: 

1)    ;,, abba   
2)      ;,,, 2121 bababaa   
3)    ;,, baba


  ;R                                                                      (2.3.13) 

4)   ;0, aa                                    
5)    ,0, aa   якщо  .0a  

 У просторі nR  скалярний добуток двох векторів  naaaa ...,;; 21  та 
 nbbbb ;...,; 21  можна визначити за формулою 

                                             



n

i
iibaba

1
, .                                                     (2.3.14) 

 Теорема 2.3.6. Для будь-яких елементів ,a  b  евклідового простору E 
справджується нерівність Коші–Буняковського 

),)(,(),( 2 bbaaba  .                                               (2.3.15) 
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 Довжиною (нормою) вектора a  в евклідовому просторі називають число   
                                              aaa , .                                                       (2.3.16) 

 Для будь-яких векторів ba , E: 
1) 0a   тоді і тільки тоді, коли ;0a  
2) aa  ,   ;б R  

3)   baba ,  – нерівність Коші–Буняковського;                                 (2.3.17) 

4) baba    – нерівність трикутника.                                     
Кут між двома векторами евклідового простору Е визначають за форму-

лою 

                                   
ba

b,a


cos .                                                    (2.3.18) 

 В евклідовому просторі nR  зі скалярним добутком (2.3.14) для векторів 
 naaaa ...,;; 21 та  nbbbb ;...,; 21  справджуються такі формули: 
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1 naaaaaa                                         (2.3.19) 
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 Нерівність Коші–Буняковського у цьому просторі має вигляд 
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а нерівність трикутника – 

  .
1

2

1

2

1

2 



n

i
i

n

i
i

n

i
ii yxyx                                 (2.3.22) 

 Два вектори a  і b  евклідового простору називають ортогональними, як-
що їхній скалярний добуток дорівнює нулю.  
 Систему векторів neee ...,,, 21  називають ортогональною, якщо   0, ji ee   
при ji  . 
 Систему векторів neee ...,,, 21  називають ортонормованою, якщо  

                                ijji ee ,







.якщо,0
;якщо,1
ji
ji

                                   (2.3.23) 

 Ортонормована система векторів neee ...,,, 21   з  n-вимірного евклідового 
простору утворює ортонормований базис. Для доведення цього досить 
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з’ясувати, що вектори  neee ...,,, 21  є лінійно незалежними, тобто рівність 
...2211  ee 0 nne  виконується тільки тоді, коли 0...21  n . 

 Помножимо скалярно останню рівність на  ie  (і=1,2,...,n).  Отримаємо 
        0,...,...,, 2211  inniiiii eeeeeeee . Оскільки   1, ji ee , якщо 

,ji    і   0, ji ee , якщо ji  , то отримаємо, що 0i , ni ,...,2,1 . 

П р и к л а д  2.3.4. Доведемо, що в просторі nR  базис   0;...,0;11 e ,   
 0;...,1;02 e ,   …  ,  1;...,0;0ne  є ортонормованим. 

  Очевидно, що 1ie , і   0, ji ee  , якщо ji  .   
 Теорема 2.3.7. У кожному n-вимірному евклідовому просторі існує орто-
нормований базис. 
 Процес ортогоналізації дає змогу побудувати з довільної лінійно незале-
жної системи векторів nfff ,...,, 21  ортонормовану систему ненульових векторів 

neee ...,,, 21 . Вектори  neee ...,,, 21  визначають так:  

                               ,11 fq     





1

1

k

i
ikkk qfq i .                                       (2.3.24) 

 Коефіцієнти ik  відшукують з умови ортогональності вектора  kq  до ве-
кторів 121 ,...,, kqqq : 

                                                
 ii

ik
ik qq

qf
,
,

 .                                                  (2.3.25) 

 Пронормуємо вектори ,...,,, 21 nqqq  отримаємо ортонормовану систему 
елементів 

                                             
i
i

i q
qe     .,...,2,1 ni                                        (2.3.26) 

 
П р и к л а д  2.3.5.  Ортогоналізуємо систему векторів  1;2;11 f , 
 1;4;32 f ,  1;3;13 f . 

  На підставі процесу ортогоналізації ортогональну систему векторів шукаємо 
у вигляді 

11 fq   ,   12122 qkfq  ,  23213133 qkqkfq  , 

де    
 11

12
21 ,

,
qq
qfk    ,    

 11

13
31 ,

,
qq
qfk   ,     

 22

23
32 ,

,
qq
qfk  . 

Оскільки  1;2;111  fq , то   12112413, 12 qf ,   11, qq  
.6141   
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Обчислимо    2
6

12
21 k . Тому  1;0;12 122  qfq , а також скалярні 

добутки   6, 13 qf ,   2, 23 qf ,   2, 22 qq  і коефіцієнти 131 k ,   132 k . 
Отримаємо, що  1;1;12133  qqfq . 

Отже, маємо ортогональну систему векторів   1;2;11 q ,  1;0;12 q ,  
 1;1;13 q .   
Обчислимо  61 q ,  22 q ,  33 q  за формулою (4.3.21),   отри-

маємо ортонормовану систему 
 









6
1;

6
2;

6
1

1e ,   





 

2
1;0;

2
1

2e ,     





 

3
1;

3
2;

3
1

3e . 

 
 

 
2.4. Власні значення і власні вектори матриці 

Розглянемо квадратну матрицю 
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.                             (2.4.1)                    

 Число   називають власним значенням (власним числом) квадратної мат-
риці  

A , а ненульовий вектор 
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 Tnxxx ,,, 21   – її власним вектором, що 

відповідає цьому власному числу  , якщо виконується рівність 
XAX  .           (2.4.2) 

Множину власних значень матриці A  називають її спектром. Квадратні 
матриці одного порядку, які мають однакові спектри, називають подібними. 
Власні значення іноді називають характеристичними коренями, а власні векто-
ри –  характеристичними векторами. 

Матричне рівняння (2.4.2) можна записати у вигляді 
  0 XIA ,                           (2.4.3) 

де I – одинична матриця порядку n ;  TnxxxX ,,, 21  ,  T0,...,0,00   – n -
вимірний нуль-вектор. 

Матричне рівняння (2.4.3)  є системою однорідних лінійних рівнянь від-
носно nxxx ,,, 21  .  Матриця A  має власний вектор ,X  якщо існує ненульовий 
розв’язок цієї системи. 
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Відомо, що однорідна система лінійних рівнянь має ненульові розв’язки, 
якщо її визначник дорівнює нулю, тобто  

det   0 IA ,        (2.4.4) 
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.      (2.4.5) 

Розкриємо визначник (2.4.5), отримаємо характеристичне рівняння мат-
риці A : 

 )()det( fIA .0...1
1  

n
nn bb                 (2.4.6) 

 Корені характеристичного рівняння (2.4.6) називають власними числами, 
або власними значеннями, матриці А. Якщо відоме власне число матриці А, то з 
системи рівнянь (2.4.3) можна визначити власний вектор Х. 

З рівняння  )()det( fIA n
nn bb   ...1

1  отримаємо, що 

,...)1(det 21 n
nA   тобто визначник квадратної матриці дорівнює добутку її 

власних чисел. 
П р и к л а д  2.4.1. Знайдемо власні значення і власні вектори матриці  

A 








5 2
4 3

. 

     Складемо характеристичне рівняння заданої матриці: 

0
34

25





. 

Розкриємо визначник і отримаємо рівняння 0782  . Корені цього рів-
няння 1,7 21  .  

Знайдемо власні вектори. Для цього розв’яжемо систему рівнянь 
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Нехай 71  . Для відшукання власного вектора, який відповідає цьому вла-
сному числу, отримаємо систему рівнянь 
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Звідси x x a1 2  . Отже, власний вектор 









a
a

e1  відповідає власному значен-

ню 71  . 
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Нехай 12  . Одержимо систему рівнянь  
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 Звідси 

x x2 12  . Позначивши x b1  , отримаємо, що x b2 2  . Отже, власний вектор 












b

b
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22  відповідає власному значенню 12  .      

Теорема 2.4.1. Якщо 0л  – власне число невиродженої матриці А, то 
0

1


 – 

власне число оберненої матриці .1A  
 Теорема 2.4.2. Якщо всі власні числа квадратної матриці А порядку n  рі-
зні, то усі її власні вектори лінійно незалежні. 
 Теорема 2.4.3. Якщо всі власні числа квадратної матриці А порядку n  рі-
зні, то відповідні  власні вектори утворюють базис лінійного простору. 
 Квадратні матриці А і В називають подібними, якщо існує неособлива ма-
триця U  така, що .1AUUB   
 Теорема 2.4.4. Власними числами діагональної матриці є елементи голо-
вної діагоналі. 

 Розглянемо діагональну матрицю 
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і  запишемо її характеристичне рівняння .0 IA  Запишемо характеристич-
не рівняння у вигляді 
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  )( 11 a )( 22 a ... .0)( nna  

Отже, коренями характеристичного рівняння є числа 11a , 22a ,..., .nna   
  

 Нехай задані  квадратна матриця  А порядку n  і  довільний поліном 
n

nxaxaxaaxg  ...)( 2
210 . Поліномом )(Ag  називають матрицю 

....)( 2
210

n
n AaAaAaIaAg   

 Теорема 2.4.5. Нехай невироджена матриця А має власне число *  і  від-
повідний власний вектор .*X  Тоді поліном )(Ag  є матрицею, яка має той же 

власний вектор  *X  і власне число  ).( *g  
Теорема 2.4.6 (Келі–Гамільтона). Кожна квадратна матриця є коренем 

свого характеристичного полінома. 
П р и к л а д  2.4.2. Перевіримо, чи матриця  
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A 
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4 3

 

є коренем свого характеристичного рівняння.  
  У прикладі 2.4.1 знайдено власні числа цієї матриці – 1,7 21  . Переві-
римо, чи задана матриця A  є коренем свого характеристичного рівняння, тобто 
чи справджується рівність A A2 8 7 0   . 

Обчислимо A AA2 5 2
4 3

5 2
4 3

33 16
32 17

 













 







 . 

 

Отже, A A I2 8 7
33 16
32 17

8
5 2
4 3

7
1 0
0 1

0 0
0 0

0  
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Нагадаємо, що квадратну матрицю A  називають симетричною, якщо 
njniaa jiij ,,2,1,,,2,1,   , тобто 

.TAA                                                        (2.4.7) 
 Лінійна модель обміну. Як приклад математичної моделі економічного 
процесу, який приводить до поняття власного вектора і власного значення мат-
риці, опишемо лінійну модель обміну. 
 Розглянемо n  країн C C C Cn1 2 3, , ,..., , національний дохід кожної з яких, 
відповідно, дорівнює x x x xn1 2 3, , ,..., . Позначимо через aij  частку національного 
доходу, яку країна S j  витрачає на купівлю товарів у країни Si . Будемо вважа-
ти, що весь національний дохід витрачають на купівлю товарів усередині краї-
ни або на імпорт з інших країн, тобто 

).,...,2,1(1
1

nja
n

i
ij 



                                          (2.4.8) 

 Проаналізуємо матрицю 
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a a a
a a a
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11 12 1
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,                                        (2.4.9) 

яку називають структурною матрицею торгівлі. Сума елементів кожного сто-
впця цієї матриці дорівнює 1. 
 Для кожної країни Si  ( , ,..., )i n 1 2  дохід від внутрішньої і зовнішньої то-
ргівлі становитиме p a x a x a xi i i in n   1 1 2 2 ... . 
 Для збалансованої торгівлі потрібна бездефіцитність торгівлі кожної кра-
їни Si , тобто дохід від торгівлі кожної країни повинен бути не меншим, ніж її 
національний дохід, тобто p xi i  ( , ,..., )i n 1 2 . Якщо p xi i , то отримаємо си-
стему нерівностей 
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                             (2.4.10) 

 Додамо всі нерівності системи, матимемо x a a an1 11 21 1( ... )    + 
+ x a a an2 12 22 2( ... )   +...+ x a a an n n nn( ... )1 2    > x x xn1 2  ... . 
 Оскільки вирази у дужках дорівнюють 1, то отримаємо суперечливу нері-
вність x x xn1 2  ... > x x xn1 2  ... . Отже, нерівність p xi i є неможливою, і  
p xi i . Економічно це зрозуміло, оскільки всі країни не можуть одночасно 
отримувати прибуток. 

 Уведемо вектор національних доходів країн 





















nx

x
x

X
...
2

1

, одержимо рівнян-

ня ,XAX   тобто отримали задачу визначення власного вектора матриці A , 
який відповідає власному значенню 1 . 
 П р и к л а д  2.4.3. Структурна матриця торгівлі трьох країн C C C1 2 3, ,  має 
вигляд 

A 
















1 5 1 3 1 4
2 5 1 3 1 2
2 5 1 3 1 4

/ / /
/ / /
/ / /

. 

 Визначимо національні доходи країн так, щоб торгівля була збалансова-
на. 
     Знайдемо власний вектор X , який відповідає власному значенню 1 . Для 
цього розв’яжемо рівняння ( ) .A I X  0  
 Запишемо систему рівнянь 
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 Розв’яжемо її методом Гаусса, отримаємо x c1
5
6

 ,  x c2
5
4

 , x c3  . Отже, 

збалансованість торгівлі трьох країн настає, якщо співвідношення національних 

доходів країн  таке: 5
6

5
4

1: : або 20:30:24.      
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2.5. Квадратичні форми 
Квадратичною формою називають числову функцію ),( xxQ  

),...,,( 21 nxxxQ  векторного аргумента  x , яка має вигляд 

),( xxQ  = 


n

ji
jiij xxa

1,
.                                     (2.5.1) 

Симетричну матрицю  

  ijaA
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називають матрицею квадратичної форми ).,( xxQ   Кожній симетричній мат-
риці А відповідає квадратична форма  

),( xxQ 



n

ji

T
jiij XAXxxa

1,
,                                     (2.5.2) 

де )....,,,( 21 nxxxX   
 
  П р и к л а д  2.5.1. Запишемо квадратичну форму  

  2
3

2
23121

2
1321 5842,, xxxxxxxxxxQ   

у матричному вигляді. 
  Визначимо матрицю квадратичної форми. Її діагональні елементи дорівню-
ють коефіцієнтам при квадратах змінних, а решта елементів – половинам відпо-
відних коефіцієнтів квадратичної форми. Отже, 
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 Рангом квадратичної форми називають ранг її матриці. 
 Якщо ранг матриці квадратичної форми  ),( xxQ  дорівнює розмірності 
простору, то квадратичну форму називають невиродженою, якщо ні – то виро-
дженою. 
 Зведення квадратичної форми до канонічного вигляду. Квадратична фо-
рма має канонічний вигляд, якщо ,0ija  ,ji    

),( xxQ  = .... 22
22

2
11 nnxxx                                (2.5.3) 

Коефіцієнти n ,...,, 21  називають канонічними коефіцієнтами.  
 Розглянемо метод Лагранжа зведення квадратичної форми до канонічного 
вигляду. 



КВ
М

Теорема 2.5.1. Кожну квадратичну форму, задану в n-вимірному вектор-
ному просторі за допомогою невиродженого лінійного перетворення можна 
звести до канонічного вигляду. 

 Нехай квадратична форма ),( xxQ 0  має вигляд 

),( xxQ = 


n

ji
jiij xxa

1,
.                                                (2.5.4) 

Нехай у формулі (2.5.4) .011 a  Якщо ,011 a  то, перенумерувавши змінні, 
отримаємо .011 a  Очевидно, що таке перетворення є невиродженим. Нехай усі 
коефіцієнти біля квадратів змінних дорівнюють нулю, і наприклад, .012 a  
Розглянемо таке невироджене перетворення координат: 
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;
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xxx
xxx

ii 



 

Унаслідок такого перетворення коефіцієнт біля 2
1x  дорівнює .02 12 a  Отже, 

будемо вважати, що у формулі (2.5.4) .011 a  
 Виділимо в (2.5.4) групу доданків, e яких є .1x  Отримаємо 

),( xxQ = .2...2
2,

112112
2
111 




n
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jiijnn xxaxxaxxaxa               (2.5.5) 

Перетворимо виділену групу доданків: 
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З урахуванням цих перетворень перепишемо вираз (2.5.5) у вигляді 

),( xxQ
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jiij xxa            (2.5.6) 

де  ,
11

1*
a
aaa i

iiii   та ,*
ijij aa   якщо .ji   

Розглянемо таке невироджене перетворення координат: 
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                                 (2.5.7) 

Використаємо (2.5.7) і (2.5.6): 
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),( xxQ = 



n

ji
jiij yyaya

2,

*2
111 .                                (2.5.8) 

Отже, якщо форма ),( xxQ ,0  то за допомогою невиродженого перетворення 
координат її можна звести до вигляду (2.5.8).  

 Розглянемо квадратичну форму 


n

ji
jiij yya

2,

* .  Якщо вона дорівнює нулю, то 

квадратична форма ),( xxQ  має канонічний вигляд. Якщо 



n

ji
jiij yya

2,

* ,0  то, 

використовуючи невироджені перетворення координат ,,...,, 32 nyyy  аналогічні 
до (2.5.7), за скінченну кількість кроків зведемо квадратичну форму ),( xxQ  до 
канонічного вигляду.  
 Якщо квадратична форма зведена до канонічного вигляду, то не всі кое-
фіцієнти i  відмінні від нуля. Залишимо в (2.5.3) лише ненульові коефіцієнти, 
отримаємо 

 ),( xxQ = .... 22
22

2
11 kk                              (2.5.9) 

Очевидно, що .nk   Оскільки за означенням ранг квадратичної форми дорів-
нює рангу її матриці, то з (2.5.9) і умови 0i  при ki ,...,2,1  отримаємо, що 
ранг квадратичної форми дорівнює .k  Отже, кількість ненульових коефіцієнтів 
у канонічному вигляді квадратичної форми дорівнює її рангу. 

П р и к л а д  2.5.2. Методом Лагранжа зведемо квадратичну форму   
  323121
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до нормального вигляду. 
  Виконаємо такі перетворення: 
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Замінимо змінні: .,
2
1,2 333223211 xyxxyxxxy 






   Отрима-

ємо канонічний вигляд квадратичної форми 
  2

3
2
2

2
13211 5,22,, yyyyyyQ  . 

Лінійне перетворення 332211 5,2,2, yzyzyz   зводить квадратичну 

форму до нормального вигляду   2
3

2
2

2
13212 ,, zzzzzzQ  . 
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Закон інерції квадратичних форм. Нехай у базисі ),...,,( 21 neeee   квад-
ратична форма ),( xxQ 0  має вигляд 

),( xxQ = 


n

ji
jiij xxa

1,
,  

де nxxx ,...,, 21  – координати вектора x  у цьому базисі. Нехай за допомогою не-
виродженого перетворення координат квадратичну форму зведено до каноніч-
ного вигляду 

),( yyQ = ,... 22
22

2
11 kk yyy                            (2.5.10) 

де k ,...,, 21  відмінні від нуля, причому ,01  ,02  ,0s ,01  s ..., 
.0k  

 Розглянемо таке невироджене перетворення координат iy : 
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                   (2.5.11) 

 Унаслідок такого перетворення квадратична форма ),( xxQ  набуде нор-
мального вигляду 

),( zzQ = ....... 22
1

22
2

2
1 kss zzzzz                       (2.5.12) 

Отже, за допомогою невиродженого перетворення координат nxxx ,...,, 21  векто-
ра x  у базисі ),...,,( 21 neeee  , яке має вигляд  

,...2211 niniii xxxz          0)det( ij ,                       (2.5.13) 
квадратичну форму можна звести до нормального вигляду (2.5.12). 
 Теорема 2.5.2 (закон інерції квадратичних форм). Кількість доданків з 
додатними (від’ємними) коефіцієнтами у нормальному вигляді квадратичної 
форми не залежить від способу зведення квадратичної форми до такого вигля-
ду.  
 Класифікація квадратичних форм. Квадратичну форму ),( xxQ  назива-
ють  додатно (від’ємно) визначеною, якщо для будь-якого ненульового х спра-
вджується нерівність ),( xxQ 0    ( ),( xxQ <0). У цьому випадку форму назива-
ють знаковизначеною. Квадратичну форму ),( xxQ  називають знакозмінною, 
якщо існують такі x  та y , що  справджуються нерівності ),( xxQ 0    та 

),( yyQ <0.  
 Кількість відмінних від нуля канонічних коефіцієнтів квадратичної фор-
ми, тобто її ранг, називають індексом інерції квадратичної форми. Кількість 
додатних канонічних коефіцієнтів називають додатним індексом інерції, кіль-
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кість від’ємних – від’ємним індексом інерції. Очевидно, що індекс інерції квад-
ратичної форми дорівнює сумі додатного і від’ємного індексів.  
 Нехай індекс інерції, додатний і від’ємний індекс інерції квадратичної 
форми дорівнюють, відповідно, .,, spk  Очевидно, що .spk    
 Теорема 2.5.3 (необхідна і достатня умова знаковизначеності квадратич-
ної форми). Для того, щоб квадратична форма ),( xxQ , задана в n-вимірному ве-
кторному просторі L, була знаковизначеною, необхідно і достатньо, щоб або 
додатний p , або від’ємний s  індекс інерції дорівнювали розмірності n просто-
ру L. Форма визначена додатно, якщо ,np   і від’ємно,  якщо .ns    
 Теорема 2.5.4 (необхідна і достатня умова знакозмінності квадратичної 
форми). Для того, щоб квадратична форма була знакозмінною, необхідно і до-
статньо, щоб як додатний, так і від’ємний індекси інерції цієї форми були від-
мінні від нуля. 
 Нехай квадратична форма ),( xxQ  в базисі  визначена матрицею :A  

),( xxQ = 


n

ji
jiij xxa

1,

,  

і нехай  

,111 a  ,...,
2221

1211
2 aa

aa


nnn

n

n
aa

aa

,1,

,111

...
.........

...
  

– кутові мінори матриці  ija . 
 Теорема 2.5.5 (критерій Сильвестра). Для того, щоб квадратична форма 

),( xxQ  була додатно визначена, необхідно і достатньо, щоб виконувались нері-
вності 

.0,...,0,0 21  n  
Для того, щоб квадратична форма ),( xxQ  була від’ємно визначена, необхідно і 
достатньо, щоб знаки кутових мінорів чергувалися, причому .01   

 П р и к л а д   2.5.3. Доведемо, що квадратична форма   21
2
1 613 xxxQ  

2
25x  є додатно визначеною. 

Матриця A  квадратичної форми має вигляд 












53
313
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Запишемо характеристичне рівняння 
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 Розв’яжемо його й отримаємо .4л,14л 21   Оскільки корені характери-
стичного рівняння матриці A  додатні, то квадратична форма додатно визначе-
на. 

Використаємо критерій Сильвестра. Головні мінори матриці  111 a  

=13,   56
53
313

2 



   додатні, тому матриця додатно визначена.      

 
Розділ 3. АНАЛІТИЧНА ГЕОМЕТРІЯ 

3.1.  Елементи векторної алгебри 
  Лінійні операції над векторами. Вектором називають напрямлений від-
різок. Будемо позначати вектор, як напрямлений відрізок, символом AB , де то-
чки A і B позначають, відповідно, початок і кінець вектора, або однією буквою a.  На рисунку будемо зображати вектор стрілкою. Початок вектора називають 
точкою його прикладання. 
 Довжиною, або модулем, вектора AB  називають довжину відрізка, яким 
зображають  вектор, і позначають AB  або .a  
 Вектор, початок і кінець якого збігаються, називають нуль-вектором  і 
позначають 


0.  Модуль цього вектора дорівнює нулю, а його напрям невизначе-

ний. 
 Вектор, модуль якого дорівнює одиниці, називають одиничним, або нор-
мованим. 
 Вектори, які лежать на одній прямій або на паралельних прямих, назива-
ють колінеарними. 
 Вектори називають рівними, якщо вони колінеарні, однаково напрямлені 
й мають однакові довжини. 
 Два вектори називають протилежними, якщо вони колінеарні, мають од-
накові довжини і протилежно напрямлені. Вектор, протилежний до вектора a , 
позначають  a. 
 Вектори, які лежать в одній площині або в паралельних площинах, нази-
вають компланарними. 
 Сумою двох векторів a  і  


b називають вектор   

c a b  , початок якого 
збігається з початком вектора a , а кінець – з кінцем вектора 


b  за умови, що 

початок вектора 

b  прикладений до кінця вектора a  (правило трикутника), як 

це показано на рис. 3.1.1. 
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Рис 3.1.1.

a
b


bac



a

b


c
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A B
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Властивості додавання векторів: 
1) 

  a b b a    – комутативність; 
2)        a b c a b c      – асоціативність;                                         (3.1.1) 

3) існує нульовий вектор 0


 такий, що 
 a a 0 ;               

4) для кожного вектора a  існує протилежний вектор a такий, що 
  0


 aa . 

Доведемо властивість 1. Зведемо вектори a  і b


до спільного початку і по-
будуємо на них як на сторонах паралелограм (див. рис. 3.1.1). З трикутника 
OAB  отримаємо, що ,OBba 

  а з трикутника OCB  – .OBab 


 Отже, 
   a b b a   .  

Доводячи цю властивість, ми отримали, що вектор bac


  є більшою 
діагоналлю паралелограма, побудованого на векторах a  і b


, тобто отримали 

правило паралелограма додавання векторів. 
 Різницею двох векторів a  і 


b  називають вектор d


 такий, що adb 

 . 
Очевидно, що  bad


     (рис. 3.1.2). 

 
 
 
 
 
 

                                               Рис. 3.1.2. 
Отже, у паралелограмі, побудованому на векторах ABa 

  і ,ADb 


 одна 
діагональ – вектор ACc   – є сумою векторів a   і 


b , а інша діагональ – вектор  

DBd 


 – є різницею векторів a  і 

b  (рис. 3.1.3). 

 
 
 
 
 
 
 
 

a  
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                                                     Рис. 3.1.3. 
 Добутком вектора a  на скаляр   називають вектор a , довжина якого 
  a a , а напрям збігається з напрямом вектора a , якщо ,0  і протилеж-

ний, якщо  0 . Вектори a   і a   колінеарні. 
 Властивості: 

1)       a a ;  
2)         a a a;                                                                               (3.1.2) 

3)       
a b a b   . 

Наведемо без доведення таку теорему. 
Теорема 3.1.1. Якщо вектор b


колінеарний до ненульового вектора a , то 

існує дійсне число   таке, що .ab 
  

П р и к л а д  3.1.1. Вектори bCAaBCcAB


 ,,  є сторонами трику-
тника ABC.  Виразимо через вектори 

 a b c, ,   медіани трикутника. 
  Добудуємо трикутник  ABC    до паралелограма ABCD   (рис. 3.1.4). 

                                          

А

В

С

D

Рис. 3.1.4.
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Відомо, що діагоналі паралелограма у точці перетину діляться навпіл. 

Тому .
2
1 ADAM   Оскільки ,CAABAD   то  )(

2
1 CAABAM ).(

2
1 bc


  З 

іншого боку, .
2
1

2
1 acBCABAM 

  Отже, .
2
1)(

2
1 acbcAM 

  Анало-

гічно, ,
2
1)(

2
1 bacaBN


  .

2
1)(

2
1 cbabCP 

    

 Лінійна залежність векторів.  Вектор a   називають лінійною комбіна-
цією векторів naaaa ,...,,, 321 , якщо існують такі числа n ,...,,, 321 , що 

                                nnaaaaa 
 ...332211 .                               (3.1.3) 

Ненульові вектори naaaa  ,...,,, 321  називають лінійно залежними, якщо існують 
такі числа n ,...,,, 321 , з яких хоча б одне не дорівнює нулю, що  

                          .0...332211


 nnaaaa                                    (3.1.4) 
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Якщо рівність (3.1.4) можлива тільки тоді, коли ,0...321  n  то ве-
ктори naaaa  ,...,,, 321  називають лінійно незалежними. 
 Теорема 3.1.2. Якщо хоча б один з векторів naaaa  ,...,,, 321  є нульовим, 
то ці вектори лінійно залежні. 

Нехай .01 a  Якщо ,11  0...32  n , то виконується рів-
ність (3.1.4), що означає лінійну залежність векторів naaaa  ,...,,, 321 . 
 Теорема 3.1.3. Якщо серед n векторів будь-які (n-1) векторів лінійно за-
лежні, то і всі n векторів лінійно залежні. 
 Теорема 3.1.4. Для того, щоб два вектори були лінійно залежними, необхідно і достатньо, щоб вони 
були колінеарними. 

 Необхідність. Нехай вектори a  і b


лінійно залежні. Доведемо, що вони колінеарні. За означенням 

лінійної залежності існують такі числа   і  , які одночасно не дорівнюють нулю, що .0


 ba  Нехай, 

для визначеності, .0  Поділивши останню рівність на  , отримаємо aab 





 , де .



   

Отже, вектори   і   колінеарні. 

Достатність. Нехай вектори a  і b


колінеарні. Якщо хоча б один з них нульовий, то вони лінійно за-

лежні. Якщо ненульові вектори колінеарні, то за означенням існує таке число  , що ab 
 , тобто 

.0)1(


 ba  Оскільки хоча б одне з чисел  , та 1  не дорівнює нулю, то за означенням вектори a  і 

b


лінійно залежні.      

 Наслідок. Якщо вектори a  і b


не колінеарні, то вони лінійно незалежні. 
 П р и к л а д  3.1.2. Визначимо,  за яких  x  та y   ненульові вектори  a   і  

b , пов’язані співвідношенням ,0)123()32(  byxayx

  неколінеарні. 
  Ненульові вектори a  і 


b  будуть неколінеарними, якщо вони лінійно незале-

жні, тобто рівність 021  ba
  виконується тільки тоді, коли  021  . 

Отже, 








.0123
;032

yx
yx

   Тому  .1;1  yx    

Вектори називають компланарними, якщо вони є або в одній площині, 
або у паралельних площинах. 
 Теорема 3.1.5. Для того, щоб три вектори були лінійно залежні, необхід-
но і достатньо, щоб вони були компланарні. 
 Наслідок 1. Якщо вектори cba  ,,  не компланарні, то вони лінійно неза-
лежні. 
 Наслідок 2. Для довільних неколінеарних векторів a  і b


 та вектора c , 

який є в одній площині з векторами a  і b


,  знайдуться такі дійсні числа   і  , 
що  

.bac


                                               (3.1.5) 
 Теорема 3.1.6. Будь-які чотири вектори у просторі лінійно залежні. 
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 Наслідок. Для будь-яких некомпланарних векторів cba  ,,  і довільного ве-
ктора d


 знайдуться такі дійсні числа  ,, , що 

.гвб cbad 
                                           (3.1.6) 

Поняття базису. Два упорядковані лінійно незалежні вектори 
21, ee  площини утворюють на цій площині базис, якщо будь-який вектор a  цієї 

площини можна зобразити як лінійну комбінацію векторів 1e
 і 2e , тобто 

                                                2211 eaeaa 
 .                                              (3.1.7) 

Рівність (3.1.7) називають розкладом вектора  a  за базисними векторами 
21, ee  . Коефіцієнти 21, aa  цього розкладу називають координатами вектора a  

у базисі 21, ee    і записують  .; 21 aaa 
  

 Три лінійно незалежні вектори 321 ,, eee   простору утворюють базис, якщо 
будь-який вектор a  цього простору можна зобразити як лінійну комбінацію ве-
кторів 321 ,, eee  , тобто 

                                    332211 eaeaeaa 
 .                                            (3.1.8) 

Рівність (3.1.8) називають розкладом вектора a  за базисними векторами 
321 ,, eee  . Коефіцієнти 321 ,, aaa  цього розкладу називають координатами век-

тора a  у базі 321 ,, eee   і записують  321 ;; aaaa 
 . 

 Теорема 3.1.7. Будь-які два неколінеарні вектори площини утворюють 
базис на цій площині. 
 Теорема 3.1.8. Будь-які три некомпланарні вектори простору утворюють 
базис у цьому просторі. 
          Будь-які три некомпланарні вектори є лінійно незалежні (наслідок 1). 
Для довільного вектора d


 знайдуться числа  ,,  такі, що cbad 

  
(наслідок 2).  
 Теорема 3.1.9. Координати вектора в заданому базисі визначені однозна-
чно.  
 Якщо задано базис, то лінійні операції над векторами стають звичайними 
операціями над числами  –  координатами цих векторів у заданому базисі. 
 Теорема 3.1.10. Нехай   321 ;; aaaa 

 ,   321 ;; bbbb 


. Тоді 
 1)  ;;; 321 aaaa 

  
2)  .;; 332211 babababa 

                                                         (3.1.9) 
 Оскільки 332211 eaeaeaa 

 , 332211 ebebebb 
 , то, використо-

вуючи властивості (3.1.2) і єдиність розкладу вектора за базисом, отримаємо 
                         ;)()()( 332211 eaeaeaa 

  

333222111 )()()( ebaebaebaba 
 .   

  
П р и к л а д  3.1.3.  Задано вектори  ),1;2;3(),3;1;2( 21  ee   

)2;0;1(3 e .  Перевіримо, чи утворюють ці вектори базис. Якщо вони утво-
рюють базис, то розкладемо вектор )1;2;2(a  за базисом .,, 321 eee   
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  Розглянемо рівність .0332211


 eee  Цю рівність можна записати у ви-
гляді  














.023
;02

;032

321

21

321
 

Розв’яжемо систему рівнянь, отримаємо 0321  . Отже,  вектори 
321 ,, eee   утворюють базис. 

 Знайдемо розклад вектора a  за цим базисом, тобто  2211 eaeaa   
.33ea   Запишемо цю рівність у вигляді 
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 Розв’яжемо систему рівнянь методом Гаусса: 
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Отже,   a e e  2 3.    
 Проекція вектора на вісь. Розглянемо вектор ABa 

  і довільну вісь .l  
Позначимо через 1A  і 1B  основи перпендикулярів, опущених з точок A  і B  на 
цю вісь (рис. 3.1.5). Проекцією вектора ABa 

  на вісь l називають величину 
11BA  напрямленого відрізка 11BA осі l  і позначають aпрl

 . Кутом    нахилу ве-
ктора ABa 

  до осі l  називають кут між двома променями, які виходять з дові-
льної точки M і напрями яких збігаються з напрямами вектора a  і осі .l  Прове-
демо через точку A вісь l , яка має однаковий напрям з віссю .l  Нехай точка С – 
проекція точки В на вісь l . Очевидно, що 11BA =АС, тому aпрl

 =АС. Величина 
АС є проекцією напрямленого відрізка AB  на вісь l , тому  

.coscos  aABAC   
Отже, aпрl

 = .цcosa  
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 Рис. 3.1.5.

A

B
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1B
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 Теорема 3.1.11. У разі додавання двох векторів їхні проекції на довільну 
вісь додають. У разі множення вектора на довільне дійсне число його проекцію 
множать на це число. 

 Декартова прямокутна система координат. Виберемо у просторі де-
який базис 321 ,, eee   і точку О. Сукупність точки О  і базису 321 ,, eee   називають 
афінною системою координат у просторі. Кожній точці М поставимо у відпові-
дність вектор OMr  . Точка О є початком координат, вектор  OMr   – раді-
усом-вектором точки М.  Координати радіуса-вектора OM  називають коорди-
натами точки М у вибраній системі координат. Якщо OMr  ,321 ezeyex 

  
то  М(x; y; z). 
 Афінну систему координат у просторі називають прямокутною декарто-
вою, якщо базис 321 ,, eee   ортонормований, тобто ,1321  eee   і кути між 
векторами базису є прямі. 
 Афінна система координат на площині – це сукупність фіксованої точки 
О і базису   e e1 2, . Афінну систему координат на площині називають прямокут-
ною декартовою, якщо базис 21,ee   ортонормований, тобто ,121  ee   і кути 
між векторами базису є прямі. 
 У випадку декартової прямокутної системи координат базисні вектори 
позначають .,, kji


 Довжина кожного з них дорівнює 1, вони взаємно перпен-

дикулярні, і їхні напрями, відповідно, збігаються з напрямами осей Ox, Oy, Oz. 
Кожен вектор a  можна єдиним способом розкласти за векторами ,,, kji


 тобто 

для кожного вектора a  існує єдина упорядкована трійка чисел x, y, z така, що 
.kzjyixa


                                                 (3.1.10) 
Числа x, y, z називають декартовими прямокутними координатами вектора a . 
Якщо вектор a  має декартові прямокутні координати x, y, z, то це позначають 
так: ).;;( zyxa 

  
 Теорема 3.1.12. Декартові прямокутні координати x, y, z вектора a  дорів-
нюють проекціям цього вектора на осі Ox, Oy, Oz. 
 Позначимо через  ,,  кути, які утворює вектор a , відповідно, з осями 
Ox, Oy, Oz. Числа гcos,вcos,бcos  називають напрямними косинусами вектора 
a . З теореми 3.1.12 отримаємо 
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.cos,cos,cos  azayax                         (3.1.11) 
Оскільки квадрат діагоналі прямокутного паралелепіпеда дорівнює сумі 

квадратів його сторін, то з рівностей  xOA 1 , ,2 yOA  zOA 3 випливає  

.222 zyxa 
                                      (3.1.12) 

З формул (3.1.12), (3.1.13) отримаємо 

222
cos

zyx

x


 , 

222
cos

zyx

y


 , 

222
cos

zyx

z


 .   (3.1.13) 

З рівностей (3.1.14) випливає, що ,1coscoscos 222   тобто сума квадра-
тів напрямних косинусів будь-якого вектора дорівнює одиниці. 

Нехай у прямокутній декартовій системі координат задано дві точки 
 111 ;; zyxA  і  222 ;; zyxB . Тоді  121212 ;; zzyyxxAB  . 

П р и к л а д  .4.1.3  На відрізку АВ, заданому точками  111 ;; zyxA  і 
 ,;; 222 zyxB  знайдемо точку  zyxM ;; , яка ділить його у співвідношенні  , 

тобто  AM : MB . 
  Оскільки точка М(x;y;z) ділить відрізок АВ  у співвідношенні  , то 

.MBAM   Звідси отримаємо, що  
     zzzzyyyyxxxx  212121 ,, . 

Визначимо з останніх рівностей  x, y, z: 

.
1

;
1

;
1

212121












zzzyyyxxx  

 
Координати точки M(x;y;z), яка ділить відрізок АВ навпіл, такі: 

x x x y y y z z z








1 2 1 2 1 2
2 2 2

, , .   

 Скалярний добуток. Скалярним добутком  векторів a  та 

b  називають 

число, яке дорівнює добутку довжин цих векторів на косинус кута між ними: 
   ,цcos, bababa


                                         (3.1.14) 

де   ba
^ц   – кут між векторами a   і  


b  ,  0   .  

 Дамо інше означення скалярного добутку двох векторів. Відомо, що про-
екція вектора b


 на вісь, визначену вектором a , має вигляд 

.цcosbbпрa


                                                 (3.1.15) 
З формул (3.1.14), (3.1.15) отримаємо 

.bпрaba a
                                                  (3.1.16) 

Аналогічно, 
.aпрbba b
                                                  (3.1.17) 
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 Скалярним добутком двох векторів називають число, яке дорівнює добу-
тку довжини одного з них на проекцію іншого вектора на вісь, визначену пер-
шим вектором. 

Скалярний добуток має такі властивості: 
1) 

  a b b a   ; 
2)    baba


 ;                                                                              (3.1.18) 

3)   .cbcacba 
  

4) ,0 aa   якщо a  – ненульовий вектор, і ,0 aa   якщо a= 0


. 
 Наведені властивості дають змогу в разі скалярного множення векторних 
поліномів не зважати на порядок векторних співмножників. 

П р и к л а д  3.1.5. Обчислимо  
    a b b c c a     , якщо 1 cba    і  

.0


 cba   
  Оскільки 0


 cba , то      .0 cbacba      

Відкриємо дужки: .0222222  cbcabacba   

Отже,   1,1,122  cbaa   , тому  .5,1 cbcaba    

 Оскільки 22 aaaa 
 ,  то                                       

                                  .aaa 
                                                   (3.1.19) 

 Скалярний добуток двох ненульових векторів дорівнює нулю тоді і тільки 
тоді, коли вони перпендикулярні. Тому умовою перпендикулярності двох нену-
льових векторів a  і 


b  є  

 a b  0.                                                      (3.1.20) 
П р и к л а д  3.1.6. Визначимо, за якого   вектори bap

 17    і  
  
q a b 3   перпендикулярні, якщо   .120^,5,2  baba

  
  Вектори перпендикулярні, якщо їхній скалярний добуток дорівнює нулю:   

;0 qp      ;0317  baba
  ;017513 22  bbabaa

  

;02517
2
15251

2
15243 













  .40,68017    

 Теорема 3.1.13.  Нехай у прямокутній системі координат  ,,, 321 aaaa 
   

 .,, 321 bbbb 


 Тоді   
                                ;332211 babababa 

                                   (3.1.21) 

                                ;2
3

2
2

2
1 aaaa 

                                            (3.1.22) 

                    ;cos
2
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2

2
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2
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2
2

2
1

332211

bbbaaa

bababa
ba
ba







 


               (3.1.23) 

                      a 

b a b a b a b   1 1 2 2 3 3 0 .                                   (3.1.24) 
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  Оскільки базисні вектори попарно перпендикулярні, і їхні довжини 
дорівнюють одиниці, то 

,1,1,1  kkjjii


  .0,0,0  kjkiji


              (3.1.25) 
Використаємо (3.1.19) і (3.1.26):  

 kibajibaiibakbjbibkajaiaba


312111321321 ))(( ijba


12 +     
.3322113323133222 bababakkbajkbaikbakjbajjba 


 

Із формул (3.1.19) і (3.1.21) отримаємо (3.1.22), а із (3.1.14), (3.1.21), (3.1.22)  – 
(3.1.23).   

Відстань d  між точками  111 ;; zyxA  і  222 ;; zyxB  – це довжина вектора 
 .;; 121212 zzyyxxAB   Тоді  

                        d x x y y z z     ( ) ( ) ( ) .2 1
2

2 1
2

2 1
2                    (3.1.26) 

Векторний добуток двох векторів. Векторним добутком вектора a  на 
вектор 


b  називають третій вектор c , який перпендикулярний до векторів a  та 

b , і напрямлений так, що з його кінця найкоротший поворот від a  до 

b  видно 

проти годинникової стрілки (рис. 3.1.6). 

a

b


c

Рис. 3.1.6.  
Модуль цього вектора дорівнює добутку модулів векторів a  та ,b


 по-

множеному на синус кута між ними. Векторний добуток позначають   a b,  або 

ba


 . З означення отримаємо, що модуль векторного добутку дорівнює площі 
паралелограма, побудованого на векторах a і .b


  

Властивості векторного добутку такі: 
1) ;abba 

  
2)   );( baba


                                                                              (3.1.27) 

3)   ;cbcacba 
  

4) .0 aa   
Теорема 3.1.14.  Якщо 

      
a a i a j a k b b i b j b k     1 2 3 1 2 3,  , то  
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a b
i j k
a a a
b b b

  1 2 3

1 2 3

.                                                (3.1.28) 

 Теорема 2.1.15. Для того, щоб два вектори були колінеарні, необхідно і 
достатньо, щоб їхній векторний добуток дорівнював нулю. 
  Необхідність випливає з означення векторного добутку. 
 Достатність. Нехай .0 ba

  Якщо вектори a  і b


 ненульові, то ,0a  

0b


. З означення векторного добутку та рівності 0 ba
  отримаємо, що 

0sin  , тобто вектори a  і b


колінеарні. 
 Якщо 0 ba

 , то з рівності (3.1.29) отримаємо 
,02332  baba ,03113  baba ,01221  baba  

або 

.
3

3

2

2

1

1
b
a

b
a

b
a

                                                             (3.1.29) 

Умова (3.1.29) є умовою колінеарності векторів );;( 321 aaaa 
  і ).;( 321 bbbb 


  

П р и к л а д  3.1.7. Обчислимо площу трикутника АВС, якщо  ,3;1;2A  
 5;4;1B ,  C 1 3 2, , .   

  Площа трикутника дорівнює половині площі паралелограма, побудованого на 

векторах AB  i AC , тобто    ,2;3;3.
2
1

 ABACABS ABC  

 .1;2;1 AC  
Обчислимо 

.357
21
33

11
23

12
23

121
233 kjikji
kji

ACAB


















  

Отже, .83
2
192549

2
1

2
1

 ACABS    

 Мішаний добуток трьох векторів. Мішаним добутком трьох упоряд-
кованих векторів 

 a b c, ,  називають число .)( cbacba 
  

Мішаний добуток трьох векторів має такі властивості: 
1) ;)()()()( cabbcaabccba 

  
2)  cba  )( ;)()( bacacb


                                                     (3.1.30) 

3) ).()( baccba


  
 Можна довести, що абсолютна величина мішаного добутку трьох векто-
рів 


a b c, ,   дорівнює об’єму паралелепіпеда, побудованого на цих векторах, зве-

дених до одного початку, тобто V abc
  .   З цього твердження отримаємо таке:  
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якщо вектори  
 a b c, ,   компланарні, то  їхній мішаний добуток дорівнює нулю, 

тобто .0cba   
Теорема  3.1.16. Якщо      ,,,,,,,, 3213213,21 ccccbbbbaaaa 

    то 

                                        
abc

a a a
b b b
c c c


1 2 3

1 2 3

1 2 3

.                                             (3.1.31) 

  
Наслідок. Необхідною і достатньою умовою компланарності трьох векто-

рів ),;;( 321 aaaa 
 ),;;( 321 bbbb 


);;( 321 cccc   є те, що їхній мішаний добуток 

дорівнює нулю, тобто  

.0

321

321

321


ccc
bbb
aaa

                                           (3.1.32) 

 

 

 

3.2. Лінії на площині 
3.2.1. Рівняння лінії на площині 

 Нехай на площині задана декартова прямокутна система координат Oxy  і 
деяка лінія L. Рівнянням лінії L на площині називають рівняння 

                                                 F(x,y)=0,                                                (3.2.1)                   
яке задовольняють координати x і y кожної точки лінії і не задовольняють ко-
ординати жодної точки, яка не лежить на цій лінії. Лінія у заданій системі ко-
ординат є геометричним місцем точок, які задовольняють рівняння (3.2.1). 
 Якщо з (3.2.1) можна визначити у, то рівняння лінії записують у вигляді 

                                                    y=f(x).                                                    (3.2.2) 
 Лінію, яка лежить у площині, називають плоскою. Плоскі лінії поділяють 
на алгебричні та трансцендентні. Лінію L, задану рівнянням (3.2.1), називають 
алгебричною, якщо F(x,y) є поліномом від  x та y. Степінь рівняння, яке визна-
чає  лінію, називають її порядком.  

Теорема 3.2.1. Якщо лінія у деякій декартовій прямокутній системі коор-
динат визначена алгебричним рівнянням степеня n, то ця лінія і в будь-якій де-
картовій прямокутній системі координат визначена алгебричним  рівнянням то-
го ж степеня n. 

Лінії, які не є алгебричними, називають трансцендентними. 
 Іноді зручно виражати координати x і y точок лінії L  за допомогою допо-
міжної змінної, або параметра t: 

                                                   ,ш,ц tytx                                         (3.2.3) 
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де    tt ш,ц  – неперервні функції параметра t. Вилучивши з рівнянь (3.2.3) па-
раметр t , отримаємо рівняння  F(x,y)=0. 
 Для визначення точок перетину ліній 1L  і 2L , які задані рівняннями  

  0,1 yxF і   0,2 yxF , потрібно розв’язати систему рівнянь  

                                                  
 
 







.0,
,0,

2

1
yxF
yxF

                                           (3.2.4) 

 П р и к л а д  3.2.1. Напишемо рівняння лінії, точки якої є вдвічі ближче до 
точки  A(3;2), ніж до точки B(-1;5). 
  Нехай точка M(x;y) належить шуканій лінії. Відстань між двома точками 

);( 111 yxM і );( 222 yxM визначимо за формулою  

   M M x x y y1 2 2 1
2

2 1
2    .  

За умовою задачі 2 AM BM ,   тобто  

       2 3 2 1 52 2 2 2x y x y       ,  
або 

 4 6 9 4 4 2 1 10 252 2 2 2x x y y x x y y           .  

Отже, шукана лінія має рівняння 3 26 3 6 17 02 2x x y y     .   
 

3.2.2. Пряма на площині 

 Визначити рівняння прямої – означає записати залежність між координа-
тами х та y  змінної точки прямої і параметрами, які визначають розміщення 
прямої у системі координат. Залежно від заданих параметрів можна отримати 
різні рівняння прямої. 
 Загальне рівняння прямої. Виведемо рівняння прямої, яка проходить че-
рез задану точку );( 000 yxM  перпендикулярно до заданого вектора  .;BAN   

Нехай точка );( yxM  належить цій прямій. Тоді вектори  BAN ;  та 

);( 000 yyxxMM   перпендикулярні, і їхній скалярний добуток дорівнює 
нулю: 

.0)()( 00  yyBxxA  
Звідси отримаємо рівняння прямої 

Ах+Ву+С=0,                                               (3.2.5) 
де .00 ByAxC   
 Рівняння (3.2.5) називають загальним рівнянням прямої на площині. Числа 
A, B  – координати вектора  BAN ; , який перпендикулярний до прямої. Век-
тор  BAN ;  називають нормальним вектором, або вектором нормалі. Роз-
глянемо окремі випадки рівняння (3.2.5): 
а)  C=0. Пряма Ax+By=0 проходить через початок координат; 
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б)  A=0. Пряма By+C=0, або ,
B
Cy   паралельна до осі ;Ox  

в)  B=0. Пряма  Ax+C=0, або ,
A
Cx   паралельна до осі  .Oy  

 П р и к л а д  3.2.2. Напишемо рівняння прямої, якщо точка )5;3(0M  є ос-
новою перпендикуляра, опущеного з початку координат на цю пряму. 
  Оскільки точка )5;3(0M  є основою перпендикуляра, опущеного з початку ко-

ординат на пряму, то нормальний вектор прямої ).5;3(0 OMN  Нехай 
);( yxM  – довільна точка прямої. У цьому випадку вектор N  перпендикуляр-

ний до вектора ).5;3(0  yxMM  Умовою перпендикулярності двох векторів 

є те, що їхній скалярний  добуток дорівнює нулю, тобто .00  MMN  З остан-
ньої рівності отримаємо шукане рівняння прямої ,0)5(5)3(3  yx  тобто 

.03453  yx    
 Канонічне і параметричне рівняння прямої. Виведемо рівняння прямої,  
що проходить через задану точку );( 000 yxM  паралельно до заданого вектора 

 nmS ; . Вектор  nmS ;  називають напрямним вектором прямої. Нехай точ-
ка );( yxM  належить заданій прямій (рис. 3.2.1.). 

x

y



);( 000 yxM

);( yxM);( yxS





Рис. 3.2.1.

 
 Тоді вектор );( 000 yyxxMM   колінеарний до вектора  nmS ; . З 

умови колінеарності цих векторів  

                                   
x x

m
y y

n



0 0                                              (3.2.6) 

 отримаємо шукане рівняння прямої, яке називають канонічним рівнянням пря-
мої. 
 Прирівняємо у рівнянні (3.2.6) відношення до деякого параметра t, отри-
маємо параметричне рівняння прямої: 
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,
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ntyy
mtxx




                                                    (3.2.7) 

де скаляр  t  – деякий параметр. 
Рівняння прямої з кутовим коефіцієнтом. Виведемо рівняння пучка 

прямих. Пучком прямих називають множину прямих, які проходять через зада-
ну точку. З рівняння (3.2.6) отримаємо 

).( 00 xx
m
nyy                                          (3.2.8) 

З рис. 3.2.1 видно, що ,бtg k
m
n  де   – кут, який утворює вектор  nmS ; , 

а, отже, і пряма  з додатним напрямом осі Ох. Число k називають кутовим кое-
фіцієнтом прямої.  

Замінимо у рівнянні  (3.2.8) відношення 
m
n  на :k  

).( 00 xxkyy                                          (3.2.9) 
Якщо k задане, то отримаємо рівняння прямої, яка проходить через зада-

ну точку );( 000 yxM . Якщо k  змінне, то отримаємо безліч прямих, які прохо-
дять через точку );( 000 yxM , тобто пучок прямих. 

Нехай пряма, яка утворює кут   з додатним напрямом осі Ох, відтинає на 
осі Оу відрізок завдовжки b . Оскільки );0(0 bM , то з рівняння (3.2.9) отримаємо 

.bkxy                                                    (3.2.10) 
Рівняння (3.2.10) називають рівнянням прямої з кутовим коефіцієнтом. 

Число k – кутовий коефіцієнт прямої, який дорівнює тангенсу кута, що його 
утворює пряма з додатним напрямом осі Ох,  b  – величина відрізка, який пряма 
відтинає на осі Оу. 

Якщо пряма проходить через початок координат, то b=0 і рівняння цієї 
прямої має вигляд 

.kxy                                                      (3.2.11) 
      Рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки. Виведемо рів-
няння прямої, що проходить через дві задані точки );( 11 yxA  та ).;( 22 yxB  Нехай 

точка );( yxM  належить шуканій прямій. Вектори );( 11 yyxxAM   та 

);( 1212 yyxxAB   колінеарні. З умови їхньої колінеарності отримаємо рів-
няння прямої, яка проходить через дві задані точки );( 11 yxA  та :);( 22 yxB  
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П р и к л а д  3.2.3. Витрати на виробництво 100 штук деякого товару ста-
новлять 5000 грн., а на виробництво 900 штук – 10 000 грн. Визначимо витрати 
на виробництво 200 штук товару, якщо функція витрат лінійна. 
  Побудуємо рівняння прямої, яка проходить через дві задані точки 

)5000;100(A і :)10000;900(B  
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 yx  

Після спрощень отримаємо рівняння функції витрат .3754
4
25

 xy  Підстави-

мо  у це рівняння x  200  й визначимо, що витрати на виробництво 200 штук 
товару становитимуть 5 625 грн.   
 Рівняння прямої у відрізках на осях. Нехай пряма відтинає на осях Ох та 
Оу відрізки, відповідно, a і b  (рис. 3.2.2).  

Рис. 3.2.2.

x

y

)0;(aA

);0( bB

O

 
Точками перетину прямої з осями координат є )0;(aA  і ).;0( bB  Запишемо рів-
няння прямої, яка проходить через ці точки. Підставимо координати цих точок 
у рівняння (3.2.8): 

.
0

0
0 b

y
a
ax






  

Після перетворень отримаємо рівняння прямої у відрізках на осях: 

                                          x
a

y
b

  1,                                                       (3.2.13) 

де a  та b – величини відрізків, які відтинає пряма на осях координат. 
П р и к л а д  3.2.4. Запишемо рівняння прямої 2x–3y+6=0   у відрізках на 

осях. 
  Щоб записати рівняння прямої у відрізках на осях, перенесемо вільний член у 
праву частину і поділимо на нього обидві частини заданого рівняння. Отримає-

мо 2
6

3
6

1x y





 . Запишемо рівняння прямої у відрізках на осях:  

x y


 
3 2

1.               

 Нормоване рівняння прямої. Нехай відома довжина перпендикуляра 
,pOP   опущеного з початку координат на пряму, і відомий кут ,  який він 

утворює з додатним напрямом осі Ох (рис. 3.2.3). 
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Рис. 3.2.3.
 

 Визначимо координати вектора .OP  З рис. 3.2.3 видно, що 
)бsin;бcos( ppOP  . Оскільки точка P  – кінець вектора ,OP  то 

).бsin;бcos( ppP  Нехай точка );( yxM  належить шуканій прямій. Тоді вектори 

)бsin;бcos( ppOP   і )бsin;бcos( pypxPM   перпендикулярні. З умови 
перпендикулярності цих векторів  

.0)бsin(бsin)бcos(бcos  pyppxp  

Скоротимо на p  і врахємо, що ,1cossin 22   отримаємо нормоване рів-
няння прямої 

.0бsinбcos  pyx                                     (3.2.14) 
         Нормоване рівняння прямої (3.2.14) має такі властивості: 

1) вільний член нормованого рівняння завжди від’ємний; 
2) сума квадратів коефіцієнтів біля х і у дорівнює одиниці. 

Зведемо загальне рівняння прямої Ax By C   0  до нормованого вигля-
ду. Помножимо рівняння Ax By C   0  на число :0M   

.0 CMBMyAMx  
Підберемо число M так, щоб отримане рівняння було нормованим, тобто щоб 
виконувались властивості нормованого рівняння: 
      1) ;0CM  
      2) .1)()( 22  BMAM  
З останньої рівності  

M
A B


 

1
2 2

, 

де знак М є протилежним до знака  C   – вільного члена рівняння прямої.    От-
же, отримано нормоване рівняння прямої 
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A B
x B

A B
y C
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0 .                    (3.2.15) 
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Відстань від точки до прямої.  Відстань d  від точки );( 000 yxM до пря-

мої можна обчислити за формулою 
                     .бsinбcos 00 pyxd                                      (3.2.16) 

 Якщо пряма задана загальним рівнянням    Ax By C   0 , то                                                              

                              d
Ax By C

A B
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.                                          (3.2.17) 

П р и к л а д  3.2.5. Знайдемо відстань між паралельними прямими 
01243  yx  і .01743  yx   

  Задані прямі  паралельні. Відстань між паралельними прямими дорівнює від-
стані від довільної точки на одній з прямих до іншої прямої. Точка A(4;0)   на-

лежить першій прямій. Тому d 
   


 

3 4 4 0 17

3 4

5
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1
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.  

Кут між двома прямими. Розглянемо дві прямі, які задані загальними 
рівняннями  

A x B y C A x B y C1 1 1 2 2 20 0     , , 

де      222111 ;,; BANBAN    – нормальні вектори; або канонічними рівнян-
нями 
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де     222111 ;,; nmSnmS    – напрямні вектори.  
 Кут між двома прямими дорівнює куту між їхніми нормальними чи на-
прямними векторами:  
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                               (3.2.18) 

 
Якщо дві прямі паралельні, то їхні нормальні чи напрямні вектори теж паралельні. З умови паралельно-

сті двох векторів отримаємо умови паралельності двох прямих:  
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                            (3.2.19) 

Якщо дві прямі перпендикулярні, то їхні  нормальні чи напрямні вектори теж перпендикулярні. З умови 
перпендикулярності двох векторів отримаємо умови перпендикулярності двох прямих:  

                                         ;02121  BBAA                   
.02121  nnmm                                        (3.2.20) 
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 Нехай прямі    1l    і   2l    задані   рівняннями   з   кутовими    коефіцієнтами 
,11 bxky   ,22 bxky   де ,бtg 11 k 22 бtgk , 1 , 2  – кути, які ці прямі 

утворюють з додатним напрямом осі Ох (рис. 3.2.4).  
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Рис. 3.2.4.
 

 
Нехай   – кут між прямими 1l  і 2l . З рис. 3.2.4 видно, що .12   Обчис-
лимо 
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Отже,  
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                                           (3.2.21) 

Якщо прямі 1l  і 2l  паралельні, то 0 ,  0tg   і .012  kk  Отже, умо-
ва паралельності прямих 1l  і 2l  має вигляд 

k k1 2 .                                                     (3.2.22) 
   
Якщо прямі 1l  і 2l  перпендикулярні, то 90  і цtg  не існує. Дріб (3.2.21) не існує, якщо 

.01 21  kk  Отже, умова перпендикулярності прямих 1l  і 2l  має вигляд 
1 01 2 k k ,                                             (3.2.23) 

або 

.1

1
2 k

k                                                 (3.2.24) 

П р и к л а д  3.2.6. Через точку M0(1;2) проведемо пряму, нахилену до прямої x–
2y+3=0  під кутом 45 .  
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  Запишемо рівняння пучка прямих, що проходять через задану точку: ).1(2 1  xky  

Кутовий коефіцієнт заданої прямої знайдемо, розв’язавши її рівняння щодо y: y x 
1
2

3
2

.  

Отже, k 
1
2

. Кутовий коефіцієнт  k1 визначимо з умови, що шукана пряма утворює з зада-

ною кут :45   
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Розв’яжемо ці рівняння, знайдемо k1=3   і .
3
1

1 k  Маємо дві прямі,  які задоволь-

няють умову задачі: 13  xy  і  .
3
7

3
1

 xy           

 

 

3.2.3. Криві другого порядку 

 До кривих другого порядку належать коло, еліпс, гіпербола і парабола. Рівняння цих 
кривих у прямокутній декартовій системі координат є рівняннями другого степеня щодо x і 
y,  тобто 

 Ax Bxy Cy Dx Ey F A B C2 2 2 2 20 0        , .       (3.2.25) 
 Коло. Колом називають множину точок площини, відстані від яких до заданої точки 
(центра кола) дорівнюють сталому числу (радіусу). 
 Виведемо рівняння кола, центр якого є у точці ),;( baA  а радіус дорівнює R.  Нехай 

точка M x y( ; )  належить колу. Тоді AM R , тобто 

( ) ( ) ,x a y b R   2 2  
або  

 ( ) ( ) .x a y b R   2 2 2                                         (3.2.26)                                                                
Рівняння (3.2.26) називають канонічним рівнянням кола. 

Якщо центр кола є у початку координат, то його рівняння має  вигляд 

x y R2 2 2  . 
 Еліпс. Еліпсом називають множину точок площини, сума відстаней від яких до двох 
фіксованих точок площини, які називають фокусами, є сталою.  
 Виведемо рівняння еліпса. Нехай 1F  та 2F  – фокуси еліпса. Виберемо на площині де-
картову прямокутну систему координат так: за вісь Ох візьмемо вісь, що проходить через то-
чки 1F  і 2F , а вісь Оу проведемо перпендикулярно до осі Ох через середину відрізка 21FF  
(рис. 3.2.5). 
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Рис. 3.2.5.  
Нехай точка );( yxM  належить еліпсу. Відрізки MF1 та MF2 називають фокальни-

ми радіусами точки );( yxM  еліпса, їхню суму позначають через ,2a  а відстань між фоку-
сами 21FF  – через 2с. Очевидно, що ca 22  , тобто a>c, тому що сторона 21FF  трикутника 

21MFF  менша від суми двох інших сторін  MF1 та MF2 . У вибраній системі координат 
фокуси мають такі координати: ),0;(1 cF ).0;(2 cF   За означенням еліпса   

.221 aMFMF   

Оскільки ,)( 22
1 ycxMF    ,)( 22

2 ycxMF   то з означення еліпса отри-
маємо рівняння 

22)( ycx  + aycx 2)( 22  .                      (3.2.27) 
Для спрощення цього рівняння виконаємо такі перетворення: 

;)(2)(
2
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22 




 





  ycxaycx  

;)()(44)( 2222222 ycxycxaaycx   

.)( 222 cxaycxa   
Піднесемо обидві частини отриманої рівності до квадрата. Після спрощень отримаємо 

).()( 22222222 caayaxca   
Оскільки ,ca   то позначимо  

.222 bca                                                   (3.2.28) 
У результаті матимемо рівняння 

,222222 bayaxb   

яке після ділення обох його частин на 22ba  запишемо у вигляді 
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2 1  .                                             (3.2.29)                                       

Рівняння (3.2.29) називають канонічним рівнянням еліпса.  
Дослідимо форму еліпса. Розв’яжемо рівняння (3.2.29) відносно у: 
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.22 xa
a
by                                            (3.2.30) 

Очевидно, що .ax   Оскільки кожному значенню х відповідають два значення у, які є од-
наковими за абсолютною величиною і мають протилежні знаки, то Ох – вісь симетрії еліпса. 
Змінна х є у рівнянні (3.2.30) в парному степені, тому Оу є віссю симетрії еліпса. Еліпс пере-
тинає осі координат у точках ),;0(),;0(),0;(),0;( 2121 bBbBaAaA   які називають вер-

шинами еліпса. Якщо х зростає від 0 до а, то  у спадає від b до нуля. Відрізки A A a1 2 2  і 

B B b1 2 2  називають довжинами великої і малої півосей еліпса, а числа a та b  – великою і 
малою півосями еліпса. Отже, еліпсом є фігура, зображена на рис. 3.2.6. 
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Рис. 3.2.6.  
Ексцентриситетом еліпса називають число 

                             .
a
ce                                                           (3.2.31) 

Оскільки в еліпса c a ,  то e  1.  
Через ексцентриситет еліпса можна виразити відношення його півосей 

                            21 e
a
b

                                                       (3.2.32) 

і фокальні радіуси 
                          r a ex r a ex1 2   , .                                            (3.2.33) 

 
 Директрисами еліпса називають дві прямі, перпендикулярні до фокальної осі еліпса 

та розташовані симетрично щодо центра еліпса на відстані 
a
e

 від нього. Рівняння директрис 

таке: 

                           x a
e

  .                                                           (3.2.34) 

Якщо фокуси еліпса є на осі Oy,  то b a  і  
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                           c b a 2 2 ,                                                          (3.2.35) 
ексцентриситет 

                                       e c
b

 ,                                                           (3.2.36) 

рівняння директрис 

                                      y b
e

 .                                                           (3.2.37) 

 

 П р и к л а д  3.2.7. Задано рівняння еліпса 
x y2 2

169 25
1  .  Обчислимо довжини його 

півосей, координати фокусів, ексцентриситет, а також запишемо рівняння директрис і визна-

чимо відстань між ними. Відшукаємо фокальні радіуси точки M 13 10 2
13

;






 і точки еліп-

са, відстані від яких до лівого фокуса еліпса дорівнюють 14.  

  З рівняння еліпса маємо .5,13  ba  Оскільки ,222 cab   то c a b  2 2 12. 

Отже, координати фокусів ).0;12(),0;12( 21 FF  Ексцентриситет еліпса e c
a

 
12
13

.  Рів-

няння директрис x a
e

   
169
12

. 

Відстань між директрисами d 
169

6
.  Точка M 13 10 2

13
;







  належить еліпсу. За 

формулою (3.2.33) обчислимо її фокальні радіуси: 
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121313
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1213;

13
121313

13
1213 21  rr  

За формулою r a ex1    визначимо абсцису точок, відстань від яких до лівого фокуса дорі-

внює 14. Оскільки ,
13
12,13  ea   то x  13

12
.  Підставивши отримане значення x  у рів-

няння еліпса, визначимо ординати цих точок y   5 143
12

. Отже, є дві точки 
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CC  відстані від яких до лівого фокуса еліпса дорівнюють 

14.   
Гіпербола. Гіперболою називають множину точок площини, різниця відстаней яких 

від двох фіксованих точок площини, які називають фокусами, є сталою.  
Як і у випадку еліпса, можна вивести канонічне рівняння гіперболи: 

                                          .12

2

2

2


b
y

a
x

                                            (3.2.38)                                               

Дослідимо форму гіперболи. Розв’яжемо рівняння (3.2.38) відносно у: 

.22 ax
a
by                                            (3.2.39) 
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Очевидно, що .ax   Оскільки кожному значенню х відповідають два значення у, які одна-
кові за абсолютною величиною і мають протилежні знаки, то Ох є віссю симетрії гіперболи. 
Змінна х є у рівнянні (3.2.39) у парному степені, тому Оу є віссю симетрії гіперболи. Гіпер-
бола перетинає вісь Ох  у точках )0;(),0;( 21 aAaA  , які називають її дійсними вершина-

ми. Відрізок A A a1 2 2   називають довжиною дійсної півосі гіперболи, а число a  – вели-

кою піввіссю гіперболи. Якщо х=0, то рівняння 12

2


b
y

 не має дійсних розв’язків, тобто 

гіпербола не перетинає вісь Оу. Точки );0(1 bB  та );0(2 bB   називають уявними вершина-

ми, а відрізок bBB 221   –  уявною віссю гіперболи. Відрізок ,212 cFF   222 bac   
дорівнює відстані між фокусами. Отже, гіперболою є фігура, зображена на рис. 3.2.7. 

Рівняння  
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b
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2 1                                            (3.2.40) 

є рівнянням гіперболи, для якої вісь Oy  – дійсна, а Ox  – уявна. Для такої гіперболи 
F c F c1 20 0( ; ), ( ; ).   

Прямі  

                                         y b
a

x                                                    (3.2.41) 

є асимптотами гіперболи. 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                  Рис. 3.2.7. 

 
Ексцентриситетом гіперболи називають число  

                                            .1
a
ce                                                 (3.2.42) 

 
Через ексцентриситет гіперболи можна виразити співвідношення її півосей 

)0;(1 aA  )0;(2 aA 
 

)0;(1 cF  )0;(2 cF   x  

y  
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e 2 1                                               (3.2.43) 

і фокальні радіуси 
                               r ex a r ex a1 2     ( ), ( ) ,                           (3.2.44) 

де плюс (мінус) беремо для правої (лівої) гілки гіперболи. 
 Директрисами гіперболи називають прямі, перпендикулярні до дійсної осі гіперболи 

та розташовані на відстані 
a
e

 від початку координат. Рівняння директрис 

                               x a
e

  .                                                     (3.2.45) 

Для гіперболи 
x
a

y
b

2

2

2

2 1    рівняння директрис  

                               y b
e

  .                                                    (3.2.46) 

Співвідношення довжин фокальних радіусів кожної точки гіперболи та відстаней цієї точки 
до відповідних директрис є сталим і дорівнює ексцентриситету гіперболи: 

                                .
2

2

1

1 e
d
r

d
r

                                                        (3.2.47) 

П р и к л а д  3.2.8. Ексцентриситет гіперболи дорівнює 2. Складемо канонічне рів-
няння гіперболи, яка проходить через точку ).2;3(M   

  За означенням e c
a

  2,  або c a2 22 . Оскільки c a b2 2 2  ,  то 2 2 2 2a a b  .  

Тому ,22 ba   і рівняння гіперболи 
x
a

y
a

2

2

2

2 1  .  Оскільки точка M ( ; )3 2  належить 

гіперболі, то 
3 2 12 2a a
   і a2 1 .  Отже, гіперболі  відповідає рівняння x y2 2 1  .     

П р и к л а д  3.2.9. Підприємство випускає продукцію, затрачаючи на виробництво 
однієї штуки 10 грн. Затрати, які не залежать від випуску продукції   (заробітна  платня,   
оренда  і   вартість  електроенергії)   становлять 
5 000 грн. за місяць. Визначимо вартість випуску однієї штуки продукції. 
  Позначимо через х кількість продукції, випущеної за місяць. Затрати на випуск усієї про-

дукції .000510  xC  Затрати на випуск однієї штуки продукції 
x

xy 000510 
 , х>0. 

Отримано рівняння гіперболи 
x

y 000510    (рис. 3.2.8). 
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Рис.  3.2.8.
 

 
 Парабола. Параболою називають множину точок площини, рівновіддалених від фік-
сованої прямої (директриси), і фіксованої точки (фокуса), яка не належить цій прямій.  

Для виведення рівняння параболи виберемо систему координат так, щоб вісь Ox  
проходила через фокус перпендикулярно до директриси, а вісь Oy  – через середину перпен-
дикуляра, опущеного з фокуса на директрису (рис.3.2.9). 
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Рис. 3.2.9.  
 
Позначимо відстань від фокуса до директриси через p.  Тоді координати фокуса 

F p( ; ),
2

0  а рівняння директриси x p
 

2
.  Нехай точка );( yxM  належить параболі, а точка 







 ypL ;

2
 – директрисі. За означенням параболи .MLFM   Оскільки 

,
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2
pxML   то рівняння параболи запишемо у вигляді 
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2
px                                (3.2.48) 

Піднімемо обидві частини рівняння (3.2.48) до квадрата. Після спрощень отримаємо 
канонічне рівняння параболи 

                                         y px2 2 .                                                  (3.2.49) 
 Для того, щоб дослідити форму параболи, розв’яжемо останнє рівняння щодо у: 

.2 pxy                                                 (3.2.50) 
З рівняння (3.2.50) маємо, що 0x , ).;( y  Оскільки для кожного значення х змінна у 
набуває двох значень, однакових за абсолютною величиною, але з протилежними знаками, то 
парабола симетрична щодо осі Ох. Графік параболи зображений на рис. 3.2.10. 
 

 
 
 
 
 
 
 

                                                             )0;
2

( pF  

                                                             
                                                               
                                                           
 
                                            Рис. 3.2.10. 
 
 

Рівняння pyxpyxpxy 2,2,2 222   є канонічними рівняннями парабол.   
Дотичну до параболи в точці M x y0 0 0( ; )  задає рівняння  

                           yy p x x0 0 ( ).                                                      (3.2.51) 
Фокальний радіус точки, яка належить параболі,  

                          r x p
 

2
.                                                                 (3.2.52) 

 
П р и к л а д  3.2.10. Визначимо координати фокуса і рівняння директриси параболи 

y x2 8 . Обчислимо довжину фокального радіуса точки M ( ; ).2 4  
  Парабола задана канонічним рівнянням. Тому 2 8 4p p , .  Тоді координати фокуса 
F( ; ),2 0  рівняння директриси x  2. Довжину фокального радіуса точки M ( ; )2 4  обчис-

лимо за формулою r x p
    

2
2 2 4.  

  
3.3. Лінії і поверхні  у просторі 

3.3.1. Поняття поверхні та лінії 

y  

О x  

2
px   
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 Нехай у просторі задана декартова прямокутна система координат Oxyz  і поверхня S.  Рівнянням по-
верхні S у заданій системі координат називають  

F(x; y; z)=0,                                                             (3.3.1) 
яке задовольняють координати кожної точки M(x, y, z), що належить поверхні, і не задоволь-
няють координати жодної точки, що їй не належить.  

Поверхня є геометричним місцем точок, координати яких задовольняють рівняння 
(3.3.1). 

Поверхню S називають циліндричною з твірною, паралельною до осі Oz, якщо для ко-
жної точки );;( 0000 zyxM цієї поверхні пряма, що проходить через цю точку паралельно до 
осі Oz, повністю належить поверхні. 

Можна довести, що рівняння F(x; y)=0, яке пов’язує дві змінні х та у і не містить змін-
ної z, визначає циліндричну поверхню з твірною, паралельною до осі Oz.  

Поверхню S називають конічною з вершиною у початку координат О, якщо для дові-
льної, відмінної від О, точки );;( zyxM цієї поверхні пряма, що проходить через точки 

);;( zyxM  і О, повністю належить поверхні. 
 Поверхню, яка у деякій декартовій системі координат визначена алгебричним рівнян-
ням з трьома змінними степеня n,  називають алгебричною поверхнею  n-го порядку. 
 Теорема 3.3.1. Якщо поверхня у деякій декартовій прямокутній системі координат 
визначена алгебричним рівнянням степеня n, то ця поверхня і в довільній іншій декартовій  
прямокутній системі координат визначена алгебричним рівнянням того ж степеня n. 
 Кожну неалгебричну поверхню називають трансцендентною.  
 Якщо   0;;1 zyxF   і   0;;2 zyxF  – рівняння двох поверхонь, перерізом яких є 
лінія L, то координати кожної точки лінії L задовольняють рівняння обох поверхонь, а коор-
динати кожної точки, що не належить L, ці рівняння не задовольняють. 
 Отже, система рівнянь 

 
 







0;;
,0;;

2

1
zyxF
zyxF

                                             (3.3.2) 

визначає рівняння лінії L. 
 П р и к л а д  3.3.1.  Складемо рівняння поверхні, кожна точка якої є вдвічі ближче до 
точки А(0; 1; 0), ніж до точки В(5; 0; 0). 
  Нехай  S  – шукана поверхня,   SzyxM ;; . Тоді MBAM 2 , тобто  

    .512 222222 zyxzyx   

Звідси     222222 145 zyxzyx  . Після перетворень  отримаємо 

.021108333 222  xyzyx    
 

 
3.3.2. Площина і пряма у просторі 

 Визначити рівняння площини – означає записати залежність між координатами 
zyx ,,  довільної точки площини і параметрами, які визначають цю площину. Залежно від 

заданих параметрів можна отримати різні рівняння площини. 
Загальне рівняння площини. Виведемо рівняння площини, яка проходить через точку 

);;(0 zyxM  перпендикулярно до ненульового вектора );;( CBAN   (рис. 3.3.1). 
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Рис. 3.3.1.  
 
 Нехай точка );;( zyxM  належить площині. Тоді вектор 

);;( 0000 zzyyxxMM   перпендикулярний до вектора ).;;( CBAN   Умовою 
перпендикулярності цих векторів є те, що їхній скалярний добуток дорівнює нулю: 

.0)()()( 000  zzCyyBxxA                       (3.3.3) 
Рівняння (3.3.3) називають рівнянням площини, що проходить через задану 
точку );;( 0000 zyxM  перпендикулярно до заданого вектора  CBAN ;; . 
Запишемо рівняння (3.3.3) у вигляді 

,0 DCzByAx                                           (3.3.4) 
де CBA ,,  – координати вектора, перпендикулярного до площини; 

.000 CzByAxD    
Рівняння (3.3.4) називають загальним  рівнянням  площини.  У ньому  числа А, В, С – 

координати вектора, перпендикулярного до площини. Вектор  CBAN ;;   називають но-
рмальним вектором, або вектором нормалі. 
 Розглянемо окремі випадки рівняння (3.3.4). 
1. Якщо у рівнянні площини D=0, то площина 0 CzByAx  проходить через початок 
координат. 
2. Якщо у рівнянні площини A=0, то площина By Cz D   0    паралельна до осі  Oх. 
Аналогічно, якщо B=0, то площина Ax Cz D   0  паралельна до осі Oу, а якщо C=0, то 
площина Ax+By+D=0  паралельна до осі Oz. 
3. Якщо у рівнянні площини A=B=0, то площина Cz D  0  паралельна до площини  Oхy. 
Аналогічно, якщо A=C=0, то площина By+D=0  паралельна до площини Oхz, а якщо D=C=0, 
то площина Ax+D=0   паралельна до площини Oуz . 
4. Якщо у рівнянні площини A=D=0, то площина By+Cz=0  проходить через вісь Ox.  
5. Якщо у рівнянні площини A=B=D=0, то площина Cz=0 або z=0, суміщена з площиною 
Oхy. Аналогічно, якщо B=C=D=0, то площина Ax  0  або x=0,    суміщена з площиною Oуz, 
якщо A=C=D=0, то площина By=0 або y=0, суміщена з площиною Oхz. 
6. Якщо B=D=0, то площина Ax+Cz=0 проходить через вісь Oy, а якщо C=D=0, то площина 
проходить через вісь Oz. 
 

П р и к л а д  3.3.2. Складемо рівняння площини, яка проходить через точки 
 M1 7 2 3; ;  і  M 2 5 6 4; ;   паралельно до осі Oх.      
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  Рівняння площини, що паралельна до осі  Oх, має вигляд  By+Cz+D=0. Поділивши його на 
D  0 , отримаємо рівняння B y C z1 1 1 0   . Оскільки точки  M1 7 2 3; ;    і  

 M 2 5 6 4; ;  належать площині, то їхні рівняння задовольняють рівняння площини, тобто 
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 Розв’яжемо систему рівнянь і отримаємо B C1 10 1 0 4 , , , . Отже, шукане рівнян-

ня  
1

10
2
5

1 0y z   ,   або  y+4z+10=0.    

 
П р и к л а д  3.3.3. Складемо рівняння площини, яка проходить через точку 

 M0 1 0 1; ;  паралельно до векторів  a  5 0 1; ;   і  

b  0 1 1; ; . 

  Оскільки шукана площина паралельна до векторів 
a  і 


b ,  то її  нормальний вектор 

baN


 , тобто      

.55
110

105 kji
kji

N







  

Шукане рівняння має вигляд    -1(x-1)+5(y-0)+5(z+1)=0,  або x-5y-5z-6=0.   
 
 Нормоване рівняння площини. Розглянемо площину ,р  яка задана нормаллю OP . 
Нормаллю площини називають перпендикуляр, опущений з початку координат на площину 
(рис. 3.3.2).  

x

y

z

O

M

P

Рис. 3.3.2.  
Нехай задана довжина нормалі ,pOP   і кути, які нормаль утворює з додатними 

напрямами осей координат. Очевидно, що ).cos;cos;cos(  pppOP  Точка 
)cos;cos;cos(  pppP  належить заданій площині. Нехай точка );;( zyxM  належить 

площині .  Тоді вектор )cos;cos;cos(  pzpypxPM  перпендикулярний до 
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вектора ).cos;cos;cos(  pppOP  Умовою перпендикулярності цих векторів є те, що 
їхній скалярний добуток дорівнює нулю: 

.0)cos(cos)cos(cos)cos(cos  pzppyppxp  
Скоротимо його на p  і врахуємо, що ,1coscoscos 222   отримаємо 
нормоване рівняння площини: 

,0coscoscos  pzyx                                         (3.3.5) 
де p  – довжина перпендикуляра, опущеного з початку координат на площину;    , ,  – ку-
ти, які утворює цей перпендикуляр (нормаль) з осями Oх, Oу, Oz. 

Нормоване рівняння площини має такі властивості: 
1) вільний член нормованого рівняння завжди від’ємний; 
2) сума квадратів коефіцієнтів біля zyx ,,  дорівнює одиниці. 
Зведемо загальне рівняння площини (3.3.4) до нормованого вигляду. Для цього по-

множимо його на множник .M  Отримаємо 
.0 DMCMzBMyAMx                                (3.3.6) 

Рівняння (3.3.6) буде нормованим рівнянням площини, якщо виконуються такі умови: 
 1) ;0DM  

 2) .1)()()( 222  CMBMAM  
З цих умов  

M
A B C


  

1
2 2 2

.                                          (3.3.7) 

Знак перед дробом беремо протилежним до знака D. Число M називають нормувальним 
множником. Отже, отримаємо рівняння 

A

A B C
x B

A B C
y C

A B C
z

D

A B C

  

  


  




  



2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
0.

   (3.3.8) 

 
Відстань від точки до площини. За допомогою нормованого рівняння площини мо-

жна визначити відстань від точки  M x y z0 0 0 0; ;   до площини,  заданої нормальним рів-
нянням (3.3.5):  

                pzyxd  гcosвcosбcos 000 .                         (3.3.9) 

Відстань від точки  M x y z0 0 0, ,    до площини Ax By Cz D    0   можна об-
числити за формулою 

                   d
Ax By Cz D

A B C


  

 

0 0 0
2 2 2

.                                         (3.3.10) 

 
П р и к л а д  3.3.4. Визначимо відстань від точки )5;3;2(0 M  до площини 

.03674  zyx  
  За формулою (3.3.10) отримаємо 
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Рівняння площини, яка проходить через три задані точки. Виведемо рівняння 
площини, що проходить через три задані точки. Нехай точки 

),;;( 1111 zyxM ),;;( 2222 zyxM );;( 3333 zyxM  належать площині .  На цій пло-
щині візьмемо точку );;( zyxM (рис. 3.3.3). 
Оскільки точка );;( zyxM  належить площині ,р  то вектори 

),;;( 1111 zzyyxxMM   ),;;( 12121221 zzyyxxMM   31MM  
);;( 111 zzyyxx   лежать в одній площині, тобто вони компланарні. 

Умовою компланарності трьох векторів ,1MM  ,21MM 31MM  є те, що мі-
шаний добуток цих векторів дорівнює нулю, тобто  
 

,031211 MMMMMM  
або 

                     
x x y y z z

x x y y z z
x x y y z z

  
  
  


1 1 1

2 1 2 1 2 1
3 1 3 1 3 1

0.                               (3.3.11) 

 
Рівняння (3.3.11) є рівнянням площини, що проходить через три задані точки 

),;;( 1111 zyxM ),;;( 2222 zyxM );;( 3333 zyxM . 
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Рис. 3.3.3.
 

 П р и к л а д  3.3.5. З точки )5;3;2(0 M  на координатні площини опущено перпенди-
куляри. Складемо рівняння площини, яка проходить через основи цих перпендикулярів. 
  Основами перпендикулярів, опущених на координатні площини, є точки ),0;3;2(1M  

),5;0;2(2 M  ).5;3;0(3 M  За формулою (3.3.11) отримаємо рівняння 
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або 
.06061015  zyx                

 
 Рівняння площини у відрізках на осях. Нехай площина р  відтинає на осях 

OzOyOx ,,  відрізки, відповідно, a, b, c, тобто відомі три точки ),0;0;(aA  ),0;;0( bB  
);0;0( cC  (рис.3.3.4). 
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Рис. 3.3.4.
 

 З використанням рівняння (3.3.11) напишемо рівняння площини, яка проходить через ці то-
чки: 

,0
0000
0000
00






ca
ba

zyax
 

або 
.0)(  zabyacbcax  

Розкриємо дужки і поділимо обидві частини рівняння на ,abc  отримаємо рівняння площини 
у відрізках на осях: 

.1
c
z

b
y

a
x

                                                 (3.3.12) 

П р и к л а д  3.3.6. Складемо рівняння площини, яка проходить через точку 
)4;5;2(0M  і відтинає на осі ординат відрізок ,6b  а на осі аплікат відрізок .3c  

  Для розв’язування задачі використаємо рівняння (3.3.12) площини у відрізках на осях. За 
умовою ,6b ,3c  тому 
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Оскільки точка )4;5;2(0M  належить площині, то її координати задовольняють рівняння цієї 
площини: 
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52
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З цієї рівності отримаємо, що .4a  Отже, рівняння площини     .1
364





zyx
 

Кут між двома площинами. Нехай задано дві площини загальними рівняння-
ми A x B y C z D1 1 1 1 0        i  A x B y C z D2 2 2 2 0    .  Двогранний кут 
між площинами вимірюють лінійним кутом  , який дорівнює куту між 
нормальними векторами  1111 ;; CBAN    i  2222 ;; CBAN    цих площин, 

тобто ,cos
21

21
NN
NN 

 або  

         cos . 
 

    

A A B B C C

A B C A B C
1 2 1 2 1 2

1
2

1
2

1
2

2
2

2
2

2
2

                              (3.3.13) 

 Якщо площини паралельні, то їхні нормальні вектори  теж паралельні. Отже,  

                               
A
A

B
B

C
C

1

2

1

2

1

2
                                                        (3.3.14) 

–  умова паралельності двох площин. 
 Якщо площини перпендикулярні, то їхні нормальні вектори перпендикулярні. Отже, 

                   A A B B C C1 2 1 2 1 2 0                                              (3.3.15) 
– умова перпендикулярності двох площин. 

Рівняння прямої у просторі. Визначити рівняння прямої у просторі – означає запи-
сати залежність між координатами zyx ,, змінної точки прямої і параметрами, які визнача-
ють розміщення прямої у просторі. Залежно від заданих параметрів можна отримати різні 
рівняння прямої у просторі. 
 Канонічне рівняння прямої. Нехай у просторі задана декартова прямокутна 
система координат Oxyz  і пряма ,L  яка проходить через точку 

);;( 0000 zyxM  паралельно до вектора  pnmS ;;


 (рис. 3.3.5). 
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Рис. 3.3.5.
 

Вектор  pnmS ;;


 називають напрямним вектором прямої .L  Точка 
);;( 0000 zyxM  і вектор  pnmS ;;


 цілком визначають пряму, оскільки через 

задану точку паралельно до заданого вектора можна провести тільки одну 
пряму. Нехай точка );;( zyxM  належить шуканій прямій. Тоді вектор  

 pnmS ;;


 колінеарний до вектора ).;( 0000 zzyyxxMM   З умови ко-
лінеарності цих векторів отримаємо канонічне рівняння прямої у просто-
рі: 

                            
x x
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p






0 0 0 .                                        (3.3.16) 

 Зазначимо, що у рівнянні (3.3.16) одне або два з чисел pnm ,,  можуть дорів-

нювати нулю. Пропорцію 
d
c

b
a
  розуміємо як рівність ,bcad   тому якщо 

знаменник дробу дорівнює нулю, то і відповідний чисельник теж дорівнює 
нулю. 

Якщо кожне з відношень у (3.3.16) прирівняти до деякого параметра ,t  то отримаємо 
параметричне рівняння прямої: 
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                                                            (3.3.17) 

П р и к л а д  3.3.7. Складемо канонічне і параметричне рівняння прямої, яка проходить 

через точку )5;3;2(0 M  і утворює з осями координат кути ,
4


  ,
3


  .
3


  

  За напрямний приймемо вектор  

.
2
1

2
1

2
2coscoscos kjikjiS


  

За формулою (3.3.16) отримаємо шукане канонічне рівняння прямої: 
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або 
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Прирівняємо в останній рівності кожне зі співвідношень до параметра ,t  отримаємо параме-
тричне рівняння прямої: 
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 Рівняння прямої, що проходить через дві задані точки. Нехай пряма проходить че-
рез дві точки  );;( 111 zyxA  і );;( 222 zyxB  простору. За напрямний вектор прямої можна 

прийняти вектор ).;;( 121212 zzyyxxAB   Нехай точка );;( zyxM  належить пря-

мій. Вектори );;( 111 zzyyxxAM   та AB  );;( 121212 zzyyxx   коліне-
арні. З умови колінеарності цих векторів отримаємо рівняння прямої, яка проходить через дві 
задані точки: 

                  
x x
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z z
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.                                             (3.3.18) 

Загальне рівняння прямої. Пряму L  у просторі можна задати рівняннями 
двох площин, які перетинаються по цій прямій, тобто у вигляді 

                   







.0
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2222

1111
DzCyBxA
DzCyBxA

                                       (3.3.19) 

Рівняння (3.3.19) називають загальним рівнянням прямої. Загальне рівняння прямої можна 
звести до канонічного вигляду. Для цього потрібно відшукати точку, яка належить прямій, і 

вектор, паралельний до прямої. Оскільки нормальні вектори );( 1111 CBAN   та 

);;( 2222 CBAN   не паралельні, тобто їхні координати не пропорційні, то, не порушуючи 
загальності викладу, будемо вважати, що  
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Надамо х деякого значення 0x  і запишемо систему рівнянь (3.3.19) у вигляді 
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                                         (3.3.20) 

Оскільки ,
2

1

2
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C
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B
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  то з системи рівнянь (3.3.20) отримаємо 0y  і .0z  Отже, відома точка 

);;( 0000 zyxM , яка належить прямій .L  Напрямний вектор  pnmS ;;


 прямої перпен-

дикулярний до кожного з нормальних векторів );( 1111 CBAN   та );;( 2222 CBAN   
площин, тому  



КВ
М

.
22

11

22

11

22

11

222

11121 BA
BA

k
CA
CA

j
CB
CB

i
CBA
CBA
kji

NNS





  

Звідси напрямний вектор прямої  
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Отже, загальне рівняння прямої (3.3.19) можна записати у канонічному вигляді: 
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                                  (3.3.21) 

  
П р и к л а д  3.3.8. Запишемо загальне рівняння прямої 
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у канонічному вигляді. 
  Визначимо координати будь-якої точки, яка належить прямій. Нехай .0z  У цьому ви-
падку з загального рівняння прямої для визначення координат х та у шуканої точки випливає 
система рівнянь 








,0223
;032

yx
yx

 

розв’язавши яку, отримаємо ,4x  .5y  Отже, точка )0;5;4(0 M  належить заданій 

прямій. Напрямний вектор прямої ,21 NNS   де ),5;1;2(1 N  )4;2;3(2 N  – нор-
мальні вектори площин, які визначають задану пряму. Обчислимо 
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31221 kji
kji
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Отже, канонічне рівняння заданої прямої 
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Кут між двома прямими у просторі. Нехай задано дві прямі 
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 Вектори  1111 ;; pnmS    і   2222 ;; pnmS   – напрямні вектори прямих. 
 Якщо ці прямі паралельні, то їхні напрямні вектори теж паралельні. Умовою парале-

льності векторів  1111 ;; pnmS   та   2222 ;; pnmS  , а отже, і прямих є умова 

                                    
m
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  .                                                 (3.3.22) 
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 Якщо прямі перпендикулярні, то їхні напрямні вектори теж перпендикулярні. Умовою 

перпендикулярності векторів  1111 ;; pnmS   і  2222 ;; pnmS   є те, що їхній скалярний 

добуток дорівнює нулю, тобто 021  SS . Отже, умова перпендикулярності двох прямих   
                       m m n n p p1 2 1 2 1 2 0   .                                              (3.3.23) 

Кут ц  між двома прямими вимірюють кутом між напрямними векторами  1111 ;; pnmS   і 

 2222 ;; pnmS   цих прямих, тому 
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                  (3.3.24) 

Умова перетину двох прямих у просторі. Дві прямі у просторі можуть бути парале-
льними, мимобіжними або перетинатися. Якщо дві прямі у просторі перетинаються, то вони 

лежать в одній площині. Вектори  12121221 ;; zzyyxxMM  ,  1111 ;; pnmS   і  

 2222 ;; pnmS    компланарні. Умовою перетину двох прямих у просторі є те, що їхній 
мішаний добуток дорівнює нулю,  тобто 

,02121  SSMM  
 

або 
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 .                                      (3.3.25) 

                    
Взаємне розміщення прямої і площини. Розглянемо у просторі пряму L , задану па-

раметричним   рівнянням  
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  і площину  , задану загальним рівнянням 

Ax+By+Cz+D=0. Пряма L  може бути паралельною до площини р , перетинати площину або 
належати цій площині. Визначимо точку перетину прямої і площини. Підставимо 

,0 mtxx   ,0 ntyy   ptzz  0 у рівняння площини. Отримаємо 
,0)()()( 000  DzptCyntBxmtA  

або 
).()( 000 DCzByAxtCpBnAm                     (3.3.26) 

 
Під час розв’язування рівняння (3.3.26) можливі такі випадки: 
1) .0 CpBnAm  У цьому випадку рівняння (3.3.26) має єдиний розв’язок 

.000
CpBnAm

DCzByAxt



                                     (3.3.27) 

Підставимо у параметричне рівняння прямої замість t вираз (3.3.27), отримаємо координати 
точки перетину прямої та площини; 

2) 
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000 DCzByAx
CpBnAm

 У цьому випадку рівняння (3.3.26) не має розв’язку, тобто 

пряма L  не перетинає площини ;р  
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 У цьому випадку рівняння (3.3.26) має безліч розв’язків, 

тобто пряма L  належить площині .р  
 Кут між прямою і площиною. Кут и  між прямою L  і площиною р  вимірюють ку-
том між прямою та її проекцією на площину  р  (рис. 3.3.6). 
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Рис. 3.3.6.
 

 Нехай пряма L  задана канонічним рівнянням 
x x
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p






0 0 0 , а площина р  – 

загальним рівнянням Ax+By+Cz+D=0. Нехай L   – проекція прямої L  на площину  , а кут 
  –  кут між напрямним вектором  pnmS ;;


 прямої  L  і нормальним вектором 

 CBAN ;;  площини. Очевидно, що 90 . Тому 

,sin)90cos(cos
NS
NS 


 

  

або 

.sin
222222 pnmCBA
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                          (3.3.28) 

Якщо пряма L  перпендикулярна до площини р , то напрямний вектор прямої 

 pnmS ,,   паралельний до нормального вектора площини  .,, CBAN   Отже, умовою 
перпендикулярності прямої і площини є  

                                       m
A

n
B

p
C

  .                                                (3.3.29) 

Якщо пряма L  паралельна до площини р , то напрямний вектор прямої 
 pnmS ,,   перпендикулярний до нормального вектора площини  .,, CBAN   

Отже, умовою паралельності прямої і площини є умова 
                                      Am+Bn+Cp=0.                                            (3.3.30) 
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П р и к л а д  3.3.9. Визначимо кут між площиною 0322  zyx  і пря-
мою, яка проходить через точки )4;1;5( A  та ).3;1;6( B  

  За напрямний вектор S  прямої приймемо вектор AB , тобто ).1;0;1( ABS  

Оскільки нормальний вектор площини ),1;2;2( N  то за формулою (2.3.31) 
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Отже, кут між прямою і площиною .
4


    

 

 

 

3.3.3. Алгебричні поверхні другого порядку 
 Алгебричною поверхнею другого порядку називають поверхню, рівняння якої у декартовій прямокутній 
системі координат має вигляд 

     ,0222222  LKzHyGxFyzExzDxyCzByAx       (3.3.31) 
де .0222  CBA  Для відшукання канонічного рівняння поверхні другого 
порядку, яка задана загальним рівнянням (3.3.31), використовують паралельне 
перенесення осей координат і повертання системи координат на деякий кут. У 
результаті отримаємо одну з таких канонічних поверхонь: 

1) еліпсоїд 12
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x  (рис. 3.3.7);  

2) однопорожнинний гіперболоїд 12
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y
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x  (рис. 3.3.8); 

3) двопорожнинний гіперболоїд 12
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y

a
x  (рис. 3.3.9); 

4) еліптичний параболоїд )0,0(,2
22

 qpz
q
y

p
x  (рис. 3.10); 

5) гіперболічний параболоїд )0,0(,2
22

 qpz
q
y

p
x  (рис. 3.3.11); 

6) конус 02
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x  (рис. 3.3.12); 

7) еліптичний циліндр 12
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a
x  (рис. 3.3.13); 
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                                                Рис. 3.3.7.       
 
 
 

                                                 
 
                                                                                                     
                                                    Рис. 3.3.8. 
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                                                        Рис. 3.3.9. 
                                                 

                                     
                                                           

Рис. 3.3.10. 
                                    

 
                                             Рис. 3.3.11. 
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                                                                    Рис. 3.3.12. 
 
 
 
 

 
                                                             

Рис. 3.3.13. 
 

Розділ 4.  ФУНКЦІЇ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ.   

ГРАНИЦЯ. НЕПЕРЕРВНІСТЬ 
4.1.  Функції однієї змінної та їхні властивості 

4.1.1. Поняття функції однієї змінної. Властивості функцій 

Якщо кожному елементу Xx  за деяким законом f  відповідає один 
елемент ,Yy  то ця відповідність задає функцію ).(xfy   У цьому разі змінну 
x називають незалежною змінною, або аргументом, а y  – залежною змінною. 
Множину X  називають областю визначення і позначають ),( fD  множину Y – 
множиною значень і позначають ).( fE  Функція є відповідністю між елемента-
ми двох множин, тому функцію задано, якщо виконуються такі умови: 

1) задано множину  ,X  яка є областю визначення функції; 
2) задано закон f , за яким для кожного дійсного числа Xx  можна 

знайти одне дійсне число .Yy  
Нехай f  і g – деякі функції з областями визначення )( fD  і ).(gD  
 Суму, добуток, частку і композицію, тобто складену функцію вводять 

так:  
1) ),()())(( xgxfxgf   );()()( gDfDgfD   

2)   ),()()( xgxfxgf    );()()( gDfDgfD                          (4.1.1) 
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4)   )),(()( xgfxgf   .)}()(|)({)( fDxggDxgfD   
Графіком )( f функції f  називають множину упорядкованих пар 

дійсних чисел   :)(,)(; fDxxfx   
  .)}(|)(;{)( fDxxfxf                                      (4.1.2) 

Графік функції можна зобразити як множину точок координатної площи-
ни ,Oxy  які мають координати   ).(,)(; fDxxfx   

Способи задання функції. Припустимо, що множина ,X  на якій задана 
функція, відома, і сформулюємо способи задання функції. Розрізняють чотири 
головні способи задання функції: аналітичний, описовий, табличний і графіч-
ний. 

Аналітичний спосіб. У цьому випадку функціональну залежність між 
змінними x  та y  задають за допомогою деякого аналітичного виразу, або фор-
мули. У випадку аналітичного способу використовують явну, неявну та пара-
метричну форми задання функції. У випадку явного задання функції формула 
визначає, які дії і в якому порядку треба виконати над числами й аргументом ,x  
щоб для кожного його значення отримати одне значення .y  Наприклад: 

;
2

12cos2





x

xxy                                                       (4.1.3) 

 
,]5;3[,2  xxy        ;2xy                                (4.1.4) 

















.5якщо,1

;52якщо,5

;2якщо,

3 xx

x

xx

y x                                 (4.1.5) 

Якщо не задано області визначення функції, то під областю визначення 
розуміють множину тих значень аргумента ,x  за яких заданий аналітичний ви-
раз набуває дійсних значень. Наприклад, для функції, визначеної формулою 
(4.1.3), областю визначення є множина ).;2()2;( x  Функції, задані 
формулою (4.1.4), різні, тому що у них різні області визначення. Зазначимо, що 
формула (4.1.5) задає одну функцію. Якщо величини, які є в аналітичному 
виразі, мають певний фізичний чи економічний зміст, то область визначення 
функції може не збігатися з областю існування аналітичного виразу. Наприк-
лад, функція споживання ФРН за 1975–1977 рр. має  вигляд  

,76,10264,0  YC                                             (4.1.6)  
де C  і Y  – відповідно, національне споживання і національний дохід, виражені 
у мільярдах марок. Ця формула має зміст для всіх значень аргумента ,Y  проте 
за економічним змістом національний дохід є невід’ємний, тому область визна-
чення функції (4.1.6) .];0[ Y  
 Рівняння 0),( yxF  задає неявно функцію ),(xfy   якщо  

  ).(,0)(, fDxxfxF                                   (4.1.7) 
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У цьому разі )(xfy   називають неявною функцією.  
 Наприклад, функції 

,]1;1[,1)( 2
1  xxxfy      ,]1;1[,1)( 2

2  xxxfy  












,]1;[,1

,];1[,1

0
2

0
2

xxx

xxx
y  

де ),1;1(0 x  задані рівнянням .122  yx  Співвідношення 122  yx  задає 
безліч функцій, для виділення яких треба накласти певні обмеження. Наприк-
лад, обмеження 0y  виділяє неявно задану на множині ]1;1[      функцію 

).(1 xfy   
 Пара функцій 








Ttty
tx

),(
);(

                                  (4.1.8) 

задає відповідність між змінними x  і ,y  за якої значенню )(tx   відповідає 
значення .),( Ttty   Якщо в цьому разі кожному x відповідає одне і 
тільки одне значення ,y  тобто ,)()()()( 2121 tttt   то співвідношення 
(4.1.8) параметрично задає функцію ).(xfy   Наприклад, нехай 








.cos
;sin
tby
tax

 

Ці співвідношення є параметричним рівнянням еліпса, оскільки 

     .1cossincossin 22
2

2

2

2

2

2

2

2
 tt

b
tb

a
ta

b
y

a
x  

Зазначимо, що терміни неявна функція та параметрично задана функція 
відображають не характер функціональної залежності, а лише способи її задан-
ня. 

Описовий спосіб. Часто закон відповідності між елементами двох множин 
задають за допомогою опису цієї відповідності. Такий спосіб задання функції 
називають описовим, або словесним. Прикладом цього способу задання функції 
є функція Діріхле ),(xD  у якій закон відповідності описують так: кожному 
раціональному числу відповідає число 1, а ірраціональному – число 0. Отже, 









.числоьнеірраціоналякщо,0

;числоераціональнякщо,1
)(

x
x

xD  

Нехай X – множина всіх дійсних чисел. Кожному дійсному числу стави-
мо у відповідність найбільше ціле число, яке не перевищує .x  Отримаємо 
функцію )(xEy  –ціла частина числа .x  Графік цієї функції зображений на рис. 
4.1.1. 
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-1 0 1 2 3 x

y

Рис. 4.1.1.
 

Цю функцію можна задати у такому вигляді: 









.якщо,

;1якщо,1
)(

nxn
nxnn

xE  

Функцію }{xy  –дробова частина дійсного числа x можна задати у 
вигляді 

).(xExy   
Графік цієї функції зображений на рис. 4.1.2. 
 

-2 -1 0 1 2 x

y

Рис. 4.1.2.
 

Розглянемо функцію ,sgn xy   яка кожному дійсному числу x ставить у 
відповідність його знак. Цю функцію можна описати так: кожному дійсному 
числу 0x  відповідає число 1, числу 0x  – число 0 і кожному числу 0x  – 
число -1. Функцію xy sgn  можна задати так: 














.0якщо,1
;0якщо,0
;0якщо,1

sgn
x
x
x

xy  

Графік цієї функції зображений на рис. 4.1.3. 
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Рис. 4.1.3.
 

 Табличний спосіб. Під час експериментальних досліджень та спостере-
жень залежність між величинами часто  наводять у  вигляді  таблиць:   
соціологічні опитування, таблиці бухгалтерської звітності і банківської дія-
льності. У таких таблицях одну зі змінних уважають незалежною, а іншу –
функцією від неї. Такий спосіб задання функції називають табличним.    Зоб-
раження функції у вигляді таблиці має свої недоліки. Головний недолік  той, що 
кожна таблиця містить скінченну кількість значень функції, серед яких може і 
не бути значення, потрібного для розрахунків. Одним з найпростіших наближе-
них методів обчислення невідомого значення функції за її табличними значен-
нями є метод лінійної інтерполяції. Нехай треба знайти значення )( 00 xfy   за 
табличними значеннями )( 11 xfy   і ),( 22 xfy   де .201 xxx   Припустимо, 
що на відрізку ];[ 21 xx  графіком функції є пряма лінія. Запишемо рівняння 
прямої, що проходить через дві точки );( 11 yxA  і :);( 22 yxB  

.
12

1

12

1
yy
yy

xx
xx






  

Ця пряма проходить через точку ),;( 00 yxC  тому 

.
12

10

12

10
yy
yy

xx
xx






  

З останньої рівності отримаємо шукане значення функції: 

.))((

12

1012
10 xx

xxyyyy



  

 Зазначимо, що  за даними таблиці можна наближено записати аналі-
тичний вигляд функції. 
 Графічний спосіб. У цьому способі відповідність між значеннями аргу-
мента і функції задають за допомогою графіка. Цей спосіб часто використову-
ють під час експериментів із застосуванням самописців (осцилографи, сейсмо-
графи, кардіографи). 
 П р и к л а д  4.1.1. Знайдемо області визначення функцій:  
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1) ;34  xy   2) .
1
12ln49 2





x
xxy  

  1. Оскільки корінь парного степеня існує лише для невід’ємних значень ,x  то 
.);3[)( yD   

2. Областю визначення першого доданка є множина тих значень ,x  що 
задовольняють нерівність ,049 2  x тобто  .5,1;5,11 X  Областю визначен-
ня другого доданка є множина тих значень ,x  що задовольняють нерівність 

,0
1
12





x
x  тобто    .;15,0;2 X  Областю визначення функції 

1
12ln49 2





x
xxy є переріз цих множин, тобто .]5,1;1()5,0;5,1[)( yD       

 

П р и к л а д  4.1.2. Знайдемо множину значень функцій:  

1) ;382  xxy  2) ;5sin32 xy   3) .53 4  xy  

  1. Запишемо функцію у вигляді 

    .19431616838 222  xxxxxy  

Отже, множина значень цієї функції  .19;)( yE  

2. Оскільки ,15sin1  x  то  .5;1)( yE  

3. Оскільки для всіх x з області визначення функції  ,054 x  то 
 .;3)( yE       

  
 

4.1.2. Деякі класи функцій 

Обмежені функції. Функцію )(),( fDxxf   називають обмеженою на 
множині ,)( fDX   якщо існує таке число ,0M  що для всіх Xx  ви-
конується нерівність  

.)( Mxf                                                (4.1.9) 
Замість нерівності (4.1.9) можна записати нерівність 

.)(,)( fDXxMxfM                                     (4.1.10) 
Графік обмеженої функції є у смузі між прямими ,My   My  (рис. 4.1.4). 
 Наприклад, функція xy 3sin  обмежена для всіх ,Rx  тому що 

.13sin Rxx    
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Функцію )(),( fDxxf   називають необмеженою на множині 
,)( fDX   якщо для будь-якого числа 0M  існує число Xx 0 таке, що  

виконується нерівність  
.)( 0 Mxf                                          (4.1.11)                                              

Наприклад, функція 2xy   обмежена на кожному відрізку ,];[ ba  
оскільки ,2 Mx   де  ,,max 22 baM   але вона необмежена для ,Rx  тому що 
для будь-якого 0P  знайдеться ,Rx  наприклад, 1 Px  таке, що .2 Px   

O x

y

My 

My 

Рис. 4.1.4.
 

Якщо для функції )(xf  )( fDx  існує число 1K  таке, що ,)( 1Kxf   
,)( fDx  то функцію називають обмеженою згори. Якщо для функції )(xf  

)( fDx  існує число 2K  таке, що ,)(,)( 2 fDxKxf   то функцію назива-
ють обмеженою знизу. Якщо функція обмежена згори, то її   графік є під пря-
мою ,1Ky   якщо знизу, то над прямою 2Ky  (рис. 4.1.5,  4.1.6).  

          Наприклад, функція xy 5  обмежена знизу для всіх ,Rx  функція 

32  xy  обмежена згори для всіх ,Rx   функція ,1
2x

y   0x  обмежена 

знизу і необмежена згори для ).;0()0;( x  
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O x
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Рис. 4.1.6.
 

Нехай областю значень функції )(),( fDxxf   є множина .B  Говорячи 
про обмеженість функції ),(xf  ми характеризуємо множину її значень .B  На-
приклад, якщо функція )(xf  обмежена згори,  то виконується нерівність 

).(,)( 1 fDxKxf   Це означає, що число 1K  є верхньою межею множини 
.B  Найменшу верхню межу множини B  значень функції )(),( fDxxf   нази-

вають точною верхньою межею, або точною верхньою гранню цієї функції, і 
позначають .)(sup

)( fDx
xf


 Аналогічно, можна ввести поняття точної нижньої межі 

функції ),(),( fDxxf   яку позначають .)(inf
)( fDx

xf


 

Монотонні функції. Функцію )(xf  називають неспадною (незростаю-
чою) на множині ,)( fDX   якщо для будь-яких ,, 21 Xxx   з нерівності 21 xx   
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випливає нерівність )()( 21 xfxf   ( )()( 21 xfxf  ). Неспадні та незростаючі 
функції на множині X  називають монотонними на цій множині (рис. 4.1.7, 
4.1.8). 

1x 1x

)(xfy  )(xfy 

OO 2x2x x

y

y y

Рис. 4.1.7. Рис. 4.1.8.  
Функцію )(xf  називають спадною (зростаючою) на множині ,)( fDX   

якщо для будь-яких Xxx 21,  з нерівності 21 xx   випливає нерівність 
)()( 21 xfxf    .)()( 21 xfxf   Спадні та зростаючі функції на множині X  на-

зивають строго монотонними на цій множині (рис. 4.1.9). 

O Ox x

yy

1x 1x 2x2x

)(xfy 
)(xfy 

)( 1xf)( 1xf

)( 2xf

)( 2xf

Рис. 4.1.9.
 

           П р и к л а д  4.1.3. Дослідимо на монотонність функцію .2xy   

  Функція 2xy   визначена для всіх .Rx  Нехай .]0;(x  Якщо ,21 xx   то 

у цьому випадку ,2
2

2
1 xx   тобто для ]0;(x функція 2xy  спадає. Нехай 

тепер .];0[ x  Якщо ,21 xx   то у цьому випадку ,2
2

2
1 xx   тобто для 

];0[ x функція 2xy  зростає.    
Парні і непарні функції. Множину X називають симетричною відносно 

початку координат, якщо з того, що ,Xx випливає, що .Xx  
Функцію )(),( fDxxf   називають парною, якщо 

 ).()()(:)( xfxffDxfDx                          (4.1.12) 
Функцію )(),( fDxxf   називають непарною, якщо 
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 ).()()(:)( xfxffDxfDx                      (4.1.13) 
 Якщо функція )(),( fDxxf   не є парною і не є непарною, то вона є ні 
парною, ні непарною. 
 П р и к л а д  4.1.4. Перевіримо, парними чи непарними є такі функції:  

1) ;53cos2)( 4  xxxf    2) .sin4)( 3 xxxg   
  Очевидно, що ,)( RfD   і якщо ),( fDx  то .)( fDx Обчислимо 

 5)3cos(2)()( 4 xxxf ).(53cos24 xfxx   Отже, функція )(xf   
парна.  Для функції )(xg  область визначення ,)( RgD   і якщо ),(gDx  то 

.)(gDx  Обчислимо  xxxxxg sin4)sin(4)()( 33 ).(xg  Отже, 
функція )(xg  непарна.      

Доведено, що графік парної функції симетричний відносно осі ординат, а 
графік непарної функції симетричний відносно початку координат.  

Теорема 4.1.1. Довільну функцію ,)(xf  визначену на симетричній 
відносно початку координат множині ,)( fD можна однозначно зобразити у ви-
гляді суми парної і непарної функцій: 

.
2

)()(
2

)()()( xfxfxfxfxf 



                      (4.1.14) 

 Періодичні функції. Функцію )(),( fDxxf   називають періодичною з 
періодом  ,0T  якщо  

).()()()(:)( xfTxffDTxfDx                 (4.1.15) 
Якщо число T  є період функції ),(),( fDxxf   то її періодами є також 

числа ,kT  ....,2,1 k  Це випливає з рівностей 
.)(...)2())(()()( kTxfTxfTTxfTxfxf   

З означення маємо, що для побудови графіка періодичної з періодом T  
функції досить побудувати її графік на проміжку довжини ,T  а потім продов-
жити цей графік, повторюючи його через кожний проміжок довжини ,T  що на-
лежить .)( fD  

Обернені функції. Функцію ),(xf  визначену на множині ,X  називають 
взаємно однозначною на цій множині, якщо для довільних Xxx 21 , з того, що 

,21 xx   випливає ).()( 21 xfxf   Розглянемо взаємно однозначну на множині 
X  функцію )(xf (рис. 4.1.10).  
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Рис. 4.1.10.
 

Нехай Y – множина значень функції ),(xf  .Xx  Для кожного значення 
Yy 0  знайдеться значення Xx 0 таке, що ).( 00 xfy   У цьому разі елемент 
Xx 0 називають прообразом для елемента .0 Yy   Оскільки функція )(xf  

взаємно однозначна, то для кожного Yy 0  існує єдиний прообраз .0 Xx   
Функцію, яка кожному значенню Yy 0  ставить у відповідність його прообраз 

,0 Xx  називають оберненою до функції )(xf  і позначають .)(1 yfx   Об-
ласть значень Y  функції  )(xfy    є областю визначення оберненої функції 

),(1 yfx   а область визначення X  функції )(xfy   є множиною значень фу-

нкції .)(1 yfx    

Зазначимо таке: якщо функція )(1 yfx   обернена до функції ),(xfy   

то функція )(xfy   обернена до функції )(1 yfx  , тобто вони взаємно 
обернені. У разі взаємно обернених функцій для будь-яких Xx і Yy  
справджуються рівності 

  ,)(1 xxff     .)(1 yyff                              (4.1.16) 
 

Теорема 4.1.2. Нехай функція )(xfy   строго монотонна на множині X  і 

множина Y  – множина її значень. Тоді існує обернена функція ),(1 yfx   
,Yy  строго монотонна на множині .Y  
Прикладом взаємно обернених функцій в економіці є виробнича функція і 

функція затрат. Розглянемо деяку виробничу систему. Нагадаємо, що функцію, 
яка виражає залежність обсягу виробництва від розміру затрачених ресурсів, 
називають виробничою. Розглянемо найпростішу виробничу функцію ,)(xfy   
де x  – вартість сумарних затрат; y  – вартість сумарного випуску. Очевидно, 
що .0,0  yx  Виробнича функція відображає наявну технологію. Зміна 
технології приводить до зміни виробничої функції. Виробнича функція зростає 
у своїй області визначення, тому що у випадку збільшення затрат виробництво 
не зменшується. Якщо допустити, що  виробнича функція строго зростає, тобто 
збільшення затрат веде до збільшення випуску продукції, то за теоремою 4.1.2 
виробнича функція )(xfy   має обернену функцію )(1 yfx  , яка визначає 
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розмір виробничих затрат ,x  необхідних для випуску обсягу продукції .y  Цю 
функцію називають функцією затрат. За теоремою 4.1.2 вона є строго зро-
стаючою. 

Зазначимо, що кожна строго монотонна функція має обернену, тобто є 
оборотною, проте не кожна оборотна функція є строго монотонна. Це означає, 
що теорема 4.1.2 дає лише достатню умову оборотності функції.  
          В оберненій функції )(1 yfx   незалежною змінною є .y  Графік обе-

рненої функції )(1 yfx   збігається з графіком функції ),(xfy   але в цьому 
разі для функції )(xfy   значення незалежної змінної є на осі ,Ox  а для 
оберненої – на осі .Oy  Щоб уникнути цієї незручності, в оберненій   функції 

)(1 yfx   незалежну змінну позначають через ,x  а значення функції – через .y  
Тоді обернену функцію записують у вигляді ).(1 xfy   У цьому випадку 

графік оберненої функції )(1 xfy   відрізнятиметься від графіка функції 

).(xfy   Можна довести, що графік функції )(1 xfy   буде симетричним до 
графіка функції )(xfy   відносно бісектриси першого і третього координатно-
го кутів (рис. 4.1.11). 

x

y

O

)(xfy 

)(1 xfy 

Рис. 4.1.11.
 

Якщо відомий графік функції ),(xfy   то для побудови графіка оберненої 

функції )(1 xfy   треба графік функції )(xfy   повернути навколо бісек-

триси першого і третього координатних кутів на .180  Через те, що функції 
)(xfy   та )(1 xfy   взаємно обернені, цей спосіб можна застосувати й до 

побудови графіка функції ),(xfy   якщо відомий графік функції ).(1 xfy   
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Асимптоти графіка. Пряму ax   називають вертикальною асимпто-
тою,  якщо в разі наближення x до a значення функції нескінченно збі-
льшуються (рис. 4.1.12). 

 

O x

y

)(xfy 

ax 

Рис. 4.1.12.
 

Пряму by   називають горизонтальною асимптотою,  якщо в разі на-
ближення x до  значення функції наближаються до b  (рис. 4.1.13). 

 

O x

y

)(xfy 

by 

Рис. 4.1.13.
 

Пряму bkxy   називають похилою асимптотою,  якщо в разі наближення 
x до   графік  функції наближається до прямої bkxy   (рис. 4.1.14). 



КВ
МO x

y

)(xfy 

bkxy 

Рис. 4.1.14.
 

Елементарні функції та їхня класифікація. Функції, задані аналітично, 
можна утворити з функцій, які називають головними елементарними 
функціями. До головних елементарних функцій належать такі: 

стала ;, RCCy   

степенева  xy  ,   – дійсне число; 

показникова ;1,0,  aaay x  
логарифмічна ,log xy a  ;1,0  aa  
тригонометричні ,sin xy   ,cos xy   ,tg xy   ;ctg xy   
обернені тригонометричні ,arcsin xy   ,arccos xy   ,arctg xy   

.arcctg xy   
Кожну функцію, яку можна задати за допомогою формули, отриманої у 

результаті скінченної кількості композицій головних елементарних функцій і 
скінченної кількості операцій додавання, віднімання, множення і ділення, нази-
вають елементарною функцією.  

Наприклад, функція 3log2)( 5
21   xxxf x   елементарна. 

Областю визначення елементарної функції є множина тих дійсних чисел, 
для яких можна виконувати дії, записані у формулі.  

Елементарні функції поділяють на три класи: раціональні, ірраціональні 
та трансцендентні.  

Функції, які можна задати явно формулою, отриманою у результаті 
скінченної кількості композицій сталих і степеневих функцій з цілими показни-
ками і скінченної кількості операцій додавання, віднімання, множення і 
ділення, називають раціональними функціями. Функцію  xaaxP 10)(  

n
n xaxa  ...2

2  , де ,0a ,1a ..., na – дійсні числа, а ,Nn  називають цілою 
раціональною функцією, або поліномом степеня .n  

Відношення двох цілих раціональних функцій 
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210  

називають дробово-раціональною функцією.  
Кожну раціональну функцію можна записати як дробово-раціональну. 

Наприклад, раціональну функцію  
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23










x
x

x
xxy  

можна записати у вигляді дробово-раціональної 

.
4

137
2

23






x
xxxy  

Функції, які можна задати явно формулою, отриманою у результаті 
скінченної кількості композицій сталих, раціональних і степеневих функцій з 
дробовими показниками і скінченної кількості операцій додавання, віднімання, 
множення і ділення називають ірраціональними функціями.  
 Наприклад, функція 

2
521)( 5

4 3






x
xxxf  

є ірраціональною. 
 Елементарні функції, які не є ні раціональними, ні ірраціональними, на-
зивають трансцендентними.  
 Наприклад, функція 7log2cos)( 3  xxxf   трансцендентна. 
 Розглянемо схему, за якою можна досліджувати функцію і будувати її 
графік. 

1. Область визначення. 
2. Множина значень. 
3. Точки перетину з осями координат. 
4. Парність, непарність. 
5. Періодичність. 
6. Випуклість, точки перегину. 
7. Проміжки монотонності. 
8. Побудова графіка. 

 
 

 
4.1.3. Функції, які використовують в економіці 

Виробничі функції. Виробнича функція однієї змінної )(xfy   – це 
функція, незалежна змінна якої набуває значення обсягів затраченого ресурсу, 
тобто чинників виробництва, а залежна змінна набуває значення обсягів 
випущеної продукції. У цьому разі виробничу функцію називають одноресурс-
ною, або однофакторною. Її областю визначення є множина невід’ємних 
дійсних чисел. Запис )(xfy   означає таке: якщо затрачено x штук ресурсу, то 
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отримають )(xfy   штук продукції. Розглянемо виробничу функцію, яка має 

вигляд ,)( baxxfy   де x  – затрачений ресурс, наприклад, робочий час, 
)(xf – кількість випущеної продукції, наприклад, деталей, ba,  – параметри, 

причому .10,0  ba  Графік цієї функції зображений на рис. 4.1.15.  

O x

y

baxy 

Рис. 4.1.15.
 

З рис. 4.1.15 видно, що зі збільшенням кількості ресурсу x обсяг ви-
пущеної продукції збільшується, проте кожна додаткова одиниця ресурсу дає 
щораз менший приріст обсягу випущеної продукції. Ця властивість ілюструє 
фундаментальне положення економічної теорії, яке називають законом спадної 
ефективності.   

В економіці використовують макро- і мікроекономічні виробничі   
функції. Мікроекономічні виробничі функції застосовують для опису взає-
мозв’язку між затраченим або використаним протягом деякого часу ресурсом x  
і випуском продукції ,y  яку виготовляє конкретний суб’єкт виробничої 
діяльності. Макроекономічні виробничі функції використовують для опису 
взаємозв’язків, наприклад, між річними затратами праці регіону і річним ви-
пуском продукції. 
 Функція попиту. Ця функція описує залежність попиту D (demand) на 
товар від ціни P (price) на нього: 

 ).(PfD                                                 (4.1.17) 
Функцію попиту часто записують так: 

).(PfQD                                               (4.1.18) 
Відомо, що за сталої купівельної спроможності населення зі збільшенням ціни 
товару зменшується попит на нього. Це означає, що функція попиту є спадною.  

У багатьох випадках залежність D  від P  описує рівняння 
,ckPD a                                            (4.1.19) 

або 
,ckPQ a

D                                           (4.1.20) 
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де ,0a  c  – так звана екзогенна стала, значення якої залежить від багатьох 
причин, наприклад, добробуту суспільства, політичної ситуації. Очевидно, що 

.0,0  DP   
Графік такої функції попиту зображений на рис. 4.1.16.  

O P

DQ

Рис. 4.1.16.
 

 Залежність ціни від попиту описує обернена функція 
).(1

DQfP                                                    (4.1.21) 
 Якщо кількість )(PfQD   проданого товару помножити на ціну P  
одиниці товару, то отримаємо сумарний виторг продавця, чи сумарні витрати 
покупця: 

),(PfPR                                                    (4.1.22) 
або 

.)(1
DD QQfR                                            (4.1.23) 

 
 П р и к л а д  4.1.5. Залежність ціни від попиту задає співвідношення 

.
3

400



DQ

P  

Визначимо функцію сумарного виторгу. 
  За формулою (4.1.23) отримаємо функцію сумарного виторгу 

.
3

400




D

D
Q

QR  

Якщо ,17,5,1DQ  то, відповідно, .340,250,100R      
 Функція пропозиції.  Ця функція описує залежність пропозиції S (supply) 
на товар від ціни P (price) на нього: 

.  ).(PgS                                                                   (4.1.24) 
Функцію пропозиції часто записують так: 

).(PgQS                                                      (4.1.25) 
Відомо, що за сталої купівельної спроможності населення зі збільшенням 

ціни товару збільшується його пропозиція. Це означає, що функція пропозиції є 
зростаючою.  
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У багатьох випадках залежність S  від P  описує рівняння 
,dPS b                                            (4.1.26) 

або 
,dPQ b

S                                           (4.1.27) 
де ,1b  d – так звана екзогенна стала, значення якої залежить від багатьох при-
чин, наприклад, добробуту суспільства, політичної ситуації. Очевидно, що 

.0,0  SP   
Графік такої функції пропозиції зображений на рис. 4.1.17. 
Залежність ціни від пропозиції описує обернена функція 

).(1
SQgP                                              (4.1.28)  

Для аналізу економіки цікавою є умова рівноваги, тобто випадок, коли 
попит дорівнює пропозиції. Цю умову можна записати рівністю 

).()( PSPD                                                (4.1.29) 
 

P

SQ

O

Рис. 4.1.17.
 

Точку M перетину кривих попиту і пропозиції називають точкою   
рівноваги (рис. 4.1.18).  
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Рис. 4.1.18.
 

Ціну ,0P  за якої виконується рівність (4.1.29), називають ціною рівноваги, 
або рівноважною ціною. З рис. 4.1.18 видно: якщо ринкова ціна 1P  більша, ніж 
ціна рівноваги ,0P  то пропозиція товару SQ  більша, ніж попит на нього ,DQ  
тобто .DS QQ   Внаслідок цього товар залишається нереалізованим, що 
спонукає виробників зменшувати ціну на нього. Внаслідок цього ринкова ціна 

1P  буде наближатися до ціни рівноваги .0P  Якщо ринкова ціна 1P  менша, ніж 
ціна рівноваги ,0P  то пропозиція товару SQ  менша, ніж попит на нього ,DQ  
тобто .DS QQ   Унаслідок цього товару є менше, що спонукає виробників 
збільшувати ціну на нього. Тому ринкова ціна 1P  буде наближатися до ціни 
рівноваги .0P  Це явище називають тиском ринку.  
 Функція витрат. Ця функція описує залежність між витратами  вироб-
ництва деякої продукції та обсягом її виробництва. Якщо C  – сумарні витрати 
виробництва x одиниць продукції, то функція сумарних витрат має вигляд 

).(xfC                                                 (4.1.30) 
Витрати виробництва поділяють на загальні, сталі та змінні. Сталі вит-

рати FC  – це витрати, які не залежать від обсягу виробництва і є навіть тоді, 
коли продукцію не виробляють. До таких витрат належать орендна плата, плата 
за кредит, амортизаційні відрахування. Змінні витрати VC  – це витрати, які 
змінюються зі зміною обсягу виробництва. Загальні, або сукупні, витрати ви-
робництва – це сума сталих і змінних витрат 

.VCFCTC                                          (4.1.31) 
Графіки цих витрат зображено на рис. 4.1.19. 
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Рис. 4.1.19.
 

 
Середні витрати  – це витрати на одиницю продукції. Функція середніх 

витрат має такий вигляд: 

.)()(
x
xCxAC                                         (4.1.32) 

 

 

4.2. Числові послідовності та їхні границі 
4.2.1. Поняття числової послідовності та її властивості 

 Поняття числової послідовності.  Поставимо у відповідність за деяким 
законом кожному натуральному числу Nn  дійсне число .ny  Множину чисел 

...,...,,, 21 nyyy  називають числовою послідовністю і позначають }.{ ny  Отже, 
числова послідовність – це числова функція, визначена на множині натураль-
них чисел. Числа ...,...,,, 21 nyyy  називають елементами послідовності, а число 

ny  – загальним елементом. Оскільки числова послідовність є окремим випад-
ком функціональної залежності, то способи її задання ті ж, що і функції. 

Числову послідовність можна задати за допомогою формули, яку назива-
ють формулою загального елемента послідовності. Якщо заданий загальний 
елемент послідовності, то, надаючи n  значень 1, 2, 3,..., отримаємо будь-який 

елемент послідовності. Наприклад, якщо ,1
n

yn   то отримаємо послідовність 

...,1...,,
3
1,

2
1,1

n
.  

Числову послідовність можна задати рекурентним способом. Суть його 
полягає у тому, що задають один або декілька перших елементів послідовності і 
правило, за яким можна виразити наступний елемент послідовності через попе-
редні. 
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 П р и к л а д  4.2.1. Задамо арифметичну прогресію рекурентним спосо-
бом, у якої перший елемент aa 1   і різниця :d   

,1 daa nn   .Nn                                     (4.2.1) 
  Надамо n  значень ...,,3,2,1  отримаємо ,12 dadaa   

,223 dadaa   ....,334 dadaa   Методом математичної індукції 
можна довести, що 

.,)1( Nndnaan                                              (4.2.2) 
Вираз (4.2.2) є формулою загального елемента арифметичної прогресії.     

П р и к л а д  4.2.2. Задамо рекурентним способом геометричну прогресію, 
у якої перший елемент bb 1  і знаменник q : 

.,1 Nnqbb nn                                        (4.2.3) 

  Надамо n  значень ...,,3,2,1  отримаємо ,12 bqqbb   ,2
23 bqqbb   

....,3
34 bqqbb   Методом математичної індукції можна довести, що 

.,1 Nnbqb n
n                                            (4.2.4) 

Вираз (4.2.4) є формулою загального елемента геометричної прогресії.     
Числову послідовність можна задати словесно. Нехай ny  є n -на цифра 

зображення числа   нескінченним десятковим дробом. Отримаємо послідов-
ність ....,1,4,1,3  

Арифметичні дії над числовими послідовностями. Розглянемо дві чис-
лові послідовності }{ nx  та }.{ ny  

Сумою послідовностей }{ nx  та }{ ny  називають послідовність  
:}{ nn yx   ,11 yx   ,22 yx   ,33 yx   …, ...,nn yx  . 

Різницею послідовностей }{ nx  та }{ ny  називають послідовність  
:}{ nn yx   ,11 yx   ,22 yx   ,33 yx   …, ...,nn yx   

Добутком числової послідовності }{ nx  на число m  називають послідов-
ність 

:}{ nmx  ,1mx  ,2mx  ...,,3mx  ....,nmx  
Добутком послідовностей }{ nx  та }{ ny  називають послідовність  

:}{ nn yx   ,11yx  ,22 yx  ...,,33 yx  ....,nn yx  

Часткою послідовностей }{ nx  та }{ ny  називають послідовність :
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n
y
x  

,
1

1
y
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21

2
y
x  ...,,
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y
x  ,...,

n

n
y
x  .0ny  

Обмежені послідовності. Послідовність  }{ ny  називають обмеженою 
згори (знизу), якщо існує таке число ),(mM  що кожний елемент ny  цієї послі-
довності задовольняє нерівність Myn   ).( myn   
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Послідовність }{ ny  називають обмеженою, якщо вона обмежена згори і 
знизу, тобто існують такі числа M і ,m  що кожен елемент цієї послідовності за-
довольняє нерівність .Mym n   

Нехай }.,max{ MmA   У цьому випадку умову обмеженості можна за-
писати у вигляді .Ayn   

Послідовність }{ ny  називають необмеженою, якщо для будь-якого 0A  
існує елемент ny  цієї послідовності такий, що .Ayn   

З наведених означень маємо, що всі елементи обмеженої згори числової 
послідовності належать проміжку ,];( M  а обмеженої знизу – проміжку 

.);[ m  
П р и к л а д  4.2.3. Послідовність ...,...,,3,2,1 n  обмежена згори, то-

му що для всіх Nn   ,1 nyn  і необмежена знизу. 

П р и к л а д  4.2.4. Послідовність ...,
3

...,,
7
4,

6
3,

5
2,

4
1

n
n  обмежена, тому що 

для всіх Nn   виконується нерівність .1
3

0 



n

n  

П р и к л а д  4.2.5. Доведемо, що послідовність ...,,4,3,2,1   ...,)1( nn  
необмежена. 
  Справді, для будь-якого числа ,0A  знайдеться такий елемент ny  послідов-
ності, що .Ayn           
 Монотонні послідовності. Послідовність }{ ny  називають зростаючою, 
якщо кожен її наступний елемент більший від попереднього, тобто Nn  

.1 nn yy    
П р и к л а д  4.2.6. Послідовність натуральних чисел 1, 2, 3, ..., ...,n  зрос-

таюча, тому що Nn  .11 nyny nn   
Послідовність }{ ny  називають спадною, якщо кожен її наступний елемент 

менший від попереднього, тобто Nn  .1 nn yy   
Послідовність }{ ny  називають незростаючою, якщо кожен її наступний 

елемент не більший від попереднього, тобто Nn  .1 nn yy    
Послідовність }{ ny  називають неспадною, якщо кожен її наступний еле-

мент не менший від попереднього, тобто Nn  .1 nn yy   
Зростаючі, спадні, незростаючі і неспадні послідовності називають моно-

тонними, причому зростаючі і спадні послідовності називають строго моно-
тонними. 

 
 
 

4.2.2. Границя числової послідовності 
 



КВ
М

Поняття границі послідовності. Розглянемо числову послідовність 

.
53
23





n
nyn  Обчислимо декілька її елементів: ,

8
5

1 y  ,
11
8

2 y  ,
14
11

3 y  ..., 

,
35
32

10 y ..., ,
305
302

100 y  .... Зі збільшенням номера елементи послідовності на-

ближаються до 1. Це означає, що зі збільшенням номера n  значення 1ny  
зменшується. Визначимо, наприклад, за якого значення n буде виконуватися 
нерівність .01,01 ny  Розглянемо ліву частину цієї нерівності: 

.01,0
53

3
53

31
53
231 











nnn

nyn                       (4.2.5) 

 З нерівності 
100

1
53

3


n
 отримаємо .5,147

3
295

n  Якщо ,148n  то 

.01,01
53
231 





n
nyn  

Визначимо, за якого значення n  буде виконуватися нерівність 
 ,1 ny                                                   (4.2.6) 

де   – довільне як завгодно мале додатне число. Використаємо (4.2.5), отрима-

ємо нерівність .
53

3


n
 Звідси .

3
51




n  Позначимо через 0n  цілу частину 

числа ,
3
51




 тобто .
3
51

0 



 


n  Тоді нерівність (4.2.6) виконується для всіх на-

туральних .0nn   

 Отже, послідовність 
53
23





n
nyn  має таку властивість: для довільного чи-

сла 0  існує такий номер ),(00  nn  що для всіх 0nn   виконується нерів-
ність .1 ny  
 Наведемо означення границі числової послідовності. 
 Число a  називають границею числової послідовності }{ ny , якщо для 
будь-якого як завгодно малого числа 0  існує такий номер ),(0 n  що для всіх 

)(0  nn  виконується нерівність 
 , ayn                                                         (4.2.7) 

 і записують .lim ayn
n




 Послідовність, яка має границю, називають збіжною. 

 З використанням логічних символів означення границі числової послідо-
вності можна записати так: 

 .:)(),(,0lim 00 




 


aynnnay nn

n
          (4.2.8) 

На підставі поняття границі можна записати, що .1
53
23lim 




 n
n

n
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 П р и к л а д  4.2.7. Доведемо, що границі числових послідовностей ,1
n

yn   

,1
n

yn   
n

y
n

n
)1(

  дорівнюють нулю. 

  Для кожної з цих послідовностей виконується нерівність .10
n

yn   В усіх 

випадках нерівність 
n

yn
1  виконується для всіх .1)(0 






 nn  Отже, за 

означенням у всіх випадках .0lim 


n
n

y  

 Випишемо значення цих послідовностей 

                                 ...,
5
1,

4
1,

3
1,

2
1,1  

...,
5
1,

4
1,

3
1,

2
1,1   

                                              ...,
5
1,

4
1,

3
1,

2
1,1   

Перша послідовність набуває значень, більших ніж її границя, яка дорівнює ну-
лю, друга – менших, третя – почергово то більших, то менших.    
 Ці приклади характеризують різні можливості, які є в означенні границі 
числової послідовності. Несуттєво, чи значення послідовності є менші, ніж її 
границя, чи більші. Суттєво лише те, що для будь-якого наперед заданого як за-
вгодно малого додатного числа  , починаючи з деякого номера )(0 n , значення 
послідовності за абсолютною величиною менші, ніж це .  
 Зазначимо таке: під час  доведення того, що число a є границею числової 
послідовності },{ ny  не потрібно шукати найменше значення ),(0 n  досить ли-
ше довести, що нерівність  ayn  виконується, починаючи з деякого номера 

).(0 n  
 Розглянемо геометричну інтерпретацію границі числової послідовності. 
Нерівність  ayn  можна записати у вигляді , aya n  або 

.);(  aayn  Інтервал );(  aa є  -околом точки .a  Якщо число a  є 
границею числової послідовності }{ ny , то для будь-якого  -околу точки 
a знайдеться такий номер ),(0 n  що всі елементи послідовності, які мають но-
мери, більші ніж ),(0 n  належать цьому  -околу. За межами  -околу є скін-
ченна кількість елементів послідовності. Справджується й обернене тверджен-
ня: якщо від деякого і для всіх наступних номерів елементи послідовності }{ ny  
є в довільному  -околі точки ,a  то число a є границею цієї послідовності. 

Нескінченно малі та нескінченно великі послідовності. Послідовність 
}{ n  називають нескінченно малою, якщо ,0lim 


n

n
 тобто для будь-якого 

0  існує такий номер )(0 n , що для всіх натуральних 0nn   виконується не-
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рівність .n  Елементи нескінченно малої послідовності, починаючи з де-
якого номера ),(0 n  стають за абсолютною величиною меншими, ніж будь-яке 
як завгодно мале наперед задане додатне число .  Зазначимо, що елементи не-
скінченно малої послідовності можуть бути досить великі. Наприклад, послідо-

вність 








1
100

2n
n   нескінченно мала, тому що 

 nn
n 100
1

100
2  для всіх 









100)(0nn , хоча окремі її значення – ,50  40, 30 – не є малі числа. 

 П р и к л а д  4.2.8. Доведемо, що послідовність 1,  qqn
n   нескін-

ченно мала. 
  Для доведення того, що ,0lim 


n

n
q  розглянемо нерівність . n

n q   

Ця нерівність рівносильна таким нерівностям: ,lglg qn  або ,
lg
lg

q
n 
  тому 

що .0lg q  Отже, для будь-якого 10   існує номер ,
lg
lg)(0 







 


q
n  за якого 

для всіх 0nn   виконується нерівність , n
n q  що означає .0lim 



n
n

q        

 
 Теорема 4.2.1. Якщо послідовність }{ ny  збіжна і ,lim ayn

n



 то послідо-

вність }{}{ aynn    нескінченно мала. 
  Оскільки ,lim axn

n



 то за означенням границі ,0  ),(0  n  

)(0  nn    , ayn  або .n  Це означає, що ,0lim 


n
n

 тобто }{ n  – 

нескінченно мала послідовність.     
 Теорема 4.2.2. Якщо послідовність }{}{ aynn    нескінченно мала, то 
послідовність }{ ny  збіжна, і .lim ayn

n



 

 Оскільки }{ n  – нескінченно мала послідовність, тобто ,0lim 


n
n

 то 

за означенням границі ,0  ),(0  n  )(0  nn   виконується нерівність  
,n  або . ayn  Це означає, що .lim ayn

n



  

 З використанням доведених теорем дамо друге означення границі число-
вої послідовності: число a називають границею числової послідовності },{ ny  
якщо послідовність }{}{ aynn    нескінченно мала. 
 Отже, якщо ,lim ayn

n



 то  

,nn ay                                                    (4.2.9) 
де .0lim 


n

n
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 Наведемо деякі властивості нескінченно малих послідовностей. 
 Теорема 4.2.3. Алгебрична сума скінченної кількості нескінченно малих 
послідовностей  нескінченно мала. 
 Теорема 4.2.4. Добуток скінченної кількості нескінченно малих послідо-
вностей є нескінченно малою послідовністю. 
 Теорема 4.2.5. Добуток нескінченно малої послідовності на обмежену по-
слідовність є нескінченно малою послідовністю. 
 Послідовність }{ nx  називають нескінченно великою, якщо для будь-якого 
додатного числа A  існує такий номер ),(00 Ann   що для всіх 0nn   виконуєть-
ся нерівність ,Axn   і записують 

.lim 


n
n

x                                                (4.2.10) 

 Якщо для всіх  nn елементи нескінченно великої послідовності }{ nx  
додатні, то ,lim 


n

n
x  якщо від’ємні, то .lim 


n

n
x  

 П р и к л а д  4.2.9. Доведемо, що послідовність 1,  qqx n
n  нескінченно 

велика. 
  За означенням треба довести, що для будь-якого додатного числа A  існує та-
кий номер ),(00 Ann   що для всіх 0nn   виконується нерівність .Aqn   З цієї 

нерівності отримаємо ,lglg Aqn   звідки .
lg
lg

q
An   Отже, якщо ,

lg
lg

0 









q
An   то 

для всіх 0nn   виконується нерівність .Aqn        

Зазначимо, що числова послідовність 









...,2,1,0,12якщо,!

,2якщо,1
kknn

kn
yn  

необмежена, але не є нескінченно великою. 
 Теорема 4.2.6. Якщо }{ nx  – нескінченно велика послідовність, і всі її еле-

менти відмінні від нуля, то послідовність 








nx
1   нескінченно мала. 

   Нехай }{ nx  – нескінченно велика послідовність. Для довільного числа 

0  візьмемо .1


A  За означенням нескінченно великої послідовності для 




1A  існує такий номер ),(00 Ann   що для всіх 0nn   виконується нерівність 

,Axn   тобто .1


nx  З цієї нерівності отримаємо, що для всіх 0nn   викону-

ється нерівність ,1


nx
 тобто послідовність 









nx
1   нескінченно мала.       
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 Аналогічно можна довести обернену теорему. 
Теорема 4.2.7. Якщо }{ n  – нескінченно мала послідовність, і всі її еле-

менти відмінні від нуля, то послідовність 








n

1  нескінченно велика. 

 Властивості збіжних послідовностей.  Дослідимо властивості збіжних 
послідовностей. 
 Теорема 4.2.8. Якщо число a – границя числової послідовності }{ ny  і 

ba  ),( ca   то, починаючи з деякого номера, всі елементи цієї послідовності 
будуть більші від b  (менші від с). 
 Теорема 4.2.9. Збіжна послідовність є обмеженою. 
 Зазначимо, що обернене твердження неправильне, тобто обмежена послі-
довність може не мати границі.  
 Теорема 4.2.10. Збіжна послідовність має тільки одну границю. 

  Припустимо, що збіжна послідовність }{ ny  має дві різні границі  
a   і  b , тобто    ayn

n



lim  і    .lim byn

n



 Доведемо,  що   .ba   Оскільки  

,lim ayn
n




 то за означенням границі  

,0  ),(1  n  )(1  nn    .
2


 ayn  

 Аналогічно, оскільки ,lim ayn
n




 то  

,0  ),(2  n  )(2  nn    .
2


 byn  

Нехай .})(),(max{)( 210  nnn  Тоді для всіх )(0  nn  виконуються нерівності 

2


 ayn  і .
2


 byn  

 Розглянемо 

.
22

)()( 





 aybyyabyba nnnn  

Отже, для будь-якого 0  виконується нерівність . ba  Очевидно, що така 
нерівність виконується для всіх 0  тільки тоді, коли ,0 ba  тобто коли 

.ba        
 Теорема 4.2.11. Якщо елементи збіжних послідовностей }{ nx  і }{ ny  для 
всіх Nn  задовольняють нерівність nn yx   і ,lim axn

n



,lim byn

n



 то .ba   

Зазначимо таке: якщо для всіх Nn  виконується нерівність ,nn yx   то, 

як і раніше, .limlim n
n

n
n

yx


  Наприклад, нехай ,1
n

xn   .
1

1



n

yn  Для всіх 
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Nn  виконується нерівність ,
1

11



nn

 тобто ,nn yx   але 

.0
1

1lim1lim 



 nn nn

 

 Теорема 4.2.12 (про границю проміжної послідовності). Нехай елемен-
ти послідовностей },{ nx  },{ ny  }{ nz  для всіх Nn  задовольняють нерівність 

nnn zyx   і ,lim axn
n




 .lim azn
n




 Тоді послідовність }{ ny  збіжна і 

.lim ayn
n




 

 Застосування означення для обчислення границі числової послідовності 
зумовлює у багатьох випадках великі труднощі. Тому на практиці для обчис-
лення границі числових послідовностей часто використовують теореми про 
арифметичні властивості границі. 

Теорема 4.2.13. Якщо послідовності }{ nx  та }{ ny  збіжні, то їхня сума (рі-
зниця) }{ nn yx   теж збіжна, і  

,limlim)(lim n
n

n
n

nn
n

yxyx


                       (4.2.11) 

тобто границя суми цих послідовностей дорівнює сумі їхніх границь. 
 Нехай ,lim axn

n



 .lim byn

n



 Тоді ,nn ax   ,nn by   де }{ n  і 

}{ n  – нескінченно малі послідовності. Розглянемо  bayx nn  
).( nn   Позначимо ,nnn   де n  – нескінченно мала послідовність, 

отримаємо, що .nnn bayx   Отже, використовуючи друге означення 
границі, отримаємо 

.limlim)(lim n
n

n
n

nn
n

yxbayx


        

Теорема 4.2.14. Якщо послідовності }{ nx  та }{ ny  збіжні, то їхній добуток 
}{ nn yx  теж збіжний, і  
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тобто границя добутку цих послідовностей дорівнює добутку їхніх границь. 
 З наведеної теореми маємо два наслідки. 
 Наслідок 1. Сталий множник можна виносити за знак границі, тобто 
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Теорема 4.2.15. Якщо послідовності }{ nx  та }{ ny  збіжні, ,0ny  ,Nn  
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тобто границя частки цих послідовностей дорівнює частці їхніх границь. 
 Невизначені вирази. Теореми про границю суми, добутку і частки число-
вих послідовностей }{ nx  та }{ ny  доведені в припущенні, що ці послідовності 
мають скінченні границі. Крім того, в разі доведення теореми про границю час-
тки вважали, що границя знаменника не дорівнює нулю. 
 Розглянемо випадок, коли послідовності }{ nx  та }{ ny   нескінченно вели-
кі, тобто ,lim 


n

n
x  .lim 


n

n
y  Очевидно, що сума і добуток таких послідов-

ностей є нескінченно великою послідовністю. Про різницю двох таких послідо-
вностей у загальному не можна нічого сказати, не знаючи самих послідовнос-
тей }{ nx  та }{ ny . Наприклад, якщо ,3nxn   ,nyn   то nyx nn 2  і 
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 не існує.  

Отже, якщо ,lim 
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y  то вираз nn yx   є невизначеністю 

типу .  
 Частка двох нескінченно великих послідовностей теж невизначена. На-
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Отже, якщо ,0lim 
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Частка двох нескінченно малих послідовностей теж невизначена. Напри-
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З розглянутих прикладів видно, що не завжди можливо наперед визначи-

ти границі послідовностей },{ nn yx   },{ nn yx  ,
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n
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x  якщо відомі границі по-

слідовностей }{ nx  та .}{ ny  Відомі невизначеності типу ,
0
0  ,


  ,0   .  

Дослідження таких невизначеностей називають розкриттям невизначеності. 

П р и к л а д  4.2.10. Обчислимо границю .
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  У цьому випадку маємо невизначеність ,

  тому не можна відразу застосува-

ти теорему про границю частки двох послідовностей. Поділимо чисельник і 
знаменник дробу на найбільший степінь полінома, який є у знаменнику, тобто 
на ,3n  і після цього застосуємо теореми про границю частки і суми послідовно-
стей: 
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 Границі монотонних числових послідовностей. Число е. Розглянуті ра-
ніше теореми мали таку структуру: в припущенні, що для одних послідовностей 
існує границя, доводили існування границі для іншої послідовності, яка 
пов’язана з попередніми. Розглянемо питання про існування границі послідов-
ності безвідносно до інших послідовностей.  
 Теорема 4.2.16. Якщо послідовність }{ ny  монотонно неспадна (незрос-
таюча) і обмежена згори (знизу), то вона збіжна. 
 Зазначимо, що умова монотонності у формулюванні теореми є 
обов’язковою. Наприклад, послідовність  n)1(  обмежена згори і знизу, але 
немонотонна. Доведено, що така послідовність не має границі. 
 З використанням теореми 4.2.16 можна довести,  що послідовність  

n
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Зазначимо, що 
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 П р и к л а д  4.2.11. Обчислимо границю .51lim
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  Виконаємо перетворення: 
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Підпослідовності.  Нехай ....,...,,,, 321 nyyyy  – деяка числова послідов-
ність. Розглянемо довільну зростаючу послідовність натуральних чисел 

....,...,,,, 321 nkkkk  Виберемо з послідовності }{ ny  елементи з номерами 
...,...,,,, 321 nkkkk і розмістимо їх у тому ж порядку, що й числа ., Niki   
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Отримаємо послідовність ,...,...,,,,
321 nkkkk yyyy  яку називають частковою по-

слідовністю, або підпослідовністю послідовності }{ ny . 
 Підпослідовність збіжної послідовності має таку властивість: якщо послі-
довність }{ ny  збіжна і має границею число ,a  то і довільна її підпослідовність 
теж збіжна і має ту ж границю. Якщо ж  послідовність  }{ ny      розбіжна, то це 
не виключає можливості існування границі для деякої підпослідовності. Напри-
клад, послідовність n

ny )1(  не має границі. Якщо ,2kn   то отримаємо під-
послідовність ...,,1,1,1  границя якої дорівнює 1. 
 Якщо послідовність }{ ny  необмежена, то деколи буває неможливо виді-
лити підпослідовність, яка має скінченну границю. Для обмеженої послідовнос-
ті справджується теорема Больцано–Вейєрштрасса. 
 Теорема 4.2.17. З довільної обмеженої послідовності можна виділити 

збіжну підпослідовність. 

  

 4.2.3. Математичні основи фінансового аналізу 

 У будь-яких фінансових операціях розрахунок сум грошей завжди 
пов’язують з конкретними моментами часу. Необхідність урахування чинника 
часу визначена сутністю самого процесу фінансування і кредитування та 
пов’язана з постулатом нерівноцінності грошей у різні моменти часу. Чинник 
часу у фінансовій сфері враховують за допомогою відсоткової ставки, яка є від-
ношенням суми відсоткових грошей, виплачених за фіксований відрізок часу, 
до позики. Інтервал, до якого прив’язана відсоткова ставка, називають періодом 
нарахування. Суму відсоткових платежів визначають з урахуванням розміру 
позики, загального її терміну і рівня відсоткової ставки. Відсотки нараховують, 
здебільшого, дискретно, а в деяких випадках і безперервно. 
 Моделі розвитку операцій за схемою простих відсотків. У найпрості-
шому випадку кредитор і позичальник домовляються про розмір кредиту, тобто 
про початкову суму грошей ,P  розмір річної відсоткової ставки %,i  термін 
кредиту і тривалість періоду нарахування відсотків. Математична модель такої 
фінансової операції може розвиватися за схемою простих відсотків. За цією 
схемою відбувається нагромадження загальної суми боргу S  унаслідок пері-
одичного, наприклад, щорічного нарахування відсоткових грошей .pI  У цьому 
випадку на кінець першого року загальна сума буде ,1 pIPS   на кінець дру-
гого – ,212 pp IPISS   ... на кінець n -го року – .pn nIPS   У цьому 
разі нагромаджена сума грошей є арифметичною прогресією nSSS ...,,, 10  з пе-
ршим елементом 0S  і різницею .12 pISSd   Отже, математичною моделлю 
зміни капіталу за схемою простих відсотків є арифметична прогресія. Загаль-
ний елемент цієї прогресії .pn nIPS   
 Відсоткову суму визначимо за формулою 
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% iPiPI                                     (4.2.17) 

де 
%100

%ii   є відносна величина річної ставки позикового відсотка.  

 У цьому випадку модель нагромадження капіталу за схемою простих від-
сотків має такий вигляд: 

.)1( niPnPiPS                                    (4.2.18) 
 Зазначимо, що параметр n  може бути як цілим, так і дробовим додатним 
числом: 

,
K
tn                                                   (4.2.19) 

де t – тривалість періоду нарахування відсотків, дні; K – кількість днів у році 
(363, 365, 366). 
 У цьому разі модель нагромадження капіталу за схемою простих відсот-
ків має такий вигляд: 
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За допомогою цієї моделі можна визначити різні параметри операції. 
1. Розмір початкової суми (математичне дисконтування) 
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2. Відносна величина відсоткової ставки 
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3. Тривалість року 
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4. Кількість інтервалів нарахування (роки) 
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                                                 (4.2.24) 

5. Період нарахування відсотків (дні) 

.
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6. Коефіцієнт нарощування за простою відсотковою ставкою: 

.1 ni
P
Skн                                          (4.2.26) 

Якщо на послідовних інтервалах нарахування відсотків ,1n ,2n … mn  викори-
стовують різні ставки відсотків ,1i ,2i … ,mi  то сума відсоткових грошей стано-
витиме наприкінці першого інтервалу ,111 inPI   наприкінці другого –
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222 inPI   і так далі, наприкінці m -го  інтервалу .mmm inPI   За весь те-
рмін угоди нарощена сума  

....... 221121 mmm inPinPinPPIIIPS   
 Отже, нарощена сума  
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коефіцієнт нарощення 
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Зазначимо, що у цьому випадку відсотки нараховують від розміру початкової 
суми .P  
 Моделі розвитку операцій за схемою складних відсотків. У фінансових 
операціях використовують схему складних відсотків, у випадку, коли нарахо-
ваний відсоток I  додають до початкового капіталу ,P  і на наступному етапі 
відсоток нараховують від утвореної суми .IP   Такий варіант називають капі-
талізацією, або реінвестуванням. У цьому випадку сума нагромадженого капі-
талу на кінець першого року  

,)1(1 сс iPiPPS   
де сi  – відносна величина річної ставки складних позикових відсотків. На кі-

нець другого року ця сума .)1()1( 2
1112 ссс iPiSiSSS   Аналогічно, 

на кінець n -го року  
,)1( нс
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 де 
 n

сik )1(нс                                                      (4.2.30) 
– коефіцієнт нарощення.  
 Отже, нагромадження капіталу за формулою складних відсотків утворює 
зростаючу числову послідовність ,...,,,, 210 nSSSS яка є геометричною прогре-
сією з першим елементом PS 0 і знаменником .1 сiq   Загальний елемент 

геометричної прогресії визначають за формулою .)1( n
сn iPS   

 Отже, отримано модель нарощення за формулою складних відсотків: 

,)1()1( нсkPiPiPS K
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с                       (4.2.31) 
де t  – термін контракту, дні; нсk  – коефіцієнт нарощення. Звідси знаходимо 
формули для визначення різних показників фінансової операції. 

1. Розмір початкової суми, тобто математичне дисконтування під час нара-
хування складних відсотків 
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2. Відносна величина відсоткової ставки 

,1 nс P
Si                                                    (4.2.33) 

її використовують для визначення ефективної ставки складних відсотків, що 
характеризує дохідність фінансової операції. 

3. Кількість інтервалів нарахування, роки: 
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4. Період нарахування відсотків,  дні: 
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5. Тривалість року, дні: 
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6. Коефіцієнт нарощення 
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 Якщо протягом терміну контракту відсоткова ставка змінюється, то 
отримаємо таку математичну модель визначення нарощеної суми: 
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де ln  – l -й інтервал нарахування відсотків, ;...,,2,1 L  L – кількість інтервалів 
нарахування;  
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– коефіцієнт нарощення. 
 Складні відсотки можна нараховувати декілька разів у рік. У цьому випа-
дку зазначають ставку відсотка на кожному періоді, а нарощену суму визнача-
ють за формулою 

,)1( N
niPS                                               (4.2.40) 

де N  – кількість інтервалів нарахування протягом часу виконання контракту; 
ni  – відсоткова ставка на період нарахування. 

 У випадку, коли складні відсотки  нараховують через однакові  проміжки 
часу ,n  зазначають номінальну річну відсоткову ставку j  і використовують 
формулу 
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де m – кількість інтервалів нарахування у році; n  – термін контракту,  роки. У 
цьому випадку nmN   відповідає кількості інтервалів нарахування за весь те-
рмін контракту. 
 Деколи на практиці використовують неперервне нарахування відсотків за 
номінальної річної відсоткової ставки .j  У цьому разі нарахування нарощеної 
суми визначають за формулою 
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 Отже, у випадку нарахування неперервних відсотків, нарощену суму ви-
значають за формулою 

,непkPPeS jn                                       (4.2.42) 

де jnek неп – коефіцієнт нарахування під час неперервного нарахування від-
сотків за номінальною річною ставкою .j  
 Наведені моделі дають змогу обчислювати різні показники фінансових 
операцій. 
 П р и к л а д  4.2.12. Комерційні банки A  та B  нараховують дохід два рази 
у рік, причому банк A  – за простою відсотковою ставкою, а банк B – за склад-
ною. Через рік у цих банках гроші інвесторів збільшуються на .%60  У який 
банк вигідніше вкласти гроші на півроку, а у який – на півтора? 
  За умовою задачі коефіцієнти нарощення банків A  і B  однакові, тому 

.6,1нсн  kk  Для банку A  ставку простих відсотків визначають зі співвідно-

шення .6,1211н  iink  Звідси .%303,0
2

16,1 i  Для банку B  став-

ка складних відсотків .6,1)1( 2
нс  ink  Звідси .%5,26265,016,1 ci  

Отже, вигідніше на півроку вкласти гроші у банк .A  
 Для порівняння результатів фінансових операцій з банками A  та B  маємо 
таку таблицю: 
 

t 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 
n 1 2 3 4 5 6 7 8 
нk  1,3 1,6 1,9 2,2 2,5 2,8 3,1 3,4 
нсk  1,265 1,6 2,02 2,56 3,24 4,1 5,18 6,56 
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З таблиці видно, що на термін більше року вигідніше вкласти гроші у банк .B         
 

 

4.3. Границя функції. Неперервність 
 4.3.1. Границя функції неперервного аргументу  

Раніше розглянуто поняття границі числової послідовності, тобто грани-
цю функції натурального аргументу. Розглянемо тепер поняття границі функції 
неперервного аргументу. Нехай функція )(xfy   визначена на деякій множині 
дійсних чисел .X  Точку a  називають точкою згущення множини ,X  якщо в 
будь-якому околі   aa ;  цієї точки є значення ,Xx  відмінні від .a  У 
цьому разі сама точка  згущення a може належати множині ,X  а може й не на-
лежати. Наприклад, якщо  baX ;  або  ,;baX   то в обох випадках точка a є 
точкою згущення для ,X  але в першому випадку вона належить множині ,X  а 
в другому – ні. 

Є два означення границі функції )(xfy   у деякій точці .a  
 Означення границі функції за Гейне.  Нехай точка a  є точкою згущення 
множини .X  У цьому випадку з множини X можна багатьма способами вибра-
ти послідовність ...,...,,,, 321 nxxxx  значень ,x  відмінних від ,a  збіжну до .a  
Справді, задавши послідовність додатних чисел ,n  ,0lim 


n

n
 у кожному 

околі  nn aa  ;  точки a  при ...,3,2,1n  виберемо по одній точці 
,Xxx n   яка відмінна від .a  Оскільки ,0lim 


n

n
 і ,nn ax   то 

.lim axn
n




 Значення функції )(xfy   в точках  

...,...,,,, 321 nxxxx                                              (4.3.1) 
утворюють числову послідовність  

...),(...,),(),(),( 321 nxfxfxfxf .                           (4.3.2) 
 Число A  називають границею функції )(xfy   в точці ,a  якщо для будь-
якої послідовності значень аргументу },{ nx  ,, Nnaxn   яка збігається до 
числа ,a  послідовність відповідних значень функції  )( nxf  збігається до числа 

,A  і записують 
,)(lim Axf

ax



                                                 (4.3.3) 

або 
Axf )(  якщо .ax                                            (4.3.4) 

Це означення називають ще означенням границі функції в точці мовою послі-
довностей. Зазначимо, що число A  може бути скінченним або ні. 
  Припустимо, що множина X  містить як завгодно великі значення .x  У 
цьому випадку точка   є точкою згущення цієї множини.  Околом точки   



КВ
М

будемо називати проміжок  .,   Отже,  в кожному околі точки   повинні 
бути точки з множини .X  У цьому випадку з множини X   можна виділити по-
слідовність ...,...,,,, 321 nxxxx , яка має границею .  Справді, взявши послідо-
вність додатних значень ...,,...,,,, 321 n  яка прямує до ,  для кожного 

,n  ...,3,2,1n , виберемо в X  значення .nnx   Очевидно, що .lim 


n
n

x  

 Нехай   є точкою згущення множини X  – області визначення    функ-
ції ).(xfy   Число A  називають границею функції )(xfy   при ,x  якщо 
для будь-якої послідовності значень аргументу },{ nx  ,lim 


n

n
x  послідов-

ність відповідних значень функції  )( nxf  збігається до числа ,A  і записують 
,)(lim Axf

x



                                                 (4.3.5) 

або 
Axf )(  якщо .x                                           (4.3.6) 

 Аналогічно можна дати означення границі функції при .x  
 Наведене означення границі функції ґрунтується на раніше вивченому 
понятті границі числової послідовності. Такий підхід дає змогу ефективно ви-
користовувати доведені теореми для числових послідовностей з метою дослі-
дження властивостей функцій неперервного аргументу.  
 Дамо інше означення границі функції, не використовуючи границі послі-
довності. 
 Означення границі функції за Коші. Нехай функція )(xfy   визначена в 
деякій множині ,X  і a  – точка згущення цієї множини. Будемо вважати, що чи-
сла a  і A   скінченні. 
 Число A  є границею функції )(xfy   в точці ,a  якщо для будь-якого як 
завгодно малого числа 0  існує таке число ,0)(   що для всіх ,x  які за-
довольняють нерівність ,0  ax  виконується нерівність ,)(  Axf  і 
записують ,)(lim Axf

ax



 або ,)( Axf   якщо .ax          

 Отже, число A  є границею функції )(xfy   в точці ,a  тоді і тільки тоді, 
коли всі відповідні значення функції  )(xfy   потрапляють в  -окіл точки ,A  
як тільки значення аргументу потрапляють в  -окіл точки .a   
 Зазначимо, що сформульоване означення називають означенням границі 
функції в точці мовою “ -”. 
 Теорема 4.3.1. Означення границі функції за Гейне і Коші еквівалентні. 
 Дамо означення границі функції у випадку, коли .x   
 Число A  називають границею функції )(xfy   ,Xx  коли ,x  як-
що для будь-якого 0  існує таке число ,0  що з нерівності x  випливає 
нерівність .)(  Axf  
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 Нехай A  є нескінченність. У цьому випадку число A  називають грани-
цею функції ),(xfy   ,Xx  коли ,x  якщо для будь-якого ,0  існує 
таке число ,0  що з нерівності x  випливає нерівність .)( xf  
 Можна довести, що ці означення за Коші еквівалентні відповідним озна-
ченням за Гейне. 
 Отже, для такого важливого в математичному аналізі поняття, як границя 
функції, маємо два рівносильні означення. Залежно від потреби будемо корис-
туватися будь-яким з них. 
  П р и к л а д  4.3.1. Користуючись означенням границі функції, доведемо, 
що .1lim 2

1



x

x
 

  Доведемо твердження, використовуючи означення границі функції за Гейне. 
Розглянемо довільну послідовність  ,nx  таку що .1lim 


n

n
x  Тоді, використо-

вуючи теорему про границю добутку збіжних послідовностей, отримаємо 
.1limlimlim 2 


n

n
n

n
n

n
xxx   

 П р и к л а д  4.3.2. Доведемо, що функція xy sin не має границі, коли 
.x  

  Такі задачі ліпше розв’язувати, використовуючи означення границі функції за 

Гейне. Візьмемо дві послідовності  






 


2

)12( nxn  і   ,
2
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 nxn  Nn  

значень ,x  які мають границю .  Отримаємо дві послідовності значень фун-

кції: 1
2

sin
2

)12(sin 





 




 nn  і .1
2

sin
2

)12(sin 





 



 nn  Ці послі-

довності значень функції прямують до різних границь, тому функція xy sin не 
має границі, коли .x       
 Односторонні границі. У попередньому випадку під час уведення озна-
чення границі функції в точці a  змінна x  могла наближатися до a  довільним 
способом. Уведемо означення границі функції в точці a  у випадку, коли x  
прямує до ,a залишаючись меншим від a (лівостороння границя, або границя 
ліворуч), і коли x  прямує до ,a  залишаючись більшим від  a  (правостороння 
границя, або границя праворуч). Такі границі функції в точці називають одно-
сторонніми границями. 
 Дамо означення односторонніх границь мовою послідовностей, тобто за 
Гейне. 
 Число A  називають правосторонньою (лівосторонньою) границею функ-
ції )(xfy   Xx  в точці ,a  якщо для довільної збіжної до a послідовності 
 nx  Nn  такої, що axn  ),( axn   відповідна послідовність значень функції 
 )( nxf  збігається до .A  
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 Для односторонніх границь використовують такі позначення: 
)0()(lim

0



afxf

ax
 – для лівосторонньої і )0()(lim

0



afxf

ax
– для право-

сторонньої. 
 Дамо означення односторонніх границь “мовою  -”, тобто за Коші.
 Число A  називають правосторонньою (лівосторонньою) границею функ-
ції )(xfy   Xx  в точці ,a  якщо для будь-якого як завгодно малого числа 

0  існує число )(  таке, що з нерівності  axa  )( axa   ви-
пливає нерівність .)(  Axf  
 П р и к л а д  4.3.3. Доведемо, що функція xy sgn  має односторонні гра-
ниці в точці .0x  

  Нагадаємо, що функція 








.0якщо,1
,0якщо,1

sgn
x
x

xy  

Для будь-якої збіжної до нуля послідовності  nx  такої, що ,0nx  ,Nn  
відповідна послідовність значень функції ...,1...,,1,1,1   прямує до числа 

1 . Отже, .1sgnlim
0




x
x

 Аналогічно, для будь-якої збіжної до нуля послідов-

ності  nx  такої, що ,0nx  ,Nn  відповідна послідовність значень функції 
...,1...,,1,1,1  прямує до числа 1. Отже, .1sgnlim

0



x

x
    

 Теорема 4.3.2. Функція )(xfy   має границю в точці a тоді і тільки тоді, 
коли в цій точці вона має односторонні границі, і ці границі дорівнюють одна 
одній. 
 Теореми про границю функції. Виведемо деякі властивості функцій, що 
мають границю. Нехай функція )(xfy   визначена на множині X  з точкою 
згущення .a  
 Теорема 4.3.3 (про єдність границі функції в точці). Якщо в точці a  
функція )(xfy   має границю, то ця границя єдина. 
 Теорема 4.3.4. Якщо ,)(lim Axf

ax



 A– скінченне і pA  ),( qA  то для 

достатньо близьких до a значень ,x  ,ax   функція )(xf  задовольняє нерівність 
pxf )(  ).)(( qxf   

 Наслідок. Якщо ,)(lim Axf
ax




 A  – скінченне і 0A ),0( A то для достат-

ньо близьких до a значень ,x  ,ax   функція )(xf  додатна (від’ємна). 
 Теорема 4.3.5. Якщо ,)(lim Axf

ax



 A  – скінченне, то для достатньо бли-

зьких до a значень ,x  ,ax   функція )(xf  обмежена. 
 Теорема 4.3.6. Нехай функції ,)(xf )(xg  і )(xh  визначені на множині X  
з точкою згущення ,a  і для всіх Xx  виконується нерівність 

.)()()( xgxhxf   Якщо ,)(lim)(lim Axgxf
axax




 то .)(lim Axh
ax




 



КВ
М

 Теорема 4.3.7.  Якщо кожна з функцій )(xf  та )(xg  має скінченну гра-
ницю в точці ,a  то в цій точці існують границі функцій ),()( xgxf   ),()( xgxf   

)(
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 Зазначимо, що, як і у випадку границі числової послідовності, для  функ-

цій неперервного аргументу можливі невизначеності ,
0
0  ,


  ,0   .   

 П р и к л а д  4.3.4. Обчислимо границю .
9
3lim

4

81 x
x
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  У цьому випадку маємо невизначеність .
0
0  Нехай .4 xy   Тоді 
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 Деякі важливі границі. Під час обчислення границь часто доводиться ви-
користовувати дві важливі границі. 
 
 Твердження 4.3.1. Доведено, що  

.1sinlim
0


 x

x
x

                                        (4.3.7) 

 Можна довести, що  

.1
sin

lim
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 x

x
x

                                             (4.3.8) 

 П р и к л а д  4.3.5. Обчислимо границю .
5sin

lim
0 x

x
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  Уведемо заміну ,5xy   .
5
yx   Очевидно, якщо ,0x  то .0y  Отримаємо 

.
5
1

sin
lim

5
1

sin5
lim

5sin
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000
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x
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yyx
  

 Задачу можна розв’язати іншим способом. Помножимо чисельник і зна-

менник дробу на 5. Тоді ,5
5sin

5lim5
5sin5

5lim
5sin

lim
000
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x
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 оскільки як-

що ,0x  то .05 x         
 Твердження 4.3.2. Доведено, що  
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                                    (4.3.10) 

  
 З формул (4.3.9), (4.3.10) отримаємо 
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x

x

x







 


                                  (4.3.11) 

Замінимо в (4.3.11) ,0,1


x
  й отримаємо 

.)1(lim
1

0
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 П р и к л а д  4.3.6. Обчислимо границю   .ln3ln(lim xxx
x




 

  За властивостями логарифма 
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Отже,    .3lnln3ln(lim 3 


exxx
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 Границя монотонної функції. Нехай функція )(xf  визначена на деякій 
множині .X  Нагадаємо, що функція )(xf  зростає (спадає) на цій множині, як-
що для всіх ,, 21 XxXx   ,21 xx   виконується нерівність )()( 21 xfxf    
 .)()( 21 xfxf   Якщо з нерівності 21 xx   випливає нерівність )()( 21 xfxf    
 ,)()( 21 xfxf   то функцію )(xf  називають незростаючою (неспадною). Деко-
ли такі функції називають зростаючими (спадними) в широкому сенсі. Розгля-
нуті функції називають монотонними. 
  Теорема 4.3.8. Нехай функція )(xf  монотонно зростає, хоча б у широко-
му сенсі, у множині X  з точкою згущення ,a  яка є скінченною, або дорівнює 

,  причому ., Xxax   Якщо в цьому разі функція )(xf  обмежена зго-
ри, тобто ,,)( XxMxf   то при ax   функція має скінченну границю, 
якщо ж функція необмежена згори, то вона прямує до .  
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 Нескінченно великі і нескінченно малі функції. Нехай  функція )(xy   
визначена на множині ,X  і точка  a  є точкою згущення цієї множини. Зазначи-
мо, що a  може бути  ,  або  .  

Функцію )(x  називають нескінченно малою в точці a , якщо її границя в 
цій точці дорівнює нулю, тобто 

.0)(lim 


x
ax

                                             (4.3.13) 

Зазначимо, що функція )(xy   може бути нескінченно малою в заданій 
точці і не бути нескінченно малою в іншій точці. Функція може бути нескін-
ченно малою в декількох точках. Наприклад, функція )2(  xxy  є нескінченно 
малою в точках 0x  і ,2x  але не є нескінченно малою в точці ,1x тому що 

,0)2(lim
0




xx
x

  ,0)2(lim
2




xx
x

 але .2)2(lim
1




xx
x

 

Функція 
x

y 1
  є нескінченно малою при ,x  тому що .01lim 

 xx
 

Теорема 4.3.9. Сума скінченної кількості нескінченно малих функцій є 
нескінченно мала функція. 

Теорема 4.3.10. Добуток нескінченно малої функції на обмежену функ-
цію є нескінченно мала функція. 

Теорема 4.3.11. Добуток скінченної кількості нескінченно малих функцій 
є нескінченно мала функція. 

Теорема 4.3.12. Для того, щоб функція )(xfy   в точці a мала границею 
число ,A  необхідно і достатньо, щоб функція Axfx  )()(  була нескінченно 
малою в цій точці. 

Нехай  функція )(xy   визначена на множині ,X  і точка  a  є точкою 
згущення цієї множини. Зазначимо, що a  може бути  ,  або  .       

Функцію ),(xf  визначену на множині ,X  називають нескінченно вели-
кою на цій множині, якщо  

.)(lim 


xf
ax

                                       (4.3.14) 

Нескінченно малі і нескінченно великі функції пов’язані між собою. 
Теорема 4.3.13. Якщо )(x – нескінченно мала функція в точці a  і в де-

якому околі цієї точки )(x  не дорівнює нулю, то функція 
)(

1
x

  нескінченно 

велика в точці .a  Якщо )(xf   нескінченно велика в точці ,a  то функція 
)(

1
xf

 

нескінченно мала в цій точці. 
Порівняння нескінченно малих і нескінченно великих функцій. Деколи 

доводиться порівнювати дві або більше нескінченно малих або нескінченно ве-
ликих функцій.  

Нехай функції )(x  і )(x  нескінченно малі в точці .a  
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1. Якщо ,0,
)(
)(lim 





AA

x
x

ax
 то функції )(x  і )(x  називають не-

скінченно малими одного і того ж порядку і записують  )()( xOx   або 

 .)()( xOx   Якщо ,1
)(
)(lim 




 x
x

ax
 то нескінченно малі функції )(x  і )(x  на-

зивають еквівалентними нескінченно малими і записують ).(~)( xx   Якщо 

,0,
)(
)(lim 





AA

x
x

ax
 то .)(~)( xAx   

2. Якщо ,0,
)(
)(lim 






CC
x
x

kax
 то функцію )(x  називають нескін-

ченно малою порядку k  відносно нескінченно малої )(x  і записують 

 .)()( xOx k   

3. Якщо ,0
)(
)(lim 




 x
x

ax
 то функцію )(x  називають нескінченно малою 

вищого порядку малості, ніж ),(x  і записують .)(()( xox   

4. Якщо 
)(
)(lim

x
x

ax 



 не існує, то нескінченно малі )(x  і )(x  не можна 

порівняти. 
Теорема 4.3.14. Для того, щоб нескінченно малі в точці a  функції )(x і 

)(x  були еквівалентними, необхідно і достатньо, щоб їхня різниця була не-
скінченно малою функцією вищого порядку малості, ніж )(x і ).(x  
 Нехай )(x  і  )(x – нескінченно малі функції в точці a  такі, що 

,0,
)(
)(lim 





AA

x
x

ax
 тобто )(~)( xAx  і )(

)(
)( xA

x
x



  – нескінченно мала 

функція в точці .a  У цьому випадку )()()()( xxxAx  , або 
 .)()()( xoxAx                                (4.3.15) 

 Формулу (4.3.15) називають асимптотичною. 
 Теорема 4.3.15. Якщо в точці a  виконуються рівності )(~)( 1 xx   і 

)(~)( 1 xx  , то виконується рівність 

.
)(
)(lim

)(
)(lim

1

1
x
x

x
x

axax 







                                (4.3.16) 

 П р и к л а д  4.3.7. Порівняємо нескінченно малі в точці 3x  функції 
,3)( 2 xxx   .3)(  xx  

  Обчислимо 
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Отже, )(x  і )(x  – нескінченно малі функції одного порядку.       
 Доведено, що в точці 0x  
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1)  ,~sin xx   ;~sin mxmx  
2)  ,~tg xx  ;~tg mxmx  

3)  ;
2
1~cos1 2xx                                                                        (4.3.17) 

4) ;~)1ln( xx  
5) ;ln~1 axa x   

6) .~11
n
xxn   

7) ;~arcsin xx  
8) .~arctg xx  

З використанням рівностей (4.3.17) можна записати такі асимптотичні 
формули: 

1) ),(sin xoxx    ;)(sin xomxmx   
2) ),(tg xoxx   ;)(tg xomxmx   

3) );(
2
11cos 22 xoxx   

4) );()1ln( xoxx                                                              (4.3.18) 

5) );(ln1 xoaxa x   

6) ).(11 xo
n
xxn   

7) );(arcsin xoxx   
8) ).(arctg xoxx   
 

Асимптотичні формули можна застосовувати для обчислення границь. 

П р и к л а д  4.3.8. Обчислимо .
3sin

lim
75

0 x
ee xx

x




 

  З використанням асимптотичних формул отримаємо 
);(515 xoxe x    );(717 xoxe x   .)(33sin xoxx   

Тоді 
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 Нескінченно великі функції можна порівнювати між собою так, як і не-
скінченно малі функції, лише замість терміна порядок малості використовують 
термін порядок зростання.  
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  П р и к л а д  4.3.9. Доведемо, що функції 2

23)(
x

xxxf 
  і 2

3)(
x

xg   є 

еквівалентними нескінченно великими. 

  Обчислимо  
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4.3.2. Неперервність функції в точці 

 Означення неперервності функції в точці. Нехай функція )(xfy   ви-
значена на множині ,X  і точка a  є точкою згущення множини .X  Функцію 

)(xfy   називають неперервною в точці ,a  якщо існує границя функції в цій 
точці, і ця границя дорівнює значенню функції в цій точці, тобто 

).()(lim afxf
ax




                                    (4.3.19) 

На підставі означення границі функції в точці отримаємо означення непе-
рервності функції в точці за Коші. Функцію )(xfy   називають неперервною в 
точці ,a  якщо для будь-якого числа 0  існує число 0)(   таке, що для 
всіх ,Xx  які задовольняють нерівність , ax  виконується нерівність 

.)()(  afxf  
На підставі означення границі функції в точці запишемо означення непе-

рервності функції в точці за Гейне. Функцію )(xfy   називають неперервною в 
точці ,a  якщо для будь-якої послідовності значень аргументу 

,......,,,, 321 nxxxx з ,X  яка збігається до ,a  відповідна послідовність значень 
функції ...),(...,),(),(),( 321 nxfxfxfxf  збігається до ).(af  

На практиці під час дослідження функції на неперервність часто корис-
туються означенням неперервності функції, яке ґрунтується на понятті прирос-
ту функції в точці.  

Нехай функція )(xfy   визначена в усіх точках множини .X  Візьмемо 
дві довільні точки 0x  і xxx  0  з цієї множини. Число 0xxx   називають 
приростом аргументу, а число )()( 00 xfxxfy   – приростом функції 

)(xf  в точці  .0x   
Функцію )(xfy   називають неперервною в точці ,0x  якщо нескінченно 

малому приросту аргументу відповідає нескінченно малий приріст функції, 
тобто 

.0lim
0




y
x

                                              (4.3.20) 
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П р и к л а д  4.3.10. Доведемо, що функція xy sin неперервна в кожній 
точці числової осі. 
  Нехай .Ra  За означенням функція xy sin буде неперервною в точці ,a  
якщо для будь-якого числа 0  існує число 0)(   таке, що для всіх ,Rx  
які задовольняють нерівність , ax  виконується нерівність .sinsin  ax  
Доведемо, що таке   існує. Для цього запишемо 

.
2

sin2
2

sin
2

cos2sinsin axaxaxax 






  

 Оскільки значення x є близькими до ,a  то ,
22

sin
axax 


  і виконуєть-

ся співвідношення .sinsin axax   
 Отже, з останнього співвідношення отримаємо, що для будь-якого числа 

0  існує число   таке, що для всіх ,Rx  які задовольняють нерівність 
,0  xx  виконується нерівність ,sinsin  ax  а це доводить неперервність 

функції .sin xy       
 
     Наведені три означення неперервності функції в точці еквівалентні між 
собою, тобто якщо функція )(xfy   в точці 0x  неперервна за одним означен-
ням, то вона неперервна в цій точці і за іншими.  
 Нехай функція )(xfy   неперервна в точці 0x  за означенням Коші. По-
значивши  xxx  0 , отримаємо, що з нерівності x  випливає нерівність 

,)()( 00  xfxxf  або ,y  що означає .0lim
0




y
x

 

 Надалі будемо вивчати функції, визначені на деякому проміжку .X  Усі 
його точки є точками згущення. Функцію називають неперервною на проміжку 

,X  якщо вона неперервна в кожній його точці. 
 Арифметичні операції над неперервними функціями. Доведемо   тере-
му, яка виражає неперервність функцій, отриманих у результаті арифметичних 
дій над неперервними функціями. 

Теорема 4.3.16. Якщо функції )(xf  і )(xg  визначені в проміжку X  та 
неперервні в деякій точці ,0 Xx   то в цій точці неперервними є функції  

),()( xgxf   ),()( xgxf   .0)(
)(
)(

0 xg
xg
xf  

 Неперервність складеної функції. Нехай маємо складену функцію 
,),( Uuufy    .),( Xxxgu    

 Теорема 4.3.17.  Якщо функція )(xgu   неперервна в точці ,0 Xx   а фу-
нкція )(ufy   неперервна в точці ,)( 00 xgu   то функція  )(xgfy   непере-
рвна в точці .0x  
 Неперервність деяких елементарних функцій. Ціла і дробова раціона-
льні функції. Стала функція Cxf )(  неперервна в кожній точці числової пря-
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мої, тому що ).()(lim 0
0

xfCxf
xx




 Функція xxf )(  неперервна в кожній то-

чці числової прямої, тому що ).()(lim 00
0

xfxxf
xx




  

З теореми 4.3.16 отримаємо, що в будь-якій точці числової прямої функції 
,)( 2 xxxxf  ,)( 3 xxxxxf  ..., Nnxxxxxf n  ,...)(  неперервні. 

 Алгебричний поліном 01
1

1 ...)( axaxaxaxP n
n

n
n  

  як сума непе-
рервних функцій за теоремою 4.3.16 є неперервною функцією. 

 Дробова раціональна функція ,
)(
)()(

xQ
xPxR   де )(xP  і )(xQ  – алгебричні 

поліноми,  за теоремою 4.3.16 є неперервною функцією в усіх точках числової 
прямої, крім точок, де .0)( xQ  
 Тригонометричні функції. В прикладі 4.3.10 доведено, що функція 

xxf sin)(  неперервна в кожній точці числової прямої. Аналогічно можна до-
вести неперервність функції .cos)( xxf   За теоремою 4.3.16 отримаємо, що в 
своїх областях визначення неперервними є функції xxf tg)(   і .ctg)( xxf   
 Одностороння неперервність. Класифікація точок розриву. 
 З означення маємо, що функція )(xfy   буде неперервною в точці a тоді 
і тільки тоді, коли виконуються такі умови: 

1) функція )(xf  визначена не лише в околі точки ,a  а й у самій цій точці, 
тобто існує );(af  

2) існують скінченні односторонні границі функції в точці ,a тобто існує 
)0()(lim

0



afxf

ax
 і );0()(lim

0



afxf

ax
 

3) лівостороння і правостороння  границі в точці a дорівнюють одна одній, 
тобто );(lim)(lim

00
xfxf

axax 
  

4) односторонні границі в точці a  дорівнюють між собою і дорівнюють 
значенню функції в цій точці, тобто    ).()(lim)(lim

00
afxfxf

axax



 

 Якщо хоча б одна з цих умов не виконується, то в точці a функцію нази-
вають розривною. 

Функцію  )(xfy   називають неперервною в точці a  ліворуч, якщо  
),()0()(lim

0
afafxf

ax



 

 і неперервною в точці праворуч, якщо  
.)()0()(lim

0
afafxf

ax



 

Якщо ж хоча б одне зі співвідношень не справджується, то функція )(xfy   в 
точці a має розрив, відповідно, ліворуч чи праворуч. 
  Теорема 4.3.18. Для того, щоб функція )(xfy   була неперервною в точ-
ці ,a  необхідно і достатньо, щоб у цій точці вона була неперервною ліворуч і 
праворуч. 
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 П р и к л а д  4.3.11. Доведемо, що функція xxf )(  неперервна у кожній 
точці  числової прямої. 
  Якщо ,0x  то xxf )(  є неперервною. Аналогічно, якщо ,0x  то xxf )(  
теж неперервна. Отже, функція xxf )(  неперервна для  всіх 

.);0()0;( x  Доведемо, що вона неперервна в точці .0x  Обчислимо 
;0lim)(limlim)(lim

00000000



xxxxf

xxxx
 

.0lim)(limlim)(lim
00000000




xxxxf
xxxx

 

Отже, в точці 0x  існують границі ліворуч і праворуч, які дорівнюють значен-
ню функції в цій точці. Це означає, що в точці 0x  функція xxf )(  непере-
рвна.        
 Дамо класифікацію точок розриву функції. Точку a  називають точкою 
усувного розриву функції ),(xf  якщо в цій точці існує скінченна границя функ-
ції, але в точці a  функція або не визначена, або ).()(lim afxf

ax



 Наприклад, ві-

домо що .1sinlim
0


 x

x
x

 Функція 
x

xxf sin)(   не визначена в точці ,0x  не існує 

),0(f  тому точка 0x  є точкою розриву цієї функції. Цей розрив можна усуну-
ти, якщо довизначити функцію в точці 0x  значенням її границі в цій точці, 
тобто ввести нову функцію  












.0,1

;0,sin
)(1

x

x
x

x
xf  

Функція )(1 xf  неперервна на всій числовій прямій. 
Точку a  називають точкою розриву типу стрибка функції ),(xf  якщо в 

цій точці існують односторонні скінченні границі, які не дорівнюють між со-
бою, тобто ).(lim)(lim

00
xfxf

axax 
   

Точки усувного розриву і точки розриву типу стрибка називають точка-
ми розриву першого типу. 

Точку a  називають точкою розриву другого типу функції ),(xf  якщо в 
цій точці не існує хоча б однієї односторонньої границі, або хоча б одна з одно-
сторонніх границь є нескінченною. 

 
 П р и к л а д  4.3.12. Дослідимо неперервність функції  
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  Якщо ,0x  то .2)( 2  xxf  Ця функція є елементарна, тому вона непере-
рвна.  Якщо ,0x  то xxf  2)(  теж елементарна, а отже, неперервна. Отже, 
функція 
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неперервна для ,);0()0;( x  тому вона може мати розрив у точці 
.0x  Обчислимо 2)0( f  і односторонні границі цієї функції в точці :0x  

  ,22lim)(lim 2
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 Отже, ,2)0()(lim)(lim
0000




fxfxf
xx

 тобто в точці 0x  функція не-

перервна.       
 Функцію )(xfy   називають кусково-неперервною на проміжку ,X  якщо 
вона неперервна в усіх внутрішніх точках цього проміжку, за винятком, мож-
ливо, скінченної кількості точок, у яких вона має розриви першого типу. На-
приклад, функція )(xEy   – ціла частина числа x  є кусково-неперервною. 
 Неперервність і розриви монотонної функції. Розглянемо функцію 

),(xf  яка монотонно зростає (спадає) в проміжку .X  
 Теорема 4.3.19. Монотонно зростаюча (спадна) функція )(xf  може мати 
в X  лише розриви першого типу, тобто стрибки. 
 Теорема 4.3.20. Якщо значення монотонно зростаючої (спадної) в промі-
жку X  функції )(xfy   є в проміжку Y  і повністю його заповнюють так, що 
кожне значення Yy  функція набуває хоча б один раз, то ця функція непере-
рвна в .X  
 
 

4.3.3. Головні властивості неперервних функцій 

Теорема 4.3.21 (про збереження знака неперервної функції).  Нехай 
функція )(xf  неперервна в точці ,a  причому .0)( af  Тоді існує такий окіл 
точки ,a  що для всіх x з цього околу функція )(xf  має той же знак, що й .)(af  

Проходження неперервної функції через будь-які проміжні значення.   
Теорема 4.3.22 (перша теорема Больцано–Коші). Нехай функція )(xf  

неперервна на відрізку  ba ;  і на його кінцях набуває значення різних знаків. 
Тоді всередині  ba ;  існує точка ,c  в якій функція обертається в нуль, тобто 

.0)( cf  
 Сформульована теорема має простий геометричний зміст: неперервна 
крива під час переходу з нижньої координатної півплощини в верхню 
обов’язково перетинає вісь абсцис (рис. 4.3.1). 
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Рис. 4.3.1.  
Зазначимо, що вимога неперервності функції в замкнутому проміжку є 

суттєвою, тому що функція, яка має розрив хоча б в одній точці, може перейти 
від від’ємного значення до додатного, не обертаючись у нуль. Наприклад, фун-
кція 5,0)()(  xExf  ніде не набуває значення 0, хоча ,5,0)0( f  а .5,0)1( f  

Теорема 4.3.23 (друга теорема Больцано–Коші). Нехай функція 
)(xf неперервна на відрізку  ba ;  і на його кінцях набуває різних значень 

,)( Aaf   .)( Bbf   Тоді для будь-якого ,C  що є між числами A  і ,B  знайдеться 
точка  bac ;  така, що .)( Ccf   

  Нехай, для визначеності, .BCA   Розглянемо допоміжну функцію 
.)()( Cxfxg   Функція )(xg  неперервна на відрізку  ba ;  як різниця двох не-

перервних функцій і на його кінцях набуває значень різних знаків: 
,0)()(  CACafag  .0)()(  CBCbfbg  

 За першою теоремою Больцано–Коші існує така точка  ,;bac  що 
,0)( cg  тобто 0)( Ccf  або .)( Ccf        

 З другої теореми Больцано–Коші отримаємо, що значення, яких набуває 
неперервна на деякому проміжку X  функція ),(xf  повністю заповнюють де-
який проміжок .Y  
 Обмеженість неперервної функції на відрізку. Нагадаємо, що функція 

)(xf  обмежена на відрізку  ,; ba  якщо існує таке число ,0M  що для всіх 
 bax ;  виконується нерівність .)( Mxf   

 Теорема 4.3.24. Якщо функція )(xf  неперервна в точці ,c  то вона обме-
жена в деякому її околі. 
 Теорема 4.3.25 (перша теорема Вейєрштрасса). Якщо функція )(xf  ви-
значена і неперервна на відрізку  ,; ba  то вона обмежена на ньому. 
 Зазначимо, що обидві умови у формулюванні теореми є суттєвими. На-

приклад, функція ,1)( 2x
xf   задана на інтервалі  ,1;0  є неперервною на ньому, 

але необмеженою, тому що .1lim 20


 xx
 Функція  
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задана на відрізку  ,1;0  необмежена на цьому відрізку, тому що в точці 0x  
вона розривна. Існують функції, задані на інтервалі, розривні на ньому, але об-
межені на цьому інтервалі. Наприклад, функція  

 
 








3;2якщо,0
;2;0якщо,1

)(
x

x
xf  

задана на інтервалі  ,3;0  розривна в точці ,2x  але вона обмежена для всіх 
 ,3;0x  тому що 1)( xf  для цих значень .x  

 Досягнення функцією своїх точних граней. Якщо точні грані функції є її 
значеннями, то кажуть, що функція досягає своїх точних граней. 
 Теорема 4.3.26 (друга теорема Вейєрштрасса). Якщо функція )(xf  не-
перервна на відрізку  ,; ba  то вона досягає на ньому своїх точних граней, тобто 
знайдуться такі точки  ,;, 21 baxx   що 

 
),(sup)(
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1 xfMxf
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 Зазначимо, що вимога неперервності функції )(xf  на відрізку  ba;  є 
суттєвою. Наприклад, для розривної функції  xxExxf  )()(  – дробова ча-
стина числа x  під час зміни x  у будь-якому проміжку  ,;0 b ,1b  точною 
гранню значень функції є число 1, якого вона не досягає. Тому ця    функція не 
має найбільшого значення. 
 Для неперервної на відрізку функції її точну верхню грань називають 
найбільшим значенням функції, а точну нижню грань – найменшим значенням 
функції на цьому відрізку.  
 Обернена функція та її неперервність. Застосуємо вивчені властивості 
неперервної функції для доведення, за певних умов, існування оберненої функ-
ції. 
 Теорема 4.3.27. Нехай функція )(xfy   визначена, монотонно зростає 
(спадає) і неперервна на деякому проміжку .X  Тоді у відповідному проміжку Y  
значень цієї функції існує однозначна обернена функція ),(ygx   яка монотон-
но зростає (спадає) на проміжку .X  
 Деякі обернені функції та їхні властивості. Функція, обернена до сте-
пеневої функції. Розглянемо степеневу функцію з натуральним показником 

.nxy   Раніше доведено, що ця функція неперервна для .);( x  Якщо 

,,12 Nkkn   то функція 12  kxy  неперервна і зростає в інтервалі 
),;(    тому за теоремою 4.3.27 існує обернена функція ,2,12   kyx k  

або, у звичному записі, ,2,12   kxy k  яка неперервна і зростає в інтервалі 

.);(   Наприклад, функцією, оберненою до ,3xy   є функція .3 xy   Як-
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що ,,2 Nkkn   то функція kxy 2  неперервна і зростає в півінтервалі  
),;0[   тому за теоремою 4.3.27  існує обернена функція ,2k yx   або, у зви-

чному записі, ,2k xy   яка неперервна і зростає в півінтервалі .);0[    Напри-

клад, функцією, оберненою до ,4xy   є функція .4 xy   

 Логарифмічна функція. Відомо, що показникова функція ,xay   визна-
чена для  ,);( x  набуває значення з інтервалу ,);0(   зростає для 1a  

і спадає для .10  a  Доведено, що показникова функція xay   неперервна для 
,);( x  тому за теоремою 4.3.27 в інтервалі );0(  існує неперервна 

обернена функція ,log xy a  яка зростає для 1a  і спадає для .10  a  
 Обернені тригонометричні функції. Розглянемо функцію ,sin xy   ви-
значену і неперервну для ,);( x  але не  монотонну в цьому інтервалі. 

Проте на відрізку 



 


2
,

2
 функція xy sin монотонно зростає, і її значення 

заповнюють відрізок  .1;1  За теоремою 4.3.27, на  відрізку  1;1  для функції 
xy sin існує обернена функція ,arcsin xy   яка є неперервною і монотонно 

зростаючою на цьому відрізку. 
Розглянемо функцію ,cos xy   визначену і неперервну для ,);( x  

але не  монотонну в цьому інтервалі. Проте на відрізку  ,0  функція 
xy cos монотонно спадає, і її значення заповнюють відрізок  .1;1  За теоре-

мою 4.3.27, на  відрізку  1;1  для функції xy cos існує обернена функція 
,arccos xy   яка є неперервною і монотонно спадною на цьому відрізку. 

Розглянемо функцію ,tg xy   визначену, монотонно зростаючу, непере-

рвну для ,
2

;
2







 
x   яка набуває значень з проміжку .);(   За теоремою 

4.3.27, в інтервалі );(  для функції xy tg існує обернена функція 
,arctg xy   яка є неперервною і монотонно зростаючою на цьому інтервалі. 

Розглянемо функцію ,ctg xy   визначену, монотонно спадну,  непере-
рвну для  ,;0 x   яка набуває значень з проміжку .);(   За теоремою 
4.3.27, в інтервалі );(  для функції xy ctg існує обернена     функція 

,arcctg xy   яка є неперервною і монотонно спадною на цьому інтервалі. 
Розділ 5. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ  

ФУНКЦІЙ ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

5.1. Похідні і диференціали першого порядку 
5.1.1. Означення похідної 

 Розглянемо деякі задачі, які приводять до поняття похідної. 
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 Задача про дотичну до кривої. Нехай функція )(xfy   визначена в ін-
тервалі );( ba  і неперервна в точці .);(0 bax   Надамо значенню аргументу 0x  
деякого приросту x  такого, що .);(0 baxx   Точки  ))(;( 000 xfxM  і 

))(;( 00 xxfxxM  належать графіку функції )(xfy   (рис. 5.1.1).   
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Рис. 5.1.1.
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Дотичною до графіка функції )(xfy   в точці 0M  називають граничне 

положення січної ,0MM  коли точка M  уздовж  кривої )(xf прямує до точки 
0M . З означення дотичної випливає, що вона існує тоді, коли існує кутовий ко-

ефіцієнт дотичної ,tg 0k  який є граничним значенням кутового коефіцієнта 
січної ),(цtg)( xxk   тобто .)(цtglim)(lim

00
xxkk

xx



 З трикутника 

BMM 0  випливає, що  

.)()()(цtg)( 00
x

xfxxf
x
yxxk








  

 Отже, якщо в точці ))(;( 000 xfxM до графіка функції )(xfy   можна 
провести дотичну, то її кутовий коефіцієнт 

.)()(limlim)(цtglim 00
000 x

xfxxf
x
yxk

xxx 









          (5.1.1) 

 Задача про миттєву швидкість. Нехай матеріальна точка рухається 
прямолінійно, і закон руху описує функція .)(tfs   Визначимо миттєву швид-
кість руху в момент часу .0t  Надамо 0t  деякого приросту .t  У цьому випадку 
приріст шляху .)()( 00 tfttfs   Середня швидкість руху за час t   

t
tfttf

t
svc 








)()( 00 , 

а миттєва – 
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                     (5.1.2) 

 Задача про продуктивність праці. Нехай функція )(tfu   виражає кіль-
кість виробленої продукції за час .t  Визначимо продуктивність праці в момент 
часу .0t  За проміжок часу від 0t  до tt 0  кількість виробленої продукції буде 

.)()( 00 tfttfu   Середня продуктивність за час t   
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                    (5.1.3) 

 Унаслідок розв’язування різних задач отримали, що потрібно знайти гра-
ницю відношення приросту функції до приросту аргументу, якщо приріст аргу-
менту прямує до нуля. Розв’яжемо таку задачу в загальному вигляді. 

Нехай функція )(xfy   визначена в деякому проміжку .X  Надамо зна-
ченню аргументу в точці Xx 0 довільного приросту x  так, щоб точка 
  .0 Xxx   Відповідний приріст функції )(xfy    

.)()( 00 xfxxfy   
 Похідною функції )(xfy   в точці 0x  називають границю, якщо вона іс-
нує, відношення приросту функції у цій точці до приросту аргументу при 

.0x  Для позначення похідної функції в точці 0x  використовують символи 
,)( 0xf   .)( 0xy  

 Отже, 
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                      (5.1.4) 

 Якщо для деякого Xx 0  існують границі 
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              (5.1.5) 

то кажуть що в точці 0x  існує нескінченна похідна. 
 Надалі, якщо не сказано інакше, під висловлюванням “функція має похід-
ну” будемо розуміти, що функція має скінченну похідну.  
 Односторонні похідні. Якщо існує скінченна або нескінченна границя 
відношення приросту функції в точці 0x  до приросту аргументу при ,0x  

,0x ( 0,0  xx ), то її називають правосторонньою (лівосторонньою) 
похідною функції )(xfy   в точці 0x  і позначають )( 0xf  ( )( 0xf ).  

Отже, 
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 Правосторонню і лівосторонню похідні називають односторонніми похі-
дними.  
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 З використанням властивостей границі отримаємо, що функція )(xfy  , 
визначена в деякому околі точки ,0x  має похідну )( 0xf  тоді і тільки тоді, коли 
існують )( 0xf  та )( 0xf  і ).()( 00 xfxf    У цьому випадку  

).()()( 000 xfxfxf                                    (5.1.6) 
Якщо функція  )(xfy   має похідну в кожній точці проміжку ,X  причо-

му під похідною на кінцях проміжку розуміють односторонню похідну, то її 
похідна )(xf   є функцією, визначеною на множині .X  
 Механічний та геометричний зміст похідної. З використанням задачі 

про визначення миттєвої швидкості отримаємо, що границю ,lim
0 x

y
x 




 якщо во-

на існує, тобто похідну )( 0xf   можна назвати швидкістю зміни  функції 
)(xfy   в точці .0x  З задачі про проведення дотичної до графіка функції  
)(xfy   в точці 0x  отримаємо, що похідна )( 0xf   дорівнює кутовому коефіці-

єнту дотичної, проведеної в точці ,))(;( 000 xfxM  тобто ).( 0xfk   З курсу ана-
літичної геометрії відомо, що рівняння пучка прямих, які проходять через точку 

))(;( 000 xfxM має вигляд 
).()( 00 xxkxfy   

Якщо ),( 0xfk   то отримаємо рівняння дотичної 
).())(( 000 xfxxxfy                               (5.1.7) 

Напишемо рівняння дотичної у випадку .)( 0  xf  У цьому разі 
.)(lim

0



xk

x
 Рівняння січної має вигляд ).())(( 00 xfxxxky   Запишемо 

його у вигляді 
)(
)(

)(
0

0 xk
xfxx

xk
y





 і перейдемо в обох частинах  цієї рівності 

до границі при 0x : 

.
)(
)(lim)(lim

)(
lim 0

0
0

00 xk
xfxx

xk
y

xxx 


 
 

Оскільки ,)(lim
0




xk
x

 то отримаємо, що в цьому випадку рівняння  дотичної 

має вигляд 
.0xx                                                    (5.1.8) 

 Якщо в точці 0x  існує нескінченна границя ,lim
0





 x
y

x
 то ,)( 0  xf  

або .)( 0  xf  У цьому випадку графік функції )(xfy   в околі точки 0x  має 
вигляд, схематично зображений на рис. 5.1.2, 5.1.3. 
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O Ox x

y y

0x 0x
Рис. 5.1.2. Рис. 5.1.3.

)(xfy 

)(xfy 

 
 Якщо в точці 0x  існують односторонні похідні різного знака, то у цьому 
випадку графік функції )(xfy   в околі точки 0x  має вигляд, схематично зо-
бражений на рис. 5.1.4 і 5.1.5. 

OO xx 0x0x

yy

)(xfy  )(xfy 

Рис. 5.1.4. Рис. 5.1.5.

 
 Середні, сумарні і маргінальні величини в економіці. В економіці сумар-
на величина )(xf  – це будь-яка функція змінної .x  Розглядають сумарний дохід 

)(QR  або сумарні витрати )(QC  як функції обсягу випуску ,Q  обсяг випуску 
як функцію змінного ресурсу, наприклад капіталу )(KQ  або праці ).(LQ  
 Середню величину )(xAf визначають як відношення сумарної величини 

)(xf  до незалежної змінної: 

.)()(
x
xfxAf                                          (5.1.9) 

Буква A  – скорочення англійського слова Average (середнє). 

 В економіці використовують середній дохід ,)(
Q
QRAR   середні витрати 

,)(
Q
QCAC   середній продукт капіталу 

K
KQAQK

)(
  і праці .)(

K
LQAQL   
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 Маргінальна, або  гранична, величина  )(xMf  дорівнює  похідній   сумар-
ної величини, тобто 

).()( xfxMf                                         (5.1.10) 
 В економіці застосовують граничний дохід ,MR  граничні витрати MC  та 
інші граничні величини. Зазначимо що сумарні і середні величини характери-
зують стан економічного об’єкта, а граничні величини – процес зміни цього 
об’єкта. Наприклад, граничні витрати виробництва MC  наближено характери-
зують додаткові затрати на виробництво одиниці додаткової продукції. Засто-
сування диференціального числення до дослідження економічного об’єкта з ви-
користанням граничних величин називають граничним аналізом. 
 Якщо задана середня величина )(xAf , то можна визначити сумарну вели-

чину ),()( xxAfxf   і маргінальну –    )()()( xAfxxAfxMf    .)(  xAfx  
 Правило знаходження похідної. З означення похідної випливає правило 
її знаходження. Щоб знайти похідну функції ),(xfy   треба: 

1) значенню аргументу 0x  надати довільного приросту ;x  
2) у точці 0x  знайти приріст функції ;)()( 00 xfxxfy   
3) знайти відношення приросту функції до приросту аргументу: 

;)()( 00
x

xfxxf


  

4) знайти границю цього відношення (якщо вона існує) при :0x  

.)()(limlim)( 00
00

0 x
xfxxf

x
yxf

xx 









 

Якщо ця границя існує, то вона і є похідною ).( 0xf   

П р и к л а д  5.1.1. Знайдемо похідну функції 3xy   в точці .0x  
  Надамо 0x  деякого приросту x  і визначимо 

 3
0

32
0

2
0

3
0

3
0

3
0 )()(33)( xxxxxxxxxxy  

.)()(33 32
0

2
0 xxxxx   

Обчислимо 











xxx

x
xxxxx

x
y

xxxx 0
0

2
0

0

32
0

2
0

00
lim3lim3)()(33limlim

.3)(lim 2
0

2
0

xx
x




            

 П р и к л а д  5.1.2. Доведемо, що функція xy   в точці 00 x  не має по-
хідної. 
  Приріст функції xy   в точці 00 x  дорівнює .xy   

Знайдемо відношення  












.0якщо,1
,0якщо,1

x
x

x
y  

Обчислимо 
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,1lim
00





 x
y

x
   .1lim

00





 x
y

x
 

 Отже, правостороння і лівостороння похідні в точці 00 x  не дорівнюють 
одна одній, тобто в цій точці функція не має похідної.      
 

 

5.1.2. Похідні деяких елементарних функцій 

За допомогою означення похідної виведемо формули для обчислення по-
хідних деяких елементарних функцій. 

Похідна показникової функції ,xay  ,0a  .1a  
  Надамо x  деякого приросту x  і обчислимо приріст функції 

 .1  xxxxx aaaay  
 Обчислимо 

    .ln1lim1limlim
000

aa
x

aa
x

aa
x
y x

x

x
x

xx

xx












 






 

Доведемо, що   .ln1lim
0

a
x

a x

x






 Нехай ,1 za x   ).1(log zx a   Тоді  

 





















za

z

a
zaz

x

x
zz

z
z

z
x

a
1

0

000
)1(loglim

1

)1(log1
1lim

)1(log
lim1lim  

.ln
log

1 a
ea
  

 Отже, 
.ln)( aaa xx   

Звідси отримаємо 
.)( xx ee   

 Похідна функції .sin xy   
Надамо x деякого приросту x  і обчислимо приріст функції 

.
2

sin
2

cos2sin)sin( xxxxxxy 






 

  

 Обчислимо 












 











 









2

2
sin

lim
2

coslim2
sin

2
cos2

limlim
0000 x

x
xx

x

xxx

x
y

xxxx
 

.cos x  
 Отже, 
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  .cossin xx   
 Теорема 5.1.1. Нехай функція   )(xfy    строго монотонна  та   непере-
рвна в деякому околі точки 0x  і має в цій точці похідну .0)( 0  xf  Тоді обер-
нена функція )( ygx   в точці )( 00 xfy   має похідну, причому 

.
)(

1)(
0

0 xf
yg


                                           (5.1.11) 

 Наведена формула має просте геометричне трактування. Відомо, що 
00 цtg)(  xf   (див. рис. 5.1.1). Обернена функція )( ygx   має той же графік, 

що і функція )(xfy  , причому незалежна змінна для неї є на осі .Oy  Тому 

бtg)( 0  yg  (див. рис. 5.1.1). Оскільки ,
2
рцб 0   то виведену формулу можна 

звести до відомого співвідношення .
цtg
1бtg

0
  

 Зазначимо таке: якщо строго монотонна функція )(xfy  , Xx  має по-
хідну в кожній точці проміжку ,X  і 0)(  xf , то 

,
)(

1)(
xf

yg


                                     (5.1.12) 

де )( ygx   – обернена функція. 

 Формулу (5.1.12) запишемо у вигляді 

,1

y
x x

y


                                        (5.1.13) 

де нижній індекс означає, за якою змінною обчислюємо похідну. 

 Похідні функції ,arcsin xy   ,11  x   .
2
р

2
р

 y  

Функція xy arcsin  є оберненою до функції ,sin yx   яка має похідну 

.cos yxy   Оскільки ,
2
р

2
р

 y  то .0cos y  За формулою (5.1.13) отримаємо 

  .
1

1

sin1

1
cos

11arcsin
22 xyyx

yx
y

x








  

 Отже, 

  .
1

1arcsin
2x

x
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 Зазначимо, що точки 1x  і 1x  ми не розглядаємо, тому що для відпо-

відних значень 
2
р

y  і 
2
р

y  похідна yxy cos  дорівнює нулю. 

 Аналогічно можна довести, що 

  .
1

1arccos
2x

x


  

Таким же способом можна вивести формули для обчислення похідних інших 
функцій. 
 Випишемо таблицю похідних: 

1. Cy   ;0y  

2. бxy   ;1 xy  

3. xay   ;ln aay x   

4. xey   ;xey   

5. xy alog  ;
ln
1

ax
y


  

6. xy ln  ;1
x

y   

7. xy sin  ;cos xy   

8. xy cos  ;sin xy   

9. xy tg  ;
cos

1
2 x

y   

10. xy ctg  ;
sin

1
2 x

y   

11. xy arcsin  ;
1

1
2x

y


  

12. xy arccos  ;
1

1
2x

y


  

13. xy arctg  ;
1

1
2x

y
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14. xy arcctg  ;
1

1
2x

y


  

15. xy sh  ;ch xy   

16. xy ch  ;sh xy   

17. xy th  ;
ch

1
2 x

y   

18. xy cth  .
sh

1
2 x

y   

 

5.1.3. Правила обчислення похідних 

Теорема 5.1.2. Якщо функції )(xu  і )(xv в точці x мають похідну, то їхня 
сума (різниця), добуток і частка за умови 0)(  xv  мають у цій точці похідні, 
причому справджуються такі формули: 

1)   );()()()( xvxuxvxu    

2)   );()()()()()( xvxuxvxuxvxu                                          (5.1.14) 

3) 
 

.
)(

)()()()(
)(
)(

2xv
xuxvxvxu

xv
xu 











  

 Надамо x деякого приросту x . За означенням похідної отримаємо 

1)       






 x

xvxuxxvxxuxvxu
x

)()()()(lim)()(
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).()()()(lim)()(lim
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xvxu
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 Для виведення решти формул використаємо очевидну рівність 
);()()( xfxfxxf   

2)   
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x
xvxu

x
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x
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.

)(
)()()()(

2xv
xuxvxvxu 

                    

 Логарифмічна похідна. Логарифмічною похідною додатної функції 
)(xfy   називають похідну від її логарифма, тобто  

  .ln
y
yy


  

Логарифмічну похідну називають відносною швидкістю функції )(xfy  , або 
темпом зростання. 
 Визначення ставки банківського відсотка. Нехай )(tKK   – наближе-
ний розмір вкладу в момент часу .t  Визначимо приблизно ставку банківського 
відсотка. 
  Якщо відсотки нараховують один раз за період часу ,t  то за цей період 
отримаємо приріст вкладу ,tKrK   де r – номінальна ставка відсотків за рік. 
Звідси  

.
tK

Kr



  

Перейдемо до границі при :0t  

  .lnlim
0











K

K
K

tK
Kr

t
 

 
 П р и к л а д  5.1.3. Нехай ,)1()( 5,1

0  tKtK  де t – кількість років від мо-
менту відкриття вкладу; 0K  – розмір вкладу в початковий момент часу .0t  
Визначимо, як змінюється ставка банківського відсотка. 
  Ставку банківського відсотка обчислимо за формулою 

      ,
1

5,1)1ln(5,1ln)1(lnln 0
5,1

0 





t
tKtKKr  

або у відсотках 

.
1
%150




t
r  
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Отже, через два роки після відкриття вкладу ставка %50r  річних, через п’ять 
років ставка зменшилась до %25  річних. Зазначимо, що абсолютна швидкість 
вкладу зростала, тому що .015,1)( 0  tKtK         
 
 

5.1.4. Диференційованість функції. Диференціал 

 Функцію )(xfy   називають диференційованою в точці Xx 0 , якщо її 
приріст y  у цій точці можна записати у вигляді 

,)(б xxxAy                                      (5.1.15) 
де A  не залежить від ,x  а .0)(бlim

0



x

x
 

 Оскільки добутком двох нескінченно малих функцій )(б x  і x  є нескін-
ченно мала функція вищого порядку, то формулу (5.1.15) можна записати у ви-
гляді 

.)( xoxAy                                            (5.1.16) 
 Теорема 5.1.3. Для того, щоб функція )(xfy   була диференційованою в 
точці Xx 0 , необхідно і достатньо, щоб вона мала у цій точці скінченну похі-
дну. 

 Необхідність. Нехай функція )(xfy   диференційована в точці 
.0 Xx   Потрібно довести, що вона має похідну в цій точці. Якщо функція ди-

ференційована в точці ,0x  то її приріст у цій точці можна записати у вигляді 
(5.1.15). Поділимо цю рівність на :0x  

),( xA
x
y



  

і перейдемо до границі при :0x  

  .)(бlim)(бlim)(lim
00

0
0

AxAxAxf
x
y

xxx






 

 Отже, в точці Xx 0 існує похідна, і .)( 0 Axf   
 Достатність. Нехай функція )(xfy   має похідну в точці .0 Xx   По-
трібно довести, що її приріст у цій точці можна записати у вигляді (5.1.15). Не-
хай .)( 0 Axf   З означення похідної функції в точці отримаємо, що функція 

A
x
yx 




 )(б  є нескінченно малою при .0x  Помножимо обидві частини 

цієї рівності на x  і отримаємо рівність (5.1.15).   
 З доведеної теореми випливає, що можна ототожнювати поняття дифере-
нційованість та існування похідної для функції однієї змінної. Операцію знахо-
дження похідної функції називають диференціюванням функції.  
 Якщо функція )(xfy   має похідну в кожній точці проміжку ,X  то вона 
диференційована на цьому проміжку. 
 Зв’язок між поняттями диференційованості і неперервності функції опи-
сує така теорема. 
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 Теорема 5.1.4.  Якщо функція диференційована в точці ,0x  то вона непе-
рервна в цій точці. 

 Оскільки функція )(xfy   диференційована в точці ,0x  то її приріст у 
цій точці можна записати у вигляді 

.)(б xxxAy   
Перейдемо до границі при :0x  

  .0)(бlimlim)(бlimlim
0000




xxxAxxxAy
xxxx

 

 Отже, ,0lim
0




y
x

 тобто функція )(xfy   неперервна в точці .0x   

 Зазначимо, що обернене твердження неправильне, тобто функція 
)(xfy  , неперервна в точці ,0x  може не мати похідної в цій точці.          На-

приклад, функція xy   неперервна в точці 00 x , але не має похідної в цій то-
чці. 
 Приріст диференційованої в точці 0x  функції )(xfy   можна записати у 
вигляді .)( xoxAy   У цьому виразі доданок xA  є нескінченно малою 
функцією одного порядку з x , а доданок )( xo   – нескінченно малою функці-
єю вищого порядку, тобто xA  – головна частина приросту   функції y , який 
відповідає приросту аргументу .x  
 Диференціалом функції )(xfy   в точці 0x  називають головну, лінійну 
щодо x  частину приросту функції в цій точці: 

.d xAy                                                   (5.1.17) 
Оскільки з теореми 5.1.3 маємо, що ,)( 0xfA   то диференціал функції можна 
записати у вигляді 

.)(d 0 xxfy                                             (5.1.18) 
Диференціалом xd  незалежної змінної x називають її приріст .x  Тоді 

.d)(d 0 xxfy                                           (5.1.19) 
З рівності (5.1.19) отримаємо, що похідну )(xf   в будь-якій точці x  можна об-
числити як відношення диференціала функції yd  до диференціала незалежної 
змінної :dx  

.
d
d)(

x
yxf                                                  (5.1.20) 

З використанням останньої формули рівність (5.1.16) можна записати у вигляді 
).(d)()( 0 xoyxoxxfy                     (5.1.21) 

З’ясуємо геометричний зміст диференціала функції )(xfy   в точці .0x  З три-
кутника  0KBM  (рис. 5.1.1) отримаємо  .d)(цgt 00 yxxfBMKB   
Отже, диференціал функції yd  дорівнює довжині відрізка .KB  
 Оскільки ,d yy   то диференціал функції можна застосовувати до на-
ближених обчислень: 

.)()()( 000 xxfxfxxf                                (5.1.22) 
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 П р и к л а д  5.1.4. Обчислимо наближено  4 .18  
  Для розв’язування задачі використаємо формулу (5.1.22). У нашому випадку  

,)( 4 xxf   ,
4

1)(
4 3x

xf    .
44 3

0

4 04 0
x

xxxx 
  

Підставимо в останню формулу ,160 x  .2x  

 Отже, .0625,2
32
22

164

21618
4 3

44          

 Теорема 5.1.5.  Якщо )(xu  і )(xv  – диференційовані функції, то диферен-
ціали їхніх суми, добутку і частки можна обчислити за такими формулами: 

1) ,d))((d ucxcu   
 2)   ,dd)()(d vuxvxu   
 3)   ,dd)()(d vuuvxvxu   

 4) .dd
)(
)(d 2v

vuuv
xv
xu 








  

 Теорема 5.1.6. Нехай функція )(xgu   має в деякій точці Xx 0 похідну 
),( 0xgux   а функція )(ufy   має у відповідній точці )( 00 xgu   похідну  
.)( 0ufyu   Тоді складена функція ))(( xgfy   в точці Xx 0 має похідну  

),())(( 00 xgxgfy u                                   (5.1.23) 
або 

.xux uyy                                                   (5.1.24) 

 П р и к л а д  5.1.5. Обчислимо похідну функції .sin 4 xy   
  Для обчислення похідної складеної функції використаємо формулу (5.1.24). У 
нашому випадку ,sin)( xxgu   .)( 4uufy   

 Отже,    .cossin4sin 34 xxxy 


       

 П р и к л а д  5.1.6. Обчислимо похідну функції   .ln sin xxy   
  Прологарифмуємо обидві частини рівності: 

    .lnlnsinlnlnln sin xxxy x   
Обчислимо похідну обох частин останньої рівності: 

            


 xxxxxx
y
yy lnlnsinlnlnsinlnlnsinln  

  .
ln
1sinlnlncos

xx
xxx    

Отже,     xxy sinln     .
ln
1sinlnlncosln sin 






 

xx
xxxx x      

  Інваріантність форми першого диференціала. Виведемо формулу для 
диференціала складеної функції ),(ufy   ),(xgu   де функції )(uf  і )(xg  ди-
ференційовані, відповідно, в точках  u  та .x  Тоді за теоремою 5.1.6 складена 
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функція ))(( xgfy   в точці x  має похідну )),(( xgfy x  а отже, вона має ди-
ференціал 

.d))((d xxgfy x  
 Оскільки 

,)())(( xux uufxgf   
то 

,d)(d)(d uufxuufy uxu   
або 

.d)(d uufy   
 Отже, навіть у випадках, коли функція складена, зовнішній вигляд дифе-
ренціала не змінюється. Цю властивість диференціала називають властивістю 
інваріантності, тобто незмінності форми першого диференціала. 
 Похідна функції, заданої параметрично. Нехай функції ),(tx   

)(ш ty   диференційовані для кожного )в;б(t  і .0)(  t  Тоді для цих функ-
цій існують диференціали ,d)(d,d)(d ttyttx   і похідна функції 

.
)(
)(

d)(
d)(

d
d

t
t

tt
tt

x
yyx 







                               (5.1.25) 

 Це і є формула для похідної функції, заданої параметрично. Формулу 
(5.1.25) можна записати у вигляді 

.
t

t
x x

yy



                                               (5.1.26) 

 П р и к л а д  5.1.7. Обчислимо похідну функції, заданої параметрично 
,sin3 tty   .2tex    

  Обчислимо похідні ,cossin3 32 ttttyt   .2 2t
t ex   За формулою (5.1.26) 

отримаємо шукану похідну 

.
2

cossin3
2

32

t
t

t
x

e
tttt

x
yy 





      

 
 

5.2. Похідні і диференціали вищих порядків 
5.2.1. Похідні вищих порядків 

 Нехай функція )(xfy   визначена в проміжку ,X  і в деякій точці 0x  цьо-
го проміжку існує скінченна похідна ).(xf   Якщо функція )(xf   диференційо-
вана в точці 0x , то її похідну називають похідною другого порядку, або другою 

похідною функції )(xfy   в точці ,0x  і позначають ,
d

)(d
2

0
2

x
xf  ),( 0xf   ).( 0xy   
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Якщо похідна другого порядку функції )(xfy   існує в кожній точці проміжку 

,X  то її позначають ,
d

)(d
2

2

x
xf ),(xf  ).(xy   

 Отже, похідна другого порядку функції )(xfy   є похідною, якщо вона 
існує, від похідної першого порядку. Похідну від похідної другого порядку, 
якщо вона існує, називають похідною третього порядку, або третьою похід-

ною, і позначають ,
d

)(d
3

3

x
xf ),(xf  ).(xy   Маючи похідну третього порядку, мо-

жна обчислити похідну четвертого, п’ятого і вищих порядків. Нехай у кожній 
точці проміжку X  існує похідна )1( n -го порядку ).()1( xy n  Похідною n -го 
порядку функції )(xfy   називають  похідну, якщо вона існує, від похідної 

)1( n -го  порядку і позначають одним із    символів ,
d

)(d
n

n

x
xf ),()( xf n ).()( xy n  

 Отже, 

  .)1()( 
 nn yy                                     (5.2.1) 

 Загальні формули для похідних вищих порядків деяких функцій. З озна-
чення похідної n -го порядку функції )(xfy   випливає, що для її обчислення 
потрібно мати похідні до )1( n -го порядку. Виведемо формули, за якими мож-
на відразу обчислити похідні n -го порядку деяких функцій: 

1) .б,0,б Rxxy   Обчислимо похідні ,1 xy ,)1( 2 xy  

,)2)(1( 3 xy .... Звідси, використовуючи метод математичної індук-
ції,  можна вивести, що 

  .)1)...(2)(1()( )()()( nnn xnxxy            (5.2.2) 
Якщо в формулі (5.2.2) взяти ,1  то отримаємо 

.!)1())...(2)(1(1
1

1
)(


 









n

n
n

n

x
nxn

x
                (5.2.3) 

Якщо ,, Nmm   то   ,!
)(

mx
mm   і   0

)(


nmx   для ;mn   

2) .ln xy   Обчислимо   .1ln
x

xy   Використаємо формулу (5.2.3), і 

отримаємо 

;)!1()1(1)()()(
)1()1(

)1()(
n

nn
nn

x
n

x
xyxy 










                   (5.2.4) 

3) .xay   Обчислимо ,ln aay x    ,ln 2aay x .... Отже, 

  .ln)()( nxn aaxy                                          (5.2.5) 

Якщо ,xey   то 
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;)()( xn exy                                                   (5.2.6) 

4) .sin xy   Обчислимо ,
2

sincos 





 

 xxy  ),sin(sin  xxy  

.
2

3sincos 





 

 xxy  Отже, 

  ;
2

sinsin)( )()( 





 


nxxxy nn                                      (5.2.7) 

5) .cos xy   Аналогічно до попереднього випадку отримаємо 

  .
2

coscos)( )()( 





 


nxxxy nn                                          (5.2.8) 

  Правила обчислення похідних вищих порядків. Формула Лейбніца. З 
використанням означення похідної n -го порядку і правила диференціювання 
суми можна довести, що 

    ;)()( )()( nn xucxcu                                   (5.2.9) 

      .)()()()( )()()( nnn xvxuxvxu                   (5.2.10) 
Виведемо формулу для обчислення похідної n -го порядку добутку двох функ-
цій ).()( xvxuy   Обчислимо 

,vuvuy   ,2 vvuvuy  .33 vuvuvuvuy   
Зазначимо, що праві частини цих виразів аналогічні до розкладів бінома Нью-
тона ,vu   ,)( 2vu  ,)( 3vu   лише показники степенів замінені на похідні від-
повідного порядку, а функції )(xu  і )(xv  є похідними нульового порядку, тобто 

,)0( uu  .)0( vv   Методом математичної індукції можна довести, що 
  ......)()( )()()2(2)1(1)()()(   kknk

n
n

n
n

n
nnn vuCvuCvuCvuxvxuy  

.
0

)()()()1(1 


 
n

k

kknk
n

nnn
n vuCuvvuC                                                 (5.2.11) 

 П р и к л а д  5.2.1. Обчислимо похідну п’ятого порядку функції 
.sin2 xey x  

  Нехай ,)( 2xexu   .sin)( xxv   За формулами (5.2.6), (5.2.7) отримаємо 

,22)( nxn eu   .
2

sin)( 





 


nxv n  Підставимо ці вирази в (5.2.11) за :5n   

 )cossin52cos104sin108cos516sin32(2)5( xxxxxxey x

).sin38cos41(2 xxe x              
 
 

5.2.2. Диференціали вищих порядків 
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Нехай функція )(xfy   визначена в проміжку X  і в кожній точці цього 
проміжку має похідні до n -го порядку включно. Тоді для такої функції в кож-
ній точці проміжку X   існує диференціал ,d)(d xxfy   який будемо називати 
диференціалом першого порядку, або першим диференціалом функції ).(xf  Ди-
ференціал першого порядку є функцією від x . Тому функція  ,d)(d xxfy   

,constd x  є диференційованою в проміжку ,X  і вона має диференціал. Цей 
диференціал називають диференціалом другого порядку, або другим диференці-
алом функції ),(xfy   і позначають .d 2 y   

Отже, за означенням 
).(ddd 2 yy   

Підставимо в цю рівність .d y  З урахуванням ,constd x  отримаємо 

      .d)(d)(dd)(d)(dd 222 xxfxxfxxxfxxfy         (5.2.12) 
За означенням, диференціалом третього порядку, або третім диференці-

алом функції ),(xfy   називають перший диференціал від диференціала друго-
го порядку. 

Отже, 
  .d)(d)(d)(ddd 3223 xxfxxfyy                       (5.2.13) 

Аналогічно введемо поняття диференціала n -го порядку. Якщо функція 
)(xfy   має диференціал )1( n -го порядку, то диференціалом n -го порядку 

цієї функції називають диференціал першого порядку від диференціала )1( n -

го порядку і позначають .d yn  
Отже, за означенням 

).(ddd 1yy nn   
Методом математичної індукції можна довести, що 

.d)(d )( nnn xxfy                                   (5.2.14) 
З використанням (5.2.14) можна отримати формулу Лейбніца для обчис-

лення диференціала n -го порядку добутку двох функцій: 




 
n

k

kknk
n

n vuCvu
0

,dd)(d  ).d,(d 00 vvuu               (5.2.15) 

П р и к л а д  5.2.2. Обчислимо ,d10 y  якщо ,sin xxy   x незалежна змін-
на. 
  Нехай ,sin xu   .xv   За формулою (5.2.15)  

    .dsindsind)sin(dd 91
10

100
10

1010 xxCxxCxxy   
За формулами (5.2.14). (5.2.7) отримаємо 

        ,dsind5sind
2

10sindsinsind 10101010)10(10 xxxxxxxxx 





 

  

      .dcosd
2

9sindsinsind 999)9(9 xxxxxxx 
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Отже, 
  .dcos10sindcos10dsin)sin(dd 1010101010 xxxxxxxxxxxy   

 Якщо x незалежна змінна, то з формул (5.2.12)–(5.2.14) отримаємо 

,
d
d

2

2

x
yy   ,

d
d

3

3

x
yy  ..., .

d
d)(

n

n
n

x
yy                       (5.2.17) 

Похідні вищих порядків функції, яка задана параметрично. Якщо фун-
кція )(xy  задана параметрично, то похідну першого порядку можна обчислити 
за формулою (5.1.26). З використанням (5.2.17) виведемо формули для похідних 
вищих порядків функції заданої параметрично. Якщо функції )(t  і )(t  мають 
похідні другого порядку для кожного )в;б(t , то  
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Отже, 
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)()()()(

3
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txtytytxyx 


                                      (5.2.18) 

 Аналогічно можна обчислити похідні вищих порядків для функції, зада-
ної параметрично. 
 П р и к л а д  5.2.3. Нехай ,tex   .3ty   Обчислимо ''

2xy . 
  За формулами (5.1.26), (5.2.18) маємо 
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5.3. Головні теореми диференціального числення 
5.3.1. Теореми про середнє значення 

 У курсі математичного аналізу важливе місце посідають теореми про се-
реднє значення, до яких належать теореми Ферма, Ролля, Лагранжа і Коші. В 
усіх цих теоремах ідеться про те, що коли функція та її похідна першого поряд-
ку задовольняють певні умови, то всередині проміжку X  існує точка, в якій 
функція має певні властивості. Тому ці теореми називають теоремами про сере-
днє значення. 
 Теорема 5.3.1 (Ферма). Нехай функція )(xfy   визначена в деякому ін-
тервалі  ba,   й у внутрішній точці 0x  цього інтервалу набуває найбільшого 
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(найменшого) значення. Якщо в цій точці існує скінченна похідна, то 
.0)( 0  xf  

 Нехай для визначеності функція  )(xfy   набуває в точці 0x  найбіль-
шого значення. У цьому випадку для всіх  bax ,  виконується нерівність  

).()( 0xfxf   Виберемо  x  таке,  щоб   .,0 baxxx    Тоді приріст функ-

ції .0)()( 00  xfxxfy  Якщо ,0xx   тобто ,0x  то 0



x
y  і 

.0)(lim 0
'

0








xf
x
y

x
                              (5.3.1) 

Якщо ,0xx   тобто ,0x  то ,0



x
y  і 

.0)(lim 0
'

0








xf
x
y

x
                               (5.3.2) 

За умовою теореми в точці 0x  існує похідна, тому 

).()()( 0
'

0
'

0 xfxfxf                                  (5.3.3) 
З формул (5.3.1) і (5.3.2) випливає, що рівність (5.3.3) можлива лише тоді, коли 

.0)()( 0
'

0
'   xfxf  Отже, .0)( 0  xf     

 Теорема Ферма має таке геометричне трактування: якщо в точці 0x  дифе-
ренційована функція )(xfy   набуває найбільшого чи найменшого значення, 
то в точці  )(, 000 xfxM  дотична до графіка цієї функції паралельна до осі Ox  
(рис. 5.3.1). 

O x

y

0x

 )(, 000 xfxM

Рис. 5.3.1.
a b

 
 Зазначимо, що теорема неправильна, якщо функцію розглядати на відріз-
ку  ., ba  У цьому випадку функція може набувати найбільшого чи найменшого 
значення на кінцях відрізка, і похідна, якщо вона існує, на кінцях відрізка може 
не дорівнювати нулю. 

Теорема 5.3.2 (Ролля). Нехай функція )(xfy   визначена і неперервна 
на відрізку  ,, ba  диференційована в інтервалі  ba,  і на кінцях цього відрізка 
набуває однакових значень, тобто ).()( bfaf   Тоді існує точка  ,,0 bax   у 
якій .0)( 0  xf  
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 Оскільки за умовою теореми функція )(xfy   неперервна на відрізку 
 ,, ba  то за другою теоремою Вейєрштрасса вона досягає на цьому відрізку 
найбільшого M  і найменшого m  значень. Тоді можливі два випадки: mM   і 

.mM   Якщо mM  , то з нерівності Mxfm  )(  випливає, що функція )(xf  
стала і 0)(  xf  для всіх  ., bax  Якщо ,mM   то з умови )()( bfaf   отри-
маємо, що хоча б одне значення M чи m  досяжне у внутрішній точці  bax ,0  . 
Отже, існує точка  ,,0 bax   у якій функція )(xfy   набуває найбільшого чи 
найменшого значення. Тому за теоремою Ферма .0)( 0  xf    
 Геометрично теорема Ролля означає таке: якщо функція неперервна на 
відрізку  ,, ba  диференційована в інтервалі   ba,  і на кінцях відрізка набуває 
однакових значень, то хоча б в одній внутрішній точці цього відрізка дотична 
до графіка функції паралельна до осі Ox (рис. 5.3.2). 

O x

y

0x

 )(, 000 xfxM

Рис. 5.3.2.
a b

 
Зазначимо, що всі умови теореми Ролля  потрібні. Наприклад, функція 

3)( xxf   неперервна на відрізку  1,0  і диференційована в інтервалі  1,0 , але 
на кінцях цього відрізка набуває різних значень 0 і 1. Тому нема такої внутрі-
шньої точки  ,1,00 x   у якій 0)( 0  xf . 

Теорема 5.3.3 (Лагранжа). Нехай функція )(xfy   визначена і непере-
рвна на відрізку  ,, ba  диференційована хоча б в інтервалі  ba, . Тоді знайдеть-
ся хоча б одна точка  bax ,0  , у якій  

).()()(
0xf

ab
afbf 


                                     (5.3.4) 

 Уведемо допоміжну функцію 

).()()()()()( ax
ab

afbfafxfxF 



  

Ця функція задовольняє всі умови теореми Ролля. Справді, вона неперервна як 
різниця неперервних функцій. В інтервалі  ba,  вона має скінченну похідну 

.)()()()(
ab

afbfxfxF



  

Обчислимо 
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Це означає, що на кінцях відрізка  ba,  функція набуває однакових значень. За 
теоремою Ролля існує хоча б одна точка  ,,0 bax   у якій  

.0)()()()( 00 




ab

afbfxfxF  

З останньої рівності отримаємо твердження теореми.    
 Дамо геометричну інтерпретацію цієї теореми. Нехай графік функції 

)(xfy   зображений на рис. 5.3.3.  
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Рис. 5.3.3.
 

Січна, яка проходить через точки ))(,(1 afaM  і )),(,(2 bfbM  має кутовий кое-

фіцієнт .)()(
ab

afbf



 Дотична  до графіка, проведена в точці )),(,( 000 xfxM  має 

кутовий коефіцієнт ).( 0xf   Якщо функція задовольняє умови теореми Лагран-
жа, то на графіку функції знайдеться хоча б одна точка )),(,( 000 xfxM  у якій 
дотична паралельна до січної .21MM  
 Запишемо рівність (5.3.4) в іншому вигляді. Оскільки ,0 bxa   то 

.0 0 abax   Поділимо останню нерівність на :0 ab   .10 0 




ab
ax  По-

значимо ,0 



ab
ax

 .10   Тоді  )(0 abax  , .10   Запишемо рів-

ність (5.3.4) у вигляді 
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ab

afbf





 

або 
  ).()()()( ababafafbf                               (5.3.5) 



КВ
М

 Розглянемо відрізок  ,, 00 xxx   де 0x  і xx 0  належать відрізку 
 ba, . На відрізку  xxx 00 ,  виконуються умови теореми Лагранжа, тому в 
цьому випадку формулу (5.3.5) можна записати у вигляді 

.)()()( 000 xxxfxfxxf                         (5.3.6) 
Оскільки ,)()( 00 yxfxxf   то  

,)( 0 xxxfy                                                  (5.3.7) 
де .10   

Раніше отримали наближену формулу xxfy  )( 0  для обчислення 
приросту функції в точці .0x  У цій формулі відносна похибка прямує до нуля 
тільки при .0x  Формула (5.3.7) дає точне значення приросту y  функції в 
точці 0x  для будь-якого скінченного приросту аргументу .x  Тому формулу 
(5.3.7) називають формулою скінченних приростів. 

Хоч у формулі (5.3.7) число ,  зазвичай, невідоме, її дуже часто викорис-
товують у математичному аналізі. 

П р и к л а д  5.3.1. На дузі ,AB  де ,)4;8(A  ),3;1(B  кривої xy  8  ви-
значимо точку )),(;( cfcM  в якій дотична паралельна хорді .AB  
   Функція xy  8  неперервна і диференційована для  .8;x  За теоре-
мою Лагранжа, між двома значеннями аргументу 8a  і 1b  існує таке зна-

чення ,0x  що ,))8(1)(()8()1( 0  xfyy  або .
82

71
0x


  Отже, 

25,40 x  і .)5,4;25,4(M       
З теореми Лагранжа отримують твердження, які часто використовують у 

математичному аналізі. 
Теорема 5.3.4. Якщо функція )(xf  неперервна на відрізку  ,;ba  дифере-

нційована в інтервалі  ba;  і 0)(  xf  для всіх  ,;bax  то )(xf  – стала на цьо-
му відрізку. 
 Теорема 5.3.5 (Коші). Нехай функції )(xf  і )(xg  визначені і неперервні 
на відрізку  ,;ba  диференційовані в інтервалі  ba; , причому 0)(  xg . Тоді іс-
нує така точка  ,;bac  що  
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                                          (5.3.8) 

 Формулу (5.3.8) називають формулою Коші, або узагальненою формулою 
скінченних приростів. Якщо ,)( xxg   то з формули Коші отримаємо формулу 
Лагранжа. 

5.3.2. Формула Тейлора 

Формула Тейлора є однією з найважливіших формул математики. Її часто  
застосовують у різних галузях науки. 

Формула Тейлора для полінома. Нехай задано поліном  
,...)( 2

210
n

n xaxaxaaxP                                (5.3.9) 
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де naaaa ,...,,, 210  – дійсні числа, які називають коефіцієнтами полінома. Вира-
зимо коефіцієнти полінома через значення )(xP  і його похідних до    n -го по-
рядку включно в точці .0x  Продиференціюємо )(xP  n  разів: 
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n xanxaxaxaxP  
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.......................................................................................... ,              (5.3.10) 
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Підставимо в рівності (5.3.10) значення :0x  
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Формули (5.3.11) дають змогу обчислити коефіцієнти полінома через його зна-
чення і значення його похідних у точці .0x  Підставимо (5.3.11) в (5.3.9). 
Отримаємо 
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       (5.3.12) 

 Деколи доводиться записувати поліном через степені виразу )( 0xx  ,  де  
0x – деяке дійсне число: 

.)(...)()()( 0
2

02010
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n xxAxxAxxAAxP           (5.3.13) 
У цьому випадку, як і в попередньому, поліном )(xP  можна записати так: 
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Формулу (5.3.14) називають формулою Тейлора, а формулу (5.3.12) – фо-
рмулою Маклорена для полінома. 
 Формула Тейлора для довільної функції. Розглянемо довільну функцію 

),(xf  визначену на проміжку .X  Нехай функція на цьому проміжку має похідні 
до )1( n -го порядку включно. Для такої функції можна побудувати поліном 
Тейлора 
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 Поліном Тейлора і його похідні до n -го порядку включно в точці 0x  ма-
ють ті ж значення, що і функція )(xf . Якщо ж функція )(xf  не є поліномом, то 
не можна твердити, що )()( xPxf n  для всіх .Xx  Поліном Тейлора дає деяке 
наближення функції ),(xf  тобто ).()()( xrxPxf nn   

Доведено, що функцію )(xf   можна записати у вигляді 
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 Формулу (5.3.15) називають формулою Тейлора для функції )(xf  з дода-
тковим членом 
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у формі Лагранжа. 
Якщо у формулі (5.3.15) взяти ,00 x  то отримаємо формулу Маклорена: 
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 Перенесемо )( 0xf  у ліву частину рівності (5.3.15) і позначимо 
xxx  0 , ).()()( 00 xfxfxf   Отримаємо 
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Ця формула є узагальненням формули скінченних приростів Лагранжа  
,)()( 0 xcfxf   яку отримаємо з (5.3.18),  якщо .0n  

 Додатковий член (5.3.16) у формі Лагранжа дає змогу чисельно оцінити 
похибку, отриману внаслідок заміни функції )(xf  поліномом Тейлора. Часто 
трапляються випадки, коли потрібно оцінити лише порядок мализни залишко-
вого члена у формулі Тейлора. Таку оцінку можна зробити, використовуючи 
залишковий член у формі Пеано:  

  .)()( 0
n

n xxoxr                                               (5.3.19) 
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Зазначимо, що залишковий член у формі Пеано є нескінченно малою вищого 
порядку, ніж n  порівняно з ,0xx   але невідомі його значення для всіх .x  
 Якщо ,00 x  то отримаємо формулу Маклорена з залишковим членом у 
формі Пеано: 
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Перенесемо )( 0xf  у ліву частину рівності (6.3.17) і позначимо 
xxx  0 , ).()()( 00 xfxfxf   Отримаємо 
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 .)( nxo                                                        (5.3.20) 
 Розвинення деяких елементарних функцій за формулою Маклорена. 
Розглянемо розвинення деяких елементарних функцій за формулою Маклорена, 
яку запишемо у вигляді 
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де )(xrn  – залишковий член. 

1. Нехай .)( xexf   За формулою (5.2.6) отримаємо ,)()( xk exf   

,1k 2,3,.... Оскільки ,1)0( f  ,1)0()( kf ,1k 2,3,..., то за формулою (5.3.21) 
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 2. Нехай .sin)( xxf   За формулою (5.2.7) отримаємо 
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 mm mf  ,1m 2,3,..., то за формулою (5.3.21) 
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 3. Нехай .cos)( xxf   За формулою (5.2.8) отримаємо  
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 4. Нехай .,1,)1()( Rxxxf    Обчислимо похідні 

,)1()( 1 xxf ,)1)(1()( 2 xxf  ,)1)(2)(1()( 3 xxf  
....  Звідси, використовуючи метод математичної індукції,  можна вивести, що 

  .)1)(1)...(2)(1()1()( )()()( kkk xkxxf    
Обчислимо: 

,1)0( f  ).1)...(2)(1()0()(  kf k  
 Отже, 
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 5. Нехай ).1ln()( xxf   Обчислимо .
1

1)(



x

xf  Похідні вищих поряд-

ків отримаємо з формули (5.2.4): 
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Обчислимо ,0)0( f  .)!1()1()0( )1()(   kf kk  
 Отже, 
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 Формули (5.3.22)–(5.3.26) є асимптотичними формулами при ,0x  від-

повідно, для функцій xe , ,sin x  ,cos x  ,)1(  x  )1ln( x . Ці асимптотичні фор-
мули можна використовувати для обчислення границь функцій. 
 П р и к л а д  5.3.2. Розвинемо функцію xxf cosln)(   за формулою Мак-
лорена  включно до члена .4x  
  Для розв’язування задачі використаємо формули розвинення елементарних 
функцій за формулою Маклорена. З формули (5.3.24) отримаємо 
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Тепер використаємо формулу (5.3.26): 
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 Застосування формули Маклорена до наближених обчислень. Якщо у 
формулі (5.3.17) відкинути залишковий член, то отримаємо наближену форму-
лу 
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яка дає змогу замінити функцію поліномом. Похибку такої заміни можна оці-
нити, використовуючи залишковий член у формі Лагранжа: 
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  П р и к л а д  5.3.3. Скільки треба взяти доданків у формулі Тейлора для 
функції ,xe  щоб отримати поліном, який зображає цю функцію на відрізку 
 1;1  з точністю 0,001? 
  З формули (5.3.22) отримаємо наближену формулу 
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Використаємо (5.3.28), отримаємо похибку наближеної формули 

.
)!1(

)( 1



 n

x

n x
n
exr  

Оскільки 1x  і ,10   то 
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Для того, щоб виконувалася нерівність 001,0)( xrn ,  досить, щоб виконувала-

ся нерівність .001,0
)!1(

3


n
 З цієї нерівності отримаємо, що  .6n  

Отже, з точністю 0,001 отримаємо наближену формулу 
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Якщо в цій формулі взяти ,1x  то отримаємо 

.718,2
!6

1
!5

1
!4

1
!3

1
!2

1
!1

11 e                   

  
 Розкриття невизначеностей. Використаємо диференціальне числення 
функції однієї змінної до розкриття невизначеностей.  
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Розглянемо невизначеність типу .
0
0  

 Теорема 5.3.7 (перше правило Лопіталя). Нехай функції )(xf  і )(xg  
визначені на проміжку  ,; ba  мають на цьому проміжку скінченні похідні )(xf   
і ),(xg   причому ,0)(  xg  і ,0)(lim 
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                                        (5.3.29) 

 Теорему 5.3.7 називають першим правилом Лопіталя. 
Отже, відшукання границі відношення двох функцій можна звести до від-

шукання границі відношення їхніх похідних, якщо ця границя існує.  
 Зазначимо, що ax   лише для визначеності є лівим кінцем проміжку і 
внаслідок цього ax   з правого боку. Можливі випадки, що ax   є правим кі-
нцем проміжку і ax   з лівого боку. Можливо також, що ax   є внутрішньою 
точкою деякого відрізка. 
 Може трапитися, що, крім рівностей  

,0)(lim)(lim 


xgxf
axax

 

виконуються рівності  
.0)(lim)(lim 


xgxf

axax
 

Нехай  

.
)(
)(lim A

xg
xf

ax






 

Двічі застосуємо теорему Лопіталя, отримаємо 

.
)(
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)(lim A
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xf

xg
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Якщо потрібно, то теорему Лопіталя можна застосовувати декілька разів: 

.
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)(lim
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)(lim )(
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 Зазначимо, що теорему можна застосовувати й у випадку, коли a  чи 
.a  

 Розглянемо випадок невизначеності типу .

  

Теорема 5.3.8 (друге правило Лопіталя). Нехай функції )(xf  і )(xg  ви-
значені на проміжку  ,; ba  мають на цьому проміжку скінченні похідні )(xf   і 

),(xg   причому ,0)(  xg  і ,)(lim 


xf
ax

.)(lim 


xg
ax

 Якщо існує скінченна чи 
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нескінченна границя ,
)(
)(lim

xg
xf

ax 



 то існує границя ,
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 і вони дорівнюють 

одна одній: 
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                                        (5.3.30) 

 Зазначимо, що теорему можна застосовувати й у випадку, коли a  чи 
.a  

 Невизначеності 0 ,  , 1 , 00 , 0  за допомогою алгебричних пе-

ретворень можна звести до невизначеностей 
0
0  або .


  

 П р и к л а д  5.3.4. Обчислимо .
1

lnlim
1  x

x
x

 

  Перевіримо, чи виконуються умови теореми Лопіталя. Нехай ,ln)( xxf   
.1)(  xxg  Розглянемо проміжок  ,;1 b  .1b  Обчислимо границі 

,0lnlim)(lim
11




xxf
xx

 .0)1(lim)(lim
11




xxg
xx

 Визначимо похідні 

  ,1ln)(
x

xxf     011)(  xxg  для  усіх  .;1 bx   

Обчислимо  
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Отже, виконуються всі умови першого правила Лопіталя, тому 

.1
1
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lim
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lnlim
11


 

x
x

x
xx

   

5.4. Застосування диференціального числення  

до дослідження функцій 
5.4.1. Дослідження функцій 

  Ознака монотонності функції. 
 Теорема 5.4.1. Якщо функція )(xfy   диференційована в інтервалі  ba;  
і в цьому інтервалі 0)(  xf  ( 0)(  xf ), то вона не спадає (не зростає) в  ba; . 
Якщо для всіх  bax ;  виконується умова 0)(  xf  ( 0)(  xf ), то функція 

)(xfy   строго зростає (спадає) в цьому інтервалі. 
  Нехай для визначеності 0)(  xf  для всіх  .; bax  Візьмемо дві до-

вільні точки з проміжку  ba;  такі, що .21 xx   На відрізку  21; xx  функція 
)(xfy   задовольняє умови теореми Лагранжа: 

),)(()()( 1212 xxcfxfxf      .; bac                      (5.4.1) 
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Оскільки ,012  xx  і за умовою теореми 0)(  cf , то з формули  (5.4.1) отри-
маємо ,)()( 21 xfxf   тобто функція не спадає на проміжку  ba; . 
 Аналогічно можна довести теорему для всіх інших випадків.     
 Зазначимо, що умови 0)(  xf  і 0)(  xf  не є необхідними для строгого 

зростання (спадання) функції. Наприклад, функція 3)( xxf   строго зростає на 
всій числовій прямій, але 0)(  xf  для .0x   
 Теорема справджується і тоді, коли 0)(  xf  в скінченній кількості точок 
проміжку  ba; . 
 Зв’язок між знаком похідної і напрямом зміни функції має просту геомет-
ричну інтерпретацію. Відомо, що похідна функції в точці дорівнює кутовому 
коефіцієнту дотичної до графіка функції у цій точці. Тому знак цього кутового 
коефіцієнта  означає під яким кутом (гострим чи тупим) нахилена дотична до 
графіка, і, відповідно, зростає чи спадає функція.  
           П р и к л а д  5.4.1. Визначимо інтервали монотонності функції 

.2156 23  xxxy  
  Функція визначена на всій числовій прямій. Обчислимо  

.15123)( 2  xxxf  

З рівняння 0)(  xf , тобто ,015123 2  xx  отримаємо ,11 x .52 x  Мето-
дом інтервалів визначимо знаки похідної (рис. 5.4.1). 

                                      

x
 
1 5

 


)(xf 

Рис. 5.4.1.
 

 Отже, 0)(  xf  для );5()1;( x , тобто функція зростає, і 
0)(  xf  для ),5;1(x  тобто функція спадає.    

 Точки локального екстремуму. Точку 0x  називають точкою локального 
максимуму (мінімуму) функції ,)(xfy   якщо існує такий окіл   00 ; xx  
точки 0x , що для всіх  ,; 00  xxx  0xx  , виконується нерівність 

)()( 0xfxf   ( )()( 0xfxf  ).  
 Локальні максимуми і мінімуми функції називають локальними екстре-
мумами. Значення функції в точках локального максимуму (мінімуму) назива-
ють локальними максимумами (мінімумами). Локальні екстремуми – це точки, 
в яких функція набуває найбільшого (найменшого) значення порівняно з її зна-
ченнями у близьких точках, тому локальний мінімум може бути більшим, ніж 
локальний максимум (рис. 5.4.2). 
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O x

y

Рис. 5.4.2.

 
 Зазначимо, що є різниця між поняттями локального максимуму (мініму-
му) функції і найбільшим (найменшим) значенням цієї функції. Функція може 
мати декілька локальних мінімумів (максимумів), але тільки одне, якщо воно 
існує, найбільше (найменше) значення.  
 Теорема 5.4.2. Якщо функція )(xfy  диференційована в точці 0x  і має в 
цій точці локальний екстремум, то .0)( 0  xf  

 За означенням локального екстремуму існує такий інтервал 
  00 ; xx , у якому значення функції є найбільшим (найменшим). Тоді за 
теоремою Ферма похідна в цій точці дорівнює нулю, тобто .0)( 0  xf  
 Точки, у яких дотичні паралельні до осі Ox , а отже, похідна дорівнює ну-
лю, називають стаціонарними точками. Стаціонарні точки і точки, в яких по-
хідна не існує, називають критичними точками функції. Критична точка не 
завжди є точкою екстремуму. Наприклад, для функції 3)( xxf   точка 0x  є 
стаціонарною, але не є точкою локального екстремуму. Отже, теорема є необ-
хідною умовою існування локального екстремуму. 
 П р и к л а д  5.4.2. Знайдемо критичні точки функції 










.1якщо
;1якщо)(

2

xx
xxxf  

  Дослідимо неперервність цієї  функції. Для всіх 1x  і 1x  функція )(xf  

неперервна, тому що неперервні елементарні функції 2
1 )( xxf   і .)(2 xxf   

Функція )(xf  неперервна в точці ,1x  тому що 

,1lim)(lim 2
0101




xxf
xx

  ,1lim)(lim
0101




xxf
xx
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Для всіх 1x  і 1x  функція є елементарною, вона диференційована, то-

му 









.1якщо1
;1якщо2

)(
x
xx

xf  

Функція недиференційована в точці ,1x  і 0x  є розв’язком рівняння 

0)(  xf . Отже 1x  і 0x  – критичні точки цієї функції.   

 Доведемо достатні умови існування локального екстремуму. 

 Теорема 5.4.3. Нехай 0x  – критична точка функції )(xfy  , і нехай існує 
окіл   00 ; xx , у кожній точці якого, крім, можливо, точки 0x , функція 
має похідну ).(xf   Тоді 

1) якщо 0)(  xf  в інтервалі  00 ; xx   і 0)(  xf  в інтервалі  00 ; xx , 
то точка 0x  є точкою максимуму функції )(xfy  ; 

2) якщо 0)(  xf  в інтервалі  00 ; xx   і 0)(  xf  в інтервалі  00 ; xx , 
то точка 0x  є точкою мінімуму функції )(xfy  ; 

3) якщо в усіх точках інтервалу   00 ; xx  похідна 0)(  xf  або 
0)(  xf , то точка 0x  не є точкою екстремуму. 

 1) Нехай 0)(  xf  в інтервалі  00 ; xx   і 0)(  xf  в інтервалі 
 00 ; xx . Це означає, що для всіх  00 ; xxx   функція зростає, тобто 

)()( 0xfxf  , а для всіх   00 ; xxx  – спадає, тобто .)()( 0xfxf   Отже, для 
всіх  ,; 00  xxx  ,0xx   виконується нерівність )()( 0xfxf  , тобто, за 
означенням, точка 0x  є точкою максимуму функції )(xfy  . 
 Аналогічно можна довести випадок 2. 
3) Якщо похідна )(xf   не змінює знака в інтервалі   00 ; xx , то функція 

)(xfy   монотонна в цьому інтервалі, тому в ньому функція не має точок екст-
ремуму.     
 З теорем 5.4.2 і 5.4.3 випливає перше правило дослідження функції на 
екстремум. Щоб дослідити функцію )(xfy   на екстремум, треба: 

1) знайти критичні точки функції, тобто ті розв’язки рівняння 0)(  xf , які 
належать області визначення функції, і точки, що належать області визначення 
функції і в яких похідна не існує; 

2) якщо )(xf   під час переходу через критичну точку зліва направо змінює 
знак з + на –, то ця критична точка є точкою максимуму; якщо )(xf   змінює 
знак – на +, то критична точка є точкою мінімуму. Якщо )(xf   під час переходу 
через критичну точку зліва направо не  змінює знака, то критична точка не є 
точкою екстремуму. 

П р и к л а д  5.4.3. Дослідимо на екстремум функцію .5xy   
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  Функція визначена на всій числовій прямій. Визначимо критичні точки фун-
кції. Похідна функції 45)( xxf   існує на всій числовій прямій. З умови 

05)( 4  xxf  отримаємо, що 0x  – стаціонарна точка. Оскільки 

05)( 4  xxf  для всіх ,0x  то похідна не змінює знака під час переходу че-
рез критичну точку 0x . Отже, 0x  не є точкою екстремуму цієї функції.    

Теорема 5.4.4. Нехай точка 0x  є стаціонарною для функції )(xfy   і не-
хай у цій точці існує похідна другого порядку, яка не дорівнює нулю. Тоді якщо 

0)( 0  xf , то 0x  є точкою мінімуму; якщо 0)( 0  xf , то 0x  – точка максиму-
му функції )(xfy  . 
 З наведеної теореми отримаємо друге правило для дослідження функції 
на екстремум. Щоб дослідити функцію на екстремум, треба: 

1) знайти стаціонарні точки функції; 
2) знайти похідну другого порядку функції. Якщо в стаціонарній точці 

0)( 0  xf , то 0x  є точкою мінімуму; якщо 0)( 0  xf , то 0x  – точка максиму-
му функції )(xfy  . 

Зазначимо, що друге правило не можна застосовувати до тих точок, у 
яких похідна першого порядку не існує і в яких похідна другого порядку дорів-
нює нулю.  

П р и к л а д  5.4.4. Тижневий прибуток фірми, який залежить від кількості 
Q  проданого товару, описує функція  

.500020005,0)( 2  QQQ  
Визначимо максимальний тижневий прибуток фірми. 
  Визначимо критичні точки функції :)(Q  .02001,0)(  QQ  Звідси 

.2000Q  Оскільки ,001,0)(   Q  то точка 2000Q є точкою максимуму. 
Отже, для того, щоб мати максимальний тижневий прибуток, фірма повинна 
продавати 2000Q штук продукції. У цьому випадку максимальний прибуток 
фірми .00015)2000(       
 Теорема 5.4.5.  Нехай в околі точки 0x  функція )(xfy   має похідні до 

n -го порядку включно, причому в цій точці )()( xf n  неперервна. Нехай  

,0)(...)()( 0
)1(

00   xfxfxf n     .0)( 0
)( xf n  

Якщо n  парне, то точка 0x  є точкою максимуму при 0)( 0
)( xf n  і точкою мі-

німуму при .0)( 0
)( xf n  Якщо n  непарне, то точка 0x  не є точкою екстрему-

му. 
 Отже, отримаємо третє правило дослідження функції на екстремум: як-
що першою відмінною від нуля в стаціонарній точці 0x  є похідна парного по-

рядку, то точка 0x  є точкою максимуму у випадку 0)( 0
)( xf n  і точкою міні-
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муму у випадку ;0)( 0
)( xf n  якщо першою відмінною від нуля в стаціонарній 

точці 0x  є похідна непарного порядку, то точка 0x  не є точкою екстремуму. 
 П р и к л а д  5.4.5. Дослідимо на екстремум функцію .cosch)( xxxf   
  Функція xxxf cosch)(  має похідні будь-якого порядку в кожній точці 
числової прямої. Її похідна першого порядку   xxxf sinsh)(  дорівнює нулю 
тільки в одній точці 0x . Обчислимо похідні вищих порядків та їхні значення 
у стаціонарній точці :0x  

;cosch)( xxxf   ;00cos0ch)0( f  
;sinsh)( xxxf   ;00sin0sh)0( f  

;cosch)()4( xxxf   .20cos0ch)0()4( f  
Отже, першою відмінною від нуля є похідна парного порядку. Оскільки 

,0)0()4( f  то в точці 0x  функція має мінімум: .2)0(min  ff      
 Найбільше і найменше значення функції на відрізку. Нехай функція 

)(xfy   неперервна на відрізку  .; ba  Тоді за другою теоремою Вейєрштрасса 
вона на цьому відрізку досягає свого найбільшого і найменшого значень. Тео-
рема Вейєрштрасса не дає способу знаходження точок, у яких функція набуває 
цих значень. Це можуть бути як внутрішні точки відрізка  ,; ba  так і його кінці. 
Якщо функція набуває найбільшого (найменшого) значення у внутрішній точці 
відрізка, то це значення є одночасно локальним максимумом (мінімумом) фун-
кції. Звідси випливає спосіб знаходження точок, у яких функція набуває найбі-
льшого (найменшого) значення. 
 Для того щоб знайти найбільше (найменше) значення неперервної на від-
різку  ba ;  функції, треба знайти значення функції у критичних точках, що на-
лежать відрізку  ,; ba і на його кінцях. Найбільше і найменше з цих чисел є 
найбільшим і найменшим значеннями функції на відрізку  .; ba  
 П р и к л а д  5.4.6. Знайдемо найбільше і найменше значення функції 

xexxf 2)2()(   на відрізку  .3;1  
  Функція має похідну в усіх точках відрізка   ,3;1  крім точки ,0x яка є 
критичною точкою. Обчислимо 












.0якщо,)2(

;0якщо,)4)(2(
)(

xexx

xexx
xf

x

x
 

Коренями рівняння 0)(  xf  є числа 2x  і .4x  Оскільки 4x  не належить 
відрізку  ,3;1  то маємо дві критичні точки: 01 x і 22 x . Обчислимо зна-
чення функції в цих критичних точках і на кінцях відрізка: 

,4)0( f  ,0)2( f  ,9)1( ef   .)3( 3ef   
 Отже,  

 
,9)(max

3;1
exf 


 
 

.0)(min
3;1
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 Випуклість і точки перегину графіка функції. Графік функції )(xfy   
називають випуклим униз (угору) на ),;( ba  якщо він розміщений не нижче (не 
вище) від будь-якої дотичної до цього графіка на ).;( ba  Деколи графік, випук-
лий угору, називають опуклим, а випуклий униз – вгнутим. На рис. 5.4.3 пока-
зано випуклий униз графік функції )(xfy  , а на рис. 5.4.4 – випуклий угору. 
 

Рис. 5.4.3.

)(xfy 

O x
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Рис. 5.4.4.
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 Теорема 5.4.6. Якщо функція )(xfy   має на інтервалі );( ba  похідну 
другого порядку і 0)(  xf  ( 0)(  xf ) на ),;( ba  то графік функції на цьому 
проміжку випуклий униз (угору). 

 Нехай c – довільна точка інтервалу );( ba . Запишемо рівняння дотич-
ної, проведеної у точці c до графіка функції :)(xfy    

.)())(( cfcxcfY                                    (5.4.2) 
Розвинемо функцію )(xfy   в околі точки c  за формулою Тейлора для .1n  
Отже, для всіх );( bax  

.);(,)(
!2

)()(
!1

)()()( 2 bacxfcxcfcfxfy 





          (5.4.3) 
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Віднімемо від рівності (5.4.3) рівність (5.4.2): 

.)(
!2

)( 2cxfYy 


                                  (5.4.4) 

Нехай для всіх );( bax виконується нерівність .0)(  xf  Тоді з (5.4.4) 
отримаємо ,Yy   тобто для всіх );( bax графік функції лежить не нижче від 
дотичної. Це означає, що він випуклий униз. Якщо для всіх );( bax викону-
ється нерівність ,0)(  xf  то ,Yy   тобто для всіх );( bax графік функції ле-
жить не вище від дотичної. Це означає, що він випуклий угору.     
 

Точку ))(;( 000 xfxM  називають точкою перегину графіка функції 
)(xfy  , якщо в цій точці існує дотична і в деякому околі точки 0x  графік фу-

нкції має різну випуклість. 
Зазначимо, що в точці перегину дотична перетинає графік функції (рис. 

5.4.5). 
 

O x

y

0x

0M

Рис. 5.4.5.
 

Наведемо необхідну умову існування точки перегину. 
Теорема 5.4.7. Нехай точка ))(;( 000 xfxM  є точкою перегину графіка 

функції )(xfy   і в точці 0x  функція має неперервну похідну другого порядку. 
Тоді в цій точці похідна другого порядку дорівнює нулю, тобто 

.0)( 0  xf                                              (5.4.5) 
 Припустимо, що .0)( 0  xf  У цьому випадку за теоремою про збере-

ження знака неперервної функції існує окіл точки 0x , у якому ,0)( 0  xf  або 
.0)( 0  xf  За теоремою 5.4.6 це означає, що в околі точки 0x  графік функції 

випуклий угору або вниз, тобто точка 0x  не є точкою перегину графіка.  Отри-
мана суперечність доводить теорему.    
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 Зазначимо, що умова 0)( 0  xf  є необхідною умовою, тобто з того, що  
,0)( 0  xf  не завжди випливає, що точка 0x  є точкою перегину. Наприклад, 

для функції 4)( xxf   в точці 0x  виконується умова ,0)0( f  але ця точка 
не є точкою перегину. З теореми випливає, що функція має перегин у тих точ-
ках, у яких похідна другого порядку не існує або дорівнює нулю.   

Для того, щоб дослідити, чи точка 0x  є точкою перегину, потрібно вико-
ристати достатню умову існування точки перегину, яку дає така теорема. 
 Теорема 5.4.8. Нехай функція )(xfy   має в околі точки 0x  похідну дру-
гого порядку. Якщо ліворуч і праворуч від точки 0x  похідна другого порядку 
має різні знаки, то точка ))(;( 000 xfxM  є точкою перегину. 
 На підставі теорем 5.4.5–5.4.8 сформулюємо правило знаходження точок 
перегину графіка функції )(xfy  . Для того, щоб знайти точки перегину графі-
ка функції ),(xfy   треба: 

1) знайти похідну другого порядку )(xf  , прирівняти її до нуля і вибрати ті 
розв’язки рівняння 0)(  xf , які належать області визначення функції; 

2) якщо під час переходу через точку 0x  похідна другого порядку змінює 
знак, то точка ))(;( 000 xfxM є точкою перегину, якщо не змінює знака, то точка 

))(;( 000 xfxM не є точкою перегину. 
 Зазначимо, що твердження теореми 5.4.8 справджується й у випадку, коли 

)(xf   існує в деякому околі точки ,0x  крім, можливо,  точки ,0x  в якій існує 

дотична. Наприклад, функція 3)( xxf   в точці 0x  має нескінченні похідні 
всіх порядків. Дотична до графіка функції в цій точці збігається з віссю .Oy  

Оскільки похідна другого порядку 3/59
2)(

x
xf   в околі точки 0x  має різні 

знаки, то точка )0;0(O є точкою перегину графіка функції 3)( xxf  (рис. 5.4.6).  

3)( xxf 
y

xO

Рис. 5.4.6.
 

  
П р и к л а д  5.4.7. Визначимо точки перегину логістичної кривої, заданої 

рівнянням ,
1

1
kxe

y


  .0k  

  Обчислимо похідну першого порядку 
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Оскільки 0)(  xy  для всіх ,x  то функція зростає на всій числовій прямій. 
 Обчислимо похідну другого порядку  
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 Якщо ,0x  то ,0)(  xy  і графік функції випуклий униз; якщо ,0x  то 

,0)(  xy  і графік функції випуклий угору. Отже, точка 0x  є точкою переги-
ну цього графіка. Для того, щоб схематично побудувати графік кривої, обчис-
лимо 

,0
1

1lim 
  kxx e

 .1
1

1lim 
  kxx e

 

Схематичний графік цієї функції зображений на рис.  5.4.7. 

,
1

1
kxe

y 
 .0k

O x

y

1

Рис. 5.4.7.
 

 Загальна схема дослідження функції та побудова її графіка. Дослі-
дження функції і побудову її графіка з використанням диференціального чис-
лення можна виконувати в такій послідовності. 

1. Знайти область визначення функції. 
2. Знайти точки перетину графіка з осями координат. Для цього треба 

розв’язати дві системи рівнянь:  








0
);(

y
xfy

  і  







.0
);(

x
xfy

 

    Перша система рівнянь дає точки перетину з віссю Ox , друга – з .Oy  
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3. Дослідити функцію на періодичність, парність і непарність. 
4. Знайти точки розриву функції та дослідити їхній тип. 
5. Знайти асимптоти графіка функції. 
6. Знайти інтервали монотонності функції і точки екстремуму. 
7. Знайти проміжки вгнутості та опуклості функції і точки перегину. 
8. На підставі виконаного дослідження побудувати графік функції. 

П р и к л а д  5.4.8. Дослідимо функцію 2)1(
12)(






x
xxf і побудуємо її гра-

фік.  
  Для побудови графіка використаємо загальну схему дослідження функції. 

1. Функція визначена для всіх    .;11; x  
2. Знайдемо точки перетину графіка функції з осями координат. Якщо ,0x  

то ;1y  якщо ,0y  то .5,0x  Отже, точки )1;0( A  і )0;5,0(B  – точки пере-
тину графіка функції з осями координат. 

3. Оскільки 2)1(
12)(






x
xxf ,  то )()( xfxf   і ,)()( xfxf   тобто фун-

кція ні парна, ні непарна. 
4. Функція неперіодична. 
5. Функція неперервна для всіх .1x  Обчислимо границю функції в точці 

:1x  
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Отже, 1x  є точкою розриву другого типу. 
6. Знайдемо асимптоти графіка функції. Оскільки ,)(lim

01



xf

x
 то пряма 

1x є вертикальною асимптотою графіка. Знайдемо похилі асимптоти. Для 
цього обчислимо 
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Отже, пряма 0y  є асимптотою графіка функції. 
7. Для визначення проміжків монотонності і точок екстремуму знайдемо 

похідну першого порядку функції: 
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Похідна не існує для ,1x  та оскільки ця точка  не належить до області визна-
чення функції, то вона не є критичною точкою. З рівняння 0)(  xf  отримаємо 
критичну точку .0x  Вона розбиває область визначення функції на проміжки 
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 ,0;   ,1;0   .;1   Визначимо знаки похідної на кожному проміжку. Ре-
зультати досліджень зручно записувати у вигляді таблиці: 
 
x  )0;(  0 )1;0(  1 );1(   

)(xf   –  +  – 
)(xf  Спадає 1)0(min  ff  Зростає  Спадає 

 
8. Для визначення проміжків опуклості й увігнутості знайдемо похідну дру-

гого порядку: 

.
)1(

)12(2
)1(

2)( 42 



















x
x

x
xxf  

Похідна другого порядку не існує для ,1x  та оскільки ця точка  не належить 
до області визначення функції, то вона не є можливою точкою перегину графіка 
функції. З умови 0)(  xf  отримаємо .5,0x  Ця точка розбиває область ви-
значення функції на проміжки  ,5,0;    ,1;5,0   .;1   Визначимо знаки 
похідної другого порядку на кожному проміжку. Результати досліджень зручно 
записувати у вигляді таблиці: 
x  )5,0;(   -0,5 )1;5,0(  1 );1(   

)(xf   –  +  + 
)(xf  Випукла 

9
8

  
Увігнута  Увігнута 

 
Результати дослідження запишемо у таблицю: 
x  )5,0;(   5,0  )0;5,0(  0 )1;0(  1 );1(   

)(xf   –  – 0 +  – 
)(xf   – 0 +  +  + 

)(xf  Спадає, 
опукла 9

8
  

Спадає, 
увігнута 

1  Зростає, 
увігнута 

 Спадає, 
увігнута 

  
За результатами дослідження, що записані в останній таблиці, побудуємо гра-
фік функції (рис. 5.4.8). 
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Рис. 5.4.8.
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5.5. Застосування диференціального числення функцій  

однієї змінної до задач економіки 
5.5.1. Елементи граничного аналізу в економіці 

  В економіці часто використовують середні величини, наприклад, середня 
вартість продукції, середня продуктивність праці, середній дохід, середній об-
сяг продажу. Під час планування розвитку виробництва виникає потреба 
з’ясувати,  на скільки зміняться результати виробництва внаслідок зміни деяких 
чинників. Таку задачу не можна розв’язати застосовуючи середні величини, то-
му що потрібно знати прирости змінних величин. У цьому випадку потрібно 
знайти границю відношення приростів досліджуваних величин, отже, треба ви-
користовувати диференціальне числення. 

Граничні, або маргінальні, величини. Розглянемо загальну схему вве-
дення граничних величин. Якщо задано деяку величину ),(xyy   то гранична 
величина 

.
x
yMy




                                                   (5.5.1) 

Приріст x  у різних випадках задають різними способами. В одному випадку  
x  – це одиниця вимірювання величини ,x  в інших – це різниця між сусідніми 

значеннями x у таблиці, яка задає функцію ).(xyy   У теоретичних досліджен-
нях найзручніше використовувати таке означення граничної величини: 

),(xyMy                                                  (5.5.2) 
припускаючи, що функція )(xyy   диференційована. 
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Зазначимо, що поняття граничний в економіці характеризує не самі вели-
чини, а ефект їхньої зміни. 
 Нехай Q  – кількість випущеної продукції, а )(QC  – відповідні витрати 
виробництва. Граничні витрати )(QMC  визначимо як додаткові витрати, 
пов’язані з виробництвом ще однієї одиниці продукції, тобто 

,)()()( QCQQCQMC   
де .1Q  
 Використаємо рівність ,dCC   і отримаємо 

.)()(d)()( QCQQCCQCQMC   
 Відомо, що сумарний дохід можна обчислити за формулою 

),()( QfQQPQTR                                    (5.5.3) 
де ціна .)(QfP   
 Граничний, або маргінальний, дохід )(QMR  – це похідна від сумарного 
доходу, тобто 

.)()( QRTQMR                                              (5.5.4) 
Економічна суть граничного доходу полягає в тому, що граничний дохід 

приблизно дорівнює зміні сумарного доходу, якщо кількість товару зміниться 
на одиницю.  
 Нехай кількість продукції залежить лише від прикладеної праці ,L  а інші 
чинники виробництва незмінні. Наприклад, для фірми L  – кількість працівни-
ків. Розглянемо виробничу функцію .)(LfQ   Для оцінки ефективності вироб-
ництва часто використовують середню продуктивність праці 

.)()(
L
LQLAQ                                            (5.5.5) 

Дослідимо, як зміниться обсяг продукції Q  внаслідок зміни кількості працівни-
ків. Уведемо граничну продуктивність праці  

.)()( LQLMQ                                             (5.5.6) 
Гранична продуктивність праці наближено дорівнює зміні обсягу продукції 
внаслідок зміни кількості працівників на одиницю. 
 П р и к л а д  5.5.1. Виробнича функція має вигляд .5300 LLQ   Визна-
чимо граничну продуктивність праці. 

  Гранична продуктивність праці .5150)()( 
L

LQLMQ  Дослідимо, як змі-

нюється гранична продуктивність праці. Розв’яжемо рівняння  

.05150)( 
L

LQ  

Звідси .900L  Обчислимо ,75)(
3L

LQ   .0
00027

75

900

75)900(
3

Q  

Отже, якщо ,900L  то кількість виробленої продукції найбільша.     
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 П р и к л а д  5.5.2. Залежність між витратами виробництва та обсягом про-
дукції описує формула .5005,0 3 QQC   Визначимо середні і граничні витра-
ти, якщо .10Q  
  Функція середніх витрат на виробництво одиниці продукції має вигляд 


Q
QCQAC )()( .5005,0 2  Q  Якщо ,10Q  то .45)10( AC  Функція гранич-

них витрат .5015,0)()( 2  QQCQMC  Якщо ,10Q  то .35)10( MC  Отже, 
якщо середні витрати на виробництво однієї одиниці продукції становлять 45, 
то граничні витрати, тобто додаткові витрати на виробництво однієї додаткової 
одиниці продукції за заданого рівня виробництва становлять 35.     
 Максимізація прибутку. Нехай Q  – кількість виробленої продукції, 

)(QR  – функція доходу, )(QC  – функція затрат на виробництво продукції. Ви-
гляд цих функцій залежить від способу виробництва. Прибуток від реалізованої 
продукції  

).()()( QCQRQ                                   (5.5.7) 
Визначимо, за якої умови прибуток є найбільшим. З необхідної умови екстре-
муму отримаємо  

,0)()()(  QCQRQ   ),()( QCQR   
або 

).()( QMCQMR                                      (5.5.8) 
Для того, щоб точка *Q , яка є розв’язком рівняння (5.5.8), була точкою макси-
муму, потрібно, щоб виконувалась нерівність ,0)()()(   QCQRQ  або  

    .)()(  QMCQMR  
Отже, отримано відоме в макроекономіці твердження: для того, щоб прибуток 
був максимальний,  необхідно, щоб  граничний дохід дорівнював   граничним 
витратам. 
 П р и к л а д  5.5.3. Визначимо максимальний прибуток, якщо функція до-
ходу ,100)( 2QQQR   .400016937)( 23  QQQQC  
  Визначимо прибуток  

.40006936)()()( 23  QQQQCQRQ  
З необхідної умови екстремуму  

,069723)( 2  QQQ  

або .023242  QQ  Корені цього рівняння ,11 Q .232 Q  
Обчислимо ,726)(   QQ  ,066)1(   .066)23(    Максимум 

функції прибутку є при .232 Q  Максимальний прибуток .1290)23(max             
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 5.5.2. Еластичність та її застосування в економічному аналізі 

 Поняття еластичності функції. Нехай величина y залежить від вели-
чини ,x  і цю залежність описує функція ).(xfy   Унаслідок зміни незалежної 
величини x  змінюється .y  Одним із показників зміни є похідна функції 

,lim
0 x

yy
x 





 

яка характеризує швидкість зміни функції. Похідна залежить від одиниці вимі-
рювання, тому користуватися нею в економічному аналізі незручно. Тому для 
вимірювання чутливості зміни функції від зміни аргументу в економіці вивча-
ють зв’язок відносних величин. 
 Еластичністю функції )(xfy   називають границю відношення віднос-
ного приросту функції до відносного приросту аргументу, якщо приріст аргу-
менту прямує до нуля: 

).(limlim:lim)(
000

xf
y
x

x
y

y
x

y
x

x
y

x
x

y
yyE

xxx
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Отже, 

).()( xf
y
xyEx                                           (5.5.9) 

Еластичність функції означає приблизно, на скільки відсотків зміниться зна-
чення функції )(xfy  , якщо незалежна змінна x  зміниться на 1%. 

Запишемо еластичність функції в іншому вигляді.  
Оскільки  

,
)(
)(

)(
)()(

xAf
xMf

x
xf
xfxf

y
x




  

то еластичність 

,
)(
)()(

xAf
xMfyEx                                             (5.5.10) 

де )(xMf , )(xAf  – відповідно, маргінальне і середнє значення функції.  Таку 
еластичність називають граничною, або точковою.  

Оскільки   ,dlnd
y
yy     ,dlnd

x
xx   то еластичність можна записати у ви-

гляді 
 
 .lnd
lnd)(

x
yyEx                                             (5.5.11) 

 Геометрична інтерпретація. Нехай функція )(xfy   – увігнута і спад-
на (рис. 5.5.1). Визначимо еластичність функції в точці ).;( yxM  Проведемо до-
тичну до графіка функції )(xfy   в цій точці. За означенням похідної функції 
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.tg)tg()()(  xfxy  Очевидно, що .~ MNABCM   З подібності цих 

трикутників отримаємо .
AN
CM

AM
BM

  З ANM   

.
tgtg y

yyMNAN








  

 Тоді     ).()( yExy
y
x

y
y

x
AN
CM

AM
BM

x




  Отже, .)(
AM
BMyEx   

O xx

y

y

A

B



)(xfy 

Рис. 5.5.1.

);( yxM

N

C

 
 Нехай функція )(xfy   зростає і випукла вгору (рис. 5.5.2). Визначимо 

еластичність цієї функції в точці ).;( yxM   

O x
A 

)(xfy 

B

y

);( yxM



C

Рис. 5.5.2.

N

x

y

 
Проведемо дотичну до графіка функції )(xfy   в цій точці. За означен-

ням ,tg)( 
y
xy

y
xyEx  де tg   – тангенс кута нахилу дотичної, проведеної 
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до графіка функції )(xfy   в точці ).;( yxM  З трикутника 
:MBN .tgtg  xBNMN  Трикутники MBN  і  AMC  подібні, тому 

).(tg yE
y

x
MC
MN

MA
MB

x


  Отже, .)(
MA
MByEx   

 Аналогічно можна розглянути інші випадки. 
 Отже, еластичність функції в точці за абсолютною величиною дорівнює 
відношенню відстаней уздовж дотичної від заданої точки графіка     функції до 
точок перетину дотичної, відповідно, з осями Oy  та .Ox  Якщо точки перетину 
дотичної з осями координат є по один бік від точки ,M  то еластичність додатна 
(рис. 5.5.1), якщо по різні – від’ємна (рис. 5.5.2). 
 Властивості еластичності. Наведемо головні властивості еластичності. 

1. Еластичність не має розмірності, тобто її значення не залежить від того, у 
яких величинах вимірюють  x та :y  

).()( yEbyE xax                                      (5.5.12) 
2. Еластичність функції дорівнює добутку незалежної змінної x на темп змі-

ни функції   ,ln
y
yyTy


  тобто 

.)( yx TxyE                                             (5.5.13) 
3. Еластичності взаємно обернених функцій – взаємно обернені величини: 

.
)(

1)(
xE

yE
y

x                                              (5.5.14) 

4. Еластичність добутку двох функцій дорівнює сумі їхніх еластичностей: 
.)()()( vEuEvuE xxx                              (5.5.15) 

5. Еластичність частки двох функцій дорівнює різниці їхніх еластичностей: 

.)()( vEuE
v
uE xxx 





                                (5.5.16) 

6. Еластичність суми двох функцій можна обчислити за формулою 

.)()()(
vu

vEvuEuvuE xx
x 


                             (5.5.17) 

 Еластичності елементарних функцій. Обчислимо еластичності деяких 
функцій. 
1. Еластичність степеневої функції  xy  стала і дорівнює :  

  .xEx                                            (5.5.18) 

2. Еластичність показникової функції xay  пропорційна до її аргументу :x   

  .ln axaE x
x                                        (5.5.19) 

  Еластичність лінійної функції bkxy  обчислюють за формулою 

.)(
bkx

kxbkxEx 
                                   (5.5.20) 

Побудуємо графік лінійної функції для 0k  (рис. 5.5.3). 



КВ
М

O x

y

k
b


k

b
2



0)(0 yE
0)(1  yEx

1)(2/  yE kb

1)(  yEx

 )(/ yE kb
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Рис. 5.5.3.
 

У точці 
k
bx   еластичність ,)(/  yE kb  у точці 

k
bx
2

  еластич-

ність ,1)(2/  yE kb  у точці 0x  еластичність .0)(0 yE  Отримано, що для 

k
bx

2
0   еластичність ,0)(1  yEx а для 

k
bx

k
b


2

 еластичність 

.1)(  yEx  
Функції, які мають в усіх точках нескінченну еластичність, називають аб-

солютно еластичними, а ті, які мають нульову еластичність, – абсолютно не-
еластичними. 
 Типи еластичностей в економіці. Розглянемо деякі типи еластичностей, 
які часто використовують в економічному аналізі. 
 Пряму еластичність попиту )(PDQ   за ціною обчислюють за форму-
лою 

.
d
d)()(

P
Q

Q
PQEDE PP                                          (5.5.21) 

Така еластичність визначає відносну зміну у відсотках величини попиту 
на деякий товар, якщо його ціна змінилася на 1% і характеризує чутливість 
споживачів до зміни цін на продукцію. Якщо ,1)(  DEP  то попит  ела-
стичний, якщо ,0)(1  DEP  то попит нееластичний. Зокрема, якщо 

,)( DEP  то попит абсолютно еластичний, а якщо ,0)( DEP  то попит аб-
солютно нееластичний. Якщо ж  ,1)( DEP  то попит має одиничну еластич-
ність. 

Нехай )(PDQ   – кількість проданого товару. Загальний виторг продав-
ців ).()( PDPPR   Обчислимо еластичність виторгу за ціною: 

  





 )(
)(

1
)(

)()()(
)(

)( PD
PD

P
PD

PDPPDPDP
PDP

PR
R
PREP  

).(1 DEP  
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Отримано, що для еластичного попиту ,0)( REP  а для нееластичного  –
.0)( REP   

Отже, якщо попит еластичний, то внаслідок зміни ціни загальний виторг 
змінюється у  протилежному  напрямі, тобто  зі  збільшенням  ціни     загальний 
виторг зменшується, і навпаки. У цьому випадку для збільшення виторгу про-
давцям вигідно знижувати ціну. Якщо попит нееластичний, то загальний виторг 
змінюється у тому ж напрямі, що й ціна, тому для збільшення виторгу продав-
цям вигідно підвищувати ціну. 

Графічно (рис. 5.5.4) еластичність (нееластичність) кривої попиту в точці 
C  означає, що відрізок дотичної, проведеної до цієї кривої в точці C  з кінцями 
A  та B  на осях координат, ділиться точкою C  так, що відрізок AC  коротший 
(довший), ніж відрізок .BC   

O Q

P

A

B

C

)(PDQ 

Рис. 5.5.4.



 
У випадку лінійної функції попиту ,0,)(  kbkPPD  дотична до графі-

ка збігається з кривою попиту. У цьому випадку точка ,1C  в якій попит еласти-
чний, розміщена вище, ніж точка M – середина відрізка ,AB  а точка ,2C в якій 
попит нееластичний, – нижче. 
 Крім еластичності попиту за ціною, є й інші типи еластичностей. 

Еластичність попиту за доходом обчислюють формулою 

.
d
d)(

I
Q

Q
IQEI                                             (5.5.22) 

Така еластичність визначає відносну зміну у відсотках величини попиту 
на деякий товар, якщо дохід споживача змінився на 1%.  Якщо ,0)( QEI  то 
товари називають нормальними, якщо ,0)( QEI  – малоцінними. Наприклад, 
якщо еластичність попиту за доходом для деякої галузі є додатною і великою, 
то це означає, що внесок цієї галузі є більшим, ніж її частка в структурі еконо-
міки, і галузь буде розвиватися.  Навпаки, якщо еластичність попиту на проду-
кцію галузі за доходом є малою додатною або від’ємною, то можливий застій і 
скорочення виробництва. 
 Перехресну еластичність попиту за ціною визначають за формулою 
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d
d)(
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ijP P
Q

Q
PQE                                   (5.5.23) 

Така еластичність характеризує відносну зміну у відсотках величини по-
питу на одне благо внаслідок зміни ціни на інше благо, що заміняє або допов-
нює перше на 1%. Якщо ,0)( ijP QE  то одне благо заміняє інше, якщо 

,0)( ijP QE  то вони доповнюють одне одного. 
Цінову еластичність ресурсів визначають за формулою 

.
d
d)(

i
i

i
i

iP P
R

R
PRE i                                     (5.5.24) 

Така еластичність характеризує відносну зміну у відсотках величини по-
питу на деякий ресурс унаслідок зміни його ціни на 1%. 
 П р и к л а д  5.5.4. Статистичними методами отримали функції попиту 

1
17)(




P

PPD  і пропозиції ,2)(  PPS  де P  – ціна товару. Визначимо:  

1) ціну рівноваги, тобто ціну, за якої попит дорівнює пропозиції; 2) еластич-
ність попиту і пропозиції для цієї ціни; 3) зміну доходу внаслідок збільшення 
ціни на 10% від ціни рівноваги. 

  Ціну рівноваги визначимо з умови ),()( PSPD   або .2
1

17



 P

P
P

 

Розв’язками квадратного рівняння  01522  PP  є числа ,31 P  .52 P  Ці-
на рівноваги .3P  

Визначимо еластичності попиту і пропозиції. За формулою (5.5.9) отри-
маємо 

,
)1)(17(

16)(



PP

PDEP  .
2

)(



P

PSEP  

Для ціни рівноваги ;64,0)(3  DEP  .6,0)(3  SEP  
Отримані значення еластичностей за абсолютною величиною менші від 

одиниці, тому попит і пропозиція цього товару в разі ринкової ціни нееластичні 
за ціною. Це означає, що внаслідок зміни ціни не буде різкої зміни попиту і 
пропозиції. Внаслідок збільшення ціни на 1% попит зменшиться на 0,64% , а 
пропозиція збільшиться на 0,6%. 
  Унаслідок збільшення ціни на 10% від ціни рівноваги попит зменшиться 
на %4,664,010  , а дохід збільшиться на 3,6%.      
  
 

Розділ 6. ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ ФУНКЦІЙ  

ОДНІЄЇ ЗМІННОЇ 

6.1. Невизначений інтеграл 
6.1.1. Первісна і невизначений інтеграл 
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 Як уже зазначено, в економіці розглядають три типи величин: сумарні, 
середні і граничні, або маргінальні. Для опису сумарної  величини використо-
вують деяку функцію .)(xF  Наприклад, сумарний дохід R  чи сумарні затрати 
C  є функціями від обсягу Q  виробленої продукції, тобто ),(QRR   .)(QCC   
Середня величина AF  є відношенням сумарної величини )(xF  до аргументу ,x  

тобто .)()(
x
xFxAF   Наприклад, середній дохід ,)()(

Q
QRQAR   середні витрати 

.)()(
Q
QCQAC   Гранична, або маргінальна, величина дорівнює похідній від су-

марної величини, тобто .)()( xFxMF   Наприклад, граничний дохід 
,)()( QRQMR   граничні витрати .)()( QCQMC   Якщо відома сумарна вели-

чина, то дуже просто знайти середню і, використовуючи похідну, граничну ве-
личину. Нехай відома гранична величина. Потрібно знайти сумарну величину, 
тобто за заданою функцією )(xf  потрібно знайти функцію )(xF  таку, що 

).()( xfxF   Такі задачі виникають у різних галузях науки і техніки. 
 Функцію )(xF  називають первісною функції )(xf  на проміжку ,X  якщо 

)(xF  диференційована на X  і в кожній точці цього проміжку похідна функції 
)(xF  дорівнює :)(xf  

,,)()( XxxfxF                                    (6.1.1) 
або 

.d)()(d xxfxF                                       (6.1.2) 
 Зазначимо: якщо проміжок X  замкнутий, то під похідною на кінці про-
міжку розуміють відповідну односторонню похідну. Оскільки функція, яка має 
в заданій точці похідну, є неперервною у цій точці, то первісна )(xF  функції 

)(xf  неперервна на проміжку .X  
 Наприклад, функція xxF sin)(   є первісною для функції xxf cos)(   на 
проміжку  ,; X  тому що для кожного Xx  виконується рівність 

  .cossin xx   Функція xxF ln)(  є первісною для функції 
x

xf 1)(   на проміж-

ку  ,;0 X  тому що в кожній точці цього проміжку   .1ln
x

x   

 Зазначимо, що задача знаходження за заданою функцією )(xf  її первісної 
)(xF  має безліч розв’язків. Справді, якщо )(xF  – первісна для функції )(xf , то 

функція CxF )(  теж первісна для цієї функції, тому що   ).()( xfCxF   
 Теорема 6.1.1. Якщо похідна функції )(xf  дорівнює нулю на проміжку 

,X  то ця функція стала на проміжку .X  
 Теорема 6.1.2. Якщо )(xF  – первісна для функції )(xf  на проміжку ,X  
то будь-яка первісна функції )(xf  має вигляд CxF )( . 
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 Нехай )(x  – будь-яка інша первісна для функції )(xf  на проміжку .X  
Тоді на цьому проміжку ).()( xfx   Обчислимо 

  .0)()()()()()(  xfxfxFxxFx  
З теореми 6.1.1 отримаємо, що ,)()( CxFx   тобто ,)()( CxFx   де C  – 
довільна стала.      
 З теореми 6.1.2 випливає, що множина функцій  ,)( CxF   де C  – довіль-
на стала, а )(xF  – одна з первісних для функції )(xf  на проміжку ,X  утворює 
сім’ю первісних для функції )(xf . 
 Сукупність усіх первісних функцій для функції )(xf  на проміжку X  на-
зивають невизначеним інтегралом від функції )(xf  на цьому проміжку і позна-
чають символом 

.)(d)( CxFxxf                                      (6.1.3) 

 У цьому позначенні знак  називають знаком інтеграла,  змінну x  – 
змінною інтегрування, )(xf – підінтегральною функцією, xxf d)(  – підінтегра-
льним виразом. 
 Зазначимо, що будь-яку рівність, в обох частинах якої є невизначені інте-
грали, розуміють як рівність множин. 

Якщо )(xF  – будь-яка первісна функції )(xf  на проміжку ,X  то це озна-
чає, що під знаком інтеграла є диференціал функції )(xF : 

.d)(d)()(d xxfxxFxF   
Будемо вважати, що цей диференціал під знаком інтеграла можна записувати 
так: 

).(dd)(d)( xFxxFxxf                                 (6.1.4) 

Дію знаходження первісної за її похідною або невизначеного інтеграла за 
заданою підінтегральною функцією називають інтегруванням цієї функції. Ін-
тегрування є операцією, оберненою до диференціювання. Для перевірки прави-
льності виконаного інтегрування потрібно продиференціювати отриманий ре-
зультат і одержати підінтегральну функцію. 

За поняттям невизначеного інтеграла можна знайти сумарну величину, 
якщо відома маргінальна: 

.d)()( xxMfxF                                               (6.1.5) 
 
 

6.1.2. Головні властивості невизначеного інтеграла 

1. Якщо функція )(xF  диференційована на деякому проміжку ,X  то на ньо-
му  

  ,)(d CxFF                                      (6.1.6) 
або 
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.)(d)( CxFxxF                                    (6.1.7) 
2. Якщо )(xf  має первісну на проміжку ,X  то для всіх Xx виконується 

рівність 
.d)(d)(d xxfxxf                                      (6.1.8) 

 
 Зазначимо, що в цій рівності під інтегралом xxf d)(  розуміємо довільну 
первісну )(xF  функції )(xf . Тому рівність (6.1.7) можна записати у вигляді 

.d)()(d xxfxF   
3. Якщо функції )(1 xf  і )(2 xf  мають первісні на проміжку ,X  то функція 

)()( 21 xfxf   має первісну на цьому проміжку і 
  .d)(d)(d)()( 2121   xxfxxfxxfxf              (6.1.9) 

4. Якщо функція )(xf  має первісну на проміжку X  і k – дійсне число, то 
функція )(xfk   теж має первісну на X і для 0k  справджується рівність 

.d)(d)( xxfkxxfk                                 (6.1.10) 
5. Якщо функції )(1 xf  і )(2 xf  мають первісні на проміжку ,X  а 1  та 2  – 

дійсні числа, то функція )()( 2211 xfxf   має первісну на цьому проміжку і 
  .d)(d)(d)()( 22112211   xxfxxfxxfxf        (2.1.11) 

 
 

6.1.3. Табличні інтеграли 
Операція відшукання невизначеного інтеграла, яку називають інтегруван-

ням, є дією, оберненою до диференціювання. З використанням таблиці похід-
них можна записати таблицю інтегралів: 

1) ;1,
1

d
1







 Cxxx  

2) ;lnd Cx
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x
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4) ;arcsin
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d
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x

x


  

5) ;1,0,
ln

d  aaC
a

axa
x
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6)   ;d xx exe  

7)   ;cosdsin Cxxx  
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8)   ;sindcos Cxxx  

9) ;tg
cos

d
2 Cx

x
x

  

10) ;ctg
sin

d
2 Cx

x
x

  

11) ;ln
2
1d

22 C
ax
ax

aax
x






  

12) ;lnd 2
2

Ckxx
kx

x


  

13) ;chdsh Cxxx   

14) ;shdch Cxxx   

15) ;th
ch

d
2 Cx

x
x

  

16) .cth
sh

d
2 Cx

x
x

  

 Зазначимо, що похідна елементарної функції завжди є елементарною фу-
нкцією. Для невизначених інтегралів це твердження не завжди справджується, 
тобто інтеграли від деяких елементарних функцій не є елементарними функці-

ями. Такими інтегралами є: xe x d
2

   – інтеграл Пуассона, xx d)sin( 2 , 

xx d)cos( 2  – інтеграли Френзеля,  x
x

ln
d  – інтегральний логарифм, x

x
x dsin , 

x
x

x dcos  – інтегральний синус і косинус. 

Кожен з цих інтегралів не є елементарною функцією. Їх часто використову-
ють у математиці та її застосуваннях. Наприклад, інтеграл Пуассона використо-
вують у теорії ймовірностей і математичній статистиці. 

 
 
 

6.1.4. Головні методи інтегрування 

Безпосереднє інтегрування. Обчислення інтегралів з використанням го-
ловних властивостей і таблиці інтегралів називають безпосереднім інтегруван-
ням. 

П р и к л а д  6.1.1. Обчислимо інтеграл .d234
x

x
xx   
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 П р и к л а д  6.1.2. Граничний дохід фірми описує функція 

.00070 3QMR   Визначимо функцію сумарного доходу, якщо нульовий ви-
пуск продукції дає нульовий дохід. 
  За формулою (7.1.5) отримаємо функцію сумарного доходу 

  .
4

00070d00070)(
4

3 CQQQQQR    

Оскільки нульовий випуск продукції дає нульовий дохід, то з умови 0)0( R  
отримаємо .0C   

Отже, функція сумарного доходу .
4

00070)(
4QQQR       

 Метод заміни змінної. Заміна змінної інтегрування є одним з     найефек-
тивніших способів зведення невизначеного інтеграла до табличного. Такий ме-
тод називають методом заміни змінної, або методом підстановки. 
 Теорема 6.1.3. Нехай функція )(tgx   визначена і диференційована на 
деякому проміжку ,T  а X – множина значень цієї функції, яка є областю визна-
чення функції ).(xf  Тоді якщо функція )(xf  має первісну на множині ,X  то на 
множині T  справджується рівність 

  .d)()(d)( ttgtgfxxf                         (6.1.12) 
 Нехай )(xF  – первісна для функції )(xf  на проміжку .X  Обчислимо 

похідну складеної функції  :)(tgF  

       .)()()()()( tgtgftgtgFtgF x   
Отже, функція   )()( tgtgf   на множині T  має первісну  ,)(tgF  а тому  

    .d)()()(d)()( xxfCxFCtgFttgtgf            
Вираз (6.1.11) називають формулою заміни змінної у невизначеному інте-

гралі. 

 П р и к л а д  6.1.3. Обчислимо інтеграл .
)1(

d  xx
x  

  Уведемо змінну ,2tx   .d2d ttx   Отримаємо 

  .arctg2arctg2
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d2
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 Інтегрування частинами.  
 Теорема 6.1.4. Нехай функції )(xuu   та )(xvv   визначені і диференці-
йовані на проміжку X  і функція )()( xvxu  має первісну на цьому проміжку. 
Тоді на проміжку X  функція )()( xvxu   теж має первісну, і справджується фор-
мула 
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.d)()()()(d)()( xxuxvxvxuxxvxu                    (6.1.13) 
 За формулою диференціювання добутку  

  .)()()()()()( xvxuxvxuxvxu   
Звідси  

  .)()()()()()( xvxuxvxuxvxu   
Оскільки у правій частині рівності перший доданок має первісну )()( xvxu  , а 
другий має первісну за умовою теореми, то ліва частина рівності теж має перві-
сну, яку можна знайти за допомогою інтегрування.    
 Формулу (6.1.13) можна записати у вигляді 

.dd uvvuvu                                      (6.1.14) 
Формули (6.1.13) і (6.1.14) називають формулами інтегрування частинами. 
 Зазначимо, що є деякі класи функцій, які зручно інтегрувати частинами. 
Наприклад, під час обчислення інтегралів ,dsin)( xkxxPn  ,dcos)( xkxxPn    

xexP kx
n d)( , xaxP kx

n d)(  потрібно позначити )(xPu n , 

,dcosd xkxv  ,dsind xkxv  ,dtgd xkxv  ,dctgd xkxv  ,dd xev kx .dd xav kx   
Під час обчислення інтегралів ,darcsin)( xkxxPn  ,darccos)( xkxxPn  

,darctg)( xkxxPn ,darcctg)( xkxxPn  ,d)ln()( xkxxPn  xkxxP an d)(log)(  потріб-
но позначити ,arcsin kxu   ,arccoskxu   ,arctg kxu   ,arcctgkxu   ,)ln(kxu   

,)(log kxu a  .d)(d xxPv n  

Під час обчислення інтегралів ,dsin xxe x   xxe x  dcos потрібно двічі 
застосувати формулу інтегрування частинами. 

П р и к л а д  6.1.4. Обчислимо інтеграл .d2 xex x   

  Двічі застосуємо формулу інтегрування частинами: 
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6.1.5. Інтегрування раціональних функцій 

Розглянемо окремий клас функцій, невизначені інтеграли від яких є еле-
ментарними функціями, і зазначимо метод їхнього знаходження. До таких на-
лежать раціональні функції. Клас раціональних функцій складається з цілих ра-
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ціональних функцій, або поліномів, і дробових раціональних функцій, тобто фун-
кцій, які є відношенням двох поліномів. 

Розглянемо цілу раціональну функцію 
,...)( 01

1
1 axaxaxaxP n

n
n

nn  
                (6.1.15) 

де ,ia  ,0na  ),...,3,2,1( ni   – дійсні числа. Невизначений інтеграл від )(xPn  
існує і є раціональною функцією. Справді, 
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Отже, внаслідок інтегрування полінома степеня n  отримаємо поліном степеня 
.1n  

 Розглянемо дробову раціональну функцію 

,
)(
)()(

xQ
xPxf                                                (6.1.16) 

де )(xP  і )(xQ  – поліноми. 
 Алгебричний дріб (6.1.16) є правильним, якщо степінь чисельника мен-
ший, ніж степінь знаменника. Якщо степінь чисельника більший, ніж степінь 
знаменника, то дріб неправильний. Якщо дріб (6.1.16) неправильний, то за до-
помогою ділення з нього можна вилучити цілу частину, тобто поліном  
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1 cxcxcxcxM k
k
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k  

  
Унаслідок ділення двох поліномів отримаємо 

,
)(
)()(

)(
)(

xQ
xSxM

xQ
xP

  

де степінь полінома )(xS  менший, ніж степінь полінома .)(xQ  
 Отже, невизначений інтеграл від неправильного алгебричного дробу  

.d
)(
)(d)(d

)(
)( x

xQ
xSxxMx

xQ
xP    

З останньої рівності маємо, що інтегрування неправильних алгебричних дробів 
можна звести до інтегрування правильних. 

 Теорема 6.1.5. Нехай 
)(
)(

xQ
xP – правильний алгебричний дріб. Якщо  
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де ia  – попарно різні дійсні корені полінома ),(xQ  і ,042  jjj qbD  то існу-

ють дійсні числа ,)(k
iA  ,,...,2,1 ri   ,,...,2,1 ikk  )(l
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jN , ,,...,2,1 sj   

jmp ,...,2,1  такі, що 
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                                                                                    (6.1.17) 

 Невідомі коефіцієнти ,)(k
iA )(l

jM і )(l
jN можна визначити методом неви-

значених коефіцієнтів. У розкладі (6.1.17) праву частину дробу зводимо до спі-
льного знаменника і прирівнюємо чисельники дробів, які є в обох частинах рів-
ності. Два поліноми дорівнюють один одному, якщо дорівнюють один одному 
коефіцієнти біля однакових степенів .x  Прирівняємо коефіцієнти біля однако-
вих степенів ,x  і отримаємо систему лінійних алгебричних рівнянь для визна-

чення невідомих коефіцієнтів ,)(k
iA )(l

jM і )(l
jN . 

 З цієї теореми випливає, що інтегрування алгебричного дробу зведене до 
інтегрування простих дробів  
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 Визначимо інтеграли від простих дробів. 
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 П р и к л а д  6.1.5. Обчислимо інтеграл x
xx

x d
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  Розкладемо підінтегральну функцію на прості дроби: 
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Прирівняємо чисельники дробів: 
,2)1()6(  xxBxA   .26)(  xBAxBA  

Два поліноми дорівнюють один одному, якщо дорівнюють один одному коефі-
цієнти біля однакових степенів змінної:  
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6.1.6. Інтегрування ірраціональних функцій 

Інтеграли від ірраціональних функцій, здебільшого, не є елементарними 
функціями. Розглянемо деякі типи ірраціональних функцій, інтеграли від яких є 
елементарними функціями. Для таких інтегралів можна визначити підстановки, 
які зводять невизначений інтеграл від ірраціональної функції до інтеграла від 
раціональної функції. Такий метод інтегрування ірраціональних функцій нази-
вають методом раціоналізації. 

Обчислимо невизначений інтеграл 
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                (6.1.18) 
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де R  – раціональна функція; числа srrr ,...,, 21  – раціональні, і .0
dc
ba

 

 Нехай m – спільний знаменник чисел srrr ,...,, 21 . Тоді ,
m
pr i

i   ip – ціле, 

.,...,2,1 si   Уведемо заміну 

.
dcx
baxtm




                                             (6.1.19) 

Звідси 

).(tf
tca

btdx m

m





                                        (6.1.20) 

Функція )(tf  раціональна, тому її похідна )(tf   теж раціональна. 
 Обчислимо 

;d)(d ttfx                                              (6.1.21) 
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  .,...,2,1 si                   (6.1.22) 

Підставимо (6.1.20) – (6.1.22) у (6.1.18): 
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 – раціональна функція. 

 Отже, обчислення інтеграла (6.1.18) зведене до інтегрування дробової ра-
ціональної функції. Після обчислення інтеграла потрібно використати заміну  

.m
dcx
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 Частковими випадками інтеграла (6.1.18) є такі інтеграли: 

  xbaxbaxbaxxR srrr d)(,...,)(,)(, 21   і   .d,...,,, 21 xxxxxR srrr  

 П р и к л а д  6.1.6. Обчислимо інтеграл   .d3

3
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x 

 

  Найменше спільне кратне чисел 21 n  і 32 n  дорівнює 6, тому застосуємо 

підстановку .6tx   Обчислимо ,d6d 5 ttx   ,3tx   .23 tx   Отримаємо 
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6.1.7. Інтегрування тригонометричних функцій 

 Розглянемо інтеграл .d)cos,(sin xxxR  Такі інтеграли завжди можна зве-

сти до інтегралів від раціональної функції за допомогою універсальної триго-
нометричної підстановки 

.
2

tg xt                                               (6.1.23) 
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              (6.1.26) 
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 П р и к л а д  6.1.7. Обчислимо інтеграл .
5cos4sin3

d  xx
x  

  Для обчислення інтеграла використаємо універсальну тригонометричну під-
становку. За формулами (6.1.23)–(6.1.26) отримаємо 
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 Зазначимо, що хоча універсальна тригонометрична підстановка завжди 

дає змогу звести інтеграл xxxR d)cos,(sin  до інтеграла від раціональної фун-
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кції, її застосування часто приводить до громіздких обчислень. Тому під час 
обчислення таких інтегралів використовують і інші методи. Розглянемо деякі 
випадки. 

1. Якщо ),cos,(sin)cos,sin( xxRxxR   то застосуємо підстановку 
.cos xt   

2. Якщо ),cos,(sin)cos,(sin xxRxxR   то застосуємо підстановку 
.sin xt   

3. Якщо ),cos,(sin)cos,sin( xxRxxR   то застосуємо підстановку 
xt tg  або .ctg xt   

П р и к л а д  6.1.8. Обчислимо .
cos

dsin
4

3

 x
xx  

  Під час заміни xsin  на xsin  підінтегральна функція змінює знак на проти-
лежний, тому застосуємо підстановку ,cos xt   .dsind xxt   

Тоді 
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Інтеграли ,dcossin xnxmx  ,dcoscos xnxmx  xnxmx dsinsin  можна об-

числити, використавши формули перетворення добутку тригонометричних фу-
нкцій у суму: 

 ,)sin()sin(
2
1cossin xnmxnmnxmx   

 ,)cos()cos(
2
1coscos xnmxnmnxmx   

 .)cos()cos(
2
1sinsin xnmxnmnxmx   

 П р и к л а д  6.1.9. Обчислимо інтеграл .d2cos4sin xxx  

  Застосуємо формули перетворення добутку тригонометричних функцій у су-
му, отримаємо 

    )2(d2sin
4
1)6(d6sin

12
1d2sin6sin

2
1d2cos4sin xxxxxxxxxx

.2cos
4
16cos

12
1 Cxx        

 

 

6.2. Визначений інтеграл 
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6.2.1. Означення й умови існування визначеного інтеграла 

 Нехай функція )(xf  визначена на відрізку  .; ba  Розіб’ємо цей відрізок  
на n довільних частин точками  

....... 1210 bxxxxxxa nii                   (6.2.1) 
Сукупність точок nxxx ,...,, 10  будемо називати  - розбиттям відрізка  .; ba  На 
кожному відрізку  ii xx ;1  довжиною 1 iii xxx  виберемо довільну точку 

,i  ,1 iii xx   ni ,...,3,2,1   і утворимо суму  
  nnn xfxfxff )(...)()(),...,,,( 221121  

  ,)(
1




n

i
ii xf                                                                                                       (6.2.2) 

яку будемо називати інтегральною сумою Рімана для функції )(xf  на відрізку 
 .; ba   

Якщо функція )(xf набуває невід’ємних значень на відрізку  ,; ba  то 
геометрично інтегральна сума дорівнює сумі площ прямокутників з основами 

ix  та висотами )( if   (рис. 6.2.1). 

O x

y

a bi

)( if 

Рис. 6.2.1.

1ix ix

 
            Позначимо через   довжину найбільшого часткового відрізка ix  задано-
го розбиття: 

.}{max
1

i
ni

x


                                             (6.2.3) 

Зазначимо, що інтегральна сума відповідає заданому розбиттю   і зада-
ному вибору проміжних точок .i  
 Будемо розбивати відрізок  ba ;  за допомогою розбиттів ,1 ,2 ..., ,k .... 
Послідовність розбиттів  k  називають основною, якщо відповідна послідов-
ність значень ,1 ,2 ..., ,k ... збігається до нуля. На кожному відрізку 
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 Функцію )(xf  називають інтегрованою на відрізку  ,; ba  якщо існує та-
ке число ,I  що для будь-якої основної послідовності розбиттів  k  і для будь-

якого вибору точок )(k
i  існує границя послідовності інтегральних сум ,)(k

  

яка дорівнює ,I  тобто 

 .)(lim
1

)()(
0




n

i

k
i

k
i xfI

k
                                      (6.2.5) 

 У цьому випадку число I  називають визначеним інтегралом від функції 
)(xf  на відрізку  ba ;  і позначають символом 

.d)( xxfI
b

a
                                                (6.2.6) 

Числа a  і b  називають, відповідно, нижньою і верхньою межами інтег-
рування, )(xf  – підінтегральною функцією, x – змінною інтегрування. 
 Це означення визначеного інтеграла мовою послідовностей. Можна дати 
означення визначеного інтеграла мовою "."   
 Число I  називають визначеним інтегралом від функції )(xf  на відрізку 
 ba ; , якщо для будь-якого 0  існує таке ,0  що для будь-якого основного 
розбиття   і для будь-якого вибору точок   iii xx ;1  виконується нерівність 

.)(
1




Ixf
n

i
ii                                           (6.2.7) 

 Можна довести, що обидва означення рівносильні. 
Сформулюємо необхідну умову інтегрованості функції. 

 Теорема 6.2.1. Інтегрована на відрізку  ba ;  функція )(xf  обмежена на 
цьому відрізку. 

 Припустимо, що функція не обмежена на відрізку   .; ba  Тоді для 
будь-якого розбиття цього відрізка функція не обмежена хоча б на одному час-
тковому інтервалі, наприклад, на  .; 10 xx  Візьмемо на решті часткових відріз-
ків довільні точки ,i  ni ,...,3,2  і складемо суму 

.)(...)()( 3322 nn xfxfxf   
Оскільки функція не обмежена на відрізку  ,; 10 xx  то для будь-якого додатно-
го числа M можна вибрати таку точку  ,; 101 xx  що  
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 Отримаємо, що  

.)()( 1111 Mxfxf   
Отже, якщо функція не обмежена на відрізку   ,; ba  то можна вибрати таке 
розбиття цього відрізка, що інтегральна сума буде більшою, ніж будь-яке число 

.0M  Це означає, що вона не має скінченної границі при ,0  тобто )(xf  не 
інтегрована на відрізку   ,; ba  що суперечить умові теореми.      
 Зазначимо, що обернене твердження неправильне, тобто обмежена на 
відрізку функція може бути неінтегрована на ньому. Наприклад, функція Діріх-
ле 









числоьнеірраціонал якщо,0

число;ераціональн якщо,1
)(

х
х

xf  

неінтегрована на відрізку  .1;0  Справді, якщо для будь-якого розбиття цього 
відрізка вибрати i  раціональними точками, то 1)( if , тому  інтегральна су-

ма .1)(
11
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ii xxf  Якщо ж для будь-якого розбиття цього відрізка 

вибрати i  ірраціональними точками, то ,0)( if  і інтегральна сума 

.00)(
11

 


n

i
i

n

i
ii xxf  Отже, інтегральна сума не має границі, тому фу-

нкція Діріхле неінтегрована на відрізку  .1;0  
 Надалі будемо вважати, що функція )(xf  обмежена на відрізку   ,; ba  
тобто ,)( Mxfm   якщо .bxa   
 Класи інтегрованих функцій.  
 Теорема 6.2.2. Якщо функція )(xf  неперервна на відрізку  ,; ba  то вона 
інтегрована на цьому відрізку. 
 Теорема 6.2.3. Якщо функція )(xf  обмежена на відрізку  ba ; і має на 
ньому скінченну кількість точок розриву, то вона інтегрована на цьому відріз-
ку. 
 Теорема 6.2.4. Монотонна на відрізку  ba ;  функція )(xf  інтегрована на 
цьому відрізку. 
 Зазначимо, що вимога монотонності функції суттєва. Наприклад,   функ-
ція Діріхле, яка не є монотонною на будь-якому відрізку, хоча й обмежена на 
ньому, неінтегрована. Вимога монотонності функції доповнює умову її обме-
женості, яка є необхідною умовою інтегрованості функції на відрізку.  
 

 

6.2.2. Головні властивості інтегрованих функцій 
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 Головні властивості визначених інтегралів. 
1. За означенням 

0d)(  xxf
a

a

                                         (6.2.8) 

і 

.d)(d)( xxfxxf
a

b

b

a
                                   (6.2.9) 

2. .d abx
b

a
  

3. Нехай функція інтегрована у найбільшому з відрізків  ,; ba   ,; ca   .; bc  
Тоді вона інтегрована у двох інших відрізках і 

.d)(d)(d)( xxfxxfxxf
b

c

c

a

b

a
                          (6.2.10) 

4. Якщо функція )(xf  інтегрована на відрізку  ,; ba  то функція )(xfk   теж 
інтегрована на цьому відрізку і 

.d)(d)( xxfkxxfk
b

a

b

a
                                  (6.2.11) 

5. Якщо функції )(xf  і )(xg  інтегровані на відрізку  ,; ba  то функція 
)()( xgxf   теж інтегрована на цьому відрізку і  

  .d)(d)(d)()( xxgxxfxxgxf
b

a

b

a

b

a
                          (6.2.12) 

 Оцінки інтегралів. Розглянемо властивості інтегралів, які виражені нері-
вностями. 

1. Якщо функція )(xf  інтегрована і невід’ємна на відрізку  ,; ba  ,ba   то 

.0d)(  xxf
b

a
                                         (6.2.13) 

2. Якщо функції )(xf і )(xg  інтегровані на відрізку  ,; ba  і )()( xgxf   для 
всіх  ,; bax  ,ba   то 

.d)(d)( xxgxxf
b

a

b

a
                                  (6.2.14) 

3. Якщо функція )(xf  інтегрована на  ,; ba ,ba   то функція )(xf  теж ін-
тегрована на  ,; ba  і виконується нерівність 
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.d)(d)( xxfxxf
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4. Якщо функція )(xf  інтегрована на  ,; ba ,ba   і ,)( Mxfm   якщо 
,bxa   то 

.)(d)()( abMxxfabm
b

a
                      (6.2.16) 

 З останньої властивості отримаємо теорему про середнє значення інтег-
рованої функції. 

Теорема 6.2.5. Нехай функція )(xf  інтегрована на  ba ; і ,)( Mxfm   
якщо ,bxa   то 

,)(d)( abxxf
b

a
                                    (6.2.17) 

де .Mm   
 Поділимо обидві частини нерівності (6.2.17) на :)( ab   
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Позначимо 
ab

xxf
b

a



 d)(

 і отримаємо (6.2.17).         

 Якщо функція )(xf  неперервна на  ,; ba  то за другою теоремою Вейєр-
штрасса числа m  і M – її найменше і найбільше значення на цьому відрізку. 
Тоді за другою теоремою Больцано–Коші про проміжне значення функції існує 
таке   ,; bac  що .)( cf  Тоді 

.)()(d)( abcfxxf
b

a
                             (6.2.18) 

Рівність (6.2.18) називають формулою середнього значення, число )(cf  –  
середнім значенням функції )(xf  на відрізку   .; ba  
 Теорема 6.2.6.  Нехай функції )(xf  і )(xg  інтегровані на відрізку   ,; ba  
функція )(xg  не змінює знака на цьому відрізку і m  та M – точні нижня і верх-
ня грані функції .)(xf  Тоді 

,d)(d)()( xxgxxgxf
b

a

b

a
                                 (6.2.19) 

де .Mm   
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Зазначимо таке: якщо функція )(xf  неперервна, то формулу (6.2.19) мо-
жна записати так: 

,d)()(d)()( xxgcfxxgxf
b

a

b

a
                       (6.2.20) 

де   .; bac  
 
 

6.2.3. Головна формула інтегрального числення 

Інтеграл зі змінною верхньою межею. Якщо функція )(xf  інтегрована 
на відрізку   ,; ba  то, очевидно, вона інтегрована і на відрізку   ,; xa  .bxa   
Розглянемо функцію  

.d)()( ttfxF
x

a
                                        (6.2.21) 

Функцію ,)(xF  визначену на відрізку   ,; ba називають інтегралом зі змінною 
верхньою межею.  
 Теорема 6.2.7. Якщо функція )(xf  інтегрована на відрізку   ,; ba  то фу-

нкція ttfxF
x

a
 d)()( неперервна на цьому відрізку. 

 Нехай   .; bax  Надамо йому деякого приросту x  такого, що 
  .;)( baxx   Тоді  

,d)()(d)(d)(d)()( ttfxFttfttfttfxxF
xx

x

xx

x

x

a

xx

a
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.d)()()()( ttfxFxxFxF
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x



  

За умовою теореми функція )(xf  інтегрована на відрізку   ,; ba  тому вона об-
межена на ньому, тобто існує така стала ,0M  що Mxf )(  для всіх 

  .; bax  Тоді 

.dd)(d)()( xMtMttfttfxF
xx

x

xx

x

xx

x
 


 

Звідси випливає, що  0)(lim
0




xF
x

 для будь-якого   ,; bax  тобто )(xF  не-

перервна на відрізку   .; ba        
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 Теорема 6.2.8. Якщо функція )(xf  інтегрована на відрізку  ba ;  і непе-

рервна в точці   ,;0 bax   то функція ttfxF
x

a
 d)()( диференційована в точці 

0x  і  
.)()( 00 xfxF                                           (6.2.22) 

 Теорема 6.2.9. Якщо функція )(xf  неперервна на відрізку   ,; ba  то на 
цьому відрізку вона має первісну. 

 Якщо функція неперервна на відрізку, то за теоремою 6.2.2 вона інтег-

рована на цьому відрізку. Тому за формулою (6.2.22) функція ttfxF
x

a
 d)()( є 

первісною для функції .)(xf        
Отже, внаслідок інтегрування зі змінною верхньою межею неперервної 

функції отримаємо первісну функції. Це означає, що така операція інтегрування 
є оберненою до операції диференціювання, тобто 

,)(d)( xfttf
x

a

















    .bxa                       (6.2.23) 

 Формулу (6.2.23) називають формулою диференціювання визначеного ін-
теграла по верхній межі. З цієї формули випливає, що кожна первісна непере-

рвної на відрізку  ba ; функції )(xf  має вигляд ttfxF
x

a
 d)()(  .bxa   Спра-

вді, функція ttfxF
x

a
 d)()(  є первісною для функції )(xf , а кожна первісна 

відрізняється від )(xF  лише на сталу. Отже, маємо зв’язок між невизначеним і 
визначеним інтегралами: 

.d)(d)( Cttfxxf
x

a
  

 З формули диференціювання інтеграла зі змінною верхньою межею мож-
на отримати формулу диференціювання інтеграла зі змінною нижньою межею 

,)(d)( xfttf
b

x

















                               (6.2.24) 

а також формулу диференціювання інтеграла зі змінними обома межами інтег-
рування: 

,)())(()())((d)(
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xxfxxfttf
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             (6.2.25) 
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де )(x  і )(x  – диференційовані функції. 
 Формула Ньютона–Лейбніца. Виведемо головну формулу інтегрального 
числення. 
 Теорема 6.2.10 (Формула Ньютона–Лейбніца). Нехай функція )(xf  не-
перервна на відрізку   .; ba  Якщо )(xF  – первісна цієї функції на   ,; ba  то  

.)()(d)( aFbFxxf
b

a
                             (6.2.26) 

 Неперервна на відрізку  ba ; функція )(xf  має первісну, яку описує  
формула 

,)(d)( CxFttf
x

a
  

де  C  – довільна стала. Підставимо :ax   

,)(d)( CaFttf
a

a
  ).(aFC   

Тоді 

.)()(d)( aFxFttf
x

a
  

Якщо ,bx   то з останньої формули отримаємо  

.)()(d)( aFbFttf
b

a
        

 Формулу (6.2.26) називають головною формулою інтегрального числення, 
або формулою Ньютона–Лейбніца 
 Формулу (6.2.26) можна записати так: 

.)()()(d)(
a
b

xFaFbFxxf
b

a
                        (6.2.27) 

Формула Ньютона–Лейбніца виражає зв’язок між визначеним і невизна-
ченим інтегралами і дає змогу досить просто обчислювати визначений інтеграл. 
Справді, якщо для )(xf  відома яка-небудь первісна, то визначений інтеграл 

xxf
b

a
 d)(  дорівнює різниці двох значень первісної: для bx   і .ax   

П р и к л а д  6.2.1. Обчислимо інтеграл .
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6.2.4. Головні правила інтегрування 

Заміна змінної у визначеному інтегралі. Під час обчислення невизначе-
ного інтеграла ефективно використовували метод заміни змінної. Виведемо 
аналогічну формулу для обчислення визначеного інтеграла. 

Теорема 6.2.11. Нехай: 1) функція )(xf  неперервна на відрізку   ;; ba  2) 
функція )(t  визначена і неперервна разом з своєю похідною )(t  на відрізку 
 ; і множиною її значень є відрізок   ,; ba  причому ,)( a  .)( b  Тоді 

  .d)()(d)( tttfxxf
b

a





                           (6.2.28) 

 Нехай )(xF  – будь-яка первісна для функції )(xf  на відрізку   .; ba  
Розглянемо складену функцію  .)()( tFt   Функції )(xF  та )(t  диференці-
йовані на відповідних проміжках, тому за правилом диференціювання складе-
ної функції 

    .)()()()()( ttfttFx   
З цієї рівності випливає, що функція )(t  є первісною для функції   )()( ttf  , 
яка неперервна на відрізку  .;  За формулою Ньютона–Лейбніца 

      .d)()()()()()()()()( xxfaFbFFFttf
b

a
 





 

Ця рівність доводить теорему.       
 Зазначимо, що під час обчислення визначеного інтеграла за допомогою 
заміни змінної не потрібно повертатися до старої змінної. 

 П р и к л а д  6.2.2. Обчислимо .d1
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  xx ee

x  

  Застосуємо підстановку ,xet   ,ln tx   .dd
t
tx   Якщо ,0x  то ,1t  якщо 

,1x  то .et   За формулою (6.2.28) отримаємо 
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 Формула інтегрування частинами. Виведемо формулу інтегрування ча-
стинами для визначеного інтеграла. 
 Теорема 6.2.12. Нехай функції )(xu  і )(xv  мають неперервні похідні на 
відрізку   .; ba  Тоді 
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 .)(d)()()()(d)( xuxv
a
b

xvxuxvxu
b

a

b

a
                      (6.2.29) 

 Обчислимо    .)()()()()()( xvxuxvxuxvxu   Функція  )()( xvxu   пер-

вісна для функції    ,)()(  xvxu  тому за формулою Ньютона–Лейбніца 

    .)()(d)()()()(
a
b

xvxuxxvxuxvxu
b

a
  

За властивістю 5 визначеного інтеграла  

  .)(d)()()()(d)( xuxv
a
b

xvxuxvxu
b

a

b

a
          

 П р и к л а д  6.2.3. Обчислимо інтеграл .dsin
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  Використаємо заміну змінної ,xt   ,2tx   .d2d ttx   Якщо ,0x  то  

,0t  якщо ,
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x  то .

2


t  За формулою (6.2.28) отримаємо 
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Проінтегруємо цей вираз частинами. Нехай ,tu   .dsind ttv   Тоді ,dd tu   
.costv   Отже, 
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6.2.5. Геометричні застосування визначеного інтеграла 

 Обчислення площі плоскої фігури. Розглянемо на площині Oxy  фігуру, 
обмежену графіком неперервної додатної функції )(xfy   на відрізку  ,; ba  
прямими ,ax   bx   і відрізком осі Ox  (рис. 6.2.1).  

Таку фігуру будемо називати криволінійною трапецією. З визначення 
означеного інтеграла випливає, що площу криволінійної трапеції можна обчис-
лити за формулою  

.d)( xxfP
b

a
                                                    (6.2.30) 
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 Якщо фігура обмежена згори і знизу графіками неперервних на відрізку 
 ba ;  невід’ємних функцій )(xf  і )(xg  (рис. 6.2.2), 

O x

y )(xf

)(xg

a b
Рис. 6.2.2.

 
то її площу можна обчислити за формулою 

  .d)()( xxgxfS
b

a
                               (6.2.31) 

 П р и к л а д  6.2.4. Обчислимо площу фігури, обмеженої параболою 
762  xxy  і прямою .3 xy  

  Побудуємо графіки параболи і прямої (рис. 6.2.3). 

O x

y

1 4

Рис. 6.2.3.
 

Визначимо абсциси точок перетину прямої і параболи. Для цього розв’яжемо 
систему рівнянь 
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 За формулою (6.2.31) отримаємо 
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6.2.6. Застосування визначених інтегралів до задач економіки 

 Розглянемо деякі задачі і моделі економіки, які можна розв’язати, вико-
ристовуючи поняття інтеграла. 
 Обчислення обсягу продукції за відомою продуктивністю.  Нехай фун-
кція )(tfy   описує зміну в часі продуктивності деякого підприємства. Визна-
чимо обсяг продукції, виготовленої підприємством протягом проміжку часу 
 .;0 T   
 Розіб’ємо відрізок  T;0  на проміжки часу точками 

.......0 1210 Ttttttt nii    
Протягом часу 1 iii ttt  підприємство виробить iii tfU  )(  продукції. 
За час  T;0  підприємство виробить продукції 
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t  то отримаємо обсяг продукції, виробленої за промі-

жок часу  ,;0 T  

.d)()(lim
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                        (6.2.32) 

 П р и к л а д  6.2.5. Визначимо денний виробіток за восьмигодинний робо-
чий день, якщо продуктивність праці протягом дня змінюється за таким зако-
ном: 
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t
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tptfp  

де t – час, год, 0p  – розмірність продуктивності, одиниця продукції за год, 0t  – 
розмірність часу, год. 
  Формула продуктивності праці відображає реальний процес роботи: продук-
тивність спочатку зростає, досягаючи максимуму в середині робочого дня при 

4t  год, а потім спадає (рис. 6.2.4). 
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Рис. 6.2.4.
 

За формулою (6.2.32) отримаємо денний виробіток 
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де 0a  – множник, що має розмірність одиниці продукції. 
 Якби протягом усього робочого дня працювали з максимальною продук-
тивністю ,2,6 0max pp   то за день виробили б 0max 6,49 aP   продукції, або 
приблизно на %21  більше.        
 Обчислення коефіцієнта нерівномірності розподілу доходів. Розгляне-
мо функцію ),(xfy   де y  – частка сукупного доходу, який отримує частка 
x найменш забезпеченого населення. Наприклад, рівність 3,0)7,0( y  означає, 
що %70  найменш забезпеченого населення отримує %30  сукупного доходу. 
Очевидно, що ,10  x  ,10  y  .xy   Припустимо, що нема людей, які мають 
нульовий дохід, тобто ,0)0( y  і весь дохід отримує все населення, тобто 

.1)1( y  Графік такої функції )(xfy   називають кривою Лоренца (рис. 6.2.5). 
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Рис. 6.2.5.
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Якби розподіл доходів був досконалим, то, наприклад, %20  населення отриму-
вали б %20  сукупного доходу, %30  населення – %30  сукупного доходу. У 
цьому випадку кривою розподілу доходу була б пряма .xy   Відхилення реа-
льного розподілу доходів від ідеального вимірюють відношенням L  площі фі-
гури OBA до площі трикутника OCA , тобто 

 .
OCA

OBA
S
SL


                                             (6.2.33) 

 Число L  називають коефіцієнтом Джині,  або коефіцієнтом нерівномір-
ності розподілу доходів. Очевидно, що .10  L   
 П р и к л а д  6.2.6. Унаслідок статистичних досліджень розподілу доходів 

у деякій країні отримали, що криву Лоренца описує рівняння ,11 2xy   де 
x – частка населення, y – частка доходів. Обчислимо коефіцієнт Джині. 
  За формулою (6.2.33) коефіцієнт Джині 
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Очевидно, що .5,0OCAS  
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Отже, коефіцієнт Джині .57,01
2




L  Досить велике значення L  дає 

змогу зробити висновок про суттєво нерівномірний розподіл доходів у цій краї-
ні.       
 

 
 
 

6.3. Невластиві інтеграли 

 Під час уведення поняття визначеного інтеграла xxf
b

a
 d)( як границі інте-

гральних сум припускали, що підінтегральна функція )(xf обмежена і відрізок 
інтегрування  ba;  скінченний. Якщо хоча б одна з цих умов не виконується, то 
наведене вище означення визначеного інтеграла не має змісту, тобто інтеграл 
не існує у звичному, властивому сенсі. Справді, якщо відрізок інтегрування не-
скінченний, то очевидно, що його не можна розбити на скінченну кількість від-
різків, що мають скінченну довжину; якщо підінтегральна функція не обмеже-
на, то інтегральна сума не має скінченної границі. 
 У цих випадках  можна узагальнити поняття визначеного інтеграла, уві-
вши поняття невластивого інтеграла. 

 

6.3.1. Невластиві інтеграли з нескінченними межами інтегрування 

Поняття невластивого інтеграла першого типу. Нехай функція 
)(xfy   визначена на проміжку  ;a  та інтегрована на будь-якому відрізку 

 .; Aa  У цьому випадку для будь-якого aA   існує визначений інтеграл 

.d)( xxf
A

a
  Скінченну чи нескінченну границю цього інтеграла, якщо ,A  на-

зивають невластивим інтегралом першого типу від функції )(xf  в проміжку 
 ;a  і позначають  

.d)(limd)( xxfxxf
A

a
A

a
 



                                 (6.3.1) 

Якщо існує скінченна границя, то інтеграл (4.3.1) збіжний,  а функцію 
)(xf  називають інтегрованою у нескінченному проміжку  .; a  Якщо гра-

ниця (6.3.1) нескінченна або не існує, то невласний інтеграл розбіжний.  
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Аналогічно можна ввести поняття невластивого інтеграла для функції 
)(xf на проміжку  :; a  

xxfxxf
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 d)(limd)(   ,)( aB                    (6.3.2) 

та інтеграла для функції )(xf на проміжку  :;   

.d)(limd)( xxfxxf
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                                 (6.3.3) 

 
Для будь-якого a виконується рівність 

.d)(d)(d)( xxfxxfxxf
A

a

a

B

A

B
   

Якщо при ,B  A  існує границя для інтеграла, що є у лівій час-
тині останньої рівності, то існують границі (6.3.1) та (6.3.2).  

Отже, для будь-якого a  

xxfxxfxxf
a

a










 d)(d)(d)(                           (6.3.4) 

за умови, що існують інтеграли у правій частині цієї рівності. 
 Геометрично невластивий інтеграл (6.3.1) першого типу – це площа не-
скінченної області, обмеженої згори графіком невід’ємної функції ,)(xfy   
знизу – віссю Ox  і  прямою .ax   
 Аналогічно можна інтерпретувати невластиві інтеграли (6.3.1) та (6.3.2).  

 П р и к л а д  6.3.1. Обчислимо .d
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  За означенням невластивого інтеграла першого типу 
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Оскільки існує скінченна границя, то початковий інтеграл збіжний.     

 П р и к л а д  6.3.2. Дослідимо, за яких значень параметра   збіжний не-

властивий інтеграл 



a

x
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  Якщо ,1  то за означенням для будь-якого aA   
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Якщо ,1  то для будь-якого aA   
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Отже, інтеграл 



a

x
xd збіжний  для 1  і розбіжний для .1      

 
 Збіжність невластивих інтегралів першого типу. Іноді потрібно дослі-

дити збіжність чи розбіжність невластивого інтеграла ,d)( xxf

a



 не обчислюю-

чи його значення. У цьому випадку використовують різні ознаки збіжності. 

 Якщо функція )(xfy   невід’ємна, то інтеграл xxf
A

a
 d)(  є монотонно 

зростаючою функцією від аргументу .A  У цьому випадку справджується така 
ознака збіжності невластивого інтеграла першого типу.  

Теорема 6.3.1. Для збіжності невластивого інтеграла xxf
a



d)(  від додат-

ної функції )(xfy   необхідно і достатньо, щоб у разі зростання A  інтеграл 

xxfAF
A

a
 d)()( був обмежений згори: 

.d)( Mxxf
A

a
  

Якщо ця умова не виконується, то невластивий інтеграл розбіжний. 
 З цієї ознаки отримаємо теорему порівняння для інтегралів від додатних 
функцій. 
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 Теорема 6.3.2. Якщо )()( xgxf   хоча б для ,, aAAx   то зі збіжності 

інтеграла xxg
a



d)(  випливає збіжність інтеграла xxf
a



d)( , а з розбіжності інте-

грала xxf
a



d)(  – розбіжність інтеграла .d)( xxg
a



  

 П р и к л а д  6.3.3. Дослідимо збіжність інтеграла   .1
d

1
2



 xex
x  

  Порівняємо підінтегральну функцію з функцією .1)( 2x
xg   Очевидно, що 
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xex x 


 для .1x  Інтеграл 


1
2

d
x

x  збіжний, тому за ознакою порівняння 

збіжний інтеграл  .1
d

1
2



 xex
x        

 П р и к л а д  6.3.4. Дослідимо збіжність інтеграла  .
1

d

1
3



 xx

x  

  Для 1x  виконується нерівність .
1

11
32 xxx 

  Оскільки 


1
2

d
x

x  збіжний, то 

за теоремою порівняння інтеграл  


1
31

d

xx

x   збіжний.        

Доведено таке: якщо збіжний інтеграл ,d)( xxf
a



 то збіжний інтеграл 

.d)( xxf
a



 Зазначимо, що зі збіжності інтеграла xxf
a



d)(  не випливає збіжність 

інтеграла .d)( xxf
a



 Якщо зі збіжності інтеграла xxf
a



d)(  випливає збіжність 

інтеграла ,d)( xxf
a



 то інтеграл xxf
a



d)(  називають абсолютно збіжним, а фу-

нкцію )(xf  – абсолютно інтегрованою в проміжку  .; a  
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6.3.2. Невластиві інтеграли від необмежених функцій 

Поняття невластивого інтеграла другого типу. Нехай функція 
)(xfy   визначена на проміжку  .; ba  Функція )(xfy   інтегрована на кож-

ному проміжку  ,; ba  ,0 ab   але не інтегрована на кожному проміжку 
 .; bb   У цьому випадку точку bx   називають особливою. 

Скінченну чи нескінченну границю інтеграла xxf
b

a



d)(  при 0  нази-

вають невластивим інтегралом другого типу від функції )(xf  на відрізку  ba;  
і позначають  

.d)(limd)(
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xxfxxf
b

a

b

a




                              (6.3.5) 

 Якщо існує скінченна границя, то інтеграл xxf
b

a
 d)(  називають збіжним, 

а функцію )(xf  – інтегрованою на відрізку  ba; . В іншому випадку інтеграл 
називають розбіжним.  
 Якщо особливою є точка ,ax   то невластивий інтеграл від функції )(xf  
на відрізку  ba;  визначений рівністю 

.d)(limd)(
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xxfxxf
b

a

b

a



                              (6.3.6) 

 Якщо обидві точки ,ax   bx   – особливі, то невластивий інтеграл від 
функції )(xf  на відрізку  ba;  визначений рівністю 

.d)(limd)(
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xxfxxf
b

a

b

a






                               (6.3.7) 

Рівність (6.3.7) можна замінити рівністю 

,d)(d)(d)( xxfxxfxxf
b

c

c

a

b

a
          ,bca              (6.3.8) 

у припущенні, що існують обидва інтеграли у правій частині цієї рівності.  
 У випадку, коли особливою є точка ,cx   ,bca   невластивий інтеграл 
визначений рівністю 

.d)(limd)(limd)(
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                   (6.3.9) 
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 П р и к л а д  6.3.5. Обчислимо невластивий інтеграл .
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d
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x  

  Точки 1x  та 1x  – особливі, тому що підінтегральна функція в них не-
обмежена. Запишемо цей інтеграл у вигляді 
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 П р и к л а д  6.3.6. Дослідимо, для яких значень показника   збіжний не-

властивий інтеграл .
)(
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ax
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  Точка ax   особлива. Якщо ,1  то  
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Це означає, що невластивий інтеграл  

b

a
ax
x

)(
d  при 1  розбіжний. Нехай 

.1  Тоді 


















  a
b

ax
ax
x

ax
x

b

a

b

a

1
00

)(
1

1lim
)(

dlim
)(

d

.lim
1

1)(lim
1

1 1
0

1
0














 ab  

 Якщо ,1  то ,0lim 1
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 і інтеграл  
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d  збіжний; якщо ж 
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 Отже,  
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 Аналогічно можна дослідити збіжність невластивого інтеграла 

.
)(

d 

b

a
bx
x  

 Умови й ознаки збіжності невластивих інтегралів другого типу. Бу-
демо вивчати невластивий інтеграл другого типу, визначений формулою (6.3.7), 
тобто у випадку, коли особливою є точка .bx   Інші випадки досліджують ана-
логічно. Сформулюємо необхідну і достатню умову існування невластивого ін-
теграла другого типу. 
 Теорема 6.3.3. Нехай функція )(xf невід’ємна. Для того, щоб існував не-

властивий інтеграл другого типу xxf
b

a
 d)( , необхідно і достатньо, щоб інтеграл 

,d)( xxf
b

a



 0  був обмежений згори 

.d)( Lxxf
b

a



 

Якщо ця умова не виконується, то інтеграл  розбіжний. 
 Справджується теорема порівняння для невластивих інтегралів другого 
типу. 
 

Теорема 6.3.4. Якщо )()( xgxf   для всіх ,bxa   то зі збіжності інтег-

рала xxg
b

a
 d)(   випливає збіжність інтеграла xxf

b

a
 d)( , а з розбіжності інтеграла 

xxf
b

a
 d)(  – розбіжність інтеграла .d)( xxg

b

a
  

П р и к л а д  6.3.7. Дослідимо збіжність інтеграла  .
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  Для 10  x  виконується нерівність .1
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 Оскільки 
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x  збі-

жний, то за теоремою порівняння інтеграл   

1

0
33 2 4

d

xx

x   збіжний.        
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Якщо одночасно збіжні інтеграли xxf
b

a
 d)(  та xxf

b

a
 d)( , то інтеграл  

xxf
b

a
 d)(  називають збіжним абсолютно, а функцію )(xf  – абсолютно інтег-

рованою на відрізку  .; ba  
 
Невластиві інтеграли можна застосовувати до розв’язування геометрич-

них та економічних задач. 
 
П р и к л а д  6.3.8. Обчислимо площу фігури, обмежену графіком функції 
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y


  і віссю Ox (рис. 6.3.1). 
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Рис. 6.3.1.
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  Площа фігури 
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 Визначення періоду окупності інвестицій. Для порівняння затрат і до-
ходів, отриманих у різні моменти часу, використовують поняття вартості, зве-
деної до деякого фіксованого моменту часу .0t  Нехай .00 t  Нехай у момент 
часу 0t  в підприємство вкладені інвестиції a грн. Унаслідок цього випуск про-
дукції за одиницю часу збільшився, і в момент часу ,t  ,0t  додатковий випуск 
становив )(tb  грн. Відомо, що величина ),(tb  зведена до моменту часу ,00 t  

дорівнює ),(tbe it  де i – банківська норма відсотків за умови безперервного на-
рахування. Тоді сумарне збільшення випуску продукції за період часу  T;0 , 
зведене до моменту часу ,00 t   
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 Обчислимо )(T – прибуток, отриманий від інвестицій за період часу 
 T;0 : 
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У випадку btb )(   
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Щоб інвестиції окупились, потрібно, щоб  виконувалась умова ,0)(  T  тобто 
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З цієї нерівності  
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Це означає, що неможливо отримати прибуток, більший від a
i
b
 . 

 П р и к л а д  6.3.9. Визначимо дисконтну вартість під час експлуатації зе-
мельної ділянки у випадку безперервної відсоткової ставки .r  
  Якщо r – неперервна відсоткова ставка, а )(tR – відповідна рента, то дисконт-
ну вартість земельної ділянки можна отримати за формулою 

.d)(
0

tetR rt


  

Нехай tetR 7,010)(  тисяч гривень за рік, .%10r  У цьому випадку дисконтна 
вартість 
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тис. грн. 

Зазначимо, що у заданий момент часу вартість ділянки дорівнює 
10)0( R тис. грн.                

 
Розділ 7. ФУНКЦІЇ БАГАТЬОХ ЗМІННИХ 

7.1. Функції багатьох змінних та їхні границі. Неперервність 
 У попередніх розділах ми вивчали функції однієї змінної. Однак багато 
явищ, зокрема й економічних, залежить від багатьох чинників. Для вивчення 
таких залежностей уводять функції багатьох змінних. 
 
 7.1.1. Поняття евклідового простору та функції багатьох змінних 

 Евклідів простір та множини у ньому. Викладаючи теорію функцій ба-
гатьох змінних, будемо використовувати геометричну термінологію, яка уза-
гальнює і формалізує наші уявлення про площину і реальний тривимірний гео-
метричний простір. 

Множину всіх можливих упорядкованих сукупностей  nxxx ...,,, 21  дійс-
них чисел nxxx ...,,, 21  називають n -вимірним координатним простором і по-

значають .nA  Кожну упорядковану сукупність  nxxx ...,,, 21  називають точ-
кою n -вимірного координатного простору і записують  ....,,, 21 nxxxM  Числа 

nxxx ...,,, 21  називають координатами точки .M  Координатний простір nA  мо-
жна розглядати як множину всіх векторів x  ....,,, 21 nxxx  Якщо сумою век-
торів  nxxxx ...,,, 21  і y  nyyy ...,,, 21   назвати вектор  

 ,...,,, 2211 nn yxyxyxyx   а добутком вектора x  nxxx ...,,, 21  на 
дійсне число   – вектор x  ,...,,, 21 nxxx   то отримаємо лінійний простір 

.nA   
У курсі аналітичної геометрії введено поняття координатної площини і 

координатного простору. Узагальненням цих понять є координатний простір 
.nA   

Уведемо поняття метрики (відстані) між двома точками деякої множини. 
Якщо кожній парі точок ,1M 2M  деякої множини поставити у відповідність пе-
вне невід’ємне число  21, MM  за правилом, що задовольняє такі три аксіоми: 
1)   ,0, 21  MM  причому   0, 21  MM  тоді і тільки тоді, коли ;21 MM   
2)    ;,, 1221 MMMM   
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3)      ,,,, 233121 MMMMMM   
то кажуть, що на цій множині задана метрика (відстань)  ., 21 MM  

Координатний простір nA  називають n -вимірним евклідовим простором, 
якщо відстань між будь-якими двома його точками  nxxxM  ...,,, 21  та 

 nxxxM  ...,,, 21  можна обчислити за формулою 

          ....,
1

222
22

2
11 




n

i
iinn xxxxxxxxMM     (7.1.1) 

 Евклідів n -вимірний простір будемо позначати символом .nR   
 Зазначимо, що простір 1R  із метрикою 

  ,, 21
2

2121 xxxxMM                             (7.1.2) 
де 1x  і 2x  – координати точок 1M  і ,2M  збігається з числовою прямою, простір 

2R  з метрикою 

      ,, 2
12

2
1221 yyxxMM                            (7.1.3) 

де  ii yx ;  – координати точок ,iM  2,1i  – з координатною площиною, а прос-

тір 3R  з метрикою 

        ,, 2
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2
12

2
1221 zzyyxxMM             (7.1.4) 

де  iii zyx ;;  – координати точок ,iM  ,3,2,1i  – з координатним простором, які 
вивчають в аналітичній геометрії. Уведене поняття  n -вимірного евклідового 
простору є узагальненням понять евклідової площини й евклідового простору, 
вивчених в аналітичній геометрії. 
 Розглянемо деякі множини  M  точок евклідового простору .nR  

.1  Множину  M  усіх точок M  евклідового простору ,nR  координати 
nxxx ...,,, 21  яких задовольняють нерівність 

        ,... 2
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11 Rxxxxxxxx
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              (7.1.5) 

називають відкритою n -вимірною кулею з радіусом R  і центром у точці 
 ....,,, 00

2
0
10 nxxxM  Відкрита n -вимірна куля з радіусом R  і центром у точці 

 00
2

0
10 ...,,, nxxxM  – це множина всіх точок M простору nR , які задовольняють 

нерівність 
   ., 0 RMM                                            (7.1.6) 

2. Множину  M  усіх точок M  евклідового простору ,nR  координати 
nxxx ...,,, 21  яких задовольняють нерівність 
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              (7.1.7) 
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або 
  ,, 0 RMM                                            (7.1.8) 

називають  замкненою n -вимірною кулею з радіусом R  і центром у точці 
 ....,,, 00

2
0
10 nxxxM  

3. Множину  M  усіх точок M  евклідового простору ,nR  координати 
nxxx ...,,, 21  яких задовольняють нерівність 

        ,... 2
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              (7.1.9) 

або 
  ,, 0 RMM                                            (7.1.10) 

називають  n -вимірною сферою з радіусом R  і центром у точці 
 ....,,, 00

2
0
10 nxxxM  Зазначимо: якщо до відкритої n -вимірної кулі з радіусом R  і 

центром у точці 0M  приєднати n -вимірну сферу з радіусом R  і центром у точ-
ці 0M , то отримаємо замкнену n -вимірну кулю з радіусом R  і центром в точці 

 ....,,, 00
2

0
10 nxxxM  
4. Відкриту n -вимірну кулю з радіусом 0  і центром у точці 0M  нази-

вають  -околом точки 0M і позначають  .;0 MU  
5. Відкриту n -вимірну кулю з радіусом 0  і центром в точці ,0M  з якої 

видалена сама точка 0M , називають  проколеним  -околом точки 0M і позна-

чають  .;0 MU


 

6. Точку M  множини  M  точок евклідового простору nR  називають 
внутрішньою точкою цієї множини, якщо існує деякий  -окіл точки ,M  усі 
точки якого належать множині  M  (рис. 7.1.1). 


M M




Рис. 7.1.1.
 

7. Множину, яка складається тільки зі своїх внутрішніх точок, називають 
відкритою множиною. 
 Прикладом відкритої множини в просторі 1R  є інтервал );( ba , а в просто-

рі 2R  – кільце ,2222 byxa   .ba   
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8. Будь-яку відкриту множину, яка містить точку ,M  називають околом 
цієї точки і позначають .)(MU  Окіл точки M без самої точки M  називають 

проколеним околом цієї точки і позначають .)(MU


 

9. Точку M  множини  M  точок евклідового простору nR  називають зо-
внішньою точкою цієї множини, якщо існує деякий  -окіл точки ,M  усі точки 
якого не  належать множині  .M  

10. Точку M  множини  M  точок евклідового простору nR  називають 
межовою точкою множини  ,M  якщо ця точка не є ні внутрішньою, ні зовні-
шньою точкою цієї множини. Зазначимо, що точка M є межовою точкою мно-
жини  M  тоді і тільки тоді, коли в будь-якому  -околі цієї точки є точки, що 
належать множині  ,M  і точки, які їй не належать         (рис. 7.1.1). Межова то-
чка може належати або не належати цій множині. Наприклад, кожна точка n -
вимірної сфери з радіусом R  і центром у точці 0M  є межовою як для відкритої 
n -вимірної кулі з центром в точці 0M  і їй не належить, так і для замкненої, 
якій належить. Очевидно, що межові точки не можуть бути ні внутрішніми, ні 
зовнішніми точками множини. 

11. Довільну множину  M  точок евклідового простору nR  називають 
замкненою, якщо ця множина містить усі свої межові точки. 

12. Множину  M  точок M  евклідового простору nR  називають обме-
женою, якщо існує n -вимірна куля, яка містить усі точки цієї множини. 

13. Множину  M  точок M  евклідового простору nR  називають 
зв’язною, якщо будь-які дві точки цієї множини можна з’єднати неперервною 
лінією, яка належить множині  .M  

14. Кожну відкриту і зв’язну множину в евклідовому просторі nR  нази-
вають областю. 

15. Якщо множина  M  є областю,  то множину  ,M  отриману приєд-
нанням до  M  усіх її межових точок, називають замкненою областю. 
 Наприклад, відкрита n -вимірна куля є обмеженою, зв’язною і відкритою 
множиною, тобто вона є обмеженою областю в евклідовому просторі .nR   

16. Область, будь-які дві точки якої можна сполучити відрізком прямої, 
усі точки якого належать цій області, називають опуклою. 

17. Точку M  простору nR  називають граничною точкою множини  M , 
якщо будь-який окіл точки M  містить хоча б одну точку множини  .M  
 Поняття функції багатьох змінних. Якщо кожній точці M з множини 
 M  точок n -вимірного евклідового простору nR  за деяким законом f  відпо-
відає певне дійсне число ,u  то на множині  M  задана функція )(Muu   або 

.)(Mfu   У цьому випадку множину  M  називають областю задання, або об-
ластю визначення, функції )(Mfu  і позначають .)( fD  Число ,u  яке відпові-
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дає точці ,M називають значенням функції в цій точці. Сукупність  uU   усіх 
значень функції )(Mfu  називають множиною значень цієї функції і позна-
чають .)( fE  
 Оскільки точка M має координати ,...,,, 21 nxxx  то функцію n  змінних 
записують .),...,,( 21 nxxxfu   Числа nxxx ...,,, 21 називають аргументами фун-

кції ,f  а число  00
2

0
1 ,...,, nxxxf – значенням функції в точці  .,...,, 00

2
0
10 nxxxM  

 Функції багатьох змінних можна задавати аналітичним і табличним спо-
собами. Аналітичним способом функцію задають за допомогою формули. 
 Розглянемо приклади деяких функцій багатьох змінних, які задані аналі-
тично: 

 1) .1)( 2

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
xMfu   Областю визначення цієї функції є мно-
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 Ця множина – еліпсоїд з півосями ;,, cba   
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Областю визначення цієї функції є множина точок, координати яких задоволь-
няють умову ,0...1 22

2
2
1  nxxx  або .1... 22

2
2
1  nxxx  Це є відкрита n -

вимірна куля в евклідовому просторі. 
 Часто функцію багатьох змінних задають табличним способом. Напри-
клад, розглянемо функцію, яка описує залежність обсягу Q  виробленої продук-
ції від витрат капіталу K  та трудових ресурсів .L  

L   
K  0 10 20 30 
0 0 0 0 0 
5 0 25 39 48 

10 0 32 48 54 
15 0 37 50 61 
20 0 43 55 67 

 
З таблиці видно, що зі збільшенням затрат хоча б одного ресурсу зростає виро-
бництво продукції, а також, що однаковий результат можна отримати для різ-
них затрат робочої сили та капіталу: .)20;10()30;5( QQ   

 Нехай функція ),...,,( 21 nxxxfu  визначена на множині   .nRM   Гра-
фіком цієї функції називають множину точок  

    Mxxxxxxfxxxf nnn  ),...,,(|),...,,(,,...,,)( 212121  



КВ
М

простору .1nR  Зокрема, графіком функції двох змінних Dyxyxfz  ),(),,(  є 

множина точок   DyxRyxfyxf  ),(|),(,,)( 3 , яка за певних умов, накла-

дених на функцію ,f  є деякою поверхнею S  у просторі .3R  
 Множиною рівня функції ),...,,( 21 nxxxfu  , яка відповідає числу ,C  на-
зивають множину точок ,,...,, 21 nxxx  які задовольняють рівняння 

.),...,,( 21 Cxxxf n                                             (7.1.11) 
У випадку функції двох змінних це рівняння має вигляд  

.),( Cyxf                                                         (7.1.12) 
Якщо (7.1.12) є рівнянням лінії, то множину рівня називають лінією рівня. За-
значимо, що для деяких значень параметра C  множина рівня може бути поро-
жньою. Якщо взяти числа ,...,...,, 21 nCCC , які утворюють арифметичну прогре-
сію з різницею ,d  то отримаємо набір ліній рівня, за взаємним розміщенням 
яких можна робити висновок про графік функції, тобто про форму поверхні. 
Там, де лінії розміщені густіше, функція змінюється швидше, а в тих місцях, де 
лінії рівня розміщені рідше, функція змінюється повільніше. 
 П р и к л а д  7.1.1. Побудуємо лінії рівня функції .22 yxz   

  Лінії рівня цієї функції визначає рівняння ,22 Cyx   .0 C  Надаючи 
C  різних значень, отримаємо множину ліній рівня, які є концентричними кола-
ми з центром у початку координат і радіусами .CR   Якщо ,0C  то коло ви-
роджується в точку )0;0(O (рис. 7.1.2).  

O x

y

1C 2C 3C

Рис. 7.1.2.  
З аналітичної геометрії відомо, що графіком цієї функції є параболоїд обертан-
ня. 

Функцію ,)(Mf  називають обмеженою згори (знизу) на множині 

  ,nRM   якщо існує таке число ),(bB  що для всіх  MM   виконується нері-
вність BMf )(  .))(( bMf   



КВ
М

 Функції багатьох змінних в економіці. Функції багатьох змінних вико-
ристовують для математичного опису економічних понять і явищ.  Наведемо 
приклади найпоширеніших з них. 
 Виробничі функції. Залежність між виробничими затратами і випуском 
продукції описують виробничі функції. Нехай є n видів виробничих затрат, 
яким відповідають незалежні змінні ....,,, 21 nxxx  Якщо y  – обсяг випущеної 
продукції, то функцію )...,,,( 21 nxxxfy   називають виробничою функцією. 
Оскільки у виробничій функції ,0ix  ,,...,2,1 ni   то область визначення цієї 

функції є множина .nR  Очевидно, якщо нема деякого ресурсу, тобто ,0ix  то 
і випуск продукції дорівнює нулю, тобто  

.0),...,,0,...,,( 1121  nii xxxxxf  
 Функція затрат. Нехай виробнича система випускає n видів продукції 

,,...,, 21 nyyy  а x – сукупні затрати, які забезпечують цей випуск. Тоді функцію 
),...,,( 21 nyyyFx   називають функцією затрат. 

 Функція попиту описує залежність попиту на n  товарів від їхньої ціни: 
.),...,,( 21 npppDQ   

 Наведемо приклади функцій багатьох змінних, які часто трапляються в 
математиці й економіці. 

1. Функцію 
,...2211 bxaxaxau nn                                   (7.1.13) 

де naaa ...,,, 21 – сталі, називають лінійною функцією, або гіперплощиною, в ев-
клідовому просторі. 

2. Функцію 

,
2
1

1,
[




n

ji
jij xxau                                                (7.1.14) 

де ija – сталі, називають квадратичною формою від змінних nxxx ...,,, 21 . 
 3. В економіці використовують поняття функції корисності, яка виражає 
корисність від набуття n різних товарів. Найчастіше вона має вигляд 

  ,0,0,ln
1




ii
n

i
iii cacxau                                    (7.1.15) 

її називають логарифмічною функцією корисності. 
 4. Виробнича функція Кобба–Дугласа, яка визначає обсяг випуску проду-
кції Q , якщо затрати капіталу K і трудових ресурсів :L  

,1  LAKQ                                              (7.1.16) 
де 0A  – параметр, який визначає конкретна технологія, 10  – частка ка-
піталу в доході. 
 В економіці лініями рівня є ізокванти та криві індиферентності. Лініями 
рівня виробничої функції є ізокванти. Ізокванта – крива, утворена множиною 
точок, що відповідають різним варіантам поєднання двох будь-яких видів ви-
трат, які забезпечують одну і ту ж кількість виготовленої продукції (рис. 7.1.3). 
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Крива індиферентності відображає зміну поєднання двох різних благ за умови, 
що загальна корисність цих благ стала. 

O K

L







Рис. 7.1.3.
 

 П р и к л а д  7.1.2. Визначимо рівняння лінії рівня для виробничої функції  
Кобба–Дугласа .1  LAKQ  

  Рівняння лінії рівня у цьому випадку має вигляд ,1 CLAK   де C  – дові-
льна стала. Для 0C  маємо сімейство гіпербол, які розташовані у першому 
квадранті ( див. рис. 7.1.3).        
 
 

3.1.2. Границя функції багатьох змінних 
 Послідовність точок простору nR  та її границя. Нехай кожному нату-
ральному числу k  відповідає точка kM  евклідового простору .nR  У цьому ви-
падку отримаємо послідовність ...,...,,, 21 kMMM  точок простору, яку будемо 
позначати  .kM  Уведемо поняття збіжної послідовності та її границі.  

 Послідовність  kM  точок евклідового простору nR  називають збіжною, 
якщо існує точка A  цього простору така, що для довільного числа 0  існує 
натуральне число ),(0 k  що для всіх  )(0  kk  виконується  нерівність 
  .,  AM k  У цьому випадку точку A  називають границею послідовності 

 kM  і записують 
.lim AM k

k



                                              (7.1.17) 

 Зазначимо, що границя A  послідовності  kM  точок деякої замкнутої 
множини  M  належить цій множині. 

 Теорема 7.1.1. Послідовність точок  kM  евклідового простору nR  збі-
гається до точки ),...,,( 21 naaaA  цього простору тоді й тільки тоді, коли числові 

послідовності  ,)(
1

kx  ,)(
2
kx ..., )(k

nx  збігаються до чисел naaa ,...,, 21 . 
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 Уведемо поняття обмеженої послідовності точок простору .nR  Послідов-
ність  kM  точок евклідового простору nR  називають обмеженою, якщо існує 
таке число ,0B  що для всіх k  виконується умова   ,, BMO k   де O  – точка, 
усі координати якої дорівнюють нулю. З означення випливає, що всі точки об-
меженої послідовності належать замкнутій кулі радіусом B  з центром у почат-
ку координат.  
 Границя функції багатьох змінних. Нехай функція )(Mfu   визначена 

на множині  M  точок евклідового простору .nR  Виберемо в просторі nR  точ-
ку ,A  яка, можливо, і не належить множині  ,M  але в будь-якому  -околі цієї 
точки є хоча б одна точка множини  ,M  відмінна від .A  
 Дамо означення границі функції за Гейне. Число B  називають границею 
функції )(Mfu   в точці ,A  якщо для будь-якої збіжної до A  послідовності 
 kM  точок області визначення  M  цієї функції, ,AM k   відповідна числова 
послідовність значень функції  )( kMf  збігається до числа .B  
 Дамо означення границі функції за Коші. Число B  називають границею 
функції )(Mfu   в точці ,A  якщо для будь-якого числа 0  існує число  0  
таке, що для будь-якої точки M з області визначення  M  цієї функції, яка за-
довольняє нерівність   ,,0  AM  виконується нерівність .)(  BMf  
 Границю функції )(Mfu   в точці A  будемо позначати так: 

,)(lim BMf
AM




                                           (7.1.18) 

або  
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                            (7.1.19) 

  Такі границі називають n -кратними, наприклад, подвійними для функцій 
двох змінних чи потрійними для функцій трьох змінних. 

Доведено, що ці два означення еквівалентні. 
Уведемо поняття границі функції )(Mfu   при .M  Припустимо, що 

для будь-якого 0  існує хоча б одна точка M  з множини  ,M  на якій визна-
чена ця функція, яка лежить  поза кулею радіусом   з  центром  у   початку ко-
ординат. 

Число B  називають границею функції )(Mfu   при ,M  якщо для 
будь-якого 0  існує число 0  таке, що для всіх точок M  з множини  ,M  
на якій визначена ця функція, що задовольняють умову   ,,  OM  виконуєть-
ся нерівність ,)(  BMf  і позначають 

.)(lim BMf
M




                                          (7.1.20) 

Для границі функцій багатьох змінних справджуються багато теорем, 
аналогічних до відповідних теорем для границі функцій однієї змінної.  
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 Теорема 7.1.2. Нехай функції )(Mf  і )(Mg  задані на множині  M  і ма-
ють у точці ,A  відповідно, границі B  і C . Тоді функції ,)()( MgMf   

,)()( MgMf   ,)(/)( MgMf  ,0)( Mg  мають у точці ,A  відповідно, границі 
,CB   ,CB  ,/ CB .0C  

 Поняття границі в точці для функції однієї змінної та функції багатьох 
змінних мають багато спільного, проте між ними є суттєва різниця. Якщо для 
функції однієї змінної ,)(lim

0
Axf

xx



 то це означає, що односторонні границі 

функції існують і дорівнюють .A  Правильним є й обернене твердження, тобто з 
існування і рівності односторонніх границь випливає існування границі функції 
в точці. Для функції багатьох, наприклад, двох змінних, точка );( yxM  може 
прямувати  до точки );( 000 yxM  різними способами: уздовж прямої або уздовж 
деякої кривої (рис. 7.1.4).  

O Ox x

y y

0x 0x

0y 0y );( 000 yxM
);( 000 yxM

Рис. 7.1.4.
 

Очевидно, що рівність AMf
MM




)(lim
0

 справджується тоді і тільки тоді, коли 

точка );( yxM  може прямувати  до точки );( 000 yxM  різними способами, а ре-
зультат єдиний. 

 П р и к л а д  7.1.3. Обчислимо границю .
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П р и к л а д  7.1.4. Чи існує границя ?lim 22
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  Нехай точка );( yxM  прямує до точки )0;0(O  уздовж прямої .kxy   Отрима-
ємо: 
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Оскільки для різних значень k  отримаємо різні значення границі, то границі 

22
0
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 не існує.       

 Функцію )(Mfu   називають нескінченно малою в точці  ,A  якщо 
.0)(lim 


Mf

AM
 Якщо ,)(lim BMf

AM



 то функція BMfM  )()(  є нескін-

ченно малою в точці .A  Справді,  


BMfM
AMAM

)(lim)(lim  

.0)(lim 


BBBMf
AM

 Звідси випливає таке: якщо ,)(lim BMf
AM




 то 

,)()( MBMf   де .0)(lim 


M
AM

 Нескінченно малі функції багатьох змін-

них порівнюють так само, як нескінченно малі функції однієї змінної. 
 Повторні границі. Для функції ),...,,( 21 nxxxfu   багатьох змінних мож-
на ввести поняття повторних границь. Розглянемо, наприклад, функцію двох 
змінних .),( yxfu   Нехай ця функція задана в деякому прямокутному околі 

,10 dxx   20 dyy   точки ,);( 000 yxM  крім, можливо, самої точки .0M  
Нехай для кожного фіксованого значення ,*yy   яке задовольняє умову 

,20 dyy   існує границя функції ),( yxfu  однієї змінної x  в точці :0xx   
),(),(lim
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ygyxf

yy
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і нехай існує границя функції )(yg  в точці :0y  
.)(lim

0
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yy



 

У цьому випадку існує повторна границя B  для функції ),( yxfu   в точці 
:0M  

.),(limlim
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Аналогічно можна ввести повторну границю 
.),(limlim

00
yxf

yyxx 
 

 Теорема 7.1.3. Нехай функція ),( yxfu   задана в деякому прямокутному 
околі ,10 dxx   20 dyy   точки ,);( 000 yxM  крім, можливо, самої точки 

.0M  Якщо: 1) існує границя ;),(lim
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 2) для довільного ,*yy   що задовольняє умову ,20 dyy   існує границя  
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3) для довільного ,*xx   що задовольняє умову ,10 dxx   існує границя  
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то існують повторні границі  
),,(limlim
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які дорівнюють між собою і подвійній границі: 
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 Зазначимо, що обернене твердження неправильне. Для функції n змінних 
є !n  повторних границь. 
 П р и к л а д  7.1.5. Обчислимо повторні границі функції  
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 Аналогічно отримає-

мо, що .0),(limlim
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 Зазначимо: у прикладі 7.1.5 доведено, що 22
0
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не існує. Отже, з 

існування і рівності повторних границь у точці не випливає існування подвійної 
границі функції в цій точці.           
 
 
 

7.1.3. Неперервність функцій багатьох змінних 

 Поняття неперервності функції багатьох змінних. Нехай функція 
)(Mfu   задана на деякій множині  M  евклідового простору .nR  Нехай точ-

ка A  належить множині  M  і є граничною точкою цієї множини. Це означає, 
що в будь-якому  -околі точки A  є точки множини  .M  
 Функцію )(Mfu   називають неперервною в точці ,A  якщо існує грани-
ця цієї функції в точці A  і ця границя дорівнює значенню функції в цій точці, 
тобто 
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.)()(lim AfMf
AM




                                         (7.1.21) 

Зазначимо, що оскільки ,lim AM
AM




 то рівність (7.1.21) можна записати у ви-

гляді 
.)lim()(lim MfMf

AMAM 
  

Отже, для неперервної в заданій точці A  функції символи lim  та f  можна по-
міняти місцями. 
 Точки простору ,nR  у яких функція )(Mfu   не є неперервною, назива-
ють точками розриву цієї функції. З означення неперервності випливає, що то-
чка A  є точкою розриву функції )(Mfu  , якщо 

1) функція  )(Mfu   не визначена в точці ;A  
2) функція визначена в точці ,A  але )(lim Mf

AM
 не існує, або якщо ця гра-

ниця існує, але не дорівнює ),(Af  тобто .)()(lim AfMf
AM




 

Точку A  називають точкою усувного розриву функції ,)(Mfu   якщо існує  
,)(lim Mf

AM 
 але функція не визначена в точці ,A  або  

.)()(lim AfMf
AM




 

 Дамо означення неперервності функції в точці за Гейне. Функцію 
)(Mfu   називають неперервною в точці ,A  якщо для будь-якої збіжної до то-

чки A  послідовності точок  kM  з множини  M  задання цієї функції відпові-
дна послідовність  )( kMf  значень функції збігається до числа .)(Af  
 Дамо означення неперервності функції за Коші. Функцію )(Mfu   нази-
вають неперервною в точці ,A  якщо для будь-якого числа 0  існує число 

0 таке, що для будь-якої точки M з множини  M  задання цієї функції, яка 
задовольняє умову   ,,  AM  виконується нерівність .)()(  AfMf  
 Функцію ,)(Mfu   яка визначена на множині  ,M  називають непере-
рвною на цій множині, якщо вона неперервна в кожній точці цієї множини. 
 Нехай точки ),...,,( 21 nxxxM  та ),...,,( 21 naaaA  належать області визна-
чення функції .)(Mfu   Повним приростом, або приростом, функції 

)(Mfu  у точці A  називають функцію 
.)()( AfMfu                                         (7.1.22) 

Позначимо ,111 xax  ,222 xax   ..., .nnn xax   Тоді повний приріст 
функції )(Mfu  в точці A  можна записати так: 

   .,...,,,...,, 212211 nnn aaafxaxaxafu        (7.1.23) 
 Функцію )(Mfu  називають неперервною в точці ,),...,,( 21 naaaA  якщо 
її повний приріст у цій точці є нескінченно малою функцією,  тобто 

  ,0)()(lim)(lim 


AfMfMu
AMAM

                        (7.1.24) 
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П р и к л а д  7.1.6. Дослідимо на неперервність у точці )0;0(O  функцію 
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 Отже, функція неперервна в початку координат.      
 Неперервність функції по одній змінній. Для функції багатьох змінних 
можна ввести поняття неперервності за однією змінною за фіксованих значень 
інших змінних. Розглянемо часткові прирости функції ),...,,( 21 nxxxfu   в точ-
ці ),...,,( 21 nxxxM  з області  M визначення цієї функції. Зафіксуємо всі, крім 
першого,  аргументи функції. Надамо аргументу 1x  деякого приросту 1x  тако-
го, щоб точка ),...,,( 211 nxxxxM   належала множині  .M  Відповідний при-
ріст функції називають частковим приростом функції в точці ),,...,,( 21 nxxxM  
що відповідає приросту 1x  аргументу ,1x  і позначають :1ux  

.),...,,(),...,,( 212111 nnx xxxfxxxxfu            (7.1.25) 
Аналогічно вводять поняття часткових приростів ukx  за рештою змінних. 
 Уведемо поняття неперервності функції за однією змінною. Функцію 

),...,,( 21 nxxxfu   називають неперервною в точці ),...,,( 21 nxxxM  за змінною 
,kx  якщо частковий приріст ukx  цієї функції в точці M є нескінченно малою 

функцією від ,kx  тобто якщо 
.0lim 


uk

k
x

x
                                              (7.1.26) 

Очевидно, що з неперервності функції ),...,,( 21 nxxxfu   в точці 
),...,,( 21 nxxxM  випливає її неперервність за кожною змінною. Обернене твер-

дження неправильне, тобто з неперервності функції в точці M за кожною змін-
ною nxxx ,...,, 21  не завжди випливає її неперервність у цій точці. 

Неперервність складеної функції.  Уведемо поняття складеної функції 
двох змінних. Нехай функції  
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                                      (7.1.27) 

визначені на множині  T  точок евклідового простору .2R  Тоді кожній точці 
),( 21 ttT  з множини  T  за формулами (7.1.27) відповідає точка ),( 21 xxM  евклі-

дового простору .nR  Позначимо через  M  множину всіх таких точок. Нехай 
),( 21 xxfu   задана на множині  .M  Тоді на множині  T  точок евклідового 

простору kR  задана складена функція  
 .),(),,(),( 21221121 ttttfxxfu   

 Теорема 7.1.4. Нехай функції ),,( 2111 ttx   ),( 2122 ttx   неперервні в 
точці ,),( 21 aaA  а функція ),( 21 xxfu   неперервна в точці ,),( 21 bbB  де 

,),( 21 aab ii   .2,1i  Тоді складена функція 
 ),(),,(),( 21221121 ttttfxxfu   

неперервна в точці .),( 21 aaA  
 Головні властивості неперервних функцій багатьох змінних. Непере-
рвним функціям багатьох змінних притаманні властивості, аналогічні до влас-
тивостей неперервних функцій однієї змінної. Сформулюємо їх у вигляді тео-
рем. 
 Теорема 7.1.5. Якщо функції )(Mf  і )(Mg  задані на одній і тій же мно-
жині  M  і неперервні в деякій точці A  цієї множини, то функції 

),()( MgMf   ),()( MgMf  ,0)(),(/)( MgMgMf  теж неперервні в цій точці 
.A  

 Теорема 7.1.6. Будь-яка елементарна функція багатьох змінних непере-
рвна в кожній точці області визначення. 
 Наприклад, розглянемо виробничу функцію двох змінних ,),( LKFY   де 
K – обсяг основних фондів; L  – затрати праці; Y – обсяг випущеної продукції. 
Областю визначення такої функції є деяка множина .2

 RD  Виробнича функ-
ція, у більшості випадків, є елементарною функцією двох змінних. За теоремою 
7.1.6 вона неперервна в будь-якій точці .);( 000 DLKM   Це означає: якщо змі-
ни основних фондів K  і затрат праці L  досить малі, то зміна випуску проду-
кції );();( 0000 LKFLLKKFY   теж буде малою. 
 Теорема 7.1.7 (перша теорема Больцано–Коші). Якщо функція 

)(Mfu   визначена і неперервна на замкненій обмеженій і зв’язній множині 

 M  евклідового простору ,nR  а в двох точках цієї множини набуває значень з 
протилежними знаками, то на множині  M  знайдеться точка 0M  така, що 

.0)( 0 Mf  
 Теорема 7.1.8 (друга теорема Больцано–Коші). Якщо функція )(Mfu   
визначена і неперервна на замкненій обмеженій і зв’язній множині  M  евклі-

дового простору ,nR  а в двох точках цієї множини набуває різних значень 
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,)( 1 AMf   ,)( 2 BMf   ,BA   то яке б не було число ,C  що міститься між чи-
слами A  та ,B  на множині  M  знайдеться точка N  така, що .)( CNf   
 Теорема 7.1.9 (перша теорема Вейєрштрасса). Якщо функція )(Mfu   
неперервна на замкненій обмеженій множині  ,M  то вона обмежена на цій 
множині. 
  
 
 7.2. Диференціальне числення функцій багатьох змінних 
 7.2.1. Похідні і диференціали першого порядку 

Частинні похідні першого порядку. Нехай функція ),( 21 xxfu   визна-

чена на деякій множині  M точок евклідового простору .2R  Нехай точка 
),( 21 xxM  – внутрішня точка множини  .M  Зафіксуємо значення аргументу 

2x  і надамо аргументу 1x  деякого приросту 1x  такого, щоб точка 
),( 211 xxxM   належала множині  .M  Запишемо в заданій точці ),( 21 xxM  

відношення частинного приросту ux1  до відповідного приросту аргументу 
:1x  

   .,,

1
21211

1
1

x
xxfxxxf

x
ux








 

Це відношення є функцією від ,2x  яка визначена для всіх .01 x  
 Якщо існує границя відношення частинного приросту ux1  функції 

),( 21 xxfu   в точці ),( 21 xxM  до відповідного приросту 1x  аргументу 1x  при 
,01 x  то цю границю називають частинною похідною функції в точці M за 

аргументом 1x  і позначають одним із символів: 

.,,, 11
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xx fuu
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x
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 Отже, 

.lim
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1 x

u
x
u x

kx 








                                                  (7.2.1) 

Аналогічно можна дати означення частинної похідної функції за аргументом 
,2x  а також частинних похідних функцій багатьох змінних. 

 П р и к л а д  7.2.1. Обчислимо частинні похідні 
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  За правилом відшукання похідної складеної функції отримаємо 
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 Економічна інтерпретація частинних похідних. Розглянемо   виробни-
чу функцію двох змінних .),( LKFY   Нехай основні фонди і затрати праці, 
відповідно, дорівнюють 0K  та .0L  
 Відношення  

K
LKFLKKF


 ),(),( 0000  

означає, яким є додатковий випуск продукції внаслідок зміни на одиницю ос-
новних фондів 0K  і за сталих затрат праці .0L  Припустимо, що існує частинна 
похідна функції ),( LKFY  в точці :);( 000 LKM  

  .),(),(lim; 0000
0

00 K
LKFLKKFLK

K
F
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Для малих K  виконується наближена рівність 

  .),(),(; 0000
00 K

LKFLKKFLK
K
F






  

Якщо одиниці вимірювання K  такі, що 1K  можна вважати досить малою 

зміною основних фондів, то частинна похідна  00;LK
K
F




 наближено дорівнює 

приросту, який отримає випуск ),( 00 LKF  унаслідок додаткового вкладення 
одиниці основних фондів. 

 Частинну похідну 
K
F


  називають граничною фондовіддачею, а  

L
F




 – 

граничною продуктивністю праці.  
 П р и к л а д  7.2.2. Обчислимо граничну фондовіддачу і граничну продук-
тивність праці для виробничої функції Кобба–Дугласа .),( 1  LAKLKF  
  За означенням гранична фондовіддача 
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а гранична продуктивність праці 
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Зазначимо, що для функції Кобба–Дугласа гранична фондовіддача і гранична 

продуктивність праці є функціями лише фондонасиченості ,
K
L  тобто залежать 

лише від співвідношення між основними фондами K  і затратами праці .L  
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 Диференційованість функцій багатьох змінних. Нагадаємо, що    по-
вним приростом функції ),...,,( 21 nxxxfu   в точці ),,...,,( 21 nxxxM  який відпо-
відає приростам ,1x ,...,2x nx  аргументу, називають вираз 

   .,...,,,...,, 212211 nnn xxxfxxxxxxfu   
 Функцію ),...,,( 21 nxxxfu   називають диференційованою в заданій точці 

,),...,,( 21 nxxxM  якщо її повний приріст у цій точці можна записати у вигляді 
,...... 112211 nnnn xxxAxAxAu          (7.2.2) 

де nAAA ...,,, 21  – числа, які не залежать від ,1x ,...,2x ,nx  а ,1 ,2 ..., n  – 
нескінченно малі при ,0 ix  ni ,...,2,1  функції, які дорівнюють нулю при 

,0 ix  .,...,2,1 ni   
 Співвідношення (7.2.2) називають умовою диференційованості функції в 
заданій точці ),...,,( 21 nxxxM  евклідового простору .nR  Запишемо умову (7.2.2) 
в іншому вигляді. Розглянемо функцію 
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Отже, умову диференційованості (7.2.2) можна записати у вигляді 
.)(...2211  oxAxAxAu nn           (7.2.3) 

Доведено, що умови (7.2.2) і (7.2.3) еквівалентні. 
 Якщо хоча б одне з чисел nAAA ...,,, 21  відмінне від нуля, то сума 





n

i
ii xA

1
 є головною, лінійною щодо приростів аргументів ,ix  ni ,...,2,1  ча-

стиною приросту диференційованої функції. Зазначимо: якщо приріст функції в 
деякій точці можна записати у вигляді (7.2.2) чи (7.2.3) при ,0...21  nAAA  
то функція диференційована в цій точці. 
 Наведемо необхідну умову диференційованості функції багатьох змінних. 
 Теорема 7.2.1. Якщо функція ),...,,( 21 nxxxfu   диференційована в точці 

,),...,,( 21 nxxxM  то в цій точці існують частинні похідні функції за усіма аргу-
ментами, причому 
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 ,,...,2,1 ni                                     (7.2.4) 

де iA  визначають з умов (7.2.2) чи (7.2.3) диференційованості функції. 
 З умови (7.2.2) диференційованості функції в точці ),...,,( 21 nxxxM  випли-
ває, що її частинний приріст uix  у цій точці можна записати у вигляді 
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З урахуванням (7.2.4) умову (7.2.3) диференційованості функції можна 
записати у вигляді 
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Оскільки ,
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  ,,...,2,1 ni   то зображення диференційованої     функ-

ції у вигляді (7.2.2) і (7.2.3)  єдине. 
 Теорема 7.2.2. Якщо функція ),...,,( 21 nxxxfu   диференційована в точці 

,),...,,( 21 nxxxM  то вона неперервна в цій точці. 
 З умови (7.2.2) диференційованості функції ),...,,( 21 nxxxfu   отрима-

ємо 
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що означає неперервність функції в точці .),...,,( 21 nxxxM         
 Теореми 7.2.1 та 7.2.2 виражають необхідні умови диференційованості 
функції в точці. З цих теорем можна отримати достатні умови того, що функція 
недиференційована: якщо функція ),...,,( 21 nxxxfu   не має хоча б однієї час-
тинної похідної в точці ,),...,,( 21 nxxxM  то вона недиференційована в цій точці; 
якщо функція ),...,,( 21 nxxxfu   не є неперервною в деякій точці 

,),...,,( 21 nxxxM  то вона недиференційована в цій точці.  
Для функцій однієї змінної існування похідної в точці є необхідною і до-

статньою умовою її диференційованості в цій точці, тому для функцій однієї 
змінної  поняття  “функція диференційована” та “існує похідна       функції” то-
тожні. Для функцій багатьох змінних зв’язок між диференційованістю функції 
та існуванням частинних похідних складніший. Існування частинних похідних є 
лише необхідною, але не достатньою умовою диференційованості функції. Це 
означає, що існують функції, які в деякій точці мають усі частинні похідні, але 
не диференційовані в цій точці. 
 Наведемо достатні умови диференційованості функції багатьох змінних. 
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 Теорема 7.2.3. Якщо функція ),...,,( 21 nxxxfu   має частинні похідні за 

всіма аргументами в деякому околі точки ,...,,, 210 








 
nxxxM  причому всі ці по-

хідні неперервні в самій точці ,0M  то функція диференційована в цій точці. 
 Сформулюємо теорему про диференціювання складеної функції двох 
змінних.  
    Теорема 7.2.4. Нехай функції (7.1.27) диференційовані в деякій точці  

,, 210 








 
ttT  а функція ),( 21 xxfu   диференційована у відповідній точці 
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xxM  де ,, 21 













ttx ii  .2,1i  Тоді складена функція  

 ),(),,(),( 21221121 ttttfxxfu   
диференційована в точці .0T  Частинні похідні цієї функції обчислюють за фор-
мулами 
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                                  (7.2.6) 

у яких частинні похідні 
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 беруть у точці ,0M  а частинні похідні 
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 – у точці .0T  

 Розглянемо випадок, коли в формулах (7.2.6) ,)(tx ii   .2,1i  У цьому 
випадку маємо складену функцію однієї змінної :t  

.))(),(( 21 ttfu   
Похідну цієї складеної функції обчислюють за формулою 
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 П р и к л а д  7.2.3. Обчислимо ,
x
z




 ,
y
z




 якщо  ,ln 22 vuz   де ,xyu   
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  За формулами (7.2.6) отримаємо 
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 П р и к л а д  7.2.4. Нехай у виробничій функції Кобба–Дугласа 
75,025,04),( LKLKFY   величини K  та L  залежать від часу: 

,5,26)( 2  ttK  .001,0)( 2ttL   Визначимо швидкість зміни випуску продукції 
Y  в момент часу .0tt   
  За формулою (7.2.7)  
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   Однорідні функції. Функцію ,),...,,( 21 nxxxfu   задану на множині  ,M  
називають однорідною функцією степеня p  на цій множині, якщо для кожної 
точки ),...,,( 21 nxxxM  множини  M  і для кожного числа t  такого, що точка 

),...,,( 21 ntxtxtxK  належить  ,M  виконується нерівність 

.),...,,(),...,,( 2121 n
p

n xxxfttxtxtxf                           (7.2.8) 
Теорема 7.2.5 (теорема Ейлера про однорідні функції). Якщо в деякій 

області  M  функція ),...,,( 21 nxxxfu  є диференційованою однорідною функ-
цією степеня ,p  то в кожній точці ),...,,( 21 nxxxM  цієї області справджується 
рівність 
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                (7.2.9) 

 Повний диференціал функції багатьох змінних. Диференціалом дифере-
нційованої в точці ),...,,( 21 nxxxM  функції ),...,,( 21 nxxxfu  називають голо-
вну, лінійну щодо приростів аргументу, частину приросту цієї функції в цій то-
чці: 

....d 2211 nn xAxAxAu                 (7.2.10) 
Якщо ,...21 nAAA   то вважають, що .0d u  

 З теореми 7.2.1 маємо, що ,
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i x
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 ,,...,2,1 ni   тому диференціал   функ-

ції можна записати у вигляді 
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           (7.2.11) 

Диференціалом ixd  незалежної змінної ix  називають приріст ix  цієї змінної. 
Тоді диференціал функції багатьох змінних можна записати у вигляді 
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           (7.2.12) 

 Зазначимо таке: формулу (7.2.12) записали,  припустивши, що   аргументи 
nxxx ,...,, 21  є незалежними змінними.  
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 Доведено, що вигляд першого диференціала функції багатьох змінних не 
змінюється у випадку, коли  аргументи ix  є функціями деяких інших змінних. 
 Властивість інваріантності форми першого диференціала дає змогу виве-
сти правила диференціювання. Нехай u  та v  – диференційовані функції бага-
тьох змінних. Тоді 
                                               const;,d)d(  CuCCu   
                                               ;dd)d( vuvu   

;dd)d( uvvuvu                                        (7.2.13) 
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 П р и к л а д  7.2.5. У точці )1;0(M обчислимо диференціал функції 

.)ln( 22 xyyxu   
  Обчислимо частинні  похідні функції в точці :)1;0(M  
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 Отже,  
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 Похідна за напрямом. Градієнт. Нехай функція )(Mfu   двох  змінних 
задана в деякому околі точки .);( yxM  Розглянемо деякий напрям, який харак-

теризує одиничний вектор ,)cos;(cos l


 де 1coscos 22   (рис. 7.2.1).  
На прямій, яка проходить у напрямі ,l


 виберемо точку );(1 yyxxM   так, 

що довжина l  відрізка 1MM  дорівнює .)()( 22 yx   Приріст функції 
)(Mf  має вигляд 

,);();( yxfyyxxfu   
де ,cos lx  .cos ly  Нехай функція )(Mf  диференційована в точці 

.);( yxM  Приріст цієї функції запишемо у вигляді 

.)(coscos)( lol
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Поділимо обидві частини цієї рівності на l  і перейдемо в отриманому виразі 
до границі при .0l  
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Рис. 7.2.1.




 
 Границю відношення 
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u

  при 0l  називають похідною функції 

)(Mfu   в точці );( yxM за напрямом l


 і позначають :
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 Отже, отримаємо похідну за напрямом 
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Аналогічно, для функції ),...,,( 21 nxxxfu  похідну за напрямом 
)cos...,,cos,(cos 21 nl 


 визначають за формулою 
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де  .1cos...coscos 2
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 П р и к л а д  7.2.6. Обчислимо похідну функції 222 zyxu   в точці 
),4;3;1(M  якщо напрям збігається з радіусом-вектором цієї точки. 

  Визначимо координати одиничного вектора, який задає цей напрям. Радіус-

вектор )4;3;1(OM  має довжину .26OM  Тоді ,
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4cos   За формулою (7.2.15) отримаємо 
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Обчислимо похідну за заданим напрямом у точці :)4;3;1(M  
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 Розглянемо функцію трьох змінних ,)(Mfu   яка диференційована в де-
якій точці .);;( zyxM  
 Градієнтом функції ),,( zyxfu   в точці );;( zyxM називають вектор, ко-

ординати якого дорівнюють, відповідно, частинним похідним ,
x
u
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 у 

цій точці, і позначають 
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 Похідну за напрямом можна записати у вигляді 
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тобто похідна за напрямом є скалярним добутком векторів l


 та .gradu  
 Градієнт функції багатьох змінних ),...,,( 21 nxxxfu  у точці  

),...,,( 21 nxxxM  визначають за формулою 
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У цьому випадку для похідної за напрямом справджується формула 
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 Перепишемо формулу ul
l
u grad

 

 у вигляді 

,cosgradgrad 
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де   – кут між векторами l


 та .gradu  Оскільки ,1l


 то з рівності (7.2.20) ви-

пливає, що похідна за напрямом набуває найбільшого значення,  якщо ,0  
тобто коли напрями векторів l


 та ugrad  збігаються. У цьому випадку 

.gradmax u
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                                       (7.2.21) 

З цієї рівності випливає, що градієнт функції характеризує напрям і значення 
найбільшої швидкості зростання функції в точці. 

Доведемо, що у випадку функції двох змінних ),( yxfy   градієнт у точці 
);( 000 yxM перпендикулярний дотичній до лінії рівня ,L  яка проходить через 

цю точку (рис. 7.2.2).  
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Рис. 7.2.2.
 

 
Нехай лінія рівня має рівняння .),( Cyxf   Розв’яжемо це рівняння щодо 

:y  ).(xgy   Вектор дотичної до лінії рівня має координати .)d,(d yxs   Запи-
шемо диференціал функції на лінії рівня: 

.0gradddd 
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 Отже, вектори ugrad  та s  перпендикулярні, тобто в заданій точці граді-
єнт перпендикулярний до лінії рівня. 
 Аналогічно, для функції багатьох змінних у заданій точці градієнт перпе-
ндикулярний до множини рівня. 

 П р и к л а д  7.2.7. Для функції 222 zyxu   обчислимо градієнт і йо-
го модуль у точці ).3;2;5(M  
  Обчислимо частинні похідні цієї функції: 
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7.2.2. Похідні і диференціали вищих порядків 
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 Частинні похідні вищих порядків. Нехай у кожній точці множини  M  –  

області визначення  функції  ),,...,,( 21 nxxxfu   існує частинна   похідна .
ix

u

  

Ця похідна, що є функцією змінних ,,...,, 21 nxxx теж визначена в області  .M  

Якщо функція 
ix

u

  в точці M має частинну похідну за аргументом ,kx  то цю 

частинну похідну називають частинною похідною другого порядку, або другою 
частинною похідною, функції ),...,,( 21 nxxxfu   в точці M  спочатку за аргу-
ментом ,ix  а потім за аргументом kx  і позначають 

,
2

ki xx
u


  ,ki xxf  .ki xxu                                (7.2.22) 

Якщо ,ki   то похідну називають мішаною частинною похідною другого по-
рядку; якщо ,ki   то частинну похідну другого порядку позначають 
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 Після того, як визначене поняття частинної похідної другого порядку, 
можна послідовно ввести поняття частинних похідних третього, четвертого і 
вищих порядків. Нехай уведене поняття частинної похідної )1( m -го порядку 
функції ),...,,( 21 nxxxfu   за аргументами ,,...,, )1(21 miii xxx  причому деякі або 

всі індекси можуть збігатися. Якщо ця похідна )1( m -го порядку має в точці 
M частинну похідну за аргументом ,mix  то цю похідну називають частинною 
похідною n -го порядку, або n -ю частинною похідною,   функції 

),...,,( 21 nxxxfu   за аргументами mm iiii xxxx ,,...,, )1(21   і позначають 
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Отже, ми ввели поняття частинної похідної m -го порядку індуктивно, пе-

реходячи від похідної першого порядку до наступних похідних. 
Якщо не всі індекси miii ,...,, 21  дорівнюють один одному, то похідну на-

зивають мішаною похідною m -го порядку; якщо ,...21 miii   то частинну 
похідну позначають 
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                                                        (7.2.25) 

 Оскільки частинну похідну функції за аргументом ix визначають як зви-
чайну похідну функції однієї змінної ix  за фіксованих значень інших змінних, 
то для обчислення частинних похідних вищих порядків використовують прави-
ла обчислення похідних першого порядку. 
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 П р и к л а д  7.2.8. Обчислимо частинні похідні другого порядку функції 
.32 xyyxu   

  Обчислимо частинні похідні першого порядку: 
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На підставі означення частинних похідних вищих порядків обчислимо похідні 
другого порядку: 
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У цій задачі мішані частинні похідні другого порядку однакові, тобто 
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 що не завжди справджується, тобто значення частинних похід-

них залежать від послідовності диференціювання. 
 Уведемо поняття n  разів диференційованої функції багатьох змінних. 
Функцію ),...,,( 21 nxxxfu   називають m  разів диференційованою в точці 

,...,,, 210 








 
nxxxM  якщо всі її частинні похідні )1( m -го порядку диференційо-

вані в цій точці. 
 З означення m -разової диференційованості функції багатьох змінних і те-
ореми 7.2.3 про достатні умови диференційованості функції отримаємо достатні 
умови m -разової диференційованості функції багатьох змінних. 
 Теорема 7.2.6. Для того, щоб функція ),...,,( 21 nxxxfu   була m  разів 

диференційованою в точці ,...,,, 210 








 
nxxxM  достатньо, щоб усі її частинні по-

хідні m -го порядку були неперервні в цій точці. 
 Достатні умови незалежності значень мішаних похідних від порядку ди-
ференціювання дає така теорема. 
  Теорема 7.2.7. Нехай функція ),( yxfu   двічі диференційована в точці 

.);( yxM  Тоді в цій точці .
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 Сформулюємо теорему, аналогічну до попередньої. 
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 Теорема 7.2.8. Нехай у деякому околі точки );( yxM функція ),( yxfu   

має частинні похідні ,
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  Якщо частинні похідні 
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 Аналогічна теорема справджується для функцій багатьох змінних. 
 Теорема 7.2.9. Нехай функція ),...,,( 21 nxxxfu    диференційована m  ра-

зів у точці ....,,, 210 








 
nxxxM  Тоді в цій точці значення будь-якої мішаної похі-

дної m -го порядку не залежить від порядку, в якому відбуваються послідовні 
диференціювання. 
 Диференціали вищих порядків. Нехай функція ),( yxfu   диференційо-
вана в точці ),( yxM  і в деякому околі цієї точки. Диференціал функції в цій то-
чці має вигляд 
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Цей диференціал називають диференціалом першого порядку, або першим ди-
ференціалом функції .),( yxfu   Для позначення диференціалів, крім символів 

,d x yd  та ,du  будемо використовувати символи ,x ,y .u  Нехай функція 
),( yxfu   двічі диференційована в точці .),( yxM  Будемо вважати, що xd  та 

yd  сталі. У цьому випадку диференціал першого порядку ud  є  диференційо-
ваною в точці ),( yxM  функцією змінних x  .y  Її диференціал у точці ),( yxM  
має вигляд 
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Цей вираз при ,d xx   yy d називають диференціалом другого порядку, або 

другим диференціалом,  функції ),( yxfu   у точці ),( yxM  і позначають .d2 u  
Виконаємо диференціювання в останній формулі і врахуємо рівність других 
мішаних похідних, отримаємо 
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                             (7.2.26) 
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Нехай функція ),( yxfu   диференційована m  разів у точці ),( yxM  і введене 

поняття диференціалу )1( m -го порядку, тобто .d )1( um  Значення  um )1(d   

диференціала від диференціала ,d )1( um  взяте при ,d xx   ,d yy  називають 
диференціалом m -го порядку, або m -м диференціалом, функції ),( yxfu   в 

точці ),( yxM  і позначають .d um  
 Вираз для першого і другого диференціалів зручно записувати у симво-
льному вигляді. Для цього введемо оператор диференціала першого порядку 
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Визначимо оператор 2d  як наслідок піднесення d  до другого степеня: 
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      (7.2.28) 

З використанням (7.2.28) формулу (7.2.26) можна записати у вигляді 
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   (7.2.29) 

 Аналогічно можна ввести диференціал третього порядку 
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 У формулах (7.2.29), (7.2.30) після формального підняття до степеня  до-
сить формально перемножити функцію u  на всі доданки в дужках, щоб отри-
мати вирази для відповідного диференціала. Ці формули нагадують розклад за 
формулою бінома Ньютона. Вираз для диференціала m -го порядку запишемо у 
вигляді 
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 Аналогічно можна ввести поняття диференціалів вищих порядків для фу-
нкцій багатьох змінних.  

Як видно з (7.2.31), диференціал m -го порядку є однорідним поліномом 
m -го порядку щодо .d,d yx  

Зазначимо, що для диференціала порядку 2m  не справджується власти-
вість інваріантності форми.  

П р и к л а д  7.2.9. Обчислимо диференціал другого порядку для функції 
yxu   в точці .)0;1(0M  

  Обчислимо частинні похідні першого порядку цієї функції: 
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Обчисливши частинні похідні від частинних похідних першого порядку отри-
маємо частинні похідні другого порядку: 
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Обчислимо значення похідних другого порядку в точці :)0;1(0M  
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Підставимо ці значення в формулу (7.2.26): 
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 Формула Тейлора для функції багатьох змінних.  
 Теорема 7.2.10. Якщо функція ),...,,( 21 nxxxfu   визначена і 1m  разів 

диференційована в деякому околі точки ,),...,,( 00
2

0
10 nxxxM  то для всіх точок 

цього околу її приріст можна записати у вигляді 
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де  
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 Формулу (7.2.32) називають формулою Тейлора для функції )(Mfu   з 
центром розкладу в точці 0M  з залишковим членом )(MRm   у формі Лагранжа.    
 У випадку функції двох змінних ця формула має вигляд 
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 Формулу (7.2.34) називають формулою Тейлора для функції ),( yxfu   з 
залишковим членом у формі Лагранжа 
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Цю формулу можна записати у вигляді 
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Якщо ,)( m
m oR   ,22 yx   то отримаємо формулу Тейлора з залишко-

вим членом у формі Пеано. 
Для 0m  з формули (7.2.34) отримаємо 

,10,),(d),( 0000  yyxxfyxf  
або 

 xyyxxfyxfyyxxf x ),(),(),( 000000
.10,),( 00  yyyxxf y  

Цю формулу називають формулою скінченних приростів, або формулою Лагра-
нжа, для функції двох змінних. 
 Формулу Тейлора використовують для наближених обчислень. Абсолют-
ну похибку   оцінюють через залишковий член у формі Лагранжа. 

Наприклад, для 1m  отримаємо 
,),(d),( 0000 yxfyxf   

 причому абсолютна похибка .),(d
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Для 2m  отримаємо ,),(d
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 П р и к л а д  7.2.10. Розвинемо функцію x
y

eyxfu  ),(  за формулою Тей-
лора в околі точки )0;1(0M  до членів другого порядку включно. 
  Знайдемо частинні похідні другого порядку цієї функції в точці :0M  
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Далі  

,1 xx  ,yy   ,)1( 22 yx    .)1()(),( 222
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Підставимо отримані вирази у формулу (7.2.35), отримаємо 
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7.2.3. Локальний екстремум функцій багатьох змінних 

 Необхідні умови локального екстремуму. Нехай функція багатьох змін-
них ),...,,()( 21 nxxxfMfu   визначена в деякому околі точки 

 00
2

0
10 ,...,, nxxxM  евклідового простору .nR  Функція )(Mfu   має в точці 0M  

локальний максимум (локальний мінімум), якщо існує такий  -окіл точки 0M , 
що для всіх точок M з цього околу виконується нерівність )()( 0 MfMf   
 .)()( 0 MfMf   У цьому випадку точку 0M  називають точкою локального ма-
ксимуму (локального мінімуму), а число )( 0Mf  – локальним максимумом (лока-
льним мінімумом). Точки локального максимуму (мінімуму) називають точками 
локального екстремуму.  
 З означення локального екстремуму випливає таке: якщо в околі точки 

0M  приріст функції ,0)()()( 00  MfMfMf  то в точці 0M  функція має 
локальний максимум; якщо в околі точки 0M  приріст функції 

,0)()()( 00  MfMfMf  то в точці 0M  функція має локальний мінімум. 
Якщо ж в околі точки 0M  приріст функції )( 0Mf  може змінювати знак, то ця 
точка не є точкою екстремуму функції .)(Mfu   
 Визначимо необхідні умови існування локальних екстремумів функції. 
 Теорема 7.2.11 (необхідна умова існування екстремуму). Якщо   функ-
ція ),...,,( 21 nxxxfu   має в точці  00

2
0
10 ,...,, nxxxM  часткові похідні першого 

порядку за всіма змінними nxxx ,...,, 21  і має в цій точці  локальний екстремум, 
то всі частинні похідні першого порядку в цій точці дорівнюють нулю, тобто 
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 Зафіксуємо всі, крім першого, аргументи функції ),...,,( 21 nxxxfu  , тобто 

візьмемо ,0
22 xx   ,0

33 xx   ..., .0
nn xx   У цьому випадку отримаємо функцію 

однієї змінної .),...,,( 00
21 nxxxfu   Оскільки за умовою теореми функція 

)(Mfu   має локальний екстремум у точці ,0M  то функція однієї змінної 

),...,,( 00
21 nxxxfu  має локальний екстремум у точці .0

11 xx   З необхідної умо-
ви екстремуму функції однієї змінної маємо, що її похідна в цій точці дорівнює 
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нулю. Похідна цієї функції однієї змінної в точці 0
11 xx   збігається з частинною 
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Аналогічно можна довести решту рівностей у (7.2.36).                               
 Зазначимо, що умови рівності нулю в точці 0M   усіх частинних    похід-
них першого порядку є необхідними, але не достатніми умовами локального 
екстремуму в цій точці. Наприклад, для функції xyyxfu  ),(  частинні похід-

ні y
x
u





 та x
y
u



  в точці )0;0(0M  дорівнюють нулю, але в цій точці функція 

не має екстремуму. Справді, ,0)( 0 Mf  але в будь-якому околі цієї точки фун-
кція набуває як додатних, так і від’ємних значень. 
 Точки, в яких усі частинні похідні першого порядку функції )(Mfu   
дорівнюють нулю, називають стаціонарними точками цієї функції. В кожній 
стаціонарній точці функція )(Mfu   може мати локальний екстремум, а може і 
не мати.  Очевидно, для відшукання всіх стаціонарних точок функції 

),...,,( 21 nxxxfu   досить розв’язати систему рівнянь 
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 З теореми 7.2.11 отримаємо інший вигляд необхідних умов локального 
екстремуму. 
 Теорема 7.2.12. Якщо функція )(Mfu   диференційована в точці 0M  і 

має в цій точці локальний екстремум, то її диференціал 
0

d
M

u у цій точці дорі-

внює нулю, тобто 
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 Достатні умови локального екстремуму.  Нехай функція )(Mfu   три-
чі диференційована в стаціонарній точці .0M  Тоді за формулою Тейлора при-
ріст функції в околі цієї точки  

 .)(d
2
1)( 2

0
2

0  oMfMu                          (7.2.38) 

Доведено таке: якщо аргументи двічі диференційованої функції 
),...,,( 21 nxxxfu   є незалежними змінними або лінійними функціями деяких 

незалежних змінних, то другий диференціал цієї функції в заданій точці 0M  є 
квадратичною формою щодо диференціалів аргументів :d...,,d,d 21 nxxx  
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де 
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                                   (7.2.40) 

Матрицю цієї квадратичної форми називають матрицею Гессе 
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На підставі (7.2.38) можна стверджувати, що знак приросту )( 0Mu  функції в 
достатньо малому околі точки 0M  визначений знаком її другого диференціала 
(7.2.39). 

Наведемо без доведення теорему, яка дає достатні умови існування лока-
льного екстремуму. 
 Теорема 7.2.13 (достатні умови існування локального екстремуму). 
Нехай функція ),...,,()( 21 nxxxfMfu   один раз диференційована в деякому 

околі стаціонарної точки  00
2

0
10 ,...,, nxxxM  і двічі диференційована в самій точці 

.0M  Якщо другий диференціал цієї функції є додатно (від’ємно) визначеною   
квадратичною формою від змінних ,d,...,d,d 21 nxxx  то функція )(Mfu   має в 
точці 0M  локальний мінімум (максимум). Якщо другий диференціал є знако-
змінною квадратичною формою, то функція )(Mfu   в точці  0M  не має лока-
льного екстремуму. 
 Якщо другий диференціал функції в стаціонарній точці є квазізнаковиз-
наченою квадратичною формою, то функція може мати локальний екстремум у 
цій точці, а може і не мати його. В цьому випадку проводять додаткові дослі-
дження, зокрема, використовуючи диференціали вищих порядків. 
 На практиці часто трапляється задача про відшукання екстремуму функції 
двох змінних ).,()( yxfMfu   Позначимо значення частинних похідних дру-
гого порядку цієї функції в стаціонарній точці ),;( 000 yxM  відповідно, через 

:,, 221211 aaa  
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 Теорема 7.2.14. Нехай функція ),( yxfu   один раз диференційована в 
околі  стаціонарної точки );( 000 yxM  і двічі диференційована в самій точці 

.0M  Тоді якщо в точці 0M  виконується умова  

,02
122211  aaa                                       (7.2.43) 

то функція ),( yxfu   має в точці );( 000 yxM  локальний екстремум, а саме: ма-
ксимум у випадку 011 a  і мінімум у випадку .011 a  Якщо в точці 0M  вико-

нується умова ,02
122211  aaa  то функція не має локального екстремуму 

в цій точці. 
 П р и к л а д  7.2.11. Дослідимо функцію 23 423  yxyxu  на локаль-
ний екстремум. 
  Щоб знайти стаціонарні точки функції, визначимо частинні похідні 

;63 2 xyx
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u
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та прирівняємо їх до нуля.  
 Розв’язками системи рівнянь 
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є дві стаціонарні точки )3;6(1M  та .)0;0(2M  
 Визначимо частинні похідні другого порядку 
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У точці )3;6(1M  матриця Гессе диференціала другого порядку має вигляд 
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а її головні мінори ,1811 a  6482
122211  aaa  є додатними.  

 Отже, на підставі теореми 7.2.14 у точці )3;6(1M  функція має локальний 
мінімум 

.25233636)3;6( 423
min  uu  

 У точці  )0;0(2M матриця Гессе диференціала другого порядку  

,
00
00

)0;0(
);(

2










M
yxH  

тому в цій точці функція потребує додаткових досліджень. Обчислимо приріст 
функції в точці :)0;0(2M  
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Очевидно, що приріст функції в околі точки )0;0(2M змінює знак, тому в цій 
точці функція не має екстремуму.                                                              

Глобальний екстремум функції багатьох змінних. Нехай функція 
),...,,( 21 nxxxfu   визначена і неперервна в деякій обмеженій і замкненій обла-

сті D  евклідового простору і має в цій області обмежені частинні похідні пер-
шого порядку, можливо, за винятком окремих точок. За другою теоремою 
Вейєрштрасса, в області D  ця функція досягає найбільшого та найменшого 
значення. Глобальним, або абсолютним, екстремумом функції 

),...,,( 21 nxxxfu   в замкненій області D  називають її найбільше або найменше 
значення в цій області. Функція може досягати глобального екстремуму або в 
точках локальних екстремумів, або на межі області .D  Тому, щоб знайти глоба-
льний екстремум функції ),...,,( 21 nxxxfu   в замкненій області ,D  потрібно 
знайти всі точки можливого локального екстремуму всередині області та на її 
межі, обчислити значення функції в кожній з цих точок і вибрати серед обчис-
лених значень найбільше і найменше. 
  П р и к л а д  7.2.12. Знайдемо найменше і найбільше значення функції 

224 yxu   в крузі .122  yx  
  Визначимо точки можливого екстремуму всередині круга. Для цього обчис-

лимо похідні першого порядку ,8x
x
u



  y

y
u 2


  і прирівняємо їх до нуля. 

Отримаємо єдину стаціонарну точку ),0;0(O  яка лежить усередині цього круга. 

Значення функції в цій точці .0)0,0( u  На межі круга ,1 22 xy   тому 

.11,31 2  xxu  Очевидно, що на межі круга ,1найм. u  .4найб. u  От-
же, найбільше значення 4max u  функція  набуває на межі області, а найменше 

0min u  – усередині області.           
 
  

7.2.4. Метод найменших квадратів 

У різних дослідженнях доводиться використовувати емпіричні формули, 
які дають змогу аналітично зображати результати  статистичного   опрацюван-
ня експерименту. Нехай є результати nuuu ...,,, 21  спостережень у точках 

,1M ,2M  ..., nM  над деякою величиною .u  Потрібно підібрати таку функцію 
),(Mfu   щоб вона найточніше відображала залежність величини u  від точок 

,1M ,2M  ..., .nM  
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Задача відшукання емпіричних формул складається з двох етапів: 
1) визначають загальний вигляд залежності )(Mfu   з точністю до не-

відомих параметрів, які є в цій залежності; 
2) ці невідомі параметри підбирають так, щоб у точках спостереження 

,1M ,2M  ..., nM  значення функції )(Mfu   найменше відрізнялися 
від спостережуваних значень ....,,, 21 nuuu  

Нехай унаслідок аналізу результатів досліджень визначили, що спостере-
жувані значення nuuu ...,,, 21  в точках ,1M ,2M  ..., nM  бажано наблизити емпі-
ричною формулою 

,)(...)()()( 2211 MaMaMaMfu mm          (7.2.44) 
де maaa ,...,, 21  – невідомі параметри. Виберемо ці параметри так, щоб у  точках 
спостереження ,1M ,2M  ..., nM  значення функції )(Mfu   найменше відріз-
нялися від спостережуваних значень nuuu ...,,, 21  (рис. 7.2.3). 

Позначимо ці відхилення через .i  Метод найменших квадратів полягає в 
мінімізації суми квадратів відхилень як функції параметрів :,...,, 21 maaa  
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Рис. 7.2.3.
 

Обчислимо частинні похідні цієї функції і прирівняємо їх до нуля: 
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Звідси отримаємо систему m  лінійних рівнянь для визначення невідомих пара-
метрів :,...,, 21 maaa  
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де  
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Розв’яжемо цю систему рівнянь і отримаємо стаціонарну точку 
.);...;;( 21 maaaN  Доведено, що функція ),...,,( 21 maaaS  в цій стаціонарній точці 

досягає найменшого значення. 
 Під час опрацювання результатів спостережень найчастіше використову-
ють наближення лінійною або квадратичною функцією однієї змінної. У цьому 
випадку маємо набір значень аргументу nxxx ,...,, 21  і набір значень функції 

.,...,, 21 nyyy  У випадку лінійної функції емпірична формула (7.2.44) має вигляд 
.baxy   

Система рівнянь (7.2.45) у цьому випадку має вигляд 
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 У випадку квадратичної функції  емпірична формула (7.2.44) має вигляд  

.2 cbxaxy   
Система рівнянь (7.2.45) у цьому разі має вигляд 
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 П р и к л а д  7.2.13. Менеджер з реклами фірми досліджував залежність 
збуту продукції y  (тис. штук) від витрат на рекламу x (тис. гривень): 
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ix  1 2 3 4 5 

iy  1,6 4,0 7,4 12,0 18,0 
 
Припустимо, що між змінними x  та y  існує квадратична залежність 

cbxaxy  2 , і обчислимо значення параметрів. 
  За формулами (7.2.50) обчислимо ,97911 A  ,22512 A  ,5513 A  ,22521 A  

,5522 A  ,1523 A  ,5531 A  ,1532 A  ,533 A  ,2,6801 B  ,8,1692 B  
.0,493 B  

Підставимо обчислені коефіцієнти в систему (7.2.49): 













.0,4951555
;8,1691555225

;2,68055225969
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Методом Гаусса знайдемо розв’язок цієї системи: ,3,0a  ,48,0b  .06,5c  
 Отже, залежність збуту продукції від витрат на рекламу має вигляд 

.06,548,03,0 2  xxy                                                                                     
 

7.3. Умовний екстремум функції багатьох змінних 
7.3.1. Неявні функції та дії над ними 

 Неявні функції визначені одним рівнянням. Часто трапляються випадки, 
коли змінна ,u  яка є функцією аргументів ,...,,, 21 nxxx  задана за допомогою 
функціонального рівняння 

.0),...,,,( 21 uxxxF n                                (7.3.1) 

Якщо 0))...,,,(,...,,,( 2121 nn xxxfxxxF  для всіх ,)...,,,( 21
n

n Rxxx  то в 
цьому випадку кажуть, що функція ),...,,,( 21 nxxxfu   як функція аргументів 

,)...,,,( 21
n

n Rxxx   задана неявно. Рівняння (7.3.1) може задавати декілька 
функцій, тому потрібно з’ясувати, за яких умов це рівняння  однозначно задає 
u  як функцію змінних ....,,, 21 nxxx  
 Розглянемо спочатку випадок неявної функції двох змінних 

.0),( yxF                                          (7.3.2) 

 Наприклад, якщо задане рівняння ,122  yx  то  

,1)( 2
1 xxf    ,1)( 2

2 xxf    11  x  
– неявні функції, задані цим рівнянням. Якщо домагатися, щоб  неявна    функ-
ція задовольняла деякі додаткові умови, то можливо, що така функція буде 
єдиною. Наприклад, якщо значення неявної функції, визначеної рівнянням 

122  yx  на відрізку  1;1  невід’ємні, то є лише одна така функція  

,1)( 2
1 xxf    .11  x  
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 Сформулюємо умови, за яких існує єдина неявна функція, визначена рів-
нянням .0),( yxF  
 Теорема 7.3.1. Нехай функція ),( yxF  неперервна в деякому прямокутно-
му околі  

  0000 ,:),(),( yyxxyxyxU  
точки );( 000 yxM  і для кожного фіксованого  ),( 00  xxx  строго моно-
тонна за y на інтервалі .),(  yy  Тоді якщо ,0),( 00 yxF  то існують околи 

),()( 000  xxxU  точки 0x  та ),()( 000  yyyU  точки 0y  такі, що 
для кожного )( 0xUx  існує єдиний розв’язок )( 0yUy  рівняння  .0),( yxF  
Цей розв’язок )(xfy   неперервний у точці 0x  і .)( 00 yxf   
 Отже, з теореми отримаємо, що для зроблених припущень існує неявна 
функція ),(xfy   визначена рівнянням ,0),( yxF і якщо ,)( 0xUx  

,)( 0yUy  то рівності 0),( yxF та )(xfy   рівносильні. 
 Теорема 7.3.2. Нехай функція  ),( yxF  неперервна в деякому околі точки 

);( 000 yxM  і має в цьому околі частинну похідну ,),( yxFy  неперервну в точці 
.);( 000 yxM  Тоді якщо  

,0),( 00 yxF  ,0),( 00  yxFy  
то існують такі околи ,)( 0xU  )( 0yU точок 0x  та ,0y  що для будь-якого 

)( 0xUx існує єдиний розв’язок  )()( 0yUxfy  рівняння .0),( yxF  Цей 
розв’язок неперервний для всіх )( 0xUx і .)( 00 yxf   
 Якщо функція ),( yxF  має в деякому околі точки );( 000 yxM  частинну 
похідну ,),( yxFy  неперервну в точці ,);( 000 yxM  то функція )(xfy   теж має 
в точці 0x  похідну, яку обчислюють за формулою 
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00
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yxFxf
y
x



                                   (7.3.3) 

неперервну в околі точки .0x  
 Аналогічно можна ввести поняття неявної функції, визначеної рівнянням 

.0),(),,...,,( 21  uxFuxxxF n                                  (7.3.4) 
  
 
 

7.3.2. Умовний екстремум 
 У математиці та її застосуваннях часто доводиться розв’язувати задачу на 
відшукання екстремумів функції, коли її аргументи задовольняють певні додат-
кові співвідношення (в’язі). Такі екстремуми називають умовними, на відміну 
від безумовних екстремумів, вивчених раніше.  
 Нехай в області nRD   )2( n  задано функцію  

)...,,,( 21 nxxxfu                                      (7.3.5) 
та m  )1( nm  рівнянь 
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 Функція )...,,,( 21 nxxxfu   за наявності в’язей (7.3.6) досягає в точці 

 00
2

0
10 ...,,, nxxxM  умовного максимуму (мінімуму), якщо координати цієї точ-

ки задовольняють систему рівнянь (7.3.6) та існує такий окіл точки ,0M  у яко-
му для всіх точок )...,,,( 21 nxxxM  з цього околу, координати яких задовольня-
ють систему рівнянь (7.3.6), виконується нерівність  

)()( 0MfMf     .)()( 0MfMf   
Розглянемо умовні екстремуми для функцій двох змінних. 

 Розглянемо функцію ),,( yxfu   аргументи x  та y  якої задовольняють 
умову .0),( yxg   
 Точку  000 ; yxM  називають точкою умовного максимуму (мінімуму), 
якщо існує такий окіл цієї точки, що для всіх точок );( yxM  з цього околу, які 
задовольняють умову  ,0),( yxg  виконується нерівність 

  );(; 00 yxfyxf     .);(; 00 yxfyxf                          (7.3.7) 
 Нехай із рівняння  0),( yxg  визначили змінну y як функцію змінної ,x  
тобто  

).(xy                                                  (7.3.8) 
Підставимо (7.3.8) у функцію ),( yxfu   і отримаємо функцію однієї змінної 

)).(,( xxfu   Екстремум цієї функції і буде умовним екстремумом    функції 
).,( yxfu   

 П р и к л а д  7.3.1. Знайдемо екстремум функції ,22 yxu   якщо її аргу-
менти задовольняють умову .04  yx  
   Екстремуми цієї функції шукають не на всій площині ,Oxy  а лише на 
прямій 04  yx  (рис. 7.3.1). 
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Рис. 7.3.1.
 

Підставимо xy  4  в рівняння 22 yxu   і зведемо задачу на умовний екст-

ремум до відшукання безумовного екстремуму функції .1682~ 2  xxu  Обчи-
слимо .84~  xu  З необхідної умови існування екстремуму 0)(~  xu  отримає-
мо стаціонарну точку .20 x  Оскільки ,04)(~  xu  то функція 

1682~ 2  xxu  в точці 20 x  має мінімум. Тому функція 22 yxu   з умо-
вою 04  yx  в точці )2;2(0M  має умовний мінімум, і .8)2,2(min  uu  За-
значимо, що безумовний мінімум ця функція має в точці ),0;0(O  і 

.0)0,0(min  uu                                             
Виразити розв’язок системи рівнянь (7.3.6) через елементарні функції ча-

сто дуже складно, або взагалі неможливо. Тому існує метод, який дає змогу 
відшукати умовний екстремум функції (7.3.5), не розв’язуючи системи (7.3.6). 
 Метод невизначених множників Лагранжа. Нехай потрібно знайти екс-
тремум функції (7.3.5) за наявності в’язей (7.3.6). Уведемо функцію Лагранжа 

),...,,,()...,,,()...,,,,...,,,( 21
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212121 nk

m

k
knmn xxxFxxxfxxxL 



  

де m ...,,, 21  – параметри, які називають множниками Лагранжа. 

 Доведено таке: якщо  00
2

0
10 ...,,, nxxxM  – точка умовного екстремуму фу-

нкції (7.3.5) за наявності в’язей (7.3.6), то існують числа 00
2

0
1 ...,,, m  такі, що 

 00
2

0
1

00
2

0
1 ...,,,,...,,, mnxxx    є розв’язком системи mn   рівнянь з mn   змін-

ними  :...,,,,...,,, 2121 mnxxx   
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 У цьому разі достатньою умовою наявності умовного екстремуму в точці 

0M  є знаковизначеність у цій точці диференціала другого порядку 
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             (7.3.10) 

за умови, що диференціали аргументів nxxx d...,,d,d 21  пов’язані співвідношен-
нями 

 
.,1,0d

...,,,

1

00
2

0
1 mkx

x
xxxF

i

n

i i

nk 





                      (7.3.11) 

Зазначимо, що в цьому випадку диференціал L2d  в (7.3.10) є квадратичною 
формою щодо mn   незалежних змінних ,d...,,d,d

21 mniii xxx


 оскільки решту 
m  змінних nmnmn iii xxx d...,,d,d 21   можна виразити через   ...,,d,d 21 ii xx  

mnix d  як розв’язки системи (7.3.11).  
 П р и к л а д  7.3.2. Методом множників Лагранжа знайдемо точки  умов-
ного екстремуму функції 222 32 zyxu   за умови .1 zyx  
  Уведемо функцію Лагранжа 

).1(32),,( 222  zyxzyxyxL  
Обчислимо частинні похідні  

,4 

 x

x
L

 ,6 

 y

y
L

 ,2 

 z

z
L

 1


 zyxL
 

і прирівняємо їх до нуля: 
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Звідси ,3x  ,2y  ,6z  .12  
Обчислимо частинні похідні другого порядку  
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і запишемо диференціал другого порядку 
.d2d6d4d 2222 zyxL   

Урахуємо, що ,0ddd  zyx  тобто ,ddd yxz   отримаємо 

.d4dd4d2)dd(2d6d4d 222222 yyxxyxyxL   

Матриця диференціала другого порядку ,
42
22











H  її головні мінори 

,21 M  4
42
22

2 



M  додатні.  

Отже, у точці )6;2;3( A  функція має умовний мінімум .6min u   
 

7.4. Застосування функцій багатьох змінних  

до задач економіки 
 Еластичність функції. Раніше введено поняття еластичності функції 
однієї змінної. Аналогічно можна ввести поняття еластичності для функції ба-
гатьох змінних. Розглянемо функцію двох змінних ),( yxfu   і запишемо її ча-
стинні прирости в точці :);( 000 yxM  

,),(),( 0000 yxfyxxfux    .),(),( 0000 yxfyyxfuy   
 Еластичністю функції ),( yxfu   в точці );( 000 yxM  за x  називають 
границю 

,:lim),(
0

00 





 


 x

x
u

uyxE x
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а еластичністю функції ),( yxfu   в точці );( 000 yxM  за y  – границю 

.:lim),(
0

00 
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Числа ),( 00 yxEux  та ),( 00 yxEuy  називають коефіцієнтами еластичності в точці 
);( 000 yxM  функції ),( yxfu   за змінними x  та .y   

 Із означення  
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u
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                            (7.4.1) 
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                            (7.4.2) 

 Аналогічно, для функції )...,,,( 21 nxxxfu    
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                (7.4.3) 
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 П р и к л а д  7.4.1. Обчислимо коефіцієнти еластичності за x та y     функ-

ції yxu   в точці ).3;2(M  
  За формулами (7.4.1), (7.4.2) отримаємо 

;)ln(),( yxyxu
u
xyxE xxux   

.ln)ln(),( xyxyyu
u
yyxE yyuy   

 Отже, ,3)3,2( uxE  .2ln3)3,2( uyE             

 Для кожної пари функцій ),,( 2111 xxfy   ),( 2122 xxfy   маємо чотири 
коефіцієнти еластичності ,ji xyE  ;2,1i  .2,1j  Запишемо їх у вигляді матриці 

.
2212

2111










xyxy

xyxy
yx EE

EE
E  

Елементи 21xyE та 12xyE  називають перехресними коефіцієнтами еластичності. 
 Коефіцієнти еластичності використовують з метою аналізування    функ-
цій попиту для будь-якої кількості різних товарів. Розглянемо випадок двох то-
варів. Нехай ix  – кількість i -го товару, ip  – його ціна, .2,1i  Нехай попит на 
кожен товар залежить від обох цін 1p  та :2p  
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                                     (7.4.4) 

 Очевидно, що не лише ціни визначають попит, а і попит визначає ціни. 
Це означає, що систему (7.4.4) можна розв’язати щодо 1p  і :2p  
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                                    (7.4.5) 

Системи (7.4.4) і (7.4.5) визначають дві пари взаємно обернених функцій. Мат-
риця коефіцієнтів еластичності цін за попитом є оберненою до матриці коефіці-
єнтів еластичності попиту за цінами, тобто .1 xppx EE  
 Розглянемо виробничу функцію двох змінних ),,( LKFY   де K  – основ-
ні фонди, L  – затрати праці. Величина 

),(
),(),(

00
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LKF

LKFLKKF   

означає, яким є відносний приріст випуску продукції, якщо основні фонди збі-
льшили на ,0K  а затрати праці незмінні. 

Величина 

000

0000 :
),(

),(),(
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K
LKF

LKFLKKF                           (7.4.6) 

означає, яким є відносний приріст продукції, якщо основні фонди збільшили на 
одиницю. Запишемо (7.4.6) у вигляді 
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                  (7.4.7) 

У випадку, коли K  досить мале, вираз (7.4.7) приблизно дорівнює еластично-
сті функції ),( LKF  за змінною K  в точці ),,( 000 LKM  тобто 
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Відносну зміну величини виражають у відсотках. У випадку, коли зміну на 1% 
можна вважати досить малою відносною зміною, можна сказати, що еластич-
ність випуску за основними фондами в точці ),( 000 LKM  означає, на скільки 
відсотків зміниться випуск продукції, якщо основні фонди зміняться на 1%. 
Аналогічно можна інтерпретувати еластичність випуску за затратами праці, 
тобто ).,( 00 LKEFL  
 П р и к л а д  7.4.2. Обчислимо еластичність виробничої функції Кобба–
Дугласа  1LAKY  в довільній точці ),( 000 LKM  за змінними K і .L  
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 Отже, еластичність випуску продукції, який описує виробнича функція 
Кобба–Дугласа ,1  LAKY  за основними фондами дорівнює ,  а за затра-
тами праці  – ).1(   Це означає, що відносна зміна основних фондів K  на 1% 
зумовлює приблизно відносну зміну продукції на %,  а відносна зміна затрат 
праці L  на 1% зумовлює приблизно відносну зміну продукції на )%.1(             
 
  Максимізація прибутку виробництва продукції. Функцію прибутку у 
багатьох випадках задають у вигляді 

,),(),( KRLWLKFPLK                  (7.4.8) 
де P  – ціна продукції; ),( LKF  – виробнича функція; W  і R  – відповідно, ціни 
на працю і капітальні затрати, L  і K  – відповідно, затрати трудових ресурсів і 
капіталу. Розглянемо дві задачі, пов’язані з визначенням максимуму прибутку. 
 Оптимальний план. Точку );( 000 LKM  називають оптимальним планом, 
якщо в цій точці функція прибутку (7.4.8) набуває найбільшого значення. Знай-
демо граничну норму заміщення KS  трудових ресурсів основними фондами 
для оптимального плану. В точці локального екстремуму частинні похідні пер-
шого порядку  функції (7.4.8) дорівнюють нулю. Звідси отримаємо систему 
двох рівнянь: 
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Із системи (7.4.9) гранична норма заміщення  трудових ресурсів основними фо-
ндами 

.
R
WSK                                                 (7.4.10) 

 Максимізація функції прибутку. Знайдемо оптимальний план і макси-

мум функції прибутку (7.4.8), якщо .2),( 3
1

3
1

LKLKF   У цьому випадку функція 
прибутку 

.2),( 3
1

3
1

RKWLLKLK                           (7.4.11) 
З необхідної умови екстремуму отримаємо систему рівнянь 
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Звідси координати оптимального плану 
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Прибуток від виробництва різних товарів. Нехай nxxx ...,,, 21  –
кількості вироблених різних товарів, які мають сталі ціни ....,,, 21 nPPP  Нехай 
затрати виробництва описує функція )....,,,( 21 nxxxSC   У цьому випадку фу-
нкція прибутку 

.)...,,,(... 212211 nnn xxxSxPxPxP                (7.4.12) 
З необхідної умови екстремуму 

,0



ix
   ni ...,,2,1  

отримаємо систему алгебричних рівнянь 

,0




i

i x
SP     ....,,2,1 ni                            (7.4.13) 
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Система рівнянь (7.4.13) відображає відоме правило економіки: гранична вар-
тість (ціна) товару дорівнює граничним витратам на його виробництво. 
Розв’язками цієї системи рівнянь є набори  ....,,, 00

2
0
1 nxxx  Далі потрібно вико-

ристати достатні умови екстремуму.  
  

П р и к л а д  7.4.3. Нехай виробляють два товари у кількостях x та .y  Ціни 
товарів, відповідно, дорівнюють ,81 P  ,102 P  а функція затрат 

.22 yxyxC   Знайдемо максимум прибутку. 
  Прибуток описує функція  

.108),( 22 yxyxyxyx   
Обчислимо 

,28 yx
x
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y



  

З необхідної умови локального екстремуму отримаємо систему лінійних рів-
нянь 
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розв’язком якої  є точка ).4;1(A  
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 і складемо матрицю Гессе: 
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Оскільки ,21   ,32   то в точці )4;1(A  функція прибутку має локальний 
максимум  .28)4,1(max           
 

 

7.5.  Інтегрування функцій багатьох змінних 
7.5.1. Поняття подвійного інтеграла та його властивості 

 Нехай G  – деяка замкнена обмежена область, а ),( yxfz   – довільна фу-
нкція, визначена й обмежена в цій області.  Межа області G  складається зі скі-
нченної кількості кривих, заданих рівняннями )(xgy   або ),(yx   де )(xf  і 

)(yg  – неперервні функції. Розіб’ємо область G  довільно на  n  частин ,iG  
,...,,2,1 ni   які не мають спільних внутрішніх точок з площами iS  (рис. 7.5.1). 

 У кожній частині iG  виберемо довільну точку );( iiiM   і складемо суму  

,);(
1
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iii Sf                                         (7.5.1) 
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яку назвемо інтегральною сумою для функції ),( yxf  в області .G  Найбільшу 
відстань між межовими точками цієї області назвемо діаметром )(Gd  області 
G . Позначимо через   найбільший із діаметрів частинних областей ,iG  
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Рис. 7.5.1.
 

Число I  називають границею інтегральної суми (7.5.1) при ,0  якщо 
для будь-якого 0  існує 0  таке, що незалежно від способу розбиття обла-
сті G  і від вибору точок );( iiiM  , з нерівності   випливає нерівність 

. I  
 Якщо існує границя I  інтегральної суми (7.5.1) при ,0  то цю грани-
цю називають подвійним інтегралом від функції ),( yxf  за областю G  і позна-
чають 

.dd),(d),( yxyxfSyxfI
G G
                         (7.5.2) 

У цьому випадку функцію ),( yxf  називають інтегрованою в області ,G  yx, – 
змінними інтегрування, Sd  або yxdd  – елементом площі, G  – областю інтег-
рування. 
 Очевидно, що функція ),( yxf  обмежена. Ця умова є необхідною умовою 
інтегрування. Вона не є достатньою, тобто існують обмежені, але неінтегровані 
функції. Наприклад, функція  






,числоьнеірраціоналабоякщо,0

;числаіраціональніякщо,1
),(

yx
yx

yxf  

визначена в квадраті  ,10;10|);(  yxyxG  неінтегрована. Це випливає 
з означення подвійного інтеграла. 
 Зазначимо, що для з’ясування достатніх умов інтегрованості, як і у випа-
дку функції однієї змінної, можна використати суми Дарбу, властивості яких 
можливо перенести на випадок подвійного інтеграла. Можна довести таке: як-
що функція ),( yxf  інтегрована в області ,G  то границя як нижніх ,s  так і вер-
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хніх S  сум Дарбу при 0  дорівнює подвійному інтегралу від функції 
),( yxf  по області .G  

 Як і у випадку визначеного інтеграла від функції однієї змінної, доведено 
теореми про класи інтегрованих функцій. 
 Теорема 7.5.1. Якщо функція ),( yxf  неперервна в замкненій обмеженій 
області, то вона інтегрована в цій області. 
 Як і для функцій однієї змінної, клас інтегрованих функцій є ширшим, 
ніж клас неперервних функцій. 
 Теорема 7.5.2. Нехай функція ),( yxf  обмежена в замкненій обмеженій 
області G  і має розриви лише на скінченній кількості кривих цієї області, які є 
графіками неперервних функцій )(xgy   або ).( yx   Тоді функція ),( yxf  ін-
тегрована в області .G  
 Геометричне трактування подвійного інтеграла. Розглянемо тіло ,P  
згори обмежене графіком неперервної і невід’ємної в області G  функції 

),,( yxfz   з боків – циліндричною поверхнею, напрямною якої є межа області 
G , з твірними, паралельними до  осі ,Oz  а знизу – областю ,G  яка лежить у 
площині Oxy (рис. 7.5.2).  

O

x

y

z

G

),( yxfz 

Рис. 7.5.2.

iG

 
Таке тіло називають криволінійним циліндром. Знайдемо об’єм такого ті-

ла. Для цього розіб’ємо область G  довільно на  n  частин ,iG  ,...,,2,1 ni   які не 
мають спільних внутрішніх точок з площами ,iS  у кожній частині iG  вибере-
мо довільну точку );( iiiM   і побудуємо прямий циліндричний стовпчик з ос-
новою iG  та висотою .);( iif   Його об’єм дорівнює .);( iiii SfV   Складе-
мо суму  

,);(
1




n

i
iii Sf  
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яка приблизно дорівнює об’єму тіла .P  Ця сума тим точніше задає шуканий 
об’єм, чим меншим буде кожен із діаметрів i частинних областей .iG  Тому 
об’єм тіла P   

.),(lim
10




n

i
iii SfV                                  (7.5.3) 

Звідси випливає геометричне трактування подвійного інтеграла: подвій-
ний інтеграл від неперервної невід’ємної функції дорівнює об’єму криволіній-
ного циліндра. 
 Зазначимо таке: якщо 1),( yxf  в усіх точках області ,G  то з означення 
подвійного інтеграла отримаємо формулу для обчислення площі цієї області 

.dd yxS
G
                                                 (7.5.4) 

 Властивості подвійного інтеграла. Головні властивості подвійного ін-
теграла аналогічні до відповідних властивостей визначеного інтеграла. 

1. Якщо функція ),( yxf  інтегрована в області G  і ,Ra  то функція 
),( yxfa   теж інтегрована в ,G  і 

,dd),(dd),( yxyxfayxyxfa
GG
   

тобто сталий множник можна виносити за знак подвійного інтеграла. 
2. Якщо функції  ),( yxf  та ),( yxg  інтегровані в області ,G  то їхня алгебри-

чна сума теж інтегрована в цій області, і  
  .dd),(dd),(dd),(),( yxyxgyxyxfyxyxgyxf

GGG
   

3. Якщо функції  ),( yxf  та ),( yxg  інтегровані в області ,G  то їхній добуток 
теж інтегрований у цій області. 

4. Якщо область G  є об’єднанням областей 1G  та ,2G  які не мають спільних 
внутрішніх точок, і в кожній з них функція ),( yxf  інтегрована, то функція ін-
тегрована в області ,G  і  

.dd),(dd),(dd),(
21

yxyxfyxyxfyxyxf
GGG
   

5. Якщо в усіх точках області G  виконується нерівність ,),(),( yxgyxf   то 
.dd),(dd),( yxyxgyxyxf

GG
   

6. Якщо функція ),( yxf  інтегрована в області ,G  то функція ),( yxf  теж 
інтегрована, і 

.dd),(dd),( yxyxfyxyxf
GG
   

 Для подвійних інтегралів справджується теорема про середнє значення. 
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 Теорема 7.5.3. Якщо функція ),( yxf  неперервна в області ,G  то існує та-
ка точка ,),( GM   що 

.),(dd),( Sfyxyxf
G

                          (7.5.5) 

 
 

7.5.2. Обчислення подвійних інтегралів 

 Виведемо формули, за якими можна обчислити подвійний інтеграл 
yxyxf

G
dd),(  від неперервної в області G  функції ).,( yxf  

 Обчислення подвійного інтеграла у випадку прямокутної області. Не-
хай область G – прямокутник зі сторонами, паралельними до осей координат. 
 Теорема 7.5.4. Нехай для функції ),( yxf  в прямокутнику 

 dycbxayxG  ;|);(  існує подвійний інтеграл 
,dd),( yxyxf

G
                                 (7.5.6) 

і для кожного  bax ;  існує визначений інтеграл 

.d),()( yyxfxI
d

c
                                (7.5.7) 

Тоді існує повторний інтеграл 

xyyxfxxI
b

a

d

c

b

a
  











 dd),(d)(                              (7.5.8) 

і виконується рівність 

.dd),(dd),( xyyxfyxyxf
b

a

d

cG
  











                     (7.5.9) 

 Зазначимо таке: якщо в теоремі 7.5.4 поміняти місцями змінні x  та ,y  то 
доведено існування повторного інтеграла 

yxyxfyyK
d

c

b

a

d

c
  











 dd),(d)(  

і  

.dd),(dd),( yxyxfyxyxf
d

c

b

aG
  











                     (7.5.10) 

 П р и к л а д  7.5.1. Обчислимо подвійний інтеграл   ,dd22 yxyx
G
   де 

 .10;10|);(  yxyxG  
  За формулою (7.5.9) отримаємо 
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   xxxx                                                      

 Зазначимо, що цей інтеграл можна обчислити за формулою (7.5.10). 
Обчислення подвійного інтеграла у випадку довільної області. Множи-

ну  ,)()(;|);( 21 xyyxybxayxG   де )(1 xy  та )(2 xy  – неперервні фун-
кції, ,)()( 21 xyxy  ,bxa   будемо називати областю, стандартною щодо осі 
Ox  (рис. 7.5.3). Стандартна щодо осі Ox  область G  має таку властивість: якщо 
відрізок  ba;  є проекцією G  на вісь ,Ox  то для будь-якого );(0 bax   пряма 

0xx   перетинає межу області лише у двох точках. 

O x

y

)(1 xyy 

)(2 xyy 

a b
Рис. 7.5.3.  

  
Множину  ,)()(;|);( 21 yxxyxdycyxG   де )(1 yx  та )(2 yx  – не-

перервні функції, ,)()( 21 yxyx  ,dyc   будемо називати областю, стандар-
тною щодо осі Oy  (рис. 7.5.4). 
 Стандартна щодо осі Oy  область G  має таку властивість: якщо відрізок 
 dc;  є проекцією G  на вісь ,Oy  то для будь-якого );(0 dcy   пряма 0yy   пе-
ретинає межу області лише у двох точках. 

O x

y

)(1 yxx 

)(2 yxx 

c

d

Рис. 7.5.4.  
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 Теорема 7.5.5. Нехай функція ),( yxf  визначена й інтегрована в області 
 ,)()(;|);( 21 xyyxybxayxG   де )(1 xy  та )(2 xy  – неперервні функції, 

,)()( 21 xyxy  .bxa   Нехай для кожного  bax ;  існує визначений інтеграл 

.d),()(
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)(

2

1

yyxfxI
xy

xy
  

Тоді існує повторний інтеграл 

xyyxfxxI
b

a

xy

xy

b
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і виконується рівність 
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                   (7.5.11) 

 Зазначимо таке: у випадку області, стандартної щодо осі ,Oy  можна дове-
сти, що  існує повторний інтеграл 

yxyxfxyI
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і справджується рівність  
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yxG
  













                     (7.5.12) 

Якщо область G  є стандартною щодо осей Ox  та Oy (рис. 7.5.5), 

O x

y

a b
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d

)(1 xyy 

)(2 xyy 
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y

x
x


)
( 2
y

x
x


Рис. 7.5.5.
 

 
то можна застосовувати обидві формули (7.5.11) та (7.5.12). У цьому випадку 
отримаємо рівність 
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     (7.5.13) 
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Якщо область G  не є стандартною щодо осі Ox  чи ,Oy  то потрібно роз-
бити цю область прямими, паралельними до осей координат, на частини, кожна 
з яких є стандартною щодо осі Ox  чи ,Oy  і зводити подвійний інтеграл до по-
вторного на кожній частині (рис. 7.5.6). 

 
 

O x

y

1G

2G

3G

Рис. 7.5.6.
 

 
 П р и к л а д  7.5.2. Обчислимо подвійний інтеграл   ,dd2 yxyx

G
   де об-

ласть G  обмежена кривими xy   і .2xy   
  Область G  зображена на рис. 7.5.7.  
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O x
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Рис. 7.5.7.
 

 
За формулою (7.5.11) 
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7.5.3. Заміна змінних у подвійному інтегралі 

 Криволінійні координати. Нехай задано дві площини. У першій уведемо 
прямокутну систему координат ,Oxy  у другій – .uvO  Розглянемо у першій 
площині область G , у другій – .  Припустимо, що межа   та   кожної з обла-
стей є кусково-гладкою функцією (рис. 7.5.8). 

O x

y


G

0uu 

0vv 

O u

v





0u

0v

Рис. 7.5.8.
 

 Нехай в області   задана система неперервних функцій 








,),(
);,(

vuyy
vuxx

                                        (7.5.14) 

яка кожній точці );(* vuM  області   ставить у відповідність одну точку 
);( yxM  області ,G  причому жодна точка не буде пропущена. Якщо різним то-

чкам );(* vuM  відповідають різні точки ),;( yxM  і навпаки, то рівняння (7.5.14) 
можна однозначно розв’язати щодо змінних u і ,v  які є однозначними функція-
ми змінних x та y  в області :G  








.),(
);,(

yxvv
yxuu

                                          (7.5.15) 

 Отже, між областями G  і   є взаємно однозначна відповідність.  Форму-
ли (7.5.14) виконують перетворення області   в область ,G  а формули (7.5.15) 
– обернене перетворення області G  в область .  У цьому випадку точкам межі 
  відповідають точки межі ,  і навпаки. 
 Припустимо, що функції (7.5.14) мають неперервні похідні першого по-
рядку. У цьому випадку функціональний визначник  

v
y

u
y

v
x

u
x

vuD
yxD














),(
),(                                     (7.5.16) 

є неперервною функцією від vu,  в області .  Будемо вважати, що цей визнач-
ник завжди відмінний від нуля, а отже, внаслідок неперервності зберігає сталий 
знак. Зазначимо, що визначник (7.5.16) називають якобіаном. 



КВ
М

 Задані пари значень змінних vu,  в області   однозначно визначають точ-
ку yx, в області ,G  і навпаки. Це дає підставу називати числа vu,  координата-
ми точки в області .G  
 Криву, складену з точок області ,G  у яких одна з координат зберігає ста-
ле значення, називають координатною лінією. Наприклад, прийнявши в (7.5.14) 

,0vv   отримаємо параметричне зображення координатної лінії ),,( 0vuxx   
).,( 0vuyy   Оскільки координатні лінії в загальному випадку є кривими, то чи-

сла ,,vu  які характеризують положення точки в області ,G  називають криволі-
нійними координатами точки. Надаючи координаті v  різних можливих зна-
чень, отримаємо сім’ю координатних ліній на площині .Oxy  Фіксуючи значення 
координати ,u  отримаємо іншу сім’ю координатних ліній. У випадку взаємно 
однозначної відповідності між областями різні лінії однієї  тієї ж сім’ї не пере-
тинаються, і через кожну точку області G  проходить по одній лінії з кожної 
сім’ї. Сітка координатних ліній на площині Oxy  є зображенням сітки прямих 

const,u  constv  на площині uvO (див. рис. 7.5.8). 
 Полярні координати. Важливим прикладом криволінійних координат є 
полярні координати ,,  які уводять за допомогою співвідношень 
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                                             (7.5.17) 

У цих формулах .20,0   Деколи беруть .  
Якобіан (7.5.16) у цьому випадку  
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yxD                 (7.5.18) 

 Теорема 7.5.6. Нехай: 1) функція ),( yxf  неперервна в області ;G    
2) перетворення (7.5.14) переводить замкнену обмежену область   у замкнену 
обмежену область G  і є взаємно однозначним; 3) функції (7.5.14) мають в обла-
сті   неперервні частинні похідні першого порядку, і якобіан (7.5.16) відмін-
ний від нуля. Тоді  

  .dd
),(
),(),(),,(dd),( vu

vuD
yxDvuyvuxfyxyxf

G



           (7.5.19) 

Формулу (7.5.19) називають формулою заміни змінних у подвійному інте-
гралі.  
  П р и к л а д  7.5.3. Обчислимо інтеграл ,dd)2( yxyx

G
   де G – паралелог-

рам, обмежений прямими ,1 yx  ,2 yx  ,12  yx  .32  yx  
  Побудуємо область G  (рис. 7.5.9).  
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Рис. 7.5.9.
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Зазначимо, що область ABCD  прямими, паралельними до осі ,Oy  можна 

розбити на три області, стандартні щодо осі ,Ox  і звести цей інтеграл до повто-
рного. Цей спосіб  громіздкий, тому використаємо заміну змінних у подвійному 
інтегралі. Уведемо нові змінні ,uyx   .2 vyx   Прямі ,1 yx  2 yx  
переходять у прямі ,1u  2u  в системі координат ,uvO  а прямі ,12  yx  

32  yx  – у прямі ,1v  .3v  Паралелограм G  взаємно однозначно перехо-
дить у прямокутник .  

Виразимо x та y через змінні :, vu  ,
3

vux 
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3
2 vuy 

  Обчислимо якобі-

ан: 
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За формулою (7.5.19) отримаємо 
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7.5.4. Деякі геометричні застосування подвійних інтегралів 

Обчислення об’єму криволінійного циліндра. З геометричного тракту-
вання подвійного інтеграла випливає, що об’єм криволінійного циліндра, об-
меженого згори  поверхнею ,0),(  yxfz  знизу площиною 0z  і з боків ци-
ліндричною поверхнею, напрямною якої є контур області ,G   а твірні парале-
льні до осі ,Oz  можна обчислити за формулою 



КВ
М

.dd),( yxyxfV
G
                                         (7.5.20) 

 П р и к л а д  7.5.4. Обчислимо об’єм тіла, обмеженого поверхнями ,0x  
,0y  ,0z  .1 zyx   

  Тіло, обмежене  заданими поверхнями, зображене на рис. 7.5.10. 
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Рис. 7.5.10.
 

У нашому випадку .1),( yxyxf   За формулою (7.5.20) об’єм тіла  
,dd)1( yxyxV

G
   

де G  – трикутник ,AOB  обмежений прямими ,0x  ,0y  ,0z  .1 yx   
Розставимо межі інтегрування у подвійному інтегралі: 
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 Обчислення площі плоскої фігури. Площу S  області G  можна обчисли-
ти за формулою  

.dd yxS
G
  

Зазначимо, що ця формула універсальніша, ніж відповідна формула для площі 
криволінійної трапеції, яку обчислювали за допомогою визначеного інтеграла. 
 П р и к л а д  7.5.5. Обчислимо площу фігури, обмежену лініями 

,01322  xyy  .0733  yx  
  З умови задачі випливає, що область G  обмежена прямою 0733  yx  і 

параболою ,01322  xyy  або xy 3)1( 2   з вершиною в точці ).1;0( A   З 
системи рівнянь 
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xy
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отримаємо точки 





 3;

3
16B  та 






  2;

3
1C перетину цих ліній.  

Обчислимо площу області :G  
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Рис. 8.12.
 

Обчислимо площу області :G  
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8.2. Криволінійні інтеграли 
8.2.1. Криволінійні інтеграли першого типу 



КВ
М

 Поняття криволінійного інтеграла першого типу. Розглянемо на пло-
щині Oxy  кусково гладку криву .AB  Нехай на цій кривій визначена обмежена 
функція ).,()( yxfMfz   Розіб’ємо криву AB  на n  частин точками 

,...,,,...,,, 110 BMMMMMA nii     виберемо на кожній дузі ii MM 1  довіль-

ну точку *
iM (рис. 8.13)  

і складемо суму 

  ,
1

*



n

i
ii lMf                                       (8.2.1) 

де il  – довжина дуги .1 ii MM   Суму (8.2.1) називають інтегральною сумою 
для функції ),()( yxfMfz   на кривій .AB  Позначимо через   найбільшу із 
довжин частинних дуг .1 ii MM   
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Рис. 8.13.
 

 Якщо існує скінченна границя I  інтегральної суми при ,0  яка не за-

лежить від способу розбиття кривої AB  ні від вибору точок ,*
iM  то таку грани-

цю називають криволінійним інтегралом першого типу від функції ),( yxf  на 
кривій AB  і позначають 

.d),(d)( lyxflMfI
ABAB
                              (8.2.2) 

У цьому випадку функцію ),( yxf  називають інтегрованою вздовж кривої ,AB  
криву AB  – контуром інтегрування, BA, – відповідно, початкова і кінцева то-
чки інтегрування. 
 Зведемо криволінійний інтеграл першого типу до визначеного інтеграла. 
Уведемо на кривій AB  параметр l – довжину дуги AM , де M – довільна точка 
кривої .AB  У цьому випадку криву можна представити у параметричному ви-
гляді: ),(lxx   ),(lyy   .0 Ll   Функція, задана на кривій AB  є складеною 
функцією параметра .l  Нехай точці iM  відповідає значення il  параметра ,l  а 

точці *
iM  – значення .*

il  Запишемо інтегральну суму (8.2.1) у вигляді 
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  ,)(),(
1

**



n

i
iii llylxf                                    (8.2.3) 

де ,1 iii lll  .*
1 iii lll    Сума (8.2.3)  є інтегральною сумою для визначе-

ного інтеграла від функції  )(),( lylxf  на відрізку  .;0 L  Оскільки інтегральні 
суми (8.2.1) і (8.2.3) дорівнюють одна одній, то відповідні інтеграли теж рівні 
між собою, тобто 

  .d)(),(d),(
0

llylxflyxf
L

AB
                          (8.2.4) 

Із формули (8.2.4) випливає існування криволінійного інтеграла від неперервної 
на кривій AB  функції ).,( yxf  Зазначимо, що в інтегральній сумі (8.2.1) вели-
чини il  завжди додатні, незалежно від того, яку точку кривої вважати почат-
ковою, а яку кінцевою, тобто 

.d),(d),( lyxflyxf
BAAB
   

Криволінійний інтеграл lMf
AB
 d)(  у випадку 0)( Mf  дорівнює площі 

частини циліндричної поверхні, складеної з перпендикулярів довжиною 
),(Mf проведених до площини Oxy  з точок ),( yxM  кривої AB  (рис. 8.13). 

O

x

y

z

),( yxM


),( yxfz 

Рис. 8.13.  
Якщо ,1),( yxf  то отримаємо криволінійний інтеграл l

AB
 d  значення якого до-

рівнює довжині дуги .AB   
 Якщо AB – дуга кривої у просторі  на якій задана функція 

),,,()( zyxfMf   то аналогічно, як і у випадку плоскої кривої, можна ввести 
поняття криволінійного інтегралу першого типу 

.d),,( lzyxf
AB
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 Обчислення криволінійних інтегралів першого типу. Нехай крива AB  
задана параметричними рівняннями ),(tx   ),(ty   , t  де )(t  і )(t  
неперервні разом з своїми похідними першого порядку функції, ),( yxf  –
неперервна вздовж кривої функція. Нехай точці A  відповідає значення параме-
тра ,t  точці B  – значення .t  Для будь-якої точки  )(),( ttM   кривої 
AB  довжина l  дуги AM є функцією параметра .t   
Довжину дуги обчислюють за формулою 

    .d)()()( 22 ttttll
t




  

Звідси 

    .d)()(d 22 tttl                                   (8.2.5) 
З рівностей  (8.2.4), (8.2.5) отримаємо: 

        .d)()()(),(d)(),(d),( 22

0

tttttfllylxflyxf
L

AB

 




  (8.2.6) 

 Якщо крива AB  задана рівнянням ),(xy   ,bxa   де )(x  неперервно 
диференційована функція, то з формул (8.2.5), (8.2.6) отримаємо 

  xxl d)(1d 2                                    (8.2.7) 
і 

  
b

aAB

xxxxflyxf .d)(1)(,(d),( 2                   (8.2.8) 

Якщо крива AB  задана рівнянням ),(yx   ,dyc   де )( y  непере-
рвно диференційована функція, то з формул (8.2.5), (8.2.6) отримаємо 

  yyl d)(1d 2                                    (8.2.9) 
і 

  
d

cAB

yyyyflyxf .d)(1)),((d),( 2                   (8.2.10) 

 П р и к л а д  8.2.1. Обчислимо   ,d)5411(02164 22 lyxscxy
AB
   де лі-

нія інтегрування AB  – відрізок прямої від точки )2;1(A  до точки ).7;3(B  
  Запишемо рівняння прямої, яка проходить через ці точки: 

.5,05,2)(  xxy  Обчислимо   

,5,2)(  xy    .d25,7d)(1d 2 xxxl   
За формулою (8.2.8) 
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   lyxscxy
AB

d)5411(02164 22  

     xxxxx d25,75)5,05,2(411cos216)5,05,2(4
3

1

22  

  ).2sin20(29d1)3cos(210925,7
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2   xxxx               

 
8.2.2. Криволінійні інтеграли другого типу 

 Поняття криволінійного інтеграла другого типу. Нехай на кривій AB  
визначені дві обмежені функції ),( yxP  і .),( yxQ  Розіб’ємо цю криву на n  час-
тин точками ....,,,...,,, 110 BMMMMMA nii    Позначимо через ix  та iy  
проекції дуги ii MM 1  на осі координат ( рис. 8.14).  
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Рис. 8.14.
 

Виберемо на кожній дузі ii MM 1  довільну точку *
iM та складемо інтег-

ральні суми для функцій ),( yxP  і :),( yxQ  
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i
ii xMP

1

*
1 ,                                     (8.2.11) 
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i
ii yMQ

1

*
2 ,                                     (8.2.12) 

Позначимо  ,max
1

i
ni

l


 де il  – довжина дуги .1 ii MM   

 Якщо інтегральні суми (8.2.11), (8.2.12) при 0  мають границі відпо-
відно I  та ,J  які не залежать ні від способу розбиття кривої AB  ні від вибору 



КВ
М

точок ,*
iM  то ці границі називають криволінійними інтегралами другого типу 

від функцій ),( yxP  та ),( yxQ  на кривій AB  і позначають 
,d),( xyxPI

AB
      .d),( yyxQJ

AB
                     (8.2.13) 

Суму JI   називають загальним криволінійним інтегралом другого типу і по-
значають 

.d),(d),(d),(d),( yyxQxyxPyyxQxyxP
ABABAB

          (8.2.14) 

 Криволінійні інтеграли подібні до криволінійних інтегралів першого ти-
пу, проте між ними є важлива різниця: у випадку криволінійного інтеграла 
першого типу в інтегральній сумі значення функції  *

iMf  множать на довжину 

частинної дуги ,1 ii MM   а у випадку інтеграла другого типу значення  *
iMf  

множать на проекцію ix  чи iy  цієї дуги на відповідну координатну вісь. У 
випадку криволінійного інтеграла першого типу напрям дуги AB  вздовж якої 
інтегруємо несуттєвий. У випадку криволінійного інтеграла другого типу із 
зміною напряму дуги AB  змінюється знак її проекції на осі координат. Тому 
для криволінійних інтегралів другого типу 

,d),(d),( xyxPxyxP
BAAB
    .d),(d),( yyxQyyxQ

BAAB
   

 Аналогічно можна ввести поняття криволінійного інтеграла другого типу 
на незамкненій просторовій кривій AB  на якій задані функції ),,,()( zyxPMP    

),,,()( zyxQMQ    :),,()( zyxRMR   
.d)(d)(d)( zMRyMQxMP

AB
  

 Обчислення криволінійного інтеграла другого типу. Нехай крива AB  
задана параметричними рівняннями ),(tx   ),(ty   , t  причому точці 
A  кривої відповідає значення ,t  точці B  – значення .t  Нехай функції 

)(t  і )(t неперервні разом із своїми похідними першого порядку, 

    ,0)()( 22  tt  функції ),( yxP  та ),( yxQ  неперервні на цій кривій. Дове-
дено, що у цьому випадку криволінійні інтеграли другого типу можна звести до 
визначених інтегралів: 

  ,d)()(),(d),( ttttPxyxP
AB






                                (8.2.15) 

  ,d)()(),(d),( ttttQyyxQ
AB






                                (8.2.16) 

     ,d)()(),()()(),(d),(d),( ttttQtttPyyxQxyxP
AB






    (8.2.17) 
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 Якщо крива AB  задана рівнянням ),(xfy   ,bxa   де )(xf  неперервно 
диференційована функція, то із формули (8.2.17) отримаємо 

     .d)()(,)(,d),(d),( xxfxfxQxfxPyyxQxyxP
b

aAB
        (8.2.18) 

Якщо крива AB  задана рівнянням ),(ygx   ,dyc   де )(yg  неперервно 
диференційована функція, то із формули (8.2.17) отримаємо 

     .d),()(),(d),(d),( yyygQygyygPyyxQxyxP
b

aAB
        (8.2.19) 

 У випадку, коли крива L замкнена, тобто точка A  збігається з точкою ,B  
із двох можливих напрямків руху вздовж цієї кривої виберемо той, для якого 
область, яка обмежена кривою L  залишається з лівого боку. Такий напрям об-
ходу називають додатним, протилежний – від’ємним. Криволінійний інтеграл 
другого типу по замкненому контуру L  який обходять у додатному напрямі по-
значають символом 

.d),(d),( yyxQxyxP
L

                                     (8.2.20) 

 П р и к л а д  8.2.2. Обчислимо інтеграл ,d)1(d3 32 yxxyx
AB

  де  

1) AB  – відрізок прямої, який з’єднує точки ),0;0(A  ;)1;1(B  

2) AB  – дуга параболи ,2xy   яка з’єднує точки ),0;0(A  ;)1;1(B  
3) AB  – ламана, яка з’єднує точки ),0;0(A  ,)0;1(C )1;1(B  (рис. 8.15). 

O

y

x

)0;0(A

)1;1(B

)0;1(C

Рис. 8.15.
 

  Пряму AB  задає рівняння ,xy   пряму CB  – рівняння ,1x  а пряму AC – 
рівняння .0y  За формулою (8.2.18) отримаємо: 

1) ;2d)14(d)1(d3
1

0

332   xxyxxyx
AB
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2) ;2d)25(d)1(d3
1

0

432   xxxyxxyx
AB

 

3) 
  yxxyxyxxyxyxxyx

CBACAB
d)1(d3d)1(d3d)1(d3 323232

.2d)11(d03
1

0

1

0

2   yxx                

 Зазначимо, що інтеграл, обчислений вздовж різних ліній, які з’єднують 
точки ),0;0(A  )1;1(B дорівнює одному і тому ж числу.       
 Зв’язок між криволінійними інтегралами першого і другого типу. По-
значимо через   і   кути, які утворює дотична проведена в точці ),( yxM до 
кривої AB  (рис. 8.16).  
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Рис. 8.16.
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Нехай додатний напрям дотичної збігається з напрямом руху вздовж кривої AB  
від точки A  до .B  Тоді 

,dcosd lx     .dcosd ly                       (8.2.21) 
Підставимо (8.2.21) у формули (8.2.13), (8.2.14): 

,dcos),(d),( lyxPxyxP
ABAB
       ,dcos),(d),( lyxQyyxQ

ABAB
   

  .dcos),(cos),(d),(d),( lyxQyxPyyxPxyxP
ABAB

           (.2.22) 

 Отже, формула (8.2.22) дає змогу виразити криволінійні інтеграли друго-
го типу через інтеграли першого типу. Якщо напрям руху точки змінити на 
протилежний, то ,cos  ,cos  ,d x  yd  змінять знак, тому формули (8.3.21) не 
зміняться. 
 Формула Гріна. Формула Гріна пов’язує криволінійні і подвійні інтегра-
ли. Якщо прямі, паралельні до осей координат перетинають границю замкненої 



КВ
М

області не більше ніж у двох точках, то таку область будемо називати простою 
областю. Вважаємо, що границя області гладка, або кусково-гладка.  
 Теорема 8.2.1. Нехай G  – проста замкнена область, обмежена контуром 

,L  а функції ),( yxP  та  ),( yxQ  неперервні в цій області разом із своїми частин-

ними похідними 
y

yxP


 ),(  і .),(
x

yxQ


  Тоді 
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yyxQxyxPyx
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x
Q ,d),(d),(dd               (8.2.23) 

яку називають формулою Гріна. 
  Оскільки область G  проста, то контур L  можна задати рівняннями ),(1 yxx   

),(2 yxx   ,dyc  або ),(1 xyy   )(2 xyy   (рис. 8.17).  
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Рис. 8.17.
 

Розглянемо випадок, коли область G  визначають нерівності ),()( 21 xyyxy   
.bxa    

Перетворимо подвійний інтеграл yx
y
P

G

dd 
  в криволінійний. Зведемо 

його до повторного інтеграла і проінтегруємо по :y  
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Кожен з цих інтегралів дорівнює криволінійному інтегралу другого типу, взя-
тому вздовж відповідної кривої: 
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                               (8.2.24) 

Аналогічно, якщо область G  визначають нерівності ,)()( 21 yxxyx   ,dyc   
отримаємо 

.d),(dd xyxQyx
x
Q

LG
 


                            (8.2.25) 

Віднімаючи почленно від (8.2.25) рівність (8.2.24), отримаємо (8.2.23). 
 П р и к л а д  8.2.3. За допомогою формули Гріна обчислимо криволінійний 
інтеграл  

yyxyxxye
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x d212sindsin75 3 222222





 






   

де контур L  обмежує область :G ,10  x  .0 2xy    
  У нашому випадку функції  

,sin75),( 222
xyeyxP x        3 222 212sin),( yxyyxQ   

неперервні разом зі своїми частинними похідними ,10y
y
P
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x
Q 4

  на усій 

площині ,Oxy  тому для обчислення інтеграла можна використати формулу Грі-

на. Оскільки ,104)10(4 yxyx
y
P

x
Q







  то за формулою Гріна 
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Зазначимо, що без застосування формули Гріна цей інтеграл обчислити 

неможливо, оскільки інтеграли від 
2xe  та 2sin x  неможливо виразити через 

елементарні функції. 
Умова незалежності криволінійного інтеграла від шляху інтегруван-

ня. Плоску область G  називають однозв’язною, якщо для будь-якого замкнено-
го контура ,L  який лежить всередині цієї області, частина площини, обмежена 
цим контуром повністю лежить в цій області. 

Теорема 8.2.2. Нехай функції ),( yxP  та ),( yxQ  визначені і неперервні 

разом зі своїми частинними похідними  
y
P


  і  

x
Q

  в замкненій однозв’язній об-

ласті .G  Тоді наступні умови еквівалентні: 
1) для кожної замкненої кусково-гладкої кривої ,L  яка належить ,G   

;0d),(d),(  yyxQxyxP
L

 

2) для  довільних точок A  і B  з області G  значення інтеграла  

yyxQxyxP
L

d),(d),(                                     (8.2.26) 

не залежить від шляху інтегрування, який належить ;G  
 3) вираз yyxQxyxP d),(d),(   є повним диференціалом деякої функції, 
визначеної в області, тобто існує функція ),,( yxF  визначена в ,G  що  

;d),(d),(d yyxQxyxPF   
4) в області G  виконується рівність 

.
x
Q

y
P






                                                 (8.2.27) 

 Теорема дає змогу відповісти на питання про те, залежить чи ні криволі-

нійний інтеграл від вибору шляху інтегрування. Наприклад, yxxy
Ab
  ddsin 2  в 

будь-якій області залежить від шляху інтегрування, оскільки 

.2cos
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Qxy
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 Зазначимо, що усі умови теореми є суттєвими. Розглянемо, наприклад, 

інтеграл ,dd 2222 y
yx

xx
yx

yI
L





   де L  – коло радіуса R  з центром у по-

чатку координат. У нашому випадку  
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Отже, ,
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  тобто формально виконується умова незалежності інтеграла 

від шляху інтегрування, тому цей інтеграл повинен дорівнювати нулю. Параме-
тричне рівняння кола ,costRx   ,sin tRy   .20  t  Обчислимо 
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.02d t  Здається, що це суперечить теоремі 4.2.2. Насправді, ніякої су-

перечності з теоремою 8.2.2 тут нема. У цьому випадку не виконується одна з 
умов теореми: функції ),( yxP  і ),( yxQ  та їхні частинні похідні не визначені в 
точці ),0;0(O  а круг без точки )0;0(O  не є однозв’язною областю. 
 Інтегрування повних диференціалів. З теореми (8.2.2) випливає таке: 
якщо виконується умова (8.2.27), то криволінійний інтеграл (8.2.26) не зале-
жить від шляху інтегрування. У цьому випадку інтеграл (8.2.26) однозначно ви-
значений точками );( 00 yxA  і ,);( 11 yxB  тому його можна позначити символом 

yQxP
B

A

dd   або .dd
);(

);(

11

00

yQxP
yx

yx

  У цій формулі задані лише початок і кінець 

шляху інтегрування. Зафіксуємо точку ),;( 00 yxA  а точку );( 11 yxB  замінимо на 
довільну точку );( yxM  області .G  У цьому випадку інтеграл є функцією від 
координат точки :);( yxM  

.dd),(
);(

);( 00

yQxPyxF
yx

yx

                                    (8.2.28) 

Доведено, що ця функція є первісною для виразу 
.dd yQxP                                        (8.2.29) 

 Нехай вираз (8.2.29) є повним диференціалом деякої функції ).,( yx  У 

цьому випадку ,P
x



  ,Q

y



   тому різниця ),(),( yxFyx   – стала, тобто 

.),(),( CyxFyx                                        (8.2.30) 
Якщо ,0xx   ,0yy   то із (8.2.28) випливає, що ,0),( 00 yxF  а з (8.2.30) – 

).,( 00 yxC   Формулу (8.2.30) запишемо так: 
),,(),(),( 00 yxyxyxF   

а рівність (8.2.28) 
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Якщо ,1xx   ,1yy   то 
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          (8.2.31) 

 Формула (8.2.31) справджується за умови незалежності криволінійного 
інтеграла від вибору шляху інтегрування. 
 За формулою 

,dd),(
);(

);( 00

CyQxPyxF
yx

yx

                             (8.2.32) 

де );( 00 yx  – фіксована точка, а C  – довільна стала можна визначити усі функ-
ції, такі, що  .ddd yQxPF   Оскільки криволінійний інтеграл не залежить 
від шляху інтегрування, то зручно вибрати ламану, ланки якої паралельні до 
осей координат (рис. 8.18). 
У цьому випадку  
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Рис. 8.18.
 

Оскільки рівняння відрізків AC та CB  відповідно дорівнюють 0yy   та ,0xx   
то ,0d y  0d x  і рівність (8.2.32) запишемо у вигляді  
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00 CyyxQxyxPyxF
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                   (8.2.33) 
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 П р и к л а д  8.2.4. Задано вираз     .d2d2 2222 xyxyxxyxyx   Пе-
ревіримо чи він є повним диференціалом деякої функції, і якщо так, то знайде-
мо її. 
  У цьому виразі  функції ,2),( 22 yxyxyxP   22 2),( yxyxyxQ   непе-

рервні разом із частинними похідними yx
y
P 22 


  та ,22 yx

x
Q



  які дорі-

внюють одна одній. Отже, цей вираз є повним диференціалом деякої функції 
),,( yxF  яку визначимо за формулою (8.2.33). Візьмемо ),0;0(A  ),0;(xC  ).;( yxB  

Рівняння відрізка .0y Тоді 
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Розділ 8. ЧИСЛОВІ ТА СТЕПЕНЕВІ РЯДИ 

8.1. Числові ряди 
8.1.1. Поняття числового ряду. Головні властивості 

 Поняття числового ряду. Розглянемо нескінченну послідовність дійсних 
чисел ,...,...,, 21 naaa . Утворимо з її елементів вираз 

,......
1

21 





n
nn aaaa                         (8.1.1) 

який називають числовим рядом, або просто рядом. Числа ,...,...,, 21 naaa  нази-
вають елементами, або членами ряду. Суми перших n  елементів ряду  

,11 aS   ,212 aaS  ..., 



n

i
inn aaaaS

1
21 ......           (8.1.2) 

називають частковими сумами ряду. Часткові суми 
,...,...,,, 321 nSSSS                                                (8.1.3) 

ряду (8.1.1) утворюють числову послідовність  .nS  Якщо задана послідовність 
(8.1.3) часткових сум ряду, то, використовуючи (8.1.2), можна визначити еле-
менти ряду: 

,11 Sa   ,12122 SSaSa  ..., .1 nnn SSa             (8.1.4) 
 Скінченну чи нескінченну границю S  послідовності часткових сум  nS  
ряду (8.1.1) 

n
n

SS


 lim                                               (8.1.5) 

називають сумою ряду і записують 
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nn aaaaS  

Якщо ця границя скінченна, то ряд називають збіжним, якщо вона нескінченна 
або не існує, то ряд – розбіжний. Отже, збіжність ряду рівносильна існуванню 
скінченної границі послідовності часткових сум (8.1.3). З іншого боку, збіж-
ність будь-якої послідовності ,...,...,, 21 nxxx   пов’язана зі збіжністю ряду 

...)(...)()( 123121  nn xxxxxxx , часткові суми якого є елементами 
цієї послідовності, і сума ряду збігається з границею послідовності. 
 Отже, вивчення нескінченного ряду і його суми є просто іншим способом 
вивчення числової послідовності та її границі.  

Зазначимо, що такий спосіб дає суттєві переваги як під час дослідження 
існування границі, так і під час її обчислення, тому числові ряди є важливим ін-
струментом у математичному аналізі та його застосуваннях. 
 П р и к л а д  8.1.1. Дослідимо збіжність числового ряду  

,)1(...
1

1 aaaaa
n

n  




   .0a  

  Запишемо послідовність часткових сум цього ряду: 
,1 aS   ,02  aaS ,3 aS  ,04 S ..., ,12 aS n  ,02 nS .... 

Очевидно, що послідовність часткових сум не має границі, тому цей ряд розбі-
жний.     
 П р и к л а д  8.1.2. Дослідимо збіжність ряду 

....... 12  nbqbqbqb  
  Елементи цього ряду утворюють геометричну прогресію. Часткову суму цьо-
го ряду можна обчислити за формулою 

 .
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Дослідимо збіжність цього ряду для різних значень .q  Якщо ,1q  то 
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1limlim
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 У випадку 1q  отримаємо, що   .
1
1limlim 




 q

qbS
n

n
n

n
 Якщо ,1q  то 

отримаємо ряд ...,...  bbb  який, очевидно, розбіжний. Якщо ,1q  то 
отримаємо ряд ..., bbbb  який розбіжний. 

Отже, якщо ,1q  то ряд 






1

1

n

nbq , елементи якого утворюють геометри-

чну прогресію, збіжний,  і його сума дорівнює ,
1 q

b


 якщо ,1q  то ряд розбіж-

ний.         
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 Властивості числових рядів. Якщо в числовому ряді (8.1.1) відкинути 
перших m елементів, то отримаємо ряд 
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nkmmm aaaa                    (8.1.6) 

який називають залишком ряду після m -го елемента, або m -м залишком ряду. 
 Теорема 8.1.1. Якщо ряд (8.1.1) збіжний, то його загальний елемент пря-
мує до нуля: 

.0lim 


n
n

a                                               (8.1.7) 

 Якщо ряд збіжний і його сума дорівнює ,S  то 
.limlim 1 SSS n

n
n

n
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 Теорема 8.1.1 дає необхідну умову збіжності ряду. Якщо умова (8.1.7) не 
виконується, то ряд розбіжний, якщо ж вона виконується, то ряд може бути 
збіжним або розбіжним.  
 П р и к л а д  8.1.3. Перевіримо, чи виконується необхідна умова збіжності 

ряду ....
16
7

9
5

4
31   

  Виведемо формулу загального елемента ряду. Чисельники дробів є послідов-
ними непарними числами, а знаменники – квадратами послідовних натуральних 

чисел, тому .12
2n

nan


  Обчислимо .012limlim 2 



 n

na
n

n
n

 Отже, виконуєть-

ся необхідна ознака збіжності, тобто ряд може бути збіжним або розбіжним.       
  

 Теорема 8.1.2. Якщо ряд 


1n
na  збіжний, то ряд ,
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nac  який називають 

добутком цього ряду на число ,c  теж збіжний, і  
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n acac                                    (8.1.8) 

 Теорема 8.1.3. Якщо збіжні ряди 
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na  та ,

1



n
nb  то збіжний ряд 
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 Теорема 8.1.4. Якщо ряд збіжний, то збіжний і будь-який його залишок, і 
навпаки, якщо залишок збіжний, то ряд теж збіжний. Якщо 
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 З теореми випливає, що додавання чи відкидання скінченної кількості 
членів ряду не впливає на його збіжність. 
 З формули (8.1.10) отримаємо 

  .0limlim 


m
m

m
m

SSr                              (8.1.11) 

Це означає таке: якщо ряд збіжний, то його залишок прямує до нуля. 
  
  
 

8.1.2. Числові ряди з невід’ємними елементами 

 Розглянемо ряд ,
1



n
nb  елементи якого невід’ємні, тобто 0ia  для всіх 

.Nn  Очевидно, що ,11 nnnn SaSS    тобто послідовність часткових сум 
ряду  неспадна. 
 Теорема 8.1.5. Для того, щоб ряд з невід’ємними елементами був збіж-
ним, необхідно і достатньо, щоб послідовність його часткових сум була обме-
жена згори. 
 Збіжність чи розбіжність ряду з невід’ємними елементами можна дослі-
дити, порівнявши його елементи з елементами збіжного чи розбіжного ряду. 
Таке порівняння ґрунтується на теоремі порівняння. 
 Теорема 8.1.6. Нехай для двох рядів з невід’ємними елементами 

:A     
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починаючи з деякого ,0n  виконується нерівність .nn ba   Тоді зі збіжності ряду 
B  випливає збіжність ряду ,A  а із розбіжності ряду A  – розбіжність ряду .B  
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 Оскільки відкидання скінченної кількості елементів ряду не впливає на 
його збіжність, то можна вважати, що nn ba   для всіх .Nn  Позначимо част-
кові суми рядів A  та ,B  відповідно, через nA  та .nB  З нерівності nn ba   для 
всіх Nn  випливає, що .nn BA                                                

Нехай ряд B  збіжний. Це означає, що послідовність його часткових сум 
обмежена згори, тобто MBn  для всіх .Nn  З нерівності nn BA   випливає, 
що MAn  для всіх ,Nn  тобто ряд A  теж збіжний. Якщо ряд A  розбіжний, 
то ряд B  теж розбіжний  (якщо б він був збіжним, то за доведенням повинен 
бути збіжним ряд ).A         

П р и к л а д  8.1.4. Дослідимо збіжність ряду .1
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  Очевидно, що для всіх 2n  виконується нерівність .
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  Ряд 
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збіжний, тому за теоремою порівняння початковий ряд 
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теж збіжний.      

 Теорема 8.1.7 (ознака Даламбера). Нехай для ряду 
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na  з додатними 

елементами існує границя 
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                                      (8.1.12) 

Тоді ряд збіжний, якщо ,1l  і розбіжний, якщо .1l  
 За означенням границі числової послідовності, для будь-якого 0  іс-

нує таке натуральне число ,)(00  nn  що для всіх )(0  nn виконується нерів-
ність 
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Якщо ,1l  то візьмемо   таке, що .1 lq  Тоді з (8.1.13) отримаємо, що 

для всіх )(0  nn виконується нерівність ,1 q
a

a

n
n   або .1 nn aqa   З остан-

ньої нерівності  
,010 nn aqa   ,0000

2
12 nnnn aqaqqaqa   ...., .,...00 n

k
kn aqa   
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Отже, починаючи з деякого номера ,0n  елементи ряду 


1n
na менші, ніж 

елементи нескінченної геометричної прогресії зі знаменником  ,1q  яка збіж-

на. За теоремою порівняння ряд 


1n
na  збіжний. 

Нехай .1l  Візьмемо   таке, що .1 lb  З нерівності (8.1.13) отрима-
ємо, що для всіх )(0  nn виконується нерівність ,1 nn aa   тобто елементи 
ряду зростають і ряд розбіжний.             

Зазначимо, що у випадку 1l  ряд може бути збіжним або розбіжним, то-
му потрібно використовувати інші ознаки збіжності.  

Наприклад, для рядів 
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n n
 число ,1l  але перший ряд розбіж-

ний, а другий – збіжний. 

П р и к л а д  8.1.5. Дослідимо збіжність ряду .0,
1





aan

n

n  

  Обчислимо 

.1lim)1(limlim
1

1 a
n

na
an

an
a

a
nn

n

nn

n
n


















 

За теоремою Даламбера ряд ,0,
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aan
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n  збіжний, якщо ,1a  і розбіжний, 

якщо .1a        
 Теорема 8.1.8 (ознака Коші). Якщо існує границя 
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                                     (8.1.14) 

то ряд 


1n
na  з додатними елементами збіжний для 1L  і розбіжний для .1L  

Зазначимо, що у випадку 1L  ряд може бути збіжним або розбіжним, 
тому потрібно використовувати інші ознаки збіжності. 

 П р и к л а д  8.1.6. Дослідимо збіжність ряду .
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 Отже, ,1L  тому за ознакою Коші ряд збіжний.      
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 Теорема 8.1.9 (інтегральна ознака). Якщо функція ),(xf  визначена для 
всіх ,1x  невід’ємна і спадна, то ряд 
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збіжний тоді і тільки тоді, коли збіжний інтеграл 
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 П р и к л а д  8.1.7. Дослідимо збіжність ряду .
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  Застосуємо інтегральну ознаку збіжності ряду. 
Обчислимо 
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Отже, невластивий інтеграл розбіжний, тому ряд теж розбіжний.    
 
  

8.1.2. Збіжність довільних числових рядів 

 Абсолютна збіжність рядів. Розглянемо ряд  




1n
na ,                                                (8.1.17) 

елементи якого мають довільні знаки, і ряд  

,
1



n
na                                                   (8.1.18) 

складений з абсолютних величин початкового ряду. 
 Якщо ряд (8.1.18) збіжний, то ряд (8.1.17) називають абсолютно збіжним.  
Ряд (8.1.17) називають умовно збіжним, якщо він збіжний, а ряд (8.1.18) розбі-
жний. 
 Теорема 8.1.10. Із збіжності ряду (8.1.18) випливає збіжність ряду 
(8.1.17). 

 П р и к л а д  8.1.8. Дослідимо збіжність ряду .
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  Очевидно, що  для всіх Nn  виконується нерівність 
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тому ряд, складений з абсолютних величин початкового ряду, збіжний, а почат-
ковий ряд збіжний абсолютно.     
 Для дослідження абсолютної збіжності ряду можна використовувати 
ознаки Даламбера і Коші.  

 Теорема 8.1.11 (ознака Даламбера). Нехай для ряду 


1n
na  з довільними 

елементами існує границя 
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Тоді ряд 


1n
na  збіжний абсолютно, якщо ,1l  і розбіжний,  якщо .1l  

П р и к л а д  8.1.9. Дослідимо збіжність ряду .
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  Для дослідження збіжності ряду використаємо ознаку Даламбера: 
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Отже, ряд, складений з абсолютних величин елементів початкового ряду, збіж-
ний, тому початковий ряд збіжний абсолютно.       
 Теорема 8.1.12 (ознака Коші). Якщо існує границя 

,lim 


 Lan n
n

                                     (8.1.20) 

то ряд 


1n
na  з довільними елементами збіжний для 1L  і розбіжний для 

.1L  

 Зазначимо таке: якщо ряд  


1n
na  розбіжний, то розбіжний ряд 



1n
na , 

тобто він не може бути умовно збіжним. 
Знакопереміжні ряди. Серед рядів з довільними елементами виділяють 

знакопереміжні ряди, тобто такі ряди, у яких знаки їхніх елементів чергуються: 
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де 0nu  для всіх .Nn  
  
 

Теорема 8.1.13 (Лейбніца). Якщо елементи знакопереміжного ряду мо-
нотонно спадають за абсолютною величиною і ,0lim 


n

n
u  то цей ряд збіжний. 

 Запишемо часткову суму знакопереміжного ряду у вигляді 
.)(...)()( 21243212 mmm uuuuuuU    

За умовою теореми елементи ряду монотонно спадають за абсолютною величи-
ною, тобто ,1 nn uu   тому доданки в дужках додатні і часткова сума mU2  зро-
стає зі збільшенням .m  Запишемо цю часткову суму так: 

.)...()()( 21222543212 mmmm uuuuuuuuU    
Вирази в дужках додатні, тому  часткова сума mU2  обмежена згори: 

.12 uU m   
Отримано, що елементи послідовності  mU2  монотонно зростають і обмежені 
згори, тому вона має границю. 

Запишемо mmm uUU 2212   і перейдемо в цій рівності до границі 
,limlim)(limlim 222212 UuUuUU m
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тому що за умовою теореми .0lim 2 


m
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u  Отже, знакопереміжний ряд збіжний і 

його сума дорівнює .U       
 
 П р и к л а д  8.1.10. Дослідимо збіжність знакопереміжного ряду 
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 nn
 то за ознакою Лейбніца  цей ряд  збіжний.        

 

 

8.2. Степеневі ряди 
 Поняття степеневого ряду. Область збіжності.  Ряд 
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називають степеневим, а дійсні числа ,...,...,, 10 naaa – коефіцієнтами. Надалі 
будемо досліджувати ряд (8.2.1), тому що (8.2.2) можна звести до нього замі-
ною змінних. 
 Знайдемо область збіжності степеневого ряду, тобто таку множину зна-
чень ,x  для яких ряд (8.2.1) збіжний. 

 Теорема 8.2.1.  Якщо степеневий ряд 


0n

n
n xa збіжний для значення 

,0, 00  xxx  то він збіжний абсолютно для ;0xx   якщо цей ряд розбіжний 

для , xx  то він розбіжний для всіх . xx  

 Теорема 8.2.2. Якщо степеневий ряд збіжний не лише для ,0x  то існує 
таке додатне число R , яке може дорівнювати  , таке, що ряд збіжний абсо-
лютно для Rx   і розбіжний для Rx   (якщо R ). 

 Нехай X – область збіжності степеневого ряду (8.2.1). За умовою тео-

реми ця множина непорожня. Доведемо, що вона обмежена. Нехай ряд 


0n

n
n xa  

розбіжний для . xx  Тоді за теоремою 8.2.1 для будь-якого Xx  виконується 
умова . xx  Отже, множина X  має точну верхню грань ,sup xR

Xx
  причому 

,0R  тому що ряд збіжний не тільки для .0x  Якщо нема такої точки , xx  
у якій ряд розбіжний, то R і множина X  необмежена. За теоремою 8.2.1 
степеневий ряд збіжний абсолютно для будь-якого .Rx   
 Нехай .R  Візьмемо .Rx   Оскільки такі значення x не належать об-
ласті збіжності, то в цих точках ряд розбіжний.        
 Число R  та інтервал );( RR  називають, відповідно,  радіусом збіжності 
та  інтервалом збіжності степеневого ряду. Кожен степеневий ряд має свій ра-
діус збіжності .0R  Для Rx   степеневий ряд збіжний абсолютно, для Rx   
– розбіжний. У випадку Rx   потрібно дослідити збіжність відповідного чис-
лового ряду. 

 Теорема 8.2.3. Якщо для степеневого ряду 
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n xa  існує границя 
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то радіус збіжності .1
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 За ознакою Даламбера ряд 
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З теореми 8.2.2 випливає, що степеневий ряд збіжний абсолютно для ,1
L

x   

тому радіус збіжності  

.lim1
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n a
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L
R                                      (8.2.4) 

 Зазначимо, що у випадку 0L  радіус збіжності ,R  тобто ряд збіжний 
на всій числовій прямій.          

П р и к л а д  8.2.1. Визначимо область збіжності степеневого ряду .
1

2


n

n

n
x  

  За формулою (8.2.4) обчислимо радіус збіжності цього ряду 
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Степеневий ряд збіжний абсолютно для .11  x  Нехай .1x  У цьому випад-

ку числовий ряд 
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n n
 збіжний. У випадку 1x  числовий ряд 
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збіжний за ознакою Лейбніца. 

 Отже, степеневий ряд 


1
2

n

n

n
x  збіжний абсолютно для .1x       

Властивості степеневих рядів. Нехай R  – радіус збіжності степеневого 
ряду. 
 Теорема 8.2.4. Сума степеневого ряду всередині проміжку збіжності є 
неперервною функцією. 

 Теорема 8.2.5. Якщо степеневі ряди 
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0x  мають одну і ту ж суму, то ці ряди тотожні, тобто ii ba   для всіх 
,....3,2,1i  

 Теорема 8.2.6. Нехай функцію )(xf  розклали у степеневий ряд в інтерва-
лі ,);( RR  тобто 
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Якщо функція )(xf  визначена і неперервна, а ряд 
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n
nxa  збіжний для 

Rx   ,)( Rx   то цей розклад справджується і для Rx   .)( Rx   

 Теорема 8.2.7. Степеневий ряд 
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n xa  можна почленно диференціюва-

ти всередині інтервалу збіжності: 
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 Теорема 8.2.8. Степеневий ряд 


0n

n
n xa  можна почленно інтегрувати 

всередині інтервалу збіжності, тобто для всіх );( RRa   
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 На відрізку  ,;0 x  де ,Rx   
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 Теорема 8.2.9. Степеневі ряди 
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мають один і той же інтервал збіжності. 
 
 Теорема 8.2.10. Якщо 0R  – радіус збіжності степеневого ряду 
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n xa , то в інтервалі );( RR  його можна почленно диференціювати та інтег-

рувати скільки завгодно разів. 
 Розклад функцій у степеневі ряди. Використаємо попередні теореми для 
знаходження розкладів функцій у степеневі ряди. 
 Теорема 8.2.11. Якщо функцію )(xfy   можна розкласти в інтервалі 

);( RR  в степеневий ряд, то цей розклад єдиний. 
 Нехай функцію )(xf  можна розкласти в збіжний в інтервалі );( RR  

степеневий ряд: 
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За теоремою 8.2.10 цей ряд можна почленно диференціювати в інтервалі 
);( RR  довільну кількість разів. Для );( RRx   отримаємо 
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 Підставимо 0x  у ці рівності: 
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 Отже, отримаємо розклад функції у степеневий ряд 
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який називають рядом Маклорена для функції .)(xf        
 Якщо функція )(xf диференційована нескінченну кількість разів, то для 
неї можна скласти ряд Маклорена (8.2.8). Для кожної  функції, яка диференці-
йована 1n  разів, можна записати формулу Маклорена 
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–  залишковий член у формі Лагранжа. 
Нехай )(xSn  – часткова сума ряду Маклорена. Тоді формулу Маклорена 

можна записати у вигляді 
).()()( xRxSxf nn                                       (8.2.11) 

 Теорема 8.2.12. Для того, щоб нескінченну кількість разів диференційо-
вану функцію )(xf  розкласти в ряд Маклорена на проміжку ),;( RR  необхідно 
і достатньо, щоб  

.0)(lim 
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n

                                      (8.2.12) 

 Необхідність. Нехай ).()(lim xfxSn
n




 З формули (8.2.11) в інтервалі 

);( RR  отримаємо 
  .0)()()(lim)()()(lim)(lim 
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Достатність. Нехай 0)(lim 


xRn
n

для всіх .);( RRx   З формули (5.2.12) в 

інтервалі );( RR  отримаємо 
  ).(0)()(lim)()()(lim)(lim xfxfxRxfxRxfxS n

n
n

n
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 Виведемо розклади деяких елементарних функцій у ряди Маклорена. Для 
цього потрібно за формулами (8.2.8) знайти коефіцієнти  ряду, визначити радіус 
збіжності R  і перевірити виконання в інтервалі );( RR  умови (8.2.12). 

1. .)( xexf   

  Обчислимо ,)()( xn exf   .,...2,1n  Для 0x  отримаємо ,1)0( 0)(  ef n  то-

му .
!

1
n

an   Визначимо радіус збіжності степеневого ряду: 
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Степеневий ряд збіжний  на всій числовій прямій. 

 Доведемо, що функція xe – сума ряду .
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x  Для цього оцінимо залиш-

ковий член )(xRn  формули Маклорена. Оскільки ,x  то 
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Для фіксованого значення x  
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Отже,  
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2. Нехай .sin)( xxf   Відомо, що ,
2

sin)()( 





 


kxxf k  ,1k 2,3,.... Оскіль-

ки ,0)0( f  ,0)sin()0()2(  mf m   
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За формулою (8.2.9)  
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Визначимо область збіжності цього ряду. За ознакою Даламбера 
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Це означає, що ряд збіжний для всіх дійсних значень .x  

Доведемо, що функція xsin  є сумою ряду 









0

12
.

)!12(
)1(

n

n
n

n
x

 Залишковий 

член у формулі Маклорена задовольняє нерівність 
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тому для фіксованого значення x  
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 Отже, функцію xy sin  можна розвинути в ряд Маклорена за формулою 
(8.2.14). 

3. Нехай .cos)( xxf   Відомо, що ,
2

cos)()( 





 


kxxf k  ,1k 2,3,.... Оскіль-

ки ,1)0( f  ,0)0()12( mf  ,)1()0()2( mmf    ,1m 2,3,..., то, як і в попере-
дньому випадку, можна довести, що на всій числовій прямій 
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4. .)1ln()( xxf   Для виведення формули розвинення цієї функції в ряд 
Маклорена використаємо суму нескінченної геометричної прогресії 
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Цей ряд збігається для .1x  Проінтегруємо цей ряд почленно: 
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Цей ряд збіжний для .1x  Для 1x  отримаємо знакопереміжний ряд 
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 збіжний за ознакою Лейбніца. Для 1x  отримаємо ряд 



КВ
М

,1)1(

11

12















nn

n

nn
 який є розбіжним. Отже, формула (5.2.18) справджується 

для  .1;1x  
5. .arctg)( xxf   Для виведення формули розвинення цієї функції в ряд Ма-

клорена замінимо в формулі (8.2.16) x  на .2x  Отримаємо розклад функції 
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 в ряд, який збіжний для :)1;1(x  
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Проінтегруємо цей ряд почленно: 
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Можна довести, що цей ряд збіжний для  всіх  .1;1x  

6. .)1()( mxxf   Для розвинення цієї функції в ряд Маклорена обчислимо 
похідні  

;)1()( 1 mxmxf  ;)1)(1()( 2 mxmmxf  

,)1)(2)(1()( 3 mxmmmxf ....   
Звідси, використовуючи метод математичної індукції,  можна вивести, що 

  .)1)(1)...(2)(1()1()( )()()( kmkmk xkmmmmxxf   
Обчислимо 

,1)0( f  ).1)...(2)(1()0()(  kmmmmf k  
 Отже, за формулою (8.2.9)  
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Доведено, що ряд (8.2.19) збіжний для всіх .)1;1(x      
П р и к л а д  8.2.2. Розвинемо в ряд Маклорена функцію 
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  Замінимо в формулі (8.2.15) x на ,
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3 4x  отримаємо 
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Розділ 9. ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ 
 Звичайним диференціальним рівнянням називають співвідношення, яке 
пов’язує незалежну змінну ,x  функцію )(xyy   та її похідні. Найвищий поря-
док похідної, яка входить у рівняння, називають порядком диференціального 
рівняння. Отже, звичайне диференціальне рівняння n -го порядку має вигляд 

  .0...,,,,, )(  nyyyyxF  
У випадку, коли в рівнянні є декілька незалежних змінних, його називають ди-
ференціальним рівнянням у частинних похідних. У цьому розділі будемо вивча-
ти звичайні диференціальні рівняння. Якщо диференціальне рівняння n -го по-
рядку можна записати у вигляді 

 ,...,,,,, )1()(  nn yyyyxfy  
то кажуть, що рівняння записане у нормальній формі. Розв’язком диференціа-
льного рівняння n -го порядку називають функцію ),(xyy   визначену і непере-
рвну на деякому інтервалі ),;( ba  разом із її похідними до n -го порядку включ-
но, яка, будучи підставленою в диференціальне рівняння, перетворює його в 
тотожність, тобто 

  .0...,,,,, )(  nyyyyxF  
 Часто розв’язок отримують у неявному вигляді 0),(  yx  або в парамет-
ричному вигляді ),(tx   ),(ty   .);( t  Графік розв’язку диференціально-
го рівняння n -го порядку називають інтегральною кривою. 
  

9.1. Диференціальні рівняння першого порядку 
9.1.1. Найпростіші властивості диференціальних рівнянь  

першого порядку 

 Поняття диференціального рівняння. Диференціальним рівнянням пер-
шого порядку називають рівняння 

  ,0,, yyxF                                            (9.1.1) 
яке пов’язує незалежну змінну ,x  функцію )(xyy   та її похідну першого по-
рядку ).(xy  Якщо рівняння (9.1.1) можна розв’язати щодо похідної ,y  тобто 
записати у нормальній формі, то отримаємо 

).,( yxfy                                                      (9.1.2) 
Рівняння (9.1.2) називають диференціальним рівнянням першого порядку, 

розв’язаним щодо похідної. Часто рівняння (9.1.2) записують у вигляді  
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або 
.d),(d xyxfy   

Диференціальне рівняння першого порядку можна записати у симетричному 
вигляді 

.0d),(d),(  yyxQxyxP                                   (9.1.4) 
У цьому рівнянні змінні x  та y  рівноправні, тобто кожну з них можна розгля-
дати як функцію іншої. 
 Розв’язком диференціального рівняння першого порядку називають фун-
кцію ),(xyy   визначену і неперервно диференційовану в інтервалі ,);( ba  яка 
перетворює його в тотожність, тобто 

  .0)(),(,  xyxyxF  
Графік розв’язку, тобто інтегральна крива )(xyy   є гладкою кривою. 
 Задача Коші. У багатьох задачах, які зводяться до диференціальних рів-
нянь першого порядку, потрібно відшукати розв’язок рівняння, який набуває 
заданого значення для заданого значення незалежної змінної. Таку задачу нази-
вають початковою задачею, або задачею Коші. 
 Задачу Коші формулюємо так: знайти розв’язок )(xyy   диференціально-
го рівняння 

),,(
d
d yxf

x
y
  

який задовольняє початкову умову 
.)( 00 yxy                                                (9.1.5) 

У цьому випадку розв’язок задачі Коші записують у вигляді 
.),,( 00 yxxyy                                           (9.1.6) 

 Геометрично це означає, що потрібно знайти інтегральну криву диферен-
ціального рівняння (9.1.3), яка проходить через задану точку .);( 000 yxM  
 Кажуть, що задача Коші 

),,(
d
d yxf

x
y
     00 )( yxy                                    (9.1.7) 

має єдиний розв’язок, якщо існує окіл  0xx  точки 0x  такий, що в ньому 
рівняння має розв’язок (9.1.6) і не існує розв’язку ,),,( 001 yxxyy   значення 
якого хоча б в одній точці не збігаються з (9.1.6). Якщо це не так, то кажуть, що 
порушена єдиність розв’язку задачі Коші. 
 Теорема 9.1.1 (про існування і єдиність розв’язку). Якщо права частина  

диференціального рівняння ),(
d
d yxf

x
y
 неперервна в деякому околі точки 

);( 000 yxM і має неперервну в цьому околі частинну похідну ,
y
f


  то рівняння 
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(9.1.3) має єдиний розв’язок ),(xyy   визначений у цьому околі точки ,0x  який 
задовольняє початкову умову .)( 00 yxy   
 Загальний, частковий і особливий розв’язки. Нехай через кожну точку 
області  проходить тільки одна інтегральна крива диференціального рівняння 
(9.1.3). Функцію 

),,( Cxy                                               (9.1.8) 
яка визначена  в деякій області D  і неперервно диференційована за ,x  назива-
ють загальним розв’язком диференціального рівняння (9.1.3), якщо вона задо-
вольняє такі умови: 

1) рівність (9.1.8) в області D  можна розв’язати щодо довільної сталої, тоб-
то 

 );,( yxC                                                     (9.1.9) 
2) функція (9.1.8) є розв’язком рівняння (9.1.3) для всіх значень ,C  отрима-

них із (9.1.9) для всіх .);( Dyx   
Якщо відомий загальний розв’язок ),( Cxy   диференціального рівняння 

(9.1.3), то можна розв’язати задачу Коші для довільних початкових значень 
.);( 00 Dyx   Для цього досить розв’язати рівняння ),( 00 Cxy   щодо C  і під-

ставити отримане значення 0CC   в загальний розв’язок (9.1.8). Отримана фу-
нкція ),( 0Cxy   є єдиним розв’язком задачі Коші. 
 Загальний розв’язок диференціального рівняння (9.1.3), записаний у ви-
гляді 

,0),,(  Cyx  
називають загальним інтегралом цього рівняння. Часто загальний інтеграл за-
писують у вигляді 

.),( Cyx   
У цьому випадку функцію ),( yx  називають інтегралом  диференціального рі-
вняння (9.1.3). 
 Частинним розв’язком диференціального рівняння (9.1.3) в області D  на-
зивають функцію ),( *Cxy  , яку отримують із загального розв’язку 

),( Cxy   для певного значення .*CC   
 Розв’язок ),(xyy   у кожній точці якого порушена єдиність розв’язку за-
дачі Коші, називають особливим розв’язком. Особливий розв’язок не можна 
отримати із загального за жодного значення параметра .C  Якщо права частина 
рівняння (9.1.3) задовольняє умови теореми Пікара, то очевидно, що це рівнян-
ня не має особливих розв’язків.  
 Зазначимо, що особливі розв’язки можна виявити під час знаходження за-
гального розв’язку диференціального рівняння. Наприклад, унаслідок ділення 
обох частин диференціального рівняння на деяку функцію 0),( yxg  можемо 
втратити розв’язки )(xy   чи ),( yx   за яких дільник обертається в нуль. 
Якщо ці функції не можна отримати із загального розв’язку, то вони є особли-
вими розв’язками.  
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9.1.2. Інтегрування деяких типів диференціальних рівнянь  

першого порядку, розв’язаних щодо похідної 

 Рівняння з відокремлюваними змінними. Нехай у рівнянні (9.1.4) функ-
ції ),( yxP  та ),( yxQ  можна записати як добуток неперервних функцій,  одна з 
яких залежить лише від ,x  а інша – лише від ,y  тобто ),()(),( 21 yPxPyxP   

).()(),( 21 yPxQyxQ Q  У цьому випадку рівняння має вигляд 
.d)()(d)()( 2121 yyQxQxyPxP                              (9.1.10) 

Таке рівняння називають рівнянням із відокремлюваними змінними у симетрич-
ній формі.  Поділимо обидві частини рівності (9.1.10) на )()( 12 xQyP   й отрима-
ємо рівняння з відокремленими змінними 

.0d
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2
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1
1  y

yP
yQx

xQ
xP  

Проінтегруємо цю рівність і отримаємо загальний інтеграл 

.d
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)(d

)(
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2
2

1
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yP
yQx

xQ
xP

   

Якщо рівняння ,0)(1 xQ  0)(2 yP  мають розв’язки ,ax   ,by   то вони мо-
жуть бути особливими. 
 Важливим частинним випадком диференціальних рівнянь із відокремлю-
ваними змінними є автономні рівняння 

).(
d
d yg

x
y
                                               (9.1.11) 

Такі рівняння часто трапляються в задачах економічної динаміки. Зазвичай, у 
таких рівняннях незалежною змінною є час .t  Його відсутність у правій частині 
рівняння (9.1.11) можна трактувати як незмінність законів, за якими в певний 
проміжок часу розвивається економічна система. Якщо *y  – корінь рівняння 

,0)( yg  то *)( yxy   є розв’язком рівняння (9.1.11). Такий розв’язок назива-
ють стаціонарним. 
 Доведено таке: якщо )(xy   – розв’язок автономного диференціального 
рівняння, то )( Cxy   теж є розв’язком цього рівняння. 
 П р и к л а д  9.1.1. Знайдемо загальний розв’язок диференціального рів-
няння      .0d1d1 22  yxyxyx  
  Розділимо в цьому рівнянні змінні, тобто поділимо обидві його частини на  
  :11 22 xy   
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Проінтегруємо   це рівняння: 
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або 

    .ln1ln
2
11ln

2
1 22 Cyx   

Звідси отримаємо загальний інтеграл диференціального рівняння 
   .11 222 Cyx   

Рівняння ,01 2  x  01 2  y  не мають дійсних розв’язків, тому під час розді-
лення змінних нема втрачених розв’язків. Усі розв’язки цього  диференціально-
го рівняння є в загальному інтегралі.             
 П р и к л а д  9.1.2. Швидкість знецінення обладнання внаслідок його зно-
шення в кожний момент часу пропорційна до його залишкової вартості. Нехай 
початкова вартість обладнання становила .0A  Визначимо його вартість через t  
років. 
  Нехай )(tyy   – вартість обладнання в момент часу .t  Знецінення вартості 

дорівнює ).(0 tyA   За умовою задачі швидкість знецінення 
t

tyA
d

))(d( 0   пропо-

рційна до залишкової вартості ).(ty  Для визначення )(ty  отримано диференціа-
льне рівняння 

)(
d

))(d( 0 tky
t

tyA


  

з початковою умовою 
.)0( 0Ay   

Розділимо у рівнянні ky
t
y


d
d  змінні 

,dd tk
y
y

  

і проінтегруємо отримане рівняння: 

,dd tk
y
y     .lnln Ctky   

Отримано загальний розв’язок диференціального рівняння: 
.)( tkCety   

З урахуванням початкової умови ,)0( 0Ay   тобто ,0
0

 kCeA  отримаємо 
.0AC   Отже, частинний розв’язок  

.)( 0
tkeAty                

 П р и к л а д  9.1.3. Визначимо функцію попиту ),(PDQ   якщо еластич-
ність попиту за ціною 2)( DEP  і .10)3( D  
  Нагадаємо, що еластичність попиту )(PDQ   за ціною P  визначають фор-
мулою 
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.
d
d)(

P
Q

Q
PDEP   

Отже,  для визначення функції попиту отримано рівняння 

.2
d
d


P
Q

Q
P  

Звідси 

.d2d
P

P
Q
Q

  

Проінтегруємо це рівняння: 

.2P
CQ   

Використаємо початкову умову й отримаємо ,
9

10 C
  .90C  

 Отже,  

.90
2P

Q                   

 Однорідні диференціальні рівняння. Функцію ),( yxf  називають однорі-
дною функцією степеня ,m  якщо 

).,(),( yxfttytxf m                                       (9.1.12) 
Якщо ,0m  то функцію ),( yxf  називають однорідною функцією нульового 
степеня. Кожну однорідну функцію ),( yxf  нульового степеня можна записати 
у вигляді 

.),( 







x
ygyxf                                           (9.1.13) 

Відношення двох однорідних функцій ),( yxP  та ),( yxQ  однакового степеня m  
є однорідною функцією нульового степеня 

.
),(
),(









x
y

yxQ
yxP  

 Диференціальне рівняння 
,0d),(d),(  yyxQxyxP  

де ),( yxP  та ),( yxQ  – однорідні функції однакового степеня ,m  називають од-
норідним рівнянням. Нехай  функції ),( yxP  та ),( yxQ  неперервні в деякій обла-
сті D  і не обертаються одночасно в нуль у цій області. Точку ),;( 000 yxM  у 
якій функції ),( yxP  та ),( yxQ  одночасно обертаються в нуль, називають особ-
ливою точкою. Запишемо це рівняння у вигляді 

.
),(
),(

d
d

yxQ
yxP

x
y
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Оскільки ),( yxP  та ),( yxQ  – однорідні функції однакового степеня ,m  то 

.
),(
),(









x
yg

yxQ
yxP  Отже, однорідне диференціальне рівняння можна записати у 

вигляді 

.
d
d









x
yg

x
y                                             (9.1.14) 

Доведемо, що однорідне рівняння завжди можна проінтегрувати в квадратурах. 
Нехай  

.)( xxuy                                                  (9.1.15) 
 

Продиференціюємо (9.1.15): 

.
d
d

d
d u

x
ux

x
y

  

Підставимо цей вираз у (9.1.14): 

),(
d
d ugu

x
ux   

або 
  .0d)(d  xuguux                                  (9.1.16) 

Отримано рівняння з відокремлювальними змінними. Якщо 0)(  ugu  і ,0x   
то отримаємо рівняння з відокремленими змінними 

.0d
)(

d


 x
x

ugu
u                                      (9.1.17) 

Проінтегруємо це рівняння:  

,ln
)(

d Cx
ugu

u


  

або 
,ln)( Cxu   

де 

.
)(

d)(  


ugu
uu  

Отже, отримано загальний інтеграл однорідного рівняння 

.ln Cx
x
y







                                        (9.1.18) 

Розглянемо випадок .0x  Це розв’язок рівняння  (9.1.16), який може бу-
ти розв’язком рівняння 

,1
d
d











x
ygy

x  

і тому приєднаємо його до розв’язків рівняння (9.1.14). Якщо рівняння 
0)(  ugu  має розв’язки ,constu  то цим розв’язкам відповідають 
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розв’язки  ,xy   ,0x однорідного рівняння (9.1.14), які можуть бути особ-
ливими розв’язками. 
 Нехай .)( uug   У цьому випадку рівняння (9.1.14) має вигляд 

.
d
d

x
y

x
y
  

Це рівняння з відокремлювальними змінними. Його розв’язками є функції  








.0,0
;0,

yx
xCxy

 

Особливих розв’язків це рівняння не має. 
 Зазначимо таке: якщо однорідне диференціальне рівняння записане у ви-
гляді 

,0d),(d),(  yyxQxyxP  
то нема потреби зводити його до вигляду (9.1.18). У цьому випадку можна від-
разу використовувати підстановку (9.1.15). 

 П р и к л а д  9.1.4. Розв’яжемо рівняння .22 yyxyx   
  Запишемо це диференціальне рівняння у вигляді 

.1
d
d 2

x
y

x
y

x
y







  

Очевидно, що це однорідне рівняння. Уведемо заміну .)( xxuy   Тоді 

.
d
d

d
d u

x
ux

x
y

  Запишемо диференціальне рівняння у вигляді 

.1
d
d 2u

x
ux   

Розділимо в цьому рівнянні змінні 

x
x

u

u d

1

d
2



 

і проінтегруємо його.  
Отримаємо 

 


,d

1

d
2 x

x

u

u  

,lnlnarcsin 1Cxu   ,01 C  
або 

.lnarcsin 1 xCu   
Оскільки ,11 xCxC   то, позначивши ,1 CC   отримаємо 

,lnarcsin Cxu   

де ,
2

ln 
Cx  або .2/2/   eCxe  Замінимо 

x
yu   й отримаємо загальний 

розв’язок початкового диференціального рівняння 
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Cx
x
y lnarcsin   

або 
 .lnsin Cxxy   

Під час розділення змінних обидві частини диференціального рівняння ділили 

на .01 2  ux  Нехай ,0x  .01 2  u  Підставимо 0x  у початкове дифе-
ренціальне рівняння й отримаємо, що 0x  не є його розв’язком. Із другого рі-

вняння отримаємо ,01 2

2


x
y  звідки ,xy   .xy   Підставимо ,xy   xy   у 

початкове рівняння, отримаємо, що вони є його розв’язками.                   
 Лінійні диференціальні рівняння. Диференціальне рівняння 

),()(
d
d xqyxp

x
y

                                        (9.1.19) 

де ),(xp  )(xq  – відомі, визначені і неперервні в інтервалі );( ba  функції, нази-
вають лінійним неоднорідним рівнянням. Якщо ,0)( xq  то диференціальне рів-
няння 

0)(
d
d

 yxp
x
y                                         (9.1.20) 

називають лінійним однорідним рівнянням.  
 Оскільки функції )(xp  і )(xq  визначені й неперервні в інтервалі ),;( ba  то 
з теореми Пікара про існування і єдиність розв’язку випливає, що рівняння 
(9.1.19) має єдиний розв’язок ),(xyy   який задовольняє умову ).( 00 xyy   У 
цьому випадку 0y  можна задавати довільно, а 0x  брати із проміжку ).;( ba  За-
значимо, що однорідне рівняння (9.1.19) має єдиний розв’язок, який задоволь-
няє початкову умову ,0)( 0 xy  ).;(0 bax   Лінійне диференціальне рівняння 
(9.1.19) не може мати особливих розв’язків. Усі його розв’язки є частинними. 
 Розглянемо лінійне однорідне диференціальне рівняння (9.1.20). Очевид-
но, що це рівняння завжди має розв’язок .0y  Запишемо рівняння (9.1.20) у 
вигляді 

.0d)(d  xyxpy  
Розділимо у цьому рівнянні змінні: 

.0d)(d
 xxp

y
y  

Проінтегруємо це рівняння, отримаємо 
,lnd)(ln Cxxpy    

або 

.d)(  xxpCey                                         (9.1.21) 
Формула (9.1.21) містить усі розв’язки лінійного однорідного диференціального 
рівняння, зокрема, розв’язок ,0y  який отримано із (9.1.21) за .0C  Отже, 
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формула (9.1.21) задає загальний розв’язок лінійного однорідного диференціа-
льного рівняння (9.1.20) в області :D  

,bxa   .y                                     (9.1.22) 
 Якщо рівняння записане у вигляді 

,d)(d xxp
y
y
  

то його загальний розв’язок в області (9.1.22) має вигляд 

.d)( xxpCey  
 Загальний розв’язок (9.1.21) можна записати у вигляді 

,0
d)(




x

x
xxp

Cey  ).;(0 bax                         (9.1.23) 
З використанням умови )( 00 xyy   з (9.1.23) отримаємо .0 Cy   У цьому випа-
дку формула (9.1.23) набуде вигляду 

,0
d)(

0





x

x
xxp

eyy  ).;(0 bax                         (9.1.24) 
Це загальний розв’язок лінійного однорідного диференціального рівняння у 
формі Коші.  
 Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння (9.1.19). Дове-
демо таке: якщо відомий частинний розв’язок рівняння (9.1.19), то інтегрування 
такого диференціального рівняння можна звести до інтегрування відповідного 
однорідного рівняння (9.1.20). Справді, нехай )(1 xy  – частинний розв’язок рів-
няння (9.1.19), тобто  

).()(
d
d

1
1 xqyxp
x
y

                                   (9.1.25) 

Нехай  
),()()( 1 xzxyxy                                        (9.1.26) 

де )(xz  – нова невідома функція. 
Підставимо (9.1.26) у (9.1.19): 

).()(
d
d)(

d
d

1
1 xqzxp

x
zyxp

x
y

  

З урахуванням (9.1.25) для знаходження )(xz  отримаємо лінійне однорідне ди-
ференціальне рівняння 

.0)(
d
d

 zxp
x
z

 

Його загальний розв’язок 

.d)(  xxpCez  
 Загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рівняння 
(9.1.19) 
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.)( d)(
1

  xxpCexyy  
 Отже, загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рі-
вняння дорівнює сумі загального розв’язку лінійного однорідного диференціа-
льного рівняння і будь-якого розв’язку цього неоднорідного рівняння. 
 Загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рівняння 
можна знайти методом варіації довільної сталої (методом Лагранжа). Загаль-
ним розв’язком відповідного лінійного однорідного рівняння є функція 

.d)(  xxpCey  Будемо шукати розв’язок неоднорідного рівняння (9.1.19) у ви-
гляді 

,)( d)(  xxpexCy                                          (9.1.27) 
де )(xC  – невідома, неперервно диференційована функція. Підставимо (9.1.27) 
у (9.1.19): 

).()()()()()( d)(d)(d)( xqexpxCexpxCexC xxpxxpxxp    
Звідси 

 xxpexqxC d)()()(  
і 

,d)()( d)( CxexqxC xxp    

де C  – довільна стала. Підставимо знайдене )(xC  у формулу (9.1.27) і отрима-
ємо загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рівняння 

.d)()( d)(d)(





   Cxexqexy xxpxxp             (9.1.28) 

У цьому випадку частинний розв’язок 

.d)()( d)(d)(
1 xexqexy xxpxxp     

 Із формули (9.1.28) випливає, що кожен розв’язок )(xyy   лінійного не-
однорідного рівняння визначений для всіх ).;( bax  
 Будь-який розв’язок рівняння (9.1.19), який задовольняє умову 

,)( 00 yxy   можна записати так: 

.d)()( 0

0

0
d)(d)(

0 tetqeyxy

x

x

x

x
ttpx

x

ttp 



 


            (9.1.29) 

 Загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рівняння 
можна знайти методом Бернуллі. У цьому випадку розв’язок рівняння (9.1.19) 
шукаємо у вигляді 

),()( xvxuy                                           (9.1.30) 

де )(xu  і )(xv  – невідомі функції. Обчислимо 
x
vuv

x
u

x
y

d
d

d
d

d
d

  і підставимо в 

(9.1.19): 
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d

d
d xqxvxuxp

x
vuv
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).()()(
d
d

d
d xqxvxp

x
vuv

x
u







                                (9.1.31) 

Нехай )(xv  – один із розв’язків рівняння ,0)()(
d
d

 xvxp
x
v

 наприклад 

.)( d)(  xxpexv  Підставимо знайдене )(xv  у рівняння (9.1.31). Отримаємо рів-
няння для знаходження функції :)(xu  

.)(
d
d d)( xxpexq

x
u  

Звідси  

.d)()( d)( Cxexqxu xxp    

Підставимо знайдені )(xu  та )(xv  в (9.1.30), отримаємо загальний розв’язок 
(9.1.28) лінійного неоднорідного диференціального рівняння. 
 Зазначимо таке: трапляються випадки, коли диференціальне рівняння не є 
лінійним щодо ,y  але воно лінійне щодо x як функції від .y  Таке рівняння має 
вигляд 

).()(
d
d ygxyr

y
x

  

 П р и к л а д  9.1.5. Розв’яжемо диференціальне рівняння 

.232
d
d 42 xxxy

x
y

  

  Це лінійне неоднорідне диференціальне рівняння. Для розв’язування його 
використаємо метод Лагранжа. Знайдемо загальний розв’язок відповідного лі-
нійного однорідного рівняння 

.02
d
d

 xy
x
y  

Розділимо змінні в цьому рівнянні: 

.d2d xx
y
y
  

Звідси 

,lnln 2 Cxy    .
2xCey   

Відшукаємо розв’язок неоднорідного рівняння у вигляді  

.)(
2xexCy   

Підставимо його у початкове рівняння: 

,23)(2)(2
d

)(d 42222
xxxCxexCxee

x
xC xxx   
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 ,23
d

)(d 422
xxe

x
xC x    

    ,d23)(
22 342 CexxxxexC xx   .RC  

 Отже, загальний розв’язок початкового рівняння 

.)( 33 222
xCeeCexxy xxx 






                        

 Рівняння в повних диференціалах. Якщо ліва частина диференціального 
рівняння  

0d),(d),(  yyxQxyxP                                   (9.1.32) 
є повним диференціалом деякої функції ),,( yxu  тобто 

,dd),(d),( UyyxQxyxP                                (9.1.33) 
то рівняння (9.1.32) називають рівнянням у повних диференціалах. Оскільки це 
рівняння можна записати у вигляді 

,0d U  
то його загальний інтеграл 

.),( CyxU   
 Теорема 9.1.2. Нехай функції ),( yxP  та ),( yxQ  неперервні разом із час-

тинними похідними 
y
P


  та 

x
Q

  в деякій однозв’язній області .D  Для того, щоб 

рівняння 0d),(d),(  yyxQxyxP  було рівнянням у повних диференціалах, не-
обхідно і достатньо, щоб у цій області виконувалася тотожність 

.
x
Q

y
P






                                              (9.1.34) 

 П р и к л а д  9.1.6. Розв’яжемо рівняння  
    .0d36d32 222  yyxyxxyxy  

  Перевіримо, чи це рівняння в повних диференціалах. У нашому випадку  
,32),( 2yxyyxP   .36),( 22 yxyxyxQ   Обчислимо 

,62 yx
y
P



  .62 yx

x
Q



  

Отже, ,
x
Q

y
P






  тому ліва частина рівняння є повним диференціалом деякої 

функції ).,( yxU  Для шуканої функції 

,32 2yxy
x

U



   .36 22 yxyx

y
U



  

З першого рівняння отримаємо 
).(3),( 22 ygxyyxyxU   

Продиференціюємо це рівняння за :y  
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.36
d
d6 222 yxyx

y
gxyx   

Звідси 
23

d
d y

y
g

  

і 
.)( 3 Cyyg   

 Отже,  
.3),( 1

322 CyxyyxyxU   
Загальний інтеграл диференціального рівняння  

.3 322 Cyxyyx             
 

9.2. Диференціальні рівняння вищих порядків  
 9.2.1. Найпростіші властивості диференціальних рівнянь  

вищих порядків 

 Задача Коші. Для диференціального рівняння  
  0...,,,,, )(  nyyyyxF                                     (9.2.1) 

n -го порядку )1( n  можна сформулювати задачу Коші: знайти розв’язок  
)(xyy   диференціального рівняння (9.2.1), який задовольняє початкові умови 

,)( 00 yxy   ,)( 00 yxy   ..., ,)( )1(
00

)1(   nn yxy                   (9.2.2) 

де ,0x  ,0y  ,0y  ..., )1(
0
ny  – задані числа. Геометрично це означає таке: потрібно 

знайти інтегральну криву ),(xyy   яка проходить через задану точку 
);( 000 yxM  і має в цій точці дотичну, що утворює з додатним напрямом осі Ox  

заданий кут 0  такий, що 00tg y  (рис. 9.1.1). 

O x

y

0x

0y
);( 000 yxM

 0

Рис. 9.1.1.
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 Нехай диференціальне  рівняння (9.2.1) можна розв’язати щодо похідної 
вищого порядку, тобто записати його у вигляді 

 .,...,,, )1()(  nn yyyxfy                                   (9.2.3) 
У цьому випадку доведена теорема про існування і єдиність його розв’язку. 
 Теорема 9.2.1. Якщо функція  )1(,...,,,  nyyyxf  неперервна у деякому 

околі початкової точки  )1(
0000 ,...,,,  nyyyx  і має неперервні в цьому околі час-

тинні похідні за ,,...,, )1(  nyyy  то рівняння (9.2.3) має єдиний розв’язок 
),(xyy   який задовольняє початкові умови (9.2.2). 

 Наприклад, якщо права частина рівняння (9.2.3) є поліномом щодо всіх 
аргументів, то для всіх початкових значень )1(

0000 ,...,,,  nyyyx  виконуються  
умови теореми про існування і єдиність розв’язку задачі Коші, тобто існує єди-
ний розв’язок з цими початковими значеннями. Якщо права частина рівняння 
(9.2.3) є поліномом щодо ,,...,, )1(  nyyy  причому його коефіцієнти неперервні в 
деякому інтервалі ),;( ba  то початкові значення шуканої функції та її похідних 
до порядку )1( n  можна задати довільно, а за початкове значення незалежної 
змінної можна взяти довільне ).;(0 bax   У цьому випадку існує розв’язок за-
дачі з такими початковими умовами і він єдиний. 
 Загальний та частинний розв’язок, загальний інтеграл. Нехай в околі 
кожної точки   )1(,...,,,  nyyyx  області D  виконуються умови теореми 9.2.1. 
Функцію 

),,...,,,( 21 nCCCxy                                            (9.2.4) 
яка має неперервні похідні до n -го порядку включно, називають загальним 
розв’язком рівняння (9.2.3) в області ,D  якщо: 

1) Систему рівнянь 
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                               (9.2.5) 

можна розв’язати в області D  щодо довільних сталих :,...,, 21 nCCC  
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                                       (9.2.6) 

2) функція (9.2.4) є розв’язком рівняння (9.2.3) для всіх значень довільних 
сталих .,...,, 21 nCCC  
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Загальний розв’язок (9.2.4) містить усі розв’язки рівняння (9.2.3) з початко-
вими значеннями з області .D  Кожен такий розв’язок отримуємо з (9.2.4) за 
відповідних значень довільних сталих. 
 Загальний розв’язок, записаний у вигляді 

 ,,...,,,, )1(
0000
 nyyyxxyy  

де 0x  фіксоване, а початкові значення )1(
000 ,...,,  nyyy  відіграють роль довіль-

них сталих, називають загальним розв’язком у формі Коші.  
 Загальний розв’язок диференціального рівняння (9.2.3), записаний у ви-
гляді 

,0),...,,,,( 21  nCCCyx  
називають загальним інтегралом цього рівняння. 
 Розв’язок )(xyy   диференціального рівняння називають частинним, 
якщо в кожній його точці збережено єдиність розв’язку задачі Коші. Кожен 
розв’язок, отриманий із загального розв’язку (9.2.4) для конкретних значень до-
вільних сталих, є частинним. 
 
 

9.2.2. Випадки інтегрування диференціальних рівнянь  

вищих порядків, не розв’язаних щодо старшої похідної 

 Якщо диференціальне рівняння (9.2.1) можна розв’язати щодо ,)(ny  то 
отримаємо одне або декілька рівнянь 

 ,,...,,, )1()(  n
k

n yyyxfy   .,...2,1 mk                   (9.2.7) 
Розв’язки рівнянь (9.2.7) називають загальним інтегралом диференціального рі-
вняння (9.2.1). 
 Розглянемо деякі випадки рівняння (9.2.1), у яких можна знизити його 
порядок. 

1. Розглянемо рівняння   .0, )( nyxF  Нехай його можна записати у вигляді 

),()( xfy n                                                  (9.2.8) 
де функція )(xf  неперервна на інтервалі ).;( ba  Знайдемо загальний розв’язок 
цього рівняння, послідовно знижуючи його порядок на одиницю. Оскіль-

ки   ,)1()( 
 nn yy  то рівняння (9.2.8) запишемо у вигляді 

  ),()1( xfy n 
  

звідки 
.d)( 1

)1( Cxxfy n                                           (9.2.9) 
Аналогічно, як у попередньому випадку, для рівняння (9.2.9) отримаємо 

.dd)( 21
)2( CxCxxxfy n    
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Внаслідок n  послідовних інтегрувань отримаємо загальний розв’язок диферен-
ціального рівняння (9.2.8): 
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nn
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 П р и к л а д  9.2.1. Знайдемо розв’язок диференціального рівняння 

,ln
2x
xy   який задовольняє початкові умови ,0)1( y  ,1)1( y  .2)1( y  

  Проінтегруємо це рівняння послідовно три рази: 

;1lndln
12 C

xx
xx

x
xy    

;lnln
2
1

21
2 CxCxxy   

.
2

ln
2 32

212 CxCxCxxy   

Знайдемо частинний розв’язок, який задовольняє початкові умови. Підставимо 
початкові значення у попередні формули: 
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Звідси ,31 C  ,22 C  .5,03 C   
 Отже, отримано розв’язок 

,5,025,1ln5,0 22  xxxxy  
який задовольняє задані початкові умови.                        
 

2. Розглянемо диференціальне рівняння, яке не містить шуканої функції, або 
шуканої функції та її послідовних перших похідних: 

 ,,...,,, )()1()( nkk yyyxF   .11  nk                             (9.2.10) 
Уведемо нову функцію ),(xzz   прийнявши 

.)( zy k                                                 (9.2.11) 
Тоді 

,)1( zy k   ,)2( zy k   ..., ,)()( knn zy   
і рівняння (9.2.10) набуде вигляду 

 .,...,,, )( knzzzxF                                         (9.2.12) 
 Отже, у цьому випадку порядок рівняння можна знизити на k  одиниць. 
 Нехай ),...,,,( 211 knCCCxz   – загальний розв’язок рівняння (9.2.12). 
Тоді для визначення )(xy  отримаємо рівняння 
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.),...,,,( 211
)(

kn
k CCCxy   

Проінтегруємо це рівняння й отримаємо загальний розв’язок рівняння (9.2.10): 
.),...,,,( 21 nCCCxy   

 П р и к л а д  9.2.2. Знайдемо загальний розв’язок диференціального рів-
няння .2sintg xxyy   
  Це рівняння не містить шуканої функції, тому введемо заміну ),(xzy   

.zy   Підставимо їх у початкове рівняння й отримаємо лінійне рівняння  
.2sintg xxzz   

Його розв’язок 
.coscos2 1

2 xCxz   
Для визначення функції )(xyy   з цього рівняння одержимо рівняння 

.coscos2 1
2 xCxy   

Проінтегруємо й отримаємо 
.sin2sin5,0 21 CxCxxy                    

3) Розглянемо рівняння 
  ,0,...,,, )(  nyyyyF                                  (9.2.13) 

яке не містить незалежної змінної .x  
Доведемо, що його порядок завжди можна знизити на одиницю. Уведемо 

заміну ,zy   тобто ,
d
d z
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y
  де ).( yzz   Тоді 
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Після обчислення похідних вищих порядків отримаємо 
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 Отже, отримано рівняння )1( n -го порядку 
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Якщо загальний розв’язок цього рівняння 
),,...,,,( 121  nCCCyz  

то з рівняння  
),...,,,( 121  nCCCyy  

знайдемо загальний інтеграл рівняння 
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 П р и к л а д  9.2.3. Розв’яжемо рівняння .)( 22 yyyyy   

  Це рівняння не містить незалежної змінної. Нехай ),( yzy   .
d
d

y
zzy   Тоді 

початкове рівняння має вигляд 
.22 zzyzyz   

Очевидно, що 0z  – розв’язок цього рівняння. Звідси  отримаємо .Cy   
Нехай .0z  Тоді одержимо лінійне рівняння першого порядку 

.2yzzy   
Його розв’язок  

.1
2 yCyz   

Оскільки ,
d
d

x
yz   то для визначення )(xyy   отримаємо диференціальне рів-

няння 

.
d
d

1
2 yCy

x
y

  

Нехай .01 C  Тоді для 0y  із попереднього рівняння отримаємо ,
d
d 2y

x
y
  або  

.dd
2 x

y
y
  Звідси ,1

2C
y

x   або .1

2 xC
y


  

Нехай .01 C  Тоді 
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9.3. Лінійні диференціальні рівняння n -го порядку 
 Задача Коші. Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 
n -го порядку 

).()()(...)( 1
)1(

1
)( xfyxpyxpyxpy nn

nn  
         (9.3.1) 

Нехай усі коефіцієнти )(...,),(),( 21 xpxpxp n  і функція )(xf  задані й неперервні 
в інтервалі .);( ba  У цьому випадку в околі початкової точки 

 ,,...,,, )1(
0000
 nyyyx  де  ,);(0 bax   )1(

000 ,...,,  nyyy – задані числа, виконуються 
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умови теореми 9.2.1. Тому для лінійного рівняння (9.3.1) справджується теоре-
ма про існування і єдиність розв’язку задачі Коші. 
 Теорема 9.3.1. Якщо функції  )(...,),(),( 21 xpxpxp n  і )(xf  неперервні в 
інтервалі ,);( ba  то рівняння (9.3.1) має єдиний розв’язок ),(xyy   який задово-
льняє початкові умови 

,)( 00 yxy   ,)( 00 yxy   ..., ,)( )1(
00

)1(   nn yxy  

причому ,0y  ,0y  ..., )1(
0
ny  можна задавати довільно, а 0x – довільне з інтервалу 

.);( ba  
 Якщо функції )(...,),(),( 21 xpxpxp n  і )(xf  – поліноми, то всі початкові 

дані ,0x ,0y  ,0y  ..., )1(
0
ny  можна задавати довільно. У цьому випадку існує 

єдиний розв’язок для всіх .x  
  
 

9.3.1. Лінійні однорідні диференціальні рівняння 

 Якщо в рівнянні (9.3.1) 0)( xf  для всіх ,);( bax  то отримаємо лінійне 
однорідне рівняння 

.0)()(...)( 1
)1(

1
)(  

 yxpyxpyxpy nn
nn        (9.3.2) 

Якщо функції  )(...,),(),( 21 xpxpxp n  і )(xf  неперервні в інтервалі ,);( ba  то з 
теореми 9.3.1 випливає, що єдиним розв’язком рівняння (9.2.3), який задоволь-
няє нульові початкові умови  

,0)( 0 xy  ,0)( 0  xy  ..., ,0)( 0
)1(  xy n  

є  нульовий розв’язок .0y  
 Лінійні диференціальні оператори. Уведемо диференціальний оператор 

).(
d
d)(...

d
d)(

d
d

11

1
1 xp

x
xp

x
xp

x
L nnn

n

n

n
 


              (9.3.3) 

Цей оператор має дві головні властивості. 
1. Сталий множник можна винести за знак оператора, тобто 

).()( ykLkyL                                                 (9.3.4) 
2. Оператор від суми двох функцій дорівнює сумі операторів від цих функ-

цій 
).()()( 2121 yLyLyyL                                   (9.3.5) 

Із властивостей (9.3.4) і (9.3.5) випливає 

),(
11

k
n

k
k

n

k
kk yLCyCL 













                             (9.3.6) 

тобто оператор від лінійної комбінації n  функцій дорівнює лінійній комбінації 
операторів цих функцій. 

Використаємо оператор L  і позначимо ліву частину рівняння (9.3.1) через 
:)( yL  
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.)()(...)()( 1
)1(

1
)( yxpyxpyxpyyL nn

nn  
           (9.3.7) 

Тоді  неоднорідне рівняння (9.3.1) запишемо у вигляді 
),()( xfyL                                                 (9.3.8) 

а відповідне однорідне – 
.0)( yL                                                     (9.3.9) 

Якщо функція )(xyy   – розв’язок рівняння (9.3.1) або (9.3.2) в деякому інтер-
валі ,);( ba  то ),())(( xfxyL   або 0))(( xyL  для всіх .);( bax  
 Властивості розв’язків лінійного однорідного рівняння. Частинні 
розв’язки лінійного однорідного диференціального рівняння (6.3.2) мають такі 
властивості. 

1. Якщо )(1 xyy   – розв’язок рівняння (9.3.2), то функція ),(1 xCyy   де C  – 
довільна стала, теж є розв’язком цього рівняння. 
 Оскільки ,0))(( 1 xyL  то, використовуючи властивість (9.3.4) лінійного 

диференціального оператора, отримаємо 0))(())(( 11  xyCLxCyL  для всіх 
.);( bax      

2. Якщо )(1 xyy   і )(2 xyy   – частинні розв’язки лінійного однорідного 
диференціального рівняння, то їхня сума )()( 21 xyxy   теж є розв’язком цього 
рівняння. 
 Оскільки ,0))(( 1 xyL  ,0))(( 2 xyL  то, використовуючи властивість 

(9.3.5) лінійного диференціального оператора, отримаємо  
,0))(())(())()(( 2121  xyLxyLxyxyL  для усіх .);( bax      

3. Якщо ),(1 xy  ),(2 xy  ..., )(xyn  – частинні розв’язки лінійного однорідного 

диференціального рівняння, то k
n

k
k yCy 




1
 теж є частинним розв’язком цього 

рівняння. 
 Оскільки ,0))(( 1 xyL  ,0))(( 2 xyL ..., ,0))(( xyL n  то за (9.3.6) 

.0)(
11














n

k
kk

n

k
kk yLCyCL             

 Фундаментальна система розв’язків. Визначник Вронського.  Функції 
),(1 xy  ),(2 xy  ..., )(xyk   називають лінійно незалежними на інтервалі ,);( ba  

якщо для всіх );( bax рівність 
0)(...)()( 2211  xyxyxy kk                         (9.3.10) 

виконується тоді і тільки тоді, коли .0...21  k  Якщо рівність (9.3.10)  
виконується тоді, коли хоча б одне ,0i  ,,...,2,1 ki   то функції ),(1 xy  ),(2 xy  
..., )(xyk   називають лінійно залежними на інтервалі .);( ba  
 Дві функції )(1 xy  і )(2 xy  лінійно незалежні на інтервалі ,);( ba  якщо 

const
)(
)(

2
1 

xy
xy  для всіх .);( bax  
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 Теорема 9.3.2. Якщо функції ),(1 xy  ),(2 xy  ..., )(xyk  лінійно залежні в ін-
тервалі ,);( ba  то одна з них є лінійною комбінацією решти. 
 Сукупність n  лінійно незалежних на інтервалі );( ba  розв’язків ),(1 xy  

),(2 xy  ..., )(xyn  лінійного однорідного диференціального рівняння n -го поряд-
ку називають фундаментальною системою розв’язків цього рівняння на інтер-
валі .);( ba  
 Нехай ),(1 xy  ),(2 xy  ..., )(xyn  – частинні розв’язки лінійного однорідного 
диференціального рівняння n -го порядку. Складемо визначник Вронського 
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 Теорема 9.3.3. Для того, щоб розв’язки ),(1 xy  ),(2 xy  ..., )(xyn  лінійного 
однорідного диференціального рівняння n -го порядку були лінійно незалежні в 
інтервалі ,);( ba  необхідно і достатньо, щоб )(xW  не дорівнював нулю в жодній 
точці цього інтервалу. 
 Справджується формула Остроградського–Ліувілля 

.)()( 0
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exWxW                                     (9.3.12) 
Із формули (9.3.12) випливає, що визначник Вронського має дві властивості. 

1. Якщо )(xW  обертається в нуль в одній точці інтервалу ,);( ba  то він дорі-
внює нулю в усіх точках цього інтервалу. 

2. Якщо )(xW  не обертається в нуль в одній точці інтервалу ,);( ba  то він не 
дорівнює нулю в усіх точках цього інтервалу. 

Отже, для того, щоб n розв’язків лінійного однорідного диференціального 
рівняння утворювали фундаментальну систему розв’язків в інтервалі ,);( ba  до-
сить, щоб визначник Вронського був відмінний від нуля в одній точці цього ін-
тервалу. 

 Теорема 9.3.4. Якщо функції ),(1 xy  ),(2 xy  ..., )(xyn  утворюють фунда-
ментальну систему розв’язків лінійного однорідного диференціального рівнян-
ня n -го порядку на інтервалі ,);( ba  то функція 
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                                          (9.3.13) 

є загальним розв’язком цього рівняння. 
 

 
9.3.2. Лінійні неоднорідні диференціальні рівняння 

 Розглянемо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння n -го порядку 
(9.3.1).  
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Теорема 9.3.5. Загальний розв’язок лінійного неоднорідного диференціа-
льного рівняння n -го порядку дорівнює сумі будь-якого частинного  розв’язку 
цього рівняння і загального розв’язку відповідного однорідного рівняння. 

 Нехай )(1 xyy   – частинний розв’язок рівняння (9.3.1), тобто 
),())(( 1 xfxyL   .);( bax  Нехай  

,1 zyy                                                (9.3.14) 
де )(xzz   – нова невідома функція. Тоді рівняння (9.3.1) має вигляд 

),()( 1 xfzyL   або ).()()( 1 xfzLyL   Оскільки ),()( 1 xfyL   то .0)( zL  Це 
лінійне однорідне диференціальне рівняння, яке відповідає рівнянню (9.3.1). 
Нехай ),(1 xz  ),(2 xz  ..., )(xzn  );( bax  – фундаментальна система розв’язків 
цього однорідного рівняння. За теоремою 9.3.4 його загальний розв’язок 
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Тоді з (9.3.14) отримаємо загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівнян-
ня 
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                                       (9.3.15) 

 Теорема 9.3.6.  Якщо в рівнянні (9.3.1) права частина має вигляд 
),()()( 21 xfxfxf   а )(1 xy  – частинний розв’язок рівняння ),()( 1 xfyL   

)(2 xy  – частинний розв’язок рівняння ),()( 2 xfyL   то 21 yyy   є частинним 
розв’язком рівняння (9.3.1). 

 З умови теореми випливає, що ),())(( 11 xfxyL   ).())(( 22 xfxyL   Тому 
).()()())(())(())()(( 212121 xfxfxfxyLxyLxyxyL    

Отже, ),())()(( 21 xfxyxyL   тобто 21 yyy   – частинний розв’язок 
рівняння (9.3.1).              
 Метод Лагранжа (метод варіації довільних сталих)  для розв’язування 
лінійних неоднорідних  рівнянь. Розглянемо спочатку лінійне неоднорідне ди-
ференціальне рівняння другого порядку 

),()()()( xfyxqyxpyyL                             (9.3.16) 
де функції ),(xp  ),(xq  )(xf  неперервні в інтервалі .);( ba  Розглянемо відповід-
не однорідне рівняння 

.0)()()(  yxqyxpyyL                                 (9.3.17) 
Нехай ),(1 xy  )(2 xy  – фундаментальна система розв’язків рівняння (9.3.17). То-
ді 

,0))(( 1 xyL   0))(( 2 xyL                                  (9.3.18) 
і 

.0)(
21

21 
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xW                                           (9.3.19) 

З теореми 9.3.4 отримаємо загальний розв’язок однорідного рівняння (9.3.17):  
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.~
2211 yCyCy                                                 (9.3.20) 

Будемо шукати розв’язок неоднорідного рівняння (9.3.16) у вигляді 
,)()( 2211 yxCyxCy                                       (9.3.21) 

де )(1 xC  і )(2 xC  – невідомі функції.  
Продиференціюємо  обидві частини рівності (9.3.21): 

.)()()()( 22112211 yxCyxCyxCyxCy                  (9.3.22) 
Оскільки для визначення двох невідомих функцій )(1 xC  і )(2 xC  маємо лише 
одне рівняння (9.3.16), то візьмемо 

.0)()( 2211  yxCyxC                                    (9.3.23) 
Тоді 

  .)()( 2211 yxCyxCy                                       (9.3.24) 
Обчислимо похідну другого порядку 

.)()()()( 22112211 yxCyxCyxCyxCy               (9.3.25) 
Підставимо (9.3.21), (9.3.24) і (9.3.25) в рівняння (9.3.16): 

  221122112211 )()()()()()()( yxCyxCxpyxCyxCyxCyxC
  ),()()()( 2211 xfyxCyxCxq   

або 
).()()())(()())(()( 22112211 xfyxCyxCxyLxCxyLxC   

З урахуванням (9.3.18) отримаємо 
).()()( 2211 xfyxCyxC   

 Отже, для визначення невідомих функцій )(1 xC  і )(2 xC  одержано   сис-
тему диференціальних рівнянь 








).()()(
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2211

2211
xfyxCyxC

yxCyxC
                           (9.3.26) 

Оскільки визначник цієї системи є визначником Вронського, який відмінний 
від нуля, то з системи (9.3.26) можна однозначно визначити )()( 11 xxC   і 

),()( 22 xxC   де )(1 x  і )(2 x  – неперервні в інтервалі );( ba функції. Тому 
,d)()( 111 CxxxC     ,d)()( 222 CxxxC                (9.3.27) 

де 1C  і 2C  – довільні сталі. Підставимо (9.3.27) у (9.3.21):  
).()(d)()(d)()( 22112211 xyCxyCxxxyxxxyy            (9.3.28) 

Якщо ,01 C  ,02 C  то отримаємо частинний розв’язок 

xxxyxxxyy   d)()(d)()( 2211
*               (9.3.29) 

неоднорідного рівняння (9.3.16). Тому (9.3.28) можна записати у вигляді 
).()( 2211

* xyCxyCyy                               (9.3.30) 
З теореми 9.3.5 випливає, що (9.3.30) – загальний розв’язок рівняння 

(9.3.16). 
 Метод варіації довільних сталих можна застосовувати для розв’язування 
лінійних неоднорідних диференціальних рівнянь n -го порядку. 
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 Розглянемо неоднорідне рівняння (9.3.1). Нехай функції ),(1 xy  ),(2 xy  ..., 
)(xyn  утворюють фундаментальну систему розв’язків відповідного однорідно-

го рівняння (9.3.2). Тоді його загальний розв’язок 
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Розв’язок неоднорідного рівняння (9.3.1) шукаємо у вигляді 
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                                      (9.3.31) 

де функції ),(xCk  nk ,...,2,1  визначаємо з системи рівнянь 
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        (9.3.32) 

Визначник цієї системи є визначником Вронського, який відмінний від нуля. 
Тому цю систему можна розв’язати методом Крамера: 

),()( xxC kk   .,...,2,1 nk   
Звідси 

,d)()( kkk CxxxC    .,...,2,1 nk   
Підставимо обчислені значення kC  в формулу (9.3.31) і отримаємо загальний 
розв’язок рівняння (9.3.1): 
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                        (9.3.33) 

 
  

9.3.4. Диференціальні рівняння n -го порядку  

зі сталими коефіцієнтами 

 Розглянемо лінійне диференціальне рівняння n -го порядку 
),()(... 1

)1(
1

)( xfyxpypypy nn
nn  
          (9.3.34) 

де коефіцієнти ,1p ,2p ..., np  – дійсні числа, а функція )(xf  неперервна в де-
якому інтервалі ).;( ba  Доведено, що інтегрування неоднорідного лінійного ди-
ференціального рівняння можна звести до інтегрування відповідного однорід-
ного рівняння 

.0)(... 1
)1(

1
)(  

 yxpypypy nn
nn                  (9.3.35) 

Оскільки коефіцієнти цього рівняння сталі, а тому неперервні для всіх дійсних 
,x  то всі його розв’язки визначені для всіх дійсних значень .x  
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 Побудова загального розв’язку однорідного рівняння. Розглянемо метод 
Ейлера розв’язування  лінійного однорідного диференціального рівняння дру-
гого порядку зі сталими коефіцієнтами: 

.0)(  yqypyyL                               (9.3.36) 
Будемо шукати частинний розв’язок цього рівняння у вигляді 

,xey                                                   (9.3.37) 
де   – невідоме число. 

Обчислимо 
,xey   xey  2  

і підставимо їх у (9.3.35): 
  .02  xeqp  

Оскільки ,0xe  то отримаємо характеристичне рівняння 

.02  qp                                   (9.3.38) 
Його корені називають характеристичними числами диференціального рівнян-
ня (9.3.35). Розглянемо деякі випадки характеристичних коренів. 

1. Нехай 1  і 2  – різні дійсні корені характеристичного рівняння (9.3.37). 
Підставимо їх у (9.3.37) і отримаємо два частинні розв’язки диференціального 
рівняння (9.3.36): 

,11
xey    .22

xey                                    (9.3.39) 
Ці розв’язки лінійно незалежні, тому що визначник Вронського відмінний від 
нуля: 
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Отже, частинні розв’язки (9.3.39) утворюють фундаментальну систему 
розв’язків. За теоремою 9.3.4 загальний розв’язок рівняння (9.3.36) має вигляд 

.21 21
xx eCeCy                                     (9.3.40) 

 П р и к л а д  9.3.1. Розв’яжемо рівняння .065  yyy  
  Будемо шукати частинний розв’язок цього рівняння у вигляді 

,xey   
де   – невідоме число. Обчислимо 

,xey   xey  2  
і підставимо їх у рівняння: 

  .0652  xe  
Звідси отримаємо характеристичне рівняння  .0652   Його розв’язки 

,21   .32   Функції ,2
1

xey   xey 3
2   утворюють фундаментальну систему 

розв’язків цього рівняння. Тоді загальний розв’язок 
.3

2
2

1
xx eCeCy                                
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2. Нехай характеристичне рівняння має корені .
221
p

  Одним частин-

ним розв’язком диференціального рівняння (9.3.36) є функція 

.21
xp

ey


                                            (9.3.41) 
Доведемо, що функція  

xp

exy 22


                                          (9.3.42) 
є частинним розв’язком цього рівняння. Обчислимо 
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          (9.3.43) 

Підставимо (9.3.41), (9.3.42) в рівняння (9.3.36). Оскільки ,0
4

2
 qp  то отри-

маємо 
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 Отже, функція 
xp

exCCy 221 )(


                                 (9.3.44) 
є загальним розв’язком рівняння (9.3.36). 
 П р и к л а д  9.3.2. Розв’яжемо рівняння .096  yyy  

  Запишемо характеристичне рівняння .0962   Його корені 
.321   За формулою (9.3.44) загальний розв’язок цього диференціально-

го рівняння 
.)( 3

21
xexCCy         

3. Нехай характеристичне рівняння (9.3.38) має комплексні корені. Оскільки 
коефіцієнти характеристичного рівняння дійсні, то його корені спряжені, тобто 

,1 bia    .2 bia   Підставимо bia 1  в (9.3.37). Отримаємо ком-
плексний розв’язок 

  .sincossincos)( bxeibxebxibxeeeey axaxaxbxiaxxbia    
Звідси отримаємо два дійсні частинні розв’язки 

,cos1 bxey ax   .sin2 bxey ax                        (9.3.45) 
Оскільки 

const,ctg
sin
cos

2
1  bx

bx
bx

y
y  
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то ці розв’язки лінійно незалежні. 
 Аналогічно, кореню bia 2  відповідають два дійсні частинні 
розв’язки  

,cos1 bxey ax   .sin2 bxey ax  
Ці розв’язки лінійно залежні з розв’язками (9.3.45). Отже, комплексно спряже-
ним кореням ,1 bia    bia 2  відповідають два дійсні лінійно незале-
жні розв’язки (9.3.45). Ці розв’язки утворюють фундаментальну систему 
розв’язків рівняння (9.3.36). Функція  

 bxCbxCey ax sincos 21                           (9.3.46) 
є загальним розв’язком диференціального рівняння (9.3.36). 
 Якщо корені характеристичного рівняння уявні, тобто ,1 bi   ,1 bi   
то їм відповідають лінійно незалежні частинні розв’язки 

,cos1 bxy    .sin2 bxy   
Ці розв’язки утворюють фундаментальну систему, тому функція 

bxCbxCy sincos 21   
є загальним розв’язком диференціального рівняння (9.3.36). 
 П р и к л а д  9.3.3. Розв’яжемо рівняння .052  yyy  

  Запишемо характеристичне рівняння .0522   Його корені 
,211 i  .212 i  За формулою (9.3.46) знайдемо загальний розв’язок 

цього диференціального рівняння: 
 .2sin2cos 21 xCxCey x            

 Розглянутий метод Ейлера побудови фундаментальної системи розв’язків 
однорідного диференціального рівняння другого порядку можна поширити і на 
рівняння n -го порядку. Частинний розв’язок цього рівняння шукаємо у вигляді 
(9.3.37). Підставимо його у (9.3.35) і отримаємо характеристичне рівняння 

.0... 1
2

2
1

1  


nn
nnn pppp                 (9.3.47) 

 Залежно від коренів цього характеристичного рівняння отримаємо фун-
даментальну систему розв’язків диференціального рівняння (9.3.35). 

1. Усі корені ,1  ...,,2  n  характеристичного рівняння дійсні і різні. У 
цьому  випадку функції 

,11
xey   ...,,22

xey   x
n ey 1  

утворюють фундаментальну систему розв’язків рівняння (9.3.35). Його загаль-
ний розв’язок 

....21 21
x

n
xx neCeCeCy    

2. Характеристичне рівняння має дійсні корені, серед яких є кратні. Нехай 
1  – дійсний корінь, який має кратність .k  Йому відповідають k  лінійно неза-

лежних розв’язків 
,11

xey   ,12
xexy   ,12

3
xexy   .., .11 xk

k exy    
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Після побудови розв’язків, які відповідають іншим кореням характеристичного 
рівняння, отримаємо фундаментальну систему розв’язків. За цією фундамента-
льною системою побудуємо загальний розв’язок диференціального рівняння 
(9.3.35). 

3. Характеристичне рівняння має комплексні корені. Кожній парі комплекс-
но спряжених коренів bia   відповідають два дійсні лінійно незалежні 
розв’язки вигляду ,cosbxeax  .sinbxeax  Знайшовши дійсні частинні розв’язки, 
які відповідають комплексним і дійсним кореням, отримаємо фундаментальну 
систему розв’язків, за якою будують загальний розв’язок диференціального рі-
вняння (9.3.35). 

4. Характеристичне рівняння має кратні комплексні корені. Нехай 
bia 1  – корінь кратності .k  Тоді характеристичне рівняння має комплек-

сно спряжений корінь ,2 bia   кратність якого теж дорівнює .k  Цим спря-
женим комплексним кореням відповідає k2  дійсних лінійно незалежних час-
тинних розв’язків 

,cosbxeax  ;cosbxxeax   ;cos2 bxex ax ...; ;cos1 bxex axk  

,sin bxeax  ;sin bxxeax  ;sin2 bxex ax  ...; .sin1 bxex axk  
Знайдемо дійсні частинні розв’язки, які відповідають іншим комплексним 

і дійсним кореням, і отримаємо фундаментальну систему розв’язків, за якою 
будують загальний розв’язок диференціального рівняння (9.3.35). 
 П р и к л а д  9.3.4. Розв’яжемо рівняння .08  yy  

  Частинні розв’язки диференціального рівняння шукаємо у вигляді .xey   

Обчислимо ,xey   ,2 xey   xey  3  і підставимо в диференціальне 

рівняння. Отримаємо характеристичне рівняння ,083        або  

.0)42)(2( 2   Його корені  ,311  i  ,312  i  .23   Фун-

кції ,3cos1 xey x  ,3sin2 xey x  xey 2
3

  утворюють фундаментальну сис-
тему розв’язків. Загальний розв’язок цього рівняння 

.3sin3cos 2
321

xxx eCxeCxeCy           
 П р и к л а д  9.3.5. Розв’яжемо рівняння .02  yyy  

  Частинні розв’язки диференціального рівняння шукаємо у вигляді .xey   

Обчислимо ,xey   ,2 xey   xey  3  і підставимо у диференціальне 
рівняння. Отримаємо характеристичне рівняння  

.02 23   
Його корені ,121   .03   Функції ,1

xey   ,2
xxey   13 y  утворю-

ють фундаментальну систему розв’язків. Загальним розв’язком цього  диферен-
ціального рівняння є функція 

.321 CxeCeCy xx                
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 Побудова загального розв’язку неоднорідного рівняння. Оскільки лінійне 
неоднорідне рівняння зі сталими коефіцієнтами є частинним випадком лінійно-
го рівняння, то його загальний розв’язок  завжди можна побудувати методом 
варіації сталої. 

 П р и к л а д  9.3.6. Розв’яжемо рівняння .
2cos

14
x

yy   

  Цьому рівнянню відповідає однорідне диференціальне рівняння .04  yy  
Частинні розв’язки цього диференціального рівняння шукаємо у вигляді 

.xey   Обчислимо ,xey   xey  2  і підставимо в рівняння .04  yy  

Отримаємо характеристичне рівняння .042   Його корені ,21 i  
.22 i  Функції ,2cos1 xy   xy 2sin2   утворюють фундаментальну систему 

розв’язків однорідного диференціального  рівняння. Загальним розв’язком од-
норідного диференціального рівняння є функція  

.2sin2cos~
21 xCxCy   

Будемо шукати розв’язок неоднорідного рівняння у вигляді 
.2sin)(2cos)( 21 xxCxxCy   

Для знаходження невідомих функцій )(1 xC  і )(2 xC  із (9.3.26) отримаємо сис-
тему рівнянь 
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2cos

12cos)(22sin)(2

;02sin)(2cos)(
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Із цієї системи  

,
2cos2

2sin)(1 x
xxC   .

2
1)(2  xC  

Звідси 

,2cosln
4
1)( 11 CxxC    .

2
)( 22 CxxC   

Загальний розв’язок неоднорідного рівняння має вигляд 







 






  xCxxCxxxCxxCy 2sin

2
2cos2cosln

4
12sin)(2cos)( 2121

.2sin
2

2cos2cosln
4
12sin2cos 21 xxxxxCxC          

 Метод невизначених коефіцієнтів. Під час застосування методу варіації 
сталої в разі відшукання інтегралів часто доводиться виконувати складні обчи-
слення. Тому у випадках, коли можна легше знайти частинний розв’язок неод-
норідного рівняння, цей метод не використовують. Для рівнянь зі сталими кое-
фіцієнтами у випадку, коли права частина має спеціальний вигляд, частинний 
розв’язок шукають методом невизначених коефіцієнтів.  

1. Нехай права частина рівняння (9.3.34) має вигляд .)()( ax
m exPxf   Тоді:  
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а) якщо число a  не є коренем характеристичного рівняння (9.3.47), то час-
тинний розв’язок шукаємо у вигляді   

,)(1
ax

m exQy                                                 (9.3.48) 
де )(xQm  – поліном із невідомими коефіцієнтами; 

б) якщо число a  є коренем характеристичного рівняння (9.3.47) кратності 
k , то частинний розв’язок шукаємо у вигляді 

  ,)(1
axk

m exxQy                                           (9.3.49) 
де )(xQm  – поліном із невідомими коефіцієнтами.  

Підставимо ,1y  ,1y  ..., )(
1

ny  в рівняння (6.3.34), прирівняємо коефіцієнти бі-
ля однакових степенів x  і отримаємо систему 1m  лінійних рівнянь для ви-
значення невідомих коефіцієнтів полінома ).(xQm  

2. Нехай права частина рівняння (9.3.34) має вигляд  
 ,sin)(cos)()( bxxPbxxPexf sl

ax   
де ,a  b  – дійсні числа, ),(xPl  )(xPs  – поліноми, відповідно, степеня l та s . За-
значимо, що один із поліномів може дорівнювати нулю. Тоді: 

а) якщо число bia   не є коренем характеристичного рівняння (9.3.47), 
то частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді 

 ,sin)(cos)(1 bxxRbxxQey mm
ax                      (9.3.50) 

де ),(xQm  )(xRm  – поліноми з невідомими коефіцієнтами степеня ,m  
},,max{ slm   причому завжди потрібно записувати обидва поліноми; 

б) якщо число bia   є коренем характеристичного рівняння (9.3.47) кра-
тності ,k  то частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді 

 ,sin)(cos)(1 bxxRbxxQxey mm
kax                      (9.3.51) 

де ),(xQm  )(xRm  – поліноми з невідомими коефіцієнтами степеня ,m  
},,max{ slm   причому завжди потрібно записувати обидва поліноми. 

 П р и к л а д  9.3.7. Розв’яжемо рівняння .2 xxyyyy   

  Характеристичне рівняння 0123   має корені ,11   ,2 i  
.3 i  Загальний розв’язок відповідного однорідного диференціального рів-

няння такий: 
.sincos~

321 xCxCeCy x   

Права частина неоднорідного рівняння має вигляд .)( 2 xxxf   У нашому ви-
падку .0a  Число 0a  не є коренем характеристичного рівняння, тому час-
тинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді 

.32
2

11 AxAxAy   
Обчислимо ,2 211 AxAy   ,2 11 Ay   01 y  і підставимо в початкове рівняння: 

.2)2( 2
31221

2
1 xxAAAxAAxA   

Прирівняємо коефіцієнти біля однакових степенів :x  



КВ
М














.02
;12
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312

21
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AAA
AA
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Звідси ,11 A  ,32 A  ,13 A   тому частинний розв’язок неоднорідного рів-
няння 

.132
1  xxy  

Отже, запишемо загальний розв’язок неоднорідного рівняння 
.13sincos 2

321  xxxCxCeCy x              

 П р и к л а д  9.3.8. Розв’яжемо рівняння ).1(2 2  xeyyy x  

  Характеристичне рівняння 0122   має корінь .121   Кратність 
цього кореня .2k  Загальний розв’язок відповідного рівняння 

.~
21

xx xeCeCy   

Права частина неоднорідного рівняння ).1()( 2  xexf x  Число 1a  є коренем 
кратності 2k  характеристичного рівняння. Тому частинний розв’язок неод-
норідного рівняння шукаємо у вигляді (9.3.49): 

).( 21
2

0
2

1 AxAxAexy x   
Обчислимо ,1y  1y   і підставимо їх у неоднорідне рівняння: 

.2612 2
21

2
0 xxAxAxA   

Прирівняємо коефіцієнти біля однакових степенів x  і отримаємо ,
12
1

0 A  

,01 A  .5,02 A  Частинний розв’язок неоднорідного рівняння має вигляд 

,
2
1

12
1 24
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  xxey x  

а загальний – 

.
2
1

12
1 24

21 





  xxexeCeCy xxx         

 П р и к л а д  9.3.9. Знайдемо загальний розв’язок рівняння 
.sin23 xxyyy   

  Характеристичне рівняння 0232   має корені ,11   ,22   тому 
загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння запишемо у вигляді 

.~ 2
21

xx eCeCy    
Права частина неоднорідного рівняння має вигляд .sin)( xxxf   У цьому випа-
дку ,0a  .1b  Число i  не є коренем характеристичного рівняння, тому час-
тинний розв’язок неоднорідного рівняння згідно з (9.3.50) шукаємо у вигляді 

.sin)(cos)( 21211 xBxBxAxAy   
Обчислимо 

;sin)(cos)( 1211211 xxAABxxBBAy   
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.sin)2(cos)2( 1211211 xxBBAxxAABy   
Підставимо ці вирази в неоднорідне рівняння: 

 xxBBAxxBBAxxAAB cos)(3sin)2(cos)2( 121121121  
xxxBxBxAxAxxAAB sinsin)(2cos)(2sin)(3 2121121   

або 
    12111212111 332)3(cos323)3( BAAxBAxBBAAxBA  

 .sinsin2 xxxB   
Звідси отримаємо систему лінійних рівнянь для знаходження ,1A  ,2A  ,1B :2B  
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а загальний – 
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П р и к л а д  9.3.10. Нехай попит і пропозицію товару описують рівняння 
,152)(  PPPD    ,53)(  PPPPS  

де P  – ціна товару, P– тенденція формування ціни, P  – темп зміни ціни. Ви-
значимо залежність рівноважної ціни від часу, якщо ,6)0( P  .10)0()0(  SD  
  Рівноважна ціна задовольняє умову ).()( PSPD   Тоді 

.53152  PPPPP  
Звідси отримаємо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння другого поряд-
ку зі сталими коефіцієнтами 

.1022  PPP  
Запишемо відповідне однорідне рівняння 

.022  PPP  
Складемо характеристичне рівняння 

.0222   
Його корені ,11 i   .12 i  
Загальний розв’язок однорідного рівняння 

.sincos)(~
21 teCteCtP tt    

Частинний розв’язок неоднорідного рівняння шукаємо у вигляді .1 AP   Тоді 
,01 P  .01 P  Підставимо ці значення в диференціальне рівняння і отримаємо 

,102 A  .5A  Отже, загальний розв’язок неоднорідного рівняння 
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.5sincos)( 21   teCteCtP tt  
З початкової умови 6)0( P  отримаємо ,56 1 C  .11 C  

Тоді 
.5sincos)( 2   teCtetP tt  

Обчислимо 
  )cossin()sin(cos)( 22 tCtetCtetP tt  

 ;sin)1(cos)1( 22 tCtCe t    

     tCtCetCtCetP tt cos)1(sin)1(sin)1(cos)1()( 2222

).sin2cos2( 2 ttCe t    
Звідси   

,1)0( 2  CP  .2)0( 2CP   
Оскільки ,152)(  PPPD  ,10)0( D  то для визначення 2C  отримаємо 
співвідношення  .156)1()2(210 22  CC  Звідси .02 C  
 Отже,  

.5cos)(   tetP t              
 

9.4. Застосування диференціальних рівнянь  

до задач економіки 
 Модель природного зростання. Нехай випуск продукції за час t  описує 
функція ).(tQ  Вважаємо, що справджується аксіома про ненасиченість ринку, 
тобто що весь випущений продукт буде продано. Припустимо, що обсяг прода-
жу не є настільки великим, щоб вплинути на ціну товару ,P  яку будемо вважа-
ти сталою. Для збільшення випуску )(tQ  потрібно, щоб чисті інвестиції ),(tI  
тобто різниця між інвестиціями й амортизаційними затратами, були додатні. 
Нехай  , 10   – норма чистих інвестицій, тобто частка доходу ),(tQP   яку 
витрачають на чисті інвестиції. Тоді 

).()( tQPtI                                         (9.4.1) 
Унаслідок розширення виробництва отримають приріст доходу, частину якого 
використають для розширення випуску продукції. Внаслідок цього зросте шви-
дкість випуску, яка пропорційна до розміру інвестицій, тобто 

),(
d
d tmI

t
Q
                                               (9.4.2) 

де 
m
1  – норма акселерації. Підставимо (9.4.1) в (9.4.2) і отримаємо 

),(
d
d tkQ

t
Q
                                                 (9.4.3) 

де .const mPk  
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 Отримано рівняння з відокремлюваними змінними. Його розв’язок 
.ktCeQ                                                      (9.4.4) 

Нехай у момент часу 0tt   задано обсяг продукції .0Q  У цьому випадку 

.00
kteQC    

Отже, отримаємо рівняння природного зростання 
.)( )(

0 0ttkeQtQ                                         (9.4.5) 
 Зазначимо, що рівняння (9.4.5) описує динаміку зростання цін у випадку 
сталого темпу інфляції, процеси радіоактивного розпаду, процеси розмноження 
бактерій. 
 П р и к л а д  9.4.1. Дослідимо, за який проміжок часу обсяг продукції по-
двоїться, якщо .2,0k  На скільки відсотків треба збільшити норму інвестицій, 
щоб проміжок часу, потрібний для подвоєння обсягу продукції,   зменшився на 
25%.  
  Візьмемо в рівнянні (9.4.5) ,00 t  ,2,0k  ,2 0QQ   отримаємо 

.2 2,0
00

teQQ   Звідси .46,32ln5 t  Нехай проміжок часу зменшили на 25%,  

тобто .75,01 tt   Тоді ,33,1
75,01 kkk   тобто норму інвестицій потрібно збіль-

шити на 33%.           
 Модель зростання випуску за умов конкуренції. Припущення про нена-
сиченість ринку, тобто про незмінність ціни, справджується лише для невели-
ких проміжків часу. Нехай з часом відбувається насичення ринку. У цьому ви-

падку ціна є спадною функцією випуску продукції, тобто ),(QPP    .0
d
d


Q
P  

Тоді з (9.4.1)–(9.4.4) отримаємо нелінійне диференціальне рівняння з відокрем-
люваними  

),()(
d
d tQQP

t
Q

                                        (9.4.6) 

де .m  

 У рівнянні (9.4.6) усі співмножники додатні, тому ,0
d
d


t
Q  і  функція )(tQ  

зростає. Характер зростання описує похідна другого порядку 
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Оскільки еластичність попиту ,0
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Із рівняння (9.4.7) випливає таке:  у випадку еластичного попиту, тобто 

,1( QEP  виконується умова ,0
d
d

2

2


t
Q  тому графік функції )(tQ  випуклий 

униз, тобто зростання прогресує; у випадку нееластичного попиту 1( QEP  

виконується умова ,0
d
d

2

2


t
Q  тому графік функції )(tQ  випуклий угору, тобто 

зростання сповільнене і відбувається насичення ринку. 
 Розглянемо випадок лінійної залежності  

,)( bQaQP   ,0a  .0b                               (9.4.8) 
У цьому випадку рівняння (9.4.6) має вигляд 

QbQa
t
Q )(

d
d

                                        (9.4.9) 

і 

).2(
d
d

d
d

2

2
bQa

t
Q

t
Q

                                   (9.4.10) 

Із  (9.4.9), (9.4.10) отримаємо, що 0
d
d
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Q  при ,0Q  
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t
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 при ,
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aQ   а 0

d
d

2
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t
Q  при .

2b
aQ   Точка 

b
aQ
2

  є точкою перегину графіка 

функції.  
 Проінтегруємо диференціальне рівняння (9.4.9). Розділимо у ньому змін-
ні: 

,d
)(

d t
bQaQ

Q



 

.ddd t
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Проінтегруємо це рівняння: 
,lnlnln CtbQaQ   

або 

.tCe
bQa
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Звідси 

.
1 t

t

Cbe
CaeQ






                                             (9.4.11) 

 Функція (9.4.11) описує також деякі моделі реклами, зростання кількості 
населення за наявності природних обмежень. Графік цієї функції, який назива-
ють логістичною кривою,  показано на рис. 9.4.1. 
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 Динамічна модель Кейнса. Розглянемо найпростішу балансову модель, 
яка містить головні компоненти прибуткової та витратної частин економіки. 
Нехай ),(tY  ),(tE  ),(tS  )(tI  – відповідно, національний дохід, державні витра-
ти, споживання та інвестиції. Усі ці величини є додатними    функціями часу. 
Очевидно, що сума  всіх витрат повинна  дорівнювати   національному доходу, 
тобто 

).()()()( tEtItStY                                   (9.4.12) 
Загальне споживання складається з внутрішнього споживання деякої частини 
національного доходу і кінцевого споживання. Це описує таке рівняння: 

),()()()( tbtYtatS                                     (9.4.13) 
де ),(ta  1)(0  ta  – коефіцієнт схильності до споживання;  )(tb – автономне, 
або кінцеве, споживання. 

Розмір інвестицій дорівнює добутку норми акселерації на граничний на-
ціональний дохід: 

),()()( tYtktI                                          (9.4.14) 
де )(tk  – норма акселерації. 
 Уважаємо, що функції ),(ta ),(tb  ),(tk )(tE  задані. Потрібно визначити 

).(tY  Підставимо )(tS  і )(tI  з рівнянь (9.4.13), (9.4.14) у рівняння (9.4.12). 
Отримаємо лінійне неоднорідне диференціальне рівняння 
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                          (9.4.15) 

Його загальний розв’язок 

,d)()( d)(d)(





   CtetqetY ttpttp                   (9.4.16) 

де  

,
)(

)(1)(
tk
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tEtbtq 

  

 Проаналізуємо розв’язки рівняння (9.4.15) у випадку, коли параметри ,a  
,b  ,k  E   сталі. У цьому разі з (9.4.15) отримаємо рівняння 
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                               (9.4.17) 

Загальний розв’язок неоднорідного рівняння є сумою загального розв’язку од-
норідного рівняння і будь-якого частинного розв’язку неоднорідного рівняння. 
За частинний розв’язок візьмемо розв’язок рівноваги, тобто розв’язок, який 
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                                                   (9.4.18) 

Загальний розв’язок однорідного рівняння 
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Тоді загальний розв’язок неоднорідного рівняння (9.4.17) 
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                              (9.4.19) 

Нехай .)0( 0YY   Тоді .
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                               (9.4.20) 

 
 Модель Солоу. В основі односекторної макроекономічної моделі (моделі 
Солоу) динаміку національного доходу описує блок-схема, зображена на рис 
9.4.2. 
 

Виробництво Засоби виробництва

Предмети споживання

Рис. 9.4.2.
 

 Модель Солоу відображає головну властивість економіки як динамічної 
системи – її самовідновлюваність. Ця властивість виражена за допомогою ме-
ханізму внутрішнього зворотного зв’язку, за яким частину продукції поверта-
ють у виробничу систему у вигляді приросту основних фондів. 
 Сформулюємо головні гіпотези, які є в основі цієї моделі. 

1. Процес виробництва описує виробнича функція Кобба–Дугласа 
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                                   (9.4.21) 

де Y  – національний дохід; L  – кількість працівників; K  – обсяг основних фо-
ндів; ,a  10  a – коефіцієнт еластичності праці за фондонаповнюваністю, ін-
декс 0  відповідає значенням змінних у початковий момент часу .0t  

2. Національний дохід використовують на споживання C  та інвестиції :I  
.ICY                                                  (9.4.22) 

3. Інвестиції є часткою національного доходу 
,sYI                                                      (9.4.23) 

де ,s  10  s  – норма інвестицій. 
4. Обсяг споживання описує рівняння 

.)1( YsC                                                (9.4.24) 
5. Динаміку основних фондів описує диференціальне рівняння 

,
d
d mKW

t
K

                                           (9.4.25) 

де ,m  10  m  – норма вибуття основних фондів; W  – уведення нових    фон-
дів. Для спрощення дослідження будемо вважати, що вони дорівнюють інвес-
тиціям, .IW   

6. Кількість працівників описує співвідношення 
,0

gteLL                                                   (9.4.26) 
де g  – темп приросту працівників. 
 
 Рівняння (9.4.21)–(9.4.26) описують динаміку основних фондів.  

 Нехай 
L
Kx   – фондонаповнюваність. Зі співвідношення 

L
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і рівнянь (9.4.21)–(9.4.26) отримаємо 
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                          (9.4.27) 

де ,
0

0
0 L

Kx   .
0

0
K
sYA   

 Уведемо безрозмірну змінну .
0x
xy   Із рівняння (9.4.27) отримаємо 

,aAyByy                                           (9.4.28) 
де .gmB   
 Отже, дослідження односекторної моделі економіки звели до 
розв’язування диференціального рівняння Бернуллі (9.4.28) з початковою умо-
вою 
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Розділ 10. ОСНОВИ ПРАКТИЧНОГО ЗАСТОСУВАННЯ  

ПАКЕТА MAPLE 

10.1. Головні поняття 
 Пакет Maple – це середовище для виконання математичних розрахунків 
на комп’ютері. У ньому можна виконувати аналітичні, числові та графічні пе-
ретворення. Хоча в Maple можна розв’язувати і прості задачі, однак реальні йо-
го переваги стають відчутні, коли є складні перетворення або потрібно викона-
ти одноманітні обчислення. Пакет Maple – потужна обчислювальна система, 
призначена для виконання складних проектів. У ньому можна виконувати скла-
дні алгебричні перетворення і спрощення над полем дійсних та комплексних 
чисел, обчислювати скінченні та нескінченні суми і добутки, границі та інтег-
рали, розв’язувати в символьному вигляді алгебричні рівняння і системи рів-
нянь та нерівностей, системи диференціальних рівнянь. У Maple є пакети під-
програм для розв’язування задач аналітичної геометрії, лінійної алгебри, теорії 
ймовірностей і математичної статистики, задач фінансової математики і багато 
інших.  
 Коротко розглянемо роботу в пакеті Maple і його можливості. Детальніше 
про роботу в пакеті Maple     можна прочитати в [2,4]. 
 Після запуску системи з’являється головне вікно Maple (рис. 10.1). 

 
Рис.10.1.1. 
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У цьому вікні є рядок команд, позначений  >. У рядок команд можна записати 
будь-який вираз. Якщо в кінці виразу поставити знак “;”, то після натискання на 
клавішу Enter програма виконає дії і виведе результат на екран: 
> 3*5-2*x+x^3*cos(z-Pi); 

 15 2 x x3 ( )cos z  

Якщо в кінці виразу записати знак “:”, то після натискання на клавішу Enter 
програма виконає дії і не виведе результату на екран.  

Вирази в Maple.  Найважливішою структурою Maple є вирази, складені зі 
сталих і невідомих величин, пов’язаних арифметичними операторами. Арифме-
тичними операторами в Maple є: 
+ ( додавання),  - (віднімання), * (множення), / (ділення), ^ (піднесення до сте-
пеня), ! (знаходження факторіала), abs() (обчислення модуля), iquo(,) (виділення 
частки від ділення), irem(,) (знаходження залишку від ділення).  
 Наприклад: 
> 3*5-2*x+x^3*cos(z-Pi); 

 15 2 x x3 ( )cos z  

> 2*x^3-3*x+4; 
 2 x3 3 x 4  

> x^2/9+y^2/4=1; 


1
9

x2 1
4

y2 1  

> abs(-3); 
3  

> iquo(7,3); 
2  

> irem(7,3); 
1  

Послідовність виконання дій відповідає математичним правилам. Для зміни по-
слідовності виконання операцій використовують круглі дужки. 
> 5+2*6-3; 

14  

> (5+2)*6-3; 
39  

> (5+2)*(6-3); 
21  

 Послідовності, множини та списки. Послідовність можна задати пере-
рахунком її елементів. Наприклад, 
> 2,5,8,11; 

, , ,2 5 8 11  

 Зазначимо, що в Maple є два способи автоматичного генерування послі-
довностей. Перший – за допомогою оператора $, який використовують для за-
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дання кількох примірників одного виразу або в поєднанні з оператором повто-
рюваності .., для задання послідовності за певним законом. Наприклад, 
> b$5; 

, , , ,b b b b b  

> $3..8; 
, , , , ,3 4 5 6 7 8  

> n^3$n=1..5; 
, , , ,1 8 27 64 125  

Другий спосіб – це процедура seq, яка має більші можливості для задання еле-
ментів послідовності: 
> seq(n!/n^3,n=3..10); 

, , , , , , ,
2
9

3
8

24
25

10
3

720
49

315
4

4480
9

18144
5  

Множини в Maple – це невпорядкована сукупність виразів. Елементом 
множини може бути будь-який допустимий у Maple вираз. Множини задають 
переліком сукупності виразів у фігурних дужках {}. Зазначимо, що у множині 
один і той же елемент не може повторюватись декілька разів, тому Maple за-
мість декількох однакових елементів записує тільки один: 
> {3,3,2,5,3}; 

{ }, ,2 3 5  

Порядок, у якому записані елементи множини, несуттєвий. Maple записує їх у 
певному внутрішньому порядку. Надалі ці елементи будуть використані саме у 
цьому порядку: 
> {a,b,c}; 

{ }, ,a b c  

> {b,a,c}; 
{ }, ,a b c  

> {c,a,b}; 
{ }, ,a b c  

 Є три головні типи операторів для роботи з множинами: “union” – опера-
тор об’єднання множин, ”intersect” – оператор перерізу множин, “minus” – опе-
ратор різниці множин. Наприклад, 
> {a,b,c,d}union{c,d,e,f}; 

{ }, , , , ,f a b e c d  

> {2,3,4,5,6,7}intersect{2,5,8,9}; 
{ },2 5  

> {a,b,c,d}minus{a,d}; 
{ },b c  

 Списки в Maple – це упорядковані сукупності елементів, записані у квад-
ратних дужках []. До списків не можна застосовувати операції перерізу, 
об’єднання чи різниці. Зазначимо, що список може містити однакові елементи: 
> [2,5,3,6,3,2]; 
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[ ], , , , ,2 5 3 6 3 2  

> [a,b,c,c,b,a]; 
[ ], , , , ,a b c c b a  

> [{a,b,c},{b,a,c},{1,2,3,4}]; 
[ ], ,{ }, ,a b c { }, ,a b c { }, , ,1 2 3 4  

 Створені об’єкти Maple тимчасові, доки ми не присвоїмо їхні значення 
певній змінній. Наприклад, якщо створено список, і не присвоєно його якійсь 
змінній, то потім кожного разу, коли він буде потрібний, його треба створювати 
знову. Щоб уникнути цього, використовують оператор присвоєння  “:=”. Крім 
знака присвоєння, використовують знак “=”, який відображає відношення між 
певними змінними і не впливає на визначення їхніх значень. Наприклад, 
> y=x-6; 

y x 6  

> x; 
x  

> y; 
y  

>  
Як бачимо, змінні x та y залишилися невизначеними. 
 Команди в Maple. Такі об’єкти Maple, як вирази, списки, множини, вико-
ристовують як параметри функцій (команд) пакета. Пакет Maple містить близь-
ко 3000 стандартних функцій. Часто використовувані стандартні функції стано-
влять головну бібліотеку Maple, а функції, які застосовують у вужчих розділах 
математики, наприклад, геометрія, теорія чисел, статистика, або виконують 
сервісні функції, наприклад, побудова графіків, об’єднані в тематичні пакети. 
Під час виклику пакета використовують команду with. Наприклад, пакет геоме-
трія викликають так:  
> with(geometry); 

Apollonius Appolonius AreCollinear AreConcurrent AreConcyclic AreConjugate, , , , , ,[
AreHarmonic AreOrthogonal AreParallel ArePerpendicular AreSimilar, , , , ,
AreTangent CircleOfSimilitude CrossProduct CrossRatio DefinedAs Equation, , , , , ,
EulerCircle EulerLine ExteriorAngle ExternalBisector FindAngle, , , , ,
GergonnePoint GlideReflection HorizontalCoord HorizontalName InteriorAngle, , , , ,
IsEquilateral IsOnCircle IsOnLine IsRightTriangle MajorAxis MakeSquare, , , , , ,
MinorAxis NagelPoint OnSegment ParallelLine PedalTriangle PerpenBisector, , , , , ,
PerpendicularLine Polar Pole RadicalAxis RadicalCenter RegularPolygon, , , , , ,
RegularStarPolygon SensedMagnitude SimsonLine SpiralRotation, , , ,
StretchReflection StretchRotation TangentLine VerticalCoord VerticalName, , , , ,
altitude apothem area asymptotes bisector center centroid circle circumcircle, , , , , , , , ,
conic convexhull coordinates detail diagonal diameter dilatation directrix, , , , , , , ,
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distance draw dsegment ellipse excircle expansion foci focus form homology, , , , , , , , , ,
homothety hyperbola incircle inradius intersection inversion line medial, , , , , , , ,
median method midpoint orthocenter parabola perimeter point powerpc, , , , , , , ,
projection radius randpoint reciprocation reflection rotation segment sides, , , , , , , ,
similitude slope square stretch tangentpc translation triangle vertex vertices, , , , , , , , ]

 

Після виклику пакета Maple видає перелік усіх його функцій. 
 Більшість команд  Maple викликають так: 

ім’я _команди(параметр1, параметр2, ...) 
Імена багатьох команд означають функцію, наприклад, intpart – команда для ін-
тегрування частинами, changevar – заміна змінних. 
 Кожна команда Maple має послідовність вхідних параметрів, які запису-
ють у круглих дужках (). Ними можуть бути числа, вирази, множини або спис-
ки.  
 
 

10.2. Застосування команд Maple до розв’язування задач 
Розв’язування рівнянь і нерівностей.  Для аналітичного розв’язування 

рівнянь і нерівностей використовують команду solve(eqns,vars), де eqns – рів-
няння, нерівність або система рівнянь чи нерівностей; vars – невідома, чи мно-
жина невідомих у фігурних дужках. 

 П р и к л а д  10.2.1. Розв’яжемо систему рівнянь  







.2
;3

dycx
byax

 

  > solve({a*x+b*y=3,c*x-d*y=2},{x,y}); 

{ },y 
2 a 3 c
a d c b

x
2 b 3 d
a d c b  

 П р и к л а д  10.2.2. Розв’яжемо систему рівнянь  







.154
;532

yx
yx

 

  > solve({2*x+3*y=5,4*x-5*y=-1},{x,y}); 
{ },y 1 x 1  

 П р и к л а д  10.2.3. Розв’яжемо рівняння .23
3
1

4
1 22









x
x

x
x  

  > solve((x^2+1)/(x-4)-(x^2-1)/(x+3)=23,x); 

,
-55
16

5  

або 
> s:=solve((x^2+1)/(x-4)-(x^2-1)/(x+3)=23,{x}); 

 := s ,{ }x
-55
16

{ }x 5  

 П р и к л а д  10.2.4. Розв’яжемо рівняння .12291  xxx  
   > s:=solve(sqrt(x+1)-sqrt(9-x)=sqrt(2*x-12),{x}); 

 := s ,{ }x 8 { }x 7  



КВ
М

 П р и к л а д  10.2.5. Розв’яжемо рівняння .05,02log3log 11   xx  
  > s:=solve(log[1-x](3)-log[1-x](2)-0.5=0,{x}); 

 := s { }x -1.250000000  

 П р и к л а д  10.2.6. Розв’яжемо рівняння .5025,42510 /1/1/2 xxx   
  > s:solve(10^(2/x)+25^(1/x)=4.25*50^(1/x),{x}); 

{ }x -.5000000000  

Векторна алгебра та аналітична геометрія. 

 П р и к л а д  10.2.7. Знайдемо скалярний і векторний добутки векторів 
)7,4,2(V   та ).3,2,1(U  

  > with(LinearAlgebra): 
> V:=Vector(3,[2,4,7]); 

 := V












2
4
7

 

> U:=Vector(3,[1,2,3]); 

 := U












1
2
3

 

> DotProduct(V,U); 
31  

> CrossProduct(V,U); 












-2
1
0

 

 
П р и к л а д  10.2.8. Напишемо рівняння прямої, яка проходить через точку 
)5;3(P  паралельно до прямої .732  yx  

  > with(geometry): 
> Point(P,3,5),line(l,2*x-3*y=7,[x,y]); 

,( )Point , ,P 3 5 l  

> ParallelLine(lp,P,l); 
lp  

> detail(lp); 
name of the object:  lp\

�form of the object:  line2d\
�equation of the line:  5+2*x-3*y = 0

 

 П р и к л а д  10.2.9. Напишемо рівняння прямої, яка проходить через точку 
)3;2(P  перпендикулярно до прямої .834  yx  

  > with(geometry): 
> Point(P,2,3),line(l,4*x-3*y=8,[x,y]); 
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,( )Point , ,P 2 3 l  

> PerpendicularLine(lp,P,l); 
lp  

> detail(lp); 
name of the object:  lp\

�form of the object:  line2d\
�equation of the line:  18-3*x-4*y = 0 

 

 

Лінійна алгебра. 

П р и к л а д  10.2.10. Задано матриці 

























2651
8532
7631

4321

A  та 



























2641
8532
7631
4491

B . Обчислимо: 1) ;BA   2) ;BA   3) ,rang A  ;rang B  4) 

;TA  5) ,det A  ;det B  6) обернену матрицю .1A  

 > with(LinearAlgebra): 
> A:=Matrix(4,4,[[1,2,3,4],[-1,3,6,-7],[2,-3,5,8],[1,-5,6,2]]); 

 := A













1 2 3 4
-1 3 6 -7
2 -3 5 8
1 -5 6 2

 

> B:=Matrix(4,4,[[-1,9,4,4],[1,-3,6,7],[2,3,-5,8],[1,4,-6,2]]); 

 := B













-1 9 4 4
1 -3 6 7
2 3 -5 8
1 4 -6 2

 

> Add(A,B); 












0 11 7 8
0 0 12 0
4 0 0 16
2 -1 0 4

 

> C:=Maltiply(A,B); 
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 := C













Maltiply ,













1 2 3 4
-1 3 6 -7
2 -3 5 8
1 -5 6 2













-1 9 4 4
1 -3 6 7
2 3 -5 8
1 4 -6 2

 

> Rank(A); 
4  

> Rank(B); 
4  

> Transpose(A); 












Nranspose













1 2 3 4
-1 3 6 -7
2 -3 5 8
1 -5 6 2

 

> Determinant(A); 
-32  

> Determinant(B); 
-229  

> MatrixInverse(A); 












367
32

-75
16

-387
32

289
32

13
32

-1
16

-9
32

3
32

-27
32

7
16

31
32

-21
32

-35
16

7
8

39
16

-29
16  

Обчислення границь. 

 П р и к л а д  10.2.11. Обчислимо .)3sin(lim
0 x

x
x

 

  > limit(sin(3*x)/x,x=0); 
3  

 П р и к л а д  10.2.12. Обчислимо .
131

lim
0  x

x
x

 

  > limit(x/(sqrt(1+3*x)-1),x=0); 
2
3  

 П р и к л а д  10.2.13. Обчислимо .
8
63lim 32 


 x

x
x

 

  > limit((3*x+6)/(x^3+8),x=-2); 
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1
4  

 П р и к л а д  10.2.14. Обчислимо .3lim 2 




 


xxx

x
 

  > limit(sqrt(x^2+3*x)-x,x=infinity); 
3
2  

Обчислення похідних функцій однієї і багатьох змінних. Знаходження 

екстремумів функцій. 

П р и к л а д  10.2.15. Обчислимо похідну функції .naxy   

 > Diff(a*x^n,x)=diff(a*x^n,x); 




x

a xn a xn n
x  

П р и к л а д  10.2.16. Обчислимо похідну функції .2sin2 xxy   
  > diff(x^2*sin(2*x),x); 

2 x ( )sin 2 x 2 x2 ( )cos 2 x  

П р и к л а д  10.2.17. Для функції )sin( 324 yxxu   обчислимо ,
x
u


  ,

y
u


  

,2

2

x
u



 ,
2

yx
u


  .32

5

yx
u



 

 > Diff(x^4*sin(x^2-y^3),x)=diff(x^4*sin(x^2-y^3),x); 




x

x4 ( )sin x2 y3 4 x3 ( )sin x2 y3 2 x5 ( )cos x2 y3  

> Diff(x^4*sin(x^2-y^3),y)=diff(x^4*sin(x^2-y^3),y); 




y

x4 ( )sin x2 y3 3 x4 ( )cos x2 y3 y2  

> Diff(x^4*sin(x^2-y^3),x$2)=diff(x^4*sin(x^2-y^3),x$2); 



2

x2 x4 ( )sin x2 y3  12 x2 ( )sin x2 y3 18 x4 ( )cos x2 y3 4 x6 ( )sin x2 y3  

> Diff(x^4*sin(x^2-y^3),x,y)=diff(x^4*sin(x^2-y^3),x,y); 


 
2

y x
x4 ( )sin x2 y3  12 x3 ( )cos x2 y3 y2 6 x5 ( )sin x2 y3 y2  

> Diff(x^4*sin(x^2-y^3),x$2,y$3)=diff(x^4*sin(x^2-y^3),x$2,y$3); 

 
5

y3 x2 x4 ( )sin x2 y3 324 x2 ( )cos x2 y3 y6 648 x2 ( )sin x2 y3 y3

72 x2 ( )cos x2 y3 486 x4 ( )sin x2 y3 y6 972 x4 ( )cos x2 y3 y3  

108 x4 ( )sin x2 y3 108 x6 ( )cos x2 y3 y6 216 x6 ( )sin x2 y3 y3  
24 x6 ( )cos x2 y3
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 П р и к л а д  10.2.18. Знайдемо екстремуми функцій:  

1) ;2
2 x
xy    2) .2/xxey   

  1) > extrema(x/2+2/x,{},x,'z');z; 
{ },-2 2  

{ },{ }x 2 { }x -2  

2)  > extrema(x*exp(-x/2),{},x,'z');z; 
{ }2 e

( )-1
 

{ }{ }x 2  

П р и к л а д  10.2.19. Знайдемо екстремум функції  
.206922  yxyxyxz  

 
   > extrema(x^2-x*y+y^2+9*x-6*y+20,{},{x,y},'z');z; 

{ }-1  

{ }{ },y 1 x -4  

П р и к л а д  10.2.20. Знайдемо екстремум функції ,11
yx

z   якщо            

.2 yx  
 
  > extrema(1/x+1/y,{x+y=2},{x,y},'z');z; 

{ }2  

{ }{ },x 1 y 1  

 

Обчислення інтегралів.  

 П р и к л а д  10.2.21.  Обчислимо .d
2

xxe x   

 
  > Int(x*exp(-x^2),x)=int(x*exp(-x^2),x); 

d




x e
( )x2

x 
1
2
e

( )x2
 

 П р и к л а д  10.2.22.  Обчислимо .dsin2 xxx  

  > Int(x^2*sin(x),x)=int(x^2*sin(x),x); 

d

x2 ( )sin x x   x2 ( )cos x 2 ( )cos x 2 x ( )sin x  

 П р и к л а д  10.2.23.  Обчислимо .d
8

1
3 x

x 
 

  > Int(1/(x^3+8),x)=int(1/(x^3+8),x); 
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d






1
x3 8

x  
1
12

( )ln x 2
1
24

( )ln  x2 2 x 4
1
12

3 





arctan

1
6

( )2 x 2 3  

 П р и к л а д  10.2.24.  Обчислимо  
4

0

3 .d)42( xxx  

   > Int(x^3+2*x-4,x=0..4)=int(x^3+2*x-4,x=0..4); 

d



0

4

 x3 2 x 4 x 64  

 П р и к л а д  10.2.25.  Обчислимо .d
0

xxe x


  

  > Int(x*exp(-x),x=0..infinity)=int(x*exp(-x),x=0..infinity); 

d



0



x e
( )x

x 1  

 

Розв’язування диференціальних рівнянь. 

 П р и к л а д  10.2.26. Розв’яжемо диференціальне рівняння .3 x
x
yy   

  > dsolve(diff(y(x),x)-3*y(x)/x=x,y(x)); 

( )y x 





 

1
x

_C1 x3  

 
 
 П р и к л а д  10.2.27. Розв’яжемо диференціальне рівняння  

.1222  yxyyx  
  > dsolve(x^2+y(x)^2-2*x*y(x)*diff(y(x),x)=0); 

,( )y x x2 x _C1 ( )y x  x2 x _C1  

 П р и к л а д  10.2.28. Розв’яжемо диференціальне рівняння 
.123  yxyx  

  > dsolve(x^3*diff(y(x),x$2)+x^2*diff(y(x),x)=1); 

( )y x  
1
x

_C1 ( )ln x _C2  

 П р и к л а д  10.2.29. Розв’яжемо диференціальне рівняння 
.23 xeyyy   

  > dsolve(diff(y(x),x$2)-3*diff(y(x),x)+2*y(x)=exp(x)); 
( )y x ( )  x ex _C1 _C2 ex  
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Побудова графіків функцій. 

 П р и к л а д  10.2.30. Побудуємо графік функції .sin
x

xy   

 
> plot(sin(x)/x,x=-8..8); 

 
>  
 П р и к л а д  10.2.31. Побудуємо графік функції, заданої параметрично  

,cos5 tx   .sin3 ty   

  > plot([5*cos(t),3*sin(t),t=0..2*Pi]); 
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Додатки 
Додаток 1 

Порядкові номери днів року 
Місяць День 

I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII 
1 1 32 60 91 121 152 182 213 244 274 305 335 
2 2 33 61 92 122 153 183 214 245 275 306 336 
3 3 34 62 93 123 154 184 215 246 276 307 337 
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4 4 35 63 94 124 155 185 216 247 277 308 338 
5 5 36 64 95 125 156 186 217 248 278 309 339 
6 6 37 65 96 126 157 187 218 249 279 310 340 
7 7 38 66 97 127 158 188 219 250 280 311 341 
8 8 39 67 98 128 159 189 220 251 281 312 342 
9 9 40 68 99 129 160 190 221 252 282 313 343 
10 10 41 69 100 130 161 191 222 253 283 314 344 
11 11 42 70 101 131 162 192 223 254 284 315 345 
12 12 43 71 102 132 163 193 224 255 285 316 346 
13 13 44 72 103 133 164 194 225 256 286 317 347 
14 14 45 73 104 134 165 195 226 257 287 318 348 
15 15 46 74 105 135 166 196 227 258 288 319 349 
16 16 47 75 106 136 167 197 228 259 289 320 350 
17 17 48 76 107 137 168 198 229 260 290 321 351 
18 18 49 77 108 138 169 199 230 261 291 322 352 
19 19 50 78 109 139 170 200 231 262 292 323 353 
20 20 51 79 110 140 171 201 232 263 293 324 354 
21 21 52 80 111 141 172 202 233 264 294 325 355 
22 22 53 81 112 142 173 203 234 265 295 326 356 
23 23 54 82 113 143 174 204 235 266 296 327 357 
24 24 55 83 114 144 175 205 236 267 297 328 358 
25 25 56 84 115 145 176 206 237 268 298 329 359 
26 26 57 85 116 146 177 207 238 269 299 330 360 
27 27 58 86 117 147 178 208 239 270 300 331 361 
28 28 59 87 118 148 179 209 240 271 301 332 362 
29 29  88 119 149 180 210 241 272 302 333 363 
30 30  89 120 150 181 211 242 273 303 334 364 
31 31  90  151  212 243  304  365 

 
Додаток 2 

Відсотки рахунків накопичення  

  
c

n
c

in i
is 11

/


   та ренти  
c

n
c

in i
ia




11
/  

 005,0%5,0 ci    01,0%1 ci   
n  ina /  ins /  n  ina /  ins /  
1 0,99502 1,0 1 0,99009 1,0 
2 1,98509 2,005 2 1,97039 2,01 
3 2,97024 3,01503 3 2,94099 3,0301 
4 3,95049 4,0301 4 3,90197 4,0604 
5 4,92586 5,05025 5 4,85343 5,10105 
6 5,89638 6,07551 6 5,79548 6,15202 
7 6,86207 7,10588 7 6,72819 7,21335 
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8 7,82296 8,14141 8 7,65168 8,28567 
9 8,77906 9,18212 9 8,56602 9,36853 
10 9,73041 10,22803 10 9,47131 10,46221 
11 10,67703 11,29917 11 10,36763 11,56684 
12 11,06199 12,33557 12 11,25508 12,68251 
13 12,55615 13,33972 13 12,13374 13,80933 
14 13,48871 14,46423 14 13,00371 14,94742 
15 14,41663 15,53655 15 13,86505 16,09689 
16 15,33993 16,61423 16 14,71787 17,25786 
17 16,25863 17,69731 17 15,56225 18,43044 
18 17,17277 18,78579 18 16,39827 19,61475 
19 18,08234 19,87972 19 17,22601 20,81089 
20 18,98742 20,97911 20 18,04555 22,019 
21 19,88798 22,08401 21 18,86698 23,23919 
22 20,78406 23,19443 22 19,66038 24,47159 
23 21,67568 24,31041 23 20,45582 25,7163 
24 22,56286 25,43196 24 21,24339 26,97341 

 
 02,0%2 ci    03,0%3 ci   

n  ina /  ins /  n  ina /  ins /  
1 0,98039 1,0 1 0,97087 1,0 
2 1,94156 2,02 2 1,91347 2,03 
3 2,88388 3,0604 3 2,82861 3,0909 
4 3,38077 4,12161 4 3,71709 4,18363 
5 4,7134 5,20404 5 4,57971 5,30914 
6 5,60143 6,30812 6 5,41719 6,46841 
7 6,47199 7,43428 7 6,23028 7,66246 
8 7,32548 8,58297 8 7,01969 8,89224 
9 8,16223 9,75463 9 7,78611 10,15911 
10 8,98258 10,94972 10 8,5302 11,46388 
11 9,78685 12,16872 11 9,25262 12,80779 
12 10,57534 13,41209 12 9,954 14,19203 
13 11,34837 14,68033 13 10,63496 15,61779 
14 12,10625 15,97394 14 11,29607 17,08632 
15 12,84926 17,29342 15 11,93793 18,59891 
16 13,35777 18,63928 16 12,5611 20,15688 
17 14,29187 20,01207 17 13,11611 21,76159 
18 14,99203 21,41231 18 13,75351 23,41443 
19 15,67846 22,84056 19 14,32379 25,11687 
20 16,35143 24,29737 20 14,87747 26,87037 
21 17,01121 25,78332 21 15,41502 28,68649 
22 17,65805 27,29898 22 15,93692 30,53678 
23 18,29221 28,84496 23 16,44361 32,45288 
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24 18,91393 30,42185 24 16,93554 34,42647 
 

 05,0%5 ci    08,0%8 ci   
n  ina /  ins /  n  ina /  ins /  
1 0,95238 1,0 1 0,92593 1,0 
2 1,85941 2,05 2 1,78327 2,08 
3 2,72325 3,1525 3 2,57708 3,2464 
4 3,54595 4,31013 4 3,31213 4,50611 
5 4,32948 5,52563 5 3,99271 5,86661 
6 5,07569 6,80191 6 4,62288 7,33593 
7 5,76637 8,14201 7 5,20637 8,92281 
8 6,46321 9,54911 8 5,74664 10,63663 
9 7,10782 11,02656 9 6,24689 12,48756 
10 7,72174 12,57789 10 6,71008 14,48656 
11 8,30641 14,20679 11 7,13896 16,64549 
12 8,86325 15,91713 12 7,53608 18,97713 
13 9,39357 17,71298 13 7,90378 21,49539 
14 9,89864 19,59863 14 8,24424 24,21492 
15 10,37966 21,57856 15 8,55948 27,15211 
16 10,83777 23,65749 16 8,53137 30,32428 
17 11,24407 25,84037 17 9,12164 33,75023 
18 11,68956 28,13239 18 9,37189 37,45024 
19 12,08532 30,53911 19 9,60359 41,44626 
20 12,46221 33,06596 20 9,81815 45,76196 
21 12,82115 35,71925 21 10,01681 50,42292 
22 13,16301 38,50521 22 10,20074 55,45676 
23 13,48857 41,43048 23 10,37106 60,89329 
24 13,79864 44,50199 24 10,52876 66,76476 
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