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YACTHUHA 1
[loxiagHa PyHKILiA. YMOBHY 33424

PO3A1/11
Bu3HayeHHs OXIiAHOI,
npaBuia gudepeHniloBaHHS

KopoTKi TeopeTnyHi BizoOMOCTI

Hexait gynkuis f:R—R, xp€ D, Ta X, — IpaHA4HA TOYKa

MHOXKHHU D, . yHKUis [ HA3UBAETBCS Oudepenyitiosanolo 6 mouyi

. : v S(0) = (x0)
X , SIKILO ICHY€ CKiH4YeHHa rpanuns f'(x,)= lim ———————=, Ky
X—% X=Xy
Ha3UBAIOTb NOXIOHOW ¢hymkyii f y mouyi x, 1 IO3HAYAIOTh
cumBortom f7(xy). V Touri MHOKHEH D/, WO HE € IPAHHIHOIO,
MIOHSATTS TOXimHOI He BH3HadaTHMeMmo. Skmo ¢yHkmis f:R — R

andepeHiiiioBaHa B TOUlli X, TO ICHY€ Taka HEIepepBHa B TOYLI X

¢
¢ynkuis Dy —R, mo VxeD, COpaBIKYETbCS —PIBHICTH
J()= f(xg)=(x=xp) §(x), mpu mpomy f"(xg) =(x) . PymKuito
/R — R HasuBaroTh muepeHLiNiOBaHO0 Ha MHOXUHI X C D,
SIKIIO BOHA Ju(epeHLiiioBaHa B KOXHIN TouLl X€ Dy

Teopema 1 (neobxiona ymosa ougepenyiiioganocmi).
Sxmo ¢yskuis [ nudepeHuiiioBana B o4l x)€ D, TO BOHA

HEeTiepepBHa B I1iii TOYI P> .



Teopema 2 (npo noxiony komnozuyii).

Hexait ¢ynkuis f:R— R nudepeHuilioBana B Touli X,
a Qynkuis g:R — R nudepenuiiiopana B Toui 7. Skimo x, =g (7))
1 f, — TpaHMYHA TOYKA MHOXWHH D, TO KOMIO3HUIL fog
audepeHiiiioBaHa B TOYL 7, 1 COPaBIKyeThCs PIBHICTh

(fog)'(t)=s"(x0)g () ™.

Teopema 3 (ninitinicms ougepenyiosanns,).

Hexaii ¢byHKii f:R—>R, g:R—>R, Dy =D,
nndepenuifioBani B Touni x,. Tomi Vo, e R dynkuis ofefg
audepeHiiioBaHa B TOUL X, 1 CIIPaBIXKy€EThCs PIBHICTH

(o feBg)(xo)= 0 f"(xo)+Bg" (x0) P

Teopema 4 (noxiona 00d6ymky @yukyiii).

SAxmo dynkuiil f:R— R, g:R—R, D, =D, nubepenuiiiopani
B Touli X,, TO QyHkuis (f-g) mudepeHuiiioBana B Toumi X, i
CIIPaB/IXKYEThCS PIBHICTD

(/2) (x0)=f"(x0)g(x0)+&" (x0) f (x0) ».
Teopema 5 (noxiona uacmxu).
Hexait f:R—R, g:R—R, D;=D, — nudpepeHuiiioBani

Gynkuii B Toumi x,. JSkmo g(xo);ﬁO, TO (YHKIIS %

audepeHLiiioBaHa B TOYL X, 1 CIIPaBIXKy€eThCs PIBHICTH
i _f'(xo)g(xo)—f(xo)g'(xo) >
(XO ) - 2 .
g g (%)

Teopema 6 (noxiona obeprenoi @hyHxyii).
Hexaii ¢ynkuist f:R— R y IesSKOMYy OKOMI TOYKH X, € D, Mae

noxiaHy f', siKa € HEIepepBHOIO B TOULl X, . SIKio icHye f'(x,)#0,
TO icHytoTh Taki okomn O(xy) D, 1a O(yy), Be yy = f(xy), Wwo
3ByeHHs PyHKUIT [ : O(xy) = O(y,) € 000pOTHOIO (PYHKIIIEIO Ta ICHY€E
1
=— >
1(%)

4
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HaBenemo mabnuyio noxionux 0OCHOBHHX €JIeMEHTapHHUX (YHKIIiH
(bopmynm cripaBIKYIOThCS Ha 00JACTAX BU3HAYEHHS 3a3HAYCHHUX

¢byHKIiN):
(xP)'= pxP!, (sinx)'=cosx, (shx)'=chx,

(@®)'=a*Ina, (cosx)'=—sinx, (chx)'=shx,

1 1 1 1
(log, x)'=——, (tgx)'= (thx)'=
xlna C

os?x’ ch*x’
. 1 , 1
(arcsinx)'= , (arccosx)'= —————, (arctgx)'= 5
1-x° 1-x° I+x
1
(ctgx)'= , (thx)'= .
sin® x ch? x

[oxigHy cmeneneso-nokaszHuko6oi @yHkyii MOXHA OOYUCIUTH
TaKUM YHHOM:

’ ’
’

(1)) =) =) (v(x) () =
= () [ () I () + 942,
Hexait f:R— R, sxmo x, — TIpaHMYHa TOYKA MHOXHHH

D M=) (D, N(5p9)). 10 73 ()% tim LS Co)

x—xy—0 X=Xy
def )= f(x , ,
fi(x) = lim ST | ypena Ia(xo) Ta fi(x), sKimo
x—xy+0 X=Xy
BOHHM ICHYIOTb, HA3UBaIOTHCS BIAMOBIIHO /{6010 Ta NPAB0OIO NOXIOHUMU
Gyukyii' [y mouyi x.
Teopema 7 (xpumepitl oughepenyitiosarnocmi pynxyii).
s rtoro, mo0 HemepepBHa ¢yHKIE f:R—>R Oyia
audepeHniioBaHol0 B TOYll X, € D s TPaHWYHIA 711 MHOXHH

DN (—o0,xy) T2 D N (xg,+e°) , HEOOXiIHO i JOCTATHBO, 106 BOHA
MaJia B il TOYLi CKiHYEHH] Ta piBHi JiBY 1 npaBy noxiaHi. [Ipu upomy
CIIPaBIDKYEThCs PiBHICTS fx (Xo) = fi1(%0) =/ "(x0) .



L
BinoOpaxkeHHss R — R Ha3uBAETbCA JAIHIUHUM, KO VX, Y€ R

BUKOHYIOTBCSI YMOBH:
1) L(x+y)=L(x)+L(y), Vx,y€ R (aOumusnicmy);
2) L(Ax)=AL(x), Vxe R (00Hopionicmy).

Jlema 1 (3acanvruil guensno iHiliHO20 8I00OPAICEHHS).
L
BinoOpaxkeHHss R — R JiHIlHE TOMAI ¥ TUIBKH TOIi, KOJIM ICHYE

a =const, 1ys kol Vx€ R cupasuxyerbes piBicts L(x)=ax P.

Teopema 8 (npupicm ougpepenyitiosanoi pynxyii).

Hexait it dyskuii f:R—>R Touka Xxy€ D, rpaHudHa
MHOXHMHA D /. SIKiwio icHye Taka niuiina popma L(h) =ah, mo Vhe R :
Xg+he Dy CrpaBIKyETBCS piBHICTB f(xy +h)— f(xy) = L(h)+o(h),
1o GyHKUisA f mudepeHniiioBaHa y Touwi x, i f'(xy)=a P.

Sxmo ¢yHkuis f:R — R Mae noxigHy B Toulll X, TO Vhe R :
Xg+he D crpaBIKy€eTbCs PIBHICTD

A f(xg.1) = f(xg+ 1) = f(x0) = [ (xo)h+ (),
ne O, — HemepepBHa B Touli x, ¢yHkmig, o(0)=0 ta D, = Dy.
Jliniiiny dopmy /- f(x,)h Ha3uBarOTh Oughepenyianom dynxyii f
Y mouyi X, 1 TO3HA4al0Tb CHUMBOJOM df(x,) (abo df, skuo
OIYCTHUTH Hapamerp x, ). Otxke, Vhe R df (xy)(h) = f'(xy)-h.

PosrsiHemo  dymkuiro  g(x)=x, xeR. Jlis KOXHOrO
¢bikcoBaHoro x,€ R ta Vhe R: dg(xy)(h)=g'(xy)-h=h, ToO6TO
mudepenuiann QyHKOil g:xH>x y Oyap-sikid Toumi piBHI Mix
c00010, TOMY OKpIM IO3HaYeHHs dx(X;) IX MO3HAYalOTh IPOCTO YEPe3
dx . lndepenuian uiei GyHKUii HE 3aJI€KUTH Big X 1 HOro HA3UBAIOTh

oughepenyianom ne3anexncHoi 3MiHHOL.
OckinbKu

df (xo)(h) = f'(xg)h = f(xg)dx(xo)(h) Vhe R: xy+he Df ,
TO, OIYCKalO4Yd aprymMeHT A, OydeMo 1€ 3alucyBaTH sK
df (x) = f"'(xp)dx . Kpim TOTr0, OCKiNBKH CIIPABIKYETECS PIBHICTH



df (xo)(h)
dx(xo)(h)

df (xo)

S'(x0) = dx

To Oynemo ue 3anucyBatu sk f'(x)) =

, _df
a00, OITyCKalO4M i apryMEHT X, TAKOXK K f zd— .
X

[Ipu nocratHbo mamomy €>0 ansi HaOIMKEHOTO OOUMCIICHHS
sHayeHb  audepenuiiioanoi y  Oy(xg) <D,  byskuii f
BHUKOPHUCTOBYIOTH HaONMKEHY GOpMyITy

S ()= f(xp) = df (xo)(h) = f'(xo)(x=x) , h=x—x,
TOOTO
S )= f(xo)+ ./ '(x0)(x=xp) -

[lpu 3HaxomkeHHI audepeHUiaNiB CKIAAHUX (QYHKLIH YacTo
BUKOPUCTOBYIOTh BIJIACTHBICTh 1HBapiaHTHOCTI (opMu Tmepiioro
mdepeHiiana, cyTh SKOro moysirae B Takomy. Hexail B ymoBax
TeopeMH 2 BU3HAUeHa Ta audepeHIiioBaHa KOMITO3UINS (YHKIIH
F = fog. Toni i moxiHa 00YUCITIOETHCS 32 (HOPMYJIIOKO

Fi(tg) = (f °8)'(tg) = [ (%) g (t) -
Hudepenuian dF (t,)(h) HaOyBae BUIIALY
dF (1y)(h) = F'(ty)dt(h) = f'(x0)g '(to)dt(h) =
= f\(xg)dx(h) = df (xo)(h),

OCKIITBKH 3 ypaxyBaHHSM MO3HA4YEHHS X = g(¢) CIPaB/KYETHCS PIBHICTH
dx(h) = g'(t,)dt(h) . SIxmo BpaxyBaTu piBHICTb dF (t,)(h) = df (xy)(h)
, TO OTPUMAEMO, 1110 opMma audepeHitiana GyHkiii f Taka cama, sK y
BUIIAJKY, KOJIU X € HE3ICKHOIO 3MIHHOIO.

Hexait ¢pynukuis y= f(x), x€ R 3amaHa nmapamMeTpu4HO, TOOTO

x=0(7), y=y(t), a<t<b,inpunycrumo, wo Vie (a,b) 39'(t),

y'(t) ta ¢'(¢)#0. Tomi xommosumiss y= f(x)=(yeo q)_l)(x) Mae
noxinny Vxy € D, IKy MOXKHA 3HalTH 32 HOpMyIIOK0

S'(x) = 1;,'((;0)) » X =0(7) -
0

Hexaii 3a/1aHe BiT0OOpasKeHHs F:R*>R. ko

nudepeHniiiopana QyHKIiz X — R 3a7aHa HESBHO piBHAHHAM

7



F(x, y)=0 namMuoxuai X XY R?, 10610 Vxe X CIIPaBIIKYETHCA
piBHicTh F(x, f(x))=0, To moxigHa f' Moxe OyTW 3HaiineHa 3
PIBHOCTI %(F (x, f(x))=0, me F(x, f(x)) po3rasgaTuMeMo SK
CKJIaHy (PYHKIIiFO OTHOTO apTyMEHTY X .

Teopema 9 (nenepepsricmov noxiouoi).
Sxmo ¢ynkuis f :R — R HenepepBHa B AeskoMy okoui Os(x,) ,

mudepeHIiiioBaHa y  MPOKOJIOTOMY  OKOJI Os(xg) Ta

Jlim f'(x)=0e€ R, 10 f nudepenuiiioBaHa B TOUII X, i IPH LLOMY
X=X

fg)=a b
Teopema 10 (mouku po3pugy noxionoi).
Sxmo ¢yskmis  f:R— R gudepeHIiiioBaHa Ha MPOMIXKKY

(a,b)c Dy, 1o ii noxigna f' moxe mMati Ha (a, b) Jmile po3puBH

JIpyroro poay ».

3agauvi

1. O0umcHiTh MOXiIHI ABHO 3a1aHUX QYHKIIA f :R — R y KOXHIN
HEI30JIbOBaHIN TOUIll IXHKOI 00JacTi BU3HAYCHHS (TapameTpu d, b

JTOMTaTHI):
1 =,
) S0 =
D) fx=2%,
X

3) f()=(1+x)V2+x* A3+ ;
4) f(x)= x+\/x+\/;;

5 f(x)= sin(cos2 X)- cos(sin3 X);
6) f(x)=sin(sin(sinx));
7) f(x)=sin(cos(tg(ctgx)));



8) f(x) =sin(cos’ (tg’x));
9) f(x)=—;

cos"x’

w seo=2] (2] (2]

2

11) f(x)=(1_2x

sin x — cos x]e‘x ;

1 1, x*
+—1In ;
41+xYH 4 14+x*

1
13) f(x)=3"%;

14) f(x):ln(x+\/x2+1j;
_ 2 (1,3 .
15) f(x)—ln(ln (1n x))l,
16) f(x)=xln(x+\/x2+1)—\/x2+1;

a X a a X X
17) f(x)=a" +a” +a* +x* +a* +x*;
2

18) f(x) :%\/xz +a’ +a?ln(x+\/x2 +a’ ) ;

1
ax* 16x*

20) f(x)= ln[l+ ln(lﬂnljj ;
X X X

21) f(x)zlntg%—cosx-lntgx;

12) f(x)=

Inl
X

19) f(x)=

22) f(x)= ln(arccos%j ;



5+3cosx+4sinx
3+5cosx

23) f(x)=In

24) f(x)= x+\/§arccosx ;
25) f(x)=arcsin(sinx);

26) f(x)=x(sinlnx—coslnx);
27) f(x)=sin(arcsinx);

28) /(x) =arcetg ot ST,
sinx —Ccos x
1
29) f(x) =—— 5+
arccos> (xz)
arcsinx 1., 1—x
30 == "4t _In—=;
) /(%) N 2 1+x

arccosx 1. 1—+1—x?
+—In ;

31 f(x)= —
* X2 o2
32) f(x) =€ +V1+e*" ;

33) f(x)= arctg(tgzx) ;

2x
34) f(x) =arctge” —In

2x ?

+1
35) f(x)= 1n(ln(log2 %D :

36) f(x)= arccos(sin2 x—cos’ x) ;
37) f(x) = arctg(thx) ;

1
38) f(x)= arccos% ;

X

39) f(x)=10"%;

10



1
40) f(x)=x*;
7
41) f(x) = xn~;
2+cosx+\/§sinx )
1+2cosx ’

42) f(x)=In
e
43) f(x)= 1(/

44) f(x)=(cos x)smx ;

45) f(x) = (ch x)ex ;

coslnx—sinlnx

46) f(x) = 3

. b
earcsm X +COSZX

2]nz
47) fn =B
Insin“ mx
48) £ () =log, (x* +4);

49) f(x)=thx+cthx;
50)f(x)=(8+4x2+3x4)\/1—x2 :
51) f(x)=(Inx-2)V1+Inx;

6+25x° 2
52) f(x)= W(2 —5x° )3 ;

X

b
a a2+x2

sinSx

x2+5x+1)'

(x12 =x0+ 2)3

33) f(x)=
54)f(x):21n[1+ezJ—x—2e_2;
1

55) f(x)=(cosx)x;

11



sin \/7

56) f(x)=—
x* +cosx
57)f(x)=1n\/;—+tgx;
arceos x
58) /(x)=—

arctg(x2 —1) ;
(1)
9 /f(D)=—F—>—;

COSX™ +COS™ X

Inx+Inx
60) f(x) =~ X
xt+x5
shx? arcsinx+arccosx
61) f(x)= 3 ;
chx® 1+x

gesinx ln(l +sin x)

62) f(x)= e ol

1

arctgx —arcctgx e 3

63) f(x) = E

b
coschx

. )
sm(sm x) she*
64) f(x)= .
S cosvx |, l+x

1+ x?

sinx+arcsinx 4/t
65) / (x) = e,

COS x +arccos x ctgzx/; ’
66) f(x)=sinx)""";
67) f(x)=(shx)"";

68) f(x) = (Cosx)arccosx ;
1
69) f(x)=(m—arcsinx)inx ;

b

12



1-x> . l+x

In——;
1—x

70) / (x) = x -

71 f(x)=-

arcsmx |1+\/1 x2|

1—x8%%  1—x

72) f(x) =X -

73)f(x)——(smlnx coslnx);

79) ()= UREL ST B |

_3x+42 lx—2

tg —+1

76) f(x)=arctg

77) f(x)=arctgx+=> lnx 2+l
6 xZ+4’
4 2
78)f(x)=8x +8x +4);—1;
(x3+x+1)
¥ —5x
79 =1 ;
) /)=l >

80) f(x)= (arcsin x? )tg ' ;

b

5 \Vsinx
81) f(x)z[cossz

82) f(x)= (m?@+qh»w”

13



83) f(x)= arccos~/x )

)2cosx

vhz

(
84) f(x)= (1+smx+s1nx
85) f(x)=(chx*)

(

86) f(x)= arctg[ )mtg '

87) f(x) =(cossin x)\/m ;

88) f(x) =In(x + 1)’g3x
89) f(x)= (sh x? )%/@,

5

90) / (x) = (ch/x )251“3’“

91) f(x)= (arcctg 1+( )lnlnx
x-1)

92)f(x):(1nln 2 +1) ) :

93) f(x)=(cos arcctgx)arcs}mc2

94) f(x)= (tgarccosx)a csin’x,

95) f(x)=x"

9) /(1) =2"";

97) f(x) =(Inx)"

98) f(x) = x""";

99) £(x) = (sincosx)" ;

100) £(x) = (arctgx)”

14



2. O04ucniTe noxXigHy QyHKUil f:R — R y Toulli X :

1) f(x)=x-1)(x-2)>(x-3):

a) xp=0; 0) x,=1;
B) x0=2' r) x0:3;
2 X)=
) f(x)= s
a) xp=0; 0) x,=1;
Sin x —Xxcosx
3) f[()=———:
cosx+xsinx
a) xp=0; 0) xp=5T;
4) f(x)=arctgx-arcsinx:
a) xo=0; 0) x,=1;
5) f()=2"%""
a) xo—% 0) xo—%
6) f(x)=(+x)V2+x* J3+x7:
a) xp=0; 0) x,=-1;
B) x0=—§/§;
1+x—x°
7) f( )_—23
l—-x+x
a) xp=0; 0) x,=1;
8) f(x)=In(1+sin* x)—2sinx-arctgcosx:
a) xp=0; 0) xp =17
B) Xg=T;

9) f(x)=(cosx)™", x,=0;
10) /(x)=(9-3%)In(x?):

-2
Sin- X
1) f(x)= :
1+cosx

15



X ln(x + 2)

12) (%)=
e
a) xo=0; 0) xo=-1,
100
13) f()= [] (x—h):
k=-100
a) x,=-100; 0) xo=-1;
B) x,=0; r) x,=100.

3. 3uaiipite moxigHy QyHKOiI f:R — R y KOXHIH Touwi, e
¢dbyukmis nndepenniioBana:

D f()=x];
2) f(x)=x]|x];
_IIn|x]}, x#0,
$f@%{l’ o
arccos -, | x [>1,
@ﬂﬂ{ i
0, |x|k1;

5) f(x)=sin’ x|;

6) f(x)=[x] sm X,
x,x20,
7) f(X)={
x? ,x<0;
8) f(x ):{x cos— x#0,
In(1 0,
9) ()= {n(+ilz
(x—a)*(x—b)*, xe[a, b],
10 =
) () { 0, x¢la,b];

16



x“,xe R\Q,
0, xe Q;

arctgx, | x|<1,

1) f(x)= {

12) f(x)= {%sgnx+ Lx=1),|x[>1;

—x°, xe R\Q,

13) f(x)

x° , Xe Q;
2x(1- x)e < x|<1,
0, |x|>1

sin= Ttx |x <1,
-1 x>

33x, | x[<1,

%x|x|+%,|x|>l;

15) f(x)=

g
14) f(X)={
=

IQfWF{
17) f(x)=arcsin(cosx);
18) f(x)=arccos(cosx);
19) f(x) = (x—D(x-2)*(x=3)’;
20) f(x)=x(x"—1)°[x];

21 f(x)={ et —2%,x<0,

x—In(1+x), x=0;

x‘cosﬂ
X

0, x=0;

,| x|#0,

22) f(X)={

23) ()=
24) f(x)=[x]sinTx;
25) f(x)=m—x|sinx;

26) f(x)={x}sin’mx.

17



4. 3HaiimiTe, y SAKHX TOYKaXx OOJIacTi BU3HAYCHHA (DYHKITiS
f:R— R He mudepeHIiiioBaHa:

X
=, x#0,

D /) =11+e

1
x-arctg—, x #0,
X

2) f()=

0, x=0;
X2 +x2+x ,x20,

3) f(x)=
X smx+\/—cosx x<0;

smx shx >0
4) f(x)= ’

chx—cosx, xZ0;

x? -1, x<1,
5) f(x)=
¥ -1, x>1;
—-x, x<1,
6) f(x)=
x—=1,x>1;
sin x =1
N f(x)=1 x ~ ’
1, x=1;
, x#0,
8 f(x)=q1-¢"
1, x=0;
xz,x<0,
9) f(x)=1 "
sinx, x> 0;
xcos%,x;ﬁO,
10) f(x)=
0, x=0;
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I 1

1
: <Jxl<—,
11) f(x)=<n n+1 n

0, x=0A|x|>1;
1 1 < 1
12) f={n Jarl ET
0, x=0A|x>1;
13) f(0)=e™;

14) f(x)=x|-cosx;

15) f(x)=min{x, sinx};

16) f(x)=max{sinx, cosx};

17) f(x)=min{x?, x°};

18) f(x)=max{¥/x, Ix}.

5. 3Haiimith, 3a SKHX 3HAYCHb MapamMeTpiB o, QyHKIis
f:R— R 0Oyne HemnepepBHO AudepeHIliiioBaHoro Ha R , SKIIO:

ox+P, x<1,
1) f(x)= oxsl:
ox+B, x>-1,
2) f(x)= { SN
3) £ {‘“ M
ox+1, x>1,
b f(x):{xﬂi x<l;
X" +ox+p, x>1,
5) f(X)={ :
ox” +Px+1, x<I;
6) /(v)= {‘“ JPrrs
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- ox+f, x<0,
) S0 = ocosx+Psinx, x> 0;
8 sinow, x =0,
) S0 = sinPBx, x> 0;
(x+a)e P, x <0,
9) f(x)=
ox® +Bx+1, x>0;
o+Px?, | x|<1,
10) f(x)={ §
[x[ | x 21
2
1 =P 0
asgnx, |x[<1,
12) f(x)—{ e
ax2+2x+l,x2—1,
13) f(X)={ e, et
-X , x<-1
14) f(x)= {ooc +Ex ;ricox>0
Inx, x>1,
15) f(x)=4 x-B, x€[0,1],
x2+ocx—[3,x<0,

ocxz—x+B,xsl,
16) f(x)=4—-x*+Px+a, xe (-1, 1),
Bx2+0Lx—1,x21;
17) f(x)=max{a| x|, Bx*};
18) f(x)=min{ox’, B}.
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6. 3HaiimiTh, 3a sKMX 3HAUYCHb mapamMeTpiB o, QyHKIis
f:R— R Oyne:
1) venepepBHOIO Ha R ;
2) nudepeniiioBanor Ha R ;
3) menepepBHO nudepeHIiioBaHo0 Ha R :

ocxz,xSO,
W f=1
x”, x>0;
x, x<0,
0) f(x)=
x>0
|x|“sinl x#0
B) f(x)= x
0, x=0;
1
|x|* sin B,x;atO,
r f(x)= | x|
0, x=0;

1) f(x)=minfox’, Bx*};

e) f(x)=max{ox, Bsinx}.

7. Un € dynkuis f: X — R nudepeHuiiioBaHow y Todli x,?
SIKIIO TaK, TO 3HANUIIT 3HAYCHHS f(X,), SKIIO:
1) f(x)=x, X=N Ta

a) x,=1; 0) xg=2;
2) f()=x", X={Ljne NJU{0} 1a
a) x,=1; 6) xp =15
B) x,=0;
3) f)=x", X={1 ne N} 1a
a) xo=0; 6) X =Tgg5 ;
B) Xp=1; ) x,=1;
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4 f(x)= % :%—HeCKopOTHHI?Iz[piQ me Z\{0},ne N,
0, x=0;

X=0 ta
a) x,=0; 0) x,=1;

5) f(x)=sgnx, X=0Q Ta
a) x,=1; 0) xo=-2
B) x,=0;

6) f(x)=x>-x, X=(R\0)U{0} Ta
a) xo=—1; 0) xoz\/z;
B) x,=0;

7 f)=[x], X=0 ta
a) x,=1; 0) xg=-2;
B) Xy =—3; r) x,=3;

I, xeQ,

8) f(x)_{O,xeR\Q;’ X=[-1,1] Ta

a) x,=1; 0) x, =0.

8. BBaxatoun ¢yHkmii ¢ Ta Y gudepenmiiioBannMu Ha R,
3HAWMITH MOXiAHY CKIanHuX GpyHKUiNA [, me:

1) f(x)=0(")+y’ (x);

2) f(x)=0(e")+e¥™;

3) f(x)=0(sin” x) +y(sin(x*)) ;

4) f()=(0NY?, o(x)>0;

5) £(x) =logy, W), 9(x)>0, 6(x) =1, y(x)>0;

6) f(x)=arctg o)
y(x)’

o(x)
y(x)

» W(x)#0;

7) f(x)=In—==, 0(x)y(x) >0.
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9. 3a mpaBunamMu AuepeHLiOBaHHSA OOCpHEHHUX (YHKIIH

3HAWIT MOXiAHI GyHKUID f:R — R Ha MHOXHHI X C D, AKuIo:

1) f(x)=arcsinx, X =[0,1);

2) f(x)=arccosx, X =[0,1);

3) f(x)=arctgx, X =[0, +0);

4) f(x)=arcctgx, X =[0, +o0);

5) f(x)=arcsin/x, X =[0, 1);

6) f(x) =", X =[0,1);

7 f(x)=lnx, X=(0,+0);

8) f(x)=logyx, X =(0,+e0);

9) f(x)=Arshx=ln(x+\/x2 +1), X=R:
10) f(x)=Archx=ln(x+\/x2—1), X =(1, +0);

11) £(x)=Arthx=—1n 7% x=(0,1)
2 1-x

10. 3HaiiaiTe miBy Ta npaBy nmoxigHi GyHKIT f: X — R y TOUmi
X, Ta 3pO0iTh BUCHOBOK, 4t icHY€E f”(X,), SKIIO:

1) f(x)=lx| Ta
a) x,=0; 0) x,=1;
L},X;to,
2) f(X)=114er Ta
0, x=0,
a) xo=0; 0) x,=1;
x-cosE,x;tO,
3) f(x)= X Ta
0, x=0,
a) x,=0; 0) xp=7:
B) x,=1; r) xo=2;



4) f(x)=[x]sintx Ta
a) x,=0; 0) xp=1:

5) f(x)=sin®x-|cosx|+cosx-|sinx| Ta

2x%, x <0,
6) f(x)= . xp=0 Ta
In(1+x%), x>0,

a) a=1; 0) a=2;
1+x
arctgl—,x;tl,

N f(x)= - Ta x)=1;
I
—,X:L
2

8) f(x)=(1-x%)sgnx Ta x,=0;
9) f(x)=x|x| 1a x,=0;

10) f(x)=|sgnx| Ta x,=0;

11) f(x)=+1-cos2x Ta x;,=0;

12) f(x)= ‘x—%‘cosx Ta

a) x,=0; 0) xozg;
13) f(x)=arcsinsinx Ta
14) f(x)=max{sinx, cosx} Ta

a) x,=0; 0) xo=7%;
15) f(x)=min{sinx, x} Ta

a) x,=0; 0) xozg;

16) f(x)= min{x2 —X, X} Ta
a) x,=0; 0) x,=1;
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|In|x—1], x#1,
Ta

17) f(x)={

1, x=1,

a) x,=0; 0) x,=1;
B) X, =2, r) x,=3;
i x#0
18) f(x)=qsinx’ T Xp=0Ta
1, x=0,
a) a=1; 0) a=2;
Yarctgl, x #0,
19) f(x)=1" T8I 0 a
, x=0,
a) a=1; 0) a=2.

11. Jocninite Ha nudepenuiioBanicts Gynkuii /R — R, xe:
1 3tg3+1 TC{X-H'C}
——arctg—2—+-—— ,x#(2n+1)T,

D =B B
(2n+l)TC _
5 x=(2n+1)m,

_ X+T 2| x+m |.
(x 2n[ o })+n [ o }
x—1x3, |x[<,

1
2
3) f(x)={ 3

x—Lx|x|+Esenx, [x[>1;

2) f(x)= ‘x—zn[%ﬂ

4) f(x)="1(x]- (D cosmr) ;

x, |x|<1,

5) f(x)={l -

3x —3sgnx, [x[>L
cosx | 4 2tg3 -1 47t{x+n
* 2 arct il
6) f)=l6F3sinx 33 © 3 3L 2m

am2nt) 1 _
5 e ¥=(@nthn

},x¢(2n+1)7r,

ne Z;
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t 2x+
ﬂ+—{ al n}xi£+nn,

1
7 f(x)= NN N1 2

m(2n+l), x=T+mn,

neZz;

1
——arct sgnx, x #0,
8) /(=113 gx\/_ Ig
0, x=0,

%n+x

n 3
Lsinx+cosx)+2\/5[Ln+x}

9) f(x)= (—1){

arctgg x#zZ > +7n,

10) f(x)= 2 neZz;
0, x=2+mn,
-
11) f(x)=14tg’x—2tgx+2
0, x=%+mn,
12) f(x)=[x]Inx—In([x]!), x=1.

, x¢§+nn,
ne Z,

12. O6uncnite audepeHniany QyHKUIA y KOXHIH HEI30JIbOBaHil
TOUIll IXHKOI 00J1aCTi BU3HAYEHHS (TTapaMeTpu @, b TOJIaTHI), a TAKOXK
1XH1 3HaY€HHS B TOUIl P IA:

1) siBHO 3a7aH0i QyHKIT y = f(x):

B f()=. P
6) f(x)=arccose”, P(0, 0);
B) f(x)= ]n(x+\/x2 +1), P(0, 0);

) f(
f(x)= ,—1 .
n) f(x)=x, P(1,1);

, P(0,0);
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& /() =1“7x, P(1, 0);

€) f(x)=xlnx, P(1,0);
x®) f(x)=xe", P(1,e);

3) f(x)= arcsin;c, P(0,0)

1—x
BT
n) f(x)=2 cosx, P(O, Ej,

i) f(x)=yx+V1+/x, PO, V11);
i) f(x)=coslnx, P(1,1);
2) mapamerpuuHO 3amaHoi ¢yHKmii x=0¢(¢f), y=y() Ha
MHOXUHI t€ T :
a) x=t*+1, y=£+1, T=R", P(2,2);
Int
6) x=tInt, yznT, T=(0, +e0), P(0,0);
B) x=( =)t +1), y=(-D-1), T =[, +e), P(2,2);
r) x=sint, y=cost, I'=[-%, 7], P(0,1);
3) HesBHOT PyHKIIIT, 1110 3a1a€ThCst piBHAHHSAM F(x, ) =0
Ha MHOXKHHI X XY :
a) x*+x—)°—1?=0, X=Y=R", P(1,1);
6) Sinx—Siny:()a X:(—%’—%)’ Y:(%a%) P(—TC, TE),
B) sinx—cosy=0, X =(0,%), Y=(0,) P(§,);

r) e +y—-lnx—x=0, X=Y=R, P(1,0).
13. Bigomo, mo ¢yHKmii u,v, w MamTh OJHAKOBY 00JacTh

BH3HAUYCHHS, y KOXKHIM TO4Il SKOI ICHYIOTH iXHI audepeHiiamy.
3Haiinite mudepennianu GyHkuii f Ha i o0macTi BU3HAYEHHS, A€:

1) f(x)=uvw; 2) f(x)=InvVu®+1*;
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&fm:%;
5) f(2)= s

u? +1?

7 f(x)= arcctgz ;
v
9) f(x)=e";

11) f(x)=u";
13) f(x)=(uv)";

4 f(x)="2;

w
uv

6) f(x)= 5

w’+w

8) f(x)=Intg™;
\%

10) f(x)=e"";

12) f(0)=u"";
14) f(x)=+".

14. BuzHaure, un Oyze audepeHIiiioBaHor0 B 00J1acTi BU3BHAYCHHS
dbyuKIis x — y(x), M0 3a1aHa TapaMeTPUIHO:

1) x(¢)=2t+|1], y(t)=5>+4t|1|;

2) x(t)=2t" +1 cost+4£, y(f)=1 +1sint ;

B t,xeQ,
Hx() _{2z—1, xeR\Q,

T o=

tz,xe 0,

—t2, x€ R\Q;

2

t"+2t,xe Q,
y(t)={

4t 1, xe R\ Q.

15. 3HaiiniTe Ha 00MacTi BU3HAYCHHS MOXiAHI QYHKINNH X > (X)),

0 3aJIaHi MapaMeTpUYHO, a TaKOXK 3HAUCHHS IMX MOXiJHUX MpPU
3aJIJaHOMY 3HA4€HHI IapaMerpa ¢, 1B 3afaHii Touti M (x,, ¥,) , AKIIO:

D x(t)=+t+1, y() =12 +12 4141, 1o ==, M1, 1);
2)x(t) =8 — 2, y()=t—1, 1,=0, M(0,0);

3) x()=r(t=1), y(t)=1>(t+1), ty=—1, M(0,2);

4) x(1)= (=1’ (1-2), y(0) = (t=2>(1=1) g =3, M(=2, 4);

t+1

t—1
3) x(t)=T, J’(l)=7, th=1, M(3,3);



3t 3¢ 0

6) X(t)=3—, y(t):3_s t(): 2: M(O’ 0)’
r+1 r+1

7) x(t)=sin’t, y(f)=cos’¢, h=+m, M3, 1);

8) x(t)=3cost, y(t)=4sint, (=T, M(ﬂ, 2\5);
9) x(t)=cht, y(t)=4sht, ty=In2, M(chl, 4chl);
10) x(r)=sin’1, y(r)=cos’¢, :%n, M (L, %);
11) x(t)=t—sint, y(t)=1-cost, ty=1n, M(x,2);
12) x(1)=In(1+2), y(t)=t—arctgs, 1, =1, M(0,0).

16. 3uaiiniTh Ha oOmacTi BU3HAYEHHSA HOXiAHY (yHKUii p(x),

XE€ R, MmO HESIBHO 3aJa€ThCS HABEACHUM DPIBHSHHSIM, a TaKOX
3HA4YeHHs Li€i NOXiAHOI B 3a1aHiil Touni M (x,, y,), AKIIO:

1) arcth = 1n\/x2 +y2 , M(1,0);
X

2) '+ +y+x, M(-3,1);

3) y—x=asiny, ae(0,1), M(, 0);
4) xy+Iny=1, M(1,1);

5) x" =y, M(4,2);

6) 2ylny=x, M(2e,e);

7) y=x+arctgy, M(1-+m, 1);

8) y=1+xe”, M(-1,0).

TOUIIl, OOYHCIIITH HAOJIM)KEHO TaKl 3HAYECHHS:

1) 31,02; 2) sin29°; 3) Igl1;

4) arctg0,95; 5) tg44°; 6) arcctg(-0,01);
7) {100 ; 8) cos151°; 9) 0,981n0,98 ;

10) 2%%; 11) ctg92°; 12) log,(15,97);
13) 3(7,99 - cos(0,01) ; 14) (1,01)%-(2,01)*-(3,01)°.
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18. Yu 6yzne nudepeHnuiiopanoro GyHkuis F y Todli X, AKIIO i3
aBox GyHkuiit f ta g (Dy=D,) nudepeHuiiioBani B TOULI X,
1) o6unBi GyHKIIT;
2) Tinbku QyHKIIA [
3) xojHa 13 1BOX (PyHKIIIH, IKIIO:
a) F(x)=f(x)+g(x);
0) F(x)=f(x)g(x);

B) F(x)= f&g( )20

r) Fx )—jg,i’“i () #0.

19. IlepeBipre, un Cl'[paBIL)X(YIOTBCH TBEPIIKEHHS:

1) sixmwo Bl QyHKUit f; ;(x), , 1, ]—1 1, MalOTh CIIJIbHY

00J1aCTh BUBHAUYEHHS Ta ):[I/I(l)epeHLIlI/IOBaHl Ha HlI/I, TO

f11(x)  fi2(x) o f1,(x)
d [/21(0) f22(0) . fr,(0)|_
dx| ... S

fnl(x) fnZ(x) fnn(x)
i fiox) o f1,(0)

k cee coe cee cee
=X 1) fra(x) . f;én(x).

o .

fnl(X) fnz(x) o)

2) saxmo ¢pyHKImis f nudepeHiiioBaHa Ha MPOMIXKKY (da, + o), TO:
a) akmo 3 lim f(x)=eo, TO EI l1m f'(x) oo ;

x—a+0

0) sxmo 3 lim f(x)=oo, TO El 11m f'(X) 0o

x—a+0
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B) KO 3 lim f'(x)=co TOEl hrn f(x) o0}

x—a+0

r) akmo 3 lim f(x)e R, To 3 hm f'(x)e R;

X—>+oo

M) Akmo 3 lim f'(x)e R, TO EI hm f(x)eR

X—>+oo

3) sxmo QyHkuist f audepeHuiioBana Ha R (Df ) Ta:
a) f mapHa, To f' HemapHa;
0) / HemapHa, TO f' mapHa;
B) / — T -nepiognuna, To f' — T -mepionnyHa;
r) /' mapHa, To f HemapHa;
n) f' HemapHa, TOo f mapHa;
e) f'— T -nepiognuna, T0 f — T -miepionnyHa;

4) bynkuis f nudepeHiioBaHa B TOUL X TOJI I TUIBKU TOJ1, KOJIH:
a) QyHKIisA f HemepepBHA B TOYLI X ;
0) kKo icHye hm (nf (xo ) f (xo))

5) sxmo dyHKIiA f z[H(bepeHmHOBaHa B TOYIll X;, TO BOHA

andepeHiiiioBaHa B IEAKOMY OKOJI TOUKH X ;
6) saxmo ¢yukuis f audepeHuiioBana Ha [a, b], TO Ha [a, b]

TaKoX MudepeHiioBani GyHKIIT
M (x)= max f(t), My(x)= max f(z),m(x)= min f(z),
tela, x) te[x, b] tela, x]

my(x)= min_f(7);
te[x, b]
7) sxmo ansg  geskoi  QyHkOii  f:[a, b] >R dyHKHisA
M,(x)= n[lax] f(x) mudepentiiioana Ha [a, b], T0 Ha [a, b] TakoK
xela, x
mudepenuiiioBana i GpyHKUis [
8) sikmo Qynkuii [ Ta g nudepenuiiiosani Ha (a, b) (D), To:

a)3 yMmoBu Vxe(a,b) f(x)<g(x) BuUIUIMBaE, MO
Vxe (a,b) f'(x)<g'(x);
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0)3 ymoBu Vxe(a,b) f[f'(x)<g'(x) Bumimpae, 110

Vxe(a,b) f(x)<g(x);

B)3 YMOB lim f(x)= lim g(x) Ta Vxe(a,b)
x—a+0 x—a+0

f'(x) < g'(x) BurmBae, mo Vxe (a,b) f(x)<gx);
r) 3 ymoB lim f(x)= lim g(x) Ta Vxe(a,b)
x—b—0 x—=b—0
f'(x) < g'(x) BummuBae, mo Vxe (a,b) f(x)>g(x);
9) sixmio GyHkuii f audepeniioBani B Touwi x, =0, To QyHKIis
Jf(g(x)) Takox nudepenuiiiopana B Touli x, =0, AKIIO:

x-sindl, x#0,
a) f(x)= ! ;
> x=0a
2 -1
x“-sin—-, x #0,
0) f(x)= *
0, x=0;

10) sixmo s pyHkuii f:R — R icHye HemepepBHa B TOYLI X
(ynkuis ¢, sxa 3agoBonbhsie ymoBu D =D, Ta Vxe D,
CIPaBIKYEThCA YMOBA f(x)— f(xy) = d(x)(x —x,) , TO:

a) f nudepenuiiioBana B TOUI X, ;

0) f nudepeHuiiioBaHa B TOULI X, AKIIO X, — PAaHUYHA
TOYKa Df;

B) sximo icnye f'(x5), 10 £ (%) = 0(xp)

r) sk icuye f'(x), n1e x€ Dy, 10 f'(x)=d(x).

20. Hagenits npukinagn GyHKin f: R — R, AKIIO Taki iCHYIOTb,
JUISL IKAX CTIPABIKYIOThCS YMOBH:
1) He icHyroTh f'(xy) Ta f”(xy) y AesKiii Touwi X, , rpaHUYHIH
mist Dy, a f7(xp) icHye;

2) He icHytoTh f 'y *oAHid Touli R, a (f 2)' icHye Vxe R;
3) f HemepepBHa B TOUL X, ajl€ B L TOYLi HE iCHYIOTh Hi

Sa(xo)s B (%) 5
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4) f nudepenuilioBaHa B yCiX TOYKax MHOXUHH M Ta
po3pHBHA B yCiX Toukax R\ M , ne:
a) M ={0,1, 2}; 0) M={in,i%|neN};
- 1 .
B) M ={0, £n, t-[ne N};
5) s pgesxoi mocimimoBHOCTI o, =o(l) iCHye rpaHMIS

lim f(x0+a‘n)_f(x0)

n—>+oo

,ane f He nudepeHIiioBaHa B TOUL X,.
n

21. 3a JOOMOT OO0 TTOX1THOT OOYNCITITh 3HAYCHHS CyM:

k=1 k=1

3) > kcoskx; 4) > ksinksx;
k=1 k=1

5) > kchkx; 6) > (2k—1)cos(2k —1)x.
k=1 k=1
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PO31J 2
[loxiaHi Ta AMPepeHia/ i BULIAX
NnopAAKiB

KopoTki TeopeTn4Hi BizomMocTi

Hexait mms ¢ymkuii f:R—>R wmHoxuHa X CD, He Mae
i3ompoBaHUX TO4YOK. HazBemo ii /-ougpepenyitiosanoro na X, sKumo
Vxe X BoHa Mae moximay f'. ®yskmis x> f'(x), xe X,
HA3UBAETLCS nepuioio  noxionoio (I-noxiomoro) dyskmii [ i

1 . .
nmo3HadaeTsest f' abo f M, [naykiriero BU3HAYaTUMEMO MOX1THY

¢yHkuii  f  poBumbHOro mopsaaky. SAxmo  QyHkmis  f (m)

mudepeHIiioBana Ha MHOXKUHI X ch, II0 HE Mae€ 130JIbOBAHUX

’

TOYOK, TO 11 MOXiTHA ( f (”)) HAa3UBAEThCS (n+1)-10 noxionoiw ynxyii

f Ha MHOXUMHI X 1Tmo3Ha4YaeThea f (ntl), MHOXHHY BCiX QYHKIIH,
SKi MamTh Ha MHOXHHI X  HemepepBHy #-Ty MOXiAHY,
nosHagatuvemo cumsonom C(X). Skmo dyukuis /P Vne N
Ma€ HelepepBHy MOXigHy Ha X, TO BOHA Ha3MBAETHCS HECKIHUEHHO
ougpepenyitiosanoro Ha X. CyKynHICTh YCIX TakuxX (QyHKIiN
nosHayarumemo uepes C™ (X).

Teopema 1 (npasuno Jleiibniya).
Sxmo dynkmii f Ta g n-gudepeHmiiioBaHi Ha MHOXHUHI X, TO

byHkuis  fg Takok gudepeHuiiioBana Ha X 1 Vxje X
cnpaBKyeThes hopmyna JlerOHima

()" (x) =D Ch £ (x)g" ™ (x0). >
k=0
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IoxigHi #-r0 MOPAIKY AN OOEPHEHO, MapaMeTPUIHO Ta HESIBHO
3alaHuX (YHKIH BHU3HAYAIOTHCS IHAYKIEI TaKk caMo, K IepIia
IOXiHAa BiJ OXiAHOI (7 —1) -ro MopsAAKYy.

Hexaity pynkuii f: R — R Bu3HadeHuil i (n —1) -if nudepenuian
y Toulll X,, y fKill QyHkuis € n-mgudepenuiiiopanoro. Toxi n-m
audepeHuiaioM QyHKii f y Toulli X, Ha3MBaTUMEMO (yHKIIiIO

h—>d" S (x)(h), ne
d" f (xp)(h)y=d(d"™ f)(xo) = £ (x0)dx(h)" = £ (xp)h",

TOOTO
Vk=1,n d*f(xy)=fPdx* 1a d* 1 (xo)(h) = 1O (xo)h".
3a3HauMMoO, ITI0 BJIACTHBICTH IHBapiaHTHOCTI AU(EPESHITIAIB BUIINX

MOPSZIKIB, TOYMHAIOYM 13 JAPYroro, y 3arajlbHOMy BHIAIKY HE
BUKOHYETBCS, 4 CIPABIKY€ETHCS JIMLIE A1 JIIHIMHOT BHY TPILIHBOT (DYHKII.

BJ/1acTMBOCTI (7 -x noxidHux n'smu ocHoHux @yHKYil):

[a—y

. sin™ x = sin(x+%nn).

2. cos\) x = cos(x+%nn).

3. (ax)(") =a"In" a.
4. (1 (n _(_1 n-1 (n_l)! L
(log, x)™ =(-1) = ha
5. (" =o(a—1)...(c—n+1)x"".
3agauvi

B ycix 3amauax 1is0ro po3aity mapamMeTpu d, b, ¢, ... BBXXaTHMEMO
JIOaTHUMH, TIapaMeTpu ., 3, 7, ... — IOBLIbHUMH IHCHAMH.

22. Jlns siBHO 3aaHoi pyHKIT f: R — R y KOXKHIHN HE130160BaHI i
. . [V ’ ” Y4
TOYL 007aCTi BU3HAYEHHS 3HAUAITE 7, [ Ta f(x,), AKIIO:

1) f(x)=x\/1+x2, Xy =1;
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2) f(x)=(1+x7)-arctgx, x,=0;
3) f(x)=xlnx, x,=1

4) x(sinlnx+coslnx), x,=1;

5) f(x)=tgx, x,=0;

6) f(x)=In(1+x), x,=0;

N f@W=e™, x=0;

8) f(x)=In(x+V14x%), x=1;
9) f(x)= cos? x, Xg =T

10) f(x)=cos(x’), x=+/m;
11) f(x)=2x+ctgx, x)=m;

12) f(x)=arccosx+arcsinx, x,=-1;

=53

13) f(x)= arctgl—x, xo =1

x“ -1

14) f(x)=arcsin

x? +1
15) f(x)=x", xo=1;
16) /(x)=log, 2. x,=2;

17) f(x)=sinxIn(l+x), x,=0;
18) f(x)=¢€"cosx, x,=0;

_(x=1 o
19) f(x)= 15 xo =1;
2
20) /(=22 =o.
x+1

23. [Ina ¢yskuii x — y(x), 1Mo 3agaHa napaMeTpuyHoO, Y KOKHIH
Hei30/1b0BaHiil Touli obnacti Bu3Ha4eHHs 3Haumite f7, f7, f”,
a TaKoXK 3HAYCHHs f” 3a 3a[aHOTO 3HAYCHHS MapaMeTpa f, SKIIO:

1) x(t)=2t—1%, y()=3t—1, 1,=1;
2) x(t)=acost, y(t)=bsint, ty=1T
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3) x()=acos’t, y(t)=bsin’t, ¢, =+m
4) x(t)=a(t—sint), y(t)=a(l—-cost), t,=m;
5) x(¢)=¢ cost, y(t)=¢"sint, t,=0;

6) x(1)=Incost, y(t)=Incos2t, tH=+m

7) x(t)=tcht—sht, y(t)=tsht—cht, t,=0;
8) x(t)= cos™! t, y(t)=tgt—t, t,=0;

t

9) x(t) :th, wey=e'(t-1), 1,=0;
10) x(1) =2, y()=2""", 1, =1;

1) x() =1 +1°, y(0)=10-1?%, 1,=0;
2
12) x(=-——, y()=

2
13) ()=, 0=,

14) x(t)=1+e , YO =2+, 1,=0;

_11 t0=2’

15) x(r)=cos*s, y(t)=sin*1, ty=1m;
16) x()=tInt, y(t)=n7, fo=1;
17) x() = +3t+1, y() = =3+, 1,=0;

3¢ 32
)=
> 70 £ +1

18) x(t)— Lty =1;

1
]9)x0)—t+;,y0)—t+1, to=1.

24, s ¢yskuii x> y(x), 1m0 3agaHa HESIBHO, y KOXHIN
Hei30JIb0BaHil TOYIi 00IaCTi BUSHAYEHHS 3HAWAITE )/, 7, a TaKoK
3HaueHHs y” y 3ajaHiit Touui M (x,, y,), SKIIO:

1) y2 =2ax, M(2a, 2a);,
2) X —xp+y’ =1, M(L,D);
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2 2
X
3) a—z—;—zzh M (a2, b);

Y
4) JxP+)y =e ¥, M(1,0);
5) & =x+y-1, M(1,1);

6) > +2Iny=x* M(-11);
7) y+cosy=x, M(1,0);

8) x*y*=x’ =y’ =3, M(2,1);
9) x* +xy—y*=-13, M(1,2);
10) x° +° =3axy, M(a%/i a%/Z).

arctg

25. Jlna siBHO 3a1aHoil yHKIT f: R — R y KOXHIH HEi1301b0BaHil
TOUIli 00JIACTi BU3HAYEHHS 3HAWMITH 7 -Ty NOXiAHY, n€ N, SKIIO:

1) f(0)=(x+B)*, n=10;

2) f(x)=In(ox+P), n=11;

3) f(x)=e"*P n=12;

4) f(x)=sin(ox+p), n=13;

5) f(x)=cos(ox+p), n=14;

1

6) f(X)—O(HB

7) f(x)=sh(ox+P), n=16;

8) f(x)=ch(ox+PB), n=17;

9) f(x)=x(2x-1)>(3x—1)° ta
a) n=>5; 0) n=6;

x2

10) f(x)=——, n=g,
I-x
11) f(x)=x’e*", n=20;

12) f(x)=xlnx, n=35;

; n=15;
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13) f(x)=(x*+x+1)sinBx+1), n=10;

1
14) f()=—2, n=4;
X

15) f()=5, n=10;
X
16) f(x)=sinxsin2xsin3x, n=10;

17) f(x)=¢€"cosx, n=5;
18) f(x)=chxcosx, n=5;
19) f(x)=cos4xcosx, n=7;

20) f(x)=In(x*+x-2), n=11;

1+x
21 x)= , n=12;
X -1
22 x)=In————, n=_8.
) ) X’ —4x+4

26. 511 s;BHO 3amanoi GyHKIIl [ : R — R y KOXKHIN HEi30160BaHI N

TOouIli 0077aCTi BU3HAUCHHS JJIs1 JOBUTLHOTO HATYPAIBHOTO /1 3HAWMIITH
1 -Ty TOXiJHY, SKIIO:

1 f(x):a“”s, ad # be:
2) f(x)= (1_ et

3) f(x)=m;

B ST
%) f(x)_ln 5 5;1c)+4

6) f(x)=In %
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7) f(x)=sin’x;
8) f(x)= cos? x;
9) f(x)=sin’x;

10) f(x)=cos’ x;
11) f(x)=sinox-cosfx;
12) f(x)=sinowx-sinfx;

13) f(x)= cos® x-sin6x;
14) f(x)= sin® x+cos* x;
15) f(x)=x’sinox;

16) f(x)=(x2+2x+2)e;
17) f(x)=¢" cosx;

18) f(x)=¢"sinx;

19) f(x)=e" cos(Bx+7);
20) f(x)=e“ sin(Bx+7Y);
21) f(x)=chox-chPx;
22) f(x)=chox-shPx;
23) f(x)=chox-cosPx;
24) f(x)=shox-sinPx;
25) f(x)=x""er;

26) f(x)=x"Inx.

27. Has sBHO 3amaHoi ¢yHkuii f:R—R A7 JOBIIBHOTO

HATypalbHOTO /1 3HAWUAITH f (”)(0), AKILO:
1

D SO=
2) f(x)= xf_ ;
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3) f(x)=x""In(x? +2x+3);
4) f(x)=x""cos2x;

5) f(x)=arctgx;
6) f(x)=arcsin x;

7) f(x)=arctg’ x;
8) f(x)= arcsin” x;

9) f(x)=cos(marcsin x);
10) f(x)=sin(marcsinx);

11) f(x)=(x+1)*In(x+1);
12) f(x)=(x+2)*In(1-x);

13) f(x )—2x+i

14) f(x)=—

X +x+l'

28. CkinbKM NOXIOHUX y Toulll x, =0 Mmae ¢pyHkmisa f:R — R,
SIKIITO:
"sinl, x 20,

2
1) f(x)={x x
0, x=0;

x cos ,x#0,
0, x—O;

xe * ,x#0,
0, x=0;

P (x)e X0, e P(x) — noBinbHMiA GaraTouIeH;
0, x=0,

3 /() ={€_“’2’ X0,
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QfQ){x’

x=0;
7 f(x)= { N
x>
8) f(x)= { X<Z
x>
9 shx, x<O0.
) S ()= sinx-chx, x>0
10 3 l—cosx, x<0,
) J()= In(1+x)—x, x=0;
1 B cosx—1, x<O0,
) f)= In(1+x)—x, x=>0;
12) f(x)=x[;

13) f(x)=x"|x};
14) f(x) —| sin5x|‘
15) f(x)= sm X;

x,x20,
lmfu){

X x<

1n(1+x)x 0,
7 =
18) /(x)= %Otjzg
I%ﬂﬂ{ﬁ;ng

X xe
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29. Ins ¢pyskuii f: R — R, BBaXKarouu X HE3aJEKHOIO 3MIHHOIO,
obuucnith df Ta d 2 f 'y KOXHIIl Hei30/IbOBaHiM TOYIl 0O0NacTi
BH3HAUCHHS, 4 TAKOK d° S (xp), AKIO:

1) f(x)=( +x* +x+1)e*, x,=0;

2) f(x)=(x*+3x—1)shx, x,=0;

3) f(x)=shx-sinx, x,=0;

4) f(x)=2x+sinx, x,=1;

5) _f(x)zsh2x+ch2x, X9 =0;
6) f(x)=Inx-cosx, x,=1;

7) f)=% o
X

8) f(x)="21 x =L
X 2

30. Braxaroun, mo x:R — R — QyHKLIA AESIKOTO apryMEHTY,
00unCIiTE 200 CIPOCTITH HaBelIEHI BUpa3W Ta 3HAWAITH cepel HUX
OJTHAKOBI:

1) d’x; 2) dx’; 3) (dx)*;
4) d*(x); 5) d(x*); 6) d*x%;
7) (dx*); 8) (d°x); 9) d*(x*);

10) (d(xP)% 11) ((d0)H)™

31. Braxaroun, mo x:R — R — QyHKLIA AEIKOTO apryMEHTY,
o0unciTh TudepeHniany HaBeJeHUX BUPa3iB, AKIIO:

1) xd*x>; 2) x2dx*; 3) X’d>x%;
4) Kdix; 5) xdx; 6) d*Xdx
7) dxtd*x; 8) x> x; 9) dx*d>x*;

10) d*x*d*x*;  11) ded*x*d’x’.
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32. 3maiinite mepwi Tpu audepeHumiamu GyHrOii iR — R,
BBaKarouu (QYHKIHT #,v Ta W JUQEpPEHIIHOBAaHUMHU ITOCTATHIO

KUTBKICTh Pa3iB y BIINOBIJHUX TOYKAX 00JIACTI BU3HAYEHHSI, SKIIIO:

1) y=u";

3) y=sinuy;
S) y=tgu;
7) y=e";

9) f=;

11) f=u"™";

44

2) y=a";
4) y=cosu;
6) y=Inx;

8) f=uww,
10) y=u";

12) f=uv+uw+vw.



PO3A1/ 3
Teopemu npo cepeaHe

KopoTki TeopeTn4Hi BizoMoCTi

Teopema 1 (@epma).
Sxmo ¢yskuis f:R— R audepeHuiiioBana B Toulli X,

rpaHuyHiil Wit Dy, Ta icHye Takui okin O(x;) LI€l TOYKH, LIO

Vxe O(x,) cupaBmkyetbest yMoBa f(x)2 f(xy) (f(x)<f(x)), O
f'(xg)=0. >

Teopema 2 (Ponns).

Axmo ¢ynkuis f e Cla, b] nudepeHmiioBana B KOXHIN Toumi
inrepsany (a,b) i f(a)= f(b), 1o icnye Taka Touka &e (a,b), mo
J(8)=0.p

Teopema 3 (/[ap6y).

Sxmo ¢ynkmist f: R — R nudepeHuniiioBaHa B KOXHIH ToUIi
[a,b] 1 f/(a)-f(b)<0, To icHye Taka Touka &e€ (a,b), wO
J(8)=0.p

Hacnioox 1 (npo npomisicni 3nauenns noxionoi).

Sxmo ¢yskmist f: R — R nudepeHuiiioBaHa B KOXHIH TOUIi
cermenra [a, b], To ii moximHa f’(x) HaOyBae BCIX MPOMIKHHX
3HaueHb MK yncnamu f,(a) ta f,(b).

Hacnioox 2 (npo 36epesicenns 3naxa noxionoi).

Axmo ¢ynkais f: R — R gudepenuiiioBaHa B KOXHIHA Toumi
cermenta [a, b] i Vxe[a,b] f(x)#0, To ii moxinma f’(x) 36epirae
3HaK Ha [a, b].

Teopema 4 (Jlacpanorca).
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Axmo ¢yskuis f:R— R HemepepBHa Ha cerMeHTi [a, b] i
mudepenniiioBana B KOKHii Touli inTepsany (a,b), To icHye Taka
touka &€ (a,b), mwo

FB)-f(@)=1(&)b-a).p

Teopema 5 (Kowi).
Axmo ¢yskuii f,g:R —> R HemepepBHI Ha cerMeHti [a, b] i

mudepenuiiioBani B KOxHil Touwi iHTepBany (a,b), To icHye Taka
Touka &€ (a,b), wo
(f®)-f(@)g (E)=(g(B)- (@) f(£). »

Hacniook (nepeghopmymosanns meopemu Kowi).
Sxmo, KpiM BHKOHaHHS yMOB Teopemu Komn, Vxe]a, b]

g'(x) #0, To icHye Taka Touka &€ (a,b), wo

S®)-f@) _[(§)
g)-gla) ¢'(¢)

3agavi

33. JloBeaiTh TBEPIKCHHS:

1) skmo fe€ C((a,b)) (a, be E), Ma€ CKIHUEHHY TOXi/JHY B

KOKHIM Touwi npomikky (a,b) i lim f(x)= lim f(x), To
x—a+0 x—b-0

icHye Taka Touka §e (a,b), mo f(&)=0;

2) akmo f e C(”_l)([xo, X,]), Mae MOXiIHy 7-ro MOPSIKY B

KOXKHI} Touwi inTepBamy (xg, x,) 1 f(x)=/f(x)=...f(x,),

ne xy <X <...x,, 0 3&€ (x9,x,): f<">(§)=0;

n
3) siximo Bei Hyai Garatouwnena P, (x)= Y. a;x* mificui, 1o Bei
k=0

iioro moximui P, (x), P(x),...,P" Y (x) Takox marorh nmure
JCHI HYII;
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4) mocnigoBHi moximHi (GyHKOI f(x) MawTh auime IiACcHI
IPOCTi HYJIi, TPUIOMY KOXKHHUK HYIb # -1 TOX1THOT JISXKUTH MK
JIBOMa cycimHiMu Hysimu (n+1) -1 moxinHO1, 1e:
1 X
D = 0 )=
Vx“+1 1+x

5) saxmo ¢yskuis f:R—>R  nudepeHuiioBaHa Ha

CKiHueHHOMY iHTepBani (a,b), Mae Ha HbOMY n HyIIB i
BHKOHYETBCS OfHAa 3 yMOB:  sgn f(a)=sgn f'(a)#0,
sgn f(b)=—sgn f'(b) #0, To moxinua f’(x) mae Ha (a,b)
NpUHAWMHI 7 HYJNIiB; SKIIO X BUKOHYIOTHCS OOHIBI YMOBH, TO
noxigHa f’(x) mae Ha (a,b) He MeHIIE HyIIB;

6) sxmo Qynkuis f Mae noximHy Ha cermenti [a,b] i
f(a)=f(b)=0, 1o piBHsHHA g(x)=0 Mae po3B'SI30K Ha
(a,b), ne:

a) g(x) = f(x)+ £ (x)tex, —§< a <b<§;

6) g(x)= f(x)+ f/(x)sinxcosx, —§<a<b<g;

B) g(x)=f(x)+3f(x)In5;

) g(x)=o- f(x)+f(x), aeR;

m g(x)=f(r(x)+f(x), nme h —  n;osinbHa
nudepenuiiiosana Ha (a,b) dyHkuis;

7) AKII0 {f,g} C C([a,b]), MaroTh ITOX1IHI Ha (a,b), TO:

a) sxmo f(a)g(b) = f(b)g(a) i Vxe[a,b] f(x)g(x)#0,
£ _g©
= ,b): = ;
N T
0) sikwo Vxe (a,b) f(x)g(x)# f(x)g'(x), T0 bynkuii [

Ta g HE MaloTh Ha (a,b) CIIIBHHX HyIIB i MiX IBOMa Oy Ib-

SKUMH HYJISIMH ofiHi€] QyHKIIT € HylTb 1HIIOT QYHKIIIT;
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B) sikio Vxe (a,b) f'(x)g(x)+ f(x)g’(x) #0, 10 KOXHa i3
dyskuiit f Ta g mae Ha (a,b) He Glible OXHOTO HyIIS;
) sxwo f(a)=f(b)=0 i Vxe[a,b] g(x)>0, T0 Vne N
piBustHES  f'(x)g(x)+n- f(x)g(x)=0 ™Mae po3BS3OK Ha
(a,b);
n) skwo f(a)=0,g(b)=11i Vxe (a,b) f(x)>0,g(x)>0, T
f(x) g'(x)
J My &
o " g
$)mamo  feCP([02]) i fG)=ii=0,1,2, 10
e (0,2): /7 (&) =0;
9) sxmo feCP([0,3]) i fG)=i+i+l,i=0,3, 10
3&e(0,3):/7(§)=0;
10) sxmo feC ([O,n]), mudepeHIiiioBana i JolaTHa Ha
f(x) _

[0,x], To piBHsHHA =—ctgx Mae npuHaiiMHI OXMH

S ()

piBHSHHS =0 mae po3s's30k Ha (a,b);

poss'ssok Ha (0,T);

11) sxmo fe c<1)[[0,§D i f(gjzo, TO pIBHSIHHSA

f(x) __ sin2x
S tg'x

12) sxoo yucna akeR(k:O,n) 3a/10BOJIBHSIIOTE  YMOBY

, T
Mae po3B'sI30K Ha O,Z ;

n

n
a
Z —k_=0, 10 Garatounen P,(x)= Z akxk Mae xoua 0 o1uH
im0k +1 k=0

Hy1b Ha inTepsani (0,1);
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13) sxmo yucna akeR(k:ﬂ) 3a/10BOJIBHSIIOTE  YMOBY

n 2ka n
> k =0, to piBHAHHS D a; In x=0 mae xoua 6 onun
im0 k+1 k=0

po3s's30k Ha intepsani (1,9);
14) yci Hy:ni OaratouneHiB P,(x) AiicHI, SKIIO:
1 d"
2"n! dx"

a) P(x)= ((x2 - 1)n j — bazamounen Jlexcanopa;

n

6) B,(x)=¢* 2

p (x"e_x) — bazamounen Yebuwosa — Jlazeppa;

2
d'e™

B) P,(x)=(-1)" & — bacamounen Yebuwosa — Epmima.

34. IlepeBipre, un MOXHa 3acTocyBaTu Teopemy J[lapOy mis

byHKIil [a,b]%R, 1 3HAWMITh, SIKIIO IIE MOXJIHMBO, X04a O OJHY

touky e (a,b):17(§)=0:

1) f(x)= x,[a,b]:[—l,l];
2) f(x)=x", [a,b]Z[—%,Z}
3) f(x):‘xz—l,[a,b]:[—l,l];
l, x|>1,
4) f(x)=qx
X, x|£1:
11
a) [a,b]:[—z,ﬂ; 0) [a,b]=[-11];

B) [a,b]z[—2,2];

2 L
5) f(x)= X cos;,x;tO,
0, x=0:
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a) [a,b]:[o,ﬂ; 5) [a,b]:[—g,g}

B) [a,b]=[—n,n].

3S. JloBeniTh TBEpAKEHHS:

1) sxumo ¢yskuis fe C ([a,b]) nudepeHiiiioBaHa B KOXHIN
Touui inrepamy (a,b), 10 V{x0,x}c[a,b] mae wmicue
piricts f(x)— f(x0) = /(X +0(x—x))) - (x—x)), 0<B <1
(popmyna ckiHueHHUX TipUpocTiB Jlarpanka);
2) sxmo Qynkuin f mae Ha mpombkky (a.,b) ({a,b} c E)
o0MexeHy MOXiIHY, TO BOHA IBHOMIPHO HeniepepsHa Ha (a,b);
3) sikmo st pyrxuii /R — R Vxe R £ (x)=0, To:

a)npu n=1 QyHKuis f crana;

0) npu n =2 ¢dyHKIig [ niHIAHA;

B) mpu 7 =3 (yHKUiA [ KBajgpaTU4YHA;

r) 3a JOBUTbHOTO HaTypambHOro #n GYHKIOA f €

anreOpaiyHUM 0araTOUICHOM;

4) sxmo ¢yukuis fe C ([a,b]) nudepeHIiiiioBaHa B KOXHIN

Touwi intepsainy (a,b) i He € niHiiiHOW0, TO

f’(§)| S f(b;—f(a)
—-a
5) sxkmo f nudepeHmiiioBaHa Ha CETMEHTI [a,b] (a > O), TO

1 a b 3 Ceprien.
bl f(b)—f(i) &7(8);

6) sxwo Gyukuii f i g mnbepenuiiiosani Ha cermenti [a,b|

b

3Ee (a,b):

e (a,b):

i Vxe[a,b] g(x)g'(x)#0, 10

1 [ f@)_ 1
gb)—g(a)|g(a) g®)| g'(§)
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36. JloBeaiTh HEPIBHOCTI:
1) |sinx —siny|<

2) p? (=) SxP =y <pxP N (x-y), 0<y<ux, p>1;

3) |arctg x—arctg y|<

H IV cmEc ™ o<y<ng
X Yy Yy

5) |x—y| S‘xzhlx—yzhly‘_

c[Lel;

A

6) ‘xzarctgx— yzarctg y‘ <

7 x—zy <tgx— tgy<
cos”y cos? x

,0< <x<—
yersy

8) x—y<shx—shy<e'(x—y),0<y<ux;

9) x— y <arcsinx —arcsin y < 2(x—y), —§<y<x<§;
s s
10) x—y<tgx—tgy <4(x—y), —§<y<x<§;

4
11) |ctgx—ctgy|2§(y—x), g<x<y<§;

12) (x—y)2" ' <2 =2V < (x—»)2*, y<x.

37. 3'acyiiTe, 4 CIPaBIKYIOTHCS TBEPKEHHS:
1) sxmo ¢yskmis f(x) audepeHmiiioBana i He oOMeXeHa Ha

cKiHueHHOMY iHTepBai (a,b), To 1i moxinHa f’(x) Takox He
obmexeHa Ha (a,b);

2) sikimo f’(x) He 0OMexKeHa Ha CKiHUeHHOMY iHTepBai (a,b),
To (yHKUig f(x) Takox He OOMeXeHa Ha IIbOMY 1HTepBai;

3) sixio dyHkuis [ : R — R nudepeHniiioBaHa Ha HECKIHICHHOMY

IPOMDKKY (@, +o0) i hrn f(x) 0, T0 llm f( ) =0,
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4) sxmwo ¢yskuis f: R — R nudepeHuiioBaHa Ha HECKIHYCH-
HOMY IIPOMDKKY (a,+°0) i f(x)=0(x) mpu x — +oo, TO:
a) lim |f'(x)|=0; 6) lim |f'(x)]|=0;
X—>+oo

X—>+too
5) reopemy Pomst ans pynkmii f: R — R MOHa 3aCTOCYBaTH

Ha CerMeHTi [a,b], sxmo:
a) f(x)=1—%/x_2, [a,b]:[—l,l];

l—xz, |x|S1,
6) f(x)= 5 [a.b]=[-1.2];
- 4—(3—|x|) ,1<x<2,

xsinE x#0
B) f(x)= x 7 ab]=[-11];
0, x=0

1
x? cos—, x#0,

r) f(x)= X [a,b]z[—l,l];
0, x=0,

1-x2, x <0,
2) f(x)={ TR [ab)=[-11);

I-x", x>0,

1+x, x<0,
e) f(x)= {ex [a,b] = [—1,1];

» X 5
€) f(x)=1-|x|, [a,b]=[-11];
x) f(x)=Insinx, [a,b]:{g,%}
6) sKIII0 fedl)((a,b)), 10 V&€ (a,b) El(xle(a,b),xQe(a,b)):

x <&<x,

(%)= f(x ,
WICARIICIIp

Xy =X
7) teopemy Komi mns ¢yskuiik f:R—R 1a g:R—>R

MOYHa 3aCTOCYBaTH Ha CErMeHTi [a,b], sxmo:
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2
W) f()=e g = 5 [a.b]=[-2,2];
2
8) f(x)=sinx, g(x)=x3, [a,b]=[-8,8];
B) f(x)=x%, g(x)=x, [a,b]=[-11];

8) y Teopemi Posuis MokHa BIAMOBUTHCS BiJ OJIHIET 3 YMOB:
a) HenepepBHOCTi f Ha [a,b];
0) andepenuiiiopasocti [y koxHil Touni (a,b);

B) f(a)=f(b);

9) Teopemy Jlarpamwxka mns ¢yskoii f:R— R MOxHa

3aCTOCYBATH Ha cermeHTi [a,b], AaKwo:

1
xsm , x#0,

a) f(x)= [a b] [ 11]
0, x=0,

6) f(x) =322, [a.b]=[-L1];
x, x<l,

B) f(x)= l’le’ [a, b]=[0,4];

) f(x)=3x*(x-1),[a, b]= {—%ﬂ
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PO3AL1 4
dopmysa Tersiopa, npaBusia JlomiTass

KopoTki TeopeTn4Hi BizoMoCTi

Teopema 1 (nepwe npasuno Jlonimans).
Hexait gynxuii f,g: (a,b) = R 3a10BONBHAIOTH TaKi YMOBH:
1) 3 lim f(x)= lim g(x)=0;
x—a+0 x—a+0
2) Vxe (a,b) 3f'(x) Ta Ig’(x) =0,

3) sxmo 3 lim f,(x)=LeE, 103 tim 20 -7 »

x—a+0 g (x) x—a+0 g(x)

Teopema 2 (Opyee npasuno Jlonimans).
Hexaii dynaxmii f,g: (a,b) — R 3a10BONBHSIOTH TaKi YMOBH:

)3 lim f(x)= lim g(x)=oo;
x—a+0 x—a+0

2) Vxe (a,b) 3f'(x) Ta Ig’(x);

3) sxmo 3 lim f,(x)ZLEE,TOE lim &:L.P

x—>a+0 g'(Xx) x—a+0 g(x)

Teopema 3 (noxanvra gpopmyna Teiinopa).

Hexait o¢ynkuis f:0s5(x,) >R (n—1) pasiB HenepepBHO
mudepenmiiiosana B meomy oxom a3 (x,)e R. Toxi
CIpaBIXYETbCS hopMyIia

SPAMED)
k
f(x)=2] O (x—xp)" +o((x—x0)"). »
k!
k=0

Jomanok R, (x)=0((x—x,)") Ha3UBaETbCS  3AIUUKOBUM
ynenom y gpopmi Ileano.

3aBsKM  JOKaNbHOCTI  1i€i  ¢opmynn Ti  Ha3UBaKOThH
ACUMRMOMUYHUM 300padcenHaM QyHKyii f B OKOJI TOUKH x,. Bona

nyxe e(EeKTHBHA IPH 3HAXOMKEHHI rpaHunb. Skmo x, =0, TO
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nokaneHy Qopmyny Teinopa HazuBaloTh @gopmynor Maxnopena.

HagenemMo n'atb OCHOBHUX pO3BHHEHb MakJjiopeHa:
n _k
x
X __ ny.
e = E T +o(x");

k=0

sinx= ) (- a (x*");
* k=1( ) k-1
cosx=i(— ) = (x>,
= (2k)! ’
(1+x)a—1+ia(a_l);(‘a_k+l)xk+ o(x")
k=1

Teopema 4 (popmyna Tetinopa).

Hexaii feC"(a,b) i mae (n+1)-ury noxiaHy B KOXHii TOHLI
(a,b), mMoxIHBO, 3a BUHATKOM TOYKH X, € (a,b). Toni Vxe (a,b)
3E mix TOUKaMH x, Ta X TaKa, L0

wor )
f(x)=Zf—(°)(x—xo) +R4 (%),

ae Ry (x) =ﬁ();___)g))p (x_E;)nH f(nH) (EJ), p>0 Ha3uBaeTbCA

sanuwxosum uienom y gpopmi Illlneminoxa — Powa. W

flns) (€) (r—x, )n+1

Ilpu p=n+1 R, (x ) = — 3AIUUKOBULL YlleH

T (n+])!
¥ popmi Jlazpanca; npu p=1 R,.(x)=
(”+1) + e —
4 (xo (x xo)) (x—x, )n+l (1-6)"  — samuwurxosuii uren y

n!
dopmi Kowi, ne E=xy+6(x—x,), 8¢ (0,1).
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3agavi

38. Jna ¢yskuii f:R — R 3ammuite ¢gopmyny Makiopena ao
YIIEHIB I'ATOTO MOPSIAKY 13 3aUIIKOBUM WieHoM y (opmi [leano, skimo:

1) f(x)=sinx; 2) f(x)=cosx;

3) f(x)=¢%; 4) /(x)=In(l+x);
5) f(x)=1+x)% 6) f(x)=tgx;

7 f(x)=a"; 8) f(x)=shx;

9) f(x)=chux; 10) f(x)=thx;
11) f(x)=arcsin x; 12) f(x)=arctgx;
13) f(x)=arccosx; 14) f(x)=arcctgx;
15) f(x)=~1+x; 16) f(x)=31+x;
17) f()=(1+x)" 18) f(x)=(1-x)"
19) f(x)=In(1-x); 20) f(x)=x-ctgx;

21) f(x)=x-cthx.

39. JInsa ¢yskmii f:R — R 3anumite dopmyny MakiopeHa 10
YICHIB 71 -T0 MOPSAKY 13 3aJIMITKOBUM WieHOM y (opMi [leano, skio:
1+ x+x7

1) f(x)zm, n=3,

2) f()=

X

, n=4;
X
e —

3) f(x)zx/l—2x+x3 —%/1—3x+x2, n=3;

4) f(x)=3sin(x’), n=13;

5) f(x)=Incosx, n=6;
6) f(x):ln(1+cosx_1], n=4:
X

7) f(x)=(cosx) " n=¢;
8) f(x)=In(e* —¢* +¢*), n=3
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9) f(x)=+e" +In(l+x), n=3;
10) f(x)=e"0™) p =4

11) f(x)=cos(cosx—1), n=6;
12) f(x)= tg(ex2 —cos), n=4;
13) f(x)=In(e" —In(1-x)), n=4;
14) f(x)=Incos(x?), n=8;

15) f(x) =sin(M—cost, n=3;
X

16) f(x)=sin(cos(x*)—e* ), n=6;

17) f(x)=+/1+tg’x-sin(x?), n=7.

40. s dyskmii f:R — R 3ammmiite dopmyiny MakiopeHa 10
YJICHIB I'ATOTO MOPSIIKY 13 3aIUIIKOBUM WieHoM y (opmi [leano, sikio:

) f(x)= e2x_x2; 2) f(x)=tgsinx;

3) (@) =sintgx: H S0)=0+2)"

5) f(x)=sin(cosx—e"); 6) 1(x)=(cosx)™;

7) f(x)=tgshx; 8) f(x)=In(sinx+cosx);
9) f(x)=Incossinx; 10) f(x)= etgln(l—xz);

1) f(x)=In—; 12) f(x)=Vcos* x—1+e* ;
sinx
13) f(x)—\/e +e** 14) f(x)=sin(cosx—1);

3
15) f(x)= tg(x+zj—sm(x+%};

1®fm=&1$

X

17) f(x)=esn
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X

18) f(x)=eV

19) f(x) = Shtgthx;

20) f(x)=arcsinshx;

21) f(x)=In(cosx +thsinx);

22) f(x)= (%cosx +%ch x)ShSinx;
23) f(x)=(cos x):i’rllfc;

24) f(x)=(cosx+sin x)ln(1+x);

shx
25) f(x)=(1-tgx)cosx; 26) f(x):(chx)tgx—sinx;
27) f(x) = (Ch X);, 28) f(x) = (ex +sh _x)l+x2 ;
29) f(x)=(e" —1+chx)y™9; 30) f(x)=(cosx)";
31) f(x)=(ch x)th; 32) f(x)=(1+In(1— 52 )Ex

33) f(x) = (Sin(xz) +cos 2x)ln(1+x2);
34) f(x) = (1 +sin X)COSX,

41. dna ¢ynkuii f:R — R 3anmumite Gopmyiay MakiopeHa a0
YICHIB 71 -T0 MOPSAKY 13 3aJMITKOBUM WieHOM Yy (opmi [leano, skio:
1) f(x)=sincosx, n=>5;
2) f(x)=coscosx, n=>5;

3) f(x)zecosx’ n=5
4) f(x)=In(l+cosx), n=S5;

5) f(x)=sin(e"), n=4;
6) f(x)=cos(e"), n=4;

2
7) f(x)=cos——, n=4;
) f(x) el

8) f(x)=¢", n=4:
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9) f(x)=In(1+¢"), n=3;

10) f(x)=¢e"", n=5;

11) f(x)=shchx, n=5;

12) f(x)=chcosx, n=5;

13) f(x)=In(chx+cosx), n=35;
14) f(x)=sinchx, n=35;

15) f(x)=In(e* +x+1), n=35;
16) f(x)= sin(%} n=>35;

17) f(x)=sinln(2+sinx), n=3;
18) f(x)=(2+sinx)"™*, n=3;
19) f(x)=cossin(cosx+1), n=3;
20) f(x)=Inln(5-x?), n=5;
21) f(x)=cosln(2+x), n=3;

X

22) f(x)=sin(esin¥), n=35.

42. Nlna gynkuii f:R — R 3anmumite Gopmyiay MakiopeHa a0
YJICHIB 71 -TO MOPSIIKY 13 3ATUIITKOBUM WieHOM Y opmi Ileano, skio:
cossinIn(1+x)—1

1) f(x)= , n=4;

%/l—x2 —cos(x3)
2) f(x)zlncgsshx’ n=5;

e’ -1
3) f(x)zcosln(lgxz)—chx’ n=14:

X —X
Cx((sinGd)) —ch(x?)

Y fx)= tgx-thx » n=4;
5) /()= sin(2x—x2)(c0sln(1+x3)—1), nes;

sinx-shx+1n(1+x6)
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6) f(X) — sinx—x 'etg(x+x2)—ln(l—x2)’ - 25;

sh(xz)—x
7 flx )_tgx—x Inch(x+x), n=5s:
8) f(x )—Cosx Lin@e 2 - ivgx), n=s;
P X
3 2
9) f(x)= l1+x 1+tg(x7) Cn=3;
145 x" —cosx— tg(x)
10) f(x):th(l—coszx—xshx)’ n=4;
tg(x")—x
In(1+sinx-sh(x>))
11) f(x)= , n=4
\/1+x \/1+x4+x2 "
o2
12) f(x)zln(ln(1+szm(x ;)+1) n=5.
tg(x")+x

43. Jlna ¢ynkuii f:R — R 3amumite Gopmyiry Maxmnopena i3
3IMIIKOBUM 4ieHoM y dopmi [leano g0 qineHiB n-ro abo

MaKCUMAJIbHO MOXKJIMBOI'O NOPAAKY, AKIIO:
1

1) f(0)=(x+1)2 Ta

a) n=2; 0) n=3;
2) f(x)=|x|x3+cos2x Ta
a) n=1; 0) n=4;

3) f(x)=sin|x +&*, n=5;
4) f(x)=e" M n=3;

5) f(0)=(+[xP), n=3;
6) f(x)=ch(x[), n=10;

7) f(x)=sin(x+|x[) Ta
a) n=3; 0) n=35;
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8) f(x)=cos(x?)—cos(|x[’) ta

a) n=06; 0) n=11,

9 f(1=1¢ " ¥*0 yis,

0, x=0,
10) f(x)= { x¢0’n—30
1
1) f(x):{ smx,x;tO a
0, x=0,
a) n=3; 0) n=35;
12) f(x)= { X %0, 1
1, x
a) n=2; ﬁ)n—
13) f(x):{lxsmx x>0, -
cosx, x <0,
a) n=2; 0) n=4;

14) /()= {x 20y
x,x<0,
{ln(1+x) x20,

15) f(x)= =3;

x, x<0,
16 _Jx ,Xe R\Q, Y
) f(x) { 0. xc 0.
_{sm(x ), x=0, '

17) f(x) = =6;
sh(x ), x<0,

18) f(x)= { E s,
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1- chx

19) f(x)= T n=5;
x—sinx, x>0,

20) f(x):{shx x, x<0, -

21) f(x)={ x*, x>0, n=2:
cosx, x<0,

22) f(x)= ln|x\ n=>3;

0, x=0,

0, x>0,
1 COS X, x<0

23) f(x)=

44. 3'acyiite, CKIAbKM MOXIAHMX y Toull X, =0 Mae QyHKIisA
f:R— R, sxumo:

1 70 x—sinx, x>0,
xX)=
shx—x, x<0;
2) () sinx, x <0,
X)=
sinxchx, x > 0;
sin x
, x#0,
3) f()=1 x
1, x=0;
e’ -1
,x#0,
4) f(x)=1 x
1, x=0;
shx
—, x#0,
5) f(x)=9 x
1, x=0;
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I—cosx
6) f(x)=
1 x=0;
cos(x ), x=0,
7) f(x)={
ch(xz) x<0;
8) B xsinx, x =0,
f)= tg(x ), x<0;
s1n(x+1x3) x20,
9) f(x)=
tg(x+ X ) x<0;
10) B sinx, x>0,
S)= e* -1, x<0.

45. Jlnsa dhyHKINHA, 0 3aaHi HETBHO M TapaMeTPUIHO, 3aIUIITITh
tdhopmynry MaxkopeHa 10 WIEHIB 7-TO TOPSIKY i3 3aJUIIKOBUM
ynieHoM y gopmi [leano, sikio:

1) x(t)=2t—12, y(t)=3t-1, n=3;
2) x(t)=2t+sint, y(t)=te', n=3;
3) x(t)=1—1>, y()=4t—1*, n=3;
4) x(t)=te', y(t)=te", n=3;

5) x(¢t)=sint, y(t)=sin2¢, n=2;

6) x(t)="f1 IOE 1_+t1

7) x3+y3+xy—1:0, n=3;

, n=2;

8) x4+y4+sin(xy)—1:0, n=2;
9) x—y—y7:0, n=>5;

10) X° + )’ +x2y+1=0, n=3;
11) y5+x4—xy2—1:0, n=3;

63



12) x° +1° —5xy—1=0, n=4.
46. JIns pyukuii f:R — R 3HainitTe noxigny f (")(O) , SIKIIO:
1) f(x)=sin’(tg(x—x°)) Ta

a) n=3; 0) n=6;
2) f(x)=sinlncosx Ta

a) n=4, 0) n=35;
3) f(x)=tgsinx-sintgx Ta

a) n=4, 0) n=35;
4) f(x)=Inchx-shsinx Ta

a) n=>5; 0) n=6
5) f(x)=sinsinx-coscosx Ta

a) n=3; 0) n=4,

sin x

6) f(x)=e * Ta

a) n=4, 0) n=35;

7) f(x)= In(1— x)
X

a) n=3; 0) n=4,
8) (="' 1a

a) n=4; 0) n=35;
9) f(x )_smx X

a) n=3; 0) n=4;
10) f(x):L*/;_lTa

X
a) n=3; 0) n=4.

47. Ina ¢pyskuii f:R — R 3anumite ¢popmyny Teiinopa B okomi
TOYKH X, 13 3aJIMIIKOBMM uieHOM Yy ¢opmi IleaHo 1o uieHiB n-ro
MOPSIZIKY, SKIIO:

1) f(x):\/; xo=1T1a n=3;
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2) f(X)=x"—1 xy=11Ta n=3;
3) f(x)=sininx xo=1Ta n=4

4) f(x)=x3lnx Xo=1Ta n=4;
5) f()=—— x,=2 1A n=3
x—1

Inx

6) f(X):T X0=1Ta 1’123;
x
7) f(x):xe_x2 Xg=2Tan=2;

8) f(x):i Xo=2Ta n=4.

48. 3HaiiniTh Hail0lnbIIe MOXKIMBE HAaTypajabHE 3HAYCHHS 7, UL
SKOrO ICHYIOTH Taki 3HaueHHs mapameTrpiB A4, B, C, o0

CIpaBKyBaJHCs PIBHOCTI, JI€:

+ Ax°

2

x
1) arctgx = +o(x™");
s 1+ Bx

3

x+ Ax
2) arcsinx = +o(x");
1+ Bx* (
2
3) In(1+x) = = 4 oe):
1+ Bx
4) (140 = o0,
1+ Bx
x+ Ax?
5) ctgx = +o(x");
£ x+Bx®
_ 2 3
6) 1n(1_x)zw+o(xn);
1+Cx
2
7) ex:1+Ax+Bx Fo(x"):
1+Cx
2
1+Cx

65



49. 3acrocyiite dpopmyiry Teiinopa B 0koIi BiIIOBITHOT TOUKH X,
JI0 WICHIB HaWMEHIIIOTO MOXIIMBOTO TOPSAKY # 13 3aJIMIIKOBHM

wieHoM y ¢opmi Jlarpanka s HAOMMKEHOTO OOYMCIICHHS 3a/1aHUX
3HAYEHb 13 BKA3aHOIO TOYHICTIO € , SKIIO:

1) 267, £=1072; 2) %4100, £=10"°;
3) /5, e=1072; 4) sin20°, £=107%;
5) sinl°, e=10""; 6) In3, e=107;

7) tg3°, e=107"% 8) arctgl,l), e=10""

50. BukopucroBytoun ¢opmyny MaxiopeHa i3 3aJUILIKOBUM

ueHoM y (opmi Jlarparxka, oLiHiTh i3 TounicTio 10 107" abcomoThi

MTOXWOKHU HaBeJleHNX (HOpMYIT sl HAOMIKEHNX 00YHCIIeHb, SKIIO:
2 3 4 5

1) e mlbxt
2 6 24 120
a) 0<x<1; 0) |x|§%;
2) [x<d:
3 3 5
a) sinxzx—x—; 0) sinx:x--+x_;
6 6 120
3
3) tgxzx+?, |x|£%;
2 a4 6
4) cosx=l—-—+———, |x|S%;
2 24 720
3 5
5) shx=~x+t .
6 120
a) [x[<3; 6) |x|< ks
6) |x|<55:
X2 R
a) chx=14+—; 6) chx=1+—+—;
2 2 24
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7 x<d:
2 2 3 4
x b
a) In(l+x)=x——; 6) n(l+x)=x——+"—-";
) Ind ) 2 ) In( ) 2 3 4
3

8) arcsinx = x+€ |x|_10,

3
x
9) arctgxzx—?, |x|< 4.

51. loBeniTh TBEPAKCHHS.
1) Hexaii gpynkuii f,g: (a,b) — R 3a710BOJBHSIOTH TaKi YMOBU:

— Vxe (a,b) Vk=0,n I ®(x) ta 3g¥(x) 2 0;
— Vk=0,n-1 3 lim f(k)(x)— lim g<">(x) 0;

x—a+0

(n) —
~30im L9 er
x—a+0 g( )(x)

— 710 3 lim &:L.
x—a+0 g(x)
2) Hexaii ¢ynkuii f,g:(a,+o)—> R 3aJ0BOIBHIIOTH TaKi
YMOBH:

— Vxe(a,b) If'(x) Ta Ig'(x)#0;
3 lim f(x)— hrn g(x) 0;

X—>Foo

— 3 lim M:Leﬁ,
x—>a+0g'(x)

— 10 d lim &:
x—a+0 g(x)

3) Hexaii pynkuii f,g: (a,b) = R 3a10BONBHAIOTH TaKi yMOBH:
— Vxe(a,b) Vk=0,n I®(x) ta 3g© (x) 2 0;
— Vk=0,n-1 3 lim f(k)(x)— lim g(k)(x)—oo

x—a+0
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(n) _
im £ _ 1R,
x—a+0 g(”) (x)

— 10 3 lim &=L.
x—a+0 g(x)

4) Hexait pynxkuii f,g: (a,+o0) — R 33I0BOIBHSIOTH TaKi yMOBHU:
— Vxe(a,b) If'(x) Ta Ig'(x)#0;
Jlim f(x)= hrn g(x) = oo}

X—>+oo

—almliiﬁzLeE,

x—a+0 g '(x)

1o 3 lim ﬁz
x—a+0 g(x)

52. 3HalimiTe TpaHUIl, a TaKOX 3'ACYyiTe, YN MOXKHA iX 3HAUTH

Oe3rmocepeTHIiM 3aCTOCYBaHHSAM TIpaBwI JlomiTans, SKIo:
x*sint
1) lim L.
x>0 sinx

X— Slle

2) lim
x—4oo X +SIN x
—sin X
3) lim
x—teo X+SINX

. Xx—sinx
4) lIm ———;
X—>+o0 X

"M (x+sin xcosx)

5) lim ;
x—a l+x+sinx-cosx
a) a=+oo; 0) a=0

x2

6) lim——;
x—a x—Sinx
a) a =+oo; 0) a =+0;

x> cos L

7) lim 7

x—=0 sin” x
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2 -1

x“sin—5
8) lim—*.
x—=0 shx
Y 3amavax 53-55 mapamerpm a4, b,c,.. BBaXKATEMEMO
JOOIATHUMH, TTapaMeTpu o, B, Y, ... — JOBUIBHMMH JiHCHUMH.

53. 3naiinite rpanui ( x, € R ):

[l

1) lim
x—xy In x
a) xy, =+oo; 0) xo=+0;
o oxMaext e
2) lim ———;
X=X, e
a) xp =+oo; 0) x)=—c0;
X
3) lim
X=Xy 1II|X|
a) x, =+oo; 0) xy=+0;
B) Xx( =—;
. 1
4) lim al nx;
x—=xy 2%
a) x, =+oo; 0) xo=+0;
5) lim 22%
x—=xy e
a) x, =+oo; 0) xy=+0;
B) sz_oo;
6) lim cosx;
X=X, In x
a) x, =+oo; 0) xo=+0;
1
2
X
X=Xy X
a) xy, =+oo; 0) xo=+0;
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1

8) lim <5

X=Xy X
a) x, =+oo; 0) x,=+0;
B) x,=—0;
9) lim Inx-In(1-x);
X=X,
a) x,=1-0; 0) x, =+0.

54. 3HaiITh TPAHUIII:

x2

—e 2
1) lim CoSX 4e :
x—0 X
Jtgx —1
2) lim - EE
X 2sin” x -1
4

3) lim (x—xz 1n(1+1)] :
X—>+oo X

3
4) lim x2(x+1+/x-1-2x);

X—>+o0

e*sinx—x(1+x)

5) lim 3 ;
x—0 X

6) lim (g/x6 +x° —Q/x6 —x ) ;
X—>+oo

7) lim(l— .1 j;
x>0\ x  sinx
sinsinx —x-31—x )
5 b

2

8) lim

x—0 X

9) liml-(l—ctng;

x—0x \ X

xe* —sinx

10) lim ;
x—0 In(1+x) + xtgx —x
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1—(cos x)sn*

11) lim 3 ;
x—0 X
12) fim SEXZX
x—0 X
X
13) lim(l+x—31;
x—0 X
1
— X
14) limﬂ;
x—0 5x
X X
19) 1im € D=2 =D
x—0 X
2
16) lim 1 =595(*) 2“’5(’“2);
x>0 x“ sin(x”)
X sinx
17) lim & —5—;
x—0 X
18) lim cossmx4—cosx :
x—=0 2x
R
19) lim X t8X .
x—0 X
x¢ a”
20) lim &~ .
x—>a X—a

21) lim

22) lim

x—l1

23) lim

x—0

11
-\ x ' =1 ’

(L_LJ.
Inx x-1)

(a+x)" —a*

s
x2
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24) lim ! =~ ! ;
x—0 ln(1+\/1+x ) 1n(1+x)

2x
25) lim V2 e. cos2).c+ln(1+x) :
x—0 Sin x —arcsin tg x
. tgsinx—ln(x+\5/1+x2)—%x2
26) lim ;

x—0 l‘h(x—xz)—x+x2

X

-1
esinx —ch X

x=0 s x—x

sin(cosx—e™) —sinx-/14+2x

2 b

28) lim 5
x—0 tg(x+x7)—x—x

X 1 cosx
In +

29) hm Sinx 3 3
x—=0 cosx-chx—1

b

x3

sin(cosx—1)+e" —1-x——
30) lim—— —5
x>0 sinx-shx—x"+2x

(cosx)8Sn¥ 14 %x3 ‘

31) lim
x—0 x(ch2 x—1)

cosx—1) x X
In| 1+ +E 1+Z
32) lim X ;

x—0 shx—tg2x+thx

33) l etgln(l—x)_1+x ‘
xL“%sm(Hlxs)_t (v+12)
3 g x+3x

X 2
n ¢ 1]-&-]11(1 x)+l+i

1

. [ sinx X 8

34) lim ;
x—0 shx—tgx
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lncossinx+l 2

3

35) lim

x>0 sin” x— s1n(x)

In(1+ x) ) x 5x°
n|———CoSx (+—

. ( B
36) lim ad
) x—0 x> +sinx-thx

37) lim cos(cosx—1)— \/1 x*

x—0 sm(x )— x?

38) lim2+tg(e —cosx)—e" —chx
=0 x(v/14+2x =31+3x)

39) lim (cos x)* MY _cos F

x50 sinx+shx—2x+x

40) lim In(cos x +sinx)—sinx- 1—2x;

x—0 tgx—sinx
41) lim tgx+2515nx—3x :
x—0 X
cos(sh-L x) —31-
42) lim = ;
x=0 chsinx—e?"
x? 5
43) lim —(2 D ;
=01 x" +cosx—1
_ _3 )
44) lim sin(e* —1)+cosx—x/4+3x—x :
x—0 x(cosx—chx)
45) lim \/e_x(\/ex+ —e'-1);
X—>+oo
1
; 2 L)~ L.
46) lim x [(1+;) —cosx—z),
47) lim —sinx

x—0 In(1+ x) +xtgx—x’
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x—0 In l+x 2x

n+1) _ lnn+1 (1 + x) .
xn+2 ’

50) lim -2
x—=0
: 6
51) lim (sinx—tgx)
x—0sinsin x —tgtg x’

arcsin 2x — 2arcsin x
3 5

53) lim 1n(shx+\/1+sh x)— ln(smx+\/1+sm x)

52) lim

x—0

x—0 shx—sinx

cos(3 mx)

54) lim
x—0sinsinx—In(1+x)

xarcctg o~
55) lim ——*—;
x—0 cossinx—1~
56) lim 2tgx—tg2x
x—0 2ctg x —ctg2x

I+cosx 2+x7 +3e Sll’l(x)

57) lim
-0 In(1+x?)—arctg(x?)

xsinsinx —sin® x

58) lim a :
x—0 X
el+tgx x/1+2x
59) lim

x—>051n x+1 xln(l x)

arcsin(l1—x )—lﬂ:+x/_x4 '

b

60) lim
120 In(x* +\/1+x) e 11
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In(e™™ +In(1-x)+ 1)

1,2 ’
2x

61) lim
x—0 Inchx—

62) fim_ &%~ 18()

Y—0 earcsinx _ esinx _lx3 ?
4
X
2x 2x -
ch 4 Tcos 5~ 2e 2
63) lim 2+x 2+x .

x>0 tg\/1+x4 —tg\/l—x4

RN
64) hmﬁ;

x>0 In{t> 1+x —2sinx

s1n(xc0sx)+x1n(1 +%x2) -x

65) lim ;
x>0 Vi+x® -1
2
66) lim (arctg22x 2arctg x) :

=0 o __gin’x

sin x +arcsin 2x — tg3x

67) lim
x—0 X —arctgx
68) lim 2tg3x—6tgx

x—0 3arctg x —arctg3x

«/garct X - x/iarct x
69) lim g \/; g\/; ;
x—0 x\/;

xarctg x —arctg (x2) )
2

1 lim
x=0  cosx— 1+

71) lim tgx —
x—0 arcsin x —In(1 + x) —

2 ;
xarctg x —arctg (x ) )

70) lim -
x—0 cosx—1+%x
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71y lim tgx—x
x—0 arcsin x — In(1+ x) — %x

2 ;
arctg(} m+x)—arctg({T—x)

72) lim
-0 tg(ym+x)—tg(kn—x)

X a
73) lim—2 " a1
x—0log, x—log, a
x2

arctg —
74) lim——*+1;

x—l x—1
. Inx—x+1
75) Iim———, a>1;
-l x—x~F
T
76) lim -
x—l1 arcsin x

—arccos x - arccos 2x

55. 3HaimiTh TPAHUIII:

1 1
inx Y2 =
1) lim(smxjx ; 2) lirn[tg—xjx ;
x—0 X x—0\ X
1 T cthx
| x
3) lim[(l+x) ] ; 4) lim(lJre ] ;
x—0 e x—=0 2
1
inx )2
5) lim(arcsmxjx :
x—0 X
_ 1t
6) lim (cos sin x +Jarctg (xz))sin(x4) ;
x—0
7) lim sin*(1-x%); 8) lim tg*(1-x");
x—>+0 x—>+0
9) lim x*(x* —1); 10) lim x*
x—+0 x—+0
1) lim x* 12) lim x° —1;
x—+0 x—+0
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13) lim (In1)*; 14) lim (thx)*;
x—+0 x x—>+0

1 1

15) lim xﬁ; 16) lim xln(1+x3);
X—>+o0 X—>+o0
1
1 1
7 Ji+22) 1©
17) hm(arctngx : 18) 1im[ln(x+ I+x )J :
x—0 X x—0 X

1

20) lim xnsinx;
x—+0

19) lim

2 arccos x |x
x—0

1
2 sin? x

b

x>0\ sin (\/—x )

22) lim

x—0

21) lim {arcsm(x) X

2
sh(x+sin x) thg gy )

sin x + arcsin x

23) lim (x+vx>+ )1“, 24) lirln (arccos x)™;

X—+oo

x—0 16 3

25) lim tg(2x+x )—thQx+x )J«/_ \/_

1
26) lim (ﬁ ln(.e+xe"+l))x3 ;

x—0 x-2

27) lim [x+s1nx 1n(x+\/1+x )]
x—0
( 1

28) lim 1/1+2tgx+ X —s1nx)m

x—0

1
"
29) l1rn(1+thx ln——2x cos(x )jx

x—0
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PO3A1J15
3aCcTOCYBaHHS NOXIAHOI AJ1A
AOCIIIKEeHHA BJIAaCTUBOCTEe! PYHKILIMN

KopoTki TeopeTn4Hi BizomMocTi

Hexait ¢ynkuis f:R—R, xy€ D, Ta X, — IpaHAYHA TOYKa

MHOXKHHH D . DyHKIIs HA3UBAETBCS 3p0cmarodoio (cnaoworo) y

mouyi x,, AKIIO iCHye Takuii okin O(x,,) wi€i ToUky, mo Vxe é(xo)
CIIPAaBIXKYETHCS yMOBa ()= f(xyN(x=x5)>0
((f(X)= f(x)(x—=xy)<0). SIKIWIO 3K CIPABIKYIOTBCS HECTPOLi
HepisHoCTi (f(x)— f(¥))(x—=x0) 20 ((f(x)= f(xp))(x—x0) < 0),
TO QyHKIA f HA3UBAETBCA CnaoHoi0 (HE3POCMAar4oI0) y Mmouyi Xx,.

Teopema 1 (Oocmammus ymosa spocmanns (hyukyii 6 mouyi).

Hns Ttoro, mo6 audepeHniiioBana B Todll X, QYHKIIA
f:(a,b) > R 3pocrana (cmamana) y I[ifl TOYI, JOCTAaTHHO, 10O
crpaBpKyBaiacs ymoa f'(x)) >0 (f'(xy)<0).»

Teopema 2 (y3acanvnena Jlacpanoica).
Hexait pynkuis f € C([a,b]) Mae paBy HOXiTHY B KOXKHIH TOYII

MHOXUHU [a,b)\ E, ne MHoxuHa E He OLIbII Hixk 37idueHHa. Tomi
skuo Vxe [a,b)\E f{j(x)=0,10 f(b)2 f(a).»>

Hexait ¢ynkuis f:R— R, x)€ D, Ta xj, — rpaHn4Ha TOYKa
MHOXHHH D . Oyukiis f Mae goxkanrbHuil makcumym (MiHIMYyM)
ymouyi x,, SAKIO icHye Takuii okin O(x,) wi€i TOYKH, IO
Vxe O(xy) cmpaBmxyeTsest ymoBa f(x)2 f(xg) (f(x)< f(xp)).
JlokanbHU MakcUMyM (MiHIMyM) HA3UMBA€TBCS CMPO2UM, SIKILO
cipaBIKyeThess yMoBa  f(x)> f(xy) (f(x)< f(xy)). JlokambHi
MaKCUMYMH Ta MiHIMYMH Ha3UBAIOTh IOKAIbHUMU eKCIPEeMYMaAMU.
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Teopema 3 (@epma, neobxiona ymosa excmpemymy).
Sxmo ¢yskuis  f:R— R audepeHniiioBaHa B TOYLI X,

rpaHuyHiil s Dy, Ta icHye Takui okin O(x;) Li€l TOYKH, LIO

Vxe O(x,) cnpaBmxyeTsest ymoBa f(x) 2 f(xg) (f(x)< f(x)), 10
f(x)=0.»

Jost HemepepBHoOi Ha D, ¢yHKOii f:R — R KOpEHI PIBHSIHHS
f'(xy)=0 Ha3uBarOThCA cmayionapHumu moukamu  (GyHKII.
Excrpemanbaumu 11 GyHKIIT f MOXYTh OYyTH TaKOK TOUYKH, Y SIKUX
noximua f’ He icHye.

Teopema 4 (nepuia Oocmamus ymosa excmpemymy).
Hexait dynkuis f e C(x,) Ta qudepeHiiioBaHa B 1eIKOMY OKOJI1

6(x0) TOYKH X,. SIKIO Ipu mepexoai uepes TOUKy x, HoximHa f~
3MIHIOE 3HaK, TO QyHKIIsA f Ma€y ToYll X, €KCTpeMyM. P>

Teopema 5 (Opyea docmamus ymosa excmpemymy).

Hexail gynkuis f: R — R n pasiB audepeHwilioBaHa B ToUlll X,
mpu meomy Vk=1,n—1 f®(x)=0 1a 1" (x))#0. Toni mpu
mapHoMy 7 (QyHKUis f Mae B TOulll X, JIOKAIBHUN EKCTPEMYyM:
makcumyM, ko £ (x,) <0, i minimym, sxmo /) (x)>0; mpu
HenapHoMy 72 QyHKLIA f He Ma€ JIOKAJIbHOTO EKCTPEMyMy B TOUIIL X . P>

Abconromnum (ab0  enobarvHum) maxcumymom (MiHIMYyMOM)
ynkuii f:R — R Ha MHOXMHI X C D, Ha3uBaeTbes 1i HaiOLIbLIC
(HaliMeHIIIC) 3HAYCHHS HA MHOXKHHI X .

Hexaii ¢yskmis f:R— R 3ajaHa mapamMeTpUyHO PiBHSAHHSIMU
x=00), y=vy(?), Dy=D, =T, ne T =[a, b] (abo (a,b), [a,]) un

(a,b]) @ a,be R. Tomi epagixom @yukyii y = f(x) Ha3HBaETHCA
MHOHHA TOYOK
L) ={(x, »)x=0(0), y=y(1), te T}.
IIpsma Ax+ By+C=0 Ha3uBaeTbca acumnmomoro epagika
@yuxyii T'(f) npu t—>t,+0e€T abo mpu t—>t,—0e T, AKIO
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B
CHpaBIKyIOTbC  ymoBH  d(f)= AN+ By +C 0
JA42+B?
q)z (H+ \lf2 (¢) = +oo. Ilpu ubomy:
akmo  O(f) > a€ R, |y()|[—>+~, To ug mpsAMa 3amacThes

PIBHSHHAM X =@ 1 HA3UBAETBCS EPMUKATLHOIO ACUMNIOMOIO;
akimo Y(t) —>be R, |0F)|>+, TO 1 mpsAMa 3aTaEThCA

PIBHSHHAM y =b 1 HA3UBAETHCS 2OPU3OHMAILHONO ACUMRINOMOIO;
aKmo | O() | > 4o, |WY(¢)| >+, TO TA TpsAMa 3aTAETHCA

piBHsHESAM y =y +b, 1e %—)ke R\{OY, W(t)—kd(1)—b, i
t
HA3UBAETHCS NOXUNLOK) ACUMIMOMOIO.
s sBHO 3amaHoi QyHKIIT y= f(x), X€ R epaghixom ¢ynxyii
y = f(x) Ha3MBAETHCS MHOKMHA TOYOK
L) ={Cx, My =f(x), xe D,}.

Ilpsma x=a€ R Ha3UBAETBCA GEPMUKAILHOIO ACUMNIONOIO
epacghixa pynxyii T'(f), sxmo mpu x —>a (x —>a+0 ado x >a—0)

| f(x) | +oo;
npssiMa y=b€ R Ha3UBAETBCI 20PUIOHMANILHOIO ACUMAMOMOI0
epagixa ¢pynxyii T(f), Ak npu x —>+oe (x —>—o0) f(x) > b;
npsiMa y =kx+b Ha3UBAETBCS NOXUNIOIO ACUMNMOMOIO epagira

@yuxyii T'(f), axkmo npu x —>+oo (X —>—o0) &% ke R\{0} Ta
f(x)—kx —>beR. '
Hns  yskmii  (a, b)iR , a,beR ii Haoepapikom f(f)
(nioepaghixom T'(f)) Ha3UBAETHCS MHOKHHA
L) ={(x, 9y 2 f(x), x€ (a, b)}
(L) ={(x, Wy < f(x), x& (a, b)}).

OyeKIiss [ Ha3wBaeThCs onyknow (yieHymoro), SAKIIO il
Haarpadik (marpadik) € OmyKIOK MHOXUHOO.
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ExBiBa/IeHTHe O3Ha4eHHsI ONYKJIOI Ta YBIrHyroi ¢QyHKMii.

Oyukuis  (a, b) i>R Ha3UBAETLCSL ONYKA0I0 (VBIHYMOI0), SIKIIO
Vx,, x, € (a, b) Ta VA€ [0, 1] crpaBmKyeThCs HEPIBHICTb
FA=2)x; +hxy) S A=R) f(x) +Af (x;)
(f(@=20)x; +2xy) 2 (1=2) f(3x) + A ().

Oyukuis  (a, b)i>R HA3UBAETBCS CMpo2o onykaoio (cmpoeo
yeienymoro), AKmWo  Vx, x, € (a,b), x #x, Ta VAe(0,1)
CTIPaBIXKYEThCS HEPIBHICTH

F(A=A)x +Axy) <(A=4) f(x) + A (x)
(f((l—k)x1 +Axy) > (l—k)f(x1)+7»f(x2)).

Teopema 6 (xpumepiti onyxniocmi ougepenyiiiosanoi ¢yuxyii).

Hudepenniiiopana Ha (a,b) dyukuis f:(a, b) > R onykia
(yBirHyra) Tomi ¥ TiNBKHM TOAI, KOJHU ii mMOXimHA [’ € HECHaJHOMO
(1e3pocTarouoio) pyHkIiew. P

Hacnioox  (kpumepini  onyxnocmi  08iui  Oughepenyitiosanoi
@ynuxyii). JIBivi nudepenuiioana Ha (a, b) ¢ynkuisa f:(a, b) > R
onykia (yBirHyra) Toi ¥ TUIBKM TOMI, KOJH 1i Apyra moximHa f~ €
HEBiJ'€MHOIO (HEIOIaTHO0) (YHKITIETO.

SAxmo dyukuis (a, b)£>R andepeHiiiioBaHa B TOYII X, 1 OpH
HEpPEXOl 4Yepe3 II0 TOYKY X, 3MIHIOE XapaKTep OIyKJIOCTi, TO
KaxyTh, IO Touka M (x, f(x,)) € mouxoio nepecuny cpagika

pynryii T(f).

Teopema 7 (neobxiona ymosa mouxu nepecuny).

S
Hexait nudepenmiitoBana pynkiis (a, b)— R Mae qpyTy MOXigHY
B TOYII X, . SIKmo M (x,, f(xy)) —To4ka neperuty rpadika GyHKuii

T(f), 10 f"(x0)=0.»
Teopema 8 (Oocmamus ymosa mouxu nepezumy).

f
Hexait gynxuia (a, b))— R n pasi qudepeHuiiioBaHa B Toulli X,
mpu meomy Vk=2,n—1 f®(x)=0 1a f"(x,)#0. Toni mpu
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HenapHoMy 7 GYHKIis f Mae B TOYLl X, HEPETHH; IPH IAPHOMY 7
GbyHKLisA f He Mae meperuHy B Toulli x, .»>

Cxema pociaimkenHss QyHkuii f aaa modyaoBu rpadika

dynxuii I'(f)

1. 3'scyBarn mOHUTaHHS NEPIOAMYHOCTI, XapakTepy HapHOCTI
(hyHKIiT, 3HAWTH 00NIACTH i1 BU3HAYSHHS Ta MHOXKHHY 3HaYeHb, TOUKH
MEPETUHY 13 OCSIMH KOOpPIWHAT, IPOMDKKH 3HAKOCTAJIOCTI, 00JacTi
HETepepBHOCTI Ta TU(EePEHIIIHOBAHOCTI.

2. 3HaiiTh acUMNTOTH rpadika QyHKIII, AKII0 BOHU iCHYIOTb.

3. 3HalTH MPOMIXXKH MOHOTOHHOCTI (DYHKIIIT Ta ii eKCTPEMyMH.

4. 3HaliTH POMIXKKH OMYKJIOCTI ¥ yBirHyTOCTI OyHKIIi Ta 11 TOUKH
MEPErvHy.

5. IlobyxyBatu rpadik GyHKIii, BAKOPUCTOBYIOUH BCi TOTIEPETHI
JIOCITiKEHHSI.

I'pagix ¢yuxuii ['(f), saxmo ¢yHkmia y= f(x) 3agana
napaMeTpuM4HO 3a JONMOMOroI Bimodpaxkenb x=0(z), y=Wy(?),
teTcR. Muoxuny T ﬂDq) ﬂDW pO30MBAEMO HA MHOKHHH
LUT,U..UT,, Ha KOXHIH i3 SKMX BH3HAUCHA IapaMeTpUYHA
byukuis y = f,(x), xe &(7}), k=l,n.T padikoM mapameTpuyHOi
bysxmii x=0(), y=y(t), te I © R Oynemo BBakaTH 00'¢ THAHHS
rpadikis napameTpudHux QyHkuin I'(f;).

AHaNOTIYHO JOCHIKYIOTH ycCi TapameTpudHi (GyHKIIT Ha

EKCTPEMYM, TICPETUHH TOIIO, & TAKOX YCI i TOHSITTS U HeAGHOT
@yuxyii x> y(x), gKka BU3HAUAEThCS piBHAHHAM F(x, y)=0.

I'padikom i€l GpyHKIIT BBaxkaTnMeMo 00'eTHaHHA TpadikiB HETBHUX
¢GyHKIIH, M0 BU3HAUYeHI piBHsSHHAM F(x, y)=0 Ha miIMHOXKHHAX

Xy XY, € RXR. JIoCHiIKEHHS BIACTUBOCTEH BUKOHYBAaTHUMEMO
BIANIOBITHO AJIs KOKHOT QYHKIIT y = f (x), 0 3a4a€THCS PIBHAHHAM
F(x,y)=0, (x, y)e X; xY}.
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3agavi

56. [loBeniTh TBEpIKEHHS:

f
1) sxmo ¢yHkuis [a, b] >R y nesaki Touni x,e€ (a, b)
3ag0BoNbHAE yMOBU f'(x5)#0 Ta f'e C(x,), TO QyHKUIA f

CTPOTO MOHOTOHHA B JICIKOMY OKOJI i€l TOYKH;
2) B ymoBax y3araibHeHol Teopemu Jlarpamxka (Teopema 2)
CIIPaBKYIOTHCS TaKi BIIACTUBOCTI:

a) juia Bemmuun m= inf  fi(x) Ta m= sup f(x)
xela, b\E xe[a, B\E
CHPaBIKY€ThCSA HEPIBHICTD m < M <M;
—a

0) sKII0 B KOXHIM Touni MHOXUHU [a,h)\E f{;(x)=0,
To Vx€ [a,b] cnpaBmxyeThes piBHICTE f(x)= f(a)= f(b);
B) SKIIO icHye Touka x,€[a,b)\E: fj(x))>0, TO
Vxe [a,b] cnpaBmxyetbes piBHiCTh f(x)= f(a)= f(b);
r) SKIO iCHye Touka xo€[a,h)\E: f{j(x))>0, TO
CTpaBKyeThest HepiBHICTE f (D) > f(a);

3) nexait pynkuia f € Cla, b], Toxi:
a) sxkmo (yHKIiA [ Mae JiBy MOXiTHY B KOXHIM TOYII
MHOKUHH (a,b]\E, ne MHOXMHa FE He OLIBII HIXK
3miveHHa, i Vxe (a,b]\E f(x)=0,T10 f(b)2 f(a);
0) sixmro GyHKIS f Mae MOXigHY B KOXKHIN TOYII MHOKHHHU
[a,b]\E, ne MuoxkmHa E He OUIBII HDK 3IiYcHHA, 1
Vxe[a,b]\E f'(x)=20,T10 f(b)= f(a);
B) SIKIIIO B KOKHii Touri Muoxkutu [a,b)\E ([a,b)\E), ne
MHOXKMHa FE He OLIbII HDXK 3JIiYCHHA, ICHYyE IpaBa (J1iBa)
noxinua ff; (fx),To f HecuamHa Ha [a, b] Toxi it TinbKH
toni, xomn Vxe(a,b]\E  fi(x)20 (fr(x)20)

(xpumepiti necmpo2oi MmoHomonnocmi ynxyii);
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r) SIKIO B KOXHIH Touni MHOXuHH [a,b)\E ([a,b)\E), ne
MHOXUHa £ He OUIbII HDK 37iYeHHA, iCHye mpaBa (J1iBa)
noxigsa f; (fx),T0 f 3pocratoua Ha [a, b] Tomi i TUIBKH
toxi, komt Vxe (a,b]\E f{(x)20 (fx(x)20), npu upomy
MHOXKHHA TOUOK, y SKHX [} (x)>0 (fx(x)>0), € minbHo0
Ha [a, b] (xpumepiii cmpoeoi moHomoHnHocmi QyHKyii);

o) skmo icHye QyHkuis ge Cla, b] 1 B KOXHIM TOULI
MHOXWHU (a,b]\E, ne mHOxWHa FE He OUIbII HIX
3MiYeHHA,  CHOPAaBIKYEThCS  PiBHICTE  f{j(x) = gf; (x)
(fa(x)=g\(x)), 1o icuye crana CeR, it sKoi
Vxe[a,b] cupaBmxyeThes piBHicTs f(x) = g(x)+C.

57. HocminiTh Ha MOHOTOHHICTH PYHKIIT f :R — R Ha MHOXWHHI

X ch, SIKIIO:

Jx

x+100
2

2) f(x)=)2c—x Ta X =R;

1) f(x)= Ta X=R";

3) f(x)=x'¢" 1a X=R;

4) f(x)=x¢* ta X=R;
5) f(x)=x+sin2x Ta X =R;
6) f(x)=x+sinx ta X =R;

7) f(x)=(1+ljx Ta
x
a) X =(0,+00); 0) X =(—o0, —1);

2
8) f(x)zlx—““z Ta X =R:
I+x+x

9) f(x)zﬁ Ta X = (0, +00) ;
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10) f(x)=x—¢" Ta X =R;

1) f(x)=xx—+ 1a X =[0,1];

12) f(X):sz—lnx Ta X =(0, +0);

13) f(0)=1=3x" +17 = (14 0)e™ 12 X =(0, +2);

x3

14) f(x)=

(1+x)2 ta X =R\ {1};

15) f(x)=sinZ Ta X =(0, +);
X

16) f(x)=3x"+3x>+3x 1a X =R;
17) f(x)=log, (x+1) Ta X =(1, +o0);

_ In(1+3x) _ o) -

18) f(x)_—ln(1+4x) ta X =(0, +00);
3+x

19) f(x)=@:j Ta X =[0, +00);

20) £(x)=(2+x)In(x+1)—2x Ta X =(~1, +c0);

3 +sinl , x>0,
21) f(x)={x(‘ﬁ sinlnx), 20, X =[0, +29);
0, x=0,

22) f(x)=x(1+l) Ta
X
a) X =(0, +00); 0) X =(—o0, —1);
23) f(x)=x+|sinx| Ta X =R;
24) f(x)=|cos2x|—2x Ta X =R.

58. JochimiTh Ha MOHOTOHHICTh TAPaMETPUIHO 33/1aHy (HYHKITIIO
y=y(x), ne x=0(), y=wy(t) Ha MHOXKUHI € T, SKIIO:
1) x(t)=sint—t+1r, y(t)=4-5t* +1 1a T=R;
In

2) x(t)=tlnt, y(l)=Tt 1a T=(0, +0);
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3)x(r) =sin(2t*)— 4z, y(t)=~/2mt+cos(2r?) taT =[0, LN/ ];
4) x(t)=t—sint, y(t)=1-cost tTa T =[0, 2x].

59. 3mnaiiniTe nmokambHI ekcTpemyMmMu GyHKIT f:R—>R Ha
00J1aCcTi BUBHAYEHHS, SKIIO:

1) f(x)=x"; 2) f(x)=e ™ ;
3) f(D)=x*1-x); 4 fr)=e" 7,
2

5 _Xx -4 6 _ln X
) S= ) £()
7 fx)=x": 8) f(x)=x+|sin2x|;

4342 o In+x?)
9) f(x)—ma 10) f(x)=arctgx y
11) f(x)=¢€"sinx; 12) f(x)=x+x2;

2

13) f(n =2 Yor=7 el 14) f(x)=x37;

15) f(x)—z(x +1)arctgx——7tx ——(x D;
16) f(x)= (x —2x)lnx—3x +4x;

17) f(x)=3x>+3x2+2x+1;

1

19 /= In(x* +4x° +30) ;
19) f(x)=x-In(1+x); 20) f(x)=x—In(1+x?);
21) f(x)=——; 2) f(x)=x+2;
Inx X
23) f(x)=xv2—x%; 24) f(x)=x+1-x;

25) f(x)=(x—4)(x=5)(x+6)(x+7);
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0, 3
26) f(x)={|x|’x¢, 27) f(x):{x Lx0,
a, x=0; 4. x=0:;
I, xe R\Q, 22, xe R\O,
28) f<x>={ . 29) f= ¥ ¥ RO
0, xe 0 X7, xeQ;
L xe RGO, x*, xe R\Q,
30) f(x)={ ) 31) f(x)= 2 0
x°, xe Q; -2, xe O;
x, x<0, x, x<0,
32) f(x)=|x+1, x>0, 33) f(x)=|l-x, x>0,
a,x:O; a,x:O;
L o
34) f(x)=lx V2 |1-x| V2,
35) f(x)= cos! x+ch100x;
36) f(x)=cosx+|cosx|; 37) f(x)=x|e ™,

1
38) f(x)={e ¥, |x1,

0, |x=1;

1
39) f(x)= e I 2+ sind), x #0,

0, x=0;

40) f(x)zmax{x2+2x—2,4—2x—x2};
41) f(x)=min{x+5, x> +11-x};
42) f(x)=min{x3—3x,4—x};
43) f(x)=min{x2+2x, x?—2x, x2—6x+8}.

60. 3HaiiTh TOKATBHI EKCTPEMYMH IapaMETPHIHO 3a/1aHO0i (PYHKLIT
y=y(x),ne x=9(¢), y=y(¢) HamHOXuHI t€ T =D, ﬂD\u, SIKILIO:
1 @+

1) x(t):t(t—+1)’ (@) P
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2 3

t t
2) x(t)= , y(t)= ;
« 1+¢° ) 1+¢°

3) x(t) =12 +1+1, y() =1 —t+1;
4) x()=t*+1, y(t)=5t>-2¢;

o o
5) x(t)——, y( )——
2 3

6) x()=r y(0=

7) x(t)—sht—t, y(t)y=cht—1;

8) x(r)=1>+3r+1, y(t)=t2+3l+l;
2

9 )=, M=

(r ) -
y(t)——4 ;

10) x(¢) =
t2 1

11) X(t):—_tz’ ()= 5
2

2

+,y()—

2 2
-3¢ -+ 2t
13) x=""" 5= ;
t+1 t+1

14) x(t)=tInt, y(t)= lnTt

12) x(¢) =

15) x(t)=3t—1>, y(t)=4t—1*.

61. 3HaiIiT TOKANBHI €KCTPEMYMHU HESBHO 3aJaHOi PiBHAHHAM
F(x, y)=0 ¢yskuii x — y(x), AKIo:

1) x3+y3—3xy:0;
2) (x+ ) —(y=x)=0;
3) x3+y3+x2y+1=O;
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4) x* =yt +x—=259=0;
5) x6+2x3y—y3+1220.

62. Jlis ¢ymxuii f:R—R Ha MHOKMHI AC D, 3HaHITH

max f(x) Ta min f(x); 3a BiACYTHOCTI OJHOTO 3 HHX 3HAaWMITB,
xed xeA

BignoBigHo, inf f(x) Ta sup f(x), AKWmO:
ve A4 xe A

1) f(x)=x*+6x+8],

a) A=[—4;4]; 6) 4=[0;2];
2) f(x)= x> +2x-8],
a) 4=(-3;3); 6) A=[-21];
3) f()=x+t,
X
a) A=[%;4]; 6) A=[y;2];
4) f(x)=~5-4x, A=[-1;1];
2
5) f(0) = A=[0; +e0);
1+x
n k
6) f()=e -3 2, A=(0;+);
k=0 k!
1+x2
7 =
) S=
a) A=R; 6) A=[0; +0);

8) f(x)=x’-3x"+6x-2, A=[-1;1];
9) f(x)=x"=5x*+5x>+1,
a) A=[-12]; 0) A=[0;4];
10) £(x)=""1, 4=[0;4];
1+x

_ 2
11) f(x):% A=R:

2
+x+x7
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12) f(x)=arctg =%, A=[0;+0):
1+x

1 1
13 X)= + s
) f@) I+]x| 1+|x-1]

a) A=[0;1]; 6) A=R;

14) f()=\x2 +x+14yx>—x+1, A=R;
15) f(x)=tgx+ctgx, A:{E,E}

63
16) f(x)=cosx—sin’x+2, A=[0, ].

63. Hexaii ¢oynkuii f Ta g n-audepeHniiioBaHi Ha TPOMIKKY

X=(@.b)cR, fD)=g" ), [Pg) 1a f70)>g" ()
Vxe X. JloBenits, 110:
1) sixmio x, =a, 10 f(X)>g(x) Vxe X;
2) sikio xy =b, n=2m, me N,10 f(x)>g(x) Vxe X;
3)sxmo x,=b, n=2m—-1, me N, 1o f(x)<g(x) Vxe X.

64. [loBe1iTh HEPIBHOCTI:
2
x
1) e’ >1+X+7, x¢0,

3
2) tgx>x+x?, x>0;

2 2 3
3) x— <In(l+x)<x—+2 x>0;
2 23

3 3 5
4) x—x—<sinx<x—x—+x—, x>0;
6 6 120
5) In(1+x)>——, x>0
x+1

6) lnx>M, x>1;
1+x
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7) 2x-arctgx>ln(1+x2), x#0;
8) sinx+tgx>2x, xe (0,1m);

9) In(1+x)>T8X 150.
x+1

1 1
10) ln(1+—j< , x>0;
) x?+x
3 5
11) shx>x+x—+x—, x>0;
6 120

2 4
12) chx>1+2+2 x#0;
2 24

13) x3+3x+6xlnx>6x2, x>1;
14) x* +8x+12x% Inx>8x> +1, x>1;

15) 2X5 % o<y<x<in;
gy y
2

16) 1+%—%<\/1+x, x>0;

xZ 3 2

X X
17) x+——-——<x+DIn(l+x)<x+—, x>0;
) 7 ¢ (x+1DIn(l+x) 5
18) (a+x)*<a®™, aze, x>0;

19) (e+x) "  <(e—x)"", xe (0, e);
2 x
20) ex<1+x+x26 , x>0

21)

<ln(1+l], x>0;

2x+1 X

22) 1n(1+\/1+x2)<l+lnx, x>0

X

23) In(1+x)< , x>0;

X
V1+x
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24) Wxs3-L x>l

X
1

= 3
25) x* <1l+——, xe (L, e);
2\x
i 3
26) x—?<arctgx<x—?, xe(0,1);

27) sinxs“x(“—;x), xe [0, m];
T

. 4
28) smxSl——)zc, |x|££;
T 2

1o1-
29) tngE , x€[0, 7m];

2

, xe[im Ln].

30) tgx < lr, 1

E
2

65. Uun MokHa MIOCHh TapaHTOBAaHO CKa3aTH IIPO XapakTep
omykiocti GpyHKOii ¢ Ha mpomixkky X =(a, b), KOO BiIOMO, IO

Df=Dg=X, a TaKoX:
1) ¢=af, a#0 ta

a) [ omykia; 0) / omykia;
2) 0=/f""1a
a) f obopoTHa i omykna;  ©0) f 00OpOTHA i YBIrHyTa;
1
3) p=—Ta
f

a) f onykmata E, C (0, +o) (E, (0, +0));
0) f ysirayraTta E, C (0, +o0) (E, < (0, +e0));
4) 6=f+g Ta

a) f ta g onykui; ©) f Ta g YBITHYTI;
B) f/ OmykKjiaTa g YBITHYyTa;
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5)¢=/-g a
a) f Ta g OIyKIi, HEBiJ'€MHI Ta 3pOCTal0Yi;
0) f Ta g omykii, HEBil'eMHI Ta CHaIHi;
B) / Ta g OIyKIJi, HEAOAATHI Ta 3pOCTA0i;
r) f Ta g OIyKIi, HEJOAATHI Ta CIIAJIHI;
6) 0= f-g, f omykna, HeBix'eMHa, 3pocTaloya Ta
a) g YBIrHyTa, HEOJATHA, CIIATHA;
0) g omykia, HeIOAaTHA, CIIaHA;
B) g YyBIrHyTa, HEBil'€MHAa, CIIQIHA,;
r) g YyBITHyTa, HEIOJIATHA, 3pOCTaIOYa.

66. Ui MoXHa IIOCH TapaHTOBAHO CKa3aTH MPO XapaKTep OIMYKIOCTI
¢byHKIIT fog Ha mpoMmikky X =(a,b), SKmIO Bimomo, MO g ABIUi
aubepeHLiiioBana Ha X, [ aBiul udepeHwiiioana Ha E, Ta:

1) f omykia Ta 3pocraroua Ha E,, g omykia;

2) f omykia Ta 3pocraioda Ha E,, g yBirHyTa;
3) f onyxiartacnagHaHa E,, g omykia;

4) f omnyknaTacnagHaHa E,, g yBirHyra;

5) f ysirayra ta 3pocratoua Ha E ., g olyKia;
6) f ysiruyra Ta 3pocraroua Ha E ., g yBirHyra;
7) f ysirHyraTacnagHaHa E,, g omykia;

8) f ysirnyraTa cnagHaHa E,, g yBIrHyra.

67. Hocninite Ha omykimicte ¢QyHKUii f:R—> R Ha MHOXHUHI

X c D r Ta 3HAWUITh TOYKH MEPETHUHY, SKIIIO:

1) f(x)=1+3/x 1a X=R;
2) f(x)=x(x+1)(x+2) Ta X=R;

3) f(x)=x*-3x"-6x> —x+1 Ta X =R;
4) f(x)=x+sinx Ta X =R;
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5) f(x)=In(1+x%) Ta X =R;

6) f(x)=x" ta X =(0, +);

7) f(x)=x*Inx ta X =(0, +0);

8) f(x)=x+l Ta X =(0, +0);
x+);

9) f(x)= T Ta X =R;

X

10) f(x)=(x+2)°+2x+1 Ta X =R;
11) f(x)=x-arctgx Ta X =R;

12) f(x)=In(x*—1) Ta X =(1, + o) ;
13) f(x)=x*-(12Inx—12) Ta X =(0, + o) ;

14) f(x)=1n—x Ta X =(0,4+00);
X

sin x

15) f(x)=

16) f(x)=(x+1)*+e" Ta X =R;

17) f(x)=In(1+x>) Ta X =(=1, +0);
18) f(x)=€"""¢" Ta X =R;

19) f(x)=x*-8x*+18x> Ta X =R.

Ta X =(0, +00);
X

68. JlocmimiTe Ha OMyKIiCTh MapaMETPHUYHO 3aJaHy (YHKIIO
y=y(x), ne x=0(¢), y=y(f) Ha MHOXHUHI T, 1 3HaHAITH TOYKH

IIEPErUHY, SIKIIO:
1) ¢(t)=t—sint, y(¢)=1—cost, T=R;

2) 0(t)=3+t, W)= +3t; T=R;
3) o) =e€'(t+1), y(r)=¢€'(t-1); T=R;
4) o) = +3t+1, y(t)=r-3t+1; T=R.
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69. [loBeniTh TBEpIKECHHS:
S
1) sixmo dyskis (a, b)— R onykna (yBirayra) Ha (a, b), TO
VX, Xy, .oy X, € (a, b) Ta VAL Ay Ay 20
A+ A, +...+ A, =1, cIpaBIKYeTbCs HepigHicmb lencena

f[f%xjixif(m [f[ikiszikiﬂx»j;
i=1 i=1 i=1

i=1

b, 20

2) axkmo  a;, b, , i=l,n, p,g>0: l+l:1, TO
p

CIIPaBIKYETLCS HEPIGHICMb eﬂbdepa

gons() (30

3) saxkmo a;,b 20, i=ln, p21l: l+l=1, TO

CIIPaBIKYEThCS HepisHicmb MiHKOBCbKO2O:
1

1 1
(v} {3 o8
i=1 i=1 i=1

4) saxmo x; >0, i=1,n, TO COPAaBIKY€ETbCI HEPIBHICMb MIdHC

cepeonimu

HZX

i=1

70. JloBeniTh HEPIBHOCTI:

X"y (x+yY
1) > , x, y>0, n>1;

2 2

Xy xty

2)e+62e2;
2

3) xlnx+ylny2(x+y)lnx+y , X, y>0;
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Y x, ye(0,m);

4) /sinx-siny Ssinx+
+ . - . +
5) xTyw/smxsmy S\/xy-smx J

2
6) (x;y) 1< J2 D02 +1), x, y>1;
x+y

Tye 2 +2<y(€ +2)(e’ +2);

2 1 1
8) (x+y)a"™ <xa*+ya”, x,y>0, a>1;

b x,ye(OQTC);

x+y

- |2
92 V2 <oy o 50!

x+ y logg;lgx+ 10g0,3 lgy
2

2 2
11) tg”;ystg xrigy x,ye(O,gj;

10) 10g03lg , X, y>1;

2

Jlgizy 2\/lg(xy)x+2«/1gx~lgy
12) )

2
13) \/sinx;y > sin x +\/s1ny

2
TC
14) x, yel| 0, . ]= |;
)xy[\EJ

15 2(x+y) A
2—(x+y) l-x 1—y

16) f JA=x)1- ( 1)
o 2’

x+y 2-— (x+y)

x, y>1;

, X, y€(0,m);

, X, y>1;

n n m m
17)’(/’“ ;y sr</x ;y x>0, 1<n<m;
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18) o JA-00-y) ’ x,yee’ 1];

x+y B 2—(x+y)

4, 4, 44 4

19) X' 4+2y 43z 2(x—k2y+3zj :
6 6

X+2y+4z _ cosx+2c0sy+4c0sz oy (O’Ej

7

20) cos

71. [loBeniTh HEPIBHOCTI:
1) 2<3x-x<2, |x]<2;

2) -13<2x° -3x2 —12x<7, | x[<1;

2
3)23;—+1S2,xeR;
3 x“+x+1
3
4)5£xz+—3x+lsz,lﬁxs4;
x“—=x+1

5) 2P <x”+(1-x)" <1, xe[0,1], p=1;

+,
mmnnam n

6) x"(a—x)'<———, x€[0,a], m>0,n>0;
(m+n)m+n
7) x+a <Vx"+a" <x+a,x>0,a>0, n>1.

n-l

2n

72. IlepeBipTe, UM CHpPaBIKYIOTbCA TBEPKEHHS I (pyHKIT
f:R—>R:

5 . 2
1) ko f(x) = X+Xx sm;, x#0, To:
0, x=0,
a) f 3pocrae B Touri x=0;
6) Je>0: f 3poctae na MHOXUHI O, (0) .

2) sIkmo [ € CP([a, b)), To:
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a) MDK KOXHMMM JBOMa TOYKaMH IEperuHy rpadika
¢dbynaxuii T'(f) € npuHaiiMHI OTHA TOYKA EKCTPEMYMY;

0) MK KO)KHMMH JBOMa TOYKAMH CKCTpeMyMy rpadika
¢ynkuii I'(f) € npuHaiiMHi OHA TOYKA IIEPETUHY .

23— 24sinl ] x 20,
3) Sxmo f(x)= X TO:
2, x=0,

a) x=0 — rouka Mmakcumymy pyHKuii £
6) Je>0: f/ 3pocraec Ha MHOKHHI (—€, 0);
B) 3¢>0: f cnanae Ha muoxuti (0, €).
L
4) Sxmo f(x)=1e *,x#0, 10;
0, x=0,
a) x=0 — Touka ekcTrpemymy QyHKIIi f;
6) y mouri x=0 -cmpaBmkyeThcsi Teopema 4 (mepma
JOCTaTHA YMOBA TOUKU EKCTpeMyMy) Ui GyHKLUii f;
B) v touni x=0 cmpaBmKkyeThcs Teopema S5 (apyra
JOCTaTHA yMOBA TOUKU EKCTpeMyMy) Ui GyHKUIT f;
r) x=0 — Touka neperuny QyHkmii f;

n) feC™(R).

5) Skmo f(x)=4xe ¥ ,x#0, 1o0;
0, x=0,
a) x=0 — Touka ekcTrpemymy QyHKIIi f;
0) x=0 — rouka neperuny QpyHKIii f;
B) y touni x=0 cnopaBmKyeTbcs TeopeMa 8 (mocTaTHS
YMOBa TOUYKHU TEPETUHY ) st PyHKIIT [

r) fe C(R).
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P xtsinl, x#0
6) Sxmo f(x)= x ’ TO:
0, x=0,

a) x=0 — Touka MmakcumMymy QyHKIIi f;

6) x=0 — rouka neperuny QyHKIi f.
7) Axmo f(x)=P,(x) — GararouseH cTeneHs n, TO rpadik
I'(f) npu mapHOMY (HEapHOMY) 71 Mae:

a) IpUHANAMHI OJTHY TOUKY €KCTPEMYMY;

0) mpuHANMHI OJHY TOUKY ITEpPETHHY.
8) Sxmo yukuis [a, b]LR , TO:

a) feC([a,b]);

0) /e C((a,b));

B) f Y KOXHIi Toumi (a, b) Mae JiBy Ta MpaBy MOXiJTHY.
9) OyHKIis HEMepepBHA i onykia Ha (a, b) ToAl i TITBKHU TO],
Konu Vx;, x, € (a, b) cupaBIKyeTbCs HEPIBHICTD

SO) 2 f(x)+ () (xy —xp) -

.1
x"sin—, x#0,

10) dynkuis f(x)= X mae B Toumi x=0
0, x=0,
eKCTpeMyM (TIEPETHH), SKIIO:
a) n=1; 0) n=2;
B) n=3; r) n=4.
. 1
11) ®yukuis f(x)= TS =0, mae B Toumi x=0
0, x=0,
eKCTpeMyM (MIePEeTHH), SIKIIO:
a)yn=2; 0) n=3.

12) SIxmo x, € (a, b) =D, T0 1151 TOTO, 1106 ¢byHKIS [ Mana
B TOYI X, MaKCUMyM, HEOOXiZHO i 10CTaTHBO, 1100 iCHYBAJIO
€>0, amd fAKOro Ha IpPOMIKKY (x,—¢€,x,) f Oyma 0
HECIAHOI0, @ Ha IPOMIXKKY (X, X, +€) — HE3POCTAIOUOIO.
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13) Slxmo dymkuis f audepenuiiiobana Ha (a,b)=D,, T0
Ui Toro, mo0 ¢yHKUis f OyjJa MOHOTOHHOIO, HEOOXiTHO I

JIOCTaTHBO, 11100 ' OyJia MOHOTOHHOIO.
14) SIxmo fe C(l)(R+) ,T0 lim f(x)=Ae R, axmo:
X—>+oo
a) lim (f(x)+['(x)=4;
X—>+oo
0) lim (f(x)—f'(x))=4.
X—>+oo
15) Icuyrors dynkuis [ 1 Touka x)€ (a,b)=D,, y sKii
(hyHKIIiS Ma€ OTHOYACHO:
a) TOYKU CTPOTOTO JIOKAJTBHOTO EKCTPEMYMY 1 TIEpETHHY;
0) TOYKH CTPOTOrO JOKAIBHOTO EKCTPEMYyMY 1 TeperuHy,
npu neoMy f € C(xy) ;
B) TOYKH CTPOTOTO JIOKAJIBHOTO EKCTPEMYMY 1 TIepeTuHY,
pu oMY f € c® (x0);
I) TOYKH JIOKQJIBHOTO EKCTPEMYMY 1 TIEpEruHy.
16) Icuye Heniniiina gyskuis f € C)(R) Taka, mo Vne N
Vxe R cupamkyerses Hepihicts | £ (x)[<27" .
17) Crporo onykina Ha (a, b) =D, dyHkuis f:
a) MOJKe JOCSTaTH CBOTO MiHIMyMy (MakCHMyMy) B JesIKii
TOYL IPOMIXKY (a, b);
0) 000B'SI3KOBO JOCSTa€ CBOTO MiHIMyMy (MakCHMyMy) B
JesIKiH ToYI MpoMikKy (a, b).

73. JloBeniTh TBEPIKCHHS:

S
1) skmo [a,+e)—>R nBi4i mudepenuiiioBana Ha D,
f(@)=A>0, f'(a)<0 T1a f"(a)<0, 10 piBHsAHHS [ (x)=0
Mae €IMHUNA pPO3B'I30K Ha IPOMIKKY (a, +°) ;

f
2) axmo ¢yskiisg [0, 1]— R nBivi nudepeHniioBaHa Ha Df,

f(0)=f(1)=0 Ta min f(x)=-1,10 max f"(x)>8;
x[0, 1] xe[0, 1]
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f
3) sxmo ¢yHkuis R—R Tpuui mudepenniiioBana Ha R i
VxeR f(x)>0, f(x)>0, f(x)>0 ta f”(x)>0, 10

Ja>0: Vx>0 f(x)>ax’;

S
4) skmo (a,b)—R neiul nudpepeHuiioBana Ha D, Ta Ui
neskoi Touku c€ (a,b) f"(c)#0, To Ha intepBam (a,b)
3HAWIYTHCS Bl TOUYKH X, ), IO 33JI0BOJILHATUMYTH YMOBY

f(y)_f(x) Zf'(C‘);

y—x

5) sxmo ¢yHKUIiE f€ C(l)((a, b)) Ta Vx, ye(a,b) icHye

f(y)_f(x) =f'(Z),TO f _
y—x

€nuHa Touka z € (a, b) , ans sxoi
CTpOTO OITyKJIa 200 CTPOro YBIrHyTa (YHKLIiS;

6) MHOXXMHA TOYOK, y sSIKMX QYHKIiT R—R Mae cTporuii
JIOKAITbHUM eKCTPEMYM, He OLITBIN HiXK 37TiYeHHa;

7) sxwo ¢yukuis /€ C?((—a, a)) mapma, f7(0)#0, TO
Touka X =0 € ToukoIO ekcTpeMyMy QyHKIIT f;

P
8) sxmwo ¢ynkuis [0,1]>R nudepenuiiioBana Ha D, Ta
f5(0)- fA()<0,10 ce(0,1): f'(c)=0;

A
9) sikwo ¢ynxuis [0,1] >R nudepenuiioBana va D, Ta
fLO) =1, (=1, 10 Ice(0,1): f'(c)=c;
10) sixmo dynkuis f € C)(R) rtaka, mo IM e R: Vne N
VxeR | f™M(x)|<M ,atakox f(1)=0,10 f(x)=0 VxeR;
11) sxmo dyrxuis  fe C([0, +0)) Taka, mo Vne N
Vx>0 £™0)=0 ta /™ (x)20,10 f(x)=0 Vx>0;

f
12) sxmo ¢yukuist (a, b))— R (n+1) pasiB nudepeHuiioBana
Ha (a, b), mpu mbomMy x, x+he (a, b) Ta
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Fcth)= fu»wf%)+hf(”

hn lf(n 1)( ) h f(n)(x+eh h)
(n—1)! n!

me 0<0<lrta f"D(x)£0, 10 limO, =L.
h—0 n+1

74. 3Hall1ITh acUMITOTU TPAdIKIB QYHKUIH X > y(X), x€ D/ :

2
x“+8x+12
D) yx)=——"—";
4 3x 2+17x—6
—2x-1
2) ——,
) Zix+2

3) y(x )_3/27x +1 :
¥ +2

4) y(x)=x" ln(1+lj;
X
1
5) y(x)=xe*;

X

6) y(x)=x+e

Y
7) y(x)=x-arcctgx+(x+2) 1+L 1 :
| x| x+3

8) y(x)=x-arctgx;

9) ()= D]

1
—bxarctgx + ———;

1
3 +

10) y(x)=(7x+1)arctgx—2xarcctg x + .
x—4 e +1
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75. 3HaiigiTe JNOKaJbHI EKCTPEMYMH NapaMeTpUYHO 3aJaHOi
¢bysxmii y=y(x), nme x=06(), y=wy({) Ha MHOXHHI
teT=D, ﬂDW, SIKIIIO:

1) x=1 -1, y=t3—2arctgt;

2) x=te', y=te™";

1 ‘
3)x_:ay_ s
1 t+1
4) x= , V= ;
) (1) YT
= t N
(tz—l)(t+2)’y t+1)2(t+2)
~ 1 O (-2)(t-4)
T == =3)" W=D+ Di+2)

2
5) x=

6) x

76. [loOynyiiTe rpadixu GpyHkmin [ :R — R :

¥ o5x?

D) S0 === +6x; 2) f(0)=(x=2)"(x+1)’;
3) f(x)=x>—5x> +6x; 4) f(x)= 24" ;
x“+4
14 xz(x—l)
5 SN & S 6 === /.
) f= ) () o
. — 1 .
7) f(x)—2x—1+m, 8) f(X)_l—xz ;
2
9 _ x4 10 _ x(x=2)
) £(x) e ) f=3
4 2
11 _ X 42, _2-x,
) f(x) L 12) f(x) v
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4 3

2x
13 - : 14 - :
) S= s ) f=F
-2
15) f(x)=—"—; 16) f(x)=———;
g (1—x2)2 ’ Vx?+1
3 2
1) £ == 18) f(x)=(x—3)Vx:
19) f(x)= \/% 20) f(x)=vYx’ —xP—x+1;
2
21) f(x)=x - 22) ()= 2
2) f(v= (TR g p=etre
1 ' 1
25) f(x)=e *; 26) f(x)=(x+2)-e*;
27) f(x)=x"; 28) f(x)=x"e ", ne N,
29) f(x)=xIn|x|; 30) f(x)=—>
In|x|
31) f(x)=(x2+l)e_x2; 32) f(x)=x+e *;
e’ Inx
33) f(X)—erl 34) f(x)= Nh
35) f(x)= 1nerl 36) f(x):x(l+ljx,x>0;
X
37) f(x)=[1+1jx; 38) f(x)=-%;
X e
1
39) f(x)=e*—x; 40) f(x)=x’Inx;
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cos2x

41) f(x)=ln(x—l); 42) f(x)=cosx— ;
X 2

3

43) f(x)="——x+sinx; 44) f(x)="25% .
3 cos2x
45) f(x)= & ; 46) f(x)= arcsinz—xz;
sin (x + %) I+x
1-x* 1-x
47) f(x)=arccos 55 48) f(x)=arccos ;
1+x 1-2x
49) f(x)= arctg(x3 —x) ; 50) f(x)=x+arctgx;
51) f(x)= §+ arcetgx ; 52) f(x)=2x—tgx;
2 .2
53) f(x)=arctg ™ > ; 54) f(x)=—
244 2+sinx

V 3amauax 77-79 napameTpu BBaXKaTUMEMO JAOJAaTHUMU.
77. lobymyiiTe rpadiku mapaMeTprdHo 331aHoi GyHKIil y = y(x),
pe x=0(¢), y=y(¢) va muoxuti te T =D, N D, , sikmo:
1) x=£+3t+1, y=£2=3t+1; 2) x=21—1>, y=3t—1>;
3) x=—52+28, y=-3t2+26; 4) x=1*, y=5:2 -2 ;

2 2
-1 3t 3¢
5) x=¢ -3, :[—j; 6) x= ,y= ;
Y ¢ 241 4 £ +1
7 (1417 (1=1) 9 P ¢
xX= , = ’ x:—, = ’
s 7 4 1T
2 tl—zﬂ)
t 1 t (
9) x=——, y= : 10) x= ,y= :
) 127 142 ) 127 T2
2 2
t+2 t—2
11)x=( ),y=( ) 1y x=—— =t
t+1 t-1 t(t=1) t—1

105



1 1 2 1

13) x= , V= ; 14) x= , V= ;
) 2o H(t—1) ) 417 H(t+1)
2 2 2 2
t°+1 t°+3 " =3t t°+2t
15 X = D = ) 16 X = , = ;
) ;YT ) 10T i
2 2
17) x= ! ,y=—#; 18)x=t 3,y:—t—;
t(t—2) tt+2) -2 t+1
3 2 2 3
19) x=——, y=—"; 20) x=—— =L,
1+¢ 1+¢ 41-1) 8(t-1)
2 3 2 3
t t t t
21) x= ,y= : 22) x= Ly = :
) 1+2° 7 142 ) -2 1

23) x:t3—31t, y:t3—6arctgl;
24) x=acos2t, y=acos3t;
25) x=a(sht—t), y=a(cht-1);
26) xzte’,yzte_t;

’,y=2t+e_2t;

28) x=tlnt,y=1nTt;

27) x=t+e

29) x=2t+Inft—1|, y=t+In—1;
30) x=te', y=te™".

78. [ToOynyiiTe Tpadiku HessBHO 3aqaHol piBHSHHIM F(x, ) =0
¢byHKUii x — y(x), SKIo:

1) (¥ +y )3 = 4a2x%y?;
3) xt+ )yt :az(x2+y2);
5) x°y7 =2 =7

7) (¥ +57 )2 =2a’xy;

9) (x+y) =a(x-y);
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2) x(x2+y2)=a2y;
4) x'=y",x>0,y>0;

6) x3+y3:3axy;

) (4)7) =datw(x-p);



3
10) (x2 +y2) =a2(x4+y4) ;
11) (x+y)3=axy; 12) (x+y)4=ax2y;
13) x4+y4=2xy; 14) 4y2=4x2y+x5;
15) x° +y5 :xyz.
79. Ilobynmyiite tpadikn QyHKOIA, 3amaHUX Y TOJAPHUX
KOOpAMHATAX, SKIIO:

1) r=atgo;
2) r=a(l+bcosd);

T
Hr=,—;
=

4) rzgarctgg;
s s
5) r=—u=
\/cos30
6) r=actgd;
7) r=2acosd+1;
1
8) r=sin¢p——;
) r 0 2
9) =91 451,
0—1
r—1
10) ¢ =arccos——
r
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YACTHUHA 2
[loxiaHa pyHKLiA. BiagnmoBigi

PO3A1/T1
BusHayeHHs NOXiAHOI, MpaBUJIa
AudepeH1iloBaHHSA
L1 1-x? : l—lznx; 3) 30 +2x 443 4832 43346
(1+x%)? x V20x2 Y (303)2

g _1*2 x+dfx v+l
8\/;-\/x+x/;~\/x+\/x+\/;
—ZCos(cos2 x)cosx sin x cos(sin3 x)—

5)

-3 sin(cos2 x)cosx sin’ xsin(sin3);

6) cos(sin(sinx))-cos(sinx)-cosx;

7) cos(cos(tg (ctg x)))-sin(tg(ctg x))

cos (ctgx) sin? x

—3cos(cos (tg x))-sin(2tg x)-tgzx ) nsinx

2 ’ 9) n+l _°
COS X COS X

o) (] G ()

((x 1) sinx+(3—x )cosx)

8)

1 tg 1/x D)
) oy gy 2
x(1+x7) x?cos?1/x x2+1 xlnx-Inlnx
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16) 1n(x+\jx2 +l); 17) a® @ na+a® xalna+ a®x* '+

+x"xxx_1(xlnx-(lnx+1)+1); 18) m; 19) ln_sx;
X

Inx—x-1-1/x
(1-xInx)(1+xIn(1/x-Inx))

1 . 4 ) Xarccos x

22 L 23) g4y XCCOST,
) 2x+/x—1-arccos1/v/x ) 3+5cosx /1— 2

25)sgncosx ; 26) 2sinlnx; 27) 1; 28) 1; 29) hal ;
1-x* arccos® x*

xarcsinx arccos x e 2sin2x

; 31) - 132) ¢ 133)
(1—x2)3/2 x? \/l+e 2—sin? 2x

20) ; 21)sinx-Intgx;

30)

x_
34) £ 1. 35 In2 —; 36) sgnsin2x; 37)

2x
e+l xlnlog2 -log, —

ch 2x
2

Sgnth : 39)10°°87.1n10-log, (ex); 40) X2 (1-Inx); 41) 0;

38)

-16/17

3 1 sV (x2 +/x +1)

42) —"—; 43)— ;
) 1+2cosx 17 ¥ —x0+1

44) (cosx)S i 1(cos x-Incosx—sin x) 45) e (chx)ee (Inchx+thx);

46)
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2xlnsin2nx~lntgx-(lntgx+ '2x j—rrxzctgrcx-ln2 tgx
sin2x

47) ;
In? sin? rox

4x4lnx—(x4+4)1n(x4+4). 2 15 '
x(x4 +4)1n2x 49 _sinz 2% 0 1—x?2 ’
2\32
)

2

48)

3lnx

51) ———
) 2xvJ1+Inx

54)

: 52) —x5(2—5x3)2/3 : 53) (a2+

)l/x—l cosxIncosx+xsinx

55) —(cos . :

2 .

(x +cosx)cos\/;—2x/;(2x—sinx)sin\/;
2
2\/;(x2 +cosx)

(1+ 2x )arccosx—III\/;-H‘(‘I'X2
2x  cos®x? J1=2

2 b
arccos  x

psinx (ln2 . cosx~arctg( 1)

56)

b

57)

—2x° +2)
arctgz( 1) ’
s 3(cosx +cos x)+14( \/;)(szmx +s1n2x)

14\/;(\/;+1) (cosx +c052x)2

(21nx+1)(x1/4 +)c_]/5)—(lnx+ln2 x)[i)cl/4 +:x_1/5j
60) (x1/4 + x—l/S )2 ;

58)

b

2
61) ™ 2chx? =3xshx* -cthx’ — 2th2 ;
2(1+x2)chx3 1+x
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earcsinx 1 3%/)6_24-4\/;
= X
\/;+2§/;)(chx—1) V1-x? 6x(§/x_2+2\/;)

chx(chx—1)—shx-(1+shx)-In(1+shx)
(I+shx)(chx—1) ]

62)
(

b

XIn(1+shx)+

1

e arctgy —arcctgx 6x—1—x> 2coschx+xshx-sinchx )

63)
coschx lx 3(1+x2) x* coschx

2

1

1+x .
ln21 5 -coszx/;
+Xx

64)

+

.. .
. . sinsin x~smx/; 1+x
-{shex {cossmz x-sin2x - cos/x + ]]n

2x 1+ x2

2
.. 1+x x“+2x—-1
+sinsin® x-cos</x| e* cose® -In + she® | |;

14 52 (1+x)(1+x2)

T .
~+sinx+cosx
1+ sin x - arcsin x + cos x - arccos x + \/ 5
tgx

1—x°
65)
(cosx +arccos x)2 ctg?/x

+

4 sinx+arcsinx x+/x cos? x+tg,x2 -cos? x? ~ctg\/; .
cosx+arccosx [y sin? [y .cos x2- ,tgxzctg“\/; ’
. -1 . .
66)(smx)cosx (coszx—smlensmx);
h
67) chx-(shx)"" (1+Inchx);

Incosx

+arccosx - tgx |;
J1-x?

68) —(COS x)arccosx L
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B In(m—arcsinx) 1

69) —(m—arcsinx)]
nx xIn? x (7c—arcsinx)\/1—x2 Inx

9

1— : tgx—1
70) xIn——2; 71) LML 79y X
1+x x2 cos” x

(xInx+sinx-cosx)+

tg2x—1 ~ e
+x—2(2xlnx+sin2x-coszx)ln1_x+1 X
2cos” 2x Ttx 1-x

2 2
73) sinlnx ; 74) x?(x+1)\/a2 +x2;75)

P
x
(x2 —3x+2)2 ’

1 x2—5x+4

76) sinx+2cosx+3’ (x2+1)(x2+4);

—16x° —8x* +12x° +14x? +16x+5

78) : :
(x3+x+1)
) 5(x*-1) |
(x5 —5x)(x5 —5x+1)
. oyt*( Inarcsin x* xtgx )
80) (arcsmx ) { o +marcsmx2J2tgx,
81) 2/ 1~ —(cosx"? )m_l
sSin x

(cosx-cosx3/2 -In cos x*/2 —3x/;~sinx-sinx3/2);

o (i) (xwf()):(;&)‘mez*nlnzﬁ%) ;
1
1 x
83) e_;(arccos \/;)e 1narcczos\/; B 1

X 21/x(1—x)aI‘CCOS\/; ,
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84) 2(1+sinx+sinx )2C05x_1(cosx~(cosx+2xcosx2)—
—sinx-(1+sinx+sinx2)ln(1+sinx+sinx2));
85) (chx2 )Shzx_l (sh 2x-chx? Inchx* + 2xsh*x - sh xz) ;

£ 2
86) arctgy- (arctg \/;)arc g’x [ZIn arctg\/; N arctgx }

1+ x2 2\/;(1+x) arctg\/;

87) (cossinx)m [lncoﬂ—\/lnx -COS X - tgsinx] ;
2x+/Inx

2xtg3x )

b
¥ +1

3sin’ x

COS4 X

et 2
89) (shxz) . 2x - 3fctgx - cth x* —h;S# ;
3sin” x - 3/ctgx
2

5
= in3 x I
90) 2sin’ x-(chv/x) [gcosx.lnch\/;gmx thﬁj;

88)

ln(x2 +1)+

2x
(arcctg(l + \/;))ln Inx

91) lnarcctg(1+x/;) Inln x ‘
xlnx _2«/;(x+2\/;+2)arcctg(l+\/;) ’

In(x*-1)

zzil(lnln(xz +1))
x

22) [2x2 lnlnln(x2 +1) ln(x4 —1) }
+ .
x2+1) ’

X -1 1n(x2+1)-lnln(

inx? | 2xIncosarct xarcsin x°
93) (cosarctgx)" """ ( & _ J ;

1—x* 1+x°
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. )
in? x arcsinx arcsin” x
94) (tgarccosx)™ " * — 2Intgarccos x — ;

I-x x2\/1—x2tgarccosx

sin x : l+sinx-Inx
95) x* - x¥"F (cosx -In? x+—j ;
X

2

96)2" -x* -x(2Inx+1)In2;
97)(1nx)xlnx 'xlnx_l(2ln2x+l);
98) x (1nx)"*~1 -(1nx)lnx (Inlnx-Inx+Inx+1);

chx
99) (sincosx)" -xChx([shx-1nx+@jlnsincosx—ctgcosx~sinx);
x

)Zarcctgx 2arcctgx  2arcctgrIn2Inarctgr
arctgx(1+x2) 1+x° '

100) f(x)=(arctgx

2. 1)a) —324:6) —-8;8B),1r) 0; 2)a) —~:6) —1; 3)a) 0;6) 1;
4) 2) 0; 6) ne icnye; 5)a) —n°;6) —L1n 6)a)ff 6) V332
B) He icuye; 7) a) 2;6)—2; 8)a) —1m;6) 2;B) ——n 9) 0;
10) a) 12;6) —181n%2; 11)a) 0;6) 1; 12) a) In2;6) —¢';

13) a) 200!; 6) 100:991(991)%; B) (100!)*; r) 200!.

sgnin | x|

3.1) sgnx,x#0;2) 2|x|;3) , xz {0, x1};

4) Jx>10,|x[<1;5) s1n2x|smx| 6) m[x]sin2mx;

1
x\/x2 -1

7) 3x%,x20_ 2x,x<0; 8) 2xcos%+sin%,x¢0, 0,x=0;

9) Tl x20 1,x<0;10) 2(x—a)(x—b)2x—a-b), xe[a, b],
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0,xe[a,b];11) 0, x=0; 12) soxe (L1, L xp 1

9 25
13) 0, x=0; 14) 2x(1— x> )e_x JxIL1, 0, | x|>1;

15) %ncos%nx, xe[-11), 0,|x[>1;

_2
16) X 3,X€ (_1, O)U(Oa 1]9 |X|,|X|>1;
17) —sgnsinx, x #nk, ke Z;18) sgnsinx, x#nk, ke Z ;
19) (x—2)% |x=3P sgn(x -1 +2(x=2) | (x=D(x=3)* +
H3(x =22 (x=3)| (x=1)(x=3)|, x #1;
20) (5x° —1)(x* =D[x], xe (R\Z)U{£1};
21) ¥ -2"In2, x<0, ,x>0;

+x

22)

cos; +;sm;sgncos;, x%{ ke Z} {0}; 23) 3x|x|;

2k+1
24) n{x]|cosmx, x& Z ; 25) sgn(x —T)sinx+|T—x|cosx;

26) sin® X+ {x}sin2mwx.

4.1),2) x=0;3) T;4) x=0;5) x=1;6) J;7) x=1;

8)-10) x=0;11) {i#ne N}U{0};12) {i%|ne N},

13), 14) x=0;15) T 16) {%+nn|ne Z1:17) x=

18) xe {0, £1}.

5.1) 0=2,B=-1;2) a=3,=2;3) a=2,B=—4;4) a=p=1;
5) o +B=2:6) p=0:7),8) a=p;9) a=1p=1

10) oc=%,[3=—%; 11) we icuye; 12),13) ao=f=0;14) o, Be R ;

15) a=p=1;16) a=P=-1;17) a0=0,<0v a<0,=0;
18) af=0.
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6.1)a) p>0;06),8) P>1:2)a) B>0;

6),B) a=Pf=1voa=0,>1;3)a) >0;6) o>1;B) o0 >2;
4)a) a>0vo=0,B<0vP<a<0;

0) a>lvoa=1B<0vPB+l<a<l;
B)a>lva=1B<0vB+l<a<l;5)a)B) af<0;

6)a) o,Be R;6),B) =.

7. 1) a), 0) Hi; 2) a), 6) Hi; B) 0;3) a) 0;06), B) Hi; T) 3;4) a), 0) Hi,
5) a), 0) 1; B) Hi; 6) a) Hi; 6) 5; B) —1; 7) a), 0) Hi; B), ) 1; 8) a), 6) Hi.

8. 1) 3x°0'(x7) + 3y ()W'(x); 2) ™ (0'(e)e” + (e W (x));
3) sin2x(¢(sin® x) + 2xy’(sin(x?)) cos(x?) ;

@m@“ﬂﬁgﬁﬁwﬂmwm}
02(x)
V()00 I 6(x) ¢ (W) Iny(x)

5)
O()W(x)In* 0(x)
6 YOV V@O o FvE) - W (00
Oy o@Dy
1 1 1 1 1
9.1 ;2) — ;3 04 ;5 ;
) \/1_x2 = \/1—x2 ) 1+x% ) 1+x2 ) 2x1-x"
arcsin x 1 1 1 1
6 ;7)) —; 8 ;9 ;10 ;11 .
) 1—x? 7 x’ ) xIn2’ ) Va2 +1 10 Vx? -1 D 1-x*

10. Y Bignosini sanucyerses Tpiiika (f5 (Xg), /1 (x0)s £ (xp)) 5 AKIIO
SIKOTOCH 3HAYCHHS HE iCHY€E, TO cTaBuThes 3Hak "—". 1) a) (-1, 1, -);

1+42¢ 1+2e¢ 1+2e
6) (LL,1);2 ,0,-):6 , , ;
) 1132y a) ( ) )[(1+e)2 (1+e)? (1+e)2J

Ha) (-9 LLD;w LD, 1 (5-Z,-);
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4) a) (—TC, 09 _) 5 6) (Oa Oa O) 5 B) (Oa -7, _) ’ f) (TC, 2“9 _) 5
5) a) (_13 1, _) 5 6) (_2’ 03 _) 5 6) a) (2’ Oa _) 5 6) (0’ 0’ O) 5
D (3 -)i8 =959 0,0.0:10) (- );

11) (2,42, -):12) a) (-1, -1,-1);6) (0,0,0); 13) a) (I, L, 1);

0) (1,-1,-);14) a) (0,0,0);6) | - % —j; 15)a) (1,1, 1);

2
;17 a) (-1, 1, -);
) 18) a) (0,0, 0):

= o

0) (0,0,0);16)a) (1,-1,-);0) (1, 1,

6) (-~ -):B) (L1~ 3
0,0

(b
) 8) (0,0,0).

mhﬂﬂnmmtgg

1 2
11.1) — ; 2) arccos(cosx); 3) I=x% | xisl,
2sinx—cosx+5 I-|x],|x|>1;

. 1| x<1,
4) [x][sinmx|, x¢ Z; 5)
x5, x[>1;
2(1—cosx)(1+2sinx 1
( )( 3 ),x¢n+2nn,neZ;7)—2,
(2+sinx) 1+cos” x

g —~ X1 ;9) VI-sin2x ; 10) ——— x¢g+nn,neZ;

+rx?+1 3cos x+1
[x]

4(1-sin2x+cos2x)
,X#ET+21n, ne Z; 12) —, x=>1.
(3—2sin2x+cos2x) X

6)

11)

1 1
12.1)a) — —dy; 8) ————dx, ——dx; B) ———dx, dx;
1+e* 2 \/x2 +1

r) %dx, dx ; m) x* In(ex)dx, dx ; e) —Inx ———dx, dx;

(1—x2) 1-x X
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xarcsinx ++/1— x?

€) In(ex)dx, dx ; x) (x+1)e"dx,2edx ; 3)

(l—xzm)

1
) —2 cosx . szx In2dx, 0;

COoS

) 1 -[1+ 1 ] L Sdx
2\/x+\/1+ Jx 2\/1"'\/; 2Vx 4l
2
v, 05 2)8) 2L e 6) S dx;
47 2(1+Int)

2
de’ dx ; 1) —tgtdx,0; 3) a) ﬂdx, de;
3t +2t—1 syt42y 7
COsxdx, dx ; B) _cosxdx —dx; 1) X—de, dx .
cosy siny x(ey +1)

sinlnx

i) —

0)

udu +vdv

—’
u? +1?

13. 1) uvdw+vwdu + wudv ; 2)

dx, dx;

vwdu —uwdy —uvdw ywdu + uwdv —uvdw udu +vdv

3) ; 4) ; 5) -

22 2

w(v2 —uz)du—Zuvwdv+u(u2 +v2)dw udy —vdu
;7 ;
(u2 12 )2 u? +v°
8) 2(vdu —udv) —ua;v) ; 9) € (vdu +udv) ; 10) € (du+dv);

sinz—“-v
v

6)

11) uV(ﬂﬂnudvj; 12) o u (d—”+d—dv+1nu1nvdwj
A%

u v

13) (wv)” (w_du + wdv + ln(uv)dwj 14) V™ (whlvdu + wdy
v

v
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14. 1) Tak; 2) rak; 3) Hi; 1) Tak.

2 2
15.1)t +Z+1,HeiCHy€,1;2) 1-3 , 1, L, opu t=0,2, mpu t=1;
PSS L @04 5 8. (=G-4) 5 8.

6t-5" 11 (t-D)(3t-5 "85 " (-D)(3t-5 85
6) 2t—1*,0,0;7) -1, -1, —1;8) — 4ctgt 4*f %;
9) 4zht,%,—4;10)ctgt,—g,— 3;11) ctht,l,O;

3
12) 1+¢ ’l 1
3(1+47) 373
1
o) gy L1y | L,
X=y 59" +3y“+1 9 l—acosy 1-a
2 2
- 1
-2 g2 g L Ly
xy+1 2 3y2—2y 2Iny 2
8) ———, —=.
2lny 2

17.1) 1,01;2) 0,48:3) 1,1;4) 0,76;5) 0,97;6) 1,58 ;7) 1,9;8)-0,87;
9) —0,02;10) 1016,8; 11) —0,03 ; 12) 3,99 ; 13) 2,00 ; 14) 37,07 .

18. 1) a) Tak; 0) Hi, B) He 3aBXKaM; 2) a) Tak; 0) HE 3aBXK/IH, B) HE 3aBXKIIH;
3) a) Tak; 0) He 3aBXK/IM, B) HE 3aBXKIM; 2) a) Tak; 0) Hi, B) HE 3aBK/IH.

19. 1) Tak; 2) a) Hi; 0) Tak, B)-T) Hi; 3) a)-B) Tak, r) Hi; 1) Tak, €) Hi;
4) a), 0) Hi, 5) Hi; 6) Tak; 7) Hi; 8) a), 0) Hi; B), I') TaK, 9) a) Hi, 0) TaxK,
10) a) Hi; 0), B) Tax, r) Hi.

n+l n
_ +1
21,1y B —ntDx +1,x¢1,%,x:1;

(x=1)°
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n2x"™? —2n* +2n-Dx" M+ (n+1)2x" —x—1

2) 5 , x#1,
(x=1)
: 1 X 2 X
+D2n+1 nsin(n +=)xsin % —sin” *2
nntD@ntl) - 27 2 2 zomk,
6 2sin? X
2
kez, "D ok ke z:
1 1 X
sinnx —ncos(n +=)xsin
) 2 2 2 x#2mk,keZ,0,x=2nk, ke Z;
2sin? %
2
nsh(n+l)xshi—sh2M n(n+1)
5) 22 2 x#0, =7, x=0;
2sh %
. . B . )
6) s1nnx(2ns1nxcos2nx cosxsmnx)’ xETk, ke Z, n(n )’
sin” x
x=mnk, ke Z.
Po3ain 2
[loxiaHi Ta AMPepeHLia/iu BULIUX
NOpAAKIB
2 3
2.1y 22 HL 203 5*/5;2) 2x-arctgx+1, 2actgx+2—x2,
NI (1+x2)5 4 1+x
4:3) Inx+1, L. —1:4) 2coshnx, —250I0% 5. 5) 12 ,
X COS X
i 1
25X 916 ——, 27 2xe ™, (dx2—2)e ™ 0
cos” x x+1° (1+x)
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—X

g | 1
V1422 (1+xz)%’ NoX

9) —sin2x, —2cos2x, 0;

10) —2xsin(x?), —2sin(x?)—4x? cos(x?), 12\/E; 11) 2—— 12 ,
sin” x

2 1 2(1-

O 2:12)0, 0, 0;13) VA0

sin” x \/Zx—xz x(2-x)
14) 280 o so ML k0 6 -1518) Y (n),

x“+1 (x"+1
2
Fnx+)*+x, 3 16) ——]nf ,mz-hz’“;z, In 2+3;n2+3;
xIn“ x x“In° x 4In°2

2c0sx_ sin x B
l+x  (1+x)?’

17) cosxln(1+x)+ilﬂ, —sinxIn(1+x)+
+Xx

18) ¢ (cosx—sinx), —2e"sinx, —2;

19) 2(x-1)* (x+8), (x— 1)(x+8)’ 1:20) 1+ 1 . ) 6
(x+5)° (x+5)° (x+1)° (x+1)
23.1) 3(1-”), & ,2;2) —éctgt,— 2b ’_ﬁ;:;) _2’
2 4(1-1) 8 a a’sin’t a
t 1 -
0,05 4) ctgs, ————0; 5t (t+—}
2 4asin4% 8 4
2
J2e' cos (t+1im) tgt cos2 2t
7y ctht, — 13 ’ 256.51n32+1.
tsh’t 81 In”2
3
8) sint, —C(?S t, ! ;9) (t+1) 2t+1) , 1.64; 10) _2—c0521’
sint © 2 el 4
- 2
23smzt—1’ _E, t_l 4 - “12:12 t“+1 -
2 (1 (t+1) 1t =2)(t+1)
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201> +3t+1) 19 +1 (1-1%)° 3
3 3 3 - 5 13) s 3 s 5
£t=2)(t+1) 324 2t ¢ 3242

14) 2(e" =¢"), 2(1+¢€*), —4; 15) —tg?t, —,
2cos ¢t
1-lns  In?¢-2 -1 4¢ 4
2 2 3 b ;17) 2 b 2 3 b -,
t“(Int+1) (Int+1) t“+1 3t°+1)° 9

=2t 283+ +2) _352‘19) £-2 20 -37+1)
28-1 328-) T 37 T i?-n) -2

243-44/2).

18)

2

a a 3 y—=2x
24'1)_a T30 3 2a2 3 2_
y oy a Yy —x

2(y-20)3y% —0)-6y(y—20* ~23y* -x)* _105
(3y? -x)° 4
3 b’x b'(d’ y2 bzxz) 332 gy XY 2% +x%)
a’y’ ay’ x=y (x+y)
5 1- 2 ,4(y+x-|;l), _1;6) 2;& 02 _3(y2+1);rzx43(1_y4)
Xty (x+y) 4 y+l O~ +1)
1 cos y ) 3x2—2xy2
1-siny’ (1—sin y)? o 3y2+2x2y’
54xy(y® —x)—18(y° +x®) +16y"x* +72)°%° 308976
(3y? +2x%y)° " 161051

g) Pty 4x° +y 12x%(4y° —x)? +2(4x° + y)(4)°* —x) —12)° (4x° +y)2
4> —x’ 4y’ —x)°
10) x* —ay 5. Xax— ¥*)? —a(x® —ay)(ax - y*) + y(x —ay)
2 b
ax—y (ax—y*y’
8

, 4
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10 A-10 0€”10! 12,004 .
25.1) AA=1)..(A=9)a " (ox+B)* ;2 ;3) o e™

B TN
4) o3 cos(ox+P) ; 5) —o'* cos(ox +P) ; 6) i-
’ T (o)

7) a'®sh(ox+P); 8) o sh(ox+PB); 9) a) 108-6!1x—216-5!;

|
6) 108-6!; 10) 0 8')9 11) 22062 (x? +20x+95); 12) —%;
—X

13) 3% ((-3x* —=3x+29)sin(3x +1)—10(2x + 1) cos(3x +1)) ;
2(121n x —25)

xS

—8-9-10x" +...+1:2-3-...-10) ; 16) 28(3'%sin 6x—2'" sin 4x —sin 2x)

X
14) ; 15) (¢ —10x" +9-10x° ~
X

; 17) e*(sinx—cosx) ; 18) e (sinx—cosx);

19) 1(57sin5x—3"sin3x); 20)&[ 4 2 J;

3 (x+2)" (=DM

211! 46 | | 2
21 N 22) 7! + ,
)2”(1 x)"? ( T j ) 7(()6—1)8 (x+1)° (x—2)8]

26 (y Bcix BignoBimax ke N ).

1 bec—ad (-1)"'n! | (=1)"n)! n)!
) 2 2\ P 1— )’
¢ (X+?) X ( x)

1 1
3) (=1)"nt - :

1 3 4
4) (-1)"n - + ;
) ( ) (6xn+1 2(x_2)}’l+1 3(x_3)}’l+1 ]

oy 2t 1)
R )((x—l)" (x+1)" (x+4)”]’
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(x+5)" (x+D" (x=1)" (x+2)"

7) 2" cos(2x+1mn); 8) 2" cos(2x+1mn);

6)(—1)"_1(11—1)!-[ Lt ' 2 J;

9) sm(2x+ n)— 1 3" sin(3x+%nn);

10) 3 cos(2x+1mn) +%' 3" cos(3x+4mn);

11) %(a +b)"sin((a+b)x +%Tcn)) +%(b —a)"sin((b—a)x +%7‘cn));
12) L(a—b)" cos((a—b)x+Lmun)L(b+a)" sin(b+a)x+Lmn));
13) %(a —b)" cos((a—b)x +%7‘cn))%(b +a)" sin((b+a)x +%Tcn));
14) 4" cos(4x+1mn);

15) 0" % sin(owx +%1'Cn)(0c2x2 —n® +n)—2nx0o" " cos(ox +%1‘cn);
16) (=D)"e X (x* +2x+x—2n(x+1)+n(n-1);

17) 22" cos(x+%7'cn) ; 18) 22" sin(x+%nn);

19) (o +B2)%" e® cos(Bx+y+n- arctg%);

20) (o +p? )%" ™ sin(Bx+y+n- arctgg) ;

21) 3((ae+PB)" f (o +B)x) + (o =P)" f (0. ~B)x)) , me mput 1 =2k
f(x)=chx,npu n=2k-1 f(x)=shx;

22) 2((a+PB)" f (o +B)x) = (0 =PB)" (ot ~B)x)) , me mput n =2k
f(x)=shx,npu n=2k—-1 f(x)=chx;
23)%(0(2 +p? )%n (™ cos(Bx+n- arctg%) +e ™ cos(Bx—n-arctg %));

24) l(a2 + Bz)%” (e sin(Bx+n- arcth -

k= 1

—e “sinBx—n- arcth)) 25)( 1) e¥; 26) n'(lnx+z ]
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27 (y Bcix BinnoBimsax ke N ).

D L-nt(=1)"+2);2) —n!;3) 2n!;4) 0;5) 0 npu n=2k,
(=) (2k=2)! npu n=2k—1;6) 0 ipu n=2k, (2k-2)!1)*
npu n=2k—-1;7) 0 npu n=2k-1,
(-2 k=D +1+...+51) npn n=2k;8) 0 npu
n=2k-1, 2% 2.((k=1)")? upu n=2k;9) 0 mpu n=2k—1,
D" m?(m? =2%)..(m* = (2k =2)*) npu n="2k;

10) 0 mpu n=2k ta n=1, (=D m(m?® =12)...(m* = 2k -1)?)
npu n=2k+1;11) lupu n=1, 3 npu n=2, 2 npu n=3,
2-(-1)"3(n=3)! npu n=4;12) 2 npu n=1, (-1)"(n-1)!
npu n>2;13) (=D 22k —1)! mpu n=2k -1, (-1)-(2k)!

1) n! (Cosn(n+1)_ﬁsinn(n+l)}

(=D"n!
npu n=2k; 14
P ) Com 3 3 3

28.1) n;2) 3; 3)-6) HeckiHUeHHICTB; 7) xoaHO0i; 8) 0,9) 3;10) 1;
11) 2; 12) xxoxnoi; 13) 3;14) 4;15) 1;16) 2;17)-19) 1.

29.1) (x° +4x% +3x+2)e"dx, (x> +7x% +11x+5)e"dx?, 16dx>;
2) (2x+3)shx+ ()c2 +3x—1)chx)dx, 2(2x+3)chx+

+(x? +3x+)shx)dx?, 9dx’; 3) (chx-sinx+shx-cosx)dx,
2chx-cosxdx?, 0; 4) (2+cosx)dx, —sin xdx? , —COS 1dx® ;

5) 2sh(2x)dx , 4ch(2x)dx”, 0; 6) (=sinx-Inx+<SY)dy

(—cosx-lnx—&x“"—"Z’C%)dx2 , 3(sinl—cosl)dx’ ;

7 I-lnx dx, 2Inx-3 dx2 , 11a’x3; 8) XCOSx—sin x dx,
x? X x?

in— —2si 48(4-n?
2sinx 2xc<)3sx x~sinx dx2’ (n4 )dx3.
X
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30.1) d*x;2) dx?;3) dc?; 4) d’x;5) 2xdx; 6) d*x*;7) dx*;
8) d*x?; 9) 2xd*x +2dx*; 10) 4x2dx? 11) dxt .

31.1) dxd?x® +3xd*x*d’x ; 2) 2xdx® +4x°dd x ;

3) 2xdxd 3% +2x°d3xd*x ; 4) 3x2dxd’x® +3°d> 2 d x;

5) Sxtdxd’x+x°d%x ; 6) 3d2x°d3 3 + 2dPxd* xd* X3 ;

7y 4dd’xd*x +dx*d’x ; 8) 4d> X d*xd x> +5d°x*dOxd>x*

9) 2dxd’*xd’x* +4d°x>d*xdx? ; 10) 4d* A xd>x* +2d° xd>xd*x*
11) A>3 A% + 2dxd*xd>x* +3dxd*x2dPx2d x .

32.1) m" Ydu,  n(n-Du"du* + " d%u
n(n—1)(n—=2)u"du’ +3n(n—Du">d*udu + nu""'d*u ; 2) d"Inadu,
a“ In? adu® + a* In adud*u

a“1n® adu® +3a" In? ad*udu + a" Inad’u ; 3) cosudu,
—sinudu® + cosud*u , —COS udu® = 3sinud*udu + cosud’u ;

4) —sinudu , —cos udu® —sinud*u , sinudu’® —3cosud udu —
—sinud’u ;' 5) cos > udu , 2c0s ™ usinudu® +cos > ud*u ,
2cos™ u(3— cos? u)du3 +6sinucos™ ud*udu +cos > ud’u ;

6) udu , —u2du* +u” d%u , 2u 3 du® = 3u2dPudu +u” du ;
7) & (vdu +udv), € ((vdu +udv)? +2dudv +vd*u +ud*v),
¢ (vdu +udv)® +3(vdu +udv)(2dudv +vd*u +ud*v)) +

+e" (3dudv +3dud?v +vd*u +ud>v) ; 8) vwdu +uwdv+uvdw ,
2wdudv + 2vdudw+ 2udvdw +vwd *u +uwd*v + uvd *w ,
6dudvdw +3w(d*udv + dud*v)+ 3v(d*udw + dud*w) +

+3u(d*vdw+ dvd*w) owd u +uwdv+uvd>w;
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9) vidu—udv , vdPu =22 dudv+ 2w v —uv2d %y ,
v'dPu = 3v7(d udv + dud*v) + 6v > dv(dudy + ud*v —uv dv*) —
—w 2 d%v; 10) w’ (v du—Tnudv), u’ (v du + Inudv)® +
+u’ Qu” dudv + Inud?v —vu2d*u), u” (vu”'du + Inudv)® +
+3u” (vu_ldu +In udv)(2u_1dudv +Inud®v—vu~2du® +

v d?u) +ut Qvudu? v dPu+ Inudy = 3u™ (duPdv -
—udud®v +d*udv +vdud*u)); 11) u" V"~ (mvdu + nudv) ,
u" "2 (m(m = D)2 du + 2mnuvdudv + n(n —u’d*v)

u" 33 (m(m =) (m =2V’ du+n(n—D)(n=2)’d>v) +

+3um_3vn_3mnuv((m - l)vdzudv +(n— l)dudzv) .
12) (v+w)du + (u+w)dv+(u+v)dw,

2(dudv + dudw+ dvdw) + (v + w)d*u + (u+w)d*v+ (u+v)d*w,
3((dv + dw)d*u + (du + dw)d*v + (du + dv)d*w) +

+(v+w)d3u +(u+w)d3v+(u+v)d3w.

PO3A1/ 3
Teopemu npo cepeaHe

34. 1) ui; 2) tak, £=0; 3) i, §=0; 4) a)-B) Hi; 5) a) Hi; 6), B) Tak, {=0.

37. 1) Tak; 2) Hi; 3) Tax; 4) a) Hi; 0) Tak; 5) a)-B) Hi; r)-€) TakK; €) Hi;
k) Tak; 6) Hi; 7) a) Tak; 0) Hi; B) Tak; 8) a)-B) Hi; 9) a)-1) Hi.
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Po3aina 4
dopmysa Tersiopa, npaBusia JloniTass

x3 x5 2 4

38.1) x——+—+o0(x° ;2 l_x_+x_+0 ¥ ;
) 6 120 ()3 2) 2 24 =)

2 3 4 5 2 3 4 5
) 1) B R S Y ) ) S A S G
6 24 120 2 3 4 5

a(o—1)x? I 1)(6a —2)x° N
a(o—1)(o—2)(o —3)x* , o= (o= 2)(@ - 3)(e - 45 .
24 120

x3 5

2
6) x+?+%+o(x5);7) I+xlna+

5) 1+ox+

o(x);

¥In>a XInla
+ +
6

44 4 513 3 >
1 |

Jrmnae xn a+0(x5);8) x+x—+x—+0(x5);
24 120 6 120

2 4
x° X o2

9) 1+ —+—+0(x); 10) x——+"—+0(x");
VI gt o)s 10 xmrmr o)

x3 5 3 5

3x 5 X x 5
11) x+—+—+o0(x");12) x—+—+o0(x");
) e 10 (x7);12) 35 (x7)

n x3 5 3 5

3x 5 T X X 5
13) ——x——-——+o0(x");14) ——x+———+0(x");
) 2 6 40 )3 14) 2 3 5 )
23 4 5
15) 1+£—x—+x——5i+7i+o(x5);
2 8 16 128 256
2 3 4 5
16) 1422 20 M0 | 22, sy,
3 9 81 243 729

17) l—x+x> =X +x* =2 +0(x°) ; 18) 1+ x+x2 +x° +x* +X° +0(x°);

2 3 x4 5

x° X x 5
19) x———-———-——- —+o(x7);
) 2 3 4 5 )

x2 x4 2 4

200 1= — 2 o) 2 1+ — o).
) 1= mgg Tol)s 2 I == et o(x)
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2 4

X X X
39.1) 1+2x+2x> —2x* +o(xH): ) 1- 2+ 2 -~ 4+ o(x
) (x*);2) T (x*);
2 7 13
X 3 X X 13
3) —+x"+ o(x 4 +——+o(x");
) 6 +ol ) ) ¥ 18 3240 )
2 4 6 2 4
x° xT x X X 4
5 —+———+ 6 ————+— o(x");
) 2 12 45 olx ) ) 8 192 =)
X > X 6 2 3 3
DNl———+—40(x");8) x—x"+2x" +0o(x”);
2 6 8
2 3 3 4

x° 3x 3 » XX 4
N 1l+x——+—+ ;10) 1—x" ——+—+ ;
) X 5 2 o(x”) ) 1—x . o(x")

4 6 4 4
X X 6 3x7 1lx 4
1) 1-——+—+o0(x"); 12) —+——+o0(x");
) 8 48 ) ) 2 24 ")
3 4 |8
¥ 5xt X
13) -2 -2 o) 14) - - o(x
) 6 24 ( ) ) 2 12 ( )
x 5% 11
15) ——+—————+o(x 16) —x* —x* +o(x
) T o(x*) ; 16) (x°);

x4 6

X 7
17) 1+—+—+o(x").
) >3 (x")

7,3 5 3.5
40.1) 1+2x—i—5i—x—+0(x ); . x+x——x—+o(x5);

3 6 15 6 40
3 5 4 5
4) 1+x —x—+5i+3i+o(x );5) —x—x +x_+17x +o(x");
2 6 4 2
X 5. X 37x°
23 2t 28 ¥ Xt
8) x—xP+ T+ 4 0(x°);9) ——+—+o0(x
) 3> 3 T3 (x°); 9) RED ()

2 4
10) 1-x% +o(x*): 11) -+ 2 4 o(x%):
) (x7) )6 150 (x7)
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x5t X 3x? x*
12) 1-22 22 02 0G0 13) 1+ o)
) 1-= T (x°); 13) 3 (x7);
2 4 3 5
x° x 5 x> llx 5
14) —+—+o0(x");15) —+——+o(x");
) 2 24 ) )3 24 )

xx2 4 2 4

X X
16) —— 2+ -2 1 o(x*);17) 1+ + 2t 0(x°
)2 TR ;1) 6 T30 )
2 3 4 5 3 5
18) Txe X I 20 ) 19) xr T oy s
2 3 24 15 6 120
XX 5 D) ¥ oxt 7
20) x+—+—+0(xWN2;21) x—x’ + -+ 4 0(x°);
306 3 3 15

5 x2 4

X 5 X 5
22 1+_+ ’23 1____+ ;
) i o(x”) ) 5 g o(x”)

3x 4 5
24) 1+x° - 2x* -2 o(x
) 5 5Tl F

25) 1-x —£—£—5i+o(x) 26)1+—5+0(x)
2 6 12 4
4 5 3 4
27) x+%—%+o(x5); 28) 1+2x2—%+%—4x5+o(x5);

x3 5 3

5x° b X
29) 1+x° —=—+0(x°); 30) I-Z——=—+0(x"); 31) 1+ —+o0(x");
) I+x" ==2-t0(x7) 3 30) 1==-="—+0(x"): 31) 1+ -+ 0(x7)

5
32) 1—x3—%+0(x5);33) 1—x* +o(x°);

2 x* 13x5

34) [+x— " - +o(x°).
) 1+x 3 4 60 o)
41.1) Slnl_cosl 2+c0s1—3s1n1x4+0(x5);
24
2) cosl+sm1x2 3cosl+sinl Pio (x)

24

2

e o € 4 5 1 1 4 5
Je——x"+—x"+ ;4) In2——x"——x"+ ;
) e 2x 6x o(x’); 4) 4x 96x o(x”)
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1—sinl inl i
cosl—sinl » _sin x3_5cosl+6s1n1x4 o2 :
2 2 24

1+sinl 1 inl— 1
cosl+sin xz_COS x3+551n 6¢cos 4 +0(x5);
2 2 24

12c052+25in2x3 3
3

5) sinl+cosl-x—

6) cosl+sinl-x—

7) cos2+2sin2-x—2(cos2+sin2)x> +

16cos2—6sin2 4
3

+o0 (x ); 8) et+ex+ex +56 X +5§ex4+0(x4);

1 1, 3 e 2 € 4 5
9) In2+—x+=—x"+0(x7);10) e+—x"+—x" +0(x’);
) 5*+g (x7); 10) >t (x7)

1 shl—Chl 2, ch1+3sh1x4
2 24

12) ch1 =L ,2 AL 4 05y 13) 24— x4 o)
2 24 24

cosl 5, cosl—3sinl 4

x°+ X

24

+0(x5);

14) sinl+ +o(x°);
15) 1n2+x—lx2+lx3 —ix“+ix5 +0(x3);
4 6 32 120
cosl 2+30081_55m1x4+0(x5);
360
cosln2  cosn2+sinln2 , cosln2—sinln2 ;
x+ X X

8 16
In?2+1 2+ 4In*2+8In2-3 2
2 24
19) cossin2+%sinsin2~cosZ-x2 +o(x*);
2 4
X (In5+1)x 5.
- + ;
55 som?s )

21) cosln2—LsinIn2-x— 1 >+
2 8(cosIn2 —sinln2)x

+4L8(3 cosln2 —sinln 2)x3 +0(x3) ;

16) sinl—

17) sinln2— +o(x);

18) 1+In2-x+ +o(x*);

20) Inln5-

ecose e(12cose—Sesine)
x +
360
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2 .3 4 4
42.1) 3—3—x+x—+x——““x Fo(x'):2) L= o) ;
2 4 2 360 2 60
3 2 3
3) §+2§4 +o(x"); 4) 1—%—?+o(x) 5) x° +o(x");
x> 89xt 23x°
6) —+—+ + o(x’); 7)) —
6 3 120 20 90
2 4 3
x~ Tx 21 x
—t— 9 —————+
%) 6 24 °():9) 32 2 o)
2 3 4
10)£ x7 lAx” 1x N (x4),
2 4 2 24
2 1 x> 5x*
11) (X~ 4 22x 4y:12) == 425 o]
) x 3+9+27+0(x) )22 n (x7)

43.1) 2), 6) 1+0(x?); 2) 2), 6) 1+0(1); 3) 1+x+%+o(x2);
. 1+0(x2); 6) 1+%x6+0(x10);7) a) x—%x3+o(x3),
6) x—%x3+o(x4);8)a) - é K +0(x%),

1.4, 1 6,1 6y . 15y . 305 .
0) — ¥ +2x +24x +0(x7);9) o(x7); 10) o(x77);
11) a), 6) o(x>); 12) a), 6) 1+0(x°); 13) a) %xz +o(x?),

L2 4 o(x%); 14) o(x?); -) 0(x); 17) ¥ +0(x°);

1.2, 1 Ay 12 1 04 5y -
¢~ +120x +o(x) 19) 2+24x 750~ +o(x7);

20) x+%x3-4lox +0(x%);21) 1+0(1); 22) o(x?); 23) o(x).

44.1) 4;2) 2; 3)-5) HecKiHYEHHICTB; 6) xoxHoi; 7)-9) 2;10) 1.
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45.1) —x+§x2+%x +0(x3),511<1uo 1(0)=0,

~.9 3.2 1

2+2x AT
1 1 5 3 35. 2 3 3

2) x+9x +243x +0(x7);3) 4x+4x"+8x" +o(x”),

skmo y(0)=0, 3— 6x% —8x° + 0(x3) , ko y(0)=3;

L3 +o(x ), sxmo y(0)=-2;

4) x—2x2+4x3+0(x3); 5) 2x+0(x2) pu t =n+2nn, ne Z,

—2x+0(x2) npu ¢t =2nn, ne Z ; 6) —%xz +0(x2);

7) 1—lx—§6 3+0(x) 8) 1- —x—312x2+0(x2),511<1u0 y(0)=1,

-1- ix+$x +o(x ), axmo y(0)=-1;9) x+0(x)

.12 1 3 1
10) 1+3x 37X +0(x) 11)1+ —X 125x +0(x)

12) l+x—x2+x° +o(x ).

46.1)2) 1,6) 0;2)a)-2 [l 6) 0;3)a),6) 0;4)a) 20,6) 0;
5) a) 3sinl—2cosl, 6) 0: 6) a) ﬂe,ﬁ) 0;7) a) —i, 6) —2—54;

8)a) 0,0) 60;9) a) 6) 0;10) a) 0) ~24

8" 10!°

47.1) 1+%(x—1)—%(x—1)2+%(x—l)3 +o((x—1));
2) (x—1)+(x—1)2+l(x—1)3+o((x—1)3);
3)1—7‘—2(x—1)2+ (x=D*+o(x-D*);

8 384
4) (x—1)+%(x—1) +E(x—1)3+%(x—1)4+0((x—1)4);
5) 2—(x=2)+(x=2)* +(x=2)’ +o((x-2)*);

6) (x—l)—(x—1)2+§(x—1)3 +o((x=1)°);
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7 2e =7 (x=1)+10e7*(x=1)? +o((x—1)2) :
———(x 2)+ f(— 2)% - (x—2)3 Lot ro((x=2)h.

128
15 5 60 20
1 2 o l1-o
3 3,A=—,B=—;4) a#—1, 2, A=—— B=——
Y= A= =39 "= 7 P=—3
2 1
Ta =—1,n=3,4=2,B=1;5) n=3,4=—,B=—;
5 15
6) n:Z»,A_l B:i C=—=;17) n:S,A_E,B:—l,C:_l;
4 12° 3 6 3
8) n=3,4=C==,B=1.

49.1) 132,575, n=2; 2) 2,0001627, n=1; 3) 2,23, n=2;
4) 035, n=2; 5) 0,01745241, n=4; 6) 1,098, n=2; 7) 0,0524,
n=2; 8) 0,8329, n=2.

50.1)a) 1072,6) 107*;2)a) 10°,6) 107°:3) 10°:4) 107 ;
5)a) 10*,6) 1071°;6) a) 107°,6) 10°;7)a) 107!, 6) 107%;
8)10°;9) 107",

52.1) 0, He moxHa; 2) 1, HEe MOXKHA; 3) +oo, HE MOXKHA;
4) 0, He MOXHA; 5) a) TpaHUIlA HE icHYE, 0) 0, HE MOXKHA; 6) a) +oo,
He MOXHa, 0) 0, moxHa; 7) 0, He MoxkHa; 8) 0, He MOXHa.

53.1)a) 0,0) +;2)a) 0,0) —;3)a) +,0),B) 0;4)a),0) 0;
5) a), 6) 0, B) He icHye; 6) a) 0, 0) He icHYE; 7) a),6) 0; 8) a), 6) O,
B) —~;9)a),0) 0.

1 1 1 19
54.1) BT 2) )5;4) —Z;S),6) ;7 05 8)— 7 0;
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1 1 1 1 1
8) —9;9) —; 10) 2;11),12) —; 13) 1; 14) i; 15) 3;16) 5;

17)1n_a 13)— 17)1n—" 18)— 19)

a 1
20) a“ " alna-1-aln’a); 21), 22) —; 23) l; 24) —Eoo;

1 23 7 1
Z.27) =2 .28) 2,29) ——:30) — ;31)0—;
PRl 180° ) ) 60’ i ) 3
32) —— . 33) 2. 34) 3. 35) we icnye: 36) — 1 37) —~ 1 38) 2
38777 377 T 8’ 3’

11
25) —;26) —
)4 )

39) —%;40) %;41) i;42) i;43) 0;44) é;45) 1;46) 1;

n+2 n+1

47) 2; 48) - 49) 150) ——:51) 0:52), 53) 1 54)

55) —2;56) 0;57) 262 ; 58) —; 59) ue icuye; 60) 0; 61) —

11 1 47
6 65)— 66) 0; 67) —— 3 68) 2;

62) 2;63) —
12cos

69) %; 70) —8; 71) “na(lna-1); 74) 1;

1 3n
75) —;76) —.
)2 )2

1 1 1 1 5 5
551)662)63 3)624)82 S)e6 6) e24; 7)8)1.
1 1 1 2
) 0;11) 1;12) —1;13)-15) 1;16) e3;17) ¢%;18) e3;19) e ™;
7 5 1

20)e 21) 1;22) €12;23) ¢;24) 0;25) e >:26) ¢ 12;2T) ¢ 15;
28) ¢*;29) 1.
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PO3A1J15
3acTOCYyBaHHS MOXIAHOI AJIA
AOCIII>KEeHHA BJIAaCTUBOCTEeH PYHKILIMN

57. 1) 3poctae npu x€ [0, 100), cmagae mpu x e (100, +o0);

2) 3pocTae npu x € (—oo O)U(1 > +00), cnayae ipu x € (0, n 2)
3) 3pocrae mpu x€ (0, 4), camae upu x € (—o, 0) U (4, + ) ;
4) 3pocrtae pu x € (—oo, 5), cnamae npu xe€ (5, +0);

5) 3poctae npu xe (—2%+21tn, M+21tn) , NE€ Z , ciajae mpu

41
3

Ha X ; 0) 3pocTtae Ha X ; 8) 3pocrae npu x € (—oo, —1)U(1, +0),

xe (2—3n+2nn +2mn), ne Z; 6) 3pocrac Ha X ; 7) a) 3pocTae
cnagae pu x € (—1, 1) ; 9) 3pocrae mpu x € (e, + <o), cragae npu
x€ (0, e); 10) 3poctae mpu x € (—oo, 0), cnanae mpu x € (0, +0);

11) 3poctae mpu x€ [0, %) , CTIAJIa€ TIPA X € (%, 1]; 12) 3pocrae mpu

xe (0, l) , CTIaJIa€ TIpHA X € (l, +00); 13) criamae Ha X ; 14) 3pocTtae

mpu x € (—oo, —=3)U (=1, + ), cmamae mpu x € (-3, —1); 15) 3pocrae

oo
opu xe U (
n=0

3+4n 1+4n) criaziac rpu

xe (2, +°°)U U (5+4n 3+4n
Z0

17) ciamae Ha X ; -9) 3pocTac Ha X ;
20) 3poctae pu x € (0, +o0), cnagae npu xe (-1, 0);

); 16) 3pocTaec Ha X ;

T Sn
+oo —+2ntn —+271n
21) spocrac mpu xe  |J | el? ,el2 U{o},
n =—oo
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oo | iomn Eion(ne)
cnagae npu xe el2 ,el? ;

Nn =—oo
-) 3poctae Ha X ; 24) cnajae Ha X .

58. 1) 3pocrae mpu € (—o, 0) U (1, + ), crragae npu ¢ (0, 1);
2) 3pocTae npu t e (e_l, e), cazae nipu ¢ € (0, e_l) U(e, +0);
3) cmanae npu ¢ € [0, l\/; 1; 4) 3pocrae ipu ¢€ [0, ®),

criagae mpu t € (w, 27] .

1
59.1) f(e_]) =e ¢ —wMiHiMy™; 2) f(0)=1 — mMakcumym;

3) f(0)=0 — miHiMYyM, f(%) = % —MakcumyMm; 4) f(1) = e

— MiHIMYM, f(-1)= 2 Makcumym; 5) f(4) :% — MakCUMYM;

1
6) f(1)=0 —MmiHiIMYyM, f(ez) =4¢7% — MakcuMyM; 7) f(e)=e¢ —
MiHiMyM; 8) f(Tn)=mn, ne Z —MiHIMyM, f(%n+1tn) :%n+nn

, NE Z — MaKCUMYyM, f(%n+nn)=%+%n+nn, nezZ —

MaKCHMYM, f(—%n+nn)=§—ln+nn, ne Z — MakCUMyM;

6
9) f(—%) = —i — minimym; 10) (1) = %—%an — MakCUMYM;
T
——+27n

11) f(—%ﬂ:+2nn)=—Le 4 , N€ Z — MiHiMyM,

V2

EE+2nn

i :L 4 . . 3 =i _
f(47t+27tn) \/Ee , ne Z —maxcumyM; 12) £(3/2) 3

N

MiHimMym; 13) f(1) = —% — miniMyM, f(0)=0 — makcumym;
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14) 1 (log3 e):ﬁ makcumywm; 15) f(1) = —n MiHIMYM,

f(0)== —makcumym; 16) f(e)=2e— %ez — MIHIMYM,

5 1 2 ..
1) == — makcumym; 17 —1+— |=31-—= — MiHiMyM,

f( 1_\/17]—3/1+3\/_ — makcumym; 18) 1 (- 3)_m

makcumyMm; 19) f(0) =0 — minimym; 20) ekCTpeMyMiB HEMAE;
21) f(e)=e —miHimyMm; 22) f(3)=6 —MiHiIMyM, f(-3)=—0 —
MakcumyM; 23) f(—1)=-1 —minimym, f(1)=1 — makcumym;

29) f (%) 2% — makcumym™; 25) f(—1 i—“1222) = —% — MIHIMYM,

f(=1)=900 — makcumym; 26) f(0)=a —minimym npu a <0,
MakcuMyM 1ipu a >0 ; 27) f(0)=a —minimym ipu a <0,
MaKCUMYM IpH a > 0, ekctpemyMiB Hemae ripu a =0; 28) f(¢g)=0
—MiHIMyM ipu g€ Q, f(r)=1 —makcumyMm nipu 7€ R\Q;

29) f(0)=0 —wminimym; 30) £(0)=0 — mirimym, f(r)=1 —
MmiriMy™m ipu € (R\Q)() ((—oo, -Hud, +oo)) , f(n=1 -
makcnmyM npu € (R\Q)N((-1,1)); 31) f(0)=1 — maxcumym;
32) f(0)=a —miniMmyMm nipu a <0, MaKCUMyM TIpH a > 1,
excrpemymiB Hemae ipu a € [0, 1]; 33) £(0) =a — miHiMyM npn
a <0, MakcuMyM IpH @ =1, ekcTpeMyMiB HeMae nipu a € [0, 1) ;
34) f(0)=0 —wminimym, f(1)=0 — miHIMYM,

1 1
f(Lj _ (Ljﬁ (L)l_ﬁ ey
V2) \V2) (V2 ’
35) f(0)=2 —minimy™m; 36) f(x)=0 — MiHIMYM npH
2w 3n
xe U [5+2nn, 7+2nn} , f(2rn)=1, ne Z — makcumym;
n=—oo

37) f(0)=0 —minimym™m, f(1)=1 —makcumym, f(-1)= e -
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MakcumyM; 38) f(+1)=0 — minimym™m, f(0)= el MaKCHMYM;
39) f(0)=0 —wminimym; 40) f(-3)=1 — miHIMYM,

f(M)=1 —wminimy™m, f(-1)=5 —makcumym;

41) f(0)=-1 — minimy™, f(—2)=3 — MaKCUMyM,

() =0 —makcumym; 42) f(1)=—2 — MiHIMYyM,

f(=1)=2 —makcumy™m, f(2)=2 — MaKCUMYM;

43) f(-1)=-1 —wminimym™m, f(1)=-1 —wminimym™m, f(3)=-1 —
MiHiMyM, f(0)=0 —makcumym, f(2)=0 — MakcuMyM.

60.1) y[%j =4 — MiHIMyM 1IpH ¢ = 1; 2) EKCTpEeMyMiB HEMae;

.. 1 ..

3) y(%]:% — MiHIMyM npH t=§; 4) y(0)=0 — minimym

upu 1 =0, y(2)=3 — makeumyM pu =1, y(0)=7 — MakcuMyMm

mpu t=-1;5) y(e_z) =—€2 —MakcuMyM 1ipH £ =-2;6) y(0)=0 —
9

MaKCUMyM Iipu ¢ =0 - _—ﬂ—MaKCI/IM M IT I/It_i‘
ymMupu =90,y 3 ) ymIp 4’

7) ¥(0)=0 — minimym nipu £ =0; 8) y(5)=—1 — miHiMy™M prt £ =1,
y(=3)=3 — MiniMyM TpH ¢ =—1; 9) eKcTpeMyMiB HEMaE;

10) y(1)=0 — minimym nipu ¢ =1; 11) y(0) =1 — makcumym

mpu ¢ =0;12) y(-2)=-2 —makcumym npu ¢ =—1,

y(%) =6 — mi"iMy™m nipu ¢ =3 ; 13) ekcTpeMyMiB HeMae;

14) y(e)= 1 MakcuMyM mipu ¢ =e ; 14) y(2) =3 — makcumMym
e

npu ¢t =1.

61.1) y(0)=0 — miHiMyM, y(%) = %/Z — MaKCUMYM;

2) y(H)=1x V2 - MiHiMyM, y(—1)=-1=% V2 - MaKCUMYM;
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2 3
3) ¥(0)=—1 — MiHIMYyM, y[—j = ——— — MakCHUMYM;
PBr) P
4) y(1)=—-4 —wminimym, y(—1)=4 — MakcuMyM;
5) y(—%/z ) =—2 — MakCUMYM.

62.1) a) 0 — miHiMyM, 48 — MakcuMyM; 0) 8 — MiHIMYM,
28 — makcumym; 2) a) 0 — miHiIMyM, 7 — cynpemMyMm;
0) 5 — MmiHiMyM, 9 — makcumyM; 3) a), 6) 2 — MiHIMYM,
% — MakcumyM; 4) 1 — miHiMyM™, 3 — MakcumyM; S5) 0 — iHpIMyM,
V2+1
2
1

7)a) —% — MIHIMYM, 7 — MaKCHMyM; 0) 0 — indimyMm,

— MakcumyM; 6) 0 — iHpimMymM, 1 — cynpemym;

% — MakcuMyM; 8) —12 — MiHIMYM, 2 — MakCUMYyM;

9) a) —10 — MiHIMyM, 2 — MakCUMyM; 6) —26 — MIHIMyM,

65 —makcumywm; 10) —1 — MiHIMYM, % — MakCUMYyM;

11) % — MiHIMYM, 3 — Makcumywm; 12) —%TE — iHpiMyM™m,

%TC — Makcumywm; 13) a) % — MIHIMYM, % — MaKCHUMYM;

0) 0 —indimym, 3 MakcumyMm; 14) 2 — MiHIMyM,

2
43

+oo — cympemyM; 15) 2 — MiHIMyM, —3 ~ MaKcuMyM;

16) % — MIHIMyM, 3 — MakCHUMyM.

65. 1) a) ¢ — omrykna (yBirayta) mpu o0 >0 (o >0);

0) ¢ — yBirnyra (omyxuna) mpu o.>0 (a>0);

2) a) ¢ —yBirnyTa; 6) ¢ — omykia; 3) a) ¢ — yBirHyTa;
0) ¢ —omykia; 4) a) ¢ — omrykia; 6) ¢ — yBIrHyTa;
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B), ) ¢ BU3HAYUTH HEMOXIIMBO; 5) a) ¢ — yBirHyTa;

0)-r) ¢ BU3HAYNTH HEMOKIUBO.

66. 1) onykuia; 2), 3) BUSHAYUTH HEMOXIHUBO; 4) OITyKJIa;
5) Bu3HaunTH HEMOXKIIUBO; 6), 7) YBIrHyTa; 8) BUZHAYNTH
HEMOJJIUBO.

67. 1) onyxiia ipu x € (—oo, 0), yBirayTa mpu x € (0, +o0);
(0, 0) — Touka neperuny; 2) omykia npu xe€ (=1, +o0),
yBirnyta npu x € (—oo, —1); (-1, 0) — Touka neperuny;

3) omykya mpu x € (—oo, —%) TaTpu x€ (2, + o), yBITHyTa
1 7
2°16
mpu x€ (2nn—m, 2nn), ne Z , yBirayranpu x€ (2nn, 2nn+m),

IpUu X € (—%, 2); (- ), (2, —33) — Touku neperuny; 4) omykia

ne Z; (nn, tn), n€ Z — TOYKH MIEPETHHY; 5) omyKiia

mpu x€ (—1, 1), yBirayra npu x € (—oo, —1) Taipu x€ (1, +0);

(-1, In2) Ta (1, In2) — Touku neperuny; 6) omyxna mpu x€ (0, +oo),
3

TOYOK MEPErHHy HeMae; 7) omykia npu x€ (e 2, +o0), yBirayra
3 3

mpu x e (0, e_z) ; (e_i, —%[3) — TOUYKA MEPETHHY;

8) ommykia mpu x € (0, + o), TOYOK IeperuHy Hemae; 9) omykia
mpu x€ (-1, 2—\/5) TATIpU X € (2+\/§, +00) , yBIrHyTa IIpH
X€ (—oo, —1) Tampu x€ (2—\/5, 2+\/§) ; (-1,0),
2-3,13+3)) ta 2++3, L(3-/3)) - Touku nepernny;

10), 11) ommykna ipu x € R, TOYOK meperuHy Hemae; 12) yBirayra
mpu x € (1, +o0), TOUOK IepernHy Hemae; 13) omykia nmpu

xe (66, +00), yBirnyta npu x € (0, e6); (e6, 60624) — TOYKa

3 3
neperuny; 14) onykna npu x € (e2, +oo) , yBirnyra npu x€ (0, e2) ;
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1-413 1

2 ’E)

1- J_

3 _3
(e?, 3e 2) — touka neperuny; 15) onykia npu x € (

2
N

Ta IpU X € (1

, +00), YBITHyTa IIPH X € (—o0, ———=) Ta NIPH

2
1+ 1 1 1+ 1+
xe (L, r)(10><2r,r><rr
Ta é 3) — TOYKHM Ieperuny; 16) onykia npu x€ R, TOYOK

neperudy Hemae; 17) onykna npu x € (0, X6 ), yBIrHyTa IIpH
xe(=1,0) Tanpu xe (32, +); (0,0) Ta (32, In3) — Toukn

neperuny; 18) onykina npu x e (—oo, %) , YBITHyTa IIPH X € (l, +00);

1 arctgl
(5’ e ~?) —rtouka neperuny; 19) onykia npu x € (—oo, 1)
Tanpu x€ (3, +o0), yBirayrampu x< (1, 3); (1, 11), (3,27) —

TOYKHU IEPETHUHY.

68. 1) yBirayTa npu ¢ € R, TOYOK IIEPETHHY HEMAE;
2) omykuia ipH ¢ € (—oo, 0), yBirayTa npu ¢ € (0, +00);
(0, 0) — rouka neperuny npu ¢ =0; 3) onykia npu t € (—oo, —2),

YBITHYTa IIpH { € (=2, +0); (—e‘z, - 36_2) — TOYKa TIEpETHHY
npu ¢t =-2; 4) onykia npu ¢ € (0, + o), yBiIrHyTa Ipu ¢ € (—oo, 0) ;
(0, 0) — Touka neperuny mpu ¢ = 0.

72. 1) a) tak; 0) Hi; 2) a) Hi; 0) Tak; 3) a) Tak; 0), B) Hi; 4) a), 0) Tak;
B), I) Hi; 1) Tak; 5) a) Hi; 0) Tak; B) Hi; r) TaK; 6) a), 0) Hi; 7) a) Tak
(i) mpu mapHOMY (HEeTapHOMY) # ; 0) Hi (TaK) MPU MAPHOMY
(wemapHomy) n; 8) a) Hi; 0), B) Tak; 9) T0CTaTHBO, aJic HE
HeoOxiano; 10), 11) ekctpeMyMiB i neperuHiB Hemae; 12) 1ocTaTHBO,
aine He HeoOxinHo; 13) Hi; 14) a) Tak; 0) Hi; 15) a), 6) Hi; B) Tak;

r) Hi; 16) Tak; 17) a) Tax (ui); 0) Hi (Hi).
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74.1) x:%, y=1;2) y=3x-3;3) y=3x;4) x=0, x=—1,
1 3e
J’ZX—E;S)X=O,y=0;6)y=x;7)x=—3,y:ex+7—1;
8) y:i%x—1;9) x=#1, y=43nx+6;10) x=+2,
T
=ft—x+—-9.
4 2

1 3
75.1) y=x+1£132) x=0, y=0;3) x=——, y=0, y:%_z;

1 2 1 1

4) y=0, y=4x;5) y=—, y=—06x+—;6) x=—, x=—17,

) y=0, y=4xi5) y=17. v 3 9= T
1 19 1

=0, ym———, p=24x+—, pmx—t

Y=Y 000 3077

76. I'padixu 300paskeHi Ha pUCYHKAX.

n 2 3)

T |

9 5) )
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10)

12)

7)

24)
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28) (npn n=1)

29)

3%)

I

38)
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46) 47)

77. I'padixu 3006paskeni Ha pucyHkax (—100<z7<100).

b 2

3)

Banaay

2)

N’

7 )
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10)

12)

2#)

25) (a=1)




28)

u+

29)

101

78. I'padiku 300pakeHi Ha PUCYHKaX.

1)

Y

<

4)

7)

N
N

13)
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28)

29)

30)

79. I'padiku 300paxkeHi Ha PUCYHKaX.

1 2) 3)
) )
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