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Переднє слово

Iснують усталенi твердження про подiл усiх наук на двi великi
групи — природничi та гуманiтарнi. Узвичаїлась також думка про те,
що однi люди легко сприймають природничi науки, а iншi схильнi до
гуманiтарних наук. Хоча вiдомо багато прикладiв щодо iсторичних
постатей, якi спростовують цi твердження й думки.

На думку авторiв, з природничих наук “найприродничiшою” є ма-
тематика, а з гуманiтарних “найгуманiтарнiшою” — фiлософiя. Ви-
дається, нiби фiлософ не може цiкавитись математикою, а матема-
тик — фiлософiєю. Проте й математик, i фiлософ помiтять з-помiж
попередникiв однi й тi самi прiзвища: Рене Декарт, Готфрiд Лейбнiц,
Iсаак Ньютон, Блез Паскаль та iн. Вiдомо й багато iнших вчених,
чиї “природничi” та “гуманiтарнi” здiбностi гармонiйно поєднували-
ся. Поетами були математик П’єр Ферма i хiмiк Михайло Ломоносов,
художником — математик та iнженер Леонардо да Вiнчi, письмен-
ником — математик Льюїс Керролл. Визнаний “король” математики
Карл Гаус знав усi класичнi європейськi мови. До 19 рокiв вiн вагав-
ся, чому присвятити життя — фiлологiї чи математицi.

Чому ж все таки загальноприйнято протиставляти природничi й
гуманiтарнi науки? Доводиться визнати, що iснує кiлька причин. Пе-
реважна їх бiльшiсть криється в минулому. Рiч у тiм, що до XIX ст.
включно математика, фiзика, хiмiя й iншi природничi науки, з одно-
го боку, i фiлософiя, соцiально-полiтичнi, соцiально-економiчнi та
iншi гуманiтарнi науки — з iншого розвивалися здебiльшого окремо.
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Переднє слово

Лише iнодi гуманiтарнi науки брали “на озброєння” окремi популярнi
“природничi” вiдкриття.

Проте у XX ст. ситуацiя змiнилася. Природничi науки, а насампе-
ред математика, почали масований наступ на гуманiтарнi. Першою
“постраждала” економiка. До середини минулого столiття в економi-
цi виокремилося кiлька дисциплiн, якi iнтенсивно й ефективно поча-
ли застосовувати математичнi методи. Наступною “жертвою” стала
соцiологiя. У повоєннi роки в соцiологiю було привнесено низку ма-
тематичних методiв, якi вже застосовувалися в економiчних науках.

Вiдомо багато вчених, якi привнесли математичнi методи в
соцiально-економiчнi науки. Серед них є й лауреати Нобелiвської
премiї, зокрема Рагнар Фрiш, Пол Самюельсон, Джон Хiкс, Кен-
нет Ерроу, Леонiд Канторович, Бертiн Фрiдмен, Тьяллiнг Купманс,
Бертiн Олiн, Герберт Саймон, Джерард Дебре, Амартiя Сен.

У сучасних “гуманiтарних” науках математика використовується
доволi ефективно. Iснують навiть “математико-гуманiтарнi” дисци-
плiни. Зокрема, в економiцi — економетрiя, дослiдження операцiй,
мiкроекономiка, фiнансовий аналiз, актуарна математика, теорiя
прийняття рiшень, теорiя iгор, у соцiологiї — кiлькiснi методи соцiо-
логiчних дослiджень, математичнi моделi соцiальних процесiв, тео-
рiя соцiального вибору, у мовних науках — математична лiнгвiстика,
у психологiї — статистичнi дослiдження та iн.

Сучасна наука вже вийшла за межi, коли для повноцiнної до-
слiдницької дiяльностi вченому-гуманiтарiю достатньо було глибоко
знати “власну” галузь. Нинi вiн повинен знати комплекс методiв з ба-
гатьох iнших галузей, у тому числi й природничих. Зокрема, вiн має
бути до певної мiри математиком. А для цього необхiдно ознайоми-
тись з основними математичними методами, що використовуються в
“його” науцi. Допомогти цьому й покликаний пропонований навчаль-
ний посiбник.

У цьому посiбнику не наводитиметься весь спектр математичних
методiв, якi використовують вченi-гуманiтарiї. Розглянемо лише не-
великий пiдроздiл математики — математичну статистику — i спро-
буємо описати її можливi застосування в нематематичнiй сферi.

Єдине узагальнення, якого зроблено спробу досягти в посiбнику,
полягає в такому. Iснує двi важливi науки, якi вивчають поведiн-

4



Переднє слово

ку людини. На рiвнi суспiльства — це соцiологiя, на iндивiдуаль-
ному рiвнi — психологiя. Отже, спробуємо поєднати цi два напря-
ми дослiдження людини в контекстi застосування одних i тих самих
математико-статистичних методiв. Одразу зауважимо, що це поєд-
нання доволi умовне.

З одного боку, у соцiологiчному дослiдженнi на вiдмiну вiд пси-
хологiчного частiше вдається отримати репрезентативну вибiрку. З
iншого боку, типовi задачi, якi доводиться розв’язувати психологам
та соцiологам, дещо рiзняться. Крiм того, психологи, застосовуючи
статистичнi методи, часто змушенi нехтувати деякими умовами, якi
формально повиннi виконуватись. Усе це вносить деяку специфiку у
використання математико-статистичних методiв у цих галузях.

Якою мiрою авторам вдалося розв’язати поставлене завдання —
вирiшувати читачам.

Зауважимо також, що оскiльки цей посiбник призначений суто
для соцiологiв та психологiв, зроблено спробу максимально адапту-
вати його саме для цiєї читацької аудиторiї. Тут не наводиться багато
формул i жодного доведення. Крiм того, кожне поняття, кожний ме-
тод проiлюстрований великою кiлькiстю прикладiв i наочних задач.

В основу посiбника покладено розширенi курси лекцiй з дисци-
плiн “Математико-статистичнi методи в соцiологiї” та “Математико-
статистичнi методи у психологiї”, якi читалися авторами для студен-
тiв напрямiв “Соцiологiя” та “Психологiя” Мiжрегiональної Академiї
управлiння персоналом. Посiбник стане у пригодi й тим, хто опано-
вує курс “Кiлькiснi методи соцiологiчних дослiджень”, призначений
для студентiв освiтньо-квалiфiкацiйних рiвнiв бакалавра i магiстра
низки українських вищих навчальних закладiв.
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Вступ

Для дослiдження поведiнки людини використовують багато рi-
зних математичних методiв. У переважнiй бiльшостi сучасних пра-
ктичних i наукових лiтературних джерел соцiально-психологiчного
напряму для аналiзу дослiджуваних проблем застосовують рiзнi роз-
дiли математики, часом надто абстрактнi. А один роздiл — матема-
тичну статистику — використовують найчастiше.

Iнтенсивне застосування в соцiально-психологiчних науках мето-
дiв математичної статистики пов’язано насамперед з природою по-
ведiнки людини. Поведiнку людини неможливо описати достеменно
точно, вона не детермiнована. Людина не повною мiрою передбачу-
вана у вчинках як на iндивiдуальному, так i на глобальному суспiль-
ному рiвнi.

Отже, кожна особа унiкально iндивiдуальна. Не iснує двох iденти-
чних людей. Тому, намагаючись описати найважливiшi властивостi,
притаманнi певнiй групi людей, необхiдно знайти й виокремити такi
їх характеристики, якi найчастiше виявляються у групi.

З огляду на це поведiнку людини i суспiльства зазвичай опису-
ють за допомогою ймовiрнiсних пiдходiв. Закономiрностi стохасти-
чної природи виявляються в багатьох аспектах iндивiдуального та
суспiльного життя. А математична статистика забезпечує методи
аналiзу сукупностей даних ймовiрнiсної природи.

Розглянемо основнi методи математичної статистики, якi засто-
совуються в соцiологiї та психологiї. При цьому акцентуватимемо
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увагу на практичних аспектах застосування цих методiв, нехтуючи
часом теоретичним обґрунтуванням.

Структурно посiбник складається iз семи роздiлiв, якi формують
основну його частину, i двох додаткiв. Найважливiшi поняття пода-
но у виглядi окремих означень, а основнi теоретичнi результати, що
використовуються, — у виглядi теорем. Для зручностi в кiнцi посi-
бника наведено термiнологiчний словник з короткими поясненнями
до всiх понять, якi вивчаються, i предметний покажчик.

У роздiлi 1 наведено основнi умовнi позначення, найважливiшi
означення основних об’єктiв дослiдження математичної статистики
з численними прикладами.

У роздiлi 2 описано найважливiшi статистичнi характеристики
сукупностей даних i методи їх безпосереднього знаходження. Зокре-
ма, наведено поняття пропорцiї, усередненi показники, мiри розсiю-
вання сукупностей даних, частотнi розподiли даних та їх викорис-
тання.

Основнi статистичнi розподiли та їх властивостi розглянуто в роз-
дiлi 3. Цей роздiл має переважно допомiжний характер i потрiбний
для ґрунтовнiшого пояснення статистичних методiв. Серед наведе-
них результатiв у практицi найширше застосовують процедури рiв-
номiризацiї шкал.

Роздiл 4 присвячений вибiрковому дослiдженню. Тут поясне-
но, для чого використовують вибiркову процедуру, наведено методи
формування i основнi принципи аналiзу вибiрок. Крiм того, висвiтле-
но основнi вибiрковi розподiли. Викладена в цьому роздiлi iнформа-
цiя розвивається в подальших роздiлах.

У роздiлi 5 розкрито теорiю оцiнювання параметрiв генераль-
ної сукупностi. Зокрема, проаналiзовано властивостi точкових оцi-
нок параметрiв i детально розглянуто найважливiшi точковi оцiнки.
Основне прикладне навантаження роздiлу припадає на частину, де
вивчаються iнтервальнi оцiнки параметрiв. Розглянуто низку стан-
дартних задач iнтервального оцiнювання, а також методи оцiнюван-
ня мiнiмального обсягу вибiрки, необхiдного для забезпечення зада-
ної точностi дослiдження.

Найважливiшi статистичнi критерiї та приклади їх застосування
до розв’язування завдань тестування гiпотез наведено в роздiлi 6.
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Тут висвiтлено кiлька класичних практичних проблем, для дослi-
дження яких використовують процедуру перевiрки гiпотез. Зокре-
ма, проаналiзовано проблеми порiвняння ознак, розпiзнавання зсу-
вiв, перевiрки узгодженостi розподiлiв, а також проблему аналiзу
змiни ознаки пiд впливом контрольованих умов.

У роздiлi 7 наведено основи регресiйно-кореляцiйного аналiзу.
Показано, як перевiрити наявнiсть лiнiйної та криволiнiйної коре-
ляцiй мiж ознаками. Розглянуто також метод Спiрмена аналiзу ко-
реляцiї мiж нечисловими ознаками.

Кожний роздiл завершується висновками з перелiком ключових
понять роздiлу, вправами та дослiдницьким проектом.

У додатках наведено допомiжну iнформацiю: таблицi основних
статистичних розподiлiв, процедури генерування випадкових зна-
чень та термiнологiчний словник.

Насамкiнець подано список лiтературних джерел, якими можна
скористатися для вивчення рiзноманiтних питань i проблем з роз-
глядуваної тематики.

Наведемо кiлька рекомендацiй щодо того, як читати поданий у
посiбнику матерiал. Звiсно, для якнайповнiшого пiзнання методiв
статистичного аналiзу краще опрацювати матерiал повнiстю. Разом
з тим пiдходи до роботи можуть рiзнитися для психолога i соцiолога.
Зокрема, для студента-соцiолога рекомендується бiльше уваги придi-
лити роздiлам 1–5. Саме в роздiлi 5 наведено методи, якi найчастiше
використовують для прикладного соцiологiчного дослiдження. При
подальшому вивченнi рекомендуємо ознайомитись з пiдроздiлом 6.1
та роздiлом 7.

Студенту-психологу, на наш погляд, варто опрацювати матерiал
роздiлiв 1, 2, 6, пiдроздiлiв 3.1, 3.2, 4.1, 4.2. При подальшому вивченнi
психологу варто ознайомитися з пiдроздiлами 7.1 та 7.2.

Зауважимо також, що в посiбнику наведено багато прикладiв, якi
детально iлюструють кожне нове поняття та кожний розглянутий
метод з урахуванням специфiки як соцiологiчного, так i психологi-
чного дослiдження. Числовi данi прикладiв не обов’язково вiдповi-
дають реальним ситуацiям.
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Роздiл 1

Основнi символьнi
позначення, домовленостi,

означення i приклади
об’єктiв дослiдження

математичної статистики

Насамперед наведемо основнi символьнi позначення, якi викори-
стовуватимемо далi:
+, − — операцiї додавання та вiднiмання
·, × — операцiя множення

/ — операцiя дiлення
= — дорiвнює

9



Роздiл 1. Основнi символьнi позначення, домовленостi, означення

≈ — приблизно дорiвнює
∼ — поводиться подiбно чомусь

X2 — верхнiй iндекс означає пiднесення до степеня
(a; b) — iнтервал значень, якi лежать мiж числами a та b

(a; b] — iнтервал значень, бiльших вiд числа a i не менших вiд
числа b

∈ — символ належностi (наприклад, x ∈ (1; 8) означає, що
x > 1 i x < 8)

X,Y — великими латинськими лiтерами позначаються ознаки
Xi, Yi — великими латинськими лiтерами з нижнiм iндексом по-

значаються елементи сукупностi
|x| — абсолютне значення числа x

[x] — операцiя округлення числа x до найближчого меншого
цiлого

lg, ln — логарифми десятковий та натуральний
∞ — символ нескiнченностi

1.1. Сукупностi
У прикладному соцiологiчному або психологiчному дослiдженнi

часто вивчають властивостi певних великих або малих груп людей,
намагаючись встановити характернi для них властивостi та законо-
мiрностi. Iншими словами, одним з основних об’єктiв аналiзу в со-
цiологiї та психологiї є сукупностi людей.

Приклад 1.1.1. У соцiологiчних дослiдженнях часто вивчають
загальну чисельнiсть населення певної країни, сукупностi всiх сiмей
у країнi, усiх дорослих громадян, усiх пiдлiткiв, усiх жiнок, усiх гро-
мадян з вищою освiтою тощо.

Приклад 1.1.2. Психолог часто дослiджує сукупностi вчителiв
початкових класiв, дiтей середнього шкiльного вiку, людей, схильних
до алкоголiзму, хворих на шизофренiю тощо.

Отже, центральним поняттям математичної статистики є сукуп-
нiсть.
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1.2. Ознаки

Означення 1.1. Пiд сукупнiстю, або статистичною сукупнi-
стю, розумiється певний набiр (математики кажуть множину) об’єк-
тiв.

Природа об’єктiв сукупностi може бути довiльною. Зазвичай вва-
жають, що об’єкти мають подiбнi властивостi. У цьому разi йдеться
про їх однорiднiсть. Об’єктами сукупностi можуть бути люди, краї-
ни, будiвлi, числовi значення тощо.

Означення 1.2. Кiлькiсть об’єктiв у сукупностi називають її
обсягом.

Як правило, статистичнi сукупностi великi за обсягом, тобто
складаються з великої кiлькостi об’єктiв. Повне дослiдження таких
сукупностей надзвичайно складне, потребує багато матерiальних,
людських та часових ресурсiв. Тому у статистицi замiсть повного
дослiдження сукупностi намагаються виявити її основнi властивостi
та закономiрностi.

1.2. Ознаки
Дослiджуючи сукупнiсть, виокремлюють одну або кiлька власти-

востей її об’єктiв i статистичний аналiз сукупностi зводять до аналiзу
цих властивостей.

Означення 1.3. Дослiджуванi властивостi об’єктiв сукупностi
називають її ознаками.

Iншими словами, у статистицi вивчають не безпосередньо сукуп-
ностi, а ознаки їх об’єктiв. Фактично, видiливши в окремий набiр
даних визначенi для кожного об’єкта значення ознаки, отримаємо
нову сукупнiсть, а саме сукупнiсть характеристик об’єктiв за певною
ознакою.

Приклад 1.2.1. При вивченнi сукупностi всiх дорослих грома-
дян певної країни, як правило, становить iнтерес певна iнформацiя.
Наприклад, рiвень прибуткiв громадян, як вони проголосують на
чергових виборах, працюють вони чи безробiтнi. Тодi йдеться про
одну сукупнiсть дорослих громадян країни i кiлька сукупностей зна-
чень їх ознак. У розглядуваному прикладi маємо ознаки вiдповiдно
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“рiвень прибутку”, “полiтичне переконання” i “наявнiсть постiйної
роботи”. А вiдповiднi цим ознакам три сукупностi сформованi не-
вiдомими значеннями прибуткiв громадян, прiзвищами полiтичних
лiдерiв, за яких вони планують голосувати, та словами “безробiтний”
i “працюючий”.

Приклад 1.2.2. Якщо психолог дослiджує деяку експеримен-
тальну групу як сукупнiсть людей, то для нього можуть становити
iнтерес, наприклад, такi ознаки: “рiвень комунiкативностi”, “рiвень
невербального iнтелекту”, “тип характеру”. Значення будь-якої з цих
ознак для всiх членiв групи i утворять нову сукупнiсть. I саме таку
сукупнiсть їх характеристик вже вивчатиме дослiдник.

На жаль, наведена iєрархiя термiнiв (сукупнiсть об’єктiв та су-
купностi значень ознаки) дещо утруднена для використання. Тому
скористаємося такою домовленiстю.

Основна домовленiсть. Ототожнюватимемо поняття сукупно-
стi об’єктiв i сукупностi їх характеристик за деякою конкретною
ознакою. Конкретний змiст поняття сукупностi залежатиме вiд кон-
тексту дослiдження, а саме вiд того, яка ознака вивчається.

Приклад 1.2.3. При дослiдженнi деякої характеристики сукуп-
ностi, наприклад, рiвня прибуткiв дорослих киян, пiд словосполучен-
ням “сукупнiсть дорослих киян” розумiтиметься сукупнiсть значень
їх прибуткiв.

Приклад 1.2.4. При вивченнi рiвня комунiкативностi в експе-
риментальнiй групi пiд сукупнiстю членiв групи розумiтиметься су-
купнiсть їх рiвнiв комунiкативностi.

1.3. Шкали

У процесi статистичного аналiзу дослiдник вивчає деякi ознаки
конкретної сукупностi об’єктiв. Значення ознаки об’єкта — це деяка
його характеристика. Яку ж природу може мати ця характеристика?
Розглянемо кiлька прикладiв.
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Приклад 1.3.1. При дослiдженнi ознаки “рiвень прибуткiв” для
деякої сукупностi iндивiдуумiв значення цiєї ознаки для конкретного
iндивiдуума є числом, тобто має числову природу.

Приклад 1.3.2. Нехай при вивченнi рiвня тривожностi в де-
якiй групi його визначають за допомогою тесту. Припустимо, цей
тест може охарактеризувати рiвень тривожностi опитаного одним з
таких значень: “дуже низький”, “низький”, “середнiй”, “високий” та
“дуже високий”. Як бачимо, у такому разi значення ознаки мають
нечислову природу.

Зауважимо, що при цьому можна впорядкувати значення ознаки.
Iншими словами, можна сказати, який рiвень тривожностi вищий, а
який нижчий.

Приклад 1.3.3. При дослiдженнi рiвня безробiття в певнiй су-
купностi громадян деякої країни потрiбно застосувати опитування
за ознакою “наявнiсть роботи”. Ця ознака має два можливих зна-
чення: “безробiтний” та “працюючий”. Цi значення нечисловi. Мало
того, неможливо встановити, яке з них бiльше. Iншими словами, їх
можна впорядкувати лише на основi довiльної домовленостi.

Наведенi приклади засвiдчують, що природа значень ознак може
бути рiзною. Для систематизацiї цього факту використовують такий
пiдхiд. Кажуть, що кожна ознака вимiрюється за деякою шкалою.

Означення 1.4. Шкала — це сукупнiсть усiх можливих значень
ознаки.

За природою можливих значень розрiзняють шкали кiлькох ти-
пiв. Найпростiшою є така класифiкацiя шкал1:

• номiнальнi;
• порядковi;
• числовi.

1.3.1. Номiнальнi шкали
Якщо всi можливi значення ознаки рiвноправнi, то кажуть, що

ознака вимiрюється за номiнальною шкалою. Iншими словами, номi-
1Iснують i складнiшi класифiкацiї. Найчастiше числовi шкали розбивають на

кiлька пiдшкал за природою числових значень ознаки.
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нальна шкала складається з назв, якi дають змогу лише розрiзняти
значення ознаки.

Ранiше було розглянуто приклад ознаки “наявнiсть роботи”, що
вимiрюється за номiнальною шкалою. Розглянемо ще кiлька прикла-
дiв ознак, якi вимiрюються за номiнальними шкалами.

Приклад 1.3.4. Нехай уряд країни проводить референдум з ме-
тою визначити думку громадськостi з приводу приєднання країни
до деякого вiйськово-полiтичного блоку. Припустимо, кожний гро-
мадянин у своєму бюлетенi може вибрати лише два варiанти: “я за
приєднання” та “я проти приєднання”. У результатi буде отримано
ознаку “ставлення до вступу у блок”, яка вимiрюється за номiналь-
ною шкалою1.

Приклад 1.3.5. На виборах президента кожному виборцевi про-
понується вiдмiтити одну з кандидатур у президенти. У цьому ра-
зi маємо ознаку, яка визначає бажання виборця обрати президен-
том уподобану кандидатуру. Ця ознака вимiрюється за номiнальною
шкалою, яка може складатись з багатьох рiзних назв, а саме з кан-
дидатур.

Приклад 1.3.6. У багатьох психологiчних тестах передбачають-
ся завдання, в яких потрiбно вибрати один, наприклад, найулюбле-
нiший з кiлькох кольорiв або одну з кiлькох геометричних фiгур. Су-
купностi вiдповiдних кольорiв чи фiгур утворюють номiнальнi шка-
ли, в яких вимiрюється дослiджувана ознака.

З позицiй математики номiнальнi шкали незручнi, з ними скла-
дно працювати. Рiч у тiм, що таку шкалу неможливо оцифрувати,
оскiльки всi її значення рiвноправнi. Єдиний спосiб статистично про-
аналiзувати ознаку, яка вимiрюється за номiнальною шкалою, поля-
гає в пiдлiченнi кiлькостi об’єктiв сукупностi, якi мають конкретне
значення за нею. У наведених ранiше прикладах можна було б по-
лiчити кiлькiсть людей, якi за приєднання до блоку, кiлькiсть при-
хильникiв певного кандидата у президенти, кiлькiсть iндивiдуумiв в
експериментальнiй групi, яким подобається жовтий колiр, тощо.

1Номiнальну шкалу, яка має лише два значення, називають дихотомiчною.
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1.3.2. Порядковi шкали

Певною мiрою зручнiшi вiд номiнальних порядковi шкали. Пiд
порядковою, або ординальною, розумiють шкалу, значення якої мо-
жна порiвнювати. Отже, щодо порядкових шкал можна визначи-
ти, якi її значення бiльшi, а якi меншi. Ранiше вже наводився при-
клад ознаки, яка вимiрюється в порядковiй шкалi, а саме “рiвень
тривожностi”.

Приклад 1.3.7. Чи не найуживанiшою порядковою шкалою
є шкала оцiнювання успiшностi студентiв. Зазвичай вона склада-
ється з чотирьох значень1: “незадовiльно”, “задовiльно”, “добре” та
“вiдмiнно” 2. Цi значення легко впорядкувати (власне їх ми i записа-
ли в порядку зростання).

Приклад 1.3.8. Нехай потрiбно описати матерiальний рiвень
жителiв деякого невеликого мiста на основi лише даних про їх неру-
хомiсть. Для цього можна сформувати шкалу з таких значень: “не
має власної квартири”, “має однокiмнатну квартиру”, “власник дво-
кiмнатної квартири”, “має трикiмнатну квартиру” та “власник квар-
тири, де чотири або бiльше кiмнат”. Отримана шкала є порядковою.

Про значення порядкової шкали можна лише сказати, якi з них
бiльшi вiд iнших. Проте неможливо визначити, наскiльки одне зна-
чення перевищує iнше. Скажiмо, у прикладi 1.3.7 рiзниця рiвня знань
мiж оцiнками “добре” та “вiдмiнно” може бути бiльшою, нiж мiж
оцiнками “незадовiльно” та “задовiльно”.

1В українськiй школi нинi використовують iншу, 12-бальну систему.
2Для зручностi цi рiвнi шкали оцiнок часто спрощено записують числами

“2”, “3”, “4” та “5”. Проте цi числа позначають лише вiдповiднi слова (оцiнки).
Рiзниця мiж оцiнками “3” та “4” i “4” та “5” може бути рiзною. Мало того, кожний
викладач має власну iнтерпретацiю цих оцiнок, яка до того ж може рiзнитися
за академiчними групами.
Тому взагалi працювати з оцiнками “2”, “3”, “4” та “5” як числами великою мi-

рою некоректно. Скажiмо, некоректно визначати середнiй бал у групi студентiв.
Проте середню оцiнку визначають часто i тому в подальшому викладi за тра-

дицiєю в деяких прикладах оцiнки “2”, “3”, “4” та “5” трактуватимемо не як
слова, а як числа.
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На вiдмiну вiд номiнальних шкал порядковi можуть бути оци-
фрованi, тобто порядкову шкалу можна перевести в числову. Для
цього iснує багато процедур. Одну з них розглянемо в п. 1.3.5.

1.3.3. Числовi шкали

Найзручнiшi для статистичного дослiдження ознаки, можливi
значення яких мають числову природу, тобто є числами. Шкали,
за якими вимiрюються такi ознаки, називатимемо числовими1. Най-
частiше у прикладних дослiдженнях числовi ознаки зустрiчаються
у фiзичних або економiчних моделях. При їх вивченнi можна вико-
ристовувати бiльше методiв, нiж при аналiзi ознак, якi вимiрюються
за нечисловими шкалами.

Зауважимо, що будь-яка числова шкала автоматично є порядко-
вою, тому що з будь-яких двох рiзних чисел можна визначити бiль-
ше.

Важливо не плутати порядковi та числовi шкали. Часто рiвнi по-
рядкової шкали задають числами, скажiмо, як у шкалi шкiльних
оцiнок чи психологiчних тестах. У таких випадках числа є синонi-
мами значень порядкової шкали. У числових же шкалах значення
вимiрюються за певним еталоном.

Приклад 1.3.9. Зрiст людини вимiрюється в числовiй шкалi.
При цьому еталоном, наприклад, є 1 см. Так само за числовою шка-
лою вимiрюється маса людини чи її заробiтна плата.

Приклад 1.3.10. Вiдомо, що IQ — iндекс iнтелекту людини —
вимiрюється в балах, тобто в цiлих числах. Здається, природа IQ-
iндексу є числовою. Проте це не так. Якщо IQ деякої людини до-
рiвнює, наприклад, 115, це означає, що пiд час експериментально-
го випробування протягом пiвгодини вона розв’язала 18 з 40 задач
IQ-тесту. При цьому всi задачi рiзняться за складнiстю. Порiвнян-
ня двох задач за складнiстю завжди є умовною процедурою. Можна
сказати лише, що одна задача складнiша вiд iншої (хоча для декого

1У лiтературi такi шкали часто називають метричними (див., напри-
клад, [9]).
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вона може виявитись простiшою). Але при цьому неможливо вимi-
ряти, якою мiрою вона складнiша. Iншими словами, еталонної задачi
для IQ-тесту не iснує.

Подiбна ситуацiя з бiльшiстю психологiчних тестiв. Як правило,
вони всi мають не числову, а порядкову природу.

Вiдомо кiлька спецiальних видiв числових шкал. Опишемо деякi
з них.

Дискретнi та неперервнi шкали

В основу подiлу числових шкал на дискретнi та неперервнi по-
кладено такий пiдхiд. У точних науках розрiзняють два “iдеальних”
типи числових множин. Множини першого типу мають таку вла-
стивiсть “неперервностi”: мiж кожними двома числами у множинi
мiститься ще хоча б одне число з цiєї множини. Iншими словами, у
“неперервнiй” множинi немає порожнiх промiжкiв мiж її елемента-
ми.

Iнший тип становлять множини “дискретної” природи: кожний
елемент множини має найближчих меншого та бiльшого “сусiдiв” i у
промiжках мiж цим елементом та його сусiдами немає iнших значень
множини.

Класичним прикладом “неперервної” множини є множина всiх
чисел, а “дискретної” — множина цiлих чисел.

Згiдно з цим пiдходом числовi шкали подiлятимемо на два ви-
ди:

• дискретнi , в яких усi значення належать дискретнiй множинi;
• неперервнi , в яких усi значення належать неперервнiй множинi.
Кiлькiсть дiтей у сiм’ї, кiлькiсть нещасних випадкiв на виробни-

цтвi за певний перiод, кiлькiсть вiдвiдин кiнотеатрiв людиною за
рiк — це все дискретнi шкали. Прикладами неперервних шкал є фi-
нансовi величини, час, зрiст.

Як правило, неперервнi та дискретнi ознаки моделюються рiзни-
ми ймовiрнiсними розподiлами.
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Iнтервальнi та пропорцiйнi шкали
Як зазначалося ранiше, характеристична властивiсть числових

шкал полягає в тому, що вимiрювання в них здiйснюють, викори-
стовуючи еталоннi значення. При цьому зазвичай деяке значення
числової шкали вважається нульовим. Залежно вiд того, яким є це
нульове значення — вiдносним чи абсолютним1, числовi шкали подi-
ляють вiдповiдно на iнтервальнi та пропорцiйнi2.

Принципова вiдмiннiсть мiж цими шкалами полягає в тому, що
за першими визначають, наскiльки одне якесь значення перевищує
iнше, а за другими — у скiльки разiв.

Приклад 1.3.11. Температуру повiтря вимiрюють у градусах
Цельсiя. Ця шкала лише iнтервальна. Якщо сьогоднi температура
повiтря дорiвнює 20 ◦C, а вчора вона становила 10 ◦C, то не можна
сказати, що сьогоднi вдвiчi теплiше. Справдi, якби за нуль було ви-
брано точку замерзання не води, а якоїсь iншої речовини, то числовi
значення температур вчора i сьогоднi були б зовсiм iншi. Рiзниця
мiж ними збереглася б, а вiдношення не збереглися б.

Приклад 1.3.12. Якщо на вiдмiну вiд прикладу 1.3.11 вимiрю-
вати температуру у градусах Кельвiна, то отримаємо пропорцiйну
шкалу. Справдi, як вiдомо з фiзики, iснує найнижча можлива тем-
пература. Саме вона є абсолютним нулем у шкалi Кельвiна.

Приклад 1.3.13. Середньомiсячнi доходи людини вимiрюються
у пропорцiйнiй шкалi. Справдi, найменшим доходом є нульовий. Але
це спостерiгається тодi, коли не йдеться про витрати людини.

Поряд з валовими надходженнями в економiцi розглядають чистi
прибутки. Зокрема, для людини — це доходи мiнус витрати. Чистi
прибутки можуть бути вiд’ємними, скажiмо, у нефортунного картя-
ра. Тому чистий прибуток вимiрюється в iнтервальнiй шкалi.

Помiркуємо ще й так. Про нульовий прибуток зазвичай йдеться
тодi, коли немає жодних надходжень. Проте нульовим прибутком

1Нульове значення називають вiдносним, якщо шкала мiстить як вiд’ємнi, так
i додатнi числа. Нульове значення абсолютне, якщо на шкалi немає вiд’ємних
чисел.

2Пропорцiйнi шкали часто називають шкалами рiвних вiдношень (див., на-
приклад, [17]).
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людини можна було б вважати ситуацiю, коли її заробiток дорiв-
нює, наприклад, вартостi споживчого кошика. Тому нульова точка
у шкалi прибуткiв доволi умовна, тобто вiдносна.

Приклад 1.3.14. Маса людини вимiрюється за пропорцiйною
шкалою. Справдi, маса не може бути вiд’ємною. Тому серед осiб ма-
сою 50 i 80 кг друга важча, нiж перша, у 80/50 = 1,6 раза.

Приклад 1.3.15. Якщо вимiрювати час з моменту створення
Всесвiту, то це буде пропорцiйна шкала. Якщо ж вимiрювати час,
наприклад, вiд Рiздва Христового, то це буде iнтервальна шкала.

У соцiологiї та психологiї бiльшiсть числових шкал iнтервальнi.

Рiвномiрнi шкали
Розглянемо такий приклад. Нехай дослiджуватимемо рiвень до-

ходiв членiв конкретної сiм’ї. Припустимо, бабуся i дiдусь отримують
пенсiю розмiром вiдповiдно 50 i 100 ум. од., а мама i тато заробляють
вiдповiдно 1000 i 1050 ум. од. Зауважимо, що рiзниця мiж доходами
дiдуся i бабусi дорiвнює рiзницi мiж доходами тата i мами й стано-
вить 50 ум. од.

Разом з тим мама i тато заробляють приблизно однаково (їх за-
робiтнi плати рiзняться приблизно на 5%), а доходи дiдуся вдвiчi
перевищують доходи бабусi.

Отже, при вимiрюваннi доходiв з точнiстю до умовної одиницi для
коректного порiвняння доходiв двох iндивiдуумiв потрiбно знати не
тiльки рiзницю мiж їхнiми доходами, а й власне доходи.

Для того щоб спiввiдношення будь-яких двох значень залежало
лише вiд рiзницi мiж ними1, шкали рiвномiризують за допомогою
так званих процедур рiвномiризацiї. Як правило, вони такi: множину
значень початкової шкали, за якою вимiрюється ознака, подiляють
на кiлька суцiльних iнтервалiв не обов’язково однакового розмiру.
Потiм кожному iнтервалу призначають цiле число (номер) так, щоб
номери сусiднiх iнтервалiв вiдрiзнялись на одиницю. Отриманi номе-
ри iнтервалiв i утворюють нову шкалу. Наприклад, для останнього
розглянутого випадку дослiдження доходiв сiм’ї прибутки бабусi та

1Цю властивiсть називають властивiстю рiвномiрностi шкали.
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дiдуся могли б потрапити в рiзнi iнтервали (тобто розрiзнялися но-
вою шкалою), а мами i тата — в один (тобто не розрiзнялися). Питан-
ня полягає лише в тому, як виконати цю процедуру, щоб забезпечити
рiвномiрнiсть. Такi процедури розглянемо в п. 3.3.2.

1.3.4. Якiснi та кiлькiснi ознаки
Отже, як тепер знаємо, iснує три типи шкал: номiнальнi, поряд-

ковi та числовi. При цьому порядковi шкали, як i числовi, часто
задаються числами. Принципова вiдмiннiсть полягає в тому, що в
порядковiй шкалi числовi значення лише впорядковують елементи
сукупностi, а в числовiй вони мають усi властивостi чисел. Iншими
словами, їх можна додавати, вiднiмати тощо.

Цю вiдмiннiсть покладено в основу таких означень. Ознаку нази-
вають кiлькiсною, якщо арифметичнi операцiї над нею не суперечать
здоровому глузду. У противному разi ознаку називають якiсною.

За такою класифiкацiєю якiсними називають ознаки, якi вимi-
рюються за номiнальною або порядковою шкалою, а кiлькiсними —
ознаки, якi вимiрюються за числовою шкалою.

Наприклад, IQ — це якiсна ознака людини, заробiток iндивiду-
ума — кiлькiсна.

1.3.5. Ранжування
Часто у статистичному аналiзi, наприклад, при порiвняннi сукуп-

ностей даних, використовують процедуру ранжування. Ця процеду-
ра призначає значенням, якi вимiрюються принаймнi за порядковою
шкалою, певнi ранги. При цьому ранги пам’ятають порядок значень,
але забувають вiдстань мiж значеннями.

Опишемо цю процедуру. Нехай маємо деяку сукупнiсть даних
обсягом n. Впорядкуємо її за зростанням. Припустимо, одержано
таку послiдовнiсть даних:

X1, X2, X3, . . . , Xn−1, Xn.

Можливi два випадки: iдеальний, коли всi значення в сукупностi
рiзнi, i такий, коли деякi значення повторюються.
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Iдеальний випадок. У ситуацiї, коли всi значення в сукупно-
стi рiзнi, найменшому значенню (елементу) X1 призначимо ранг 1,
наступному за розмiром елементу X2 — ранг 2 i так до кiнця. Най-
бiльший елемент Xn матиме ранг n.

Випадок з повтореннями. У цiй ситуацiї спочатку призначи-
мо кожному елементу ранги так, нiби повторень немає. Назвемо цi
ранги попереднiми.

Впорядкованi значення X1 X2 X3 . . . Xn−1 Xn

Попереднi ранги 1 2 3 . . . n− 1 n

Якщо деяке значення не має повторень, його попереднiй ранг i є
рангом. Для однакових елементiв попереднi ранги потрiбно модифi-
кувати. Покажемо, як це зробити. Розглянемо деяку групу однако-
вих значень (нехай решта даних у сукупностi мають iншi значення)
з їх попереднiми рангами.

Група однакових значень Xi Xi+1 . . . Xi+k

Попереднi ранги i i + 1 . . . i + k

Усiм елементам цiєї групи призначимо однаковий ранг, який до-
рiвнює середньому значенню їх попереднiх рангiв:

i + (i + 1) + · · ·+ (i + k)
k + 1

.

Зауважимо, що значення цього виразу можна обчислити простi-
ше. Воно дорiвнює середньому значенню двох крайнiх елементiв гру-
пи, тобто

i + (i + k)
2

.

Процедура ранжування не складна, а скорiше механiчна. Про-
те дослiдники, виконуючи ранжування вручну, часто помиляються.
Для контролю правильностi ранжування прийнято перевiряти таку
властивiсть: якщо сукупнiсть має обсяг n, то загальна сума рангiв її
елементiв дорiвнює

n(n + 1)
2

.
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Приклад 1.3.16. Нехай психолог за допомогою тесту оцiнив рi-
вень роздратованостi у групi вчителiв початкових класiв за семи-
бальною шкалою. Наведемо результати дослiдження.

Номер учителя у списку 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Рiвень роздратованостi 1 5 2 5 3 3 7 1 2 2 2 4 5 1

Проранжуємо цей список. Для цього запишемо послiдовнiсть рiв-
нiв роздратованостi в порядку зростання

1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 4, 5, 5, 5, 7.

Призначимо цим значенням попереднi ранги.

Рiвень роздратованостi 1 1 1 2 2 2 2 3 3 4 5 5 5 7

Попереднiй ранг 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Пiсля цього пiдправимо ранги в кожнiй пiдгрупi однакових зна-
чень. Для пiдгрупи елементiв з рiвнем 1 маємо попереднi ранги 1, 2, 3.
Тому ранг елементiв пiдгрупи дорiвнює

1 + 3
2

= 2.

Попереднi ранги пiдгрупи з рiвнем роздратованостi 2 дорiвню-
ють 4, 5, 6 та 7. Крайнiм позицiям вiдповiдають ранги 4 i 7. Отже,
спiльний ранг пiдгрупи дорiвнює

4 + 7
2

= 5,5.

Аналогiчно знаходимо ранги пiдгруп з рiвнями 3 i 5:

8 + 9
2

= 8,5;

11 + 13
2

= 12.

Оскiльки рiвнi 4 i 7 мають лише по одному iндивiдууму, їх ранги
збiгаються з попереднiми рангами вiдповiдно 10 i 14.
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Висновки

Запишемо результати ранжування.

Рiвень роздратованостi 1 2 3 4 5 7

Ранг 2 5,5 8,5 10 12 14

Перевiримо правильнiсть ранжування, враховуючи кiлькостi по-
вторень рангiв:

Сума рангiв = 2 · 3 + 5,5 · 4 + 8,5 · 2 + 10 + 12 · 3 + 14 =
= 6 + 22 + 17 + 10 + 36 + 14 = 105,

n(n + 1)
2

=
14(14 + 1)

2
= 7 · 15 = 105.

Оскiльки контрольна рiвнiсть

Сума рангiв =
n(n + 1)

2

правильна, маємо всi пiдстави вважати, що ранжування було здiй-
снено без помилок.

Остаточнi результати ранжування зведемо в таблицю.

Номер учителя у списку 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Рiвень роздратованостi 1 5 2 5 3 3 7 1 2 2 2 4 5 1

Ранг 2 12 5,5 12 8,5 8,5 14 2 5,5 5,5 5,5 10 12 2

Висновки

У прикладних соцiологiчних та психологiчних дослiдженнях
часто застосовують методи математичної статистики. При цьому
основними об’єктами, що вивчаються, є сукупностi. Кожна сукуп-
нiсть складається з кiлькох елементiв, якi мають зазвичай однорiдну
природу.

Властивостi елементiв сукупностi називають їх ознаками. Кожна
ознака може приймати кiлька значень. При вивченнi деякої ознаки
елементiв сукупностi її значення для всiх елементiв утворюють нову
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сукупнiсть, а саме сукупнiсть даних. Фактично математична стати-
стика вивчає методи аналiзу загальних характеристик сукупностей
даних.

Для зручностi викладу i спрощення термiнологiї поняття “сукуп-
нiсть об’єктiв” та “сукупнiсть даних” вважатимемо тотожними.

Властивостi сукупностей вивчають рiзними методами математи-
чної статистики. Найпринциповiшим фактором для можливостi за-
стосування певного статистичного методу при дослiдженнi конкрет-
ної сукупностi даних є найзагальнiшi характеристики цих даних, якi
визначаються можливими значеннями ознаки сукупностi.

Можливi значення ознаки називають її шкалою вимiрювання.
Iснує кiлька типiв i класифiкацiй шкал, i саме вiд типу шкали за-
лежить можливiсть (або неможливiсть) використання конкретного
статистичного методу.

Ключовi поняття

Обсяг сукупностi
Ознаки:
• кiлькiсна
• якiсна

Ранг
Ранжування
Сукупнiсть

Шкали:
• дискретна
• дихотомiчна
• iнтервальна
• неперервна
• номiнальна
• порядкова
• пропорцiйна
• рiвномiрна
• числова

Вправи

1. Наведiть приклад ознаки, яка вимiрюється за номiнальною не-
порядковою шкалою з трьох значень i реально застосовується у пси-
хологiї.

24



Дослiдницький проект

2. Припустимо, необхiдно вимiряти рiвень iнтелекту людини. За
стандартною процедурою тестування визначається її IQ-iндекс1.
Проте, якщо особа заповнить кiлька рiзних тестiв, можна отрима-
ти рiзнi значення IQ-iндексу. Припустимо, пропонується заповнити
4 рiзних тести з тижневим iнтервалом. Середнє значення отрима-
них IQ-iндексiв вважається модифiкованим IQ-iндексом. За якою
шкалою вимiрюється модифiкований IQ-iндекс: порядковою чи но-
мiнальною?

3. Нехай для групи з 12 абiтурiєнтiв проводилося вступне тесту-
вання. Результати тесту в балах були такi:

18, 27, 26, 38, 42, 19, 30, 30, 42, 36, 19, 42.

Обчислiть ранги значень цiєї сукупностi.

Дослiдницький проект
Як зауважувалось у прикладi 1.3.7, не коректно вважати число-

вими характеристиками оцiнки “2”, “3”, “4” та “5” рiвня успiшностi
студентiв. Спробуємо обґрунтувати цю тезу.

Деякi викладачi виставляють оцiнки на екзаменi за багатобаль-
ною методикою. Припустимо, один з них пiдготував завдання для
екзамену так, що максимально студент може набрати 100 балiв. Ви-
кладач ставить студентовi оцiнку “5”, якщо той набирає 81–100 балiв,
оцiнку “4” — при 61–80 балах, оцiнку “3” — при 41–60 балах. Якщо
студент набирає 40 або менше балiв, то отримує оцiнку “2”.

Припустимо, викладач проводить екзамен у двох групах по 10
студентiв i виставляє оцiнки за щойно описаним правилом. Далi ви-
кладач заповнює оцiнками вiдомостi груп i передає їх до деканату.

Якщо два студенти набирають вiдповiдно 81 i 80 балiв, то вони
скорiше мають однаковий рiвень знань, проте для деканату один з
них отримує оцiнку “вiдмiнно”, а iнший — лише “добре”. Разом з тим
рiвнi знань двох студентiв, якi отримали вiдповiдно 61 та 80 балiв,
скорiше значно рiзняться, проте в деканатi цього не бачать, тому що
обидва студенти отримують оцiнку “добре”.

1Нагадаємо, що IQ-iндекс вимiрюється за порядковою шкалою.
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Роздiл 1. Основнi символьнi позначення, домовленостi, означення

Припустимо, за результатами екзамену деканатом встановлено
середнi оцiнки з певного предмету в кожнiй з двох груп. Незалежно
вiд деканату середнi оцiнки в кожнiй групi визначив i викладач. При
цьому, маючи повну iнформацiю про результати екзамену, вiн корис-
тувався списком набраних студентами балiв, а не остаточним спис-
ком оцiнок. Отже, викладач спочатку обчислив середнi бали груп за
100-бальною шкалою, а потiм перевiв отриманi результати у стан-
дартнi п’ятибальнi оцiнки за описаним ранiше правилом.

У результатi виявились певнi суперечностi щодо результатiв ви-
кладача i деканату:

1. За обчисленнями деканату в першiй групi середня оцiнка ста-
новила 4,1, а за обчисленнями викладача — 5.

2. Середня оцiнка другої групи — вiдповiдно 3,9 за обчисленнями
деканату i 3 — викладача.

Отже, розбiжностi отриманих деканатом та викладачем значень
середньої оцiнки становлять майже 1 бал у кожнiй групi.

На Вашу думку, чи можлива така ситуацiя? Ймовiрно, деканат
або викладач помилились пiд час обчислення? Якщо ж така ситуацiя
можлива, чи можете Ви змоделювати її, тобто визначити отриманi
на екзаменi студентами обох груп бали за 100-бальною шкалою?
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Роздiл 2

Аналiз статистичних
даних

Уявiмо, що вивчається деяка сукупнiсть статистичних даних. Ця
сукупнiсть може бути велика, її елементи суттєво рiзнитися. Як пра-
вило, неможливо одразу побачити очевиднi закономiрностi розгля-
дуваної групи даних. Тому для того щоб проаналiзувати сукупнiсть i
виявити її основнi властивостi та характеристики, потрiбно докласти
значних зусиль i витратити багато часу.

Припустимо, що цю сукупнiсть даних проаналiзовано. Для ко-
жного дослiдника наступним етапом є передання своїх висновкiв
iншим спецiалiстам, керiвництву чи широкiй громадськостi. Постає
завдання: лаконiчно в кiлькох абзацах тексту за допомогою таблиць
або дiаграм навести результати виконаного аналiзу. Адже жодна лю-
дина не захоче витрачати власний час i зусилля для повторення здiй-
сненого аналiзу.
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Отже, великою мiрою важливо навчитися за дослiджуваною су-
купнiстю статистичних даних формувати короткий звiт, який акуму-
лює пояснення її основних властивостей. I насамперед слiд навчити-
ся обчислювати кiлька найзагальнiших показникiв, для визначення
яких не потрiбно докладати великих зусиль (надто за сучасної ком-
п’ютерної ери) i за допомогою яких можна доволi коротко описати
найголовнiшi властивостi сукупностi даних.

2.1. Пропорцiї
Застосування пропорцiй — це найпростiший метод аналiзу даних,

за допомогою якого можна дослiджувати ознаки, що вимiрюються
навiть за номiнальною шкалою.

Нехай дослiджується деяка сукупнiсть даних, якi вимiрюються
принаймнi за номiнальною шкалою. Припустимо, x — одне з можли-
вих значень шкали. Тодi природно постає питання, як часто зустрi-
чається значення x у сукупностi.

Означення 2.1. Припустимо, n — обсяг сукупностi, значення x в
якiй зустрiчається m разiв. Тодi пропорцiєю1 значення x у сукупностi
називають число

P =
m

n
.

Часто пропорцiю виражають у вiдсотках. Отже, її можна також
визначати за формулою

P =
m

n
· 100%.

Приклад 2.1.1. У результатi парламентських виборiв кожна
партiя набирає деяку кiлькiсть голосiв. Тодi назви партiй утворюють
значення номiнальної шкали. Припустимо, у виборах взяли участь
27 894 563 особи. Нехай з них 3 587 421 особа вiддала голос за деяку
конкретну партiю. Тодi пропорцiя цiєї партiї буде такою:

P =
3587 421
27 894 563

≈ 0,1286, або 12,86%.

1У науковiй лiтературi, написанiй українською мовою, часто вживаються та-
кож термiни “частка” та “вiдсоток” (див., наприклад, [9]).
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Приклад 2.1.2. Припустимо, пiд час дослiдження рiвня безро-
бiття в деякому мiстi було опитано 350 осiб працездатного вiку. Нехай
з них 62 особи зазначили, що не мають постiйної роботи, 38 мають
постiйну сезонну роботу, решта працює постiйно. Тодi в опитанiй
сукупностi пропорцiї безробiтних, сезонних працiвникiв i постiйно
працюючих вiдповiдно

Pбезроб =
62
350

· 100 % ≈ 17,7%;

Pсезон =
38
350

· 100 % ≈ 10,9%;

Pпост =
350− 62− 38

350
· 100% ≈ 71,4%.

Зауважимо, що пропорцiю постiйно працюючих можна визначи-
ти також по-iншому, зважаючи на те, що сума пропорцiй за всiма
значеннями ознаки дорiвнює 100%:

Pпост ≈ 100%− 17,7%− 10,9% = 71,4%.

При цьому, як бачимо, використано знак наближеної рiвностi “≈”,
позаяк значення пропорцiй безробiтних та сезонних працiвникiв так
само визначено наближено.

Часто поняття пропорцiї трактують ширше, нiж в означеннi 2.1.
Припустимо, сформульовано деяку властивiсть значень ознаки. У
цьому разi пропорцiєю є вiдсоток елементiв сукупностi, якi мають
цю властивiсть.

Приклад 2.1.3. Припустимо, 400 громадян працездатного вiку
опитано про їх мiсячнi прибутки. Слiд визначити, скажiмо, части-
ну дослiджуваної сукупностi з прибутками в межах 100–500 ум. од.
Якщо таких громадян у сукупностi виявилось 32, можна визначити
їх пропорцiю:

P =
32
400

· 100% = 8%.
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2.2. Усередненi показники
Усередненi показники є чи не найважливiшими характеристика-

ми сукупностi статистичних даних. Використовуючи їх, можна од-
ним числом навести найзагальнiший опис дослiджуваного набору да-
них. Проте часом усередненi характеристики (точнiше їх некоректне
чи недоцiльне використання) можуть iстотно спотворити уявлення
про сукупнiсть даних.

Як правило, використовують три види усереднених показникiв:
середнє арифметичне, моду та медiану.

2.2.1. Середнє арифметичне
Середнє арифметичне сукупностi значень — це величина, загаль-

новiдома зi школи. Проте як не є, а нагадаємо це поняття.
Означення 2.2. Нехай аналiзується сукупнiсть статистичних

даних, яка складається з n чисел X1, X2, . . . , Xn. Середнє арифме-
тичне цих чисел визначають так:

X =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
.

При цьому X (або Y , Z та iн.) є стандартним позначенням серед-
нього арифметичного.

Отже, щоб визначити середнє арифметичне, потрiбно розраху-
вати суму всiх значень сукупностi й подiлити її на їх кiлькiсть. У
статистицi середнє арифметичне називають ще середнiм значенням.

Приклад 2.2.1. Нехай студенти деякої академiчної групи отри-
мали такi оцiнки на екзаменi.

Номер студента у списку 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Оцiнка на екзаменi “5” “4” “5” “3” “3” “2” “2” “3” “5” “5” “4”

Тодi середнє значення1 оцiнки (iншими словами, середня оцiнка)
групи

X =
5 + 4 + 5 + 3 + 3 + 2 + 2 + 3 + 5 + 5 + 4

11
=

41
11
≈ 3,73.

1Нагадаємо, що визначати середнє значення оцiнки певною мiрою некоректно.
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Зауважимо, що тут точне значення середньої оцiнки округлено
до двох десяткових знакiв.

Приклад 2.2.2. Нехай дослiджується середнiй заробiток про-
грамiста в Києвi. Для цього було здiйснено Internet-опитування. Не-
хай 8 програмiстiв анонiмно зазначили свiй середнiй щомiсячний за-
робiток (див. таблицю).

Номер програмiста у списку 1 2 3 4 5 6 7 8

Заробiток, ум. од. 600 550 800 950 1100 700 900 850

Тодi середнiй щомiсячний заробiток в опитанiй групi

X =
600 + 550 + 800 + 950 + 1100 + 700 + 900 + 850

8
=

6450
8

=

= 806,25.

Навряд чи в цьому разi можна стверджувати, що середнiй заро-
бiток усiх програмiстiв становить 806,25 ум. од. Навiть неможливо
поки що вважати значення 806,25 близьким до середнього заробiтку.
Проте це число є деякою оцiнкою середнього заробiтку, якої цiлком
достатньо для формування певних висновкiв на побутовому рiвнi.

2.2.2. Мода

Означення 2.3. Нехай аналiзується сукупнiсть статистичних
даних X1, X2, . . . , Xn. Модою цих даних називають значення, яке зу-
стрiчається в сукупностi найчастiше. Позначатимемо моду так: Mo.

Зауважимо, що мода — не завжди єдине значення. В окремих
випадках мода може складатися з кiлькох чисел, якi зустрiчаються
однакову кiлькiсть разiв (але найчастiше).

Приклад 2.2.3. Повернiмося до прикладу 2.2.1. Легко розраху-
вати, що оцiнку “2” на екзаменi у групi отримали 2 студенти, оцiнку
“3” — 3, оцiнку “4” — 2, оцiнку “5” — 4. Отже, найбiльше студентiв
отримали оцiнку “5” i саме вона є модою цiєї сукупностi:

Mo = 5.
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Приклад 2.2.4. Казати про моду у прикладi 2.2.2 певною мiрою
некоректно, тому що кожне значення зустрiчається рiвно один раз.
Формально тут модою є всi 8 значень.

Приклад 2.2.5. Вiдома класифiкацiя психологiчних типiв лю-
дини визначає чотири iдеальних характери: сангвiнiк, холерик, ме-
ланхолiк та флегматик. Припустимо, маємо тест з 40 питань для
аналiзу характеру людини за наведеною класифiкацiєю. Нехай на
кожне питання є чотири варiанти вiдповiдi, причому кожний варi-
ант вiдповiдає одному з типiв.

Нехай за цiєю методикою опитано деяку людину. Припустимо,
6 з її вiдповiдей зараховано до типу “сангвiнiк”, 8 — “холерик”,
3 — “меланхолiк”, 23 — “флегматик”. Тодi модою цих даних є тип
“флегматик”, позаяк вiн найчастiше зустрiчається у вiдповiдях. От-
же, цей тип переважає в характерi опитаного.

Зауважимо також, що розглянуто данi, якi вимiрюються за но-
мiнальною шкалою. Отже, моду на вiдмiну вiд середнього значення
можна застосовувати навiть для аналiзу нечислових значень.

Приклад 2.2.6. Розглянемо результати соцiологiчного дослi-
дження, здiйсненого з метою встановлення середньої кiлькостi дiтей
у сiм’ї. Загалом було опитано 84 сiм’ї. Наведемо результати опиту-
вання.

Кiлькiсть дiтей у сiм’ї 0 1 2 3 4 i бiльше
Кiлькiсть сiмей 16 23 23 14 8

У цьому разi моду дослiджуваної групи сiмей утворюють значе-
ння 1 i 2:

Mo = {1; 2}.

2.2.3. Медiана
Меншою мiрою прозорим, нiж мода i середнє значення, є понят-

тя “медiана”. Якщо казати нестрого, то медiана є середнiм щодо
розмiщення на числовiй прямiй значенням у групi. Iншими слова-
ми, половина значень у групi перевищує медiану, а половина менша
вiд неї. Точнiше означення медiани наведемо у виглядi алгоритму її
обчислення.
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Означення 2.4. Нехай дослiджується група N статистичних да-
них. Упорядкуємо цю групу за зростанням. Припустимо, отримано
таку послiдовнiсть значень: X1, X2, . . . , XN (зауважимо, що деякi чи-
сла в цiй послiдовностi можуть повторюватись, якщо, наприклад,
вони зустрiчаються кiлька разiв у вихiднiй групi). Можливi два ви-
падки.

1. Кiлькiсть значень N у групi непарна, тобто N = 2n− 1. Тодi
медiаною є число Xn, що мiститься посерединi списку.

2. Кiлькiсть значень N у групi парна, тобто N = 2n. Тодi медi-
ана обчислюється за формулою

Xn + Xn+1

2
.

Отже, у цьому разi медiана є середнiм арифметичним двох роз-
мiщених посерединi списку чисел.

Медiану позначатимемо Me.
Приклад 2.2.7. Повернiмось знову до прикладу 2.2.1. Маємо

список з 11 оцiнок. Цей список невпорядкований. Тому насамперед
упорядкуємо його. Отримаємо таку послiдовнiсть оцiнок:

2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 5.

Оскiльки кiлькiсть студентiв N = 11 у списку непарна, подамо її
в такому виглядi: N = 2n− 1. Маємо

11 = 2 · 6− 1.

Отже, шоста за порядком оцiнка мiститься в серединi списку з 11
осiб. Як легко визначити, шостою оцiнкою є “4”. Тому Me = 4.

За результатами аналiзу цих даних, здiйсненого в п. 2.2.1 i 2.2.2,
отримуємо

X = 3,73;
Mo = 5;
Me = 4.

Таким чином, для однiєї й тiєї самої сукупностi даних середнє
значення, мода i медiана можуть мати рiзнi значення.
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Приклад 2.2.8. Нехай у результатi тестування вiдомi IQ-iндекси
шiстьох спiвробiтникiв вiддiлу маркетингу компанiї (через анонiм-
нiсть не вказано посади спiвробiтникiв).

Номер спiвробiтника у списку 1 2 3 4 5 6

IQ-iндекс 124 131 128 142 132 140

Визначимо медiану цих значень. Для цього, упорядкувавши спи-
сок, отримаємо таку послiдовнiсть IQ-iндексiв:

124, 128, 131, 132, 140, 142.

Оскiльки кiлькiсть значень у групi парна (6 iндексiв), для визна-
чення медiани потрiбно розглянути два числа, якi мiстяться посере-
динi списку — 131 та 132. Отже, обчислюємо медiану:

Me =
131 + 132

2
= 131,5.

2.2.4. Порiвняння середнього значення, медiани
та моди

Як було встановлено ранiше, середнє значення, мода i медiана
можуть рiзнитися навiть для однiєї й тiєї самої сукупностi статисти-
чних даних. Кожна з цих величин дає певну iнтерпретацiю поняття
середнього: мода — щодо частоти появи значення, медiана — щодо
середньої позицiї у впорядкованому списку даних, середнє значення
враховує як частоту появи даних, так i їх значення. Природно постає
питання, яка з цих характеристик краща. Однозначної вiдповiдi не
iснує. Залежно вiд сукупностi даних будь-яка з цих величин може
стати як найкращою, так i найгiршою усередненою характеристи-
кою.

Приклад 2.2.9. Розглянемо сукупнiсть з шести осiб. Наведемо
данi про їх сукупнi рiчнi прибутки.

Номер особи у списку 1 2 3 4 5 6

Сукупний рiчний прибуток X, ум. од. 150 200 200 1250 10000 1000000
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Помiркуємо, який рiвень прибутку можна вважати середнiм для
цiєї групи.

За наведеними даними насамперед визначимо моду, медiану та
середнє значення:

Mo = 200;

Me =
200 + 1250

2
= 725;

X =
150 + 2 · 200 + 1250 + 10000 + 1000000

6
=

1011800
6

≈ 168633.

У результатi отримано три рiзнi iнтерпретацiї середнього прибу-
тку. Визначимо, яка з них найкраща.

Розглянемо спочатку значення моди 200. Це значення вибрано
тiльки тому, що зустрiлося двiчi, а решта лише один раз. Такої неве-
ликої переваги недостатньо, щоб стверджувати, що 200 зустрiчається
набагато частiше, нiж iншi значення, i тому найкраще описує сере-
днiй рiвень прибутку. Для цього потрiбнi додатковi аргументи. При-
пустимо, що у другої особи прибуток становить не 200, а 201 ум. од.
Тодi взагалi не може навiть йтися про моду1, а ситуацiя у групi май-
же не змiнилась.

Тепер розглянемо значення медiани, що становить 725. Це значен-
ня мiститься всерединi впорядкованого списку всiх прибуткiв. Отже,
це позитивна властивiсть значення 725. Проте 83% даних (5 з 6)
iстотно вiдрiзняються вiд медiани: три з них (150, 200, 200) меншi
вiд медiани бiльше як втричi, одне (10000) — бiльше на порядок, ще
одне (1000000) — на три порядки. А це вже негативнi характеристики
для значення 725.

Якщо ж для опису середнього рiвня використати середнє арифме-
тичне (що перевищує 150000 ум. од.), то може скластися враження
про дуже високий рiвень життя цiєї групи. Але, як бачимо, це не
так: 50% членiв групи перебувають за межею бiдностi, одна особа з
прибутком 1250 ум. од. балансує на межi бiдностi i ще одна має вiд-
носно високий як для України (у розвинених державах це так само
межа бiдностi) рiвень рiчного доходу — 10000 ум. од.

1Точнiше, мода складається з усiх шести значень.
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Отже, як випливає, кожна з трьох наведених iнтерпретацiй мо-
же спотворити уявлення про реальний рiвень прибутку у групi. У
такому разi доцiльно наводити всi три характеристики середнього1.

Приклад 2.2.10. Незалежна соцiологiчна служба Великобрита-
нiї здiйснила дослiдження зросту десятирiчних хлопчикiв. Наведемо
данi зросту для випадкової вибiрки зi 100 хлопчикiв2.

Зрiст X, дюймiв 52 53 54 55 56 57 58 59 60

Кiлькiсть хлопчикiв 1 3 10 24 30 22 7 2 1

Спробуємо оцiнити середнiй рiвень зросту для цiєї групи.
Очевидно, Mo = 56 (значення 56 зустрiчається найчастiше — 30

разiв). Так само легко перевiрити, що 55-й та 56-й рiвнi зросту у
впорядкованому списку становлять 56 дюймiв кожний. Тому

Me =
56 + 56

2
= 56.

Середнє арифметичне значення зросту

X =
1

100
(1 · 52 + 3 · 53 + 10 · 54 + 24 · 55 + 30 · 56 +

+ 22 · 57 + 7 · 58 + 2 · 59 + 1 · 60) =
5589
100

= 55,89.

1У робастнiй статистицi в таких ситуацiях використовують растровий метод ,
згiдно з яким iз сукупностi попередньо викидають найбiльше та найменше зна-
чення, вважаючи їх нетиповими, а пiсля цього розраховують середнє значення
отриманої сукупностi. У розглянутому прикладi iз сукупностi потрiбно викинути
значення 150 та 1000000. Тодi середнє значення нової групи даних становитиме

2 · 200 + 1250 + 10000

4
=

11650

4
= 2912,5.

Як бачимо, отримане значення так само не повною мiрою описує нову су-
купнiсть. Якщо до растрового методу ставитись не так формально, то можна
викидати найнетиповiшi значення. У розглядуваному прикладi такими можна
вважати значення 1000000 та 10000. Тодi середнє значення нової сукупностi ста-
новитиме

150 + 2 · 200 + 1250

4
=

1900

4
= 472,5.

Однак i цей результат спiрний щодо опису сукупностi.
2Iдею цього прикладу запозичено з [25].
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Як бачимо, усi три характеристики приблизно однаковi (56 дюй-
мiв), отже, 56 дюймiв можна вважати середнiм рiвнем зросту у групi.

Приблизна рiвнiсть медiани, моди та середнього значення — це
iдеальний випадок. Як правило, найлегше описуються лише такi су-
купностi даних, що мають цю властивiсть. Мало того, у статистицi
в цьому разi йдеться про середнiй рiвень дослiджуваної величини.
Наприклад, якщо середнiй зрiст десятирiчних хлопчикiв 56 дюймiв,
то автоматично вважається, що мода, медiана i середнє значення
рiзняться неiстотно.

Отже, розглянуто два приклади, в яких зроблено спробу оцiнити
середнiй рiвень сукупностi. Якщо в першому це було важко зробити
(найпростiше навести повний список групи), то у другому спостерi-
гався iдеальний випадок, коли середнiй рiвень визначити було доволi
легко. Тепер розглянемо приклад промiжної ситуацiї.

Приклад 2.2.11. Редакцiя щомiсячного журналу здiйснила опи-
тування потенцiйних читачiв. Одним iз питань було таке: “Яку кiль-
кiсть номерiв нашого журналу Ви купили минулого року?” У резуль-
татi аналiзу 100 анкет отримано наведенi далi данi1.

Кiлькiсть куплених номерiв 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Кiлькiсть опитаних 40 15 3 2 1 1 1 1 2 2 3 10 19

Визначимо усередненi характеристики цiєї сукупностi. Оскiльки
40 осiб (зi 100) не купили жодного номера, а 40 + 15 = 55 купили 0
або 1 номер, то середнi позицiї 50 i 51 припадають на значення 1. От-
же, медiана цiєї сукупностi становить один куплений номер журналу
за рiк.

Якщо до розрахунку моди ставитись формально, то, очевидно,
вона дорiвнює нулю, позаяк бiльше опитаних (40 iндивiдуумiв) не
купили жодного номера журналу2.

1Iдею прикладу запозичено з [25].
2Проте частiше в подiбних ситуацiях застосовують не такий формальний пiд-

хiд. Як бачимо, значення бiльшостi елементiв сукупностi становить 0, 1 для тих,
хто майже не купував журнал, i 11, 12 для постiйних читачiв журналу. Iншими
словами, серед значень вихiдної сукупностi є два “пiки”. Тому природно визначи-
ти моду для кожного з цих “пiкiв”. У результатi отримуємо два значення моди:
0 та 12.
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Обчислимо середнє значення сукупностi:

X =
1

100
(
40 · 0 + 15 · 1 + 3 · 2 + 2 · 3 + 1 · 4 + 1 · 5 + 1 · 6 +

+ 1 · 7 + 2 · 8 + 2 · 9 + 3 · 10 + 10 · 11 + 19 · 12
)

=

=
451
100

= 4,51.

Остаточно маємо такi усередненi характеристики: мода дорiвнює
нулю, медiана — одиницi, середнє значення становить 4,51.

Як бачимо, середнє арифметичне погано описує сукупнiсть.
Справдi, лише двi особи купили 4–5 номерiв журналу. Використання
ж як середнiх показникiв моди та медiани призвело б до висновку
про непопулярнiсть журналу. Проте близько 30% опитаних читають
цей журнал регулярно.

Знову маємо ситуацiю, коли формальне ставлення до усереднених
характеристик спотворює уявлення про вихiдну сукупнiсть. Проте
цей випадок на вiдмiну вiд прикладу 2.2.9 все ж таки можна доволi
легко описати, враховуючи iнформацiю зноски 2 на с. 37. Найприро-
днiший такий опис сукупностi: 55% опитаних не купували жодного
або купили один номер журналу, а 29% регулярно купували журнал
(11 або 12 номерiв за рiк).

Отже, як засвiдчують наведенi приклади, не можна вiддати одно-
значної переваги одному з трьох усереднених показникiв. Проте най-
важливiшим з них вважають середнє арифметичне сукупностi. Це
пов’язано з ширшими можливостями в разi його використання по-
рiвняно з модою та медiаною. До основних належать такi переваги
середнього.

1. Середнє значення частiше виявляється кращою характеристи-
кою, нiж мода та медiана.

2. При зведеннi даних з кiлькох сукупностей в одну можна обчи-
слити лише середнє значення утвореної сукупностi, знаючи середнi
значення початкових груп. За вiдомими значеннями моди чи медiани
двох груп неможливо обчислити вiдповiдно моду чи медiану об’єд-
наної групи.
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Розглянемо зазначене на прикладi середнього арифметичного.
Нехай маємо двi групи обсягом n1 та n2, середнi значення яких ста-
новлять вiдповiдно X1 та X2 . Тодi середнє значення утвореної об’єд-
нанням цих двох груп сукупностi можна обчислити за формулою1

X =
n1X1 + n2X2

n1 + n2
.

3. Iнодi доцiльною є й така властивiсть середнього значення. Як-
що вiдомi середнє значення X i обсяг сукупностi n, можна обчислити
суму всiх значень сукупностi, обчисливши добуток nX.

Наприклад, якщо вiдомо, що минулого року у країнi в середньому
за мiсяць траплялось 3250 дорожньо-транспортних пригод, то можна
стверджувати, що сумарна їх кiлькiсть становитиме 12·3250 = 39000.

На жаль, нi медiана, нi мода не мають такої властивостi.

2.2.5. Усередненi характеристики i шкали
вимiрювання

Нагадаємо, що елементи статистичної сукупностi даних можна
вимiрювати за рiзними шкалами. У пiдрозд. 1.3 розглянуто номi-
нальну, порядкову та числову шкали. При цьому наведенi означення
моди, медiани та середнього значення були сформульованi в термi-
нах числової шкали. Виявляється, в окремих випадках вони можуть
поширюватись i на iншi шкали.

Припустiмо, значення сукупностi даних вимiрюються за номi-
нальною або порядковою шкалою. У цьому разi можна визначити
частоту появи в сукупностi кожного рiвня шкали, тобто фактично
може йтися про моду сукупностi. Подiбний випадок розглянуто у
прикладi 2.2.5.

1У загальному випадку, коли вiдомi середнi значення X1, . . . , Xk у k групах
обсягами вiдповiдно n1, . . . , nk, середнє значення сукупностi можна обчислити
за формулою

X =
n1X1 + · · ·+ nkXk

n1 + · · ·+ n2
.
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На жаль, мода є єдиною характеристикою, доступною для оцiнки
середнього рiвня за номiнальною шкалою. Для порядкової шкали
можна вже використовувати медiану.

Справдi, нехай маємо сукупнiсть даних, що вимiрюються за по-
рядковою шкалою. У цьому разi можна впорядкувати цi данi. А далi
все залежить вiд того, парна чи непарна кiлькiсть елементiв у спи-
ску. Якщо вона непарна, то як медiану беремо середнiй за порядком
елемент у списку. У разi парної кiлькостi елементiв визначити ме-
дiану буде дещо важче, якщо два середнiх елементи матимуть рiзнi
рiвнi ознаки. Справдi, не можна обчислювати середнє арифметичне
двох нечислових значень. У цьому разi потрiбно викинути одне зна-
чення зi списку для того, щоб отримати непарну кiлькiсть значень
у списку. При цьому “зайве” значення потрiбно викидати випадко-
во, а не довiльно (для цього можна застосувати метод, описаний у
дод. 7.3).

Приклад 2.2.12. Нехай маємо психологiчний тест, за допомо-
гою якого можна оцiнити рiвень агресивностi iндивiдуума за такою
шкалою: “дуже агресивний”, “агресивний”, “нейтральний”, “майже
не агресивний”, “не агресивний”.

Нехай за допомогою цього тесту оцiнено рiвнi агресивностi групи
з 32 студентiв, якi наведено далi.

Рiвень агресивностi Кiлькiсть студентiв у групi з таким рiвнем
“Дуже агресивний” 3

“Агресивний” 8

“Нейтральний” 5

“Майже не агресивний” 12

“Не агресивний” 4

Нехай потрiбно визначити медiану групи. Як бачимо, данi вже
впорядковано i можна розглянути 16-й та 17-й елементи списку —
це рiвнi вiдповiдно “нейтральний” та “майже не агресивний”. Якби
цi елементи мали однакове значення, його можна було б вважати
медiаною. Проте цi елементи мають рiзнi рiвнi агресивностi, i тому
доведеться випадково викинути один елемент зi списку.
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Для цього застосуємо процедуру, описану в дод. 7.3. Припустимо,
отримано число 29. Викидаючи 29-й елемент зi списку, отримаємо
нову групу вже з 31 значення.

Рiвень агресивностi Кiлькiсть студентiв у групi з таким рiвнем
“Дуже агресивний” 3

“Агресивний” 8

“Нейтральний” 5

“Майже не агресивний” 12

“Не агресивний” 3

У цiй сукупностi середнiй елемент вже єдиний, i вiн посiдає 16-
ту позицiю у списку. Рiвень цього елемента “нейтральний”. Отже,
медiаною вихiдної сукупностi беремо значення “нейтральний”.

Як зазначалось у пiдрозд. 1.3, значеннями порядкової шкали ча-
сто є числа. У цьому разi можна формально визначити середнє зна-
чення сукупностi. Проте потрiбно пам’ятати, що це не повною мiрою
коректно.

Зауваження 2.1. Якщо мiж двома середнiми елементами ста-
тистичного ряду даних мiститься значення порядкової шкали, яке не
зустрiчалося в отриманих даних, його можна вважати медiаною ви-
хiдної сукупностi. Наприклад, якщо у прикладi 2.2.12 не знайшлося
студента з рiвнем агресивностi “нейтральний”, у той час як першо-
му та останньому рiвням вiдповiдає однакова кiлькiсть студентiв,
то медiаною такої сукупностi можна вважати рiвень агресивностi
“нейтральний”.

Зауваження 2.2. На практицi часто в разi незбiжностi значень
двох середнiх елементiв упорядкованої сукупностi даних як медiану
вказують обидва значення.

2.3. Мiри розсiювання
У пiдрозд. 2.2 розглядалося кiлька показникiв (середнє значення,

мода i медiана) статистичної сукупностi даних, якi характеризують
її усередненi властивостi.
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Проте в бiльшостi випадкiв цих усереднених характеристик недо-
статньо для того, щоб узагальнити властивостi статистичної сукуп-
ностi. Проблема полягає в тому, що за усередненими показниками
неможливо встановити, як iстотно вiдрiзняються вiд них значення
сукупностi.

Приклад 2.3.1. Деякий вищий навчальний заклад дослiджував
кiлькiсть прочитаної художньої лiтератури у двох академiчних гру-
пах (одна — гуманiтарної спрямованостi, iнша — технiчної). Кожна
група складалась з 15 студентiв. Кiлькiсть прочитаної художньої лi-
тератури оцiнювалась за таким показником, як загальна кiлькiсть
друкованих аркушiв у прочитаних за минулий рiк виданнях. Впо-
рядкованi за зростанням данi дослiдження наведенi в таблицi.

Позицiя
у впорядкова-
ному списку

Кiлькiсть друкованих аркушiв у прочитанiй за минулий рiк
художнiй лiтературi серед студентiв групи спрямованостi

гуманiтарної технiчної
1 2 3
1 99 64
2 102 65
3 103 67
4 106 68
5 108 70
6 112 90
7 115 105
8 115 115
9 117 115
10 120 135
11 121 150
12 122 165
13 126 167
14 128 172
15 131 177

Легко перевiрити, що i в першiй, i у другiй групi медiана (позицiя
8 у списку) дорiвнює 115 i для обох груп це єдине значення, яке
зустрiчається двiчi, а решта лише раз. Отже, мода для обох груп
так само однакова i дорiвнює 115.
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2.3. Мiри розсiювання

Виявляється, що i середнє значення в обох групах однакове й так
само становить 115. Справдi, суми у графах 2 i 3 дорiвнюють 1725,
а

1725
15

= 115.

Отже, в обох групах усi три усередненi характеристики однаковi i
становлять 115 1. Проте не можна стверджувати, що цi групи мають
однакову структуру за дослiджуваним показником.

Розглянемо дiаграми, де показник зображений в обох групах. Як
бачимо, усi значення у групi гуманiтарної спрямованостi сконцентро-
ванi доволi близько до середнього значення 115. Водночас бiльшiсть
значень у групi технiчної спрямованостi значно вiдрiзняються вiд
середнього значення.

6

0;60

100

140

180

-
5 10 15

q q q q q q q q q q q q q q q
115

а
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q

q q q
q

q
q q q q

115
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Графiчне зображення даних таблицi: а — група гуманiтарної
спрямованостi; б — група технiчної спрямованостi

Iншими словами, значення 115 добре описує групу гуманiтарної
спрямованостi, а ось для опису групи технiчної спрямованостi потрi-
бна додаткова iнформацiя (наприклад, така: приблизно по третинi
студентiв мають показники в околi вiдповiдно 70, 115 та 170).

1Звiсно, числовi данi тут пiдiбранi так, щоб пiдкреслити основну думку при-
кладу. Проте подiбнi ситуацiї, коли всi три показники в обох групах приблизно
однаковi, трапляються доволi часто. Зауважимо також, що в цьому прикладi мо-
ду навряд чи можна вважати усередненим показником. Адже бiльшiсть значень
(усi, окрiм 115) у групах зустрiчаються лише раз.
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Отже, у статистицi важливо враховувати не лише усередненi ха-
рактеристики, а й вiдхилення значень вiд цих характеристик. Далi
розглянемо саме статистичний аналiз вiдхилень.

2.3.1. Абсолютнi та вiдноснi вiдхилення
Як зазначалося, середнiй рiвень статистичної сукупностi найча-

стiше описують за допомогою середнього значення. Iнодi для цього
доцiльно використовувати й iншi характеристики, наприклад, моду
або медiану.

Дослiдимо деяку групу даних X1, X2, . . . , Xn. При цьому для опи-
су середнього рiвня цiєї групи використаємо деяку усереднену ха-
рактеристику ϑ. Нехай треба оцiнити, як значення Xi групи вiдрi-
зняються вiд ϑ. Така оцiнка виявить, як значення ϑ описує вихiдну
сукупнiсть.

Якщо дослiджувана група невелика, то цiлком реально оцiнити
вiдмiнностi вiд ϑ кожного елемента Xi. Наведемо поняття, за допо-
могою яких можна дослiдити цi iндивiдуальнi вiдмiнностi.

Означення 2.5. Iндивiдуальним вiдхиленням, або вiдхиленням
значення Xi вiд характеристики ϑ, називають рiзницю Xi − ϑ.

Означення 2.6. Абсолютним вiдхиленням значення Xi вiд ха-
рактеристики ϑ називають число

|Xi − ϑ|.

Нагадаємо, що |x| означає абсолютне значення числа x, iншими
словами, |x| iгнорує знак числа x.

Означення 2.7. Вiдносним вiдхиленням значення Xi вiд харак-
теристики ϑ називають число

|Xi − ϑ|
ϑ

· 100 %,

яке виражає абсолютне вiдхилення Xi вiд ϑ у вiдсотках вiдносно ϑ.
Приклад 2.3.2. Повернiмося до прикладу 2.2.9. Нагадаємо, що

в ньому дослiджувався рiвень прибуткiв у сукупностi з шести осiб.
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Для зручностi знову наведемо данi сукупностi.

Номер особи у списку 1 2 3 4 5 6

Сукупний рiчний прибуток X, ум. од. 150 200 200 1250 10000 1000000

Мода, медiана та середнє значення за цими даними такi:

Mo = 200,

Me = 725,

X ≈ 168633.

Ранiше переконливо не встановлено, яка з цих характеристик
краще описує середнiй рiвень групи. Тепер повернiмось до розв’я-
зання цiєї задачi, скориставшись поняттями вiдхилень.

Наведемо абсолютнi вiдхилення значень сукупностi вiд моди, ме-
дiани та середнього арифметичного.

Номер особи у списку 1 2 3 4 5 6

Абсолютне вiдхилення
вiд моди 50 0 0 1050 9800 999800

Абсолютне вiдхилення
вiд медiани 575 525 525 525 9275 999275

Абсолютне вiдхилення
вiд середнього значення 168483 168433 168433 167383 158633 831637

З наведених даних одразу бачимо, що вiдхилення вiд середнього
арифметичного дуже великi, а три значення незначно вiдхиляються
вiд моди. Тому, якщо враховувати iндивiдуальнi абсолютнi вiдхиле-
ння, то здається, що мода є кращою характеристикою, нiж медiана,
а медiана кращою, нiж середнє значення.

Тепер наведемо вiдноснi вiдхилення, округленi до цiлих значень.

Номер особи у списку 1 2 3 4 5 6

Вiдносне вiдхилення вiд моди, % 25 0 0 525 4900 499900

Вiдносне вiдхилення вiд медiани, % 79 72 72 72 1279 137831

Вiдносне вiдхилення
вiд середнього значення, % 100 100 100 99 94 493
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Наприклад, для першої особи вiдхилення вiд моди визначено так:

|200− 150|
200

· 100 % =
50
200

· 100% = 0, 25 · 100% = 25 %.

В останнiй таблицi контраст мiж рядками вже не такий разючий,
як для абсолютних вiдхилень. Скажiмо, у цьому разi вже важче
вiддати перевагу медiанi порiвняно iз середнiм значенням. Мало то-
го, зовсiм не очевидно, що мода найкраще описує ситуацiю у групi,
оскiльки маємо 50% малих вiдхилень проти 50% надто великих.

Приклад 2.3.3. Повернiмось до прикладу 2.3.1. Розглянемо вiд-
носнi вiдхилення кiлькостi прочитаної студентами лiтератури вiд
значення 115, яке, нагадаємо, було одночасно модою, медiаною та
середнiм арифметичним в обох групах (див. таблицю).

Позицiя
у впорядкованому

списку

Вiдноснi вiдхилення вiд усередненого показника
серед студентiв групи спрямованостi, %
гуманiтарної технiчної

1 14 44
2 11 43
3 10 42
4 8 41
5 6 39
6 3 22
7 0 9
8 0 0
9 2 0
10 4 17
11 5 30
12 6 43
13 10 45
14 11 50
15 14 54

Як бачимо, у групi гуманiтарної спрямованостi значення вiдхи-
ляються вiд середнього рiвня щонайбiльше на 14%, а технiчної —
на 54%.
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Отже, пара показникiв (середнiй рiвень; максимальне вiдносне
вiдхилення) може набагато виразнiше проiлюструвати ситуацiю у
статистичнiй сукупностi, нiж лише середнiй рiвень.

На жаль, аналiзуючи велику групу даних, нерацiонально наводи-
ти у звiтi всi iндивiдуальнi вiдхилення. У цьому разi для характери-
стики абсолютних вiдхилень можна використовувати такi показни-
ки:

• максимальне вiдхилення;
• середнє арифметичне вiдхилень;
• сумарне значення сукупностi вiдхилень.
При використаннi останнього показника може бути корисний та-

кий результат.

Теорема 2.1 (Основна властивiсть медiани). Сумарне зна-
чення абсолютних вiдхилень усiх елементiв статистичної сукупностi
вiд медiани менше, нiж вiд будь-якої iншої величини.

Приклад 2.3.4. Поблизу автобусного маршруту в мiкрорайонi
планується побудувати районну полiклiнiку. При цьому на маршру-
тi з’явиться нова зупинка. Наведемо данi про iснуючi зупинки на
маршрутi та чисельнiсть населення, що мешкає поблизу зупинок1.

Мiсце маршруту, на якому розташовано зупинку,
км вiд початку 0 0,6 1,1 2 2,6 3,2 3,5

Чисельнiсть населення, що мешкає поблизу
зупинки, тис. осiб 5 2 3 4 1 4 3

Доцiльно розташувати полiклiнiку так, щоб сумарна вiдстань,
яку проїжджатимуть потенцiйнi пасажири до неї, була найкорот-
шою.

Насамперед для того, щоб врахувати рiзну чисельнiсть населен-
ня, що мешкає поблизу кожної зупинки, формально вважатимемо,
що кожна група з тисячi осiб має свою зупинку. Наприклад, вважа-
тимемо, що на початку маршруту є не одна, а 5 зупинок (по однiй
для кожної групи з 5 тисяч населення). Тодi отримаємо нову сукуп-

1Iдею цього прикладу взято з [15].
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нiсть даних:

0; . . . ; 0︸ ︷︷ ︸
5 разiв

; 0,6; 0,6; 1, 1; 1, 1; 1, 1; 2; . . . ; 2︸ ︷︷ ︸
4 рази

;

2,6; 3,2; . . . ; 3,2︸ ︷︷ ︸
4 рази

; 3,5; 3,5; 3,5.

У цiй сукупностi налiчується така кiлькiсть елементiв:

5 + 2 + 3 + 4 + 1 + 4 + 3 = 22.

За основною властивiстю медiани сума абсолютних вiдхилень
елементiв цiєї сукупностi вiд медiани менша, нiж вiд будь-якої iншої
величини. Тому для розв’язання поставленої задачi потрiбно знайти
медiану.

Для групи з 22 елементiв середнiми є позицiї 11 i 12 у впорядкова-
ному списку. Як бачимо, у розглядуванiй сукупностi на цих позицiях
маємо значення 2. Тому її медiаною є число 2.

Отже, полiклiнiку найдоцiльнiше розташувати на другому кiло-
метрi вiд початку маршруту, де, до речi, вже є зупинка.

2.3.2. Середнє абсолютне вiдхилення

Припустимо, середнiй рiвень статистичної сукупностi вже оцiне-
но. Вважатимемо, що цю оцiнку визначено як середнє арифметичне
сукупностi, адже саме такий пiдхiд використовують найчастiше.

Нехай у звiтi про аналiз сукупностi необхiдно навести данi про
вiдхилення її елементiв вiд середнього значення. У цьому разi най-
краще зазначити всi вiдхилення. Проте цей спосiб прийнятний лише
за невеликої сукупностi. Якщо ж сукупнiсть велика, бажано отри-
мати оцiнку вiдхилень у виглядi деякої усередненої характеристики,
тобто у виглядi одного чи щонайбiльше кiлькох чисел.

Безсумнiвно, найприроднiший такий пiдхiд: спочатку визначити
всi абсолютнi вiдхилення, а потiм їх середнє значення. Зробити це
не тiльки природно, а й легко.
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Означення 2.8. Середнiм абсолютним вiдхиленням, або сере-
днiм вiдхиленням, називають середнє арифметичне значення абсо-
лютних вiдхилень елементiв статистичної сукупностi вiд її середньо-
го значення. Середнє абсолютне вiдхилення позначатимемо ∆ 1.

Середнє абсолютне вiдхилення є простою i зручною характе-
ристикою iндивiдуальних вiдхилень у сукупностi. Для складнiших
форм статистичного аналiзу, з якими ознайомимося пiзнiше, вмiти
визначати середнє абсолютне вiдхилення недостатньо. З позицiй тео-
рiї для статистичного аналiзу зручнiше застосовувати iншi величини,
а саме дисперсiю та стандартне вiдхилення, процедура обчислення
яких не така примiтивна.

Приклад 2.3.5. Повернiмося знову до прикладу 2.3.1 про кiль-
кiсть лiтератури, прочитаної студентами двох академiчних груп. Як
встановлено ранiше, середнє значення (а взагалi й середнiй рiвень)
цього показника в обох групах становить 115 друкованих аркушiв на
рiк.

У прикладi 2.3.3 наведено iндивiдуальнi вiдноснi вiдхилення
вiд 115. Там же дано такий опис груп: у групi гуманiтарної спря-
мованостi iндивiдуальнi значення вiдхиляються вiд середнього рiвня
115 щонайбiльше на 14%, а у групi технiчної спрямованостi — що-
найбiльше на 54%.

Продовжимо аналiз цих двох груп, скориставшись поняттям се-
реднього абсолютного вiдхилення. Наведемо iндивiдуальнi та абсо-
лютнi вiдхилення вiд 115.

Вiдхилення вiд усередненого значення для студентiв групи спрямованостi
гуманiтарної технiчної

Значення Iндивiдуальне
вiдхилення

Абсолютне
вiдхилення Значення Iндивiдуальне

вiдхилення
Абсолютне
вiдхилення

1 2 3 4 5 6
99 −16 16 64 −51 51
102 −13 13 65 −50 50
103 −12 12 67 −48 48

1Середнє абсолютне вiдхилення часто називають середнiм лiнiйним вiдхилен-
ням.
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1 2 3 4 5 6
106 −9 9 68 −47 47
108 −7 7 70 −45 45
112 −3 3 90 −25 25
115 0 0 105 −10 10
115 0 0 115 0 0
117 2 2 115 0 0
120 5 5 135 20 20
121 6 6 150 35 35
122 7 7 165 50 50
126 11 11 167 52 52
128 13 13 172 57 57
131 16 16 177 62 62
Сума 0 120 Сума 0 552

Як бачимо, суми iндивiдуальних вiдхилень дорiвнюють нулю. Це
не випадково. Якщо iндивiдуальнi вiдхилення визначено правильно,
то їх сума повинна дорiвнювати нулю. Цю властивiсть використо-
вують для контролю правильностi обчислень.

У розглядуваному прикладi важливiшими є визначенi суми абсо-
лютних вiдхилень. Знаючи, що кожна група складається з 15 осiб,
обчислимо середнi абсолютнi вiдхилення:

∆гум =
120
15

= 8;

∆тех =
552
15

= 36,8.

Насамкiнець доходимо таких висновкiв. У групi гуманiтарної
спрямованостi середньорiчна кiлькiсть прочитаної художньої лiте-
ратури становить 115 друкованих аркушiв, а iндивiдуальнi обсяги
прочитаної лiтератури вiдхиляються вiд значення 115 у середньому
на 8 друкованих аркушiв. Для групи технiчної спрямованостi сере-
дньорiчний рiвень так само дорiвнює 115 друкованих аркушiв, проте
iндивiдуальнi вiдхилення вiд середнього значення значно бiльшi й у
середньому дорiвнюють 36,8 друкованих аркушiв.
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2.3.3. Дисперсiя i стандартне вiдхилення

У статистицi, дослiджуючи розсiювання даних, найчастiше вико-
ристовують такi характеристики, як стандартне вiдхилення i диспер-
сiю. Цi характеристики важливi завдяки зручностi їх математичних
перетворень, необхiдних у статистичному аналiзi. Та цi поняття не
такi прозорi, як середнє абсолютне вiдхилення, й обчислюються де-
що важче.

Опишемо цi поняття за допомогою алгоритму їх обчислення.

Означення 2.9. Нехай необхiдно дослiдити статистичну сукуп-
нiсть даних X1, X2, . . . , Xn. Припустимо, що середнє арифметичне
сукупностi становить X. Для визначення дисперсiї потрiбно викона-
ти такi дiї:

• визначити всi iндивiдуальнi вiдхилення Xi−X вiд середнього
значення;

• обчислити квадрати iндивiдуальних вiдхилень (Xi −X)2;
• розрахувати середнє значення отриманих квадратiв.
Iншими словами, дисперсiя — це середнє арифметичне квадратiв

iндивiдуальних вiдхилень вiд середнього значення сукупностi.
Дисперсiю позначатимемо D.

Одразу зауважимо, що дисперсiя iгнорує знаки вiдхилень, адже
вони пiдносились до квадрата. За цiєю властивiстю дисперсiя подi-
бна до середнього абсолютного вiдхилення.

Крiм того, завдяки пiднесенню до квадрата дисперсiя пiдсилює
вплив великих вiдхилень (> 1) та певною мiрою нехтує малими вiд-
хиленнями (< 1). Завдяки цiй властивостi дисперсiя є надiйнiшою
характеристикою вiдхилень, нiж середнє абсолютне вiдхилення.

Проте використання дисперсiї має й недолiки. На вiдмiну вiд се-
реднього абсолютного вiдхилення дисперсiя характеризує розсiюван-
ня даних у термiнах квадратних, а не лiнiйних одиниць. Наприклад,
якщо становлять iнтерес вiдхилення iндивiдуальних прибуткiв вiд
середньогрупового, то за допомогою дисперсiї можна отримати їх
характеристику у квадратних гривнях. Зрозумiло, природнiше опи-
сувати вiдхилення прибуткiв за допомогою показника, який вимiрю-
ється у гривнях.
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Для того щоб врахувати цей недолiк, у статистицi замiсть дис-
персiї використовують поняття стандартного вiдхилення1.

Означення 2.10. Стандартним вiдхиленням сукупностi нази-
вають квадратний корiнь з її дисперсiї. Позначають стандартне вiд-
хилення σ.

Отже,
σ =

√
D.

Через цю рiвнiсть у статистицi дисперсiю часто позначають σ2,
пiдкреслюючи бiльшу важливiсть стандартного вiдхилення.

Зауважимо, що стандартне вiдхилення завжди перевищує сере-
днє абсолютне вiдхилення. З позицiй статистики це означає вищу
надiйнiсть висновкiв про розсiювання в термiнах стандартних вiдхи-
лень.

Приклад 2.3.6. Знову повернiмося до прикладу 2.3.1 про кiль-
кiсть художньої лiтератури, прочитаної за рiк студентами двох ака-
демiчних груп. У прикладi 2.3.5 обчислено середнi абсолютнi вiдхи-
лення у групах: для групи гуманiтарної спрямованостi — 8, технi-
чної — 36,8 друкованих аркушiв.

За допомогою вже вiдомих iндивiдуальних абсолютних вiдхилень
вiд середнього значення 115 визначимо дисперсiю i стандартне вiд-
хилення для обох груп.

Для цього насамперед обчислимо квадрати абсолютних вiдхи-
лень та їх суми для кожної групи i зведемо їх у таблицю.

Абсолютнi вiдхилення i квадрати абсолютних вiдхилень
вiд усередненого значення для студентiв груп спрямованостi

гуманiтарної технiчної

Значення Абсолютне
вiдхилення

Квадрат
абсолютного
вiдхилення

Значення Абсолютне
вiдхилення

Квадрат
абсолютного
вiдхилення

1 2 3 4 5 6
99 16 256 64 51 2601
102 13 169 65 50 2500

1У теорiї ймовiрностей замiсть термiна “стандартне вiдхилення” використо-
вують термiн “середньоквадратичне вiдхилення”.
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1 2 3 4 5 6
103 12 144 67 48 2304
106 9 81 68 47 2209
108 7 49 70 45 2025
112 3 9 90 25 625
115 0 0 105 10 100
115 0 0 115 0 0
117 2 4 115 0 0
120 5 25 135 20 400
121 6 36 150 35 1225
122 7 49 165 50 2500
126 11 121 167 52 2704
128 13 169 172 57 3249
131 16 256 177 62 3844

Сума 1368 Сума 26286

За отриманими даними обчислюємо дисперсiї (як середнє зна-
чення квадратiв абсолютних вiдхилень) i стандартнi вiдхилення (як
квадратний корiнь з дисперсiї):

Dгум =
1368
15

= 91,2, Dтех =
26286

15
= 1752,4,

σгум =
√

91, 2 ≈ 9,55; σтех =
√

1752,4 ≈ 41,86.

Зауважимо, що

σгум ≈ 9,55 > 8 = ∆гум;

σтех ≈ 41,86 > 36,8 = ∆тех,

тобто стандартнi вiдхилення дещо перевищують середнi абсолютнi
вiдхилення, як зазначалося ранiше.

Приклад 2.3.7. Як бачимо з прикладу 2.3.6, дисперсiю i стан-
дартне вiдхилення доцiльно визначати, записуючи результати про-
мiжних обчислень у таблицi. Для наочностi розглянемо ще один при-
клад.
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Для перевiрки засвоєння нової теми студентами академiчної гру-
пи було проведено планову контрольну роботу. Результати контроль-
ної i обчисленi середнє значення та дисперсiю зведено в таблицю (че-
рез анонiмнiсть прiзвищ студентiв не подано; обчислення зроблено з
точнiстю до двох десяткових знакiв)1.

Номер студента
у списку групи

Оцiнка за
контрольну роботу

Вiдхилення вiд
середнього

Квадрат
вiдхилення

1 3 −0,67 0,44
2 4 0,33 0,11
3 3 −0,67 0,44
4 5 1,33 1,78
5 4 0,33 0,11
6 5 1,33 1,78
7 4 0,33 0,11
8 4 0,33 0,11
9 3 −0,67 0,44
10 2 −1,67 2,78
11 5 1,33 1,78
12 2 −1,67 2,78

Сума 44 Сума 12,67

Середнє значення
44

12
≈ 3,67 Дисперсiя

12,67

12
≈ 1,06

Звiдси стандартне вiдхилення

σ ≈
√

1,06 ≈ 1,03.

Остаточно доходимо такого висновку: середнє значення оцiнки2
за контрольну роботу становить 3,67 бала, стандартне вiдхилення
оцiнок — 1,03 бала.

1Нагадаємо, що оцiнки вимiрюються за порядковою шкалою i тому оперувати
ними як числами не повною мiрою коректно.

2Легко перевiрити, що мода i медiана цiєї сукупностi дорiвнюють по 4 бали, що
добре узгоджується iз середнiм значенням. Тому цiлком правомiрно замiсть сло-
восполучення “середнє значення оцiнки” використати термiн “середня оцiнка”.
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Насамкiнець наведемо ще одну формулу для обчислення дис-
персiї. Нехай потрiбно визначити дисперсiю сукупностi даних
X1, X2, . . . , Xn. Тодi

D =
(X1 −X)2 + (X2 −X)2 + · · ·+ (Xn −X)2

n
=

=
(X2

1 − 2X1X + X
2
) + · · ·+ (X2

n − 2XnX + X
2
)

n
=

=
X2

1 + X2
2 + · · ·+ X2

n

n
− 2X

X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
+

nX
2

n
=

= X2 − 2X ·X + X
2

= X2 −X
2
,

де X2 — сукупнiсть даних X2
1 , X2

2 , . . . , X2
n.

Остаточно
D = X2 −X

2
. (2.1)

Зазвичай формулу (2.1) використовують, якщо до квадрата лег-
ше пiднести данi Xi сукупностi, нiж iндивiдуальнi вiдхилення Xi−X.

Приклад 2.3.8. Припустимо, на останньому екзаменi студенти
академiчної групи отримали такi оцiнки:

3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5.

Тодi середнє значення цiєї сукупностi

X =
3 + 3 + 4 + 4 + 4 + 5 + 5 + 5

8
=

33
8

= 4,125.

Для обчислення дисперсiї середнє значення потрiбно вiдняти вiд
елементiв сукупностi:

−1,125; −1,125; −0,125; −0,125; −0,125; 0,875; 0,875; 0,875.

Пiсля цього отриманi числа слiд пiднести до квадрата. Але ква-
драти вихiдних значень сукупностi обчислити легше! Тому, скори-
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ставшись формулою (2.1), дiстаємо

D =
32 + 32 + 42 + 42 + 42 + 52 + 52 + 52

8
− 4,1252 =

=
2 · 9 + 3 · 16 + 3 · 25

8
− 17,015625 =

141
8
− 17,015625 =

= 17,625− 17,015625 = 0,609375.

2.3.4. Коефiцiєнт варiацiї

Коефiцiєнт варiацiї — це показник, який виражає стандартне вiд-
хилення не в абсолютних одиницях, а у вiдсотках середнього значен-
ня.

Означення 2.11. Нехай X — середнє значення статистичної су-
купностi X1, X2, . . . , Xn. Припустимо, стандартне вiдхилення цiєї су-
купностi дорiвнює σ. Тодi коефiцiєнт варiацiї

kvar =
σ

X
· 100%.

Як правило, коефiцiєнт варiацiї використовують за наявностi
кiлькох сукупностей даних одного типу, коли середнi значення в су-
купностях рiзняться, а стандартнi вiдхилення пропорцiйнi середнiм
значенням. У такому разi за коефiцiєнтом варiацiї можна дiйти уза-
гальнених висновкiв про властивостi дослiджуваних даних.

Приклад 2.3.9. Нехай у кiлькох мiстах України було дослiдже-
но цiни квадратного метра житлової площi минулого мiсяця. Для
цього в кожному мiстi було випадковим чином вiдслiдковано деяку
кiлькiсть угод продажу житла. Результати цих дослiджень наведено
в таблицi.

Номер мiста в деякому списку 1 2 3 4 5
Середнi цiни за 1 м2 X, ум. од. 1000,4 480 581,6 672,4 460,8
Стандартне вiдхилення σ 144 61,2 84,8 106,0 67,6

Коефiцiєнт варiацiї
σ

X
· 100 % 14,4 12,8 14,6 15,8 14,7

56



2.3. Мiри розсiювання

Як бачимо з даних таблицi, i середня цiна, i її стандартне вiдхи-
лення суттєво рiзняться за мiстами. Водночас значення коефiцiєнтiв
варiацiї коливаються неiстотно. Легко перевiрити, що в середньому
коефiцiєнт варiацiї становить 14,4%. При цьому вiдхилення коефi-
цiєнтiв варiацiї вiд середнього рiвня незначнi. Тому для стислiшого
опису наведених даних можна було б залишити в таблицi середнi
цiни, а для опису розсiювання цiн замiсть рядка стандартних вiдхи-
лень подати лише усереднене значення коефiцiєнта варiацiї — 14,4%.

2.3.5. Розмах варiацiї
Означення 2.12. Нехай вивчаємо деяку сукупнiсть даних. При-

пустимо, що Xмакс та Xмiн — значення сукупностi вiдповiдно макси-
мальне та мiнiмальне. Тодi розмах варiацiї , або варiацiйний розмах,

Rvar = Xмакс −Xмiн.

Iншими словами, розмах варiацiї є абсолютною характеристикою
ширини iнтервалу значень сукупностi. Використовують розмах ва-
рiацiї рiдко, переважно для достатньо однорiдних сукупностей, без
значних коливань. Для бiльшостi ж ситуацiй цей показник неприда-
тний.

Очевиднi недолiки розмаху варiацiї такi:
• надмiрна чутливiсть до випадкових вiдхилень через залежнiсть

вiд двох крайнiх значень;
• процес ручного обчислення може виявитись трудомiстким че-

рез велику невпорядкованiсть сукупностi;
• навiть якщо вiдомо розмахи варiацiї двох сукупностей, то цього

недостатньо для визначення розмаху варiацiї об’єднаної сукупностi.
В окремих випадках показник розмаху варiацiї модифiкують, ви-

кидаючи значення одиничних (iншими словами, випадкових) вели-
ких вiдхилень вiд середнього рiвня.
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2.4. Частотнi розподiли даних

У реальних задачах обсяги дослiджуваних статистичних сукуп-
ностей зазвичай великi. Загалом на першому етапi дослiдження кон-
кретної сукупностi вiдомi лише значення її елементiв, тобто велика
кiлькiсть даних.

Звiсно, можна визначити лише кiлька числових характеристик
сукупностi, скажiмо, оцiнити середнiй рiвень або ступiнь розсiюван-
ня її елементiв. Часом у дослiдженнях так i роблять. Проте зрозумi-
ло, що наведення як результату аналiзу iнформацiї про одну чи двi
характеристики вихiдних даних, не є вичерпним описом їх власти-
востей.

Рiч у тiм, що порожнява мiж вихiдною сукупнiстю та наведеними
її числовими характеристиками доволi велика. Її треба заповнити
додатковими характеристиками, що полiпшать опис дослiджуваної
сукупностi.

Далi розглянемо, як аналiзувати сукупнiсть з огляду на частiсть
появи в нiй конкретних її значень.

2.4.1. Емпiричнi частотнi розподiли

Приклад 2.4.1. Припустимо, необхiдно проаналiзувати пока-
зники успiшностi деякої академiчної групи за перший семестр. Не-
хай на час дослiдження кожний студент групи вже склав 4 екзаме-
ни. Вважатимемо, що студент засвоїв деякий курс лише за умови,
що склав екзамен з нього на “вiдмiнно” або “добре”. У цьому разi
показником успiшностi студента є кiлькiсть отриманих ним добрих
оцiнок на чотирьох перших екзаменах.

Показники успiшностi студентiв групи наведено в таблицi.

Номер студента у списку групи 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Кiлькiсть добрих оцiнок 2 3 0 4 4 2 3 2 1 4 1 2 0 3 3

Оскiльки дослiджується успiшнiсть всiєї групи, iнформацiя про
успiшнiсть конкретних студентiв не потрiбна. Iнтерес становить ли-
ше послiдовнiсть iндивiдуальних показникiв успiшностi (записаних
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у довiльному порядку). Наведенi данi таблицi можна записати ком-
пактнiше у виглядi послiдовностi:

2, 3, 0, 4, 4, 2, 3, 2, 1, 4, 1, 2, 0, 3, 3.

Недолiк цього запису полягає в тому, що данi не впорядкованi.
Тому перепишемо їх:

0, 0, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4.

Цей запис зручнiший для роботи, нiж вихiдна таблиця. Проте
його можна покращувати й далi.

Зауважимо, що в наведенiй послiдовностi показникiв успiшностi є
лише п’ять рiзних значень: 0 (для студентiв, якi не склали жодного
екзамену хоча б на “добре”), 1, 2, 3 та 4 (для тих, хто всi екзаме-
ни склав на добрi оцiнки). Але кожне з цих значень зустрiчається
кiлька разiв. Наприклад, у послiдовностi є два значення 0 (тобто у
групi два явно слабких студенти). Тому природно пiдрахувати, як
часто кожний показник успiшностi зустрiчається в послiдовностi.
Данi зведемо в таблицю.

Показник успiшностi (кiлькiсть добрих оцiнок) 0 1 2 3 4
Кiлькiсть студентiв з таким показником 2 2 4 4 3

У цiй таблицi акумульовано всю iнформацiю, що може бути по-
трiбною для аналiзу успiшностi групи. Мало того, як побачимо далi,
ця таблиця вже сама є характеристикою вихiдної сукупностi.

Принагiдно зауважимо, що остання таблиця не набагато менша
вiд вихiдної. Разом з тим у разi дослiдження успiшностi всього кур-
су — а це може бути близько 100 осiб — вихiдна таблиця була б
суттєво бiльшою, а результуюча не змiнилася б.

Опишемо наведену процедуру формальнiше.
Означення 2.13. Нехай вивчаємо сукупнiсть статистичних да-

них X1, X2, . . . , Xn, якi вимiрюються за числовою шкалою. Запише-
мо цю сукупнiсть у порядку збiльшення її елементiв. Отриману по-
слiдовнiсть називають варiацiйним рядом 1.

1Це поняття можна сформулювати для даних, якi вимiрюються хоча б за
порядковою шкалою.
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Загалом окремi значення у варiацiйному ряду можуть повторюва-
тись. Отже, необхiдно розрiзняти два поняття: елемента варiацiйного
ряду та значення у варiацiйному ряду. Два рiзних елементи можуть
мати одне й те саме числове значення.

Означення 2.14. Нехай необхiдно дослiдити деяку ознаку су-
купностi об’єктiв. Ця ознака може набувати певних значень. Нехай
пiсля обчислення значень ознаки для кожного об’єкта сукупностi та
їх впорядкування побудовано варiацiйний ряд сукупностi. Можливi
значення ознаки, за якою вимiрюються об’єкти сукупностi, назива-
ють варiантами утвореного варiацiйного ряду. Варiанти позначати-
мемо малими латинськими буквами.

Кожна варiанта може зустрiчатись у варiацiйному ряду кiлька
разiв або жодного разу. Розглянемо найважливiше поняття цього
пiдроздiлу.

Означення 2.15. Кiлькiсть значень варiанти у варiацiйному ря-
ду називають її частотою.

Зауважимо, що сума частот усiх варiант дорiвнює обсягу варiа-
цiйного ряду.

Приклад 2.4.2. Повертаючись до прикладу 2.4.1, опишемо ви-
конану процедуру за новими термiнами. З метою аналiзу успiшностi
студентської групи варiацiйний ряд сформовано за вихiдними дани-
ми про iндивiдуальнi успiшностi, визначено його варiанти (0, 1, 2, 3
або 4 екзамени, успiшно складенi студентом) i частоти цих варiант.
Результати оформимо у виглядi таблицi.

Показник успiшностi (кiлькiсть добрих оцiнок) 0 1 2 3 4
Кiлькiсть студентiв з таким показником 2 2 4 4 3

Припустимо, маємо дуже велику сукупнiсть даних. Кожне зна-
чення в цiй сукупностi може повторюватись багато разiв. Якщо ви-
падково вибиратимемо з цiєї сукупностi данi, то деякi значення зу-
стрiчатимуться частiше вiд iнших. Iншими словами, частота харак-
теризує якою мiрою ймовiрнiше можна вибрати одне значення, нiж
iншi. Що бiльша частота значення, то вища ймовiрнiсть вибору цього
значення.
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Проте частота i ймовiрнiсть — характеристики рiзної природи.
На вiдмiну вiд частоти ймовiрнiсть є абстрактним поняттям. Для
того щоб отримати для варiант аналог поняття ймовiрностi, викори-
стовують такий пiдхiд.

Означення 2.16. Нехай вивчаємо варiацiйний ряд деякої сукуп-
ностi обсягом N i данi цього ряду вимiрюються за шкалою, яка має
m варiант x1, x2, . . . , xm. Тодi вiдносною частотою, або частiстю,
варiанти в цьому варiацiйному ряду називають вiдношення її часто-
ти до обсягу ряду N .

Якщо дослiджується варiацiйний ряд обсягом N з можливими
варiантами x1, x2, . . . , xm, то частоту варiанти xi зазвичай познача-
ють ni, а її вiдносну частоту — wi. Тепер поняття вiдносної частоти
можна записати компактнiше:

wi =
ni

N
,

де i — номер варiанти xi.
Зауважимо, що сума вiдносних частот усiх варiант варiацiйного

ряду дорiвнює 1, а кожна вiдносна частота перебуває в межах вiд 0
до 1. Останнiй факт часто використовують для запису вiдносних
частот у вiдсотках. Нагадаємо, що для запису у вiдсотках числа з
iнтервалу [0; 1] потрiбно помножити його на 100 %.

Приклад 2.4.3. У прикладi 2.4.2 частоти варiант, тобто iндивi-
дуальних показникiв успiшностi 0, 1, 2, 3, 4, становили вiдповiдно1

n1 = 2, n2 = 2, n3 = 4, n4 = 4, n5 = 3.

Обчислимо вiдноснi частоти:

N = 2 + 2 + 4 + 4 + 3 = 15;

w1 = w2 =
2
15
≈ 0,13; w3 = w4 =

4
15
≈ 0,27; w5 =

3
15

= 0,2.

У вiдсотковому записi

w1 = w2 ≈ 13 %; w3 = w4 ≈ 27 %; w5 = 20 %.

1Не плутайте порядковi номери частот з їх значеннями!

61



Роздiл 2. Аналiз статистичних даних

Приклад 2.4.4. Повернiмося до прикладу 2.2.11, де розглядала-
ся сукупнiсть даних обсягом N = 100. Значеннями сукупностi були
iндивiдуальнi кiлькостi куплених за рiк номерiв журналу для опи-
таних респондентiв. Цi кiлькостi, а саме 0, 1, 2, . . . , 12, є варiантами
вiдповiдного варiацiйного ряду. У прикладi 2.2.11 були наведенi ча-
стоти цих варiант. Нагадаємо їх (для зручностi в дужках вказано
значення варiант):

n1(0) = 40, n2(1) = 15, n3(2) = n11(10) = 3,

n4(3) = n9(8) = n10(9) = 2,

n5(4) = n6(5) = n7(6) = n8(7) = 1,

n12(11) = 10, n13(12) = 19.

Обчислимо вiдноснi частоти варiант i запишемо їх у вiдсотках:

w1 =
n1

N
· 100% =

40
100

· 100% = 40 %,

w2 = 15%, w3 = w11 = 3 %, w4 = w9 = w10 = 2 %,

w5 = w6 = w7 = w8 = 1 %, w12 = 10%, w13 = 19 %.

Приклад 2.4.5. Повернiмося до прикладу 2.2.9, де розгляда-
лася сукупнiсть рiчних прибуткiв 6 осiб. Нагадаємо значення цих
прибуткiв (ум. од.):

150, 200, 200, 1250, 10000, 1000000.

Зауважимо, що наведена послiдовнiсть фактично є варiацiйним
рядом розглядуваної сукупностi.

Помiркуємо, якими є варiанти цього ряду. Для цього слiд визна-
чити значення, яких може набувати сукупний рiчний прибуток осо-
би. Зауважимо, що грошовi суми прийнято визначати з точнiстю до
двох десяткових цифр. Вважаючи випадок вiд’ємного рiчного балан-
су нульовим прибутком, значення прибутку вважатимемо невiд’єм-
ним. Разом з тим неможливо зазначити максимально можливе значе-
ння рiчного прибутку. Отже, варiанти дослiджуваного варiацiйного
ряду утворюють таку нескiнченну послiдовнiсть значень (ум. од.):

0; 0,01; 0,02; 0,03; 0,04, . . .
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Обчислимо частоти цих варiант, тобто кiлькiсть їх появ у ряду
(для зручностi опускаємо iндекси i в дужках зазначаємо значення
варiант):

n(100) = n(1250) = n(10000) = n(1000000) = 1, n(200) = 2.

Частоти решти варiант дорiвнюють нулю.
Вiдноснi частоти

w(100) = w(1250) = w(10000) = w(1000000) =
1
6
· 100 % ≈ 16,7 %;

w(200) =
2
6
· 100 % ≈ 33,3 %.

Вiдноснi частоти решти варiант дорiвнюють нулю.
Означення 2.17. Емпiричним, або частотним, розподiлом 1

сукупностi називають список варiант її варiацiйного ряду разом з
вiдповiдними їм частотами i/або вiдносними частотами2.

Як правило, емпiричнi розподiли подають у табличному вигля-
дi, записуючи в одному рядку (чи стовпчику) значення варiант, а у
другому — їх частоти. Звiсно, це застосовно лише за невеликої кiль-
костi нетривiальних (тобто з ненульовими частотами) варiант3. Для
великої кiлькостi нетривiальних варiант потрiбно використовувати
iншi пiдходи (див. п. 2.4.4).

Зауважимо, що ранiше для прикладiв 2.2.10, 2.2.11, 2.4.2 та iнших
вже неодноразово було використано емпiричнi розподiли для запису
статистичних даних.

1У математичнiй статистицi такi розподiли називають статистичними роз-
подiлами вибiрки.

2Поняття варiанти, частоти, вiдносної частоти i емпiричного розподiлу мо-
жна дослiвно перенести на випадок порядкової шкали. Мало того, якщо при
означеннi цих понять не використовувати промiжної побудови варiацiйного ря-
ду, а одразу формулювати їх для вихiдної сукупностi, то вони застосовнi навiть
для номiнальної шкали.

3Iнодi поняття варiанти звужують лише до значень ознаки, якi зустрiчаються
у варiацiйному ряду, нехтуючи тими, якi могли б там зустрiтись. Скажiмо, у
прикладi 2.4.5 варiантами можна було вважати лише значення 100, 200, 1250,
10000 i 1000000. Тодi з одного боку втрачається деяка iнформацiя про вихiдну
сукупнiсть (точнiше, про ознаку, за якою вимiрюються її данi), а з iншого —
спрощується запис емпiричного розподiлу.
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2.4.2. Графiчне зображення частотних розподiлiв
Як зазначалося, таблиця емпiричного розподiлу дає майже пов-

ну iнформацiю про вихiдну сукупнiсть даних. Проте для зорового
сприйняття табличнi данi не дуже зручнi. Для швидшого сприйнят-
тя основних властивостей частотного розподiлу використовують гра-
фiчнi методи.

За допомогою графiчного зображення розподiлу можна як пiд-
креслити найважливiшi властивостi вихiдної сукупностi, так i спо-
творити уявлення про них. При цьому спотворення часто здiйснюють
цiлком свiдомо з метою ввести в оману читачiв звiту про дослiджу-
ванi данi.

Наведемо три методи графiчного зображення варiацiйного ряду:
за допомогою полiгону, гiстограми i кумуляти частот.

Полiгон частот
Нехай за варiацiйним рядом побудовано його емпiричний розпо-

дiл.

Варiанта x1 x2 . . . xm

Частота n1 n2 . . . nm

Вiдносна частота w1 w2 . . . wm

Полiгоном частот називають ламану, вiдрiзки якої послiдовно
з’єднують мiж собою точки

(x1, n1), (x2, n2), . . . , (xm, nm).

Так само полiгоном вiдносних частот називають ламану, вiдрiз-
ки якої послiдовно з’єднують мiж собою точки

(x1, w1), (x2, w2), . . . , (xm, wm).

Приклад 2.4.6. Нехай у групi з 27 осiб здiйснено опитування,
одним iз запитань якого було таке: “Як часто ви вiдвiдували кiноте-
атр минулого року?” За вiдповiдями на це запитання було побудо-
вано варiацiйний ряд, варiантами якого були можливi кiлькостi вiд-
вiдувань кiнотеатрiв за рiк. Емпiричний розподiл частот цього ряду
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наведено у виглядi таблицi (оскiльки бiльше як 7 разiв жодний з
опитаних не вiдвiдував кiнотеатр, наведемо данi лише про варiанти,
значення яких не перевищують 7).

Варiанта xi 0 1 2 3 4 5 6 7
Частота ni 0 5 1 8 3 2 2 6

Побудуємо за цим розподiлом полiгон частот1. Для цього на осi
абсцис вiдкладемо значення варiант xi, на осi ординат — значення
вiдповiдних їм частот ni. Послiдовно з’єднавши точки (xi, ni) вiдрiз-
ками, отримаємо ламану, що i є полiгоном частот.
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Полiгон частот розподiлу кiлькостi вiдвiдувань
кiнотеатрiв за рiк

Гiстограма частот
Гiстограмою частот емпiричного розподiлу

Варiанта x1 x2 . . . xm

Частота n1 n2 . . . nm

Вiдносна частота w1 w2 . . . wm

1Числовi данi цього прикладу та зображення полiгону частот взято з [15].
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дослiджуваного варiацiйного ряду називають ступiнчасту фiгуру, що
складається з прямокутникiв, якi будують у такий спосiб. Для ко-
жної варiанти xi з ненульовою частотою у прямокутнiй системi ко-
ординат будують прямокутник висотою ni, основа якого лежить на
осi абсцис так, щоб значення варiанти xi розмiщувались посерединi
основи.

Гiстограма вiдносних частот будується подiбно. При цьому ви-
сотами прямокутникiв є значення вiдносних частот wi.

Зауважимо, що полiгон (вiдносних) частот з’єднує середини вер-
шин прямокутникiв гiстограми (вiдносних) частот.

Приклад 2.4.7. Далi зображено гiстограму частот для розподi-
лу з прикладу 2.4.6 (тонка лiнiя — полiгон частот).
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Гiстограма частот розподiлу кiлькостi вiдвiдувань
кiнотеатрiв за рiк

Кумулята частот

Третiм методом графiчного зображення емпiричного розподiлу
є кумулята частот. Для опису поняття кумуляти частот попередньо
потрiбно сформулювати означення.
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Означення 2.18. Нехай вiдомо емпiричний розподiл дослiджу-
ваного варiацiйного ряду.

Варiанта x1 x2 . . . xm

Частота n1 n2 . . . nm

Вiдносна частота w1 w2 . . . wm

Тодi накопиченою частотою варiанти xi називають суму частот
усiх варiант вiд x1 до xi. Накопичену частоту варiанти xi познача-
ють cni.

Запишемо означення поняття накопиченої частоти формулою:

cni = n1 + n2 + · · ·+ ni.

Так само можна записати накопичену вiдносну частоту cwi ва-
рiанти xi:

cwi = w1 + w2 + · · ·+ wi.

Накопиченi частоти варiант легко обчислити за допомогою таких
очевидних спiввiдношень:

cn1 = n1,

cn2 = n1 + n2 = cn1 + n2,

cn3 = n1 + n2 + n3 = (n1 + n2) + n3 = cn2 + n3,

. . . . . . . . .
cni = cni−1 + ni,

. . . . . . . . .
cnm = cnm−1 + nm = N,

де N = n1 + n2 + · · ·+ nm — обсяг вибiрки.
Подiбними є спiввiдношення i для накопичених вiдносних частот.
Крiм того, спiввiдношення мiж накопиченими частостями1 та ча-

стотами має такий вигляд:

cwi =
cni

N
.

1Нагадаємо, що термiни “частiсть” i “вiдносна частота” є синонiмами.

67



Роздiл 2. Аналiз статистичних даних

Тепер можна ввести поняття кумуляти. Кумулятою частот на-
зивають ламану, вiдрiзки якої послiдовно з’єднують точки

(x1, cn1), (x2, cn2), . . . , (xm, cnm).

Так само кумулятою вiдносних частот називають ламану, вiд-
рiзки якої послiдовно з’єднують точки1

(x1, cw1), (x2, cw2), . . . , (xm, cwm).

Приклад 2.4.8. Побудуємо кумуляту частот для розглядува-
ного у прикладi 2.4.6 частотного розподiлу показника вiдвiдування
кiнотеатрiв. Для цього насамперед потрiбно визначити накопиченi
частоти (для наочностi в дужках наведено значення варiант):

cn1(0) = 0, cn2(1) = 0 + 5 = 5,

cn3(2) = 5 + 1 = 6, cn4(3) = 6 + 8 = 14,

cn5(4) = 14 + 3 = 17, cn6(5) = 17 + 2 = 19,

cn7(6) = 19 + 2 = 21, cn8(7) = 21 + 6 = 27.

Отже, потрiбно послiдовно з’єднати точки

(0, 0); (1, 5); (2, 6); (3, 14); (4, 17); (5, 19); (6, 21); (7, 27).

У результатi отримаємо кумуляту.

1Усi наведенi графiчнi методи зображень (полiгон, гiстограма та кумулята
частот) формально працюють лише для ознак, якi вимiрюються в числовiй шка-
лi. Проте їх можна легко адаптувати для порядкової шкали. Зазвичай для цього
значення порядкової шкали вiдкладають на осi абсцис на однаковiй вiдстанi одне
вiд одного.
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Кумулята частот розподiлу кiлькостi вiдвiдувань
кiнотеатрiв за рiк

Вплив графiчних зображень на уявлення про сукупнiсть
Як зазначалося, графiчнi зображення емпiричного розподiлу ви-

хiдної сукупностi можуть не лише допомогти краще зрозумiти її
основнi властивостi, а й спотворити уявлення про сукупнiсть1.

Проiлюструємо наведене на прикладi.
Приклад 2.4.9. Припустiмо, опитано 1800 сiмей киян про кiль-

кiсть назв газет, якi вони перiодично купують. У результатi аналiзу
анкет отримано такий частотний розподiл цього показника.

Варiанта (кiлькiсть назв газет) 0 1 2 3
Частота (кiлькiсть сiмей) 450 500 400 450

Наведемо графiчне зображення полiгону частот цього розподiлу
(див. рисунок а). Оскiльки всi значення частот перебувають у межах
вiд 400 до 500, полiгон розмiщується вгорi. Отже, втрачається багато
корисної площi!

1Для того щоб краще навчитись використовувати графiчнi зображення ста-
тистичних даних, рекомендуємо переглянути вiдповiдний параграф з [9].
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Варiанти графiчного зображення полiгону частот розподiлу
кiлькостi назв газет, якi перiодично купують 1800 київських
сiмей: а — абсолютна вiсь ординат; б — локалiзована вiсь

ординат

У цьому разi часто застосовують такий метод. На осi ординат
передбачають лише тi значення частот, якi зустрiчаються в розпо-
дiлi, тобто локалiзують вiсь ординат так, щоб графiчне зображення
повнiстю використовувало площу рисунка. При цьому зображення
виходить деталiзованiшим завдяки збiльшенню масштабу осi орди-
нат.

Для розглядуваного випадку (оскiльки n = 400 . . . 500) отримує-
мо iнше зображення полiгона частот (див. рисунок б ).

Отже, маємо два зображення полiгона частот. Яке з них краще?
З позицiй статистики обидва зображення рiвноцiннi. Тому для вiдпо-
вiдi на поставлене запитання потрiбно враховувати низку суб’єктив-
них факторiв. Серед них виокремимо насамперед такий. Рисунок а
на перший погляд створює враження рiвномiрностi частот (тобто що
вони мало рiзняться). Проте рисунок б одразу переконує, що частоти
iстотно рiзняться.

Тому якщо вважати, що частоти варiант рiзняться значно1, слiд
використовувати рисунок б, а якщо неiстотно — рисунок а.

1Чи бажати переконати в цьому iнших!
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На наш погляд, у розглянутому прикладi частоти рiзняться не-
iстотно. Справдi, вони вiдхиляються вiд середнього рiвня щонайбiль-
ше на 10%. Тому вважаємо, що в цiй ситуацiї рисунок б швидше
спотворює уявлення про розподiл, нiж допомагає зрозумiти його вла-
стивостi.

2.4.3. Обчислення характеристик сукупностi
за допомогою розподiлiв

Якщо проаналiзувати послiдовнiсть викладу матерiалу, може
скластися враження, що при дослiдженнi статистичних сукупностей
спочатку обчислюють значення основних числових характеристик
сукупностi i лише потiм частотний розподiл сукупностi. Проте на
практицi все здiйснюють навпаки: спочатку визначають i аналiзу-
ють частотний розподiл, а потiм за його допомогою — числовi ха-
рактеристики сукупностi 1.

Далi розглянемо, як, попередньо визначивши емпiричний частот-
ний розподiл сукупностi, обчислити її основнi числовi характеристи-
ки. При цьому наведемо методи обчислення не тiльки вже вiдомих
величин, а й нових параметрiв сукупностей.

Отже, нехай маємо емпiричний частотний розподiл варiацiйного
ряду сукупностi обсягом N . Припустимо, його записано у виглядi
таблицi.

Варiанта x1 x2 . . . xm

Частота n1 n2 . . . nm

Вiдносна частота w1 w2 . . . wm

Опишемо, як за цими даними визначати числовi характеристики
сукупностi 2.

1Дотримувана послiдовнiсть викладу матерiалу зумовлена лише методични-
ми причинами.

2Нагадаємо, що
N = n1 + n2 + · · ·+ nm

i для кожної варiанти xi її вiдносна частота обчислюється за формулою

wi =
ni

N
=

ni

n1 + n2 + · · ·+ nm
.
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Обчислення пропорцiї

Найпростiше за емпiричним розподiлом обчислити пропорцiї ва-
рiант. Справдi, пропорцiя значення xi становить

P (xi) =
ni

N
· 100% = wi · 100 %.

Iншими словами, якщо вiдсотки iнтерпретувати як частки оди-
ницi, то пропорцiї варiант збiгаються з їх вiдносними частотами.

Обчислення моди

Так само просто визначати за емпiричним розподiлом значення
моди. Справдi, оскiльки мода — це таке значення в сукупностi, яке
зустрiчається найчастiше, бачимо, що моду утворюють усi варiан-
ти xi, частоти ni яких максимальнi.

Обчислення середнього арифметичного

Нагадаємо, що середнє значення сукупностi обчислюють за фор-
мулою

X =
X1 + X2 + · · ·+ XN

N
.

При цьому зауважимо, що Xi — не варiанти, а данi сукупностi!
Перегруповуючи данi Xi сукупностi

x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
n1 разiв

, x2, . . . , x2︸ ︷︷ ︸
n2 разiв

, . . . , xm, . . . , xm︸ ︷︷ ︸
nm разiв

,

отримуємо

X =
1
N

(
x1 + · · ·+ x1︸ ︷︷ ︸

n1 разiв

+ x2 + · · ·+ x2︸ ︷︷ ︸
n2 разiв

+ · · ·+ xm + · · ·+ xm︸ ︷︷ ︸
nm разiв

)
=

=
n1x1 + n2x2 + · · ·+ nmxm

N
=

= w1x1 + w2x2 + · · ·+ wmxm.
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Випадок медiани

Для того щоб визначити медiану сукупностi, найдоцiльнiше ско-
ристатися поняттям накопичених частот варiант. Нагадаємо, що на-
копичена частота варiанти xi обчислюється за формулою

cwi = w1 + w2 + · · ·+ wi.

Оскiльки медiана — середнiй елемент сукупностi з позицiй їх
впорядкованого розташування, а варiанти у варiацiйному ряду впо-
рядкованi, то медiаною сукупностi буде така варiанта xi, для якої
cwi−1 < 0,5, а cwi > 0,5.

У разi рiвностi cwi = 0,5 медiану обчислити дещо складнiше. Її
значення дорiвнює

xi + xi+1

2
.

Обчислення середнього абсолютного вiдхилення

Як i в разi середнього значення, формули для обчислення серед-
нього абсолютного вiдхилення ∆ можна вивести, попередньо пере-
групувавши данi сукупностi в порядку збiльшення варiант:

∆ =
n1|x1 −X|+ n2|x2 −X|+ · · ·+ nm|xm −X|

N
,

або
∆ = w1|x1 −X|+ w2|x2 −X|+ · · ·+ wm|xm −X|.

Обчислення дисперсiї та стандартного вiдхилення

Одразу запишемо формулу для обчислення дисперсiї:

D =
n1(x1 −X)2 + n2(x2 −X)2 + · · ·+ nm(xm −X)2

N
,

або

D = w1(x1 −X)2 + w2(x2 −X)2 + · · ·+ wm(xm −X)2.
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Ранiше вже було виведено ще одну формулу для обчислення дис-
персiї [див. (2.1)]:

D = X2 −X
2
.

Скориставшись цiєю формулою, отримаємо iнший вираз для об-
числення дисперсiї в термiнах варiант:

D =
n1x

2
1 + n2x

2
2 + · · ·+ nmx2

m

N
−X

2
=

= w1x
2
1 + w2x

2
2 + · · ·+ wmx2

m −X
2
.

Нагадаємо, що стандартне вiдхилення визначають за дисперсiєю,
використовуючи формулу

σ =
√

D.

Варiацiйний розмах
За частотним розподiлом так само легко обчислити варiацiйний

розмах сукупностi:
Rvar = xm − x1.

Справдi, варiанта xm — найбiльше значення сукупностi, а варi-
анта x1 — найменше.

Асиметрiя i ексцес емпiричного розподiлу
Для характеристики властивостей емпiричного розподiлу (а от-

же, i вихiдної сукупностi) крiм наведених вже параметрiв часто за-
стосовують ще два, а саме коефiцiєнт асиметрiї та ексцес. У мате-
матичнiй статистицi цi поняття є похiдними. З метою спрощення
викладу наведемо означення, скориставшись практичним пiдходом,
а саме навiвши формули для їх обчислення.

Означення 2.19. Коефiцiєнт асиметрiї статистичної сукупно-
стi даних обчислюють за формулою

A =
w1(x1 −X)3 + w2(x2 −X)3 + · · ·+ wm(xm −X)3

σ3
.
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Означення 2.20. Ексцес статистичної сукупностi даних обчи-
слюють за формулою

E =
w1(x1 −X)4 + w2(x2 −X)4 + · · ·+ wm(xm −X)4

σ4
− 3.

Коефiцiєнт асиметрiї i ексцес характеризують загальне розташу-
вання значень сукупностi вiдносно середнього значення. При цьому
за допомогою коефiцiєнта асиметрiї можна порiвнювати кiлькостi
бiльших вiд середнього значень з меншими. А ексцес характеризує,
якi значення переважають у сукупностi, близькi до середнього чи
далекi вiд нього.

Роз’яснимо сказане. Залежно вiд знаку коефiцiєнта асиметрiї роз-
рiзняють три випадки1.
A À 0. Якщо коефiцiєнт асиметрiї набагато бiльший вiд нуля, то

бiльшiсть значень меншi вiд середнього значення сукупно-
стi. Iншими словами, бiльшiсть значень розмiщуються лiво-
руч середнього значення сукупностi. У цьому разi кажуть
про лiвостороннiй частотний розподiл (рис. 2.1, а).
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Рис. 2.1. Графiчне зображення полiгонiв частот залежно
вiд значення коефiцiєнта асиметрiї: а — лiвостороннiй

розподiл; б — правостороннiй розподiл

1Знаки “À”, “¿” та “≈” означають вiдповiдно “набагато бiльше”, “набагато
менше” та “приблизно дорiвнює”.
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Якщо розглянути емпiричний частотний розподiл, то часто-
ти лiвих (менших) варiант загалом перевищують частоти
правих (бiльших). Можна навести ще й таку iнтерпретацiю:
для лiвостороннього розподiлу медiана розмiщується лiво-
руч (тобто є меншою) середнього значення.

A ¿ 0. Якщо коефiцiєнт асиметрiї значно менший вiд нуля, то бiль-
шiсть значень перевищують середнє значення, тобто розмi-
щуються праворуч середнього значення сукупностi. У цьо-
му разi кажуть про правостороннiй частотний розподiл.
Частоти лiвих (менших) варiант загалом меншi вiд частот
правих (бiльших), а медiана розмiщується праворуч серед-
нього значення (рис. 2.1, б).

A ≈ 0. Якщо коефiцiєнт асиметрiї майже не вiдрiзняється вiд нуля,
маємо “симетричний” частотний розподiл сукупностi. Медi-
ана сукупностi й середнє значення приблизно дорiвнюють
один одному, як i кiлькостi значень, розташованих лiворуч
та праворуч середнього значення.

Розглянемо тепер випадок ексцесу. Залежно вiд його знаку роз-
рiзняють два види розподiлiв (рис. 2.2).
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Рис. 2.2. Графiчне зображення полiгонiв частот залежно
вiд значення ексцесу: а — додатний ексцес;

б — вiд’ємний ексцес
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E > 0. У разi додатного ексцесу бiльшiсть значень сконцентрованi
близько до середнього (рис. 2.2, а). Тому мода i медiана
сукупностi неiстотно вiдрiзняються вiд середнього значен-
ня. Отже, середнє значення можна вважати середнiм рiвнем
сукупностi.

E < 0. У цьому разi в сукупностi переважають крайнi значення,
розташованi далеко вiд середнього.

Якщо ексцес вiд’ємний, розподiл часто має два пiки, роз-
ташованi лiворуч та праворуч середнього. Саме таку ситу-
ацiю наведено на рис. 2.2, б).

При цьому зауважимо, що розподiли з однаковим значенням
стандартного вiдхилення можуть мати ексцеси рiзних знакiв.

Умовнi варiанти та їх використання
Часом при дослiдженнi сукупностi X1, X2, . . . , XN простiше ана-

лiзувати сукупнiсть

CX1 + B, CX2 + B, . . . , CXN + B, (2.2)

отриману множенням елементiв вихiдної сукупностi на деяку кон-
станту C та додаванням до добуткiв iншої константи B. Такий пiдхiд
пов’язаний з iснуванням простих формул для обчислення основних
характеристик сукупностi (2.2).

Позначимо CX сукупнiсть, отриману множенням елементiв ви-
хiдної сукупностi на константу C, а X + B — сукупнiсть, отриману
додаванням до елементiв сукупностi X константи B. Тодi

CX = CX, X + B = X + B, (2.3)
σ(CX) = Cσ, σ(X + B) = σ, (2.4)

де X, σ — середнє значення та стандартне вiдхилення вихiдної су-
купностi.

Покажемо, як можна отримати цi формули. Маємо

CX =
CX1 + CX2 + · · ·+ CXN

N
= C

X1 + X2 + · · ·+ XN

N
= CX,

X + B =
(X1 + B) + (X2 + B) + · · ·+ (XN + B)

N
=
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=
X1 + X2 + · · ·+ XN

N
+

NB

N
= X + B.

Щоб отримати формули (2.4), скористаємося формулою (2.1):

σ(CX) =
√

(CX)2 − CX
2

=
√

C2X2 − (CX)2 =

=
√

C2X2 − C2X
2

= C

√
X2 −X

2
= Cσ,

σ(X + B) =
√

(X + B)2 −X + B
2

=

=
√

X2 + 2XB + B2 − (X + B)2 =

=
√

X2 + 2BX + B2 −X
2 − 2BX −B2 =

=
√

X2 −X
2

= σ.

Нехай початкова сукупнiсть даних породжує такий статистичний
розподiл.

Варiанта x1 x2 . . . xm

Частота n1 n2 . . . nm

В окремих випадках такий розподiл вдається спростити, викори-
стовуючи замiну:

u1 =
x1 −B

C
, u2 =

x2 −B

C
, . . . , um =

xm −B

C
,

де B, C — спецiально пiдiбранi константи.
Тодi ui називають умовними варiантами, а розподiл

Варiанта u1 u2 . . . um

Частота n1 n2 . . . nm

умовним статистичним.
Легко побачити, що

x1 = Cu1 + B, x2 = Cu2 + B, . . . , xm = Cum + B.
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Позначимо U та σ(U) вiдповiдно середнє значення та стандартне
вiдхилення умовного статистичного розподiлу. Тодi, використовуючи
формули (2.3), (2.4), отримуємо

X = CU + B;
σ = Cσ(U).

(2.5)

Отриманi формули доцiльно використовувати тодi, коли середнє
значення та стандартне вiдхилення обчислюються для умовного ста-
тистичного розподiлу простiше, нiж для вихiдного.

Приклад 2.4.10. Нехай у деякiй компанiї працює 1000 працiв-
никiв. За квалiфiкацiєю вони подiляються на 5 категорiй. Працiвни-
ки кожної категорiї мають чiтко визначений контрактом мiсячний
оклад: 1100, 1200, 1300, 1400 або 1500 грн. Чисельнiсть працiвникiв
у порядку зростання їх квалiфiкацiї вiдповiдно 250, 350, 200, 150 та
50.

Припустимо, необхiдно дослiдити основнi характеристики наве-
деної сукупностi окладiв працiвникiв, а саме її середнє значення та
стандартне вiдхилення. Запишемо статистичний розподiл сукупно-
стi.

Варiанта 1100 1200 1300 1400 1500

Частота 250 350 200 150 50

Спростимо цей статистичний розподiл. Оскiльки найбiльше пра-
цiвникiв (350 осiб) отримує оклад 1200 грн, то природно вiд усiх
варiант вiдняти значення 1200. Мало того, як бачимо, усi оклади
кратнi 100 грн. Тому для спрощення обчислень зручно подiлити всi
варiанти на 100.

Отже, побудуємо умовнi варiанти за формулою

ui =
xi − 1200

100
.

Отримаємо умовний статистичний розподiл U .

Варiанта −1 0 1 2 3

Частота 250 350 200 150 50
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Для цього розподiлу вже легко обчислити середнє значення U та
стандартне вiдхилення σ(U). Справдi, середнє значення

U =
250 · (−1) + 350 · 0 + 200 · 1 + 150 · 2 + 50 · 3

1000
=

400
1000

= 0,4.

Стандартне вiдхилення обчислюємо за допомогою формули (2.1):

σ(U) =

√
250 · (−1)2 + 350 · 02 + 200 · 12 + 150 · 22 + 50 · 32

1000
− 0,42 =

=

√
1500
1000

− 0,16 =
√

1,34 ≈ 1,16.

Тепер легко обчислити середнє значення X та стандартне вiдхи-
лення σ вихiдної сукупностi за формулами (2.5):

X = 100U + 1100 = 100 · 0,4 + 1100 = 1140;
σ = 100σ(U) ≈ 100 · 1,16 = 116.

2.4.4. Iнтервальнi розподiли

Нагадаємо (див. п. 1.3.3), що однiєю з класифiкацiй числових
шкал є їх подiл на дискретнi та неперервнi. Теоретично у вигля-
дi таблицi можна записати лише варiацiйний ряд, значення якого
вимiрюються за дискретною шкалою. Неперервна шкала має нескiн-
ченну кiлькiсть значень, i тому принципово неможливо зобразити
у виглядi таблицi варiацiйний ряд, значення якого вимiрюються за
неперервною шкалою.

На практицi подiл на дискретнi та неперервнi шкали доволi умов-
ний. Адже точнiсть будь-яких вимiрювань обмежується технiчними
можливостями конкретних вимiрювальних приладiв чи технiк вимi-
рювання. З позицiй практики будь-яка числова шкала дискретна.

Проте проблема зображення варiацiйного ряду у виглядi таблицi
залишається. З практичних позицiй вона полягає в тому, що розмiр
таблицi, яку можна побудувати, обмежений, наприклад, форматом
книги чи звiту. Тому, якщо статистичний розподiл мiстить надто
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багато варiант, потребується iнший пiдхiд для його компактного за-
пису.

Цю проблему можна розв’язати, скориставшись iнтервальними
розподiлами. Побудова iнтервального розподiлу варiацiйного ряду
полягає в тому, що множина всiх варiант розбивається на iнтерва-
ли i пiдлiчуються значення сукупностi, що потрапляють до кожного
iнтервалу.

Означення 2.21. Розглянемо ознаку сукупностi, яка вимiрюєть-
ся за числовою шкалою. Зафiксуємо деякi числа:

a0 < a1 < a2 < · · · < ak−1 < ak.

Iнтервальним розподiлом сукупностi, який породжується числа-
ми a0, a1, . . . , ak, називають таблицю

0-й iнтервал 1-й iнтервал 2-й iнтервал . . . k-й iнтервал (k + 1)-й iнтервал
(−∞; a0] (a0; a1] (a1; a2] . . . (ak−1; ak] (ak; +∞)

n0 n1 n2 . . . nk nk+1

У цiй таблицi ∞ — символ нескiнченностi; iнтервал (a; b] скла-
дається з усiх значень, що перевищують a та не перевищують b;
n0, n1, . . . , nk+1 — кiлькiсть значень сукупностi, що потрапляють до
вiдповiдних iнтервалiв. Числа ni називатимемо iнтервальними ча-
стотами.

Теоретично при побудовi iнтервального розподiлу числа
a0, a1, . . . , ak можна вибирати довiльно. Практично ж їх пiдби-
рають так, щоб таблиця iнтервального розподiлу була якомога
зрозумiлiшою. При цьому довжину внутрiшнiх (обмежених) iнтер-
валiв зазвичай беруть одну1.

Зауважимо, що при переходi вiд звичайного розподiлу до iнтер-
вального частина iнформацiї про вихiдну сукупнiсть втрачається. Iн-
шими словами, унаочнення запису розподiлу супроводжується втра-
тою повноти iнформацiї про нього. Тому важливо вмiти формувати

1Iнший пiдхiд до побудови iнтервального розподiлу полягає в тому, що iнтер-
вали пiдбирають так, щоб iнтервальнi частоти були однаковi.
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iнтервальний розподiл так, щоб вiн якнайкраще вiдображав власти-
востi дослiджуваної сукупностi. Цьому допомагають простi форму-
ли.

Зрозумiло, що зi збiльшенням iнтервалiв в iнтервальному роз-
подiлi зменшуватимуться втрати iнформацiї. Проте для наочностi
запису доцiльнiше використовувати менше iнтервалiв. Як знайти зо-
лоту середину мiж цими двома крайнощами? Для вiдповiдi на це
запитання опишемо такий пiдхiд. Нехай вихiдна сукупнiсть має об-
сяг N . Тодi оптимальна кiлькiсть внутрiшнiх iнтервалiв1

kопт = d1 + 3,2 lg Ne, (2.6)

де d·e — операцiя округлення до бiльшого цiлого; lg — функцiя де-
сяткового логарифму.

Позначимо Xmax та Xmin значення сукупностi вiдповiдно найбiль-
ше та найменше. Тодi оптимальна довжина внутрiшнiх iнтервалiв

hопт =
Xmax −Xmin

kопт
.

При цьому довжина iнтервалу може вийти якою завгодно. На
практицi її добирають такою, щоб таблиця iнтервального розподi-
лу була якомога зрозумiлiшою. Наприклад, hопт роблять кратним 5
або 10. При такому пiдходi для вибору оптимального iнтервального
розподiлу замiсть формули (2.6) використовують формулу

hопт =
Xmax −Xmin

1 + 3,2 lg N
. (2.7)

Проаналiзуємо, як наведений пiдхiд розв’язує поставлене завда-
ння якомога компактнiшого запису вихiдної сукупностi. З форму-
ли (2.6) бачимо, що кiлькiсть iнтервалiв в оптимальному iнтерваль-
ному розподiлi дорiвнює

d1 + 3,2 lg Ne+ 2 = 3 + d3,2 lg Ne.
1Загальна кiлькiсть iнтервалiв разом з двома крайнiми необмеженими стано-

витиме kопт + 2.
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В останнiй формулi враховано два зовнiшнiх нескiнченних iнтер-
вали.

Припустимо, що обсяг вихiдної сукупностi дорiвнює 100. Тодi для
запису iнтервального розподiлу необхiдна кiлькiсть iнтервалiв

3 + d3,2 lg 100e = 3 + d3,2 · 2e = 3 + 7 = 10.

Нехай тепер обсяг сукупностi дорiвнює 1000. Тодi загальна кiль-
кiсть стовпчикiв у таблицi iнтервального розподiлу становитиме

3 + d3,2 lg 1000e = 3 + d3,2 · 3e = 3 + 10 = 13.

Насамкiнець зауважимо, що данi в таблицю iнтервального роз-
подiлу зручнiше записувати вертикально, а не горизонтально.

Графiчнi зображення iнтервальних розподiлiв
Полiгон, гiстограму та кумуляту частот можна будувати i для

iнтервальних розподiлiв.
При побудовi полiгону або кумуляти частот iнтервального розпо-

дiлу використовують поняття середньої точки iнтервалу . При цьо-
му середнi точки внутрiшнiх iнтервалiв є серединами вiдповiдних
вiдрiзкiв. Наприклад, середня точка iнтервалу (ai−1; ai] дорiвнює

ai−1 + ai

2
.

Для зовнiшнiх необмежених iнтервалiв вони обчислюються так:
середня точка iнтервалу (−∞; a0] становить

a0 − h

2
,

а iнтервалу (ak; +∞) —

ak +
h

2
,

де h — довжина внутрiшнiх iнтервалiв.
Полiгон частот будують, послiдовно з’єднуючи точки вигляду

(середня точка iнтервалу; iнтервальна частота),
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а кумуляту — послiдовно з’єднуючи точки вигляду1

(середня точка iнтервалу; накопичена iнтервальна частота).

Гiстограму частот iнтервального розподiлу будують, викреслю-
ючи прямокутники, основами яких є iнтервали розподiлу довжи-
ною h 2, а висота кожного з них дорiвнює вiдношенню ni/h. Отже,
площа i-го прямокутника дорiвнює

h
ni

h
= ni,

тобто i-й iнтервальнiй частотi.
Площа гiстограми частот дорiвнює сумi всiх частот, тобто обсягу

вихiдної сукупностi.
Приклад 2.4.11. На один з факультетiв вищого навчального за-

кладу було зараховано 100 студентiв. Перед зарахуванням кожний
з них мав спiвбесiду з психологом. Одним з елементiв спiвбесiди
був IQ-тест, результати якого (IQ-iндекси першокурсникiв у порядку
збiльшення) наведенi в таблицi.

81 95 102 108 111 115 118 123 129 134

86 96 102 108 112 115 118 125 129 135

87 97 102 108 112 115 119 125 130 138

87 97 103 109 112 115 119 125 130 138

87 100 105 110 112 116 120 125 130 140

92 100 105 110 112 116 120 126 130 147

92 101 106 110 113 116 120 128 131 148

93 101 106 110 113 116 120 128 131 149

93 101 106 110 114 116 122 129 132 149

93 102 107 111 114 117 123 129 132 149

Для розрахунку оптимального спiввiдношення педагогiчного на-
вантаження мiж навчальними дисциплiнами потрiбно проаналiзува-

1Накопиченi iнтервальнi частоти обчислюються подiбно до накопичених ча-
стот звичайних розподiлiв.

2При цьому зовнiшнi необмеженi iнтервали замiнюють iнтервалами (a0−h; a0]
i (ak; ak + h].
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ти розподiл цих даних. Зрозумiло, що такий аналiз зручнiше здiй-
снювати, попередньо побудувавши iнтервальний розподiл. Знайдемо
його.

Маємо

Xmin = 81;
Xmax = 149.

За формулою (2.7) теоретична оптимальна довжина iнтервалiв

hопт =
149− 81

1 + 3,2 lg 100
=

68
7,4

≈ 9,2.

Оскiльки значення hопт близьке до 10, довжину iнтервалiв при-
родно взяти такою, що дорiвнює 10. Мало того, тодi отримаємо iн-
тервали вигляду

(81; 91], (91; 101], . . .

Проте наочнiше працювати з iнтервалами

(80; 90], (90; 100], . . . !

Тому будуватимемо iнтервальний розподiл за iнтервалами

(−∞; 90], (90; 100], (100; 110], (110; 120],
(120; 130], (130; 140], (140, +∞).

Розрахувавши iнтервальнi частоти, остаточно отримаємо табли-
цю iнтервального розподiлу, данi в яку запишемо у стовпцях.

Iнтервал Середня точка Частота
(−∞; 90] 85 5

(90; 100] 95 11
(100; 110] 105 23
(110; 120] 115 29
(120; 130] 125 18
(130; 140] 135 9
(140;+∞) 145 5
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Використовуючи середнi точки iнтервалiв, побудуємо полiгон ча-
стот цього розподiлу (див. рисунок).
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Полiгон частот розподiлу IQ-iндексу 100 першокурсникiв

З iнтервального розподiлу, наприклад, випливає, що 70% студен-
тiв мають IQ у межах 100–130 балiв, у 5% IQ не перевищує 90 балiв.
З полiгону частот бачимо, що основна маса даних розмiщується си-
метрично в околi “пiку” 115 балiв.

Висновки

Результати аналiзу статистичної сукупностi даних прийнято за-
писувати у виглядi короткого звiту, в якому насамперед вказують
значення найважливiших характеристик, найчастiше середнього рiв-
ня сукупностi та розсiювання даних у сукупностi. В окремих задачах
основними характеристиками є пропорцiї значень сукупностi.

З усереднених показникiв з низки причин найчастiше використо-
вують середнє значення. Проте часом середнiй рiвень краще опи-
сувати за допомогою моди або медiани. Крiм того, iнодi не можна
вiддати перевагу жоднiй з цих трьох характеристик. А найзручнi-
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ше працювати iз сукупностями, в яких середнє значення, мода та
медiана приблизно збiгаються.

Як правило, лише усереднених показникiв недостатньо для якi-
сного опису сукупностi. Насамперед це пов’язано з тим, що данi
навколо середнього рiвня можуть групуватися по-рiзному. Багато
статистичних показникiв характеризують рiвень розсiювання даних
навколо середнього рiвня. З них найчастiше застосовують стандарт-
не вiдхилення i пов’язану з ним дисперсiю. Часто використовують
також середнє абсолютне вiдхилення. Меншою мiрою у статистицi
використовують коефiцiєнт варiацiї та варiацiйний розмах.

Найкраще уявлення про сукупнiсть дає її частотний розподiл.
При цьому його можна зобразити за допомогою як таблиць, так
i графiкiв. Найуживанiшими графiчними зображеннями частотних
розподiлiв є полiгон, гiстограма та кумулята частот. В окремих ви-
падках для повнiшого опису частотного розподiлу використовують
ще двi характеристики — коефiцiєнт асиметрiї i ексцес.

За великої дослiджуваної сукупностi таблиця емпiричного розпо-
дiлу може виявитися надто громiздкою. У цьому разi у звiт включа-
ють таблицю i/або графiчнi зображення iнтервального розподiлу.

Ключовi поняття

Абсолютне вiдхилення
Варiанта
Варiацiйний ряд
Вiдносна частота
Вiдносне вiдхилення
Гiстограма частот
Дисперсiя
Ексцес
Емпiричний частотний розподiл
Iнтервальна частота
Iнтервальний частотний
розподiл
Коефiцiєнт асиметрiї
Коефiцiєнт варiацiї

Кумулята частот
Медiана
Мiри розсiювання
Мода
Накопичена частота
Полiгон частот
Пропорцiя
Розмах варiацiї
Середнє абсолютне вiдхилення
Середнє арифметичне
Стандартне вiдхилення
Умовнi варiанти
Усередненi показники
Частота
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Вправи
1. У групi з 20 осiб здiйснили анонiмне опитування про середню

кiлькiсть годин на тиждень, якi вони витрачають на власнi потреби
в робочий час. Отриманi данi зведено в таблицю.

Номер у списку 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Час щотижневих “прогулiв”, год 0 1 3 2 6 0 0 1 3 3

Номер у списку 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Час щотижневих “прогулiв”, год 2 5 4 0 2 3 1 1 0 5

Обчислити середнє значення, моду, медiану та стандартне вiдхи-
лення цiєї сукупностi.

2. Таке саме дослiдження, як у вправi 1, було здiйснено для сукуп-
ностi з 200 осiб. Результати наведено у виглядi частотного розподiлу.

Час щотижневих “прогулiв”, год 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Кiлькiсть осiб 25 23 17 5 4 6 30 48 42

Обчислити середнє значення, моду, медiану та стандартне вiдхи-
лення цiєї сукупностi.

3. Порiвняти коефiцiєнти варiацiї для сукупностей даних з вправ
1 та 2.

4. Навести приклади шести сукупностей даних, кожна з яких має
вiдповiдну властивiсть:

мода < медiана < середнє значення;
мода < середнє значення < медiана;
середнє значення < медiана < мода;
медiана < середнє значення < мода;
середнє значення < мода < медiана;
медiана < мода < середнє значення.

5. Навести приклад двох сукупностей з однаковим середнiм зна-
ченням, якi мають такi двi властивостi: стандартне вiдхилення пер-
шої сукупностi перевищує стандартне вiдхилення другої; розмах ва-
рiацiї першої сукупностi менший вiд розмаху варiацiї другої.
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Дослiдницький проект

6. Нехай вiдомi звiти двох незалежних дослiджень рiвня прибут-
кiв громадян України. У першому з них середньомiсячний прибуток
у вибiрцi зi 100 громадян становив 139,3 ум. од. У другому дослi-
дженнi у вибiрцi обсягом 275 середньомiсячний прибуток дорiвнював
118,5 ум. од.

Обчислити середньомiсячний прибуток в об’єднанiй вибiрцi з 375
громадян.

7. Нехай вiдомi звiти двох незалежних дослiджень президентсько-
го рейтингу популярностi вiдомого полiтика. У першому з них про-
порцiя його прихильникiв у вибiрцi з 1200 громадян дорiвнює 23%.
У другому дослiдженнi у вибiрцi обсягом 875 громадян пропорцiя
його прихильникiв становить 19,2%.

Обчислити пропорцiю прихильникiв полiтика в об’єднанiй вибiр-
цi.

8. Навести приклад частотного розподiлу, для якого коефiцiєнт
асиметрiї менший вiд нуля, але медiана розмiщується лiворуч серед-
нього значення.

9. Нехай дослiджується сукупнiсть обсягом 216. Оцiнити опти-
мальну кiлькiсть iнтервалiв, необхiдну для запису її iнтервального
розподiлу.
10. Побудувати гiстограму, кумуляту та полiгон частот сукупностi

iз вправи 1.

Дослiдницький проект
IQ-iндекси iндивiдуумiв з групи, що складається з 150 студентiв

економiчних спецiальностей, наведено в таблицi.

111 105 106 136 118 99 117 117 97 113
115 113 127 127 108 110 89 111 110 130
117 114 109 106 130 109 117 115 101 108
117 112 97 106 109 132 128 108 123 108
108 123 98 121 128 104 115 111 117 118
101 135 117 108 109 115 134 127 116 136
86 121 106 103 112 118 129 139 114 89
114 102 107 111 117 108 103 118 123 116
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Роздiл 2. Аналiз статистичних даних

135 112 107 125 121 110 109 116 106 111
118 121 116 111 117 129 102 118 111 131
121 129 117 121 117 107 117 95 115 121
126 124 119 119 115 123 111 99 124 129
109 127 115 128 112 114 133 119 133 130
98 116 118 109 110 109 109 103 97 123
117 87 118 97 118 111 119 125 124 115

Проаналiзувати цю сукупнiсть даних, виконавши такi завдан-
ня:

1. Побудувати частотний розподiл сукупностi.
2. Обчислити моду, медiану та середнє значення, порiвняти їх i

дiйти висновку про середнiй рiвень IQ у групi.
3. Обчислити стандартне вiдхилення, середнє абсолютне вiдхи-

лення, коефiцiєнт варiацiї та розмах варiацiї. Порiвняти їх значення
i сформулювати висновок про ступiнь розсiювання даних у сукупно-
стi.

4. Обчислити коефiцiєнт асиметрiї i ексцес сукупностi. Iнтерпре-
тувати отриманi значення.

5. Побудувати полiгон частот сукупностi.
6. Побудувати iнтервальний частотний розподiл сукупностi за до-

помогою формули (2.7). Побудувати гiстограму частот iнтервально-
го розподiлу.

7. Написати короткий звiт за результатами дослiджень пп. 1–6.

90



Роздiл 3

Основнi статистичнi
розподiли

Ранiше розглядалося, як будувати графiчнi зображення емпiри-
чних частотних розподiлiв. Найважливiшим з них, мабуть, варто
вважати полiгон частот. Зауважимо, що в бiльшостi випадкiв по-
лiгон частот є ламаною лiнiєю. Проте якщо варiант дослiджуваної
сукупностi дуже багато, полiгон iнтервального1 розподiлу її варiа-
цiйного ряду зазвичай здаватиметься плавною, а не ламаною лiнiєю.

Ранiше вже йшлося про подiл числових шкал на дискретнi та
неперервнi. При цьому зауважувалося, що на практицi фактично
застосовують лише дискретнi шкали. У теоретичних дослiдженнях
часто виникають модельнi “сукупностi”, якi вимiрюють за неперерв-
ними шкалами. Полiгони частот розподiлiв таких “сукупностей” є

1Якщо частоти сусiднiх варiант варiацiйного ряду вiдрiзняються неiстотно, то
плавною лiнiєю може здаватися навiть полiгон вихiдного неiнтервального роз-
подiлу.
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Роздiл 3. Основнi статистичнi розподiли

плавними неперервними кривими, а власне розподiли називають не-
перервними.

Отже, неперервнi розподiли узагальнюють за формою полiгонiв
частот як дискретнi, так й iнтервальнi розподiли. Зауважимо також,
що в iнтервальних розподiлах фактично iнтерес становлять не часто-
ти окремих варiант, а iнтервальнi частоти. У неперервних розподiлах
частота “варiанти” завжди нульова, тому щодо них взагалi доцiльно
казати тiльки про iнтервальнi частоти.

Насправдi при побудовi неперервного розподiлу iнтерес станов-
лять навiть не iнтервальнi частоти, а вiдноснi iнтервальнi частоти.
Коли йдеться про вiдносну iнтервальну частоту деякого iнтервалу
(a, b], фактично становить iнтерес ймовiрнiсть потрапляння випад-
ково взятої варiанти до iнтервалу (a, b].

Далi розглянемо кiлька часто вживаних у статистицi форм тео-
ретичних розподiлiв, як дискретних, так i неперервних.

При цьому зауважимо, що для неперервних розподiлiв неможли-
во визначити поняття середнього арифметичного через нескiнченну
кiлькiсть варiант i те, що їх частоти дорiвнюють нулю. Замiсть ньо-
го в разi неперервних розподiлiв застосовують загальнiше поняття
математичного сподiвання, яке зазвичай позначають символами µ
або M1.

До того ж стандартне вiдхилення неперервного розподiлу так са-
мо обчислюють за дещо складнiшою формулою, нiж емпiричних роз-
подiлiв. При цьому достатньо лише знати, що стандартне вiдхилення
в обох випадках має один змiст i характеризує однi властивостi роз-
подiлiв.

Для графiчного зображення неперервних розподiлiв використо-
вують аналог полiгону вiдносних частот емпiричного розподiлу. Цей
аналог називатимемо кривою частот розподiлу, або просто кривою
розподiлу.

1Тут свiдомо не наводитимемо означення математичного сподiвання, оскiль-
ки не матимемо потреби прямо обчислювати його. Достатньо лише знати, що
математичне сподiвання — це “середнє арифметичне” неперервного розподiлу.
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3.1. Рiзновиди форм емпiричних розподiлiв

3.1. Рiзновиди форм емпiричних
розподiлiв

Наведемо кiлька прикладiв, що свiдчать про розмаїття форм кри-
вих частот розподiлiв.

Приклад 3.1.1. Почнемо з найпростiшої форми емпiричного
розподiлу. Припустимо, що в деякiй країнi є чотири нацiональних
телеканали. Нехай деяка соцiологiчна служба здiйснила опитуван-
ня 1500 респондентiв з тим, щоб з’ясувати, якому нацiональному
телеканалу вони вiддають перевагу. Данi дослiдження наведено в
таблицi.

Телеканал 1-й 2-й 3-й 4-й
Кiлькiсть респондентiв,
якi вiддають йому перевагу ni 371 390 357 382

Побудуємо полiгон частот цього розподiлу.
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1-й 2-й 3-й 4-й Телеканал

r r r r

Полiгон частот розподiлу оцiнки рейтингу чотирьох
нацiональних телеканалiв

Як бачимо, полiгон частот розглядуваного розподiлу мало вiдрi-
зняється вiд прямої лiнiї. Це пов’язано з тим, що уподобання щодо
телеканалiв опитаної аудиторiї роздiлилися майже порiвну.

На практицi подiбнi випадки рiдкiснi. Якщо ж таке трапляється,
то постає питання, чи має хоча б одна з варiант (у розглядуваному
прикладi один з телеканалiв) реальну перевагу над iншими.
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Роздiл 3. Основнi статистичнi розподiли

Теоретичнi розподiли такої простої форми розглянемо в пiдроз-
дiлi 3.2.

Приклад 3.1.2. Розглянемо iдеальну з позицiй статистики кри-
ву частот. Наведемо данi про зрiст випадково вибраних 100 десяти-
рiчних хлопчикiв з прикладу 2.2.10.

Зрiст X, дюймiв 52 53 54 55 56 57 58 59 60
Кiлькiсть хлопчикiв 1 3 10 24 30 22 7 2 1

Побудуємо полiгон частот цього розподiлу.
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Полiгон частот розподiлу зросту
100 десятирiчних хлопчикiв

Виразно бачимо, що середнiй рiвень вихiдної сукупностi стано-
вить 56 дюймiв. При цьому крива частотного розподiлу симетрична
щодо цього рiвня. Крiм того, хлопчикiв, зрiст яких значно вiдрiзня-
ється вiд середнього рiвня, небагато i їх кiлькiсть швидко зменшує-
ться при значному вiдхиленнi вiд середнього рiвня. Розподiли схожої
форми часто називають куполоподiбними. Теоретичнi моделi таких
розподiлiв розглянемо в пiдроздiлi 3.3.

Приклад 3.1.3. Наведемо данi дослiдження кiлькостi хлопчикiв
у групi з 1000 сiмей, що мають п’ятьох дiтей1.

Кiлькiсть хлопчикiв 0 1 2 3 4 5
Кiлькiсть сiмей 29 140 305 322 167 37

1Iдею прикладу взято з [25].
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Побудуємо полiгон частот розподiлу цiєї сукупностi.
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Полiгон частот розподiлу кiлькостi хлопчикiв
у 1000 сiм’ях з п’ятьма дiтьми

Як бачимо, за формою полiгон, як i у прикладi 3.1.2, куполоподiб-
ний. Проте наведений розподiл має iншу природу. Вона пов’язана зi
структурою дослiджуваної ознаки. Маємо властивiсть дiтей “стать”,
яка може приймати лише два значення — “хлопчик” або “дiвчинка”,
i вивчаємо ознаку, яка полягає в розрахунку кiлькостi появ одного з
цих значень — “хлопчик” — у групах з фiксованою кiлькiстю дiтей,
а саме в сiм’ях з п’ятьма дiтьми.

Теоретичнi розподiли подiбних ознак розглянемо в пiдроздiлi 3.4.

Приклад 3.1.4. Нехай деяка соцiологiчна служба дослiджувала
рiвень щомiсячних прибуткiв громадян України. У результатi ана-
лiзу даних опитування випадкової вибiрки громадян було отримано
такий iнтервальний розподiл.

Iнтервал, грн./мiс. < 100 [100; 200) [200; 300) [300; 400) [400; 500) > 500

Серединна точка
iнтервалу, грн./мiс. 50 150 250 350 450 550

Вiдсоток опитаних 18 34 21 13 8 6

Побудуємо полiгон частот цього розподiлу, з якого виразно бачи-
мо асиметричнiсть вихiдного розподiлу. Значний вiдсоток опитаних
має низький рiвень доходiв i лише невелика частина — середнiй або
високий рiвень доходiв.
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Приклад 3.1.5. Наведемо статистичнi данi про кiлькiсть страй-
кiв на тиждень у Великобританiї за перiод з 1948 по 1959 р.1.

Кiлькiсть страйкiв на тиждень 0 1 2 3 4 5 або бiльше
Кiлькiсть тижнiв 252 229 109 28 8 0

Побудуємо полiгон частот цього розподiлу.
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1Iнформацiю взято з [25].
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Як i у прикладi 3.1.4, маємо здебiльшого малi значення ознаки, а
саме 0, 1 або 2 страйки на тиждень, i дуже рiдко — середнi та великi.

Про ознаки, якi мають подiбнi до прикладiв 3.1.4 i 3.1.5 власти-
востi, кажуть, що вони пiдпорядкованi закону виняткових подiй 1.
Теоретичнi розподiли, якi описують схожi властивостi, розглянемо в
пiдроздiлi 3.5.

Приклад 3.1.6. Нагадаємо данi опитування потенцiйних чита-
чiв одного щомiсячного журналу з прикладу 2.2.11. У таблицi наве-
дено частотний розподiл вiдповiдей на таке запитання: “Яку кiль-
кiсть номерiв нашого журналу Ви купили минулого року?”

Кiлькiсть куплених номерiв 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Кiлькiсть опитаних 40 15 3 2 1 1 1 1 2 2 3 10 19

Побудуємо полiгон частот цього розподiлу.
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Як бачимо, вихiдна сукупнiсть має два виразних “пiки” — бiль-
шiсть опитаних або читають журнал регулярно, або практично не
читають його. Схожi за формою розподiли часто називають U-
подiбними. Теоретичнi моделi таких розподiлiв розглянемо в пiдроз-
дiлi 3.6.

1Точнiше, розподiл з прикладу 3.1.4 можна вважати пiдпорядкованим закону
виняткових подiй, якщо середнiй прибуток вимiрювати в масштабi 100 грн/мiс.
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Одним з найважливiших завдань статистики є опис частотних
розподiлiв, якi виникають на практицi, за допомогою невеликої кiль-
костi модельних теоретичних розподiлiв. Iншими словами, вивчаючи
деяку сукупнiсть даних, соцiолог чи психолог намагається пiдiбрати
деякий теоретичний розподiл, який якнайкраще описуватиме емпi-
ричний розподiл сукупностi. Вибравши такий теоретичний модель-
ний розподiл fт, дослiдник повинен перевiрити його узгодженiсть з
емпiричним. Якщо теоретичний розподiл добре узгоджується з ем-
пiричними даними, то кажуть, що дослiджуваний емпiричний роз-
подiл поводиться як fт.

Розглянемо невеликий набiр модельних розподiлiв, якi найчастi-
ше зустрiчаються у прикладному соцiологiчному або психологiчному
дослiдженнi, а методи перевiрки узгодженостi розподiлiв — у пiдроз-
дiлi 6.4.

3.2. Рiвномiрнi розподiли
На практицi iнодi виникають сукупностi з неiстотно вiдмiнними

частотами варiант. Теоретичною моделлю розподiлiв таких сукупно-
стей є рiвномiрнi розподiли. Рiвномiрнi розподiли можуть бути як
дискретними, так i неперервними.

3.2.1. Дискретнi рiвномiрнi розподiли
Розглянемо сукупнiсть, варiацiйний ряд якої має n послiдовних

натуральних варiант. Якщо вiдноснi частоти всiх варiант однако-
вi, тобто дорiвнюють 1/n, частотний розподiл сукупностi називають
рiвномiрним.

Зауважимо, що середнє значення рiвномiрного розподiлу з n ва-
рiантами дорiвнює

x1 + xn

2
,

а стандартне вiдхилення становить

xn − x1

2
√

3
.
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Зобразимо полiгон вiдносних частот рiвномiрного розподiлу з ва-
рiантами x1, x2, . . . , xn (рис. 3.1).

6

-

1/n

wi

x1 x2 . . . xn Варiанта

r r . . . r

Рис. 3.1. Полiгон вiдносних частот рiвномiрного розподiлу

3.2.2. Неперервнi рiвномiрнi розподiли
Розглянемо вигляд рiвномiрних розподiлiв у неперервному разi.

Не наводитимемо вiдповiдне означення, а лише опишемо властивостi
таких розподiлiв. Насамперед зауважимо, що неперервний рiвномiр-
ний розподiл визначається iнтервалом [a; b] можливих значень своїх
варiант.

Крива рiвномiрного розподiлу — це вiдрiзок прямої y = 1/(b− a)
мiж значеннями x = a i x = b (рис. 3.2).

6

-

1
b−a

wi

a b x

Рис. 3.2. Крива рiвномiрного розподiлу

Математичне сподiвання рiвномiрного розподiлу дорiвнює

µ =
a + b

2
,
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а стандартне вiдхилення становить

b− a

2
√

3
.

3.3. Нормальнi розподiли

Чи не найважливiшими в математичнiй статистицi є так званi
нормальнi розподiли. З рiзних позицiй нормальна форма вважаєть-
ся iдеальною для емпiричних частотних розподiлiв. Крiм того, нор-
мальнi розподiли виникають у низцi теоретичних результатiв, якi є
основою багатьох прикладних методiв дослiджень.

Часто вивчення довiльного нормального розподiлу можна звести
до так званого стандартного нормального розподiлу. Принаймнi для
обчислення вiдносних iнтервальних частот нормального розподiлу
достатньо вмiти обчислювати їх для стандартного нормального роз-
подiлу.

3.3.1. Основнi властивостi нормальних розподiлiв

Форма i властивостi нормального розподiлу визначаються дво-
ма параметрами: його математичним сподiванням µ та стандартним
вiдхиленням σ. Тому нормальний розподiл з параметрами µ i σ за-
звичай позначають N (µ, σ)1.

Опишемо основнi властивостi нормального розподiлу N (µ, σ).
1. Математичне сподiвання розподiлу N (µ, σ) дорiвнює µ, а його

стандартне вiдхилення σ. Цi два параметри повнiстю визначають
розподiл N (µ, σ).

2. Мода i медiана2 нормального розподiлу дорiвнюють µ, тобто
збiгаються з математичним сподiванням. Фактично можна вважати
µ середнiм рiвнем нормально розподiленої сукупностi.

1У математичнiй статистицi використовують також позначення N (µ,D), вва-
жаючи первинним поняттям дисперсiю, а не стандартне вiдхилення.

2Тут не обговорювалось, як означити моду i медiану для неперервного роз-
подiлу, проте достатньо знати, що цi поняття мають такий самий змiст, як i для
емпiричних розподiлiв.
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3. Крива нормального розподiлу симетрична вiдносно вертикаль-
ної прямої x = µ i має куполоподiбну форму (рис. 3.3).

6

-

w

µ− 3σ

µ− 2σ

µ− σ µ µ + σ

µ + 2σ

µ + 3σ x

Рис. 3.3. Крива нормального розподiлу

4. Iмовiрнiсть1 потрапляння випадково взятої варiанти до iнтер-
валу (µ−σ; µ+σ) становить 68,3%, а до iнтервалу (µ−2σ;µ+2σ) —
95,4%.

5. Iмовiрнiсть потрапляння випадково взятої варiанти до iнтер-
валу (µ − 3σ;µ + 3σ) становить 99,7%, тобто на вiдстанi 3σ вiд µ
розмiщуються майже всi варiанти нормального розподiлу. Цю вла-
стивiсть називають правилом трьох сигм.

6. Середнє абсолютне вiдхилення нормального розподiлу дорiв-
нює 0,8 його стандартного вiдхилення, тобто 0,8σ. З огляду на це
можна формулювати властивостi нормального розподiлу в термiнах
лiнiйних, а не квадратичних вiдхилень.

7. Крива нормального розподiлу задається формулою

f(x) =
1

σ
√

2π
e

(x−µ)2

2σ2 .

1Iмовiрнiсть потрапляння випадкової варiанти до iнтервалу (a, b) графiчно
дорiвнює площi фiгури, обмеженої зверху кривою розподiлу, знизу — вiссю аб-
сцис, по краях — вiдрiзками вертикальних прямих x = a та x = b. Тi, хто вивчав
курс теорiї ймовiрностi, одразу збагнуть, що пiд кривою розподiлу розумiється
графiк функцiї щiльностi розподiлу.
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3.3.2. Процедури рiвномiризацiї
У п. 1.3.3 розглядалося поняття числової шкали. I зауважувалось,

що однiєю з її бажаних властивостей є рiвномiрнiсть. Рiвномiрнiсть
шкали означає, що спiввiдношення будь-яких двох значень залежить
лише вiд рiзницi мiж ними. На жаль, у природi такi шкали зустрiча-
ються дуже рiдко. Тому у прикладних дослiдженнях до природних
шкал часто застосовують так званi процедури рiвномiризацiї. За де-
яких обмежень вони дають змогу з нерiвномiрної шкали зробити
рiвномiрну. Найчастiше такi процедури застосовують у психологiї.

Припустимо, дослiджується сукупнiсть, емпiричний розподiл
якої нагадує за виглядом полiгону частот та властивостями нормаль-
ний розподiл. Зокрема, нехай майже виконуються властивостi 1–5
нормального розподiлу. Тодi можна застосувати процедури рiвномi-
ризацiї 1.

Розглянемо двi такi процедури, а саме методи побудови шкали
стенiв та процентильної шкали.

Шкала стенiв
Процедуру побудови шкали стенiв можна застосовувати за умов

нормальностi емпiричного розподiлу вихiдної сукупностi та її доста-
тньо великого обсягу (понад 200 даних).

Схема побудови цiєї шкали проста: за середнiм значенням X та
стандартним вiдхиленням σ емпiричного розподiлу будують 10 iн-
тервалiв, кожному з яких призначають порядковий номер — стен —
як у табл. 3.1.

Таблиця 3.1
Шкала стенiв

Стен Iнтервал
1 2
I (−∞; X − 2σ]

II (X − 2σ; X − 1,5σ]

1Формально для цього потрiбно перевiрити узгодженiсть емпiричного розпо-
дiлу з теоретичним нормальним, скориставшись одним зi статистичних критерiїв
з пiдрозд. 6.4. Проте на практицi часто обмежуються перевiркою умов 1–5.

102



3.3. Нормальнi розподiли

Закiнчення табл. 3.1
1 2
III (X − 1,5σ; X − σ]

IV (X − σ; X − 0,5σ]

V (X − 0,5σ; X]

VI (X; X + 0,5σ]

VII (X + 0,5σ; X + σ]

VIII (X + σ; X + 1,5σ]

IX (X + 1,5σ; X + 2σ]

X (X + 2σ; +∞)

Тодi рiвномiрна шкала для вихiдної сукупностi складатиметься з
10 стенiв. При цьому стен елемента сукупностi визначається iнтер-
валом, до якого потрапляє значення елемента.

Приклад 3.3.1. Припустимо, необхiдно розробити психологiч-
ний тест з визначення рiвня деякої психологiчної ознаки. Нехай для
цього пiдготовлено 50 рiвноправних запитань, на кожне з яких є два
варiанти вiдповiдi: “Так” або “Нi”. Кожна вiдповiдь “Так” пiдвищує
рiвень ознаки iндивiдуума, а “Нi” — знижує. Тодi характеристикою
рiвня ознаки може бути сумарна кiлькiсть позитивних вiдповiдей на
запитання тесту.

Проте отримана в такий спосiб шкала незручна. Насамперед вона
має надто багато градацiй — 51 (вiд 0 до 50). Крiм того, ця шкала,
наприклад, розрiзняє рiвнi 49 та 50 позитивних вiдповiдей (або 1 та
2 тощо), що навряд чи можна вважати позитивною властивiстю.

Отже, постає проблема рiвномiризацiї отриманої шкали. Для того
щоб здiйснити процедуру рiвномiризацiї, потрiбнi статистичнi данi.
Насамперед потрiбно провести апробацiю тесту на великiй та ре-
презентативнiй вибiрцi iндивiдуумiв. Потiм за отриманими резуль-
татами тестування, якщо їх розподiл не надто вiдрiзнятиметься вiд
нормального1, можна здiйснити рiвномiризацiю тесту.

Припустимо, за допомогою дослiджуваного тесту опитано групу
iндивiдуумiв обсягом 200. Нехай ця група була доволi репрезента-

1А цього ймовiрнiше можна очiкувати. Як засвiдчує практика, кiлькiсть по-
зитивних вiдповiдей у бiльшостi iндивiдуумiв потраплятиме до середньої зони i
лише рiдко до крайнiх.
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тивна. Результати тестування наведено в таблицi (пiд рiвнем ознаки
розумiється кiлькiсть правильних вiдповiдей). Для наочностi в цiй
таблицi наведено частоти всiх варiант у межах вiд 15 до 44, у тому
числi нульовi.

Рiвень
ознаки

Кiлькiсть
iндивiдуумiв

Рiвень
ознаки

Кiлькiсть
iндивiдуумiв

Рiвень
ознаки

Кiлькiсть
iндивiдуумiв

15 2 25 6 35 14
16 2 26 10 36 6
17 6 27 20 37 0
18 4 28 12 38 0
19 0 29 18 39 4
20 0 30 16 40 0
21 4 31 16 41 2
22 0 32 10 42 2
23 12 33 6 43 2
24 8 34 14 44 4

Проаналiзуємо, чи подiбний розподiл сукупностi нормальному.
Для цього насамперед наведемо його графiчне зображення.

Зауважимо, що будувати полiгон частот сукупностi недоцiльно
через велику кiлькiсть варiант (їх 30). Тому додатково побудуємо
iнтервальний розподiл для цiєї сукупностi.

За формулою (2.7) обчислимо оптимальну довжину iнтервалiв:

44− 15
1 + 3,2 lg 100

≈ 3,92.

Для спрощення розрахункiв округлимо це значення до 4. У ре-
зультатi отримаємо iнтервальний розподiл для дослiджуваної сукуп-
ностi, наведений у виглядi таблицi.

Iнтервал значень Середня точка ci Iнтервальна частота
1 2 3

(−∞; 15] 13 2
(15; 19] 17 12
(19; 23] 21 16
(23; 27] 25 44
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1 2 3
(27; 31] 29 62
(31; 35] 33 44
(35; 39] 37 10
(39; 43] 41 6

(43;+∞) 45 4

За середнiми точками iнтервалiв побудуємо полiгон частот цього
розподiлу.
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Полiгон частот розподiлу психологiчної ознаки
для розроблюваного психологiчного тесту

Як бачимо, полiгон iнтервального розподiлу сукупностi має ку-
полоподiбну форму.

Наведемо без обчислень середнє значення та стандартне вiдхи-
лення сукупностi:

X = 29,28;
σ ≈ 5,90.

За отриманими значеннями середнього арифметичного та стан-
дартного вiдхилення перевiримо властивостi 4, 5 нормального роз-
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подiлу. Для цього порiвняємо реальнi та теоретичнi вiдсотки потра-
пляння даних до тестових iнтервалiв (див. таблицю).

Порiвняння реальних i теоретичних вiдсоткiв потрапляння
даних до тестових iнтервалiв

Iнтервал
Вiдсоток потрапляння до iнтервалу

реальний теоретичний
(X − σ; X + σ) ≈ (23,38; 35,18) 75 68,3

(X − 2σ; X + 2σ) ≈ (17,48; 41,08) 91 95,4
(X − 3σ; X + 3σ) ≈ (11,58; 46,98) 100 99,7

Як бачимо, емпiричнi значення вiдсоткiв потрапляння до кон-
трольних iнтервалiв неiстотно вiдрiзняються вiд теоретичних. Отже,
доходимо висновку, що емпiричний розподiл сукупностi подiбний до
нормального1.

Iз зазначеного випливає, що процедура рiвномiризацiї можли-
ва. За допомогою емпiричних значень середнього арифметичного та
стандартного вiдхилення визначаємо граничнi точки мiж стенами i
їх округленi значення.

Стени Гранична точка Округлене значення
I, II X − 2σ ≈ 17,48 17

II, III X − 1,5σ ≈ 20,43 20

III, IV X − σ ≈ 23,38 23

IV, V X − 0,5σ ≈ 26,33 26

V, VI X ≈ 29,28 29

VI, VII X + 0,5σ ≈ 32,23 32

VII, VIII X + σ ≈ 35,18 35

VIII, IX X + 1,5σ ≈ 38,13 38

IX, X X + 2σ ≈ 41,08 41

Округленi значення граничних точок мiж стенами варто вважати
границями мiж рiвнями ознаки. Так, найнижчий рiвень мають тi,
хто набрав 17 або менше позитивних вiдповiдей, другий рiвень — тi,

1Зауважимо, що тут не перевiряється його узгодженiсть з нормальним. У цьо-
му разi iнтерес становить лише вiзуальна подiбнiсть з нормальним розподiлом.
На практицi цього часто достатньо.
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хто набрав 18, 19 або 20 позитивних вiдповiдей, найвищому рiвню
(Х стен) вiдповiдає 42 або бiльше позитивних вiдповiдей.

Процентильна шкала
Окрiм шкали станiв iснують також iншi методи побудови шкал з

властивiстю рiвномiрностi. Один з них — процентильна шкала. Цей
метод ґрунтується на тому, що всi значення сукупностi розбиваються
на рiвнi за частотою появи групи.

Якщо необхiдно отримати рiвномiрну шкалу, яка має, наприклад,
10 значень, то за сукупнiстю визначимо накопиченi частоти значень
вихiдної шкали, а потiм скористаємося даними табл. 3.2.

Таблиця 3.2
Процентильна шкала

Рiвень процентильної шкали Накопичена частота значення, %
I <10
II 10–20
III 20–30
IV 30–40
V 40–50
VI 50–60
VII 60–70
VIII 70–80
IX 80–90
X >90

Приклад 3.3.2. У прикладi 3.3.1 здiйснено рiвномiризацiю шка-
ли балiв деякого тесту за допомогою стенiв. Тепер скористаємося
процентильною шкалою для розв’язання цiєї ж задачi.

Насамперед обчислимо накопиченi частоти балiв, отриманих при
апробацiї тесту.

Обчислення накопичених частот балiв, отриманих
при розробцi психологiчного тесту

Рiвень
ознаки

Накопичена
частота

Рiвень
ознаки

Накопичена
частота

Рiвень
ознаки

Накопичена
частота

1 2 3 4 5 6
15 2 (1%) 25 44 (22%) 35 180 (90%)
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1 2 3 4 5 6
16 4 (2%) 26 54 (27%) 36 186 (93%)
17 10 (5%) 27 74 (37%) 37 186 (93%)
18 14 (7%) 28 86 (43%) 38 186 (93%)
19 14 (7%) 29 104 (52%) 39 190 (95%)
20 14 (7%) 30 120 (60%) 40 190 (95%)
21 18 (9%) 31 136 (68%) 41 192 (96%)
22 18 (9%) 32 146 (73%) 42 194 (97%)
23 30 (15%) 33 152 (76%) 43 196 (98%)
24 38 (17%) 34 166 (83%) 44 200 (100%)

Далi за накопиченими частотами визначимо рiвнi процентильної
шкали, вiдводячи по 10% значень на кожний рiвень. При цьому для
порiвняння наведемо отриманi у прикладi 3.3.1 стени значень тесту.

Порiвняння результатiв процедур рiвномiризацiї
за шкалою стенiв i процентильною шкалою

Рiвень процентильної шкали Рiвень ознаки Стен Рiвень ознаки
I 0–22 I 0–17
II 23–24 II 18–20
III 25–26 III 21–23
IV 27 IV 24–26
V 28 V 27–29
VI 29 VI 30–32
VII 30–31 VII 33–35
VIII 32–33 VIII 36–38
IX 34 IX 39–41
X 35 i бiльше X 42–50

Насамкiнець сформулюємо рекомендацiю. Якщо емпiричний роз-
подiл дослiджуваної сукупностi подiбний до нормального, краще ви-
користовувати шкалу стенiв, в iнших випадках — процентильну шка-
лу.

3.3.3. Стандартний нормальний розподiл
Ранiше вже зауважувалося, що всi нормальнi розподiли мають

подiбнi властивостi. Фактично нормальний розподiл визначається
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двома параметрами: математичним сподiванням µ i стандартним вiд-
хиленням σ. Тому вивчення всього класу нормальних розподiлiв при-
родно звести до одного стандартного випадку.

Зокрема, найважливiша практична задача, що пов’язана з ви-
вченням розподiлiв, полягає у визначеннi ймовiрностi потрапляння
дослiджуваного параметра до деякого iнтервалу (a, b) можливих зна-
чень. У контекстi сформульованої iдеї це означає, що хотiлося б зна-
ти, як розв’язання цiєї задачi загалом можна звести до її розв’язання
для деякого стандартного розподiлу з класу нормальних.

Таким стандартним розподiлом у класi нормальних вважають
розподiл N (0; 1) з математичним сподiванням 0 та стандартним вiд-
хиленням 1.

Означення 3.1. Розподiл N (0; 1) називають стандартним нор-
мальним розподiлом.

Параметр, розподiлений за стандартним нормальним законом,
прийнято позначати z, а параметр, розподiлений за довiльним нор-
мальним законом, — x.

Крива стандартного нормального розподiлу задається формулою

f(x) =
1√
2π

e
x2
2 .

Зобразимо її.

6

-

0,1

0,2

0,3

0,4f(x)

−3 −2 −1 0 1 2 3 x

Рис. 3.4. Крива стандартного нормального розподiлу
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Як бачимо з рис. 3.4, ця крива подiбна до кривих iнших нормаль-
них розподiлiв. Виявляється, є проста формула зв’язку мiж кривою
стандартного нормального розподiлу та кривою довiльного розподi-
лу N (µ, σ).

Теорема 3.1. Для того щоб перейти вiд кривої частот нормаль-
но розподiленого за законом N (µ, σ) параметра x до кривої частот
нормально розподiленого за законом N (0, 1) параметра z, потрiбно
здiйснити таку замiну змiнних:

z =
x− µ

σ
. (3.1)

За формулою (3.1) для обчислення ймовiрностi потрапляння па-
раметра x до iнтервалу (a, b) достатньо обчислити ймовiрнiсть по-
трапляння параметра z до iнтервалу

(
a− µ

σ
,
b− µ

σ

)
.

Отже, потрiбно навчитися визначати ймовiрнiсть потрапляння
стандартного параметра z до заданого iнтервалу.

Означення 3.2. Функцiя Лапласа Φ(t) є означеною для t > 0
i дорiвнює ймовiрностi потрапляння розподiленого за стандартним
нормальним законом параметра z до iнтервалу (0, t).

Iншими словами, значення функцiї Лапласа Φ(t) дорiвнює площi
фiгури, обмеженої зверху кривою стандартного нормального розпо-
дiлу, знизу — вiссю абсцис, а по краях — вiдрiзками прямих z = 0 та
z = t.

Для зручностi використання значення функцiї Лапласа прота-
бульованi (див. табл. Д.2.1). Як використовувати функцiю Лапласа
покажемо на прикладi.

Приклад 3.3.3. Нехай параметр x нормально розподiлений за
законом N (8,2; 2,5), тобто математичне сподiвання його розподiлу
дорiвнює 8,2, а стандартне вiдхилення — 2,5. Обчислимо ймовiрнiсть
потрапляння параметра до iнтервалу:

1) (4; 15);

110



3.3. Нормальнi розподiли

2) (10; 12);
3) (6; 8).

Розглянемо цi випадки окремо.
1. Насамперед потрiбно перейти до стандартного параметра z,

використовуючи формулу (3.1):

4− 8,2
2,5

= −1,68,

15− 8,2
2,5

= 2,72.

Отже, потрiбно визначити ймовiрнiсть потрапляння стандартно-
го параметра z до iнтервалу (−1,68; 2,72). Але, як зауважувалося, ця
ймовiрнiсть дорiвнює площi фiгури, обмеженої зверху кривою стан-
дартного нормального розподiлу, знизу — вiссю абсцис, а по краях —
вiдрiзками прямих z = −1,68 та z = 2,72. Цю фiгуру можна розбити
на двi частини: перша — вiд z = −1,68 до z = 0, друга — вiд z = 0 до
z = 2,72. Тодi шукана площа дорiвнює сумi площ цих двох частин.

Отже, шукана ймовiрнiсть дорiвнює сумi ймовiрностей потрап-
ляння стандартного параметра z до iнтервалiв (−1,68; 0) та (0; 2,72).
За означенням функцiї Лапласа друга з цих ймовiрностей дорiв-
нює Φ(2,72). Для того щоб визначити ймовiрнiсть потрапляння до
першого iнтервалу, зауважимо, що крива стандартного нормального
розподiлу симетрична вiдносно осi ординат z = 0. Тому ймовiрнiсть
потрапляння параметра z до iнтервалу (−1,68; 0) дорiвнює ймовiрно-
стi його потрапляння до (0; 1,68), а отже, значенню функцiї Лапласа
Φ(1,68).

Остаточно, скориставшись даними табл. Д.2.1, отримаємо, що
шукана ймовiрнiсть дорiвнює

Φ(1,68) + Φ(2,72) = 0,4535 + 0,4967 = 0,9502 = 95,02%.

2. За формулою (3.1) перейдемо до стандартного параметра z:

10− 8,2
2,5

= 0,72,

12− 8,2
2,5

= 1,52.
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Необхiдно визначити ймовiрнiсть потрапляння стандартного па-
раметра z до iнтервалу (0,72; 1,52), тобто площу фiгури, обмеженої
зверху кривою стандартного нормального розподiлу, знизу — вiссю
абсцис, а по краях — вiдрiзками прямих z = 0,72 та z = 1,52. Цю пло-
щу можна знайти, вiднявши вiд площi фiгури мiж z = 0 i z = 1,52
площу фiгури мiж z = 0 i z = 0,72.

Отже, шукана ймовiрнiсть дорiвнює (див. табл. Д.2.1)

Φ(1,52)− Φ(0,72) = 0,4357− 0,2642 = 0,1715 = 17,15%.

3. За формулою (3.1) перейдемо до стандартного параметра z:

6− 8,2
2,5

= −0,88,

8− 8,2
2,5

= −0,08.

Як бачимо, цей випадок симетричний випадку 2. Отже, зада-
ча визначення ймовiрностi потрапляння параметра z до iнтервалу
(−0,88;−0,08) рiвносильна задачi обчислення ймовiрностi його по-
трапляння до (0,08; 0,88).

Таким чином, шукана ймовiрнiсть дорiвнює (див. табл. Д.2.1)

Φ(0,88)− Φ(0,08) = 0,3106− 0,0319 = 0,2787 = 27,87%.

3.4. Бiномiальнi розподiли
Припустимо, вивчається ознака, яка може набувати два можли-

вих значення. Нагадаємо, що в п. 1.3.1 шкали вимiрювання таких
ознак було названо дихотомiчними. Нехай одне з цих двох значень
“важливiше” вiд iншого.

Припустимо також, що з вихiдної сукупностi даних за певним
критерiєм вибрано деякi пiдгрупи однакового обсягу. Тодi можна
розглянути похiдну вiд початкової ознаку. Зокрема, у кожнiй пiдгру-
пi можна розрахувати кiлькiсть “важливих” значень. Iншими слова-
ми, пiдгрупи утворюють нову сукупнiсть, яка вивчається за ознакою
“кiлькiсть “важливих” значень у пiдгрупi”.

112



3.4. Бiномiальнi розподiли

Пояснимо наведенi мiркування на прикладах. У прикладi 3.1.3
аналiзувалась ознака “кiлькiсть хлопчикiв у сiм’ях з п’ятьма
дiтьми”. Твiрною ознакою для неї була “стать дитини”, “важливим”
значенням — “хлопчик”, вихiдною сукупнiстю — сукупнiсть усiх дi-
тей, вибраними пiдгрупами в нiй — дiти сiмей з п’ятьма дiтьми.

Наведемо iнший приклад. Розглянемо дихотомiчну ознаку, утво-
рену двома можливими значеннями “потяг прийшов на кiнцеву
станцiю iз запiзненням” та “потяг прийшов на кiнцеву станцiю без
запiзнення”. Iнтерес може становити, наприклад, ознака “кiлькiсть
запiзнень за день”, i цю ознаку можна вивчати тривалий час.

Виявляється, емпiричнi розподiли подiбних сукупностей часто
добре описуються такою моделлю. Нехай маємо групи незалежних
даних обсягом n. Припустимо, що цi данi можуть приймати лише
два можливих значення — “важливе” та “неважливе” i “важливе”
значення зустрiчається з теоретичною вiдносною частотою p 1. Роз-
подiл кiлькостi “важливих” значень у групах називають бiномiаль-
ним з параметрами (p; n).

Наведемо основнi властивостi бiномiального розподiлу з параме-
трами (p; n).

1. Варiантами бiномiального розподiлу є можливi кiлькостi “важ-
ливих” значень у групi з n даних, тобто числа 0, 1, 2, . . . , n. Тому
бiномiальний розподiл дискретний.

2. Середнє значення µ бiномiального розподiлу дорiвнює np.
3. Стандартне вiдхилення бiномiального розподiлу

σ =
√

np(1− p).

4. Якщо значення p мале, то бiномiальний розподiл має лiвосто-
ронню асиметрiю. Якщо значення p ≈ 50%, то полiгон бiномiаль-
ного розподiлу має куполоподiбну форму. Якщо значення p близь-
ке до 100%, то бiномiальний розподiл має виразну правосторонню
асиметрiю. Типовi форми полiгону вiдносних частот бiномiального
розподiлу при рiзних значеннях p зображено на рис. 3.5.

1Iншими словами, з iмовiрнiстю p.

113



Роздiл 3. Основнi статистичнi розподiли

6

-

q

q q

q

q
q q q q q q

µ
а

6

-q q q q q q
q

q

q q

q

µ
б

6

-q q
q

q

q
q

q

q
q

q q
µ

в

Рис. 3.5. Полiгон вiдносних частот бiномiального розподiлу
при рiзних значеннях p: а — невеликому;

б — великому; в — такому, що дорiвнює 50%

5. Вiдносна частота варiанти m бiномiального розподiлу

w(m) =
(1 · 2 · . . . · n) · pm · (1− p)n−m

(
1 · 2 · . . . ·m)(

1 · 2 · . . . · (n−m)
) .

Насамкiнець зауважимо, що бiномiальнi розподiли виникають не
лише при дослiдженнi деяких реальних сукупностей даних. Вони ма-
ють важливе значення при оцiнцi пропорцiй у великих сукупностях
даних (див. зокрема, п. 4.4.2).

3.5. Пуассоновi розподiли
Ранiше було розглянуто приклади 3.1.4 i 3.1.5 розподiлiв iз силь-

ною лiвосторонньою асиметричнiстю. У цих розподiлах переважають
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невеликi значення ознаки i рiдко зустрiчаються великi. Такi розпо-
дiли часто вдається описати за допомогою теоретичного розподiлу
Пуассона.

Опишемо основнi властивостi розподiлу Пуассона.
1. Розподiл Пуассона повнiстю визначаються єдиним параметром,

який позначають λ.
2. Розподiл Пуассона дискретний, його варiанти — це цiлi не-

вiд’ємнi числа 0, 1, 2, 3, . . .
3. Математичне сподiвання та дисперсiя розподiлу Пуассона збi-

гаються i дорiвнюють його параметру λ 1.
4. Вiдносна частота варiанти m розподiлу Пуассона

w(m) =
λme−λ

1 · 2 · . . . ·m.

Полiгон вiдносних частот розподiлу Пуассона має двi типовi фор-
ми: при малих та великих значеннях λ. Їх приклади наведено на
рис. 3.6 (а — розподiл Пуассона з λ = 2, б — з λ = 7).

6

-

0,3

q

q q

q

q
q q q q q q q q q q q q q q q

X

а

6

-

0,15

q q q
q
q
q q q q

q
q q q q q q q q q q

X

б

Рис. 3.6. Полiгон вiдносних частот розподiлу Пуассона
при рiзних значеннях λ: а — малому;

б — середньому та великому

1Отже, для того щоб описати за допомогою розподiлу Пуассона деякий ем-
пiричний розподiл, потрiбно, щоб середнє значення i дисперсiя емпiричного роз-
подiлу рiзнилися неiстотно.
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3.6. U-подiбнi розподiли

У прикладi 2.2.11 було розглянуто розподiл статистичних даних
U-подiбної форми (див. також зображення полiгону частот з при-
кладу 3.1.6). Найпростiшим теоретичним розподiлом, крива якого
має U-подiбну форму, є так званий арксинус-розподiл [22, т. II, с. 70]
(рис. 3.7). Крива цього розподiлу задається формулою

f(x) =
1

π
√

x(1− x)
.

6

-

f(x)

1 x

Рис. 3.7. Крива арксинус-розподiлу

На жаль, допоки не iснує простих стандартних статистичних роз-
подiлiв, якi б точнiше описували таку форму i були достатньо за-
гальними. Як правило, у кожному конкретному випадку потрiбно
пiдбирати процедуру, за допомогою якої можна згенерувати модель
розподiлу для даних з полiгоном U-подiбної форми.

Найчастiше такi процедури полягають у такому: припускається,
що деяка частина сукупностi розподiлена за законом з лiвосторон-
ньою асиметрiєю, а iнша — з правосторонньою. Далi цi два розподi-
ли частин сукупностi об’єднують в один для сукупностi. Це роблять
за допомогою так званої операцiї згортки1. У контекстi зробленого

1Порiвняйте, наприклад, з бета-розподiлами [22, т. II, с. 70], частинним ви-
падком яких є арксинус-розподiл.
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припущення ця операцiя є зваженою пропорцiями частин сукупностi
сумою двох розподiлiв.

Спробуємо проiлюструвати це на даних з прикладу 2.2.11 про
кiлькiсть куплених за рiк номерiв журналу 100 потенцiйними чита-
чами. Для зручностi наведемо їх ще раз.

Кiлькiсть куплених номерiв 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Кiлькiсть опитаних 40 15 3 2 1 1 1 1 2 2 3 10 19

Як бачимо, сукупнiсть має два виразних “пiки”: один — для по-
тенцiйних читачiв, якi рiдко купують журнал, i другий — для тих,
хто купує його регулярно. Тому природно припустити, що сукупнiсть
можна розбити на двi частини, а саме на тих, хто не схильний купу-
вати журнал, i тих, хто має таку схильнiсть.

Розглянемо першу частину, тобто тих, хто не схильний купувати
журнал. Припустимо, що для таких осiб iмовiрнiсть купити черго-
вий номер журналу однакова i дорiвнює p1. Зрозумiло, що це значен-
ня p1 має бути невелике. За таких припущень природно змоделювати
розподiл кiлькостi куплених номерiв для цiєї частини читачiв за до-
помогою бiномiального розподiлу з параметрами (p1, 12). Як вiдомо,
при малих значеннях p1 бiномiальний розподiл має виразну лiвосто-
ронню асиметрiю.

Так само природно описати розподiл кiлькостi куплених номерiв
для частини читачiв, схильних купувати журнал, за допомогою бiно-
мiального розподiлу з параметрами (p2, 12), де p2 — ймовiрнiсть для
них купити черговий номер журналу. Зрозумiло, що значення p2 має
бути достатньо велике, i в цьому разi бiномiальний розподiл матиме
сильну правосторонню асиметрiю.

Припустимо, що в першiй групi є f1 вiдсоткiв людей усiєї сукуп-
ностi. Тодi вiдсоток людей у другiй групi f2 = 100%− f1.

Остаточно, пiдсумовуючи всi зробленi припущення, отримаємо,
що розподiл кiлькостi куплених номерiв описується спiввiдношенням

w(k) = f1w1(k) + f2w2(k), (3.2)

де w(k) — вiдсоток людей, якi куплять k номерiв журналу на рiк;
w1(k), w2(k) — вiдносна частота варiанти k для бiномiального роз-
подiлу з параметрами вiдповiдно (p1, 12) та (p2, 12).
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Отже, можна описати вихiдний емпiричний розподiл за допомо-
гою наведеної моделi. Ця модель залежить вiд трьох параметрiв —
p1, p2 i f1, якi потрiбно пiдiбрати так, щоб вона якнайкраще опису-
вала вихiднi данi 1.

Виявляється, що в розглядуваному прикладi найкраще описува-
тимуть ситуацiю такi значення параметрiв:

f1 = 62,6%;
p1 = 0,034;
p2 = 0,950.

При цих значеннях модельний розподiл кiлькостi куплених номе-
рiв для читачiв, не схильних купувати журнал, буде бiномiальний з
параметрами (0,034;12). Наведемо його у виглядi таблицi вiдносних
частот.

Кiлькiсть куплених номерiв 0 1 2 3 4 . . . 12
Вiдсоток опитаних 66,2 27,8 5,3 0,6 0,0 . . . 0,0

Зобразимо полiгон вiдносних частот цього розподiлу.
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Полiгон вiдносних частот розподiлу кiлькостi куплених номерiв
журналу протягом року не схильними до нього читачами

1Уточнимо, що розумiється пiд найкращим описом. Як правило, у статистицi
найкращим вважають опис, за яким квадрати вiдхилень модельних значень вiд
реальних у сумi дають якнайменше число. Такий пiдхiд у науковiй лiтературi
називають методом найменших квадратiв.
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3.6. U-подiбнi розподiли

Аналогiчно модельний розподiл кiлькостi куплених номерiв для
читачiв, схильних купувати журнал, буде бiномiальний з параметра-
ми (0,950;12).

Наведемо його у виглядi таблицi вiдносних частот.

Кiлькiсть куплених номерiв 0 . . . 7 8 9 10 11 12
Вiдсоток опитаних 0,0 . . . 0,0 0,2 1,7 9,8 34,1 54,1

Зобразимо полiгон вiдносних частот цього розподiлу.

6

-

20

40

60
%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12Кiлькiсть
номерiв

r r r r r r r r r r r

r
r

Полiгон вiдносних частот розподiлу кiлькостi куплених номерiв
журналу протягом року схильними до нього читачами

Тепер для того щоб отримати модель розподiлу всiєї вихiдної су-
купностi, додамо два отриманих розподiли з урахуванням їх ваги. Iн-
шими словами, слiд пам’ятати, що перший розподiл описував 62,6%
вихiдної сукупностi, другий — 37,4%. У результатi за формулою (3.2)
отримаємо такий розподiл (для порiвняння в таблицi також наведено
реальнi вiдсотки опитаних).

Кiлькiсть
куплених номерiв 0 1 2 3 4 . . . 7 8 9 10 11 12
Вiдсоток опитаних 41,5 17,4 3,3 0,4 0,0 . . . 0,0 0,1 0,6 3,7 12,7 20,2
Реальний
вiдсоток опитаних 40,0 15,0 3,0 2,0 1,0 . . . 1,0 2,0 2,0 3,0 10,0 19,0

Перше модельне значення 41,5% отримано, наприклад, так:

0,626 · 66,2% + 0,374 · 0,0% ≈ 41,5%.
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Як бачимо, модельнi данi добре узгоджуються з реальними. Аб-
солютнi вiдхилення мiж ними не перевищують 2,7%.

Для наочностi наведемо також реальний (тонкою лiнiєю) та мо-
дельний (жирною лiнiєю) полiгони вiдносних частот.
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Порiвняння реального та модельного полiгонiв вiдносних частот
розподiлу кiлькостi куплених номерiв журналу протягом року

Отже, у разi U-подiбностi вихiдного емпiричного розподiлу до-
цiльно формувати модельний розподiл як зважену суму двох тео-
ретичних розподiлiв, один з яких має лiвосторонню асиметрiю, iн-
ший — правосторонню.

Висновки

У процесi дослiдження емпiричної сукупностi даних намагаються
не лише обчислити їх найважливiшi числовi характеристики, а й
описати цi данi за допомогою деякої теоретичної моделi. Для цього
найчастiше використовують такий пiдхiд. Спочатку будують емпiри-
чний розподiл вiдносних частот дослiджуваної сукупностi, а потiм за
його зовнiшнiм виглядом або за природою даних пiдбирають один з
класичних добре вивчених теоретичних розподiлiв. Пiсля цього пе-
ревiряють, чи узгоджуються емпiричний та теоретичний розподiли.

Якщо теоретична модель добре описує вихiднi емпiричнi данi, то
кажуть, що теоретичний та емпiричний розподiли поводяться одна-
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Ключовi поняття

ково. У цьому разi вважають, що дослiджувана сукупнiсть даних
має такi самi властивостi, що й модельний розподiл.

Ключовi поняття

Бiномiальний розподiл
Закон виняткових подiй
Крива частот
Куполоподiбний розподiл
Математичне сподiвання
Неперервний розподiл
Нормальний розподiл
Процедура рiвномiризацiї

Процентильна шкала
Рiвномiрний розподiл
Розподiл Пуассона
Стандартний нормальний розпо-
дiл
Функцiя Лапласа
Шкала стенiв
U-подiбний розподiл

Вправи
1. Визначити ймовiрнiсть потрапляння випадкового параметра,

розподiленого за законом N (7; 2), до iнтервалу (0; 5).
2. Побудувати шкалу стенiв IQ-тесту за даними дослiдницького

проекту розд. 2.
3. Розглянути бiномiальний розподiл з параметрами p = 0,6 та

n = 6. Визначити його математичне сподiвання, стандартне вiдхиле-
ння та вiдносну частоту варiанти 4.

4. Зобразити криву пуассонового розподiлу з параметром λ = 4.
Обчислити його математичне сподiвання та стандартне вiдхилення.

Дослiдницький проект
Зiбрати данi про зрiст усiх студенток Вашого курсу. Обчислити

середнє значення та стандартне вiдхилення зросту в сукупностi. По-
будувати її полiгон частот. Перевiрити властивостi 1–5 нормального
розподiлу (див. п. 3.3.1).

Чи є подiбний до нормального розподiл зросту в дослiджуванiй
сукупностi?
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Роздiл 4

Вибiркове дослiдження

4.1. Генеральна сукупнiсть i вибiрка

Усе ранiше викладене стосувалося найпростiшого аналiзу будь-
якої сукупностi даних. Тепер вiдомо, як визначаються найважливiшi
характеристики статистичних даних. При цьому природа сукупно-
стей та їх реальний прикладний змiст не становили жодного iнтересу
з огляду на простоту i загальновживанiсть наведених характеристик.

При детальнiшому вивченнi й застосуваннi точнiших методiв ана-
лiзу статистичних сукупностей даних бажано чiтко розмежовувати
класи прикладних задач, для яких постала потреба такого аналiзу.
Скажiмо, при пiдрахунку кiлькостi голосiв, вiдданих за певного кан-
дидата на виборах, загалом йдеться про дуже велику сукупнiсть. Ра-
зом з тим при аналiзi динамiки зростання валового продукту деякої
економiки доступними будуть лише данi за кiлька десяткiв рокiв,
тобто дослiджувана сукупнiсть буде невеликою.
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Наприклад, при порiвняннi середнього рiвня прибуткiв у двох
регiонах застосовують методи, призначенi для числових даних. А
для порiвняння середнього рiвня деякої психологiчної ознаки у двох
групах найiмовiрнiше потрiбно використовувати методи для роботи
з порядковою шкалою.

Розглянемо кiлька прикладних методiв дослiдження статисти-
чних сукупностей, якi застосовують для рiзних класiв задач соцiо-
логiї та психологiї.

Але перед безпосереднiм описом цих методiв зробимо кiлька за-
гальних зауважень. Як правило, у статистичному дослiдженнi на-
магаються проаналiзувати сукупностi дуже великого обсягу. Якби
дослiдник мав повну iнформацiю про таку велику сукупнiсть, то за
допомогою наведених у розд. 2 методiв мiг би здiйснити її ґрунтов-
ний аналiз. За сучасного розвитку комп’ютерної технiки це було б
нескладно. Власне, так роблять, скажiмо, пiд час перепису населен-
ня, виборiв, референдумiв тощо.

Проблема полягає в тому, що зiбрати повну iнформацiю про до-
слiджувану сукупнiсть складно, дорого i зазвичай довго. Навiть
якщо сукупнiсть теоретично невелика, як, наприклад, у разi загаль-
ної чисельностi хворих на деяку специфiчну психiчну хворобу, то для
того щоб визначити цю сукупнiсть, все одно потрiбно перевiрити всiх
громадян країни.

Тому у процесi прикладного статистичного дослiдження при ана-
лiзi великої сукупностi даних виконують таку процедуру. Вибирають
iз сукупностi невелику групу даних, яка добре вiдображає властиво-
стi вихiдної сукупностi. Кажуть, що ця вибрана група — її називають
вибiркою — повинна бути репрезентативною. Далi дослiджують цю
вибiрку, використовуючи як уже наведенi в розд. 2 методи, так i
деякi спецiальнiшi. Остаточно отриманi висновки за допомогою вiд-
повiдних процедур поширюють на вихiдну велику сукупнiсть.

Отже, статистичнi сукупностi даних класифiкують так:
• першого типу (як правило, великого обсягу), точну iнформацiю

про якi бажано дiзнатись;
• другого типу (вiдносно невеликого обсягу), при дослiдженнi

яких отримують доволi точну iнформацiю про сукупностi першого
типу.
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Роздiл 4. Вибiркове дослiдження

Сукупностi першого типу називають генеральними, другого —
вибiрковими, або вибiрками.

Часто кажуть, що генеральна сукупнiсть складається з усiх мо-
жливих об’єктiв деякого класу, а вибiрка — лише з деяких iз них.

Приклад 4.1.1. При соцiологiчному опитуваннi фактично ма-
ють справу з деякою вибiркою з генеральної сукупностi. Наприклад,
опитавши на вулицях мiста 200 молодих людей про їх ставлення до
влади, отримаємо вибiркову сукупнiсть 200 даних з генеральної су-
купностi загальної чисельностi молодi мiста.

Тепер можна сформулювати суть вибiркового дослiдження, що
виконується у два етапи:

• на першому етапi з генеральної сукупностi формують репре-
зентативну вибiрку;

• на другому етапi аналiзують вибiрку i результати аналiзу по-
ширюють на генеральну сукупнiсть1.

Детально розглянемо перший етап i наведемо основнi iдеї друго-
го. Статистичнi методи, якi використовують на другому етапi, ґрун-
товно проаналiзуємо в розд. 5–7.

Наведена загальна схема вибiркового дослiдження теоретично за-
стосовна як у соцiологiї, так i у психологiї. Проте слiд враховувати
певнi нюанси.

Зазвичай генеральнi сукупностi, якi вивчаються в соцiологiї, сут-
тєво простiшi, нiж у психологiї. Обґрунтуємо цю тезу. Генеральна
сукупнiсть — це всi iндивiдууми з певними властивостями. У соцiо-
логiї визначальнi властивостi генеральних сукупностей пов’язанi з
рiвнем суспiльства i тому простiшi. Можна вивчати, наприклад, су-
купностi всiх працездатних громадян, усiх виборцiв у країнi тощо. У
психологiчному дослiдженнi визначальнi властивостi спецiальнiшi,
оскiльки пов’язанi з iндивiдуальними характеристиками людини, i
тому складнiшi. Скажiмо, психолог може вивчати всiх хворих на
певну хворобу, усiх людей специфiчних професiй, певного психоло-

1Формально йдеться про дослiдження однiєї генеральної сукупностi. Проте
часто у прикладних задачах потребується порiвняльний аналiз кiлькох генераль-
них сукупностей. У такому разi слiд сформувати та проаналiзувати репрезента-
тивнi вибiрки з усiх генеральних сукупностей.
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гiчного типу тощо. З огляду на це процес практичного формування
репрезентативної вибiрки у психологiчному дослiдженнi проблема-
тичнiший, нiж у соцiологiчному. Тому психологи до формування ви-
бiрки ставляться не так суворо, як соцiологи.

Приклад 4.1.2. Припустимо, психолог розробив нову методику
виведення людини зi стану сильного психологiчного стресу, спричи-
неного, скажiмо, деякою трагедiєю, i потрiбно перевiрити її. У тако-
му разi вiн формує деяку групу пацiєнтiв, застосовує до них розро-
блену методику, а потiм перевiряє результати. Якщо загалом у групi
виявляються покращення, може йтися про доцiльнiсть застосування
розробленої методики 1.

У такому разi маємо генеральну сукупнiсть людей, що перебува-
ють у станi стресу, i вибiркову групу, на якiй перевiряється методика.

Разом з тим зауважимо, що процес формування вибiрки в цьому
разi доволi суб’єктивний, iстотно залежить вiд конкретної ситуацiї i
не завжди репрезентативний.

Щодо другого етапу вибiркового дослiдження — аналiзу вибiр-
ки, — то соцiолог так само має певнi переваги над психологом.

По-перше, i у психологiчному, i в соцiологiчному дослiдженнi до-
слiджуванi ознаки найчастiше вимiрюються в порядкових шкалах.
Але завдання, якi при цьому постають перед психологом, спецiаль-
нiшi й складнiшi, нiж при аналiзi соцiологiчних даних.

По-друге, така сама картина виникає й у разi номiнальних шкал.
У соцiологiї номiнальну шкалу зазвичай використовують при оцi-
нюваннi частки громадян, якi вiддають перевагу певним полiтикам,
партiям, вiйськовим чи економiчним союзам, законам тощо. Мето-
ди розв’язання такої задачi нескладнi. Натомiсть у психологiї окрiм
оцiнювання частки доводиться розв’язувати й iншi задачi, напри-
клад, iмперативного впорядкування сукупностi за рiвнями номiналь-
ної шкали.

1Часто разом iз групою пацiєнтiв, на якiй перевiряють методику, формують
i контрольну групу, до якої цю методику не застосовують. Тодi покращення в
основнiй групi мали б бути iстотнiшi, нiж i контрольнiй.
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I по-третє, числовi шкали у психологiї застосовують дуже рiд-
ко, тодi як у соцiологiчному дослiдженнi значно частiше 1. А методи
аналiзу в разi застосування числових шкал не надто складнi, мало
того, доволi узагальненi.

Отже, методи аналiзу вибiрки, якi застосовують у психологiї,
меншою мiрою тривiальнi, нiж у соцiологiї.

4.2. Аналiз генеральної сукупностi

Як зауважувалося, реальну генеральну сукупнiсть великого об-
сягу важко описати достеменно точно. Точнiше, з практичних мiрку-
вань неможливо повнiстю описати частотний розподiл великої гене-
ральної сукупностi. Тому застосовують методи математичної стати-
стики, за допомогою яких можна оцiнювати параметри генеральної
сукупностi, наприклад, середнє чи стандартне вiдхилення, або опи-
сувати форму її частотного розподiлу. При цьому основним методом
є вибiркове дослiдження, тобто формування i аналiз вибiрки з гене-
ральної сукупностi.

Як правило, параметри генеральної сукупностi називають гене-
ральними, а параметри вибiркової сукупностi — вибiрковими. Так,
середнє значення генеральної сукупностi називають генеральним се-
реднiм, а стандартне вiдхилення вибiрки — вибiрковим стандартним
вiдхиленням.

Iснує багато пiдходiв до аналiзу генеральної сукупностi мето-
дом формування вибiрки. Найчастiше використовують два класи —
“оцiнки параметрiв” та “перевiрки статистичних гiпотез”.

Позначення генеральних i вибiркових параметрiв
У процесi вибiркового дослiдження генеральної сукупностi зазви-

чай вивчають кiлька її параметрiв. При цьому кожний генеральний
параметр має певну вибiркову версiю.

Щоб уникнути двозначностей, слiд домовитися, як розрiзняти ге-
неральну та вибiркову версiї статистичного параметра.

1Хоча не так часто, як порядковi.
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Насамперед сформулюємо найзагальнiшу домовленiсть. Нижнiй
iндекс “г” бiля будь-якого параметра означає, що цей параметр ге-
неральний, а iндекс “в” — що параметр вибiрковий.

Крiм того, за традицiєю використовуватимемо стандартнi позна-
чення для найуживанiших параметрiв (табл. 4.1)1.

Таблиця 4.1
Статистичний параметр Генеральна версiя Вибiркова версiя
Середнє значення µ X

Стандартне вiдхилення σ σв

4.2.1. Точковi й iнтервальнi оцiнки

Припустимо, необхiдно визначити середнiй дохiд на душу насе-
лення в Українi за мiсяць. Для цього потрiбно суму всiх iндивiду-
альних доходiв подiлити на чисельнiсть населення країни. На жаль,
такий пiдхiд неможливо реалiзувати навiть за припущення, що в дер-
жавi здiйснюється тотальний облiк доходiв i iнформацiя про сумар-
нi доходи загальнодоступна. Справдi, у цьому разi все одно не буде
отримано точного значення чисельностi населення, тому що цей по-
казник упродовж мiсяця коливається. Тому загалом навiть постанов-
ка задачi про точне визначення середнього доходу не повною мiрою
коректна.

Проте iснує низка пiдходiв, за допомогою яких можна оцiнити
середнiй дохiд. Розглянемо найпростiший. Беруть випадкову вибiр-
ку якомога бiльшого обсягу i обчислюють середнє значення доходiв
у цiй вибiрцi. У подальшому вважають вибiркове середнє оцiнкою
шуканого середнього доходу. Такi оцiнки називають точковими.

Проблема такого пiдходу лише одна — вибiркове середнє вiд од-
нiєї вибiрки до iншої може змiнюватись i доволi iстотно. Скажiмо,
якщо в однiй випадковiй вибiрцi зi 100 осiб не було жодного мiльйо-
нера, а у такiй самiй другiй, але дослiджуванiй iншою соцiологiчною

1Загальноприйняте також позначення s2 незмiщеної точкової оцiнки дисперсiї
(див. пiдрозд. 5.1).
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службою, мiльйонер є, то вибiрковi середнi можуть рiзнитися на два-
три порядки.

Однак точкову оцiнку покладено в основу всiх методiв оцiнюван-
ня генеральних параметрiв.

Пiдсумовуючи сказане, отримуємо таке означення.

Означення 4.1. Точковою оцiнкою генерального параметра на-
зивають функцiю1, яка кожнiй вибiрцi з генеральної сукупностi ста-
вить у вiдповiднiсть деяке число. Це число вважають гiпотетичною
оцiнкою генерального параметра.

Формально точковою оцiнкою може бути довiльна функцiя на
вибiрках. Зрозумiло, що практичне значення мають лише точковi
оцiнки, якi доволi точно оцiнюють реальне значення генерального
параметра. У пiдрозд. 5.1 розглянемо властивостi точкових оцiнок,
якi забезпечують практичнiсть їх застосування.

Надiйнiшим методом оцiнювання генеральних параметрiв є так
званi iнтервальнi оцiнки.

Означення 4.2. Оцiнку параметра генеральної сукупностi ви-
гляду “параметр належить до iнтервалу (a, b)” називають iнтерваль-
ною. Iнтервальна оцiнка вважається правильною, якщо реальне зна-
чення генерального параметра справдi належить до iнтервалу (a, b).
Коефiцiєнтом довiри (рiвнем надiйностi, або рiвнем довiри) iнтер-
вального оцiнювання називають iмовiрнiсть отримати правильну iн-
тервальну оцiнку. При цьому iнтервал (a, b) називають довiрчим 2.

Приклад 4.2.1. Якщо в ситуацiї, описанiй на початку п. 4.2.1,
вибiркове середнє дорiвнює 620 грн, то точкова оцiнка може вигля-
дати так: “Середнє значення доходiв на душу населення в Українi за
попереднiй мiсяць становить 620 грн”.

1Iншими словами, формулу.
2Рiвень надiйностi, наприклад, 95% означає, що в результатi 100 однакових

експериментiв у середньому 95 разiв значення вимiрюваного параметра потра-
пить до довiрчого iнтервалу. Зрозумiло, що в цьому разi довiрчому iнтервалу не
можна “довiряти” повнiстю, оскiльки приблизно у 5% випадкiв значення вимi-
рюваного параметра не потраплять до цього iнтервалу.
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Натомiсть iнтервальна оцiнка могла б виглядати так: “З 95%-м
рiвнем довiри середнє значення доходiв на душу населення в Українi
за попереднiй мiсяць належить iнтервалу (608 грн; 632 грн)”.

В iнтервальних оцiнках коефiцiєнт довiри позначають k або γ.
Як правило, вiн дорiвнює 90, 95, 99 або 99,9%. Коли йдеться про
довiрчий iнтервал, вказують його рiвень довiри. Наприклад, кажуть
про 95%-й довiрчий iнтервал.

Класичним методам визначення iнтервальних оцiнок генераль-
них параметрiв присвячено пiдрозд. 5.2.

4.2.2. Перевiрка гiпотез

Сутнiсть будь-якого оцiнювання (як точкового, так i iнтерваль-
ного) полягає в тому, що при аналiзi вибiрки роблять певнi виснов-
ки про параметри генеральної сукупностi. При цьому часто припус-
кається, що вiдома форма частотного розподiлу генеральної сукуп-
ностi.

Перевiрка — або тестування — гiпотез є загальнiшим завданням,
нiж оцiнювання. Вона полягає в тому, що на основi аналiзу вибiрки
перевiряють деяке припущення про генеральну сукупнiсть. Припу-
щення можуть бути рiзноплановi. Вони можуть стверджувати щось
не тiльки про генеральнi параметри, а й про генеральний розподiл,
про змiну генерального параметра, про спiввiдношення, взаємозв’я-
зок1 кiлькох генеральних сукупностей тощо. У термiнах статистики
припущення про генеральну сукупнiсть називають статистичними
гiпотезами, а методи перевiрки — критерiями.

Означення 4.3. Статистичною гiпотезою називають твер-
дження про вигляд частотного розподiлу генеральної сукупностi, йо-
го параметри або спiввiдношення кiлькох генеральних сукупностей.

Стандартна процедура перевiрки статистичної гiпотези полягає
в тому, що формулюють два твердження: так званi основну та аль-
тернативну гiпотези. Потiм, дослiджуючи вибiрку, намагаються за

1Зауважимо, що оцiнювання певних коефiцiєнтiв так само дає змогу аналiзу-
вати взаємозв’язок сукупностей.
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допомогою певного критерiю пiдтвердити або спростувати основну
гiпотезу, тим самим пiдтвердивши альтернативну.

Означення 4.4. Основною, або нульовою, називають стати-
стичну гiпотезу, яку намагаються пiдтвердити за допомогою кри-
терiю. Якщо критерiй не пiдтверджує основну гiпотезу, то кажуть,
що вiн її вiдхиляє. Основну гiпотезу позначають символом H0.

Термiн “нульова гiпотеза” пов’язаний з тим, що найпростiше те-
стування гiпотез полягає в перевiрцi твердження про рiвнiсть гене-
рального параметра деякому числу. Це твердження iнодi записують
у такому виглядi:

{генеральний параметр} − {його значення, що тестується} = 0.

Зауважимо, що нуль у цьому твердженнi й дав назву гiпотезi.
Означення 4.5. Альтернативною, або конкуруючою, гiпоте-

зою називають твердження, яке вважається правильним, якщо кри-
терiй вiдхилив основну гiпотезу. Альтернативну гiпотезу позначають
символом H1.

Як правило, альтернативна гiпотеза — це твердження, яке логi-
чно протилежне основнiй гiпотезi. Проте iнодi альтернативну гiпо-
тезу формулюють iнакше.

Означення 4.6. Статистичним критерiєм, або просто крите-
рiєм, називають правило, за допомогою якого, дослiдивши вибiрку,
приймають або вiдхиляють основну гiпотезу.

Зауважимо, що деякий статистичний критерiй не обов’язково ви-
користовують з метою довести основну гiпотезу. З позицiй будь-
якого статистичного критерiю обидвi гiпотези цiлком рiвноправнi 1.

Приклад 4.2.2. Припустимо, необхiдно перевiрити вiдоме твер-
дження про акселерацiю мiського населення. Нехай вiдомi результа-
ти соцiологiчного дослiдження 1970 р., згiдно з яким середнiй зрiст
мiського дорослого населення в деякiй країнi становить 176,2 см. То-
дi можна сформулювати такi гiпотези.

1Якщо ще точнiше, то статистичне дослiдження найчастiше здiйснюють з
метою перевiрки альтернативної гiпотези.
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H0: Середнiй зрiст мiського населення у країнi на цей момент
перевищує 176,2 см.

H1: Середнiй зрiст мiського населення у країнi на цей момент
не перевищує 176,2 см 1.

Далi потрiбно було б сформувати випадкову вибiрку, дослiдити
її i за допомогою деякого критерiю пiдтвердити гiпотезу H0 про на-
явнiсть акселерацiї або гiпотезу H1 про її вiдсутнiсть.

Використання процедури перевiрки гiпотез не означає автомати-
чно, що слiд сформулювати правильну гiпотезу як основну, а потiм
намагатися її довести. Мало того, часто в задачах, особливо у пси-
хологiчних дослiдженнях, позитивним результатом вважається вiд-
хилення основної гiпотези.

Статистичнi критерiї подiляють на двi великi групи: параме-
тричнi та непараметричнi . Першi з них — це критерiї, за допо-
могою яких перевiряють гiпотези про параметри розподiлiв (напри-
клад, про середнє значення, стандартне вiдхилення тощо). Усi iншi
критерiї непараметричнi (наприклад, такi критерiї можуть виявля-
ти подiбнiсть двох розподiлiв, розпiзнавати зсув рiвня ознаки в ге-
неральнiй сукупностi тощо).

Як будь-яка статистична процедура, тестування гiпотез не дає
можливостi зробити абсолютнi висновки. При перевiрцi гiпотези в
дослiдженнi завжди може виявитися помилка. Наприклад, перевi-
ряють гiпотезу про рiвнiсть середньорiчного доходу населення зна-
ченню 1200 ум. од. Для цього беруть випадкову вибiрку i застосову-
ють до її аналiзу конкретний статистичний критерiй. На жаль, це не
означає, що вибiрка вiдповiдатиме реальнiй ситуацiї у країнi. Напри-
клад, якщо до неї потраплять кiлька мiльйонерiв, то стверджувати
про правильний результат тестування гiпотези немає сенсу.

Отже, перевiряючи статистичну гiпотезу, слiд враховувати мо-
жливi помилки. Цi помилки можуть статися з рiзних причин. Роз-
глянемо таку схему.

1Часто в таких задачах альтернативну гiпотезу формулюють так: середнiй
зрiст залишився на рiвнi 176,2 см. Це той випадок запису альтернативної гiпоте-
зи, коли вона не є логiчно протилежною нульовiй.
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Для генеральної
сукупностi правильна

гiпотеза

У результатi застосування
критерiю прийнята гiпотеза

основна альтернативна
основна Немає помилки Помилка першого роду

альтернативна Помилка другого роду Немає помилки

Як бачимо, можливi чотири варiанти спiввiдношення реальної
ситуацiї в генеральнiй сукупностi i висновкiв процедури тестування.
У двох з них висновки збiгаються з реалiями i тому правильнi. Але
в iнших двох випадках висновки будуть неправильнi. Традицiйно у
висновках (згiдно з наведеною щойно схемою) розрiзняють помилки
першого та другого роду.

Означення 4.7. Помилкою першого роду процедури тестування
називають таку, яка полягає у вiдхиленнi правильної основної гi-
потези. Iмовiрнiсть такої похибки називають рiвнем значущостi та
позначають α.

Означення 4.8. Помилкою другого роду процедури тестування
називають таку, яка полягає у прийняттi неправильної основної гi-
потези. Iмовiрнiсть такої похибки позначають β, а величину 1 − β
називають потужнiстю критерiю1.

На жаль, при перевiрцi врахувати одночасно двi помилки немо-
жливо. Як правило, чинять так: фiксують якомога менший рiвень
значущостi i вважають його характеристикою надiйностi тестуван-
ня. А помилку другого роду враховують, порiвнюючи рiзнi адекватнi
конкретнiй задачi статистичнi критерiї за їх потужнiстю.

Тепер вiдомi всi поняття, необхiднi для формулювання основної
схеми процедури перевiрки гiпотез. Запишемо її у виглядi алгори-
тму.

1. Формулюємо основну гiпотезу.
2. Записуємо альтернативну гiпотезу.
3. Пiдбираємо адекватний конкретнiй задачi статистичний кри-

терiй.
4. Задаємо рiвень значущостi.

1Потужнiсть критерiю — це його здатнiсть вiдхилити неправильну основну
гiпотезу.
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5. Формуємо випадкову вибiрку 1.
6. Аналiзуючи цю вибiрку за допомогою критерiю при задано-

му рiвнi значущостi, приймаємо основну або альтернативну гiпоте-
зу. Висновок, як правило, записують у такому виглядi: “На такому-
то рiвнi значущостi такий-то критерiй пiдтверджує (або вiдхиляє)
основну гiпотезу”.

На цей момент розглянуто лише iдеї, покладенi в основу процеду-
ри перевiрки гiпотез. Повнiший аналiз цiєї методики, а також низку
статистичних критерiїв вивчатимемо в розд. 6.

4.3. Процедура вибiрки

Перед виборами 2002 р. до Верховної Ради України кiлька вi-
домих соцiологiчних служб сформували прогнози розподiлу голосiв
виборцiв мiж партiями. При цьому кожне дослiдження базувалося на
опитуваннi кiлькох тисяч осiб (близько 0,01% загальної чисельностi
виборцiв). Результати прогнозiв рiзнилися неiстотно. Наступнi вибо-
ри засвiдчили, що прогнози незначно вiдрiзнялись i вiд реального
розподiлу голосiв (для бiльшостi партiй-лiдерiв абсолютнi помилки
не перевищували 2% голосiв). Проте помилки були.

Отже, при формуваннi вибiрки частина iнформацiї про генераль-
ну сукупнiсть втрачається. Проте цi втрати, як правило, незначнi й
за даними вибiрки генеральну сукупнiсть можна описати доволi то-
чно. Разом з тим матерiальнi та часовi затрати на формування й
дослiдження вибiрки на кiлька порядкiв меншi, нiж на повне дослi-
дження генеральної сукупностi.

Врештi-решт, як зауважувалося, iнодi дослiдити всю генеральну
сукупнiсть принципово неможливо, наприклад, коли вона змiнюєть-
ся упродовж дослiдження.

Розглянемо ще приклад. Так, потрiбно дослiдити новi лiки, про
побiчну дiю яких iнформацiї немає. Застосування цих лiкiв до всiєї
генеральної сукупностi може виявитись небезпечним. Як прави-

1Iнодi основну та альтернативну гiпотези формулюють пiсля генерування та
попереднього аналiзу вибiрки (див. розд. 6).
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ло, лiки випробовують спочатку на невеликих групах пацiєнтiв-
добровольцiв.

Для того щоб вибiркове дослiдження мало сенс, необхiдно, щоб
вибiрка була репрезентативною, тобто адекватно репрезентувала ге-
неральну сукупнiсть. У противному разi результати дослiдження мо-
жуть iстотно вiдрiзнятися вiд реальних характеристик генеральної
сукупностi. Наприклад, якщо випробовувати новi лiки на групi па-
цiєнтiв молодого вiку, то це не означає, що вони допоможуть людям
похилого вiку. Так само навряд чи можна коректно спрогнозувати
результати виборiв, якщо опитувати громадян лише в одному регiонi
країни. А за даними Internet-опитування неможливо дiйти правиль-
них висновкiв про середнiй рiвень доходiв населення.

З позицiй теорiї iдеально репрезентує генеральну сукупнiсть ви-
бiр навмання. Наприклад, складаємо повний список киян, випадково
вибираємо з нього 1000 осiб, зустрiчаємося з кожною з них, опиту-
ємо i аналiзуємо зiбрану iнформацiю. На практицi це органiзувати
важко. Справдi, адже цей список мав би змiнюватись щонайменше
кожної години. Мало того, навiть якщо вдасться iдеально випадко-
во вiдiбрати 1000 осiб, на опитування потрiбно витратити певний
час (як правило, кiлька днiв чи тижнiв залежно вiд потужностей
соцiологiчної служби). А за цей час характеристики генеральної су-
купностi так само можуть змiнитися. Нарештi, частина осiб завжди
вiдмовляється давати iнтерв’ю або повiдомляє неправильну iнфор-
мацiю.

Отже, iдеальний з позицiй теорiї вибiр зробити майже неможли-
во. Тому потрiбно вмiти здiйснювати iдеальний вибiр з практичних
позицiй. З подiбними методами ознайомимося далi.

4.3.1. Види вибiрок

Iснує кiлька видiв здiйснення вибiрки. В основу кожної з них
покладено певний принцип чи критерiй. Розглянемо найпопулярнiшi
види вибору.

1. Одним з критерiїв формування вибiрки є зручнiсть, а отже, i
її низька вартiсть. Наприклад, як вибiрку можна взяти першi 100
пунктiв з повного списку, першi 50 телефонних номерiв у довiднику
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тощо. Такi методи можуть призвести до помилкових висновкiв. Але
найгiрше те, що неможливо оцiнити розмiр помилки.

2. Вибiрку можна формувати за принципом правдоподiбностi.
Наприклад, можна опитати лише студентiв третього (тобто серед-
нього) курсу iз середнiм балом “4”. Правдоподiбно, що вибiрка саме
таких студентiв усереднює думку всiх студентiв закладу. Розглянемо
i такий приклад. Для дослiдження суспiльства загалом можна було
б сформувати вибiрку з представникiв середнього класу, вважаючи,
що цей прошарок усереднює характеристики суспiльства. На жаль,
i в таких вибiрках неможливо встановити анi природу, анi розмiри
помилок.

3. Достатню репрезентативнiсть генеральнiй сукупностi iнодi на-
дають так званi систематичнi вибiрки. Наприклад, вибiр кожного
десятого елемента з повного списку дає систематичну вибiрку. Си-
стематичну вибiрку можна сформувати, якщо опитувати, скажiмо,
кожного п’ятого перехожого на вулицi. Якщо при цьому додатково
ввести низку обмежень, наприклад, на кiлькiсть опитаних на однiй
вулицi чи на кiлькiсть опитаних у певнi години, то можна досяг-
ти якiсної репрезентативностi вибiрки. Проте систематична вибiрка
може призвести до значних помилок. Наприклад, якщо опитувати
господаря кожного другого будинку на вулицi, то в результатi буде
отримано думку лише тих, хто мешкає з одного боку вулицi. А це
може значно спотворити висновки. Вибранi люди можуть по-рiзному
ставитись до iснуючих транспортних лiнiй, з вiкон їх будинкiв вiд-
криваються рiзнi панорами, врештi-решт не виключено, що ця вули-
ця вiдокремлює квартали багатих та бiдних.

4. Чи не єдиним способом уникнути спотворень при формуваннi
вибiрки є лише цiлковито випадковий вибiр. При випадковому виборi
дослiдження не залежать вiд характеру генеральної сукупностi. Ра-
зом з тим зауважимо, що випадковiсть не означає довiльного вибору
елементiв генеральної сукупностi. Навпаки, при формуваннi випад-
кової вибiрки потрiбно дотримуватись певних встановлених правил.
Далi розглянемо пiдходи до формування випадкових вибiрок.
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4.3.2. Випадковi вибiрки

Коли розглядають випадкову вибiрку, зазвичай вважають, що ви-
конуються три властивостi:

• iмовiрнiсть отримати нерепрезентативну вибiрку низька;
• iмовiрнiсть швидко зменшується при збiльшеннi обсягу вибiр-

ки;
• iмовiрнiсть можна оцiнити.
Наприклад, якщо серед студентства вищого навчального закладу

30% студентiв i 70% студенток, то у випадковiй вибiрцi спiввiдно-
шення кiлькостi студентiв i студенток має залишатися приблизно
таким самим. Проте можна отримати дуже нерепрезентативну ви-
бiрку, скажiмо, таку, що складається лише зi студентiв. Оцiнимо
ймовiрнiсть отримання такої вибiрки. Ймовiрнiсть вибрати першо-
го студента становить 0,3, другого — 0,3 · 0,3 = 0,09, третього —
0,09 · 0,3 = 0,027 i так до кiнця. Ймовiрнiсть отримати вибiрку обся-
гом 10 з одних студентiв становить 0,310 = 0,095 < 0,15 = 0,00001 i є
вже доволi малою. При цьому ця ймовiрнiсть швидко зменшується
зi збiльшенням обсягу вибiрки.

Розглянемо, як можна органiзувати iдеальну процедуру випад-
кового вибору.

1. Насамперед потрiбно скласти список усiх елементiв генераль-
ної сукупностi.

2. Кожному елементу дати унiкальний номер (порядковий номер
у списку).

3. Усi номери записати на окремi картки.
4. Картки покласти в урну i перемiшати.
5. З урни навмання витягти необхiдну кiлькiсть карток i за їх

номерами iдентифiкувати елементи зi списку 1.
Наведена процедура має кiлька “вузьких” мiсць. Насамперед

складання повного списку може виявитись надто дорогим. Мало то-
го, iнодi повний список принципово неможливо скласти. Наприклад,

1Часом потрiбно сформувати вибiрку, елементи якої можуть повторюватись
(див. пiдрозд. “Ймовiрнiсний вибiр” на ст. 142). Для цього слiд повторити ви-
бiр, тобто кожну картку, яку витягнуто з урни, пiсля записування номера знову
покласти в урну.
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неможливо скласти список усiх хворих на рак, бо багато людей не
дiагностовано на поточний момент.

Окрiм того, складно iдеально перемiшувати картки в урнi. Часто
можуть зустрiчатися доволi великi групи послiдовних (чи майже по-
слiдовних) номерiв. Iншими словами, картки, що до перемiшування
були сусiднiми, мають тенденцiю залишатися сусiднiми i пiсля пере-
мiшування.

Першу проблему вирiшують за допомогою рiзних модифiкацiй
iдеальної процедури, а другу — за допомогою математичних алгори-
тмiв генерування так званих псевдовипадкових чисел1. На практицi
цi алгоритми знати не потрiбно. Можна користуватись таблицями
випадкових чисел або комп’ютерними засобами.

4.3.3. Методи формування випадкових вибiрок

Насамперед опишемо, як здiйснити випадкову вибiрку за допо-
могою таблиць. Таку таблицю наведено в дод. 7.3. Зауважимо, що
для статистичних методiв, якi розглядаються в цьому посiбнику, по-
трiбно вмiти генерувати лише цiлi числа. Тому далi пiд випадковим
числом розумiтимемо випадкове цiле число.

Генерування послiдовностi випадкових чисел за допомогою
таблиць

Нехай потрiбно вибрати n випадкових елементiв з генеральної
сукупностi обсягом N . Тодi для iндексацiї елементiв генеральної су-
купностi потрiбно N номерiв 1, 2, . . . , N . Припустимо, число N мi-
стить k цифр. Тодi для запису кожного з чисел 1, 2, . . . , N достатньо
k цифр. При цьому, якщо число має менше k цифр, домовимося до-
писувати на його початку необхiдну кiлькiсть нулiв.

Наприклад, якщо N = 400, то для його запису потрiбно три ци-
фри, тобто k = 3. Тодi номер 1 зображатимемо 001.

Тепер опишемо процедуру формування n випадкових номерiв з
1, 2, . . . , N . Для цього потрiбно спочатку довiльно вибрати будь-яку

1Для спрощення називатимемо їх випадковими числами.
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цифру з табл. Д.2.1 1. Далi, рухаючись вправо i вниз, слiд послiдовно
виписувати наступнi цифри з таблицi. Отриману послiдовнiсть цифр
групують по k штук. Кожна група утворює випадкове k-цифрове чи-
сло. Деякi з цих чисел можуть перевищувати N . Їх потрiбно викре-
слити, позаяк вiдповiднi номери не iндексують елементiв генеральної
сукупностi.

Числа, якi залишаються пiсля викреслювання (тобто тi, якi не
перевищують N), i утворюють випадкову послiдовнiсть iндексiв еле-
ментiв генеральної сукупностi. Взявши першi n з них, отримаємо
шукану вибiрку.

Зауважимо, що при генеруваннi вибiрки без повторень елементiв
потрiбно викреслювати також елементи, якi повторюються.

Приклад 4.3.1. Припустимо, на курсi навчається 76 студентiв.
Нехай для проведення контрольного зрiзу знань потрiбно випадково
вибрати 10 з них. Опишемо, як можна сформувати таку випадкову
вибiрку.

Використовуючи позначення цього пiдпункту, маємо N = 76,
k = 2 i n = 10. Виберемо довiльно першу цифру з табл. Д.2.1. Нехай
вибрано цифру 5, розташовану на перетинi рядка 21 та стовпця 11.
Випишемо послiдовно кiлька цифр, групуючи їх по двi:

55, 06, 93, 43, 85, 14, 92, 05,
78, 68, 94, 01, 45, 46, 56, 14, ...

З цiєї послiдовностi виключимо числа, якi перевищують 76,
оскiльки вони не iндексують елементiв генеральної сукупностi. Чи-
сла, що залишаться, видiлимо напiвжирним шрифтом. Перелiчимо
їх окремо.

Номер числа 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Число 55 06 43 14 05 68 01 45 46 56 14

Першi 10 з цих чисел i визначають номери студентiв у загальному
списку, якi потрапляють до вибiрки.

1При цьому про iдеальну випадковiсть вибору першої цифри не може йтися.
Такий вибiр суб’єктивний. Проте при генеруваннi великої вибiрки суб’єктивiзм
вибору першої цифри значного впливу не справляє.
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Зауважимо, що якби потрiбно було сформувати вибiрку бiльшого
обсягу, наприклад, з 15 осiб, то число 14, яке стоїть на позицiї 11, так
само потрiбно було б викреслити. Справдi, це число повторюється,
воно вже зустрiчалося на позицiї 4. А один студент, зрозумiло, не
може писати контрольну роботу двiчi.

Приклад 4.3.2. Нехай генеральна сукупнiсть мiстить 600 еле-
ментiв. Тодi для iндексацiї кожного елемента потрiбнi 3 цифри: 001,
002,..., 599, 600. Сформуємо вибiрку з 12 елементiв. У табл. Д.2.1
вибираємо навмання довiльну цифру i починаючи з неї послiдовно
виписуємо з таблицi цифри, групуючи їх по три.

Припустимо, цей ряд почали з цифри 6, розташованої на перетинi
рядка 14 та стовпця 12. Отримаємо послiдовнiсть трiйок:

601, 707 , 390, 739, 026, 402, 242, 126, 514, 406,
374, 050, 914 , 920, 478, 366, 912 , 141, 317, 870 , ...

З цiєї послiдовностi виключимо числа, що перевищують 600, по-
заяк вони не зустрiчаються в генеральнiй сукупностi. Решта чисел
(видiленi напiвжирним шрифтом) належать до генеральної сукуп-
ностi. Перелiчимо їх окремо.

Номер числа 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Число 390 26 402 242 126 514 406 374 50 478 366 141 317

Першi 12 з цих чисел i визначають випадкову вибiрку.
Розглянемо тепер iншi методи формування вибiрки1.

Багаторiвнева вибiрка
Багаторiвневий вибiр передбачає кiлька крокiв з попереднiм роз-

подiлом генеральної сукупностi на iєрархiчно-групову структуру. На
першому кроцi випадково вибирають кiлька груп найвищого рiвня,
на другому — у кожнiй з цих груп вибирають кiлька пiдгруп i так
до кiнця. На останньому кроцi вибирають безпосередньо елементи
генеральної сукупностi.

1Класифiкацiю запозичено з [25].
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Скажiмо, якщо потрiбно здiйснити опитування студентiв деяко-
го унiверситету, то сукупнiсть загальної чисельностi студентiв має
природну iєрархiю: факультети, вiддiлення, курси, академiчнi гру-
пи, студенти. Спочатку випадково вибираємо кiлька факультетiв,
на кожному з них — денне, заочне або вечiрнє вiддiлення, далi для
кожного вiддiлення випадково вибираємо курс, потiм кiлька груп,
нарештi, у кожнiй групi випадково опитуємо кiлькох студентiв.

Кластерна вибiрка
Пiд кластерною вибiркою розумiють багаторiвневий вибiр з ге-

неральної сукупностi, iєрархiчну структуру якої сформовано за гео-
графiчною ознакою.

Наприклад, при аналiзi генеральної сукупностi, яка складається
iз загальної чисельностi громадян країни, можна спочатку випадко-
во вибрати кiлька мiст i сiл, у кожному з них — кiлька районiв, у
кожному районi — кiлька вулиць, на кожнiй вулицi — кiлька будин-
кiв, у кожному будинку — мешканцiв кiлькох квартир. При цьому на
кожному кроцi використовують звичайну технiку випадкового вибо-
ру.

Стратифiкацiйна вибiрка
Припустимо, за деякою ознакою можна подiлити генеральну су-

купнiсть на кiлька груп1 одного iєрархiчного рiвня. Припустимо та-
кож, що вiдоме кiлькiсне спiввiдношення обсягiв цих груп. Тодi ви-
бiрку, яка враховує це спiввiдношення, називають стратифiкацiй-
ною.

Наприклад, нехай вiдомо, що у вищому навчальному закладi
є 200 професорiв, 400 доцентiв та 600 асистентiв. Якщо потрiбно
здiйснити їх опитування, можна сформувати випадкову вибiрку, в
якiй спiввiдношення професори : доценти : асистенти становитиме
200 : 400 : 600 = 2 : 4 : 6 = 1 : 2 : 3. Скажiмо, можна випадково ви-
брати 3 професора, 6 доцентiв i 9 асистентiв. У результатi отримаємо
випадкову вибiрку з 18 осiб, яка враховує спiввiдношення чисельно-
стi категорiй викладачiв.

1У соцiологiї їх називають стратами.
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Як правило, стратифiкацiйнi вибiрки краще репрезентують ге-
неральну сукупнiсть, нiж звичайнi випадковi. На жаль, iнформацiя
про обсяги страт часто невiдома або недоступна.

Зважування

Якщо вiдомi пропорцiї розподiлу генеральної сукупностi на стра-
ти, їх можна врахувати, навiть здiйснивши звичайний випадковий
вибiр. Для цього використовують так звану процедуру зважування.
Найлегше її зрозумiти на прикладi.

Нехай вiдомо, що в генеральнiй сукупностi спiввiдношення чоло-
вiкiв до жiнок становить 51 : 49. Припустимо, сформовано випадко-
ву вибiрку зi 100 iндивiдуумiв з метою встановлення рiвня середньої
заробiтної плати в сукупностi.

Якщо вiдомо, що чоловiки в середньому отримують бiльшi заро-
бiтнi плати, нiж жiнки, а в розглядуванiй вибiрцi 60 чоловiкiв i 40
жiнок, то природно очiкувати, що вибiрка встановить завищений рi-
вень середньої заробiтної плати. У такому разi можна застосувати
процедуру зважування.

Для цього розмiр заробiтної плати кожного чоловiка потрiбно
помножити на коригуючий множник

40 · 51
60 · 49

,

а для кожної жiнки — на
60 · 49
40 · 51

,

достосовуючи їх до пропорцiї вихiдного розподiлу.
Як правило, зважування вибiрки дає гiршi результати, нiж без-

посередньо стратифiкацiйний вибiр. Зокрема, зважування може зна-
чно впливати на величину помилок. Скажiмо, у наведеному прикла-
дi для жiнки у вибiрцi з нетипово великою заробiтною платою вона
збiльшиться ще в 1,5 раза. А в результатi помилка аналiзу може
значно збiльшитись.
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Ймовiрнiсний вибiр

Вибiрку, ймовiрнiсть потрапляння до якої кожного елемента ге-
неральної сукупностi вiдома, називають ймовiрнiсною. У цьому ра-
зi теоретично можна визначити значення помилки. Найважливiшою
формою ймовiрнiсної вибiрки є така, яка забезпечує однакову ймо-
вiрнiсть вибору довiльного елемента генеральної сукупностi.

Означення 4.9. Простою випадковою називають вибiрку, ймо-
вiрнiсть вибору якої з генеральної сукупностi дорiвнює ймовiрностi
вибору довiльної вибiрки такого самого обсягу.

Власне припущення, що використовується проста випадкова ви-
бiрка, покладено в основу бiльшостi теоретичних результатiв, якi за-
безпечують можливiсть опису генеральної сукупностi шляхом аналi-
зу вибiрки.

Зауваження 4.1. Зауважимо, що з позицiї теорiї просту випад-
кову вибiрку можна згенерувати, використовуючи лише вибирання
з поверненням. Iншими словами, навмання вибираємо елемент гене-
ральної сукупностi, записуємо iнформацiю про нього, а далi повер-
таємо цей елемент у генеральну сукупнiсть. Пiсля цього повторюємо
процедуру. При цьому один i той самий елемент може потрапити до
вибiрки кiлька разiв.

Практично ж вибiрки з поверненням, як правило, не застосову-
ють. Проте можна показати, що для великих генеральних сукупно-
стей i вiдносно невеликих вибiрок вибирання з поверненням i без
повернення рiзняться неiстотно.

Якщо ж генеральна сукупнiсть невелика, то ймовiрнiсть отрима-
ти вибiрку без повторень при формальному вибираннi з повернен-
ням може бути надто малою. Наприклад, якщо на факультетi 300
студентiв i формується вибiрка з поверненням обсягом 20, то ймовiр-
нiсть отримати вибiрку без повторень становить лише 0,523. Отже,
вибирання з поверненням i без повернення в такому разi рiзняться
iстотно.
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Вибiрка зi змiненими пропорцiями

Часом з певних мiркувань дослiднику потрiбно у вибiрцi якнай-
повнiше врахувати характеристики певної пiдгрупи в генеральнiй
сукупностi. Тодi вiн може свiдомо збiльшити частку цiєї пiдгрупи у
вибiрцi порiвняно з вiдсотком, який мав би припадати на пiдгрупу
з огляду на її реальний обсяг. Таку вибiрку називають вибiркою iз
змiненими пропорцiями.

Наприклад, нехай статистичнi дослiдження засвiдчують, що спiв-
вiдношення хворих на певну хворобу i здорових людей становить
1:100. Теоретично, якщо потрiбно дослiдити цю хворобу, слiд сфор-
мувати вибiрку з такою самою пропорцiєю. Проте на практицi у ви-
бiрку включають набагато бiльший вiдсоток хворих.

Випадковi експерименти

Розглянемо тестування нового методу лiкування певної хворо-
би. Для того щоб перевiрити ефективнiсть цього методу, викону-
ють таку процедуру. Спочатку з генеральної сукупностi всiх хворих-
добровольцiв випадково вибирають групу пацiєнтiв. Далi цю групу
випадково подiляють на двi рiвновеликi пiдгрупи. В однiй пiдгру-
пi — експериментальнiй — апробовують нову методику, а у другiй —
контрольнiй — iмiтують апробацiю нової методики, використовую-
чи, наприклад, несправжнi пiгулки. Порiвняння перебiгу хвороби у
двох пiдгрупах дає змогу оцiнити ефективнiсть методики. Такi про-
цедури називають випадковими експериментами.

4.4. Вибiрковi розподiли

Як зауважувалося, суть вибiркового дослiдження полягає в тому,
що для аналiзу генеральної сукупностi дослiджують деяку репрезен-
тативну — в iдеалi просту випадкову — вибiрку.

Як зазначалося, одним iз завдань вибiркового дослiдження є оцi-
нювання параметрiв генеральної сукупностi. Розглянемо кiлька ва-
жливих понять, якi використовуються при розв’язуваннi таких зав-
дань.
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Припустимо, кiлька фахiвцiв незалежно дослiджують значення
певного параметра ϑ однiєї й тiєї самої генеральної сукупностi. На-
приклад, кiлька органiзацiй дослiджують рiвень популярностi1 про-
вiдних полiтичних партiй перед парламентськими виборами. Зро-
зумiло, що в результатi рiзних незалежних дослiджень оцiнки гене-
ральних параметрiв рiзнитимуться. Отже, майже всi дослiдники (на
практицi всi!) припускаються помилки. Для потенцiйного читача їх
звiтiв важливо знати рiвень цих помилок.

Проте генеральна сукупнiсть дослiджується за її окремими неве-
ликими частинами, тобто за умови неповної iнформацiї. Тому прин-
ципово неможливо визначити абсолютно точне значення помилки
кожного з дослiдникiв. Єдиний спосiб певною мiрою оцiнити рiвень
достовiрностi результатiв — спробувати знайти усередненi характе-
ристики потенцiйних помилок дослiдникiв. Для цього використову-
ють таку теоретичну процедуру.

Припустимо, потрiбно оцiнити генеральний параметр ϑ за допо-
могою вибiрки обсягом n. Тодi слiд незалежно взяти n випадкових
елементiв з генеральної сукупностi X1, X2, . . . , Xn. При цьому ймо-
вiрностi взяття будь-якого з елементiв рiвнi. Далi можна за вибiркою
X1, X2, . . . , Xn знайти точкову оцiнку параметра ϑ.

Кожна проста випадкова вибiрка дає певну точкову оцiнку пара-
метра ϑ. Якщо розглянемо всi можливi простi випадковi вибiрки об-
сягом n, отримаємо нову сукупнiсть даних, а саме сукупнiсть точко-
вих оцiнок параметра ϑ. Ця сукупнiсть має певне середнє значення
i стандартне вiдхилення. Припустимо, середнє значення цiєї сукуп-
ностi дорiвнює значенню параметра ϑ вихiдної генеральної сукуп-
ностi 2. Тодi природною усередненою характеристикою потенцiйної
помилки оцiнювання генерального параметра ϑ є стандартне вiдхи-
лення сукупностi всiх його можливих вибiркових значень.

Означення 4.10. Нехай генеральний параметр ϑ дослiджується
за простими випадковими вибiрками обсягом n. Тодi розподiл то-
чкових оцiнок параметра ϑ, знайдених для всiх простих випадко-
вих вибiрок, називають n-вимiрним вибiрковим розподiлом точкової

1У цьому разi ϑ — пропорцiя.
2А так є завжди в разi так званих незмiщених оцiнок (див. п. 5.1.2).
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оцiнки параметра ϑ. Стандартне вiдхилення n-вимiрного вибiрково-
го розподiлу точкової оцiнки параметра ϑ називають стандартною
помилкою.

Вибiрковi розподiли параметрiв мають лише теоретичне засто-
сування. Iншими словами, на практицi нiколи вибiрковi розподiли
не шукають. А надто, як випливає з прикладу 4.4.1, це неможливо.
Проте теоретичнi результати, якi характеризують поведiнку деяких
вибiркових розподiлiв, мають надзвичайно важливе значення для
оцiнювання надiйностi вибiркового дослiдження.

Приклад 4.4.1. Припустимо, генеральна сукупнiсть має об-
сяг N . Нехай для її дослiдження формують просту випадкову ви-
бiрку обсягом n. Можна показати, що обсяг сукупностi значень до-
слiджуваного параметра для всiх можливих простих випадкових ви-
бiрок обсягом n становить

M = nN .

Значення M надзвичайно швидко збiльшується зi збiльшенням
значень N та n.

Наприклад, якщо формується вибiрка обсягом 100 з генеральної
сукупностi обсягом 10000, то

M = 10010000 = 1020000,

а це надзвичайно велике число!

4.4.1. Розподiл вибiркового середнього

Найважливiшими вибiрковими розподiлами є вибiрковi розподiли
середнього значення. Для них навiть є окремий термiн.

Означення 4.11. n-вимiрний вибiрковий розподiл середнього
значення називають n-вимiрним розподiлом вибiркового середнього.

Спробуємо зрозумiти поведiнку розподiлiв вибiркового середньо-
го на гiперболiзованому прикладi дослiдження надзвичайно малої
генеральної сукупностi.
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Приклад 4.4.2. Нехай генеральна сукупнiсть складається з чо-
тирьох осiб рiзного зросту.

Номер особи у списку 1 2 3 4
Зрiст особи, см 172 176 180 180

Припустимо, що для оцiнки середнього значення зросту цiєї су-
купностi формують випадкову вибiрку обсягом 2 i визначають її се-
реднє значення. Спробуємо оцiнити рiвень потенцiйної помилки та-
кого дослiдження.

Для цього побудуємо двовимiрний розподiл вибiркового середньо-
го. Спочатку сформуємо всi простi випадковi вибiрки обсягом 21 i
визначимо середнє значення зросту в кожнiй з них (див. таблицю).

Двовимiрний розподiл вибiркового середнього
значення зросту чотирьох осiб

Номери
у списку

Значення зросту
у вибiрцi, см Вибiркове середнє, см

1 2 3
1; 1 172; 172 172
1; 2 172; 174 173
1; 3 172; 180 176
1; 4 172; 180 176
2; 1 174; 172 173
2; 2 174; 174 174
2; 3 174; 180 177
2; 4 174; 180 177
3; 1 180; 172 176
3; 2 180; 174 177

1Нагадаємо, що до простої випадкової вибiрки можуть потрапляти однi й тi
самi елементи. У розглядуваному прикладi така вибiрка могла б бути реалiзо-
вана так. Припустимо, що дослiджувана генеральна сукупнiсть складається з
усiх жителiв деякого острова. Експерт для формування вибiрки виконує таку
процедуру. Заглиблюється всередину острова в пошуках першого лiпшого. Зу-
стрiвшись з ним, вiн вимiрює його зрiст. Оскiльки пошук тривав довго, експерт
повертається на узбережжя i обiдає. Пiсля обiду вiн знову вирушає на пошуки i
вимiрює зрiст першого лiпшого. Два отриманих значення i утворюють вибiрку.
Зрозумiло, що експерт цiлком реально мiг двiчi зустрiти одну й ту саму людину!
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1 2 3
3; 3 180; 180 180
3; 4 180; 180 180
4; 1 180; 172 176
4; 2 180; 174 177
4; 3 180; 180 180
4; 4 180; 180 180

Знайшовши частоти отриманих вибiркових середнiх, утворимо
двовимiрний розподiл вибiркового середнього.

Вибiркове середнє 172 173 174 176 177 180
Частота 1 2 1 4 4 4

Середнє значення цього розподiлу

µX =
172 · 1 + 173 · 2 + 174 · 1 + 176 · 4 + 177 · 4 + 180 · 4

16
= 176,5.

Середнє значення вихiдної генеральної сукупностi

µ =
172 + 176 + 180 + 180

4
= 176,5.

Отже, доходимо висновку, що середнє значення розподiлу вибiр-
кового середнього збiгається iз середнiм значенням генеральної су-
купностi.

Разом з тим середнє значення жодної з вибiрок не збiгається з ге-
неральним середнiм. Отже, будь-який фахiвець, який прагнув би оцi-
нити середнiй зрiст генеральної сукупностi за вибiркою з двох осiб,
не мав би жодних шансiв отримати точне значення генерального се-
реднього. Кожна вибiрка продукує помилку. Для того щоб врахува-
ти рiвень цих помилок, природно визначити стандартне вiдхилення
σX розподiлу вибiркового середнього, iншими словами, стандартну
помилку. Опускаючи обчислення, одразу наведемо її значення:

σX ≈ 2,52.
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Водночас стандартне вiдхилення генеральної сукупностi

σ ≈ 3,57.

Чи можна знайти якийсь змiстовний зв’язок мiж значеннями σX

та σ? Виявляється, можна:

3,57 ≈ 2,52 ·
√

2,

де 2 — обсяг вибiрки.
Виявляється, наведенi закономiрностi невипадковi.
Теорема 4.1. Нехай генеральна сукупнiсть має середнє значен-

ня µ i стандартне вiдхилення σ; n — довiльне натуральне число. Тодi
середнє значення n-вимiрного розподiлу середнього вибiркового так
само дорiвнює µ, а його стандартна помилка становить σ/

√
n 1.

Значення цього результату полягає в тому, що при оцiнюваннi се-
реднього значення генеральної сукупностi знаємо, що вибiркове до-
слiдження в середньому (якби його виконувало багато незалежних
дослiдникiв) дає це середнє значення. Це, зокрема, вмотивовує ви-
користання вибiркового середнього як точкової оцiнки генерального
середнього.

1Доведення цiєї теореми нескладне. Якщо пригадати основнi поняття теорiї
ймовiрностi, легко зрозумiти такi мiркування. Нехай генеральна сукупнiсть X
має середнє значення µ i стандартне вiдхилення σ. Розглянемо розподiл Xв ви-
бiркового середнього для вибiрок обсягом n. З огляду на незалежнiсть елементiв
вибiрки математичне сподiвання цього розподiлу становитиме

M(Xв) = M
“X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

”
=

M(X1) + M(X2) + · · ·+ M(Xn)

n
=

=
nM(X)

n
= M(X) = µ,

дисперсiя

D(Xв) = D
“X1 + X2 + · · ·+ Xn

n

”
=

D(X1) + D(X2) + · · ·+ D(Xn)

n2
=

=
nD(X)

n2
=

σ2

n
.

Пригадавши, що стандартне вiдхилення дорiвнює квадратному кореню з дис-
персiї, остаточно отримаємо твердження теореми.
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Крiм того, можна наперед до формування вибiрки оцiнити серед-
нiй рiвень1 помилки, тобто стандартну помилку вибiркового дослi-
дження в термiнах мiри розсiювання елементiв генеральної сукупно-
стi. Зокрема, якщо мiра розсiювання генеральної сукупностi вiдома,
можна точно обчислити стандартну помилку.

Ця можливiсть використовується в iнтервальному оцiнюваннi ге-
нерального середнього. На жаль, навiть знаючи точне значення стан-
дартної помилки вибiркового дослiдження, неможливо безпосеред-
ньо оцiнити його надiйнiсть (див. означення 4.2). Рiч у тiм, що для
цього необхiдно вмiти визначати ймовiрнiсть правильностi отрима-
ного за вибiркою довiрчого iнтервалу. А це можна зробити, лише
знаючи форму2 розподiлу вибiркового середнього. Безпосередньо за
теоремою 4.1 вiдомi тiльки його середнє значення i стандартне вiд-
хилення.

На щастя, у математичнiй статистицi є результати — так званi
центральнi граничнi теореми, якi описують поведiнку при збiльшен-
нi обсягу вибiрки низки вибiркових розподiлiв, зокрема i розподiлу
вибiркового середнього. Цi результати та їх застосування наведемо
в пiдрозд. 5.2.

4.4.2. Спецiальнi вибiрковi розподiли

Поняття вибiркового розподiлу вводиться для обґрунтування ко-
ректностi точкових оцiнок i визначення надiйностi iнтервальних оцi-
нок. При цьому iнтервальнi оцiнки достовiрнiшi й тому становлять
бiльший iнтерес.

Розглянемо кiлька типiв задач iнтервального оцiнювання. Для
кожного з них iснують спецiальнi вибiрковi розподiли. Вибiрковий
розподiл для найважливiшого з цих типiв — iнтервального оцiнюван-
ня генерального середнього — вже розглянуто ранiше. Це розподiл
вибiркового середнього.

Коротко зупинимося ще на кiлькох типах вибiркових розподiлiв.
1Точнiше, середньоквадратичний рiвень.
2Як зауважувалось, найважливiшим завданням аналiзу статистичних розпо-

дiлiв є обчислення ймовiрностi потрапляння значень дослiджуваної ознаки до
заданого iнтервалу.
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Вибiрковий розподiл рiзницi середнiх
Нехай дослiджуємо двi незалежнi генеральнi сукупностi i гене-

ральнi середнi цих сукупностей дорiвнюють µX та µY , а стандартнi
вiдхилення вiдповiдно σX та σY .

На практицi часто потрiбно оцiнити не кожне значення µX та µY ,
а їх рiзницю µX − µY . Для такого оцiнювання попередньо потрiбно
сформувати вибiрки з генеральних сукупностей, а потiм проаналiзу-
вати їх. При цьому для врахування надiйностi дослiдження потребу-
ється теоретичний вибiрковий розподiл рiзницi середнiх, який через
наявнiсть не однiєї, а двох генеральних сукупностей структурно де-
що складнiший, нiж розподiл вибiркового середнього.

Означення 4.12. Розглянемо довiльну пару простих випадко-
вих вибiрок обсягом вiдповiдно nX та nY , сформованих з дослiджу-
ваних генеральних сукупностей. Визначимо рiзницю вибiркових се-
реднiх значень. Частотний розподiл таких рiзниць, знайдених для
всiх можливих пар простих випадкових вибiрок обсягами nX та nY ,
називають (nX , nY )-вимiрним вибiрковим розподiлом рiзницi серед-
нiх.

Для вибiркового розподiлу рiзницi середнiх маємо подiбне до те-
ореми 4.1 твердження.

Теорема 4.2. Нехай двi незалежнi генеральнi сукупностi мають
середнi значення µX та µY i стандартнi вiдхилення вiдповiдно σX

та σY . Нехай nX та nY — довiльнi натуральнi числа. Тодi середнє
значення (nX , nY )-вимiрного вибiркового розподiлу рiзницi середнiх
дорiвнює µX − µY , а його стандартна помилка становить

√
σ2

X

nX
+

σ2
Y

nY
.

Розподiл вибiркової пропорцiї
У соцiологiчних та психологiчних дослiдженнях часто необхiдно

оцiнити пропорцiї iндивiдуумiв з певною властивiстю, наприклад,
пропорцiї громадян, якi дають деяку конкретну вiдповiдь на запи-
тання про їх ставлення до певного суспiльного феномена. Якщо в та-
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ких дослiдженнях використовувати вибiрковий метод, постане про-
блема оцiнювання надiйностi дослiдження. При її розв’язаннi засто-
совують властивостi теоретичного вибiркового розподiлу пропорцiї.

Означення 4.13. Нехай для дослiдження пропорцiї елементiв
генеральної сукупностi з певною властивiстю формують простi ви-
падковi вибiрки обсягом n. Тодi частотний розподiл пропорцiй усiх
таких вибiрок називають n-вимiрним розподiлом вибiркової пропор-
цiї.

Як i для розглянутих ранiше вибiркових розподiлiв, для розподi-
лу вибiркової пропорцiї можна довести таку теорему.

Теорема 4.3. Нехай пропорцiя елементiв генеральної сукупностi
iз заданою властивiстю дорiвнює P ; n — довiльне натуральне число.
Тодi середнє значення n-вимiрного розподiлу вибiркової пропорцiї
дорiвнює P , а його стандартна помилка становить

√
P (1− P )

n
.

Справдi, усiх iндивiдуумiв генеральної сукупностi можна подiли-
ти на двi групи — тi, хто має дослiджувану властивiсть, i тi, хто її
не має. Iншими словами, генеральна сукупнiсть складається з даних,
що можуть приймати лише два значення: “має властивiсть” та “не
має властивостi”. При цьому, очевидно, теоретична ймовiрнiсть зу-
стрiти значення “має властивiсть” у генеральнiй сукупностi дорiвнює
генеральнiй пропорцiї P .

Формуючи n-вимiрний розподiл вибiркової пропорцiї, фактично
пiдраховуємо вiдноснi кiлькостi значень “має властивiсть” у групах
обсягом n. З означення бiномiального розподiлу (див. пiдрозд. 3.4)
випливає, що варiанти n-вимiрного розподiлу вибiркової пропорцiї
можна отримати з варiант бiномiального розподiлу з параметрами
(P ; n), роздiливши їх на n.

Тому за властивостями 2 та 3 бiномiального розподiлу i форму-
лами (2.3) i (2.4) середнє значення n-вимiрного розподiлу вибiркової
пропорцiї

1
n

nP = P,
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а його стандартна помилка

1
n

√
nP (1− P ) =

√
P (1− P )

n
.

Вибiрковий розподiл рiзницi пропорцiй
Для порiвняння пропорцiй елементiв з конкретною властивiстю

у двох незалежних генеральних сукупностях використовують такi
означення i теорему.

Означення 4.14. Нехай становить iнтерес рiзниця пропорцiй
елементiв з конкретною властивiстю у двох незалежних генераль-
них сукупностях. Розглянемо довiльну пару простих випадкових ви-
бiрок обсягом вiдповiдно nX та nY , сформованих з дослiджуваних
генеральних сукупностей. Тодi можна визначити рiзницю вибiрко-
вих пропорцiй. Частотний розподiл таких рiзниць, знайдених для
всiх можливих пар простих випадкових вибiрок обсягами nX та nY ,
називають (nX , nY )-вимiрним вибiрковим розподiлом рiзницi про-
порцiй.

Теорема 4.4. Нехай двi незалежнi генеральнi сукупностi мають
пропорцiї PX та PY ; nX та nY — довiльнi натуральнi числа. Тодi
середнє значення (nX , nY )-вимiрного вибiркового розподiлу рiзницi
пропорцiй дорiвнює PX − PY , а його стандартна помилка становить

√
PX(1− PX)

nX
+

PY (1− PY )
nY

.

Зауважимо, що з теорем 4.2–4.4 одразу ж випливає, що цiлком
правомiрно можна використовувати рiзницю вибiркових середнiх,
вибiркову пропорцiю та рiзницю вибiркових пропорцiй як точковi
оцiнки вiдповiдних генеральних параметрiв.

4.4.3. Вибiрковий розподiл дисперсiї

Як зазначалося, найважливiшими параметрами сукупностей у
статистицi вважаються середнє значення i стандартне вiдхилення.
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Тому природно розглянути ще не проаналiзований випадок вибiр-
кового розподiлу стандартного вiдхилення. На жаль, з технiчних
мiркувань простiше дослiдити вибiрковий розподiл дисперсiї, а не
стандартного вiдхилення.

Припустимо, група експертiв намагається незалежно оцiнити зна-
чення дисперсiї деякої генеральної сукупностi. Для цього кожний з
них формує просту випадкову вибiрку однакового обсягу n i розра-
ховує дисперсiю вибiрки. Чи можна сподiватися, що в середньому
експерти правильно оцiнюватимуть генеральну дисперсiю?

Спробуємо вiдповiсти на це запитання. Для цього розглянемо ге-
неральну сукупнiсть X з дисперсiєю σ2, n-вимiрний розподiл вибiр-
кової дисперсiї Dв i знайдемо його середнє значення.

Позначимо X1, X2, . . . , Xn довiльну просту випадкову вибiрку об-
сягом n. Вважаючи X1, X2, . . . , Xn незалежними копiями вихiдної
генеральної сукупностi й використовуючи формулу (2.1), отримуємо

Dв =
X2

1 + · · ·+ X2
n

n
−

(X1 + · · ·+ Xn

n

)2

=

=
1
n2

nX2
1 + · · ·+ nX2

n − (X1 + · · ·+ Xn)2 =

=
1
n2

nX2
1 + · · ·+ nX2

n − (X2
1 + · · ·+ X2

n)−
n∑

i=1

n∑

j=1,j 6=i

XiXj =

=
n− 1
n2

X2
1 + · · ·+ X2

n −
1
n2

n∑

i=1

n∑

j=1,j 6=i

XiXj =

=
n− 1
n2

(
X2

1 + · · ·+ X2
n

)− 1
n2

n∑

i=1

n∑

j=1,j 6=i

XiXj .

Оскiльки в останньому виразi пiд знаком подвiйної суми є n(n−1)
доданкiв, остаточно отримаємо

Dв =
n− 1
n2

nX2 − 1
n2

(n− 1)nXX =

=
n− 1

n

(
X2 −X

2)
=

n− 1
n

σ2.
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Отже, середнє значення n-вимiрного вибiркового розподiлу дис-
персiї

Dв =
n− 1

n
σ2 (4.1)

i завжди менше вiд генеральної дисперсiї σ2.
Отже, оцiнюючи генеральну дисперсiю за допомогою її вибiркової

версiї, експерти загалом занижуватимуть її у n
n−1 разiв.

Тому для коректної оцiнки генеральної дисперсiї використовують
не вибiркову дисперсiю, а таку характеристику:

s2 =
n

n− 1
σ2.

Величину s2 називають виправленою дисперсiєю, а s — виправле-
ним стандартним вiдхиленням.

Отже, якщо експерти замiсть вибiркової дисперсiї використовува-
тимуть її виправлену версiю, то в середньому їх вiдповiдi даватимуть
значення генеральної дисперсiї. Нагадаємо, що стандартне вiдхилен-
ня розраховують як квадратний корiнь з дисперсiї. Тому природно
припустити, що виправлене стандартне вiдхилення в середньому дає
генеральне стандартне вiдхилення. На жаль, це не так!

Справдi, нехай з генеральної сукупностi можна вибрати M ви-
бiрок заданого обсягу. Нехай s1, . . . , sM — їх виправленi стандартнi
вiдхилення. Доведено, що

σ2 =
s2
1 + · · ·+ s2

M

M
. (4.2)

Якби виправленi стандартнi вiдхилення в середньому давали ге-
неральне стандартне вiдхилення, було б отримано рiвнiсть

σ =
s1 + · · ·+ sM

M
. (4.3)

Але з рiвностi (4.2) рiвнiсть (4.3) не випливає!
Проте у статистицi для оцiнювання генерального стандартного

вiдхилення використовують саме виправлене стандартне вiдхилен-
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ня s. Це зумовлено лише тим, що виправлена дисперсiя s2 у серед-
ньому дає генеральну дисперсiю1.

4.5. Спецiальнi статистичнi розподiли
У розд. 3 було розглянуто низку статистичних розподiлiв, якi

найчастiше використовують при моделюваннi генеральних сукупно-
стей у соцiологiї та психологiї. Проте крiм розглянутих, умовно ка-
жучи, “природних” iснують розподiли “технiчнi”, якi використову-
ють не для моделювання реальних даних, а для оцiнювання пара-
метрiв i тестування гiпотез. Розглянемо три таких розподiли: Стью-
дента, Пiрсона та Фiшера—Снедекора2.

4.5.1. t-розподiл Стьюдента
Розподiл Стьюдента3 найчастiше використовують при статистич-

ному оцiнюваннi та перевiрцi гiпотез за малих вибiрок.
Означення 4.15. Припустимо X — сукупнiсть, розподiлена за

нормальним законом N (µ; σ). Розглянемо довiльну просту випадко-
ву вибiрку обсягом n. Нехай s — її виправлене стандартне вiдхилен-
ня. Тодi розподiл

t =
X − µ

s/
√

n
,

який формується за всiма простими випадковими вибiрками обся-
гом n, називають розподiлом Стьюдента з (n − 1) ступенями вiль-
ностi i позначають t(n− 1).

Наведемо властивостi розподiлу Стьюдента.
1. Вiн симетричний вiдносно нуля.
2. При великих n поводиться як нормальний.
1Стосовно виправленого стандартного вiдхилення можна сказати, що воно

дає генеральне стандартне вiдхилення в середньому квадратичному.
2Використаємо пiдхiд з [26].
3Цей розподiл винайшов у 1908 р. iрландський математик В. Госет. Уклав-

ши контракт з пивоварнею Гiннеса, вiн не мiг опублiкувати це вiдкриття. Щоб
уникнути суперечностей з роботодавцями, вiн використав псевдонiм Student.
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3. Математичне сподiвання розподiлу з (n− 1) ступенями вiльно-
стi дорiвнює нулю, а дисперсiя n/(n− 2).

Кривi t-розподiлу для деяких n зображено на рис. 4.1.

6

-
0

w

t(n− 1)

n = 100 (майже нормальний)

n = 20

n = 5

Рис. 4.1. Кривi t-розподiлу Стьюдента при рiзних значеннях n

Як зазначалося, чи не найважливiшим при роботi з розподiлами
є обчислення ймовiрностi потрапляння випадково взятого значення
сукупностi до заданого iнтервалу. Насправдi при оцiнюваннi параме-
трiв та перевiрцi гiпотез потрiбно вмiти розв’язувати обернену зада-
чу. А саме потрiбно вмiти визначати такий iнтервал, що ймовiрнiсть
потрапляння випадково взятого значення сукупностi до нього до-
рiвнює заданiй. При цьому, як правило, iнтервал має одну з таких
форм: (−a; a) або (∞; a), а задана ймовiрнiсть приймає одне з кiль-
кох стандартних значень. Покажемо на прикладi як розв’язувати цю
задачу в разi розподiлiв Стьюдента.

Приклад 4.5.1. Припустимо, потрiбно визначити iнтервал ви-
гляду (−a; a), ймовiрнiсть потрапляння до якого розподiленого за
законом t(9) випадкового значення дорiвнює 95%.

Для цього скористаємося таблицею критичних точок розподiлу
Стьюдента (табл. Д.2.21). У нiй заданiй ймовiрностi 95% вiдповiда-
ють рiвень значущостi

α = 1− 0, 95 = 0,05
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i двобiчна критична область. Отже, розподiлене за законом t(9) ви-
падкове значення потрапляє до iнтервалу (−2,26; 2,26) з ймовiрнi-
стю 95%.

Нехай тепер потрiбно визначити iнтервал вигляду (−∞; a), ймо-
вiрнiсть потрапляння до якого розподiленого за законом t(150) ви-
падкового значення дорiвнює 99%.

У цьому разi потрiбно взяти рiвень значущостi

α = 1− 0, 99 = 0,01

i однобiчну критичну область. Оскiльки 150 > 120, використаємо
останнiй рядок таблицi. Отже, розподiлене за законом t(150) випад-
кове значення потрапляє до iнтервалу (−∞; 2,33) з ймовiрнiстю 99%.

4.5.2. χ2-розподiл Пiрсона
При визначеннi iнтервальних оцiнок для середнього значення та

пропорцiї у статистицi використовують, як правило, нормальний
розподiл i розподiл Стьюдента. Розподiл же Пiрсона застосовують
при iнтервальному оцiнюваннi дисперсiї.

Формально розподiл Пiрсона означають так.
Означення 4.16. Позначимо Z генеральну сукупнiсть, розподi-

лену за стандартним нормальним законом N (0; 1) (див. пункт 3.3.3).
Розглянемо довiльну просту випадкову вибiрку Z1, . . . , Zn обсягом n
iз сукупностi Z. Тодi розподiл

Z2
1 + Z2

2 + · · ·+ Z2
n

суми квадратiв значень вибiрки, який формується за всiма простими
випадковими вибiрками з Z обсягом n, називають розподiлом Пiрсо-
на з n ступенями вiльностi. Цей розподiл позначають χ2(n).

Наведемо властивостi розподiлу Пiрсона.
1. Його значення перебуває в iнтервалi [0;∞).
2. Для малих значень n розподiл має лiвобiчну асиметрiю. Зi

збiльшенням n вiн стає дедалi симетричнiшим i поводиться як нор-
мальний. При цьому для n > 100 маємо спiввiдношення

√
2χ2(n)−√2n− 1 ≈ N (0; 1). (4.4)
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3. Математичне сподiвання розподiлу з n ступенями вiльностi до-
рiвнює n, а дисперсiя становить 2n.

Кривi розподiлу Пiрсона для рiзних значень n зображено на
рис. 4.2.

6

-

w

0 χ2(n)

n = 2

n = 5
n = 10

Рис. 4.2. Кривi розподiлу Пiрсона при рiзних значеннях n

Розглянемо, як визначити iнтервали спецiального вигляду, ймо-
вiрнiсть потрапляння до яких дорiвнює заданiй, для випадку розпо-
дiлiв Пiрсона.

Приклад 4.5.2. Нехай потрiбно знайти iнтервал вигляду (a;∞),
ймовiрнiсть потрапляння до якого розподiленого за законом χ2(15)
випадкового значення дорiвнює 99%.

Для цього скористаємося таблицею критичних точок розподiлу
Пiрсона (табл. Д.2.17), де вказано вiдповiднi розглядуванiй задачi
значення a. Отримаємо, що розподiлене за законом χ2(15) випадкове
значення потрапляє до iнтервалу (5,23;∞) з ймовiрнiстю 99%.

Нехай тепер потрiбно знайти iнтервал вигляду (0; a), ймовiрнiсть
потрапляння до якого розподiленого за законом χ2(12) випадкового
значення дорiвнює 95%.

Тодi ймовiрнiсть потрапляння до iнтервалу (a;∞) розподiлено-
го за законом χ2(12) випадкового значення дорiвнює 5%. Викори-
стовуючи таблицю критичних точок розподiлу Пiрсона, отримуємо
значення a = 21,03.
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Насамкiнець розглянемо такий приклад. Нехай потрiбно знайти
iнтервал вигляду (0; a), ймовiрнiсть потрапляння до якого розподi-
леного за законом χ2(220) випадкового значення дорiвнює 90%.

На жаль, даних про критичнi точки розподiлу Пiрсона для
n = 220 ступенiв вiльностi в табл. Д.2.17 немає. Проте можна скори-
статися формулою (4.4). Насамперед обчислимо

√
2 · 220− 1 =

√
439 ≈ 20,95.

Далi визначимо таке число b, що ймовiрнiсть потрапляння до
iнтервалу (−20,95; b) випадкового значення, розподiленого за стан-
дартним нормальним законом, дорiвнює 90%. Для цього за табли-
цею значень функцiї Лапласа (табл. Д.2.1) спочатку обчислимо

Φ(20,95) ≈ 0,5.

Для визначення b скористаємося рiвнiстю

Φ(b) = 0,90− 0,5 = 0,4.

За таблицею значень функцiї Лапласа маємо

b = 1,28.

Тепер за формулою (4.4) бачимо, що випадкова величина√
2χ2(220) потрапляє до iнтервалу

(0; 1,28 + 20,95) = (0; 22,23)

з ймовiрнiстю 90%.
Остаточно шукане значення

a =
22,232

2
≈ 494,17

2
≈ 247,08.

Отже, розподiлене за законом χ2(220) випадкове значення потра-
пляє до iнтервалу (0; 247,08) з ймовiрнiстю 90%.

159



Роздiл 4. Вибiркове дослiдження

4.5.3. F -розподiл Фiшера—Снедекора
Розглянемо ще один статистичний розподiл, який використову-

ють при порiвняннi стандартних вiдхилень двох незалежних гене-
ральних сукупностей.

Означення 4.17. Нехай X,Y — двi незалежнi нормально розпо-
дiленi генеральнi сукупностi. Припустимо, їх стандартнi вiдхилення
дорiвнюють σX та σY . Розглянемо всеможливi простi випадковi ви-
бiрки обсягом m з X та обсягом n з Y . Нехай sX i sY — їх виправленi
стандартнi вiдхилення. Тодi величина

s2
X/σ2

X

s2
Y /σ2

Y

має F -розподiл Фiшера—Снедекора з m − 1 ступенями вiльностi в
чисельнику та з n−1 ступенями вiльностi у знаменнику. Цей роз-
подiл позначатимемо Fm−1,n−1.

Наведемо властивостi розподiлу Фiшера—Снедекора.
1. Значення розподiлу перебуває в межах вiд нуля до +∞.
2. Подiбно до розподiлу Пiрсона F -розподiл має правобiчну аси-

метрiю.
3. Розподiл наближається до нормального зi збiльшенням кiлько-

стей ступенiв вiльностi в чисельнику та знаменнику.
Кривi низки розподiлiв Фiшера—Снедекора зображено на

рис. 4.3.
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F2,2

F10,2
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Рис. 4.3. Кривi розподiлу Фiшера—Снедекора при рiзних
кiлькостях ступенiв вiльностi
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Висновки

Використовуватимемо F -розподiл для аналiзу лише однiєї задачi
(див. п. 6.1.3). Тому не описуватимемо тут, як обчислювати ймовiр-
нiсть потрапляння до заданого iнтервалу F -розподiленої величини.

Висновки

У статистицi розрiзняють два види сукупностей — генеральнi та
вибiрковi. Генеральна сукупнiсть складається зi всiх об’єктiв пев-
ного виду. Як правило, генеральна сукупнiсть є великою або дуже
великою. Тому здiйснити її повний достеменно точний статистичний
аналiз за реальний час та з обмеженим бюджетом практично не-
можливо. Тому генеральну сукупнiсть дослiджують, сформувавши
з неї вiдносно невелику вибiрку, повний аналiз якої реальний i не-
складний.

Дослiдивши вибiрку, аналiтик повинен зробити висновки про ге-
неральну сукупнiсть. Для цього iснують два пiдходи — оцiнювання
параметрiв i тестування гiпотез. Мало того, iснують два типи оцiнок
генеральних параметрiв: точковi та iнтервальнi.

Якiсть точкових оцiнок визначається низкою властивостей. На
жаль, про достовiрнiсть точкових оцiнок не може йтися. На вiдмi-
ну вiд точкових в iнтервальних оцiнках зазначається рiвень довiри
до них. При перевiрцi якостi точкових та надiйностi iнтервальних
оцiнок важливу роль вiдiграють вибiрковi розподiли.

Перевiрка гiпотез є загальнiшою процедурою, нiж оцiнювання.
Процедура перевiрки гiпотези полягає у формулюваннi двох гiпо-
тез — основної та альтернативної — i їх аналiзу за допомогою деяко-
го статистичного критерiю. При цьому використання статистичного
критерiю може призводити до помилок двох типiв — I та II роду.
Врахувати цi двi помилки одночасно неможливо. Як правило, ймо-
вiрнiсть помилки I роду — її називають значущiстю — фiксують
наперед. А залежно вiд того, як часто статистичний критерiй припу-
скається помилки II роду, його вважають бiльшою чи меншою мiрою
потужним.

Отже, вибiркове дослiдження складається з двох фаз. На першiй
формують вибiрку з генеральної сукупностi, використовуючи одну зi
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стандартних процедур. А друга фаза полягає в дослiдженнi вибiрки
i формулюваннi висновкiв про генеральну сукупнiсть. При цьому
використовують або процедури оцiнювання параметрiв, або методи
тестування гiпотез.

Ключовi поняття

Вибiрка:
• багаторiвнева
• iз змiнними пропорцiями
• випадкова
• кластерна
• проста випадкова
• репрезентативна
• систематична
• стратифiкацiйна

Вибiркове дослiдження
Вибiрковий параметр
Вибiрковий розподiл:
• дисперсiї
• пропорцiї
• рiзницi пропорцiй
• рiзницi середнiх
• середнього

Генеральна сукупнiсть
Генеральний параметр

Гiпотеза:
• альтернативна
• нульова

Довiрчий iнтервал
Оцiнка:
• iнтервальна
• правильна
• точкова

Потужнiсть критерiю
Рiвень довiри
Рiвень значущостi
Розподiл:
• Пiрсона
• Стьюдента
• Фiшера—Снедекора

Стандартна помилка
Статистична гiпотеза
Статистичний критерiй

Вправи

1. Нехай проводимо соцiологiчне опитування серед киян, зверта-
ючись до випадкових перехожих на Хрещатику в обiднiй час. Чи
можна таку вибiрку вважати простою випадковою? А репрезента-
тивною? Вiдповiдь обґрунтуйте.

2. Нехай для перевiрки нової методики лiкування з генеральної
сукупностi добровiльних пацiєнтiв, яка є репрезентативною щодо
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Вправи

всiх потенцiйних хворих, випадково вибираємо 25 пацiєнтiв. Ця ви-
бiрка проста випадкова? Чи можна її вважати репрезентативною?
Вiдповiдь обґрунтуйте.

3. Припустимо, вiдсоток жiнок у генеральнiй сукупностi вчителiв
середньої школи мiста дорiвнює 80%. Як би Ви за такою iнформа-
цiєю сформували репрезентативну вибiрку обсягом 50 з цiєї гене-
ральної сукупностi?

4. Розглянемо двi генеральнi сукупностi: одну — з чотирьох осiб,
iншу — з трьох. Припустимо, IQ-iндекси осiб у цих сукупностях такi:
113, 120, 121, 124 у першiй та 100, 104, 129 у другiй. Розгляньте (2, 1)-
вимiрний вибiрковий розподiл рiзницi середнiх i перевiрте для нього
твердження теореми 4.2.

5. Розглянемо генеральну сукупнiсть з 5 осiб. Нехай генеральна
пропорцiя безробiтних дорiвнює 40% (тобто з п’яти двоє безробiтнi).
Дослiдiть двовимiрний розподiл вибiркової пропорцiї i перевiрте для
нього твердження теореми 4.3.

6. Припустимо, парламент деякої країни складається з двох па-
лат — нижньої (5 осiб) та верхньої (4 особи). Розглядатимемо цi па-
лати як двi генеральнi сукупностi. Нехай пiд час обговорення деяко-
го законопроекту вiдсоток депутатiв, якi його пiдтримали, у нижнiй
палатi становив 60% (3 з 5), а у верхнiй — 25% (1 з 4). Побудуйте
(2, 1)-вимiрний вибiрковий розподiл рiзницi пропорцiй та перевiрте
для нього твердження теореми 4.4.

7. Для першої генеральної сукупностi iз вправи 4 побудуйте
двовимiрний вибiрковий розподiл дисперсiї. Обчислiть його середнє
значення i порiвняйте результат з генеральною дисперсiєю. Перевiр-
те правильнiсть формули (4.1).

8. Знайдiть такий iнтервал (−∞; a), ймовiрнiсть потрапляння до
якого розподiленого за законом t(18) випадкового значення дорiв-
нює 99%.

9. Знайдiть iнтервал (0; a), ймовiрнiсть потрапляння до якого роз-
подiленого за законом χ2(25) випадкового значення дорiвнює 95%.
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Дослiдницький проект
1. Розгляньте генеральну сукупнiсть студентiв денного вiддiлен-

ня Вашого iнституту. З цiєї сукупностi сформуйте репрезентативну
вибiрку обсягом 1% обсягу генеральної сукупностi (наприклад, якщо
на денному вiддiленнi Президентського унiверситету МАУП навчає-
ться близько 5000 студентiв, то обсяг вибiрки має становити 50 осiб).

2. Опитайте всiх студентiв у вибiрцi про середнiй час, який вони
витрачають щодня на те, щоб дiстатися мiсця навчання.

3. Дослiдiть отриману сукупнiсть значень. Зокрема, обчислiть
вибiрковi середнє значення та стандартне вiдхилення, побудуйте
частотний розподiл сукупностi та його полiгон частот.

4. Спробуйте оцiнити генеральне середнє. При цьому сформулюй-
те власну думку про надiйнiсть оцiнки, враховуючи, зокрема, стан-
дартну помилку дослiдження. Зробiть висновок про якiсть розташу-
вання iнституту щодо середнього часу добирання до нього.
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Як зауважувалось у розд. 4, суть вибiркового дослiдження по-
лягає у формуваннi певними методами репрезентативної вибiрки з
генеральної сукупностi, її статистичного аналiзу та поширення ре-
зультатiв аналiзу на випадок генеральної сукупностi. Далi розгля-
немо найпоширенiшi методи аналiзу вибiрки. Як зазначалося, цi ме-
тоди подiляються на два класи, процедури оцiнювання генеральних
параметрiв та перевiрки гiпотез про генеральнi сукупностi. Цей роз-
дiл присвячений першому класу.

Як згадувалось у п. 4.2.1, iснують два методи оцiнювання гене-
ральних параметрiв: точковi та iнтервальнi оцiнки. Як переконає-
мося далi, iнтервальна оцiнка генеральних параметрiв базується на
їх точкових оцiнках. Просто в окремих випадках вдається врахува-
ти надiйнiсть точкової оцiнки. Це, власне, i дає iнтервальну оцiнку
вiдповiдного генерального параметра.

Отже, у пiдрозд. 5.1 розглянемо точковi оцiнки та їх властивостi
й наведемо сфери їх застосування.

165



Роздiл 5. Теорiя оцiнювання

У пiдрозд. 5.2 розглянемо iнтервальнi оцiнки, а також проблему
формування вибiрки мiнiмального обсягу, достатньої для отримання
iнтервальної оцiнки генерального параметра iз заданою точнiстю.

5.1. Точковi оцiнки та їх властивостi
У п. 4.2.1 вже наводилося поняття точкової оцiнки параметра

розподiлу генеральної сукупностi. Нагадаємо, що точкова оцiнка —
це деяка формула, аргументами якої є данi вибiрки. Ця формула
за вибiркою дає деяку числову оцiнку дослiджуваного генерального
параметра.

Розглянемо основнi властивостi точкових оцiнок, а також най-
уживанiшi оцiнки основних генеральних параметрiв.

5.1.1. Лiнiйнiсть
В основу першої властивостi, яку розглядатимемо, покладено ви-

могу простоти обчислення оцiнки.
Означення 5.1. Точкову оцiнку називають лiнiйною, якщо вона

є лiнiйною функцiєю спостережень у вибiрцi1.
Лiнiйнi оцiнки потребують набагато менше обчислень, нiж оцiн-

ки нелiнiйної природи. Крiм того, такi оцiнки дуже зручнi з позицiї
теоретичних дослiджень.

Приклад 5.1.1. Вибiркове середнє є лiнiйною оцiнкою генераль-
ного середнього. Справдi,

X =
1
n

(X1 + X2 + · · ·+ Xn) =
1
n

X1 +
1
n

X2 + · · ·+ 1
n

Xn,

де Xi — вибiрковi спостереження, тобто формула для обчислення X
лiнiйна.

1Нагадаємо, що функцiю f(x1, x2, . . . , xn) називають лiнiйною, якщо її можна
зобразити у виглядi

f(x1, x2, . . . , xn) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn,

де a1, a2, . . . , an — деякi числовi константи.
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Приклад 5.1.2. Покажемо, що вибiркова медiана не є лiнiйною
оцiнкою генеральної медiани. Для цього розглянемо вибiрку з трьох
спостережень X1, X2 та X3. Тодi вибiркова медiана є функцiєю вибiр-
кових спостережень Me = Me(X1, X2, X3). Припустимо, ця функцiя
лiнiйна. Тодi для деяких коефiцiєнтiв a, b, c

Me(X1, X2, X3) = aX1 + bX2 + cX3.

Припустимо, спостереження у вибiрцi дали значення X1 = 1,
X2 = 2, X3 = 3. Тодi

Me(1, 2, 3) = 2 = a + 2b + 3c.

Нехай в iншiй вибiрцi маємо спостереження X1 = 1, X2 = 2,
X3 = 4. Тодi

Me(1, 2, 4) = 2 = a + 2b + 4c.

З отриманих ланцюжкiв рiвностей бачимо, що c = 0. Тому

Me(X1, X2, X3) = aX1 + bX2

не залежить вiд спостереження X3. Але тодi

2 = Me(1, 2, 3) = Me(1, 2, 1) = 1,

що неможливо.
Отже, припущення про лiнiйнiсть медiани призводить до супе-

речностi.

5.1.2. Незмiщенiсть
Параметр генеральної сукупностi можна оцiнювати по-рiзному.

Природно постає питання, якi з цих оцiнок кращi. Якiсть оцiнки
можна перевiрити за низкою критерiїв. Скажiмо, лiнiйнiсть є доброю
властивiстю щодо складностi обчислень.

Нагадаємо, що в пiдрозд. 4.4 розглядався й iнший критерiй яко-
стi точкової оцiнки, що базувався на поняттi вибiркового розподiлу
точкової оцiнки генерального параметра. Вибiрковий розподiл було
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iнтерпретовано в такий спосiб. Нехай багато незалежних експертiв
формують простi випадковi вибiрки однакового обсягу з генераль-
ної сукупностi. Далi кожний експерт за власною вибiркою наводить
точкову оцiнку генерального параметра. При цьому, як правило, екс-
пертнi оцiнки дещо вiдрiзняються вiд реального значення. Мало то-
го, трапляються ситуацiї, коли жодний експерт принципово не може
отримати реальне значення генерального параметра у процесi точко-
вого оцiнювання. Тому критерiєм якостi точкової оцiнки вважався
факт, що експерти в середньому правильно оцiнюють генеральний
параметр.

Означення 5.2. Розглянемо n-вимiрний вибiрковий розподiл то-
чкової оцiнки генерального параметра, тобто розподiл значень оцiн-
ки, обчислених для всiх простих випадкових вибiрок обсягом n.
Якщо середнє значення цього розподiлу дорiвнює реальному зна-
ченню оцiнюваного параметра генеральної сукупностi, то оцiнку на-
зивають незмiщеною (для цього обсягу вибiрок n). У противному
разi кажуть про змiщену оцiнку.

Змiщенiсть оцiнки свiдчить про наявнiсть систематичних поми-
лок при оцiнюваннi генерального параметра. У разi змiщених оцiнок
часто кажуть про систематичне завищення або заниження значен-
ня генерального параметра, якщо це значення менше або вiдповiдно
перевищує середнє значення вибiркового розподiлу оцiнки.

Приклад 5.1.3. Вибiркове середнє є незмiщеною оцiнкою гене-
рального середнього. Фактично це вже вiдомо з обговорення теоре-
ми 4.1.

Приклад 5.1.4. Вибiркова пропорцiя є незмiщеною оцiнкою ге-
неральної пропорцiї, що випливає з теореми 4.3.

Приклад 5.1.5. Покажемо, що вибiркова медiана є змiщеною
оцiнкою генеральної медiани. Для цього розглянемо генеральну су-
купнiсть, яка складається з трьох елементiв {0; 1; 1}. Очевидно, ге-
неральна медiана Me = 1. Утворимо всi простi випадковi вибiрки
обсягом 2 i обчислимо їх медiани (див. таблицю).

168



5.1. Точковi оцiнки та їх властивостi

Двовимiрний розподiл медiани генеральної сукупностi {0; 1; 1}
Номер вибраного елемента генеральної

сукупностi
Проста

випадкова
вибiрка

Вибiркова
медiанапершого другого

1 1 {0; 0} 0
1 2 {0; 1} 1/2
1 3 {0; 1} 1/2
2 1 {1; 0} 1/2
2 2 {1; 1} 1
2 3 {1; 1} 1
3 1 {1; 0} 1/2
3 2 {1; 1} 1
3 3 {1; 1} 1

Тодi середнє значення розподiлу вибiркових медiан дорiвнює

1
9

(
0 +

1
2

+
1
2

+
1
2

+ 1 + 1 +
1
2

+ 1 + 1
)

=
2
3
.

Оскiльки це значення не збiгається з генеральною медiаною, це
свiдчить про змiщенiсть вибiркової медiани як оцiнки генеральної.

Приклад 5.1.6. Зауважимо, що знайдене у прикладi 5.1.5 серед-
нє значення вибiркового розподiлу медiани збiгається з генеральним
середнiм

2
3

=
1
3
(0 + 1 + 1) =

2
3
.

Природно виникає гiпотеза про незмiщенiсть медiани як оцiнки
генерального середнього. На жаль, у загальному випадку ця гiпотеза
неправильна. Щоб показати це, розглянемо генеральну сукупнiсть з
чотирьох елементiв {0, 0, 0, 4}. Очевидно, генеральне середнє дорiв-
нює одиницi.

Обчислимо середнє значення тривимiрного вибiркового розподiлу
медiани. Зауважимо, що кiлькiсть простих випадкових вибiрок об-
сягом 3 дорiвнює 43 = 64. Значення медiани буде ненульовим лише
для вибiрок, якi мiстять елемент 4 принаймнi двiчi. Легко побачити,
що для всiх таких вибiрок медiана дорiвнює 4. Неважко також об-
числити, що всього таких вибiрок 10. Тому шукане середнє значення
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вибiркового розподiлу дорiвнює
10 · 4
64

=
5
8

i не збiгається з генеральним середнiм.
Проте гiпотезу про незмiщенiсть медiани як оцiнки генерально-

го середнього можна пiдтвердити для нормально розподiлених гене-
ральних сукупностей. Виявляється, якщо розподiл генеральної су-
купностi поводиться як нормальний з параметрами (µ, σ), то для
великих n n-вимiрний вибiрковий розподiл медiани поводиться так
само, як нормальний з параметрами

(
µ,

√
π
2

σ√
n

)
. Отже, у цьому разi

вибiркову медiану можна вважати незмiщеною оцiнкою генерально-
го середнього.

Приклад 5.1.7. Повертаючись до п. 4.4.3, бачимо, що вибiркова
дисперсiя є змiщеною оцiнкою генеральної дисперсiї. Проте вираз

s2 =
n

n− 1
σ2

є незмiщеною оцiнкою генеральної дисперсiї. Як вже вiдомо, оцiн-
ку s2 називають виправленою дисперсiєю, а s — виправленим стан-
дартним вiдхиленням. Нагадаємо також (див. п. 4.4.3), що s є змi-
щеною оцiнкою генерального стандартного вiдхилення. Тому коли
як оцiнка σ береться s, то йдеться про незмiщенiсть s2 для σ2, а не s
для σ. Зауважимо також, що множник n

n−1 називають поправкою
Бесселя.

5.1.3. Ефективнiсть
Безсумнiвно, незмiщенiсть є найважливiшою властивiстю точко-

вих оцiнок. Проте якщо вiдомi кiлька незмiщених оцiнок деякого
параметра генеральної сукупностi, постає питання, яку з них вибра-
ти. Одним з критерiїв вибору може бути лiнiйнiсть оцiнки. Але, на
жаль, лiнiйнiсть не є поширеною властивiстю. Крiм того, лiнiйнiсть
характеризує не якiсть оцiнки, а лише простоту її обчислення.

У такому разi — за наявностi кiлькох незмiщених оцiнок — на-
магаються визначити незмiщену оцiнку з найменшою стандартною
помилкою.
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Означення 5.3. Розглянемо n-вимiрний вибiрковий розподiл не-
змiщеної оцiнки параметра генеральної сукупностi. Якщо стандарт-
на помилка цього розподiлу є найменш можливою у класi незмiще-
них оцiнок, то цю оцiнку називають ефективною. У противному разi
кажуть про неефективну оцiнку.

Ефективнiсть оцiнки засвiдчує, що помилки оцiнювання загалом
меншi порiвняно з iншими незмiщеними оцiнками генерального па-
раметра.

Приклад 5.1.8. Припустимо, розподiл деякої генеральної су-
купностi близький до нормального з параметрами (µ, σ). У при-
кладi 5.1.6 вже згадувалося, що в разi нормального розподiлу ге-
неральної сукупностi i великих значень n n-вимiрний розподiл ви-
бiркової медiани поводиться як нормальний розподiл з параметра-
ми

(
µ,

√
π
2

σ√
n

)
. Разом з тим, як вiдомо з теореми 4.1, для великих

значень n n-вимiрний розподiл вибiркового середнього поводиться
як нормальний розподiл з параметрами (µ, σ√

n
). Отже, i вибiркова

медiана, i вибiркове середнє при великих значеннях n i нормально-
стi розподiлу генеральної сукупностi є незмiщеними оцiнками гене-
рального середнього. Природно постає питання, яка з двох оцiнок
є кращою. Щоб вiдповiсти на це питання, розглянемо вiдношення
стандартних помилок розподiлiв вибiркових середнього та медiани:

σ√
n

:
√

π

2
σ√
n

=

√
2
π
≈

√
2

3, 14
< 1,

тобто стандартна помилка розподiлу вибiркового середнього менша,
а отже, вибiркове середнє є кращою оцiнкою генерального середньо-
го, нiж вибiркова медiана.

Мало того, отриманий результат не випадковий. Справдi, можна
довести ефективнiсть вибiркового середнього як оцiнки генерального
середнього.

Приклад 5.1.9. Можна показати, що виправлена дисперсiя є
ефективною оцiнкою генеральної дисперсiї.
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5.1.4. BLUE-оцiнки
Властивостi незмiщеностi та ефективностi такi важливi, що ра-

зом з вимогою простоти визначення оцiнки утворюють окрему вла-
стивiсть.

Означення 5.4. Якщо точкова оцiнка лiнiйна, незмiщена та ефе-
ктивна, її називають BLUE 1-оцiнкою.

Класичним прикладом BLUE-оцiнки є вибiркове середнє як оцiн-
ка генерального середнього.

5.1.5. Спроможнiсть
Розглянемо генеральну сукупнiсть iз середнiм значенням µ. Вi-

зьмемо з неї просту випадкову вибiрку {X1, X2, . . . , Xn} доволi вели-
кого обсягу n i розглянемо такi двi оцiнки генерального середнього:

E1 =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n
;

E2 =
X1 + X2 + · · ·+ Xn

n + 1
.

Зауважимо, що перша оцiнка E1 є звичайним вибiрковим серед-
нiм i тому незмiщена. Неважко перевiрити, що середнє значення ви-
бiркового розподiлу оцiнки E2 дорiвнює n

n+1µ, а отже, вiдмiнне вiд µ.
Тому E2 є змiщеною оцiнкою генерального середнього.

Тепер припустимо, що обсяг n вибiрки збiльшується. У цьому разi
середнє значення вибiркового розподiлу оцiнки E2 наближатиметься
до середнього значення вибiркового розподiлу оцiнки E1 i, отже, до
генерального середнього. Тому з позицiй практики для великих ви-
бiрок оцiнка E2 не гiрша вiд оцiнки E1.

Пiдсумовуючи мiркування, отримуємо таке означення.
Означення 5.5. Точкову оцiнку параметра генеральної сукуп-

ностi, середнє значення вибiркового розподiлу якої наближається до
реального значення параметра при збiльшеннi обсягу вибiрки, нази-
вають спроможною.

1Вiд абревiатури англiйського словосполучення the best linear unbiased esti-
mator — найкраща лiнiйна незмiщена оцiнка.
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Iншими словами, спроможнiсть оцiнки свiдчить про потенцiйну
можливiсть з необхiдною точнiстю знайти незмiщену оцiнку шука-
ного параметра генеральної сукупностi, збiльшуючи обсяг вибiрки.

Приклад 5.1.10. Як згадувалось у прикладi 5.1.7, вибiркова
дисперсiя є змiщеною оцiнкою генеральної дисперсiї. Проте вiдомо,
що середнє значення n-вимiрного вибiркового розподiлу дисперсiї до-
рiвнює

n− 1
n

σ2.

Оскiльки n−1
n прямує до одиницi при збiльшеннi n, то вибiрко-

ва дисперсiя є спроможною оцiнкою генеральної дисперсiї. Отже, з
позицiй практики вона не гiрша вiд оцiнки s2 для великих вибiрок.

5.1.6. Найуживанiшi точковi оцiнки

У статистичних дослiдженнях часто становлять iнтерес середнє
значення µ генеральної сукупностi та її стандартне вiдхиленням σ.
Пiдсумовуючи iнформацiю попереднiх пунктiв, наведемо найужива-
нiшi точковi оцiнки цих параметрiв.

1. Вибiркове середнє Xв є BLUE-оцiнкою (тобто лiнiйною, незмi-
щеною та ефективною) генерального середнього µ.

2. Вибiркова медiанаMeв є незмiщеною оцiнкою генерального се-
реднього µ у разi нормально розподiленої генеральної сукупностi й
доволi великих вибiрок. За наявностi великої вибiрки, записаної у
виглядi впорядкованого списку, для визначення вибiркової медiани
достатньо розглянути середню позицiю у списку. Водночас процес
визначення вибiркового середнього може бути тривалим. Отже, для
швидкої оцiнки генерального середнього часом краще скористатись
вибiрковою медiаною.

3. Виправлена дисперсiя

s2 =
n

n− 1
σ2

є незмiщеною та ефективною оцiнкою дисперсiї σ2 генеральної су-
купностi.
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Виправлена дисперсiя вибiрки X1, X2, . . . , Xn

s2 =
(X1 −X)2 + (X2 −X)2 + · · ·+ (Xn −X)2

n− 1
.

4. Вибiркова дисперсiя σ2
в є спроможною оцiнкою генеральної дис-

персiї σ2. На жаль, σ2
в — змiщена оцiнка, i її використання призво-

дить до систематично занижених оцiнок. Разом з тим σ2
в є найпри-

роднiшою оцiнкою генеральної дисперсiї. Спробуємо оцiнити помил-
ки, що з’являються при використаннi σ2

в .
Оскiльки σ2

в та незмiщена оцiнка s2 пов’язанi спiввiдношенням

s2 =
n

n− 1
σ2
в ,

то
s2

σ2
в

=
n

n− 1
.

Легко перевiрити, що при n = 30 значення останнього виразу
становить 1,034, при n = 50 — 1,020, при n = 100 — 1,010, тобто вiд-
мiнностi мiж значеннями σ2

в та s2 при n = 30 становлять приблизно
3,4%, при n = 50 — 2%, при n = 100 — 1%.

Отже, навiть при невеликих значеннях n використання σ2
в не при-

зводить до значних помилок. У статистичних дослiдженнях вважа-
ють, що σ2

в можна використовувати замiсть s2, якщо обсяг вибiрки
не менший вiд 30.

5. Оскiльки для запису висновкiв про генеральну сукупнiсть зру-
чнiше використовувати стандартне вiдхилення, а не дисперсiю, то
висновки з мови дисперсiй перекладають мовою стандартних вiдхи-
лень. При цьому вважають, що s (σв у разi n > 30) є оцiнкою для σ.
Проте потрiбно пам’ятати: коли кажуть, що s є найкращою оцiнкою
для σ, мають на увазi незмiщенiсть та ефективнiсть s2 як оцiнки σ2.

5.1.7. Метод моментiв точкового оцiнювання
параметрiв генерального розподiлу

Отже, точковi оцiнки найважливiших параметрiв розподiлу ге-
неральної сукупностi вже розглянуто. Проте навiть оцiнивши гене-
ральне середнє, пропорцiю чи стандартне вiдхилення, безпосередньо
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неможливо отримати вигляд генерального розподiлу. Водночас при-
пущення про форму генерального розподiлу часто вдається висуну-
ти, визначивши емпiричний частотний розподiл за даними вибiркової
сукупностi.

У розд. 3 було наведено кiлька модельних теоретичних розподi-
лiв, за допомогою яких найчастiше намагаються описати генераль-
ний розподiл. Кожний з цих модельних теоретичних розподiлiв ви-
значається деякими параметрами. Так, нормальний розподiл повнi-
стю визначається середнiм значенням та стандартним вiдхиленням,
розподiл Пуассона — параметром λ, бiномiальний розподiл — пара-
метрами (p;n) тощо.

Якщо маємо деяке припущення про форму генерального розпо-
дiлу, можна спробувати знайти точковi оцiнки його визначальних
параметрiв. При цьому найчастiше використовують метод момен-
тiв знаходження точкових оцiнок. Назву цьому методу дало поняття
моменту, яке розглядається в курсi теорiї ймовiрностi. Не нагадува-
тимемо його, тому що опишемо цей метод не в загальному випадку, а
лише для теоретичних розподiлiв, якi визначаються одним або двома
параметрами.

Якщо модельний теоретичний розподiл генеральної сукупностi
визначається одним параметром, то для знаходження його точкової
оцiнки математичне сподiвання розподiлу прирiвнюють до вибiрко-
вого середнього:

M(X) = X,

а потiм з цього рiвняння знаходять шукану точкову оцiнку невiдо-
мого визначального параметра.

Якщо теоретичний розподiл генеральної сукупностi визначається
двома параметрами, то їх точковi оцiнки визначають iз системи рiв-
нянь {

M(X) = X,

σ(X) = s.

Лiвими частинами цих рiвнянь є теоретичнi математичне спо-
дiвання та стандартне вiдхилення, вираженi через визначальнi па-
раметри, а правими — вiдповiдно вибiркове середнє та виправлене
вибiркове стандартне вiдхилення.
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Далi розглянемо приклади застосування методу моментiв для то-
чкового оцiнювання параметрiв нормального розподiлу, бiномiально-
го розподiлу та розподiлу Пуассона.

Випадок нормального теоретичного розподiлу

Припустимо, емпiричний розподiл даних у вибiрцi поводиться як
нормальний розподiл. Нагадаємо, що нормальний розподiл повнiстю
визначається середнiм значенням та стандартним вiдхиленням. От-
же, знайшовши точковi оцiнки генерального середнього та генераль-
ного стандартного вiдхилення, за методом моментiв фактично одра-
зу отримаємо точковi оцiнки визначальних параметрiв генерального
розподiлу.

Приклад 5.1.11. Вiдомi данi дослiдження зросту 1000 восьми-
рiчних американських хлопчикiв1.

Зрiст хлопчикiв X, дюймiв 51 52 53 54 55 56 57
Кiлькiсть хлопчикiв 7 78 289 392 195 36 3

Полiгон частот вибiркового розподiлу має куполоподiбну форму.
Тому природно припустити нормальнiсть розподiлу зросту у вибiрцi
та генеральнiй сукупностi.

6
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Полiгон частот розподiлу зросту 1000 восьмирiчних
американських хлопчикiв

1Числовi данi цього прикладу взято з [15].
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Нагадаємо, що для попередньої перевiрки нормальностi емпiри-
чного розподiлу бажано ще перевiрити властивостi 4 та 5 нормально-
го розподiлу (див. п. 3.3.1). А для цього спочатку потрiбно обчислити
середнє значення та стандартне вiдхилення у вибiрцi.

Для спрощення обчислень перейдемо до умовних варiант (див.
с. 78) за формулою

Ui = Xi − 54,

де Xi — зрiст людини.
Маємо

U1 = 51− 54 = −3; U5 = 55− 54 = 1;
U2 = 52− 54 = −2; U6 = 56− 54 = 2;
U3 = 53− 54 = −1; U7 = 57− 54 = 3.

U4 = 54− 54 = 0;

Середнє значення умовного розподiлу

Uв =
−3 · 7− 2 · 78− 1 · 289 + 0 · 392 + 1 · 195 + 2 · 36 + 3 · 3

1000
=

= −0,19.

Тепер обчислимо середнє значення та стандартне вiдхилення ви-
хiдного вибiркового розподiлу:

Xв = Uв + 54 = −0,19 + 54 = 53,81;

σ2
в = [(−3)2 · 7 + (−2)2 · 78 + (−1)2 · 289 + 02 · 392 +

+ 12 · 195 + 22 · 36 + 32 · 3]/1000− [−0,19]2 = 0,9939,

σв =
√

0,9939 ≈ 0,997.

Перевiримо властивостi 4 та 5 нормального розподiлу.

Iнтервал
Вiдсоток

потрапляння
до iнтервалу

Теоретичний вiдсоток
потрапляння
до iнтервалу

(X − σ; X + σ) ≈ (52,8; 54,8) 68,1 68,3
(X − 2σ; X + 2σ) ≈ (51,8; 55,8) 95,4 95,4
(X − 3σ; X + 3σ) ≈ (50,8; 56,8) 99,7 99,7
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Як бачимо, емпiричнi значення вiдсоткiв потрапляння до кон-
трольних iнтервалiв майже не вiдрiзняються вiд теоретичних. Тому
доходимо висновку, що емпiричний розподiл сукупностi подiбний до
нормального з параметрами (53,81; 0,997).

Остаточно маємо пiдстави висунути гiпотезу про нормальнiсть
розподiлу зросту в генеральнiй сукупностi. За методом моментiв
для точкової оцiнки параметрiв нормального розподiлу генеральної
сукупностi потрiбно мати значення вибiркового середнього та ви-
правленого стандартного вiдхилення. Перше з них вже обчислено:
X = 53,81. Виправлене стандартне вiдхилення майже не вiдрiзняєть-
ся вiд знайденого вибiркового стандартного вiдхилення σв = 0,997,
позаяк обсяг вибiрки великий.

Отже, можна висунути гiпотезу про те, що генеральний розподiл
нормальний з параметрами (53,81; 0,997). Далi потрiбно було б пере-
вiрити цю гiпотезу, використовуючи, наприклад, методи, описанi в
пiдрозд. 6.4.

Випадок теоретичного розподiлу Пуассона
Припустимо, емпiричний розподiл даних у вибiрцi поводиться як

розподiл Пуассона. Нагадаємо, що розподiл Пуассона визначається
параметром λ. При цьому значення параметра λ збiгається iз серед-
нiм значенням та дисперсiєю розподiлу. Тому, знайшовши точкову
оцiнку генерального середнього, одразу отримаємо точкову оцiнку
параметра λ генерального розподiлу Пуассона.

Приклад 5.1.12. Припустимо, деяка соцiологiчна служба здiй-
снила дослiдження безпеки дорожнього руху в Українi. Однiєю з
проаналiзованих характеристик була кiлькiсть важких ДТП за день
на 100 тис. осiб. Ця величина вивчалась за допомогою випадкової
вибiрки з архiвних даних за поточний рiк. Випадково вибиралися
дати i мiста України, для кожної вибраної дати i мiста визначалась
кiлькiсть важких ДТП цього дня в мiстi з розрахунку на 100 тис.
осiб. Округленi до цiлих значень вiдповiднi данi наведенi в таблицi.
Зауважимо, що обсяг вибiрки дорiвнює 1000.

Кiлькiсть важких ДТП за день на 100 тис. осiб 0 1 2 3 4 5 6
Кiлькiсть елементiв вибiрки 421 359 156 49 11 3 1
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Як бачимо, у вибiрцi переважають малi значення ознаки. Iншими
словами, маємо пiдстави вважати, що данi у вибiрцi пiдпорядкованi
закону виняткових подiй, тобто закону Пуассона. Для того щоб на-
вести додатковi аргументи для такого висновку, перевiримо третю
властивiсть розподiлу Пуассона (див. пiдрозд. 3.5).

Для цього обчислимо вибiркове середнє та вибiркову дисперсiю:

Xв =
0 · 421 + 1 · 359 + 2 · 156 + 3 · 49 + 4 · 11 + 5 · 3 + 6 · 1

1000
= 0,883;

Dв =
1

1000
(
02 · 421 + 12 · 359 + 22 · 156 + 32 · 49 + 42 · 11 +

+ 52 · 3 + 62 · 1)− 0,8832 ≈ 1,71− 0,78 = 0,93.

Як бачимо, вибiркове середнє та вибiркова дисперсiя мало рiз-
няться (приблизно на 5%). Тому можна вважати, що властивiсть 3
розподiлу Пуассона справджується.

Оскiльки параметр λ розподiлу Пуассона дорiвнює його матема-
тичному сподiванню, за методом моментiв як точкову оцiнку для λ
можна взяти вибiркове середнє 0,883.

Далi за допомогою методiв пiдрозд. 6.4 потрiбно було б перевiри-
ти узгодженiсть генерального розподiлу з пуассоновим з параметром
λ = 0,883.

Приклад 5.1.13. Деяка незалежна соцiологiчна служба дослi-
джувала безпеку робити шахтарiв в Українi за час незалежностi.
Аналiзувався показник X кiлькостi випадкiв травматизму на ша-
хтах з розрахунку на 10000 год роботи. Випадкову вибiрку обсягом
1000 було сформовано так: усi мiсяцi починаючи з серпня 1991 р.
пронумерували, склали список усiх шахт, для генерування елемента
вибiрки випадково вибирали шахту, потiм так само випадково мiсяць
i обчислювали кiлькiсть випадкiв травматизму на шахтi за мiсяць з
розрахунку на 10000 год роботи.

Данi цього дослiдження наведенi в таблицi.

Кiлькiсть випадкiв травматизму
з розрахунку на 10000 год роботи 0 1 2 3 4 5 6
Кiлькiсть елементiв вибiрки 554 324 98 19 3 1 1
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Як бачимо, у вибiрцi переважають малi значення ознаки, тобто,
як i в попередньому прикладi, маємо пiдстави вважати, що данi у
вибiрцi розподiленi за законом Пуассона.

Перевiримо додатково властивiсть 3 розподiлу Пуассона. Для
цього обчислимо вибiрковi середнє значення та дисперсiю:

Xв =
0 · 554 + 1 · 324 + 2 · 98 + 3 · 19 + 4 · 3 + 5 · 1 + 6 · 1

1000
= 0,6;

Dв =
1

1000
(
02 · 554 + 12 · 324 + 22 · 98 + 32 · 19 + 42 · 3 +

+ 52 · 1 + 62 · 1)− 0,62 = 0,996− 0,36 = 0,63.

Оскiльки вибiрковi середнє та дисперсiя майже не рiзняться (ли-
ше на 0,03), можна вважати, що третя властивiсть розподiлу Пуас-
сона справджується.

Оскiльки параметр λ розподiлу Пуассона дорiвнює його матема-
тичному сподiванню, за методом моментiв як точкову оцiнку для λ
можна взяти вибiркове середнє 0,6.

Випадок бiномiального теоретичного розподiлу

Як правило, пiдозра про бiномiальний розподiл генеральної су-
купностi виникає при аналiзi природи конкретної властивостi. Стру-
ктура бiномiального розподiлу розглядалася в пiдрозд. 3.4. Тому тут
зупинимося на особливостях застосування методу моментiв при оцiн-
цi параметрiв бiномiального розподiлу.

Нагадаємо, що бiномiальний розподiл визначається двома пара-
метрами (p;n). На перший погляд здається, що для точкової оцiнки
цих параметрiв за методом моментiв потрiбно розв’язати систему
з двох рiвнянь. Насправдi ситуацiя простiша. Рiч у тiм, що пара-
метр n — обсяг груп, в яких розраховується кiлькiсть елементiв з
характеристичною властивiстю — одразу вiдомий з природи даних.
Тому потрiбно оцiнити лише один параметр p — теоретичну ймо-
вiрнiсть зустрiчi елемента з характеристичною властивiстю в гене-
ральнiй сукупностi. За методом моментiв рiвняння для знаходження
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точкової оцiнки параметра p має вигляд

np = X,

де X — це вибiркове середнє.
Приклад 5.1.14. Нагадаємо, що у прикладi 3.1.3 аналiзувалась

ознака “кiлькiсть хлопчикiв у сiм’ях з п’ятьма дiтьми”. Було розгля-
нуто вибiрку з 1000 п’ятидiтних сiмей. Для повноти викладу нагада-
ємо данi вибiрки.

Кiлькiсть хлопчикiв 0 1 2 3 4 5
Кiлькiсть сiмей з п’ятьма дiтьми 29 140 305 322 167 37

Середнє значення у вибiрцi

Xв =
0 · 29 + 1 · 140 + 2 · 305 + 3 · 322 + 4 · 167 + 5 · 37

1000
= 2,569.

Розв’язуючи рiвняння

5p = 2,569,

отримуємо точкову оцiнку параметра p:

p = 0,5138.

Зауважимо, що це значення iнтерпретується як точкова оцiнка
ймовiрностi народження хлопчика.

Остаточно маємо пiдстави вважати, що розподiл вибiрки пово-
диться як бiномiальний з параметрами (0,5138; 5). Зауважимо, що
за допомогою методiв пiдрозд. 6.4 слiд перевiрити ще узгодженiсть
генерального розподiлу i бiномiального розподiлу з параметрами
(0,5138; 5).

5.2. Iнтервальнi оцiнки
Нагадаємо, що поняття iнтервальної оцiнки розглядалося в

п. 4.2.1. Порiвняно з точковими iнтервальнi оцiнки дають змогу ро-
бити коректнiшi висновки. При iнтервальному оцiнюваннi визнача-
ють не лише межi для реального значення параметра генеральної
сукупностi, а й надiйнiсть наведеної оцiнки.
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Розглянемо методологiю iнтервального оцiнювання. Оскiльки в
соцiологiчному дослiдженнi, як правило, розглядаються великi ви-
бiрки, а у психологiї iнтервальне оцiнювання застосовують рiдко, то
основну увагу придiлимо саме аналiзу великих вибiрок.

5.2.1. Загальнi пiдходи до iнтервального
оцiнювання для великих вибiрок

Припустимо, для оцiнки генерального параметра дослiджено
випадкову вибiрку великого розмiру. Тодi головним теоретико-
ймовiрнiсним iнструментом, що використовується при знаходженнi
iнтервальних оцiнок, є центральнi граничнi теореми. Центральнi гра-
ничнi теореми — це твердження про поведiнку вибiркових розподiлiв.

У пiдрозд. 4.4 було наведено кiлька найуживанiших вибiркових
розподiлiв. Теореми 4.1–4.4 вмотивовували використання низки ви-
бiркових параметрiв для точкової оцiнки їх генеральних вiдповiдни-
кiв, а також наводили стандартнi помилки вибiркового дослiдження.

Проте навiть знаючи стандартну помилку вибiркового дослiдже-
ння, неможливо безпосередньо вказати надiйнiсть iнтервальної оцiн-
ки. Для цього потрiбна додаткова iнформацiя про поведiнку вибiр-
кових розподiлiв.

Саме таку iнформацiю й дають центральнi граничнi теореми.
Розглянемо найчастiше застосовуванi у практичних дослiдженнях.

Центральнi граничнi теореми

Теорема 5.1. Припустимо, середнє значення генеральної сукуп-
ностi дорiвнює µ, а її стандартне вiдхилення — σ. Тодi n-вимiрний
розподiл вибiркового середнього наближається до нормального роз-
подiлу з параметрами (µ, σ√

n
), якщо обсяг вибiрок n необмежено

збiльшується.

Зауваження 5.1. У реальних прикладних дослiдженнях вважа-
ють, що при n > 30 розподiл вибiркового середнього вже не вiдрi-
зняється вiд нормального з параметрами (µ, σ√

n
).
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Теорема 5.2. Нехай маємо двi незалежнi генеральнi сукупностi
iз середнiми значеннями µX i µY та стандартними вiдхиленнями вiд-
повiдно σX i σY . Тодi побудований за цими сукупностями (nX , nY )-
вимiрний вибiрковий розподiл рiзницi середнiх наближається до нор-
мального розподiлу з параметрами


µX − µY ,

√
σ2

X

nX
+

σ2
Y

nY


 ,

якщо обсяги вибiрок nX i nY необмежено збiльшуються.
Зауваження 5.2. У реальних прикладних дослiдженнях вва-

жають, що вибiрковий розподiл рiзницi середнiх не вiдрiзняється вiд
нормального вже при nX , nY > 30.

Теорема 5.3. Нехай у деякiй генеральнiй сукупностi пропор-
цiя елементiв, якi мають задану властивiсть, дорiвнює P . Тодi n-
вимiрний вибiрковий розподiл пропорцiї наближається до нормаль-
ного розподiлу з параметрами

(
P,

√
P (1− P )

n

)
,

якщо обсяг вибiрок n необмежено збiльшується.
Зауваження 5.3. У реальних прикладних дослiдженнях вважа-

ють, що вибiрковий розподiл пропорцiї не вiдрiзняється вiд нормаль-
ного, якщо n > 50 i добутки Pn та (1− P )n не меншi вiд 5.

Теорема 5.4. Припустимо, пропорцiї елементiв iз заданою вла-
стивiстю у двох незалежних генеральних сукупностях дорiвнюють
вiдповiдно PX та PY . Тодi (nX , nY )-вибiрковий розподiл рiзницi про-
порцiй наближається до нормального розподiлу з параметрами


PX − PY ,

√
PX(1− PX)

nX
+

PY (1− PY )
nY


 ,

якщо обсяги вибiрок nX та nY необмежено збiльшуються.

183



Роздiл 5. Теорiя оцiнювання

Зауваження 5.4. У реальних прикладних дослiдженнях вважа-
ють, що вибiрковий розподiл рiзницi пропорцiй не вiдрiзняється вiд
нормального, якщо nX , nY > 50 i добутки PXnX , (1− PX)nX , PY nY

та (1− PY )nY не меншi вiд 5.
Значення теорем 5.1–5.4 полягає в тому, що замiсть дослiдження

довiльного розподiлу генеральної сукупностi можна аналiзувати ви-
бiрковий розподiл вiдомого вигляду. Це дає змогу для розв’язання
розмаїття прикладних задач застосовувати кiлька нескладних мето-
дiв.

Основна формула iнтервального оцiнювання
Покажемо, як, скориставшись твердженнями теорем 5.1–5.4,

отримати простi формули для iнтервальних оцiнок генеральних се-
реднього значення, пропорцiї, рiзницi середнiх та пропорцiй.

Отже, нехай розглядаємо задачу iнтервального оцiнювання ге-
нерального середнього значення, генеральної пропорцiї, рiзницi ге-
неральних середнiх або пропорцiй. Позначимо ϑ оцiнюваний гене-
ральний параметр, а ϑв — його вибiркову версiю. З теорем 5.1–5.4
випливає, що ця вибiркова версiя є незмiщеною точковою оцiнкою.

Крiм того, кожна з теорем 5.1–5.4 стверджує, що вибiрковий роз-
подiл генерального параметра для великих вибiрок поводиться як
нормальний з параметрами (ϑ, s.e.), де s.e. — стандартна помилка
вибiркового розподiлу.

Розглянемо таке число x, що ймовiрнiсть потрапляння розпо-
дiленої за законом N (ϑ, s.e.) випадкової величини до iнтервалу
(ϑ−x; ϑ+x) дорiвнює k. Тодi з iмовiрнiстю k значення ϑв потрапляє
до iнтервалу (ϑ−x; ϑ+x). Тому невiдоме значення ϑ з iмовiрнiстю k
лежить в iнтервалi (ϑв − x;ϑв + x).

Отже, для знаходження iнтервальної оцiнки для ϑ залишилось
знайти значення x. Для цього нагадаємо, що для розподiленої за
законом N (ϑ, s.e.) випадкової величини ξ випадкова величина

ξ − ϑ

s.e.

має стандартний нормальний закон розподiлу N (0, 1).
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Позначимо z таке число, що ймовiрнiсть потрапляння розподi-
леної за стандартним нормальним законом випадкової величини до
iнтервалу (−z, z) дорiвнює k. Тодi

x = z s.e.

Остаточно з iмовiрнiстю k значення генерального параметра ϑ
лежить в iнтервалi

ϑ ∈ (ϑв − z s.e.;ϑв + z s.e.). (5.1)

При цьому зауважимо, що значення z легко знайти за формулою

Φ(z) = k/2, (5.2)

де Φ(·) — функцiя Лапласа (див. табл. Д.2.1), або за допомогою спе-
цiальних комп’ютерних пакетiв.

Зауваження 5.5. Вiдомо, що для рiвнiв довiри 90, 95, 99 та
99,9% значення z приблизно дорiвнюють вiдповiдно 1,64, 1,96, 2,58
та 3,29.

Зауваження 5.6. Формула (5.1) дає iнтервальну оцiнку для не-
вiдомого генерального параметра ϑ. При цьому в нiй використову-
ються три величини: вiдома точкова оцiнка ϑв параметра ϑ, значен-
ня z, яке визначається за таблицями заданою надiйнiстю оцiнки, та
стандартна помилка s.e. вiдповiдного вибiркового розподiлу. Стан-
дартна помилка, як правило, наперед невiдома. Тому в бiльшостi
випадкiв стандартну помилку замiнюють її точковою оцiнкою 1. То-
дi формула (5.1) набирає вигляду

ϑ ∈ (ϑв − z s.e.est.;ϑв + z s.e.est.), (5.3)

1Iншими словами, коли йдеться про надiйнiсть iнтервальної оцiнки, як прави-
ло, не враховуються неточностi при знаходженнi стандартних помилок. Певною
мiрою це виправдовується двома причинами: стандартна помилка для дослiджу-
ваних вибiркових розподiлiв швидко зменшується зi збiльшенням обсягу вибiрки
i для бiльшостi прикладних задач стандартна помилка значна менша вiд оцiню-
ваного значення генерального параметра.
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де s.e.est. — точкова оцiнка стандартної помилки вiдповiдного роз-
подiлу, яка дорiвнює s для розподiлу вибiркового середнього,

Pв(1− Pв)
n

для розподiлу вибiркової пропорцiї i
√

s2
X

nX
+

s2
Y

nY

для вибiркового розподiлу рiзницi середнiх.
Для вибiркового розподiлу рiзницi пропорцiй оцiнка стандартної

помилки буде дещо складнiшою. Наведемо її в п. 5.2.5.
Зауваження 5.7. Аналiзуючи формулу (5.1), бачимо, що ши-

рина результуючого iнтервалу для ϑ зменшується зi збiльшенням
обсягу вибiрки та зниженням рiвня довiри.

5.2.2. Iнтервальнi оцiнки генерального середнього
Розглянемо приклади використання формули (5.1) для iнтерваль-

ної оцiнки генерального середнього.
Нехай у результатi аналiзу випадкової вибiрки обсягом n (n > 30)

знайдено середнє значення вибiрки X. Необхiдно оцiнити значення
генерального середнього µ з рiвнем довiри k. Цей рiвень довiри ви-
значає значення z за формулою (5.2). Окрiм параметрiв X та z в
iнтервальнiй оцiнцi (5.1) мiститься значення стандартної помилки
вибiркового розподiлу. Нагадаємо, що за теоремою 4.1 воно дорiв-
нює σ√

n
, де σ — генеральне стандартне вiдхилення.

Як правило, у соцiологiчних та психологiчних задачах генеральне
стандартне вiдхилення невiдоме1. Тому природно було б, враховуючи

1На вiдмiну вiд певних технiчних чи економiчних задач. Наприклад, якщо
потрiбно перевiрити, чи правильно працює лiнiя з розливання мiнеральної во-
ди, тобто чи в середньому в кожну пляшку наливається заданий об’єм води,
то беруть випадкову вибiрку вироблених пляшок, перевiряють об’єм рiдини в
них i знаходять вибiркове середнє. У такому разi генеральне стандартне вiдхи-
лення, а отже, i стандартна помилка розподiлу вибiркового середнього можуть
бути наперед вiдомi з технологiчних характеристик лiнiї, i формулу (5.1) можна
використовувати безпосередньо.
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зауваження 5.6, використовувати для iнтервальної оцiнки генераль-
ного середнього формулу (5.3). Проте за традицiєю викладу мате-
матичної статистики розглянемо обидва випадки — при вiдомому та
невiдомому стандартних вiдхиленнях генеральної сукупностi.

Отже, якщо наперед вiдоме генеральне стандартне вiдхилення σ,
то iнтервальну оцiнку генерального середнього при рiвнi довiри k
можна знайти за формулою

µ ∈
(

X − z
σ√
n

; X + z
σ√
n

)
, (5.4)

де n — обсяг вибiрки, n > 30; X — вибiркове середнє.
Якщо ж значення σ невiдоме, то, як правило, як його точкову

оцiнку використовують виправлене вибiркове стандартне вiдхилен-
ня s (див. п. 5.1.6).

У цьому разi iнтервальну оцiнку генерального середнього при до-
вiрчому рiвнi k обчислюють за формулою

µ ∈
(

X − z
s√
n

; X + z
s√
n

)
, (5.5)

Насправдi як оцiнку σ замiсть s часто використовують вибiркове
стандартне вiдхилення σв, адже для великих вибiрок s ≈ σв (див.
п. 5.1.6).

Розглянемо приклади застосування формул (5.4) i (5.5).

Приклад 5.2.1. Нехай з попереднiх дослiджень вiдомо, що стан-
дартне вiдхилення в розподiлi зросту дорослого мiського населення
в певнiй країнi дорiвнює 11,2 см 1. Нехай у випадковiй вибiрцi обся-
гом 625 осiб середнiй зрiст дорiвнює 172,4 см. Припустимо, що за ци-
ми даними потрiбно оцiнити генеральне середнє µ зросту дорослого

1Вiдомо, що внаслiдок акселерацiї середнiй зрiст мiського населення постiйно
збiльшується. При цьому дисперсiя розподiлу зросту коливається в невеликих
межах. Тому якщо з архiвних матерiалiв вiдома дисперсiя розподiлу зросту в
один з попереднiх рокiв, можна вважати, що теперiшнє значення дисперсiї таке
саме.
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мiського населення з надiйнiстю 99%. Тодi з урахуванням форму-
ли (5.4) та зауваження 5.5 дiстанемо

µ ∈
(
172,4− 2,58 · 11,2√

625
; 172,4 + 2,58 · 11,2√

625

)
=

=
(
172,4− 28,896

25
; 172,4 +

28,896
25

)
≈

≈ (172,4− 1,2; 172,4 + 1,2) = (171,2; 173,6).

Отже, з iмовiрнiстю 99% середнiй зрiст дорослого мiського насе-
лення перебуває в межах 171,2–173,6 см.

Приклад 5.2.2. Нехай минулого лiта стандартне вiдхилення в
розподiлi мiсячних прибуткiв дрiбних селянських господарств ста-
новило 32 ум. од.1. Припустимо, дослiджено випадкову вибiрку з 150
дрiбних селянських господарств останньої зими i встановлено, що
середньомiсячний прибуток у вибiрцi дорiвнює 345,6 ум. од.

Припускаючи, що стандартне вiдхилення залишилось незмiнним,
оцiнимо за цими даними реальне значення середнього щомiсячного
прибутку з надiйнiстю 95%. За формулою (5.4) маємо

µ ∈
(
345,6− 1,96 · 32√

150
; 345,6 + 1,96 · 32√

150

)
≈

≈
(
345,6− 62,72

12,25
; 345,6 +

62,72
12,25

)
≈

≈ (345,6− 5,1; 345,6 + 5,1) = (340,5; 350,7).

Отже, з надiйнiстю 95% середньомiсячнi прибутки дрiбних госпо-
дарств у селi останньої зими перебувають у межах 340,5–350,7 ум. од.

Приклад 5.2.3. Припустимо, з рiвнем довiри 95% необхiдно
оцiнити середню тривалiсть життя чоловiкiв у незалежнiй Українi.

1Припустимо, вiдомi середнiй рiвень та стандартне вiдхилення прибуткiв сiль-
ського населення минулого лiта з iнших дослiджень. Вважаючи, що прибутки
селян залежно вiд сезону збiльшуються чи зменшуються приблизно однорiдно,
можна припустити, що стандартне вiдхилення прибуткiв влiтку i взимку одна-
кове.
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Оскiльки за нестабiльного розвитку суспiльства стандартне вiдхи-
лення тривалостi життя навряд чи залишається сталим — напри-
клад, при значних суспiльних катаклiзмах (як от вiйни або еколо-
гiчнi катастрофи) або економiчних потрясiннях i пов’язаних з ними
мiграцiях працездатного населення стандартне вiдхилення може рiз-
ко змiнитися, — слiд використовувати формулу (5.5).

Нехай згенеровано випадкову вибiрку обсягом 100 свiдоцтв про
смерть чоловiкiв з архiвних матерiалiв ЗАГС за останнi 12 рокiв.

У результатi обчислення за даними вибiрки встановлено, що се-
редня тривалiсть життя X та виправлене стандартне вiдхилення s
у вибiрцi дорiвнюють вiдповiдно 62,6 та 9,4 року. Тодi з надiйнiстю
k = 95 % дiстаємо

µ ∈
(
X − z(k)s√

n
; X +

z(k)s√
n

)
≈

(
62,6− 1,96 · 9,4√

100
; 62,6 +

1,96 · 9,4√
100

)
=

= (62,6− 1,96 · 0,94; 62,6 + 1,96 · 0,94) =
= (62,6− 1,84; 62,6 + 1,84) = (60,76; 64,44) ≈ (60,7; 64,5).

В останнiй наближенiй рiвностi межi довiрчого iнтервалу окру-
глено в бiк збiльшення. Рекомендуємо дiяти так завжди з метою
пiдвищення надiйностi оцiнки. Нагадаємо також, що z(95 %) ≈ 1,96
(див. зауваження 5.5).

Остаточно з надiйнiстю 95% середня тривалiсть життя (у ро-
ках) чоловiкiв в Українi за роки незалежностi перебуває в iнтервалi
(60,7; 64,5)1.

Приклад 5.2.4. У прикладi 2.2.6 наводились данi соцiологiчного
дослiдження, метою якого було встановити середню кiлькiсть дiтей
у сiм’ї. Припустимо, що цi данi було отримано при опитуваннi 84
випадково вибраних сiмей у Києвi. Нагадаємо пiдсумки опитування
ще раз (у таблицi нижче наведено детальнiшi данi).

Кiлькiсть дiтей у сiм’ї 0 1 2 3 4 5
Кiлькiсть сiмей 16 23 23 14 7 1

1Не варто сприймати цей iнтервал як реальний. Усi числа у цьому прикладi
пiдiбранi.
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Оцiнимо за цими даними з 90%-ю надiйнiстю середню кiлькiсть
дiтей у сiм’ї для мiста Києва.

Обчислимо середнє значення та виправлене стандартне вiдхилен-
ня вибiрки (див. таблицю).

Обчислення середнього значення та виправленого стандартного
вiдхилення кiлькостi дiтей у сiм’ї для мiста Києва

Кiлькiсть
дiтей x

Частота
n

Добуток
xn

Вiдхилення
x−X

Квадрат
(x−X)2

Добуток
(x−X)2n

0 16 0 −1,7 2,89 46,24
1 23 23 −0,7 0,49 11,27
2 23 46 0,3 0,09 2,07
3 14 42 1,3 1,69 23,66
4 7 28 2,3 5,29 37,03
5 1 5 3,3 10,89 10,89
Разом 84 144 131,16

Середнє значення X
144

84
≈ 1,7 Виправлена дисперсiя s2 131,16

84− 1
≈ 1,6

Виправлене стандартне вiдхилення s
p

1,6 ≈ 1,3

Зауважимо, що значення s2 i s округлено в бiк збiльшення. Зна-
йдемо тепер 90%-й довiрчий iнтервал для генеральної середньої кiль-
костi µ дiтей у сiм’ї, скориставшись зауваженням 5.5 та форму-
лою (5.5):

µ ∈
(
1,7− 1,64 · 1,6√

84
; 1,7 + 1,64 · 1,6√

84

)
≈

≈ (1,7− 0,23; 1,7 + 0,23) ≈ (1,7− 0,3; 1,7 + 0,3) = (1,4; 2,0).

Отже, з надiйнiстю 90% доходимо висновку, що середня кiлькiсть
дiтей у сiм’ї в Києвi перебуває в межах 1,4–2,01.

1Зрозумiло, що в жоднiй сiм’ї не може бути 1,7 чи 1,4 дiтей. Iнтервал (1,4; 2,0)
для середньої кiлькостi дiтей у сiм’ї потрiбно розумiти так. Якщо розглянемо
велику кiлькiсть сiмей киян, наприклад 10000, то з 90%-ю надiйнiстю можемо
оцiнити загальну кiлькiсть дiтей у цих сiм’ях. Вона перебуває в межах 14000–
20000 дiтей.
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5.2.3. Iнтервальнi оцiнки рiзницi генеральних
середнiх

Необхiднiсть оцiнювання рiзницi генеральних середнiх постає при
порiвняннi двох генеральних сукупностей за деякою ознакою. На-
приклад, природно порiвняти середнiй рiвень життя мiщан та селян
у країнi, середнiй рiвень життя мешканцiв двох мiст, середнiй рiвень
iнтелекту1 випускникiв двох вищих навчальних закладiв.

Середнiй рiвень за деякою ознакою у двох сукупностях можна
порiвнювати як в абсолютному, так i вiдносному вираженнi. Оцiнити
абсолютну рiзницю середнiх рiвнiв дещо простiше.

Розглянемо двi незалежнi генеральнi сукупностi, рiзницю серед-
нiх значень µx та µY яких потрiбно оцiнити з надiйнiстю k.

Сформуємо з цих сукупностей випадковi вибiрки обсягами nX

i nY . У цих вибiрках можна обчислити середнi значення X, Y i ви-
правленi стандартнi вiдхилення sX , sY . Тодi за допомогою теоре-
ми 4.2 та формули (5.3) можна обчислити iнтервальну оцiнку рiзни-
цi µX − µY генеральних середнiх:

µX − µY ∈ (
X − Y − zsX−Y ; X − Y + zsX−Y

)
, (5.6)

де

sX−Y =

√
s2

X

nX
+

s2
Y

nY
, (5.7)

а z шукається за формулою (5.2).
Зауважимо, що коли значення стандартних вiдхилень σX та σY

генеральної сукупностi вiдомi, то їх використовують у формулi (5.7)
замiсть значень вiдповiдно sX та sY .

Приклад 5.2.5. Нехай потрiбно порiвняти рiвень життя в Києвi
та Львовi. Однiєю з характеристик рiвня життя є середнiй сукупний
мiсячний прибуток на душу населення. Припустимо, випадково опи-
тано 120 громадян з Києва та 88 зi Львова. Нехай обчислено середнi

1Проте зауважимо, що стандартною процедурою визначення рiвня iнтелекту
людини є IQ-тест. При цьому IQ-iндекс iнтелекту визначається в балах. Фор-
мально вiн вимiрюється в числовiй шкалi, реально — у порядковiй. Тому казати
про числову рiзницю IQ-iндексiв двох iндивiдуумiв насправдi некоректно.

191



Роздiл 5. Теорiя оцiнювання

значення та виправленi стандартнi вiдхилення сукупних мiсячних
прибуткiв у вибiрках киян i львiв’ян в умовних одиницях:

XКиїв = 172,6, sКиїв = 14,2;

XЛьвiв = 158,5, sЛьвiв = 11,6.

З 95%-ю надiйнiстю оцiнимо за цими даними рiзницю генераль-
них сукупних мiсячних прибуткiв на душу населення в Києвi та
Львовi. Використовуючи формули (5.6), (5.7) та зауваження 5.5, дi-
стаємо

sКиїв−Львiв =

√
14,22

120
+

11,62

88
≈ 1,79,

XКиїв −XЛьвiв = 172,6− 158,5 = 14,1,

µКиїв − µЛьвiв ∈ (14,1− 1,96 · 1,79; 14,1 + 1,96 · 1,79) ≈
≈ (14,1− 3,5; 14,1 + 3,5) = (10,6; 17,6).

Отже, з 95%-ю надiйнiстю можна стверджувати, що сукупнi мi-
сячнi прибутки на душу населення в Києвi бiльшi, нiж у Львовi на
величину, яка перебуває в межах 10,6–17,6 ум. од.

Приклад 5.2.6. Нехай слiд проаналiзувати, як деяке рiшення
уряду вплине на пiдвищення середнього рiвня доходiв громадян у
країнi. Тодi можна було б сформувати двi випадковi вибiрки грома-
дян — одну одразу пiсля прийняття рiшення, а другу через деякий
перiод, наприклад, рiк. Можна обчислити середнi значення та ви-
правленi стандартнi вiдхилення доходiв у цих вибiрках i формаль-
но застосувати описану щойно процедуру. Проте такий пiдхiд буде
некоректний у цьому разi, тому що генеральнi сукупностi, з яких
беруться вибiрки, не незалежнi.

Розглянута задача належить до проблем дослiдження так званих
зсувiв генеральної сукупностi. Як правило, їх розв’язують за допо-
могою тестування гiпотез (див. пiдрозд. 6.3).

5.2.4. Iнтервальнi оцiнки генеральної пропорцiї
Нехай потрiбно оцiнити пропорцiю Pг iндивiдуумiв генеральної

сукупностi iз заданою властивiстю. Прикладами таких задач є, ска-
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жiмо, оцiнка вiдсотка безробiтних серед загальної чисельностi праце-
здатного населення, оцiнка вiдсотка виборцiв, якi проголосували за
конкретного кандидата, оцiнка вiдсотка громадян з вищою освiтою.

Для розв’язання такої задачi формують випадкову вибiрку з ге-
неральної сукупностi великого обсягу. Нехай обсяг цiєї вибiрки до-
рiвнює n.

Далi у вибiрцi проводять опитування щодо дослiджуваної власти-
востi. Припустимо, кiлькiсть iндивiдуумiв у вибiрцi з такою власти-
вiстю m. Тодi для обчислення пропорцiї таких iндивiдуумiв у вибiрцi
маємо формулу

Pв =
m

n
.

За теоремою 4.3 значення Pв є незмiщеною точковою оцiнкою
генеральної пропорцiї Pг.

Для обчислення iнтервальної оцiнки використовують форму-
лу (5.3). Згадуючи вираз для точкової оцiнки стандартної помил-
ки розподiлу вибiркової пропорцiї, запишемо версiю формули (5.3)
для випадку оцiнки генеральної пропорцiї. За надiйностi k для Pг
отримаємо довiрчий iнтервал

Pг ∈
(

Pв − z

√
Pв(1− Pв)

n
; Pв + z

√
Pв(1− Pв)

n

)
, (5.8)

де z обчислюється за формулою (5.2).
Зауважимо, що застосовувати формулу (5.8) можна лише за ви-

конання таких умов:
n > 50;
m > 5;

n−m > 5,

(5.9)

що випливає iз зауваження 5.3.
Приклад 5.2.7. Нехай необхiдно з 99%-ю надiйнiстю оцiнити

вiдсоток виборцiв, якi проголосували за конкретного кандидата1. З
1Зрозумiло, що Центральна виборча комiсiя оголосить офiцiйнi данi за кiлька

днiв пiсля виборiв. Тому така задача постає за потреби незалежного громадсько-
го контролю за результатами виборiв або з метою швидкого (за кiлька годин)
прогнозування результату виборiв.
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цiєю метою опитано 1000 випадково вибраних виборцiв, якi щойно
проголосували. Серед них за цього кандидата проголосувало 264 осо-
би. За цими даними визначимо iнтервал, якому належить генеральна
пропорцiя виборцiв, що вiддали голоси за нього.

Вибiркова пропорцiя

Pв =
264
1000

= 0,264.

Перевiримо умови (5.9):

n = 1000 > 50;
m = 264 > 5;

n−m = 1000− 264 = 736 > 5.

За зауваженням 5.5 z(99%) = 2,58. Тодi
√

Pв(1− Pв)
n

=

√
0,264 · 0,736

1000
≈ 0,014.

Тому

Pг ∈ (0,264− 2,58 · 0,014; 0,264 + 2,58 · 0,014) ≈
≈ (0,264− 0,036; 0,264 + 0,036) =
= (26,4%− 3,6%; 26,4 % + 3,6%) = (22,8%; 30,0%).

Отже, з надiйнiстю 99% можна стверджувати, що за розгляду-
ваного кандидата проголосувало 22,8–30,0% виборцiв, якi з’явились
на дiльницях.

5.2.5. Iнтервальнi оцiнки рiзницi генеральних
пропорцiй

У п. 5.2.3 розглядалася задача порiвняння середнiх значень у
двох генеральних сукупностях. Подiбною є задача порiвняння про-
порцiй елементiв з деякою властивiстю у двох генеральних сукупно-
стях. Як правило, її розв’язують, оцiнюючи рiзницю пропорцiй.
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Нехай потрiбно порiвняти невiдомi пропорцiї P1 i P2 iндивiдуумiв
iз заданою властивiстю у двох незалежних генеральних сукупно-
стях. Припустимо, сформовано випадковi вибiрки з цих сукупностей
обсягами вiдповiдно n1 та n2. Нехай кiлькостi iндивiдуумiв з цiєю
властивiстю у вибiрках становлять вiдповiдно m1 та m2. Тодi для
пропорцiй iндивiдуумiв з цими властивостями у вибiрках

p1 =
m1

n1
,

p2 =
m2

n2
.

Використовуючи теорему 4.4 i формулу (5.3), з надiйнiстю k мо-
жна обчислити iнтервал для генеральної рiзницi пропорцiй:

P1 − P2 ∈
(
p1 − p2 − z(k)δP1−P2 ; p1 − p2 + z(k)δP1−P2

)
, (5.10)

де z(k) розраховується за формулою (5.2); δP1−P2 — точкова оцiнка
вибiркового розподiлу рiзницi пропорцiй,

δP1−P2 =
√

P (1− P )
( 1

n1
+

1
n2

)
; (5.11)

P =
p1n1 + p2n2

n1 + n2
.

При цьому перед застосуванням формули (5.10) потрiбно перевi-
рити умови (див. зауваження 5.4)

n1 > 50, n2 > 50;
m1 > 5, n1 −m1 > 5,

m2 > 5, n2 −m2 > 5.

(5.12)

Приклад 5.2.8. Нехай слiд порiвняти рiвень безробiття у двох
регiонах країни — захiдному та центральному. Припустимо, для цьо-
го здiйснено опитування у двох випадкових вибiрках, сформованих
з працездатних громадян цих регiонiв. Обсяги вибiрок

nз = 1200,

nц = 1350,
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кiлькiсть безробiтних у них

mз = 240,

mц = 235.

Обчислимо пропорцiї безробiтних у вибiрках та їх рiзницю:

pз =
240
1200

= 0,200,

pц =
235
1350

≈ 0,174,

pз − pц ≈ 0,200− 0,174 = 0,026.

Очевидно, що умови (5.12) виконуються.
За формулою (5.11)

P =
0,200 · 1200 + 0,174 · 1350

1200 + 1350
=

474,9
2550

≈ 0,186235,

δPз−Pц =

√
0,186235 · (1− 0,186235)

( 1
1200

+
1

1350

)
≈

≈
√

0,000239 ≈ 0,015.

Нехай необхiдно оцiнити генеральну рiзницю пропорцiй безро-
бiтних у захiдному та центральному регiонах з надiйнiстю 95%. За
зауваженням 5.5

z(95%) = 1,96.

За формулою (5.10)

Pз − Pц ∈ (0,026− 1,96 · 0,015; 0,026 + 1,96 · 0,015) ≈
≈ (0,026− 0,029; 0,026 + 0,029) = (−0,003; 0,055) =
= (−0,3%; 5,5%).

Отже, з надiйнiстю 95% генеральна рiзниця пропорцiй безробiт-
них у захiдному та центральному регiонах належить iнтервалу

(−0,3%; 5,5 %).
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Це означає, що за результатами аналiзу неможливо навiть сказа-
ти, в якому регiонi рiвень безробiття вищий 1.

Приклад 5.2.9. Припустимо, на початку минулого року уряд
країни оголосив план заходiв щодо зниження рiвня безробiття. Звi-
туючи перед Верховною Радою наприкiнцi року, прем’єр-мiнiстр за-
явив, що в результатi виконання цих заходiв рiвень безробiття зни-
зився на 2%.

Нехай незалежна соцiологiчна служба вирiшила перевiрити заяву
прем’єра. Для цього вона здiйснила опитування у випадковiй вибiрцi
з 1000 осiб i встановила, що p1 = 25 % опитаних були безробiтними
рiк тому, а p = 22% — нинi. Чи можна для перевiрки твердження
прем’єра застосувати формулу (5.10)? На жаль, нi. Адже фактично
маємо двi залежнi генеральнi сукупностi 2.

5.2.6. Мiнiмальний обсяг вибiрки
Часто у прикладних дослiдженнях параметр генеральної сукуп-

ностi потрiбно оцiнити з деякою наперед фiксованою точнiстю. На-
приклад, полiтик може замовити соцiологiчнiй службi оцiнку про-
порцiї громадян, якi прихильно ставляться до нього, з точнiстю до
одного вiдсотка.

При цьому точнiсть i надiйнiсть оцiнки — двi рiзнi характеристи-
ки. Надiйнiсть оцiнки — це ймовiрнiсть того, що вона правильна. А
точнiсть визначається шириною iнтервалу оцiнки.

Як випливає з формули (5.3), iнтервальна оцiнка генерального
параметра ϑ з надiйнiстю k — принаймнi в разi оцiнювання генераль-
ного середнього, рiзницi генеральних середнiх, генеральної пропорцiї
та рiзницi генеральних пропорцiй — має вигляд

ϑ = (ϑв − ε; ϑв + ε),
1Якщо надiйнiсть висновкiв зменшити до 90%, то для рiзницi вiдсоткiв без-

робiтних отримаємо iнтервал

(0,026− 1,64 · 0,015; 0,026 + 1,64 · 0,015) ≈ (0,001; 0,051) = (0,1%; 5,1%)

i можемо твердити, що рiвень безробiття на Заходi вищий, нiж у Центрi, але
щонайбiльше на 5%.

2Спосiб розв’язання таких задач розглянемо в пiдрозд. 6.3.
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де ϑв — незмiщена точкова оцiнка для ϑ;

ε = z(k) s.e.est. (5.13)

Останнi формули засвiдчують, що реальне значення генерально-
го параметра ϑ вiдрiзняється вiд його точкової оцiнки за вибiркою ϑв
щонайбiльше на ε 1. Тому природно саме це число ε вважати точнi-
стю оцiнки генерального параметра ϑ значенням ϑв.

Узагальнимо тепер цi мiркування до означення точностi iнтер-
вальної оцiнки.

Означення 5.6. Нехай iнтервал (a; b) є оцiнкою з деяким рiв-
нем надiйностi k генерального параметра ϑ. Iншими словами, нехай
ϑ ∈ (a; b) з надiйнiстю k. Тодi

ε =
b− a

2

називається точнiстю оцiнки при надiйностi k 2.

Приклад 5.2.10. Припустимо, з 95%-м рiвнем довiри визначено
iнтервальну оцiнку середнього значення µ щомiсячних прибуткiв на
душу населення у країнi (ум. од.):

µ ∈ (189,3; 204,7).

Тодi точнiсть цiєї оцiнки для µ

ε =
204,7− 189,3

2
=

15,4
2

= 7,7 (ум. од.).

1При цьому рiвень довiри до цього твердження дорiвнює k i не є стовiдсотко-
вим.

2Справдi, якщо iнтервальна оцiнка дорiвнює (ϑв − ε; ϑв + ε), то

(ϑв + ε)− (ϑв − ε)

2
=

2ε

2
= ε,

тобто це означення узагальнює наведенi мiркування.
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Оскiльки точнiсть оцiнки — це максимальне вiдхилення реально-
го значення генерального параметра вiд його точкової оцiнки, то що
менша точнiсть, то краща оцiнка1.

Зауважимо, що за формулою (5.13) точнiсть ε = z(k) s.e.est. змен-
шується зi зменшенням значення z(k) i оцiнки стандартної помил-
ки s.e.est. Нагадаємо, що z(k) зменшується при зменшеннi рiвня до-
вiри, а s.e.est. — при збiльшеннi обсягу вибiрки.

Тому точнiсть ε розглянутих iнтервальних оцiнок зменшується
(тобто покращується) зi збiльшенням обсягу вибiрок i збiльшується
(тобто погiршується) з пiдвищенням рiвня довiри.

Рiвень довiри — це суб’єктивна характеристика, яка фiксується
до дослiдження. Як правило, цей рiвень залежить вiд типу конк-
ретної задачi та того, якою мiрою важлива надiйнiсть оцiнювання.
Скажiмо, помилка прогнозної оцiнки рiвня продажiв деякого товару
у кiлька вiдсоткiв для великої компанiї може означати багатомiль-
йоннi втрати. Водночас помилка моментальної оцiнки результатiв
виборiв2 вже не вплине на результати. Отже, у першому випадку
потрiбно вимагати надiйностi 99 чи навiть 99,9%, у другому ж мо-
жна задовольнитись рiвнем довiри 90 чи 95%.

Отже, виходячи з конкретної задачi дослiдник фiксує потрiбний
рiвень довiри. Тому вiн не може використовувати рiвень довiри для
полiпшення точностi оцiнки. Як правило, для полiпшення точностi
оцiнки, тобто зменшення її значення, збiльшують обсяг вибiрки.

Мало того, якщо замовник дослiдження потребує певної точностi
оцiнки, постає задача визначення мiнiмального обсягу вибiрки, який
би її забезпечував.

Наведемо пiдходи до розв’язання таких задач.

1Це видається неприродним, адже це твердження можна перефразувати: “що
менша точнiсть, то точнiша оцiнка”. Причина цiєї двозначностi полягає в тому,
що в українськiй мовi слово “точнiсть” є якiсною характеристикою, наведений
же термiн “точнiсть” — це характеристика кiлькiсна. Iншими словами, точнiсть
iнтервальної оцiнки i мовне поняття точностi рiзнi за природою.

2Див. приклад 5.2.7.
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Мiнiмальний розмiр вибiрки при оцiнюваннi генеральної
пропорцiї

З формули (5.8) випливає, що точнiсть оцiнки генеральної про-
порцiї

ε = z(k)

√
Pв(1− Pв)

n
,

де z(k) визначається рiвнем довiри; Pв — вибiркова пропорцiя; n —
обсяг вибiрки.

Зауважимо, що максимальне значення виразу Pв(1 − Pв) дорiв-
нює 1/4 1. Тому для забезпечення точностi iнтервальної оцiнки ε по-
трiбно так пiдiбрати n, щоб

ε > z(k)

√
1
4
· 1
n

.

Для цього значення n достатньо вибрати таке, щоб воно задо-
вольняло нерiвнiсть

n > z(k)2 · 1
4
· 1
ε2

=
z(k)2

4ε2
. (5.14)

Приклад 5.2.11. Нехай потрiбно оцiнити пропорцiю симпатикiв
деякої полiтичної партiї з надiйнiстю 95% та точнiстю 1% = 0,01.
Обчислимо необхiдний для цього мiнiмальний обсяг випадкової ви-
бiрки за формулою (5.14):

n >
1,962

4 · 0,012
=

38416
4

= 9604.

1Це легко довести, побудувавши графiк параболи y = p− p2. Її вершина — це
точка −1

2 · (−1)
=

1

2
;

при цьому

y

„
1

2

«
=

1

2
−
„

1

2

«2

=
1

4
.
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Отже, для забезпечення такої точностi необхiдно, взагалi кажучи,
опитати близько 10 тис. громадян. Зрозумiло, що таке дослiдження
дорого коштуватиме.

Тепер оцiнимо мiнiмальний обсяг вибiрки, необхiдний для забез-
печення точностi 5% (при такому самому рiвнi довiри 95%):

n >
1,962

4 · 0,052
=

1536,64
4

= 384,16.

Отже, достатньо опитати близько 400 громадян. Таке опитування
здiйснити набагато реальнiше.

А що буде, коли точнiсть дорiвнюватиме 2%? У цьому разi по-
трiбно опитати n > 2401 громадян, а це так само потребує великих
витрат1.

Наведений приклад засвiдчує, що для забезпечення точностi iн-
тервальної оцiнки генеральної пропорцiї, скажiмо, 1–2%, потрiбно
дослiджувати великi вибiрки. Проте зауважимо, що формулу (5.14)
отримано для випадку найгiрших обставин. Коефiцiєнт 1

4 , який фi-
гурує в нiй, виникає тодi, коли значення вибiркової пропорцiї до-
рiвнює 50%. Якщо ж пропорцiя суттєво менша або бiльша, то цей
коефiцiєнт зменшуватиметься2. А це призведе до зменшення мiнi-
мального обсягу вибiрки. Проблема в тому, що вибiркова пропорцiя
наперед невiдома.

Розглянемо випадок, коли наявна додаткова iнформацiя про ге-
неральну пропорцiю, яка дає змогу зменшити коефiцiєнт 1

4 .
Нехай вiдомо, що генеральна пропорцiя не перевищує Pмакс. При-

пустимо, це значення виявилось меншим вiд 50%:

Pмакс < 50%.

Тодi можна покращити формулу (5.14) виходячи з таких мiр-
кувань. Насамперед можна допустити, що в дослiджуванiй у май-

1Зауважимо, що для оцiнки популярностi полiтичних партiй соцiологiчнi ор-
ганiзацiї зазвичай опитують близько 2 тис. громадян. Пiд час екзит-полу на
президентських виборах 2004 р. кожний з учасникiв опитував близько 10 тис.
осiб.

2На практицi через вiдмову частини опитуваних вiдповiдати та явище так
званого дизайн-ефекту обсяг вибiрки має бути бiльший, нiж дає формула (5.14).
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бутньому випадковiй вибiрцi вибiркова пропорцiя не перевищувати-
ме Pмакс. За такого припущення1 отримаємо, що для забезпечення
заданої точностi iнтервальної оцiнки ε мiнiмальний обсяг n вибiрки
слiд визначити з нерiвностi

ε > z(k)

√
Pмакс(1− Pмакс)

n
.

Iншими словами, необхiдно сформувати вибiрку обсягом не мен-
ше

n >
z(k)2Pмакс(1− Pмакс)

ε2
. (5.15)

Приклад 5.2.12. Припустимо, у прикладi 5.2.11 вiдомо, що на
останнiх виборах партiя набрала близько 7% голосiв. Якщо припу-
стити, що ставлення до неї не надто змiнилося, то можна пропорцiю
її симпатикiв гiпотетично оцiнити згори, наприклад, так:

Pмакс = 10 %.

Тодi з формули (5.15) випливає, що для забезпечення точностi 2%
при надiйностi 95% обсяг вибiрки має бути такий:

n >
z(k)2Pмакс(1− Pмакс)

ε2
=

1,962 · 0,10(1− 0,10)
0,022

=

=
3,8416 · 0,09

0,022
=

384,16 · 9
4

=
3457,44

4
= 864,36.

Отже, з урахуванням додаткової iнформацiї потрiбно опитати
близько 900 осiб замiсть 2400 (див. приклад 5.2.11).

Якщо ж вiдомо, що генеральна пропорцiя не менша вiд Pмiн i це
значення задовольняє нерiвнiсть

Pмiн > 50%,

то формула для обчислення мiнiмального обсягу вибiрки, необхiдно-
го для забезпечення точностi оцiнки ε, набере вигляду

n >
z(k)2Pмiн(1− Pмiн)

ε2
. (5.16)

1Це припущення не є стовiдсотково правильним твердженням. Проте воно
правомiрне, позаяк зазвичай значення Pмакс беруть з певним запасом.
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Мiнiмальний розмiр вибiрки при оцiнюваннi генерального
середнього

Як випливає з формули (5.4), точнiсть iнтервальної оцiнки гене-
рального середнього

ε =
z(k)σ√

n
,

де σ — стандартне вiдхилення генеральної сукупностi.
Тому для забезпечення точностi ε обсяг вибiрки n має задоволь-

няти нерiвнiсть

n >
z(k)2σ2

ε2
. (5.17)

На жаль, скористатися формулою (5.17) можна лише тодi, коли
вiдоме значення σ. Проте, як правило, генеральне стандартне вiдхи-
лення невiдоме.

Нагадаємо, що за невiдомого значення σ в iнтервальнiй оцiнцi
середнього значення використовують точкову оцiнку генерального
стандартного вiдхилення, власне виправлене вибiркове стандартне
вiдхилення s. Здавалося б, у такому разi для визначення мiнiмально-
го розмiру вибiрки у формулу (5.17) потрiбно пiдставити s замiсть σ.
На жаль, s є вибiрковим параметром, що залежить вiд конкретної
вибiрки, i наперед до формування вибiрки вiн невiдомий.

Тому за невiдомого значення σ чинять так. Точнiсть оцiнки ви-
мiрюють у масштабi σ. Iншими словами, кажуть про забезпечення
точностi в x стандартних вiдхилень σ:

ε = xσ.

Ще раз зауважимо, що в цiй формулi σ невiдоме.
У цьому разi формула (5.17) набере вигляду

n >
z(k)2σ2

(xσ)2
=

z(k)2

x2
. (5.18)

Приклад 5.2.13. Повернiмося до прикладу 5.2.2. Яку кiлькiсть
селянських господарств необхiдно було б дослiдити для забезпечен-
ня точностi оцiнки середнього щомiсячного прибутку ε = 5 ум. од.
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при надiйностi 99%? Нагадаємо, що значення σ вiдоме i дорiв-
нює 32 ум. од. Тому за формулою (5.17) маємо

n >
2,582 · 322

52
≈ 273,

тобто мiнiмальний обсяг вибiрки має дорiвнювати близько 300 се-
лянських господарств.

Припустимо, значення σ невiдоме. У цьому разi слiд було б ви-
мiрювати точнiсть у генеральних стандартних вiдхиленнях. Скажi-
мо, можна було б поставити таке запитання: “Яким має бути обсяг
вибiрки, щоб при надiйностi 99% забезпечити точнiсть 0,1σ?” Для
вiдповiдi на це запитання скористаємося формулою (5.18):

n >
2,582

0,12
= 665,64,

тобто в такому разi потрiбно було б дослiдити щонайменше 670 го-
сподарств.

Оцiнювання рiзницi пропорцiй

За формулами (5.10) та (5.11) точнiсть оцiнки рiзницi пропорцiй

ε = z(k)
√

P (1− P )
( 1

n1
+

1
n2

)
,

де

P =
p1n1 + p2n2

n1 + n2
;

p1, p2 — вибiрковi пропорцiї.
Оскiльки максимальне значення функцiї y = p(1−p) дорiвнює 1

4 ,
то для забезпечення точностi ε обсяги вибiрок n1 i n2 повиннi задо-
вольняти нерiвнiсть

ε > z(k)
√

1
4

( 1
n1

+
1
n2

)
.
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Для приведення цiєї нерiвностi до зручнiшого вигляду введемо
позначення

N = min{n1, n2}.
Тодi

ε > z(k)

√
1
4

( 1
N

+
1
N

)
.

Тому

N >
z(k)2

2ε2
. (5.19)

Отже, для забезпечення точностi ε iнтервальної оцiнки рiзницi
пропорцiй двох незалежних генеральних сукупностей за надiйностi k
достатньо сформувати з них випадковi вибiрки обсягами щонаймен-
ше N , що задовольняє нерiвнiсть (5.19).

Приклад 5.2.14. Повернiмося до прикладу 5.2.8, де з надiйнi-
стю 95% оцiнювалась рiзниця у пропорцiях безробiтних у захiдному
та центральному регiонах. Нагадаємо, що точнiсть отриманої оцiнки
(−0,3%; 5,5%) становила

5,5%− (−0,3 %)
2

=
5,8 %

2
= 2,9%.

Отримана iнтервальна оцiнка не допомагає вiдповiсти на питан-
ня, в якому регiонi рiвень безробiття вищий. Для того щоб вiдповiсти
на це питання, довелося б здiйснити масштабнiше дослiдження.

Нехай необхiдно оцiнити рiзницю генеральних пропорцiй з то-
чнiстю 2% за такого самого рiвня надiйностi 95%. Тодi за форму-
лою (5.19)

N >
1,962

2 · 0,022
≈ 4802,

тобто для забезпечення бажаної точностi потрiбно було опитати хоча
б 4800 осiб у кожному регiонi.

Зрозумiло, що таке дослiдження нерентабельне. У цьому разi кра-
ще було б застосувати таку саму методику, як у прикладi 5.2.12. При-
пустимо, минулого року рiвень безробiття в цих регiонах становив 21
та 19% (за даними прикладу 5.2.8 точковi оцiнки рiвня безробiття
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в регiонах цього року вiдповiдно 20,0 i 17,4%). Тому можна було б
припустити, що рiвень безробiття в регiонах не перевищує, скажiмо,
25%. Оскiльки параметр P , який фiгурує у формулi для ε — це фа-
ктично пропорцiя дослiджуваної ознаки в об’єднанiй з двох вибiрок
сукупностi, то його максимальне значення так само

Pмакс = 25 %.

Тодi оцiнку для N можна записати так:

N >
z(k)2 · 2Pмакс(1− Pмакс)

ε2
.

Пiдставляючи числовi значення, отримуємо

N >
1,962 · 2 · 0,25(1− 0,25)

0,022
= 3601,5.

Незважаючи на те що отриманий мiнiмальний обсяг вибiрок все
ще дуже великий, новий результат кращий вiд попереднього прибли-
зно на

4800− 3600
3600

· 100% ≈ 33%,

тобто значно ефективнiший.

Випадок рiзницi генеральних середнiх
З формул (5.6) i (5.7) випливає, що точнiсть оцiнки рiзницi гене-

ральних середнiх

ε = z(k)

√
s2

X

nX
+

s2
Y

nY
.

Для визначення мiнiмального обсягу вибiрок у цьому разi вико-
ристовують таке ж позначення, як i для рiзницi генеральних про-
порцiй:

N = min{nX ; nY }.
Тодi маємо оцiнку

N >
z(k)2

ε2
(s2

X + s2
Y ).
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Зрозумiло, що для обчислення N цю формулу використовува-
ти не можна, позаяк значення sX i sY невiдомi до взяття вибiрки.
Проте зауважимо, що формула (5.7) записана в разi невiдомих ге-
неральних стандартних вiдхилень (вважаючи задачу з невiдомими
генеральними стандартними вiдхиленнями загальнiшою). Насправ-
дi ж нерiвнiсть для N можна записати, використовуючи генеральнi
стандартнi вiдхилення σX та σY :

N >
z(k)2

ε2
(σ2

X + σ2
Y ).

Якщо σX i σY вiдомi, проблем немає. Можна використати цю
формулу для знаходження N . Проте, як правило, їх значення не-
вiдомi. У цьому разi використовують такий пiдхiд. Позначають σ
максимальне з двох генеральних стандартних вiдхилень:

σ = max{σX ;σY }.

Тодi точнiсть ε задають у масштабi σ:

ε = xσ.

Остаточно

N >
z(k)2

(xσ)2
· 2σ2 =

2z(k)2

x2
. (5.20)

Приклад 5.2.15. Припустимо, необхiдно оцiнити рiзницю се-
реднiх прибуткiв двох категорiй населення (наприклад, працiвникiв
силових органiв та викладачiв вищих навчальних закладiв). Нехай
слiд забезпечити надiйнiсть оцiнки 95% i точнiсть 0,1 максимального
генерального стандартного вiдхилення. Тодi за формулою (5.20)

N >
2 · 1,962

0,12
≈ 768.

Отже, для забезпечення бажаних значень точностi й надiйностi
оцiнки потрiбно згенерувати випадковi вибiрки не менше як 770 гро-
мадян у кожнiй.
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Дизайн-ефект

Описанi методи оцiнки мiнiмального обсягу вибiрки, необхiдно-
го для забезпечення заданої точностi iнтервальної оцiнки, безпосе-
редньо працюють лише в разi простих випадкових вибiрок. Проте
на практицi, як правило, простi випадковi вибiрки застосовувати не
вдається. Використовують iншi типи вибiрок, про якi йшлося в пiд-
розд. 4.3. На жаль, у цьому разi не завжди вдається вивести фор-
мули для оцiнки мiнiмального обсягу вибiрки. Для розв’язання цiєї
проблеми великi соцiологiчнi служби чинять так. Припустимо, деяка
дослiдницька органiзацiя найчастiше використовує певну фiксовану
процедуру формування вибiрки. Нехай її експерти проаналiзували
деяку вибiрку обсягом nреал. Знайдена за вибiркою iнтервальна оцiн-
ка має деяку точнiсть. Припустимо, для забезпечення цiєї точностi
в разi простої випадкової вибiрки було б достатньо сформувати ви-
бiрку обсягом nтеор. Як правило,

nреал > nтеор.

Тепер припустимо, що вiдношення

nреал

nтеор
,

обчислене за всiма попереднiми дослiдженнями цiєї органiзацiї, обме-
жене згори деяким числом A. Тодi це значення називають дизайн-
ефектом фiксованої процедури формування вибiрки. Знаючи зна-
чення дизайн-ефекту A i оцiнивши теоретичний мiнiмальний обсяг
вибiрки nтеор для нового дослiдження, реальний обсяг вибiрки обчи-
слюють за формулою

nреал = Anтеор.

5.2.7. Iнтервальнi оцiнки для малих вибiрок

Розглянемо випадок, коли з певних причин неможливо сформу-
вати велику вибiрку. Як зазначалося, у контекстi соцiологiчного чи
психологiчного дослiдження задачi iнтервальної оцiнки за даними

208



5.2. Iнтервальнi оцiнки

малої вибiрки виникають рiдко1. Це пов’язано з тим, що соцiологiч-
не дослiдження починається з опитування вибiрки. Оскiльки процес
опитування не надто дорогий, то сформувати велику вибiрку (обся-
гом n > 30) неважко. У психологiї ж через певну специфiку її задач
iнтервальнi оцiнки взагалi майже не застосовуються. Складнiсть до-
слiджень у психологiї потребує потужнiших методiв. Розглянемо їх
у розд. 6.

Проте коротко опишемо, як можна здiйснити iнтервальне оцiню-
вання за даними невеликої вибiрки. Розглянемо найтиповiшу задачу,
а саме оцiнку генерального середнього за вибiркою обсягом n < 30.

На жаль, для розв’язання такої задачi потрiбно ввести жорстке
обмеження. Вважатимемо, що генеральна сукупнiсть розподiлена
нормально. Нехай µ — невiдоме значення генерального середнього.
Тодi можна довести, що поведiнка n-вимiрного розподiлу X вибiр-
кового середнього описується спiввiдношенням

X − µ

s/
√

n
= t(n− 1), (5.21)

де t(n) — t-розподiл Стьюдента з n ступенями вiльностi.
Використовуючи спiввiдношення (5.21), подiбно як у п. 5.2.2 мо-

жна знайти k-довiрчу iнтервальну оцiнку для µ:

µ ∈
(
X − t(n− 1; k)

s√
n

; X + t(n− 1; k)
s√
n

)
, (5.22)

де t(n − 1; k) — значення t-розподiлу з n − 1 ступенями вiльностi
для рiвня довiри k (значення t-розподiлу для найуживанiших рiвнiв
довiри наведено в табл. Д.2.4).

Приклад 5.2.16. Нехай необхiдно оцiнити середнiй вiк керiв-
никiв великих комерцiйних фiрм. Оскiльки доступ до людей такого
рiвня обмежений i ускладнений, то навряд чи можна сформувати
вибiрку великого обсягу.

Припустимо, сформовано випадкову вибiрку керiвникiв, серед
яких лише 18 погодилися бути опитаними i назвали свiй вiк. Се-
реднiй вiк опитаних виявився X = 38,2, а виправлене стандартне
вiдхилення s = 5,4 року.

1Набагато частiше такi задачi виникають, наприклад, в економiцi.
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Чи можна за цими даними з 95%-ю надiйнiстю оцiнити генераль-
ний середнiй вiк керiвникiв?

Для вiдповiдi на це запитання зауважимо, що, як вiдомо з попе-
реднiх дослiджень, розподiл вiку людей близький до нормального.
Природним виглядає припущення, що розподiл вiку деяких катего-
рiй людей так само нормальний.

За таких умов маємо всi пiдстави застосувати формулу (5.22):

t(n− 1; k) = t(18− 1; 95 %) = 2,12;

t(n− 1; k)
σ√
n

= 2,12 · 5,4√
18
≈ 2,7;

µ ∈ (38,2− 2,7; 38,2 + 2,7) = (35,5; 40,9).

Остаточно, зважаючи на всi зробленi припущення, з 95%-ю на-
дiйнiстю можна стверджувати, що середнiй вiк керiвникiв великих
комерцiйних фiрм перебуває в межах 35,5–40,9 року.

5.2.8. Iнтервальнi оцiнки генерального
стандартного вiдхилення

Насамкiнець коротко опишемо, як можна отримати iнтервальну
оцiнку для генерального стандартного вiдхилення. На жаль, наведе-
нi результати можна застосовувати лише для нормально розподiле-
ної генеральної сукупностi.

Теорема 5.5. Нехай з нормально розподiленої генеральної су-
купностi з дисперсiєю σ2 беруть всеможливi простi випадковi вибiрки
обсягом n. Тодi випадкова величина

(n− 1)
s2

σ2
,

де s2 — виправлена вибiркова дисперсiя, поводиться як χ2(n − 1)-
розподiл Пiрсона з n− 1 ступенями вiльностi.

За допомогою цiєї теореми можна знайти iнтервальну оцiнку
для σ через s. З методичних мiркувань опустимо промiжнi алгебра-
їчнi перетворення i наведемо лише остаточнi формули.
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Отже, нехай у вибiрцi обсягом n знайдено виправлене стандартне
вiдхилення s. Припустимо, k — фiксований рiвень надiйностi iнтер-
вального оцiнювання. За значеннями k та n у табл. Д.2.5 потрiбно
знайти допомiжне значення q. Тодi iнтервальна оцiнка генерального
стандартного вiдхилення з рiвнем довiри k має вигляд

s(1− q) < σ < s(1 + q),

якщо q < 1, i
0 < σ < s(1 + q),

якщо q > 1.

Приклад 5.2.17. У прикладi 5.1.11 вивчалися данi зросту у ви-
бiрцi восьмирiчних американських хлопчикiв обсягом n = 1000. Бу-
ло встановлено, що вибiркове середнє дорiвнює 53,81, а дисперсiя
σ2
в = 0,9939. Тодi виправлене стандартне вiдхилення

s =
√

σ2
в

n

n− 1
=

√
0,9939 · 1000

999
≈ 0,9974.

З результатiв багатьох дослiджень вiдомо, що зрiст, як правило,
пiдпорядкований нормальному закону. Тому маємо всi пiдстави вико-
ристати описаний пiдхiд для iнтервального оцiнювання генерального
стандартного вiдхилення.

Оскiльки в табл. Д.2.5 максимальне значення n = 250, вiзьмемо
q = 0,089 для n = 250 та рiвня надiйностi k = 95 %1. Обчислимо

sq = 0,9974 · 0,089 ≈ 0,0888.

Остаточно з надiйнiстю 95% можна стверджувати, що генеральне
стандартне вiдхилення належить до iнтервалу (s− sq; s + sq), тобто

σг ∈ (0,9974− 0,0888; 0,9974 + 0,0888) ≈ (0,91; 1,09).

1Реальне значення q дещо менше.
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Висновки
Найпростiшим методом дослiдження генеральної сукупностi че-

рез аналiз вибiрки з неї є оцiнювання її параметрiв. Iснують два
пiдходи до оцiнювання генеральних параметрiв — за допомогою то-
чкових та iнтервальних оцiнок.

Якiсть точкових оцiнок ґрунтується лише на їх теоретичних вла-
стивостях. Серед цих властивостей найважливiшими є незмiщенiсть
та ефективнiсть. З позицiй практичностi та зручностi використання
добрими є також властивостi спроможностi та лiнiйностi.

На жаль, якою б теоретично доброю не була точкова оцiнка, нi-
чого неможливо сказати про її достовiрнiсть. Реальне значення па-
раметра може значно вiдрiзнятися вiд оцiнки. Цей недолiк точкових
оцiнок враховують iнтервальнi оцiнки.

Кожне iнтервальне оцiнювання здiйснюється з певним рiвнем до-
вiри до результатiв. Як правило, статистичнi дослiдження викону-
ють з рiвнями довiри 90, 95, 99 або 99,9%. Крiм того, iнтервальне оцi-
нювання генерального параметра здiйснюється з деякою точнiстю.
Що бiльша вибiрка i нижчий заданий рiвень довiри, то точнiсть оцiн-
ки краща. Як правило, потрiбної точностi при заданому рiвнi довiри
досягають регулюванням обсягу вибiрки.

На жаль, iнтервальне оцiнювання можна здiйснити не для всiх
генеральних параметрiв. Класичними задачами iнтервального оцi-
нювання є знаходження оцiнки генерального середнього, генераль-
ної пропорцiї, рiзницi генеральних середнiх, генеральних пропорцiй,
стандартного вiдхилення.

Ключовi поняття

Виправлена вибiркова дисперсiя
Виправлене стандартне вiдхи-
лення
Дизайн-ефект
Ефективна оцiнка
Лiнiйна оцiнка

Мiнiмальний обсяг вибiрки
Метод моментiв
Незмiщена оцiнка
Спроможна оцiнка
Точнiсть iнтервальної оцiнки
BLUE-оцiнка
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Вправи

Вправи

1. Чи є мода лiнiйною оцiнкою генерального середнього?
2. Покажiть, що вибiрковi дисперсiя та середньоквадратичне вiд-

хилення не є лiнiйними оцiнками.
3. Перевiрте, чи є вибiркове середнє абсолютне вiдхилення лiнiй-

ною оцiнкою.
4. Для оцiнки середнього вiку дорослих громадян держави було

випадково опитано 350 осiб. Середнiй вiк у вибiрцi дорiвнював 44,2
року, а виправлене стандартне вiдхилення 9,7 року. Знайдiть 99%-й
довiрчий iнтервал для середнього вiку дорослих громадян.

Який мав би бути обсяг вибiрки для забезпечення точностi оцiнки
один рiк при тому ж рiвнi надiйностi?

5. Для порiвняння рiвня життя киян та львiв’ян було виконано
таке дослiдження. Серед львiвських сiмей вибрано 215, серед київ-
ських — 325. Виявилось, що середньомiсячний дохiд сiм’ї з розра-
хунку на одного її члена у львiвськiй вибiрцi становив 68 ум. од., у
київськiй — 92 ум. од. Вiдповiдно виправленi стандартнi вiдхилення
у вибiрках дорiвнювали 6 та 8,1 ум. од.

Знайдiть 95%-й довiрчий iнтервал для рiзницi середньомiсячного
доходу сiм’ї з розрахунку на одного її члена в Києвi та Львовi.

6. У результатi аналiзу випадкової вибiрки обсягом 1225 з гене-
ральної сукупностi всiх дорослих киян виявилось, що 86 з них вiльно
володiють, а 318 можуть читати та порозумiтися на побутовому рiв-
нi принаймнi однiєю iноземною мовою. З надiйнiстю 95% знайдiть
довiрчi iнтервали для пропорцiї дорослих киян, якi вiльно володi-
ють принаймнi однiєю iноземною мовою; пропорцiї дорослих киян,
якi можуть читати та порозумiтися на побутовому рiвнi принаймнi
однiєю iноземною мовою.

Який мав би бути обсяг вибiрки для забезпечення точностi 2%
оцiнки пропорцiї дорослих киян, якi вiльно володiють принаймнi
однiєю iноземною мовою, при тому ж рiвнi надiйностi, якщо вва-
жати, що ця пропорцiя не перевищує 10%?

7. Для порiвняння рiвня трудової мiграцiї iз захiдних та схiдних
регiонiв країни було здiйснено таке дослiдження. З генеральних су-
купностей зареєстрованих у населених пунктах захiдного та схiдного
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регiонiв громадян дорослого вiку було випадково вибрано вiдповiдно
1350 та 1550 осiб. Виявилось, що у “захiднiй” вибiрцi 312 осiб тимча-
сово працюють за кордоном, а у “схiднiй” — 280 осiб.

З рiвнем надiйностi 95% оцiнiть рiзницю пропорцiй працюючих
за кордоном на заходi та сходi країни.

Дослiдницький проект
З метою порiвняння рiвня безробiття серед чоловiкiв та жiнок

виконайте таке дослiдження.
1. Враховуючи офiцiйний рiвень безробiття в державi, оцiнiть мi-

нiмальнi обсяги вибiрок чоловiкiв та жiнок, необхiднi для забезпечен-
ня точностi iнтервальної оцiнки пропорцiї 3% при надiйностi оцiнки
90%.

2. Здiйснiть випадкове опитування на вулицях Вашого мiста серед
дорослих чоловiкiв i жiнок. Спитайте у них, чи мають вони постiйне
мiсце роботи.

3. Знайдiть вибiрковi пропорцiї безробiтних чоловiкiв та жiнок.
4. Знайдiть 90%-вi iнтервальнi оцiнки пропорцiй безробiтних чо-

ловiкiв та жiнок у Вашому мiстi. Чи вдалося Вам забезпечити то-
чнiсть оцiнки 3%?

5. Знайдiть 95%-ву iнтервальну оцiнку рiзницi пропорцiй безро-
бiтних жiнок та чоловiкiв. Чи можете Ви на основi цiєї оцiнки порiв-
няти рiвнi безробiття серед чоловiкiв та жiнок у Вашому мiстi?
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Роздiл 6

Перевiрка гiпотез

У розд. 4 вже згадувалось про iснування двох основних методiв
аналiзу вибiрки — iнтервального оцiнювання та перевiрки гiпотез.
Процедура iнтервального оцiнювання розглядалася в розд. 5. Тепер
детально розглянемо методи тестування гiпотез 1.

Нагадаємо, що статистичнi критерiї перевiрки гiпотез подiляють
на два великих класи — параметричнi та непараметричнi. Першi сто-
суються перевiрки тверджень про числовi характеристики розподiлу
генеральної сукупностi. Як правило, вони застосовнi лише для чи-
слових ознак2. Зауважимо також, що параметричнi тести часто є
просто переформулюванням методiв iнтервального оцiнювання.

Непараметричнi критерiї дають змогу перевiрити загальнiшi
твердження про генеральнi сукупностi. Як правило, їх застосовують
у випадку порядкових та номiнальних шкал.

1Необхiдно ще раз переглянути матерiал п. 4.2.2.
2Технiчно їх можна застосовувати, наприклад, у випадку порядкових шкал,

рiвнi яких позначенi числами.
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Параметричним тестам присвячено пiдрозд. 6.11. Решта матерiа-
лу цього роздiлу стосується непараметричних критерiїв. Зауважимо,
що пiдхiд до вивчення непараметричних тестiв запозичений з [17] i
доповнений порiвняльним аналiзом рiзних непараметричних тестiв.

6.1. Тестування гiпотез про значення
параметрiв

Розглянемо задачi перевiрки гiпотез про деякi параметри гене-
ральної сукупностi. Цi задачi умовно можна подiлити на двi групи —
одно- та двобiчнi тести.

Означення 6.1. Нехай ϑ — деякий генеральний параметр. То-
дi двобiчним тестом називають перевiрку основної гiпотези виду
ϑ = a, де a — деяке фiксоване число. У цьому разi альтернативна
гiпотеза така: ϑ 6= a.

Розглянемо такi двобiчнi тести: µ = a, P = a, µ1 − µ2 = a,
P1 − P2 = a.

Означення 6.2. Нехай ϑ — деякий генеральний параметр. Тодi
однобiчним тестом називають перевiрку основної гiпотези ϑ 6 a
(або ϑ > a), де a — деяке фiксоване число. У цьому разi альтерна-
тивна гiпотеза формулюється так: ϑ > a (вiдповiдно ϑ < a).

Розглянемо такi однобiчнi тести: µ 6 a, P 6 a, µ1 − µ2 6 a,
P1 − P2 6 a.

Проаналiзуємо загальнi пiдходи до дво- та однобiчного тестуван-
ня.

6.1.1. Двобiчне тестування
Виявляється, що задача двобiчного тестування є дуальною до за-

дачi iнтервального оцiнювання генерального параметра. Вона вини-
кає тодi, коли потрiбно перевiрити гiпотезу про рiвнiсть генерального
параметра деякому фiксованому значенню, отриманому з прикла-
дних мiркувань.

1Див. також пiдрозд. 7.3.
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Приклад 6.1.1. Нехай маємо лiнiю з розливання мiнеральної
води. Зрозумiло, що за умов правильної роботи в середньому в ко-
жну пляшку має наливатися певна кiлькiсть води, наприклад, 1,5 л.
Якщо постає питання про перевiрку роботи лiнiї, то потрiбно прове-
сти експеримент. Випадково взяти деяку кiлькiсть наповнених пля-
шок, вимiряти об’єм води в них i обчислити середнє. Це середнє най-
iмовiрнiше дещо вiдрiзнятиметься вiд значення 1,5 л. Постає пита-
ння, наскiльки середнє може вiдрiзнятись вiд 1,5, щоб можна було
вважати, що лiнiя працює коректно. Iншими словами, потрiбно на-
вчитись перевiряти гiпотезу виду µ = a.

Приклад 6.1.2. Припустимо, деяка полiтична сила задеклару-
вала, що рiвень її пiдтримки населенням становить 25%. Деяка не-
залежна соцiологiчна служба хоче перевiрити це твердження. То-
дi вона повинна здiйснити опитування у випадковiй вибiрцi щодо
пiдтримки цiєї партiї. Як правило, отримане за вибiркою значення
вiдрiзнятиметься вiд задекларованого рiвня 25%. Постає питання,
наскiльки значною може бути вiдмiннiсть, щоб усе ще можна було
вважати, що рiвень 25% правильний. Iншими словами, соцiологiчна
служба повинна вмiти перевiряти гiпотезу виду P = a.

Спробуємо вiдповiсти на поставленi питання.
Отже, нехай маємо гiпотези двобiчного тесту:

основну

H0 : ϑ = a

та альтернативну

H1 : ϑ 6= a.

Припустимо, зафiксовано рiвень значущостi α, тобто максималь-
но допустимий рiвень помилки I роду, яка полягає у вiдхиленнi пра-
вильної основної гiпотези H0. Нехай взято просту випадкову вибiрку
достатнього обсягу 1 i знайдено за нею значення точкових оцiнок ге-
нерального параметра ϑв та стандартної помилки s.e.est.

1Див. зауваження 5.1, 5.2 та формули (5.9), (5.12).
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Якби генеральний параметр ϑ дорiвнював a, то в розглядуваних
задачах значення

zв =
ϑв − a

s.e.est.
мало б стандартний нормальний розподiл N (0; 1) 1.

Нехай zкр(α) — це таке число, що за межами iнтервалу
(−zкр(α); zкр(α)

)

лежить α одиниць площi пiд кривою стандартного нормального роз-
подiлу (рис. 6.1).

6

-

0,1

0,2

0,3

0,4

ϕ(z)

−3 −zкр(α) −1 0 1 zкр(α) 3 z

Сумарна площа α

Рис. 6.1. Двобiчний z-тест

Iншими словами, ймовiрнiсть отримати розподiлене за стан-
дартним нормальним законом значення за межами iнтервалу

1Нагадаємо, що при iнтервальнiй оцiнцi генеральних параметрiв важливе зна-
чення мають вибiрковi розподiли. Розглядуванi методи iнтервального оцiнюван-
ня зводились до знаходження iнтервалу для генерального параметра ϑ виду

(ϑв − z(k) s.e.est.; ϑв + z(k) s.e.est.),

де ϑв, s.e.est. — точковi оцiнки для помилки вiдповiдно ϑ i стандартної; z(k)
визначається за допомогою функцiї Лапласа (див. формулу (5.2)).
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(−zкр(α); zкр(α)
)
дорiвнює α. Це означає, що ймовiрнiсть отримати

значення zв за межами
(−zкр(α); zкр(α)

)
так само дорiвнює α. Зна-

чення zкр(α) називають критичним значенням тесту, яке вiдповiдає
рiвню значущостi α.

Отже, якщо
zв ∈

(−zкр(α); zкр(α)
)
,

то потрiбно приймати гiпотезу H0: ϑ = a. Якщо ж

zв /∈ (−zкр(α); zкр(α)
)
,

слiд приймати H1: ϑ 6= a. При цьому ймовiрнiсть припуститися по-
милки за умови ϑ = a дорiвнює α, тобто заданому рiвню значущостi.

Залишилось обчислити zкр(α). А це нескладно, бо 1−α — площа
пiд кривою стандартного нормального розподiлу в межах iнтервалу(−zкр(α); zкр(α)

)
, яку легко знайти за допомогою функцiї Лапласа.

Мало того, зауважимо, що 1−α — це фактично коефiцiєнт довiри k
при iнтервальнiй оцiнцi ϑ. Тому за зауваженням 5.5 отримаємо такий
результат.

Зауваження 6.1. Для рiвнiв значущостi 10, 5, 1 та 0,1% значен-
ня zкр(α) приблизно дорiвнюють вiдповiдно 1,64, 1,96, 2,58 та 3,29.

Запишемо все викладене у виглядi алгоритму, застосовного для
задач перевiрки гiпотези рiвностi заданому числу генерального се-
реднього, генеральної пропорцiї, рiзницi генеральних середнiх або
пропорцiй.

Алгоритм двобiчного z-тесту

1. Формулюємо основну та альтернативну гiпотези у виглядi вiд-
повiдно ϑ = a та ϑ 6= a, де a — фiксоване значення.

2. Фiксуємо рiвень значущостi α.
3. Формуємо просту випадкову вибiрку з генеральної сукупностi.
4. Обчислюємо ϑв, s.e.est. та

zв =
ϑв − a

s.e.est.
.
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5. За табл. Д.2.1 значень функцiї Лапласа або зауваженням 6.1
обчислюємо zкр(α).

6. Якщо
zв ∈

(−zкр(α); zкр(α)
)
,

приймаємо основну гiпотезу, в iнших випадках — альтернативну.

Приклади двобiчного тестування

Приклад 6.1.3. Припустимо, Державний комiтет статистики
опублiкував iнформацiю, що середня заробiтна плата у країнi нинi
становить 160,5 ум. од. Деяка соцiологiчна компанiя вирiшила перевi-
рити це твердження. Вона сформулювала основну гiпотезу µ = 160,5
та альтернативну µ 6= 160,5 i зафiксувала рiвень значущостi 1%.

Нехай для перевiрки iнформацiї Держкомстату соцiологiчна слу-
жба опитує випадкову вибiрку обсягом 340 осiб. Оскiльки 340 > 30,
то можна використовувати алгоритм двобiчного тесту. Припустимо,
середня заробiтна плата у вибiрцi становить 158,2 ум. од., а виправле-
не стандартне вiдхилення — 11,24 ум. од. Обчислимо за цими даними
zв:

s.e.est. =
s√
n

=
11,24√

340
≈ 0,61;

zв =
158,2− 160,5

0,61
=
−2,3
0,61

≈ −3,77.

Оскiльки за зауваженням 6.1 рiвню значущостi 1% вiдповiдає
критичне значення zкр(α) = 2,58, то zв /∈ (−zкр(α); zкр(α)

)
i маємо

всi пiдстави спростувати iнформацiю Держкомстату на рiвнi значу-
щостi 1% 1.

Приклад 6.1.4. Нехай вiдомо, що в минулому роцi рiвень безро-
бiття у країнi становив 9%. Припустимо, соцiологiчна служба бажає
перевiрити, чи не змiнився цей рiвень. Вона розглядає двi гiпотези:
основну P = 9 % та альтернативну P 6= 9% i фiксує рiвень значущо-
стi, наприклад, 5%.

1Насправдi навiть на рiвнi значущостi 0,1%.
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Нехай служба здiйснила опитування у випадковiй вибiрцi обся-
гом 2200 осiб i отримала, що пропорцiя p безробiтних у вибiрцi до-
рiвнює 10,45%. Оскiльки обмеження (5.9) виконується, то можна за-
стосувати алгоритм двобiчного тесту:

s.e.est. =

√
p(1− p)

n
=

√
0,1045 · (1− 0,1045)

2200
≈ 0,0065;

zв =
10,45%− 9%

0,65%
=

1,45%
0,65%

≈ 2,23.

Оскiльки за зауваженням 6.1 рiвню значущостi 5% вiдповiдає
критичне значення zкр(α) = 1,96, то zв /∈ (−zкр(α); zкр(α)

)
i на рiвнi

значущостi 5% доходимо висновку, що рiвень безробiття змiнився 1.
Приклад 6.1.5. Припустимо, деякий дослiдник вирiшив перевi-

рити, чи вiдрiзняється середнiй зрiст дорослих жителiв у двох регiо-
нах. Якщо µ1 та µ2 — вiдповiднi генеральнi параметри, то основною
є гiпотеза µ1 − µ2 = 0, а альтернативною — µ1 − µ2 6= 0. Нехай вiн
хоче перевiрити основну гiпотезу на рiвнi значущостi 5%.

Припустимо, що в результатi формування випадкових вибiрок в
обох регiонах вiн отримав такi результати. Вибiрка обсягом n1 = 150
у першому регiонi дала середнє X1 = 175 см та виправлене стан-
дартне вiдхилення s1 = 7,1 см, а вибiрка обсягом n2 = 200 у другому
регiонi дала X2 = 176,2 см та s2 = 9,4 см. Оскiльки обсяг обох ви-
бiрок перевищує 30 осiб, можна використати процедуру двобiчного
тестування:

s.e.est. =

√
s2
1

n1
+

s2
2

n2
=

√
7,12

150
+

9,42

200
≈ 0,88;

zв =
(175− 176,2)− 0

0,88
=
−1,2
0,88

≈ −1,36.

Оскiльки за зауваженням 6.1 рiвню значущостi 5% вiдповiдає
критичне значення zкр(α) = 1,96, то zв ∈

(−zкр(α); zкр(α)
)
i на рiвнi

значущостi 5% немає жодних пiдстав вважати, що середнiй зрiст у
1А от зробити такий висновок на рiвнi значущостi 1% немає жодних пiдстав.
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регiонах рiзниться. Насправдi немає пiдстав казати про це навiть на
рiвнi значущостi 10%.

Приклад 6.1.6. Нехай деякого полiтика цiкавить, як спiввiдно-
ситься вiдсоток його прихильникiв серед жiнок i чоловiкiв. Точнiше,
його цiкавить, чи дорiвнює пропорцiя його прихильникiв пропорцiї
його прихильниць. Припустимо, вiн замовив вiдповiдне дослiдження
соцiологiчнiй компанiї. Тодi дослiдник з компанiї має сформулювати
двi гiпотези: основну P1 − P2 = 0 i альтернативну P1 − P2 6= 0, де
P1, P2 — генеральна пропорцiя прихильникiв полiтика серед вiдпо-
вiдно чоловiкiв та жiнок. Нехай дослiднику замовлено перевiрити цi
твердження на рiвнi значущостi 2%.

Припустимо, компанiя здiйснила вiдповiдне опитування i отри-
мала у вибiрцi чоловiкiв обсягом n1 = 1800 пропорцiю прихильникiв
полiтика p1 = 16 % i у вибiрцi жiнок обсягом n2 = 1900 пропорцiю
p2 = 13,6%. Тодi обмеження (5.12) виконуються i тому можна засто-
сувати алгоритм двобiчного тесту:

P =
p1n1 + p2n2

n1 + n2
=

0,16 · 1800 + 0,136 · 1900
1800 + 1900

≈ 0,1477,

s.e.est. =
√

P (1− P )
( 1

n1
+

1
n2

)
=

=

√
0,1477 · (1− 0,1477)

( 1
1800

+
1

1900

)
≈ 0,0117,

zв =
(16 %− 13,6 %)− 0%

1,17 %
=

2,4
1,17

≈ 2,05.

Оскiльки за зауваженням 6.1 рiвню значущостi 5% вiдповi-
дає критичне значення zкр(α) = 1,96, а рiвню значущостi 1% —
zкр(α) = 2,58, то слiд було б вiдхилити основну гiпотезу на рiвнi
5% i прийняти її на рiвнi 1%.

Проте нагадаємо, що дослiдження потрiбно було виконати на рiв-
нi значущостi 2%. Для цього слiд знайти вiдповiдне критичне зна-
чення zкр(α). Покажемо, як це зробити. Два вiдсотки, якi припа-
дають на помилку I роду, розподiляються порiвну мiж правою та
лiвою частинами кривої стандартного нормального розподiлу (див.
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рис. 6.1). Iншими словами, площа пiд кривою стандартного нормаль-
ного розподiлу в межах iнтервалу

(
0; zкр(α)

)
дорiвнює

0,5− 2%
2

= 0,49.

Разом з тим ця площа дорiвнює значенню Φ
(
zкр(α)

)
функцiї Ла-

пласа вiд критичної точки. Звертаючись до табл. Д.2.1, отримаємо
0,49 = Φ(2,33) i тому zкр(α) = 2,33.

Остаточно, оскiльки 2,05 ∈ (−2,33; 2,33), то на рiвнi значущостi
2% потрiбно прийняти основну гiпотезу про рiвнiсть генеральних
пропорцiй.

6.1.2. Однобiчне тестування
Процедура однобiчного тестування подiбна до двобiчного. Тому

розглянемо її скорочено.
Вважатимемо, що основна гiпотеза має вигляд ϑ 6 a (випадок

основної гiпотези ϑ > a подiбний). Тодi альтернативна гiпотеза фор-
мулюється так: ϑ > a.

У розглядуваних задачах тестування за умов великих вибiрок
(тобто за таких же умов, як у двобiчному тестуваннi) i рiвностi ϑ = a
значення

zв =
ϑв − a

s.e.est.
має стандартний нормальний розподiл N (0; 1).

Проте на вiдмiну вiд двобiчного оцiнювання на рiвнi значущостi α
перевiряємо гiпотезу ϑ 6 a, а не ϑ = a. Тому iнтервал пiд кривою
стандартного нормального розподiлу, який вiдповiдає цiй гiпотезi,
має дещо iнший вигляд (рис. 6.2). Власне основнiй гiпотезi вiдповiдає
iнтервал

(−∞; zкр(α)
)
, а альтернативнiй

(
zкр(α);∞)

.
Отже, критичне значення zкр(α) потрiбно визначати з умови, що

праворуч нього пiд кривою стандартного нормального розподiлу ле-
жить α од. площi. Для цього, використовуючи табл. Д.2.1, zкр(α)
потрiбно пiдiбрати так, щоб

Φ
(
zкр(α)

)
= 0,5− α. (6.1)
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6

-
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0,2
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ϕ(x)

−3 −2 −1 0 1 zкр(α) 3 z

Площа α

Рис. 6.2. Однобiчний z-тест

Зауваження 6.2. Неважко перевiрити, що у випадку однобiчно-
го тестування для рiвнiв значущостi 10, 5, 1 та 0,1% значення zкр(α)
приблизно дорiвнюють вiдповiдно 1,28, 1,64, 2,33 та 3,10.

Сформулюємо, нарештi, алгоритм процедури однобiчного тесту-
вання, застосовний для випадку таких генеральних параметрiв: гене-
ральне середнє, генеральна пропорцiя, рiзницi генеральних середнiх
та пропорцiй.

Алгоритм однобiчного z-тесту
1. Формулюємо основну та альтернативну гiпотези у виглядi вiд-

повiдно ϑ 6 a та ϑ > a, де a — фiксоване значення 1.
2. Фiксуємо рiвень значущостi α.
3. Формуємо просту випадкову вибiрку з генеральної сукупностi.
4. Обчислюємо ϑв, s.e.est. та

zв =
ϑв − a

s.e.est.
.

5. За формулою (6.1) або зауваженням 6.2 обчислюємо zкр(α).
1Випадок гiпотез ϑ > a та ϑ < a розглядається подiбно.
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6. Якщо
zв 6 zкр(α),

приймаємо основну гiпотезу, в iнших випадках — альтернативну.

Приклад 6.1.7. Припустимо, минулого року рiвень безробiття у
країнi становив 14%. Виступаючи в парламентi зi звiтом про дiяль-
нiсть уряду, прем’єр-мiнiстр заявив, що нинi ситуацiя покращилась,
тобто рiвень безробiття знизився.

Нехай деяка незалежна соцiологiчна органiзацiя вирiшила пере-
вiрити це твердження. Вона розглянула основну гiпотезу P 6 14%
i зафiксувала рiвень значущостi 5%. Здiйснивши опитування у ви-
падковiй вибiрцi обсягом 2000 осiб, вона отримала рiвень безробiття
у вибiрцi p = 15,2 % > 14%. Перевiримо, чи достатньо цих даних,
щоб спростувати твердження прем’єра.

Насамперед зауважимо, що обмеження (5.9) виконуються i тому
можна застосувати алгоритм однобiчного тесту:

s.e.est. =

√
p(1− p)

n
=

√
0,152 · (1− 0,152)

2000
≈ 0,0080;

zв =
15,2%− 14%

0,80%
=

1,2%
0,80%

= 1,5.

Оскiльки за зауваженням 6.2 рiвню значущостi 5% вiдповiдає
критичне значення zкр(α) = 1,64, то zв 6 zкр(α) i на рiвнi значущо-
стi 5% немає жодних пiдстав спростувати iнформацiю прем’єра1.

Приклад 6.1.8. За тиждень до виборiв у Верховну Раду Украї-
ни 2006 р. Київський мiжнародний iнститут соцiологiї здiйснив опи-
тування вибiрки обсягом 2044 виборцiв. В анкетi, зокрема, були пи-
тання: “Чи плануєте Ви взяти участь у виборах?” та “За кого Ви
б проголосували, якби вибори вiдбувались сьогоднi?” На перше за-
питання позитивно вiдповiли 73% (близько 1500) опитаних. Тому

1На рiвнi значущостi 10% це можна зробити, але такий результат має надто
велику помилку I роду. Тому якщо пiдозрювати необґрунтованiсть заяви прем’є-
ра, потрiбно виконувати масштабнiше за обсягом вибiрки дослiдження.
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припустимо, що обсяг вибiрки n = 1500, усi опитанi проголосують за
деяку партiю i вибiрка є простою випадковою1.

Нагадаємо, що для проходження до Верховної Ради України пар-
тiя повинна була подолати 3%-й рiвень. Оцiнимо ймовiрнiсть α по-
милки I роду при однобiчному тестуваннi гiпотези виду P 6 3%. Фа-
ктично α — це ймовiрнiсть помилитися, кажучи, що партiя пройде
до парламенту. Якщо p — вибiркова пропорцiя прихильникiв партiї,
то

s.e.est. =

√
p(1− p)

n
,

zв =
p− 3%
s.e.est.

,

α =

{
0,5− Φ(zв) при zв > 0,

0,5 + Φ(−zв) при zв < 0,

де Φ — функцiя Лапласа.
Наведемо вiдсотки популярностi партiй-лiдерiв серед виборцiв,

якi планували проголосувати, i обчислимо ймовiрнiсть α.

Партiя p, % s.e.est., % zв α

Партiя регiонiв 36,6 1,24 27,01 0,000

Блок Юлiї Тимошенко 19,1 1,01 15,86 0,000

Блок “Наша Україна” 18,5 1,00 15,46 0,000

Соцiалiстична партiя України 5,3 0,58 3,98 0,000

Комунiстична партiя України 3,7 0,49 1,44 0,075

Блок Литвина 3,0 0,44 0,00 0,500

Блок ПОРА–ПРП 2,4 0,40 −1,52 0,936

Блок Наталiї Вiтренко 1,4 0,30 −5,27 1,000

Отже, дослiдник, кажучи, що КПУ, блок Литвина, блок ПОРА–
ПРП, блок Наталiї Вiтренко пройдуть до парламенту, помиляється з
iмовiрнiстю вiдповiдно 7,5, 50,0, 93,6, 100,0%. Зауважимо, що отри-
манi значення не можна iнтерпретувати як iмовiрнiсть непроходжен-
ня до парламенту. Можна лише казати про статистичну значущiсть

1Насправдi вибiрка була багаторiвнева кластерна, тому в аналiзi слiд було б
врахувати дизайн-ефект.
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проходження до парламенту Партiї регiонiв, “Нашої України”, БЮТ
та СПУ. Щодо iнших партiй вибiрка не дає пiдстав казати про подо-
лання ними тривiдсоткового бар’єру.

26 березня, в день виборiв, Фонд “Демократичнi iнiцiативи”, Ки-
ївський мiжнародний iнститут соцiологiї, Український центр еконо-
мiчних i полiтичних дослiджень iм. О. Разумкова провели екзит-
пол’2006 — опитування виборцiв на виходi з виборчих дiльниць.
16444 опитаних повiдомили результати власного голосування.

Оцiнимо за даними екзит-полу ймовiрнiсть α помилки I роду при
однобiчному тестуваннi гiпотези P 6 3%1.

Партiя p, % s.e.est., % zв α

Партiя регiонiв 31,0 0,36 77,63 0, 000

Блок Юлiї Тимошенко 23,9 0,33 62,84 0, 000

Блок “Наша Україна” 15,5 0,28 44,29 0, 000

Соцiалiстична партiя України 5,4 0,18 13,62 0, 000

Комунiстична партiя України 3,3 0,14 2,15 0, 016

Блок Наталiї Вiтренко 2,9 0,13 −0,76 0, 778

Блок Литвина 2,7 0,13 −2,37 0, 991

Партiя “Вiче” 2,1 0,11 −8,05 1, 000

Блок Костенка i Плюща 1,8 0,10 −11,57 1, 000

Блок ПОРА–ПРП 1,5 0,09 −15,82 1, 000

Опозицiйний блок “НЕ ТАК” 1,2 0,08 −21,20 1, 000

Результати цього дослiдження стверджують, що статистично зна-
чущим є проходження до парламенту п’яти партiй: Партiї регiонiв,
БЮТ, “Нашої України”, СПУ та КПУ. Що ж до наступного за рей-
тингом блоку Наталiї Вiтренко, то, кажучи про подолання ним три-
вiдсоткового рiвня, помиляємося з iмовiрнiстю майже 78% 2.

Насамкiнець нагадаємо, що за офiцiйними даними Центральної
виборчої комiсiї лише Партiя регiонiв, БЮТ, “Наша Україна”, СПУ
i КПУ пройшли до парламенту.

1Данi опитувань взято iз офiцiйного сайту КМIС www.kiis.com.ua.
2У цьому дослiдженнi не враховано дизайн-ефект, але навiть у такому разi

висновки не змiнилися б.
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6.1.3. Перевiрка гiпотез про генеральну
дисперсiю

На завершення розглянемо ще двi задачi тестування генеральних
параметрiв. Перша задача стосується порiвняння генеральної дис-
персiї з фiксованим значенням, друга — порiвняння дисперсiй двох
незалежних генеральних сукупностей. Класичнi методи розв’язуван-
ня цих задач застосовнi лише у випадку нормально розподiлених
сукупностей.

Отже, нехай маємо нормально розподiлену генеральну сукупнiсть
i необхiдно порiвняти генеральну дисперсiю σ2 iз заданим числом a.

Припустимо, з генеральної сукупностi формуються всi простi ви-
падковi вибiрки обсягом n. Виявляється, що величина

(n− 1)
s2

σ2

поводиться як χ2 розподiл з (n−1) ступенями вiльностi 1. Тому, ана-
лiзуючи значення виразу

(n− 1)
s2

a2
,

можна протестувати генеральну дисперсiю стосовно значення a. Як
i в розглянутих вже задачах, такий тест може бути двобiчний i одно-
бiчний. Наведемо процедури вiдповiдних статистичних критерiїв.

Алгоритм двобiчного χ2-тесту генеральної дисперсiї
1. Формулюємо основну та альтернативну гiпотези у виглядi вiд-

повiдно σ2 = a та σ2 6= a, де a — фiксоване значення.
2. Фiксуємо рiвень значущостi α. (У табл. Д.2.17 критичнi зна-

чення розподiлу Пiрсона наведенi лише для рiвнiв значущостi 0,5, 1,
2,5, 5 та 10%.)

3. Формуємо просту випадкову вибiрку обсягом n з генеральної
сукупностi.

1χ2-розподiл Пiрсона розглядався в п. 4.5.2.
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4. Обчислюємо s2 та

χ2
в = (n− 1)

s2

a2
.

5. За табл. Д.2.17 (при n > 100 можна скористатись форму-
лою (4.4)) обчислюємо лiве та праве критичнi значення

χ2
л.кр = χ2(1− α/2, n− 1);

χ2
п.кр = χ2(α/2, n− 1).

6. Якщо
χ2
в ∈

(
χ2
л.кр; χ

2
п.кр

)
,

приймаємо основну гiпотезу, у противному разi — альтернативну.
Приклад 6.1.9. Припустимо, 20 рокiв тому у процесi детального

дослiдження в деякому регiонi зросту призовникiв у вiцi 18–28 ро-
кiв було отримано генеральне стандартне вiдхилення, що становило
12,3 см. Нехай дослiдник хоче проаналiзувати, як змiнились основ-
нi параметри зросту за цей час. При цьому вiн не має фiнансових
можливостей виконати повне дослiдження.

Як правило, зрiст конкретної категорiї населення розподiлений за
близьким до нормального закону розподiлом. Вiдомо також, що вна-
слiдок акселерацiї середнiй зрiст збiльшується. При цьому природно
припустити, що стандартне вiдхилення суттєво не змiниться.

Нехай дослiдник припустив, що зрiст призовникiв розподiлений
за нормальним законом i хоче перевiрити, чи не змiнилось генераль-
не стандартне вiдхилення. Iншими словами, вiн хоче протестувати
нульову гiпотезу σ2 = 12,32 = 151,29.

Нехай дослiдник зафiксував рiвень значущостi α = 5 % i сформу-
вав просту випадкову вибiрку обсягом n = 81 призовникiв поточного
року. Припустимо, виправлена дисперсiя у вибiрцi s2 = 179,56. Тодi

χ2
в = (n− 1)

s2

a2
= (81− 1) · 179,56

151,29
≈ 94,95.

З табл. Д.2.17 визначаємо

χ2
л.кр = χ2(0,975, 80) ≈ 57,15;

χ2
п.кр = χ2(0,025, 80) ≈ 106,63.
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Отже, χ2
в потрапляє до iнтервалу мiж лiвим i правим критичними

значеннями i тому дослiдник має прийняти основну гiпотезу.

Алгоритм однобiчного χ2-тесту генеральної дисперсiї

1. Формулюємо основну гiпотезу σ2 6 a (або σ2 > a) та альтерна-
тивну σ2 > a (вiдповiдно σ2 < a), де a — фiксоване значення.

2. Фiксуємо рiвень значущостi α. (У табл. Д.2.17 критичнi зна-
чення розподiлу Пiрсона наведенi лише для рiвнiв значущостi 0,5, 1,
2,5, 5 та 10%.)

3. Формуємо просту випадкову вибiрку обсягом n з генеральної
сукупностi.

4. Обчислюємо s2 та

χ2
в = (n− 1)

s2

a2

5. За табл. Д.2.17 (при n > 100 можна використати формулу (4.4))
знаходимо критичне значення критерiю χ2

кр = χ2(α, n− 1) (вiдповiд-
но χ2

кр = χ2(1− α, n− 1)).
6. Якщо χ2

в 6 χ2
кр (вiдповiдно χ2

в > χ2
кр), приймаємо основну гi-

потезу, у противному разi — альтернативну.

Приклад 6.1.10. Повернiмося знову до прикладу 6.1.9. Припу-
стимо, що iнший дослiдник, ознайомившись з результатами цього до-
слiдження, не задовольнився висновком. Вiн мiркував, що оскiльки
виправлене стандартне вiдхилення у вибiрцi

√
179,56 = 13,4 значно

перевищує значення 12,3, то спростувати основну гiпотезу не вдалося
лише тому, що вибiрка була надто малою.

Мало того, дослiдник вирiшив перевiрити основну гiпотезу

σ2 6 12,32 = 151,29.

Вiн зафiксував той же рiвень значущостi α = 5 % i сформував
вибiрку обсягом n = 330 призовникiв. Виправлене стандартне вiд-
хилення у вибiрцi дорiвнювало s = 13,2 i було навiть менше, нiж у
дослiдженнi його колеги.
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Проте перевiримо, чи достатньо цих даних, щоб спростувати
основну гiпотезу. Обчислюємо

χ2
в = (n− 1)

s2

a2
= (330− 1) · 13,22

151,29
≈ 378,91.

На жаль, не можна скористатися таблицею критичних значень
розподiлу Пiрсона через вiдсутнiсть даних для n = 330. Тому звер-
нiмось до формули (4.4). Згiдно з нею

√
2χ2(329)−√2 · 329− 1

поводиться як стандартний нормальний розподiл.
Використовуючи останню формулу, потрiбно знайти критичне

значення χ2
кр однобiчного тесту. Якщо χ2

в виявиться меншим вiд ньо-
го, потрiбно приймати основну гiпотезу, у противному разi — альтер-
нативну. Тому значення χ2

кр потрiбно вибрати так, щоб ймовiрнiсть
потрапляння χ2(329) до iнтервалу (0, χ2

кр) дорiвнювала 0,95%.
Для цього обчислимо насамперед

√
2 · 329− 1 =

√
657 ≈ 25,63.

Далi знайдемо таке число b, що ймовiрнiсть потрапляння до iн-
тервалу (−25,63; b) випадкового значення, розподiленого за стандар-
тним нормальним законом, дорiвнює 95%. Для цього за табл. Д.2.1
значень функцiї Лапласа обчислимо спочатку

Φ(25,63) ≈ 0,5.

Тому для знаходження b можна використати рiвнiсть

Φ(b) = 0,95− 0,5 = 0,45.

За таблицею значень функцiї Лапласа маємо

b = 1,64.
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Роздiл 6. Перевiрка гiпотез

Тепер за формулою (4.4) випливає, що випадкова величина√
2χ2(329) потрапляє до iнтервалу

(0; 1,64 + 25,63) = (0; 27,27)

з ймовiрнiстю 95%.
Остаточно шукане значення

χ2
кр =

27,272

2
≈ 743,65

2
≈ 371,83.

Отже,
χ2
в ≈ 378,91 > 371,83 ≈ χ2

кр.

Тому слiд вiдхилити основну гiпотезу на рiвнi значущостi 5%,
тобто на цьому рiвнi значущостi можна стверджувати, що генеральне
стандартне вiдхилення збiльшилось.

Розглянемо тепер задачу порiвняння стандартних вiдхилень двох
незалежних нормально розподiлених генеральних сукупностей.

Отже, нехай вивчаються двi незалежнi нормально розподiленi ге-
неральнi сукупностi зi стандартними вiдхиленнями вiдповiдно σX

та σY . Припустимо, з цих сукупностей взято простi випадковi вибiр-
ки обсягами вiдповiдно n та m. Нехай sX i sY — вiдповiднi вибiрковi
виправленi стандартнi вiдхилення. Як вiдомо з п. 4.5.3, величина

s2
X/σ2

X

s2
Y /σ2

Y

слiдує розподiлу Fm−1,n−1 Фiшера—Снедекора з m − 1 ступенями
вiльностi в чисельнику та з n− 1 ступенями вiльностi у знаменнику.
Припустимо, що генеральнi дисперсiї σ2

X та σ2
Y рiвнi. Тодi, очевидно,

величина
s2

X

s2
Y

так само слiдує розподiлу Fm−1,n−1. Тому при вивченнi цiєї величини
можна перевiряти гiпотезу рiвностi генеральних дисперсiй (а отже,
генеральних стандартних вiдхилень). Вiдповiднi процедури наведе-
мо у виглядi алгоритмiв.
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Алгоритм двобiчного F -тесту перевiрки рiвностi
генеральних дисперсiй

1. Формулюємо основну та альтернативну гiпотези у виглядi вiд-
повiдно σ2

X = σ2
Y та σ2

X 6= σ2
Y .

2. Фiксуємо рiвень значущостi α. (У табл. Д.2.22 критичнi зна-
чення розподiлу Фiшера—Снедекора наведенi лише для рiвнiв зна-
чущостi 2 та 10%.)

3. Формуємо простi випадковi вибiрки з генеральних сукупностей
обсягами вiдповiдно m та n.

4. Обчислюємо s2
X , s2

Y та

Fв =
s2

X

s2
Y

5. За табл. Д.2.22 обчислюємо критичне значення:

Fкр = Fα/2,m−1,n−1.

6. Якщо

Fв < Fкр, Fв >
1

Fкр
,

приймаємо основну гiпотезу, у противному разi — альтернативну.
Приклад 6.1.11. Характеристикою поляризацiї суспiльства за

матерiальним рiвнем може бути стандартне вiдхилення рiвня дохо-
дiв. Припустимо, потрiбно перевiрити, чи рiзняться за цим пока-
зником два регiони країни. Тодi слiд перевiрити основну гiпотезу
σ2

X = σ2
Y при альтернативнiй σ2

X 6= σ2
Y . Зафiксуємо рiвень значущо-

стi α = 10%.
Нехай взято двi репрезентативнi вибiрки в цих регiонах обсягом

вiдповiдно 101 i 96 осiб. Припустимо, виправленi стандартнi вiдхи-
лення у вибiрках дорiвнювали sX = 41 i sY = 35 ум. од. Тодi

Fв =
s2

X

s2
Y

=
412

352
≈ 1,37.

Скориставшись табл. Д.2.22, знайдемо критичне значення дво-
бiчного тесту:

Fкр = Fα/2,m−1,n−1 = F5 %,100,95 = 1,40.
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Оскiльки емпiричне значення тесту менше вiд критичного, слiд
прийняти основну гiпотезу. Отже, незважаючи на рiзницю у вибiрко-
вих виправлених стандартних вiдхиленнях, навiть на рiвнi значущо-
стi 10% не можна стверджувати, що генеральнi сукупностi рiзняться
за стандартним вiдхиленням. Для отримання такого результату по-
трiбно було б здiйснити масштабнiше дослiдження.

Алгоритм однобiчного F -тесту перевiрки рiвностi
генеральних дисперсiй

1. Формулюємо основну та альтернативну гiпотези у виглядi вiд-
повiдно σ2

X = σ2
Y та σ2

X > σ2
Y .

2. Фiксуємо рiвень значущостi α. (У табл. Д.2.22 критичнi зна-
чення розподiлу Фiшера—Снедекора наведенi лише для рiвнiв зна-
чущостi 1 та 5%.)

3. Формуємо простi випадковi вибiрки з генеральних сукупностей
обсягами вiдповiдно m та n.

4. Обчислюємо s2
X , s2

Y та

Fв =
s2

X

s2
Y

.

5. За табл. Д.2.22 обчислюємо критичне значення:

Fкр = Fα,m−1,n−1.

6. Якщо
Fв < Fкр,

приймаємо основну гiпотезу, у противному разi — альтернативну.
Приклад 6.1.12. Припустимо, у прикладi 6.1.11, отримано та-

кi самi значення виправлених стандартних вiдхилень σx = 41 та
σY = 35, але за вибiрками бiльших обсягiв m = 201 i n = 301. Нехай
потрiбно перевiрити, чи бiльше стандартне вiдхилення в першому
регiонi, нiж у другому, на рiвнi значущостi α = 1 %.

Тодi вибiркове значення тесту буде таке саме:

Fв ≈ 1,37,
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6.2. Порiвняння ознак

а критичне значення за табл. Д.2.22

Fкр = Fα,m−1,n−1 = F1 %,200,300 = 1,35.

Отже,
Fв > Fкр,

i тому слiд прийняти альтернативну гiпотезу.
Iншими словами, такi самi емпiричнi данi, як i в попередньому

прикладi, але отриманi за вибiрками значно бiльшого обсягу, дають
змогу отримати змiстовнiший результат.

6.2. Порiвняння ознак

Часто перед дослiдником постає завдання виявити вiдмiнностi
мiж двома, трьома i бiльшою кiлькiстю вибiрок. Наприклад, визна-
чити психологiчнi особливостi хронiчно хворих дiтей порiвняно зi
здоровими, вiдмiнностi мiж працiвниками державних пiдприємств
i приватних фiрм, мiж людьми рiзних нацiональностей або рiзних
культур.

Останнiм часом необхiдно виявляти психологiчний портрет
спецiалiста нових професiй: “успiшного менеджера”, “успiшного
полiтика”, “успiшного торговельного представника”, “успiшного ко-
мерцiйного директора” та iн. У таких дослiдженнях не завжди бе-
руть участь двi й бiльше вибiрок. Iнодi дослiджується одна, але дово-
лi репрезентативна вибiрка щонайменше з 60 осiб, а потiм всерединi
цiєї вибiрки виокремлюються групи бiльш-менш успiшних спецiалi-
стiв i порiвнюються їх дослiджуванi ознаки.

6.2.1. Алгоритм прийняття рiшення про вибiр
критерiю для порiвняння ознак

Перш нiж перейти до викладу конкретних статистичних критерi-
їв порiвняння ознак, розглянемо алгоритм (рис. 6.3), за допомогою
якого можна буде вибирати критерiй.
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Який критерiй застосувати, якщо
вiдмiнностi не виявляються?

Який критерiй застосувати, якщо
вiдмiнностi не виявляються?

Кутове перетворення
Фiшера

Кутове перетворення
Фiшера з попарним
порiвнянням груп

Рис. 6.3. Алгоритм прийняття рiшення про вибiр критерiю
для порiвняння ознак

6.2.2. Q-критерiй Розенбаума

Непараметричний критерiй Q використовують для оцiнки вiдмiн-
ностей мiж двома вибiрками за рiвнем якоїсь ознаки.

Обмеження критерiю Q

Перед застосуванням критерiю Розенбаума потрiбно перевiрити
такi умови-обмеження.

1. У кожнiй вибiрцi повинно бути щонайменше 11 спостережень.
При цьому обсяги вибiрок повиннi приблизно збiгатися. Є. В. Гублер
зазначає такi правила:
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6.2. Порiвняння ознак

• якщо в обох вибiрках менше 50 спостережень, абсолютна рiз-
ниця мiж ними не повинна перевищувати 10 спостережень;

• якщо в кожнiй вибiрцi понад 51 спостереження, але менше
100, абсолютна рiзниця мiж ними не повинна перевищувати
20 спостережень;

• якщо в кожнiй вибiрцi понад 100 спостережень, допускається
перевищення обсягу однiєї з них щонайбiльше у 1,5–2 рази.

2. Найбiльше i найменше значення сукупностi двох вибiрок по-
виннi належати рiзним вибiркам.

3. Данi повиннi бути поданi принаймнi в порядковiй шкалi.
Якщо цей критерiй не виявляє достовiрних вiдмiнностей, то це

ще не означає, що їх насправдi немає. У цьому разi слiд застосу-
вати критерiй ϕ? Фiшера (див. п. 6.4.3). Якщо Q-критерiй виявляє
достовiрнi вiдмiнностi мiж вибiрками на рiвнi значущостi α 6 0,01,
то можна обмежитися лише ним i уникнути утруднень застосування
iнших критерiїв.

Алгоритм розрахунку критерiю Q
Розрахунок критерiю Q Розенбаума подамо у виглядi алгоритму.
1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю Q.
2. Упорядкувати значення за зростанням окремо в кожнiй вибiр-

цi. Вибiркою 1 слiд вважати таку, значення в якiй припускаються
вищими, iншу вибiрку — вибiркою 2.

3. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези:
H0: рiвень ознаки у вибiрцi 1 не перевищує рiвень ознаки у ви-

бiрцi 2;
H1: рiвень ознаки у вибiрцi 1 перевищує рiвень ознаки у вибiрцi 2.
4. Визначити найбiльше значення у вибiрцi 2.
5. Розрахувати кiлькiсть значень у вибiрцi 1, що перевищують

максимальне значення у вибiрцi 2. Позначити отриману величину S1.
6. Визначити найменше значення у вибiрцi 1.
7. Розрахувати кiлькiсть значень у вибiрцi 2, якi меншi вiд мiнi-

мального значення у вибiрцi 2. Позначити отриману величину S2.
8. Обчислити емпiричне значення Q за формулою

Qемп = S1 + S2.
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9. За табл. Д.2.6 визначити критичнi значення Q0,01 i Q0,05 для
заданих n1 i n2. При n1, n2 > 26 вважати

Q0,01 = 10; Q0,05 = 8.

10. Якщо Qемп > Q0,01, гiпотезу H0 потрiбно вiдхилити, якщо
Qемп < Q0,05 — прийняти. Якщо Q0,05 6 Qемп < Q0,01, гiпотеза
H0 вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%), i в цьому разi
бажано перевiрити основну гiпотезу за допомогою iншого критерiю
(наприклад, ϕ? — кутове перетворення Фiшера, див. п. 6.4.3).

Приклад 6.2.1. У ймовiрних учасникiв психологiчного експе-
рименту, який моделює дiяльнiсть повiтряного диспетчера, було ви-
мiряно рiвень вербального та невербального iнтелекту за методикою
Д. Векслера. Було дослiджено 26 юнакiв вiком 18–24 рокiв (серед-
нiй вiк — 20,5 року). З них 14 — студенти фiзичного факультету,
а 12 — психологiчного факультету Ленiнградського унiверситету 1.
Показники вербального iнтелекту поданi в табл. 1.

Таблиця 1
Iндивiдуальнi значення вербального iнтелекту у вибiрках

студентiв фiзичного та психологiчного факультетiв

Студенти-фiзики Студенти-психологи

№
пор.

Код iменi
спостережу-

ваного

Показник
вербального
iнтелекту

№
пор.

Код iменi
спостережу-

ваного

Показник
вербального
iнтелекту

1 2 3 4 5 6
1 I. А. 132 1 Н. Т. 126
2 К. А. 134 2 О. В. 127
3 К. Є. 124 3 Є. В. 132
4 П. А. 132 4 Ф. О. 120
5 С. А. 135 5 I. Н. 119
6 Ст. А. 132 6 I. Ч. 126
7 Т. А. 131 7 I. В. 120
8 Ф. А. 132 8 К. О. 123
9 Ч. I. 121 9 Р. Р. 120

1Цей приклад запозичено з [17].
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Закiнчення табл. 1
1 2 3 4 5 6
10 Ц. А. 127 10 Р. I. 116
11 См. А. 136 11 О. К. 123
12 К. Ан. 129 12 Н. К. 115
13 Б. Л. 136
14 Ф. В. 136

Чи можна стверджувати, що одна з груп переважає iншу за рiв-
нем вербального iнтелекту?

Насамперед бачимо, що умови застосування критерiю Q викону-
ються: у кожнiй вибiрцi щонайменше 11 спостережень (14 i 12); їх
обсяги приблизно рiвнi; найбiльше значення 136 належить першiй
вибiрцi, найменше 115 — другiй; данi поданi в порядковiй шкалi.

Упорядкуємо значення за зростанням окремо в кожнiй вибiрцi
(табл. 2). Вибiркою 1 вважатимемо ряд фiзикiв (їх значення припу-
скаються вищi), вибiркою 2 — ряд психологiв.

Таблиця 2
Упорядкованi ряди iндивiдуальних значень

у двох студентських вибiрках

Вибiрка 1 — студенти-фiзики Вибiрка 2 — студенти-психологи

№
пор.

Код iменi
спостережу-

ваного

Показник
вербального
iнтелекту

№
пор.

Код iменi
спостережу-

ваного

Показник
вербального
iнтелекту

1 2 3 4 5 6
1 Н. К. 115
2 Р. I. 116
3 I. Н. 119
4 Р. Р. 120
5 I. В. 120
6 Ф. О. 120

1 Ч. I. 121
7 О. К. 123
8 К. О. 123

2 К. Є. 124
9 I. Ч. 126
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Закiнчення табл. 2
1 2 3 4 5 6

10 Н. Т. 126
3 Ц. А. 127 11 О. В. 127
4 К. Ан. 129
5 Т. А. 131
6 Ф. А. 132
7 Ст. А. 132
8 П. А. 132
9 I. А. 132 12 Є. В. 132
10 К. А. 134
11 С. А. 135
12 Ф. В. 136
13 Б. Л. 136
14 См. А. 136

Сформулюємо гiпотези.
H0: студенти-фiзики не переважають студентiв-психологiв за

рiвнем вербального iнтелекту;
H1: студенти-фiзики переважають студентiв-психологiв за рiв-

нем вербального iнтелекту.
За даними табл. 2 визначаємо найбiльше значення у вибiрцi 2 —

воно дорiвнює 132 — i розраховуємо кiлькiсть студентiв-фiзикiв з
рiвнем вербального iнтелекту понад 132:

S1 = 5.

Аналогiчно визначаємо кiлькiсть студентiв-психологiв з рiвнем
вербального iнтелекту, нижчим вiд найменшого значення 121 вибiр-
ки 1:

S2 = 6.

Обчислюємо емпiричне значення критерiю Розенбаума:

Qемп = S1 + S2 = 5 + 6 = 11.

За табл. Д.2.6 визначаємо критичнi значення Q для n1 = 14;
n2 = 12:

Q0,01 = 9, Q0,05 = 7.
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Оскiльки Qемп > Q0,01, гiпотеза H0 вiдхиляється, тобто студенти-
фiзики переважають студентiв-психологiв за рiвнем вербального iн-
телекту.

6.2.3. U -критерiй Манна—Вiтнi

Непараметричний критерiй U використовують для оцiнки вiдмiн-
ностей мiж двома малими вибiрками за рiвнем якоїсь ознаки.

Обмеження критерiю U
Перед застосуванням критерiю Манна—Вiтнi потрiбно перевiри-

ти такi умови-обмеження.
1. У кожнiй вибiрцi повинно бути щонайменше три спостережен-

ня; якщо в однiй вибiрцi було два спостереження, то у другiй їх
повинно бути щонайменше п’ять.

2. У кожнiй вибiрцi має бути не бiльше 60 спостережень1, однак
уже при 20 i бiльше спостереженнях ранжування доволi трудомiстке.

3. Данi повиннi бути поданi принаймнi в порядковiй шкалi.

Алгоритм розрахунку критерiю U
Розрахунок критерiю U Манна—Вiтнi зручно подати у виглядi

алгоритму.
1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю U .
2. Перенести данi першої вибiрки на картки одного кольору (на-

приклад, червоного), другої — на картки другого кольору (напри-
клад, синього).

3. Розкласти всi картки в один ряд у порядку зростання незважа-
ючи на колiр картки.

4. Проранжувати2 значення на картках. Ранги занести на вiдпо-
вiднi картки.

5. Розкласти картки на двi групи, орiєнтуючись за їх кольором
(червонi в один ряд, синi — у другий).

1Це обмеження спричинене обсягами наявної таблицi критичних значень. У
спецiальних пакетах статистичного аналiзу його немає.

2Нагадаємо, що алгоритм ранжування описано в п. 1.3.5.
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6. Розрахувати суму рангiв окремо на картках двох груп.
7. Визначити бiльшу з двох рангових сум. Вибiрку з бiльшою ран-

говою сумою вважати вибiркою 1, з меншою — вибiркою 2.
8. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: рiвень ознаки у вибiрцi 2 не нижчий вiд рiвня ознаки у ви-

бiрцi 1;
H1: рiвень ознаки у вибiрцi 2 нижчий вiд рiвня ознаки у вибiрцi 1.
9. Обчислити емпiричне значення U за формулою

Uемп = n1n2 +
n1(n1 + 1)

2
− S1,

де n1, n2 — обсяг вибiрки вiдповiдно 1 i 2; S1 — сума рангiв вибiрки 1.
10. За табл. Д.2.7 визначити критичнi значення U0,01 i U0,05 для

заданих n1 i n2.
11. Якщо Uемп 6 U0,01, гiпотезу H0 потрiбно вiдхилити, якщо

Uемп > U0,05 — прийняти. Якщо U0,01 < Uемп 6 U0,05, гiпотеза H0

вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%)1.
Приклад 6.2.2. Повернiмося до результатiв дослiдження сту-

дентiв фiзичного та психологiчного факультетiв Ленiнградського
унiверситету за методикою Д. Векслера для вимiрювання вербаль-
ного та невербального iнтелекту (див. приклад 6.2.1). За допомогою
критерiю Q Розенбаума було визначено, що рiвень вербального iнте-
лекту студентiв-фiзикiв вищий. Спробуємо дослiдити, чи буде такий
же результат при порiвняннi вибiрок за рiвнем невербального iнте-
лекту. Показники невербального iнтелекту поданi в табл. 1.

Таблиця 1
Iндивiдуальнi значення невербального iнтелекту у вибiрках

студентiв фiзичного та психологiчного факультетiв
Студенти-фiзики Студенти-психологи

№
пор.

Код iменi
спостережу-

ваного

Показник
невербального

iнтелекту

№
пор.

Код iменi
спостережу-

ваного

Показник
невербального

iнтелекту
1 2 3 4 5 6
1 I. А. 111 1 Н. Т. 113

1На практицi в бiльшостi випадкiв такий рiвень значущостi для U-критерiю
Манна—Вiтнi вважається неприйнятним.
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Закiнчення табл. 1
1 2 3 4 5 6
2 К. А. 104 2 О. В. 107
3 К. Є. 107 3 Є. В. 123
4 П. А. 90 4 Ф. О. 122
5 С. А. 115 5 I. Н. 117
6 Ст. А. 107 6 I. Ч. 112
7 Т. А. 106 7 I. В. 105
8 Ф. А. 107 8 К. О. 108
9 Ч. I. 95 9 Р. Р. 111
10 Ц. А. 116 10 Р. I. 114
11 См. А. 127 11 О. К. 102
12 К. Ан. 115 12 Н. К. 104
13 Б. Л. 102
14 Ф. В. 99

Чи можна стверджувати, що одна з груп переважає iншу за рiв-
нем невербального iнтелекту?

Насамперед бачимо, що умови застосування критерiю U вико-
нуються. Справдi, у кожнiй вибiрцi не менше трьох i не бiльше 60
спостережень (14 i 12); данi поданi в порядковiй шкалi.

Упорядкуємо значення двох вибiрок за зростанням i проранжує-
мо їх. Результати ранжування подано в табл. 2.

Таблиця 2
Розрахунок рангових сум у двох студентських вибiрках

Студенти-фiзики Студенти-психологи
Показник невербального

iнтелекту Ранг Показник невербального
iнтелекту Ранг

1 2 3 4
90 1
95 2
99 3

102 4,5 102 4,5
104 6,5 104 6,5

105 8
106 9
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Закiнчення табл. 2
1 2 3 4

107 11,5
107 11,5
107 11,5 107 11,5

108 14
111 15,5 111 15,5

112 17
113 18
114 19

115 20,5
115 20,5
116 22

117 23
122 24
123 25

127 26
Сума рангiв 165,0 Сума рангiв 186,0

Загальна сума рангiв 165 + 186 = 351. Розрахункова сума

Sрозр =
n(n + 1)

2
=

26 · (26 + 1)
2

= 351.

Отже, рiвнiсть реальної та розрахункової сум рангiв справджу-
ється.

Вибiркою 1 вважатимемо ряд психологiв (значення рангової суми
студентiв-психологiв 186 бiльше), вибiркою 2 — ряд фiзикiв.

Сформулюємо гiпотези.
H0: студенти-фiзики не поступаються студентам-психологам за

рiвнем невербального iнтелекту;
H1: студенти-фiзики поступаються студентам-психологам за

рiвнем невербального iнтелекту.
Згiдно з наступним кроком алгоритму визначаємо емпiричне зна-

чення критерiю U :

Uемп = n1n2 +
n1(n1 + 1)

2
− S1 = 12 · 14 +

12 · (12 + 1)
2

− 186 = 60.
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За табл. Д.2.7 визначаємо критичнi значення U для n1 = 12,
n2 = 14:

U0,01 = 38; U0,05 = 51.

Оскiльки Uемп > U0,05, гiпотеза H0 приймається, тобто студенти-
психологи не переважають студентiв-фiзикiв за рiвнем невербально-
го iнтелекту.

Зауважимо, що в цьому разi критерiй Q Розенбаума незастосов-
ний, оскiльки не виконується умова-обмеження 2 — i найбiльше, i
найменше значення невербального iнтелекту припадає на студентiв-
фiзикiв.

6.2.4. Порiвняння рiвня ознаки у двох
сукупностях за рiзними критерiями

Було розглянуто три методи порiвняння рiвня ознаки у двох
незалежних генеральних сукупностях, а саме критерiї Розенбаума,
Манна—Вiтнi та одностороннiй z-тест для рiзницi середнiх. При цьо-
му остання процедура доступна лише у випадку числових шкал.

Наведемо низку прикладiв, якi засвiдчують, що користуватися
цими методами потрiбно обережно.

Приклад 6.2.3. Припустимо, деяка ознака вимiрюється за дихо-
томiчною порядковою шкалою, значеннями якої є “високий рiвень”
та “низький рiвень” ознаки. Позначимо для зручностi цi значення
абревiатурами вiдповiдно ВР та НР.

Нехай дослiджуємо за рiвнем цiєї ознаки двi незалежнi генеральнi
сукупностi та маємо двi репрезентативнi вибiрки з них. Наведемо
данi вимiрювання ознаки в цих вибiрках.

Значення ознаки
Кiлькiсть осiб у групi

1 2
ВР 10 1

НР 1 10
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Як бачимо, критерiй Розенбаума в цьому разi застосовний1. Спро-
буємо проаналiзувати ситуацiю за допомогою критерiю Манна—
Вiтнi. В об’єднанiй сукупностi значення НР зустрiчається 11 разiв
i таку саму кiлькiсть значення ВР. Тому ранжуючи її, маємо

Ранг НР =
1 + 11

2
= 6,

Ранг ВР =
12 + 22

2
= 17.

Пiдсумовуючи ранги у групах, отримуємо

S1 = 17 · 10 + 6 · 1 = 176,

S2 = 17 · 1 + 6 · 10 = 77.

Перевiряємо контрольну рiвнiсть:

S1 + S2 = 176 + 77 = 253,

(n1 + n2)(n1 + n2 + 1)
2

=
22 · 23

2
= 253.

Оскiльки S1 > S2, то природно нульову гiпотезу сформулюва-
ти так: “рiвень ознаки в першiй генеральнiй сукупностi не бiльший,
нiж у другiй”. Альтернативна ж гiпотеза стверджуватиме, що рiвень
ознаки в першiй генеральнiй сукупностi бiльший, нiж у другiй.

Обчислимо емпiричне значення критерiю Манна—Вiтнi:

Uемп = n1n2 +
n1(n1 + 1)

2
− S1 =

= 11 · 11 +
11 · 12

2
− 176 = 11.

За табл. Д.2.7 критичних значень критерiю Манна—Вiтнi кри-
тичне значення, яке вiдповiдає рiвню значущостi 1%, дорiвнює 43 i

1Для дихотомiчної шкали його практично неможливо застосувати. Для ко-
ректного використання критерiю Розенбаума бажано мати якомога бiльше рiвнiв
у шкалi.
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перевищує емпiричне значення 11. А це означає, що потрiбно прийня-
ти альтернативну гiпотезу. Iншими словами, на рiвнi значущостi 1%
можна стверджувати, що рiвень ознаки в першiй генеральнiй сукуп-
ностi вищий.

Зауважимо ще раз, що критерiй Розенбаума тут незастосовний.
Приклад 6.2.4. Пiдправимо дещо приклад 6.2.3. А саме припу-

стимо, що шкала має три рiвнi: “низький” (НР), “високий” (ВР) та
“дуже високий” (ДВР).

Нехай дослiджуємо за рiвнем цiєї ознаки двi незалежнi генеральнi
сукупностi i знову маємо двi репрезентативнi вибiрки з них. Наведе-
мо данi вимiрювання ознаки в цих вибiрках.

Значення ознаки
Кiлькiсть осiб у групi

1 2
ДВР 1 –
ВР 10 1

НР 1 10

Цi данi вiдрiзняються вiд наведених у прикладi 6.2.3 лише одним
значенням. Але тепер критерiй Розенбаума застосовний. При цьому
гiпотези будуть такi самi, як у прикладi 6.2.3.

Як бачимо, емпiричне значення критерiю дорiвнює одиницi. Звер-
таючись до табл. Д.2.6 критичних значень критерiю Розенбаума,
знаходимо, що рiвень значущостi, який вiдповiдає цьому значенню,
суттєво гiрший за 5% (тому що 1 < 6). Отже, потрiбно вiдхили-
ти альтернативну гiпотезу про те, що рiвень ознаки в першiй групi
вищий.

Водночас очевидно, що внесена в цьому прикладi змiна лише пiд-
силить дiю критерiю Манна—Вiтнi. Вiн розрiзнить групи i дасть змо-
гу прийняти альтернативну гiпотезу на значно нижчому рiвнi зна-
чущостi, нiж 1%, тобто з високою надiйнiстю висновку.

Отже, за цим прикладом доходимо висновку, що критерiй
Манна—Вiтнi краще визначає вiдмiнностi мiж групами, нiж критерiй
Розенбаума.

Приклад 6.2.5. Розглянемо випадок, протилежний наведеному
у прикладi 6.2.4.
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Припустимо, що тепер шкала має чотири рiвнi: “низький” (НР),
“середнiй” (СР), “високий” (ВР) та “дуже високий” (ДВР).

Нехай за рiвнем цiєї ознаки дослiджуємо двi незалежнi генеральнi
сукупностi й маємо двi репрезентативнi вибiрки з них. Наведемо данi
вимiрювання ознаки в цих вибiрках.

Значення ознаки
Кiлькiсть осiб у групi

1 2
ДВР 4 –
ВР – 7

СР 8 –
НР – 5

За критерiєм Розенбаума потрiбно розглянути основну гiпотезу
“рiвень ознаки в першiй генеральнiй сукупностi не бiльший, нiж у
другiй” та альтернативну “рiвень ознаки в першiй генеральнiй суку-
пностi бiльший, нiж у другiй”. При цьому емпiричне значення кри-
терiю Розенбаума дорiвнює 4 + 5 = 9. За табл. Д.2.6 бачимо, що 9
вiдповiдає рiвню значущостi 1%. Отже, потрiбно прийняти альтер-
нативну гiпотезу, тобто критерiй Розенбаума в цьому разi виявляє
вiдмiнностi мiж групами.

Проаналiзуємо тепер цей приклад за допомогою критерiю Ман-
на—Вiтнi. Ранжуючи об’єднану з двох груп сукупнiсть, отримуємо
такi ранги для рiвнiв ознаки: НР — 3; СР — 9,5; ВР — 17; ДВР —
22,5.

Пiдсумовуючи ранги у групах, отримуємо

S1 = 22,5 · 4 + 9,5 · 8 = 166,

S2 = 17 · 7 + 3 · 5 = 134.

Перевiряємо контрольну рiвнiсть:

S1 + S2 = 166 + 134 = 300;
(n1 + n2)(n1 + n2 + 1)

2
=

24 · 25
2

= 300.

Оскiльки S1 > S2, то основна i альтернативна гiпотези будуть
такими самими, як i в разi застосування критерiю Розенбаума.
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Обчислимо емпiричне значення критерiю Манна—Вiтнi:

Uемп = n1n2 +
n1(n1 + 1)

2
− S1 =

= 12 · 12 +
12 · 13

2
− 166 = 56.

Звертаючись до табл. Д.2.7 критичних значень критерiю Манна—
Вiтнi, бачимо, що емпiричне значення 56 перевищує критичне зна-
чення 42, яке вiдповiдає рiвню значущостi 5%. А це означає, що слiд
вiдхилити альтернативну гiпотезу.

Отже, у цьому разi критерiй Розенбаума виявився сильнiшим вiд
критерiю Манна—Вiтнi й виявив вiдмiнностi мiж групами.

Приклад 6.2.6. Як випливає з прикладiв 6.2.4 i 6.2.5, в одних
ситуацiях краще працює критерiй Манна—Вiтнi, в iнших — критерiй
Розенбаума. Розглянемо ситуацiю, коли отриманi за допомогою цих
критерiїв висновки прямо протилежнi.

Нехай шкала має три рiвнi: “низький” (НР), “середнiй” (СР) та
“високий” (ВР).

Нехай за рiвнем цiєї ознаки дослiджуємо двi незалежнi генеральнi
сукупностi й маємо двi репрезентативнi вибiрки з них. Наведемо данi
вимiрювання ознаки в цих вибiрках.

Значення ознаки
Кiлькiсть осiб у групi

1 2
ВР 1 40

СР 49 –
НР – 11

Очевидно, що критерiй Розенбаума застосовний до цих даних.
Згiдно з ним основна гiпотеза засвiдчує, що рiвень ознаки в першiй
генеральнiй сукупностi не бiльший, нiж у другiй, а альтернативна
стверджує, що рiвень ознаки в першiй генеральнiй сукупностi бiль-
ший, нiж у другiй.

Легко перевiрити, що емпiричне значення критерiю дорiвнює 11.
Звертаючись до таблицi критичних значень критерiю Розенбаума,
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знаходимо, що рiвень значущостi, який вiдповiдає цьому числу, мен-
ший вiд 1%. Тому приймаємо (з високою надiйнiстю) альтернативну
гiпотезу про вищий рiвень ознаки в першiй групi.

Проаналiзуємо тепер цi данi за допомогою критерiю Манна—
Вiтнi. Ранжування рiвнiв ознаки дасть такi результати: НР — 6;
СР — 36; ВР — 81.

Пiдсумовуючи ранги у групах, отримуємо

S1 = 81 · 1 + 36 · 49 = 1845,

S2 = 81 · 40 + 6 · 11 = 3306.

Перевiряємо контрольну рiвнiсть:

S1 + S2 = 1845 + 3306 = 5151,

(n1 + n2)(n1 + n2 + 1)
2

=
101 · 102

2
= 5151.

Оскiльки S2 > S1, то основна i альтернативна гiпотези будуть iн-
шими, нiж при застосуваннi критерiю Розенбаума. А власне альтер-
нативна гiпотеза стверджуватиме, що рiвень ознаки у другiй групi
вищий, нiж у першiй.

Обчислимо емпiричне значення критерiю Манна—Вiтнi:

Uемп = n1n2 +
n2(n2 + 1)

2
− S2 =

= 50 · 51 +
51 · 52

2
− 3306 = 570.

Звертаючись до табл. Д.2.7 критичних значень критерiю Манна—
Вiтнi, бачимо, що емпiричне значення 570 набагато менше вiд кри-
тичного значення 932, яке вiдповiдає рiвню значущостi 1%. Отже,
необхiдно прийняти альтернативну гiпотезу з дуже низьким рiвнем
значущостi. Iншими словами, рiвень ознаки вищий у другiй групi.
А це цiлковито протилежний висновок до отриманого за допомогою
критерiю Розенбаума!

Зауваження 6.3. Якщо при одночасному використаннi крите-
рiїв Розенбаума i Манна—Вiтнi виявиться, що висновки суперечать
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один одному, як правило, краще використати висновок, отриманий
за критерiєм Манна—Вiтнi.

На завершення наведемо ще один приклад, який стосується чи-
слових шкал.

Приклад 6.2.7. Нехай дослiджуємо ознаку: “Час розв’язування
анаграми”. Вона, безсумнiвно, числова.

За рiвнем цiєї ознаки дослiджуємо двi незалежнi генеральнi су-
купностi й маємо двi репрезентативнi вибiрки з них. Наведемо данi
вимiрювання ознаки в цих вибiрках.

Час розв’язування, с
Кiлькiсть осiб у групi

1 2
100 1 40

95 49 –
10 – 11

Якщо цi данi аналiзувати за критерiєм Манна—Вiтнi, то вияв-
ляється, що рiвень ознаки вищий у другiй групi (справдi, цi данi
аналогiчнi прикладу 6.2.6).

Проте критерiй Манна—Вiтнi не враховує, що 100 − 95 = 5 c, a
95 − 10 = 85 c. Тому природнiше в цьому разi виглядає порiвняння
середнiх значень у групах.

Обчислюючи вибiрковi середнi та виправленi стандартнi вiдхи-
лення, отримуємо такi данi.

Показник
Значення показника (с) у групi

1 2
Вибiркове середнє 95,10 80,59

Виправлене стандартне вiдхилення 0,71 37,39

Отже, вибiркове середнє вище в першiй групi. Тому за односто-
роннiм z-тестом маємо основну гiпотезу про генеральнi середнi

µ1 − µ2 6 0

та альтернативну
µ1 − µ2 > 0.
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Оскiльки обсяг обох вибiрок перевищує 30 осiб, можна викори-
стати процедуру однобiчного тестування:

s.e.est. =

√
s2
1

n1
+

s2
2

n2
=

√
0,712

50
+

37,392

51
≈ 5,24,

zв =
(95,10− 80,59)− 0

5,24
=

14,51
5,24

≈ 2,77.

Позаяк висновок про прийняття альтернативної гiпотези у психо-
логiї вважається достовiрним, якщо його зроблено на рiвнi значущо-
стi 1%, зафiксуємо саме такий рiвень значущостi. Iз зауваження 6.2
випливає, що критичне значення zкр(α) = 2,33.

Остаточно потрiбно прийняти альтернативну гiпотезу, тому що
zв > zкр(α). Iншими словами, на вiдмiну вiд критерiю Манна—Вiтнi
z-тест стверджує, що рiвень ознаки вищий саме в першiй групi.

Зауваження 6.4. Висновок, який потрiбно було б зробити (на-
самперед психологу), проаналiзувавши приклад 6.2.7, такий: якщо
дослiджувана ознака вимiрюється за числовою шкалою1, для порiв-
няння рiвня ознаки у двох групах доцiльнiше використовувати одно-
бiчний z-тест.

6.2.5. H -критерiй Крускала—Воллiса

Непараметричний критерiй U використовують для оцiнювання
вiдмiнностей мiж трьома i бiльше вибiрками за рiвнем якоїсь ознаки.
Вiн дає змогу встановити, чи змiнюється рiвень ознаки при переходi
вiд однiєї групи до iншої, але не вказує напрям цих змiн. Критерiй H
iнодi розглядається як непараметричний аналог методу однофактор-
ного дисперсiйного аналiзу для незв’язних вибiрок.

Обмеження критерiю H
Перед застосуванням критерiю Крускала—Воллiса потрiбно пе-

ревiрити такi умови-обмеження.

1Саме за числовою, а не за порядковою псевдочисловою шкалою!
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1. При порiвняннi трьох вибiрок допускається наявнiсть в однiй з
них трьох спостережень, а в iнших — по два. Але за таких чисель-
них складiв вибiрок дiагностуються вiдмiнностi лише на найнижчо-
му рiвнi значущостi α = 0,05.

Для того щоб можна було виявити вiдмiнностi на вищому рiвнi
значущостi α = 0,01, необхiдно, щоб у кожнiй вибiрцi було не менше
трьох спостережень або принаймнi в однiй вибiрцi чотири спостере-
ження, а в двох iнших — по два.

2. Критичнi значення критерiю H i вiдповiднi їм рiвнi значущо-
стi наведено в табл. Д.2.8, де передбачається, що у трьох вибiрках
щонайменше п’ять спостережень.

При бiльшiй кiлькостi вибiрок i спостережень необхiдно користу-
ватися таблицею критичних значень критерiю χ2 (табл. Д.2.17). При
цьому кiлькiсть ступенiв вiльностi

v = c− 1,

де c — кiлькiсть порiвнюваних вибiрок.
3. Данi повиннi бути поданi принаймнi в порядковiй шкалi.
4. При множинному порiвняннi вибiрок достовiрнi вiдмiнностi

мiж деякою парою (чи парами) можуть виявитися стертими. Цього
можна уникнути, якщо здiйснити всi можливi попарнi порiвняння,
кiлькiсть яких дорiвнює 1/2

[
c(c− 1)

]
, де c — кiлькiсть вибiрок. Для

таких попарних порiвнянь потрiбно використати критерiй для двох
вибiрок (наприклад, U або ϕ?).

Алгоритм розрахунку критерiю H

Розрахунок критерiю H Крускала—Воллiса зручно подати у ви-
глядi алгоритму.

1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю H.
2. Сформулювати основну та альтернативну гiпотези.
H0: мiж дослiджуваними вибiрками iснують лише випадковi вiд-

мiнностi за рiвнем певної ознаки;
H1: мiж дослiджуваними вибiрками iснують невипадковi вiдмiн-

ностi за рiвнем певної ознаки.
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3. Перенести данi першої вибiрки на картки одного кольору (на-
приклад, червоного), другої — на картки iншого кольору (напри-
клад, синього) i так до кiнця.

4. Розкласти всi картки в один ряд у порядку зростання незважа-
ючи на колiр картки.

5. Проранжувати значення на картках. Ранги занести на вiдпо-
вiднi картки.

6. Розкласти картки на вiдповiднi групи, орiєнтуючись за їх ко-
льором (червонi в один ряд, синi — у другий i так до кiнця).

7. Пiдрахувати суму рангiв окремо за групами.
8. Обчислити емпiричне значення H за формулою

Hемп =
12

n(n + 1)

c∑

i=1

S2
i

ni
− 3(n + 1),

де n — загальна кiлькiсть спостережень в усiх вибiрках; c — кiль-
кiсть дослiджуваних вибiрок; ni — обсяг вибiрки i; Si — сума рангiв
вибiрки i.

9. Якщо c = 3 i в кожнiй вибiрцi не бiльше п’яти спостережень, то
критичнi значення H0,01 i H0,05 визначити за табл. Д.2.8, в iншому
випадку — за табл. Д.2.17 за умови, що кiлькiсть ступенiв вiльностi
v = c− 1.
10. Якщо Hемп > H0,01, гiпотезу H0 потрiбно вiдхилити, якщо

Hемп < H0,05 — прийняти. Якщо H0,05 6 Hемп < H0,01, гiпотеза
H0 вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%)1.

Приклад 6.2.8. В експериментi з дослiдження iнтелектуальної
спрямованостi 2 22 суб’єктам дослiдження пред’являлися спочатку
розв’язнi чотири-, п’яти- та шестилiтернi анаграми, а потiм нерозв’я-
знi, час роботи над якими не обмежувався. Експеримент проводився
окремо з кожним суб’єктом дослiдження. Використовувалися чотири
комплекти анаграм. У дослiдника склалося враження, що над деяки-
ми нерозв’язними анаграмами дослiджуванi працювали довше, нiж

1На практицi в бiльшостi випадкiв цей рiвень значущостi вважається недоста-
тнiм для прийняття чи вiдхилення основної гiпотези при використаннi критерiю
Крускала—Воллiса.

2Цей приклад запозичено з [17].
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над iншими, i, можливо, необхiдно робити поправку на те, яка саме
нерозв’язна анаграма пред’являлася тому чи iншому дослiджувано-
му. Показники тривалостi спроб розв’язання нерозв’язних анаграм
наведено в табл. 1. Усi дослiджуванi були юнаками — студентами
технiчного вищого навчального закладу вiком 20–21 рiк.

Таблиця 1
Тривалiсть спроб розв’язання чотирьох нерозв’язних анаграм

№
пор.

Тривалiсть спроб розв’язання анаграм за групами, с
1:

ФОЛИТОН
2:

КАМУСТО
3:

СНЕРАКО
4:

ГРУТОСИЛ
1 145 145 128 60
2 194 210 283 2361
3 731 236 469 2416
4 1200 385 482 3600
5 720 1678
6 848 2081
7 905
8 1080

Сума 2270 4549 5121 8437
Середнє 568 566 854 2109

Чи можна стверджувати, що тривалiсть спроб розв’язання ко-
жної з чотирьох анаграм приблизно однакова?

Насамперед бачимо, що умови застосування критерiю U викону-
ються: у кожнiй вибiрцi щонайменше три спостереження (4, 8, 6 i 4);
данi подано в порядковiй шкалi.

Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези.
H0: чотири вибiрки, якi отримали рiзнi нерозв’язнi анаграми,

не рiзняться за тривалiстю спроб їх розв’язання;
H1: чотири вибiрки, якi отримали рiзнi нерозв’язнi анаграми,

рiзняться за тривалiстю спроб їх розв’язання.
Упорядкуємо значення чотирьох вибiрок за зростанням i проран-

жуємо їх. Результати ранжування подано в табл. 2.
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Таблиця 2
Тривалiсть спроб розв’язання чотирьох нерозв’язних анаграм

Група 1:
анаграма

ФОЛИТОН

Група 2:
анаграма

КАМУСТО

Група 3:
анаграма
СНЕРАКО

Група 4:
анаграма

ГРУТОСИЛ
Тривалiсть
спроб, с Ранг Тривалiсть

спроб, с Ранг Тривалiсть
спроб, с Ранг Тривалiсть

спроб, с Ранг

60 1
128 2

145 3,5 145 3,5
194 5

210 6
236 7

283 8
385 9

469 10
482 11

720 12
731 13

848 14
905 15

1080 16
1200 17

1678 18
2081 19

2361 20
2416 21
3600 22

Сума 38,5 82,5 68 64

Загальна сума рангiв 38,5 + 82,5 + 68 + 64 = 253. Розрахункова
сума

Sрозр =
n(n + 1)

2
=

22 · (22 + 1)
2

= 253.

Отже, рiвнiсть реальної та розрахункової сум рангiв справджу-
ється.
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Згiдно з наступним кроком алгоритму визначаємо емпiричне зна-
чення критерiю H:

Hемп =
12

n(n + 1)

c∑

i=1

S2
i

ni
− 3(n + 1) =

=
12

22 · (22 + 1)

(
38,52

4
+

82,52

8
+

682

6
+

642

4

)
− 3 · (22 + 1) ≈

≈ 2,48.

Оскiльки таблицi критичних значень критерiю H передбаченi ли-
ше для трьох груп, а в розглядуваному випадку їх чотири, дове-
деться знаходити критичнi значення H за табл. Д.2.17. Для цього
визначимо спочатку кiлькiсть ступенiв вiльностi:

v = c− 1 = 4− 1 = 3.

Отже, критичнi значення

H0,01 = 11,345; H0,05 = 7,815.

Оскiльки Hемп < H0,05, гiпотеза H0 приймається, тобто чотири
групи дослiджуваних не рiзняться за тривалiстю спроб розв’язання
нерозв’язних анаграм.

6.2.6. S -критерiй тенденцiй Джонкiра
Непараметричний критерiй S використовують для виявлення

тенденцiй змiни ознаки при переходi вiд однiєї вибiрки до iншої при
порiвняннi трьох i бiльше вибiрок.

Обмеження критерiю S
Перед застосуванням критерiю тенденцiй Джонкiра потрiбно пе-

ревiрити такi умови-обмеження.
1. У кожнiй дослiджуванiй вибiрцi має бути однакова кiлькiсть

спостережень. У разi неоднакової кiлькостi спостережень вибiр-
ки штучно вирiвнюються за допомогою випадкового викидання
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“зайвих” спостережень (при цьому втрачається частина iнформацiї).
Якщо дослiдник не бажає втрачати частину спостережень, то мо-
жна скористатися критерiєм H, але при цьому неможливо вказати
напрям вiдмiнностей.

2. У кожнiй вибiрцi повинно бути щонайменше два спостережен-
ня. Iснуючi таблицi дають змогу використовувати критерiй S що-
найбiльше для шести вибiрок i десяти спостережень у кожнiй з них.
Якщо цi умови не виконуються, доведеться використовувати крите-
рiй H Крускала—Воллiса.

3. Данi повиннi бути поданi принаймнi в порядковiй шкалi.

Алгоритм розрахунку критерiю S

Розрахунок критерiю S тенденцiй Джонкiра зручно подати у ви-
глядi алгоритму.

1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю S.
2. Розташувати вибiрки в порядку зростання їх середнього зна-

чення або суми значень.
3. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: тенденцiя збiльшення значень ознаки при переходi вiд однiєї

вибiрки до iншої випадкова;
H1: тенденцiя збiльшення значень ознаки при переходi вiд однiєї

вибiрки до iншої невипадкова.
4. У кожнiй вибiрцi (зрозумiло, крiм останньої з найбiльшим се-

реднiм значенням) для кожного iндивiдуального значення розраху-
вати Sij (i — номер вибiрки; j — номер спостереження у вибiрцi) —
кiлькiсть переважаючих його значень з вибiрок, якi мають бiльше
середнє значення.

5. Для кожної вибiрки розрахувати суму Si показникiв її елемен-
тiв за формулою

Si =
n∑

j=1

Sij , i = 1, 2, . . . , c,

де n — обсяг кожної вибiрки; c — кiлькiсть порiвнюваних вибiрок.
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6. Обчислити загальну суму за всiма вибiрками:

A =
c∑

i=1

Si.

7. Визначити максимально можливу загальну суму:

B =
c(c− 1)

n2
.

8. Розрахувати емпiричне значення S:

Sемп = 2A−B.

9. За табл. Д.2.9 визначити критичнi значення S0,01 i S0,05 для
заданих c i n.
10. Якщо Sемп > S0,01, гiпотезу H0 потрiбно вiдхилити, якщо

Sемп < S0,05 — прийняти. Якщо S0,05 6 Sемп < S0,01, гiпотеза H0

вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%)1.
Приклад 6.2.9. Вибiрку претендентiв на посаду комерцiйного

директора в Санкт-Петербурзькому фiлiалi зарубiжної фiрми було
дослiджено за Оксфордською методикою експрес-вiдеодiагностики,
що використовує дiагностичнi рольовi iгри 2. Було дослiджено двад-
цять чоловiкiв вiком 25–40 рокiв, середнiй вiк — 31,5 року. Оцiнюва-
лись 15 значних для зарубiжної фiрми психологiчних якостей, що за-
безпечують ефективну дiяльнiсть на посту комерцiйного директора.
Одна з цих якостей — авторитетнiсть. Наприкiнцi восьмигодинного
сеансу дiагностичних рольових iгор i вправ проводилося соцiометри-
чне опитування учасникiв групи. Респонденти повиннi були вiдповi-
сти на запитання: “Якщо б я був представником фiрми, то обрав би
на посаду комерцiйного директора: 1) . . . ; 2) . . . ; 3) . . . ”. Учасники
знали, що кожний їх крок є матерiалом для дiагностики i що пере-
вiряється, зокрема, серед iншого їх здатнiсть об’єктивно думати про

1На практицi в бiльшостi випадкiв цей рiвень значущостi вважається недоста-
тнiм для прийняття чи вiдхилення основної гiпотези при використаннi критерiю
тенденцiй Джонкiра.

2Цей приклад запозичено з [17].
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людей. У результатi цiєї процедури кожний учасник отримав певну
кiлькiсть виборiв вiд iнших учасникiв, яка вiдображає його соцiоме-
тричний статус у групi претендентiв.

Результати дослiдження наведено в табл. 1.

Таблиця 1
Показники авторитетностi у групах з рiзним соцiометричним

статусом

№
пор.

Група 1:
0 виборiв

Група 2:
1 вибiр

Група 3:
2, 3 вибори

Група 4:
4 i бiльше
виборiв

1 5 5 5 9
2 5 6 6 9
3 2 7 7 8
4 5 6 7 8
5 4 4 5 7

Сума 21 28 30 41
Середнє 4,2 5,6 6,0 8,2

Чи можна стверджувати, що групи з рiзним статусом рiзняться i
за рiвнем авторитетностi, який визначався незалежно вiд соцiометрiї
експрес-вiдеодiагностикою?

Насамперед бачимо, що умови застосування критерiю S викону-
ються: у кожнiй вибiрцi однакова кiлькiсть спостережень; у кожнiй
вибiрцi щонайменше два спостереження (5) i щонайбiльше 10; кiль-
кiсть вибiрок не перевищує 6 (3); данi поданi в порядковiй шкалi.

Оскiльки вибiрки вже впорядкованi за збiльшенням середнiх зна-
чень, то цей пункт алгоритму обчислення критерiю S опускаємо.

Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези.
H0: тенденцiя збiльшення авторитетностi при переходi вiд однiєї

групи до iншої (злiва направо) випадкова;
H1: тенденцiя збiльшення авторитетностi при переходi вiд однiєї

групи до iншої (злiва направо) невипадкова.
Для зручностi впорядкуємо значення всерединi всiх чотирьох ви-

бiрок за зростанням i розрахуємо для кожного значення кiлькiсть
значень, якi перевищують це значення, з вибiрок, що розмiщуються
праворуч. Результати цiєї операцiї подано в табл. 2.
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6.2. Порiвняння ознак

Таблиця 2
Розрахунок критерiю S при порiвняннi груп з рiзним

соцiометричним статусом за показником авторитетностi

№
пор.

Група 1:
0 виборiв

Група 2:
1 вибiр

Група 3:
2, 3 вибори

Група 4:
4 i бiльше
виборiв

Iндивi-
дуальне
значення

S1j

Iндивi-
дуальне
значення

S2j

Iндивi-
дуальне
значення

S3j

Iндивi-
дуальне
значення

1 2 15 4 10 5 5 7
2 4 14 5 8 5 5 8
3 5 11 6 7 6 5 8
4 5 11 6 7 7 4 9
5 5 11 7 6 7 4 9

Сума 62 36 23

Наприклад, значення “4” з першої групи перевищують чотири
значення (5, 6, 6 i 7) з другої групи, усi п’ять значень з третьої i всi
п’ять значень з четвертої, тобто таких значень загалом 14.

Загальна сума

A = 62 + 36 + 23 + 0 = 121.

Максимально можлива загальна сума

B =
4 · (4− 1)

2
· 52 = 150.

Згiдно з наступним кроком алгоритму визначаємо емпiричне зна-
чення критерiю S:

Sемп = 2A−B = 2 · 121− 150 = 92.

За табл. Д.2.9 знайдемо критичнi значення S для c = 4, n = 5:

S0,01 = 72; S0,05 = 51.

Оскiльки Sемп > S0,01, гiпотеза H0 вiдхиляється. Отже, тенденцiя
пiдвищення авторитетностi при переходi вiд однiєї групи до iншої
невипадкова.
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6.3. Розпiзнавання зсувiв
У психологiчних дослiдженнях часто важливо довести, що вна-

слiдок дiї якихось факторiв вiдбулися достовiрнi змiни (“зсуви”) у
вимiрюваних показниках. Насамперед це стосується фактору часу.
Порiвняння показникiв, отриманих на однiй i тiй же вибiрцi одними
i тими ж методиками, але в рiзний час, дає часовий зсув.

Багаторазовi дослiдження однiєї i тiєї самої вибiрки тривалий вiд-
тинок часу (який iнодi становить десятки рокiв) називають лонгi-
тюдинальними. За допомогою цього методу визначають генетичнi
зв’язки мiж фазами психiчного розвитку i дають науково обґрунто-
ваний прогноз подальшого психiчного розвитку.

Порiвняння показникiв, отриманих за одними методиками, але
в рiзних умовах вимiрювання (наприклад, “спокою” i “стресу”), дає
ситуацiйний зсув. Умови вимiрювання можуть змiнюватися не лише
реально, а й уявно. Наприклад, можна попросити дослiджуваного
уявити, що вiн опинився в iнших умовах вимiрювання: у майбутньо-
му, на позицiї iнших людей, якi оцiнюють його нiби-то з боку, у станi
розгнiваного батька тощо. Порiвнявши показники, вимiрянi у зви-
чайних та уявних умовах, отримаємо уявний зсув.

Можна створити спецiальнi експериментальнi умови, якi, можли-
во, впливають на певнi показники, i порiвняти замiри, виконанi до
i пiсля експериментального впливу. У таких випадках кажуть про
зсув внаслiдок контрольованих або неконтрольованих впливiв.

6.3.1. Алгоритм прийняття рiшення про вибiр
критерiю для розпiзнавання зсувiв

Перш нiж перейти до викладу конкретних статистичних крите-
рiїв порiвняння ознак, наведемо алгоритм (рис. 6.4), за допомогою
якого можна визначитися з вибором критерiю.
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Рис. 6.4. Алгоритм прийняття рiшення про вибiр критерiю для
розпiзнавання зсувiв

6.3.2. G-критерiй знакiв

Непараметричний критерiй G використовують для встановлення
загального напряму зсуву дослiджуваної ознаки. Вiн дає змогу вста-
новити, в який бiк у вибiрцi загалом змiнюються значення ознаки
при переходi вiд першого вимiру до другого: показники змiнюються
в бiк полiпшення, пiдвищення чи посилення або, навпаки, погiршен-
ня, зниження або послаблення.
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Обмеження критерiю G
Перед застосуванням критерiю знакiв потрiбно перевiрити такi

умови-обмеження.
1. Кiлькiсть спостережень в обох замiрах не повинна бути мен-

шою вiд 5 i перевищувати 300.
2. Данi можуть бути поданi принаймнi в порядковiй шкалi. У разi

кiлькiсних шкал, якщо зсуви варiюють у широкому дiапазонi, краще
застосовувати потужнiший критерiй T Вiлкоксона (див. п. 6.3.3).

Алгоритм розрахунку критерiю G
Розрахунок критерiю G знакiв зручно подати у виглядi алгори-

тму.
1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю G.
2. Розрахувати кiлькiсть нульових реакцiй i виключити їх з роз-

гляду. При цьому обсяг вибiрки зменшиться на кiлькiсть нульових
реакцiй.

3. Визначити переважаючий напрям змiн. Вважати зсуви в цьому
напрямi “типовими”.

4. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: переважання типового напряму зсуву випадкове;
H1: переважання типового напряму зсуву невипадкове.
5. Визначити кiлькiсть “нетипових” зсувiв. Вважати це число ем-

пiричним значенням G.
6. За табл. Д.2.10 визначити критичнi значення G0,01 i G0,05 для

заданого n.
7. Якщо Gемп 6 G0,01, гiпотезу H0 потрiбно вiдхилити, якщо

Gемп > G0,05 — прийняти. Якщо G0,01 < Gемп 6 G0,05, гiпотеза H0

вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%)1.
Приклад 6.3.1. Г. А. Бадасова (1994 р.) дослiджувала особи-

стiснi фактори сугестора, якi сприяють його навiюючiй дiї на ауди-
торiю2. В експериментi взяли участь 39 слухачiв коледжу i спецфа-
культету практичної психологiї Санкт-Петербурзького унiверситету,

1На практицi в бiльшостi випадкiв такий рiвень значущостi для G-критерiю
знакiв вважається неприйнятним.

2Цей приклад запозичено з [17].
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9 чоловiкiв i 30 жiнок вiком 18–39 рокiв, середнiй вiк — 23,5 року.
Дослiджуванi були сугерендами, тобто особами, щодо яких здiйсню-
валось навiювання.

В експериментальнiй групi (n1 = 16) дослiджуванi перегляда-
ли вiдеозапис промови сугестора про доцiльнiсть застосування фi-
зичних покарань у вихованнi дiтей, а в контрольнiй групi (n2 = 23)
дослiджуванi читали подумки письмовий текст. Змiст промови суге-
стора та тексту цiлковито збiгалися.

До i пiсля подання вiдеозапису (в експериментальнiй групi) i текс-
ту (у контрольнiй групi) дослiджуванi вiдповiдали на чотири питан-
ня, оцiнюючи ступiнь згоди з їх змiстом за семибальною шкалою.

1. Я вважаю можливим iнодi вдарити свою дитину, якщо вона
на це заслужила:

Не згоден 1 2 3 4 5 6 7 Згоден
2. Якщо, прийшовши додому, я дiзнаюсь, що хтось з моїх близь-

ких, бабуся чи дiдусь, вдарив мою дитину за провину, я вважатиму
це за нормальне:

Не згоден 1 2 3 4 5 6 7 Згоден
3. Якщо менi стане вiдомо, що вихователька дитячого садка або

вчителька у школi вдарила мою дитину за провину, то я сприйму це
як належне:

Не згоден 1 2 3 4 5 6 7 Згоден
4. Я б погодився вiддати свою дитину до школи, де застосовує-

ться система фiзичних покарань за пiдсумками тижня:
Не згоден 1 2 3 4 5 6 7 Згоден

Сугестор був пiдiбраний за ознаками, виявленими в пiлотажному
дослiдженнi. Результати двох замiрiв за обома групами наведенi в
табл. 1 i 2.
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Таблиця 1
Оцiнки ступеня згоди з твердженнями про допустимiсть

тiлесних покарань до i пiсля показу вiдеозапису
в експериментальнiй групi

№
пор.

“Я сам” “Бабуся” “Вихователь” “Школа”
до пiсля зсув до пiсля зсув до пiсля зсув до пiсля зсув

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 4 4 0 2 4 +2 1 1 0 1 1 0
2 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0
3 5 5 0 4 4 0 4 4 0 1 1 0
4 4 5 +1 3 3 0 2 3 +1 1 2 +1
5 3 3 0 3 4 +1 2 3 +1 1 1 0
6 4 5 +1 5 5 0 1 1 0 1 1 0
7 3 3 0 3 3 0 1 1 0 1 1 0
8 5 6 +1 5 6 +1 3 3 0 2 1 −1
9 6 7 +1 5 7 +2 3 3 0 1 2 +1
10 2 3 +1 2 3 +1 2 1 −1 1 1 0
11 6 6 0 3 3 0 2 1 −1 1 1 0
12 5 5 0 3 5 +2 4 4 0 1 1 0
13 7 7 0 5 5 0 4 4 0 1 1 0
14 5 6 +1 5 6 +1 2 2 0 1 2 +1
15 5 6 +1 5 6 +1 4 3 −1 2 2 0
16 6 7 +1 6 7 +1 4 4 0 2 2 0

Таблиця 2
Оцiнки ступеня згоди з твердженнями про допустимiсть
тiлесних покарань до i пiсля подання письмового тексту в

контрольнiй групi

№
пор

“Я сам” “Бабуся” “Вихователь” “Школа”
до пiсля зсув до пiсля зсув до пiсля зсув до пiсля зсув

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 4 4 0 5 5 0 1 1 0 1 1 0
2 7 7 0 7 7 0 7 7 0 4 4 0
3 2 2 0 1 1 0 3 1 −2 1 1 0
4 4 3 −1 3 2 −1 1 1 0 1 1 0
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Закiнчення табл. 2
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
5 3 5 +2 5 5 0 3 3 0 1 1 0
6 2 1 −1 2 1 −1 1 1 0 1 1 0
7 5 5 0 3 3 0 1 1 0 1 1 0
8 2 2 0 2 3 +1 1 3 +2 1 3 +2
9 3 4 +1 3 4 +1 1 1 0 1 6 +5
10 5 5 0 5 5 0 1 1 0 1 1 0
11 5 5 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0
12 2 2 0 1 1 0 1 1 0 1 1 0
13 1 1 0 1 1 0 1 2 +1 6 7 +1
14 4 3 −1 7 5 −2 2 4 +2 1 1 0
15 3 4 +1 2 3 +1 1 2 +1 1 1 0
16 4 4 0 3 3 0 1 1 0 1 1 0
17 3 3 0 2 2 0 1 1 0 1 1 0
18 6 6 0 6 6 0 6 6 0 1 3 +2
19 2 2 0 2 1 −1 1 1 0 1 1 0
20 1 2 +1 1 1 0 1 1 0 1 1 0
21 2 2 0 2 2 0 2 1 −1 1 1 0
22 6 6 0 6 6 0 3 3 0 1 1 0
23 3 2 −1 1 2 +1 1 1 0 1 1 0

Запитання:
1. Чи можна стверджувати, що пiсля перегляду вiдеозапису про

кориснiсть тiлесних покарань спостерiгається достовiрний зсув у бiк
бiльшого прийняття їх в експериментальнiй групi?

2. Чи достовiрнi вiдмiнностi у виразностi додатного зсуву мiж
експериментальною та контрольною групами?

3. Чи достовiрний зсув оцiнок у контрольнiй групi?
Спочатку розрахуємо кiлькiсть додатних, вiд’ємних i нульових

зсувiв за кожною шкалою в кожнiй вибiрцi. Це необхiдно для вияв-
лення “типових” знакiв змiни оцiнок i полегшення подальших розра-
хункiв та мiркувань.

З даних табл. 3 випливає, що найтиповiшi “нульовi” зсуви, тобто
вiдсутнiсть зсуву в оцiнках пiсля показу вiдеозапису або подання
письмового тексту. Однак в експериментальнiй групi за шкалою “Я
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сам” i “Бабуся” додатнi зсуви спостерiгаються приблизно в половинi
випадкiв.

Таблиця 3
Оцiнки ступеня згоди з твердженнями про допустимiсть
тiлесних покарань до i пiсля пред’явлення письмового

тексту в контрольнiй групi

Кiлькiсть зсувiв
у групах

Шкала
“Я сам” “Бабуся” “Вихователь” “Школа” Сума

1. Експериментальна група
а) додатних 8 9 2 3 22
б) вiд’ємних 0 0 3 1 4
в) нульових 8 7 11 12 38

Сума 16 16 16 16 64
2. Контрольна група

а) додатних 4 4 4 4 16
б) вiд’ємних 4 4 2 0 10
в) нульових 15 15 17 19 66

Сума 23 23 23 23 92

Необхiдно враховувати лише додатнi та вiд’ємнi зсуви, а нульовi
вiдкидати. Кiлькiсть пар порiвнюваних значень при цьому зменшу-
ється на кiлькiсть нульових зсувiв. Тепер для шкали “Я сам” n = 8,
для шкали “Бабуся” n = 9, для шкали “Вихователь” n = 5 i для
шкали “Школа” n = 4. Як бачимо, для останньої шкали критерiй G
застосовуватися не може через малу кiлькiсть пар порiвнюваних зна-
чень (n < 5).

Крiм того, можна одразу перевiрити також гiпотезу про перева-
жання додатних зсувiв у вiдповiдях за сумою чотирьох шкал. Сума
додатних i вiд’ємних зсувiв за чотирма шкалами

n = 8 + 9 + 5 + 4.

Сформулюємо гiпотези для експериментальної групи.
H0: зсув у бiк поблажливiшого ставлення до тiлесних покарань

пiсля навiювання випадковий;
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H1: зсув у бiк поблажливiшого ставлення до тiлесних покарань
пiсля навiювання невипадковий.

За табл. Д.2.10 визначаємо критичнi значення критерiю знакiв
G. Це максимальна кiлькiсть “нетипових” знакiв, при яких зсув у
“типовий” бiк ще можна вважати iстотним.

1. Шкала “Я сам”:
n = 8.

Типовий зсув додатний. Вiд’ємних зсувiв немає.

Gемп = 0; G0,05 = 1, G0,01 = 0.

Оскiльки Gемп 6 G0,01, гiпотеза H0 вiдхиляється. Приймаєть-
ся H1.

2. Шкала “Бабуся”:
n = 9.

Типовий зсув додатний. Вiд’ємних зсувiв немає.

Gемп = 0; G0,05 = 1, G0,01 = 0.

Оскiльки Gемп 6 G0,01, гiпотеза H0 вiдхиляється. Приймаєть-
ся H1.

3. Шкала “Вихователь”:

n = 5.

Типовий зсув вiд’ємний. Додатних зсувiв два.

Gемп = 2; G0,05 = 0, G0,01 визначити неможливо.

Оскiльки Gемп > G0,05, гiпотеза H0 приймається.
4. Шкала “Школа”:

n = 4.

Оскiльки n < 5, критерiй знакiв застосовувати не можна.
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5. Сума за чотирма шкалами:

n = 26.

Типовий зсув додатний. Вiд’ємних зсувiв чотири.

Gемп = 4; G0,05 = 8, G0,01 = 6.

Оскiльки Gемп < G0,01, гiпотеза H0 вiдхиляється. Приймаєть-
ся H1.

Вiдповiдь: зсув у бiк поблажливiшого ставлення до тiлесних по-
карань в експериментальнiй групi пiсля перегляду вiдеозапису неви-
падковий для шкал “Я сам”, “Бабуся” i за сумою чотирьох шкал.

Сформулюємо гiпотези для контрольної групи.
H0: зсув у бiк поблажливiшого ставлення до тiлесних покарань

пiсля читання тексту випадковий;
H1: зсув у бiк поблажливiшого ставлення до тiлесних покарань

пiсля читання тексту невипадковий.
Далi дiємо за таким самим принципом: спочатку визначаємо кiль-

кiсть зсувiв у той чи iнший бiк (n), а потiм типовий зсув; кiлькiсть
нетипових зсувiв (Gемп) порiвнюємо з критичними значеннями G,
якi визначаємо за табл. Д.2.10.

1. Шкала “Я сам”:
n = 8.

Додатних i вiд’ємних зсувiв по чотири.
Типовий зсув визначити неможливо, оскiльки додатних i вiд’єм-

них зсувiв порiвну.
Гiпотеза H0 приймається.
2. Шкала “Бабуся”:

n = 8.

Додатних i вiд’ємних зсувiв по чотири.
Гiпотеза H0 приймається з тих же причин, що i для попередньої

шкали.
3. Шкала “Вихователь”:

n = 6.
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Типовий зсув додатний. Вiд’ємних зсувiв два.

Gемп = 2; G0,05 = 0, G0,01 визначити неможливо.

Оскiльки Gемп > G0,05, гiпотеза H0 приймається.
4. Шкала “Школа”:

n = 4.

Оскiльки n < 5, критерiй знакiв застосовувати не можна.
5. Сума за чотирма шкалами:

n = 26.

Типовий зсув додатний. Вiд’ємних зсувiв 10.

Gемп = 10; G0,05 = 8, G0,01 = 6.

Оскiльки Gемп > G0,05, гiпотеза H0 приймається.
Вiдповiдь: зсув у бiк поблажливiшого ставлення до тiлесних по-

карань у контрольнiй групi випадковий — i за кожною шкалою окре-
мо, i за сумою шкал.

Щодо першого питання задачi можна стверджувати, що пiсля пе-
регляду вiдеозапису про користь тiлесних покарань спостерiгається
достовiрний зсув на користь бiльшого їх сприйняття в експеримен-
тальнiй групi. На третє питання задачi можна вiдповiсти, що зсув
оцiнок у контрольнiй групi недостовiрний. Однак поки що неможли-
во вiдповiсти на друге питання: чи достовiрнi вiдмiнностi за вираже-
нiстю додатного зсуву мiж експериментальною i контрольною гру-
пами.

Рiч у тiм, що вибрано варiант порiвнянь, який припускає порiв-
няння значень “пiсля” i “до” експериментального впливу окремо в
експериментальнiй i контрольнiй вибiрках. Для того щоб вiдповi-
сти на друге питання, необхiдно вибрати другий варiант порiвнянь,
який передбачає порiвняння зсувiв у двох групах за допомогою кри-
терiїв порiвняння незалежних вибiрок — Q-критерiю Розенбаума, U -
критерiю Манна—Вiтнi та критерiю ϕ? Фiшера (див. рис. 6.3). Однак
подiбнi порiвняння, як правило, здiйснюються лише тодi, коли i в
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експериментальнiй, i в контрольнiй групi виявлено достовiрний одно-
спрямований ефект i потрiбно довести, що в експериментальнiй ви-
бiрцi вiн достовiрно бiльший, вираженiший. У цьому разi доведено,
що в контрольнiй вибiрцi не вiдбулося значущих змiн, i можна цим
задовольнитися.

6.3.3. T -критерiй Вiлкоксона
Непараметричний критерiй T використовують для порiвняння

показникiв, вимiряних у двох рiзних умовах на однiй i тiй же вибiрцi
дослiджуваних. За його допомогою встановлюють не лише напрям
змiн, а й їх виразнiсть.

Обмеження критерiю T
Перед застосуванням критерiю Вiлкоксона потрiбно перевiрити

такi умови-обмеження.
1. Мiнiмальна кiлькiсть дослiджуваних, ознаки яких вимiрюва-

лися у двох умовах, п’ять, максимальна — 50.
2. Нульовi зсуви з розгляду вилучаються. При цьому обсяг вибiр-

ки зменшується на кiлькiсть нульових зсувiв1.
3. Данi повиннi бути поданi принаймнi в порядковiй шкалi.

Алгоритм розрахунку критерiю T
Розрахунок критерiю T Вiлкоксона зручно подати у виглядi ал-

горитму.
1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю T .
2. Обчислити рiзницi мiж iндивiдуальними значеннями у другому

i першому замiрах (“пiсля” − “до”).
3. Визначити переважаючий напрям змiн, вважаючи зсуви в цьо-

му напрямi “типовими”.
1Це обмеження суперечливе, адже при переважнiй бiльшостi нульових зсу-

вiв казати про достовiрнiсть зсуву в той чи iнший бiк некоректно. У цьому разi
доречнiше не змiнювати обсяг вибiрки, виключаючи з розгляду нульовi зсуви,
а сформулювати гiпотези так, щоб вони включали вiдсутнiсть змiн, наприклад:
“Кiлькiсть зсувiв у бiк збiльшення значень переважає кiлькiсть зсувiв у бiк змен-
шення значень i тенденцiю збереження їх на попередньому рiвнi”.
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4. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: iнтенсивнiсть зсувiв у типовому напрямi не переважає iнтен-

сивнiсть зсувiв у нетиповому напрямi;
H1: iнтенсивнiсть зсувiв у типовому напрямi переважає iнтенсив-

нiсть зсувiв у нетиповому напрямi.
5. Перевести рiзницi в абсолютнi величини i записати їх окремим

стовпчиком.
6. Проранжувати абсолютнi величини рiзниць.
7. Вiдмiтити ранги (наприклад, обвести), якi вiдповiдають зсувам

у “нетиповому” напрямi.
8. Розрахувати емпiричне значення T за формулою

Tемп =
k∑

i=1

ri,

де k — кiлькiсть нетипових зсувiв; ri — ранговi значення нетипових
зсувiв.

9. За табл. Д.2.11 визначити критичнi значення T0,01 i T0,05 для
заданого n.
10. Якщо Tемп 6 T0,01, гiпотезу H0 потрiбно вiдхилити, якщо

Tемп > T0,05 — прийняти. Якщо T0,01 < Tемп 6 T0,05, гiпотеза H0

вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%)1.
Приклад 6.3.2. У вибiрцi курсантiв вiйськового училища (юна-

ки вiком 18–20 рокiв) вимiрювали здатнiсть до утримання фiзично-
го вольового зусилля на динамометрi 2. Спочатку у дослiджуваних
вимiрювали максимальну м’язову силу кожної руки, а наступного
дня їм пропонували витримати на динамометрi з рухомою стрiлкою
м’язове зусилля, що дорiвнює половинi максимальної м’язової сили
руки. Втомившись, дослiджуваний повинен був повiдомити про це
експериментатора, але не припиняти дослiд, переборюючи втому та
неприємнi вiдчуття — “боротися, поки не вичерпається воля”. Дослiд
проводився двiчi; спочатку зi звичайною iнструкцiєю, а потiм, пiсля

1На практицi в бiльшостi випадкiв такий рiвень значущостi для T -критерiю
Вiлкоксона вважається неприйнятним.

2Цей приклад запозичено з [17].
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того як дослiджуваний заповнив анкету опитування для визначення
самооцiнки вольових якостей за методикою А. I. Пунi, йому пропо-
нували уявити, що вiн вже досяг iдеалу розвитку вольових якостей,
i продемонструвати вiдповiдне iдеалу вольове зусилля. Данi дослiду
наведенi в таблицi.

Розрахунок критерiю T при порiвняннi замiрiв фiзичного
вольового зусилля

Номер
дослiджу-
ваного

Тривалiсть утримання зусилля
на динамометрi

Рiзниця
Абсолютне
значення
рiзницi

Ранг
рiзницiдо вимiрювання

вольових якостей
i звернення до

iдеалу

пiсля вимiрюван-
ня вольових

якостей i звер-
нення до iдеалу

1 2 3 4 5 6
1 64 25 −39 39 11
2 77 50 −27 27 8
3 74 77 +3 3 g1
4 95 76 −19 19 6
5 105 67 −38 38 9,5
6 83 75 −8 8 4
7 73 77 +4 4 §̈ ¥¦2,5
8 75 71 −4 4 2,5
9 101 63 −38 38 9,5
10 97 122 +25 25 g7
11 78 60 −18 18 5

Сума 66

Чи можна стверджувати, що звертання до iдеалу сприяє зростан-
ню вольового зусилля?

Насамперед бачимо, що умови застосування критерiю T викону-
ються: у вибiрцi не менше п’яти i не бiльше 50 осiб (11); данi поданi
в порядковiй шкалi.

З графи 4 останньої таблицi бачимо, що вiд’ємних рiзниць мiж
iндивiдуальними значеннями до i пiсля звернення до iдеалу 8, до-
датних — 3, нульових — жодної. Отже, “типовим” у цьому разi є
зсув у бiк зменшення тривалостi м’язового зусилля.
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Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези.
H0: iнтенсивнiсть зсувiв у бiк зменшення тривалостi м’язового

зусилля не перевищує iнтенсивнiсть зсувiв у бiк її збiльшення;
H1: iнтенсивнiсть зсувiв у бiк зменшення тривалостi м’язового

зусилля перевищує iнтенсивнiсть зсувiв у бiк її збiльшення.
Пiсля переведення всiх рiзниць в абсолютнi величини (графа 5

останньої таблицi) проранжуємо їх. Результати ранжування наведе-
но у графi 6. Загальна сума рангiв дорiвнює 66. Розрахункова сума

Sрозр =
n(n + 1)

2
=

22 · (22 + 1)
2

= 253.

Отже, рiвнiсть реальної та розрахункової сум рангiв справджу-
ється.

Наступним кроком потрiбно вiдмiтити певним способом ранги,
якi вiдповiдають зсувам у “нетиповому” напрямi. У таблицi вони
обведенi. Сума цих рангiв становить емпiричне значення критерiю T :

Tемп = 1 + 2,5 + 7 = 10,5.

За табл. Д.2.11 визначаємо критичнi значення T для n = 11:

T0,01 = 7; T0,05 = 13.

Оскiльки T0,01 < Tемп < T0,05, гiпотеза H0 вiдхиляється на рiвнi
значущостi 0,05, тобто iнтенсивнiсть вiд’ємного зсуву показника фi-
зичного вольового зусилля перевищує iнтенсивнiсть додатного зсуву
(на рiвнi значущостi 0,05).

6.3.4. χ2
r-критерiй Фрiдмана

Непараметричний критерiй χ2
r (читається “хi-ар-квадрат”) вико-

ристовують для порiвняння показникiв, вимiряних у трьох i бiльше
рiзних умовах на однiй i тiй же вибiрцi дослiджуваних. Вiн дає змогу
встановити, що показники вiд однiєї умови до iншої змiнюються, але
при цьому не вказує напрям цих змiн.
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Обмеження критерiю χ2
r

Перед застосуванням критерiю Фрiдмана потрiбно перевiрити та-
кi умови-обмеження.

1. Мiнiмальна кiлькiсть дослiджуваних, ознаки яких вимiрюва-
лися щонайменше у трьох умовах (c > 3), — два (n > 2).

2. Данi повиннi бути поданi принаймнi в порядковiй шкалi.

Алгоритм розрахунку критерiю χ2
r

Розрахунок критерiю χ2
r Фрiдмана зручно подати у виглядi ал-

горитму.
1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю χ2

r.
2. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: мiж показниками, отриманими в рiзних умовах, iснують ли-

ше випадковi вiдмiнностi;
H1: мiж показниками, отриманими в рiзних умовах, iснують не-

випадковi вiдмiнностi.
3. Проранжувати iндивiдуальнi значення першого дослiджувано-

го, отриманi ним у першому, другому, третьому i подальших замiрах.
У такий же спосiб проранжувати iндивiдуальнi значення iнших до-
слiджуваних.

4. Розрахувати суми рангiв за умовами, в яких здiйснювалися за-
мiри. Перевiрити збiг загальної суми Sr рангiв з розрахунковою Sрозр
сумою за формулою

Sрозр =
c∑

i=1

n∑

j=1

rij = n
c(c + 1)

2
,

де c — кiлькiсть замiрiв; n — обсяг вибiрки; rij — ранг iндивiдуаль-
ного значення i-го дослiджуваного в j-му замiрi.

5. Розрахувати емпiричне значення χ2
r за формулою

χ2
rемп =

12
nc(c + 1)

c∑

i=1

S2
i − 3n(c + 1),

де Si =
∑n

j=1 rij — сума рангiв i-ї умови.
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6. Визначити рiвнi статистичної значущостi для χ2
rемп:

а) при c = 3, n 6 9 або при c = 4, n 6 4 — за табл. Д.2.14;
б) в iнших випадках — за табл. Д.2.17 за умови, що кiлькiсть

ступенiв вiльностi
v = c− 1.

7. Якщо χ2
rемп > χ2

r0,01, гiпотезу H0 потрiбно вiдхилити, якщо
χ2

rемп < χ2
r0,05 — прийняти. Якщо χ2

r0,05 6 χ2
rемп < χ2

r0,01, гiпотеза
H0 вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%)1.

Приклад 6.3.3. В експериментi з дослiдження iнтелектуальної
наполегливостi дослiджуваним пропонувались анаграми так, щоб по-
ступово пiдготувати їх до найважчої задачi 2. Iншими словами, до-
слiджуваний повинен був поступово звикнути до того, що задачi ста-
ють дедалi важчими, i що на кожну наступну анаграму доводиться
витрачати бiльше часу. Данi дослiдження поданi в табл. 1.

Таблиця 1
Тривалiсть розв’язання анаграм

Код iменi
дослiджу-
ваного

Тривалiсть розв’язання анаграми, с
1:

КРУА
(РУКА)

2:
АЛСТЬ
(СТАЛЬ)

3:
ИНААМШ
(МАШИНА)

1. Л-в 5 235 7
2. П-о 7 604 20
3. К-в 2 93 5
4. Ю-ч 2 171 8
5. Р-о 35 141 7

Сума 51 1244 47
Середнє 10,2 248,8 9,4

Чи можна стверджувати, що вiдмiнностi тривалостi розв’язання
анаграм дослiджуваними достовiрнi?

1На практицi в бiльшостi випадкiв цей рiвень значущостi вважається недо-
статнiм для прийняття чи вiдхилення основної гiпотези при використаннi χ2

r-
критерiю Фрiдмана.

2Цей приклад запозичено з [17].
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Насамперед бачимо, що умови застосування критерiю χ2
r викону-

ються: у вибiрцi не менше двох осiб (5), ознаки яких вимiрювались
не менше як у трьох умовах (3); данi поданi в порядковiй шкалi.

Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези.
H0: вiдмiнностi тривалостi розв’язання трьох рiзних анаграм

випадковi;
H1: вiдмiнностi тривалостi розв’язання трьох рiзних анаграм

невипадковi.
Проранжуємо iндивiдуальнi значення, отриманi у трьох рiзних

умовах, для кожного дослiджуваного окремо. Розрахуємо суми ран-
гiв за умовами, в яких здiйснювалися замiри. Результати ранжуван-
ня i пiдсумовування наведенi в табл. 2.

Таблиця 2
Ранги тривалостi розв’язання анаграм

Код iменi
дослiджуваного

Анаграма 1 Анаграма 2 Анаграма 3
Тривалiсть

розв’язання, с Ранг Тривалiсть
розв’язання, с Ранг Тривалiсть

розв’язання, с Ранг

1. Л-в 5 1 235 3 7 2
2. П-о 7 1 604 3 20 2
3. К-в 2 1 93 3 5 2
4. Ю-ч 2 1 171 3 8 2
5. Р-о 35 2 141 3 7 1

Сума 51 6 1244 15 47 9

Перевiримо рiвнiсть загальної суми Sr рангiв з розрахунковою
Sрозр:

Sрозр =
c∑

i=1

n∑

j=1

rij = n
c(c + 1)

2
= 5 · 3 · (3 + 1)

2
= 30,

Sr = 6 + 15 + 9 = 30.
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Розрахуємо емпiричне значення χ2
r за формулою

χ2
rемп =

12
nc(c + 1)

c∑

i=1

S2
i − 3n(c + 1) =

=
12

5 · 3 · (3 + 1)
· (62 + 152 + 92

)− 3 · 5 · (3 + 1) =

= 8,4.

Оскiльки c = 3, n = 5 6 9, рiвнi статистичної значущостi для
χ2

rемп потрiбно визначати за табл. Д.2.14.
Оскiльки χ2

rемп > χ2
r0,01, гiпотеза H0 вiдхиляється. Отже, вiдмiн-

ностi тривалостi розв’язання трьох рiзних анаграм невипадковi.

6.3.5. L-критерiй тенденцiй Пейджа

Непараметричний критерiй L використовують для порiвняння
показникiв, вимiряних у трьох i бiльше рiзних умовах на однiй i тiй
же вибiрцi дослiджуваних. Вiн дає змогу виявити тенденцiї змiни
величин ознаки при переходi вiд однiєї умови до iншої. Його можна
розглядати як продовження тесту Фрiдмана, оскiльки вiн не лише
констатує вiдмiнностi, а й зазначає напрям змiн.

Обмеження критерiю L
Перед застосуванням критерiю тенденцiй Пейджа потрiбно пере-

вiрити такi умови-обмеження.
1. Нижнiй порiг — два дослiджуваних, кожний з яких пройшов

не менше трьох замiрiв у рiзних умовах. Верхнiй порiг — 12 дослi-
джуваних i 6 умов.

2. Данi повиннi бути поданi принаймнi в порядковiй шкалi.

Алгоритм розрахунку критерiю L
Розрахунок критерiю L тенденцiй Пейджа зручно подати у ви-

глядi алгоритму.
1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю L.
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2. Проранжувати iндивiдуальнi значення першого дослiджувано-
го, отриманi ним у першому, другому, третьому та iнших замiрах.
Так само проранжувати iндивiдуальнi значення iнших дослiджува-
них.

3. Розрахувати суми рангiв за умовами, в яких здiйснювалися за-
мiри. Перевiрити рiвнiсть загальної суми Sr рангiв та розрахункової

Sрозр =
c∑

i=1

n∑

j=1

rij = n
c(c + 1)

2
,

де c — кiлькiсть замiрiв; n — обсяг вибiрки; rij — ранг iндивiдуаль-
ного значення i-го дослiджуваного в j-му замiрi.

4. Розташувати всi умови в порядку зростання їх рангових сум.
5. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: збiльшення iндивiдуальних показникiв при переходi вiд пер-

шої умови до другої, а потiм до третьої i далi випадкове;
H1: збiльшення iндивiдуальних показникiв при переходi вiд пер-

шої умови до другої, а потiм до третьої i далi невипадкове.
6. Обчислити емпiричне значення L за формулою

Lемп =
c∑

j=1

jSj ,

де j — порядковий номер умови в упорядкованiй послiдовностi умов;
Sj =

∑n
i=1 rij — сума рангiв j-ї умови.

7. За табл. Д.2.16 визначити критичнi значення L0,01 i L0,05 для
заданих n i c.

8. Якщо Lемп > L0,01, гiпотезу H0 потрiбно вiдхилити, якщо
Lемп < L0,05 — прийняти. Якщо L0,05 6 Lемп < L0,01, гiпотеза H0

вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%)1.
Приклад 6.3.4. Продовжимо розгляд прикладу 6.3.3 з анагра-

мами. У табл. 1 тривалiсть розв’язання анаграм i їх ранги поданi
вже в порядку зростання: анаграма 1, анаграма 3, анаграма 2.

1На практицi в бiльшостi випадкiв цей рiвень значущостi вважається недо-
статнiм для прийняття чи вiдхилення основної гiпотези при використаннi L-
критерiю тенденцiй Пейджа.
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Таблиця 1
Тривалiсть розв’язання анаграм 1, 3, 2 i їх ранги

Код iменi до-
слiджуваного

Умова 1:
анаграма 1

Умова 2:
анаграма 3

Умова 3:
анаграма 2

Тривалiсть
розв’язання, с Ранг Тривалiсть

розв’язання, с Ранг Тривалiсть
розв’язання, с Ранг

1. Л-в 5 1 7 2 235 3
2. П-о 7 1 20 2 604 3
3. К-в 2 1 5 2 93 3
4. Ю-ч 2 1 8 2 171 3
5. Р-о 35 2 7 1 141 3

Сума 51 6 47 9 1244 15
Середнє 10,2 9,4 248,8

Чи справдi тривалiсть розв’язання збiльшується при такiй послi-
довностi подання анаграм?

Насамперед бачимо, що умови застосування критерiю L викону-
ються: у вибiрцi п’ять дослiджуваних, кожний з яких пройшов три
замiри; данi поданi в порядковiй шкалi.

Перевiримо рiвнiсть загальної суми Sr рангiв та розрахункової
Sрозр:

Sрозр =
c∑

i=1

n∑

j=1

rij = n
c(c + 1)

2
= 5 · 3 · (3 + 1)

2
= 30,

Sr = 6 + 9 + 15 = 30.

Як бачимо, середня тривалiсть розв’язання анаграми 3 навiть
менша, нiж анаграми 1. Однак дослiджуються не середньогруповi
тенденцiї, а ступiнь збiгу iндивiдуальних тенденцiй. У цьому разi
важливий власне порядок, а не абсолютнi показники часу. Тому й
сформульованi гiпотези — це гiпотези про тенденцiї змiни iндивiду-
альних показникiв.

Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези.
H0: тенденцiя збiльшення iндивiдуальних показникiв вiд першої

умови до третьої, а потiм вiд третьої до другої випадкова;
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H1: тенденцiя збiльшення iндивiдуальних показникiв вiд першої
умови до третьої, а потiм вiд третьої до другої невипадкова.

Розрахуємо емпiричне значення критерiю L:

Lемп =
c∑

j=1

jSj = 1 · 6 + 2 · 9 + 3 · 15 = 6 + 18 + 45 = 69.

За табл. Д.2.16 визначаємо критичнi значення L для n = 5, c = 3:

L0,01 = 68; L0,05 = 66.

Оскiльки L0,01 < Lемп, гiпотеза H0 вiдхиляється. Приймається
гiпотеза H1. Отже, тенденцiя збiльшення iндивiдуальних показникiв
вiд першої умови до третьої невипадкова. Послiдовнiсть анаграм — 1
(КРУА), 3 (ИНААМШ), 2 (АЛСТЬ) — бiльшою мiрою вiдповiдатиме
задуму експериментатора про поступове зростання складностi задач,
нiж початкова послiдовнiсть.

6.4. Порiвняння розподiлiв

За даними аналiзу реально отриманих у дослiдженнях розподi-
лiв можна пiдтвердити чи вiдхилити теоретичнi припущення. Напри-
клад, при розв’язаннi простої i складної задач розподiл часу може
бути суттєво рiзний. Якщо довести, що розподiли статистично досто-
вiрно рiзнi, це може стати основою для побудови класифiкацiй задач
i типологiй дослiджуваних. Наприклад, можна виявити дослiджу-
ваних зi стандартним спiввiдношенням ознак (просту задачу вони
розв’язують швидко, важку — повiльно) i нестандартним спiввiдно-
шенням (просту задачу вони розв’язують повiльно, важку —швидко)
тощо. Крiм того, можна порiвняти виявленi групи дослiджуваних за
показниками мотивацiї досягнення, оскiльки вiдомо, що особи з пере-
важанням прагнення до успiху вiддають перевагу задачам середньої
важкостi, де ймовiрнiсть успiху становить приблизно 0,5, а особи з
переважанням прагнення уникати невдачi вiддають перевагу або ду-
же легким, або дуже важким задачам.
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Часто доцiльно також порiвняти отриманий емпiричний розподiл
з теоретичним. Наприклад, для того щоб довести, що вiн пiдпоряд-
ковується чи, навпаки, не пiдпорядковується нормальному закону
розподiлу.

У практичних цiлях емпiричнi розподiли повиннi перевiрятися
на “нормальнiсть” тодi, коли необхiдно використати параметричнi
методи i критерiї.

6.4.1. Алгоритм прийняття рiшення про вибiр
критерiю для порiвняння розподiлiв

Перш нiж перейти до викладу конкретних статистичних крите-
рiїв порiвняння розподiлiв, розглянемо алгоритм (рис. 6.5), за допо-
могою якого можна буде визначитися з вибором критерiю.
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Рис. 6.5. Алгоритм прийняття рiшення про вибiр критерiю для
розпiзнавання зсувiв
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6.4.2. λ-критерiй Колмогорова—Смiрнова

Критерiй λ використовують для порiвняння двох розподiлiв: ем-
пiричного з теоретичним або двох емпiричних. За його допомогою
можна знайти точку, в якiй сума накопичених розбiжностей мiж
двома розподiлами найбiльша i, крiм того, оцiнити достовiрнiсть цiєї
розбiжностi.

Обмеження критерiю λ

Перед застосуванням критерiю Колмогорова—Смiрнова потрiбно
перевiрити такi умови-обмеження.

1. У випадку порiвняння двох емпiричних розподiлiв кiлькiсть
спостережень в обох вибiрках не повинна бути менше 50, а при порiв-
няннi емпiричного розподiлу з теоретичним iнодi допускається п’ять
i бiльше спостережень.

2. Данi повиннi подаватися принаймнi в порядковiй шкалi, оскiль-
ки розряди повиннi бути впорядкованi за зростанням або спаданням
деякої ознаки, вiдображати якусь односпрямовану її змiну.

Алгоритм розрахунку критерiю λ

Розрахунок критерiю λ Колмогорова—Смiрнова зручно подати у
виглядi алгоритму.

1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю λ.
2. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: вiдмiнностi мiж двома розподiлами недостовiрнi;
H1: вiдмiнностi мiж двома розподiлами достовiрнi.
3. Занести в таблицю розряди i вiдповiднi частоти порiвнюваних

розподiлiв.
4. Обчислити вiдноснi частоти порiвнюваних розподiлiв.
5. Розрахувати накопиченi вiдноснi частоти порiвнюваних розпо-

дiлiв.
6. Обчислити абсолютнi значення рiзниць вiдповiдних накопиче-

них вiдносних частот порiвнюваних розподiлiв. Найбiльшу рiзницю
позначити dmax.
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7. При порiвняннi двох емпiричних розподiлiв розрахувати емпi-
ричне значення критерiю λ за формулою

λемп = dmax

√
n1n2

n1 + n2
,

де n1, n2 — обсяг вибiрки вiдповiдно першої та другої.
8. При порiвняннi двох емпiричних розподiлiв за табл. Д.2.19 ви-

значити рiвень статистичної значущостi, який вiдповiдає отримано-
му значенню λемп i на цiй основi дiйти висновку про прийняття чи
вiдхилення основної гiпотези. Якщо рiвень статистичної значущостi
не перевищує 0,01, гiпотеза H0 вiдхиляється, а якщо перевищує 0,05,
ця гiпотеза приймається. В iнших випадках гiпотеза H0 вiдхиляється
на рiвнi значущостi, що вiдповiдає отриманому значенню λемп.

У разi порiвняння емпiричного розподiлу з теоретичним за
табл. Д.2.18 для заданого обсягу вибiрки n визначити критичне зна-
чення dmax. Якщо dемпmax > d0,01max, гiпотеза H0 вiдхиляється, якщо
dемпmax < d0,05max — приймається. Якщо d0,05max 6 dемпmax < d0,01max, гiпотеза
H0 вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%)1.

Приклад 6.4.1. У вибiрцi здорових осiб чоловiчої статi, сту-
дентiв технiчних i вiйськово-технiчних вищих навчальних закладiв
вiком 19–22 рокiв (середнiй вiк — 20 рокiв), проводився тест Люшера
у восьмикольоровому варiантi 2. Встановлено, що жовтому кольору
дослiджуванi вiддають перевагу частiше, нiж вiдхиляють (табл. 1).

Таблиця 1
Емпiричнi частоти потрапляння жовтого кольору на кожну

з восьми позицiй

Позицiя жовтого кольору 1 2 3 4 5 6 7 8 Сума
Емпiрична частота 24 25 13 8 15 10 9 8 102

1На практицi в бiльшостi випадкiв цей рiвень значущостi вважається недо-
статнiм для прийняття чи вiдхилення основної гiпотези при використаннi λ-
критерiю Колмогорова—Смiрнова.

2Цей приклад запозичено з [17].
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Чи можна стверджувати, що розподiл жовтого кольору за вiсьмо-
ма позицiями у здорових дослiджуваних вiдрiзняється вiд рiвномiр-
ного1 розподiлу?

Насамперед бачимо, що умови застосування критерiю λ Колмо-
горова—Смiрнова виконуються: маємо N = 102 спостереження; данi
поданi в порядковiй шкалi.

Сформулюємо гiпотези.
H0: емпiричний розподiл жовтого кольору за вiсьмома позицiя-

ми не вiдрiзняється вiд рiвномiрного розподiлу;
H1: емпiричний розподiл жовтого кольору за вiсьмома позицiя-

ми вiдрiзняється вiд рiвномiрного розподiлу.
Результати подальших розрахункiв занесемо в табл. 2.

Таблиця 2
Розрахунок критерiю λ при порiвняннi розподiлу виборiв

жовтого кольору з рiвномiрним розподiлом

Позицiя
жовтого
кольору

Емпiрична
частота

Накопичена
емпiрична
частота

Накопичена
емпiрична
частiсть

Накопичена
теоретична
частiсть

Рiзниця

1 2 3 4 5 6
1 24 24 0,235 0,125 0,110
2 15 39 0,382 0,250 0,132
3 13 52 0,510 0,375

¨
§

¥
¦0,135

4 8 60 0,588 0,500 0,088
5 15 75 0,735 0,625 0,110
6 10 85 0,833 0,750 0,083
7 9 94 0,922 0,875 0,047
8 8 102 1,000 1,000 0,000

У перших двох стовпцях табл. 2 записано вихiднi данi: позицiї
жовтого кольору та вiдповiднi частоти, у стовпцi 3 наведено накопи-
ченi емпiричнi частоти, якi згiдно з означенням 2.18 отриманi дода-
ванням поточної частоти до суми попереднiх, наприклад,

cn5 = cn4 + n5 = 60 + 15 = 75.

1Нагадаємо, що означення i вигляд рiвномiрних розподiлiв розглянутi в пiд-
розд. 3.2.
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Накопиченi емпiричнi частостi отримано дiленням вiдповiдних
накопичених частот на обсяг вибiрки, наприклад,

cw5 =
cn5

N
=

75
102

≈ 0,735.

Накопиченi теоретичнi частостi визначено згiдно з означенням
дискретного рiвномiрного розподiлу (див. п. 3.2.1) у такий спо-
сiб: оскiльки маємо 8 варiант, то їх вiдноснi частоти дорiвнюють
1/8 = 0,125, а накопиченi вiдноснi частоти знаходимо з таких са-
мих мiркувань, як i у випадку з емпiричними частостями, тоб-
то перша теоретична накопичена частiсть дорiвнює 0,125, друга —
0,125 + 0,125 = 0,250 i так до кiнця.

Нарештi, у графi 6 табл. 2 розраховано рiзницю мiж емпiричними
та теоретичними накопиченими частостями, наприклад,

d5 =
∣∣cwемп

5 − cwтеор
5

∣∣ = 0,735− 0,625 = 0,110.

Як бачимо, найбiльшою є рiзниця 0,135 мiж накопиченими часто-
стями третьої позицiї, отже,

dемпmax = 0,135.

За табл. Д.2.18 визначимо критичне значення dmax для обсягу
вибiрки N = 102:

d0,05
max =

1,36√
N

=
1,36√
102

≈ 0,1347;

d0,01
max =

1,63√
N

=
1,63√
102

≈ 0,1614.

Оскiльки dемпmax > d0,05
max, гiпотеза H0 вiдхиляється (на рiвнi значу-

щостi 0,05). Приймається гiпотеза H1. Отже, розподiл жовтого ко-
льору за вiсьмома позицiями вiдрiзняється вiд рiвномiрного розподi-
лу (на рiвнi значущостi 0,05).

Приклад 6.4.2. Порiвняємо данi прикладу 6.4.1 з даними до-
слiдження Г. Клара1. Останнiй зауважив, що жовтий колiр єдиний

1Цей приклад запозичено з [17].
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серед восьми кольорiв рiвномiрно розподiлений за вiсьмома пози-
цiями. Для порiвняння вiн використав критерiй χ2. Отриманi ним
емпiричнi частоти наведенi в табл. 1.

Таблиця 1
Емпiричнi частоти потрапляння жовтого кольору на кожну

з восьми позицiй у дослiдженнi Г. Клара

Позицiї жовтого кольору 1 2 3 4 5 6 7 8 Сума
Емпiричнi частоти 98 113 116 87 91 112 97 86 800

Насамперед бачимо, що умови застосування критерiю λ Колмо-
горова—Смiрнова виконуються: маємо вiдповiдно n1 = 102 i n2 = 800
спостережень; данi поданi в порядковiй шкалi.

Сформулюємо гiпотези.
H0: емпiричнi розподiли жовтого кольору за вiсьмома позицiя-

ми не вiдрiзняються;
H1: емпiричнi розподiли жовтого кольору за вiсьмома позицiя-

ми вiдрiзняються.
Результати подальших розрахункiв занесемо в табл. 2. Технiка

цих розрахункiв така сама, як i у прикладi 6.4.1, вибiрку з якого
назвемо “Вибiрка 1”, а вибiрку Клара — “Вибiрка 2” (скорочено В1 i
В2).

Таблиця 2
Розрахунок критерiю λ при порiвняннi емпiричних розподiлiв

виборiв жовтого кольору

Позицiя
жовтого
кольору

Емпiричнi
частоти

Накопиченi
емпiричнi частоти

Накопиченi
емпiричнi частостi Рiзниця

В1 В2 В1 В2 В1 В2
1 24 98 24 98 0,235 0,123 0,112
2 15 113 39 211 0,382 0,264

¨
§

¥
¦0,118

3 13 116 52 327 0,510 0,409 0,101
4 8 87 60 414 0,588 0,518 0,070
5 15 91 75 505 0,735 0,631 0,104
6 10 112 85 617 0,833 0,771 0,062
7 9 97 94 714 0,922 0,893 0,029
8 8 86 102 800 1,000 1,000 0,000
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Як бачимо, найбiльша рiзниця 0,118 мiж накопиченими частостя-
ми другої позицiї, отже,

dmax = 0,118.

Розрахуємо емпiричне значення критерiю λ:

λемп = dmax

√
n1n2

n1 + n2
= 0,118 ·

√
102 · 800
102 + 800

≈ 1,12.

За табл. Д.2.19 визначимо рiвень статистичної значущостi емпi-
ричного значення критерiю λ. Значенню 1,12 вiдповiдає рядок iз за-
головком 1,1 i стовпець iз заголовком 2 (другий знак пiсля коми):

α = 0,16264.

Оскiльки α > 0,05, гiпотеза H0 приймається, тобто емпiричнi
розподiли жовтого кольору за вiсьмома позицiями в обох вибiрках
збiгаються. Отже, розподiли обох вибiрок збiгаються, але водночас
по-рiзному спiввiдносяться з рiвномiрним розподiлом: перша вибiрка
розподiлена нерiвномiрно, друга — рiвномiрно. Це спричинено тим,
що розподiл першої вибiрки бiльшою мiрою вiдрiзняється вiд рiвно-
мiрного, нiж розподiл другої, тому подiбнiсть розподiлу другої ви-
бiрки до рiвномiрного ще можна встановити, а першого неможливо.
У таких випадках для формулювання остаточних пiдсумкiв пропо-
нують поєднати використання критерiю λ з критерiєм ϕ? (кутове
перетворення Фiшера).

6.4.3. Критерiй ϕ? — кутове перетворення Фiшера
Непараметричний критерiй ϕ? використовують для порiвняння

двох вибiрок за частотою виявлення певного ефекту. Цим ефектом
може бути:

• певне значення якiсно визначеної ознаки, наприклад, виражен-
ня згоди з деяким реченням, належнiсть до певної статi тощо;

• певний рiвень кiлькiсно вимiряної ознаки, наприклад, розв’я-
зання задачi швидше нiж 20 с, вибiр дистанцiї зi спiврозмовником
понад 50 см тощо;
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• певне спiввiдношення значень чи рiвнiв дослiджуваної ознаки,
наприклад, переважне виявлення крайнiх значень ознаки (як най-
вищих, так i найнижчих), переважання позитивних зрушень над не-
гативними тощо.

Критерiй ϕ? оцiнює достовiрнiсть вiдмiнностей мiж вiдсоткови-
ми частками (iншими словами, пропорцiями) двох вибiрок, в яких
зареєстровано ефект, що становить iнтерес.

Обмеження критерiю ϕ?

Перед застосуванням кутового перетворення Фiшера потрiбно пе-
ревiрити такi умови-обмеження.

1. Жодна з порiвнюваних часток не може дорiвнювати нулю.
2. Верхньої межi для обсягу вибiрок при застосуваннi критерiю ϕ?

немає. Нижня межа — п’ять спостережень. Якщо в однiй з вибiрок
не менше п’яти спостережень, то в iншiй має бути не менше 30, 7 i 5
при вiдповiдно 2, 3 i 4 спостереженнях у першiй вибiрцi.

Алгоритм розрахунку критерiю ϕ?

Розрахунок критерiю ϕ? зручно подати у виглядi алгоритму.
1. Визначити значення ознаки, якi будуть критерiєм розподiлу

дослiджуваних на тих, що мають “ефект”, i тих, хто немає “ефекту”.
У випадку кiлькiсного вимiрювання ознаки для пошуку оптимальної
точки розподiлу використати критерiй λ Колмогорова—Смiрнова.

2. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю ϕ?.
3. Визначити вiдсотковi частки дослiджуваних, у яких “ефект є”,

як це показано в означеннi 2.1. Записати цi вiдсотки поруч з вiдпо-
вiдними їм значеннями в лiвому стовпцi чотирикомiркової таблицi
розмiром 2 × 2. Перший стовпець — “ефект є”, другий — “ефекту
немає”; перший рядок — вибiрка 1 (вибiрка з бiльшою вiдсотковою
часткою), другий — вибiрка 2 (вибiрка з меншою вiдсотковою час-
ткою). У вiдповiдний спосiб заповнити таблицю.

4. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: частка тих, хто має дослiджуваний ефект, у вибiрцi 1 не бiль-

ша, нiж у вибiрцi 2;
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H1: частка тих, хто має дослiджуваний ефект, у вибiрцi 1 бiльша,
нiж у вибiрцi 2.

5. За табл. Д.2.13 визначити кути ϕ1 та ϕ2 для порiвнюваних вiд-
соткових часток.

6. Обчислити емпiричне значення ϕ? за формулою

ϕ?
емп = (ϕ1 − ϕ2)

√
n1n2

n1 + n2
,

де n1, n2 — обсяг вибiрки вiдповiдно першої та другої.
7. За табл. Д.2.12 визначити рiвень значущостi отриманого ϕ?

емп i
на цiй пiдставi дiйти висновку про прийняття чи вiдхилення основ-
ної гiпотези. Якщо рiвень значущостi отриманого ϕ?

емп менший вiд
0,01 (тобто 1%), гiпотеза H0 вiдхиляється, якщо щонайменше 0,05 —
приймається. В iнших випадках гiпотеза H0 вiдхиляється на рiвнi
значущостi, що вiдповiдає отриманому ϕ?

емп (тобто на рiвнi значу-
щостi 1–5%)1.

Приклад 6.4.3. Припустимо, вивчаються студенти двох ака-
демiчних груп щодо розв’язання завдання атестацiйної контрольної
роботи з навчальної дисциплiни “Математико-статистичнi методи у
психологiї”. У першiй групi з 25 студентiв завдання розв’язали 20, у
другiй з 20 студентiв — 12.

Визначити, чи рiзняться академiчнi групи за рiвнем успiшно-
стi з навчальної дисциплiни “Математико-статистичнi методи у
психологiї” з огляду на результати розв’язання завдання.

Оскiльки в обох групах понад 5 спостережень i в жоднiй з них
кiлькiсть студентiв, що розв’язали завдання, не дорiвнює нулю, умо-
ви застосування критерiю ϕ? виконуються.

Визначимо пропорцiї “успiшних” студентiв в обох групах:

P1 =
m1

n1
· 100% =

20
25
· 100% = 80%;

P2 =
m2

n2
· 100% =

12
20
· 100% = 60%.

1На практицi в бiльшостi випадкiв цей рiвень значущостi вважається недо-
статнiм для прийняття чи вiдхилення основної гiпотези при використаннi куто-
вого перетворення Фiшера.
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Побудуємо чотирикомiркову таблицю i вiдповiдним способом за-
повнимо її.

Чотирикомiркова таблиця для розрахунку критерiю ϕ?

при порiвняннi двох груп за вiдсотковою часткою “успiшностi”

Група
Кiлькiсть студентiв

Разом
“успiшних” “неуспiшних”

1 20 (80%) 5 25
2 12 (60%) 8 20

Разом 32 13 45

Сформулюємо гiпотези.
H0: частка “успiшних” студентiв у першiй групi не бiльша, нiж

у другiй;
H1: частка “успiшних” студентiв у першiй групi бiльша, нiж у

другiй.
За табл. Д.2.13 визначаємо

ϕ1(80%) = 2,2143;
ϕ2(60%) = 1,7722.

Емпiричне значення ϕ?

ϕ?
емп = (ϕ1 − ϕ2)

√
n1n2

n1 + n2
= (2,2143− 1,7722) ·

√
25 · 20
25 + 20

≈ 1,47.

За табл. Д.2.12 визначимо рiвень значущостi отриманого значен-
ня ϕ?

емп:
α = 0,071.

Оскiльки α > 0,05, гiпотеза H0 приймається, тобто частка
“успiшних” студентiв у першiй групi не бiльша, нiж у другiй. Хоча на
перший погляд може здатися, що правильна альтернативна гiпотеза
H1, оскiльки вiдсоток тих, хто не розв’язав завдання у другiй групi
(40%) вдвiчi бiльший, нiж у першiй (20%). Це переконливо свiдчить
про те, що перед формулюванням висновку навiть в “очевидних” ви-
падках слiд перевiрити його з позицiй статистики.
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6.4.4. Бiномiальний критерiй m

Непараметричний критерiй m призначений для порiвняння ча-
стоти виявлення деякого ефекту з його теоретичною чи заданою
частотою. За допомогою цього критерiю оцiнюють те, якою мiрою
емпiрична частота ефекту, що становить iнтерес, перевищує теоре-
тичну, середньостатистичну чи будь-яку iншу задану частоту, яка
вiдповiдає ймовiрностi випадкового вгадування, середньому вiдсотку
успiшностi при виконаннi деякого завдання тощо.

Бiномiальний критерiй m застосовують у разi дослiдження тiльки
однiєї вибiрки.

Обмеження критерiю m
Перед застосуванням бiномiального критерiю m потрiбно перевi-

рити певнi умови-обмеження.
1. Обсяг вибiрки не повинен бути менший вiд 5. Якщо обсяг ви-

бiрки менший вiд 5, але перевищує 2, то критерiй m застосовують у
випадках, передбачених табл. Д.2.20.

2. Верхня межа обсягу вибiрки для застосування бiномiального
критерiю залежить також вiд наявних таблиць критичних значень i
варiюється вiд 50 до 300 спостережень.

3. За допомогою бiномiального критерiю можна перевiрити тiль-
ки гiпотезу про те, що ефект, який становить iнтерес, у дослiдженiй
вибiрцi перевищує задану ймовiрнiсть P . При цьому ймовiрнiсть не
повинна перевищувати 0,5:

P 6 0,5.

4. Якщо потрiбно перевiрити гiпотезу про те, що емпiрична часто-
та менша вiд заданої ймовiрностi, то при P > 0,5 можна замiнити
гiпотези на протилежнi (тобто iнтерес становитимуть не “успiхи”, а
“невдачi”); при P = 0,5 це можна зробити за допомогою критерiю
знакiв G або замiнити гiпотези на протилежнi, а при P < 0,5 дове-
деться використати критерiй χ2.

Алгоритм розрахунку критерiю m
Розрахунок критерiю m зручно подати у виглядi алгоритму.

293



Роздiл 6. Перевiрка гiпотез

1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю m.
У разi потреби (див. п. 4 обмежень критерiю m) внести необхiднi
змiни.

2. Визначити теоретичну частоту виявлення ефекту за формулою

nтеор = nP,

де n — обсяг вибiрки; P — задана ймовiрнiсть дослiджуваного ефе-
кту.

3. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: частота виявлення ефекту в дослiджуванiй вибiрцi не пере-

вищує теоретичну (задану, очiкувану);
H1: частота виявлення ефекту в дослiджуванiй вибiрцi переви-

щує теоретичну (задану, очiкувану).
4. За табл. Д.2.20 визначити критичнi значення критерiю m0,05 i

m0,01 для заданих n i P .
5. Емпiричною частотою виявлення ефекту mемп вважати часто-

ту виявлення цього ефекту в дослiджуванiй вибiрцi.
6. Якщо mемп > m0,01, гiпотезу H0 потрiбно вiдхилити, якщо

mемп 6 m0,05 — прийняти. Якщо m0,01 < mемп < m0,05, гiпотеза
H0 вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%)1.

Приклад 6.4.4. У процесi тренiнгу сенситивностi у групi з 14
осiб виконувалася вправа “Психологiчний прогноз” 2. Усi учасники
повиннi були уважно слiдкувати за однiєю i тiєю самою людиною,
яка виявила бажання виконувати роль пiддослiдного в цiй вправi.
Кожний з учасникiв ставив дослiджуваному запитання, якi перед-
бачають два варiанти вiдповiдi. Наприклад: “Що в тобi переважає:
вiдсторонена спостережуванiсть чи включена емпатiя?”, “Чи продов-
жував би ти працювати, якби з’явилася матерiальна можливiсть не
працювати?”, “Хто тебе бiльшою мiрою втомлює — люди нахабнi чи
зануднi?” Дослiджуваний не повинен був вiдповiдати, а учасники
в цей час намагалися визначити, як вiн вiдповiсть на запитання, i

1На практицi в бiльшостi випадкiв такий рiвень значущостi для бiномiального
критерiю m вважається неприйнятним.

2Цей приклад запозичено з [17].
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записували власнi прогнози. Потiм ведучий пропонував дослiджува-
ному вiдповiсти на задане запитання. У результатi кожний учасник
мiг визначити, чи збiгався його прогноз з вiдповiддю дослiджувано-
го. Пiсля того, як було поставлено 14 запитань (13 учасникiв плюс
ведучий), кожен повiдомив про кiлькiсть власних точних прогнозiв.
У середньому виявилось по 7–8 збiгiв, а в одного — аж 12, i група
йому спонтанно зааплодувала, в iншого — лише 4, i вiн засмутився.

Визначимо, чи мала група статистичнi пiдстави для аплодисмен-
тiв i чи мав засмучений учасник статистичнi пiдстави для смутку.

Почнемо з першого питання.
Перевiримо умови застосування бiномiального критерiю m: обсяг

вибiрки перевищує 5 i менший вiд 50; заданою ймовiрнiстю можна
вважати P = 0,5 (оскiльки ймовiрнiсть правильного прогнозу при
випадковому вгадуваннi дорiвнюватиме ймовiрностi неправильного
прогнозу Q = 1− P = 0,5). Потрiбно перевiрити гiпотезу про те, що
точнiсть прогнозiв перевищує задану ймовiрнiсть.

Визначимо теоретичну частоту правильних випадкових вгаду-
вань:

nтеор = nP = 14 · 0,5 = 7.

Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези.
H0: кiлькiсть точних прогнозiв не перевищує частоту, що вiдпо-

вiдає ймовiрностi випадкового вгадування;
H1: кiлькiсть точних прогнозiв перевищує частоту, що вiдповi-

дає ймовiрностi випадкового вгадування.
За табл. Д.2.20 визначимо критичнi значення критерiю m0,05 i

m0,01 для заданих n = 14 i P = 0,5:

m0,05 = 11, m0,01 = 12.

Емпiричною частотою виявлення ефекту mемп вважатимемо ча-
стоту виявлення ефекту в дослiджуванiй вибiрцi, тобто

mемп = 12.

Оскiльки mемп > m0,01, гiпотеза H0 вiдхиляється. Приймається
гiпотеза H1. Отже, група мала всi пiдстави для аплодисментiв.
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Тепер розглянемо друге питання.
Для цього потрiбно перевiрити гiпотезу про те, що точнiсть про-

гнозiв нижча вiд заданої ймовiрностi. Згiдно з обмеженнями бiномi-
ального критерiю m можливi два шляхи:

• застосувати критерiй знакiв G;
• замiнити гiпотези на протилежнi.

Розглянемо обидва випадки.
1. Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези у разi кри-

терiю знакiв.
H0: переважання неправильних прогнозiв випадкове;
H1: переважання неправильних прогнозiв невипадкове.

За табл. Д.2.10 визначимо критичнi значення критерiю G0,05 i
G0,01 для заданого n = 14:

G0,05 = 3; G0,01 = 2.

Емпiричним значенням Gемп вважатимемо частоту правильних
вiдповiдей, тобто

Gемп = 4.

Оскiльки Gемп > G0,05, гiпотеза H0 приймається, отже, засмуче-
ний учасник не мав статистичних пiдстав для смутку.

2. Для застосування бiномiального критерiю m потрiбно замiни-
ти гiпотези на протилежнi. Iншими словами, iнтерес становитимуть
неправильнi прогнози.

Теоретична ймовiрнiсть неправильного випадкового прогнозу в
цьому разi така сама, як i правильного:

P = 0,5.

Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези.
H0: кiлькiсть неточних прогнозiв не перевищує частоту, що вiдпо-
вiдає ймовiрностi неправильного випадкового прогнозу;
H1: кiлькiсть неточних прогнозiв перевищує частоту, що вiдповiдає
ймовiрностi неправильного випадкового прогнозу.
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За табл. Д.2.20 визначимо критичнi значення критерiю m0,05 i
m0,01 для заданих n = 14 i P = 0,5:

m0,05 = 11, m0,01 = 12.

Емпiричною частотою виявлення цього ефекту mемп вважатиме-
мо частоту неправильних прогнозiв, тобто

mемп = 14− 4 = 10.

Оскiльки mемп < m0,01, гiпотеза H0 приймається. Отже, засму-
чений учасник не мав статистичних пiдстав для смутку.

Як бачимо, результати застосування критерiїв G i m збiглись.
Однак у цьому разi психологiчна “вагомiсть” вiдхилення оцiн-
ки засмученого учасника значно переважає статистичну. Кожний
психолог-практик погодиться, що привiд для засмучення цей уча-
сник мав.

Важлива особливiсть критерiїв G i m полягає в тому, що вони
перетворюють унiкальнiсть, єдинiсть i життєву рiдкiсть подiї, що
вiдбулася, на дещо таке, що не вiдрiзняється вiд всепоглинаючої ви-
падковостi, позаяк доцiльнiше використовувати бiномiальний крите-
рiй для розв’язання вiдстороненiших, формалiзованiших задач, на-
приклад, для врiвноваження вибiрок за статевою ознакою, вiком,
професiйною приналежнiстю тощо. При оцiнюваннi ж особистiсно
значущих подiй виявляється, що статистичний аспект не збiгається
з психологiчним бiльшою мiрою, нiж при використаннi будь-якого
iншого критерiю.

6.4.5. Критерiй χ2 Пiрсона
Критерiй χ2 Пiрсона широко застосовують для найрiзноманiтнi-

ших цiлей. Розглянемо його застосування для двох цiлей1:
1) порiвняння емпiричного розподiлу ознаки з теоретичним;
2) порiвняння двох, трьох або бiльше емпiричних розподiлiв однiєї

й тiєї самої ознаки.
1У пiдрозд. 7.1.2 розглянемо застосування критерiю Пiрсона для аналiзу ко-

реляцiї номiнальних ознак.
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Критерiй χ2 Пiрсона вiдповiдає на питання, чи з однаковою ча-
стотою зустрiчаються рiзнi значення ознаки в порiвнюваних розпо-
дiлах.

Обмеження критерiю χ2

Перед застосуванням критерiю χ2 Пiрсона потрiбно перевiрити
певнi умови-обмеження.

1. Обсяг вибiрки повинен бути великий:

n > 30.

У противному разi критерiй χ2 дає доволi приблизнi значення. То-
чнiсть цього критерiю пiдвищується зi збiльшенням n.

2. Теоретична частота для кожної комiрки таблицi не повинна бу-
ти меншою вiд 5. Iншими словами, якщо кiлькiсть розрядiв задана
наперед i не може бути змiнена, застосувати критерiй χ2 неможли-
во, не накопичивши певної мiнiмальної кiлькостi спостережень. У
противному разi нечисленнi частоти вибiрки (< 5) слiд попередньо
об’єднати iз сусiднiми так, щоб позбутися “нечисленностi”, i тiльки
пiсля цього до виправленого розподiлу застосувати критерiй χ2.

3. Вибранi розряди повиннi “вичерпувати” розподiл, тобто охо-
плювати весь дiапазон варiативностi ознак. При цьому групування
на розряди має бути однакове для всiх порiвнюваних розподiлiв.

Алгоритм розрахунку критерiю χ2

Розрахунок критерiю χ2 зручно подати у виглядi алгоритму.
1. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю χ2.

У разi потреби (див. п. 2 обмежень критерiю χ2) внести необхiднi
змiни.

2. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: порiвнюванi розподiли не рiзняться;
H1: порiвнюванi розподiли рiзняться.
3. Занести в розрахункову таблицю критерiю χ2 назви розрядiв i

вiдповiднi емпiричнi частоти.
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4. Занести в розрахункову таблицю критерiю χ2 вiдповiднi тео-
ретичнi частоти. При порiвняннi емпiричних розподiлiв теоретичнi
частоти

nтеор
ij =

ninj

n
,

де ni =
c∑

j=1

nij — сума частот i-го розряду; nj — обсяг j-го емпi-

ричного розподiлу; n =
c∑

j=1

nj — загальна кiлькiсть спостережень

емпiричних розподiлiв (вибiрок); c — кiлькiсть порiвнюваних розпо-
дiлiв.

5. Визначити кiлькiсть ступенiв вiльностi v критерiю χ2 за фор-
мулою

v = (k − 1)(c− 1),

де k — кiлькiсть розрядiв.
6. Якщо v > 2, то емпiричне значення критерiю χ2 обчислюється

за такими формулами:
• при порiвняннi емпiричного розподiлу з теоретичним

χ2
емп =

k∑

i=1

(
nтеор

i − ni

)2

nтеор
i

,

де nтеор
i , ni — частота i-го розряду вiдповiдно теоретична та емпiри-

чна;
• при порiвняннi емпiричних розподiлiв

χ2
емп =

k∑

i=1

c∑

j=1

(
nтеор

ij − nij

)2

nтеор
ij

,

де nij — емпiрична частота i-го розряду j-го емпiричного розподiлу.
Якщо v = 1, то при обчисленнi емпiричного значення критерiю χ2

вноситься поправка на неперервнiсть1, яка полягає в тому, що вiд
1Поправка на неперервнiсть у цьому разi призначена для коригування невiд-

повiдностi мiж дискретним бiномiальним розподiлом i неперервним розподiлом.
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абсолютного значення кожної рiзницi, що входить у суму при об-
численнi емпiричного значення критерiю χ2, вiднiмається 0,5, тобто
формули для χ2

емп вiдповiдно для випадку порiвняння емпiричного
розподiлу з теоретичним i емпiричних мiж собою наберуть такого
вигляду:

χ2
емп =

k∑

i=1

(∣∣nтеор
i − ni

∣∣− 0,5
)2

nтеор
i

,

χ2
емп =

k∑

i=1

c∑

j=1

(∣∣nтеор
ij − nij

∣∣− 0,5
)2

nтеор
ij

.

7. За табл. Д.2.17 визначити критичнi значення критерiю χ2
0,05 i

χ2
0,01 для заданої кiлькостi ступенiв вiльностi v.
8. Якщо χ2

емп > χ2
0,01, гiпотезу H0 потрiбно вiдхилити, якщо

χ2
емп 6 χ2

0,05 — прийняти. Якщо χ2
0,05 < χ2

емп < χ2
0,01, гiпотеза H0

вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%)1.
Приклад 6.4.5. При дослiдженнi порогiв соцiального ато-

му 2 професiйнi психологи повиннi були визначити, з якою часто-
тою зустрiчаються в їх записнику чоловiчi та жiночi iмена колег-
психологiв3.

Чи вiдрiзняється розподiл, отриманий за записником жiнки-
психолога А, вiд рiвномiрного розподiлу?

Емпiричнi частоти подано в табл. 1.

Таблиця 1
Емпiричнi частоти чоловiчих i жiночих iмен у записнику

жiнки-психолога А
Стать Чоловiк Жiнка Сумарна кiлькiсть

Емпiрична частота 22 45 67

1На практицi в бiльшостi випадкiв цей рiвень значущостi вважається недо-
статнiм для прийняття чи вiдхилення основної гiпотези при використаннi кри-
терiю χ2 Пiрсона.

2Соцiальний атом — це сукупнiсть усiх вiдносин мiж людиною та оточенням,
з яким вона на цей момент певним способом пов’язана.

3Цей приклад запозичено з [17].

300



6.4. Порiвняння розподiлiв

Перш нiж перевiрити умови застосування критерiю χ2, розрахує-
мо теоретичнi частоти. Оскiльки емпiричний розподiл порiвнювати-
меться з рiвномiрним розподiлом 1, то

nтеор
1 = nтеор

2 =
n

k
=

67
2

= 33,5.

Перевiримо умови застосування критерiю χ2: обсяг вибiрки пе-
ревищує 30; теоретична частота для кожної комiрки таблицi щонай-
менше дорiвнює 5; вибранi розряди “вичерпують” розподiл.

Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези.
H0: розподiл жiночих i чоловiчих iмен у записнику жiнки-

психолога А не вiдрiзняється вiд рiвномiрного розподiлу;
H1: розподiл жiночих i чоловiчих iмен у записнику жiнки-

психолога А вiдрiзняється вiд рiвномiрного розподiлу.
Побудуємо таблицю для розрахунку емпiричного значення кри-

терiю χ2, враховуючи, що кiлькiсть ступенiв вiльностi

v = (k − 1)(v − 1) = (2− 1)(2− 1) = 1,

тобто в розрахунках потрiбно зробити поправку на неперервнiсть.
Пояснимо порядок розрахункiв:
• першi три рядки табл. 2 — вихiднi данi;
• четвертий рядок — рiзниця вiдповiдних значень другого i пер-

шого рядкiв (якщо сума цих рiзниць не дорiвнює нулю, то це свiдчить
про помилку в розрахунках);

• п’ятий рядок (поправка на неперервнiсть) отримується вiдки-
данням знаку вiд значень четвертого рядка i вiднiманням вiд цих
результатiв 0,5 (цей рядок при v > 2 пропускається);

• шостий рядок — квадрати вiдповiдних значень п’ятого рядка;
• сьомий рядок отримується дiленням значень шостого рядка

на вiдповiднi значення третього рядка;
• сума значень сьомого рядка — шукане емпiричне значення

критерiю χ2. Отже,
χ2
емп ≈ 7,224.

1Див. означення 3.2.1 дискретного рiвномiрного розподiлу.
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Таблиця 2
Розрахунок критерiю χ2 при порiвняннi емпiричного розподiлу

iмен з теоретичним рiвномiрним розподiлом

Розряд (стать) Чоловiк Жiнка Разом
Емпiрична частота ni 22 45 67

Теоретична частота nтеорi 33,5 33,5 67

nтеорi − ni +11,5 −11,5 0
˛̨
nтеорi − ni

˛̨
− 0,5 11 11

“˛̨
nтеорi − ni

˛̨− 0,5
”2

121 121
“˛̨

nтеорi − ni

˛̨
− 0,5

”2

nтеорi

3,612 3,612 7,224

За табл. Д.2.17 визначимо критичнi значення критерiю χ2
0,05 i

χ2
0,01 для кiлькостi ступенiв вiльностi v = 1:

χ2
0,05 = 3,841, χ2

0,01 = 6,635.

Оскiльки χ2
емп > χ2

0,01, гiпотеза H0 вiдхиляється. Приймається
гiпотеза H1. Отже, розподiл жiночих i чоловiчих iмен колег у запи-
снику жiнки-психолога А вiдрiзняється вiд рiвномiрного розподiлу.

Приклад 6.4.6. Тест Мюнстберга для вимiрювання вибiрково-
стi перцептивної уваги в адаптованому варiантi М. Д. Дворяши-
ної (1976) пропонувався 156 студентам факультету психологiї Ле-
нiнградського унiверситету та 85 артистам балету Марiїнського теа-
тру 1. Матерiал цiєї методики складається з бланку з набором перемi-
шаних деяким способом лiтер росiйського алфавiту. Серед цього фо-
ну приховано 24 слова рiзного ступеня складностi: “факт”, “хоккей”,
“любовь”, “конкурс”, “психиатрия” та iн. Дослiджуваний повинен
якнайшвидше вiднайти їх i пiдкреслити.

Емпiричнi частоти цих розподiлiв даних подано в табл. 1.

1Цей приклад запозичено з [17].

302



6.4. Порiвняння розподiлiв

Таблиця 1
Емпiричнi частоти пропускання слiв у тестi Мюнстерберга

у двох вибiрках

Розряди (кiлькiсть
пропускань слiв)

Емпiрична частота у групi
студентiв артистiв балету разом

0 93 22 115
1 27 20 47
2 11 16 27
3 15 4 19
4 5 3 8
5 3 11 14
6 2 3 5
7 0 3 3
8 0 2 2
9 0 1 1

Разом 156 85 241

Чи збiгаються розподiли кiлькостi пропускань слiв у вибiрках?
Як бачимо, умови 1 i 3 застосування критерiю χ2 виконуються:

обсяг вибiрки перевищує 30; вибранi розряди “вичерпують” розподiл.
Для того щоб перевiрити умову 2 застосування критерiю χ2, потрi-
бно обчислити теоретичнi частоти. Згiдно з п. 4 алгоритму розра-
хунку критерiю χ2 при порiвняннi емпiричних розподiлiв теоретичнi
частоти

nтеор
ij =

ninj

n
,

де ni =
c∑

j=1

nij — сума частот i-го розряду; nj — обсяг j-го емпi-

ричного розподiлу; n =
c∑

j=1

nj — загальна кiлькiсть спостережень

усiх емпiричних розподiлiв (вибiрок); c — кiлькiсть порiвнюваних
розподiлiв.

У розглядуваному випадку суми частот розрядiв записанi в
останнiй графi табл. 1; обсяги емпiричних розподiлiв

n1 = 156, n2 = 85.
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Загальна кiлькiсть спостережень

n = n1 + n2 = 156 + 85 = 241.

Для того щоб теоретична частота для кожної комiрки не була
меншою вiд 5, потрiбно, щоб виконувалася нерiвнiсть

ninj

241
> 5.

Оскiльки мiнiмальний обсяг вибiрки дорiвнює 85 (група артистiв
балету), ця нерiвнiсть еквiвалентна нерiвностi

ni > 5 · 241
17

≈ 14,18,

тобто мiнiмальна сума частот розряду дорiвнює 15.
Як бачимо, для кiлькостi пропускань 4, 5, 6,... ця умова не вико-

нується.
Почнемо з останнього рядка об’єднувати сусiднi розряди. При

об’єднаннi двох останнiх рядкiв загальна сума частот цих рядкiв до-
рiвнює 1+2 = 3 < 15. Для того щоб загальна сума частот об’єднаних
рядкiв перевищувала 15, необхiдно об’єднати 5 останнiх рядкiв. За-
гальна сума їх частот 1 + 2 + 3 + 5 + 14 = 25 > 15. Слiд об’єднати
також п’ятий рядок з четвертим, оскiльки сума частот п’ятого
рядка 8 < 15. Загальна сума частот четвертого i п’ятого рядкiв
8 + 19 = 27 > 15.

Отже, перетворивши вихiднi емпiричнi розподiли на емпiричнi
розподiли з п’ятьма розрядами — “0 пропускань“, “1 пропускання”,
“2 пропускання” “3–4 пропускання” i “5–9 пропускань”, можна засто-
сувати критерiй χ2.

Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези.
H0: розподiли помилок (пропускань слiв) у вибiрках студентiв i

артистiв балету не рiзняться;
H1: розподiли помилок (пропускань слiв) у вибiрках студентiв i

артистiв балету рiзняться мiж собою.
Побудуємо табл. 2 для розрахунку емпiричного значення крите-

рiю χ2, враховуючи, що кiлькiсть ступенiв вiльностi

v = (k − 1)(v − 1) = (5− 1)(2− 1) = 4,
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тобто в розрахунках не потрiбно робити поправку на неперервнiсть.

Таблиця 2
Розрахунок критерiю χ2 при порiвняннi двох емпiричних

розподiлiв пропускань слiв у тестi Мюнстерберга

Частота Група
Розряд (кiлькiсть пропускань)

Сума
0 1 2 3–4 5–9

емпiрична
nij

студентiв 93 27 11 20 5 156

артистiв 22 20 16 7 20 85

Сума емпiричних
частот розрядiв ni

115 47 27 27 25 241

теоретична

nтеорij =
ninj

n

студентiв 74,44 30,42 17,48 17,48 16,18 156

артистiв 40,56 16,58 9,52 9,52 8,82 85

nтеорij − nij

студентiв −18,56 +3,42 +6,48 −2,52 +11,18 0

артистiв +18, 56 −3,42 −6,48 +2,52 −11,18 0

`
nтеорij − nij

´2 студентiв 344,47 11,70 41,99 6,35 124,99

артистiв 344,47 11,70 41,99 6,35 124,99
`
nтеорij − nij

´2

nтеорij

студентiв 4,63 0,38 2,40 0,36 7,72
43,94

артистiв 8,49 0,71 4,41 0,67 14,17

Пояснимо порядок розрахункiв:
• першi чотири рядки табл. 2 — вихiднi данi;
• п’ятий i шостий рядки — теоретичнi частоти, що отримують-

ся дiленням добутку суми емпiричних частот вiдповiдного розряду
й обсягу вiдповiдної вибiрки на загальну кiлькiсть спостережень, на-
приклад,

nтеор
11 =

115 · 156
241

≈ 74,44;

• сьомий рядок отримується вiднiманням значень другого рядка
вiд вiдповiдних значень п’ятого рядка;

• восьмий рядок отримується вiднiманням значень третього
рядка вiд вiдповiдних значень шостого рядка;
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• дев’ятий рядок — квадрати вiдповiдних значень сьомого ряд-
ка;

• десятий рядок — квадрати вiдповiдних значень восьмого ряд-
ка;

• одинадцятий рядок отримується дiленням значень дев’ятого
рядка на вiдповiднi значення п’ятого рядка;

• дванадцятий рядок отримується дiленням значень десятого
рядка на вiдповiднi значення шостого рядка;

• сума значень одинадцятого та дванадцятого рядкiв — шукане
емпiричне значення критерiю χ2. Отже,

χ2
емп ≈ 43,94.

За табл. Д.2.17 визначимо критичнi значення критерiю χ2
0,05 i

χ2
0,01 для кiлькостi ступенiв вiльностi v = 4:

χ2
0,05 = 9,488; χ2

0,01 = 13,277.

Оскiльки χ2
емп > χ2

0,01, гiпотеза H0 вiдхиляється. Приймається
гiпотеза H1. Отже, розподiли пропускань слiв у вибiрках студентiв i
артистiв балету рiзняться.

Висновки
Порiвняно з оцiнюванням параметрiв генеральних сукупностей

загальнiшим методом є перевiрка гiпотез. Розглядають два великих
класи методiв перевiрки: параметричнi та непараметричнi критерiї.

Найчастiше параметричнi критерiї становлять перефразування
iнтервального оцiнювання. Проте якщо iнтервальнi оцiнки найчастi-
ше двобiчнi, то параметричнi критерiї бувають як дво-, так i одно-
бiчними. Тут розглянуто кiлька параметричних критерiїв: z-тест, F -
тест Фiшера—Снедекора, χ2-тест дисперсiї.

Непараметричнi критерiї дають змогу розв’язувати принципово
iншi задачi, нiж методи iнтервального оцiнювання. Тут вивчено три
найважливiших класи задач: порiвняння ознак, розпiзнавання зсувiв
та порiвняння розподiлiв. При цьому всi розглянутi критерiї дають
змогу дослiджувати нечисловi ознаки.
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Ключовi поняття

Ключовi поняття

Двобiчний тест
Експериментальна вибiрка
Контрольна вибiрка
Критичне значення тесту
Однобiчний тест
Порiвняння ознак
Порiвняння розподiлiв
Розпiзнавання зсувiв
F -критерiй Фiшера—Снедекора
G-критерiй знакiв
H-критерiй Крускала—Воллiса
L-критерiй Пейджа
m-критерiй бiномiальний

Q-критерiй Розенбаума
S-критерiй тенденцiй Джонкiра
T -критерiй Вiлкоксона
U -критерiй Манна—Вiтнi
z-тест
λ-критерiй Колмогорова—Смiр-
нова
ϕ?-критерiй Фiшера
χ2-критерiй порiвняння розподi-
лiв
χ2-тест дисперсiї
χ2

r-критерiй Фрiдмана

Вправи

1. Нехай для проходження до парламенту партiя повинна подо-
лати 4%-й бар’єр. Щоб визначити стратегiю поведiнки на парла-
ментських виборах, тобто йти на вибори окремо чи у блоцi з iншими
партiями, певна полiтична партiя вирiшила перевiрити, чи змогла б
вона подолати цей бар’єр, якби вибори вiдбувалися зараз. У замовле-
ному опитуваннi було отримано, що за партiю зараз проголосувало б
m = 112 осiб з репрезентативної вибiрки обсягом n = 2100. Вважаю-
чи вибiрку простою випадковою i беручи рiвень значущостi α = 1 %,
перевiрте, чи змогла б зараз партiя подолати 4%-й бар’єр. Здiйснiть
подiбний аналiз при α = 0,1%.

2. Нехай деяка соцiологiчна служба отримала звiт про дослiджен-
ня зарубiжних вчених, де показано, що середнiй зрiст дорослих (вi-
ком старше 21 рiк) чоловiкiв певної країни дорiвнює 177,3 см, стан-
дартне вiдхилення — 8,8 см. Припустимо, службi вiдомо результати
аналiзу вибiрки обсягом n = 258 дорослих чоловiкiв в Українi. Нехай
X = 176,0 см, s = 10,1 см. Для того щоб перевiрити, чи вiдрiзняються
результати аналiзу української вибiрки вiд зарубiжної, протестуйте
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за українською вибiркою гiпотези µ = 177,3 та σ = 8,8 при рiвнi
значущостi α = 5 %.

3. Нехай дослiджено рiвень доходiв у двох регiонах країни: пiв-
денному та центральному. У пiвденному регiонi середнiй дохiд у
вибiрцi обсягом 270 осiб становив 135,7 ум. од., виправлене стандар-
тне вiдхилення — 16,3 ум. од. У центральному регiонi дослiджува-
лась вибiрка обсягом 315 осiб, в якiй середнє значення дорiвнювало
139,1 ум. од., а виправлене стандартне вiдхилення — 19,2 ум. од. Чи
можна на основi цих даних стверджувати, що рiвень доходiв у цен-
тральному регiонi вищий? Чи можна стверджувати, що розсiювання
доходiв вище в центральному регiонi? Вкажiть рiвнi значущостi обох
тверджень.

4. Нехай дослiджено пропорцiю людей з вищою освiтою серед жi-
нок та чоловiк. У вибiрцi з 1145 жiнок вищу освiту мали 180, а у
вибiрцi з 1050 чоловiкiв — 155. Чи можна на основi цих даних ствер-
джувати, що пропорцiя людей з вищою освiтою бiльша серед жiнок?
Якою буде вiдповiдь при рiвнi значущостi 5%.

5. Дослiдник аналiзує гiпотезу про те, що регулярне прослухову-
вання класичної музики покращує музичний слух. Для перевiрки
цього твердження вiн сформував двi групи: контрольну i експери-
ментальну. В обох групах людям пропонували на слух визначити 30
нот i пiдлiчували кiлькiсть правильних вiдповiдей. Цю ознаку вва-
жали показником рiвня музичного слуху людини. Упродовж насту-
пних двох мiсяцiв представники експериментальної групи щотижня
вiдвiдували концерти класичної музики. У контрольнiй групi жо-
дних заходiв не здiйснювалось. Пiсля експерименту знову протесту-
вали рiвень музичного слуху в обох групах. Результати дослiджень
наведено в таблицi.

Кiлькiсть неправильних вiдповiдей на питання тесту

Експериментальна група Контрольна група

Номер
у списку

Кiлькiсть помилок
Номер

у списку

Кiлькiсть помилок
до

експерименту
пiсля

експерименту
до

експерименту
пiсля

експерименту
1 2 3 4 5 6
1 21 23 1 22 20
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Вправи

Закiнчення таблицi

1 2 3 4 5 6
2 22 18 2 18 19
3 27 22 3 11 10
4 8 7 4 14 12
5 11 10 5 6 5
6 9 9 6 9 8
7 16 19 7 12 11
8 18 12 8 23 23
9 25 20 9 16 14
10 14 16 10 11 12
11 17 13 11 18 17
12 22 16 12 19 19

13 26 27
14 7 6
15 23 21

За допомогою критерiю Вiлкоксона перевiрте наявнiсть зсуву рiв-
ня ознаки в кожнiй групi. За допомогою критерiю Манна—Вiтнi по-
рiвняйте зсуви у групах.

6. З метою перевiрки ефективностi навчального процесу у вищо-
му навчальному закладi було виконано таке дослiдження. Випадково
вибрали 11 студентiв останнього курсу i для кожного з них обчи-
слили середнi екзаменацiйнi оцiнки за всi курси. Данi дослiдження
наведено в таблицi.

Середнi екзаменацiйнi оцiнки за чотири курси

Номер у
списку

Середня екзаменацiйна оцiнка за курс
I II III IV

1 2 3 4 5
1 4,2 4,4 4,4 4,8
2 3,6 3,6 3,2 4,0
3 3,8 3,2 3,6 3,6
4 5,0 5,0 4,8 5,0
5 4,2 3,6 4,0 4,6
6 4,8 5,0 4,8 4,6
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Роздiл 6. Перевiрка гiпотез

Закiнчення таблицi

1 2 3 4 5
7 3,0 3,4 3,2 3,2
8 4,2 4,8 5,0 4,8
9 5,0 4,8 5,0 4,8
10 3,8 4,2 4,2 4,6
11 3,6 3,4 4,6 4,6

Чи можна за цими даними стверджувати, що вiд одного курсу
до iншого ефективнiсть навчання у вищому навчальному закладi
пiдвищується? Перевiрте це за допомогою критерiю Пейджа.

7. Громадська органiзацiя планує встановити в парку рекламний
щит соцiальної спрямованостi. У парку три головнi алеї. Органiза-
цiї потрiбно визначити, якiй алеї вiддають перевагу перехожi. Для
цього було виконано вибiркове дослiдження: у рiзнi днi в рiзний час
спостерiгачi пiдлiчували кiлькiсть перехожих, що проходили алея-
ми. Дослiдники отримали такi зведенi результати у вибiрцi: першою
алеєю пройшло 434 людини, другою — 421, третьою — 492. Чи мо-
жна на основi цих даних дiйти висновку, що людський потiк алеями
рiзний? Iншими словами, чи можна стверджувати, що розподiл 434,
421, 492 вiдмiнний вiд рiвномiрного?

8. На потоцi навчаються 53 студенти. Iнтервальний розподiл се-
реднiх оцiнок студентiв останньої сесiї наведено в таблицi.

Iнтервальний розподiл середнiх
екзаменацiйних оцiнок

Iнтервал оцiнок Кiлькiсть студентiв
[3; 3,25) 2

[3,25; 3,5) 5
[3,5; 3,75) 9
[3,75; 4) 12
[4; 4,25) 10

[4,25; 4,5) 7
[4,5; 4,75) 5
[4,75; 5] 3

Чи узгоджений цей розподiл з нормальним?
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Дослiдницький проект

Дослiдницький проект
Виберiть у Вашому iнститутi потiк з двох академiчних груп i де-

яку дисциплiну, яка викладатиметься на потоцi поточного семестру.
Пiсля кiлькох перших занять анонiмно опитайте студентiв щодо їх
ставлення до лектора, запропонувавши, зокрема, оцiнити його про-
фесiйний рiвень за десятибальною шкалою. На одному з останнiх
занять виконайте таке саме дослiдження. При цьому в однiй з груп
попередньо надайте додаткову позитивну iнформацiю про цього ви-
кладача (сiмейний стан, наукову дiяльнiсть тощо), а студентам iн-
шої групи нiчого не повiдомляйте. Першу групу вважатимемо експе-
риментальною, другу — контрольною. Проаналiзувавши результати
опитувань, дайте вiдповiдi на такi запитання.

1. Чи є рiвень оцiнки викладача студентами на початку семестру
в однiй з двох груп вищим, а наприкiнцi семестру?

2. Чи є зсув у рiвнi оцiнки лектора в кожнiй з груп?
3. Якщо зсув є в кожнiй з груп, чи можна сказати, що в однiй з

них зсув бiльший?
4. Чи можна сказати, що на оцiнку професiйної дiяльностi викла-

дача вплинула зовнiшня iнформацiя?
5. Спробуйте визначити вигляд розподiлу рiвня оцiнки викладача

студентами в кожнiй з груп у кожному опитуваннi.
6. Перевiрте узгодженiсть групових розподiлiв рiвня оцiнки на

початку семестру.
7. Чи є, на Вашу думку, узгодженiсть групових розподiлiв необ-

хiдною умовою для “чистоти” експерименту?
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Роздiл 7

Кореляцiйний аналiз

Важливим елементом математико-статистичних дослiджень у ба-
гатьох наукових дисциплiнах є виявлення специфiчних зв’язкiв чи
залежностей мiж рiзними ознаками, факторами тощо. Ця специфi-
чнiсть полягає в тому, що залежнiсть мiж ознаками неможливо опи-
сати функцiонально, тобто за допомогою певної однозначно визна-
ченої функцiї. Зв’язок чи залежнiсть цих ознак виявляється прин-
ципово по-iншому: вiд того, якого значення набуде одна величина,
залежать iмовiрнiснi характеристики iншої. Отже, незважаючи на
те, що неможливо точно вказати значення залежної ознаки, все ж
таки вiдома деяка iнформацiя про можливе розташування її значень,
певного найiмовiрнiшого iнтервалу, середнього значення, мiри розсi-
ювання тощо. Такi зв’язки у статистицi називають кореляцiєю (вiд
пiзньолат. correlatio — спiввiдношення).
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Роздiл 7. Кореляцiйний аналiз

Кореляцiйна залежнiсть i кореляцiйний зв’язок

Кореляцiйна залежнiсть засвiдчує, що значення однiєї ознаки
впливають на ймовiрнiсть появи рiзних значень iншої (залежної)
ознаки. Кореляцiйний зв’язок засвiдчує узгоджену змiну ймовiрнi-
сних характеристик двох або бiльше (множинна кореляцiя) ознак.
Принципова вiдмiннiсть цих понять полягає в тому, що кореляцiй-
ний зв’язок на вiдмiну вiд кореляцiйної залежностi не можна вважа-
ти свiдченням причинно-наслiдкового зв’язку. Наприклад, те, що в
один i той самий час у рiзних людей виникає бажання легко вдягну-
тися, не означає, що вони причинно впливають один на одного, це —
свiдчення того, що встановилася жарка погода, причинний вплив
третьої ознаки. Отже, статистичний зв’язок може свiдчити тiльки
про можливе iснування причинних вiдношень, примусити бути впев-
неним у своїх припущеннях або, навпаки, засумнiватися в них, але
вказати що вiд чого залежить — завдання не математикiв, а спецiа-
лiстiв вiдповiдної галузi.

Про кореляцiйну залежнiсть можна впевнено казати лише в разi
певного контролюючого впливу на дослiджуваний об’єкт або такої
органiзацiї дослiдження, що можна точно визначити iнтенсивнiсть
незалежних впливiв. Впливи, якi можна якiсно визначити чи навiть
вимiряти, можуть розглядатись як незалежнi змiннi (наприклад, вiк
людини, стать тощо). Вимiрюванi ознаки i такi за припущенням, що
можуть змiнюватися пiд впливом незалежних змiнних, вважаються
залежними змiнними. У цьому разi узгодженi змiни незалежної i
залежної змiнних справдi можуть розглядатись як залежнiсть (на-
приклад, залежнiсть соцiального становища вiд вiку).

Класифiкацiя кореляцiй

Кореляцiї розрiзняють за формою (лiнiйна чи криволiнiйна), на-
прямом (пряма чи обернена) i силою.

Про лiнiйну кореляцiю кажуть тодi, коли зв’язок мiж дослiджу-
ваними ознаками чи факторами описується лiнiйною функцiєю, тоб-
то коли значення дослiджуваних ефектiв пропорцiйнi. У противному
разi кажуть про криволiнiйну кореляцiю.
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Роздiл 7. Кореляцiйний аналiз

За напрямом, як правило, розрiзняють лiнiйну кореляцiю. Якщо
зi збiльшенням значень одного ефекту збiльшуються значення iншо-
го, то кореляцiю називають прямою, або додатною. У цьому разi
значення дослiджуваних ефектiв прямо пропорцiйнi. Якщо зi збiль-
шенням значень одного ефекту зменшуються значення iншого, то
кореляцiю називають оберненою, або вiд’ємною. У цьому разi зна-
чення дослiджуваних ефектiв обернено пропорцiйнi. Назви додатної
та вiд’ємної кореляцiї пов’язанi з вiдповiдним знаком коефiцiєнта лi-
нiйної кореляцiї.

Коефiцiєнт кореляцiї

Коефiцiєнт кореляцiї є показником сили кореляцiйного зв’язку.
Найбiльше його абсолютне значення |r| = 1 вiдповiдає простому
функцiональному зв’язку мiж значеннями дослiджуваних ознак чи
факторiв, а найменше — r = 0 — вiдсутностi або дослiджуваного
функцiонального зв’язку 1, або зв’язку взагалi.

Класифiкацiя сили кореляцiї

Використовують кiлька систем класифiкацiї сили кореляцiї.
Загальна класифiкацiя засвiдчує, що кореляцiя:
• сильна, або тiсна при |r| > 0,7;
• середня при 0,5 6 |r| < 0,7;
• помiрна при 0,3 6 |r| < 0,5;
• слабка при 0,2 6 |r| < 0,3;
• дуже слабка при |r| < 0,2.
Ця класифiкацiя орiєнтована тiльки на величину коефiцiєнта ко-

реляцiї i жодною мiрою не реагує на рiвень його значущостi.

1Вiдсутнiсть дослiджуваного функцiонального зв’язку не означає вiдсутнiсть
будь-якого функцiонального зв’язку. Наприклад, можливий випадок, коли кое-
фiцiєнт лiнiйної кореляцiї мiж значеннями дослiджуваних ознак дорiвнює нулю,
а коефiцiєнт параболiчної (криволiнiйної) кореляцiї — одиницi. Однак доволi ча-
сто на практицi в разi рiвностi нулю коефiцiєнта кореляцiї роблять висновок
про вiдсутнiсть будь-якого функцiонального зв’язку. Цей висновок може бути
хибний. До таких випадкiв слiд ставитися обережнiше i казати лише про вiдсу-
тнiсть дослiджуваного функцiонального зв’язку.
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Роздiл 7. Кореляцiйний аналiз

Частинна класифiкацiя засвiдчує, що мiж значеннями дослiджу-
ваних ефектiв:

• висока значуща кореляцiя при r, що вiдповiдає рiвню стати-
стичної значущостi α 6 0,01;

• значуща кореляцiя при r, що вiдповiдає рiвню статистичної
значущостi 0,01 < α 6 0,05;

• тенденцiя достовiрного зв’язку при r, що вiдповiдає рiвню ста-
тистичної значущостi 0,05 < α 6 0,10;

• незначуща кореляцiя при r, що не досягає рiвня статистичної
значущостi α > 0,10.

На вiдмiну вiд попередньої ця класифiкацiя орiєнтована на те,
якого рiвня значущостi досягає коефiцiєнт кореляцiї при конкретно-
му обсязi вибiрки.

Вiдмiннiсть вказаних класифiкацiй сили кореляцiї полягає насам-
перед у тому, що друга класифiкацiя не висвiтлює силу кореляцiйно-
го зв’язку, натомiсть перша — рiвень довiри отриманого коефiцiєнта
кореляцiї. Зазвичай цi класифiкацiї поєднують, тобто визначають i
коефiцiєнт кореляцiї, i його значущiсть1.

Мiрами кореляцiї використовують такi:
1) емпiричнi мiри тiсноти зв’язку:
• коефiцiєнт асоцiацiї, або тетрахоричний показник зв’язку;
• коефiцiєнти взаємної спряженостi Пiрсона, Чупрова та Кра-

мера, якi полягають у нормуваннi критерiю χ2;
• коефiцiєнт Фехнера;
• коефiцiєнт рангової кореляцiї Спiрмена та Кендалла;

2) лiнiйний коефiцiєнт кореляцiї r;
3) кореляцiйне вiдношення η;
4) множиннi коефiцiєнти кореляцiї.

1Часто у вибiрцi малого обсягу коефiцiєнт кореляцiї засвiдчує тiсний зв’язок,
тобто |r| > 0,7, але вiн не достовiрний. I навпаки, у вибiрках великого обсягу
навiть слабка кореляцiя може виявитися достовiрною.
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Роздiл 7. Кореляцiйний аналiз

7.1. Кореляцiйний аналiз номiнальних
даних

Вивчення математико-статистичних методiв студентами-
соцiологами чи психологами, як правило, супроводжується вiд-
киданням цих методiв на пiдставi їх чужорiдностi для соцiолога чи
психолога. Вони вважають, що математика лише допомагає охопити
великi масиви, стисло вiдобразити суть закладених у них законо-
мiрностей, взаємозв’язкiв тощо, але для отримання найцiкавiших,
глибинних фактiв, пов’язаних з ґрунтовним аналiзом причинно-
наслiдкових вiдношень, математики замало. Ґрунтовнiший аналiз
соцiологи та психологи пов’язують зазвичай з розумiнням, а не з
поясненням, яке дає математика1.

Зважаючи на те що в соцiальних науках данi вимiрюються пе-
реважно в номiнальних шкалах, стає зрозумiлим таке зневажливе
ставлення до математичних методiв. Однак насправдi зв’язок мiж
математикою та соцiальними науками iснує i вiн значно глибший,
нiж може здатися. Саме тому студенти й не помiчають його.

Найвiдомiшi двi iнтерпретацiї номiнальних даних. Згiдно з пер-
шою значення кожної номiнальної ознаки — це самостiйнi сутностi,
що вiдповiдають рiзним якостям дослiджуваних об’єктiв2. Згiдно з
другою iнтерпретацiєю — за конкретними значеннями (або сукупнi-
стю значень) стоїть деяка латентна неперервна (випадкова) величи-
на, а номiнальнiсть дослiджуваної ознаки — наслiдок невмiння точно
вимiряти цю величину 3.

За першою iнтерпретацiєю дослiдник шукає насамперед поєднан-
ня значень ознак, що детермiнують (визначають) “поведiнку” дослi-
джуваного, тобто вiн шукає взаємодiї. Друга iнтерпретацiя потребує

1Детальнiше цю проблему дослiдила Ю. Н. Толстова [19].
2У такий спосiб iнтерпретують номiнальнi данi так званi номiналiсти, якi вва-

жають, що “унiверсалiї” не iснують насправдi незалежно вiд людини. Вони є ли-
ше iменами. Наприклад, “людина взагалi” як родова спiльнiсть не iснує, факти-
чно iснують лише окремi люди; “людина” — лише загальне iм’я, яким називають
кожну конкретну людину.

3Такої iнтерпретацiї дотримуються реалiсти, якi вважають, що “унiверсалiї”
iснують насправдi незалежно вiд людської думки i мови.
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7.1. Кореляцiйний аналiз номiнальних даних

вiд дослiдника “витягнення” з вихiдної iнформацiї латентної змiнної,
що “мiститься поза кадром”, визначення “iстинного” її значення для
кожного респондента.

Розглянемо лише окремi методи дослiдження кореляцiй мiж но-
мiнальними даними.

7.1.1. Коефiцiєнти зв’язку для чотириклiтинних
таблиць спряженостi

Для оцiнювання зв’язку мiж ознаками використовують так зва-
нi частотнi таблицi , що становлять сукупнiсть частот усiх можли-
вих комбiнацiй значень дослiджуваних ознак. Наведемо бiльш строге
означення частотної таблицi для двох ознак.

Означення 7.1. Нехай дослiджується кореляцiйний зв’язок мiж
двома ознаками X i Y . Ознака X може приймати n рiзних значень
з номерами 1, 2, 3, . . . , n, а ознака Y — m рiзних значень з номерами
1, 2, 3, . . . ,m. Тодi загальна кiлькiсть можливих комбiнацiй ознак X
i Y N = nm.

Двовимiрною таблицею спряженостi (двовимiрною частотною
таблицею) називають таку, основи рядкiв якої є значеннями озна-
ки X, а стовпцiв — значеннями ознаки Y . На перетинi i-го рядка
(i = 1, 2, 3, . . . , n) з j-м стовпцем (j = 1, 2, 3, . . . , m) розмiщується ча-
стота nij , яка вiдповiдає кiлькостi об’єктiв з i-м значенням ознаки
X i j-м значенням ознаки Y (табл. 7.1).

Частинним випадком двовимiрної таблицi спряженостi є чотири-
клiтинна таблиця — частотна таблиця, побудована для двох дихо-
томiчних ознак. Необхiднiсть вивчення саме таких таблиць пов’яза-
на насамперед з тим, що у процесi їх аналiзу можна виявити те, що
неможливо виявити з таблиць бiльшої розмiрностi. За допомогою
спецiально органiзованих чотириклiтинних таблиць можливо пере-
йти вiд вивчення глобальних зв’язкiв (мiж ознаками загалом) до ви-
вчення локальних (мiж окремими значеннями дослiджуваних ознак)
або промiжних мiж першими та другими. Крiм того, багато вiдомих
коефiцiєнтiв кореляцiї для чотириклiтинних таблиць збiгаються, дає
змогу уникати зайвих розрахункiв.

317



Роздiл 7. Кореляцiйний аналiз

Таблиця 7.1
Загальний вигляд двомiрної таблицi спряженостi

Номер значення
ознаки X

Номер значення ознаки Y

1 2 3 . . . j . . . m

1 n11 n12 n13 . . . n1j . . . n1m

2 n21 n22 n23 . . . n2j . . . n2m

3 n31 n32 n33 . . . n3j . . . n3m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

i ni1 ni2 ni3 . . . nij . . . nim

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n nn1 nn2 nn3 . . . nnj . . . nnm

Отже, перейдемо безпосередньо до коефiцiєнтiв кореляцiї для чо-
тириклiтинних таблиць.

Для зручностi частоти n11, n12, n21 i n22 чотириклiтинних та-
блиць позначимо вiдповiдно як a, b, c i d (табл. 7.2)1.

Таблиця 7.2
Загальний вигляд чотириклiтинної таблицi спряженостi

Номер значення
ознаки X

Номер значення ознаки Y
Разом1 2

1 a b a + b

2 c d c + d

Разом a + c b + d a + b + c + d

Усi вiдомi коефiцiєнти зв’язку для чотириклiтинних таблиць ба-
зуються на порiвняннi часток

a

a + c
i

b

b + d
,

що по сутi вiдповiдає на питання, чи пропорцiйнi стовпцi (або рядки)
частотної таблицi. Точнiше, порiвнюють не власне частки, а визна-

1Часто як значення дихотомiчних шкал беруть 1 (об’єкт має певну ознаку) i
0 (об’єкт не має певної ознаки) або 1 i −1 (для акцентування уваги на протиле-
жностi значень).
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чають рiзницю
ad− bc.

Якщо ця рiзниця дорiвнює нулю, то частки однаковi, а це озна-
чає вiдсутнiсть статистичного зв’язку, адже розподiл дослiджуваної
ознаки X не залежить вiд розподiлу дослiджуваної ознаки Y . Однак
користуватися цiєю рiзницею в такому виглядi не можна, позаяк її
можливе абсолютне значення не обмежене, тобто в цьому разi дуже
важко визначити тiсноту зв’язку. Для визначення тiсноти зв’язку
вказану рiзницю потрiбно нормувати так, щоб вона набувала зна-
чень вiд −1 до 1 (при цьому знак вказував би напрям зв’язку) або
вiд 0 до 1 (у цьому разi коефiцiєнт кореляцiї вказуватиме лише силу
зв’язку).

Розглянемо два найпопулярнiших коефiцiєнти.
Коефiцiєнт асоцiацiї Юла

Q =
ad− bc

ad + bc
.

Коефiцiєнт контингенцiї

Φ =
ad− bc√

(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)
.

Основнi властивостi цих коефiцiєнтiв полягають у такому:
• обидва коефiцiєнти набувають значень з iнтервалу вiд −1 до

+1 (тобто вони “напрямленi”);
• дорiвнюють нулю за вiдсутностi статистичної залежностi, про

яку вже йшлося;
• набувають абсолютного значення одиницi в рiзних випадках:

коефiцiєнт Юла при b = 0 або c = 0;
коефiцiєнт контингенцiї при a = d = 0 або b = c = 0;

• якщо значення ознак узяти такими, що дорiвнюють нулю або
одиницi, то обчислений за звичайними правилами коефiцiєнт коре-
ляцiї збiгатиметься з коефiцiєнтом контингенцiї.

За третьою властивiстю для кожного коефiцiєнта можна вирi-
знити певнi закономiрностi. Припустимо, дослiджується зв’язок мiж
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статтю i схильнiстю до палiння. Рiвнiсть абсолютного значення кое-
фiцiєнта контингенцiї одиницi означатиме або “усi чоловiки палять,
а всi жiнки не палять”, або “усi жiнки палять, а всi чоловiки не
палять”. Однак виявити залежнiсть на кшталт “усi чоловiки палять,
а жiнки не палять (тобто не всi)” неможливо. У подiбних ситуацiях
можна виявити коефiцiєнт асоцiацiї Юла (саме в таких випадках аб-
солютне значення цього коефiцiєнта дорiвнює одиницi). Якщо казати
бiльш строго, коефiцiєнт контингенцiї вимiрює двобiчний зв’язок, а
коефiцiєнт Юла — однобiчний.

Приклад 7.1.1. Розглянемо двi дихотомiчнi ознаки: стать (1 —
чоловiк, 0 — жiнка) i палiння (1 — палить, 0 — не палить). Припу-
стимо, для перевiрки зв’язку мiж статтю i палiнням дослiджено 100
осiб (див. таблицю).

Чотириклiтинна таблиця спряженостi мiж ознаками
“стать” i “палiння”

Схильнiсть до
палiння

Стать
РазомЧоловiк Жiнка

Палить 42 18 60
Не палить 13 27 40

Разом 55 45 100

Чи взаємопов’язанi статистично дослiджуванi ознаки “стать” i
“палiння”?

Для цього обчислимо коефiцiєнти асоцiацiї Юла та контингенцiї:

Q =
ad− bc

ad + bc
=

42 · 27− 18 · 13
42 · 27 + 18 · 13

=
1134− 234
1134 + 234

=
900
1368

≈
≈ 0,6579;

Φ =
ad− bc√

(a + b)(c + d)(a + c)(b + d)
=

=
42 · 27− 18 · 13√

(42 + 18)(13 + 27)(42 + 13)(18 + 27)
=
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=
1134− 234√
60 · 40 · 55 · 45

=
900√

5940000
=

3√
66
≈

≈ 0,3693.

Як бачимо, цi коефiцiєнти вiдмiннi вiд нуля i водночас суттєво
рiзняться. Зважаючи на однобiчнiсть коефiцiєнта Юла i двобiчнiсть
коефiцiєнта контингенцiї, доходимо висновку: залежнiсть мiж озна-
ками “стать” i “палiння” iснує, причому вона швидше однобiчна, нiж
багатобiчна, тобто з-помiж чоловiкiв бiльшiсть палить, а з-помiж жi-
нок такої явної переваги до непалiння, як у чоловiкiв до палiння, не
спостерiгається1.

7.1.2. Коефiцiєнти кореляцiї, що базуються
на критерiї χ2 Пiрсона

Алгоритм розрахунку коефiцiєнта кореляцiї, що базується на
критерiї χ2 Пiрсона, полягає в такому.

1. Висувають основну гiпотезу про вiдсутнiсть зв’язку мiж дослi-
джуваними номiнальними змiнними.

2. Обчислюють емпiричне значення критерiю χ2 Пiрсона так, як
у п. 6.4.5.

3. На пiдставi порiвняння отриманого емпiричного значення χ2 з
теоретичним основна гiпотеза пiдтверджується чи вiдхиляється.

4. Для оцiнювання сили кореляцiйного зв’язку емпiричне значен-
ня χ2 нормують так, щоб абсолютне значення коефiцiєнта кореляцiї
не перевищувало одиницi. Найвiдомiшi коефiцiєнти кореляцiї Пiрсо-
на, Чупрова i Крамера. Обчислюють їх за такими формулами:

P =

√
χ2

χ2 + n
;

1Насправдi, це не все. Для остаточного висновку потрiбно перевiрити гiпотезу
про значущiсть обчислених коефiцiєнтiв кореляцiї. Методики перевiрки наведено
в [13].
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T =

√
χ2

n(c− 1)(r − 1)
;

K =

√
χ2

n min{c− 1, r − 1} ,

де n — обсяг вибiрки; c, r — кiлькiсть розрядiв дослiджуваної ознаки
вiдповiдно першої та другої (тобто кiлькiсть рядкiв i стовпцiв дво-
вимiрної таблицi спряженостi).

Опишемо окремi властивостi зазначених коефiцiєнтiв кореляцiї.
По-перше, усi коефiцiєнти набувають значень з iнтервалу вiд нуля

до одиницi i дорiвнюють нулю в разi статистичної незалежностi. По-
друге, усi цi показники симетричнi вiдносно дослiджуваних ознак,
тобто за їх допомогою неможливо визначити залежну та незалежну
змiннi й те, яка змiнна на яку “впливає”. Недолiк коефiцiєнта кореля-
цiї Пiрсона полягає в тому, що його максимальне значення залежить
вiд розмiрностi таблицi спряженостi 1. Це спричинює утруднення при
порiвняннi таблиць рiзної розмiрностi. Для виправлення цiєї власти-
востi коефiцiєнта Пiрсона (запропонованого першим) Чупров увiв
iнший коефiцiєнт, але i його максимальне значення досягає одиницi
лише в разi рiвностi кiлькостi розрядiв дослiджуваних ознак (c = r) i
менше вiд одиницi при c 6= r. З перелiчених лише коефiцiєнт кореля-
цiї Крамера може досягати одиницi незалежно вiд вигляду таблиць
спряженостi. Для квадратних таблиць спряженостi (c = r) коефiцi-
єнти Чупрова та Крамера збiгаються, в усiх iнших випадках K > T .

Суттєвий недолiк коефiцiєнтiв кореляцiї, що базуються на кри-
терiї χ2 Пiрсона, полягає в тому, що всi вони припускають iснуван-
ня деякої латентної 2 числової неперервної випадкової величини, що
вiдповiдає вихiднiй номiнальнiй змiннiй.

1Максимального значення коефiцiєнт кореляцiї Пiрсона досягає при c = r,
але залежить вiд кiлькостi розрядiв. Наприклад, якщо c = 3, то P 6 0, 8, якщо
c = 5, то P 6 0, 89 i так до кiнця.

2Термiн “латентна” тут використовується доволi умовно. У теорiї соцiологi-
чного вимiрювання вважається, що латентна така змiнна, яка принципово не
пiддається безпосередньому вимiрюванню. Натомiсть вихiдна змiнна вимiрюєть-
ся безпосередньо.
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Приклад 7.1.2. Повернiмося до прикладу 6.4.6 1. Переформу-
люємо запитання цього прикладу. Чи залежить кiлькiсть пропускань
слiв при вимiрюваннi вибiрковостi перцептивної уваги вiд належно-
стi дослiджуваного до групи студентiв чи артистiв балету?

Спочатку переформулюємо гiпотези.
H0: розподiли помилок (пропускань слiв) не залежать вiд на-

лежностi дослiджуваного до студентiв чи артистiв балету;
H1: розподiли помилок (пропускань слiв) залежать вiд належ-

ностi дослiджуваного до студентiв чи артистiв балету.
Нагадаємо, що в цьому разi емпiричне значення критерiю χ2 Пiр-

сона
χ2
емп ≈ 43,94.

Це дає змогу вiдхилити основну гiпотезу, тобто розподiли поми-
лок (пропускань слiв) залежать вiд належностi дослiджуваного до
студентiв чи артистiв балету (артисти балету помилялися частiше).

Оцiнимо рiвень залежностi змiнних за допомогою вiдомих коефi-
цiєнтiв кореляцiї Пiрсона, Чупрова i Крамера:

P =

√
χ2

χ2 + n
=

√
43,94

43,94 + 241
≈ 0,3927;

T =

√
χ2

n(c− 1)(r − 1)
=

√
43,94

241 · (5− 1)(2− 1)
≈ 0,2135;

K =

√
χ2

nmin{c− 1, r − 1} =

√
43,94

241min{5− 1, 2− 1} ≈ 0,4270.

Знайденi коефiцiєнти кореляцiї вказують на слабкий (коефiцiєнт
Чупрова) чи помiрний (коефiцiєнти Пiрсона i Крамера) зв’язок мiж
дослiджуваними змiнними, але водночас ця кореляцiя високозначу-
ща. Крiм того, коефiцiєнт Чупрова при c 6= r (у розглядуваному

1Доречнiшим був би приклад, в якому обидвi ознаки були номiнальнi (у роз-
глядуваному випадку поєднання номiнальної ознаки з числовою). Однак це не
впливає на математичнi викладки, бо значення числової ознаки в пiдрахунках
безпосередньої участi не беруть. У цьому прикладi ми зекономимо час на пiдра-
хунку емпiричного значення критерiю Пiрсона.
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випадку c = 5, r = 2), особливо при iстотнiй вiдмiнностi c i r, погано
виявляє кореляцiйний зв’язок.

Отже, доходимо висновку: зв’язок мiж дослiджуваними змiнними
помiрний.

7.1.3. Коефiцiєнти кореляцiї, що базуються
на моделях прогнозу

Розглянемо мiри кореляцiї, що базуються на так званих моделях
прогнозу. При цьому ознаки вважатимемо пов’язаними, якщо реа-
лiзоване значення однiєї з ознак дає змогу доволi добре передбачи-
ти значення iншої. Наприклад, при спробi визначити вiк довiльним
способом вибраної особи нею може виявитися людина будь-якого вi-
ку, тобто ймовiрнiсть того, що це буде людина вiком 20 чи 40 рокiв,
майже не вiдрiзнятиметься, а якщо розглянемо лише студентiв ста-
цiонару, то ймовiрнiсть того, що така людина буде старша 30 рокiв,
дуже близька до нуля. Отже, у цьому разi прогностичнi здiбностi
рiзко полiпшуються.

Перейдемо до формального визначення мiри зв’язку, що вiдпо-
вiдає моделям прогнозу.

Найпоширенiшi три мiри (коефiцiєнти) λ Гуттмана: двi на-
прямленi й одна — усереднення двох перших. Напрямленiсть озна-
чає, що за даними однiєї з ознак можна визначити здатнiсть до
прогнозування iншої, причому ця мiра не надає жодної iнформа-
цiї про можливiсть прогнозування у зворотному напрямi. Iншими
словами, для того щоб виявити мiру зв’язку мiж двома ознаками,
необхiдно розрахувати два коефiцiєнти, кожний з яких характери-
зує силу зв’язку в певному напрямi — вiд першої ознаки до другої i
навпаки.

Подамо формулу для обчислення лише одного коефiцiєнта λ Гут-
тмана1:

1Зрозумiло, другий коефiцiєнт λxy обчислюється за допомогою перестанов-
лення стовпцiв i рядкiв таблицi спряженостi, а третiй — усереднений — середнє
арифметичне перших двох:

λ =
λyx + λxy

2
.
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λyx =

∑

i

max
j

nij −max
i

∑

j

nij

n−max
i

∑

j

nij

.

Пояснимо змiст цiєї формули на прикладi.

Приклад 7.1.3. Припустимо, необхiдно визначити рiвень задо-
волення навчанням студентiв певного вищого навчального закла-
ду. Ознакою X є спецiальнiсть, за якою навчаються студенти, а
ознакою Y — рiвень задоволення навчанням за трибальною систе-
мою: “незадоволений” (рiвень 1), “задоволений” (рiвень 2), “дуже
задоволений” (рiвень 3). Данi дослiдження1 подано в таблицi.

Таблиця спряженостi двох ознак: спецiальнiсть студента (X)
i його задоволення навчанням (Y )

Майбутня спецiальнiсть
студента (X)

Кiлькiсть студентiв з
рiвнем задоволення

навчанням (Y )
Максимальна

частота

Загальна
кiлькiсть
студентiв

1 2 3
Соцiологiя 15 27 48 48 90
Соцiальна робота 19 14 28 28 61
Практична психологiя 11 25 58 58 94
Медична психологiя 23 17 12 23 52
Максимальна частота 23 27 58 108

Разом 68 83 146 157 297

За наведеними дослiджуваними даними розраховуємо коефiцiєн-
ти Гуттмана:

λyx =

∑

i

max
j

nij −max
i

∑

j

nij

n−max
i

∑

j

nij

=

1Данi для цього прикладу дiбрано спецiально, тобто вони не експерименталь-
нi.

325



Роздiл 7. Кореляцiйний аналiз

=
(48 + 28 + 58 + 23)−max{68; 83; 146}

297−max{68; 83; 146} =
157− 146
297− 146

=
11
151

≈

≈ 0,0728;

λxy =

∑

j

max
i

nji −max
j

∑

i

nji

n−max
j

∑

i

nji

=

=
(23 + 27 + 58)−max{90; 61; 94; 52}

297−max{90; 61; 94; 52} =
108− 94
297− 94

=
14
203

≈

≈ 0,0690;

λ =
λyx + λxy

2
≈ 0,0728

0,0690
≈ 0,709.

При обчисленнi цих коефiцiєнтiв виявляється наявнiсть у рядках
(у другому випадку — у стовпцях) модальних груп, тобто яскраво ви-
раженого “рiвня задоволення навчанням”. З огляду на данi таблицi
таких груп немає, що пiдтверджується малими значеннями коефiцi-
єнтiв.

Дослiдники вирiзняють такi властивостi коефiцiєнта Гуттма-
на:

1. Вiн змiнюється вiд нуля до одиницi.
2. Вiн дорiвнює одиницi лише тодi, коли в кожному рядку (у дру-

гому випадку — у стовпцi) заповнена лише одна клiтинка. Iншими
словами, можна наприклад, стовiдсотково правильно спрогнозувати
значення “рiвня задоволення навчанням” за вiдомою “майбутньою
спецiальнiстю студента”.

3. Вiн дорiвнює нулю у двох випадках: коли всi частоти зосере-
дженi в одному рядку чи стовпцi та коли вiдсутнiй феномен модаль-
ностi, тобто спостерiгається повна “розмитiсть” даних у таблицi спря-
женостi. При цьому зауважимо, що в першому випадку обидва на-
прямленi коефiцiєнти Гуттмана дорiвнюють нулю, хоча за елемен-
тарною логiкою знання про те, що всi студенти однаково “задоволенi
навчанням”, робить прогноз безпомилковим (властивiсть 1). Тому
кажуть, що коефiцiєнт Гуттмана “погано поводиться в нулi”.
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7.2. Рангова кореляцiя

На практицi соцiологiчнi та психологiчнi дослiдники мають спра-
ву переважно з ознаками, рiвнi яких вимiрюються в нечислових шка-
лах. Якщо данi дослiджень можна впорядкувати (наприклад, за зро-
станням), то для дослiдження кореляцiйного зв’язку мiж дослiджу-
ваними ознаками чи факторами використовують так званi коефiцi-
єнти рангової кореляцiї. Їх простота, широкi можливостi та унiвер-
сальнiсть виявляються насамперед у тому, що вони застосовнi до
будь-яких числових чи ранжованих даних i їх легко обчислити без
жодних технiчних засобiв.

7.2.1. Коефiцiєнт рангової кореляцiї rs Спiрмена

Методом рангової кореляцiї Спiрмена можна визначити силу i
напрям кореляцiйного зв’язку мiж двома ознаками чи двома про-
фiлями (iєрархiями) ознак. Даними для застосування цього методу
можуть бути такi значення:

• двох ознак однiєї i тiєї самої групи дослiджуваних;
• двох iндивiдуальних iєрархiй ознак двох дослiджуваних за

одним i тим самим набором ознак;
• двох групових iєрархiй ознак;
• iндивiдуальної та групової iєрархiй ознак.

Обмеження критерiю rs

Перед застосуванням критерiю rs потрiбно перевiрити такi
умови-обмеження.

1. Данi повиннi бути поданi принаймнi в порядковiй шкалi.
2. Кiлькiсть значень вибiрки за кожною змiнною не повинна бу-

ти меншою вiд 5. Верхня межа обмежується наявними таблицями
(у табл. Д.2.15 n 6 40).

3. За великої кiлькостi однакових рангiв однiєї чи обох змiнних
коефiцiєнт рангової кореляцiї rs Спiрмена дає дуже “грубi” значення.
У цьому разi необхiдно внести поправку на однаковi ранги.
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Алгоритм розрахунку критерiю rs

Розрахунок критерiю rs зручно подати у виглядi алгоритму.
1. Визначити змiннi, що порiвнюватимуться.
2. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю rs.
3. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: кореляцiя мiж дослiджуваними змiнними не вiдрiзняється

вiд нуля;
H1: кореляцiя мiж дослiджуваними змiнними достовiрно вiдрi-

зняється вiд нуля.
4. Проранжувати значення порiвнюваних змiнних окремо за ко-

жною змiнною. При цьому менший ранг отримує менше значення
(правила ранжування див. у п. 1.3.5). Ранги записати поряд з вiдпо-
вiдними значеннями.

5. Розрахувати рiзницi di мiж рангами вiдповiдних рiвнiв дослi-
джуваних змiнних.

6. Обчислити квадрати рiзниць d2
i i їх суму

∑

i

d2
i .

7. За однакових рангiв розрахувати поправки:

Ta =
∑ a3 − a

12
, Tb =

∑ b3 − b

12
,

де a, b — обсяг кожної групи однакових рангiв у ранговому ряду
вiдповiдно першому та другому.

8. Розрахувати коефiцiєнт рангової кореляцiї rs:
• за вiдсутностi однакових рангiв

rемпs = 1− 6

∑

i

d2
i

n(n2 − 1)
,

де n — кiлькiсть рiвнiв порiвнюваних змiнних;
• за наявностi однакових рангiв

rемпs = 1− 6

∑

i

d2
i + Ta + Tb

n(n2 − 1)
.
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9. За табл. Д.2.15 визначити критичнi значення коефiцiєнта r0,05
s

i r0,01
s для заданого n.
10. Якщо |rемпs | > r0,01

s , гiпотеза H0 вiдхиляється, якщо
|rемпs | 6 r0,05

s — приймається. Якщо r0,05
s < |rемпs | < r0,01

s , гiпотеза
H0 вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%).

Приклад 7.2.1. У дослiдженнях, що моделюють дiяльнiсть авiа-
диспетчерiв, група дослiджуваних студентiв фiзичного факультету
Ленiнградського державного унiверситету проходила практику пе-
ред початком роботи на тренажерi. Дослiджуванi мали розв’язати
задачi вибору оптимального типу злiтно-посадочної смуги для зада-
ного типу лiтака1. Данi дослiдження поданi в табл. 1.

Таблиця 1
Показники кiлькостi помилок, зроблених пiд час тренувальної

сесiї, i рiвня вербального iнтелекту студентiв-фiзикiв

№
пор.

Код iменi
спостережуваного

Кiлькiсть
помилок

Показник вербального
iнтелекту

1 2 3 4
1 Т. А. 29 131
2 П. А. 54 132
3 Ч. I. 13 121
4 Ц. А. 8 127
5 См. А. 14 136
6 К. Є. 26 124
7 К. А. 9 134
8 Б. Л. 20 136
9 I. А. 2 132
10 Ф. В. 17 136

Сума 192 1309
Середнє 19,2 130,9

Чи пов’язана кiлькiсть помилок, зроблених дослiджуваними пiд
час тренувальної сесiї, з показником вербального iнтелекту, обчисле-
ним за методикою Д. Векслера?

1Цей приклад запозичено з [17].
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Як бачимо, обмеження критерiю rs задовольняються: данi пред-
ставлено щонайменше в порядковiй шкалi, кiлькiсть значень вибiрки
бiльше п’яти (10).

Сформулюємо основну й альтернативну гiпотези:
H0: кореляцiя мiж показниками кiлькостi помилок i рiвнем вер-

бального iнтелекту не вiдрiзняється вiд нуля;
H1: кореляцiя мiж показниками кiлькостi помилок i рiвнем вер-

бального iнтелекту статистично значуще вiдрiзняється вiд нуля.
Проранжуємо обидва показника вiд найменшого до найбiльшого,

пiдрахуємо рiзницi мiж рангами та пiднесемо їх до квадрату. Данi
занесемо в табл. 2.

Таблиця 2
Розрахунок d2 для рангового коефiцiєнта кореляцiї Спiрмена
rs при порiвняннi показникiв кiлькостi помилок i вербального

iнтелекту студентiв-фiзикiв

№
пор.

Код iменi
спостере-
жуваного

Кiлькiсть помилок Показник вербального
iнтелекту

Рiзниця
рангiв

d

d2

Значення Ранг Значення Ранг
1 2 3 4 5 6 7 8
1 Т. А. 29 9 131 4 5 25
2 П. А. 54 10 132 5,5 4,5 20,25
3 Ч. I. 13 4 121 1 3 9
4 Ц. А. 8 2 127 3 −1 1
5 См. А. 14 5 136 9 −4 16
6 К. Є. 26 8 124 2 6 36
7 К. А. 9 3 134 7 −4 16
8 Б. Л. 20 7 136 9 −2 4
9 I. А. 2 1 132 5,5 −4,5 20,25
10 Ф. В. 17 6 136 9 −3 9

Сума 55 55 0 156,5

Оскiльки деякi показники вербального iнтелекту мають однаковi
ранги, розрахуємо поправку:

Tb =
∑ b3 − b

12
=

23 − 2
12

+
33 − 3

12
=

6
12

+
24
12

= 2,5.
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Емпiричне значення коефiцiєнта рангової кореляцiї

rемпs = 1− 6 ·

∑

i

d2
i + Ta + Tb

n · (n2 − 1)
= 1− 6 · 156,5 + 0 + 2,5

10 · (102 − 1)
=

2
55
≈ 0,036.

За табл. Д.2.15 визначимо критичнi значення коефiцiєнта r0,05
s i

r0,01
s для заданого n = 10:

r0,05
s = 0,64; r0,01

s = 0,79.

Оскiльки |rемпs | 6 r0,05
s , гiпотеза H0 приймається. Кореляцiя мiж

показниками кiлькостi помилок i рiвнем вербального iнтелекту не
вiдрiзняється вiд нуля.

7.2.2. Коефiцiєнт рангової кореляцiї rk Кендалла
Методом рангової кореляцiї Кендалла, як i Спiрмена, можна ви-

значити силу i напрям кореляцiйного зв’язку мiж двома ознаками чи
профiлями (iєрархiями) ознак. Вимоги до даних для використання
цього методу такi самi, як i для методу рангової кореляцiї rs Спiр-
мена.

Обмеження критерiю rk

Перед застосуванням критерiю rk потрiбно перевiрити такi
умови-обмеження.

1. Данi повиннi бути поданi принаймнi в порядковiй шкалi.
2. Кiлькiсть значень вибiрки за кожною змiнною не повинна бути

меншою вiд 4. Верхньої межi не iснує, але застосування критерiю rk

при доволi великiй кiлькостi значень значно ускладнює його розра-
хунок.

Алгоритм розрахунку критерiю rk

Розрахунок критерiю rk зручно подати у виглядi алгоритму.
1. Визначити змiннi, що порiвнюватимуться.
2. Перевiрити, чи виконуються умови застосування критерiю rk.
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3. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: кореляцiя мiж дослiджуваними змiнними не вiдрiзняється

вiд нуля;
H1: кореляцiя мiж дослiджуваними змiнними достовiрно вiдрi-

зняється вiд нуля.
4. Проранжувати значення порiвнюваних змiнних окремо за ко-

жною змiнною. При цьому менший ранг отримує менше значення
(правила ранжування див. у п. 1.3.5). Ранги записати поряд з вiдпо-
вiдними значеннями.

5. Розташувати у порядку зростання ранги першої змiнної i за-
писати поруч вiдповiднi ранги другої змiнної. Записати данi у два
рядки.

6. Розрахувати кiлькiсть рангiв у другому рядку, що перевищу-
ють перший ранг другого рядка. Викреслити перший ранг другого
рядка. Розрахувати кiлькiсть рангiв у другому рядку, що перевищу-
ють другий ранг другого рядка. Викреслити другий ранг другого
рядка i так до кiнця. Суму цих значень позначити R.

7. Розрахувати коефiцiєнт рангової кореляцiї rk:

rемпk =
4R

N(N − 1)
− 1,

де N — кiлькiсть рiвнiв порiвнюваних змiнних.
8. Визначити критичнi значення коефiцiєнта r0,05

s i r0,01
s для за-

даного N за формулою

rα
k = zкр(α)

√
2(2N + 5)
9N(N − 1)

,

де zкр(α) — критичне значення двобiчного тесту (див. пiдрозд. 6.1)1.
9. Якщо |rемпk | > r0,01

k , гiпотеза H0 вiдхиляється, якщо
|rемпk | 6 r0,05

k — приймається. Якщо r0,05
k < |rемпk | < r0,01

k , гiпотеза
H0 вiдхиляється на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%).

1Нагадаємо, що zкр(0,05) = 1,96, zкр(0,01) = 2,58.
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Приклад 7.2.2. Повернiмося до прикладу 7.2.1. Скориставшись
табл. 2 цього прикладу, запишемо у два рядки розташованi в порядку
зростання ранги першої змiнної i вiдповiднi ранги другої.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5,5 3 7 1 9 9 9 2 4 5,5

Розрахуємо кiлькiсть рангiв у другому рядку, що перевищують
перший ранг другого рядка. Бачимо, що число 5,5 перевищують 4
значення з другого рядка. Викреслюємо перший ранг другого рядка
(5,5). Розрахуємо кiлькiсть рангiв у другому рядку, що перевищують
другий ранг другого рядка: число 3 перевищують 6 значень.

Продовжуючи в такий спосiб, остаточно отримаємо таку суму
цих значень:

R = 4 + 6 + 3 + 6 + 0 + 0 + 0 + 2 + 1 = 22.

Розрахуємо коефiцiєнт рангової кореляцiї rk:

rемпk =
4R

N(N − 1)
− 1 =

4 · 22
10(10− 1)

− 1 = − 1
45
≈ −0,022.

Визначимо критичнi значення коефiцiєнта r0,05
s i r0,01

s для зада-
ного N = 10:

r0,05
k = zкр(0,05)

√
2(2N + 5)
9N(N − 1)

= 1,96

√
2(2 · 10 + 5)
9 · 10(10− 1)

≈ 0,487;

r0,01
k = zкр(0,01)

√
2(2N + 5)
9N(N − 1)

= 2,58

√
2(2 · 10 + 5)
9 · 10(10− 1)

≈ 0,641.

Оскiльки |rемпs | 6 r0,05
s , гiпотеза H0 приймається. Тобто, як i у

прикладi 7.2.1, кореляцiя мiж показниками кiлькостi помилок i рiв-
нем вербального iнтелекту не вiдрiзняється вiд нуля.
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7.3. Лiнiйна кореляцiя
У разi дослiдження залежностi ознак, що вимiрюються в число-

вих шкалах, використовують класичний регресiйний аналiз. Його
основна iдея полягає у знаходженнi функцiональної залежностi ви-
гляду

Y = f(X),

де X, Y — змiнна вiдповiдно незалежна i залежна.
Оскiльки вихiдна залежнiсть не функцiональна, а статистична,

то цей вираз має доволi умовний характер — насправдi шукають не
точне значення ознаки Y за вiдомим значенням ознаки X, а очiку-
ване середнє значення ознаки Y , яке позначають YX .

Обмежимося лiнiйною кореляцiєю, тобто залежнiстю вигляду

YX = kX + b,

де k, b — деякi константи.
Для соцiологiчних та психологiчних даних типовою є ситуацiя,

коли одному значенню X вiдповiдає кiлька значень Y (на рис. 7.1 цю
ситуацiю зображено точками). Задача полягає у знаходженнi такої
прямої, яка б якнайкраще наближала до себе отриманi статистичнi
данi.
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Рис. 7.1. Принципова схема прямої лiнiї регресiї

Таку пряму, побудовану за даними вибiрки, називають вибiрко-
вою прямою лiнiєю регресiї .
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7.3. Лiнiйна кореляцiя

Наведемо бiльш строге означення.
Означення 7.2. Нехай ознаки Y i X — незалежна i залежна

змiннi. Вибiрковим рiвнянням прямої лiнiї регресiї Y на X назива-
ють рiвняння

YX − Y = rXY
σY

σX
(X −X),

де YX — умовне середнє; Y , X — вибiрковi середнi; σY , σX — вибiрко-
ве стандартне вiдхилення ознаки вiдповiдно Y i X; rXY — вибiрковий
коефiцiєнт лiнiйної кореляцiї ,

rXY =
XY −X · Y

σXσY
.

Для того щоб перевiрити гiпотезу про значущiсть вибiркового
коефiцiєнта лiнiйної кореляцiї (i тим самим значущiсть лiнiї регресiї),
потрiбно слiдувати такому алгоритму1.

Алгоритм перевiрки гiпотези про значущiсть вибiркового
коефiцiєнта лiнiйної кореляцiї rXY

1. Визначити змiннi, що порiвнюватимуться.
2. Знайти коефiцiєнт лiнiйної кореляцiї rXY .
3. Сформулювати основну i альтернативну гiпотези.
H0: кореляцiя мiж дослiджуваними змiнними не вiдрiзняється

вiд нуля;
H1: кореляцiя мiж дослiджуваними змiнними достовiрно вiдрi-

зняється вiд нуля.
4. Розрахувати емпiричне значення критерiю t:

tемп = rXY

√
n− 2

1− r2
XY

,

де n — обсяг вибiрки.
1Насправдi перед застосуванням цього алгоритму необхiдно перевiрити гiпо-

тезу про нормальний розподiл сукупностi (X, Y ). На жаль, тут цi алгоритми не
наводитимемо через їх складнiсть. На практицi a priori виходять з припущення,
що сукупнiсть (X, Y ) розподiлена нормально.
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Роздiл 7. Кореляцiйний аналiз

5. Визначити критичнi точки t0,05 i t0,01 t-розподiлу Стьюдента
для двобiчної критичної областi за заданою кiлькiстю ступенiв вiль-
ностi k = n− 2 (див. табл. Д.2.21).

6. Якщо |tемп| > t0,05, гiпотеза H0 вiдхиляється, якщо
|tемп| 6 r0,01

k — приймається. Якщо r0,01
k < |tемп| < t0,05, гiпотеза

H0 приймається на рiвнi значущостi 0,05 (або 5%).
Приклад 7.3.1. На основi дослiджень доходiв населення деякого

населеного пункту було отримано кореляцiйну таблицю залежностi
рiвня мiсячних доходiв вiд вiку1.

Кореляцiйна таблиця залежностi вiд вiку (ознака Y ) рiвня
мiсячних доходiв (ознака X) серед 42 працевлаштованих осiб

Мiсячний
дохiд X, грн.

Кiлькiсть працевлаштованих осiб при Y (вiк, рокiв)
nXдо 28 28–38 38–48 48–58 58 i старше

1 2 3 4 5 6 7
< 550 4 3 — — — 7
550–750 1 4 4 — — 9
750–950 — 1 7 5 — 13
950–1150 — — 2 5 3 10
> 1150 — — — 1 2 3

nY 5 8 13 11 5 n = 42

Знайти вибiркове рiвняння прямої лiнiї регресiї Y на X за дани-
ми кореляцiйної таблицi. При цьому використовуватимемо середнi
значення iнтервалiв (450, 650, 850, 1050, 1250 для ознаки X; 23, 33,
43, 53, 63, 73 для Y ).

Знайдемо X, Y :

X =
7 · 450 + 9 · 650 + 13 · 850 + 10 · 1050 + 3 · 1250

42
=

2450
3

≈ 816,7;

Y =
5 · 23 + 8 · 33 + 13 · 43 + 11 · 53 + 5 · 63

42
=

306
7
≈ 43,7.

1Данi для цього прикладу пiдiбрано спецiально, вони не базуються на реаль-
них дослiдженнях.
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7.3. Лiнiйна кореляцiя

Визначимо X2, Y 2:

X2 =
7 · 4502 + 9 · 6502 + 13 · 8502 + 10 · 10502 + 3 · 12502

42
=

=
15162500

21
≈ 722023,8;

Y 2 =
5 · 232 + 8 · 332 + 13 · 432 + 11 · 532 + 5 · 632

42
=

43069
21

≈
≈ 2050,9.

Обчислимо σX , σY :

σX =
√

X2 −X
2

=

√
15162500

21
−

(
2450

3

)2

≈ 234,7;

σY =
√

Y 2 − Y
2

=

√
43069

21
−

(
306
7

)2

≈ 11,8.

Розрахуємо XY :

XY = (23 · 450 · 4 + 33 · 450 · 3 + 23 · 650 · 1 + 33 · 650 · 4 + 43 · 650 · 4 +
+ 33 · 850 · 1 + 43 · 850 · 7 + 53 · 850 · 5 + 43 · 1050 · 2 +
+ 53 · 1050 · 5 + 63 · 1050 · 3 + 53 · 1250 · 1 + 63 · 1250 · 2)/42 =

=
266400

7
≈ 38057,1.

Тодi вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї

rXY =
XY −X · Y

σXσY
≈ 38057,1− 816,7 · 43,7

234,7 · 11,8
≈ 0,849.

Отримане значення свiдчить про сильну або тiсну пряму (дода-
тну) лiнiйну кореляцiю. Перевiримо її значущiсть.

Сформулюємо основну i альтернативну гiпотези.
H0: кореляцiя мiж дослiджуваними змiнними не вiдрiзняється

вiд нуля;
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H1: кореляцiя мiж дослiджуваними змiнними достовiрно вiдрi-
зняється вiд нуля.

Розрахуємо емпiричне значення критерiю t:

tемп = rXY

√
n− 2

1− r2
XY

= 0,849
√

42− 2
1− 0,8492

≈ 10,16.

Визначимо критичнi точки t0,05 i t0,01 t-розподiлу Стьюдента для
двобiчної критичної областi за заданою кiлькiстю ступенiв вiльно-
стi k = n− 2 = 42− 2 = 40 (див. табл. Д.2.21):

t0,05 = 2,02; t0,01 = 2,70.

Оскiльки |tемп| > t0,05, гiпотеза H0 вiдхиляється. Iншими слова-
ми, кореляцiя мiж дослiджуваними змiнними достовiрно вiдрiзняє-
ться вiд нуля.

Висновки
У теорiї та практицi доволi часто постає потреба визначити на-

явнiсть i характер залежностi мiж дослiджуваними ознаками, фа-
кторами тощо. Далеко не завжди така залежнiсть функцiональна.
У цьому разi дослiдник може скористатись кореляцiйним аналiзом,
що дає змогу дiйти висновку не тiльки про наявнiсть зв’язку чи за-
лежностi, а й про її тiсноту та достовiрнiсть.

Тут розглянуто кореляцiйний аналiз номiнальних даних (найпо-
ширенiших у соцiологiчних i психологiчних дослiдженнях), рангових
(коефiцiєнти кореляцiї Кендалла та Спiрмена) та частково числових
(лiнiйна кореляцiя). Кореляцiйний аналiз числових даних подано не-
достатньою мiрою через те, що в соцiологiї та психологiї такi данi
зустрiчаються вкрай рiдко. За необхiдностi з ним можна ознайоми-
тися, наприклад, у [2; 4; 8; 10; 20; 22].

Розглянутi методи дослiдження зв’язкiв i залежностей не дають
повне уявлення про кореляцiйний аналiз, однак їх достатньо для ви-
рiшення бiльшостi задач кореляцiйного аналiзу, що виникають у пра-
ктицi соцiологiчних та психологiчних дослiджень.
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Ключовi поняття

Ключовi поняття

Вибiркове рiвняння прямої лiнiї
регресiї
Вибiрковий коефiцiєнт лiнiйної
кореляцiї
Коефiцiєнт кореляцiї
• асоцiацiї Юла
• контингенцiї
• Крамера
• Пiрсона
• рангової rk Кендалла
• рангової rs Спiрмена
• Чупрова
• λ Гуттмана

Кореляцiйна залежнiсть
Кореляцiйний зв’язок
Кореляцiя
• висока значуща
• вiд’ємна

• додатна
• дуже слабка
• значуща
• криволiнiйна
• лiнiйна
• незначуща
• обернена
• помiрна
• пряма
• середня
• сильна
• слабка
• тiсна

Модель прогнозу
Таблиця спряженостi
• двовимiрна
• чотириклiтинна

Тенденцiя достовiрного зв’язку

Вправи

1. Нехай дослiджується читацька аудиторiя деякого журналу за
статевою ознакою. Припустимо, у результатi опитування 100 осiб
отримано такi данi.

Чотириклiтинна таблиця спряженостi мiж ознаками
“стать” i “читач журналу”

Ставлення до
журналу

Стать
РазомЧоловiк Жiнка

Читач 12 25 37
Не читач 31 32 63

Разом 43 57 100
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Чи взаємопов’язанi статистично дослiджуванi ознаки “стать” i
“читач журналу”? Висновок зробiть, розрахувавши коефiцiєнти асо-
цiацiї Юла та контингенцiї.

2. Повернiмося до прикладу 6.3.3. У ньому йшлося про експери-
мент з дослiдження iнтелектуальної наполегливостi шляхом пропо-
нування анаграм. Переформулюємо запитання цього прикладу. Чи
залежить тривалiсть розв’язання анаграм вiд того, хто їх розв’язує?

Застосуйте до розв’язання цього прикладу критерiй χ2. Висновок
зробiть на основi обчислення коефiцiєнтiв кореляцiї Пiрсона, Чупро-
ва i Крамера.

3. Припустимо, на певному пiдприємствi в результатi дослiджен-
ня було визначено залежнiсть рiвня освiти працiвникiв вiд їх темпе-
раменту. Данi дослiдження подано в таблицi.

Таблиця спряженостi двох ознак: темперамент працiвника (X)
i його рiвень освiти (Y )

Темперамент працiвника X
Кiлькiсть працiвникiв, освiта яких Y

середня вища I–II рiвня вища III–IV рiвня
Холерик 25 47 58
Сангвiнiк 36 51 63
Флегматик 17 35 47
Меланхолiк 11 23 27

За допомогою використання моделей прогнозу, а саме обчислен-
ня трьох коефiцiєнтiв λ Гуттмана, визначте, чи iснує зв’язок мiж
дослiджуваними ознаками. Який напрям цього зв’язку?

4. У дослiдженнi проблем цiннiсної реорiєнтацiї виявлялись iєрар-
хiї термiнальних1 цiнностей за методикою М. Рокича у батькiв i їх
дорослих дiтей2.

Ранги термiнальних цiнностей, отриманi при дослiдженнi пари
“мати — донька” (матерi 66 рокiв, доньцi — 42 роки), поданi в табли-
цi.

1Термiнальний (вiд лат. terminalis — такий, що стосується кiнця) — кiнце-
вий.

2Цей приклад запозичено з [17].
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Вправи

Ранги термiнальних цiнностей за списком М. Рокича
в iндивiдуальних iєрархiях матерi та доньки

№
пор. Термiнальнi цiнностi

Ряд цiнностей в iєрархiї
матерi доньки

1 Активне дiяльне життя 15 15
2 Життєва мудрiсть 1 3
3 Здоров’я 7 14
4 Цiкава робота 8 12
5 Краса природи i мистецтво 16 17
6 Любов 11 10
7 Матерiально забезпечене життя 12 13
8 Наявнiсть вiрних друзiв 9 11
9 Суспiльне визнання 17 5
10 Пiзнання 5 1
11 Продуктивне життя 2 2
12 Розвиток 6 8
13 Розваги 18 18
14 Свобода 4 6
15 Щасливе подружнє життя 13 4
16 Щастя iнших 14 16
17 Творчiсть 10 9
18 Упевненiсть у собi 3 7

Сума 171 171

Чи пов’язанi цi цiннiснi iєрархiї? Для вiдповiдi на це запитання
застосуйте метод рангової кореляцiї Спiрмена.

5. Повернiмося до попереднього прикладу. Розв’яжiть його мето-
дом рангової кореляцiї Кендалла. Висновки порiвняйте з висновками
попереднього прикладу.

6. На основi дослiджень доходiв населення деякого населеного
пункту було отримано таку кореляцiйну таблицю залежностi рiвня
мiсячних доходiв вiд вiку1.

1Данi для цього прикладу пiдiбрано спецiально, вони не базуються на реаль-
них дослiдженнях.
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Кореляцiйна таблиця залежностi вiд вiку (ознака Y ) рiвня
мiсячних доходiв (ознака X) серед 42 працевлаштованих осiб

Мiсячний
дохiд X, грн.

Кiлькiсть працевлаштованих осiб при Y (вiк, рокiв)
nXдо 28 28–38 38–48 48–58 58 i старше

< 550 5 3 — — — 8
550–750 1 3 4 — — 8
750–950 — 1 7 6 — 14
950–1150 — — 2 4 4 10
> 1150 — — — — 2 2

nY 6 7 13 10 6 n = 42

Знайти вибiркове рiвняння прямої лiнiї регресiї Y на X за даними
кореляцiйної таблицi.

Дослiдницький проект

За даними про результати екзаменацiйної сесiї у Вашому iнсти-
тутi виконайте такi завдання.

1. Проаналiзуйте залежнiсть кiлькостi “боржникiв” вiд статi сту-
дента. Для цього складiть чотириклiтинну таблицю спряженостi
двох ознак (“боржник” — “не боржник” i стать) i обчислiть коефiцi-
єнти асоцiацiї Юла та контингенцiї.

2. За допомогою критерiю χ2 Пiрсона та розрахунку коефiцiєнтiв
Пiрсона, Чупрова i Крамера дайте вiдповiдь на запитання: “Чи зале-
жить рiвень успiшностi студента вiд курсу, на якому вiн навчається?”

3. Дослiдiть залежнiсть мiж статтю студента i найнижчою оцiн-
кою, отриманою ним пiд час екзаменацiйної сесiї, за допомогою мо-
делей прогнозу (розрахувавши коефiцiєнти λ Гуттмана). Порiвняйте
результати дослiдження з результатами попереднього пункту.

4. Використовуючи коефiцiєнти рангової кореляцiї Спiрмена i
Кендалла, дослiдiть залежнiсть мiж курсом, на якому навчається
студент, i найнижчою оцiнкою, отриманою ним пiд час екзаменацiй-
ної сесiї.

5. Побудуйте пряму лiнiю регресiї за даними кореляцiйної табли-
цi залежностi рiвня успiшностi (обчислюється як пропорцiя тих, хто
успiшно завершив сесiю) вiд кiлькостi аудиторних годин за навчаль-
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ним планом, вiдведених для кожної дисциплiни. Розрахуйте вибiр-
ковий коефiцiєнт кореляцiї та зробiть висновок.

6. За результатами дослiджень пп. 1–5 сформуйте звiт.



Додатки

Додаток 1

Таблиця випадкових
чисел

Нагадаємо пiдходи до генерування випадкових чисел. У першому
з них (див. п. 4.3.3) використовують спецiальнi таблицi випадкових
чисел, у другому, який не розглядатимемо, — комп’ютернi програми.

Далi наведено таблицю випадкових чисел, користуючись якою,
можна вибрати одне випадкове число.

Зауважимо, що висвiтлюватимуться лише основнi iдеї статисти-
чного дослiдження, а не повний опис усiх професiйних iнструментiв.
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Додаток 1. Таблиця випадкових чисел

У контекстi завдання генерування випадкових чисел це означає, що
табл. Д.2.1 випадкових цифр створено лише з навчальною метою.
Вона надто мала для коректного професiйного застосування.

Генерування одного числа
Одне або кiлька випадкових чисел, як правило, потрiбно отри-

мати в задачах випадкового зменшення статистичної сукупностi на
кiлька елементiв.

При генеруваннi одного випадкового числа за допомогою таблицi
випадкових цифр легко припуститися неточностi. Рiч у тiм, що для
вибору випадкового числа з таблицi потрiбно було б вказати довiльне
число в таблицi i вважати його вибором. Проте за такої процедури
iснує певна частка суб’єктивiзму. Можна пiдсвiдомо вибрати число,
яке бiльше подобається. При генеруваннi великої (довгої) послiдов-
ностi випадкових чисел дещо суб’єктивний вибiр першої цифри не
має суттєвого значення, його суб’єктивнiсть нiвелюється випадковi-
стю iнших елементiв.

Частково цю проблему можна вирiшити в такий спосiб. Напе-
ред зафiксувати деяке число, наприклад, 10. Далi випадково вибрати
будь-яку цифру в табл. Д.2.1 i полiчити вiд неї 10 позицiй. Тодi ци-
фру, яка стоїть на останнiй позицiї (у розглядуваному випадку це по-
зицiя 10), потрiбно вважати початком шуканого випадкового числа.

Приклад. Нехай потрiбно згенерувати число в межах вiд 1
до 36. Зафiксуємо довiльне число. Нехай це число 12. Далi вибе-
ремо довiльне значення в табл. Д.2.1. Нехай це цифра 6, розмiщена
у 3-му рядку та 37-му стовпцi. Вiдлiчимо вiд цiєї позицiї 12 цифр.
Остання позицiя розташована у 4-му рядку та 4-му стовпцi. На нiй
записано 9.

Починаючи з отриманої цифри 9 запишемо послiдовно кiлька
цифр з таблицi:

9582055947...

Оскiльки потрiбно отримати двозначне число, подiлимо цю по-
слiдовнiсть на групи з двох цифр:

95 82 05 59 47...
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Додаток 1. Таблиця випадкових чисел

Першi два числа — 95 та 82 — не потрапляють у бажанi межi вiд 1
до 36, а третє — 05 — потрапляє. Тому беремо число 5 як згенероване
випадкове значення.

Таблиця Д.1.1

Випадковi цифри

29366 17014 73116 42122 37970 37899 36493 34060 81463 97475
60191 13096 77913 46920 83473 77111 95729 59672 05606 21360
31971 74269 29105 37559 48422 56831 95535 56895 82055 94740
04036 70889 17805 02924 38964 12329 63524 29811 11187 33043
71203 40063 73935 41536 83697 56946 55921 12000 38083 88338
58178 23821 03344 07353 02356 84084 69350 83665 39605 56193
29164 07720 14014 19935 85546 13824 02038 22667 60782 11872
47454 49630 15152 17971 05928 68939 27328 63695 28954 03960
02720 08379 32178 51087 33732 87155 70185 91454 22581 59144
01727 40686 00242 42809 25608 06247 82677 88557 97527 95845
72104 61788 20921 71913 97660 43638 62733 80943 81392 26301
66299 83099 61358 33620 24570 42775 25085 07107 99687 06017
07390 73902 64022 42128 51440 63740 50914 92047 83669 12141
31787 05110 01835 86314 97738 12470 97274 57645 24571 38836
50705 01893 36765 31073 88321 11271 81014 12009 61185 21794
08131 18216 56762 75887 09024 94222 49030 35073 92824 69151
07706 12429 17703 83407 88293 96294 21219 98004 18505 20575
03513 89051 97640 12263 23703 72421 11073 17062 83608 12162
40975 21951 55069 34385 14920 57868 94014 54656 14373 30604
56084 51871 69197 34581 25071 38678 32623 83633 22513 84589
65094 44902 46495 84207 82619 92548 73202 44314 31701 90551
30382 78152 67236 85029 42833 50968 63519 47655 72248 42371
93394 72062 42728 79049 39899 49950 11438 32050 02291 17997
48587 55554 86641 75573 30594 47913 21517 10018 66498 54938
73774 36130 04735 65310 37358 61077 93016 64252 52829 85494
45603 82144 90735 96026 65054 65569 19211 89580 43349 15463
21100 54874 50644 83174 14952 31666 18669 92978 53710 20413
32411 11283 20961 71041 16731 17873 22563 38196 57840 17318
80463 31318 65259 74368 24521 21678 14604 54974 69145 79383
39751 02150 06205 67391 80275 79943 83744 63114 96421 77073
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Додаток 1. Таблиця випадкових чисел

Закiнчення табл. Д.1.1

91441 92078 18987 90933 06960 80350 07562 46961 55100 75915
43555 46021 52831 79090 51162 36244 58297 24081 19565 06625
06025 14886 88452 35060 80646 98236 20497 30084 66502 34115
28195 82018 08441 72034 19097 24034 88895 99472 71662 23587
14882 57656 86105 36328 59578 48774 40712 72091 86783 65826
59348 99449 71385 52941 38340 74359 01917 50065 19772 74592
11894 78161 28417 38976 61809 49026 99936 90468 26022 02629
98124 29171 29058 86917 79155 87280 97933 56057 34778 85483
26216 58586 62940 93368 68607 38447 99506 51998 26412 76882
01048 25666 87540 72504 34449 16586 00444 57957 44801 22916



Додаток 2

Таблицi статистичних
розподiлiв

Таблиця Д.2.1

Значення iнтегральної функцiї Лапласа Φ(x) =
1√
2π

xZ

0

e−
z2
2 dz

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0,00 0,0000 0,12 0,0478 0,24 0,0948 0,36 0,1406 0,48 0,1844
0,01 0,0040 0,13 0,0517 0,25 0,0987 0,37 0,1443 0,49 0,1879
0,02 0,0080 0,14 0,0557 0,26 0,1026 0,38 0,1480 0,50 0,1915
0,03 0,0120 0,15 0,0596 0,27 0,1064 0,39 0,1517 0,51 0,1950
0,04 0,0160 0,16 0,0636 0,28 0,1103 0,40 0,1554 0,52 0,1985
0,05 0,0199 0,17 0,0675 0,29 0,1141 0,41 0,1591 0,53 0,2019
0,06 0,0239 0,18 0,0714 0,30 0,1179 0,42 0,1628 0,54 0,2054
0,07 0,0279 0,19 0,0753 0,31 0,1217 0,43 0,1664 0,55 0,2088
0,08 0,0319 0,20 0,0793 0,32 0,1255 0,44 0,1700 0,56 0,2123
0,09 0,0359 0,21 0,0832 0,33 0,1293 0,45 0,1736 0,57 0,2157
0,10 0,0398 0,22 0,0871 0,34 0,1331 0,46 0,1772 0,58 0,2190
0,11 0,0438 0,23 0,0910 0,35 0,1368 0,47 0,1808 0,59 0,2224
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Закiнчення табл. Д.2.1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,60 0,2257 1,06 0,3554 1,52 0,4357 1,98 0,4761 2,44 0,4927
0,61 0,2291 1,07 0,3577 1,53 0,4370 1,99 0,4767 2,45 0,4929
0,62 0,2324 1,08 0,3599 1,54 0,4382 2,00 0,4772 2,46 0,4931
0,63 0,2357 1,09 0,3621 1,55 0,4394 2,01 0,4778 2,47 0,4932
0,64 0,2389 1,10 0,3643 1,56 0,4406 2,02 0,4783 2,48 0,4934
0,65 0,2422 1,11 0,3665 1,57 0,4418 2,03 0,4788 2,49 0,4936
0,66 0,2454 1,12 0,3686 1,58 0,4429 2,04 0,4793 2,50 0,4938
0,67 0,2486 1,13 0,3708 1,59 0,4441 2,05 0,4798 2,52 0,4941
0,68 0,2517 1,14 0,3729 1,60 0,4452 2,06 0,4803 2,54 0,4945
0,69 0,2549 1,15 0,3749 1,61 0,4463 2,07 0,4808 2,56 0,4948
0,70 0,2580 1,16 0,3770 1,62 0,4474 2,08 0,4812 2,58 0,4951
0,71 0,2611 1,17 0,3790 1,63 0,4484 2,09 0,4817 2,60 0,4953
0,72 0,2642 1,18 0,3810 1,64 0,4495 2,10 0,4821 2,62 0,4956
0,73 0,2673 1,19 0,3830 1,65 0,4505 2,11 0,4826 2,64 0,4959
0,74 0,2704 1,20 0,3849 1,66 0,4515 2,12 0,4830 2,66 0,4961
0,75 0,2734 1,21 0,3869 1,67 0,4525 2,13 0,4834 2,68 0,4963
0,76 0,2764 1,22 0,3888 1,68 0,4535 2,14 0,4838 2,70 0,4965
0,77 0,2794 1,23 0,3907 1,69 0,4545 2,15 0,4842 2,72 0,4967
0,78 0,2823 1,24 0,3925 1,70 0,4554 2,16 0,4846 2,74 0,4969
0,79 0,2852 1,25 0,3944 1,71 0,4564 2,17 0,4850 2,76 0,4971
0,80 0,2881 1,26 0,3962 1,72 0,4573 2,18 0,4854 2,78 0,4973
0,81 0,2910 1,27 0,3980 1,73 0,4582 2,19 0,4857 2,80 0,4974
0,82 0,2939 1,28 0,3997 1,74 0,4591 2,20 0,4861 2,82 0,4976
0,83 0,2967 1,29 0,4015 1,75 0,4599 2,21 0,4864 2,84 0,4977
0,84 0,2995 1,30 0,4032 1,76 0,4608 2,22 0,4868 2,86 0,4979
0,85 0,3023 1,31 0,4049 1,77 0,4616 2,23 0,4871 2,88 0,4980
0,86 0,3051 1,32 0,4066 1,78 0,4625 2,24 0,4875 2,90 0,4981
0,87 0,3078 1,33 0,4082 1,79 0,4633 2,25 0,4878 2,92 0,4982
0,88 0,3106 1,34 0,4099 1,80 0,4641 2,26 0,4881 2,94 0,4984
0,89 0,3133 1,35 0,4115 1,81 0,4649 2,27 0,4884 2,96 0,4985
0,90 0,3159 1,36 0,4131 1,82 0,4656 2,28 0,4887 2,98 0,4986
0,91 0,3186 1,37 0,4147 1,83 0,4664 2,29 0,4890 3,00 0,4987
0,92 0,3212 1,38 0,4162 1,84 0,4671 2,30 0,4893 3,05 0,4989
0,93 0,3238 1,39 0,4177 1,85 0,4678 2,31 0,4896 3,10 0,49903
0,94 0,3264 1,40 0,4192 1,86 0,4686 2,32 0,4898 3,15 0,49918
0,95 0,3289 1,41 0,4207 1,87 0,4693 2,33 0,4901 3,20 0,49931
0,96 0,3315 1,42 0,4222 1,88 0,4699 2,34 0,4904 3,30 0,49952
0,97 0,3340 1,43 0,4236 1,89 0,4706 2,35 0,4906 3,40 0,49966
0,98 0,3365 1,44 0,4251 1,90 0,4713 2,36 0,4909 3,50 0,49977
0,99 0,3389 1,45 0,4265 1,91 0,4719 2,37 0,4911 3,60 0,49984
1,00 0,3413 1,46 0,4279 1,92 0,4726 2,38 0,4913 3,70 0,49989
1,01 0,3438 1,47 0,4292 1,93 0,4732 2,39 0,4916 3,80 0,499928
1,02 0,3461 1,48 0,4306 1,94 0,4738 2,40 0,4918 3,90 0,499952
1,03 0,3485 1,49 0,4319 1,95 0,4744 2,41 0,4920 4,00 0,499968
1,04 0,3508 1,50 0,4332 1,96 0,4750 2,42 0,4922 4,50 0,499997
1,05 0,3531 1,51 0,4345 1,97 0,4756 2,43 0,4925 5,00 0,4999997
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Таблиця Д.2.2

Значення локальної функцiї Лапласа ϕ(x) =
1√
2π

e−
x2
2

Першi двi
цифри
числа x

Значення чотирьох цифр пiсля коми функцiї ϕ(x), якщо друга
цифра пiсля коми числа x дорiвнює

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 0,3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825
0,3 3814 3802 3790 3778 3765 3752 3739 3725 3712 3697
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444
1,0 2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551
2,0 0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229
2,4 0224 0219 0213 0208 0203 0198 0194 0189 0184 0180
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046
3,0 0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034
3,1 0033 0032 0031 0030 0029 0028 0027 0026 0025 0025
3,2 0024 0023 0022 0022 0021 0020 0020 0019 0018 0018
3,3 0017 0017 0016 0016 0015 0015 0014 0014 0013 0013
3,4 0012 0012 0012 0011 0011 0010 0010 0010 0009 0009
3,5 0009 0008 0008 0008 0008 0007 0007 0007 0007 0006
3,6 0006 0006 0006 0005 0005 0005 0005 0005 0005 0004
3,7 0004 0004 0004 0004 0004 0004 0003 0003 0003 0003
3,8 0003 0003 0003 0003 0003 0002 0002 0002 0002 0002
3,9 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0002 0001 0001
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Таблиця Д.2.3

Значення функцiї Пуассона Pn(m) =
λm

m!
e−λ

m
Значення пiсля коми функцiї Pn(m), якщо λ дорiвнює

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
0 0,9048 8187 7408 6703 6065 5488 4966 4493 4066 3679
1 0905 1637 2222 2681 3033 3293 3476 3595 3659 3679
2 0045 0164 0333 0536 0758 0988 1217 1438 1647 1839
3 0002 0011 0033 0072 0126 0198 0284 0383 0494 0613
4 0000 0001 0003 0007 0016 0030 0050 0077 0111 0153

m
Значення пiсля коми функцiї Pn(m), якщо λ дорiвнює

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2
0 0,3329 3012 2725 2466 2231 2019 1827 1653 1496 1353
1 3662 3614 3543 3452 3347 3230 3106 2975 2842 2707
2 2014 2169 2303 2417 2510 2584 2640 2678 2700 2707
3 0738 0867 0998 1128 1255 1378 1496 1607 1710 1804
4 0203 0260 0324 0395 0471 0551 0636 0723 0812 0902
5 0045 0062 0084 0111 0141 0176 0216 0260 0309 0361
6 0008 0012 0018 0026 0035 0047 0061 0078 0098 0120
7 0001 0002 0003 0005 0008 0011 0015 0020 0027 0034

m
Значення пiсля коми функцiї Pn(m), якщо λ дорiвнює

2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3
0 0,1225 1108 1003 0907 0821 0743 0672 0608 0550 0498
1 2572 2438 2306 2177 2052 1931 1815 1703 1596 1494
2 2700 2681 2652 2613 2565 2510 2450 2384 2314 2240
3 1890 1966 2033 2090 2138 2176 2205 2225 2237 2240
4 0992 1082 1169 1254 1336 1414 1488 1557 1622 1680
5 0417 0476 0538 0602 0668 0735 0804 0872 0940 1008
6 0146 0174 0206 0241 0278 0319 0362 0407 0455 0504
7 0044 0055 0068 0083 0099 0118 0139 0163 0188 0216
8 0011 0015 0019 0025 0031 0038 0047 0057 0068 0081
9 0003 0004 0005 0007 0009 0011 0014 0018 0022 0027

m
Значення пiсля коми функцiї Pn(m), якщо λ дорiвнює

3 3,5 4 4,5 5 6 7 8 9 10
0 0,0498 0302 0183 0111 0067 0025 0009 0003 0001 0000
1 1494 1057 0733 0500 0337 0149 0064 0027 0011 0005
2 2240 1850 1465 1125 0842 0446 0223 0107 0050 0023
3 2240 2158 1954 1687 1404 0892 0521 0286 0150 0076
4 1680 1888 1954 1898 1755 1339 0912 0573 0337 0189
5 1008 1322 1563 1708 1755 1606 1277 0916 0607 0378
6 0504 0771 1042 1281 1462 1606 1490 1221 0911 0631
7 0216 0385 0595 0824 1044 1377 1490 1396 1171 0901
8 0081 0169 0298 0463 0653 1033 1304 1396 1318 1126
9 0027 0066 0132 0232 0363 0688 1014 1241 1318 1251
10 0008 0023 0053 0104 0181 0413 0710 0993 1186 1251
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Таблиця Д.2.4
Значення функцiї tα = t(α, n)

n
Значення tα, якщо α дорiвнює

n
Значення tα, якщо α дорiвнює

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999
5 2,78 4,60 8,61 20 2,093 2,861 3,883
6 2,57 4,03 6,86 25 2,064 2,797 3,745
7 2,45 3,71 5,96 30 2,045 2,756 3,659
8 2,37 3,50 5,41 35 2,032 2,720 3,600
9 2,31 3,36 5,04 40 2,023 2,708 3,558
10 2,26 3,25 4,78 45 2,016 2,692 3,527
11 2,23 3,17 4,59 50 2,009 2,679 3,502
12 2,20 3,11 4,44 60 2,001 2,662 3,464
13 2,18 3,06 4,32 70 1,996 2,649 3,439
14 2,16 3,01 4,22 80 1,991 2,640 3,418
15 2,15 2,98 4,14 90 1,987 2,633 3,403
16 2,13 2,95 4,07 100 1,984 2,627 3,392
17 2,12 2,92 4,02 120 1,980 2,617 3,374
18 2,11 2,90 3,97 ∞ 1,960 2,576 3,291
19 2,10 2,88 3,92

Таблиця Д.2.5
Значення функцiї q = q(α, n)

n
Значення q, якщо α дорiвнює

n
Значення q, якщо α дорiвнює

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999
5 1,37 2,67 5,64 20 0,37 0,58 0,88
6 1,09 2,01 3,88 25 0,32 0,49 0,73
7 0,92 1,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63
8 0,80 1,38 2,42 35 0,26 0,38 0,56
9 0,71 1,20 2,06 40 0,24 0,35 0,50
10 0,65 1,08 1,80 45 0,22 0,32 0,46
11 0,59 0,98 1,60 50 0,21 0,30 0,43
12 0,55 0,90 1,45 60 0,188 0,269 0,38
13 0,52 0,83 1,33 70 0,174 0,245 0,34
14 0,48 0,78 1,23 80 0,161 0,226 0,31
15 0,46 0,73 1,15 90 0,151 0,211 0,29
16 0,44 0,70 1,07 100 0,143 0,198 0,27
17 0,42 0,66 1,01 150 0,115 0,160 0,211
18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185
19 0,39 0,60 0,92 250 0,089 0,120 0,162
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Таблиця Д.2.6
Критичнi значення критерiю Q Розенбаума

(n1, n2 — обсяг вибiрки вiдповiдно бiльшої та меншої)

n1

Критичнi значення Q, якщо n2 дорiвнює
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26

Рiвень значущостi p = 0,05

11 6
12 6 6
13 6 6 6
14 7 7 6 6
15 7 7 6 6 6
16 8 7 7 7 6 6
17 7 7 7 7 7 7 7
18 7 7 7 7 7 7 7 7
19 7 7 7 7 7 7 7 7 7
20 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
21 8 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
22 8 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
23 8 8 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
24 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 7 7 7 7
25 8 8 8 8 8 8 8 8 8 7 7 7 7 7 7
26 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 7 7 7 7 7 7

Рiвень значущостi p = 0,01

11 9
12 9 9
13 9 9 9
14 9 9 9 9
15 9 9 9 9 9
16 9 9 9 9 9 9
17 10 9 9 9 9 9 9
18 10 10 9 9 9 9 9 9
19 10 10 10 9 9 9 9 9 9
20 10 10 10 10 9 9 9 9 9 9
21 11 10 10 10 9 9 9 9 9 9 9
22 11 11 10 10 10 9 9 9 9 9 9 9
23 11 11 10 10 10 10 9 9 9 9 9 9 9
24 12 11 11 10 10 10 10 9 9 9 9 9 9 9
25 12 11 11 10 10 10 10 10 9 9 9 9 9 9 9
26 12 12 11 11 10 10 10 10 10 9 9 9 9 9 9 9
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Таблиця Д.2.7
Критичнi значення критерiю U Манна—Вiтнi

(n1, n2 — обсяг вибiрки вiдповiдно бiльшої та меншої)

n1

Критичнi значення U , якщо n2 дорiвнює
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Рiвень значущостi p = 0,05

3 — 0
4 — 0 1
5 0 1 2 4
6 0 2 3 5 7
7 0 2 4 6 8 11
8 1 3 5 8 10 13 15
9 1 4 6 9 12 15 18 21

10 1 4 7 11 14 17 20 24 27
11 1 5 8 12 16 19 23 27 31 34
12 2 5 9 13 17 21 26 30 34 38 42
13 2 6 10 15 19 24 28 33 37 42 47 51
14 3 7 11 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61
15 3 7 12 18 23 28 33 39 44 50 55 61 66 72
16 3 8 14 19 25 30 36 42 48 54 60 65 71 77 83
17 3 9 15 20 26 33 39 45 51 57 64 70 77 83 89 96
18 4 9 16 22 28 35 41 48 55 61 68 75 82 88 95 102 109
19 4 10 17 23 30 37 44 51 58 65 72 80 87 94 101 109 116 123
20 4 11 18 25 32 39 47 54 62 69 77 84 92 100 107 115 123 130 138

Рiвень значущостi p = 0,01

5 — — 0 1
6 — — 1 2 3
7 — 0 1 3 4 6
8 — 0 2 4 6 7 9
9 — 1 3 5 7 9 11 14

10 — 1 3 6 8 11 13 16 19
11 — 1 4 7 9 12 15 18 22 25
12 — 2 5 8 11 14 17 21 24 28 31
13 0 2 5 9 12 16 20 23 27 31 35 39
14 0 2 6 10 13 17 22 26 30 34 38 43 47
15 0 3 7 11 15 19 24 28 33 37 42 47 51 56
16 0 3 7 12 16 21 26 31 36 41 46 51 56 61 66
17 0 4 8 13 18 23 28 33 38 44 49 55 60 66 71 77
18 0 4 9 14 19 24 30 36 41 47 53 59 65 70 76 82 88
19 1 4 9 15 20 26 32 38 44 50 56 63 69 75 82 88 94 101
20 1 5 10 16 22 28 34 40 47 53 60 67 73 80 87 93 100 107 114
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Продовження табл. Д.2.7

n1

Критичнi значення U , якщо n2 дорiвнює
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Рiвень значущостi p = 0,05

21 19 26 34 41 49 57 65 73 81 89 97 105 115 121 130 138 146 154
22 20 28 36 44 52 60 69 77 85 94 102 111 119 128 136 145 154 162
23 21 29 37 46 55 63 72 81 90 99 107 116 125 134 143 152 161 170
24 22 31 39 48 57 66 75 85 94 103 113 122 131 141 150 160 169 179
25 23 32 41 50 60 69 79 89 98 108 118 128 137 147 157 167 177 187
26 24 33 43 53 62 72 82 93 103 113 123 133 143 154 164 174 185 195
27 25 35 45 55 65 75 86 96 107 118 128 139 150 160 171 182 193 203
28 26 36 47 57 68 79 89 100 111 122 133 144 156 167 178 189 200 212
29 27 38 48 59 70 82 93 104 116 127 139 150 162 173 185 196 208 220
30 28 39 50 62 73 85 96 108 120 132 144 156 168 180 192 204 216 228
31 29 41 52 64 76 88 100 112 124 137 149 161 174 186 199 211 224 236
32 30 42 54 66 78 91 103 116 129 141 154 167 180 193 206 219 232 245
33 31 43 56 68 81 94 107 120 133 146 159 173 186 199 213 226 239 253
34 32 45 58 71 84 97 110 124 137 151 164 178 192 206 219 233 247 261
35 33 46 59 73 86 100 114 128 142 156 170 184 198 212 226 241 255 269
36 35 48 61 75 89 103 117 132 146 160 175 189 204 219 233 248 263 278
37 36 49 63 77 92 106 121 135 150 165 180 195 210 225 240 255 271 286
38 37 51 65 79 94 109 124 139 155 170 185 201 216 232 247 263 278 294
39 38 52 67 82 97 112 128 143 159 175 190 206 222 238 254 270 286 302
40 39 53 69 84 100 115 131 147 163 179 196 212 228 245 261 278 294 311

Рiвень значущостi p = 0,01

21 10 16 22 29 35 42 49 56 63 70 77 84 91 98 105 113 120 127
22 10 17 23 30 37 45 52 59 66 74 81 89 96 104 111 119 127 134
23 11 18 25 32 39 47 55 62 70 78 86 94 102 109 117 125 133 141
24 12 19 26 34 42 49 57 66 74 82 90 98 107 115 122 132 140 149
25 12 20 27 35 44 52 60 69 77 86 95 103 112 121 130 138 147 156
26 13 21 29 37 46 54 63 72 81 90 99 108 117 126 136 145 154 163
27 14 22 30 39 48 57 66 75 85 94 103 113 122 132 142 151 161 171
28 14 23 32 41 50 59 69 78 88 98 108 118 128 138 148 158 168 178
29 15 24 33 42 52 62 72 82 92 102 112 123 133 143 154 164 175 185
30 15 25 34 44 54 64 75 85 95 106 117 127 138 149 160 171 182 192
31 16 26 36 46 56 67 77 88 99 110 121 132 143 155 166 177 188 200
32 17 27 37 47 58 69 80 91 103 114 126 137 149 160 172 184 195 207
33 17 28 38 49 60 72 83 95 106 118 130 142 154 166 178 190 202 214
34 18 29 40 51 62 74 86 98 110 122 134 147 159 172 184 197 209 222
35 19 30 41 53 64 77 89 101 114 126 139 152 164 177 190 203 216 229
36 19 31 42 54 67 79 92 104 117 130 143 156 170 183 196 210 223 236
37 20 32 44 56 69 81 95 108 121 134 148 161 175 189 202 216 230 244
38 21 33 45 58 71 84 97 111 125 138 152 166 180 194 208 223 237 251
39 21 34 46 59 73 86 100 114 128 142 157 171 185 200 214 229 244 258
40 22 35 48 61 75 89 103 117 132 146 161 176 191 206 221 236 251 266
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Продовження табл. Д.2.7

n1

Критичнi значення U , якщо n2 дорiвнює
22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

Рiвень значущостi p = 0,05

22 171
23 180 189
24 188 198 207
25 197 207 217 227
26 206 216 226 237 247
27 214 225 236 247 258 268
28 223 234 245 257 268 279 291
29 232 243 255 267 278 290 302 314
30 240 252 265 277 289 301 313 326 338
31 249 261 274 287 299 312 325 337 350 363
32 258 271 284 297 310 323 336 349 362 375 389
33 266 280 293 307 320 334 347 361 374 388 402 415
34 275 289 303 317 331 345 359 373 387 401 415 429 443
35 284 298 312 327 341 356 370 385 399 413 428 442 457 471
36 292 307 322 337 352 367 381 396 411 426 441 456 471 486 501
37 301 316 332 347 362 378 393 408 424 439 454 470 485 501 516 531
38 310 325 341 357 373 388 404 420 436 452 467 483 499 515 531 547 563
39 318 335 351 367 383 399 416 432 448 464 481 497 513 530 546 562 579 595
40 327 344 360 377 394 410 427 444 460 477 494 511 527 544 561 578 594 611 628

Рiвень значущостi p = 0,01

22 142
23 150 158
24 154 166 174
25 165 174 183 192
26 173 182 191 201 210
27 180 190 200 209 219 229
28 188 198 208 218 229 239 249
29 196 206 217 227 238 249 259 270
30 203 214 225 236 247 258 270 281 292
31 211 223 234 245 257 268 280 291 303 314
32 219 231 242 254 266 278 290 302 314 326 338
33 227 239 251 263 276 288 300 313 325 337 350 362
34 234 247 260 272 285 298 311 323 336 349 362 375 387
35 242 255 268 281 294 308 321 334 347 360 374 387 400 413
36 250 263 277 290 304 318 331 345 358 372 386 399 413 427 440
37 258 271 285 299 313 327 341 355 370 384 398 412 426 440 454 468
38 265 280 294 308 323 337 352 366 381 395 410 424 439 453 468 482 497
39 273 288 303 317 332 347 362 377 392 407 422 437 452 467 482 497 512 527
40 281 296 311 326 342 357 372 388 403 418 434 449 465 480 495 511 526 542 557
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Продовження табл. Д.2.7

n1

Критичнi значення U , якщо n2 дорiвнює
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Рiвень значущостi p = 0,05

41 40 55 70 86 102 118 135 151 168 184 201 218 234 251 268 285
42 41 56 72 88 105 121 138 155 172 189 206 223 240 258 275 292
43 42 58 74 91 107 124 142 159 176 194 211 229 247 264 282 300
44 43 59 76 93 110 128 145 163 181 199 216 235 253 271 289 307
45 44 61 78 95 113 131 149 167 185 203 222 240 259 277 296 315
46 45 62 80 97 115 134 152 171 189 208 227 246 265 284 303 322
47 46 64 81 100 118 137 156 175 194 213 232 251 271 290 310 329
48 47 65 83 102 121 140 159 178 198 218 237 257 277 297 317 337
49 48 66 85 104 123 143 163 182 202 222 243 263 283 303 324 344
50 49 68 87 106 126 146 166 186 207 227 248 268 289 310 331 352
51 50 69 89 109 129 149 170 190 211 232 253 274 295 316 338 359
52 51 71 91 111 131 152 173 194 215 237 258 280 301 323 345 366
53 52 72 92 113 134 155 177 198 220 241 263 285 307 329 352 374
54 53 74 94 115 137 158 180 202 224 246 269 291 313 336 359 381
55 54 75 96 118 139 161 184 206 228 251 274 297 319 344 365 389
56 55 76 98 120 142 164 187 210 233 256 279 302 326 349 372 396
57 57 78 100 122 145 167 191 214 237 261 284 308 332 355 379 403
58 58 79 102 124 147 171 194 218 241 265 289 314 338 362 386 411
59 59 81 103 127 150 174 198 222 246 270 295 319 344 368 393 418
60 60 82 105 129 153 177 201 225 250 275 300 325 350 375 400 426

Рiвень значущостi p = 0,01

41 23 36 49 63 77 91 106 121 136 151 166 181 196 211 227 242
42 23 37 50 65 79 94 109 124 139 155 170 186 201 217 233 249
43 24 38 52 66 81 96 112 127 143 159 175 190 207 223 239 255
44 25 39 53 68 83 99 115 130 146 163 179 195 212 228 245 262
45 25 40 54 70 85 101 117 134 150 167 183 200 217 234 251 268
46 26 41 56 71 87 104 120 137 154 171 188 205 222 240 257 275
47 27 42 57 73 90 106 123 140 157 175 192 210 228 245 263 281
48 27 43 58 75 92 109 126 143 161 179 197 215 233 251 269 288
49 28 44 60 77 94 111 129 147 165 183 201 220 238 257 276 294
50 29 45 61 78 96 114 132 150 168 187 206 225 244 263 282 301
51 29 46 63 80 98 116 135 153 172 191 210 229 249 268 288 307
52 30 47 64 82 100 119 137 157 176 195 215 234 254 274 294 314
53 31 48 65 83 102 121 140 160 179 199 219 239 259 280 300 320
54 31 49 67 85 104 124 143 163 183 203 224 244 265 285 306 327
55 32 50 68 87 106 126 146 166 187 207 228 249 270 291 312 333
56 33 51 69 89 108 129 149 169 190 211 233 254 275 297 318 340
57 33 52 71 90 111 131 152 173 194 215 237 259 281 302 324 347
58 34 53 72 92 113 133 155 176 198 220 242 264 286 308 331 353
59 34 54 73 94 115 136 158 179 201 224 246 268 291 314 337 360
60 35 55 75 96 117 138 160 183 205 228 250 273 296 320 343 366
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Продовження табл. Д.2.7

n1

Критичнi значення U , якщо n2 дорiвнює
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

Рiвень значущостi p = 0,05

41 302 319 336 353 370 387 404 421 438 456 473 490 507 524 541 559
42 310 327 345 362 380 397 415 432 450 467 485 503 520 538 556 573
43 318 335 353 371 389 407 425 443 461 479 497 515 533 552 570 588
44 325 344 362 380 399 417 436 454 473 491 510 528 547 565 584 602
45 333 352 371 390 408 427 446 465 484 503 522 541 560 579 598 617
46 341 360 380 399 418 437 457 476 495 515 534 554 573 593 612 631
47 349 369 388 408 428 447 467 487 507 527 547 566 586 606 626 646
48 357 377 397 417 437 458 478 498 518 539 559 579 600 620 640 661
49 365 385 406 426 447 468 488 509 530 550 571 592 613 634 654 675
50 372 393 414 435 457 478 499 520 541 562 583 605 626 647 669 690
51 380 402 423 445 466 488 509 531 553 574 596 618 639 661 683 704
52 388 410 432 454 476 498 520 542 564 586 608 630 652 675 697 719
53 396 418 441 463 485 508 530 553 575 598 620 643 666 688 711 734
54 404 427 449 472 495 518 541 564 587 610 633 656 679 702 725 748
55 412 435 458 481 505 528 551 575 598 622 645 669 692 716 739 763
56 420 443 467 491 514 538 562 586 610 634 657 681 705 729 753 777
57 427 451 476 500 524 548 572 597 621 645 670 694 719 743 768 792
58 435 460 484 509 534 558 583 608 633 657 682 707 732 757 782 807
59 443 468 493 518 543 568 594 619 644 669 694 720 745 770 796 821
60 451 476 502 527 553 578 604 630 655 681 707 733 758 784 810 836

Рiвень значущостi p = 0,01

41 258 273 289 304 320 336 351 367 383 398 414 430 446 462 477 493
42 265 280 296 312 328 345 361 377 393 409 425 442 458 474 490 507
43 271 288 304 321 337 354 370 387 403 420 437 453 470 487 503 520
44 278 295 312 329 346 363 380 397 414 431 448 465 482 499 516 533
45 285 303 320 337 354 372 389 407 424 441 459 476 494 511 529 547
46 292 310 328 345 363 381 399 416 434 452 470 488 506 524 542 560
47 299 317 335 353 372 390 408 426 445 463 481 500 518 536 555 573
48 306 325 343 362 380 399 418 436 455 474 492 511 530 549 568 587
49 313 332 351 370 389 408 427 446 465 484 504 523 542 561 581 600
50 320 339 359 378 398 417 437 456 476 495 515 535 554 574 594 613
51 327 347 366 386 406 426 446 466 486 506 526 546 566 587 607 627
52 334 354 374 395 415 435 456 476 496 517 537 558 578 599 620 640
53 341 361 382 403 423 444 465 486 507 528 549 570 591 612 633 654
54 348 369 390 411 432 453 475 496 517 538 560 581 603 624 646 667
55 355 376 398 419 441 462 484 506 527 549 571 593 615 637 659 680
56 362 384 405 427 449 471 494 516 538 560 582 605 627 649 671 694
57 369 391 413 436 458 481 503 526 548 571 593 616 639 662 684 707
58 376 398 421 444 467 490 513 536 559 582 605 628 651 674 697 721
59 383 406 429 452 475 499 522 545 569 592 616 640 663 687 710 734
60 390 413 437 460 484 508 532 555 579 603 627 651 675 699 723 747
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Продовження табл. Д.2.7

n1

Критичнi значення U , якщо n2 дорiвнює
36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48

Рiвень значущостi p = 0,05

41 576 593 610 628 645 662
42 591 609 626 644 662 679 697
43 606 624 642 660 679 697 715 733
44 621 640 658 677 695 714 733 751 770
45 636 655 674 693 712 731 750 769 789 808
46 651 670 690 709 729 749 768 788 807 827 846
47 666 686 706 726 746 766 786 806 826 846 866 886
48 681 701 722 742 763 783 804 824 845 865 886 906 927
49 696 717 738 759 780 800 821 842 863 884 905 926 947
50 711 732 754 775 796 818 839 861 882 903 925 946 968
51 726 748 770 791 813 835 857 879 901 922 944 966 988
52 741 763 786 808 830 852 875 897 919 942 964 986 1009
53 756 779 802 824 847 870 893 915 938 961 984 1006 1029
54 771 794 818 841 864 887 910 934 957 980 1003 1026 1050
55 786 810 834 857 881 904 928 952 975 999 1023 1046 1070
56 801 825 850 874 898 922 946 970 994 1018 1042 1067 1091
57 816 841 865 890 915 939 964 988 1013 1037 1062 1087 1111
58 832 856 881 906 931 956 981 1007 1032 1057 1082 1107 1132
59 847 872 897 923 948 974 999 1025 1050 1076 1101 1127 1152
60 862 888 913 939 965 991 1017 1043 1069 1095 1121 1147 1173

Рiвень значущостi p = 0,01

41 509 525 541 557 573 589
42 523 539 556 572 588 605 621
43 537 553 570 587 604 621 637 654
44 550 568 585 602 619 636 654 671 688
45 564 582 599 617 635 652 670 688 706 723
46 578 596 614 632 650 668 687 705 723 741 759
47 592 610 629 647 666 684 703 722 740 759 777 796
48 606 625 643 662 681 700 719 738 757 776 795 814 834
49 619 639 658 678 697 716 736 755 775 794 814 833 853
50 633 653 673 693 713 732 752 772 792 812 832 852 872
51 647 667 688 708 728 748 769 789 809 830 850 870 891
52 661 682 702 723 744 764 785 806 827 847 868 889 910
53 675 696 717 738 759 780 802 823 844 865 886 908 929
54 689 710 732 753 775 796 818 840 861 883 905 926 948
55 702 724 746 768 790 812 834 857 879 901 923 945 967
56 716 738 761 784 806 828 851 873 896 919 941 964 986
57 730 753 776 799 822 844 867 890 913 936 959 982 1005
58 744 767 790 814 837 861 884 907 931 954 978 1001 1024
59 758 781 805 829 853 877 900 924 948 972 996 1020 1044
60 772 796 820 844 868 893 917 941 965 990 1014 1038 1063
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Закiнчення табл. Д.2.7

n1

Критичнi значення U , якщо n2 дорiвнює
49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

Рiвень значущостi p = 0,05

49 968
50 989 1010
51 1010 1032 1054
52 1031 1053 1076 1098
53 1052 1075 1098 1120 1143
54 1073 1096 1119 1143 1166 1189
55 1094 1113 1141 1165 1189 1213 1236
56 1115 1139 1163 1187 1212 1236 1260 1284
57 1136 1161 1185 1210 1235 1259 1284 1309 1333
58 1157 1182 1207 1232 1257 1283 1308 1333 1358 1383
59 1178 1204 1229 1255 1280 1306 1331 1357 1383 1408 1434
60 1199 1225 1251 1277 1303 1329 1355 1381 1407 1433 1460 1486

Рiвень значущостi p = 0,01

49 872
50 892 912
51 911 932 952
52 931 951 972 993
53 950 971 993 1014 1035
54 970 991 1013 1035 1057 1078
55 989 1011 1034 1056 1078 1100 1122
56 1009 1031 1054 1077 1099 1122 1145 1167
57 1028 1051 1074 1098 1121 1141 1167 1190 1213
58 1048 1071 1095 1118 1142 1165 1189 1213 1236 1260
59 1068 1091 1115 1139 1163 1187 1211 1235 1259 1283 1307
60 1087 1111 1136 1160 1185 1209 1234 1258 1282 1307 1331 1356
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Таблиця Д.2.8
Критичнi значення критерiю H Крускала—Воллiса

(p — рiвень значущостi)

Обсяг вибiрки
H p

Обсяг вибiрки
H pn1 n2 n3 n1 n2 n3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 1 1 2,7000 0,500 4 3 2 6,4444 0,008
2 2 1 3,6000 0,200 6,3000 0,011
2 2 2 4,5714 0,067 5,4444 0,046
3 1 1 3,2000 0,300 5,4000 0,051
3 2 1 4,2857 0,100 4,5111 0,098

3,8571 0,133 4,4444 0,102
3 2 2 5,3572 0,029 4 3 3 6,7455 0,010

4,7143 0,048 6,7091 0,013
4,5000 0,067 5,7909 0,046
4,4643 0,105 5,7273 0,050

3 3 1 5,1429 0,043 4,7091 0,092
4,5714 0,100 4,7000 0,101
4,0000 0,129 4 4 1 6,6667 0,010

3 3 2 6,2500 0,011 6,1667 0,022
5,3611 0,032 4,9667 0,048
5,1389 0,061 4,8667 0,054
4,5556 0,100 4,1667 0,082
4,2500 0,121 4,0667 0,102

3 3 3 7,2000 0,004 4 4 2 7,0364 0,006
6,4889 0,011 6,8727 0,011
5,6889 0,029 5,4545 0,046
5,6000 0,050 5,2364 0,052
5,0667 0,086 4,5545 0,098
4,6222 0,100 4,4455 0,103

4 1 1 3,5714 0,200 4 4 3 7,1439 0,010
4 2 1 4,8214 0,057 7,1364 0,011

4,5000 0,076 5,5985 0,049
4,0179 0,114 5,5758 0,051

4 2 2 6,0000 0,014 4,5455 0,099
5,3333 0,033 4,4773 0,102
5,1250 0,052 4 4 4 7,6538 0,008
4,4583 0,100 7,5385 0,011
4,1667 0,105 5,6923 0,049

4 3 1 5,8333 0,021 5,6538 0,054
5,2083 0,050 4,6539 0,097
5,0000 0,057 4,5001 0,104
4,0556 0,093
3,8889 0,129
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Закiнчення табл. Д.2.8
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
5 1 1 3,8571 0,143 5 4 3 7,4449 0,010
5 2 1 5,2500 0,036 7,3949 0,011

5,0000 0,048 5,6564 0,049
4,4500 0,071 5,6308 0,050
4,2000 0,095 4,5487 0,099
4,0500 0,119 4,5231 0,103

5 2 2 6,5333 0,008 5 4 4 7,7604 0,009
6,1333 0,013 7,7470 0,011
5,1600 0,034 5,6571 0,049
5,0400 0,056 5,6176 0,050
4,3733 0,090 4,6187 0,100
4,2933 0,122 4,5527 0,102

5 3 1 6,4000 0,012 5 5 1 7,3091 0,009
4,9600 0,048 6,8364 0,011
4,8711 0,052 5,1273 0,046
4,0178 0,095 4,9091 0,053
3,8400 0,123 4,1091 0,086

5 3 2 6,9091 0,009 4,0364 0,105
6,8281 0,010 5 5 2 7,3385 0,010
5,2509 0,049 7,2692 0,010
5,1055 0,052 5,3385 0,047
4,6509 0,091 5,2462 0,051
4,4945 0,101 4,6231 0,097

5 3 3 7,0788 0,009 4,5077 0,100
6,9818 0,011 5 5 3 7,5780 0,010
5,6485 0,049 7,5429 0,010
5,5152 0,051 5,7055 0,046
4,5333 0,097 5,6264 0,051
4,4121 0,109 4,5451 0,100

5 4 1 6,9545 0,008 4,5363 0,102
6,8400 0,011 5 5 4 7,8229 0,010
4,9855 0,044 7,7914 0,010
4,8600 0,056 5,6657 0,049
3,9873 0,098 5,6429 0,050
3,9600 0,102 4,5229 0,099

5 4 2 7,2045 0,009 4,5200 0,101
7,1182 0,010 5 5 5 8,0000 0,009
5,2727 0,049 7,9800 0,010
5,2682 0,050 5,7800 0,049
4,5409 0,098 5,6600 0,051
4,5182 0,101 4,5600 0,100

4,5000 0,102
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Таблиця Д.2.9
Критичнi значення критерiю тенденцiй S Джонкiра

Критичнi значення S при рiвнi значущостi p = 0,05
Кiлькiсть
груп c

Кiлькiсть дослiджуваних N

2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 10 17 24 33 42 53 64 76 88
4 14 26 38 51 66 82 100 118 138
5 20 34 51 71 92 115 140 166 194
6 26 44 67 93 121 151 184 219 256

Критичнi значення S при рiвнi значущостi p = 0,01
Кiлькiсть
груп c

Кiлькiсть дослiджуваних N

2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 — 23 32 45 59 74 90 106 124
4 20 34 50 71 92 115 140 167 195
5 26 48 72 99 129 162 197 234 274
6 34 62 94 130 170 213 260 309 361

Таблиця Д.2.10
Критичнi значення критерiю знакiв G

(n — обсяг вибiрки; p — рiвень значущостi)

Критичнi значення G

n
p

n
p

n
p

n
p

0,05 0,01 0,05 0,01 0,05 0,01 0,05 0,01
5 0 — 27 8 7 49 18 15 92 37 34
6 0 — 28 8 7 50 18 16 94 38 35
7 0 0 29 9 7 52 19 17 96 39 36
8 1 0 30 10 8 54 20 18 98 40 37
9 1 0 31 10 8 56 21 18 100 41 37
10 1 0 32 10 8 58 22 19 110 45 42
11 2 1 33 11 9 60 23 20 120 50 46
12 2 1 34 11 9 62 24 21 130 55 51
13 3 1 35 12 10 64 24 22 140 59 55
14 3 2 36 12 10 66 25 23 150 64 60
15 3 2 37 13 10 68 26 23 160 69 64
16 4 2 38 13 11 70 27 24 170 73 69
17 4 3 39 13 11 72 28 25 180 78 73
18 5 3 40 14 12 74 29 26 190 83 78
19 5 4 41 14 12 76 30 27 200 87 83
20 5 4 42 15 13 78 31 28 220 97 92
21 6 4 43 15 13 80 32 29 240 106 101
22 6 5 44 16 13 82 33 30 260 116 110
23 7 5 45 16 14 84 33 30 280 125 120
24 7 5 46 16 14 86 34 31 300 135 129
25 7 6 47 17 15 88 35 32
26 8 6 48 17 15 90 36 33
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Таблиця Д.2.11
Критичнi значення критерiю T Вiлкоксона
(n — обсяг вибiрки; p — рiвень значущостi)

n Критичнi значення T при p n Критичнi значення T при p

0,05 0,01 0,05 0,01
5 0 — 28 130 101
6 2 — 29 140 110
7 3 0 30 151 120
8 5 1 31 163 130
9 8 3 32 175 140
10 10 5 33 187 151
11 13 7 34 200 162
12 17 9 35 213 173
13 21 12 36 227 185
14 25 15 37 241 198
15 30 19 38 256 211
16 35 23 39 271 224
17 41 27 40 286 238
18 47 32 41 302 252
19 53 37 42 319 266
20 60 43 43 336 281
21 67 49 44 353 296
22 75 55 45 371 312
23 83 62 46 389 328
24 91 69 47 407 345
25 100 76 48 426 362
26 110 84 49 446 379
27 119 92 50 466 397

Таблиця Д.2.12
Рiвнi статистичної значущостi p значень критерiю ϕ? Фiшера

p
Значення ϕ?, якщо третя цифра p пiсля коми дорiвнює

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,00 2,91 2,81 2,70 2,62 2,55 2,49 2,44 2,39 2,35 2,33
0,01 2,31 2,28 2,25 2,22 2,19 2,16 2,14 2,11 2,09 2,07
0,02 2,05 2,03 2,01 1,99 1,97 1,96 1,94 1,92 1,91 1,89
0,03 1,88 1,86 1,85 1,84 1,82 1,81 1,80 1,79 1,77 1,76
0,04 1,75 1,74 1,73 1,72 1,71 1,70 1,68 1,67 1,66 1,65
0,05 1,64 1,64 1,63 1,62 1,61 1,60 1,59 1,58 1,57 1,56
0,06 1,56 1,55 1,54 1,53 1,52 1,52 1,51 1,50 1,49 1,48
0,07 1,48 1,47 1,46 1,46 1,45 1,44 1,43 1,43 1,42 1,41
0,08 1,41 1,40 1,39 1,39 1,38 1,37 1,37 1,36 1,36 1,35
0,09 1,34 1,34 1,33 1,32 1,32 1,31 1,31 1,30 1,30 1,29
0,10 1,29
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Таблиця Д.2.13
Значення кута ϕ = 2arcsin

√
P у радiанах для рiзних часток (%)

%
Значення кута ϕ, якщо останнiй десятковий знак частки (%) дорiвнює
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0,0 0,0000 0,0200 0,0283 0,0346 0,0400 0,0447 0,0490 0,0529 0,0566 0,0600
0,1 0,0633 0,0663 0,0693 0,0721 0,0749 0,0775 0,0800 0,0825 0,0849 0,0872
0,2 0,0895 0,0917 0,0938 0,0960 0,0980 0,1000 0,1020 0,1040 0,1059 0,1078
0,3 0,1096 0,1114 0,1132 0,1150 0,1167 0,1184 0,1201 0,1217 0,1234 0,1250
0,4 0,1266 0,1282 0,1297 0,1312 0,1328 0,1343 0,1358 0,1372 0,1387 0,1401
0,5 0,1415 0,1430 0,1443 0,1457 0,1471 0,1485 0,1498 0,1511 0,1525 0,1538
0,6 0,1551 0,1564 0,1576 0,1589 0,1602 0,1614 0,1627 0,1639 0,1651 0,1663
0,7 0,1675 0,1687 0,1699 0,1711 0,1723 0,1734 0,1746 0,1757 0,1769 0,1780
0,8 0,1791 0,1802 0,1814 0,1825 0,1836 0,1847 0,1857 0,1868 0,1879 0,1890
0,9 0,1900 0,1911 0,1921 0,1932 0,1942 0,1952 0,1963 0,1973 0,1983 0,1993
1 0,2003 0,2101 0,2195 0,2285 0,2372 0,2456 0,2537 0,2615 0,2691 0,2766
2 0,2838 0,2909 0,2977 0,3045 0,3111 0,3176 0,3239 0,3301 0,3362 0,3423
3 0,3482 0,3540 0,3597 0,3653 0,3709 0,3764 0,3818 0,3871 0,3924 0,3976
4 0,4027 0,4078 0,4128 0,4178 0,4227 0,4275 0,4323 0,4371 0,4418 0,4464
5 0,4510 0,4556 0,4601 0,4646 0,4690 0,4735 0,4778 0,4822 0,4864 0,4907
6 0,4949 0,4991 0,5033 0,5074 0,5115 0,5156 0,5196 0,5236 0,5276 0,5316
7 0,5355 0,5394 0,5433 0,5472 0,5510 0,5548 0,5586 0,5624 0,5661 0,5698
8 0,5735 0,5772 0,5808 0,5845 0,5881 0,5917 0,5953 0,5988 0,6024 0,6059
9 0,6094 0,6129 0,6163 0,6198 0,6232 0,6266 0,6300 0,6334 0,6368 0,6402
10 0,6435 0,6468 0,6501 0,6534 0,6567 0,6600 0,6632 0,6665 0,6697 0,6729
11 0,6761 0,6793 0,6825 0,6857 0,6888 0,6920 0,6951 0,6982 0,7013 0,7044
12 0,7075 0,7106 0,7136 0,7167 0,7197 0,7227 0,7258 0,7288 0,7318 0,7347
13 0,7377 0,7407 0,7437 0,7466 0,7495 0,7525 0,7554 0,7583 0,7612 0,7641
14 0,7670 0,7699 0,7727 0,7756 0,7785 0,7813 0,7841 0,7870 0,7898 0,7926
15 0,7954 0,7982 0,8010 0,8038 0,8065 0,8093 0,8121 0,8148 0,8176 0,8203
16 0,8230 0,8258 0,8285 0,8312 0,8339 0,8366 0,8393 0,8420 0,8446 0,8473
17 0,8500 0,8526 0,8553 0,8579 0,8606 0,8632 0,8658 0,8685 0,8711 0,8737
18 0,8763 0,8789 0,8815 0,8841 0,8867 0,8892 0,8918 0,8944 0,8969 0,8995
19 0,9021 0,9046 0,9071 0,9097 0,9122 0,9147 0,9173 0,9198 0,9223 0,9248
20 0,9273 0,9298 0,9323 0,9348 0,9373 0,9397 0,9422 0,9447 0,9471 0,9496
21 0,9521 0,9545 0,9570 0,9594 0,9619 0,9643 0,9667 0,9692 0,9716 0,9740
22 0,9764 0,9788 0,9812 0,9836 0,9860 0,9884 0,9908 0,9932 0,9956 0,9980
23 1,0004 1,0027 1,0051 1,0075 1,0098 1,0122 1,0146 1,0169 1,0193 1,0216
24 1,0239 1,0263 1,0286 1,0310 1,0333 1,0356 1,0379 1,0403 1,0426 1,0449
25 1,0472 1,0495 1,0518 1,0541 1,0564 1,0587 1,0610 1,0633 1,0656 1,0679
26 1,0701 1,0724 1,0747 1,0770 1,0792 1,0815 1,0838 1,0860 1,0883 1,0905
27 1,0928 1,0951 1,0973 1,0995 1,1018 1,1040 1,1063 1,1085 1,1107 1,1130
28 1,1152 1,1174 1,1196 1,1219 1,1241 1,1263 1,1285 1,1307 1,1329 1,1351
29 1,1374 1,1396 1,1418 1,1440 1,1461 1,1483 1,1505 1,1527 1,1549 1,1571
30 1,1593 1,1615 1,1636 1,1658 1,1680 1,1702 1,1723 1,1745 1,1767 1,1788
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Продовження табл. Д.2.13
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
31 1,1810 1,1832 1,1853 1,1875 1,1896 1,1918 1,1939 1,1961 1,1982 1,2004
32 1,2025 1,2047 1,2068 1,2090 1,2111 1,2132 1,2154 1,2175 1,2196 1,2218
33 1,2239 1,2260 1,2281 1,2303 1,2324 1,2345 1,2366 1,2387 1,2408 1,2430
34 1,2451 1,2472 1,2493 1,2514 1,2535 1,2556 1,2577 1,2598 1,2619 1,2640
35 1,2661 1,2682 1,2703 1,2724 1,2745 1,2766 1,2787 1,2807 1,2828 1,2849
36 1,2870 1,2891 1,2912 1,2932 1,2953 1,2974 1,2995 1,3016 1,3036 1,3057
37 1,3078 1,3098 1,3119 1,3140 1,3160 1,3181 1,3202 1,3222 1,3243 1,3264
38 1,3284 1,3305 1,3325 1,3346 1,3367 1,3387 1,3408 1,3428 1,3449 1,3469
39 1,3490 1,3510 1,3531 1,3551 1,3572 1,3592 1,3613 1,3633 1,3654 1,3674
40 1,3694 1,3715 1,3735 1,3756 1,3776 1,3796 1,3817 1,3837 1,3857 1,3878
41 1,3898 1,3918 1,3939 1,3959 1,3979 1,4000 1,4020 1,4040 1,4061 1,4081
42 1,4101 1,4121 1,4142 1,4162 1,4182 1,4202 1,4223 1,4243 1,4263 1,4283
43 1,4303 1,4324 1,4344 1,4364 1,4384 1,4404 1,4424 1,4445 1,4465 1,4485
44 1,4505 1,4525 1,4545 1,4565 1,4586 1,4606 1,4626 1,4646 1,4666 1,4686
45 1,4706 1,4726 1,4746 1,4767 1,4787 1,4807 1,4827 1,4847 1,4867 1,4887
46 1,4907 1,4927 1,4947 1,4967 1,4987 1,5007 1,5027 1,5047 1,5068 1,5088
47 1,5108 1,5128 1,5148 1,5168 1,5188 1,5208 1,5228 1,5248 1,5268 1,5288
48 1,5308 1,5328 1,5348 1,5368 1,5388 1,5408 1,5428 1,5448 1,5468 1,5488
49 1,5508 1,5528 1,5548 1,5568 1,5588 1,5608 1,5628 1,5648 1,5668 1,5688
50 1,5708 1,5728 1,5748 1,5768 1,5788 1,5808 1,5828 1,5848 1,5868 1,5888
51 1,5908 1,5928 1,5948 1,5968 1,5988 1,6008 1,6028 1,6048 1,6068 1,6088
52 1,6108 1,6128 1,6148 1,6168 1,6188 1,6208 1,6228 1,6248 1,6268 1,6288
53 1,6308 1,6328 1,6348 1,6368 1,6388 1,6409 1,6429 1,6449 1,6469 1,6489
54 1,6509 1,6529 1,6549 1,6569 1,6589 1,6609 1,6629 1,6649 1,6669 1,6690
55 1,6710 1,6730 1,6750 1,6770 1,6790 1,6810 1,6830 1,6850 1,6871 1,6891
56 1,6911 1,6931 1,6951 1,6971 1,6991 1,7012 1,7032 1,7052 1,7072 1,7092
57 1,7113 1,7133 1,7153 1,7173 1,7193 1,7214 1,7234 1,7254 1,7274 1,7295
58 1,7315 1,7335 1,7355 1,7376 1,7396 1,7416 1,7437 1,7457 1,7477 1,7497
59 1,7518 1,7538 1,7559 1,7579 1,7599 1,7620 1,7640 1,7660 1,7681 1,7701
60 1,7722 1,7742 1,7762 1,7783 1,7803 1,7824 1,7844 1,7865 1,7885 1,7906
61 1,7926 1,7947 1,7967 1,7988 1,8008 1,8029 1,8049 1,8070 1,8090 1,8111
62 1,8132 1,8152 1,8173 1,8193 1,8214 1,8235 1,8255 1,8276 1,8297 1,8317
63 1,8338 1,8359 1,8380 1,8400 1,8421 1,8442 1,8463 1,8483 1,8504 1,8525
64 1,8546 1,8567 1,8588 1,8608 1,8629 1,8650 1,8671 1,8692 1,8713 1,8734
65 1,8755 1,8776 1,8797 1,8818 1,8839 1,8860 1,8881 1,8902 1,8923 1,8944
66 1,8965 1,8986 1,9008 1,9029 1,9050 1,9071 1,9092 1,9113 1,9135 1,9156
67 1,9177 1,9198 1,9220 1,9241 1,9262 1,9284 1,9305 1,9326 1,9348 1,9369
68 1,9391 1,9412 1,9434 1,9455 1,9477 1,9498 1,9520 1,9541 1,9563 1,9584
69 1,9606 1,9628 1,9649 1,9671 1,9693 1,9714 1,9736 1,9758 1,9780 1,9801
70 1,9823 1,9845 1,9867 1,9889 1,9911 1,9933 1,9954 1,9976 1,9998 2,0020
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Закiнчення табл. Д.2.13
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
71 2,0042 2,0064 2,0087 2,0109 2,0131 2,0153 2,0175 2,0197 2,0219 2,0242
72 2,0264 2,0286 2,0309 2,0331 2,0353 2,0376 2,0398 2,0420 2,0443 2,0465
73 2,0488 2,0510 2,0533 2,0556 2,0578 2,0601 2,0624 2,0646 2,0669 2,0692
74 2,0715 2,0737 2,0760 2,0783 2,0806 2,0829 2,0852 2,0875 2,0898 2,0921
75 2,0944 2,0967 2,0990 2,1013 2,1037 2,1060 2,1083 2,1106 2,1130 2,1153
76 2,1176 2,1200 2,1223 2,1247 2,1270 2,1294 2,1318 2,1341 2,1365 2,1389
77 2,1412 2,1436 2,1460 2,1484 2,1508 2,1532 2,1556 2,1580 2,1604 2,1628
78 2,1652 2,1676 2,1700 2,1724 2,1749 2,1773 2,1797 2,1822 2,1846 2,1871
79 2,1895 2,1920 2,1944 2,1969 2,1994 2,2019 2,2043 2,2068 2,2093 2,2118
80 2,2143 2,2168 2,2193 2,2218 2,2243 2,2269 2,2294 2,2319 2,2345 2,2370
81 2,2395 2,2421 2,2446 2,2472 2,2498 2,2523 2,2549 2,2575 2,2601 2,2627
82 2,2653 2,2679 2,2705 2,2731 2,2758 2,2784 2,2810 2,2837 2,2863 2,2890
83 2,2916 2,2943 2,2970 2,2996 2,3023 2,3050 2,3077 2,3104 2,3131 2,3158
84 2,3186 2,3213 2,3240 2,3268 2,3295 2,3323 2,3351 2,3378 2,3406 2,3434
85 2,3462 2,3490 2,3518 2,3546 2,3575 2,3603 2,3631 2,3660 2,3689 2,3717
86 2,3746 2,3775 2,3804 2,3833 2,3862 2,3891 2,3920 2,3950 2,3979 2,4009
87 2,4039 2,4068 2,4098 2,4128 2,4158 2,4189 2,4219 2,4249 2,4280 2,4310
88 2,4341 2,4372 2,4403 2,4434 2,4465 2,4496 2,4528 2,4559 2,4591 2,4623
89 2,4655 2,4687 2,4719 2,4751 2,4784 2,4816 2,4849 2,4882 2,4915 2,4948
90 2,4981 2,5014 2,5048 2,5082 2,5115 2,5149 2,5184 2,5218 2,5253 2,5287
91 2,5322 2,5357 2,5392 2,5428 2,5463 2,5499 2,5535 2,5571 2,5607 2,5644
92 2,5681 2,5718 2,5755 2,5792 2,5830 2,5868 2,5906 2,5944 2,5983 2,6022
93 2,6061 2,6100 2,6140 2,6179 2,6220 2,6260 2,6301 2,6342 2,6383 2,6425
94 2,6467 2,6509 2,6551 2,6594 2,6638 2,6681 2,6725 2,6770 2,6815 2,6860
95 2,6906 2,6952 2,6998 2,7045 2,7093 2,7141 2,7189 2,7238 2,7288 2,7338
96 2,7389 2,7440 2,7492 2,7545 2,7598 2,7652 2,7707 2,7762 2,7819 2,7876
97 2,7934 2,7993 2,8053 2,8115 2,8177 2,8240 2,8305 2,8371 2,8438 2,8507
98 2,8578 2,8650 2,8725 2,8801 2,8879 2,8960 2,9044 2,9131 2,9221 2,9314
99,0 2,9413 2,9423 2,9433 2,9443 2,9453 2,9463 2,9474 2,9484 2,9495 2,9505
99,1 2,9516 2,9526 2,9537 2,9548 2,9559 2,9569 2,9580 2,9591 2,9602 2,9613
99,2 2,9625 2,9636 2,9647 2,9659 2,9670 2,9682 2,9693 2,9705 2,9717 2,9729
99,3 2,9741 2,9753 2,9765 2,9777 2,9789 2,9802 2,9814 2,9827 2,9839 2,9852
99,4 2,9865 2,9878 2,9891 2,9905 2,9918 2,9931 2,9945 2,9959 2,9972 2,9986
99,5 3,0001 3,0015 3,0029 3,0044 3,0058 3,0073 3,0088 3,0103 3,0119 3,0134
99,6 3,0150 3,0166 3,0182 3,0199 3,0215 3,0232 3,0249 3,0266 3,0284 3,0302
99,7 3,0320 3,0338 3,0357 3,0376 3,0396 3,0416 3,0436 3,0456 3,0477 3,0499
99,8 3,0521 3,0544 3,0567 3,0591 3,0616 3,0641 3,0667 3,0695 3,0723 3,0752
99,9 3,0783 3,0816 3,0850 3,0887 3,0926 3,0969 3,1016 3,1069 3,1133 3,1216
100 3,1416 — — — — — — — — —
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Таблиця Д.2.14
Критичнi значення критерiю χ2

r Фрiдмана

Кiлькiсть умов c = 3

n χ2
r p n χ2

r p n χ2
r p

1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 0,000 1,000 6 6,333 0,052 8 7,000 0,030
2 1,000 0,833 6 7,000 0,029 8 7,750 0,018
2 3,000 0,500 6 8,333 0,012 8 9,000 0,0099
2 4,000 0,167 6 9,000 0,0081 8 9,250 0,0080
3 0,000 1,000 6 9,333 0,0055 8 9,750 0,0048
3 0,667 0,944 6 10,333 0,0017 8 10,750 0,0024
3 2,000 0,528 6 12,000 0,00013 8 12,000 0,0011
3 2,667 0,361 7 0,000 1,000 8 12,250 0,00086
3 4,667 0,194 7 0,286 0,964 8 13,000 0,00026
3 6,000 0,028 7 0,857 0,768 8 14,250 0,000061
4 0,000 1,000 7 1,143 0,620 8 16,000 0,0000036
4 0,500 0,931 7 2,000 0,486 9 0,000 1,000
4 1,500 0,653 7 2,571 0,305 9 0,222 0,971
4 2,000 0,431 7 3,429 0,237 9 0,667 0,814
4 3,500 0,273 7 3,714 0,192 9 0,889 0,765
4 4,500 0,125 7 4,571 0,112 9 1,556 0,569
4 6,000 0,069 7 5,429 0,085 9 2,000 0,398
4 6,500 0,042 7 6,000 0,052 9 2,667 0,328
4 8,000 0,0046 7 7,143 0,027 9 2,889 0,278
5 0,000 1,000 7 7,714 0,021 9 3,556 0,187
5 0,400 0,954 7 8,000 0,016 9 4,222 0,154
5 1,200 0,691 7 8,857 0,0084 9 4,667 0,107
5 1,600 0,522 7 10,286 0,0036 9 5,556 0,069
5 2,800 0,367 7 10,571 0,0027 9 6,000 0,057
5 3,600 0,182 7 11,143 0,0012 9 6,222 0,048
5 4,800 0,124 7 12,286 0,00032 9 6,889 0,031
5 5,200 0,093 7 14,000 0,000021 9 8,000 0,019
5 6,400 0,039 8 0,000 1,000 9 8,222 0,016
5 7,600 0,024 8 0,250 0,967 9 8,667 0,010
5 8,400 0,0085 8 0,750 0,794 9 9,556 0,0060
5 10,000 0,00077 8 1,000 0,654 9 10,667 0,0035
6 0,000 1,000 8 1,750 0,531 9 10,889 0,0029
6 0,333 0,956 8 2,250 0,355 9 11,556 0,0013
6 1,000 0,740 8 3,000 0,285 9 12,667 0,00066
6 1,333 0,570 8 3,250 0,236 9 13,556 0,00035
6 2,333 0,430 8 4,000 0,149 9 14,000 0,00020
6 3,000 0,252 8 4,750 0,120 9 14,222 0,000097
6 4,000 0,184 8 5,250 0,079 9 14,889 0,000054
6 4,333 0,142 8 6,250 0,047 9 16,222 0,000011
6 5,333 0,072 8 6,750 0,038 9 18,000 0,0000006
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Закiнчення табл. Д.2.14
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Кiлькiсть умов c = 4

2 0,0 1,000 3 5,8 0,148 4 4,8 0,200
2 0,6 0,958 3 6,6 0,075 4 5,1 0,190
2 1,2 0,834 3 7,0 0,054 4 5,4 0,158
2 1,8 0,792 3 7,4 0,033 4 5,7 0,141
2 2,4 0,625 3 8,2 0,017 4 6,0 0,105
2 3,0 0,542 3 9,0 0,0017 4 6,3 0,094
2 3,6 0,458 4 0,0 1,000 4 6,6 0,077
2 4,2 0,375 4 0,3 0,992 4 6,9 0,068
2 4,8 0,208 4 0,6 0,928 4 7,2 0,054
2 5,4 0,167 4 0,9 0,900 4 7,5 0,052
2 6,0 0,042 4 1,2 0,800 4 7,8 0,036
3 0,0 1,000 4 1,5 0,754 4 8,1 0,033
3 0,6 0,958 4 1,8 0,677 4 8,4 0,019
3 1,0 0,910 4 2,1 0,649 4 8,7 0,014
3 1,8 0,727 4 2,4 0,524 4 9,3 0,012
3 2,2 0,608 4 2,7 0,508 4 9,6 0,0079
3 2,6 0,524 4 3,0 0,432 4 9,9 0,0062
3 3,4 0,446 4 3,3 0,389 4 10,2 0,0027
3 3,8 0,342 4 3,6 0,355 4 10,8 0,0016
3 4,2 0,300 4 3,9 0,324 4 11,1 0,00094
3 5,0 0,207 4 4,5 0,242 4 12,0 0,000072
3 5,4 0,175

Таблиця Д.2.15
Критичнi значення вибiркового коефiцiєнта рангової кореляцiї

rs Спiрмена

Критичнi значення rs

n
Рiвень значущостi α

n
Рiвень значущостi α

n
Рiвень значущостi α

0,05 0,01 0,05 0,01 0,05 0,01
5 0,94 — 17 0,48 0,62 29 0,37 0,48
6 0,85 — 18 0,47 0,60 30 0,36 0,47
7 0,78 0,94 19 0,46 0,58 31 0,36 0,46
8 0,72 0,88 20 0,45 0,57 32 0,36 0,45
9 0,68 0,83 21 0,44 0,56 33 0,34 0,45
10 0,64 0,79 22 0,43 0,54 34 0,34 0,44
11 0,61 0,76 23 0,42 0,53 35 0,33 0,43
12 0,58 0,73 24 0,41 0,52 36 0,33 0,43
13 0,56 0,70 25 0,40 0,51 37 0,33 0,43
14 0,54 0,68 26 0,39 0,50 38 0,32 0,41
15 0,52 0,66 27 0,38 0,49 39 0,32 0,41
16 0,50 0,64 28 0,38 0,48 40 0,31 0,40
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Таблиця Д.2.16
Критичнi значення критерiю тенденцiй L Пейджа

(n — обсяг вибiрки, c — кiлькiсть умов, p — рiвень значущостi)

n
Критичнi значення L при c

p
3 4 5 6

2 — — 109 178 0,001
— 60 106 173 0,01
28 58 103 166 0,05

3 — 89 160 260 0,001
42 87 155 252 0,01
41 84 150 244 0,05

4 56 117 210 341 0,001
55 114 204 331 0,01
54 111 197 321 0,05

5 70 145 259 420 0,001
68 141 251 409 0,01
66 137 244 397 0,05

6 83 172 307 499 0,001
81 167 299 486 0,01
79 163 291 474 0,05

7 96 198 355 577 0,001
93 193 346 563 0,01
91 189 338 550 0,05

8 109 225 403 655 0,001
106 220 393 640 0,01
104 214 384 625 0,05

9 121 252 451 733 0,001
119 246 441 717 0,01
116 240 431 701 0,05

10 134 278 499 811 0,001
131 272 487 793 0,01
128 266 477 777 0,05

11 147 305 546 888 0,001
144 298 534 869 0,01
141 292 523 852 0,05

12 160 331 593 965 0,001
156 324 581 946 0,01
153 317 570 928 0,05
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Таблиця Д.2.17
Критичнi значення критерiю χ2

Кiлькiсть
ступенiв

вiльностi k

Критичнi значення критерiю χ2 при рiвнi значущостi α

0,005 0,01 0,025 0,05 0,1
1 2 3 4 5 6
1 7,879 6,635 5,024 3,841 2,706
2 10,597 9,210 7,378 5,991 4,605
3 12,838 11,345 9,348 7,815 6,251
4 14,860 13,277 11,143 9,488 7,779
5 16,750 15,086 12,832 11,070 9,236
6 18,548 16,812 14,449 12,592 10,645
7 20,278 18,475 16,013 14,067 12,017
8 21,955 20,090 17,535 15,507 13,362
9 23,589 21,666 19,023 16,919 14,684

10 25,188 23,209 20,483 18,307 15,987
11 26,757 24,725 21,920 19,675 17,275
12 28,300 26,217 23,337 21,026 18,549
13 29,819 27,688 24,736 22,362 19,812
14 31,319 29,141 26,119 23,685 21,064
15 32,801 30,578 27,488 24,996 22,307
16 34,267 32,000 28,845 26,296 23,542
17 35,718 33,409 30,191 27,587 24,769
18 37,156 34,805 31,526 28,869 25,989
19 38,582 36,191 32,852 30,144 27,204
20 39,997 37,566 34,170 31,410 28,412
21 41,401 38,932 35,479 32,671 29,615
22 42,796 40,289 36,781 33,924 30,813
23 44,181 41,638 38,076 35,172 32,007
24 45,558 42,980 39,364 36,415 33,196
25 46,928 44,314 40,647 37,652 34,382
26 48,290 45,642 41,923 38,885 35,563
27 49,645 46,963 43,195 40,113 36,741
28 50,994 48,278 44,461 41,337 37,916
29 52,336 49,588 45,722 42,557 39,087
30 53,672 50,892 46,979 43,773 40,256
31 55,002 52,191 48,232 44,985 41,422
32 56,328 53,486 49,480 46,194 42,585
33 57,648 54,775 50,725 47,400 43,745
34 58,964 56,061 51,966 48,602 44,903
35 60,275 57,342 53,203 49,802 46,059
36 61,581 58,619 54,437 50,998 47,212
37 62,883 59,893 55,668 52,192 48,363
38 64,181 61,162 56,895 53,384 49,513
39 65,475 62,428 58,120 54,572 50,660
40 66,766 63,691 59,342 55,758 51,805

371



Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.17
1 2 3 4 5 6
41 68,053 64,950 60,561 56,942 52,949
42 69,336 66,206 61,777 58,124 54,090
43 70,616 67,459 62,990 59,304 55,230
44 71,892 68,710 64,201 60,481 56,369
45 73,166 69,957 65,410 61,656 57,505
46 74,437 71,202 66,616 62,830 58,641
47 75,704 72,443 67,821 64,001 59,774
48 76,969 73,683 69,023 65,171 60,907
49 78,231 74,919 70,222 66,339 62,038
50 79,490 76,154 71,420 67,505 63,167
51 80,746 77,386 72,616 68,669 64,295
52 82,001 78,616 73,810 69,832 65,422
53 83,253 79,843 75,002 70,993 66,548
54 84,502 81,069 76,192 72,153 67,673
55 85,749 82,292 77,380 73,311 68,796
56 86,994 83,514 78,567 74,468 69,919
57 88,237 84,733 79,752 75,624 71,040
58 89,477 85,950 80,936 76,778 72,160
59 90,715 87,166 82,117 77,930 73,279
60 91,952 88,379 83,298 79,082 74,397
61 93,186 89,591 84,476 80,232 75,514
62 94,419 90,802 85,654 81,381 76,630
63 95,649 92,100 86,830 82,529 77,745
64 96,878 93,217 88,004 83,675 78,860
65 98,105 94,422 89,177 84,821 79,973
66 99,330 95,626 90,349 85,965 81,085
67 100,554 96,828 91,519 87,108 82,197
68 101,776 98,028 92,688 88,250 83,308
69 102,996 99,227 93,856 89,391 84,418
70 104,215 100,425 95,023 90,531 85,527
71 105,432 101,621 96,189 91,670 86,635
72 106,647 102,816 97,353 92,808 87,743
73 107,862 104,100 98,516 93,945 88,850
74 109,074 105,202 99,678 95,081 89,956
75 110,285 106,393 100,839 96,217 91,061
76 111,495 107,582 101,999 97,351 92,166
77 112,704 108,771 103,158 98,484 93,270
78 113,911 109,958 104,316 99,617 94,374
79 115,116 111,144 105,473 100,749 95,476
80 116,321 112,329 106,629 101,880 96,578
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.17
1 2 3 4 5 6
81 117,524 113,512 107,783 103,010 97,680
82 118,726 114,695 108,937 104,139 98,780
83 119,927 115,876 110,090 105,267 99,880
84 121,126 117,057 111,242 106,395 100,980
85 122,324 118,236 112,393 107,522 102,079
86 123,522 119,414 113,544 108,648 103,177
87 124,718 120,591 114,693 109,773 104,275
88 125,912 121,767 115,842 110,898 105,372
89 127,106 122,942 116,989 112,022 106,469
90 128,299 124,116 118,136 113,145 107,565
91 129,490 125,289 119,282 114,268 108,661
92 130,681 126,462 120,427 115,390 109,756
93 131,871 127,633 121,571 116,511 110,850
94 133,059 128,803 122,715 117,632 111,944
95 134,247 129,973 123,858 118,752 113,038
96 135,433 131,141 125,000 119,871 114,131
97 136,619 132,309 126,141 120,990 115,223
98 137,803 133,476 127,282 122,108 116,315
99 138,987 134,642 128,422 123,225 117,407

100 140,170 135,807 129,561 124,342 118,498
110 151,948 147,414 140,917 135,480 129,385
120 163,649 158,950 152,211 146,567 140,233
130 175,278 170,423 163,453 157,610 151,045
140 186,847 181,841 174,648 168,613 161,827
150 198,360 193,208 185,800 179,581 172,581
160 209,824 204,530 196,915 190,516 183,311
170 221,242 215,812 207,996 201,423 194,017
180 232,620 227,056 219,044 212,304 204,704
190 243,959 238,266 230,065 223,160 215,371
200 255,264 249,445 241,058 233,994 226,021
250 311,346 304,939 295,689 287,882 279,050
300 366,844 359,906 349,875 341,395 331,789
350 421,901 414,474 403,723 394,626 384,306
400 476,607 468,724 457,306 447,632 436,649
450 531,026 522,717 510,670 500,456 488,849
500 585,206 576,493 563,851 553,127 540,930
600 692,981 683,516 669,769 658,094 644,800
700 800,131 789,974 775,211 762,661 748,359
800 906,786 895,984 880,275 866,911 851,671
1000 1118,948 1106,969 1089,531 1074,679 1057,724
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.17

Кiлькiсть
ступенiв

вiльностi k

Критичнi значення критерiю χ2 при рiвнi значущостi α

0,9 0,95 0,975 0,99 0,995
1 7 8 9 10 11
1 0,0158 0,00393 0,000982 0,000157 0,0000393
2 0,211 0,1026 0,0506 0,0201 0,01002
3 0,584 0,352 0,216 0,1148 0,0717
4 1,064 0,711 0,484 0,297 0,207
5 1,610 1,145 0,831 0,554 0,412
6 2,204 1,635 1,237 0,872 0,676
7 2,833 2,167 1,690 1,239 0,989
8 3,490 2,733 2,180 1,647 1,344
9 4,168 3,325 2,700 2,088 1,735

10 4,865 3,940 3,247 2,559 2,156
11 5,578 4,575 3,816 3,053 2,603
12 6,304 5,226 4,404 3,571 3,074
13 7,042 5,892 5,009 4,107 3,565
14 7,790 6,571 5,629 4,660 4,075
15 8,547 7,261 6,262 5,229 4,601
16 9,312 7,962 6,908 5,812 5,142
17 10,085 8,672 7,564 6,408 5,697
18 10,865 9,390 8,231 7,015 6,265
19 11,651 10,117 8,907 7,633 6,844
20 12,443 10,851 9,591 8,260 7,434
21 13,240 11,591 10,283 8,897 8,034
22 14,041 12,338 10,982 9,542 8,643
23 14,848 13,092 11,689 10,196 9,260
24 15,659 13,848 12,401 10,856 9,886
25 16,473 14,611 13,120 11,524 10,520
26 17,292 15,379 13,844 12,198 11,160
27 18,114 16,151 14,573 12,878 11,808
28 18,939 16,928 15,308 13,565 12,461
29 19,768 17,708 16,047 14,256 13,121
30 20,599 18,493 16,791 14,953 13,787
31 21,434 19,281 17,539 15,655 14,458
32 22,271 20,072 18,291 16,362 15,134
33 23,110 20,867 19,047 17,073 15,815
34 23,952 21,664 19,806 17,789 16,501
35 24,797 22,465 20,569 18,509 17,192
36 25,643 23,269 21,336 19,233 17,887
37 26,492 24,075 22,106 19,960 18,586
38 27,343 24,884 22,878 20,691 19,289
39 28,196 25,695 23,654 21,426 19,996
40 29,051 26,509 24,433 22,164 20,707
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.17
1 7 8 9 10 11
41 29,907 27,326 25,215 22,906 21,421
42 30,765 28,144 25,999 23,650 22,138
43 31,625 28,965 26,785 24,398 22,860
44 32,487 29,788 27,575 25,148 23,584
45 33,350 30,612 28,366 25,901 24,311
46 34,215 31,439 29,160 26,657 25,041
47 35,081 32,268 29,956 27,416 25,775
48 35,949 33,098 30,755 28,177 26,511
49 36,818 33,930 31,555 28,941 27,249
50 37,689 34,764 32,357 29,707 27,991
51 38,560 35,600 33,162 30,475 28,735
52 39,433 36,437 33,968 31,246 29,481
53 40,308 37,276 34,776 32,019 30,230
54 41,183 38,116 35,586 32,793 30,981
55 42,060 38,958 36,398 33,571 31,735
56 42,937 39,801 37,212 34,350 32,491
57 43,816 40,646 38,027 35,131 33,248
58 44,696 41,492 38,844 35,914 34,008
59 45,577 42,339 39,662 36,698 34,770
60 46,459 43,188 40,482 37,485 35,534
61 47,342 44,038 41,303 38,273 36,300
62 48,226 44,889 42,126 39,063 37,068
63 49,111 45,741 42,950 39,855 37,838
64 49,996 46,595 43,776 40,649 38,610
65 50,883 47,450 44,603 41,444 39,383
66 51,771 48,305 45,431 42,240 40,158
67 52,659 49,162 46,261 43,038 40,935
68 53,548 50,020 47,092 43,838 41,714
69 54,438 50,879 47,924 44,639 42,493
70 55,329 51,739 48,758 45,442 43,275
71 56,221 52,600 49,592 46,246 44,058
72 57,113 53,462 50,428 47,051 44,843
73 58,006 54,325 51,265 47,858 45,629
74 58,900 55,189 52,103 48,666 46,417
75 59,795 56,054 52,942 49,475 47,206
76 60,690 56,920 53,782 50,286 47,996
77 61,586 57,786 54,623 51,097 48,788
78 62,483 58,654 55,466 51,910 49,581
79 63,380 59,522 56,309 52,725 50,376
80 64,278 60,391 57,153 53,540 51,172
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Закiнчення табл. Д.2.17
1 7 8 9 10 11
81 65,176 61,262 57,999 54,357 51,969
82 66,076 62,132 58,845 55,174 52,767
83 66,976 63,004 59,692 55,993 53,567
84 67,876 63,876 60,540 56,813 54,368
85 68,777 64,749 61,389 57,634 55,170
86 69,679 65,623 62,239 58,456 55,973
87 70,581 66,498 63,089 59,279 56,777
88 71,484 67,373 63,941 60,103 57,582
89 72,387 68,249 64,793 60,928 58,389
90 73,291 69,126 65,647 61,754 59,196
91 74,196 70,003 66,501 62,581 60,005
92 75,100 70,882 67,356 63,409 60,815
93 76,006 71,760 68,211 64,238 61,625
94 76,912 72,640 69,068 65,068 62,437
95 77,818 73,520 69,925 65,898 63,250
96 78,725 74,401 70,783 66,730 64,063
97 79,633 75,282 71,642 67,562 64,878
98 80,541 76,164 72,501 68,396 65,693
99 81,449 77,046 73,361 69,230 66,510
100 82,358 77,929 74,222 70,065 67,328
110 91,471 86,792 82,867 78,458 75,550
120 100,624 95,705 91,573 86,923 83,852
130 109,811 104,662 100,331 95,451 92,223
140 119,029 113,659 109,137 104,034 100,655
150 128,275 122,692 117,985 112,668 109,142
160 137,546 131,756 126,870 121,346 117,679
170 146,839 140,849 135,790 130,064 126,261
180 156,153 149,969 144,741 138,821 134,884
190 165,485 159,113 153,721 147,610 143,545
200 174,835 168,279 162,728 156,432 152,241
250 221,806 214,392 208,098 200,939 196,160
300 269,068 260,878 253,912 245,973 240,663
350 316,550 307,648 300,064 291,406 285,608
400 364,207 354,641 346,482 337,155 330,903
450 412,007 401,817 393,118 383,163 376,483
500 459,926 449,147 439,936 429,387 422,303
600 556,056 544,180 534,019 522,365 514,529
700 652,497 639,613 628,577 615,907 607,379
800 749,185 735,362 723,513 709,897 700,725
1000 943,133 927,594 914,257 898,912 888,563
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Таблиця Д.2.18
Критичнi значення максимального модуля рiзницi накопичених

частостей dmax (α — рiвень значущостi)

n
dmax

n
dmax

α = 0,05 α = 0,01 α = 0,05 α = 0,01

5 0,6074 0,7279 50 0,1921 0,2302
10 0,4295 0,5147 60 0,1753 0,2101
15 0,3507 0,4202 70 0,1623 0,1945
20 0,3037 0,3639 80 0,1518 0,1820
25 0,2716 0,3255 90 0,1432 0,1718
30 0,2480 0,2972 100 0,1358 0,1630
40 0,2147 0,2574 > 100 1,36/

√
n 1,63/

√
n

Таблиця Д.2.19
Рiвнi статистичної значущостi значень критерiю λ

Колмогорова—Смiрнова

λ
Рiвень значущостi критерiю λ, якщо другий десятковий знак λ дорiвнює

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,3 0,99999 99998 99995 99991 99983 99970 99949 99917 99872 99807
0,4 99719 99603 99452 99262 99027 98741 98400 97998 97532 96998
0,5 96394 95719 94969 94147 93250 92282 91242 90134 88960 87724
0,6 86428 85077 83678 82225 80732 79201 77636 76042 74422 72781
0,7 71124 69453 67774 66089 64402 62717 61036 59363 57700 56050
0,8 54414 52796 51197 49619 48063 46532 45026 43545 42093 40668
0,9 39273 37907 36571 35266 33992 32748 31536 30356 29206 28087
1,0 27000 25943 24917 23922 22957 22021 21114 20236 19387 18566
1,1 17772 17005 16264 15550 14861 14196 13556 12939 12345 11774
1,2 11225 10697 10190 09703 09235 08787 08357 07944 07550 07171
1,3 06809 06463 06132 05815 05513 05224 04949 04686 04435 04196
1,4 03968 03751 03545 03348 03162 02984 02815 02655 02503 02359
1,5 02222 02092 01969 01852 01742 01638 01539 01446 01357 01274
1,6 01195 01121 01051 00985 00922 00864 00808 00756 00707 00661
1,7 00618 00577 00539 00503 00469 00438 00408 00380 00354 00330
1,8 00307 00285 00265 00247 00229 00213 00198 00186 00170 00158
1,9 00146 00136 00126 00116 00108 00100 00092 00085 00079 00073
2,0 00067 00062 00057 00053 00048 00045 00041 00038 00035 00032
2,1 00030 00027 00025 00023 00021 00019 00018 00016 00015 00014
2,2 00013 00011 00010 00010 00009 00008 00007 00007 00006 00006
2,3 00005 00005 00004 00004 00004 00003 00003 00003 00002 00002
2,4 00002 00002 00002 00001 00001 00001 00001 00001 00001 00001
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Таблиця Д.2.20
Критичнi значення бiномiального критерiю m

Рiвень значущостi p = 0,05

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 0,11 0,12 0,13
2 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
4 1 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3
5 1 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3
6 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3
7 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 4
8 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 4 4
9 2 2 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4
10 2 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4
11 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4
12 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 5
13 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 5 5
14 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5
15 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5
16 2 2 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5
17 2 2 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 6
18 2 2 3 3 4 4 4 5 5 5 5 6 6
19 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5 6 6 6
20 2 3 3 3 4 4 4 5 5 5 6 6 6
21 2 3 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 6
22 2 3 3 4 4 4 5 5 5 6 6 6 7
23 2 3 3 4 4 4 5 5 6 6 6 6 7
24 2 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 7 7
25 2 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 7 7
26 2 3 3 4 4 5 5 6 6 6 7 7 7
27 2 3 3 4 4 5 5 6 6 6 7 7 8
28 2 3 4 4 4 5 5 6 6 7 7 7 8
29 2 3 4 4 5 5 5 6 6 7 7 8 8
30 2 3 4 4 5 5 6 6 6 7 7 8 8
31 2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7 8 8
32 2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 8
33 2 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9
34 2 3 4 4 5 6 6 7 7 7 8 8 9
35 2 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9
36 3 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9
37 3 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9
38 3 3 4 5 5 6 6 7 8 8 9 9 10
39 3 3 4 5 5 6 6 7 8 8 9 9 10
40 3 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 10
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.20
Рiвень значущостi p = 0,05

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 0,11 0,12 0,13
41 3 3 4 5 6 6 7 7 8 8 9 10 10
42 3 4 4 5 6 6 7 7 8 9 9 10 10
43 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10
44 3 4 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 11
45 3 4 4 5 6 7 7 8 8 9 10 10 11
46 3 4 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11
47 3 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11
48 3 4 5 5 6 7 7 8 9 9 10 11 11
49 3 4 5 5 6 7 8 8 9 10 10 11 11
50 3 4 5 5 6 7 8 8 9 10 10 11 11

Рiвень значущостi p = 0,01

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 0,11 0,12 0,13
2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 — — —
3 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3
4 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3
5 2 2 2 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4
6 2 2 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4
7 2 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4
8 2 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 5
9 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 5 5 5
10 2 3 3 3 4 4 4 4 4 5 5 5 5
11 2 3 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5
12 2 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5 6
13 2 3 3 4 4 4 5 5 5 5 5 6 6
14 2 3 3 4 4 4 5 5 5 5 6 6 6
15 2 3 3 4 4 5 5 5 5 6 6 6 6
16 3 3 4 4 4 5 5 5 6 6 6 6 7
17 3 3 4 4 4 5 5 5 6 6 6 7 7
18 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 7 7 7
19 3 3 4 4 5 5 5 6 6 6 7 7 7
20 3 3 4 4 5 5 6 6 6 7 7 7 8
21 3 3 4 4 5 5 6 6 6 7 7 7 8
22 3 3 4 5 5 5 6 6 7 7 7 8 8
23 3 4 4 5 5 6 6 6 7 7 7 8 8
24 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7 8 8 8
25 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7 8 8 9
26 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 8 9
27 3 4 4 5 6 6 6 7 7 8 8 9 9

379



Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.20
Рiвень значущостi p = 0,01

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10 0,11 0,12 0,13
28 3 4 4 5 6 6 7 7 8 8 8 9 9
29 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 9
30 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10
31 3 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10
32 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 10 10
33 3 4 5 5 6 7 7 8 8 9 9 10 10
34 3 4 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 10
35 3 4 5 6 6 7 7 8 9 9 10 10 11
36 3 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 10 11
37 3 4 5 6 6 7 8 8 9 9 10 11 11
38 3 4 5 6 7 7 8 8 9 10 10 11 11
39 3 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 11
40 3 4 5 6 7 7 8 9 9 10 10 11 12
41 3 4 5 6 7 8 8 9 9 10 11 11 12
42 3 4 5 6 7 8 8 9 10 10 11 11 12
43 3 5 5 6 7 8 8 9 10 10 11 12 12
44 3 5 5 6 7 8 9 9 10 11 11 12 12
45 4 5 6 6 7 8 9 9 10 11 11 12 13
46 4 5 6 6 7 8 9 9 10 11 11 12 13
47 4 5 6 7 7 8 9 10 10 11 12 12 13
48 4 5 6 7 7 8 9 10 10 11 12 12 13
49 4 5 6 7 8 8 9 10 11 11 12 13 13
50 4 5 6 7 8 8 9 10 11 11 12 13 13

Рiвень значущостi p = 0,05

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,20 0,21 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 — — — —
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
4 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 4
5 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4
6 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5
7 4 4 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5
8 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5
9 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5 6
10 4 4 5 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6
11 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6 6
12 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6 7 7
13 5 5 5 6 6 6 6 6 6 7 7 7 7
14 5 5 6 6 6 6 6 7 7 7 7 7 7
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.20
Рiвень значущостi p = 0,05

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,20 0,21 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26
15 5 6 6 6 6 6 7 7 7 7 7 8 8
16 6 6 6 6 7 7 7 7 7 8 8 8 8
17 6 6 6 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8
18 6 6 7 7 7 7 8 8 8 8 8 9 9
19 6 7 7 7 7 8 8 8 8 9 9 9 9
20 7 7 7 7 8 8 8 8 9 9 9 9 10
21 7 7 7 8 8 8 8 9 9 9 9 10 10
22 7 7 8 8 8 8 9 9 9 9 10 10 10
23 7 7 8 8 8 9 9 9 9 10 10 10 11
24 7 8 8 8 9 9 9 9 10 10 10 11 11
25 8 8 8 8 9 9 9 10 10 10 11 11 11
26 8 8 8 9 9 9 10 10 10 11 11 11 12
27 8 8 9 9 9 10 10 10 11 11 11 12 12
28 8 8 9 9 10 10 10 11 11 11 12 12 12
29 8 9 9 9 10 10 10 11 11 12 12 12 13
30 8 9 9 10 10 10 11 11 11 12 12 13 13
31 8 9 9 10 10 11 11 11 12 12 12 13 13
32 9 9 10 10 10 11 11 12 12 12 13 13 14
33 9 9 10 10 11 11 12 12 12 13 13 13 14
34 9 10 10 11 11 11 12 12 13 13 13 14 14
35 9 10 10 11 11 12 12 12 13 13 14 14 14
36 10 10 11 11 11 12 12 13 13 14 14 14 15
37 10 10 11 11 12 12 13 13 13 14 14 15 15
38 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15 15
39 10 11 11 12 12 13 13 14 14 14 15 15 16
40 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15 16 16
41 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15 15 16 16
42 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15 16 16 17
43 11 11 12 13 13 14 14 15 15 16 16 17 17
44 11 12 12 13 13 14 14 15 15 16 16 17 17
45 11 12 12 13 13 14 15 15 16 16 17 17 18
46 11 12 13 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18
47 12 12 13 13 14 15 15 16 16 17 17 18 18
48 12 12 13 14 14 15 15 16 16 17 18 18 19
49 12 13 13 14 14 15 16 16 17 17 18 18 19
50 12 13 13 14 14 15 16 16 17 17 18 18 19
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.20
Рiвень значущостi p = 0,01

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,20 0,21 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26
3 3 3 3 3 3 3 3 3 — — — — —
4 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5
6 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5
7 4 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6
8 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6 6
9 5 5 5 5 6 6 6 6 6 6 6 6 7
10 5 5 6 6 6 6 6 6 7 7 7 7 7
11 6 6 6 6 6 6 7 7 7 7 7 7 7
12 6 6 6 6 7 7 7 7 7 7 8 8 8
13 6 6 7 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8
14 6 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8 9 9
15 7 7 7 7 8 8 8 8 8 9 9 9 9
16 7 7 7 8 8 8 8 8 9 9 9 9 9
17 7 7 8 8 8 8 9 9 9 9 9 10 10
18 7 8 8 8 8 9 9 9 9 10 10 10 10
19 8 8 8 8 9 9 9 9 10 10 10 10 11
20 8 8 8 9 9 9 9 10 10 10 10 11 11
21 8 8 9 9 9 10 10 10 10 11 11 11 11
22 8 9 9 9 10 10 10 10 11 11 11 11 12
23 9 9 9 9 10 10 10 11 11 11 12 12 12
24 9 9 9 10 10 10 11 11 11 12 12 12 13
25 9 9 10 10 10 11 11 11 12 12 12 13 13
26 9 10 10 10 11 11 11 12 12 12 13 13 13
27 9 10 10 11 11 11 12 12 12 13 13 13 14
28 10 10 10 11 11 12 12 12 13 13 13 14 14
29 10 10 11 11 11 12 12 13 13 13 14 14 14
30 10 10 11 11 12 12 12 13 13 14 14 14 15
31 10 11 11 12 12 12 13 13 14 14 14 15 15
32 10 11 11 12 12 13 13 13 14 14 15 15 15
33 11 11 12 12 12 13 13 14 14 15 15 15 16
34 11 11 12 12 13 13 14 14 14 15 15 16 16
35 11 12 12 13 13 13 14 14 15 15 16 16 16
36 11 12 12 13 13 14 14 15 15 15 16 16 17
37 12 12 13 13 13 14 14 15 15 16 16 17 17
38 12 12 13 13 14 14 15 15 16 16 17 17 17
39 12 12 13 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18
40 12 13 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18
41 12 13 13 14 14 15 16 16 17 17 18 18 18
42 13 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18 19
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.20
Рiвень значущостi p = 0,01

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,20 0,21 0,22 0,23 0,24 0,25 0,26
43 13 13 14 14 15 16 16 17 17 18 18 19 19
44 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18 19 19
45 13 14 14 15 15 16 17 17 18 18 19 19 20
46 13 14 15 15 16 16 17 17 18 19 19 20 20
47 14 14 15 15 16 17 17 18 18 19 19 20 21
48 14 14 15 16 16 17 17 18 19 19 20 20 21
49 14 15 15 16 16 17 18 18 19 19 20 21 21
50 14 15 15 16 16 17 18 18 19 19 20 21 21

Рiвень значущостi p = 0,05

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,27 0,28 0,29 0,30 0,31 0,32 0,33 0,34 0,35 0,36 0,37 0,38 0,39
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 — — —
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
5 4 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5 5 5
6 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
7 5 5 5 5 5 5 5 5 6 6 6 6 6
8 5 5 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
9 6 6 6 6 6 6 6 6 7 7 7 7 7
10 6 6 6 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7
11 6 7 7 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8
12 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8
13 7 7 8 8 8 8 8 8 8 9 9 9 9
14 8 8 8 8 8 8 9 9 9 9 9 9 9
15 8 8 8 9 9 9 9 9 9 10 10 10 10
16 8 9 9 9 9 9 9 10 10 10 10 10 10
17 9 9 9 9 9 10 10 10 10 10 11 11 11
18 9 9 9 10 10 10 10 10 11 11 11 11 11
19 9 10 10 10 10 10 11 11 11 11 12 12 12
20 10 10 10 10 11 11 11 11 12 12 12 12 12
21 10 10 11 11 11 11 12 12 12 12 12 13 13
22 10 11 11 11 11 12 12 12 12 13 13 13 13
23 11 11 11 12 12 12 12 13 13 13 13 14 14
24 11 11 12 12 12 13 13 13 13 14 14 14 14
25 12 12 12 12 13 13 13 13 14 14 14 15 15
26 12 12 12 13 13 13 14 14 14 14 15 15 15
27 12 12 13 13 13 14 14 14 15 15 15 15 16
28 13 13 13 13 14 14 14 15 15 15 16 16 16
29 13 13 14 14 14 14 15 15 15 16 16 16 17
30 13 14 14 14 15 15 15 16 16 16 17 17 17
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.20
Рiвень значущостi p = 0,05

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,27 0,28 0,29 0,30 0,31 0,32 0,33 0,34 0,35 0,36 0,37 0,38 0,39
31 14 14 14 15 15 15 16 16 16 17 17 17 18
32 14 14 15 15 15 16 16 16 17 17 17 18 18
33 14 15 15 15 16 16 16 17 17 17 18 18 19
34 15 15 15 16 16 16 17 17 18 18 18 19 19
35 15 15 16 16 16 17 17 18 18 18 19 19 19
36 15 16 16 16 17 17 18 18 18 19 19 20 20
37 16 16 16 17 17 18 18 18 19 19 20 20 20
38 16 16 17 17 18 18 18 19 19 20 20 20 21
39 16 17 17 17 18 18 19 19 20 20 20 21 21
40 17 17 17 18 18 19 19 20 20 20 21 21 22
41 17 17 18 18 19 19 20 20 20 21 21 22 22
42 17 18 18 19 19 19 20 20 21 21 22 22 23
43 18 18 18 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23
44 18 18 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24
45 18 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24 24
46 18 19 20 20 21 21 22 22 22 23 23 24 24
47 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24 24 25
48 19 20 20 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25
49 19 20 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26
50 19 20 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26

Рiвень значущостi p = 0,01

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,27 0,28 0,29 0,30 0,31 0,32 0,33 0,34 0,35 0,36 0,37 0,38 0,39
4 4 4 4 4 4 — — — — — — — —
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
6 5 5 5 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
7 6 6 6 6 6 6 6 6 6 7 7 7 7
8 6 6 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
9 7 7 7 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8
10 7 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8 8 9
11 8 8 8 8 8 8 8 9 9 9 9 9 9
12 8 8 8 8 9 9 9 9 9 9 9 10 10
13 8 9 9 9 9 9 9 10 10 10 10 10 10
14 9 9 9 9 10 10 10 10 10 10 10 11 11
15 9 9 10 10 10 10 10 10 11 11 11 11 11
16 10 10 10 10 10 11 11 11 11 11 11 12 12
17 10 10 10 11 11 11 11 11 12 12 12 12 12
18 10 11 11 11 11 12 12 12 12 12 13 13 13
19 11 11 11 12 12 12 12 12 13 13 13 13 13
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.20
Рiвень значущостi p = 0,01

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,27 0,28 0,29 0,30 0,31 0,32 0,33 0,34 0,35 0,36 0,37 0,38 0,39
20 11 11 12 12 12 12 13 13 13 13 14 14 14
21 12 12 12 12 13 13 13 13 14 14 14 14 14
22 12 12 13 13 13 13 14 14 14 14 15 15 15
23 12 13 13 13 13 14 14 14 15 15 15 15 15
24 13 13 13 14 14 14 14 15 15 15 15 16 16
25 13 13 14 14 14 15 15 15 15 16 16 16 17
26 14 14 14 14 15 15 15 16 16 16 16 17 17
27 14 14 15 15 15 15 16 16 16 17 17 17 18
28 14 15 15 15 16 16 16 17 17 17 17 18 18
29 15 15 15 16 16 16 17 17 17 18 18 18 19
30 15 15 16 16 16 17 17 17 18 18 18 19 19
31 15 16 16 16 17 17 17 18 18 19 19 19 19
32 16 16 16 17 17 18 18 18 19 19 19 20 20
33 16 16 17 17 18 18 18 19 19 19 20 20 20
34 16 17 17 17 18 18 19 19 20 20 20 21 21
35 17 17 18 18 18 19 19 20 20 20 21 21 21
36 17 18 18 18 19 19 20 20 20 21 21 22 22
37 18 18 18 19 19 20 20 20 21 21 22 22 22
38 18 18 19 19 20 20 20 21 21 22 22 23 23
39 18 19 19 20 20 20 21 21 22 22 23 23 23
40 19 19 20 20 20 21 21 22 22 23 23 23 24
41 19 19 20 20 21 21 22 22 23 23 23 24 24
42 19 20 20 21 21 22 22 23 23 23 24 24 25
43 20 20 21 21 22 22 23 23 23 24 24 25 25
44 20 21 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26
45 20 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26 26
46 21 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26 26 27
47 21 22 22 23 23 24 24 25 25 26 26 27 27
48 21 22 22 23 24 24 25 25 26 26 27 27 28
49 22 22 23 23 24 24 25 26 26 27 27 28 28
50 22 22 23 23 24 24 25 26 26 27 27 28 28

Рiвень значущостi p = 0,05

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,40 0,41 0,42 0,43 0,44 0,45 0,46 0,47 0,48 0,49 0,50
4 4 4 4 4 4 4 4 — — — —
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
6 5 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
7 6 6 6 6 6 6 6 6 7 7 7
8 6 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.20
Рiвень значущостi p = 0,05

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,40 0,41 0,42 0,43 0,44 0,45 0,46 0,47 0,48 0,49 0,50
9 7 7 7 7 7 8 8 8 8 8 8
10 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 9
11 8 8 8 8 9 9 9 9 9 9 9
12 9 9 9 9 9 9 9 9 10 10 10
13 9 9 9 10 10 10 10 10 10 10 10
14 10 10 10 10 10 10 11 11 11 11 11
15 10 10 10 11 11 11 11 11 11 12 12
16 11 11 11 11 11 11 12 12 12 12 12
17 11 11 12 12 12 12 12 12 13 13 13
18 12 12 12 12 12 13 13 13 13 13 13
19 12 12 13 13 13 13 13 13 14 14 14
20 13 13 13 13 13 14 14 14 14 14 15
21 13 13 14 14 14 14 14 15 15 15 15
22 14 14 14 14 15 15 15 15 15 16 16
23 14 14 15 15 15 15 16 16 16 16 16
24 15 15 15 15 16 16 16 16 17 17 17
25 15 15 16 16 16 16 17 17 17 17 18
26 16 16 16 16 17 17 17 17 18 18 18
27 16 16 17 17 17 17 18 18 18 18 19
28 16 17 17 17 18 18 18 18 19 19 19
29 17 17 18 18 18 18 19 19 19 20 20
30 17 18 18 18 19 19 19 20 20 20 20
31 18 18 19 19 19 20 20 20 20 21 21
32 18 19 19 19 20 20 20 21 21 21 22
33 19 19 20 20 20 21 21 21 22 22 22
34 19 20 20 20 21 21 21 22 22 22 23
35 20 20 21 21 21 22 22 22 23 23 23
36 20 21 21 21 22 22 22 23 23 24 24
37 21 21 22 22 22 23 23 23 24 24 24
38 21 22 22 22 23 23 24 24 24 25 25
39 22 22 22 23 23 24 24 24 25 25 26
40 22 23 23 23 24 24 25 25 25 26 26
41 23 23 23 24 24 25 25 26 26 26 27
42 23 23 24 24 25 25 26 26 26 27 27
43 24 24 24 25 25 26 26 27 27 27 28
44 24 24 25 25 26 26 27 27 28 28 28
45 24 25 25 26 26 27 27 28 28 29 29
46 25 25 26 26 27 27 28 28 29 29 30
47 25 26 26 27 27 28 28 29 29 30 30
48 26 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.20
Рiвень значущостi p = 0,05

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,40 0,41 0,42 0,43 0,44 0,45 0,46 0,47 0,48 0,49 0,50
49 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31 31
50 26 27 27 28 28 29 29 30 30 31 32

Рiвень значущостi p = 0,01

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,40 0,41 0,42 0,43 0,44 0,45 0,46 0,47 0,48 0,49 0,50
6 6 6 6 6 6 6 6 — — — —
7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7 7
8 7 7 8 8 8 8 8 8 8 8 8
9 8 8 8 8 8 8 9 9 9 9 9
10 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 10
11 9 9 9 10 10 10 10 10 10 10 10
12 10 10 10 10 10 10 10 11 11 11 11
13 10 10 11 11 11 11 11 11 11 11 12
14 11 11 11 11 11 12 12 12 12 12 12
15 11 12 12 12 12 12 12 12 13 13 13
16 12 12 12 12 13 13 13 14 14 14 14
17 13 13 13 13 13 13 14 14 14 14 14
18 13 13 13 14 14 14 14 14 14 15 15
19 14 14 14 14 14 15 15 15 15 15 15
20 14 14 15 15 15 15 15 16 16 16 16
21 15 15 15 15 16 16 16 16 16 17 17
22 15 15 16 16 16 16 17 17 17 17 17
23 16 16 16 16 17 17 17 17 18 18 18
24 16 16 17 17 17 17 18 18 18 18 19
25 17 17 17 18 18 18 18 19 19 19 19
26 17 18 18 18 18 19 19 19 19 20 20
27 18 18 18 19 19 19 19 20 20 20 20
28 18 19 19 19 19 20 20 20 21 21 21
29 19 19 19 20 20 20 21 21 21 21 22
30 19 20 20 20 21 21 21 21 22 22 22
31 20 20 20 21 21 21 22 22 22 23 23
32 20 21 21 21 22 22 22 22 23 23 24
33 21 21 21 22 22 22 23 23 23 24 24
34 21 22 22 22 23 23 23 24 24 24 25
35 22 22 23 23 23 24 24 24 25 25 25
36 22 23 23 23 24 24 25 25 25 26 26
37 23 23 24 24 24 25 25 25 26 26 27
38 23 24 24 24 25 25 26 26 26 27 27
39 24 24 25 25 25 26 26 27 27 27 28
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Закiнчення табл. Д.2.20
Рiвень значущостi p = 0,01

n
Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P

0,40 0,41 0,42 0,43 0,44 0,45 0,46 0,47 0,48 0,49 0,50
40 24 25 25 26 26 26 27 27 28 28 28
41 25 25 26 26 26 27 27 28 28 28 29
42 25 26 26 27 27 27 28 28 29 29 29
43 26 26 27 27 28 28 28 29 29 30 30
44 26 27 27 28 28 28 29 29 30 30 31
45 27 27 28 28 29 29 29 30 30 31 31
46 27 28 28 29 29 30 30 30 31 31 32
47 28 28 29 29 30 30 31 31 31 32 32
48 28 29 29 30 30 31 31 32 32 33 33
49 29 29 30 30 31 31 32 32 33 33 34
50 29 29 30 30 31 31 32 32 33 33 34

Критичнi значення m при теоретичнiй iмовiрностi “успiху” P = 0,50

p
n

52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72
0,05 33 34 35 36 37 38 40 41 42 43 44
0,01 35 36 38 39 40 41 42 43 45 46 47

p
n

74 76 78 80 82 84 86 88 90 92 94
0,05 45 46 47 48 49 51 52 53 54 55 56
0,01 48 49 50 51 52 54 55 56 57 58 59

p
n

96 98 100 110 120 130 140 150 160 170 180
0,05 57 58 59 65 70 75 81 86 91 97 102
0,01 60 61 63 68 74 79 85 90 96 101 107

p
n

190 200 220 240 260 280 300
0,05 107 113 123 134 144 155 165
0,01 112 117 128 139 150 160 171
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Таблиця Д.2.21
Критичнi точки розподiлу Стьюдента

Кiлькiсть
ступенiв

вiльностi k

Критичнi точки розподiлу Стьюдента при рiвнi
значущостi α для двобiчної критичної областi

0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001
1 6,31 12,71 31,82 63,66 318,29 636,58
2 2,92 4,30 6,96 9,92 22,33 31,60
3 2,35 3,18 4,54 5,84 10,21 12,92
4 2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 8,61
5 2,02 2,57 3,36 4,03 5,89 6,87
6 1,94 2,45 3,14 3,71 5,21 5,96
7 1,89 2,36 3,00 3,50 4,79 5,41
8 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 5,04
9 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78
10 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59
11 1,80 2,20 2,72 3,11 4,02 4,44
12 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22
14 1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14
15 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07
16 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,01
17 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,97
18 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92
19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88
20 1,72 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85
21 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82
22 1,72 2,07 2,51 2,82 3,50 3,79
23 1,71 2,07 2,50 2,81 3,48 3,77
24 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,75
25 1,71 2,06 2,49 2,79 3,45 3,73
26 1,71 2,06 2,48 2,78 3,43 3,71
27 1,70 2,05 2,47 2,77 3,42 3,69
28 1,70 2,05 2,47 2,76 3,41 3,67
29 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
30 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65
40 1,68 2,02 2,42 2,70 3,31 3,55
60 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46
120 1,66 1,98 2,36 2,62 3,17 3,37
∞ 1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29

0,05 0,025 0,01 0,005 0,001 0,0005
Критичнi точки розподiлу Стьюдента при рiвнi
значущостi α для однобiчної критичної областi
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Таблиця Д.2.22
Критичнi точки розподiлу F Фiшера—Снедекора (k1, k2 — кiль-
кiсть ступенiв вiльностi вiдповiдно чисельника i знаменника)

Рiвень значущостi α = 0,01

k2 Критичнi точки розподiлу F при k1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 4052 4999 5404 5624 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6083 6107
2 98,50 99,00 99,16 99,25 99,30 99,33 99,36 99,38 99,39 99,40 99,41 99,42
3 34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,34 27,23 27,13 27,05
4 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66 14,55 14,45 14,37
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16 10,05 9,96 9,89
6 13,75 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87 7,79 7,72
7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62 6,54 6,47
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 5,81 5,73 5,67
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35 5,26 5,18 5,11
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,85 4,77 4,71
11 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63 4,54 4,46 4,40
12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30 4,22 4,16
13 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10 4,02 3,96
14 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94 3,86 3,80
15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80 3,73 3,67
16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69 3,62 3,55
17 8,40 6,11 5,19 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59 3,52 3,46
18 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60 3,51 3,43 3,37
19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 3,43 3,36 3,30
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 3,37 3,29 3,23
21 8,02 5,78 4,87 4,37 4,04 3,81 3,64 3,51 3,40 3,31 3,24 3,17
22 7,95 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,26 3,18 3,12
23 7,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 3,41 3,30 3,21 3,14 3,07
24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26 3,17 3,09 3,03
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,85 3,63 3,46 3,32 3,22 3,13 3,06 2,99
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18 3,09 3,02 2,96
27 7,68 5,49 4,60 4,11 3,78 3,56 3,39 3,26 3,15 3,06 2,99 2,93
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 3,03 2,96 2,90
29 7,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,50 3,33 3,20 3,09 3,00 2,93 2,87
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,98 2,91 2,84
31 7,53 5,36 4,48 3,99 3,67 3,45 3,28 3,15 3,04 2,96 2,88 2,82
32 7,50 5,34 4,46 3,97 3,65 3,43 3,26 3,13 3,02 2,93 2,86 2,80
33 7,47 5,31 4,44 3,95 3,63 3,41 3,24 3,11 3,00 2,91 2,84 2,78
34 7,44 5,29 4,42 3,93 3,61 3,39 3,22 3,09 2,98 2,89 2,82 2,76
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.22
Рiвень значущостi α = 0,01

k2 Критичнi точки розподiлу F при k1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
35 7,42 5,27 4,40 3,91 3,59 3,37 3,20 3,07 2,96 2,88 2,80 2,74
36 7,40 5,25 4,38 3,89 3,57 3,35 3,18 3,05 2,95 2,86 2,79 2,72
37 7,37 5,23 4,36 3,87 3,56 3,33 3,17 3,04 2,93 2,84 2,77 2,71
38 7,35 5,21 4,34 3,86 3,54 3,32 3,15 3,02 2,92 2,83 2,75 2,69
39 7,33 5,19 4,33 3,84 3,53 3,30 3,14 3,01 2,90 2,81 2,74 2,68
40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 2,80 2,73 2,66
41 7,30 5,16 4,30 3,81 3,50 3,28 3,11 2,98 2,87 2,79 2,71 2,65
42 7,28 5,15 4,29 3,80 3,49 3,27 3,10 2,97 2,86 2,78 2,70 2,64
43 7,26 5,14 4,27 3,79 3,48 3,25 3,09 2,96 2,85 2,76 2,69 2,63
44 7,25 5,12 4,26 3,78 3,47 3,24 3,08 2,95 2,84 2,75 2,68 2,62
45 7,23 5,11 4,25 3,77 3,45 3,23 3,07 2,94 2,83 2,74 2,67 2,61
46 7,22 5,10 4,24 3,76 3,44 3,22 3,06 2,93 2,82 2,73 2,66 2,60
47 7,21 5,09 4,23 3,75 3,43 3,21 3,05 2,92 2,81 2,72 2,65 2,59
48 7,19 5,08 4,22 3,74 3,43 3,20 3,04 2,91 2,80 2,71 2,64 2,58
49 7,18 5,07 4,21 3,73 3,42 3,19 3,03 2,90 2,79 2,71 2,63 2,57
50 7,17 5,06 4,20 3,72 3,41 3,19 3,02 2,89 2,78 2,70 2,63 2,56
55 7,12 5,01 4,16 3,68 3,37 3,15 2,98 2,85 2,75 2,66 2,59 2,53
60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72 2,63 2,56 2,50
65 7,04 4,95 4,10 3,62 3,31 3,09 2,93 2,80 2,69 2,61 2,53 2,47
70 7,01 4,92 4,07 3,60 3,29 3,07 2,91 2,78 2,67 2,59 2,51 2,45
75 6,99 4,90 4,05 3,58 3,27 3,05 2,89 2,76 2,65 2,57 2,49 2,43
80 6,96 4,88 4,04 3,56 3,26 3,04 2,87 2,74 2,64 2,55 2,48 2,42
85 6,94 4,86 4,02 3,55 3,24 3,02 2,86 2,73 2,62 2,54 2,46 2,40
90 6,93 4,85 4,01 3,53 3,23 3,01 2,84 2,72 2,61 2,52 2,45 2,39
95 6,91 4,84 3,99 3,52 3,22 3,00 2,83 2,70 2,60 2,51 2,44 2,38
100 6,90 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59 2,50 2,43 2,37
125 6,84 4,78 3,94 3,47 3,17 2,95 2,79 2,66 2,55 2,47 2,39 2,33
150 6,81 4,75 3,91 3,45 3,14 2,92 2,76 2,63 2,53 2,44 2,37 2,31
175 6,78 4,73 3,90 3,43 3,12 2,91 2,74 2,61 2,51 2,42 2,35 2,29
200 6,76 4,71 3,88 3,41 3,11 2,89 2,73 2,60 2,50 2,41 2,34 2,27
300 6,72 4,68 3,85 3,38 3,08 2,86 2,70 2,57 2,47 2,38 2,31 2,24
400 6,70 4,66 3,83 3,37 3,06 2,85 2,68 2,56 2,45 2,37 2,29 2,23
500 6,69 4,65 3,82 3,36 3,05 2,84 2,68 2,55 2,44 2,36 2,28 2,22
600 6,68 4,64 3,81 3,35 3,05 2,83 2,67 2,54 2,44 2,35 2,28 2,21
700 6,67 4,64 3,81 3,35 3,04 2,83 2,66 2,54 2,43 2,35 2,27 2,21
800 6,67 4,63 3,81 3,34 3,04 2,82 2,66 2,53 2,43 2,34 2,27 2,21
900 6,66 4,63 3,80 3,34 3,04 2,82 2,66 2,53 2,43 2,34 2,27 2,20
1000 6,66 4,63 3,80 3,34 3,04 2,82 2,66 2,53 2,43 2,34 2,27 2,20
∞ 6,63 4,61 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64 2,51 2,41 2,32 2,25 2,18
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.22
Рiвень значущостi α = 0,01

k2 Критичнi точки розподiлу F при k1

14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 ∞
1 6143 6170 6209 6234 6260 6286 6302 6324 6334 6350 6360 6366
2 99,43 99,44 99,45 99,46 99,47 99,48 99,48 99,48 99,49 99,49 99,50 99,50
3 26,92 26,83 26,69 26,60 26,50 26,41 26,35 26,28 26,24 26,18 26,15 26,13
4 14,25 14,15 14,02 13,93 13,84 13,75 13,69 13,61 13,58 13,52 13,49 13,46
5 9,77 9,68 9,55 9,47 9,38 9,29 9,24 9,17 9,13 9,08 9,04 9,02
6 7,60 7,52 7,40 7,31 7,23 7,14 7,09 7,02 6,99 6,93 6,90 6,88
7 6,36 6,28 6,16 6,07 5,99 5,91 5,86 5,79 5,75 5,70 5,67 5,65
8 5,56 5,48 5,36 5,28 5,20 5,12 5,07 5,00 4,96 4,91 4,88 4,86
9 5,01 4,92 4,81 4,73 4,65 4,57 4,52 4,45 4,41 4,36 4,33 4,31
10 4,60 4,52 4,41 4,33 4,25 4,17 4,12 4,05 4,01 3,96 3,93 3,91
11 4,29 4,21 4,10 4,02 3,94 3,86 3,81 3,74 3,71 3,66 3,62 3,60
12 4,05 3,97 3,86 3,78 3,70 3,62 3,57 3,50 3,47 3,41 3,38 3,36
13 3,86 3,78 3,66 3,59 3,51 3,43 3,38 3,31 3,27 3,22 3,19 3,17
14 3,70 3,62 3,51 3,43 3,35 3,27 3,22 3,15 3,11 3,06 3,03 3,00
15 3,56 3,49 3,37 3,29 3,21 3,13 3,08 3,01 2,98 2,92 2,89 2,87
16 3,45 3,37 3,26 3,18 3,10 3,02 2,97 2,90 2,86 2,81 2,78 2,75
17 3,35 3,27 3,16 3,08 3,00 2,92 2,87 2,80 2,76 2,71 2,68 2,65
18 3,27 3,19 3,08 3,00 2,92 2,84 2,78 2,71 2,68 2,62 2,59 2,57
19 3,19 3,12 3,00 2,92 2,84 2,76 2,71 2,64 2,60 2,55 2,51 2,49
20 3,13 3,05 2,94 2,86 2,78 2,69 2,64 2,57 2,54 2,48 2,44 2,42
21 3,07 2,99 2,88 2,80 2,72 2,64 2,58 2,51 2,48 2,42 2,38 2,36
22 3,02 2,94 2,83 2,75 2,67 2,58 2,53 2,46 2,42 2,36 2,33 2,31
23 2,97 2,89 2,78 2,70 2,62 2,54 2,48 2,41 2,37 2,32 2,28 2,26
24 2,93 2,85 2,74 2,66 2,58 2,49 2,44 2,37 2,33 2,27 2,24 2,21
25 2,89 2,81 2,70 2,62 2,54 2,45 2,40 2,33 2,29 2,23 2,19 2,17
26 2,86 2,78 2,66 2,58 2,50 2,42 2,36 2,29 2,25 2,19 2,16 2,13
27 2,82 2,75 2,63 2,55 2,47 2,38 2,33 2,26 2,22 2,16 2,12 2,10
28 2,79 2,72 2,60 2,52 2,44 2,35 2,30 2,23 2,19 2,13 2,09 2,06
29 2,77 2,69 2,57 2,49 2,41 2,33 2,27 2,20 2,16 2,10 2,06 2,03
30 2,74 2,66 2,55 2,47 2,39 2,30 2,25 2,17 2,13 2,07 2,03 2,01
31 2,72 2,64 2,52 2,45 2,36 2,27 2,22 2,14 2,11 2,04 2,01 1,98
32 2,70 2,62 2,50 2,42 2,34 2,25 2,20 2,12 2,08 2,02 1,98 1,96
33 2,68 2,60 2,48 2,40 2,32 2,23 2,18 2,10 2,06 2,00 1,96 1,93
34 2,66 2,58 2,46 2,38 2,30 2,21 2,16 2,08 2,04 1,98 1,94 1,91
35 2,64 2,56 2,44 2,36 2,28 2,19 2,14 2,06 2,02 1,96 1,92 1,89
36 2,62 2,54 2,43 2,35 2,26 2,18 2,12 2,04 2,00 1,94 1,90 1,87
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.22
Рiвень значущостi α = 0,01

k2 Критичнi точки розподiлу F при k1

14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 ∞
37 2,61 2,53 2,41 2,33 2,25 2,16 2,10 2,03 1,98 1,92 1,88 1,85
38 2,59 2,51 2,40 2,32 2,23 2,14 2,09 2,01 1,97 1,90 1,86 1,84
39 2,58 2,50 2,38 2,30 2,22 2,13 2,07 1,99 1,95 1,89 1,85 1,82
40 2,56 2,48 2,37 2,29 2,20 2,11 2,06 1,98 1,94 1,87 1,83 1,80
41 2,55 2,47 2,36 2,28 2,19 2,10 2,04 1,97 1,92 1,86 1,82 1,79
42 2,54 2,46 2,34 2,26 2,18 2,09 2,03 1,95 1,91 1,85 1,80 1,78
43 2,53 2,45 2,33 2,25 2,17 2,08 2,02 1,94 1,90 1,83 1,79 1,76
44 2,52 2,44 2,32 2,24 2,15 2,07 2,01 1,93 1,89 1,82 1,78 1,75
45 2,51 2,43 2,31 2,23 2,14 2,05 2,00 1,92 1,88 1,81 1,77 1,74
46 2,50 2,42 2,30 2,22 2,13 2,04 1,99 1,91 1,86 1,80 1,76 1,73
47 2,49 2,41 2,29 2,21 2,12 2,03 1,98 1,90 1,85 1,79 1,74 1,71
48 2,48 2,40 2,28 2,20 2,12 2,02 1,97 1,89 1,84 1,78 1,73 1,70
49 2,47 2,39 2,27 2,19 2,11 2,02 1,96 1,88 1,83 1,77 1,72 1,69
50 2,46 2,38 2,27 2,18 2,10 2,01 1,95 1,87 1,82 1,76 1,71 1,68
55 2,42 2,34 2,23 2,15 2,06 1,97 1,91 1,83 1,78 1,71 1,67 1,64
60 2,39 2,31 2,20 2,12 2,03 1,94 1,88 1,79 1,75 1,68 1,63 1,60
65 2,37 2,29 2,17 2,09 2,00 1,91 1,85 1,77 1,72 1,65 1,60 1,57
70 2,35 2,27 2,15 2,07 1,98 1,89 1,83 1,74 1,70 1,62 1,57 1,54
75 2,33 2,25 2,13 2,05 1,96 1,87 1,81 1,72 1,67 1,60 1,55 1,52
80 2,31 2,23 2,12 2,03 1,94 1,85 1,79 1,70 1,65 1,58 1,53 1,49
85 2,30 2,22 2,10 2,02 1,93 1,83 1,77 1,69 1,64 1,56 1,51 1,47
90 2,29 2,21 2,09 2,00 1,92 1,82 1,76 1,67 1,62 1,55 1,49 1,46
95 2,28 2,20 2,08 1,99 1,90 1,81 1,75 1,66 1,61 1,53 1,48 1,44
100 2,27 2,19 2,07 1,98 1,89 1,80 1,74 1,65 1,60 1,52 1,47 1,43
125 2,23 2,15 2,03 1,94 1,85 1,76 1,69 1,60 1,55 1,47 1,41 1,37
150 2,20 2,12 2,00 1,92 1,83 1,73 1,66 1,57 1,52 1,43 1,38 1,33
175 2,19 2,10 1,98 1,90 1,81 1,71 1,64 1,55 1,50 1,41 1,35 1,30
200 2,17 2,09 1,97 1,89 1,79 1,69 1,63 1,53 1,48 1,39 1,33 1,28
300 2,14 2,06 1,94 1,85 1,76 1,66 1,59 1,50 1,44 1,35 1,28 1,22
400 2,13 2,05 1,92 1,84 1,75 1,64 1,58 1,48 1,42 1,32 1,25 1,19
500 2,12 2,04 1,92 1,83 1,74 1,63 1,57 1,47 1,41 1,31 1,23 1,16
600 2,11 2,03 1,91 1,82 1,73 1,63 1,56 1,46 1,40 1,30 1,22 1,15
700 2,11 2,03 1,90 1,82 1,72 1,62 1,55 1,45 1,39 1,29 1,21 1,14
800 2,10 2,02 1,90 1,81 1,72 1,62 1,55 1,45 1,39 1,29 1,20 1,13
900 2,10 2,02 1,90 1,81 1,72 1,61 1,55 1,44 1,39 1,28 1,20 1,12
1000 2,10 2,02 1,90 1,81 1,72 1,61 1,54 1,44 1,38 1,28 1,19 1,11
∞ 2,08 2,00 1,88 1,79 1,70 1,59 1,52 1,42 1,36 1,25 1,15 1,00
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.22
Рiвень значущостi α = 0,05

k2 Критичнi точки розподiлу F при k1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 161 199 216 225 230 234 237 239 241 242 243 244
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,40 19,41
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 8,76 8,74
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,94 5,91
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 4,70 4,68
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,03 4,00
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,60 3,57
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 3,31 3,28
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 3,10 3,07
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 2,94 2,91
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,82 2,79
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75 2,72 2,69
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 2,63 2,60
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60 2,57 2,53
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 2,51 2,48
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,46 2,42
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 2,41 2,38
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41 2,37 2,34
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38 2,34 2,31
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35 2,31 2,28
21 4,32 3,47 3,07 2,84 2,68 2,57 2,49 2,42 2,37 2,32 2,28 2,25
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30 2,26 2,23
23 4,28 3,42 3,03 2,80 2,64 2,53 2,44 2,37 2,32 2,27 2,24 2,20
24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25 2,22 2,18
25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24 2,20 2,16
26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22 2,18 2,15
27 4,21 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20 2,17 2,13
28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19 2,15 2,12
29 4,18 3,33 2,93 2,70 2,55 2,43 2,35 2,28 2,22 2,18 2,14 2,10
30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16 2,13 2,09
31 4,16 3,30 2,91 2,68 2,52 2,41 2,32 2,25 2,20 2,15 2,11 2,08
32 4,15 3,29 2,90 2,67 2,51 2,40 2,31 2,24 2,19 2,14 2,10 2,07
33 4,14 3,28 2,89 2,66 2,50 2,39 2,30 2,23 2,18 2,13 2,09 2,06
34 4,13 3,28 2,88 2,65 2,49 2,38 2,29 2,23 2,17 2,12 2,08 2,05
35 4,12 3,27 2,87 2,64 2,49 2,37 2,29 2,22 2,16 2,11 2,07 2,04
36 4,11 3,26 2,87 2,63 2,48 2,36 2,28 2,21 2,15 2,11 2,07 2,03
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.22
Рiвень значущостi α = 0,05

k2 Критичнi точки розподiлу F при k1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
37 4,11 3,25 2,86 2,63 2,47 2,36 2,27 2,20 2,14 2,10 2,06 2,02
38 4,10 3,24 2,85 2,62 2,46 2,35 2,26 2,19 2,14 2,09 2,05 2,02
39 4,09 3,24 2,85 2,61 2,46 2,34 2,26 2,19 2,13 2,08 2,04 2,01
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08 2,04 2,00
41 4,08 3,23 2,83 2,60 2,44 2,33 2,24 2,17 2,12 2,07 2,03 2,00
42 4,07 3,22 2,83 2,59 2,44 2,32 2,24 2,17 2,11 2,06 2,03 1,99
43 4,07 3,21 2,82 2,59 2,43 2,32 2,23 2,16 2,11 2,06 2,02 1,99
44 4,06 3,21 2,82 2,58 2,43 2,31 2,23 2,16 2,10 2,05 2,01 1,98
45 4,06 3,20 2,81 2,58 2,42 2,31 2,22 2,15 2,10 2,05 2,01 1,97
46 4,05 3,20 2,81 2,57 2,42 2,30 2,22 2,15 2,09 2,04 2,00 1,97
47 4,05 3,20 2,80 2,57 2,41 2,30 2,21 2,14 2,09 2,04 2,00 1,96
48 4,04 3,19 2,80 2,57 2,41 2,29 2,21 2,14 2,08 2,03 1,99 1,96
49 4,04 3,19 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,08 2,03 1,99 1,96
50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,03 1,99 1,95
55 4,02 3,16 2,77 2,54 2,38 2,27 2,18 2,11 2,06 2,01 1,97 1,93
60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99 1,95 1,92
65 3,99 3,14 2,75 2,51 2,36 2,24 2,15 2,08 2,03 1,98 1,94 1,90
70 3,98 3,13 2,74 2,50 2,35 2,23 2,14 2,07 2,02 1,97 1,93 1,89
75 3,97 3,12 2,73 2,49 2,34 2,22 2,13 2,06 2,01 1,96 1,92 1,88
80 3,96 3,11 2,72 2,49 2,33 2,21 2,13 2,06 2,00 1,95 1,91 1,88
85 3,95 3,10 2,71 2,48 2,32 2,21 2,12 2,05 1,99 1,94 1,90 1,87
90 3,95 3,10 2,71 2,47 2,32 2,20 2,11 2,04 1,99 1,94 1,90 1,86
95 3,94 3,09 2,70 2,47 2,31 2,20 2,11 2,04 1,98 1,93 1,89 1,86
100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 1,93 1,89 1,85
125 3,92 3,07 2,68 2,44 2,29 2,17 2,08 2,01 1,96 1,91 1,87 1,83
150 3,90 3,06 2,66 2,43 2,27 2,16 2,07 2,00 1,94 1,89 1,85 1,82
175 3,90 3,05 2,66 2,42 2,27 2,15 2,06 1,99 1,93 1,89 1,84 1,81
200 3,89 3,04 2,65 2,42 2,26 2,14 2,06 1,98 1,93 1,88 1,84 1,80
300 3,87 3,03 2,63 2,40 2,24 2,13 2,04 1,97 1,91 1,86 1,82 1,78
400 3,86 3,02 2,63 2,39 2,24 2,12 2,03 1,96 1,90 1,85 1,81 1,78
500 3,86 3,01 2,62 2,39 2,23 2,12 2,03 1,96 1,90 1,85 1,81 1,77
600 3,86 3,01 2,62 2,39 2,23 2,11 2,02 1,95 1,90 1,85 1,80 1,77
700 3,85 3,01 2,62 2,38 2,23 2,11 2,02 1,95 1,89 1,84 1,80 1,77
800 3,85 3,01 2,62 2,38 2,23 2,11 2,02 1,95 1,89 1,84 1,80 1,76
900 3,85 3,01 2,61 2,38 2,22 2,11 2,02 1,95 1,89 1,84 1,80 1,76
1000 3,85 3,00 2,61 2,38 2,22 2,11 2,02 1,95 1,89 1,84 1,80 1,76
∞ 3,84 3,00 2,60 2,37 2,21 2,10 2,01 1,94 1,88 1,83 1,79 1,75
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Продовження табл. Д.2.22
Рiвень значущостi α = 0,05

k2 Критичнi точки розподiлу F при k1

14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 ∞
1 245 246 248 249 250 251 252 253 253 254 254 254
2 19,42 19,43 19,45 19,45 19,46 19,47 19,48 19,48 19,49 19,49 19,49 19,50
3 8,71 8,69 8,66 8,64 8,62 8,59 8,58 8,56 8,55 8,54 8,53 8,53
4 5,87 5,84 5,80 5,77 5,75 5,72 5,70 5,68 5,66 5,65 5,64 5,63
5 4,64 4,60 4,56 4,53 4,50 4,46 4,44 4,42 4,41 4,39 4,37 4,37
6 3,96 3,92 3,87 3,84 3,81 3,77 3,75 3,73 3,71 3,69 3,68 3,67
7 3,53 3,49 3,44 3,41 3,38 3,34 3,32 3,29 3,27 3,25 3,24 3,23
8 3,24 3,20 3,15 3,12 3,08 3,04 3,02 2,99 2,97 2,95 2,94 2,93
9 3,03 2,99 2,94 2,90 2,86 2,83 2,80 2,77 2,76 2,73 2,72 2,71
10 2,86 2,83 2,77 2,74 2,70 2,66 2,64 2,60 2,59 2,56 2,55 2,54
11 2,74 2,70 2,65 2,61 2,57 2,53 2,51 2,47 2,46 2,43 2,42 2,40
12 2,64 2,60 2,54 2,51 2,47 2,43 2,40 2,37 2,35 2,32 2,31 2,30
13 2,55 2,51 2,46 2,42 2,38 2,34 2,31 2,28 2,26 2,23 2,22 2,21
14 2,48 2,44 2,39 2,35 2,31 2,27 2,24 2,21 2,19 2,16 2,14 2,13
15 2,42 2,38 2,33 2,29 2,25 2,20 2,18 2,14 2,12 2,10 2,08 2,07
16 2,37 2,33 2,28 2,24 2,19 2,15 2,12 2,09 2,07 2,04 2,02 2,01
17 2,33 2,29 2,23 2,19 2,15 2,10 2,08 2,04 2,02 1,99 1,97 1,96
18 2,29 2,25 2,19 2,15 2,11 2,06 2,04 2,00 1,98 1,95 1,93 1,92
19 2,26 2,21 2,16 2,11 2,07 2,03 2,00 1,96 1,94 1,91 1,89 1,88
20 2,22 2,18 2,12 2,08 2,04 1,99 1,97 1,93 1,91 1,88 1,86 1,84
21 2,20 2,16 2,10 2,05 2,01 1,96 1,94 1,90 1,88 1,84 1,83 1,81
22 2,17 2,13 2,07 2,03 1,98 1,94 1,91 1,87 1,85 1,82 1,80 1,78
23 2,15 2,11 2,05 2,01 1,96 1,91 1,88 1,84 1,82 1,79 1,77 1,76
24 2,13 2,09 2,03 1,98 1,94 1,89 1,86 1,82 1,80 1,77 1,75 1,73
25 2,11 2,07 2,01 1,96 1,92 1,87 1,84 1,80 1,78 1,75 1,73 1,71
26 2,09 2,05 1,99 1,95 1,90 1,85 1,82 1,78 1,76 1,73 1,71 1,69
27 2,08 2,04 1,97 1,93 1,88 1,84 1,81 1,76 1,74 1,71 1,69 1,67
28 2,06 2,02 1,96 1,91 1,87 1,82 1,79 1,75 1,73 1,69 1,67 1,65
29 2,05 2,01 1,94 1,90 1,85 1,81 1,77 1,73 1,71 1,67 1,65 1,64
30 2,04 1,99 1,93 1,89 1,84 1,79 1,76 1,72 1,70 1,66 1,64 1,62
31 2,03 1,98 1,92 1,88 1,83 1,78 1,75 1,70 1,68 1,65 1,62 1,61
32 2,01 1,97 1,91 1,86 1,82 1,77 1,74 1,69 1,67 1,63 1,61 1,59
33 2,00 1,96 1,90 1,85 1,81 1,76 1,72 1,68 1,66 1,62 1,60 1,58
34 1,99 1,95 1,89 1,84 1,80 1,75 1,71 1,67 1,65 1,61 1,59 1,57
35 1,99 1,94 1,88 1,83 1,79 1,74 1,70 1,66 1,63 1,60 1,57 1,56
36 1,98 1,93 1,87 1,82 1,78 1,73 1,69 1,65 1,62 1,59 1,56 1,55
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Додаток 2. Таблицi статистичних розподiлiв

Закiнчення табл. Д.2.22
Рiвень значущостi α = 0,05

k2 Критичнi точки розподiлу F при k1

14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 ∞
37 1,97 1,93 1,86 1,82 1,77 1,72 1,68 1,64 1,62 1,58 1,55 1,54
38 1,96 1,92 1,85 1,81 1,76 1,71 1,68 1,63 1,61 1,57 1,54 1,53
39 1,95 1,91 1,85 1,80 1,75 1,70 1,67 1,62 1,60 1,56 1,53 1,52
40 1,95 1,90 1,84 1,79 1,74 1,69 1,66 1,61 1,59 1,55 1,53 1,51
41 1,94 1,90 1,83 1,79 1,74 1,69 1,65 1,61 1,58 1,54 1,52 1,50
42 1,94 1,89 1,83 1,78 1,73 1,68 1,65 1,60 1,57 1,53 1,51 1,49
43 1,93 1,89 1,82 1,77 1,72 1,67 1,64 1,59 1,57 1,53 1,50 1,48
44 1,92 1,88 1,81 1,77 1,72 1,67 1,63 1,59 1,56 1,52 1,49 1,48
45 1,92 1,87 1,81 1,76 1,71 1,66 1,63 1,58 1,55 1,51 1,49 1,47
46 1,91 1,87 1,80 1,76 1,71 1,65 1,62 1,57 1,55 1,51 1,48 1,46
47 1,91 1,86 1,80 1,75 1,70 1,65 1,61 1,57 1,54 1,50 1,47 1,46
48 1,90 1,86 1,79 1,75 1,70 1,64 1,61 1,56 1,54 1,49 1,47 1,45
49 1,90 1,85 1,79 1,74 1,69 1,64 1,60 1,56 1,53 1,49 1,46 1,44
50 1,89 1,85 1,78 1,74 1,69 1,63 1,60 1,55 1,52 1,48 1,46 1,44
55 1,88 1,83 1,76 1,72 1,67 1,61 1,58 1,53 1,50 1,46 1,43 1,41
60 1,86 1,82 1,75 1,70 1,65 1,59 1,56 1,51 1,48 1,44 1,41 1,39
65 1,85 1,80 1,73 1,69 1,63 1,58 1,54 1,49 1,46 1,42 1,39 1,37
70 1,84 1,79 1,72 1,67 1,62 1,57 1,53 1,48 1,45 1,40 1,37 1,35
75 1,83 1,78 1,71 1,66 1,61 1,55 1,52 1,47 1,44 1,39 1,36 1,34
80 1,82 1,77 1,70 1,65 1,60 1,54 1,51 1,45 1,43 1,38 1,35 1,32
85 1,81 1,76 1,70 1,65 1,59 1,54 1,50 1,45 1,42 1,37 1,34 1,31
90 1,80 1,76 1,69 1,64 1,59 1,53 1,49 1,44 1,41 1,36 1,33 1,30
95 1,80 1,75 1,68 1,63 1,58 1,52 1,48 1,43 1,40 1,35 1,32 1,29
100 1,79 1,75 1,68 1,63 1,57 1,52 1,48 1,42 1,39 1,34 1,31 1,28
125 1,77 1,73 1,66 1,60 1,55 1,49 1,45 1,40 1,36 1,31 1,27 1,25
150 1,76 1,71 1,64 1,59 1,54 1,48 1,44 1,38 1,34 1,29 1,25 1,22
175 1,75 1,70 1,63 1,58 1,52 1,46 1,42 1,36 1,33 1,27 1,23 1,20
200 1,74 1,69 1,62 1,57 1,52 1,46 1,41 1,35 1,32 1,26 1,22 1,19
300 1,72 1,68 1,61 1,55 1,50 1,43 1,39 1,33 1,30 1,23 1,19 1,15
400 1,72 1,67 1,60 1,54 1,49 1,42 1,38 1,32 1,28 1,22 1,17 1,13
500 1,71 1,66 1,59 1,54 1,48 1,42 1,38 1,31 1,28 1,21 1,16 1,11
600 1,71 1,66 1,59 1,54 1,48 1,41 1,37 1,31 1,27 1,20 1,15 1,10
700 1,71 1,66 1,59 1,53 1,48 1,41 1,37 1,30 1,27 1,20 1,15 1,09
800 1,70 1,66 1,58 1,53 1,47 1,41 1,37 1,30 1,26 1,20 1,14 1,09
900 1,70 1,65 1,58 1,53 1,47 1,41 1,36 1,30 1,26 1,19 1,14 1,08
1000 1,70 1,65 1,58 1,53 1,47 1,41 1,36 1,30 1,26 1,19 1,13 1,08
∞ 1,69 1,64 1,57 1,52 1,46 1,39 1,35 1,28 1,24 1,17 1,11 1,00
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Термiнологiчний словник

BLUE-оцiнка — точкова оцiнка, яка є лiнiйною, незмiщеною та
ефективною.

Абсолютне вiдхилення — абсолютне значення iндивiдуально-
го вiдхилення.

Альтернативна гiпотеза — одна зi статистичних гiпотез, пра-
вильнiсть яких перевiряється статистичним критерiєм; будується за
основною i, як правило, є її логiчним доповненням.

Багаторiвнева вибiрка — вибiрка, яку формують, попере-
дньо зобразивши генеральну сукупнiсть у виглядi iєрархiчно-групо-
вої структури. Далi з усiх груп найвищого рiвня вибирають кiлька,
у кожнiй з них вибирають кiлька груп нижчого рiвня i так аж до
найнижчого рiвня, на якому вибирають елементи генеральної сукуп-
ностi.

Вiдносна частота — частота варiанти, виражена у вiдсотках до
загального обсягу сукупностi.

Вiдносне вiдхилення — вiдношення абсолютного вiдхилення
до значення вiдповiдної усередненої характеристики.

Варiанта — окреме значення варiацiйного ряду.

Варiацiйний ряд — впорядкований список усiх можливих зна-
чень ознаки, якi потенцiйно можуть зустрiчатися в сукупностi.
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Термiнологiчний словник

Вибiрка зi змiненими пропорцiями — вибiрка, в якiй збiль-
шено пропорцiю елементiв тих груп генеральної сукупностi, власти-
востi яких потрiбно вивчити якомога точнiше.

Вибiрка — сукупнiсть (як правило, невелика) даних, вибраних
за допомогою певної процедури з генеральної сукупностi. Аналiзую-
чи вибiрку, дослiдник намагається встановити властивостi генераль-
ної сукупностi. Основна вимога до вибiрки — репрезентативнiсть.

Вибiрковий параметр — параметр частотного розподiлу ви-
бiркової сукупностi.

Вибiрковий розподiл — розподiл, отриманий за такою проце-
дурою: з генеральної сукупностi беруть всi можливi простi випадко-
вi вибiрки заданого розмiру i для кожної з цих вибiрок обчислюють
значення деякого параметра. Розподiл отриманих значень називають
вибiрковим розподiлом цього параметра. Теоретичнi результати про
властивостi вибiркових розподiлiв використовують для вмотивуван-
ня точкових оцiнок, а також для визначення надiйностi iнтервальних
оцiнок. Найчастiше використовують вибiрковi розподiли середнього
значення, пропорцiї, рiзницi середнiх значень та рiзницi пропорцiй.

Випадкова вибiрка — вибiрка, для якої ймовiрнiсть бути нере-
презентативною мала, обчислювана i швидко зменшується зi збiль-
шенням обсягу вибiрки.

Виправлене стандартне вiдхилення — незмiщена точкова
оцiнка генерального стандартного вiдхилення.

Гiстограма частот — графiчне зображення емпiричного ча-
стотного розподiлу сукупностi даних. Формально гiстограму утво-
рюють прямокутники, висоти яких дорiвнюють частотам варiант, а
самi варiанти лежать всерединi їх основ.

Генеральна сукупнiсть — сукупнiсть (як правило, великого
обсягу) усiх елементiв з певною властивiстю. У практичних дослi-
дженнях намагаються отримати якомога точнiшу iнформацiю про
властивостi генеральної сукупностi.

Генеральний параметр — параметр частотного розподiлу ге-
неральної сукупностi.
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Термiнологiчний словник

Двобiчний тест — параметричний тест, основна гiпотеза яко-
го стверджує рiвнiсть генерального параметра деякому фiксованому
числу.

Дискретна шкала — числова шкала, для кожного значення
якої можна вказати його найближчi сусiднi значення.

Дисперсiя — середнє арифметичне значення квадратiв iндивi-
дуальних вiдхилень вiд середнього значення сукупностi.

Дихотомiчна шкала — номiнальна шкала, яка складається ли-
ше з двох значень.

Довiрчий iнтервал — iнтервал для реального значення оцiню-
ваного параметра, який вказується iнтервальною оцiнкою.

Експериментальна вибiрка — вибiрка, з якою експерименту-
ють з метою порiвняння статистичних даних, отриманих до i пiсля
експерименту у вибiрцi.

Ексцес — параметр частотного розподiлу, що вказує, якi значе-
ння переважають у сукупностi, близькi чи далекi вiд середнього.

Емпiричний частотний розподiл — таблиця, сформована ва-
рiантами варiацiйного ряду сукупностi та їх частотами.

Ефективна оцiнка — оцiнка, стандартна помилка якої є най-
меншою у класi незмiщених оцiнок.

Iндивiдуальне вiдхилення — рiзниця мiж значенням конк-
ретного елемента сукупностi та деякою її усередненою характери-
стикою.

Iнтервальна оцiнка — оцiнка генерального параметра вигля-
ду “реальне значення генерального параметра належить такому-то
iнтервалу”. При цьому вказується рiвень довiри до iнтервальної оцiн-
ки.

Iнтервальна шкала — числова шкала з вiдносним нулем.
Iнтервальний частотний розподiл — спосiб компактнiшого

запису емпiричного частотного розподiлу. Таблиця iнтервального ча-
стотного розподiлу складається з неперетинних iнтервалiв, якi ви-
черпують всi варiанти, та iнтервальних частот. Iнтервальна часто-
та — це кiлькiсть значень сукупностi, якi потрапляють до iнтервалу.
При переходi до iнтервального частотного розподiлу частина iнфор-
мацiї про вихiдну сукупнiсть втрачається.
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Термiнологiчний словник

Кiлькiсна ознака — ознака, для якої природне використання
операцiї пiдсумовування її значень. Скажiмо, природно казати про
сукупний прибуток iндивiдуумiв у сукупностi.

Кластерна вибiрка — багаторiвнева вибiрка з генеральної су-
купностi, iєрархiчну структуру якої сформовано за географiчним
принципом.

Коефiцiєнт асиметрiї — параметр частотного розподiлу, який
характеризує те, якою мiрою елементи сукупностi змiщенi вiдносно
середнього рiвня.

Коефiцiєнт варiацiї — показник у вiдсотках розсiювання да-
них, який обчислюється як вiдношення стандартного вiдхилення су-
купностi до її середнього значення.

Коефiцiєнт кореляцiї — показник сили кореляцiйного зв’язку
чи залежностi. Найбiльше його абсолютне значення — одиниця —
вiдповiдає простому функцiональному зв’язку мiж значеннями до-
слiджуваних ознак, найменше — нуль — вiдсутностi або функцiо-
нального зв’язку, або зв’язку взагалi.

Контрольна вибiрка — вибiрка, на яку впливають лише зовнi-
шнi щодо експерименту умови. Порiвняння результатiв, отриманих
на експериментальнiй та контрольнiй вибiрках, дає змогу сформу-
лювати висновок про дiєвiсть експерименту.

Кореляцiйна залежнiсть — це залежнiсть, яка вказує на
вплив однiєї з дослiджуваних ознак на ймовiрнiсть появи рiзних зна-
чень iншої (залежної) ознаки. Кореляцiйна залежнiсть є свiдченням
причинно-наслiдкового зв’язку.

Кореляцiйний зв’язок — це взаємозалежнiсть або узгоджена
змiна ймовiрнiсних характеристик кiлькох ознак. Кореляцiйний зв’я-
зок не можна вважати свiдченням причинно-наслiдкового зв’язку.

Кореляцiя — ймовiрнiсна або статистична залежнiсть, або зв’я-
зок. На вiдмiну вiд функцiональної залежностi кореляцiя виникає
тодi, коли залежнiсть однiєї з ознак вiд iншої ускладнюється наяв-
нiстю низки випадкових факторiв.

Критичнi значення — значення, з якими порiвнюється емпi-
рична статистика для того, щоб прийняти або вiдхилити основну
гiпотезу.
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Термiнологiчний словник

Кумулята частот — графiчне зображення частотного розпо-
дiлу, яке будують у виглядi ламаної, що послiдовно з’єднує точки
вигляду (варiанта; накопичена частота).

Лiнiйна оцiнка — точкова оцiнка, формула для розрахунку якої
лiнiйна вiдносно даних вибiрки. Умова лiнiйностi свiдчить про про-
стоту розрахунку оцiнки.

Медiана — усереднений показник, значення якого перевищує
одну половину даних сукупностi й одночасно менше вiд iншої.

Мiри розсiювання — числовi параметри частотного розподiлу,
якi характеризують ступiнь розсiювання даних сукупностi. У стати-
стицi найважливiшою мiрою розсiювання вважають стандартне вiд-
хилення.

Мода — значення, яке найчастiше зустрiчається в сукупностi
статистичних даних.

Модель прогнозу — модель, в якiй зв’язнiсть дослiджуваних
ознак означає, що реалiзоване значення однiєї з ознак дає змогу дово-
лi добре передбачити значення iншої. При цьому може розрiзнятися
напрямленiсть зв’язку: добре передбачення значення однiєї з дослi-
джуваних змiнних за значеннями iншої не завжди означає таку саму
зворотну передбачуванiсть.

Накопичена частота — сумарна частота всiх варiант, що не
перевищують задану.

Незмiщена оцiнка — така точкова оцiнка, для якої середнє
значення параметра, отримане з вибiрок однакового обсягу однiєї i
тiєї самої генеральної сукупностi, збiгається з реальним значенням
оцiнюваного генерального параметра. Незмiщенiсть — одна з най-
важливiших характеристик точкових оцiнок.

Неперервна шкала — числова шкала з властивiстю, що мiж
будь-якими двома її значеннями знайдеться iнше значення шкали.
Сукупностi з неперервною шкалою можуть моделюватися неперерв-
ними розподiлами.

Номiнальна шкала — шкала, усi можливi значення якої суть
деякi назви, iмена. Усi значення номiнальної шкали рiвноправнi.

Обсяг сукупностi — кiлькiсть елементiв сукупностi.
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Однобiчний тест — параметричний тест, основна гiпотеза якого
стверджує, що генеральний параметр не перевищує (або не менший)
деяке фiксоване число.

Ознака — деяка властивiсть елементiв сукупностi. Кожний еле-
мент сукупностi має деяке значення (не обов’язково числове) за озна-
кою. Цi значення породжують нову сукупнiсть, а саме сукупнiсть
даних.

Основна гiпотеза — статистична гiпотеза, правильнiсть якої
перевiряють статистичним критерiєм. Часом її називають нульовою.

Оцiнка найбiльшої правдоподiбностi — метод точкового оцi-
нювання параметрiв генеральної сукупностi.

Полiгон частот — графiчне зображення частотного розподiлу
сукупностi даних. Формально це ламана, яка послiдовно з’єднує то-
чки вигляду (варiанта; частота варiанти).

Порiвняння ознак — порiвняння кiлькох генеральних сукупно-
стей за величиною ознаки.

Порiвняння розподiлiв — розпiзнавання вiдмiнностi мiж роз-
подiлами кiлькох генеральних сукупностей або мiж генеральним роз-
подiлом i деяким теоретичним.

Порядкова шкала — шкала, значення якої можна впорядкува-
ти за вiдношенням “менше — бiльше”.

Потужнiсть критерiю — здатнiсть статистичного критерiю
розпiзнати правильнiсть альтернативної гiпотези. Формально по-
тужнiсть дорiвнює одиницi мiнус ймовiрнiсть помилки II роду. По-
милка II роду полягає у прийняттi неправильної основної гiпотези.

Пропорцiйна шкала — числова шкала, нульове значення якої
абсолютне.

Пропорцiя — вiдсоток елементiв сукупностi з певною властивi-
стю.

Проста випадкова вибiрка — вибiрка, ймовiрнiсть вибору якої
з генеральної сукупностi дорiвнює ймовiрностi отримати довiльну
вибiрку такого самого обсягу.

Ранжування — процедура, яка допомагає оцифрувати (тобто
перетворити на числову) порядкову шкалу. При цьому кожне зна-
чення порядкової шкали отримує певний ранг.
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Регресiя — залежнiсть середнього значення однiєї з дослiджу-
ваних ознак вiд значення iншої (iнших) ознаки. Розрiзняють регресiї
за їх функцiональним виглядом: лiнiйна, параболiчна тощо.

Рiвень довiри — показник надiйностi iнтервальної оцiнки, змiст
якого полягає в такому. Якби було виконано одне й те саме вибiр-
кове дослiдження багаторазово, у результатi було б отримано рiзнi
довiрчi iнтервали. Рiвень довiри фактично вказує вiдсоток правиль-
них з них, тобто вiдсоток iнтервалiв, якi мiстять реальне значення
оцiнюваного генерального параметра.

Рiвень значущостi — ймовiрнiсть помилки I роду при тестуван-
нi статистичної гiпотези. Ця помилка полягає в тому, що статистич-
ний критерiй вiдхиляє правильну основну гiпотезу. Рiвень значущо-
стi є основною характеристикою надiйностi тестування. Вважають,
що нижчий рiвень значущостi, то надiйнiшi висновки статистичного
критерiю.

Рiвномiрна шкала — спецiальна числова шкала з властивiстю,
що вiдстань мiж будь-якими двома її сусiднiми значеннями є однiєю
i тiєю ж. На практицi рiвномiрнi шкали майже не зустрiчаються.
Проте є спецiальнi процедури рiвномiризацiї нерiвномiрних шкал.
Найчастiше рiвномiрнi шкали застосовують у психологiї.

Розмах варiацiї — показник розсiювання даних у сукупностi,
який обчислюється як рiзниця мiж найбiльшим та найменшим зна-
ченнями в нiй.

Розпiзнавання зсувiв — розпiзнавання змiни генеральної су-
купностi з часом або пiд зовнiшнiм впливом.

Розподiл вибiркового середнього — iнший термiн для вибiр-
кового розподiлу середнього значення.

Середнє абсолютне вiдхилення — середнє значення всiх аб-
солютних вiдхилень вiд середнього арифметичного сукупностi.

Середнє значення — найуживанiший усереднений показник,
який обчислюється як вiдношення суми всiх даних до їх кiлькостi.

Систематична вибiрка — вибiрка за деяким систематичним
правилом. Наприклад, можна опитати кожного десятого перехожо-
го на вулицi. Систематичнi вибiрки часто дають змогу отримати до-
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статню репрезентативнiсть генеральної сукупностi. Як правило, їх
застосовують тодi, коли випадковий вибiр утруднений.

Спроможна оцiнка — оцiнка, математичне сподiвання вибiрко-
вого розподiлу якої наближається до реального значення оцiнювано-
го генерального параметра зi збiльшенням вибiрки. Iншими словами,
для великих вибiрок “змiстовнiсть” оцiнки означає її “незмiщенiсть”.

Стандартне вiдхилення — найуживанiший показник розсiю-
вання даних у сукупностi, який обчислюється як квадратний корiнь
з дисперсiї.

Статистична гiпотеза — гiпотеза про параметри чи форму роз-
подiлу генеральної сукупностi. Правильнiсть статистичних гiпотез
перевiряють за допомогою статистичних критерiїв. Як правило, пе-
ред застосуванням критерiю потрiбно навести двi гiпотези: нульову
(основну) та альтернативну.

Статистичний критерiй — правило, яке за даними вибiрки дає
змогу прийняти чи вiдхилити статистичну гiпотезу з певною надiй-
нiстю (рiвнем значущостi).

Стратифiкацiйна вибiрка — вибiрка, яка враховує кiлькiсне
спiввiдношення мiж обсягами певних частин генеральної сукупностi.

Сукупнiсть — початкове поняття статистики, пiд яким розумi-
ють набiр однорiдних елементiв з подiбними властивостями будь-якої
природи.

Таблиця спряженостi — частотна таблиця, що мiстить су-
купнiсть частот усiх можливих комбiнацiй значень дослiджуваних
ознак.

Точкова оцiнка — формула, яка за даними будь-якої вибiрки
породжує деяке значення. Це значення вважають певною оцiнкою
генерального параметра. Iснує низка властивостей точкових оцiнок,
якi характеризують їх надiйнiсть та простоту застосування.

Точнiсть iнтервальної оцiнки — половина ширини довiрчо-
го iнтервалу. Як правило, вона фiксується наперед. Потрiбно вмiти
знаходити мiнiмальний розмiр вибiрки, здатної забезпечити бажану
точнiсть. Не варто плутати точнiсть оцiнки з її надiйнiстю. Що вища
точнiсть дослiдження (тобто довiрчий iнтервал менший, вужчий), то
нижча його надiйнiсть.
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Умовнi варiанти — варiанти, застосування яких при обчислен-
нi числових характеристик розподiлу дає змогу перейти до простi-
ших (щодо складностi обчислень) розподiлiв.

Усереднений показник — значення, яке характеризує середнiй
рiвень даних у сукупностi. Усереднений показник не обов’язково є
числовим значенням.

Частота варiанти — кiлькiсть потраплянь варiанти до заданої
сукупностi.

Числова шкала — шкала, значення якої є числами.
Шкала ознаки — список усiх можливих значень ознаки. Найу-

живанiшi типи шкал: номiнальна, порядкова та числова.
Якiсна ознака — ознака, для якої неприродно застосовувати

операцiю додавання значень елементiв сукупностi. Наприклад, не-
природно казати про сумарний зрiст iндивiдуумiв сукупностi.
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