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ПЕРЕДМОВА

Пропонований навчальний посiбник написано вiдповiдно до
чинних програм з теорiї ймовiрностей i математичної статистики
для студентiв економiчних вищих навчальних закладiв. В осно-
ву його написання покладено багаторiчний досвiд авторiв, на-
бутий при викладаннi дисциплiни ”Теорiя ймовiрностей та мате-
матична статистика” в Чернiвецькому нацiональному унiверси-
тетi iменi Юрiя Федьковича. Виклад матерiалу супроводжується
розв’язанням задач, що є вкрай важливим для вивчення даної ди-
сциплiни. Адже тiльки таким способом формуються теоретико-
ймовiрнiснi навички спецiалiста, умiння будувати моделi реаль-
них процесiв.

Матерiал посiбника подано у виглядi викладу теоретичних по-
ложень та пiдкрiплення їх розв’язанням прикладiв i задач. На-
прикiнцi кожного параграфа наведено значну кiлькiсть задач
для самостiйного розв’язання. Багато задач подано з детальним
розв’язанням, а вправи – з вiдповiдями. У кiнцi кожного роздiлу
посiбника вмiщено варiанти завдань для модульного контролю та
тести.
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ТЕОРIЯ ЙМОВIРНОСТЕЙ

Тема 1. Основнi поняття. Простiр елементарних подiй.
Операцiї над подiями. Ймовiрнiсть подiй

Усi процеси, що вiдбуваються у природi чи людському суспiль-
ствi, є наслiдком взаємодiї багатьох факторiв. Для того, щоб ви-
вчити цi процеси i надалi керувати ними, необхiдно з’ясувати, яку
роль у дослiджуваному процесi вiдiграє кожний фактор окремо.
Наприклад, у разi вивчення руху тiла слiд з’ясувати, якi сили
спричинюють його рух, а якi гальмують; яким чином саме ру-
хоме тiло впливає на тi сили, що дiють на нього. Дослiджую-
чи процес змiни курсу деякої валюти, скажiмо гривнi, потрiбно
з’ясувати вплив багатьох економiчних i соцiальних факторiв як
внутрiшнiх, так i зовнiшнiх, що можуть iстотно змiнювати курс
нацiональної валюти щодо долара, нiмецької марки i т. iн.

Усi зазначенi фактори необхiдно подати з допомогою певних
кiлькiсних оцiнок, а далi – скористатися вiдповiдними математи-
чними методами. Отже, щоб мати змогу застосувати математичнi
методи з метою вивчення взаємодiї тих чи iнших факторiв, слiд
умiти виражати дiю кожного з них кiлькiсно.

Щоб дiстати потрiбнi числовi данi, необхiдно провести серiю
спостережень. Отже, спостереження є найважливiшою ланкою
будь-якого експерименту. Слiд, проте, ураховувати, що жодний
найретельнiше пiдготовлений експеримент не дозволяє виокреми-
ти саме той фактор, який для нас головний. Адже в здiйснювано-
му експериментi ми не в змозi вилучити численнi зайвi фактори,
якi нас не цiкавлять. Так, вивчаючи падiння тiла, ми не уникне-
мо дiї на нього сил, зумовлених обертанням Земної кулi. Коли
ж iдеться про хiмiчнi реакцiї, нам нiколи не доведеться стикати-
ся з чистими елементами. А дослiджуючи вплив на врожайнiсть
тiєї чи iншої культури внесеного в грунт добрива, ми не може-

5



мо знехтувати впливом iнших факторiв (опади, середня весняна
температура, економiчний стан регiону тощо), якi безпосередньо
впливають на остаточний наслiдок експерименту – урожайнiсть.

Для того, щоб якось оцiнити подiю, необхiдно врахувати або
спецiально органiзувати умови, в яких вона вiдбувається.
Випробування – реальний або мислений експеримент (вико-

нуваний за певної незмiнної сукупностi умов), результати якого
пiддаються спостереженню.
Подiя – результат випробування.
Достовiрна подiя – подiя, яка в результатi випробування не-

одмiнно вiдбудеться. Позначатимемо її лiтерою U .
Неможлива подiя – подiя, яка в даному випробуваннi не мо-

же вiдбутися. Позначатимемо її лiтерою V .
Випадкова подiя – подiя, яка в результатi випробування мо-

же вiдбутися, а може й не вiдбутися. Такi подiї позначатимемо
лiтерами A, B, C, . . . .
Елементарнi подiї – подiї, якi не можна розкласти на про-

стiшi. Їх, як правило, позначають лiтерами ω1, ω2, . . . , ωn. З еле-
ментарних подiй можна скласти складнiшу подiю.
Простiр елементарних подiй – це множина можливих еле-

ментарних подiй, кожною з яких може закiнчитися випробуван-
ня. Цей простiр може мiстити скiнченну, злiченну або незлiченну
множину значень. Позначимо його Ω.
Сумою подiй A1, A2, . . . , An називається подiя A, яка полягає

в тому, що при випробуваннi вiдбудеться принаймнi одна з цих
подiй:

A = A1 + A2 + · · · + An =

n∑
i=1

Ai.

Добуток подiй A1, A2, . . . , An – це подiя A, яка полягає в
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тому, що при випробуваннi вiдбуваються всi подiї A1, A2, . . . , An:

A = A1 · A2 · · · · · An =

n∏
i=1

Ai.

Рiзницею подiй B i C називається така подiя A, що A =

B−C, або A = B\C, якщо вiдбувається подiя B i не вiдбувається
подiя C.

Двi подiї називаються несумiсними (сумiсними), якщо при
випробуваннi вiдбуття однiєї виключає (не виключає) вiдбуття
iншої.

Сукупнiсть випадкових подiй утворює повну групу, якщо в
результатi випробування неодмiнно вiдбудеться принаймнi одна
з них, а будь-якi двi подiї несумiснi.

Подiї, ”породженi” одним випробуванням, назвемо рiвномо-
жливими, якщо є пiдстави вважати, що жодна з них не є об’є-
ктивно бiльш можливою, нiж iнша.

Двi подiї, якi утворюють повну групу, називаються протиле-
жними. Подiя, протилежна подiї A, позначається A. Очевидно,
що A · A = V i A + A = U .

Операцiї над подiями можна подати у виглядi дiаграм, вико-
ристовуючи геометричнi образи, наприклад, як на рис. 1.1.

Рис. 1.1. Дiаграми Ейлера–Венна операцiй над подiями

Випадковi подiї A, B, C, (A ⊂ Ω, B ⊂ Ω, C ⊂ Ω), для яких
визначено операцiї додавання, множення та вiднiмання, пiдляга-
ють таким законам:
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1.A ∪ A = A, A ∩ A = A.
2.A ∪B = B ∪ A (Комутативний закон для операцiї додавання).
3.A ∩B = B ∩A (Комутативний закон для операцiй множення).
4.(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C).
5.(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) (Асоцiативний закон для операцiй
додавання та множення).
6.(A∪B)∩C = (A∩C)∪(B∩C) (Перший дистрибутивний закон).
7.(A∩B)∪C = (A∪C)∩(B∪C) (Другий дистрибутивний закон).
8.A ∪ Ω = Ω.
9.A ∩ Ω = A.
10.A ∪∅ = A.
11.A ∩∅ = ∅.
12.A = Ω \ A.
13.Ω = ∅.
14.∅ = Ω.
15.A ∪ (A ∩B) = A; B = B ∪ (B ∩ A).
16.A ∪B = A ∩B.
17.A ∩B = A ∪B.
18.A−B = A ∩B.

Елементарнi випадковi подiї задовольняють такi твердження:
1) мiж собою несумiснi; 2) утворюють повну групу; 3) є рiвномо-
жливими, а саме: усi елементарнi подiї мають однаковi можливо-
стi вiдбутися внаслiдок проведення одного експерименту.

Для дискретного простору Ω першi два твердження можна за-
писати так: 1) ωi ∩ ωj = ∅, i 6= j;

⋃
i=1

ωi = Ω.

Для кiлькiсного вимiрювання появи випадкових подiй i їх ком-
бiнацiй уводиться поняття ймовiрностi подiї, що є числом такої
ж природи, як i вiдстань у геометрiї або маса в теоретичнiй ме-
ханiцi.
Класичне визначення ймовiрностi пов’язане з поняттям

сприятливої подiї.
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Iмовiрнiстю випадкової подiї A називається вiдношення
кiлькостim елементарних рiвноможливих подiй, що сприяють по-
явi подiї A, до загальної кiлькостi n елементарних рiвноможливих
подiй, що утворюють повну групу:

P (A) =
m

n
. (1.1)

Основнi властивостi класичної iмовiрностi

1) P (U) = 1;
2) P (V ) = 0;
3) якщо A – випадкова подiя, тодi:

0 < P (A) < 1. (1.2)

Статистичне означення ймовiрностi пов’язане з понят-
тям вiдносної частоти появи подiї A у випробуваннях. Вiд-
носна частота появи подiї A обчислюється за формулою

P ∗(A) =
m1

n1
, (1.3)

де m1 – кiлькiсть появ подiї A в серiї з n1 випробувань.
Iмовiрнiстю подiї A є число, вiдносно якого стабiлiзується вiд-

носна частота P ∗(A) при необмеженому збiльшеннi кiлькостi ви-
пробувань.

У практичних задачах за iмовiрнiсть подiї A береться вiдносна
частота P ∗(A) при достатньо великiй кiлькостi випробувань.
Геометричне визначення ймовiрностi: Якщо простiр еле-

ментарних подiй Ω можна подати у виглядi деякого геометрично-
го образу, а множину елементарних подiй для подiїA – як частину
цього геометричного образу, то ймовiрнiсть подiї A визначається
як вiдношення мiр цих множин:

P (A) =
µ(A)

µ(Ω)
.
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(Це може бути, наприклад, вiдношення площ, довжин або об’є-
мiв).

Для того, щоб обчислити ймовiрнiсть подiї A за формулою
(1.1), часто використовують формули комбiнаторики.

Елементи комбiнаторики

I. Нехай скiнченна невпорядкована множина складається з n
елементiв.

1. Упорядкуємо дану множину, пронумерувавши всi її елемен-
ти. Елементарною подiєю в експериментi буде довiльна переста-
новка з n елементiв, а кiлькiсть таких перестановок дорiвнюва-
тиме n!:

Pn = n!. (1.4)

2. Розiб’ємо цю множину на впорядкованi пiдмножини з m
(m < n) елементiв, якi рiзняться мiж собою або порядком, або
елементами. Кiлькiсть довiльних розмiщень iз n елементiв по
m дорiвнюватиме:

Am
n = n(n− 1)(n− 2) · · · · · (n−m + 1) =

n!

(n−m)!
. (1.5)

Приклад 1. Скiлькома способами можна скласти розклад з 5
урокiв у вiвторок (усi уроки рiзнi), якщо вивчається 12 предме-
тiв?

Розв’язування. Потрiбно знайти кiлькiсть сполук, що склада-
ються з п’яти елементiв з даних дванадцяти i рiзняться або по-
рядком, або елементами, тому A5

12 = 12 · 11 · 10 · 9 · 8 = 95040.
Вiдповiдь. 95040.
Приклад 2. Студент забув двi останнi цифри номера телефо-

ну. Пам’ятаючи, що вони рiзнi, набирає їх навмання. Скiльки є
варiантiв такого набору?

Розв’язування. У наборi порядок цифр має значення i цифри
не повторюються, тому A2

10 = 10 · 9 = 90.
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Вiдповiдь. 90.
3. Розiб’ємо дану множину на невпорядкованi пiдмножини з m

(m < n) елементiв, якi рiзняться принаймнi одним елементом.
Кожну таку пiдмножину називатимемо комбiнацiєю, а їх кiль-
кiсть дорiвнюватиме:

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
. (1.6)

Приклад 3. У турнiрi беруть участь 12 шахiстiв, i кожнi два
з них зустрiчаються один раз. Скiльки партiй планується прове-
сти?

Розв’язування. Потрiбно знайти кiлькiсть сполук, що склада-
ються з двох елементiв з даних дванадцяти, якi рiзняться при-
наймнi одним елементом (порядок елементiв не має значення),

тому C2
12 =

11 · 12

2
= 66.

Вiдповiдь. 66.
Властивостi комбiнацiй:
1. C1

n = n.
2. Cn

n = C0
n = 1.

3. Cm
n = Cn−m

n .
4. C0

n + C1
n + C2

n + ... + Cm
n = 2n.

5. Cm
n + Cm+1

n = Cm+1
n+1 .

Примiтка. Формулу Cm
n = Cn−m

n зручно застосовувати при
m >

n

2
.

II. Нехай скiнченну множину з n елементiв розбито на k пiд-
множин, у кожнiй з яких мiститься ni (i = 1, 2, . . . , k) однакових
елементiв, причому n1+n2+· · ·+nk = n. Упорядкуємо цю множи-
ну довiльною перестановкою з n елементiв iз повторенням.
Кiлькiсть таких можливих перестановок дорiвнюватиме:

Pn(n1, n2, . . . , nk) =
n!

n1!n2! · · · · · nk!
. (1.7)
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Приклад 4. Скiлькома способами можна розподiлити 15 ви-
пускникiв по трьох районах, якщо в одному з них є 8, у другому
5 i в третьому 2 вакантних мiсця?

Розв’язування. P15(2, 5, 8) =
15!

2!5!8!
= 135135.

Вiдповiдь. 135135.
Приклад 5. Скiлькома способами з 12 осiб можна скласти

чотири групи по три особи?

Розв’язування. P12(3, 3, 3, 3) =
12!

3!3!3!3!
= 369600.

Вiдповiдь. 369600.
Сполученням (комбiнацiєю) з повторенням з n елементiв

поm називають такi сполуки, якi складаються зm не обов’язково
рiзних елементiв, що взятi з даних n i рiзняться принаймнi одним
елементом, причому порядок елементiв не має значення.

Число усiх комбiнацiй з повторенням з n елементiв по m по-
значають Cm

n i знаходять за формулою

C
m
n = Cm

n+m−1 =
(n + m− 1)!

m!(n− 1)!
. (1.8)

Зауваження. У формулi (1.8) m може бути i бiльшим за n.
Тут n фактично не кiлькiсть елементiв, а кiлькiсть груп елемен-
тiв, причому в кожнiй групi елементи однаковi мiж собою. На-
приклад, наступному прикладi йдеться не про 6 рiзних листiвок,
а про 6 рiзних типiв листiвок.
Приклад 6. Скiлькома способами можна купити вiсiм листi-

вок у кiоску, де є шiсть рiзних видiв листiвок?
Розв’язування. Потрiбно знайти кiлькiсть сполук, що склада-

ються з 8 не обов’язково рiзних елементiв з даних шести, якi рi-
зняться принаймнi одним елементом (порядок елементiв не має
значення), тому C8

6 = C8
6+8−1 = C8

13 = C5
13 = 1287.

Вiдповiдь. 1287.
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Приклад 7. У конкурсi на п’ять номiнацiй беруть участь 10
кiнофiльмiв. Скiльки є варiантiв розподiлу п’яти призiв мiж 10
кiнофiльмами, якщо за кожною номiнацiєю встановлено: а) рiзнi
призи; б) однаковi призи?

Розв’язування. а) Кожний з варiантiв розподiлу призiв є спо-
лукою п’яти елементiв з десяти, що вiдрiзняються вiд iнших як
елементами (складом кiнофiльмiв), так i їхнiм порядком (за но-
мiнацiями); як тим, так i iншим, причому будь-який фiльм може
здобути призи як за однiєю, так i за кiлькома номiнацiями. Ко-
жний варiант розподiлу призiв є розмiщенням з повторенням з
10 елементiв по 5. Їхня кiлькiсть: A5

10 = 105 = 100000.
б) Якщо за кожну номiнацiю встановлено однаковi призи, то

послiдовнiсть фiльмiв п’яти призерiв значення не має, i кiлькiсть
варiантiв розподiлу призiв дорiвнює кiлькостi комбiнацiй з по-
втореннями з 10 елементiв по 5. Їхня кiлькiсть: C5

10 = C5
10+5−1 =

C5
14 = 2002.
Вiдповiдь. а) 100 000; б) 2002.

Приклади розв’язування задач

1. Iз 6 осiб треба вибрати керiвника та його заступника. Скiль-
кома способами це можна зробити?
Розв’язування. Завдання полягає у знаходженнi кiлькостi

розмiщень (без повторень) iз шести елементiв по два. Отже, шу-
кане число

A2
6 = 6 · 5 = 30.

Вiдповiдь. 30.
2. Скiльки тризначних чисел можна скласти iз цифр 1, 2, 3, 4,

5, 6, 7?
Розв’язування. Кожне тризначне число, складене зi вказа-

них цифр, можна вважати як розмiщення з повтореннями, скла-
денi iз трьох цифр, взятих iз даних семи. Тому, скориставшись
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формулою кiлькостi розмiщень iз n рiзних елементiв по k iз по-
вторенням A

k
n = nk, маємо шукане число:

A
3
7 = 73 = 343.

Вiдповiдь. 343.
3. Скiлькома способами можна набрати на нитку 4 зелених, 5

синiх i 6 червоних намистин?
Розв’язування. Необхiдно визначити кiлькiсть перестановок

iз повторенням, якi можна зробити iз n1 = 4 (зеленi намисти-
ни), n2 = 5 (синi намистини) i n3 = 6 (червонi намистини). За
формулою

Pn(n1, n2, n3) =
(4 + 5 + 6)!

4!5!6!
=

15!

4!5!6!
= 630630.

Вiдповiдь. 630630.
4. Скiлькома способами можна поставити на шаховiй дошцi

три тури?
Розв’язування. Очевидно, способiв такої розстановки iснує

стiльки, скiльки є способiв вибору трьох полiв серед 64 полiв ша-

хової дошки, тобто C3
64 =

64!

3! · 61!
= 41664 рiзних способiв.

Вiдповiдь. 41664.
5. З урни, в якiй знаходиться 4 бiлих, 9 чорних i 7 червоних

куль, навмання вибирають одну кулю. Яка ймовiрнiсть вибору
бiлої кулi?
Розв’язування. Елементарною подiєю є вибiр з урни довiль-

ної кулi. Кiлькiсть усiх таких подiй дорiвнює кiлькостi куль в
урнi. Отже, n = 20. Кiлькiсть подiй появи бiлої кулi (подiя A)
дорiвнює кiлькостi бiлих куль в урнi. Отже, m = 4. Тому за фор-
мулою P (A) =

m

n
маємо

P (A) =
4

20
=

1

5
.
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Вiдповiдь.
1

5
.

6. Гральний кубик кидають два рази. Яка ймовiрнiсть того,
що сума набраних очок дорiвнює 8?
Розв’язування. Позначимо через Aij подiю, що вiдповiдає по-

явi i очок при першому киданнi й j очок – при другому. Таких
подiй буде 36:
A11, A12, . . . , A16;
A21, A22, . . . , A26;
. . . , . . . , . . . , . . . ;
A61, A62, . . . , A66.

Їх можна розглядати як елементарнi подiї. Отже, n = 36. Появi
подiї A (сума набраних очок дорiвнює 8) сприяють подiї A26, A35,

A44, 53, A62. Отже, m = 5. Тому P (A) =
m

n
=

5

36
.

Вiдповiдь.
5

36
.

7. У партiї з S виробiв є T нестандартних. Визначити ймовiр-
нiсть того, що з вибраних навмання s виробiв нестандартних буде
t.
Розв’язування. Елементарною подiєю є вибiр s виробiв iз за-

гальної кiлькостi S. Кiлькiсть усiх таких подiй дорiвнює кiлькостi
комбiнацiй iз S по s. Отже, n = Cs

S. Позначимо через A подiю,
яка вiдповiдає вибору s виробiв, з яких t – нестандартнi. Отже,
сприятливi для A такi групи s виробiв, в яких s − t виробiв –
якiснi, а t – нестандартнi. Кiлькiсть таких груп

m = Cs−t
S−T · C

t
T .

Оскiльки групу iз t нестандартних виробiв можна утворити
Ct
T способами, а групу iз s− t якiсних виробiв – Cs−t

S−T способами,
причому довiльна група якiсних виробiв може комбiнуватися з

15



довiльною групою нестандартних виробiв. Звiдси

P (A) =
Cs−t
S−TC

t
T

Cs
S

.

Вiдповiдь.
Cs−t
S−TC

t
T

Cs
S

.

8. У круг вписано квадрат. Яка ймовiрнiсть того, що точка,
навмання поставлена у крузi, знаходиться всерединi квадрата?
Розв’язування. Нехай r – радiус круга. Тодi сторона квадра-

та дорiвнює r
√

2. Отже, Sкр. = πr2, Sкв. = 2r2. Скориставшись
геометричним визначенням ймовiрностi, одержимо:

P =
Sкв.

Sкр.
=

2r2

πr2
=

2

π
.

Вiдповiдь.
2

π
.

9. Вiдомо, що телефонний дзвiнок повинен продзвонити вiд 11
год до 11 год 30 хв. Яка ймовiрнiсть того, що дзвоник продзвонить
в останнi 10 хвилин указаного промiжку, якщо момент дзвiнка
випадковий?
Розв’язування. Скористаємося геометричною схемою. Для

цього промiжок часу вiд 11 год до 11 год 30 хв зобразимо у вигля-
дi вiдрiзка AB довжиною 30 одиниць, а промiжок вiд 11 год 20
хв до 11 год 30 хв – у виглядi вiдрiзка CB довжиною 10 одиниць.

Випадковий дзвiнок у деякий момент заданої пiвгодини зобра-
жається навмання взятою точкою на вiдрiзку AB. Тодi ймовiр-
нiсть того, що дзвiнок продзвучить протягом останнiх 10 хв, до-
рiвнює

P =
10

30
=

1

3
.
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Вiдповiдь.
1

3
.

10. У довiльний момент часу промiжку T рiвноможливi надхо-
дження у приймач двох сигналiв. Приймач вважається забитим,
якщо рiзниця за часом мiж сигналами менша τ , τ < T . Яка ймо-
вiрнiсть того, що приймач буде забитим?
Розв’язування. Розглянемо прямокутну декартову систему

координат xOy. Нехай x i y – моменти надходження у при-
ймач вiдповiдно першого i другого сигналiв. Тодi всеможливi ком-
бiнацiї надходження сигналiв зображаються точками квадрата
0 ≤ x ≤ T , 0 ≤ y ≤ T . Оскiльки моменти надходження си-
гналiв рiвноможливi за промiжок часу T , то положення точок
(x, y) також рiвноможливе у квадратi часу T . Знайдемо точки

квадрата, сприятливi нашiй подiї A
(приймач забитий). Подiя A може на-
стати лише тодi, коли рiзниця за ча-
сом мiж сигналами буде менша τ ,
тобто |x − y| < τ . Оскiльки площа
квадрата дорiвнює T 2, а площа фiгу-
ри, координати точок якої задоволь-
няють нерiвнiсть |x−y| < τ , дорiвнює

S0 = T 2− 2
1

2
(T − τ )2 = T 2− (T − τ )2,

то

P (A) =
S0

S
=
T 2 − (T − τ )2

T 2
= 1−

(
1− τ

T

)2

.

Вiдповiдь. 1−

(
1− τ

T

)2

.

11. Знайти ймовiрнiсть того, що при киданнi грального кубика
випала парна кiлькiсть очок; випала кiлькiсть очок кратна трьом.
Розв’язування. Нехай подiя A1 – на кубику випало одно
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очко, A2 – випало два очка, A3 – три очка i т. iн., тодi Ω =

{A1, A2, A3, A4, A5, A6} – простiр елементарних подiй (кiлькiсть
рiвноможливих елементарних подiй простора: n = 6). Позначимо
подiю, що полягає у випаданнi парної кiлькостi очок, лiтерою A,
а подiю, що полягає у випаданнi кiлькостi очок кратної трьом
– B, отже, A = {A2, A4, A6} (кiлькiсть рiвноможливих елемен-
тарних подiй: m1 = 3), B = {A3, A6} (кiлькiсть рiвноможливих
елементарних подiй: m2 = 2).

P (A) =
m1

n
=

3

6
= 0, 5; P (B) =

m2

n
=

2

6
=

1

3
≈ 0, 33.

Вiдповiдь. 0,5; 0,33.
12. Партiя складається з 20 деталей, серед яких є три брако-

ванi. З партiї навмання беруть 5 деталей. Яка ймовiрнiсть того,
що серед узятих деталей будуть 3 стандартнi?
Розв’язування. Елементарною подiєю в даному випадку є

будь-який вибiр п’яти деталей з даних двадцяти. Кiлькiсть еле-
ментарних подiй простору дорiвнює кiлькостi способiв вибору п’я-
ти деталей з двадцяти. Оскiльки порядок вибору деталей не має
значення, то

n = C5
20 =

A5
20

5!
=

20 · 19 · 18 · 17 · 16

2 · 3 · 4 · 5
= 15504.

Обчислимо кiлькiсть елементарних подiй, якi сприяють подiї A
– ”серед п’яти навмання взятих деталей 3 стандартнi та 2 не-
стандартнi деталi”. 3 стандартнi деталi з 17 можна вибрати C3

17

способами, а двi нестандартнi з трьох – C2
3 способами. Отже:

m = C3
17 · C2

3 = C3
17 · C1

3 =
A3

17

3!
· 3 =

17 · 16 · 15

2 · 3
· 3 = 2040;

P (A) =
2040

15504
≈ 0, 1316.

Вiдповiдь. 0,1316.
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13. У вiдрi 10 бiлих i 5 червоних троянд. Яка ймовiрнiсть того,
що три навмання взятi троянди виявляться одного кольору?
Розв’язування. Елементарною подiєю в даному випадку є

будь-який набiр трьох троянд з даних п’ятнадцяти. Кiлькiсть
елементарних подiй простору дорiвнює кiлькостi способiв вибо-
ру трьох троянд з п’ятнадцяти. Оскiльки порядок вибору троянд
не має значення, то

n = C3
15 =

A3
15

3!
=

15 · 14 · 13

2 · 3
= 455.

Обчислимо кiлькiсть елементарних подiй, якi сприяють подiї A
”серед трьох навмання взятих троянд усi виявились одного ко-
льору”. 3 червонi троянди з 10 можна вибрати C3

10 способами, а
три бiлi з п’яти C3

5 способами. Отже,

m = C3
10 + C3

5 =
A3

10

3!
+
A3

5

3!
=

10 · 9 · 8
2 · 3

+
5 · 4 · 3

2 · 3
= 120 + 10 = 130;

P (A) =
130

455
≈ 0, 2857.

Вiдповiдь. 0,2857.
14. Знайти ймовiрнiсть того, що навмання вибране цiле три-

значне число, яке утворене з цифр вiд 0 до 9, дiлиться на 12.
Розв’язування. Елементарною подiєю у даному випадку є

будь-яке цiле тризначне число з даних цифр. Кiлькiсть елемен-
тарних подiй простору дорiвнює кiлькостi цiлих тризначних чи-
сел, тобто n = 999− 99 = 900.

Обчислимо кiлькiсть елементарних подiй, якi становлять подiю
A – ”утворене цiле тризначне число дiлиться на 12”. 108 – перше
тризначне число, яке дiлиться на 12, 996 – останнє. За формулою
арифметичної прогресiї an = a1 + d(n − 1) дiстанемо рiвняння
996 = 108 + 12(m− 1), розв’язавши яке, матимемо m = 75. Отже,

P (A) =
75

900
≈ 0, 083.
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Вiдповiдь. 0,083.
15. Учасники жеребкування тягнуть зi скринi жетони з номе-

рами вiд 1 до 100. Знайти ймовiрнiсть того, що номер першого
навмання витягнутого жетона, не мiстить цифри 7.
Розв’язування. Нехай A – подiя, яка полягає в тому, що но-

мер першого витягнутого жетона не мiстить цифри 7. Число всiх
можливих випадкових подiй дорiвнюе 100. Щоб визначити число
випадкових подiй, сприятливих подiї A, пiдрахуємо скiльки чисел
вiд 1 до 100 не мiстять цифри 7. Таких чисел 9 · 9 = 81. Шукана
ймовiрнiсть: P (A) = 81/100 = 0, 81.

Вiдповiдь. 0,81.
У випадках, коли не можна застосувати класичний спосiб об-

числення ймовiрностi випадкової подiї (формулу (1.1)), викори-
стовується статистичний спосiб.

Використання формули (1.3) являє собою статистичний спосiб
визначення ймовiрностi.
16. Якщо при 100 випробуваннях подiя A вiдбулась 30 разiв,

то P (A) ≈ 30

100
= 0, 3.

17. Для дослiдження взяли випадкову вибiрку з 200 колоскiв
пшеницi. Вiдносна частота колосся, що має 12 зернин у колосi,
виявилась 0,125, а для 18 зернин в колосi – 0, 05. Знайти для цiєї
вибiрки частоту колосся, що має 12 зернин у колосi; 18 зернин у
колосi.
Розв’язування. Розглянемо подiї: A – узятий колос має 12

зернин; B – узятий колос має 18 зернин.
Знайдемо частоти m1 i m2 подiй A i B, використовуючи фор-

мулу (1.3). Позначимо через Wn(A) =
m1

n
вiдносну частоту по-

дiї A, а через Wn(B) =
m2

n
вiдносну частоту подiї B. Оскiльки

n = 200, W200(A) = 0, 125, W200(B) = 0, 05, то m1 = Wn(A) · n =

0, 125 · 200 = 25, m2 = Wn(B) · n = 0, 05 · 200 = 10.

20



Вiдповiдь. 25; 10.
18. Усерединi квадрата навмання вибирається точка. Знайти

ймовiрнiсть того, що точка виявиться всерединi вписаного у ква-
драт круга.
Розв’язування. Подiя A – ”навмання взята точка виявилась

усерединi вписаного у квадрат круга” (рис. 1.2)

P (A) =
SA
SΩ

=
Sкруга

Sквадрта
=
πr2

a2
=
π · a24
a2

=
π

4
≈ 0, 79.

Рис. 1.2

Вiдповiдь. 0,79.
19. Два товаришi домовились зустрiтись у певному мiсцi мiж

12 годиною i 12 годиною 40 хвилинами, а також про те, що той,
хто прийде першим, чекатиме на iншого протягом 30 хвилин. Зна-
йти ймовiрнiсть того, що зустрiч вiдбудеться, якщо кожний 3 то-
варишiв може прийти в довiльний момент часу мiж 12 годиною i
12 годиною 40 хвилинами.
Розв’язування.Позначимо: подiяA – зустрiч вiдбудеться; мо-

мент приходу одного з них через x, а момент приходу iншого –
y. Для того, щоб зустрiч вiдбулась, необхiдно i достатньо, щоб
виконувалась умова |x− y| ≤ 30. Зобразимо x та y декартовими
координати площини, узявши за одиницю масштабу одну хвили-
ну.
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Рис. 1.3

Усi можливi результати випробування зображаються точками
квадрата з стороною 40; площа цього квадрата: 402 = 1600.

Нерiвнiсть |x − y| ≤ 30 рiвносильна системi нерiвностей:{
x− y ≤ 30,

x− y ≥ −30.
Отже, результати випробування, що сприя-

ють подiї A, вiдповiдають розв’язкам системи нерiвностей
x− y ≤ 30,

x− y ≥ −30,

0 ≤ x ≤ 40,

0 ≤ y ≤ 40.

Розв’язки цiєї системи є координатами точок

площини, що на рисунку належать зафарбованiй областi, тоб-
то розмiщуються мiж прямими: x − y = 30, x − y = −30, x = 0,
x = 40, y = 0, y = 40 i на самих цих прямих. Площа зафарбованої
областi:

Sквадрата − 2Sтрикутника = 402 − (40− 30)2 = 1600− 100 = 1500.

Iмовiрнiсть подiї A дорiвнює вiдношенню площi зафарбованої
фрiгури до площi квадрата: P (A) =

15

16
= 0, 9375.

Вiдповiдь. 0,9375.
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Завдання для самостiйного розв’язування

Умовнi позначення:
◦ – завдання, рекомендованi для самостiйного розв’язання за

зразками розв’язаних ранiше завдань при пiдготовцi до практи-
чного заняття;

д/з – завдання, рекомендованi для домашньої роботи пiсля пра-
ктичного заняття.

1. Операцiї над подiями

◦ 1.1. Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.10}; A = {1, 2, 3, 4}; B =

{3, 4, 5, 6, 7}. Записати, у чому полягають подiї: Ā, B̄, ĀB, AB̄,
ĀB̄, AB, A + B, A\B, Ā + B̄, A + B.
◦ 1.2. Ω = {5, 10, 20, 40, 80, 160, 320}; A = {5, 10, 160, 320}; B1 =

{5, 10, 80, 160}; B2 = {20, 40, 80}; B3 = {5, 10, 20, 80, 160, 320};
B4 = {10, 20, 40, 80, 160, 320}. Яка з подiй Bi(i = 1, 2, 3, 4) утво-
рює з подiєю A повну групу?
1.3. Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}; A = {2, 4, 6, 8, 10, 12};

B = {3, 6, 9, 12}. Записати, у чому полягають подiї: Ā, B̄, ĀB,
AB̄, ĀB̄, AB, A + B, A | B, Ā + B̄, A + B.
1.4. Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.10}; A = {1, 2, 3, 4};

B1 = {3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}; B2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}; B3 =

{4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}; B4 = {5, 6, 7, 8, 9, 10}. Яка з подiй Bi(i =

1, 2, 3, 4) утворює з A повну групу?
1.5. Монету пiдкинули тричi. Записати простiр елементарних

подiй Ω можливих результатiв випробування та подiї: A – герб
випав не менше нiж два рази, B – цифра випала принаймнi один
раз, C – випали лише цифри, A ∩B ∪ C, A ∪B ∩ C.
1.6. Кидають два гральнi кубики. Побудувати простiр елемен-

тарних подiй, а також записати такi подiї: A – на кубиках випали
парнi цифри; B – хоча б на одному кубику випала цифра кратна
трьом, A ∩B, Ā ∩ B̄.
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1.7. У книжковiй шафi стоять пiдручники з математики, теорiї
ймовiрностей, статистики – не менше нiж три з кожної дiсциплi-
ни. Студент навмання бере три пiдручники. Побудувати простiр
елементарних подiй, а також записати такi подiї: A – студент узяв
принаймнi одного пiдручника з математики; B – студент не взяв
пiдручника з теорiї ймовiрностей; C - студент узяв два пiдручни-
ки зi статистики, A ∩B ∩ C, Ā ∪B ∩ C.
1.8 (д/з). У майстерню надiйшли три партiї мiкросхем. Подiї:

A – у першiй партiї є бракованi мiкросхеми; B – у другiй партiї
всi мiкросхеми якiснi; C – у третiй партiї є якiснi мiкросхеми.
Записати, у чому полягають подiї: ĀB, AB̄, AB, ĀB̄, AB, A+B,
Ā + B̄, A + B, A ∩B ∩ C, Ā ∪B ∩ C, A ∩B ∪ C, A ∪B ∩ C.
◦ 1.9. Обчислити: P4, P12(2, 4, 6), A2

7, Ā2
7, C1

9 , C8
9 , C3

9 , C7
9 , C̄3

9 ,
C̄9

3 , C9(5, 4).
◦ 1.10. Iз цифр 4, 7, 9 складають числа. Скiльки можна скла-

сти: а) трицифрових чисел так, щоб жодна з них не повторю-
валась; б) трицифрових чисел; в) двоцифрових чисел так, щоб
жодна з них не повторювалась; г) двоцифрових чисел?
1.11. Iз цифр 0, 5, 7 складають числа. Скiльки можна скласти:

a) трицифрових чисел так, щоб жодна з них не повторювалась;
б) трицифрових чисел; в) двоцифрових чисел так, щоб жодна з
них не повторювалась; г) двоцифрових чисел?
1.12. Скiльки iснує шестизначних телефонних номерiв (номер

не може починатися з нуля)?
1.13. Правлiння пiдприємства складається з 9 осiб. Скiлькома

способами можна вибрати серед них: а) три особи у вiдрядження;
б) президента, директора та комерцiйного директора?
1.14 (д/з). Проект економiчного розвитку деякої галузi ви-

робництва складається з 6 роздiлiв. У його розробленнi беруть
участь 6 органiзацiй. Скiлькома способами може бути розподiле-
на: а) робота над роздiлами; б) над першим, другим та третiм
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роздiлами?
1.15. У речовiй лотереї розiгрується 8 предметiв. З урни, в

якiй 50 квиткiв, беруть 5 квиткiв. Скiлькома способами їх можна
взяти так, щоб: а) рiвно два з них були виграшними; б) принаймнi
два з них були виграшними?
1.16. В ящику 20 деталей, серед яких 4 бракованi. Скiлькома

способами можна взяти: а) 5 деталей; б) двi бракованi; в) одну
браковану i чотири стандартнi; г) шiсть деталей, серед яких хоча
б одна бракована; д) двi однаковi за якiстю?
1.17 (д/з). Скiлькома способами з колоди (36 карт) можна

взяти 4 карти, щоб серед них було: а) три пiкової мастi; б) двi
бубнової, одна чирвової мастi; в) двi чирвової мастi; г) усi рiзної
мастi; д) хоча б двi однiєї мастi?
1.18. На книжковiй полицi вмiщується 10 томiв енциклопедiї.

Скiлькома способами їх можна розставити так, щоб: а) томи 1 i
2 стояли поруч; б) томи 3 i 4 не стояли поруч?
1.19 (д/з). Вiсiм груп навчається в десяти розмiщених поряд

аудиторiях. Скiльки iснує варiантiв розмiщення груп в аудито-
рiях, якщо: а) групи № 1 i № 2 будуть у сусiднiх аудиторiях; б)
групи № 5 i № 7 будуть не в сусiднiх аудиторiях?
1.20. При зустрiчi 4 чоловiки потиснули один одному руки.

Скiльки рукостискань було зроблено?
1.21. Шiсть ящикiв iз рiзними матерiалами доставляються на

вiсiм поверхiв будови. Скiлькома способами: а) можна розподi-
лити доставку матерiалiв на поверхи; б) на восьмий поверх буде
доставлено один матерiал; в) на восьмий поверх буде доставлено
не менше нiж два матерiали?
1.22 (д/з). Четверо зайшли на першому поверсi в лiфт деся-

типоверхового будинку. Скiлькома способами вони можуть вийти
з лiфта: а) пiднявшись на потрiбний для кожного поверх? б) на
рiзних поверхах? в) на сьомому поверсi вийде один пасажир?
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1.23. Лiфт, в якому перебувають 13 пасажирiв, може зупини-
тися на десяти поверхах. Пасажири виходять групами по шiсть,
чотири i три особи. Скiлькома способами вони можуть вийти,
якщо лiфт не повертається на поверх, де вiн уже був, i на одному
поверсi може вийти не бiльше нiж одна група?
◦ 1.24. Скiлькома способами з 12 учасникiв змагань можна

скласти: а) команду з чотирьох осiб; б) 3 групи по 4 особи?

2. Iмовiрнiсть подiй

◦ 2.1. Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10}; A = {1, 2, 3, 4}; B =

{3, 4, 5, 6, 7}. Знайти ймовiрностi подiй: A, B, Ā, B̄, A + B, AB.
2.2. Пiдкинули три монети. Якi ймовiрностi таких подiй: A –

гербiв випало бiльше нiж чисел, B – випало рiвно два числа, C –
три монети випали однаковими сторонами, D – гербiв не бiльше
нiж один, E – хоч один герб.
2.3. Кидають двi однаковi монети. Яка з подiй бiльш ймовiрна:

A – монети випадуть однаковими сторонами; B – монети випа-
дуть рiзними сторонами?
2.4 (д/з). Гральний кубик пiдкидають один раз. Яка ймовiр-

нiсть таких подiй: A, B, C, D, C̄, B̄, A+D, AB, якщо подiї: A –
випало число, що є дiльником числа 6; B – випало не менше нiж
5 очок; C – випало не бiльше нiж 5 очок; D – випало число, що
є квадратом натурального числа?
◦ 2.5. В урнi 10 кульок бiлого, 5 зеленого, 7 червоного кольо-

ру. З урни навмання беруть кульки. З якою ймовiрнiстю можна
взяти: а) одну червону кульку; б) двi бiлi кульки; в) три куль-
ки одного кольору; г) три кульки рiзного кольору; д) чотири бiлi
й двi зеленi кульки; е) три кульки, серед яких принаймнi одна
бiлого кольору?
2.6. Чотири кульки випадковим чином можуть опинитися в

однiй з чотирьох лунок з однаковою ймовiрнiстю та незалежно
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одна вiд одної. Знайти ймовiрнiсть того, що в однiй лунцi будуть
три кульки, у другiй – одна, а у двох iнших лунках кульок не
буде.
2.7. З урни, що мiстить 5 занумерованих кульок, навмання

дiстають одну за одною всi кульки. Знайти ймовiрнiсть того, що
всi вийнятi кульки з’являться за порядком нумерацiї.
2.8. Урна мiстить 8 занумерованих вiд 1 до 8 кульок. Вийма-

ють кульку, записують її номер i повертають в урну. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що числа будуть записанi в послiдовностi вiд 1 до
8.
◦ 2.9. З цифр 4, 7, 9 навмання складають числа. Яка ймо-

вiрнiсть того, що склали: а) трицифрове число, в якому жодна
iз цифр не повторюється; б) трицифрове число; в) двоцифрове
число, в якому жодна з цифр не повторюється; г) двоцифрове
число?
2.10. Знайдiть iмовiрнiсть того, що число, навмання вибране з

чисел вiд 9 до 100, дiлиться на 4.
2.11 (д/з). Знайдiть iмовiрнiсть того, що навмання вибране

цiле число вiд 10 до 120 дiлиться на 5.
2.12. Знайти ймовiрнiсть того, що днi народження 12 осiб при-

падуть на рiзнi мiсяцi року.
2.13. Замок мiстить 4 диски, на кожному з яких 10 цифр. За-

мок вiдiмкнеться, якщо правильно набрати код з чотирьох цифр.
Яка ймовiрнiсть того, що замок вiдiмкнуть з першої спроби?
2.14. На бочечках лото написанi числа вiд 1 до 99. З них ви-

падковим чином вибирають двi. Знайти ймовiрностi таких подiй:
а) A – на обох бочечках написано числа меншi 40;
б) B – на обох бочечках написано числа бiльшi 40;
в) C – на однiй бочечцi написано число менше 40, а на другiй

– бiльше нiж 40.
2.15 (д/з). У пачцi є 100 лотерейних бiлетiв, один з яких ви-
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грашний. Яка ймовiрнiсть виграти, якщо купили 10 бiлетiв?
2.16. Знайти ймовiрнiсть вгадування k чисел з шести вигра-

шних у суперлото (усього 49 чисел, але виграшних 6).
2.17. У лотереї є n бiлетiв, серед яких m виграшних. Обчисли-

ти ймовiрнiсть виграшу для того, хто має r бiлетiв цiєї лотереї.
2.18. Три гравцi грають у карти. Кожному здано по 10 карт, i

двi карти залишено у прикупi. Один з гравцiв має 6 карт бубнової
мастi та 4 не бубнової. Вiн скидає двi небубновi карти та бере
прикуп. Знайти ймовiрнiсть того, що вiн прикупить двi бубновi
карти.
2.19 (д/з). З колоди (36 карт) беруть карти. З якою ймовiрнi-

стю можна взяти: а) одну чирвову карту; б) двi пiкових; в) чотири
карти, з яких: двi бубнової, одна чирвової мастi; г) чотири карти
рiзних мастей; д) три карти рiзної мастi; е) чотири карти, серед
яких хоча б двi однiєї мастi?
2.20. З колоди карт (52 карти) виймають кiлька карт. Скiльки

карт достатньо взяти, щоб з iмовiрнiстю бiльше нiж 0,5 ствер-
джувати, що серед них будуть 2 карти однiєї мастi?
2.21. При грi у бридж колода з 52 карт дiлиться порiвну мiж

чотирма гравцями. Знайти ймовiрнiсть того, що кожен гравець
отримає по одному тузу?
2.22 (д/з). У бiлет iспиту входять 4 питання з 45, що мiстить

програма. Студент вивчив 30 питань. Яка ймовiрнiсть того, що
вiн буде знати всi 4 питання з навмання взятого бiлета?
2.23. Слово ”iнтеграл” складається з букв розрiзаної азбуки. Цi

букви перемiшали i навмання, одна за одною, дiстали 3 картки
i розклали в ряд у порядку появи. Яка ймовiрнiсть того, що: а)
вийшло слово ”гра”; б) з вiдiбраних карток можна скласти слово
”гра”?
2.24. З букв розрiзаної азбуки складено слово. Потiм букви

слова перемiшують i навмання беруть одну за одною i розклада-
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ють у ряд у порядку їх появи. Знайти ймовiрнiсть того, що буде
складено початкове слово, якщо це слово: а) ”книга”; б) ”матема-
тика”.
2.25 (д/з). Словосполучення ”теорiя ймовiрностей” складено

з розрiзної азбуки. Зi словосполучення навмання беруть картки
i викладають у ряд одна за одною в порядку їх появи. Яка ймо-
вiрнiсть того, що буде складене слово: а) ”вiрно”; б) ”iсторiя”?
2.26. З 10 книг, що стоять на книжковiй полицi, – 3 книги зi

статистики. Знайти ймовiрнiсть того, що вони стоять поруч.
2.27. На книжковiй полицi випадковим чином розставляють 4

книги з економiки i три книги з географiї. Яка ймовiрнiсть того,
що книги з одного предмета стоятимуть поруч?
2.28 (д/з). На книжковiй полицi розставили 6 томiв енцикло-

педiї. Яка ймовiрнiсть того, що: а) томи 1 i 2 стоять поруч; б)
томи 3 i 4 не стоять поруч?
2.29. Вiсiм осiб випадковим чином сiдають за круглий стiл.

Знайдiть iмовiрнiсть того, що: а) двi визначенi особи сидiтимуть
поруч; б) три визначенi особи сидiтимуть поруч.
2.30 (д/з). Десять осiб випадковим чином сiдають за круглий

стiл. Знайти ймовiрнiсть того, що чотири визначенi особи опиня-
ться поруч.
2.31. Сiм осiб випадковим чином сiдають з одного боку пря-

мокутного стола. Знайти ймовiрнiсть того, що: а) двi визначенi
особи опиняться поруч; б) три визначенi особи опиняться поруч.
2.32. A та B i ще 8 осiб стоять у черзi. Знайти ймовiрнiсть

того, що мiж A та B стоять три особи.
2.33. У лiфт семиповерхового будинку на першому поверсi ввi-

йшли три особи. Кожна з них з однаковою ймовiрнiстю може ви-
йти на довiльному поверсi, починаючи з другого. Знайти ймовiр-
ностi подiй: A – усi пасажири вийдуть на четвертому поверсi; B –
усi пасажири вийдуть на тому самому поверсi; C – усi пасажири
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вийдуть на рiзних поверхах.
2.34 (д/з). Чотири особи зайшли на першому поверсi у лiфт

десятиповерхового будинку. Кожна з них з однаковою ймовiр-
нiстю може вийти на довiльному поверсi починаючи з другого.
Знайти ймовiрностi подiй: A – на восьмому поверсi вийде один
пасажир; B – усi пасажири вийшли на тому самому поверсi; C –
усi пасажири вийдуть на рiзних поверхах.
2.35. У лiфтi 7 пасажирiв. Лiфт зупиняється на десяти повер-

хах. Яка ймовiрнiсть того, що всi пасажири вийдуть на рiзних
поверхах?
2.36. У три вагони заходять дев’ять пасажирiв. Яка ймовiр-

нiсть того, що: а) у перший вагон зайдуть три пасажири; б) у
кожний вагон зайдуть по три пасажири; в) в один з вагонiв зай-
дуть чотири, у другий – три й у третiй – два пасажири?
2.37. Визначаючи якiсть насiння, узяли на пробу 1000 насiнин.

З вiдiбраних зiйшли 90. Яка вiдносна частота появи якiсного на-
сiння?
◦ 2.38. У круг вписано квадрат. Яка ймовiрнiсть того, що нав-

мання вибрана точка круга попаде у квадрат?
2.39. Знайти ймовiрнiсть того, що навмання вибрана точка

правильного трикутника попадає в коло, вписане в цей трику-
тник?
2.40 (д/з). Яка ймовiрнiсть, що навмання вибрана точка пра-

вильного трикутника попаде у вписаний у трикутник квадрат?
2.41. У крузi радiусом R проведено хорду довжиною R, яка

дiлить круг на двi частини. Яка ймовiрнiсть того, що навмання
вибрана точка попадає до меншої частини круга?
2.42 (д/з). У крузi радiусом R навмання проведено хорду.

Знайти ймовiрнiсть того, що довжина цiєї хорди не бiльша нiж
R.
2.43.Мiж числами −1 i 1 навмання вибирають два числа. Зна-
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йти ймовiрнiсть того, що сума квадратiв цих чисел буде не бiль-
шою за одиницю.
2.44 (д/з). Мiж числами 0 i 1 навмання вибирають два числа.

Знайти ймовiрнiсть того, що сума цих чисел не бiльша нiж 1, а
модуль їх рiзницi не менший нiж 0,5.
2.45. Навмання вибираємо два числа x i y, такi що 0 ≤ ≤ 1,

0 ≤ y ≤ 1. Знайти ймовiрнiсть того, що y ≤ x2.
2.46 (д/з). Парабола дотикається нижньої сторони квадрата

i проходить через його вершини. Яка ймовiрнiсть того, що точка,
навмання вибрана у квадратi, попаде в область, що обмежена
параболою i верхньою стороною квадрата?
◦ 2.47. Двi особи домовились зустрiтись мiж 13-ю i 14-ю го-

динами. Той, хто прийде першим, чекатиме на iншого лише 10
хвилин. Знайти ймовiрнiсть того, що зустрiч вiдбудеться, якщо
кожна особа може прийти в довiльний момент часу мiж 13-ю i
14-ю годинами.
2.48. Робiтник обслуговує 2 агрегати. Тривалi спостереження

показали, що кожен з них потребує уваги робiтника протягом 10
хвилин на годину. Знайти ймовiрнiсть того, що за годину якийсь
один агрегат потребуватиме уваги робiтника в той час, коли вiн
зайнятий обслуговуванням другого агрегата.
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Тема 2. Основнi теореми теорiї ймовiрностей

Теорема додавання ймовiрностей. Нехай подiя A є сумою
двох подiй B i C. Тодi:

1) якщо подiї B i C несумiснi, то

P (A) = P (B) + P (C); (2.1)

2) якщо подiї B i C сумiснi, то

P (A) = P (B) + P (C)− P (B · C). (2.2)

Наслiдок 1. Iмовiрнiсть суми k попарно несумiсних подiй до-
рiвнює сумi iмовiрностей цих подiй:

P (A1 + A2 + · · · + Ak) = P (A1) + P (A2) + · · · + P (Ak). (2.3)

Наслiдок 2. Формула (2.2) у випадку бiльшої кiлькостi подiй-
доданкiв має вигляд:

P (A1 + A2 + · · · + Ak) =
∑
i

P (Ai)−
∑
i<j

P (Ai · Aj)+

+
∑
i<j<r

P (Ai · Aj · Ar) + · · · + (−1)k−1P (A1 · A2 · · · · · Ak). (2.4)

Подiї B i C називаються залежними, якщо ймовiрнiсть однiєї
з них змiнюється залежно вiд того, вiдбулась друга подiя чи нi.
Якщо ж вiдбуття (чи невiдбуття) однiєї з подiй не змiнює ймо-
вiрнiсть iншої, то такi подiї називаються незалежними.

Iмовiрнiсть подiї C, визначена за умови, що подiя B вiдбулася,
називається умовною й позначається P (C/B).
Теорема множення ймовiрностей. Нехай подiя A є добу-

тком двох подiй B i C. Тодi:
1) якщо подiї B i C незалежнi, то

P (A) = P (BC) = P (B) · P (C); (2.5)
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2) якщо подiї B i C залежнi, то

P (A) = P (BC) = P (B) · P (C/B). (2.6)

Наслiдок 1. Iмовiрнiсть добутку k подiй, незалежних у суку-
пностi, дорiвнює добутку ймовiрностей цих подiй:

P (A1 · A2 · · · · · Ak) = P (A1) · P (A2) · · · · · P (Ak). (2.7)

(Зауважимо, що декiлька подiй називаються незалежними в
сукупностi, якщо вони попарно незалежнi, а також незалежнi ко-
жна з них i всi можливi добутки iнших.)
Наслiдок 2. Iмовiрнiсть добутку довiльних k подiй дорiвнює

добутку iмовiрностi однiєї з них на умовнi iмовiрностi всiх iнших
подiй, причому ймовiрнiсть кожної наступної подiї обчислюється
в припущеннi, що всi попереднi подiї вже вiдбулися::

P (A1 · A2 · · · · · Ak) = P (A1) · P (A2/A1)P (A3/A1 · A2) · . . .

· · · · P (Ak/A1A2 . . . Ak−1). (2.8)

Iмовiрнiсть настання принаймнi однiєї подiї. Нехай у ре-
зультатi випробування можуть вiдбутися n подiй A1, . . . , An, iмо-
вiрностi появи кожної з яких вiдомi i якi незалежнi в сукупностi.
Позначимо лiтерою A подiю, яка полягає в тому, що вiдбудеться
принаймнi одна з цих подiй. Протилежною буде подiя A, яка по-
лягає в тому, що в результатi випробування одночасно настали
протилежнi подiї: A = A1 ·A2 · · · · ·An. Отже, ймовiрнiсть подiї A
знайдеться так:

P (A) = 1− P (A) = 1− P (A1) · P (A2) · · · · · P (An). (2.9)

Наслiдок. Якщо P (A1) = P (A2) = · · · = P (An) = p, то фор-
мула (2.9) набуде вигляду:

P (A) = 1− qn, де q = 1− p.
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Приклад 1. Над виготовленням приладу працюють послiдов-
но чотири робiтники; якiсть приладу пiд час передачi наступно-
му робiтниковi не перевiряється. Перший i другий робiтники до-
пускають брак з ймовiрнiстю 0,01; третiй – 0, 02; четвертий –
0, 03. Знайти ймовiрнiсть того, що в процесi виготовлення при-
ладу брак буде допущено.
Розв’язування. Подiя A – брак допущено. Нехай подiї: A1 –

брак допустив перший робiтник, A2 – брак допустив другий робi-
тник, A3 – брак допустив третiй робiтник, A4 – брак допустив че-
твертий робiтник, а подiї: A1 – перший робiтник не допустив бра-
ку, A2, A3, A4 – вiдповiдно другий, третiй, четвертий робiтники не
допустили браку. P

(
Ā1

)
= 1− 0, 01 = 0, 99; P

(
Ā2

)
= 1− 0, 01 =

0, 99; P
(
Ā3

)
= 1−0, 02 = 0, 98; P

(
Ā4

)
= 1−0, 03 = 0, 97. При ви-

готовленнi приладу брак буде допущено, якщо помилиться при-
наймнi один робiтник. Отже, браку не буде лише за однiєї умови:
якщо жоден з робiтникiв не помилиться. За наслiдком з теоре-
ми множення ймовiрностей незалежних подiй шукана ймовiрнiсть
дорiвнює:

P (A) = 1− P
(
A1

)
· P
(
A2

)
· P
(
A3

)
· P
(
A4

)
=

= 1− 0, 99 · 0, 99 · 0, 98 · 0, 97 ≈ 1− 0, 93 = 0, 07.

Вiдповiдь. 0,07.
Приклад 2. Для збiльшення надiйностi приладу вiн дублю-

ється ще одним таким самим приладом (рис. 2.1) i надiйнiсть
кожного – 0,8. Знайти надiйнiсть системи.
Розв’язування. Нехай подiї: A1 – перший прилад працює без-

вiдмовно, A2 – другий прилад працює безвiдмовно. Тодi A1 – пер-
ший прилад вiдмовив у роботi, A2 – другий прилад вiдмовив у ро-
ботi. Отже, P

(
Ā1

)
= P

(
Ā2

)
= 1− 0, 8 = 0, 2. Надiйнiсть системи

– ймовiрнiсть безвiдмовної роботи принаймнi одного з приладiв.
За наслiдком теореми множення ймовiрностей незалежних подiй
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шукана ймовiрнiсть дорiвнює:

P = 1− P
(
A1

)
· P
(
A2

)
= 1− 0, 2 · 0, 2 = 1− 0, 04 = 0, 96.

Рис. 2.1

Вiдповiдь. 0,96.
Приклад 3. У технiчнiй системi дубльованi не всi, а тiльки

деякi (найменш надiйнi) прилади (рис. 2.2). Знайти надiйнiсть
системи, якщо p1 = 0, 8, p2 = 0, 7, p3 = 0, 9.

Рис. 2.2

Розв’язування. Надiйнiсть тiєї частини системи, що склада-
ється з приладiв з надiйнiстю 0,8, позначимо P1; вiдповiдно з на-
дiйнiстю 0, 7 − P2. Отже, P1 = 0, 96 (див. попереднiй приклад).
Аналогiчно за наслiдком теореми множення ймовiрностей неза-
лежних подiй: P2 = 1−0, 3·0, 3·0, 3 = 1−0, 027 = 0, 973. Отже, на-
дiйнiсть системи ймовiрнiсть безвiдмовної роботи всiх її частин:

P = 0, 96 · 0, 973 · 0, 9 ≈ 0, 84067.
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Вiдповiдь. 0,84067.
Зауважимо, що якщо подiї A1, A2, . . . , An залежнi, то

P (A) = 1− P (A1) · P (A2/A1) · . . . · P (An/A1A2 . . . An−1).

Формула повної ймовiрностi. Нехай подiя A може вiдбу-
тися тiльки за умови настання однiєї з несумiсних подiй B1, B2,
. . . , Bn, якi утворюють повну групу й називаються гiпотезами.
Тодi ймовiрнiсть подiї A знаходиться за так званою формулою
повної ймовiрностi

P (A) = P (B1) · P (A/B1) + P (B2) · P (A/B2) + · · ·+

+P (Bn) · P (A/Bn), (2.10)

де P (Bi) – iмовiрностi гiпотез, P (A/Bi) – умовнi ймовiрностi на-
стання подiї A.
Приклад 4. 60 % виробiв контролює перший експерт, 40 %

другий. Iмовiрностi забракувати дефектний вирiб для першого
та другого експертiв вiдповiдно дорiвнюють 0,9 та 0,7. Iмовiр-
нiсть помилкового бракування виробу, що не має дефекту, до-
рiвнює вiдповiдно 0,02 та 0,11. Знайти ймовiрностi того, що: а)
дефектний вирiб забракують; б) забракують якiсний вирiб.
Розв’язування. Нехай подiя A полягає в тому, що дефектний

вирiб забракували; C – забракували якiсний вирiб. Подiї: H1 –
вирiб контролював перший експерт, H2 – другий експерт. Iмовiр-
ностi даних подiй:

P (H1) = 0, 6; P (H2) = 0, 4.

Зауважимо, що P (H1) + P (H2) = 1. Подiї H1 i H2 утворюють
повну групу, а отже, гiпотезами для подiй A та C.

Умовнi ймовiрностi подiй A та C вiдповiдно дорiвнюють:
PH1(A) = 0, 9 – iмовiрнiсть того, що дефектний вирiб перший екс-
перт визнав бракованим; PH2(A) = 0, 7 – iмовiрнiсть того, що де-
фектний вирiб другий експерт визнав бракованим; PH1(C) = 0, 02
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– iмовiрнiсть того, що якiсний вирiб перший експерт визнав бра-
кованим; PH2(C) = 0, 11 – iмовiрнiсть того, що якiсний вирiб дру-
гий експерт визнав бракованим. За формулою повної ймовiрностi:

а) P (A) = P (H1)·PH1(A)+P (H2)·PH2(A) = 0, 6·0, 9+0, 4·0, 7 =

0, 54 + 0, 28 = 0, 82;
б) P (C) = P (H1) · PH1(C) + P (H2) · PH2(C) = 0, 6 · 0, 02 + 0, 4 ·

0, 11 = 0, 012 + 0, 044 = 0, 056.
Вiдповiдь. 0,82; 0,056.
Нехай виконуються наведенi умови щодо подiй B1, . . . , Bn та

A. Припустимо, що в результатi випробування подiя A вiдбула-
ся. З огляду на це переоцiнити ймовiрностi гiпотез Bi можна за
формулами Байєса:

P (Bi/A) =
P (Bi) · P (A/Bi)

P (A)
, i = 1, n. (2.11)

Приклад 5. 60 % виробiв контролює перший експерт, 40 %
другий. Iмовiрностi забракувати дефектний вирiб для першого та
другого експертiв вiдповiдно дорiвнюють 0,9 та 0,7. Iмовiрнiсть
помилкового бракування виробу, що не має дефекту, дорiвнює
вiдповiдно 0,02 та 0,11. Навмання вибраний вирiб, який пройшов
перевiрку, виявився дефектним. Знайти ймовiрностi того, що цей
вирiб перевiряв: а) перший експерт; б) другий експерт. Навмання
вибраний вирiб, який пройшов перевiрку, виявився якiсним. Зна-
йти имовiрностi того, що цей вирiб перевiряв: в) перший експерт;
г) другий експерт.
Розв’язування. Нехай подiя A полягає в тому, що дефектний

вирiб забракували; C – забракували якiсний вирiб. Подiї: H1 –
вирiб контролював перший експерт, H2 – другий експерт. Iмовiр-
ностi даних подiй:

P (H1) = 0, 6; P (H2) = 0, 4.

Зауважимо, що P (H1) + P (H2) = 1. Подiї H1 i H2 утворюють
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повну групу, отже, гiпотезами для подiй A та C.
Умовнi ймовiрностi подiй A та C вiдповiдно дорiвнюють:

PH1(A) = 0, 9; PH2(A) = 0, 7; PH1(C) = 0, 02; PH2(C) = 0, 11 (див.
приклад 4).

За формулами Байеса:

a) PA (H1) =
P (H1) · PH1(A)

P (H1) · PH1(A) + P (H2) · PH2(A)
=

=
0, 6 · 0, 9

0, 6 · 0, 9 + 0, 4 · 0, 7
=

0, 54

0, 82
≈ 0, 659;

б) PA (H2) =
P (H2) · PH2(A)

P (H1) · PH1(A) + P (H2) · PH2(A)
=

=
0, 4 · 0, 7

0, 6 · 0, 9 + 0, 4 · 0, 7
=

0, 28

0, 82
≈ 0, 341;

в) PC (H1) =
P (H1) · PH1(C)

P (H1) · PH1(C) + P (H2) · PH2(C)
=

=
0, 6 · 0, 02

0, 6 · 0, 02 + 0, 4 · 0, 11
=

0, 012

0, 056
≈ 0, 214;

г) PC (H2) =
P (H2) · PH2(C)

P (H1) · PH1(C) + P (H2) · PH2(C)
=

=
0, 4 · 0, 11

0, 6 · 0, 02 + 0, 4 · 0, 11
=

0, 044

0, 056
≈ 0, 786.

Вiдповiдь. 0,659; 0,341; 0,214; 0,786.

Приклади розв’язування задач

1. У партiї iз 50 деталей є п’ять бракованих. Яка ймовiрнiсть
того, що з вибраних навмання 30 деталей не бiльше однiєї брако-
ваної?
Розв’язування. Нехай A – подiя, яка вiдповiдає вибору якi-

сних 30 деталей, B – подiя, яка вiдповiдає вибору однiєї бракова-
ної деталi iз 30 вибраних, C – не бiльше однiєї бракованої. Отже,
C = A + B. Оскiльки подiї A i B несумiснi, то

P (C) = P (A) + P (B),
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P (A) =
C30

45

C30
50

≈ 0, 007, P (B) =
C29

45C
1
5

C30
50

≈ 0, 065. Отже, P (C) ≈
0, 072.

Вiдповiдь. ≈ 0, 072.
2. Перевезення вантажiв для пiдприємства забезпечують два

автогосподарства, якi з цiєю метою щодня в першу змiну мають
видiляти по одному автомобiлю. Iмовiрнiсть виходу автомобiля
на лiнiю в першому автогосподарствi дорiвнює 0,7, а в другому –
0,6. Знайти ймовiрнiсть того, що в першу змiну на пiдприємствi
перевозитимуть вантажi.
Розв’язування. Розглянемо подiї: A – ”на пiдприємствi в пер-

шу змiну перевозитимуть вантажi“; A1 – ”для перевезення ван-
тажiв прибув автомобiль iз першого автогосподарства“; A2 –
”для перевезення вантажiв прибув автомобiль iз другого авто-
господарства“. Тодi A = A1

⋃
A2. Подiї A1 i A2 сумiснi, тому

P (A) = P (A1) + P (A2) − P (A1

⋂
A2). Очевидно, що подiї A1 i

A2 незалежнi i P (A1

⋂
A2) = P (A1)P (A2). Остаточно дiстанемо:

P (A) = 0, 7 + 0, 6− 0, 7 · 0, 6 = 0, 88.

Вiдповiдь. 0.88.
3. Прилад складається iз трьох вузлiв, якi працюють незале-

жно один вiд одного, причому другий i третiй вузли взаємозамi-
нюванi. Ймовiрнiсть виходу з ладу вузлiв на заданому часовому
промiжку становить вiдповiдно 0,2; 0,3 i 0,4. Знайти ймовiрнiсть
того, що протягом заданого часу прилад працюватиме.
Розв’язування. Розглянемо подiї: A – ”прилад працює про-

тягом заданого часу“; B1 – ”перший вузол працює“; A2 – ”другий
вузол працює“; B3 – ”третiй вузол працює“. Тодi A настає, якщо
працюють перший та другий вузли або перший та третiй вузли,
або всi три вузли разом. Звiдси A = B1

⋂
(B2

⋃
B3). За умовою

задачi маємо, що подiї B1 i (B1

⋃
B3) незалежнi, а подiї B2 i B3 –
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сумiснi. Тому

P (A) = P (B1) · P (B2

⋃
B3) = P (B1)

(
P (B2) + P (B3)−

−P (B2

⋂
B3)
)

= P (B1)(P (B2) + P (B3)− P (B2)P (B3)) =

= 0, 8(0, 7 + 0, 7− 0, 7 · 0, 7) = 0, 728.

Вiдповiдь. 0.728.
4. По лiнiї зв’язку передаються сигнали A i B iз ймовiрнiстю

0,72 i 0,28. Через перешкоди
1

6
частина A-сигналiв спотворюється

i приймається як B-сигнали, а
1

7
частина переданих B-сигналiв

приймається як A-сигнали.
а) Визначити ймовiрнiсть того, що буде прийнято A-сигнал;
б) Вiдомо, що прийнято A-сигнал. Яка ймовiрнiсть того, що

A-сигнал був дiйсно переданий?
Розв’язування. а) Нехай подiя A – прийнятий A-сигнал. Вве-

демо гiпотези: HA – передавався сигнал A, HB – передавався си-
гнал B. За умовою P (HA) = 0, 72; P (HB) = 0, 28.

Iмовiрнiсть того, що прийнятий A-сигнал за умови, що справдi
A-сигнал передавався:

P (A/HA) = 1− 1

6
=

5

6
.

Iмовiрнiсть того, що прийнято A-сигнал за умови, що переда-
вався B-сигнал, дорiвнює:

P (A/HA) =
1

7
.

Отже, за формулою повної ймовiрностi знаходимо

P (A) = P (HA)P (A/HA) + P (HB)P (A/HB) =

= 0, 72 · 5

6
+ 0, 28 · 1

7
= 0, 64.

40



б) Iмовiрнiсть надходження A-сигналу за умови, що вiн був
переданий, знайдемо за формулою Байєса:

P (HA/A) =
P (HA)P (A/HA)

P (A)
=

0, 72 · 5
6

0, 64
=

0, 6

0, 64
≈ 0, 94.

Вiдповiдь. a) 0,64; б) ≈ 0, 94.

Завдання для самостiйного розв’язування

◦ 1. Iмовiрностi того, що необхiдна деталь знаходиться в пер-
шому, другому, третьому, четвертому ящиках вiдповiдно дорiв-
нюють 0,6; 0,7; 0,8; 0,9. Знайти ймовiрнiсть того, що деталь мi-
ститься: а) не бiльш нiж у трьох ящиках; б) не менш нiж у двох
ящиках.

Вiдповiдь. а) p = 0, 6976; б) p = 0, 9572.
2 (д/з). Студент знає 20 iз 25 питань програми. Знайти ймо-

вiрнiсть того, що студент знає запропонованi йому екзаменатором
три питання.

Вiдповiдь. p = 57/115.
◦ 3. У цеху працює 7 чоловiкiв i 3 жiнки. За табельними но-

мерами навмання вiдiбрано 3 особи. Знайти ймовiрнiсть того, що
вибрано трьох чоловiкiв.

Вiдповiдь. p = 7/24.
4. Iмовiрнiсть того, що питання в екзаменацiйному бiлетi стан-

дартне, дорiвнює 0,95. Знайти ймовiрнiсть того, що з двох питань
тiльки одне стандартне.

Вiдповiдь. p = 0, 095.
◦ 5. Турист виходить iз пункту A i на роз-

дорожжi вибирає навмання одну з можли-
вих дорiг. Яка ймовiрнiсть того, що турист
потрапить у пункт M? Схема дорiг зобра-
жена на рисунку.
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Вiдповiдь. p = 13/36.

6. Ймовiрнiсть браку через порушення режиму обробки дета-
лей дорiвнює 0,02, а внаслiдок поломки верстата – 0,08. Знайти
ймовiрнiсть випуску бракованих деталей.

Вiдповiдь. p ≈ 0, 099.
◦ 7 (д/з). У разi масового виготовлення виробiв брак стано-

вить у середньому 1,5% вiд загальної кiлькостi всiх виробiв. Iз-
помiж придатних виробiв 85,3% становлять вироби 1-го гатунку.
Знайти ймовiрнiсть того, що навмання взятий вирiб належить до
1-го гатунку.

Вiдповiдь. p = 0, 84.
8. Iмовiрнiсть одного попадання в цiль при одному залпi з двох

руш-ниць дорiвнює 0,38. Знайти iмовiрнiсть попадання в цiль при
одному пострiлi з першої гвинтiвки, якщо вiдомо, що для другої
ця iмовiрнiсть дорiвнює 0.7.
9. В аудиторiї серед 15 комп’ютерiв 12 справних. Знайти ймо-

вiрнiсть того, що з двох навмання вибраних комп’ютерiв хоча б
один виявиться несправним.
◦ 10. Радiоприймач iз iмовiрностями p1 = 0, 9, p2 = 0, 1 мо-

же належати до однiєї з двох партiй. Iмовiрнiсть того, що радiо-
приймач пропрацює заданий промiжок часу без ремонту для цих
партiй вiдповiдно дорiвнює 0,8 i 0,6. Яка ймовiрнiсть того, що
радiоприймач пропрацює заданий промiжок часу?

Вiдповiдь. p = 0, 78.
11. На складання агрегату надходять деталi, якi виготовляю-

ться двома верстатами-автоматами. Перший верстат виготовляє
в середньому 0, 2% бракованих деталей, а другий 0, 1%. Знайти
ймовiрнiсть надходження бракованої деталi на складання, якщо
вiд першого верстата надiйшло 2000 деталей, а вiд другого – 3000.

Вiдповiдь. p =
2000

5000
0, 002 +

3000

5000
0, 001 = 0, 0014.
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12. В ящику мiститься 20 тенiсних м’ячiв, iз них 12 нових i 8,
якi були в користуваннi. Iз ящика навмання беруть два м’яча i
пiсля закiнчення гри повертають у ящик. Пiсля цього iз ящика
навмання вибирають знову два м’яча для наступної гри. Обчи-
слити ймовiрностi таких випадкових подiй: 1) A – два м’ячi, що
вийняли iз ящика, ще не були в користуваннi; 2) B – два м’ячi
вже були в користуваннi.

Вiдповiдь. P (A) =
C2

12

C2
20

C2
10

C2
20

+
C1

12C
1
8

C2
20

C2
11

C2
20

+
C2

8C
2
12

C2
20C

2
20

;

P (B) =
C2

12

C2
20

C2
8

C2
20

+
C1

12C
1
8

C2
20

C2
7

C2
20

+
C2

8C
2
6

C2
20C

2
20

.

◦ 13. У першому ящику мiститься 6 стандартних i 5 бракова-
них деталей. Iз першого ящика навмання беруть чотири деталi
й перекладають у другий, в якому до цього мiстилося двi стан-
дартнi й одна бракована деталi. Яка ймовiрнiсть пiсля цього iз
другого ящика вийняти одну стандартну деталь?

Вiдповiдь. p =
C4

6

C4
11

6

7
+
C3

6C
1
5

C4
11

5

7
+
C2

6C
2
5

C4
11

4

7
+
C1

6C
3
5

C4
11

3

7
+
C0

6C
4
5

C4
11

2

7
.

14 (д/з). Вiдомi значення: P (A) = 0, 3, P (B) = 0, 6, P (A/B) =

0, 32.
Знайти: P (A ∩B), P (A ∪B), P (B/A), P (A ∩B).

Вiдповiдь. P (A∩B) = 0, 128; P (A∪B) = 0, 572; P (B/A) =
32

75
;

P (A ∩B) = 0, 172.
15. В урнi мiститься 4 зелених i 8 червоних кульок. Кульки

iз урни виймають по однiй без повернення. Таким способом було
вийнято три кульки. Обчислити ймовiрностi таких випадкових
подiй: 1) А – перша кулька буде червоною, друга – зеленою, третя
– червоною; 2) В – перша кулька буде зеленою, друга – червоною,
третя – зеленою.

Вiдповiдь. P (A) =
8

12

4

11

7

10
=

56

165
; P (B) =

4

12

8

11

3

10
=

4

55
.
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16. Електролампочки з’єднанi за схемою, зображеною на ри-
сунку:

Iмовiрнiсть того, що електролампочка не вийде з ладу при ввi-
мкненнi схеми в електричну мережу, є величиною сталою i дорiв-
нює 0,9. Яка ймовiрнiсть того, що в електричнiй схемi, наведеної
на рисунку, при ввiмкненнi її в електричну мережу потече еле-
ктричний струм?

Вiдповiдь. P = p4(1− q4) = 0, 65633436.
◦ 17. Електролампочки з’єднанi за схемою, зображеною на ри-

сунку:

Iмовiрнiсть того, що лампочка не перегорить при ввiмкненнi
в електромережу, є величиною сталою i дорiвнює 0,8. Яка ймо-
вiрнiсть того, що в схемi, якщо вона ввiмкнено в електромережу,
потече електричний струм?

Вiдповiдь. P = (1− (1− p1p2p3)(1− p4p5)(1− p6p7))(1− q8(1−
p9p10)(1− p11p12)).
18. Маємо три урни. У першiй мiститься 8 бiлих i 2 чорних

кульки, у другiй – 5 бiлих i 5 чорних, у третiй – 2 бiлих i 8 чор-
них. Навмання пiдкидають гральний кубик. Якщо випаде на гра-
нi число кратне 2, то навмання беруть двi кульки з першої урни,
якщо випаде число кратне 5 – двi кульки з другої урни, i якщо
випаде число, яке не буде кратним нi 2, нi 3 – двi кульки з тре-
тьої урни. Знайти ймовiрнiсть появи двох бiлих кульок у такому
експериментi.
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Вiдповiдь. p =
3

6

C2
8

C2
10

+
2

6

C2
5

C2
10

+
2

6

C2
2

C2
10

.

◦ 19. Прилад складається iз двох вузлiв № 1, i № 2, що ду-
блюють один одного, i може працювати у двох режимах: спри-
ятливому i несприятливому. У сприятливому режимi надiйнiсть
кожного iз узлiв q1 = 0, 8, а в неспрятливому q2 = 0, 5. Iмовiрнiсть
того, що прилад працюватиме в сприятливому режимi P1 = 0, 6,
а в несприятливому режимi 1−P1. Знайти надiйнiсть приладу R.

Вiдповiдь. R = P1(1− q2
1) + (1− P1)(1− q2

2).
20 (д/з). Деталь може надiйти для обробки на перший верстат

iз iмовiрнiстю 0,2, на другий верстат – iз iмовiрнiстю 0,3 i на тре-
тiй – iз iмовiрностю 0,5. При обробцi деталi на першому верстатi
ймовiрнiсть допустити брак дорiвнює 0,01, на другому i третьому
верстатах ця ймовiрнiсть вiдповiдно дорiвнює 0,05 i 0,08. Обро-
бленi деталi складають в одну шухляду. Навмання взята звiдти
деталь виявилась бракованою. Яка ймовiрнiсть того, що її обро-
бляв перший верстат?

Вiдповiдь. p =
20

57
.

◦ 21. Клапани, виготовленi цехом заводу, перевiряють три кон-
тролери. Iмовiрнiсть того, що клапан потрапить на перевiрку до
першого контролера дорiвнює 0,3, до другого – 0,5 i до третьо-
го – 0,2. Iмовiрнiсть того, що бракована деталь буде виявлена
для першого, другого i третього контролерiв вiдповiдно дорiвнює
0,95; 0,9; 0,85. Пiд час повторної перевiрки вiдбракованої деталi
вона виявилась бракованою. Яка ймовiрнiсть того, що цю деталь
перевiряв третiй контролер?

Вiдповiдь. p =
34

181
.

22. Прилад складається iз двох вузлiв, що працюють незале-
жно один вiд одного. Робота кожного вузла необхiдна для робо-
ти приладу в цiлому. Надiйнiсть (iмовiрнiсть безвiдмовної роботи
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протягом часу t) першого вузла p1 = 0, 9; другого p2 = 0, 8. При-
лад випробовувався протягом часу t, i при цьому один з вузлiв
вийшов з ладу. Знайти ймовiрнiсть того, що вiдмовив у роботi
лише перший вузол, а другий був справним.

Вiдповiдь. p =
p2q1

p2q1 + p1q2 + q1q2
=

=
0, 8 · 0, 2

0, 8 · 0, 2 + 0, 1 · 0, 8 + 0, 1 · 0, 2
=

8

13
.

23. Вiдомо, що A ∩B 6= ∅. Довести, що

p(B/A) ≥ 1− p(B)

p(A)
.

◦ 24. В урнi мiститься 3 червоних, 1 синя i 2 зелених куль-
ки. Iз урни кульки виймають по однiй без повернення. Кульки
виймають до першої появи червоної. Обчислити ймовiрнiсть цiєї
подiї.

Вiдповiдь. p =
3

6
+

1

6

3

5
+

1

6

2

5

3

4
+

2

6

1

5

3

4
+

1

6

2

5

1

4
1 +

2

6

1

5

1

4
1.

25 (д/з). На вхiд радiолокацiйного пристрою iз iмовiрнiстю
P = 0, 9 надходить корисний сигнал iз завадами, i з iмовiрнiстю
1−P = 0, 1 – самi лише завади. Коли надходить корисний сигнал
iз завадами, то пристрiй реєструє цей сигнал iз iмовiрнiстю p1 =

0, 8, якщо надходять лише завади, то iз iмовiрнiстю p2 = 0, 9.
Вiдомо, що пристрiй зареєстрував наявнiсть якогось сигналу. Яка
ймовiрнiсть того, що це корисний сигнал?

Вiдповiдь. p =
Pp1

Pp1 + p2q
=

8

9
.

26. Пасажир для придбання квитка може звернутись до однiєї
з чотирьох кас. Вiдповiднi ймовiрностi дорiвнюють p1 = 0, 2; p2 =

0, 3; p3 = 0, 4; p4 = 0, 1. Iмовiрнiсть того, що до моменту появи
пасажира в касi буде квиток, дорiвнює вiдповiдно P1 = 0, 6, P2 =

0, 3, P3 = 0, 8, P4 = 0, 5. Пасажир звернувся до однiєї iз кас i
купив квиток. Яка ймовiрнiсть того, що квиток пасажир придбав
у першiй касi?
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Вiдповiдь. p =
P1p1

P1p1 + P2p2 + P3p3 + P4p4
=

6

29
.

27. Для виготовлення деталi необхiдно провести чотири неза-
лежнi технологiчнi операцiї. Iмовiрнiсть допустити брак при ви-
конаннi першої технологiчної операцiї q1 = 0, 1, i для другої, тре-
тьої i четвертої цi ймовiрностi дорiвнюють вiдповiдно q2 = 0, 05,
q3 = 0, 15, q4 = 0, 2. Яка ймовiрнiсть того, що виготовлена деталь
виявиться стандартною?

Вiдповiдь. p = p1p2p3p4 = 0, 5814.
◦ 28. Маємо k радiолокацiйних станцiй, кожна iз них за один

оберт антени може виявити лiтаючий об’єкт у повiтрi iз iмовiр-
нiстю P (незалежно вiд iнших обертiв антени й iнших станцiй).
За час t кожна станцiя здiйснить m обертiв антени. Знайти ймо-
вiрностi таких випадкових подiй: 1) A – лiтаючий об’єкт буде
виявлено хоча б один раз; 2) B – об’єкт буде виявлено кожною
станцiєю.

Вiдповiдь. P (A) = 1− qkm; P (B) = [1− qm]k.
29. Iмовiрнiсть появи випадкової подiї в кожному з незалежних

експериментiв є величиною сталою i дорiвнює p. Скiльки необхi-
дно провести експериментiв, щоб iмовiрнiсть появи випадкової
подiї хоча б один раз дорiвнювала P ?

Вiдповiдь. n =
ln(1− P (c))

ln(1− P )
.
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Тема 3. Повторнi незалежнi випробування

Нехай проводиться n випробувань, у кожному з яких подiя A
може вiдбутися або не вiдбутися (це так званi повторнi випро-
бування). Якщо ймовiрнiсть настання подiї A в кожному випро-
буваннi не залежить вiд результатiв iнших випробувань, то такi
випробування називаються незалежними щодо подiї A. Крiм
того, випробування також незалежнi, якщо в кожному з них iмо-
вiрнiсть настання подiї A однакова.

Для розв’язування задач на повторнi незалежнi випробування
застосовують такi формули та теореми.
1. Формула Бернуллi. Iмовiрнiсть того, що в n повторних

незалежних випробуваннях випадкова подiя A вiдбудеться точно
m разiв, знаходиться за формулою Бернуллi:

Pn(M) = Cm
n · pm · qn−m, (3.1)

де Cm
n – кiлькiсть комбiнацiй, визначена формулою (1.6),

p – ймовiрнiсть настання подiї A в одному випробуваннi,
q – ймовiрнiсть подiї A.
Зауважимо, що формула Бернуллi застосовується при n ≤ 10.
Наслiдки:
1. Iмовiрнiсть того, що подiя A при n випробуваннях настане

n разiв, знаходять за формулою

Pn(m) = pn.

2. Iмовiрнiсть того, що подiя A при n випробуваннях настане
нуль разiв, дорiвнює

Pn(0) = qn.

3. Iмовiрнiсть того, що подiя A при n випробуваннях настане
не бiльше нiж k разiв, дорiвнює

Pn(m ≤ k) = Pn(0) + Pn(1) + . . . + Pn(k) =

k∑
i=0

Pn(i).
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4. Iмовiрнiсть того, що подiя A при n випробуваннях настане
менше нiж k разiв, дорiвнює

Pn(m < k) =

k−1∑
i=0

Pn(i).

5. Iмовiрнiсть того, що подiя A при n випробуваннях настане
не менше нiж k разiв, дорiвнює

Pn(m ≥ k) = Pn(k) + Pn(k + 1) + . . . + Pn(n) =

k∑
i=0

Pn(i).

6. Iмовiрнiсть того, що подiя A при n випробуваннях настане
бiльше нiж k разiв, дорiвнює

Pn(m > k) = Pn(k + 1) + Pn(k + 2) + . . . + Pn(n) =

n∑
i=k+1

Pn(i).

7. Iмовiрнiсть того, що в результатi n незалежних експеримен-
тiв подiя A з’явиться вiд k1 до k2 разiв, обчислюється так:

Pn (k1 ≤ m ≤ k2) =

k2∑
m=k1

Cm
n p

mqn−m.

8. Iмовiрнiсть того, що в результатi n незалежних експеримен-
тiв подiя A з’явиться принаймнi один раз, обчислюється так:

Pn(1 ≤ m ≤ n) = 1− qn.

Приклад 1. Iмовiрнiсть виграти по одному бiлету лотереї
p = 1/3. Знайти ймовiрнiсть того, що 3 п’яти куплених бiлетiв
виграшними будуть: а) два; б) усi; в) жодного; г) не менше вiд
двох; д) бiльше вiд двох; е) не бiльше вiд двох; є) менше вiд двох;
ж) вiд 2 до 4; з) принаймнi один.
Розв’язування. Якщо A – подiя, що полягає в купiвлi ви-

грашного бiлета, то її ймовiрнiсть p =
1

3
, а ймовiрнiсть купiвлi
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невиграшного бiлета q = 1− 1

3
=

2

3
. За формулою Бернуллi та її

наслiдками маємо:

a) P5(2) = C2
5 ·
(

1

3

)2

·
(

2

3

)3

=
5 · 4

2
·
(

1

3

)2

·
(

2

3

)3

= 10 · 1
9
· 8

27
=

80

243
≈ 0, 3292;

б) P5(5) =

(
1

3

)5

=
1

243
≈ 0, 004;

в) P5(0) =

(
2

3

)5

=
32

243
≈ 0, 1317;

г) P5(m ≥ 2) = P5(2) + P5(3) + P5(4) + P5(5);

P5(3) = C3
5 ·
(

1

3

)3

·
(

2

3

)2

= C2
5 ·
(

1

3

)3

·
(

2

3

)2

=
5 · 4

2
·
(

1

3

)3

×

×
(

2

3

)2

= 10 · 1

27
· 4

9
=

40

243
≈ 0, 1646;

P5(4) = C4
5 ·
(

1

3

)4

·
(

2

3

)1

= C1
5 ·
(

1

3

)4

·
(

2

3

)1

= 5 · 1

81
· 2

3
=

=
10

243
≈ 0, 0412;

P5(5) =

(
1

3

)5

=
1

243
≈ 0, 0041;

P5(m ≥ 2) = 0, 3292 + 0, 1646 + 0, 0412 + 0, 0041 = 0, 5291;

д) P5(m > 2) = P5(3)+P5(4)+P5(5) = 0, 1646+0, 0412+0, 0041 =

0, 2099;
e) P5(m ≤ 2) = P5(0)+P5(1)+P5(2) = 0, 1317+0, 3292+0, 3292 =

0, 7901;

P5(1) = C1
5 ·
(

1

3

)1

·
(

2

3

)4

= 5 · 1

3
· 16

81
=

80

243
≈ 0, 3292;

e) P5(m < 2) = P5(0) + P5(1) = 0, 1317 + 0, 3292 = 0, 4609;
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ж) P5(2 ≤ m ≤ 4) = P5(2) + P5(3) + P5(4) ≈ 0, 3292 + 0, 1646 +

0, 0412 = 0, 535;
з) P5(1 ≤ m ≤ 5) = 1− P5(0) ≈ 1− 0, 1317 = 0, 8683.
Вiдповiдь. а) 0,3292; б) 0,004; в) 0,1317; г) 0,5291; д) 0,2099; е)

0,7901; є) 0,4609; ж) 0,535; з) 0,8683.
2. Найiмовiрнiше число появи подiї. В n незалежних по-

вторних випробуваннях подiя A може вiдбутися або 0, або 1, або
2, . . . , або n−1, або n разiв. Вiдповiднi ймовiрностi для кожної ча-
стоти настання подiї A можна знайти за формулою (3.1). Частота
m0 настання подiї A, якiй вiдповiдає найбiльша ймовiрнiсть, на-
зивається найiмовiрнiшим числом появи подiї. Воно визна-
чається за формулою:

np− q ≤ m0 ≤ np + p. (3.2)

Рiзниця мiж правою й лiвою частинами цiєї нерiвностi дорiв-
нює одиницi. При цьому:
1) якщо число np − q - цiле, то m0 має два значення: np − q i
np + p;
2) якщо число np− q - дробове, то m0 має тiльки одне значення;
3) якщо число np - цiле, то m0 = np.
Приклад 3. Iмовiрнiсть появи подiї A в кожному з n неза-

лежних випробувань дорiвнює 0,7. Скiльки таких випробувань
потрiбно виконати, щоб найiмовiрнiша частота появи подiї A в
цих випробуваннях дорiвнювала 20?
Розв’язування. За умовою p = 0, 7, тому q = 0, 3. Найiмовiр-

нiша частота появи подiї A в проведених випробуванняхm0 = 20.
Потрiбно знайти n. Пiдставивши данi значення у формулу, маємо
0, 7 · n− 0, 3 ≤ 20 ≤ 0, 7 · n + 0, 7.
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Дана подвiйна нерiвнiсть рiвносильна системi{
0, 7 · n− 0, 3 ≤ 20;

0, 7 · n + 0, 7 ≥ 20;{
n ≤ 29;

n ≥ 27, 57.

Отже, необхiдно провести 28 або 29 випробувань.
Вiдповiдь. 28 або 29.
3. Локальна теорема Лапласа. Якщо число випробувань

n досить велике, а iмовiрнiсть p настання випадкової подiї A в
кожному з випробувань незмiнна (причому 0 < p < 1), то ймо-
вiрнiсть того, що в n випробуваннях подiя вiдбудеться m разiв,
знаходиться за наближеною формулою

Pn(m) ≈ 1
√
npq
· ϕ(x), (3.3)

де ϕ(x) =
1√
2π
· e−

x2

2 – функцiя Гаусса, x =
m− np
√
npq

, q = 1− p.

Формула (3.3) називається локальною формулою Лапла-
са. Вона дає тим точнiший результат, чим бiльше число n. При-
родно виникає питання про величину похибки при використаннi
формули (3.3) в конкретних задачах. Практично можна вважа-
ти, що локальна формула Лапласа дає добре наближення, якщо
npq > 9 (ця умова виконується при n > 36). Якщо ж вимоги до
точностi вищi, то слiд вимагати виконання нерiвностi npq ≥ 25

(при n ≥ 100).
Графiк функцiї Гаусса зображено на рис. 3.1:
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Рис. 3.1

Функцiя Гаусса парна: ϕ(−x) = ϕ(x).
У спецiальних таблицях (див. додатки, табл. 1) поданi значення

функцiї ϕ(x) лише для аргументiв 0 ≤ x < 4. Для iнших значень
аргументiв беремо: ϕ(x ≥ 4) = 0 або використовуємо властивiсть
ϕ(−x) = ϕ(x).
Приклад 3. Iмовiрнiсть народження хлопчика дорiвнює 0,51.

Знайти ймовiрнiсть того, що серед 100 немовлят виявиться 50
хлопчикiв.
Розв’язування. Нехай подiя A1 – народження хлопчика. Тодi

ймовiрностi: P (A) = p = 0, 51 i P (Ā) = q = 0, 49,m = 50, n = 100.
Скористаємося формулою Муавра–Лапласа. Для цього обчи-

слимо
x =

(50− 100 · 0, 51)√
100 · 0, 51 · 0, 49

=
(50− 51)

5
= −1

5
.

За таблицею значень функцiї ϕ(x) знайдемо

ϕ

(
−1

5

)
= ϕ

(
1

5

)
= ϕ(0, 2) ≈ 0, 3910;

P100(50) ≈ 0, 391√
100 · 0, 51 · 0, 49

≈ 0, 0782.

Вiдповiдь. 0,0782.
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4. Формула Пуассона. У випадку великої кiлькостi випро-
бувань n i малоiмовiрної подiї A (тобто такої подiї, ймовiрнiсть
настання якої значно менша за 0,1) нерiвнiсть npq > 9 може не
виконуватися, а отже, похибка при використаннi формули (3.3)
буде дуже великою. У таких випадках слiд скористатися iншим
наближенням правої частини формули Бернуллi:

Pn(m) ≈ λm · e−λ

m!
, (3.4)

де λ = np.
Зауважимо, що формулою Пуассона (3.4) можна скористатися

i для обчислення числа невiдбуття подiї A, якщо q � 0, 1, а nq –
невелике.

Якщо n ∈ [10; 20], то формула Пуассона використовується для
грубих прикидочних обчислень, при λ ∈ (0; 2) для n = 10 i
λ ∈ (0; 3) для n = 20; у iншому випадку слiд користуватися ло-
кальною формулою Лапласа.

Якщо n ∈ (20; 100), то формулу Пуассона рекомендується ви-
користовувати для прикладних економiчних та iнженерних роз-
рахункiв; при цьому для λ повиннi виконуватися включення
λ ∈ (0; 3) (n = 20) i λ ∈ (0; 5) (n = 100).

Якщо ж n ∈ (100; 1000), то практично завжди в економiчних
та iнженерних розрахунках можна обмежитися формулою Пуас-
сона, якщо λ знаходиться в iнтервалах (0; 5) (n = 100), (0; 10)

(n = 1000).

Значення функцiї
λme−λ

m!
для деякихm та λ наведенi в додатку.

5. Iнтегральна формула Лапласа. Iмовiрнiсть того, що по-
дiя A в n незалежних повторних випробуваннях, в кожному з
яких A вiдбувається з iмовiрнiстю p, вiдбудеться вiд m1 до m2

разiв, подається формулою:

Pn(m1,m2) ≈ Φ(x2)− Φ(x1), (3.5)
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де Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−t
2/2dt – функцiя Лапласа; x1 =

m1 − np√
npq

,

x2 =
m2 − np√

npq
.

Функцiя Лапласа протабульована i її значення наведенi в до-
датку.

При користуваннi цiєю таблицею потрiбно враховувати такi
властивостi функцiї Лапласа:
1) Φ(x) визначена для всiх x ∈ R;
2) Φ(x) непарна функцiя (Φ(−x) = −Φ(x));
3) Φ(x) монотонно зростає для всiх x ∈ R, при цьому y = −0, 5 –
лiвостороння асимптота, а y = 0, 5 – правостороння;
4) швидкiсть зростання Φ(x) на промiжку [0; 5] дуже висока
(зокрема Φ(5) = 0, 499997), тому для всiх x > 5 з мiзерною по-
хибкою Φ(x) ≈ 0, 5.

Точнiсть iнтегральної формули Лапласа тим бiльша, чим бiль-
ше випробувань n. Як i у випадку локальної, iнтегральна фор-
мула дає добрi наближення, якщо npq > 9. Якщо ж вимоги до
точностi значно вищi, то потрiбно вимагати виконання нерiвностi
npq ≥ 25.
Приклад 4. Монету кидаємо 10000 разiв. Яка ймовiрнiсть то-

го, що кiлькiсть падiнь гербом угору буде мiж 4900 та 5050?
Розв’язування. Маємо схему незалежних випробувань Бер-

нуллi, де n = 10000; p = q = 0, 5; x1 = 4900; x2 = 5050. Отже,

x1 =
(4900− 10000 · 0, 5)√

10000 · 0, 5 · 0, 5
= −2, x2 =

(5050− 10000 · 0, 5)√
10000 · 0, 5 · 0, 5

= 1.

P10000(4900; 5050) ≈ Φ(1)−Φ(−2) = Φ(1)+Φ(2) = 0, 3413+0, 4772 =

0, 8185.
Вiдповiдь. 0,8185.
Приклад 5. 40 % виборцiв великого мiста голосують за кан-

дидата A. Навмання вiдiбрано 25 виборцiв. Яка ймовiрнiсть того,
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що бiльшiсть з них голосують за A?
Розв’язування. Маємо схему незалежних випробувань Бер-

нуллi, де n = 25; p = 0, 4, q = 0, 6; x1 = 13; x2 = 25. От-

же, x1 =
(13− 25 · 0, 4)√

25 · 0, 4 · 0, 6
= 1, 22, x2 =

(25− 25 · 0, 4)√
25 · 0, 4 · 0, 6

= 6, 12.

P25(13; 25) ≈ Φ(6, 12)− Φ(1, 22) = 0, 5− 0, 3888 = 0, 1112.
Вiдповiдь. 0,1112.
Iмовiрнiсть вiдхилення вiдносної частоти подiї вiд її

ймовiрностi. Якщо iмовiрнiсть p настання випадкової подiї A в
кожному з n незалежних випробувань стала, а кiлькiсть випробу-
вань досить велика, то ймовiрнiсть того, що вiдхилення вiдносної
частоти

m

n
подiї A вiд її iмовiрностi p за абсолютною величи-

ною не перевищить деякого заданого числа ε > 0, знаходиться за
формулою:

P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ < ε

)
≈ 2Φ

(
ε ·
√
n

pq

)
. (3.6)

Приклад 6. Iмовiрнiсть браку серед 475 виробiв дорiвнює 0,05.
Знайти з iмовiрнiстю 0,9426 межi, в яких перебуває кiлькiсть n
бракованих виробiв серед перевiрених.
Розв’язування. n = 475, p = 0, 05, q = 0, 95. Потрiбно знайти

n.

P
(∣∣∣ m

475
− 0, 05

∣∣∣ ≤ ε
)
≈ 2Φ

(
ε ·
√

475

0, 05 · 0, 95

)
= 0, 9426.

Спочатку треба знайти

ε : 2Φ

(
ε ·
√

475

0, 05 · 0, 95

)
= 0, 9426; Φ(100ε) = 0, 4713.

За таблицею знаходимо: 100ε = 1, 9; ε = 0, 019.
Отже,

∣∣∣ m
475
− 0, 05

∣∣∣ ≤ 0, 019;−0, 019 ≤ m

475
− 0, 05 ≤ 0, 019;

14, 725 ≤ m ≤ 32, 775.
Вiдповiдь. 15 ≤ m ≤ 32.
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Приклади розв’язування задач

1. Iмовiрнiсть влучення в мiшень при одному пострiлi дорiвнює
0,8. Знайти ймовiрнiсть того, що в серiї з чотирьох пострiлiв буде:
а) хоча б одне влучення; б) не менше трьох влучень; в) не бiльше
одного влучення.
Розв’язування. Маємо n = 4, p = 0, 8, q = 0, 2. а) Знайде-

мо ймовiрнiсть протилежної подiї – в серiї з чотирьох пострiлiв
жодного влучення в мiшень:

P4(0) = C0
4p

0q4 = 0, 24 = 0, 0016.

Звiдси знаходимо ймовiрнiсть хоча б одного влучення:

P4(k ≥ 1) = 1− 0, 0016 = 0, 9984.

б) Подiя B полягає в тому, що в серiї з 4 пострiлiв було не
менше трьох влучень. Це означає, що було або три влучення
(подiя C), або чотири (подiя D), тобто B = C + D. Звiдси
P (B) = P (C) + P (D), отже

P4(k ≥ 3) = P4(3) + P4(4) = C3
4p

3q + C4
4p

4q0 =

= 4 · 0, 83 · 0, 2 + 0, 84 = 0, 8192.

в) Аналогiчно знаходиться ймовiрнiсть влучення у мiшень не
бiльше одного разу:

P4(k ≤ 1) = P4(0) + P4(1) = 0, 0016 + C1
4p

1q3 =

= 0, 0016 + 4 · 0, 8 · 0, 23 = 0, 2576.

Вiдповiдь. а) 0,9984; б) 0,8192; в) 0,2576.
2. Частка довгих волокон у партiї бавовни становить у сере-

дньому 0,6 вiд загальної кiлькостi волокон. Скiльки потрiбно взя-
ти волокон, щоб найiмовiрнiше число довгих волокон серед них
дорiвнювало 40?
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Розв’язування. Скористаємося формулою, за якою визнача-
ється найiмовiрнiше число вiдбуття подiї: np− q ≤ m0 ≤ np + p.

Пiдставимо сюди значення вiдомих величин:

0, 6n− 0, 4 ≤ 40 ≤ 0, 6n + 0, 6; −0, 4− 40 ≤ −0, 6n ≤ 0, 6− 40,

39, 4

0, 6
≤ n ≤ 40, 4

0, 6
, 65, 7 ≤ n ≤ 67, 3.

Отже, n = 66 або n = 67.
Вiдповiдь. n = 66 або n = 67.
3. Знайти ймовiрнiсть того, що подiя A вiдбудеться точно 70

разiв у 243 дослiдах, якщо ймовiрнiсть появи подiї в кожному
дослiдi дорiвнює 0,25.
Розв’язування. За умовою n = 243, k = 70, p = 0, 25,

q = 0, 75. Оскiльки n = 243 – достатньо велике число, то ско-
ристаємось локальною теоремою Лапласа:

Pn(k) ≈ 1
√
npq

ϕ(x),

де x =
k − np
√
npq

.

Знайдемо значення x:

x =
70− 243 · 0, 25√
243 · 0, 25 · 0, 75

=
3, 25

6, 75
= 1, 73.

За таблицею знаходимо: ϕ(1, 73) = 0, 0893. Шукана ймовiрнiсть

P243(70) =
1

6, 75
· 0, 0893 = 0, 0132.

Вiдповiдь. 0,0132.
4. Зерна пшеницi проростають з iмовiрнiстю 0,95. Знайти ймо-

вiрнiсть того, що iз 2000 посiяних зерен зiйде вiд 1880 до 1920.
Розв’язування. Подiя A – ”зерно пшеницi зiйшло”. Її ймо-

вiрнiсть p = 0, 95, кiлькiсть незалежних випробувань n = 2000.
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Застосуємо формулу iнтегральної теореми Лапласа:

Pn(m1,m2) = Φ(x2)− Φ(x1).

Маємо x1 =
1880− 2000 · 0, 95√

2000 · 0, 95 · 0, 05
≈ −1, 03, x2 =

1920− 1900√
95

≈
2, 06;

P2000(1880; 1920) = Φ(2, 06)− Φ(−1, 03) = Φ(2, 06) + Φ(1, 03) =

= 0, 4803 + 0, 3485 = 0, 8288.

(Значення функцiї Лапласа Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e−t
2/2dt знаходимо у

вiдповiднiй таблицi).
Вiдповiдь. 0,8288.
5. Вiддiл технiчного контролю перевiряє на стандартнiсть 900

деталей. Iмовiрнiсть того, що деталь стандартна, дорiвнює 0,9.
Знайти з ймовiрнiстю 0,9544 межi, в яких буде знаходитися число
m стандартних деталей серед перевiрених.
Розв’язування. За умовою n = 900; p = 0, 9, q = 0, 1, або

2Φ
(
ε

√
900

0, 9 · 0, 1

)
= 0, 9544, Φ(100ε) = 0, 4772. За таблицею знахо-

димо, що значення функцiї 0,4772 вiдповiдає аргументу 2. Отже,
100ε = 2. Звiдси ε = 0, 02.

Отже, з ймовiрнiстю 0,9544 вiдхилення вiдносної частоти числа
стандартних деталей вiд ймовiрностi 0,9 задовольняє нерiвнiсть∣∣∣ m

900
− 0, 9

∣∣∣ ≤ 0, 02

або
0, 88 ≤ m

900
≤ 0, 92.

Отже, 792 ≤ m ≤ 828.
Вiдповiдь. 792 ≤ m ≤ 828.
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6. Завод вiдправив на базу 1000 доброякiсних виробiв. За час
перебування в дорозi кожен вирiб може бути пошкоджено з iмо-
вiрнiстю 0,003. Знайти ймовiрнiсть того, що на базу прибудуть 3
пошкодженi вироби.
Розв’язування. Якщо подiя A – ”вирiб пошкоджено”, то її

ймовiрнiсть p = 0, 003. Розглядається схема незалежних випро-
бувань, n = 1000. Iмовiрнiсть подiї A досить мала, тому задачу
розв’яжемо за допомогою формули Пуассона:

Pn(m) ≈ λm

m!
e−λ.

Тут λ = np = 1000 · 0, 003 = 3, P1000(3) =
33

3!
e−3 ≈ 0, 229.

Вiдповiдь. ≈ 0, 229.

Задачi для самостiйного розв’язування

◦ 1. У сiм’ї п’ять дiтей. Знайти ймовiрнiсть того, що серед цих
дiтей: а) два хлопчики; б) не бiльше двох хлопчикiв; в) бiльше
двох хлопчикiв; г) не менше двох i не бiльше трьох хлопчикiв.
Iмовiрнiсть народження хлопчика 0,51.

Вiдповiдь. а) 0,31; б) 0,48; в) 0,52; г) 0,62.
◦ 2. Знайти ймовiрнiсть того, що подiя A настане 1400 разiв

у 2400 дослiдах, якщо ймовiрнiсть появи цiєї подiї в кожному
дослiдi дорiвнює 0,6.

Вiдповiдь. P2400(1400) = 0, 0041.
3 (д/з). Iмовiрнiсть появи подiї в кожному iз 2100 незалежних

дослiдiв дорiвнює 0,7. Знайти ймовiрнiсть того, що подiя настане:
а) не менше 1470 i не бiльше 1500 разiв; б) не менше 1470 разiв;
в) не бiльше 1469 разiв.

Вiдповiдь: а) 0,4236; б) 0,5; в) 0,5.
◦ 4. Французький учений Бюффон (XVIII ст.) кинув монету

4040 разiв, причому герб з’явився 2048 разiв. Знайти ймовiрнiсть
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того, що при повтореннi дослiду Бюффона вiдносна частота по-
яви герба вiдхилиться вiд iмовiрностi появи герба за абсолютною
величиною не бiльше, нiж у дослiдах Бюффона.
5. Iмовiрнiсть виходу з ладу конденсатора дорiвнює

3

11
. Нав-

мання беруть 10 конденсаторiв i вмикають паралельно в електри-
чну мережу. Знайти найiмовiрнiше число m0 конденсаторiв, якi
вийдуть iз ладу, i обчислити вiдповiдну ймовiрнiсть.

Вiдповiдь. m0 = 2; P10(2) = 0, 3019897.
◦ 6. Вiдомо, що серед виробiв заводу стандартнi деталi ста-

новлять у середньому 85%. Скiльки необхiдно взяти цих деталей,
щоб m0 = 65?

Вiдповiдь.
m0 − p
n

≤ n ≤ m0 + q

p
; n = 76.

7 (д/з). Iмовiрнiсть того, що покупець, який завiтав до взут-
тєвого магазину, здiйснить покупку, дорiвнює в середньому 0,1.
Яка ймовiрнiсть того, що iз 900 покупцiв, що завiтали до магази-
ну, здiйснять покупку: 1) 90 покупцiв; 2) вiд 100 до 180 покупцiв?

Вiдповiдь. 1) 0,0443222, 2) 0,1335.
8 (с/р). В яких межах має перебувати ймовiрнiсть появи ви-

падкової подii в одному експериментi, коли вiдомо, що в резуль-
татi проведення n = 600 незалежних експериментiв за схемою
Бернуллi m0 = 60?

Вiдповiдь.
m0

n + 1
≤ P ≤ m0 + 1

n + 1
−→ 60

601
≤ P ≤ 61

601
.

9 (д/з). У партiї однотипних деталей стандартнi становлять
82%. Навмання з партiї беруть 400 деталей. Яка ймовiрнiсть того,
що серед них стандартних буде: 1) 355; 2) вiд 300 до 355. Знайти
найiмовiрнiше число появи стандартних деталей m0 i обчислити
вiдповiдну ймовiрнiсть.

Вiдповiдь. 1) ≈ 0, 0001041; 2) ≈ 0, 000071; m0 = 328; P400(328) ≈
0, 052.
◦ 10. Iмовiрнiсть виходу iз ладу виробу пiд час його випробу-
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вання на надiйнiсть дорiвнює 0,05. Яка ймовiрнiсть того, що пiд
час випробувань 900 виробiв iз ладу вийдуть: 1) 30; 2) не бiльш
як 30.

Вiдповiдь. 1) 0,0044; 2) 0,0113.
◦ 11. Iмовiрнiсть появи випадкової подiї в кожному з n неза-

лежних експериментiв за схемою Бернуллi є величиною сталою i
дорiвнює p = 0, 8. Скiльки необхiдно провести таких експеримен-
тiв, щоб iмовiрнiсть появи випадкової подiї m > 900 дорiвнювала
0,99?

Вiдповiдь. n ≈ 484416 −→ Φ

(
n− np
√
npq

)
−Φ

(
900− np
√
npq

)
= 0, 99.

12 (с/р). Телефонна станцiя обслуговує 1000 абонентiв. Iмо-
вiрнiсть того, що протягом години абонент розмовлятиме по те-
лефону, дорiвнює в середньому 0,002. Яка ймовiрнiсть того, що
протягом години одночасно розмовлятимуть по телефону: 1) 5
абонентiв; 2) не бiльш як 5?

Вiдповiдь. 1) 0,036089; 2) 0,983437.
◦ 13. Iмовiрнiсть появи випадкової подiї в кожнiй зi 100 незале-

жних спроб є величиною сталою i дорiвнює 0,3. З якою ймовiрнi-
стю можна стверджувати, що вiдносна частота появи випадкової
подiї при цих спробах мiститься в межах [0,2; 0,4]?

Вiдповiдь. 0,98.
◦ 14. Iмовiрнiсть того, що виготовлена на заводi електролам-

почка при вмиканнi її в електромережу перегорить через певний
час є величиною сталою i дорiвнює 0,02. Скiльки необхiдно взяти
таких електролампочок, щоб iмовiрнiсть того, що вiдхилення вiд-
носної частоти електролампочок, що перегорить, вiд iмовiрностi
0,02, взяте по абсолютному значенню, не перевищувала величини
0,001, дорiвнювала б 0,999.

Вiдповiдь. n ≈ 226576.
15. Iмовiрнiсть виготовити на заводi вирiб найвищої якостi до-
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рiвнює 0,85. Навмання беруть 700 виробiв. Визначити межi, в
яких перебуватиме вiдносна частота появи виробiв найвищої яко-
стi з iмовiрнiстю 0,999.

Вiдповiдь. 0, 804 < W (A) < 0, 896.
◦ 16. Iмовiрнiсть появи випадкової подiї в кожному з n не-

залежних експериментiв є величиною сталою i дорiвнює p. Яка
ймовiрнiсть того, що при цьому виконуватиметься нерiвнiсть
n− 1, 5

√
npq ≤ m ≤ np + 1, 5

√
npq?

Вiдповiдь. 0,8664.
17 (с/р). Завод вiдправив на базу 9000 доброякiсних виробiв.

Iмовiрнiсть пошкодження кожного виробу пiд час транспортува-
ння на базу становить 0,0001. Знайти ймовiрнiсть того, що серед
9000 виробiв при транспортуваннi буде пошкоджено: 1) 3 вироби;
2) не бiльш як 3.

Вiдповiдь. 1) 0,49398; 2) 0,986642.
18 (д/з). Частка дiабетикiв у певнiй мiсцевостi становить у

середньому 0, 2%. Навмання було обстежено 4000 осiб. Яка ймо-
вiрнiсть того, що серед них дiабетикiв буде: 1) 4 особи; 2) вiд 3
до 6 осiб; 3) не бiльш як 4 особи.

Вiдповiдь. 1) 0,133737; 2) 0,300548; 3) 0,154963.
◦ 19. Iмовiрнiсть виявити помилку на сторiнцi книжки дорiв-

нює 0,001. Яка ймовiрнiсть у результатi перевiрки книжки на 1000
сторiнок виявити помилку: 1) на 5 сторiнках; 2) не бiльш як на 5
сторiнках?

Вiдповiдь. 1) 0,003066; 2) 0,999405.
◦ 20. У водойму випустили 100 помiчених риб. Згодом iз неї

було виловлено 400 рибин серед яких виявилося 5 мiчених. Ви-
значити з iмовiрнiстю 0,9 кiлькiсть рибин у цiй водоймi.

Вiдповiдь. P (|W (A)−p| < ε) = 2Φ(ε

√
n

nq
) −→ P (| 5

400
− 100

N
| <
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ε) ≈ 2Φ(ε

√
400

100
N

N−100
N

) ≈ 0, 9 −→ −66
√
N − 100 < N − 8000 <

66
√
N − 10 −→ P (3919 ≤ N ≤ 16432) ≈ 0, 9.

21 (c/p). Вiзуально спостерiгати в заданому пунктi штучний
супутник Землi можна з iмовiрнiстю p = 0, 1 (хмарнiсть вiдсу-
тня) щоразу, коли вiн пролiтає над цим пунктом. Скiльки разiв
має пролетiти супутник над пунктом спостереження, щоб з iмо-
вiрнiстю, не меншою за 0,9975, удалося здiйснити принаймнi 5
спостережень?

Вiдповiдь. P (m ≥ 5) ≈ Φ(3
√
n) + Φ(

n− 50

3
√
n

) ≈ 0, 9975; n > 144.
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Тема 4. Закони розподiлу та числовi характеристики
випадкових величин

Розглянемо такий простiр Ω елементарних подiй, в якому ко-
жнiй елементарнiй подiї ωi ∈ Ω вiдповiдає одне й лише одне чи-
сло x або набiр чисел (x1, x2, . . . , xn), тобто на множинi Ω визна-
чена певна функцiя, яка кожнiй елементарнiй подiї ωi ставить
у вiдповiднiсть певний елемент одновимiрного простору R1 або
n-вимiрного простору Rn. Цю функцiю називають випадковою
величиною. Якщо множина можливих значень випадкової вели-
чини скiнченна або злiченна, то таку величину називають дис-
кретною. У противному разi її називають неперервною.

Спiввiдношення, що встановлює зв’язок мiж можливими зна-
ченнями випадкової величини та вiдповiдними їй iмовiрностями,
називають законом розподiлу випадкової величини.

Закони розподiлу дискретних випадкових величин можна за-
давати в табличнiй формi, аналiтичнiй або графiчнiй.

Найпростiшою формою подання закону розподiлу дискретної
випадкової величини є ряд розподiлу – прямокутна таблиця,
першим рядком якої є можливi значення, другим – вiдповiднi їм
iмовiрностi pi = P (X = xi).

X x1 x2 . . . xn Σ

pi p1 p2 . . . pn 1

Для наочностi ряд розподiлу дискретної випадкової величини мо-
жна зобразити також графiчно. Таблиця у прямокутнiй системi
координат задає набiр точок (xi; pi), i = 1, n: на осi абсцис вiд-
кладають можливi значення xi, а на осi ординат – вiдповiднi їм
iмовiрностi. Здобутi точки з’єднуються ламаною лiнiєю (рис. 4.1).
Одержана ламана називається многокутником розподiлу ви-
падкової величини.
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Рис. 4.1

Унiверсальним способом задання закону розподiлу ймовiрно-
стей є функцiя розподiлу F (x) = P (X < x), що визначає
ймовiрнiсть випадкової подiї X < x. Для дискретних величин
F (x) =

∑
xi<x

p(xi).

Функцiя розподiлу – неспадна, неперервна злiва, lim
x→−∞

F (x) =

0, lim
x→∞

F (x) = 1. Для довiльних α i β P (α ≤ X ≤ β) = F (β) −
F (α).

Якщо X – неперервна випадкова величина, то F (x) – функцiя
неперервна й диференцiйовна; її похiдна F ′(x) = f (x) називає-
ться щiльнiстю розподiлу ймовiрностей. При цьому f (x) –

невiд’ємна функцiя, для якої
+∞∫
−∞

f (x)dx = 1, P (α ≤ X ≤ β) =

β∫
α

f (x)dx, F (x) =

x∫
−∞

f (t)dt.

Приклад 1. Закон розподiлу дискретної випадкової величини
X задано таблицею:

X = xi −4 −1 2 6 9 13
P (X = xi) = pi 0,1 0,2 0,1 0,3 0,1 0,2
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Побудувати F (x) та її графiк.
Розв’язування. Згiдно з властивостями F (x), дiстаємо наве-

денi далi спiввiдношення:
1) F (−4) = P (X < −4) = 0;
2) F (−1) = P (X < −1) = P (X = −4) = 0, 1;
3) F (2) = P (X < 2) = P (X = −4) + P (X = −1) = 0, 1 + 0, 2 =

0, 3;
4) F (6) = P (X < 6) = P (X = −4) + P (X = −1) + P (X = 2) =

0, 1 + 0, 2 + 0, 1 = 0, 4;
5) F (9) = P (X < 9) = P (X = −4) + P (X = −1) + P (X =

2) + P (X = 6) = 0, 1 + 0, 2 + 0, 1 + 0, 3 = 0, 7;
6) F (13) = P (X < 13) = P (X = −4) + P (X = −1) + P (X =

2) + P (X = 6) + P (X = 9) = 0, 1 + 0, 2 + 0, 1 + 0, 3 + 0, 1 = 0, 8;
7) F (x)|x>13 = P (X < x) = 1, оскiльки maxX = 13. Компактно

F (x) можна записати в такiй формi:

F (x) = P (X < x) =



0, x ≤ −4;
0, 1, −4 < x ≤ −1;
0, 3, −1 < x ≤ 2;
0, 4, 2 < x ≤ 6;
0, 7, 6 < x ≤ 9;
0, 8, 9 < x ≤ 13;
1, x > 13.

Графiк функцiї F (x) зображено на рисунку:
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Приклад 2. Закон розподiлу неперервної випадкової величини
X такий:

F (x) =


0, x ≤ −1;
(x + 1)3

64
, −1 < x ≤ 3;

1, x < 3.
Знайти f (x) i побудувати графiки функцiй f (x), F (x). Обчислити
P (0 < X < 2).
Розв’язування.

f (x) = F
′
(x) =


0, x ≤ −1;
3(x + 1)2

64
, −1 < x ≤ 3;

0, x < 3.

Графiки функцiй F (x), f (x) зображено вiдповiдно на рис. 4.2 i
4.3.

Рис. 4.2 Рис. 4.3

Обчислимо iмовiрнiсть подiї 0 < X < 2:

P (0 < X < 2) = F (2)− F (0) =
27

64
− 1

64
=

26

64
=

13

32
;

з iншого боку

P (0 < X < 2) =

2∫
0

f (x)dx =

2∫
0

3

64
(x + 1)2dx =
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=
3

64

2∫
0

(x + 1)2dx =
3

64

(x + 1)3

3

∣∣∣∣∣
2

0

=
27

64
− 1

64
=

26

64
=

13

32
.

Вiдповiдь.
13

32
.

Приклад 3. Закон розподiлу неперервної випадкової величини
X задано у виглядi:

f (x) =


0, x ≤ 0;
1

2
sinx, 0 < x ≤ π;

0, x > π.

Знайти F (x) i побудувати графiки функцiй f (x), F (x). Обчисли-
ти P

(π
6
< X <

π

2

)
.

Розв’язування. Оскiльки x ∈ (0, π], то

F (x) =

x∫
0

f (t)dt =

x∫
0

1

2
sin tdt =

1

2

x∫
0

sin tdt =
1

2
(− cos t|x0) =

=
1

2
(− cosx + 1) =

1− cosx

2
.

Отже, функцiя розподiлу ймовiрностей буде така:

F (x) =


0, x ≤ 0;
1

2
(1− cosx), 0 < x ≤ π;

1, x > π.

Графiки функцiй f (x), F (x) зображенi вiдповiдно на рис. 4.4 i
4.5:
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Рис. 4.4 Рис. 4.5

Iмовiрнiсть подiї
π

6
< X <

π

2
обчислюємо за формулою P (α <

x < β) =

β∫
α

f (x)dx :

P
(π

6
< X <

π

2

)
=

1

2

π
2∫

π
6

sinxdx = −1

2
cosx

∣∣∣∣∣
π
2

π
6

= −1

2

(
cos

π

2
+ cos

π

6

)
=

= −1

2

√
3

2
= −
√

3

4
.

Вiдповiдь.
√

3

4
.

Приклад 4. За заданою щiльнiстю ймовiрностей маємо:

f (x) =


0, x ≤ −2;
a
√
x + 2, −2 < x ≤ 7;

0, x > 7.

Знайти значення сталої a та функцiю F (x). Побудувати графiки
функцiй f (x), F (x).
Розв’язування. Значення сталої a визначаємо з умови нор-
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мування

β∫
α

f (x)dx = 1 :

7∫
−2

f (x)dx = 1 −→
7∫

−2

a
√
x + 2dx = 1 −→ a

7∫
−2

√
x + 2dx = 1,

a =
1

7∫
−2

√
x + 2dx

.

Тут
7∫

−2

√
x + 2dx =

2

3

√
(x + 2)3

∣∣∣∣∣
7

−2

=
2

3
(
√

93 −
√

0) =
2

3
· 27 = 18.

Отже,
a =

1

18
.

При знайденому значеннi a щiльнiсть iмовiрностей

f (x) =


0, x ≤ −2;
1

18

√
x + 2, −2 < x ≤ 7;

0, x > 7.

Функцiя розподiлу ймовiрностей визначається так:

F (x) =

x∫
−2

f (x)dx =

x∫
−2

1

18

√
x + 2dx =

1

18

x∫
−2

√
x + 2dx =

=
1

18

√
(x + 2)3

3
2

∣∣∣∣∣
x

−2

=
1

27

√
(x + 2)3

∣∣∣x
−2

=
1

27

√
(x + 2)3.
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Отже,

F (x) =


0, x ≤ −2;
1

27

√
(x + 2)3, −2 < x ≤ 7;

1, x > 7.

Графiки функцiй f (x), F (x) зображено вiдповiдно на рис. 4.6 i
4.7:

Рис. 4.6 Рис. 4.7

Приклад 5. Випадкова величина X задана функцiєю розпо-
дiлу:

F (x) =


0; x < −a,
b + c · arctg

x

a
; −a ≤ x ≤ a,

1; x > a.

Знайти: а) b i c; б) f (x).
Розв’язування.
а) 0 ≤ F (x) ≤ 1; x ∈ [−a; a] ⇒ F (−a) = 0, F (a) = 1. Обчисли-

мо F (−a), F (a).

F (−a) = b + c · arctg(−1) = b− c · π
4
, F (a) = b + c · arctg 1 + c · π

4
.

Оскiльки F (−a) = 0, F (a) = 1, то

 b− π

4
· c = 0,

b +
π

4
· c = 1,

звiдки b =
1

2
,
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c =
2

π
. Отже, F (x) =


0, x < −a,
1

2
+

2

π
arctg

x

a
, −a ≤ x ≤ a,

1, x > a.

б) Тодi f (x) = F ′(x) =


0; x < −a,

2a

π (a2 + x2)
; −a ≤ x ≤ a,

0; x > a.

Вiдповiдь. b =
1

2
; c =

2

π
; f (x) =


0; x < −a,

2a

π (a2 + x2)
; −a ≤ x ≤ a,

0; x > a.
Приклад 6. Графiк щiльностi розподiлу ймовiрностей f (x)

випадкової величини X зображено на рис. 4.8.

Рис. 4.8

Знайти аналiтичний вираз для f (x) при x ∈ R.
Розв’язування.

Sтрап.АBCD = 1; S =
BC + AD

2
h =

1 + 3

2
h = 2h = 1⇒ h =

1

2
,

тому B(−0, 5; 0, 5), C(0, 5; 0, 5).
Складемо рiвняння AB: −1, 5 < x ≤ −0, 5;

y − y1

y2 − y1
=

x− x1

x2 − x1
;

A(−1, 5; 0), B(−0, 5; 0, 5), y = 0, 5x + 0, 75 – рiвняння AB;
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складемо рiвняння CD: 0, 5 < x ≤ 1, 5; C(0, 5; 0, 5), D(1, 5; 0),
y = −0, 5x + 0, 75 – рiвняння CD.

Вiдповiдь. f (x) =



0; x ≤ −1, 5;

0, 5x + 0, 75; −1, 5 < x ≤ −0, 5;

0, 5; −0, 5 < x ≤ 0, 5

−0, 5x + 0, 75; 0, 5 < x ≤ 1, 5

0; x > 1, 5.

Числовi характеристики випадкових величин та їхнi
властивостi

1. Математичним сподiванням, або середнiм значенням
M(X) випадкової величини X , називається ряд

∑
i

xipi (якщо

X – дискретна ВВ) або iнтеграл
∞∫

−∞

xf (x)dx (якщо X – непе-

рервна ВВ), якщо вони абсолютно збiжнi.
Властивостi математичного сподiвання:
1) M(C) = C, де C – довiльна стала;
2) M(C ·X) = C ·M(X);
3) M(X + Y ) = M(X) + M(Y );
4)M(X ·Y ) = M(X)·M(Y ), якщоX i Y – незалежнi випадковi

величини.
2. Дисперсiєю випадкової величиниX називається математи-

чне сподiвання квадрата вiдхилення цiєї величини й визначається
за формулою

D(X) = M(X −M(X))2 = M(X2)−M 2(X). (4.1)

Основнi властивостi дисперсiї:
1) D(X) ≥ 0;
2) D(C) = 0;
3) D(C ·X) = C2 ·D(X);
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4) D(X + Y ) = D(X) + D(Y ), якщо випадковi величини неза-
лежнi.

Наслiдок: D(X − Y ) = D(X) + D(Y ).
3. Середнiм квадратичним вiдхиленням випадкової вели-

чини X називається корiнь квадратний iз дисперсiї:

σ(X) =
√
D(X). (4.2)

4. Початковий, центральний i абсолютний початковий
моменти k-го порядку величини X визначаються за такими
формулами вiдповiдно:

νk = M(Xk), (4.3)

µk = M [(X −M(X))k], (4.4)

αk = M(|X|k). (4.5)

5. Асиметрiя закону розподiлу випадкової величини визна-
чається за формулою

As =
µ3

σ3
. (4.6)

6. Ексцес закону розподiлу випадкової величини обчислю-
ють за формулою

Es =
µ4

σ4
− 3 (4.7)

i використовують для характеристики гостровершинностi чи пла-
сковершинностi кривої розподiлу.
7. Мода та медiана випадкової величини.
Модою (Mo) дискретної випадкової величини X називають

те її можливе значення, якому вiдповiдає найбiльша ймовiрнiсть
появи.

Модою для неперервної випадкової величиниX називають те її
можливе значення, якому вiдповiдає максимальне значення щiль-
ностi ймовiрностi:

f (Мо) = max .
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Якщо випадкова величина має одну моду, то такий розподiл
iмовiрностей називають одномодальним; якщо розподiл має двi
моди - двомодальним тощо. Iснують i такi розподiли, якi не мають
моди. Їх називають антимодальними.
Медiаною (Me) неперервної випадкової величини X назива-

ють те її значення, для якого виконуються рiвнiсть iмовiрностей
подiй:

P (−∞ < X < Ме) = P (Ме < X <∞) −→ F (Ме)− F (−∞) =

= F (∞)− F (Ме) −→ F (Ме) = 1− F (Ме) −→ 2F (Ме) = 1 −→
−→ F (Ме) = 0, 5.

Отже, медiану визначають iз рiвняння F (Ме) = 0, 5.
Приклад 7. Задано ряд розподiлу випадкової величини X:

xi -2 -1 0 4 8 10
pi 0,4 0,1 0,1 0,3 0,05 0,05

Обчислити: моду, математичне сподiвання, дисперсiю, середнє
квадратичне вiдхилення, асиметрiю, ексцес. Знайти функцiю роз-
подiлу F (x) та побудувати її графiк.
Розв’язування. Мo = −2, оскiльки найбiльшiй iмовiрностi

даного розподiлу p = 0, 4 вiдповiдає x = −2.
Функцiя розподiлу:

F (x) =



0, x ≤ −2,

0, 4, −2 < x ≤ −1,

0, 5 −1 < x ≤ 0,

0, 6, 0 < x ≤ 4,

0, 9 4 < x ≤ 8,

0, 95, 8 < x ≤ 10,

1, x > 10.

Графiк функцiї розподiлу наведено на рис. 4.9.
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Рис. 4.9

Математичне сподiвання:

M(X) =

6∑
i=1

xipi = −2·0, 4−1·0, 1+0·0, 1+4·0, 3+8·0, 05+10·0, 05 = 1, 2.

Дисперсiя:

D(X) = M
(
X2
)
−M 2(X) = 14, 7− 1, 22 = 14, 7− 1, 44 = 13, 26,

де

M
(
X2
)

=

6∑
i=1

x2
ipi = (−2)2·0, 4+(−1)2·0, 1+02·0, 1+42·0, 3+82·0, 05+

+102 · 0, 05 = 14, 7.

Середнє квадратичне вiдхилення: σ(X) =
√

13, 26 ≈ 3, 64.
Асиметрiя: As =

µ3

σ3
, де

µ3 =

6∑
i=1

(xi − 1, 2)3 · pi = (−2− 1, 2)3 · 0, 4 + (−1− 1, 2)3 · 0, 1+

+(0− 1, 2)3 · 0, 1 + (4− 1, 2)3 · 0, 3 + (8− 1, 2)3 · 0, 05+
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+(10− 1, 2)3 · 0, 05 ≈ 42, 0456.

Отже, As =
42, 0456

3, 643
≈ 0, 8718.

Ексцес: Es =
µ4

σ4
− 3.

Обчислимо µ4:

µ4 =

6∑
i=1

(xi − 1, 2)4 · pi = (−2− 1, 2)4 · 0, 4 + (−1− 1, 2)4 · 0, 1+

+(0− 1, 2)4 · 0, 1 + (4− 1, 2)4 · 0, 3 + (8− 1, 2)4 · 0, 05+

+(10− 1, 2)4 · 0, 05 ≈ 469, 608.

Тодi Es =
469, 608

3, 644
− 3 ≈ −0, 325.

Вiдповiдь. Mo = −2, M(X) = 1, 2, D(X) = 13, 26, σ(X) ≈ 3, 64,
As ≈ 0, 8718, Es ≈ −0, 325.
Приклад 8. Випадкова величина X задана щiльнiстю розпо-

дiлy

f (x) =

 0, якщо x /∈
[
0;
π

2

]
cosx, якщо x ∈

[
0;
π

2

]
Знайти числовi характеристики: моду, медiану, математичне спо-
дiвання, дисперсiю, середнє квадратичне вiдхилення, асиметрiю,
ексцес.
Розв’язування. На промiжку

[
0;
π

2

]
щiльнiсть розподiлу має

максимальне значення для x = 0 (cos 0 = 1), тому Mo = 0.
Медiану знаходять з рiвняння F (Me) = 0, 5. Оскiльки F (Me) =

P (X < Me), то

F (Me) =

Me∫
−∞

f (x)dx =

Me∫
0

cosxdx = sinx
∣∣Me

0
= sin Me.
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Отже, sin Me = 0, 5 i Me ∈
[
0;
π

2

]
, тому Me =

π

6
.

Математичне сподiвання: M(X) =

∞∫
−∞

x · f (x)dx;

M(X) =

π
2∫

0

x · cosxdx =


u = x,

du = dx,

dv = cosxdx,

v = sinx

 =

= x · sinx
∣∣π2
0
−

π
2∫

0

sinxdx =
π

2
− 1 ≈ 0, 57.

Дисперсiя:

D(X) = M
(
X2
)
− (M(X))2 =

∞∫
−∞

x2f (x)dx− (0, 57)2 =

=

π
2∫

0

x2 · cosxdx− 0, 3249 =


u = x2,

du = 2xdx,

dv = cosxdx,

v = sinx

 = x2 · sinx
∣∣π2
0
−

−2

π
2∫

0

x sinxdx− 0, 3249 =


u = x,

du = dx,

dv = sinxdx,

v = − cosx

 =

=
π2

4
− 2

− x cosx|
π
2
0 +

π
2∫

0

cosxdx

− 0, 3249 =
π2

4
− 2 sinx|

π
2
0 −

−0, 3249 =
π2

4
− 2− 0, 3249 ≈ 0, 4649− 0, 3249 = 0, 14.
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Середнє квадратичне вiдхилення σ(X) =
√

0, 14 ≈ 0, 37.
Асиметрiя As =

µ3

σ3
. Обчислимо µ3 за формулою:

µ3 =

∞∫
−∞

(x−M(X))3 · f (x)dx. Маємо:

µ3 =

∞∫
−∞

(x− 0, 57)3f (x)dx =

π
2∫

0

(x− 0, 57)3 cosxdx =

=

π
2∫

0

(
x3 − 3 · 0, 57x2 + 3 · x · 0, 572 − 0, 573

)
cosxdx =

=

π
2∫

0

x3 cosxdx−

π
2∫

0

x2 cosxdx + 0, 9747

π
2∫

0

x cosxdx−

−0, 185193

π
2∫

0

cosxdx =

π
2∫

0

x3 cosxdx−1, 71 ·0, 4649+0, 9747 ·0, 57−

− 0, 185193 · sinx|
π
2
0 =

π
2∫

0

x3 cosxdx−0, 794979+0, 555579−0, 185193 =

=

π
2∫

0

x3 cosxdx− 0, 424593 ≈ 0, 0253,

де

π
2∫

0

x3 cosxdx =


u = x3,

du = 3x2dx,

dv = cosxdx,

v = sinx

 = x3 · sinx
∣∣π2
0
− 3

π
2∫

0

x2 sinxdx =
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=


u = x2,

du = 2xdx,

dv = sinxdx,

v = − cosx

 =
π3

8
− 3

− x2 cosx
∣∣π2
0

+ 2

π
2∫

0

x cosxdx

 =

=


u = x,

du = dx,

dv = cosxdx

v = sinx

 =
π3

8
− 6

x sinx|
π
2
0 −

π
2∫

0

x sinxdx

 =

=
π3

8
− 3π + 6 ≈ 0, 449893.

Отже, As =
0, 0253

0, 373
≈ 0, 45.

Ексцес Es =
µ4

σ4
− 3. Обчисливши µ4 за формулою

µ4 =

∞∫
−∞

(x−M(X))4 · f (x)dx, дiстанемо

µ4 =

π
2∫

0

(x−0, 57)4 · cosxdx =

π
2∫

0

(
x4 − 4 · x3 · 0, 57 + 6 · x2 · 0, 572−

−4 · x · 0, 573 + 0, 574
)
·cosxdx =

π
2∫

0

x4 cosxdx−2, 28·

π
2∫

0

x3 cosxdx+

+1, 9494·

π
2∫

0

x2 cosxdx−0, 740772·

π
2∫

0

x cosxdx+0, 10556·

π
2∫

0

cosxdx =

=

π
2∫

0

x4 cosxdx−2, 28 ·0, 449893 + 1, 9494 ·0, 4649−0, 740772 ·0, 57+
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+ 0, 10556 · sinx|
π
2
0 =

π
2∫

0

x4 cosxdx−1, 025756+0, 906276−0, 42224+

+0, 10556 =

π
2∫

0

x4 cosxdx− 0, 43616 ≈ 0, 06,

де
π
2∫

0

x4 cosxdx =


u = x4,

du = 4x3dx

dv = cosxdx

v = sinx

 = x4 · sinx
∣∣π2
0
− 4

π
2∫

0

x3 sinxdx =

=


u = x3,

du = 3x2dx

dv = sinxdx

v = − cosx

 =
π4

16
− 4

− x3 cosx
∣∣π2
0
− 3

π
2∫

0

x2 cosxdx

 =

=


u = x2

du = 2xdx

dv = cosxdx

v = sinx

 =
π4

16
− 12

x2 sinx
∣∣π2
0
− 2

π
2∫

0

x sinxdx

 =

=


u = x,

du = dx

dv = sinxdx

v = − cosx

 =
π4

16
− 3π2 + 24

− x cosx|
π
2
0 −

π
2∫

0

cosxdx

 =

=
π4

16
− 3π2 + 24 sin x|

π
2
0 =

π4

16
− 3π2 + 24 ≈ 0, 496932.

Тодi Es =
0, 06

0, 374
− 3 ≈ 0, 2.

Вiдповiдь. Mo = 0, Me =
π

6
, M(X) ≈ 0, 57; D(X) ≈ 0, 14;

σ(X) ≈ 0, 37; As ≈ 0, 45; Es ≈ 0, 2.
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Основнi закони розподiлу ймовiрностей

1. Бiномiальний закон розподiлу. Цiлочислова випадкова
величина X має бiномiальний закон розподiлу, якщо ймовiрнiсть
її можливих значень обчислюється за формулою Бернуллi:

P (X = m) = Cm
n · pm · qn−m, m = 0, 1, 2, . . . , n. (4.8)

Основнi числовi характеристики для цього закону:

M(X) = np, D(X) = npq. (4.9)

Властивостi бiномiального розподiлу:
При побудовi многокутника бiномiального розподiлу додаю-

ться двi точки (−1; 0) та (n + 1; 0). Площа цього многокутника
дорiвнюе 1. При фiксованому p i зростаннi n iмовiрностi значень
0, 1, 2 . . . зменшуються, а розподiл розтягується вправо i ординати
вирiвнюються, але сума їх залишається рiвною 1.

Для p =
1

2
графiк розподiлу симетричний.

1. Для парного n i p =
1

2
розподiл одномодальний i

Mo = [np + p],

де позначено [a] – цiла частина числа a.

2. Для непарного n i p =
1

2
розподiл двомодальний i

Mo =

[
np− q,
np + p.

3. Вiддаль мiж Мо та математичним сподiванням M(X) не
перевищує 1.

4. Якщо np – цiле число, то Mo(X) = M(X) i ординати при
вiддаленнi вiд моди спадають в обидва боки.

5. Для p → 0 M(X) → 0 розподiл стає правоасиметричним,
як показано на рис. 4.10.
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Рис. 4.10

Найпростiшим випадком бiномiально розподiленої величини X
є частота появи подiї A в одному випробуваннi. Цю величину на-
зивають iндикатором подiї A. Iндикатор подiї A широко вико-
ристовують при дослiдженнi якiсної ознаки в статистицi (напри-
клад, ”успiх” у випробуваннi, наявнiсть браку, наявнiсть класи-
фiкацiйного рiвня i т.д.).
Приклад 9. Знайти середнє значення, моду i середнє квадра-

тичне вiдхилення бiномiального розподiлу для n = 4, p =
1

2
та

зобразити цей розподiл графiчно.
Розв’язання. Величина X має значення 0, 1, 2, 3, 4. Iмовiрно-

стi цих значень знайдемо за формулою (...) для p =
1

2
, q = 1− 1

2
=

1

2
, n = 4. Отже,

P4(0) = C0
4

(
1

2

)0

·
(

1

2

)4

=
4

16
, P4(1) = C1

4

(
1

2

)1

·
(

1

2

)3

=
4

16
,

P4(2) = C2
4

(
1

2

)2

·
(

1

2

)2

=
6

16
, P4(3) = C3

4

(
1

2

)3

·
(

1

2

)1

=
4

16
,

P4(4) = C4
4

(
1

2

)4

·
(

1

2

)0

=
1

16
.

Подамо закон розподiлу у виглядi таблицi:
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X 0 1 2 3 4
Pi 1/16 4/16 6/16 4/16 1/16

Середнє значення M(X) = np = 4 · 1

2
= 2; Mo(X) = 2; σ(X) =√

4 · 1

2
· 1

2
= 1.

Розподiл симетричний, бо p =
1

2
.

Зобразимо його графiчно (рис. 4.11).

Рис. 4.11

При збiльшеннi n ламана лiнiя цього розподiлу буде наближа-
тись до кривої Гаусса. Значення M(X), σ(X), n, p пов’язанi мiж
собою. Знаючи M(X) та σ(X), можна знайти ймовiрнiсть ”успi-
ху” p в одному випробуваннi та n – кiлькiсть випробувань.
Приклад 10. Величина X розподiлена за бiномiальним зако-

ном з M(X) = 45, σ(X) = 6. Знайти ймовiрнiсть p ”успiху” в
кожному випробуваннi та n – кiлькiсть випробувань.
Розв’язання. За умовою σ(X) =

√
npq = 6, M(X) = np = 45.

Значення p та n визначимо з системи рiвнянь:{
np = 45,√
npq = 6,

⇔

{
np = 45,

npq = 36,
⇔

{
np = 45,

45q = 36,
⇔

{
np = 45,

q =
36

45
=

4

5
,
⇔
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⇔


n · 1

5
= 45,

p =
1

5
,

⇔

{
n = 225,

p =
1

5
.

Вiдповiдь. n = 225, p =
1

5
.

Приклад 11. Нехай p =
1

3
. На скiльки зсунеться праворуч се-

реднє значенняM(X) бiномiального розподiлу у разi збiльшення
n на 1?
Розв’язання.Позначимо Y бiномiально розподiлену величину

при (n + 1)-му випробуваннi i p =
1

3
. Тодi

M(X) = np =
1

3
n, M(Y ) = (n+1)p =

1

3
(n+1) =

1

3
n+

1

3
= M(X)+

1

3
.

Отже, при збiльшеннi n на 1 математичне сподiвання збiльшиться
на 1/3 = p.
2. Пуассонiвський закон розподiлу. Цiлочислова випадко-

ва величина X має пуассонiвський закон розподiлу, якщо вона
набуває злiченної множини значень (m = 0, 1, 2, . . . ) з iмовiрно-
стями

P (X = m) =
λm

m!
e−λ, (4.10)

де λ = np.
Цей розподiл визначає кiлькiсть подiй, якi настають в однако-

вi промiжки часу за умови, що цi подiї вiдбуваються незалежно
одна вiд одної зi сталою iнтенсивнiстю. Розподiл застосовується в
задачах статистичного контролю якостi, в теорiї надiйностi, тео-
рiї масового обслуговування. Математичне сподiвання i дисперсiя
в цьому розподiлi однаковi:

M(X) = D(X) = np. (4.11)

3. Геометричний розподiл.Число незалежних повторень ви-
пробувань, якi проводяться до першого настання подiї, є цiлочи-
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словою випадковою величиною, ймовiрностi можливих значень
якого мають геометричний закон розподiлу:

P (X = m) = p · qm−1, m = 1, 2, . . . . (4.12)

Числовi характеристики розподiлу:

M(X) =
1

p
, D(X) =

1− p
p2

. (4.13)

Приклад 12. Гральний кубик пiдкидають до першої появи
шести очок на верхнiй гранi. Побудувати закон розподiлу вели-
чиниX – кiлькостi проведених пiдкидань. ЗнайтиM(X) та σ(X).
Розв’язання. Можливi значення величини X = {1, 2, 3, . . .}.

Подiя A – поява шести очок;

P (A) =
1

6
; P (Ā) = q =

5

6
; P (X = 1) =

1

6
; P (X = 2) =

5

6
· 1

6
;

P (X = 3) =
5

6
· 5

6
· 1

6
, . . .

Отже, закон розподiлу має вигляд:

X 1 2 3 . . . m . . .
∑

Pi 1/6 5/36 25/216 . . . 5m−1/6m · · · 1

M(X) =
1

p
=

1

1/6
= 6; σ(X) =

√
5/6

1/6
≈ 5, 48.

4. Гiпергеометричний розподiл. Цей закон вiдбувається за
таких обставин: нехай задано деяку множину однотипних еле-
ментiв, кiлькiсть яких N ; iз них M елементiв мають певну озна-
ку (наприклад, колiр, стандартнiсть тощо); якщо ж iз цiєї мно-
жини навмання беруть n елементiв, то кiлькiсть m елементiв з
даною ознакою, що трапляється серед навмання взятих, буде цi-
лочисловою випадковою величиною X iз гiпергеометричним за-
коном розподiлу. Ймовiрнiсть можливих значеньX обчислюється
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за формулою:

P (X = m) =
Cm
M · Cn−m

N−M
Cn
N

, m = 0, 1, 2, . . . ,M. (4.14)

Числовi характеристики розподiлу:

M(X) =
M · n
N

, D(X) =
n ·M · (N −M) · (N − n)

N 2 · (N − 1)
. (4.15)

5. Рiвномiрний закон розподiлу.
а) Цiлочислова випадкова величина X має рiвномiрний закон

розподiлу, якщо ймовiрностi її можливих значень обчислюються
за формулою:

P (X = k) =
1

n
, k = 1, 2, . . . , n. (4.16)

Числовi характеристики:

M(X) =
n + 1

2
, D(X) =

n2 − 1

12
, σ(X) =

√
n2 − 1

2
√

3
. (4.17)

б) Випадкова величина має рiвномiрний закон розподiлу, якщо
ймовiрнiсть її потрапляння на iнтервал (a, b) пропорцiйна до дов-
жини iнтервалу i не залежить вiд розташування iнтервалу на осi.

Основнi числовi характеристики рiвномiрно розподiленої непе-
рервної випадкової величини та P (α < X < β):

f (x) =


0, x < a;

1

b− a
, a < x ≤ b;

0, x > b,

(4.18)

F (x) =


0, x < a;
x− a
b− a

, a < x ≤ b;

1, x > b,

(4.19)
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M(X) =
a + b

2
; D(X) =

(b− a)2

12
. (4.20)

σ(x) =
√
D(x) =

b− a
2
√

3
; P (α < X < β) =

β − α
b− a

.

Приклад 13. Цiна подiлки шкали амперметра дорiвнює 0,1
А. Показання округлюють до найближчої цiлої подiлки. Знайти
ймовiрнiсть того, що при вiдлiку буде допущено похибку, яка пе-
ревищуватиме 0, 02 A.
Розв’язання. Похибку при округленнi вiдлiку можна розгля-

дати як випадкову величину X, яка рiвномiрно розподiлена на
вiдрiзку [0; 0, 05] (вiд деякої подiлки до середини промiжку мiж
двома сусiднiми подiлкам). Тому

f (x) =


0, x < 0,

20, 0 ≤ x ≤ 0, 05,

0, x > 0, 05.

Похибка вiдлiку перевищуватиме 0,02, якщо вона попадатиме в
iнтервал (0, 02; 0, 05). Iмовiрнiсть того, що при вiдлiку буде допу-
щено похибку, яка перевищує 0,02, обчислимо за формулою

P (0, 02 < X < 0, 05) =

0,05∫
0,02

f (x)dx =

0,05∫
0,02

20 · dx = 20 · x
∣∣∣∣0,05

0,02

=

= 20 · 0, 03 = 0, 6.

Вiдповiдь. 0,6.
Приклад 14. Органiзатор антикварного аукцiону допускає,

що пропозицiя цiни за деяку картину буде рiвномiрно розподi-
леною випадковою величиною в iнтервалi вiд 5 тис. до 100 тис.
грн.

а) знайти диференцiальну функцiю;
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б) обчислити ймовiрнiсть того, що картину буде продано за
цiну, яка менша вiд 20 тис. грн;

в) знайти ймовiрнiсть того, що цiна картини буде вища за 100
тис. грн.
Розв’язання. а) оскiльки X – рiвномiрно розподiлена НВB,

то її щiльнiсть розподiлу згiдно з (...)

f (x) =


0, x ≤ 5,
1

95
, 5 < x ≤ 100,

0, x > 100.

б) P (X < 20) = P (5 ≤ X < 20) =
20− 5

100− 5
=

15

95
=

3

19
.

в) P (X > 100) = 1 − P (X ≤ 100) = 1 − P (5 ≤ X ≤ 100) =

1− 100− 5

100− 5
= 0.

Вiдповiдь. б)
3

19
; в) 0.

6. Показниковий закон розподiлу. Випадкова величина
має показниковий закон розподiлу ймовiрностей, якщо щiльнiсть
її розподiлу задається формулою:

f (x) =

{
0, x ≤ 0;

λe−λx, x > 0.
(4.21)

Функцiя розподiлу показникового закону, математичне сподi-
вання та дисперсiя знаходяться за формулами:

F (x) =

{
0, x ≤ 0;

1− e−λx, x > 0.
M(X) =

1

λ
, D(X) =

1

λ2
. (4.22)

А) Якщо показниковий закон задано щiльнiстю ймовiрностей
(4.21), то для a ≥ 0

P (a < X < b) =

b∫
a

f (x)dx =

b∫
a

λe−λxdx = − e−λx
∣∣b
a

= e−aλλ−e−bλ.
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Для a < 0:

P (a < X < b) =

b∫
a

f (x)dx =

0∫
a

0dx +

b∫
a

λe−λxdx = − e−λx
∣∣b
0

=

= 1− e−λ,b.
Б) Якщо ж показниковий закон задано функцiєю розподiлу

F (x) = 1− e−λx для x ≥ 0, то згiдно з властивiстю F (x)

P (a < X < b) = F (b)−F (a) =
(
1− eλb

)
−
(
1− e−λa

)
= e−λa−e−λb.

Отже,
P (a < X < b) = e−λa − e−λb, якщо a ≥ 0 (4.23)

i P (a < X < b) = 1− e−λb, якщо a < 0.
Приклад 15. Неперервна випадкова величина X розподiлена

за показниковим законом з параметром λ = 4. Записати f (x),
F (x); знайти P (0, 1 < X < 1, 5); обчислити M(X), D(X), σ(X).
Розв’язання. Згiдно з (4.21), (4.22) маємо

f (x) =

{
0, x < 0,

4e−4x, x ≥ 0,
F (x) =

{
0, x < 0,

1− e−4x, x ≥ 0.

Iмовiрнiсть P (0, 1 < X < 1, 5) обчислимо згiдно з (4.23):

P (0, 1 < X < 1, 5) = e−40,1 − e−41,5 = e−0,4 − e−6.

З табл. 8 (додаток) знайдемо: e−0,4 = 0, 67032, e−6 = 0, 002479,
тодi

P (0, 1 < X < 1, 5) = 0, 67032− 0, 002479 = 0, 667841.

M(X) =
1

4
, D(X) =

1

16
, σ(X) =

1

4
.

7. Нормальний закон розподiлу. Випадкова величина X з
математичним сподiванням M(x) = a та середнiм квадратичним
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вiдхиленням σ(X) = σ розподiлена за нормальним законом, якщо

f (x) =
1

σ ·
√

2π
e
− (x−a)2

2σ2 . (4.24)

Функцiя розподiлу має вигляд:

F (x) =
1

σ ·
√

2π

x∫
−∞

e
− (t−a)2

2σ2 dt. (4.25)

При довiльних значеннях a i σ нормальний закон називається
загальним, а при a = 0 i σ = 1 – нормованим.

Головна особливiсть нормального закону полягає в тому, що
вiн є граничним законом, до якого наближаються iншi закони
розподiлу за типових умов.

Нормальному закону розподiлу належить центральне мiсце в
побудовi статистичних моделей у теорiї надiйностi та математи-
чнiй статистицi.

Графiки f (x), F (x) для загального нормального закону зале-
жно вiд параметрiв a i σ зображенi на рис. 4.12 i 4.13:

Рис. 4.12 Рис. 4.13

Для обчислення ймовiрностi потрапляння нормально розподi-
леної випадкової величини на заданий промiжок [α, β] використо-
вується функцiя Лапласа:

P (α ≤ X < β) = Φ
(β − a

σ

)
− Φ

(α− a
σ

)
. (4.26)
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Крiм того, часто використовується формула:

P (|X − a| < ε) = 2Φ
(ε
σ

)
. (4.27)

Правило трьох сигм для нормального закону
Коли δ = 3σ, то згiдно з (4.27) маємо:

P (|x− a| < 3σ) = 2Φ(
3σ

σ
) = 2Φ(3) = 2 · 0, 49865 = 0, 9973.

Практично ця подiя при одному експериментi здiйсниться, а
тому її вважають практично вiрогiдною. Звiдси:

P (|x− a| > 3σ) = 1− P (|x− a| < 3σ) = 1− 0, 9973 = 0, 0027.

Тобто ймовiрнiсть того, що внаслiдок проведення експеримен-
ту випадкова величина X , яка має закон розподiлу N(a;σ), не
потрапить у промiжок [a− 3σ; a+ 3σ], дорiвнює 0,0027. Це стано-
вить 0, 27%, тобто практично вважається, що ця подiя внаслiдок
проведення одного експерименту не здiйсниться.

Приклади розв’язування задач

1. Є 10 деталей, з яких 8 – стандартнi. Навмання вибирають 2
деталi. Скласти закон розподiлу стандартних деталей серед вiдi-
браних.
Розв’язування. Випадкова величина X – кiлькiсть стандар-

тних деталей серед вибраних – може приймати значення: x1 = 0,
x2 = 1, x3 = 2. За формулою (4.14) знаходимо:

P (X = 0) =
C0

8C
2
2

C2
10

=
1

45
; P (X = 1) =

C1
8C

1
2

C2
10

=
16

45
;

P (X = 2) =
C2

8C
0
2

C2
10

=
28

45
.

Складемо шуканий закон розподiлу:
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X 0 1 2
P 1/45 15/45 28/45

Контроль:
1

45
+

16

45
+

28

45
= 1.

2. Знайти дисперсiю i середнє квадратичне вiдхилення дискре-
тної випадкової величини X , заданої законом розподiлу

X −5 2 3 4
P 0, 4 0, 3 0, 1 0,2
Розв’язування. Скориставшись формулою (4.1), знайдемо

D(X). Знайдемо математичне сподiвання X :

M(X) = (−5) · 0, 4 + 2 · 0, 3 + 3 · 0, 1 + 4 · 0, 2 = −0, 3

Запишемо закон розподiлу X2:
X2 25 4 9 16
P 0, 4 0,3 0,1 0,2

Знайдемо математичне сподiвання X2:

M(X2) = 25 · 0, 4 + 4 · 0, 3 + 9 · 0, 1 + 16 · 0, 2 = 15, 3.

Отже,

D(X) = M(X2)− (M(X))2 = 15, 3− (−0, 3)2 = 15, 21.

Знайдемо середнє квадратичне вiдхилення за формулою (4.2):

σ(x) =
√
D(X) = 3, 9.

Вiдповiдь. 15,21; 3,9.
3. Задана диференцiальна функцiя неперервної випадкової ве-

личини X (щiльнiсть розподiлу):

f (x) =


0, при x ≤ 0,

cosx, при 0 < x ≤ π
2 ,

0, при x > π
2 .

Знайти iнтегральну функцiю F (x) (функцiю розподiлу).
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Розв’язування. Скористаємося формулою

F (x) =

x∫
−∞

f (t)dt.

Якщо x ≤ 0, то f (x) = 0, отже F (x) =
x∫
−∞

0dx = 0. Якщо 0 < x ≤
π

2
, то

F (x) =

0∫
−∞

0dx +

x∫
0

cosxdx = sinx.

Якщо x >
π

2
, то

F (x) =

0∫
−∞

0dx +

π
2∫

0

cosxdx +

0∫
π
2

0dx = sinx

∣∣∣∣∣
π
2

0

= 1.

Отже, шукана iнтегральна функцiя має вигляд:

F (x) =


0, при x ≤ 0,

sinx, при 0 < x ≤ π
2 ,

1, при x > π
2 .

4. Вiдомо, що випадкова величина X має закон розподiлу
N(−4; 2). Записати вирази для f (x), F (x) i накреслити їх графi-
ки. Обчислити P (−6 < x < 3), P (|x + 4| < 4). Чому дорiвнюють
Мо, Ме, As, Es?
Розв’язання.

f (x) =
1

2
√

2π
e−

(x+4)2

3 , −∞ < x <∞;

F (x) =
1

2
√

2π

∞∫
−∞

e−
(x+4)2

3 dx.
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Графiки f (x), F (x) наведенi на рис. 4.14 i 4.15:

Рис. 4.14 Рис. 4.15

Використовуючи формули (4.26), (4.27), обчислюємо ймовiрно-
стi:

1) P (−6 < x < 3) = Φ

(
3− (−4)

2

)
− Φ

(
−6− (−4)

2

)
=

Φ

(
3 + 4)

2

)
− Φ

(
−6 + 4

2

)
= Φ(3, 5) − Φ(−1) = Φ(3, 5) + Φ(1) =

0, 49966 + 0, 3413 = 0, 84096;

P (−6 < x < 3) = 0, 84096.

2) P (|x + 4| < 4) = 2Φ(
4

2
) = 2 · 0, 4772 = 0, 9544.

P (|x + 4| < 4) = 0, 9544; Мо = Ме = a = −4; As = Es = 0.

5. Знайти математичне сподiвання випадкової величини X , за-
даної функцiєю розподiлу

F (x) =


0, при x ≤ 0,

x/4, при 0 < x ≤ 4,

1, при x > 4.

Розв’язування. Знайдемо щiльнiсть розподiлу величини X :

f (x) =


0, при x ≤ 0,

1/4, при 0 < x ≤ 4,

0, при x > 4.
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Знаходимо шукане математичне сподiвання за формулою

M(X) =

4∫
0

xf (x)dx =

4∫
0

1

4
xdx =

x2

8

∣∣∣∣∣
4

0

= 2.

6. Щiльнiстю розподiлу ймовiрностей випадкової величини X

є функцiя f (x) =
1

2
√

2π
· e

(x−10)2
8 .

Знайти: а) iмовiрнiсть того, що випадкова величина X набуде
значень з iнтервалу (12; 14);

б) iмовiрнiсть того, що абсолютна величина вiдхилення випад-
кової величини X вiд її математичного сподiвання M(X) буде
менша за 2.
Розв’язування:

а) f (x) =
1

σ
√

2π
· e

(x−a)2
2σ2 , отже, σ = 2, a = 10 = M(X), оскiльки

2σ2 = 8, тому σ2 = 4, а σ = 2.
Iмовiрнiсть того, що X ∈ (12; 14), обчислимо згiдно з (4.26):

P (12 < X < 14) = Φ

(
14− 10

2

)
− Φ

(
12− 10

2

)
= Φ(2)− Φ(1) =

= 0, 4772− 0, 3413 = 0, 1359.

Отже, лише близько 13,6 % значень величини X припадає на
iнтервал (12; 14);

б) згiдно з (4.27) P (|X − 10| < 2) = Φ

(
2

2

)
= 2Φ(1) =

= 2 · 0, 3413 = 0, 6826.
Вiдповiдь. а) 0,1359; б) 0,6826.
7. Випадкова величина X є нормально розподiленою з мате-

матичним сподiванням a = −7 i дисперсiєю D(X) = 9. Записа-
ти вирази для щiльностi розподiлу ймовiрностей f (x) та функцiї
розподiлу F (x); побудувати їхнi графiки. Обчислити ймовiрнiсть
попадання випадкової величини X на промiжок (−5;−3). Яка
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ймовiрнiсть вiдхилення випадкової величини X вiд iї математи-
чного сподiвання бiльше нiж на 2 одиницi?
Розв’язування. Оскiльки випадкова величина X розподiлена

за нормальним законом, то щiльнiсть розподiлу ймовiрностей

f (x) =
1

σ
√

2π
· e

(x−a)2
2σ2 ,

де a = −7, σ =
√
D(X) = 3, тобто

f (x) =
1

3
√

2π
· e

(x−7)2
18 , x ∈ (−∞; +∞).

Функцiя розподiлу має вигляд

F (x) =
1

3
√

2π
·

x∫
−∞

e
(x+7)2

18 dx.

Графiки f (x) та F (x):

Iмовiрнiсть того, що X ∈ (−5;−3), обчислимо згiдно з (4.26):

P (−5 < X < −3) = Φ

(
−3 + 7

3

)
−Φ

(
−5 + 7

3

)
= Φ

(
4

3

)
−Φ

(
2

3

)
≈

≈ Φ(1, 33)− Φ(0, 67) = 0, 4082− 0, 2486 = 0, 1596.
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Iмовiрнiсть вiдхилення випадкової величини X вiд їi матема-
тичного сподiвання бiльше нiж на 2 одиницi обчислюємо через
iмовiрнiсть протилежної подiї |X + 7| ≤ 2:

P (|X + 7| > 2) = 1− P (|X + 7| ≤ 2) = [згiдно з (4.27)] =

= 1− 2Φ

(
2

3

)
= 1− 2 · 0, 2486 = 0, 5028.

У побудовi статистичних моделей використовуються й iншi роз-
подiли. А саме логнормальний розподiл, напiвнормальний роз-
подiл, χ2 розподiл, розподiли Стьюдента та Фiшера–Снедекора.
Бiльшiсть з них збiгається до нормального розподiлу, коли n →
∞.

Завдання для самостiйного розв’язування

◦ 1. Дискретна випадкова величина X задана законом розпо-
дiлу

X 1 2 4
P 0,1 0,3 0,6

Знайти центральнi моменти першого, другого, третього i че-
твертого порядкiв.

Вiдповiдь. µ1 = 0; µ2 = 1, 29; µ3 = −0, 888; µ4 = 2, 7777.
◦ 2. Неперервна випадкова величина X розподiлена за пока-

зниковим законом, заданим при x ≥ 0 диференцiальною функцi-
єю f (x) = 0, 04 · e−0,04x; при x < 0 функцiя f (x) = 0. Знайти
ймовiрнiсть того, що в результатi дослiдiв X попаде в iнтервал
(1; 2).

Вiдповiдь. P = 0, 038.
3. Знайти ексцес Es =

µ4

σ4(x)
− 3 показникового розподiлу.

Вiдповiдь. Es = 6.
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4 (д/з). Знайти закон розподiлу числа появи гранi з п’ятьма
очками в результатi п’яти кидань гральної кiстки, а також чи-
словi характеристики цього числа. 2. Знайти математичне сподi-
вання випадкової величин Z = X + Y , якщо X та Y незалежнi i
заданi законами розподiлу

X 1 3 4
P 0,2 0,5 0,3

,
Y 2 5
P 0,4 0,6

5. Iмовiрнiсть того, що сумарнi витрати електроенергiї на пiд-
приємствi за один робочий день не перевищать M = 20000

квт/год, дорiвнює 0,9. Скласти закон розподiлу числа робочих
днiв тижня (п’ятиденного), протягом кожного iз яких витрати
електроенергiї не перевищуватимуть M . Знайти середнє число
таких днiв.
6 (д/з). Знайти математичне сподiвання величини Z = XY ,

якщо вiдомо, що X та Y – незалежнi випадковi величини, закон
розподiлу яких:

X 2 3
P . . . 0,3

,
Y 1 1,5
P 0,8 . . .

7. В урнi знаходиться п’ять куль з номерами вiд 1 до 5. Нав-
мання витягують двi кулi. Скласти закон розподiлу випадкової
величини X – суми номерiв витягнутих куль. Знайти σ(X).
◦ 8. Знаючи

f (x) =


0, x ≤ −2;
1

18

√
x + 2, −2 < x ≤ 7;

0, x > 7.

знайти σ(X); Ме.
Вiдповiдь. σ(X) ≈ 2, 36; Ме = 3

√
182, 25− 2.

9 (д/з). Закон розподiлу ймовiрностей зображено на малюнку
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Знайти M(X); σ(X); Мо; Ме.

Вiдповiдь. M(X) =
8

3
, σ(X) =

√
26

3
, Мо = 4, Ме =

√
24− 2.

10. Задано закон розподiлу ймовiрностей

f (x) =


0, x < −3;

1

4
√
x + 3

, −3 < x ≤ 1;

0, x > 1.

Знайти D(X); σ(X); Ме.

Вiдповiдь. D(X) =
64

45
, σ(X) =

8

3
√

5
, Ме = 2.

◦ 11. Задано

F (x) =


0, x ≤ 1;
1 + x(lnx− 1), 1 < x ≤ e;
1, x > e.

Знайти M(X); σ(X).

Вiдповiдь. M(X) =
e2 + 1

4
; σ(X) =

1

12

√
32e3 − 9e4 − 18e2 + 7.

12. Задано

f (x) =


0, x ≤ 0;
2

7
cos

2

7
x, 0 < x ≤ 7

4π;
0, x > 7

4π.

Знайти M(X); D(X).
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Вiдповiдь. M(X) =
7

2

(π
2
− 1
)
, D(X) =

98π − 224

16
.

13. Задано

f (x) =

{
0, x ≤ 0;
ae−x

2
, x > 0.

Знайти a i F (x). Обчислити M(X) i σ(X).

Вiдповiдь. a =
2√
π
, F (x) =

{
0, x ≤ 0;
2Φ(x

√
2), x > 0.

M(X) = 1√
π
, σ(X) =

√
π−2
2π .

◦ 14. Задано

F (x) =

{
0, x ≤ 0;
1− e−x, x > 0.

Знайти As; Es.
Вiдповiдь. As = 2, Es = 6.
15. Задано

f (x) =
1

2
√

2π
e−

(x+4)2

8 , −∞ < x <∞.

Знайти Мо; Ме; As; Es.
Вiдповiдь. Мо = Ме = −4, As = 0, Es = 0.
16. В електромережу мiстечка увiмкнуто для освiтлення ву-

лиць у вечiрню пору 20000 електролампочок. Iмовiрнiсть того,
що лампочка не перегорить протягом вечiрнього часу дорiвнює в
середньому 0,95. Знайти M(X), σ(X) дискретної випадкової ве-
личини X – числа електролампочок, що не перегорять протягом
вечiрнього часу.

Вiдповiдь. M(X) = 19000, σ(X) ≈ 30, 8.
17. Для космiчного корабля ймовiрнiсть зiткнення його з ме-

теоритом малої маси дорiвнює 0,001 протягом одного оберту нав-
коло Землi. Космiчний корабель здiйснив 900 обертiв. Знайти
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M(X), σ(X) для дискретної випадкової величини X – числа зi-
ткнень космiчного корабля iз метеоритами малої маси.

Вiдповiдь. M(X) = 0, 9, σ(X) ≈ 0, 95.
18. Монета пiдкидається доти, доки вона випаде гербом. Зна-

йтиM(X), σ(X) дискретної випадкової величиниX – числа здiй-
снених пiдкидань.

Вiдповiдь. M(X) = 2, σ(X) ≈ 1, 41.
◦ 19. Робiтник за змiну обслуговує 14 однотипних верстатiв-

автоматiв. Iмовiрнiсть того, що верстат за змiну потребує уваги
робiтника, становить 1/7. Знайти M(X), σ(X) дискретної випад-
кової величини X – числа верстатiв-автоматiв, що потребують
уваги робiтника за змiну.

Вiдповiдь. M(X) = 2, σ(X) = 2

√
3

7
.

20. За одну робочу змiну верстат-автомат виготовляє 400 одно-
типних деталей. Iмовiрнiсть, що виготовлена верстатом деталь
стандартна, дорiвнює 0,8. ЗнайтиM(X), σ(X) дискретної випад-
кової величини X – числа стандартних деталей, виготовлених
верстатом-автоматом за робочу змiну.

Вiдповiдь. M(X) = 320, σ(X) = 8.
21. Серед 12 однотипних телевiзорiв 8 вiдповiдають вимогам

стандарту, а решта – нi. Навмання вибирають 10 телевiзорiв. Зна-
йти M(X), σ(X) дискретної випадкової величини X – числа те-
левiзорiв, що вiдповiдають вимогам стандарту серед 10 навмання
вибраних.

Вiдповiдь. M(X) ≈ 6, 67, σ(X) ≈ 0, 601.
22 (c/p). Задано ряд розподiлу випадкової величини X . Об-

числити параметр p, P (−3 < X < 2), моду, математичне спо-
дiвання, дисперсiю, середнє квадратичне вiдхилення, асиметрiю,
ексцес. Побудувати многокутник розподiлу. Записати функцiю
розподiлу i побудувати iї графiк.
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a)

xi -4 -1 0 1 2 4
pi 0,1 p 0,1 0,3 0,05 0,05

б)

xi -5 -3 2 4 6 7
pi 2p p 3p p p 2p

в)

xi −0, 4 −0, 1 0 0,01 0,02 0,4
pi 0,4 p 2p p 0,05 0,05

г)

xi -4 -1 0 1 2 4
pi 0, p p 0, 1p 0, 3p 0, 05p 0, 05p

23 (c/p). Задано ряд розподiлу випадкової величини X . Об-
числити параметр p, P (−3 < X < 2) моду, медiану, математичне
сподiвання, дисперсiю, середнє квадратичне вiдхилення, асиме-
трiю, ексцес. Побудувати многокутник розподiлу. Записати фун-
кцiю розподiлу i побудувати їi графiк.

xi a b c d m n

pi p 2p p kp 3p 4p

Варiанти a b c d m n k

1 -2 0 1 2 4 6 1
2 -5 -3 0 1 4 6 2
3 -10 -8 -6 0 2 3 3
4 -3 -2 -1 1 2 3 4
5 -4 -3 -1 0 4 8 5
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24 (с/р). Є три способи контролю кондицiйностi (готовностi)
партiї виробiв. При використаннi кожного способу кiлькiсть по-
милково визнаних кондицiйними некондицiйних виробiв є випад-
ковою величиною. Позначимо цi величини для кожного способу
вiдповiдно X, Y, Z.

xi 0 1 3 4
pi 0,5 0,4 0,05 0,05

yi 0 1 2 3
pi 0,7 0,1 0,1 0,1

zi 0 1 2 3 4
pi 0,8 0,05 0,05 0,05 0,05

Який спосiб контролю є бiльш рацiональним?
25. За заданою функцiєю розподiлу ймовiрностей записати

ряд розподiлу випадкової величини X . Обчислити M(X), D(X),
σ(X).

а) F (x) =



0, якщо x ≤ −6,

0, 2, якщо − 6 ≤ x ≤ −4,

0, 6, якщо − 4 ≤ x ≤ 0,

0, 8, якщо 0 ≤ x ≤ 4,

1, якщо x > 4.

б) F (x) =



0, якщо x ≤ −5,

0, 1, якщо − 5 ≤ x ≤ −3,

0, 5, якщо − 3 ≤ x ≤ 5,

0, 9, якщо 5 ≤ x ≤ 8,

1, якщо x > 8.

105



в) F (x) =



0, якщо x ≤ 0,

0, 22, якщо 0 ≤ x ≤ 4,

0, 36, якщо 4 ≤ x ≤ 10,

0, 8, якщо 10 ≤ x ≤ 14,

1, якщо x > 14.

г) F (x) =



0, якщо x ≤ 2,

0, 3, якщо 2 ≤ x ≤ 8,

0, 45, якщо 8 ≤ x ≤ 11,

0, 7, якщо 11 ≤ x ≤ 12,

1, якщо x > 12.

26 (c/p). За заданою функцiєю розподiлу ймовiрностей запи-
сати ряд розподiлу випадкової величини X . Обчислити M(X),
D(X), σ(X).

F (x) =



0, якщо x ≤ d,

0, a, якщо d ≤ x ≤ m,

0, b, якщо m ≤ x ≤ n,

0, c, якщо n ≤ x ≤ r,

1, якщо x > r.

Bapiaнти a b c d m n r

1 4 5 6 2 4 5 7
2 3 6 8 -4 0 4 5
3 2 5 9 2 4 5 9
4 3 5 7 -2 -1 0 2
5 1 2 5 0 3 4 7

27 (c/p). Задано щiльнiсть розподiлу випадкової величини X :

а) f (x) =


0, якщо x ≤ 0,

ax2, якщо 0 < x ≤ 2,

0, якщо x > 2.
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б) f (x) =


0, якщо x ≤ 0,

ax3, якщо 0 < x ≤ 3,

0, якщо x > 3.

в) f (x) =

{
0, якщо x < 0;

2ae−6x, якщо x ≥ 0.

г) f (x) =

{
0, якщо x < 0;

5e−ax, якщо x ≥ 0.

д) f (x) =


0, якщо x ≤ 2;

a, якщо 2 < x ≤ 10;

0, якщо x > 10.

е) f (x) =


0, якщо x ≤ 0;
1

6
a, якщо 0 < x ≤ 18;

0, якщо x > 18.

e) f (x) =


0, якщо x ≤ 1;

a
(
x2 − x

)
, якщо 1 < x ≤ 2

0, якщо x > 2.

ж) f (x) =


0, якщо x ≤ −1;

a
(
6x− x2 + 7

)
, якщо − 1 < x ≤ 3

0, якщо x > 3.

з) f (x) =
1

a
√

2π
e
−(x−1)2

50 . и) f (x) =
1

7
√

2π
e
−(x+6)2

2a .

Обчислити: 1) параметр a; 2) P (−3 < X < 5); 3) P (5); 4) моду;
5) медiану; 6) математичне сподiвання; 7) дисперсiю; 8) середне
квадратичне вiдхилення; 9) асиметрiю; 10) ексцес; 11) побудувати
графiк щiльностi розподiлу; 12) записати функцiю розподiлу i
побудувати ї графiк.
28. Задано функцiю щiльностi ймовiрностей f (x) =

a

16 + 25x2
,
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−∞ < x <∞. Знайти a.
29. Задано функцiю розподiлу випадкової величини X :

a) F (x) =


0, якщо x ≤ 0

ax + c, якщо 0 < x ≤ 1;

1, якщо x > 1.

б) F (x) =


0, якщо x ≤ 1;

ax2 + c, якщо 1 < x ≤ 6;

1, якщо x > 6.

в) F (x) =


0, якщо x ≤ 0;

ax3 + c, якщо 0 < x ≤ 4;

1, якщо x > 4.

г) F (x) =


0, якщо x ≤ 0;

−a
√
x, якщо 0 < x ≤ 9;

1, якщо x > 9.

д) F (x) =


0, якщо x ≤ 1;
x− a
b

, якщо 1 < x ≤ 3;

1, якщо x > 3.

е) F (x) =


0, якщо x ≤ 6;
x− a
b− a

, якщо 6 < x ≤ 10

1, якщо x > 10.

є) F (x) =


0, якщо x ≤ 0;

sin ax + c, якщо 0 < x ≤ π

4
;

1, якщо x >
π

4
.
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ж) F (x) =


0, якщо x ≤ −0, 5;

a arcsinx + c, якщо − 0, 5 < x ≤ 0, 5

1, якщо x > 0, 5.

Обчислити: 1) невiдомi параметри; 2) P (−1 < X < 4); 3) P (7);
4) моду; 5) медiану; 6) математичне сподiвання; 7) дисперсiю;
8) середнє квадратичне вiдхилення; 9) асиметрiю; 10) ексцес; 11)
побудувати графiк функцiї розподiлу; 12) записати функцiю –
щiльнiсть розподiлу та побудувати її графiк.
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Тема 5. Багатовимiрнi випадковi величини

На одному й тому самому просторi елементарних подiй Ω мо-
жна визначити не одну, а кiлька випадкових величин. Одночасна
поява внаслiдок експерименту n випадкових величин X1, X2, . . . ,
Xn з певною ймовiрнiстю являє собою n-вимiрну випадкову ве-
личину, яку називають системою n випадкових величин, або
n-вимiрним випадковим вектором.

Розглянемо дискретну двовимiрну випадкову величину (X, Y ),
тобто величину, складовi X i Y якої дискретнi. Законом розпо-
дiлу ймовiрностей, або розподiлом дискретної двовимiр-
ної випадкової величини (X, Y ), називають вiдповiднiсть мiж
парами чисел (xi, yi) (i = 1, n; j = 1,m) та вiдповiдними їм ймо-
вiрностями спiльної появи Pij (Pij ≡ p(xi, yj)).

У табличнiй формi цей закон має вигляд
Таблиця 1.

X

Y
x1 x2 . . . xn

y1 p11 p21 . . . pn1

y2 p12 p22 . . . pn2

. . . . . . . . . . . . . . .

ym p1m p2m . . . pnm

Умовою нормування для системи (X, Y ) є рiвнiсть
n∑
i=1

m∑
j=1

pij = 1.

Для знаходження ймовiрностей подiй X = xi або Y = yj потрiбно
в табл. 1 пiдсумувати вiдповiднi стовпчики або рядки:

P (X = xi) ≡ p(xi) =

m∑
j=1

p(xi, yj), (5.1)
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P (Y = yj) ≡ p(yj) =

n∑
i=1

p(xi, yj). (5.2)

Розглянемо тепер двовимiрну випадкову величину, складовi
якої можуть бути дискретними або неперервними величинами.
Функцiя розподiлу такої величини визначається спiввiдноше-
нням

F (x, y) = P (X < x, Y < y) (5.3)

Рис. 5.1

i геометрично визначає ймовiрнiсть того, що
випадкова точка (X, Y ) потрапить у нескiн-
ченний квадрат iз вершиною в точцi (x, y),
розмiщений лiворуч вiд неї.

Розглянемо властивостi функцiї роз-
подiлу двовимiрної випадкової величини.

1. 0 ≤ F (x, y) ≤ 1.
2. F (x, y) є неcпадною функцiєю по кожному аргументу, тобто

F (x2, y) ≥ F (x1, y), якщо x2 > x1;

F (x, y2) ≥ F (x, y1), якщо y2 > y1.

3. Для F (x, y) виконуються граничнi спiввiдношення

lim
x−→−∞

F (x, y) = lim
y−→−∞

F (x, y) = lim
x−→−∞
y−→−∞

F (x, y) = 0,

lim
x−→+∞
y−→+∞

F (x, y) = 1.

4. Якщо один iз аргументiв F (x, y) прямує до +∞, то вона
перетворюється у функцiю розподiлу випадкової величини, яка
вiдповiдає iншому аргументу:

F (x,+∞) = F1(x), F (+∞, y) = F2(y),

де F1(x), F2(y) – вiдповiдно функцiї розподiлу випадкової вели-
чини X та Y .
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5. F (x, y) неперервна злiва по кожному аргументу.
Властивостi 1. – 5. є характеристичними. Це означає, що

кожна функцiя F (x, y), яка володiє цими властивостями, є фун-
кцiєю позподiлу двовимiрної випадкової величини (X, Y ).

Використання розглянутих властивостей i теореми додавання
iмовiрностей дозволяє отримати наступнi формули.

Iмовiрностi попадання випадкової точки (X, Y ) у нескiнченну
напiвсмугу (рис. 5.2, рис. 5.3) та прямокутник (рис. 5.4) визнача-
ються за формулами вiдповiдно:

P (x1 < X < x2, Y < y) = F (x2, y)− F (x1, y), (5.4)

P (X < x, y1 < Y < y2) = F (x, y2)− F (x, y1), (5.5)

P (x1 < X < x2, y1 < Y < y2) =

= F (x2, y2)− F (x1, y2)− F (x2, y1) + F (x1, y1). (5.6)

Рис. 5.2 Рис. 5.3 Рис. 5.4
Неперервну двовимiрну випадкову величину можна задати та-

кож i густиною (щiльнiстю) розподiлу ймовiрностей:

f (x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
,

за умови, що F (x, y) є неперервною за аргументами x i y та двiчi
диференцiйованою.

За вiдомою густиною розподiлу можна знайти функцiю розпо-
дiлу:

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f (x, y)dxdy. (5.8)
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Властивостi густини розподiлу
1) Функцiя f (x, y) ≥ 0, оскiльки F (x, y) є неспадною вiдносно

аргументiв x, y.

2)
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f (x, y)dxdy = 1 – умова нормування;

3) Якщо вiдома щiльнiсть розподiлу системи двох випадкових
величин f (x, y), то можна знайти щiльностi розподiлу кожної

складової: f1(x) =

+∞∫
−∞

f (x, y)dy; f2(y) =

+∞∫
−∞

f (x, y)dx.

При вивченнi системи двох випадкових величин доводиться
з’ясовувати наявнiсть зв’язку мiж цими величинами та його ха-
рактер. Для цього застосовують кореляцiйний момент

Kxy = M(XY )−M(X) ·M(Y ) (5.9)

(при Kxy = 0 зв’язок мiж X i Y вiдсутний, при Kxy 6= 0 – iснує)
та коефiцiєнт кореляцiї

rxy =
Kxy

σx · σy
. (5.10)

Властивостi rxy:
1. |rxy| ≤ 1, −1 ≤ rxy ≤ 1.
2. Якщо X i Y незалежнi, то rxy = 0.
3. Якщо X i Y зв’язанi лiнiйною функцiональною залежнiстю

(Y = aX + b, a 6= 0), то |rxy| = 1.
4. Якщо |rxy| = 1, то випадковi величини X i Y зв’язанi лiнiй-

ною функцiональною залежнiстю: (якщо r = 1 – пряма, а якщо
r = −1 – обернена залежнiсть).
Зауваження:
Якщо rxy > 0, то випадковi величини зв’язанi додатною коре-

ляцiєю, а якщо rxy < 0, то випадковi величини зв’язанi вiд’ємною
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кореляцiєю. Чим ближче |rxy| до одиницi, тим бiльше пiдстав вва-
жати, що зв’язок мiжX i Y наближається до лiнiйної залежностi.

Випадковi величини X i Y називаються некорельованими,
якщо rxy = 0 або Kxy = 0. Незалежнi величини завжди неко-
рельованi.

Якщо двi випадковi величини X i Y корельованi (rxy 6= 0;
Kxy 6= 0), то вони завжди залежнi.

Якщо rxy = 0 або Kxy = 0, то це не означає їх незалежностi.
Це означає вiдсутнiсть лiнiйної залежностi мiж випадковими ве-
личинами, але iнший вид залежностi може бути. З незалежностi
величин випливає їх некорельованiсть, але з некорельованостi не
випливає їх незалежнiсть.

Наведемо формули для обчислення математичного сподiвання,
дисперсiї та кореляцiйного моменту випадкових величин X та Y :

Таблиця 2
X i Y – дискретнi X i Y – неперервнi

M(X) =
n∑

i=1

m∑
j=1

xipij M(X) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

x · f(x, y)dxdy

M(Y ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

yjpij M(Y ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

y · f(x, y)dxdy

D(X) =
n∑

i=1

m∑
j=1

x2i pij −M2(X) D(X) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

x2 · f(x, y)dxdy −M2(X)

D(Y ) =
n∑

i=1

m∑
j=1

y2jpij −M2(Y ) D(Y ) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

y2 · f(x, y)dxdy −M2(Y )

Fxy =
n∑

i=1

m∑
j=1

xiyjpij −M(X) ·M(Y ) Kxy =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xyf(x, y)dxdy −M(X) ·M(Y )

Умовнi закони розподiлу системи двох дискретних
випадкових величин

Умовним законом розподiлу дискретної випадкової ве-
личини X при фiксованому значеннi Y = yj називається
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перелiк можливих значень випадкової X i вiдповiдних їм умов-
них iмовiрностей, обчислених при фiксованому значеннi Y = yj:
P (x1/yj), p(x2/yj), . . . , p(xn/yj).

Аналогiчно, умовним законом розподiлу складової Y при
фiксованому значеннi X = xi називається сукупнiсть умовних
iмовiрностей P (y1/xi), p(y2/xi), . . . , p(ym/xi).

Тут умовнi ймовiрностi визначаються за формулами:

p(xi/yj) =
p(xi, yj)

p(yj)
(i = 1, n); p(yj/xi) =

p(yj, xi)

p(xi)
(j = 1,m).

(5.11)

Числовi характеристики умовного закону називаються умов-
ними:

1) умовне математичне сподiвання:

M(X/Y = yj) =

n∑
i=1

xip(xi/yj), (5.12)

M(Y/X = xi) =

m∑
j=1

yjp(yj/xi); (5.13)

2) умовна дисперсiя й умовне середнє квадратичне вiдхилення:

D(X/Y = yj) =
1

p(yj)

n∑
i=1

x2
ipij −M 2(X/Y = yj), (5.14)

σ(X/Y = yj) =
√
D(X/Y = yj). (5.15)

Система довiльної кiлькостi випадкових величин

Функцiєю розподiлу n випадкових величин називається така
функцiя вiд n аргументiв x1, x2, . . . , xn, яка визначає ймовiрнiсть
спiльної одночасної появи подiй Xi < xi:

F (x,x2, . . . , xn) = P

(
n⋂
i=1

(Xi < xi)

)
. (5.16)
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Щiльнiстю iмовiрностей системи n випадкових величин є
функцiя

f (x1, x2, . . . , xn) =
∂nF (x1, x2, . . . , xn)

∂x1∂x2 . . . ∂xn
. (5.17)

Числовi характеристики системи n випадкових величин

1) M(xi) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

xif (x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn; (5.18)

2) D(xi) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

x2
if (x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn−

−M 2(xi); (5.19)

3) K(xixj) ≡ Kij =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

xixjf (x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 . . .

. . . dxn −M(xi)M(xj). (5.20)
При цьому

Kij = Kji, Kii = Kjj = D(xi) = σ2
i . (5.21)

Усi кореляцiйнi моменти й дисперсiї розмiщують у виглядi ква-
дратної таблицi, яка називається кореляцiйною матрицею си-
стеми n випадкових величин i має такий вигляд:

K11 K12 . . . K1n

K21 K22 . . . K2n

. . . . . . . . . . . .

Kn1 Kn2 . . . Knn

 . (5.22)

Елементи кореляцiйної матрицi симетрично розмiщенi вiдно-
сно її головної дiагоналi.

Приклади розв’язування задач

1. Задано розподiл ймовiрностей дискретної двовимiрної ви-
падкової величини
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X

Y
26 30 41 50

2.3 0.05 0.12 0.08 0.04
2.7 0.09 0.30 0.11 0.21

Знайти закон розподiлу складових X i Y .
Розв’язування. Додавши ймовiрностi ”по стовпцях“, одержи-

мо ймовiрностi всеможливих значень X : P (26) = 0.14, P (30) =

0.42, P (41) = 0.19, P (50) = 0, 25.
Запишемо закон розподiлу складової X :
X 26 30 41 50
P 0.14 0.42 0.19 0.25

Контроль: 0.14 + 0.42 + 0.19 + 0.25 = 1.
Додавши ймовiрностi ”за рядком“, аналогiчно знайдемо розпо-

дiл складової Y :
Y 2.3 2.7
P 0.29 0.71

Контроль: 0.29 + 0.71 = 1.

2. Задана iнтегральна функцiя двовимiрної випадкової вели-
чини

F (x, y) =

{
1− 3−x − 3−y + 3−x−y при x ≥ 0, y ≥ 0,

0 при x < 0, y < 0.

Знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини.
Розв’язування. Скористаємося формулою

f (x, y) =
∂2F

∂x∂y
.

Знайдемо частиннi похiднi
∂F

∂x
= ln 3(3−x − 3−x−y),

∂2F

∂x∂y
= ln2 3 · 3−x−y.

Отже, щiльнiсть розподiлу має вигляд

f (x, y) =

{
3−x−y ln2 3 при x ≥ 0, y ≥ 0,

0 при x < 0, y < 0.
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3. Задана щiльнiсть розподiлу неперервної двовимiрної випад-
кової величини

f (x, y) =
1

π
e−

1
2(x2+2xy+5y2).

Знайти: а) щiльностi розподiлу складових; б) умовнi щiльностi
розподiлу складових.
Розв’язування. а) Знайдемо щiльнiсть розподiлу X :

f1(x) =

∞∫
−∞

f (x, y)dy =
1

π

∞∫
−∞

e−
1
2(x2+2xy+5y2)dy =

=
1

π

∞∫
−∞

e−
5
2(y2+2

5xy+1
5x

2)dy =
1

π

∞∫
−∞

e−
5
2(y+1

5x)2−2
5x

2)dy =

=
1

π
e−

2
5x

2

√
2

5

∞∫
−∞

e−z
2
dz, де z =

√
5

2

(
y +

1

5

)
x.

Скориставшись рiвнiстю
∞∫

−∞

e−z
2
dz =

√
π, маємо

f1(x) =

√
2

5

1

π

√
πe−

2
5x

2
=

√
2

5π
e−

2
5x

2
.

Аналогiчно знаходимо

f2(y) =
1

π

∞∫
−∞

e−
1
2(x+y)2−2y2dx =

1

π
e−2y2

√
2 ·
√
π =

√
2

π
e−2y2.

б) Знайдемо умовнi щiльностi складових:

ϕ(x/y) =
f (x, y)

f2(y)
=

1√
2π
e−

1
2(x+y)2,
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ψ(y/x) =
f (x, y)

f1(x)
=

5√
2π
e−

1
10(x+5y)2.

4. Задана щiльнiсть розподiлу неперервної двовимiрної випад-
кової величини (X, Y ):

f (x, y) =

{
4xye−x

−y2, (x > 0, y > 0),

0, (x < 0, y < 0).

Знайти: а) Математичне сподiвання складових X i Y ; б) дис-
персiю складових.
Розв’язування. а) Знайдемо спочатку щiльнiсть розподiлуX :

f1(x) =

∞∫
0

f (x, y)dy = 4xe−x
2

∞∫
0

ye−y
2
dy = −2xe−x

2 · e−y2
∣∣∣∞
0

=

= 2xe−x
2

(x > 0).

Аналогiчно знаходимо

f2(y) = 2ye−y
2

(y > 0).

Знайдемо математичне сподiвання складової X :

M(X) =

∞∫
0

xf1(x)dx =

∞∫
0

x(2xe−x
2
dx).

Iнтегруючи частинами i враховуючи, що iнтеграл Пуассона
∞∫

0

e−x
2
dx =

√
π

2
, одержимо M(X) =

√
π

2
. Очевидно, M(Y ) =

√
π

2
.

б) Знайдемо дисперсiю X :

D(X) =

∞∫
0

x2f1(x)dx− [M(X)]2 =

∞∫
0

2x3e−x
2
dx− π

4
= 1− π

4
;

119



очевидно, D(Y ) = 1− π

4
.

5. Визначити математичне сподiвання i кореляцiйну матрицю
системи випадкових величин (X, Y ), якщо

f (x, y) =
2

π(x2 + y2 + 1)3
.

Розв’язування. Знайдемо числовi характеристики системи за
наведеними ранiше формулами:

M(X) =
2

π

∞∫
−∞

dy

∞∫
−∞

xdx

(x2 + y2 + 1)3
=

=
2

π

∞∫
−∞

lim
b→∞

(x2 + y2 + 1)−2

−2

∣∣∣x=b

x=−b
dy = 0.

Очевидно, що з огляду на симетрiю розподiлу M(Y ) = 0.
Визначимо дисперсiї величин, якi входять до системи:

D(X) = M(X2) =
2

π

∞∫
−∞

x2dx

(x2 + y2 + 1)3
.

Проiнтегрувавши один раз частинами, а далi переходячи до по-
лярних координат, маємо

D(X) =
2

π

∞∫
−∞

dy

∞∫
−∞

x · xdx
(x2 + y2 + 1)3

=

=

 u = x, du = dx,

dv =
xdx

(x2 + y2 + 1)3
, v = −1

4

1

(x2 + y2 + 1)2

 =

=
2

π

∞∫
−∞

([
lim
b→∞
− x

4(x2 + y2 + 1)2

]∣∣∣∣∣
x=b

x=−b

)
dy+
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+
1

2π

∞∫
−∞

dy

∞∫
−∞

dx

(x2 + y2 + 1)2
=

 x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

x2 + y2 = r2,

dxdy = rdrdϕ

 =

=
1

2π

2π∫
0

dϕ

∞∫
0

rdr

(r2 + 1)
=

1

4π

2π∫
0

dϕ =
1

2
.

На пiдставi симетричностi щiльностi розподiлу системи маємо:
D(Y ) =

1

2
. Залишилося знайти KXY . Математичнi сподiвання X

i Y дорiвнюють нулевi, а тому

KXY =
1

2π

∞∫
−∞

ydy

∞∫
−∞

xdx

(x2 + y2 + 1)3
= 0.

Отже,

K =

 1

2
0

0
1

2

 .

6. Система двох випадкових величин (X, Y ) рiвномiрно роз-
подiлена в трикутнику (рис. 5.5), обмеженому прямими y = x,
y = 0, x = 2. Установити: залежнi чи незалежнi X i Y .
Розв’язування:
Якщо система двох неперервних випадкових величин має рiв-

номiрний закон розподiлу в областi трикутника OAB, площа яко-
го дорiвнює 2, тодi

f (x, y) =

{
0, 5, якщо (x, y) ∈ D,D{0 < x < 2; 0 < y < x}
0, якщо (x, y) /∈ D.

Знайдемо щiльностi складових f1(x), та f2(y):

f1(x) =

x∫
0

f (x, y)dy =

x∫
0

1

2
dy =

1

2
y

∣∣∣∣x
0

=
1

2
x;
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отже f1(x) =
1

2
x, якщо 0 < x < 2.

f2(y) =

∫ 2

y

f (x, y)dx =
1

2

∫ 2

y

dx =
1

2
x

∣∣∣∣2
y

=
2− y

2

отже f1(y) =
2− y

2
якщо 0 < x < 2.

Рис. 5.5

Для перевiрки незалежностi (залежностi) випадкових величин
X i Y обчислимо умовнi щiльностi ймовiрностей складових:

f1(x/y) =
f (x, y)

f2(y)
=

1

2− y
; f2(y/x) =

f (x, y)

f1(x)
=

1

x
.

Оскiльки f1(x) 6= f1(x/y) i f2(y) 6= f2(y/x), то випадковi величини
X i Y є залежнi.

Завдання для самостiйного розв’язування

◦ 1. Двовимiрна випадкова величина (X, Y ) має щiльнiсть роз-
подiлу

f (x, y) =
a

(3 + x2)(1 + y2)
.

Знайти: 1) параметр a; 2) функцiю розподiлу F (x, y); 3) iмо-
вiрнiсть потрапити у квадрат, обмежений прямими x = 0, y = 0,
x = 1, y = 1.
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2 (д/з). Система випадкових величин (X, Y ) має щiльнiсть

розподiлу f (x, y) =
A

π2(16 + x2)(25 + y2)
. Знайти A i функцiю роз-

подiлу F (x, y).

Вiдповiдь. A = 3, F (x, y) =

(
1

π
arctg

x

4
+

1

2

)(
1

π
arctg

y

5
+

1

2

)
.

◦ 3. Знайти P
(
x <

1

2
, y <

1

3

)
, якщо вiдома функцiя розподiлу

системи

F (x, y) =

(
1

π
arctg 2x +

1

2

)(
1

π
arctg 3y +

1

2

)
.

4. Задана диференцiальна функцiя неперервної двомвимiрної
випадкової величини (X, Y ): f (x, y) =

1

2
sin(x + y) у квадратi

0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ π

2 ; поза квадратом f (x, y) = 0. Знайти
математичнi сподiвання й дисперсiю складових.

Вiдповiдь. M(X) = M(Y ) =
π

4
, D(X) = D(Y ) = (π2 + 8π −

32)/16.
◦ 5. Система випадкових величин (X, Y ) розподiлена зi сталою

щiльнiстю всерединi областi D = {3 ≤ x ≤ 7; 11 ≤ y ≤ 16} i
f (x, y) = 0 поза областю. Знайти: 1) f (x, y); 2) F (x, y); 3) f1(x),
f2(y).
6. Задано f (x, y) = a, якщо (x, y) ∈ Ω, f (x, y) = 0, якщо

(x, y) 6∈ Ω, де Ω = (−6 ≤ x ≤ 2, −3 ≤ y ≤ 5). Знайти a. Об-
числити rxy, P (−4 < x < 1; −2 < y < 4).

Вiдповiдь. a = 1/64, rxy = 0, P (−4 < x < 1; −2 < y < 4) =

15/32.
◦ 7. Закон системи двох дискретних випадкових величин

(X, Y ) заданий таблицею:
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X

Y
2 4 6 8 pyi

-6 0.1 a 0.5a 0.4 a a

-4 0.9 a 0.4 a 0.5 a 0.2 a
-2 a 2.1 a 1.1 a 1.8 a
pxi

Обчислити rxy, M(X/y = 4), M(Y/x = −2).
Вiдповiдь. rxy = −0, 009; M(X/y = 4) = −3, 3; M(Y/x = −2) =

5, 23.
8. Щiльнiсть iмовiрностей системи випадкових величин задана

виразом f (x, y) = a cos(x− y), якщо (x, y) ∈ Ω, f (x, y) = 0, якщо
(x, y) 6∈ Ω, де Ω = (0 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y ≤ π/2). Визначити a, rxy.

Вiдповiдь. a = 1/2, rxy =
π2 − 8π + 16

π2 + 8π − 32
.

9 (д/з). Щiльнiсть iмовiрностей двох випадкових величин
(X, Y ) задано виразом

f (x, y) = ae−
(x+3)2

8 − (y−1)2
2 , −∞ < x <∞, −∞ < y <∞.

Знайти a; M(x); M(y); σx; σy; rxy.

Вiдповiдь. a =
1

4π
, M(x) = −3, M(y) = 1, σx = 2, σy = 1,

rxy = 0.
10. 3а заданою щiльнiстю ймовiрностей

f (x, y) =
1

π
e−0,5(x2+2xy+5y2), −∞ < x <∞, −∞ < y <∞,

знайти f (x), f (y).

Вiдповiдь. f (x) =
1√

2, 5π
e−0,4x2, f (y) =

1√
0, 5π

e−2y2.

◦ 11. Виготовленi на заводi цилiндри сортуються за вiд-
хиленням їх внутрiшнiх дiаметрiв вiд номiнального роз-
мiру на чотири групи зi значеннями 0,01; 0,02; 0,03; 0,04
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мм i за овальнiстю на чотири групи зi значенями 0,002;
0,004; 0,006; 0,008 мм. Спiльний розподiл цих вiдхилень X

– дiаметра i Y – овальностi цилiндрiв наведено в таблицi:
X

Y
0,01 0,02 0,03 0,04 pyi

0,002 0,01 0,02 0,04 0,04
0,004 0,03 0,24 0,15 0,06
0,006 0,04 0,1 0,08 0,08
0,008 0,02 0,04 0,03 0,02
pxi

Знайти rxy.
Вiдповiдь. rxy = 0, 141.
12. П’ять приладiв випробовують на надiйнiсть. Iмовiрнiсть

того, що окремо взятий прилад витримає режим випробування
дорiвнює 0,85. Нехай X – число приладiв, якi витримають випро-
бування, а Y – число приладiв, якi не витримають їх. Побудувати
закон спiльного розподiлу X i Y i обчислити Kxy, rxy.

Вiдповiдь. Kxy = −0, 6375, rxy = −1.
13. У трьох посудинах мiстяться однотипнi вироби. У першiй

посудинi мiститься 6 стандартних i 4 бракованi вироби; у другiй
– 8 стандартних i 2 бракованi, а у третiй – 9 стандартних i 1
бракований вирiб. Iз кожної посудини навмання беруть по одному
виробу. Нехай X – поява числа стандартних виробiв серед трьох
навмання взятих, a Y – поява вiдповiдного числа бракованих.
Побудувати закон розподiлу X i Y i обчислити Kxy, rxy.

Вiдповiдь.
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X

Y
0 1 2 3

0 0 0 0 0,432
1 0 0 0,444 0
2 0 0,116 0 0
3 0,008 0 0 0

Kxy = 0, 21, rxy = 0, 148.
14 (c/p). Брак продукцiї заводу внаслiдок дефекту A стано-

вить 3%, а внаслiдок дефекту B – 4, 5%. Стандартна продукцiя
становить 95%. Знайти кореляцiйний момент i коефiцiєнт коре-
ляцiї мiж дефектами A i B.

Вiдповiдь. KAB = 0, 02365, rAB = 0, 67.
15. Задана щiльнiсть iмовiрностей:
f (x, y) = 0, 5 sin(x + y), якщо (X, Y ) ∈ Ω;
f (x, y) = 0, якщо (X, Y )∈Ω,

де Ω =
{

0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ π

2

}
.

Побудувати кореляцiйну матрицю.
Вiдповiдь.

Kij =

(
0, 188 −0, 046

−0, 046 0, 188

)
.

◦ 16. Система випадкових величин (X, Y ) має щiльнiсть iмо-
вiрностей

f (x, y) =
a

π2(16 + x2)(25 + y2)
,

якщо (X, Y ) ∈ Ω де Ω = (−∞ < x < ∞; −∞ < y < ∞). Знайти
a i F (x, y), rxy.

Вiдповiдь. a = 20, F (x, y) =

(
1

π
arctan

x

4
+

1

2

)(
1

π
arctan

y

5
+

1

2

)
,

rxy = 0.
17. За заданою функцiєю розподiлу ймовiрностей

F (x, y) = (1− e−4x)(1− e−5y), x ≥ 0, y ≥ 0
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знайти f (x, y) i rxy.
Вiдповiдь. f (x, y) = 20e−4x−5y, x ≥ 0, y ≥ 0; rxy = 0.
18 (д/з). За заданою функцiєю розподiлу ймовiрностей систе-

ми (X, Y ) маємо:

F (x, y) =



0, x ≤ −6, y ≤ 4;
x + 6

8
, −6 < x ≤ 2, y > 4;

(x + 6)(y + 2)

48
, −6 < x ≤ 2, −2 < y ≤ 4;

y + 2

6
, x > 2, −2 < y ≤ 4;

1, x > 2, y > 4.

Знайти Kxy. Обчислити P (−2 < x < 1, −1 < y < 3).

Вiдповiдь. Kxy = 0; P (−2 < x < 1,−1 < y < 3) =
1

4
= 0, 25.

19. Задано
f (x, y) = a, якщо (X, Y ) ∈ Ω;
f (x, y) = 0, якщо (X, Y )∈Ω,

де Ω = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x2}.
Знайти a i rx,y.
Вiдповiдь. a = 3; rx,y = 0.
20. Задано
f (x, y) = a(xy + x2), якщо (X, Y ) ∈ Ω;
f (x, y) = 0, якщо (X, Y )∈Ω,

де Ω = {0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x}.
Знайти a i побудувати кореляцiйну матрицю.

Вiдповiдь. a =
120

11
; Kij =

(
0, 81 0, 035

0, 035 0, 0423

)
.

Задача № 21. Закон системи двох дискретних випадкових
величин (X, Y ) задано таблицею:
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X

Y
2,2 4,2 6,2 8,2 pyi

2,5 0,02 a 0,08 0,1
3,5 a 0,04 0,06 0,2
4,5 0,08 0,06 0,6a 0,1
pxi

Знайти ймовiрностi p21; p12; p33; побудувати кореляцiйну ма-
трицю i нормовану кореляцiйну матрицю.

Вiдповiдь. p21 = 0, 1; p12 = 0, 1; p33 = 0, 06.

K =

(
5, 432 −0, 13

−0, 13 0, 6

)
;

(
1 −0, 072

−0, 072 1

)
.

22. Задано
f (x, y) = a(1 + xy)x, якщо (X, Y ) ∈ Ω;
f (x, y) = 0, якщо (X, Y )∈Ω,

де Ω = {0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤
√
x}.

Знайти a i побудувати кореляцiйну матрицю i нормовану кореля-
цiйну матрицю.

Вiдповiдь. a =
105

23
; K =

(
0, 09478 0, 14

0, 14 0, 2995

)
;

(
1 0, 827

0, 827 1

)
.
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Тема 6. Функцiї випадкового аргументу

Визначення. Якщо кожному можливому значенню випадко-
вої величини X вiдповiдає одне можливе значення випадкової ве-
личини Y , то Y називається функцiєю випадкового аргументу
X:

Y = g(X). (6.1)

Якщо X є дискретною випадковою величиною, то i Y = g(X)

буде дискретною випадковою величиною; якщо жX – неперервна
випадкова величина, то й Y буде неперервною.

Нехай аргументX – дискретна випадкова величина, закон роз-
подiлу iмовiрностей якої має вигляд:

X x1 x2 . . . xn
P p1 p2 . . . pn

Тодi закон розподiлу випадкової величини Y = g(X) набуде
вигляду:

Y g(x1) g(x2) . . . g(xn)

P p1 p2 . . . pn

Тут кожне з можливих значень Y отримують, виконуючи тi
операцiї, якi зазначенi в невипадковiй функцiї, умовно позначеної
g. При цьому, якщо серед можливих значень Y є однаковi, то в
законi розподiлу записують тiльки одне з них з iмовiрнiстю, що
дорiвнює сумi ймовiрностей повторюваних значень Y .

Числовi характеристики функцiї дискретного випадково-
го аргументу:

1) математичне сподiвання

M(Y ) =

n∑
i=1

g(xi)pi. (6.2)
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2) дисперсiя

D(Y ) = M(Y 2)−M 2(Y ) =

n∑
i=1

g2(xi)pi −

(
n∑
i=1

g(xi)pi

)2

. (6.3)

Нехай аргумент X є неперервною випадковою величиною, за-
кон розподiлу ймовiрностей якої задано щiльнiстю f (x). Необхi-
дно знайти щiльнiсть розподiлу ймовiрностей f1(Y ), якщо Y =

g(x).
Доведено, що, якщо Y = g(x) – диференцiйовна строго зро-

стаюча або строго спадна функцiя, обернена до якої x = Ψ(y),
то щiльнiсть розподiлу ймовiрностей випадкової величини Y має
вигляд:

f1(y) = f [Ψ(y)] · |Ψ′(y)|. (6.4)

Якщо при цьому виконується умова нормування для f1(y)

g(b)∫
g(a)

f1(y)dy = 1,

то f1(y) знайдено правильно (a i b – межi iнтервалу, на якому
визначена щiльнiсть f (x)).

Числовi характеристикифункцiї неперервного випадково-
го аргументу визначаються за формулами:

1) математичне сподiвання:

M(Y ) =

b∫
a

g(x)f (x)dx. (6.5)

Якщо ж f1(y) вiдома, то справджується рiвнiсть:

M(Y ) =

g(b)∫
g(a)

yf1(y)dy. (6.6)

130



2) дисперсiя:

D(Y ) = M(Y 2)−M 2(Y ) =

b∫
a

g2(x)f (x)dx−M 2(Y ) =

=

g(b)∫
g(a)

y2 · f (y)dy −M 2(Y ). (6.7)

Якщо функцiя g(x) на iнтервалi (a, b) задання випадкової ве-
личини X є немонотонною функцiєю, то в цьому випадку слiд
видiлити дiлянки монотонностi кривої y = g(x), для кожної з цих
дiлянок знайти щiльнiсть ймовiрностi, i в результатi пiдсумувати
одержанi вирази.

Характеристичнi функцiї

Закон розподiлу випадкової величини X може бути заданий
характеристичною функцiєю g

X
(t) = M(eitX) (i2 = −1).

Властивостi характеристичної функцiї:
1) gX(0) = 1;
2) Якщо Y = aX + b i вiдома g

X
(t), то g

Y
(t) = eitb · g

X
(at);

3) g
X+Y

(t) = g
X

(t) · g
Y

(t), якщо X i Y – незалежнi.
Характеристичнi функцiї деяких законiв розподiлу:
1) бiномiальний закон розподiлу:

g
X

(t) = (peit + 1− p)n;

2) закон розподiлу Пуассона:

g
X

(t) = e−λ(−eit);

3) рiвномiрний закон розподiлу на промiжку (a, b]:

g
X

(t) =
eitb − eita

it(b− a)
;
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4) показниковий закон розподiлу:

g
X

(t) =
a

a− it
;

5) нормальний закон розподiлу:

g
X

(t) = eita−
σ2t2

2 .

Приклади розв’язування задач

1. Випадкову величину X задано щiльнiстю розподiлу

f1(x) =


0, якщо x ≤ 0;
1
2, якщо 0 < x ≤ 1;
1
3x, якщо 1 < x ≤ 2;

0, якщо x > 2.

Розв’язування. Дослiдимо задану функцiю на монотоннiсть:
y′ = 2x, 2x = 0, x = 0. Отже, критична точка мiститься в областi
змiни X . Функцiя монотонно зростає в областi змiни аргументу
x. Тому можна застосувати формулу f (y) = f1(ψ(y))|ψ′(y)|, де
x = ψ(y) =

√
y, ψ′(y) =

1

2
√
y
.

Щiльнiсть розподiлу для X має два вiдмiнi вiд нуля аналiтичнi
вирази. Стiльки ж виразiв матиме й щiльнiсть розподiлу Y .

Якщо x ∈ (0, 1], y ∈ (0, 1], то f1(x) =
1

2
, f (y) =

1

4
√
y
.

Якщо x ∈ (1, 2], y ∈ (1, 4], то f1(x) =
1

3
x, f (y) =

1

6
.

Звiдси маємо:

f (y) =


0, якщо y ≤ 0;

1
4
√
y , якщо 0 < y ≤ 1;

1
6, якщо 1 < y ≤ 4;

0, якщо x > 4.
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2. Швидкiсть обробки – випадкова величина X – за напiвнор-
мальним законом розподiлу:

f1(x) =
2√
2π
e
− x2

2σ2 , x > 0.

Знайти закон розподiлу випадкової величини Y – часу, потрi-
бного для обробки деталi, якщо сумарний час її обробки дорiвнює
A.
Розв’язування. З умови задачi випливає, що Y =

A

x
. Ця фун-

кцiя монотонна при додатних значеннях X . Скориставшись фор-
мулою

f (y) = f1(ψ(y))|ψ′(y)|, x = ψ(y) =
A

y
, ψ′(y) = −A

y2
, (6.8)

маємо
f (y) =

2√
2πσ

e
− A2

2y2σ2
A

y2
=

2A

3y2
√

2π
e
− A

2σ2y2 .

Оскiльки область змiниX – множина додатних чисел, то маємо

f (y) =

 0, якщо y ≤ 0,
2A

σy2
√

2π
e
− A

2σ2y2 , якщо y > 0.

3. Випадкова величина X розподiлена за законом Кошi

f (x) =
1

π (1 + x2)
,−∞ < x < +∞.

Знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини Y = arcctgX .
Розв’язування. Функцiя y = arcctgx на iнтервалi (−∞; +∞)

спадає вiд π до 0 та має обернену функцiю x = arcctgy. Знаходимо
похiдну x′ = − 1

sin2 y
i за формулою (6.8) дiстанемо

g(y) =
1

π (1 + ctg2 y)
·
∣∣∣∣− 1

sin2 y

∣∣∣∣ =
sin2 y

π · sin2 y
=

1

π
.
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Остаточно знаходимо

g(x) =


0, y ≤ 0
1

π
y, 1 < y ≤ π

0, y > π.

4. Випадкова величина X розподiлена за законом, щiльнiсть
якого

f (x) =


0, x ≤ 1;

a
3
√
x2, 1 < x ≤ 8;

0, x > 8.

Знайти та щiльнiсть розподiлу випадкової величини Y = X2−1.
Розв’язування. Знайдемо параметр з умови нормування

8∫
1

a
3
√
x2dx = 1⇒ 3

5
ax

5
3

∣∣∣∣8
1

= 1⇒ 93

5
a = 1⇒ a =

5

93
.

Коли x ∈ [1; 8], то y ∈ [0; 63]. На вiдрiзку [1; 8] функцiя y =

x2 − 1 має обернену x =
√
y + 1, похiдна якої x′ =

1

2
√
y + 1

. За

формулою (6.8) дiстанемо

g(x) =
5

93
3
√
y + 1 · 1

2
√
y + 1

=
5

186 6
√
y + 1

.

Отже, щiльнiсть випадкової величини Y має вигляд

g(x) =


0, y ≤ 0

5

186 6
√
y + 1

, 0 < y ≤ 63;

0, y > 63.

5. Випадкова величина X рiвномiрно розподiлена на промiжку(
−π

2
;
π

2

)
. Знайти щiльнiсть розподiлу випадкової величини Y =

cosX .
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Рис. 6.1

Розв’язування. Випадкова величина X рiвномiрно розподi-
лена на промiжку

(
−π

2
;
π

2

)
, тому на цьому iнтервалi щiльнiсть її

розподiлу
f (x) =

1

π/2− (−π/2)
=

1

π
.

Зовнi цього iнтервалу f (x) = 0.
На iнтервалi

(
−π

2
;
π

2

)
функцiя y = cos x не монотонна (рис.

6.1), тому розбиваємо його на два iнтервали
(
−π

2
; 0
)

та
(

0;
π

2

)
.

Коли x ∈
(
−π

2
; 0
)
, то функцiя y = cosx зростає i має обернену

x = − arccos y, похiдна якої x′ =
1√

1− y2
. Коли x ∈

(
0;
π

2

)
, то

функцiя y = cosx спадна i має обернену x = arccos y похiдна якої
x′ = − 1√

1− y2
. За формулою (6.8) маємо

g(y) =
1

π
·

∣∣∣∣∣ 1√
1− y2

∣∣∣∣∣ +
1

π
| − 1√

1− y2
=

2

π
√

1− y2
.
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Якщо x ∈
(
−π

2
;
π

2

)
, то y ∈ (0; 1). Отже, маємо

g(x) =


0, y ≤ 0

2

π
√

1− y2
, 0 < y ≤ 1;

0, y > 1,

6. Випадкова величина X розподiлена за таким законом:

f1(x) =


0, якщоx ≤ 0,
1

2
, якщо 0 < x ≤ 2,

0, якщоx > 2.

Визначити характеристичну функцiю для випадкової величи-
ни Y = 2X + 3.
Розв’язування. Знайдемо характеристичну функцiю для ви-

падкової величини X , а далi скористаємося властивiстю характе-
ристичних функцiй:

g
X

(t) =

2∫
0

1

2
xeitxdx =

∣∣∣∣∣∣
u = x; du = dx,

dv = eitxdx, v =
eitx

it

∣∣∣∣∣∣ =

=
x

2it
eitx

∣∣∣∣∣
2

0

− 1

2it

2∫
0

eitxdx =
e2it

it
+
e2it

2t2
− 1

2t2
=
e2it − 1− 2ite2it

2t2
.

Оскiльки Y = 2X + 3 i вiдома характеристична функцiя g
X

(t),
то

g
Y

(t) = e3itg
X

(2t) =
e3it(e4it − 1− 4ite4it)

8t2
.

7. Задано послiдовнiсть функцiй розподiлу:

Fn(x) = 1−
n∑
i=0

(−1)i
xi

i!
, n = 2r + 1, r ∈ Z0.
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Визначити g(t) – граничну функцiю для вiдповiдної послiдов-
ностi характеристичних функцiй.
Розв’язування. Застосуємо теорему про граничну характери-

стичну функцiю для послiдовностi функцiй розподiлу. Знайдемо
граничну функцiю розподiлу.

F (x) = lim
n→∞

Fn(x) = lim
n→∞

(
−

n∑
i=0

(−1)i
xi

i!

)
= 1− e−x.

Отже, гранична функцiя розподiлу – функцiя показникового
розподiлу з параметром a = 1. Тодi гранична характеристична
функцiя

g(t) =
1

1− it
.

Завдання для самостiйного розв’язування

◦ 1. Залежно вiд умов зберiгання кiлькiсть придатної продукцiї
через перiод t визначається за формулою

Y (t) = Ae−Xt,

деA – кiлькiсть продукцiї, закладеної на зберiгання;X – випадко-
ва величина, рiвномiрно розподiлена на промiжку (c; d). Визна-
чити закон розподiлу для Y (t). Знайти для нього математичне
сподiвання та дисперсiю.

Вiдповiдь. M(Y ) = A
ect − e−dt

t(d− c)
,

D(Y ) =
A2

2t2(d− c)

(
(t− 2)e−2dt − (t + 2)e−2dt + 4e−(c+d)t

)
.

2. Довести, що сума двох випадкових величин, розподiлених
за законом Пуассона, має також закон розподiлу Пуассона.
3 (д/з). Випадкова величина розподiлена рiвномiрно на про-

мiжку (−4, 4). Знайти g
Y

(t), якщо Y = 3X + 6.
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Вiдповiдь.
e18it − e−6it

24it
.

4 (д/з). Незалежнi випадковi величини X i Y розподiленi нор-
мально, M(X) = 4, D(X) = 16; M(Y ) = 6; D(Y ) = 20. Знайти
gZ(t), якщо Z = 5X + 3Y .

Вiдповiдь. e38it−290t2.
5. Визначити характеристичну функцiю випадкової величини

X , якщо щiльнiсть розподiлу її – трикутник ABC. Точка B ле-
жить на осi ординат, а точки A i C мають координати A(−2, 0),
C(2, 0).

Вiдповiдь.
2− (e−2it + e2it)

4t2
.
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Тема 7. Закон великих чисел. Граничнi теореми теорiї
ймовiрностей

Математичнi закони теорiї ймовiрностей одержанi внаслiдок
формалiзацiї реальних статистичних закономiрностей, що прита-
маннi масовим випадковим подiям. Пiд час спостереження масо-
вих однорiдних випадкових подiй у них виявляються певнi зако-
номiрностi типу стабiльностi. Так, у разi великого числа прове-
дених експериментiв вiдносна частота подiї W (A) виявляє ста-
бiльнiсть i за ймовiрнiстю наближається до ймовiрностi P (A);
середнє арифметичне для випадкової величини наближається за
ймовiрнiстю до її математичного сподiвання.

Усi цi явища об’єднують пiд спiльною назвою закону великих
чисел, який можна загалом сформулювати так: у разi велико-
го числа експериментiв, що здiйснюються для вивчення певної
випадкової подiї або випадкової величини, середнiй їх результат
практично перестає бути випадковим i може передбачатися з ве-
ликою надiйнiстю.

Закон великих чисел об’єднує кiлька теорем, у кожнiй з яких за
певних умов виявляється факт наближення середнiх характери-
стик пiд час проведення великої кiлькостi експериментiв до пев-
них невипадкових, сталих величин.

Для доведення цих теорем використовується нерiвнiсть Чеби-
шова.
Лема Чебишева. Якщо всi можливi значення випадкової ве-

личини X невiд’ємнi, то ймовiрнiсть того, що в результатi ви-
пробування вона набуде значення, бiльше вiд додатного числа b,
не перевищує вiдношення математичного сподiвання величини
X до числа b:

P{X > b} ≤ M(X)

b
. (7.1)
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Нерiвнiсть Чебишева. Якщо випадкова величина X має
обмеженi M(X) i D(X), то ймовiрнiсть того, що вiдхилення
цiєї величини вiд свого математичного сподiвання за абсолю-
тною величиною не бiльше вiд додатного числа ε, не менша нiж

1− D(X)

ε2
:

P{|X −M(X)| ≤ ε} ≥ 1− D(X)

ε2
. (7.2)

Теорема Чебишева (теорема про стiйкiсть середнiх).
Якщо X1, X2, . . . , Xn попарно незалежнi випадковi величини
з обмеженими дисперсiями (D(Xi) ≤ C, i = 1, n), то для до-
вiльного числа ε > 0 i достатньо великого n iмовiрнiсть подiї:∣∣∣∣∣X1 + X2 + · · · + Xn

n
− M(X1) + M(X2) + · · · + M(Xn)

n

∣∣∣∣∣ ≤ ε

буде як завгодно близька до одиницi.
Iншими словами,

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

n
−

n∑
i=1

M(Xi)

n

∣∣∣∣∣ ≤ ε

}
= 1. (7.3)

У частинному випадку, якщо M (X1) = M (X2) = . . . =

M (Xn) = . . . = a, тo

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣∣1n
n∑
i=1

Xi − a

∣∣∣∣∣ < ε

)
= 1.

З теореми Чебишова випливає, що середнє арифметичне ви-
падкових величин X1, X2, . . . , Xn для достатньо великого n буде
з iмовiрнiстю близькою до 1 як завгодно мало вiдрiзнятися вiд
середнього арифметичного їхнiх математичних сподiвань або вiд
числа a у частинному випадку.
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Нерiвнiсть Чебишева для вiдносної частоти має вигляд

P

{∣∣∣∣∣mn − p
∣∣∣∣∣ ≤ ε

}
≥ 1− pq

nε2
. (7.4)

Теорема Бернуллi (теорема про стiйкiсть вiдносних ча-
стот). Якщо в кожному з n повторних незалежних випробувань
iмовiрнiсть p появи випадкової подiї A стала, то при необмеже-
ному збiльшеннi числа n експериментiв iмовiрнiсть того, що
вiдхилення вiдносної частоти появи подiї A вiд її ймовiрностi
за абсолютною величиною не перевищує деякого ε > 0, буде як
завгодно близька до одиницi:

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣mn − p
∣∣∣∣∣ ≤ ε

}
= 1. (7.5)

Центральна гранична теорема Ляпунова

Нехай задано n незалежних випадкових величин X1, X2, . . . ,
Xn, якi мають один i той самий закон розподiлу iмовiрностей iз
M(Xi) = 0, σ(X) = σ i при цьому iснує за абсолютною вели-
чиною початковий момент третього порядку |ν3|. Тодi зi зроста-

нням числа n закон розподiлу Y =

n∑
i=1

Xi наближатиметься до

нормального.
(Зауважимо, що це один iз найпростiших варiантiв центральної

граничної теореми.)

Приклад розподiлу
X1 + X2 + . . . + Xn

n
= X̄ при киданнi

грального кубика. Результат кожного кидка є випадковою вели-
чиною xi з рiвномiрним розподiлом, тобто

Xi 1 2 3 4 5 6
pi 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
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Графiчно цей розподiл подамо на рис. 7.1:

Рис. 7.1

M (Xi) =
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 3, 5; σ2 (Xi) = 2, 92.

Закон розподiлу величини X̄ =
X1 + X2

2
(n = 2):

X̄ 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 5,5 6,0
p 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

M(X̄) = 1 · 1

36
+ 1, 5 · 2

36
+ 30 · 3

36
+ . . . + 5, 5

2

36
+ 6, 0 · 1

36
= 3, 5;

σ2(X̄) = 1, 46⇒ σ2(X̄) =
1

2
σ2 (Xi) =

2, 92

2
= 1, 46.

Графiчно розподiл величини X̄ зображено на рис. 7.2:

Рис. 7.2
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З рис. 7.2 бачимо, що розподiл X̄ близький до нормального.
Бiльш близьким до нормального буде розподiл X̄ при збiльшеннi
n.

Для n = 5, 10, вiдповiдно, маємо M(X̄) = 3, 5, тобто не змi-

нюється, i σ2(X̄) =
σ2 (Xi)

5
(для n = 5) та σ2(X̄) =

σ2 (Xi)

10
(для

n = 10). Отже, σ2(X̄) =
σ2 (Xi)

n
i σ(X̄) =

σ (Xi)√
n

для довiльного

n > 1.
У практичних задачах центральну граничну теорему Ляпуно-

ва часто використовують для обчислення ймовiрностi того, що
сума багатьох випадкових величин набере значення, яке нале-
жить вказаному iнтервалу. Тому для обчислення ймовiрностi по-
дiї α < X < β використовується формула (4.25)

P (α < X < β) = Φ

(
β − np
√
npq

)
− Φ

(
α− np
√
npq

)
. (7.6)

Приклади розв’язування задач

1. Дискретна випадкова величина X задана законом розподiлу
X 0,3 0,6
P 0,2 0,8
Використовуючи нерiвнiсть Чебишева, оцiнити ймовiрнiсть то-

го, що |X −M(X)| < 0, 2.
Розв’язування. Знайдемо математичне сподiвання й диспер-

сiю величини X :

M(X) = 0, 3 · 0, 2 + 0, 6 · 0, 8 = 0, 54,

D(X) = M(X2)− [M(X)]2 = 0, 32 ·0, 2+0, 62 ·0, 8−0, 542 = 0, 0144.

Скористаємось нерiвнiстю Чебишева у виглядi (7.2). Пiдстав-
ляючи M(X) = 0, 54, D(X) = 0, 144, ε = 0, 2, одержимо

P (|X − 0, 54| < 0, 2) ≥ 1− 0, 0144

0, 04
= 0, 64.
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2. Послiдовнiсть незалежних випадкових величин X1, X2, . . . ,
Xn, . . . задана законом розподiлу

Xn −nα 0 nα

P
1

2n2
1− 1

n2

1

2n2
.

Перевiрити можливiсть застосування теореми Чебишева до за-
даної послiдовностi.
Розв’язування. Для того, щоб до послiдовностi випадкових

величин можна було б застосувати теорему Чебишева, достатньо,
щоб усi величини були попарно незалежними, мали скiнченнi ма-
тематичнi сподiвання й рiвномiрно обмеженi дисперсiї.

Оскiльки випадковi величини незалежнi, то вони попарно не-
залежнi. Отже, перша умова теореми Чебишева виконана.

Знайдемо математичнi сподiвання випадкових величин. Маємо

M(Xn) = −nα · 1

2n2
+ 0

(
1− 1

n2

)
+ nα · 1

2n2
= 0.

Бачимо, що математичнi сподiвання випадкових величин скiн-
ченнi (дорiвнюють нулю), тобто друга вимога теореми виконана.

Знайдемо дисперсiї випадкових величин. Для цього запишемо
закон розподiлу величин X2

n:
X2
n n2α2 0 n2α2

P
1

2n2
1− 1

n2

1

2n2

Знайдемо математичнi сподiвання M(X2
n):

M(X2
n) = n2α2 · 1

2n2
+ 0

(
1− 1

n2

)
+ n2α2 · 1

2n2
= α2.

Знайдемо дисперсiї D(Xn):

D(Xn) = M(X2
n)− [M(Xn)]2 = α2.

Таким чином, дисперсiї випадкових величин рiвномiрно обме-
женi числом α2, тобто третя умова виконана.
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Оскiльки всi умови теореми Чебишева виконанi для заданої
послiдовностi випадкових величин, то теорему Чебишева можна
застосувати.
3. Дисперсiя кожної iз 4500 незалежних випадкових величин,

що мають один i той самий закон розподiлу ймовiрностей, до-
рiвнює 5. Оцiнити ймовiрнiсть того, що вiдхилення середнього
арифметичного цих величин вiд середнього їх математичних спо-
дiвань, взяте за абсолютною величиною, не перевищить 0,4.
Розв’язування. Використовуючи нерiвнiсть Чебишова для

теореми Чебишова, одержимо:

P

(∣∣∣∣∣
4500∑
i=1

Xi

4500
−

4500∑
i=1

M(Xi)

4500

∣∣∣∣∣ < 0, 4

)
≥ 1− 5

4500 · 0, 4
= 0, 003.

4. Унаслiдок медичного огляду 900 допризовникiв було вияв-
лено, що середня маса кожного з них на 1,2 кг бiльша вiд по-
переднього призову. Чи можна це констатувати як випадковiсть,
якщо середнє вiдхилення маси допризовника дорiвнює 8 кг?
Розв’язування.

P

(∣∣∣∣∣
900∑
i=1

Xi

900
−

900∑
i=1

M(Xi)

900

∣∣∣∣∣ < 1, 2

)
≥ 1− 8

900 · (1, 2)2
=

= 1− 0, 0062 = 0, 9938;

P

(∣∣∣∣∣
900∑
i=1

Xi

900
−

900∑
i=1

M(Xi)

900

∣∣∣∣∣ > 1, 2

)
≈ 0, 0062.

Оскiльки ця ймовiрнiсть дуже мала, вiдхилення маси можна
вважати невипадковим.
5. Iмовiрнiсть виготовити стандартну деталь робiтником дорiв-

нює 0,95. Контролю пiдлягає 400 деталей. Оцiнити ймовiрнiсть
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вiдхилення вiдносної частоти появи стандартної деталi W (A) вiд
iмовiрностi 0,95 не бiльше нiж на величину 0,02.

(
W (A) =

m

n

)
Розв’язування. За умовою задачi: p = 0, 95; q = 0, 05; n = 400.

На пiдставi (7.2) дiстаємо:

P (|W (A)−0, 95| < 0, 02) ≥ 1− 0, 95 · 0, 05

400 · (0, 02)2
= 1−0, 2969 = 0, 7031.

6. Скiльки необхiдно провести експериментiв n, щоб iмовiр-
нiсть вiдхилення вiдносної частоти появи випадкової подiї W (A)

вiд iмовiрностi p = 0, 85, взятого за абсолютною величиною, на
ε = 0, 001, була б не меншою за 0,99.
Розв’язування. Iз умови задачi маємо p = 0, 85; q = 0, 15;

ε = 0, 001,
P (|W (A)− 0, 85| < 0, 001) ≥ 0, 99.

1− pq

nε2
= 0, 99 −→ n =

pq

0, 01ε2
=

0, 85 · 0, 15

0, 010, 000001
= 12450000.

7. Прилад складається з 80 незалежно працюючих елементiв.
Iмовiрнiсть вiдмови кожного елемента за час T дорiвнює 0,005.
За допомогою нерiвностi Чебишева оцiнити ймовiрнiсть того, що
абсолютна величина рiзницi мiж кiлькiстю елементiв, що вiдмо-
вили та середньою кiлькiстю вiдмов за час T менша вiд двох.
Розв’язування. Нехай випадкова величина X – кiлькiсть еле-

ментiв, що вiдмовили за час T .

M(X) = np = 80 · 0, 005 = 0, 4;

D(X) = npq = 80 · 0, 005 · 0, 995 = 0, 398.

За нерiвнiстю Чебишева (7.2):

P (|X − 0, 4| < 2) ≥ 1− 0, 398

4
= 0, 9005.

8. Iмовiрнiсть появи подiї A у кожному випробуваннi дорiвнює
0,8. Оцiнити ймовiрнiсть того, що у 100 незалежних випробува-
ннях подiя A вiдбудеться вiд 70 до 90 разiв: 1) за допомогою
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нерiвностi Чебишова; 2) за допомогою iнтегральної теореми Ла-
пласа.
Розв’язування. Знайдемо математичне сподiвання та диспер-

сiю випадкової величини X – кiлькостi появи подiї A у 100 неза-
лежних випробуваннях:

M(X) = np = 100 · 0, 8 = 80;

D(X) = npq = 100 · 0, 8 · 0, 2 = 16.

Використаємо нерiвнiсть Чебишева (7.2):

P (70 < X < 90) = P (|X − 80| < 10) ≥ 1− 16

100
= 0, 84.

Також використаємо iнтегральну теорему Лапласа (7.6):

P100(70; 90) ≈ Φ

(
90− 80√

16

)
−Φ

(
70− 80√

16

)
= 2Φ(2, 5) = 2·0, 4938 = 0, 9876.

Iмовiрнiсть, обчислена з використанням нерiвностi Чебишова, на-
багато менша, тому що не враховує особливостей закону розпо-
дiлу випадкової величини. Вона задає нижнiй порiг, дiйсний для
будь-якого закону розподiлу.
9. Iмовiрнiсть появи подiї в одному випробуваннi p = 0, 9.

Скiльки незалежних випробувань необхiдно провести, щоб з iмо-
вiрнiстю не меншою вiд 0,95 абсолютна величина вiдхилення вiд-
носної частоти появи випадкової подiї вiд її ймовiрностi була мен-
ша нiж 0,01? Оцiнку зробити за нерiвнiстю Чебишова та iнте-
гральною теоремою Лапласа.
Розв’язування. За умовою задачi

P
(∣∣∣m
n
− 0, 9

∣∣∣ < 0, 01
)
≥ 0, 95.

Оцiнюючи цю ймовiрнiсть за нерiвнiстю Чебишова (7.4), дiстане-
мо:

1− 0, 9 · 0, 1
n · 0, 012

≥ 0, 95; 0, 05 ≥ 900

n
;n ≥ 18000.
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Оцiнимо значення n на основi теореми Лапласа:

P
(∣∣∣m
n
− 0, 9

∣∣∣ < 0, 01
)
≈ 2Φ

(
0, 01

√
n

0, 9 · 0, 1

)
; 2Φ

(√
n

30

)
≥ 0, 95;

Φ

(√
n

30

)
≥ 0, 475;

√
n

30
≥ 1, 96;

√
n ≥ 58, 8; n ≥ 3458.

Оцiнка за iнтегральною теоремою Лапласа значно менша, нiж за
нерiвнiстю Чебишова, тому що нерiвнiсть Чебишова не враховує
особливостей розподiлу вiдносної частоти.
10. За нерiвнiстю Чебишова оцiнити кiлькiсть незалежних ви-

пробувань, коли з iмовiрнiстю не меншою вiд 0,95 абсолютна ве-
личина вiдхилення вiдносної частоти появи випадкової подiї вiд
її ймовiрностi не перевищує 0,05.
Розв’язування. Розглянемо формулу (7.4):

P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ < 0, 05

)
≥ 1− pq

n · 0, 052
.

Вираз pq = p(1 − p) оцiнимо максимальним його значенням 0,25
i дiстанемо

1− 0, 25

0, 0025n
≥ 0, 95;

100

n
≤ 0, 05; n ≥ 2000.

11. В цех надiйшло 500 комплектiв деталей. Математичне спо-
дiвання та дисперсiя кiлькостi бракованих деталей у кожному
комплектi дорiвнюють 1 та 0,8. Знайти ймовiрнiсть того, що у
цих 500 комплектах буде вiд 490 до 510 бракованих деталей.
Розв’язування. Нехай Xi – кiлькiсть бракованих деталей в i-

му комплектi, X =

500∑
i=1

Xi – кiлькiсть бракованих деталей у всiх

500 комплектах. За центральною граничною теоремою випадко-
ва величина X має закон розподiлу близький до нормального.
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Знайдемо його числовi характеристики:

M(X) = M

(
500∑
i=1

Xi

)
= 500;

D(X) = D

(
500∑
i=1

Xi

)
= 500 · 0, 8 = 400;σ(X) = 20.

Для нормального закону розподiлу

P (α < X < β) = Φ

(
β − a
σ

)
− Φ

(
α− a
σ

)
.

Tому

P (490 < X < 510) = Φ

(
510− 500

20

)
−Φ

(
490− 500

20

)
= 2Φ(0, 5) = 0, 383.

Завдання для самостiйного розв’язування

◦ 1. Середнi витрати води в населеному пунктi становлять
50000 л за день. Оцiнити ймовiрнiсть того, що в цьому населеному
пунктi протягом одного певного дня витрати води не перевищать
150000 л.

Вiдповiдь. P ≥ 2

3
.

◦ 2. Середнє квадратичне вiдхилення похибки вимiрювання ар-
гументу дорiвнює 20′ (математичне сподiвання її дорiвнює 0). Ви-
значити ймовiрнiсть того, що похибка середнього арифметичного
трьох вимiрювань не перевищить одного градуса.

Вiдповiдь. P ≥ 0, 963.
3. Випадкова величина – середня арифметична незалежних

однаково розподiлених випадкових величин: n = 225, σ = 15.
Якого максимального вiдхилення цiєї величини вiд її математи-
чного сподiвання можна очiкувати з iмовiрнiстю P = 0, 9544?
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Вiдповiдь. 2.
◦ 4. Перевiряється партiя деталей. З iмовiрнiстю P = 0, 01

деталь може мати дефект A i незалежно вiд цього з iмовiрнiстю
P = 0, 03 – дефектB. В яких межах при P = 0, 9973 перебуватиме
кiлькiсть стандартних деталей у партiї iз 10000 деталей?

Вiдповiдь. (942; 979).
5 (д/з). При виготовленнi виливкiв брак становить 20%.

Скiльки потрiбно виготовити зливкiв, щоб з iмовiрнiстю P = 0, 95

забезпечити програму випуску виробiв, згiдно з якою передбаче-
но отримати 50 бездефектних зливкiв?

Вiдповiдь. 70.
6 (с/р). Iмовiрнiсть появи випадкової подiї в одному експе-

риментi є величиною сталою i дорiвнює 0,3. Iз якою iмовiрнiстю
можна стверджувати, що вiдносна частота цiєї подiї при 100 екс-
периментах буде знаходитись у межах [0, 2; 0, 4]?

Вiдповiдь. 0,98.
7. Випадкова подiя A може здiйснитися при одному експери-

ментi iз iмовiрнiстю p. Експеримент повторили n раз. Яка ймо-
вiрнiсть того, що при цьому виконується нерiвнiсть

np− 2
√
npq < m < np + 2

√
npq?

Вiдповiдь. 0,9544.
8. Яке повинна мати значення величина ε у нерiвностi Чеби-

шова, щоб P (|X − a| < ε) ≈ 0, 99, коли вiдомо, що D(X) = 4.
Вiдповiдь. ε = 20.

9. Iз якою надiйнiстю середнє арифметичне вимiрiв певної ве-
личини вiдповiдає iстинному вимiру цiєї величини, якщо було
здiйснено 500 вимiрювань iз точнiстю 0,1 i при цьому дисперсiї
випадкових величин – результатiв вимiрювання – не перевищу-
ють 0,3.

Вiдповiдь. 0,94.
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◦ 10. Скiльки необхiдно провести вимiрiв дiаметра втулки, щоб
середнє арифметичне цих вимiрiв вiдрiзнялося вiд iстинного роз-
мiру дiаметра втулки не бiльше як 0,05 iз надiйнiстю 90%, якщо
дисперсiї випадкових величин (результатiв вимiрiв) не перевищу-
ють 0,2.

Вiдповiдь. n = 800.
◦ 11. Iмовiрнiсть того, що за час t iз ладу вийде один кон-

денсатор, дорiвнює 0,2. Яка ймовiрнiсть того, що за час t iз 100
конденсаторiв iз ладу вийде:

1) не менш як 28 конденсаторiв;
2) вiд 14 до 26 конденсаторiв?
Вiдповiдь. 1) 0,98; 2) 0,9.
12 (c/p).При вiдливаннi вiдливок, iз яких потiм виготовляють

на верстатах деталi, одержують у середньому 20% браку. Скiльки
необхiдно запланувати вiдливок, щоб iз iмовiрнiстю не меншою
за 0,95 була забезпечена програма випуску деталей, для виготов-
лення яких необхiдно 50 бездефектних вiдливок?

Вiдповiдь. n = 305.
13. Здiйснюється вибiркове обстеження партiї електроламп

для визначення тривалостi їх горiння. Скiльки необхiдно пере-
вiрити електролампочок, щоб iз iмовiрнiстю не меншою за 0,9876
можна було стверджувати, що середня тривалiсть горiння лам-
почки для всiх n штук перевiрених вiдхилялось вiд її середньої
величини не бiльше нiж на 10 годин, якщо середнє квадратичне
вiдхилення тривалостi горiння лампочок дорiвнює 80 годин?

Вiдповiдь. n = 4776.
14. Випадкова величина X – середнє арифметичне 10000 не-

залежних випадкових велечин, що мають один i той самий закон
розподiлу, i середнє квадратичне вiдхилення кожної iз них дорiв-
нює 2. Яке максимальне вiдхилення величини X вiд його мате-
матичного сподiвання можна очiкувати iз iмовiрнiстю 0,9544?
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Вiдповiдь. 0,04.
◦ 15. Верстат iз програмним управлiнням виготовляє за ро-

бочу змiну 900 виробiв, iз яких в середньому 1% складає брак.
Знайти наближено ймовiрнiсть того, що за змiну буде виготовле-
но не менше 810 доброякiсних виробiв, якщо вони виявляються
доброякiсними незалежно один вiд одного.

Вiдповiдь. 0,99865.
16. Кожна iз 40 незалежних випадкових величин має гамма-

розподiл iз значенями параметрiв α = 2, λ = 10. На пiдставi
центральної граничної теореми теорiї ймовiрностей записати на-

ближено закон розподiлу для випадкової величини X =

40∑
i=1

Xi.

Вiдповiдь. a = 8; σ ≈ 0, 9; f (x) =
1

0, 9
√

2π
e−

(x−8)2
1,62 , −∞ < x <

∞.
17. У касi певного закладу в наявностi є 4000 гривень. У черзi

знаходиться n = 30 робiтникiв. Сума X , яку потрiбно виплатити
кожному, є випадковою величиною iз математичним сподiванням,
рiвним 200 грн. i середнiм квадратичним вiдхиленням σ = 60 грн.
Знайти ймовiрнiсть того, що суми, котра є в касi, не вистачить
усiм людям, якi стоять у черзi.

Вiдповiдь. M(Y ) = n, M(X) = 30 · 200 = 6000 грн.;
σ(Y ) =

√
3060 ≈ 5, 48 · 60 ≈ 328, 8 грн.;

P (X > 4000) = 0, 5− Φ

(
4000− 6000

328, 8

)
= 1. Не вистачить.

18. Зберiгається умова задачi 23, тiльки в черзi стоїть n =

15 робiтникiв i сума X , яку повинен одержати кожний iз них, є
випадковою величиною iз значеннями M(X) = 150 грн., σ(X) =

60 грн. Яка ймовiрнiсть того, що суми вистачить усiм людям?
Вiдповiдь. M(X) = 2250 грн.; σ(Y ) =

√
15 · 60 ≈ 232, 4 грн.;

P (X > 4000) = 0, 5− Φ

(
4000− 2250

232, 4

)
= 0, 5− 0, 5 = 0.
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Усiм робiтникам вистачить суми, що є в касi.
19. Потяг складається iз 30 вагонiв. Маса кожного з них є ви-

падковою величиною X iз математичним сподiванням M(X) =

400 т i середнiм квадратичним вiдхиленням σ(X) = 20 т. Локо-
мотив може нести масу не бiльшу за 12100 т. Якщо маса потягу
перевищує допустиму, то необхiдно причеплювати другий локо-
мотив. Знайти ймовiрнiсть того, що одного локомотива не досить
для перевезення потягу.

Вiдповiдь. G =
n∑
i=1

Xi – маса потягу.

MG = nM(X) = 30 · 400 = 12000 т;
σ(Y ) =

√
30 σX ≈ 5, 5 · 20 = 110 т; P (G > 14500) ≈ 0, 1814.
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Варiанти завдань для модульної контрольної роботи з
теорiї ймовiрностей

Варiант 1

1. На складi взяли 5 мiшкiв борошна I ґатунку i 7 мiшкiв боро-
шна II ґатунку. Довiльнi 6 мiшкiв з 12 витратили на приготування
одного з видiв паляниць. Знайти ймовiрнiсть того, що половина
з цих 6 мiшкiв борошна виявилася борошном I ґатунку.
2. Вiдбувається два пострiли по мiшенi. Чи будуть несумiсними

двi подiї: вiдбулося хоча б одне влучення або був хоча б один
промах?
3. Iмовiрнiсть того, що один iз трьох лiфтiв виявиться в даний

момент на першому поверсi, дорiвнює 0,1. Яка ймовiрнiсть того,
що хоча б один лiфт виявиться на першому поверсi?
4. 30% приладiв складає спецiалiст високої квалiфiкацiї i 70%

– середньої. Надiйнiсть приладу, складеного спецiалiстом високої
квалiфiкацiї, дорiвнює 0,9, а приладу, складеного спецiалiстом
середньої квалiфiкацiї, – 0,8. Взятий прилад працює бездоганно.
Визначити ймовiрнiсть того, що його складав спецiалiст високої
квалiфiкацiї.

5. Iмовiрнiсть того, що витрата води на деякому пiдприємствi
виявиться нормальною, дорiвнює 0,75. Знайти ймовiрнiсть того,
що в найближчi 6 днiв витрата води буде нормальною протягом
3 днiв.
6. При деякому випробуваннi ймовiрнiсть позитивного наслiд-

ку дорiвнює 0,8. Знайти iмовiрнiсть того, що число позитивних
наслiдкiв при 200 випробуваннях буде не меншим за 170.
7. Закон розподiлу дискретної випадкової величини X задано

таблицею:
X -7 -6 -5 -4 -3

p 0,2 0,25 0,1 0,15 0,3
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Знайти функцiю розподiлу випадкової величини X i побудува-
ти її графiк. Знайти середнє квадратичне вiдхилення випадкової
величини X .
8. Iнтегральна функцiя розподiлу випадкової величини X має

вигляд

F (x) =


0, при x < 0;
ax2, при 0 ≤ x ≤ 1;
1, при x > 1.

Потрiбно: а) знайти коефiцiєнт a; б) знайти функцiю щiльно-
стi розподiлу f (x); в) побудувати графiки функцiй f (x) i F (x); г)
знайти ймовiрнiсть того, що випадкова величина X набуде зна-
чення з iнтервалу (0,25; 0,5).
9. Вiдомо, що випадкова величина X може набувати значен-

ня 1, 2 i 3. Знайти ймовiрностi цих значень, якщо математичне
сподiвання цiєї випадкової величини дорiвнює 1,8, а дисперсiя до-
рiвнює 0,56.
10. 50 % помилок приладу не виходить за межi ±10 м. Знайти

процент помилок приладу, що не виходить за межi ±20 м, ко-
ли вiдомо, що прилад не має систематичних помилок. Випадковi
помилки пiдпорядковуються нормальному розподiлу.
11. Дисперсiя кожної з 2500 незалежних випадкових величин

не перевищує 5. Оцiнити ймовiрнiсть того, що вiдхилення сере-
днього арифметичного цих випадкових величин вiд середнього
арифметичного їх математичного сподiвання не перевищує 0,4.
12. Знайти коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин X i Y ,

якщо вiдомий двовимiрний розподiл цих величин:
X

Y
1 2 3 4

-2 0,1 0,1 0,05 –
-1 0,05 0,2 0,2 0,05
0 – – 0,05 0,2
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Варiант 2

1. Виготовлено 6 замкiв, ключi до яких змiшанi. Випадково
беруть два ключi i два замки. Яка ймовiрнiсть того, що навмання
взятi ключi пiдiйдуть до взятих замкiв.
2. Здiйснюється 3 пострiли по мiшенi. Перелiчити елементарнi

подiї, з яких складаються подiї: вiдбулося рiвно одне попадання;
при повторному пострiлi не було попадання.
3. Яка ймовiрнiсть, що довiльно взятi 3 людини народилися в

один i той самий день тижня?
4. У ящику 12 сталевих i 8 мiдних деталей. Iмовiрнiсть того, що

сталева деталь буде придатною при складаннi, дорiвнює 0,95, мi-
дна – 0,97. Знайти ймовiрнiсть того, що випадково взята з ящика
деталь виявиться придатною.
5. Студенту задають 6 питань. На кожне питання дано чотири

можливих вiдповiдi, з-помiж яких необхiдно вибрати одну пра-
вильну. Яка ймовiрнiсть того, що при простому вгадуваннi пра-
вильна вiдповiдь буде не менше нiж на 5 питань?
6. Яка ймовiрнiсть того, що серед 200 осiб виявиться щонай-

менше 4 лiвшi, якщо в середньому лiвшi становлять 1%?
7. Закон розподiлу дискретної випадкової величини X задано

таблицею:
X 1 3 5 7 9 11
p 0,1 0,15 0,1 0,15 0,1 0,4

Знайти функцiю розподiлу випадкової величини X i побудува-
ти її графiк. Знайти середнє квадратичне вiдхилення випадкової
величини X .
8. Випадкову величину X задано функцiєю щiльностi розподi-
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лу:

f (x) =


0 при x ≤ 1;
1/3 при 1 < x ≤ 2;
a при 2 < x ≤ 3;
0, при x > 3.

Потрiбно: а) знайти коефiцiєнт a; б) знайти функцiю розподi-
лу F (x); в) побудувати графiки функцiй f (x) i F (x); г) знайти
математичне сподiвання i дисперсiю випадкової величини X .
9. Екзаменатор пропонує студентовi додатковi питання. Iмо-

вiрнiсть того, що студент вiдповiсть на задане питання, дорiвнює
0,9. Викладач перериває iспит, тiльки-но студент виявляє незнан-
ня заданого питання або коли кiлькiсть питань досягає 5. Знайти
закон розподiлу кiлькостi додаткових питань. Визначити матема-
тичне сподiвання цiєї випадкової величини.
10. Iмовiрнiсть набуття випадковою величиною, що пiдпоряд-

кована закону нормального розподiлу, значення з iнтервалу (-5;
5), дорiвнює 0,0455. Знайти дисперсiю розподiлу, коли вiдомо, що
математичне сподiвання дорiвнює 0.
11. Вивчено 100 путiвок рiзних автомобiлiв певної автобази.

Встановлено, що середня довжина маршруту дорiвнює 43,7 км
при середньому квадратичному вiдхиленнi 15,4 км. Визначити з
iмовiрнiстю 0,8859, в яких межах виявиться середня довжина всiх
маршрутiв, пройдених автомобiлями бази.
12. Знайти коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин X i Y ,

якщо вiдомий двовимiрний розподiл цих величин:

X

Y
-2 -1 0

2 0,3 – –
3 – 0,2 0,1
4 – 0,1 0,3
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Варiант 3

1. Четверо робiтникiв прийшли на роботу до цеху, в якому пра-
цюють 12 робiтникiв. З усiх робiтникiв сформували випадковим
чином 2 групи по 8 осiб у кожнiй. Знайти ймовiрнiсть того, що
робiтники, якi щойно прийшли, будуть в однiй групi.
2. Монета пiдкидається 3 рази. Чи є незалежними подiї: поява

герба при перших двох пiдкиданнях; поява цифри в результатi
хоча б одного з останнiх пiдкидань?
3. Знайти ймовiрнiсть того, що вирiб, який складається з трьох

деталей, вийшов iз ладу через несправнiсть не менш нiж двох
деталей, якщо ймовiрнiсть виходу з ладу деталей дорiвнює 0,2;
0,3; 0,1.
4. З першого автомата на складання надходить 40 %, з другого

– 30 %, з третього – 20 %, з четвертого – 10 % деталей. Серед
деталей першого автомата 0,1 % бракованих, другого – 0,2 %,
третього – 0,5 %, четвертого – 0,5 %. Знайти ймовiрнiсть того,
що на складання надiйшла бракована деталь.
5. Завод, що виготовляє радiолампи, дає 5% браку. На випро-

бування взято 3 радiолампи. Знайти ймовiрнiсть того, що серед
них буде не бiльш як двi зiпсованi.
6. Iмовiрнiсть неточного складання приладу дорiвнює 0,2. Зна-

йти ймовiрнiсть того, що серед 500 приладiв виявиться вiд 410 до
430 точних.
7. Закон розподiлу дискретної випадкової величин X задано

таблицею
X -2 0 2 4 6 8
p 0,05 0,2 0,15 0,1 0,25 0,25

Знайти функцiю розподiлу випадкової величини X i побудува-
ти її графiк. Знайти середнє квадратичне вiдхилення випадкової
величини X .
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8. Випадкову величину X задано такою функцiєю щiльностi
розподiлу:

f (x) =


0 при x < 0;
a sinx при 0 ≤ x ≤ π;
0, при x > π.

Потрiбно: а) знайти коефiцiєнт a; б) знайти функцiю розподi-
лу F (x); в) побудувати графiки функцiй f (x) i F (x); г) знайти
ймовiрнiсть того, що випадкова величина X набуде значення з
iнтервалу (π4 ,

π
2).

9. У двох ящиках лежать по десять куль iз цифрами. У першо-
му лежить одна куля з цифрою 1, 5 куль iз цифрою 2 i 4 кулi з
цифрою 3. У другому ящику лежать двi кулi з цифрою 1, 7 куль з
цифрою 2 i 1 куля з цифрою 3. Одночасно виймають по однiй ку-
лi з обох ящикiв. Добуток цифр, записаних на витягнутих кулях,
є випадковою величиною. Знайти закон розподiлу i математичне
сподiвання цiєї випадкової величини.
10. Розподiл заводiв за процентом виконання плану пiдпоряд-

ковується закону нормального розподiлу iз середнiм арифмети-
чним 103,3 % i середнiм квадратичним вiдхиленням 1,5 %. Ви-
значити, яка частина заводiв не виконує план.
11. Середнє значення швидкостi вiтру бiля землi в даному пун-

ктi дорiвнює 16 км/год. Закон розподiлу швидкостей вiтру невi-
домий. Оцiнити ймовiрнiсть того, що швидкiсть вiтру в цьому
пунктi в даний момент часу не перевищує 80 км/год.
12. Знайти коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин X i Y ,

якщо вiдомий двовимiрний розподiл цих величин:
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X

Y
-2 -1 0

0 0,3 0,05 –
1 0,05 0,2 0,05
2 – 0,05 0,2
3 – – 0,1

Варiант 4

1. У лiфт на першому поверсi ввiйшли троє чоловiкiв i троє
жiнок. Кожна з шести осiб з однаковою ймовiрнiстю виходить
на одному з трьох верхнiх поверхiв. Яка ймовiрнiсть того, що на
кожному з цих поверхiв вийде один чоловiк i одна жiнка.
2. Пiдкидаються два гральнi кубики. Чи протилежнi подiї: по-

ява хоча б однiєї парної цифри на першому кубику; поява хоча б
однiєї непарної цифри на другому кубику?
3. На пiдприємствi 96 % виробiв виготовляють придатними. У

кожнiй сотнi придатних деталей виявляється 75 виробiв I гатунку,
решта – другого гатунку. Знайти ймовiрнiсть того, що випадково
взятий вирiб пiдприємства буде II гатунку.
4. Кiнескоп телевiзора може належати до однiєї з трьох пар-

тiй з iмовiрностями 0,25; 0,5 i 0,25. Iмовiрностi того, що кiнескоп
працюватиме задану кiлькiсть годин для цих партiй вiдповiдно
дорiвнюють 0,2; 0,4 i 0,1. Кiнескоп не пропрацював задану кiль-
кiсть годин. Визначити ймовiрнiсть того, що його було взято не
з другої партiї.
5. Опитування показало, що в деякому мiстi 60 % працюючого

населення витрачає менш як 30 хв на проїзд до мiсця роботи.
Знайти ймовiрнiсть того, що з п’яти довiльно взятих працюючих
не менш як двоє витрачають на дорогу понад 30 хв.
6. Iмовiрнiсть виходу з ладу верстата пiсля визначеного часу

роботи дорiвнює 0,7. Знайти ймовiрнiсть того, що в цеху, в яко-
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му 200 верстатiв, до кiнця вказаного часу вийдуть iз ладу 160
верстатiв.
7. Закон розподiлу дискретної випадкової величини X задано

таблицею:
X 1 3 5 7 9
p 0,4 0,3 0,2 0,09 0,01

Знайти функцiю розподiлу випадкової величини X i побудува-
ти її графiк. Знайти середнє квадратичне вiдхилення випадкової
величини X .
8. Випадкову величину задано функцiєю щiльностi розподiлу

f (x) =
a

1 + x2
.

Потрiбно: а) знайти коефiцiєнт a; б) знайти функцiю розподi-
лу F (x); в) побудувати графiки функцiй f (x) i F (x); г) знайти
ймовiрнiсть того, що випадкова величина X набуде значення з
iнтервалу (-1,1).
9. Двоє мисливцiв стрiляють по качках. Для першого мислив-

ця ймовiрнiсть влучити в качку при одному пострiлi дорiвнює
0,6. Кiлькiсть качок, збитих мисливцями, що зробили по одному
пострiлу, є випадковою величиною, математичне сподiвання якої
дорiвнює 1,3. Яка ймовiрнiсть збити качку для другого мислив-
ця?
10. Похибка при вимiрюваннi деталей пiдпорядкована закону

нормального розподiлу iз середнiм квадратичним вiдхиленням
0,2. Визначити ймовiрнiсть того, що похибка вимiрювання не пе-
ревищить за абсолютною величиною 0,4.
11. Витрата води в населеному пунктi пiдпорядковується не-

вiдомому закону розподiлу. Середня витрата води становить 50
000 л на день. Оцiнити ймовiрнiсть того, що в цьому населеному
пунктi в даний день витрата води не перевищить 150 000 л.
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12. Знайти коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин X i Y ,
якщо вiдомий двовимiрний розподiл цих величин:

X

Y
2 3 4 5

-3 0,1 0,4 – –
-2 – 0,2 0,05 –
-1 0,05 – 0,1 0,1

Варiант 5

1. На вiтринi прилавку довiльно виставлено 5 вазочок iз цу-
керками рiзної вартостi. Знайти ймовiрнiсть того, що двi вазочки
з найдорожчими цукерками опиняться поруч.
2. Робляться два пострiли по мiшенi. Знайти протилежнi подiї

до суми i добутку подiй: вiдбулося хоча б одне попадання; був
хоча б один промах.
3. 10% стандартної продукцiї виготовляється вищого гатунку,

30 % - першого гатунку. Решта стандартної продукцiї виготовляє-
ться другого гатунку. Знайти ймовiрнiсть виготовлення продукцiї
другого гатунку, якщо процент браку дорiвнює 1.
4. На завод надходить литво в болванках з трьох ливарних за-

водiв. З першого заводу надходить 20 % литва, iз другого – 50
%, iз третього – 30 %. Частка дефектних болванок на першому
заводi становить 20 %, на другому – 10 %, на третьому – 15 %.
Взята навмання болванка виявилася дефектною. Визначити ймо-
вiрнiсть того, що вона надiйшла з другого заводу.
5. Спостереженнями встановлено, що в деякiй мiсцевостi пiсля

полудня небо безхмарне в середньому 2 днi з трьох. Знайти ймо-
вiрнiсть того, що протягом тижня хмари пiсля полудня будуть
вiдсутнi принаймнi 5 днiв.
6. Iмовiрнiсть отримання деякого розмiру деталi в межах за-

даного допуску дорiвнює 0,9. Знайти ймовiрнiсть того, що з 500
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виготовлених деталей непридатними виявляться не бiльш як 60.
7. Закон розподiлу дискретної випадкової величини X задано

таблицею:
X -5 -4 -3 -2 -1 0
p 0,05 0,15 0,2 0,25 0,3 0,05

Знайти функцiю розподiлу випадкової величини X i побудува-
ти її графiк. Знайти середнє квадратичне вiдхилення випадкової
величини X .
8. Випадкову величину X задано такою функцiєю щiльностi

розподiлу:
f (x) = ae−|x|.

Потрiбно: а) знайти коефiцiєнт a; б) знайти функцiю розподiлу
F (x); в) побудувати графiки функцiй f (x) i F (x); г) знайтиM(X)

i D(X).
9. З урни, що мiстить 7 бiлих i 3 чорних кулi, витягається по

однiй кулi без повернення до появи бiлої кулi. Знайти закон роз-
подiлу числа витягнутих чорних куль. Визначити математичне
сподiвання i дисперсiю цiєї випадкової величини.
10. Похибка при вимiрюваннi дальностi пiдпорядкована нор-

мальному закону. Ймовiрнiсть того, що вимiряне значення даль-
ностi буде за абсолютною величиною вiдхилятися вiд справжньо-
го бiльш нiж на 40 м, дорiвнює 0,5. Знайти ймовiрнiсть того, що
вимiряне значення за абсолютною величиною буде вiдхилятися
вiд справжнього не бiльш нiж на 5 м.
11. Середнiй стаж роботи дорiвнює 7,9 рокiв. Визначити ймо-

вiрнiсть того, що стаж випадково взятого робiтника не переви-
щуватиме 10 рокiв.
12. Знайти коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин X i Y ,

якщо вiдомий двовимiрний розподiл цих величин:

163



X

Y
-2 -1 0 1 2

1 0,2 0,1 – 0,05 –
2 0,05 – 0,1 0,3 –
3 – 0,05 – 0,05 0,1

Варiант 6

1. При перевезеннi 15 000 виробiв одного виду i 25 000 виробiв
iншого виду два вироби було пошкоджено. Знайти ймовiрнiсть
того, що пошкоджено вироби рiзних видiв.
2. Пiдкидають 2 монети. Чи утворюють повну групу подiй такi

подiї: поява хоча б одного герба, поява хоча б однiєї цифри.
3. Двi з п яти платформ, що прибули на станцiю, навантажено

деталями для заводу А. Знайти ймовiрнiсть того, що цi платфор-
ми не будуть серед перших двох розвантажених платформ.
4. Деякий механiзм складається з двох деталей А, п’яти де-

талей Б, однiєї деталi В, шести деталей Г i чотирьох деталей Д.
Iмовiрнiсть пошкодження деталi А дорiвнює 0,02, деталi Б – 0,05,
деталi В – 0,10, деталi Г – 0,13 i деталi Д – 0,09. Механiзм вийшов
iз ладу. Визначити ймовiрнiсть того, що несправною виявилася
деталь Г.
5. Завод телефонних апаратiв дає 2 % браку. На дослiдження

взято 4 апарати. Знайти ймовiрнiсть того, що серед них буде не
бiльш як три зiпсованих.
6. У результатi перевiрки якостi зерна, пiдготовленого для по-

сiву, установлено, що сходять 90 % зерен. Визначити ймовiрнiсть
того, що серед 500 довiльно взятих зерен пiсля посадки проросте
вiд 440 до 490 зерен.
7. Закон розподiлу дискретної випадкової величини X задано

таблицею:
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X 1 5 9 13 17
p 0,4 0,2 0,2 0,1 0,1

Знайти функцiю розподiлу випадкової величини X i побудува-
ти її графiк. Знайти середнє квадратичне вiдхилення випадкової
величини X .
8. Випадкову величину X задано такою функцiєю розподiлу:

F (x) =


0 при x ≤ 0;
x/4 при 0 < x ≤ 1;
(3/4)x− 1/2 при 1 < x ≤ 2;
1 при x > 2.

Потрiбно: а) знайти функцiю щiльностi розподiлу f (x); б) по-
будувати графiки функцiй f (x) i F (x); в) знайти M(X) i D(X).
9. Стрiлець стрiляє по мiшенi до першого влучення, маючи в

запасi 4 патрони. Ймовiрнiсть влучення при кожному пострiлi
дорiвнює 0,6. Знайти закон розподiлу випадкової величини, зна-
чення якої дорiвнюють кiлькостi витрачених патронiв. Визначити
математичне сподiвання та дисперсiю випадкової величини.
10. Довжина деталi, виготовленої на верстатi, розподiлена за

нормальним законом iз середнiм значенням 22 мм i дисперсiєю
0,04 мм2. Знайти ймовiрнiсть того, що довжина деталi буде мiж
21,6 мм i 22,4 мм.
11. Серед випадково вiдiбраних 45 робiтникiв цеху 9 осiб отри-

мують щомiсячно заробiтну плату понад 4600 грн. Визначити з
iмовiрнiстю 0,9, в яких межах потребуває частка всiх робiтникiв
цеху, що отримують заробiтну плату, вищу за 4600 грн на мiсяць.
12. Знайти коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин X i Y ,

якщо вiдомий двовимiрний розподiл цих величин:
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X

Y
1 3 3

-3 0,4 0,05 0,05
-2 – 0,3 –
-1 – – 0,2

Варiант 7

1. У 10 однакових коробках лежать торти рiзних видiв: 5 тортiв
– одного виду, 3 – другого i 2 – третього. Випадково беруть три
коробки. Знайти ймовiрнiсть того, що хоча б двi з них мiстять
торти одного i того самого виду.
2. Пiдкидають двi монети. Чи є протилежними подiї: поява

двох гербiв; поява двох цифр?
3. З партiї виробiв товарознавець вiдбирає вироби вищого га-

тунку. Ймовiрнiсть того, що випадково взятий вирiб виявиться
вищого гатунку, дорiвнює 0,8. Знайти ймовiрнiсть того, що з 4
перевiрених виробiв хоча б один вирiб буде вищого гатунку.
4. Наладчик обслуговує 4 верстати типу А i 6 верстатiв типу

В. Один верстат типу А потребує наладки з iмовiрнiстю 0,3, а
верстат типу В – 0,2. Знайти ймовiрнiсть того, що верстат, який
потребує уваги наладчика, є верстатом типу А.
5. Нормальна частота захворюваностi певним захворюванням

серед великої рогатої худоби становить 25 %. Для перевiрки ва-
кцини обирають 6 здорових тварин i роблять щеплення. За при-
пущення, що вакцина абсолютно недiєва, знайти ймовiрнiсть то-
го, що захворiє не бiльш як 2 тварини.
6. У деякiй мiсцевостi за 120 зимових днiв снiгопад буває в

середньому 45 днiв. Знайти ймовiрнiсть того, що поточної зими в
цiй мiсцевостi буде не бiльш як 40 днiв iз снiгопадом.
7. Закон розподiлу дискретної випадкової величини X задано

таблицею:
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X -2 -1 0 2 4
p 0,1 0,3 0,2 0,3 0,1

Знайти функцiю розподiлу випадкової величини X i побудува-
ти її графiк. Знайти середнє квадратичне вiдхилення випадкової
величини X .
8. Випадкову величину X задано такою функцiєю щiльностi

розподiлу:

f (x) =

{
0 при x ≤ 1;
a

x2
при x > 1.

Потрiбно: а) знайти коефiцiєнт a; б) знайти функцiю розподi-
лу F (x); в) побудувати графiки функцiй f (x) i F (x); г) знайти
ймовiрнiсть того, що випадкова величина X набуде значення з
iнтервалу (2;3).
9. Стрiлець робить три пострiли по мiшенi. Iмовiрнiсть влуче-

ння в мiшень при кожному пострiлi дорiвнює 0,4. За кожне влу-
чення стрiльцю зараховується 5 балiв. Знайти закон розподiлу
кiлькостi нарахованих балiв. Визначити математичне сподiвання
i дисперсiю випадкової величини.
10. Розмiр деталей пiдпорядкований закону нормального роз-

подiлу iз середнiм арифметичним 15 мм i дисперсiєю 0,25. Визна-
чити очiкуваний процент браку, якщо допустимi розмiри мiстя-
ться в межах вiд 14 до 17 мм.
11. Середнiй настриг вовни з однiєї вiвцi дорiвнює 3,8 кг. Оцi-

нити ймовiрнiсть того, що настриг вовни з випадково взятої вiвцi
не перевищуватиме 4 кг.
12. Знайти коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин X i Y ,

якщо вiдомий двовимiрний розподiл цих величин:
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X

Y
-1 0 1

-1 0,2 – 0,05
0 0,05 0,1 –
1 – 0,05 0,2
2 0,05 – 0,1
3 – – 0,2

Варiант 8

1. У лiфт 9-поверхового будинку на першому поверсi ввiйшли
3 людини. Кожен iз пасажирiв з однаковою ймовiрнiстю може
вийти на будь-якому поверсi, починаючи з третього. Яка ймовiр-
нiсть того, що всi пасажири вийдуть на рiзних поверхах?
2. З колоди карт виймають двi карти. Чи є протилежними по-

дiї: поява двох червоних карт; поява двох чорних карт?
3. Частка валикiв, бракованих за довжиною, становить 3,5 %, а

бракованих за дiаметром - 2 % вiд кiлькостi валикiв, бракованих
за довжиною. Частка валикiв, забракованих лише за дiаметром,
дорiвнює 1,9 %. Знайти ймовiрнiсть того, що валик матиме стан-
дартний дiаметр.
4. Iмовiрнiсть появи браку на першому верстатi дорiвнює 0,02,

на другому – 0,03, третьому – 0,01. Продуктивнiсть першого вер-
стата вдвiчi бiльша, нiж другого, а продуктивнiсть третього вер-
стата втричi бiльша, нiж першого. Знайти ймовiрнiсть того, що
випадково вибрана деталь виявиться нестандартною.
5. Експедицiя видавництва вiдправила журнали в три пошто-

вих вiддiлення. Iмовiрнiсть своєчасної доставки журналiв у ко-
жне з поштових вiддiлень дорiвнює 0,85. Знайти ймовiрнiсть то-
го, що не бiльш нiж одне поштове вiддiлення отримає журнали
iз запiзненням.
6. Iмовiрнiсть того, що довiльно взята деталь, пiдiйде до ву-
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зла, що складається, дорiвнює 0,9. Знайти ймовiрнiсть того, що
при складаннi 100 вузлiв не менш як 70 довiльно взятих деталей
пiдiйдуть без подальшого припасування.
7. Закон розподiлу дискретної випадкової величини X задано

таблицею:
X 2 5 8 11 14 17
p 0,4 0,29 0,15 0,1 0,05 0,01

Знайти функцiю розподiлу випадкової величини X i побудува-
ти її графiк. Знайти середнє квадратичне вiдхилення випадкової
величини X .
8. Випадкову величину X задано такою функцiєю розподiлу:

F (x) =



0 при x ≤ 0;
x2

2
при 0 < x ≤ 1;

1− (x− 2)2

2
при 1 < x ≤ 2;

1 при x > 2.

Потрiбно: а) знайти функцiю щiльностi розподiлу f (x); б) по-
будувати графiки функцiй f (x) i F (x); в) знайти математичне
сподiвання i дисперсiю випадкової величини X .
9. У партiї з 6 деталей є 4 стандартних. Випадково вiдiбранi

3 деталi. Скласти закон розподiлу кiлькостi стандартних деталей
серед вiдiбраних. Визначити математичне сподiвання i дисперсiю
випадкової величини.
10. Обчислити ймовiрнiсть потрапляння значення випадкової

величини, що має закон нормального розподiлу, на iнтервал (20;
25), коли вiдомо, що центр розсiювання мiститься в точцi а=15,
а мiра точностi потрапляння дорiвнює 0,059.
11. Оцiнити ймовiрнiсть того, що середнє арифметичне 50 не-

залежних випадкових величин вiдхилиться вiд середнього ари-
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фметичного їх математичних сподiвань не бiльш, нiж на 0,15,
якщо дисперсiя кожної випадкової величини не перевищує 0,45.
12. Знайти коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин X i Y ,

якщо вiдомий двовимiрний розподiл цих величин:

X

Y
0 1 2 3

-2 0,1 0,1 – –
-1 0,1 0,1 0,1 –
0 – 0,1 0,1 0,05
1 – – 0,05 0,1
2 – – – 0,1

Варiант 9

1. 9 деталей, виготовлених робiтником за робочий день, довiль-
ним чином покладено в три ящики. Знайти ймовiрнiсть того, що
в першому ящику буде три деталi, у другому – 4, а в третьому –
2.
2. Монета пiдкидається 2 рази. Чи є несумiсними подiї: поява

герба у першому випробуваннi; поява хоча б однiєї цифри при
обох пiдкиданнях?
3. Iмовiрностi п’ятирiчної служби кожної з чотирьох деталей

механiзму дорiвнюють 0,5; 0,6; 0,7; 0,9. Знайти iмовiрнiсть того,
що механiзм вийде з ладу через 5 рокiв.
4. На складi є 12 контейнерiв з деталями, виготовленими на

заводi А, 25 контейнерiв – на заводi В i 13 контейнерiв – на С.
Щодня зi складу забирається один контейнер. Знайти ймовiрнiсть
того, що другого дня буде взято контейнер, виготовлений на за-
водi В, а третього дня – на заводi А.
5. Схожiсть насiння рослин становить 90 %. Знайти ймовiр-

нiсть того, що з чотирьох посiяних насiнин проросте не бiльш як
двi насiнини.
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6. Здiйснюється 400 дослiдiв з iмовiрнiстю настання подiї А,
що дорiвнює 0,6. Знайти ймовiрнiсть того, що число появ подiї А
менш нiж у 2 рази перевищує число появ протилежних подiй.
7. Закон розподiлу дискретної випадкової величини X задано

таблицею:
X 1 2 3 4 5 6
p 0,01 0,09 0,17 0,26 0,34 0,13

Знайти функцiю розподiлу випадкової величини X i побудува-
ти її графiк. Знайти середнє квадратичне вiдхилення випадкової
величини X .
8. Випадкову величину X задано такою iнтегральною функцi-

єю розподiлу:

F (x) =


0 при x ≤ −3;
x3

54
+

1

2
при −3 < x ≤ 3;

1 при x > 3.
Потрiбно: а) знайти диференцiальну функцiю розподiлу f (x);

б) побудувати графiки функцiй f (x) i F (x); в) знайти математи-
чне сподiвання та дисперсiю випадкової величини X .
9. Iмовiрнiсть влучення при одному пострiлi дорiвнює 0,2. По-

стрiли здiйснюються до першого влучення i потiм припиняються.
Знайти закон розподiлу для числа зроблених пострiлiв. Знайти
математичне сподiвання випадкової величини.
10. Випадкова величина пiдпорядковується закону нормально-

го розподiлу iз середньою арифметичною 75. Визначити диспер-
сiю випадкової величини, коли вiдомо, що ймовiрнiсть того, що
випадкова величина набуде значення, бiльшого за 80, дорiвнює
0,1.
11. Математичне сподiвання швидкостi вiтру на данiй висотi

25 км/год. Якої швидкостi вiтру можна очiкувати на цiй висотi з
iмовiрнiстю, не меншою за 0,9?
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12. Знайти коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин X i Y ,
якщо вiдомий двовимiрний розподiл цих величин:

X

Y
0 2 4 6

-2 0,2 0,05 – 0,05
-1 – 0,2 – –
0 – 0,05 0,1 –
1 0,05 – – 0,3

Варiант 10

1. Серед 10 деталей є одна бракована. Випадково вибрано 4 де-
талi. Знайти ймовiрнiсть того, що серед них виявиться бракована
деталь.
2. Монета пiдкидається 3 рази. Чи є протилежними подiї: по-

ява герба при першому пiдкиданнi; поява цифр при другому i
третьому пiдкиданнях?
3. Наладчик обслуговує 5 верстатiв. Iмовiрнiсть того, що про-

тягом години перший верстат потребуватиме його втручання, до-
рiвнює 0 1; другий верстат – 0,25; третiй – 0,15; четвертий – 0,2
п’ятий – 0,1. Визначити ймовiрнiсть того, що протягом години як
мiнiмум один верстат потребуватиме втручання наладчика.
4. На першому верстатi виготовлено 700 деталей, на другому –

550, на третьому – 750. Взята випадково деталь виявилася стан-
дартною. Знайти ймовiрнiсть того, що цю деталь виготовлено на
другому верстатi, якщо частка браку на цих верстатах вiдповiдно
дорiвнює 0,5; 0,2, 0,3.
5. Iмовiрнiсть затримки вильоту лiтакiв у зимовий день дорiв-

нює 0,9. Знайти ймовiрнiсть того, що з п’яти зимових днiв буде
не бiльш як один день, в який вiдбудеться запiзнення вильоту
лiтакiв.
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6. У водосховищi ймовiрнiсть зменшення рiвня води за день
понад норму дорiвнює 0,25. Знайти ймовiрнiсть того, що протя-
гом не менш нiж 70 днiв з 90 зменшення рiвня води буде в межах
норми.
7. Закон розподiлу дискретної випадкової величини X задано

таблицею:
X -1 0 3 4
p 0,1 0,3 0,2 0,4

Знайти функцiю розподiлу випадкової величини X i побудува-
ти її графiк. Знайти середнє квадратичне вiдхилення випадкової
величини X .
8. Випадкову величинуX задано такою диференцiальною фун-

кцiєю розподiлу:

f (x) =


0 при x ≤ −1;
a(1− x2) при −1 < x ≤ 1;
0 при x > 1.

Потрiбно: а) знайти коефiцiєнт a; б) знайти iнтегральну фун-
кцiю розподiлу F (x); в) побудувати графiки функцiй f (x) i F (x);
г) знайти ймовiрнiсть того, що випадкова величинаX набуде зна-

чення, що лежить на промiжку
(

0;
1

2

)
.

9. В ящику лежать 50 куль iз цифрами 1, 2 i 3. Куль з цифрою
2 в два рази бiльше, нiж куль iз цифрою 3. Нехай значення ви-
падкової величини є цифра, зображена на вийнятiй кулi. Знайти
кiлькiсть куль кожного виду, якщо математичне сподiвання цiєї
випадкової величини дорiвнює 1,4. Знайти дисперсiю цiєї випад-
кової величини.
10. Випадкова величина пiдпорядкована закону нормального

розподiлу. Знайти параметри розподiлу, коли вiдомо, що випад-
кова величина набуває значення, меншого вiд 35, з iмовiрнiстю
0,2, а значення, бiльшого за 0,5, – з iмовiрнiстю 0,1.
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11. Закон розподiлу випадкової величини, що набуває лише
додатних значень, невiдомий. Оцiнити ймовiрнiсть того, що ви-
падкова величина набуває значення, яке не перевищує 10, якщо
її математичне сподiвання дорiвнює 5.
12. Знайти коефiцiєнт кореляцiї випадкових величин X i Y ,

якщо вiдомий двовимiрний розподiл цих величин:

X

Y
-1 0 1 2

-3 0,1 – 0,05 0,05
-2 0,1 0,2 0,5 –
-1 – 0,05 0,1 –
0 0,05 0,05 – 0,2
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ТЕСТОВI ЗАВДАННЯ З ТЕОРIЇ ЙМОВIРНОСТЕЙ

Алгебра подiй. Простiр елементарних подiй.
Операцiї над подiями. Елементи комбiнаторики

1. Що називається вiрогiдною подiєю?
A) Подiя, яка в результатi експерименту може вiдбутися або не
вiдбутися;
Б) Подiя, яка обов’язково вiдбудеться пiд час певного випробу-
вання;
B) Подiя, яка не може вiдбутися пiд час певного випробування;
Г) Iнша вiдповiдь.

2. Що називається неможливою подiєю?
A) Подiя, яка в результатi експерименту може вiдбутися або не
вiдбутися;
Б) Подiя, яка обов’язково вiдбудеться пiд час певного випробу-
вання;
B) Подiя, яка не вiдбудеться пiд час певного випробування;
Г) Iнша вiдповiдь.

3. Навести приклад вiрогiдної подiї:
A) при нормальних умовах вода кипить при температурi 100◦С;
Б) в урнi є бiлi i чорнi кульки. Витягують зелену кульку;
B) монету пiдкидають один раз. Поява герба або цифри;
Г) iнша вiдповiдь.

4. Навести приклад неможливої подiї:
A) при нормальних умовах вода кипить при температурi 100◦С;
Б) в урнi є бiлi i чорнi кульки. Витягують зелену кульку;
B) монету пiдкидають один раз. Поява герба або цифри;
Г) iнша вiдповiдь.

5. Навести приклад випадкової подiї:
A) при нормальних умовах вода кипить при температурi 100◦С;
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Б) в урнi є бiлi i чорнi кульки. Витягують зелену кульку;
B) монету пiдкидають один раз. Поява герба або цифри;
Г) iнша вiдповiдь.

6. Яка подiя називається випадковою?
A) Подiя, яка в результатi експерименту може вiдбутися або не
вiдбутися;
Б) Подiя, яка обов’язково вiдбудеться пiд час певного випробу-
вання;
B) Подiя, яка не вiдбудеться пiд час певного випробування;
Г) Iнша вiдповiдь.

7. Яка подiя називається елементарною?
А) Подiя, яка в результатi експерименту може вiдбутися або не
вiдбутися;
Б) Подiя, яка обов’язково вiдбудеться пiд час певного випробу-
вання;
В) Подiя, яка не вiдбудеться пiд час певного випробування;
Г) Iнша вiдповiдь.

8. Навести приклад елементарної подiї:
A) монету пiдкидають один раз. Поява герба;
Б) в урнi є бiлi i чорнi кульки. Навмання витягують бiлу кульку;
B) монету пiдкидають один раз. Поява цифри;
Г) всi перерахованi.

9. Що називається простором елементарних подiй?
A) Подiя, яка в результатi експерименту може вiдбутися або не
вiдбутися;
Б) Подiя, яка обов’язково вiдбудеться пiд час певного випробу-
вання;
B) Подiя, яка не може вiдбутися пiд час певного випробування;
Г) Множина Ω всiх елементарних подiй.
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10. Перестановкою iз n елементiв називаються ...
A) такi впорядкованi множини з n елементiв, якi вiдрiзняються
мiж собою порядком їх розмiщення;
Б) такi впорядкованi пiдмножини з k елементiв, якi вiдрiзняються
одна вiд одної як складом елементiв, так i порядком їх розмiще-
ння;
B) такi невпорядкованi пiдмножини з k елементiв, якi вiдрiзняю-
ться мiж собою хоча б одним елементом;
Г) правильної вiдповiдi серед перерахованих немає.

11. Розмiщенням iз n елементiв по k називаються ...
A) такi впорядкованi множини з n елементiв, якi вiдрiзняються
мiж собою порядком їх розмiщення;
Б) такi впорядкованi пiдмножини з k елементiв, якi вiдрiзняються
одна вiд одної як складом елементiв, так i порядком їх розмiще-
ння;
B) такi невпорядкованi пiдмножини з k елементiв, якi вiдрiзняю-
ться мiж собою хоча б одним елементом;
Г) правильної вiдповiдi серед перерахованих немає.

12. Комбiнацiєю iз n елементiв по k називаються ...
A) такi впорядкованi множини з n елементiв, якi вiдрiзняються
мiж собою порядком їх розмiщення;
Б) такi впорядкованi пiдмножини з k елементiв, якi вiдрiзняються
одна вiд одної як складом елементiв, так i порядком їх розмiще-
ння;
B) такi невпорядкованi пiдмножини з k елементiв, якi вiдрiзняю-
ться мiж собою хоча б одним елементом;
Г) правильної вiдповiдi серед перерахованих немає.

13. Яка подiя називається протилежною до подiї A?
A) Подiя, яка в результатi експерименту може вiдбутися або не
вiдбутися;
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Б) Подiя, яка обов’язково вiдбудеться пiд час певного випробу-
вання;
B) Подiя, яка не вiдбудеться пiд час певного випробування;
Г) Iнша вiдповiдь.

14. Навести приклад протилежної подiї:
A) монету пiдкидають один раз. Подiя A – поява герба;
Б) подiя A – спортсмен виконає норму майстра спорту, тодi Ā –
спортсмен не виконає норми;
B) монету пiдкидають один раз. Подiя A – поява цифри;
Г) всi перерахованi.

Рiзнi означення ймовiрностi.
Теореми додавання i множення ймовiрностей

15. Гральний кубик пiдкидають один раз. Яка ймовiрнiсть, що
появиться 1?
А)

1

3
;

Б)
1

5
;

В)
1

6
;

Г) Iнша вiдповiдь.

16. Виберiть формулу для визначення класичної ймовiрностi.
А) P (A) =

m

n
;

Б) W (A) =
m

n
;

В) P (A) =
m(A)

m(Ω)
;

Г) Iнша вiдповiдь.

17. Що називається вiдносною частотою випадкової подiї?
A) Це вiдношення кiлькостi експериментiв m, при яких спостерi-
гається подiя A до загальної кiлькостi n проведених експеримен-
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тiв;
Б) Це є добуток кiлькостi експериментiв m, при яких спостерiга-
ється подiя A, на загальну кiлькiсть n проведених експериментiв;
B) Правильнi вiдповiдi А) та Б);
Г) Iнша вiдповiдь.

18. Виберiть формулу для визначення геометричної ймовiрно-
стi.
А) P (A) =

m

n
;

Б) W (A) =
m

n
;

В) P (A) =
m(A)

m(Ω)
;

Г) Iнша вiдповiдь.

19. Виберiть формулу для визначення статистичної ймовiрно-
стi.
А) P (A) =

m

n
;

Б) W (A) =
m

n
;

В) P (A) =
m(A)

m(Ω)
;

Г) Iнша вiдповiдь.

20. Випадковi подiї A i B називають залежними, ...
A) якщо подiї A i B не можуть вiдбуватися одночасно;
Б) якщо подiї A i B можуть вiдбуватися одночасно;
B) якщо поява однiєї з них (A або B) не впливає на ймовiрнiсть
появи iншої;
Г) якщо поява однiєї з них (A або B) впливає на ймовiрнiсть
появи iншої.

21. Випадковi подiї A i B називають незалежними, ...
A) якщо подiї A i B не можуть вiдбуватися одночасно;
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Б) якщо подiї A i B можуть вiдбуватися одночасно;
B) якщо поява однiєї з них (A або B) не впливає на ймовiрнiсть
появи iншої;
Г) якщо поява однiєї з них (A або B) впливає на ймовiрнiсть
появи iншої.

22. Виберiть формулу для визначення умовної ймовiрностi.
А) P (A) =

m

n
;

Б) W (A) =
m

n
;

В) PA(B) =
P (AB)

P (A)
;

Г) Iнша вiдповiдь.

23. В якому разi P (A ∩B) = 0, де A i B – незалежнi подiї?
A) Коли P (A) = 0 або P (B) = 0;
Б) Коли P (A) = 1 i P (B) = 1;
B) Коли P (A) 6= 0 i P (B) 6= 0;
Г) Iнша вiдповiдь.

24. Випадковi подiї A i B називають сумiсними, ...
А) якщо подiї A i B не можуть вiдбуватися одночасно;
Б) якщо подiї A i B можуть вiдбуватися одночасно;
В) якщо поява однiєї з них (A або B) не впливає на ймовiрнiсть
появи iншої;
Г) якщо поява однiєї з них (A або B) впливає на ймовiрнiсть
появи iншої.

25. Випадковi подiї A i B називають несумiсними, ...
A) якщо подiї A i B не можуть вiдбуватися одночасно;
Б) якщо подiї A i B можуть вiдбуватися одночасно;
B) якщо поява однiєї з них (A або B) не впливає на ймовiрнiсть
появи iншої;
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Г) якщо поява однiєї з них (A або B) впливає на ймовiрнiсть
появи iншої.

26. Формула множення ймовiрностей для двох залежних ви-
падкових подiй A i B має вигляд:
A) P (AB) = P (A)PA(B) = P (B)PB(A);
Б) P (AB) = P (A) · P (B);
B) P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB);
Г) P (A + B) = P (A) + P (B).

27. Формула множення ймовiрностей для двох незалежних ви-
падкових подiй A i B має вигляд:
A) P (AB) = P (A)PA(B) = P (B)PB(A);
Б) P (AB) = P (A) · P (B);
B) P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB);
Г) P (A + B) = P (A) + P (B).

28. Формула додавання ймовiрностей для двох сумiсних випад-
кових подiй A i B має вигляд:
A) P (AB) = P (A)PA(B) = P (B)PB(A);
Б) P (AB) = P (A) · P (B);
B) P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB);
Г) P (A + B) = P (A) + P (B).

29. Формула додавання ймовiрностей для двох несумiсних ви-
падкових подiй A i B має вигляд:
A) P (AB) = P (A)PA(B) = P (B)PB(A);
Б) P (AB) = P (A) · P (B);
B) P (A + B) = P (A) + P (B)− P (AB);
Г) P (A + B) = P (A) + P (B).

30. Чому дорiвнює сума ймовiрностей протилежних подiй?
А) 0;
Б) −1;
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В) 1;
Г) Iнша вiдповiдь.

Формула повної ймовiрностi. Формула Байєса. Формула
Бернуллi. Найiмовiрнiше число появи випадкової подiї

31. Формула повної ймовiрностi випадкової подiї A за наявностi
n гiпотез Bi має вигляд:

A) P (A) =

n∑
i=1

P (Bi)P (A\Bi);

Б) P (Bi\A) =
P (Bi)P (A\Bi)
n∑
i=1

P (Bi)P (A\Bi)
;

B) Pn(k) = Ck
np

kqn−k;
Г) Iнша вiдповiдь.

32. Формула Байєса має вигляд:

A) P (A) =

n∑
i=1

P (Bi)P (A\Bi);

Б) P (Bi\A) = P (Bi)P (A\Bi)
n∑
i=1

P (Bi)P (A\Bi)
;

B) Pn(k) = Ck
np

kqn−k;
Г) Iнша вiдповiдь.

33. Формула Бернуллi має вигляд:

A) P (A) =

n∑
i=1

P (Bi)P (A\Bi);

Б) P (Bi\A) = P (Bi)P (A\Bi)
n∑
i=1

P (Bi)P (A\Bi)
;

B) Pn(k) = Ck
np

kqn−k;
Г) Iнша вiдповiдь.

34. Якi експерименти вiдбуваються за схемою Бернуллi?
A) Вiдбувається n залежних випробувань, подiя A може вiдбу-
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тися зi сталою ймовiрнiстю p, або не вiдбутися з ймовiрнiстю q

(p + q = 1);
Б) Вiдбувається n незалежних випробувань, подiя A може вiдбу-
тися зi сталою ймовiрнiстю p, або не вiдбутися з ймовiрнiстю q

(p + q = 1);
B) Правильнi вiдповiдi А) та Б);
Г) Iнша вiдповiдь.

35. Що називають найiмовiрнiшим числом появи випадкової
подiї A?
A) Це є таке число k0, для якого ймовiрнiсть Pn(k0) перевищує або
не є меншою за ймовiрнiсть кожного з решти можливих наслiдкiв
випробувань;
Б) Це є таке число k0, для якого ймовiрнiсть Pn(k0) = 1;
B) Це є таке число k0, для якого ймовiрнiсть Pn(k0) = 0, 5;
Г) Iнша вiдповiдь.

36. Чи завжди виконується нерiвнiсть np−q ≤ k0 ≤ np+p для
найiмовiрнiшого числа k0?
A) Так;
Б) Нi;
B) В окремих випадках;
Г) Iнша вiдповiдь.

Розподiл Пуассона для малоймовiрних випадкових
подiй.

Локальна та iнтегральна теореми Муавра–Лапласа

37. Вибрати асимптотичну формулу, яка випливає iз локальної
теореми Муавра–Лапласа.

A) P (A) =

n∑
i=1

P (Bi)P (A\Bi);
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Б) Pn (k1, k2) ≈ Φ

(
k2 − np√
npq

)
− Φ

(
k1 − np√
npq

)
, де Φ – функцiя

Лапласа;
B) Pn(k) = Ck

np
kqn−k;

Г) Pn(k) ≈ 1
√
npq

ϕ(x), де ϕ(x) =
1

2π
e−

x2

2 , x =
k − np
√
npq

.

38. Вибрати асимптотичну формулу, яка випливає iз iнтеграль-
ної теореми Муавра–Лапласа.

A) P (A) =

n∑
i=1

P (Bi)P (A\Bi);

Б) Pn (k1, k2) ≈ Φ

(
k2 − np√
npq

)
−Φ

(
k1 − np√
npq

)
, де Φ – функцiя Ла-

пласа;
B) Pn(k) = Ck

np
kqn−k;

Г) Pn(k) ≈ 1
√
npq

ϕ(x), де ϕ(x) =
1

2π
e−

x2

2 , x =
k − np
√
npq

.

39. Перелiчiть властивостi функцiї Гауса ϕ(x).
A) Функцiя табульована, парна;
Б) Функцiя табульована, непарна;
B) Функцiя неправильна, кусково-симетрична;
Г) Iнша вiдповiдь.

40. Перелiчiть властивостi функцiї Лапласа Φ(x).
A) Функцiя табульована, парна;
Б) Функцiя табульована, непарна;
B) Функцiя неправильна, кусково-симетрична;
Г) Iнша вiдповiдь.

41. За якої умови використовується формула Пуассона?
A) n – мале, p – мале (p ≤ 0, 1);
Б) n – достатньо велике, p – мале (p ≤ 0, 1);
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B) n – достатньо велике, 0 < p < 1;
Г) Iнша вiдповiдь.

42. Записати формулу Пуассона для малоймовiрних випадко-
вих подiй.

A) Pn(k) =
λk

k!
e−λ, де λ = np;

Б) Pn (k1, k2) ≈ Φ

(
k2 − np√
npq

)
−Φ

(
k1 − np√
npq

)
, де Φ – функцiя Ла-

пласа;
B) Pn(k) = Ck

np
kqn−k;

Г) Pn(k) ≈ 1
√
npq

ϕ(x), де ϕ(x) =
1

2π
e−

x2

2 , x =
k − np
√
npq

.

Одномiрнi випадковi величини. Функцiя розподiлу
ймовiрностi. Щiльнiсть ймовiрностей

43. Дайте означення дискретної випадкової величини.
A) Кожнiй елементарнiй подiї простору подiй вiдповiдає одне чи-
сло або набiр чисел, тобто визначена певна функцiя, яка назива-
ється дискретною випадковою величиною;
Б) Якщо випадкова величина приймає всi значення з деякого
скiнченого або нескiнченного промiжку, то вона називається дис-
кретною;
B) Якщо множина можливих значень випадкової величини при-
ймає окремi iзольованi значення iз визначеною ймовiрнiстю, то
вона називається дискретною;
Г) Iнша вiдповiдь.

44. Дайте означення неперервної випадкової величини.
A) Кожнiй елементарнiй подiї простору подiй вiдповiдає одне чи-
сло або набiр чисел, тобто визначена певна функцiя, яка назива-
ється неперервною випадковою величиною;
Б) Якщо випадкова величина приймає всi значення з деякого
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скiнченого або нескiнченного промiжку, то вона називається не-
перервною;
B) Якщо множина можливих значень випадкової величини при-
ймає окремi iзольованi значення з визначеною ймовiрнiстю, то
вона називається неперервною;
Г) Iнша вiдповiдь.

45. Яка випадкова величина називається одновимiрною?
A) Якщо елементарнiй подiї вiдповiдає один елемент x;
Б) Якщо елементарнiй подiї вiдповiдає набiр чисел;
B) Якщо множина можливих значень випадкової величини при-
ймає окремi iзольованi значення з визначеною ймовiрнiстю;
Г) Iнша вiдповiдь.

46. Дайте означення закону розподiлу випадкової величини.
A) Кожнiй елементарнiй подiї простору подiй вiдповiдає одне чи-
сло або набiр чисел, тобто визначена певна функцiя;
Б) Спiввiдношення, що встановлює зв’язок мiж можливими зна-
ченнями випадкової величини та вiдповiдними їх ймовiрностями;
B) Якщо елементарнiй подiї вiдповiдає набiр чисел;
Г) Iнша вiдповiдь.

47. Виберiть iз перерахованих умову нормування для дискре-
тної випадкової величини.

A) P (A) =

n∑
i=1

P (Bi)P (A\Bi);

Б) P (Bi\A) =
P (Bi)P (A\Bi)
n∑
i=1

P (Bi)P (A\Bi)
;

B)
n∑
i=1

P (X = xi) =

n∑
i=1

pi = 1;

Г) Iнша вiдповiдь.
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48. Що називається функцiєю розподiлу випадкової величини?
A) Функцiя аргументу x, що визначає ймовiрнiсть випадкової по-
дiї X < x;
Б) Перша похiдна вiд iнтегральної функцiї;
B) Друга похiдна вiд iнтегральної функцiї;
Г) Iнша вiдповiдь.

49. Перелiчiть основнi властивостi iнтегральної функцiї розпо-
дiлу.
А) 0 ≤ F (x) ≤ 1;
Б) F (x) – неспадна;
В) P (a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a);
Г) Всi перерахованi.

50. Чому дорiвнює P (a ≤ X ≤ b)?
A) 0;
Б) 1;
B) F (b)− F (a);
Г) Всi перерахованi.

51. Якщо можливi значення випадкової величини належать iн-
тервалу (a, b), то в якому випадку F (x) = 0?
A) x ≤ a;
Б) x ≥ b;
B) a ≤ x ≤ b;
Г) Iнша вiдповiдь.

52. Якщо можливi значення випадкової величини належать iн-
тервалу (a, b), то в якому випадку F (x) = 1?
A) x ≤ a;
Б) x ≥ b;
B) a ≤ x ≤ b;
Г) Iнша вiдповiдь.
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53. Якщо X неперервна випадкова величина, то чому дорiвнює
ймовiрнiсть P (X = xi)?
А) 0;
Б) −1;
В) 1;
Г) 0,5.

54. Що називається щiльнiстю ймовiрностi неперервної випад-
кової величини X?
A) Функцiя аргументу x, що визначає ймовiрнiсть випадкової по-
дiї X > x;
Б) Перша похiдна вiд iнтегральної функцiї;
B) Друга похiдна вiд iнтегральної функцiї;
Г) Iнша вiдповiдь.

55. Чому дорiвнює iнтегральна функцiя F (x), коли вiдома
щiльнiсть f (x)?

A)
x∫

−∞

f (x)dx;

Б) f (x) + b;
B) f (x)− b;
Г) Iнша вiдповiдь.

56. Перелiчiть основнi властивостi щiльностi.

A)
+∞∫
−∞

f (x)dx = 1;

Б) f (x) ≥ 0;

B) P (a ≤ X ≤ b) =

b∫
a

f (x)dx;

Г) Всi перерахованi.
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57. Умова нормування для диференцiальної функцiї.

A)
+∞∫
−∞

f (x)dx = 1;

Б) f (x) ≥ 0;

B) P (a ≤ X ≤ b) =

b∫
a

f (x)dx;

Г) Всi перерахованi.

Числовi характеристики випадкових величин та їхнi
властивостi

58. Виберiть вираз, який за означенням визначає математичне
сподiвання M(X) дискретної випадкової величини?

А) M(X) =

+∞∫
−∞

xf (x)dx;

Б) M(X) =

n∑
i=1

xipi;

B) M(X) =

b∫
a

xf (x)dx;

Г) Всi перерахованi.

59. Виберiть вираз, який за означенням визначає математи-
чне сподiвання M(X) неперервної випадкової величини для Ω ∈
(−∞; +∞)?

А) M(X) =

+∞∫
−∞

xf (x)dx;

Б) M(X) =

n∑
i=1

xipi;
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B) M(X) =

b∫
a

xf (x)dx;

Г) Всi перерахованi.

60. Основнi властивостi математичного сподiвання M(X).
А) M(C) = C, якщо C = const;
Б) M(CX) = CM(X);
В) M(AX + B) = AM(X) + B, де A i B – сталi;
Г) Всi перерахованi.

61. Чому дорiвнює M(X −M(X))?
А) C;
Б) 0;
В) 1;
Г) Iнша вiдповiдь.

62. Що називають дисперсiєю випадкової величини?
A) Щiльнiсть цiєї величини;
Б) Ймовiрнiсть цiєї величини;
B) Математичне сподiвання квадрату вiдхилення цiєї величини;
Г) Iнша вiдповiдь.

63. Для неперервної випадкової величини X дисперсiя виража-
ється так:

A) D(X) =

+∞∫
−∞

xf (ẋ∗) dx;

Б) D(X) =

n∑
i=1

(xi −M(X))2 pi;

B) D(X) =

b∫
a

(x−M(X))2f (x)dx;

Г) Всi перерахованi.
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64. Для дискретної випадкової величини X дисперсiя виража-
ється так:

А) D(X) =

+∞∫
−∞

xf (ẋ∗) dx;

Б) D(X) =

n∑
i=1

(xi −M(X))2 pi;

B) D(X) =

b∫
a

(x−M(X))2f (x)dx;

Г) Всi перерахованi.

65. Властивостi дисперсiї.
A) D(C) = 0, якщо C = const;
Б) D(CX) = C2D(X);
B) D(AX + B) = A2D(X), де A i B – сталi;
Г) Всi перерахованi.

66. Що називають середнiм квадратичним вiдхиленням випад-
кової величини?
A) Дисперсiя в квадратi;
Б) Корiнь квадратний iз дисперсiї;
B) Корiнь кубiчний iз дисперсiї;
Г) Iнша вiдповiдь.

67. Що називають модою (Mo) випадкової величини X , якщо
вона є дискретною?
A) Те її значення, для якого виконується умова F (Mo) = 0, 5;
Б) Максимальне значення щiльностi ймовiрностi;
B) Те її значення, якому вiдповiдає найбiльша ймовiрнiсть появи;
Г) Iнша вiдповiдь.

68. Що називається модою (Mo) неперервної випадкової вели-
чини?
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A) Те її значення, для якого виконується умова F (Mo) = 0, 5;
Б) Максимальне значення щiльностi ймовiрностi;
B) Те її значення, якому вiдповiдає найбiльша ймовiрнiсть появи;
Г) Iнша вiдповiдь.

69. Що називають медiаною (Me) неперервної випадкової ве-
личини?
A) Те її значення, для якого виконується умова F (Me) = 0, 5;
Б) Максимальне значення щiльностi ймовiрностi;
B) Те її значення, якому вiдповiдає найбiльша ймовiрнiсть появи;
Г) Iнша вiдповiдь.

70. Чому дорiвнює F (Me)?
A) −1;
Б) 0;
В) 1;
Г) 0,5.

71. Означення початкового моменту k-го порядку.
А) Це дисперсiя вiд величини Xk;
Б) Це математичне сподiвання вiд величини Xk;
В) Це математичне сподiвання вiд величини (X −M(X))k;
Г) Iнша вiдповiдь.

72. Означення центрального моменту k-го порядку.
А) Це дисперсiя вiд величини Xk;
Б) Це математичне сподiвання вiд величини Xk;
В) Це математичне сподiвання вiд величини (X −M(X))k;
Г) Iнша вiдповiдь.

73. Виберiть вирази для початкового та центрального моментiв
k-го порядку, якщо випадкова величина X є неперервною.
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A) vk =

+∞∫
−∞

xkf (x)dx, µk =

+∞∫
−∞

(x−M(X))kf (x)dx;

Б) vk =

n∑
i=1

xki pi, µk =
∑n

i=1 (xi −M(X))k pi;

В) vk =

+∞∫
−∞

xkM(X)dx, µk =
+∞∫
−∞

(x−M(X))kf (x−M(X))dx;

Г) Всi перерахованi.

74. Напишiть вирази для початкового та центрального момен-
тiв k-го порядку, якщо випадкова величина X є дискретною.

A) vk =

+∞∫
−∞

xkf (x)dx, µk =

+∞∫
−∞

(x−M(X))kf (x)dx;

Б) vk =

n∑
i=1

xki pi, µk =
∑n

i=1 (xi −M(X))k pi;

В) vk =

+∞∫
−∞

xkM(X)dx, µk =
+∞∫
−∞

(x−M(X))kf (x−M(X))dx;

Г) Всi перерахованi.

Системи випадкових величин. Кореляцiйний момент.
Коефiцiєнт кореляцiї та його властивостi

75. Випадкова величина називається n-мiрною, ...
A) якщо елементарнiй подiї вiдповiдає один елемент x;
Б) якщо елементарнiй подiї вiдповiдає набiр чисел
(X1, X2, ..., Xn), якi одночасно появляються пiд час експери-
менту з певною ймовiрнiстю;
B) якщо множина можливих значень випадкової величини при-
ймає окремi iзольованi значення з визначеною ймовiрнiстю;
Г) iнша вiдповiдь.
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76. Що називається законом розподiлу двомiрної випадкової
величини?
A) Кожнiй елементарнiй подiї простору подiй вiдповiдає одне чи-
сло, тобто визначена певна функцiя;
Б) Якщо елементарнiй подiї вiдповiдає набiр чисел;
B) Перелiк усiх можливих значень X = xi, Y = yi та вiдповiдних
їм ймовiрностей спiльної появи;
Г) Iнша вiдповiдь.

77. Основнi числовi характеристики для системи двох дискре-
тних випадкових величин.
A) M(X), M(Y );
Б) D(X), D(Y );
B) σ(X), σ(Y );
Г) Всi перерахованi.

78. Означення функцiї розподiлу системи двох випадкових ве-
личин.
A) Функцiя аргументу x, що визначає ймовiрнiсть випадкової по-
дiї X < x;
Б) Функцiя пари чисел (x, y), яка визначає ймовiрнiсть, коли X
прийме значення X < x, а Y при цьому значення менше за y;
B) Друга похiдна вiд iнтегральної функцiї;
Г) Iнша вiдповiдь.

79. Чому дорiвнює P (a < X < b, c < Y < d)?
A) 0;
Б) 1;
B) F (b)− F (a);
Г) Iнша вiдповiдь.

80. Перелiчiть основнi властивостi функцiї розподiлу двомiрної
випадкової величини.
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A) 0 ≤ F (x, y) ≤ 1;
Б) F (x, y) – неспадна по кожному iз аргументiв;
B) P (a < X < b, c < Y < d) = F (b, d) +F (a, c)−F (b, c)−F (a, d);
Г) Всi перерахованi.

81. Що називається щiльнiстю ймовiрностi неперервної двомiр-
ної випадкової величини (X, Y )?
A) Функцiя аргументу x, що визначає ймовiрнiсть випадкової по-
дiї X > x;
Б) Перша похiдна вiд iнтегральної функцiї;
B) Друга частинна мiшана похiдна вiд функцiї розподiлу двомiр-
ної випадкової величини;
Г) Iнша вiдповiдь.

82. Чому дорiвнює функцiя розподiлу двомiрної випадкової ве-
личини F (x, y), коли вiдома щiльнiсть f (x, y)?

A)
x∫

−∞

f (x)dx;

Б)

y∫
−∞

x∫
−∞

f (x, y)dxdy;

В) f (x, y)− b;
Г) Iнша вiдповiдь.

83. Перелiчiть основнi властивостi шiльностi двовимiрної ви-
падкової величини:
A)
∫∫
Ω

f (x, y)dxdy = 1;

Б) f (x, y) ≥ 0;

В) P (a < X < b, c < Y < d) =

bd∫
ac

f (x, y)dxdy;
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Г) всi перерахованi.

84. Умова нормування щiльностi двомiрної випадкової величи-
ни:
A)
∫∫
Ω

f (x, y)dxdy = 1;

Б) f (x, y) ≥ 0;

В) P (a < X < b, c < Y < d) =

b∫
ac

∫ d

c

f (x, y)dxdy;

Г) Всi перерахованi.

85. Формула дляM(X) дискретної випадкової величини X , що
утворює систему (X, Y ), має вигляд...

A) M(X) =

∫∫
Ω

xf (x, y)dxdy;

Б) M(X) =

n∑
i=1

m∑
j=1

xjpij;

В) M(X) =

b∫
a

xf (x)dx;

Г) Всi перерахованi.

86. Виберiть вираз, який за означенням визначає математичне
сподiвання M(X) неперервної випадкової величини X , що утво-
рює систему (X, Y ).

А) M(X) =

∫∫
Ω

xf (x, y)dxdy;

Б) M(X) =

n∑
i=1

m∑
j=1

xjpij;
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В) M(X) =

b∫
a

xf (x)dx;

Г) Всi перерахованi.

87. Виберiть вираз, який за означенням визначає дисперсiю
D(Y ) дискретної випадкової величини Y , що утворює систему
(X, Y ).

A) D(Y ) =

∫∫
Ω

y2f (x, y)dxdy −M 2(Y );

Б) D(Y ) =

n∑
i=1

m∑
j=1

y2
jpij −M 2(Y );

B) D(X) =

∫∫
Ω

x2f (x, y)dxdy −M 2(X);

Г) D(X) =

n∑
i=1

m∑
j=1

x2
jpij −M 2(X).

88. Виберiть вираз, який за означенням визначає дисперсiю
D(Y ) неперервної випадкової величини Y , що утворює систему
(X, Y ).

A) D(Y ) =

∫∫
Ω

y2f (x, y)dxdy −M 2(Y );

Б) D(Y ) =

n∑
i=1

m∑
j=1

y2
jpij −M 2(Y );

B) D(X) =

∫∫
Ω

x2f (x, y)dxdy −M 2(X);

Г) D(X) =

n∑
i=1

m∑
j=1

x2
jpij −M 2(X).

89. Що визначає кореляцiйний момент?
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A) Наявнiсть зв’язку мiж величинами X та Y ;
Б) Характер зв’язку мiж величинами X та Y ;
B) Нiчого не визначає;
Г) Iнша вiдповiдь.

90. Що визначає коефiцiєнт кореляцiї?
A) Наявнiсть зв’язку мiж величинами X та Y ;
Б) Характер зв’язку мiж величинами X та Y ;
B) Нiчого не визначає;
Г) Iнша вiдповiдь.

91. Чому дорiвнює кореляцiйний момент Kxy?

А)
∫∫
Ω

xyf (x, y)dxdy−M(X)M(Y ), якщо величини X, Y – непе-

рервнi;

Б)
n∑
i=1

m∑
j=1

yixjpij−M(X)M(Y ), якщо величиниX, Y – дискретнi;

В) Правильнi вiдповiдi А) i Б);
Г) Правильної вiдповiдi немає.

92. Формула коефiцiєнта кореляцiї має вигляд:

A) rxy =
Kxy

σxσy
;

Б) rxy =
σxσy
Kxy

;

B) rxy = Kxyσxσy;
Г) Правильної вiдповiдi немає.

93. Якщо Kxy = 0, то чому дорiвнює rxy?
A) −1;
Б) 0;
B) 1;
Г) Правильної вiдповiдi немає.
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Умовнi закони розподiлу системи двох дискретних
випадкових величин. Лiнiйна регресiя. Функцiї вiд
випадкових аргументiв. Розподiл суми вiд двох

випадкових аргументiв. Розподiл ”χ2 – хi-квадрат”.
Розподiл Стьюдента. Розподiл F Фiшера–Снедекора

94. Якщо випалковi величини X i Y є незалежними, то f (x, y)

обчислюється за формулою ...
A) f (x) · f (y);
Б) f (x) + f (y);
B) f (x) + f (y)− f (x, y);
Г) Правильної вiдповiдi немає.

95. Якщо випадковi величини X i Y є незалежними, то
F (x, y) = . . .

A) F (x) · F (y);
Б) F (x) + F (y);
B) f (x) + f (y)− f (x, y);
Г) Правильної вiдповiдi немає.

96. Якщо rxy = ±1, то X i Y зв’язанi ...
А) квадратичною функцiєю;
Б) лiнiйною функцiєю;
В) оберненою функцiєю;
Г) правильної вiдповiдi немає.

97. Як обчислити щiльнiсть ймовiрностей випадкової величини
Y , якщо Y = ϕ(X), де ϕ(X) – монотонна функцiя, i вiдомий
закон розподiлу випадкової величини X?

A) f (x) =
1

σ
√

2π
e
− (x−a)2

2σ2 ;

Б) g(y) = f [ψ(y)]· | ψ′(y) |;
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B) g(z) =

+∞∫
−∞

f1(x) · f2(z − x)dx;

Г) g(z) =

+∞∫
−∞

f1(z − y) · f2(y)dy.

98. Математичне сподiвання функцiї дискретного випадкового
аргументу (Y = ϕ(X)):

A) f (x) =
1

σ
√

2π
e
− (x−a)2

2σ2 ;

Б) g(y) = f [ψ(y)]· | ψ′(y);

В) M(Y ) = M [ϕ(X)] =

+∞∫
−∞

ϕ(x)f (x)dx;

Г) M(Y ) = M [ϕ(X)] =

n∑
i=1

ϕ (xi) pi.

99. Математичне сподiвання функцiї неперервного випадково-
го аргументу (Y = ϕ(X)):

A) f (x) =
1

σ
√

2π
e
− (x−a)2

2σ2 ;

Б) g(y) = f [ψ(y)]· | ψ′(y);

В) M(Y ) = M [ϕ(X)] =

+∞∫
−∞

ϕ(x)f (x)dx;

Г) M(Y ) = M [ϕ(X)] =

n∑
i=1

ϕ (xi) pi.

Граничнi теореми

100. Що дають змогу встановити закони великих чисел?
A) Умови, при яких сумарна поведiнка досить великого числа
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випадкових величин втрачає випадковий характер i стає законо-
мiрною;
Б) Умови, при яких можна мати надприбутки;
B) Умови польоту космiчних кораблiв;
Г) Серед перерахованих правильної вiдповiдi немає.

101. Виберiть серед перерахованих виразiв нерiвнiсть Чебише-
ва.
A) P (|X −M(X)| < ε) ≤ 1− D(X)

ε2
;

Б) P (|X −M(X)| < ε) ≥ 1− D(X)

ε2
;

B) P (|X − a| > 3σ)→ 0;
Г) P (|X − a| < 3σ)→ 1.

102. Сформулюйте умови, якi мають виконуватися для нерiв-
ностi Чебишева.
А) M(X), D(X) – обмеженi, ε > 0;
Б) M(X), D(X) – необмеженi, ε < 0;
В) Вiдповiдi А) та Б) – неправильнi;
Г) Серед перерахованих правильної вiдповiдi немає.

103. Виберiть правильну вiдповiдь, яка випливає з теореми Че-
бишева.

A) limP


∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

n
−

n∑
i=1

M (Xi)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε

 = 1 i D (Xi) є обмеженими;

Б) lim
n→∞

P (|W (A)−p| < ε) = 1, деW (A) – вiдносна частота появи
випадкової подiї, p – ймовiрнiсть появи випадкової подiї A;

В) Розподiл Y =

n∑
i=1

Xi наближається до нормального iз зро-

стання n, якщо M (Xi) = 0, σ (Xi) = σ i при цьому iснує
за абсолютною величиною початковий момент третього поряд-
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ку |v3| =|M
(
X3
)
|;

Г) Iнша вiдповiдь.

104. Виберiть правильну вiдповiдь, яка випливає з теореми
Бернуллi.

A) limP


∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

n
−

n∑
i=1

M (Xi)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε

 = 1 i D (Xi) є обмеженими;

Б) lim
n→∞

P (|W (A)−p| < ε) = 1, деW (A) – вiдносна частота появи
випадкової подiї, p – ймовiрнiсть появи випадкової подiї A;

В) Розподiл Y =

n∑
i=1

Xi наближається до нормального iз зро-

стання n, якщо M (Xi) = 0, σ (Xi) = σ i при цьому iснує
за абсолютною величиною початковий момент третього поряд-
ку |v3| =|M

(
X3
)
|;

Г) Iнша вiдповiдь.

105. Виберiть правильну вiдповiдь, яка випливає з центральної
граничної теореми.

A) limP


∣∣∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

n
−

n∑
i=1

M (Xi)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣ < ε

 = 1 i D (Xi) є обмеженими;

Б) lim
n→∞

P (|W (A)−p| < ε) = 1, деW (A) – вiдносна частота появи
випадкової подiї, p – ймовiрнiсть появи випадкової подiї A;

В) Розподiл Y =

n∑
i=1

Xi наближається до нормального iз зро-

стання n, якщо M (Xi) = 0, σ (Xi) = σ i при цьому iснує
за абсолютною величиною початковий момент третього поряд-
ку |v3| =|M

(
X3
)
|;

Г) Iнша вiдповiдь.
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106. Запишiть нерiвнiсть Чебишева для теореми Чебишева.

A) lim
n→∞

P (|X −M(X)| < ε) ≥ lim
n→∞

(
1− C

nε2

)
= 1;

Б) P (|X −M(X)| < ε) ≥ 1− D(X)

ε2
;

B) P (|X − a| > 3σ)→ 0;
Г) lim

n→∞
P (|W (A)− p| < ε) ≥ 1− pq

nε2
.

107. Запишiть нерiвнiсть Чебишева для теореми Бернуллi.

A) lim
n→∞

P (|X −M(X)| < ε) ≥ lim
n→∞

(
1− C

nε2

)
= 1;

Б) P (|X −M(X)| < ε) ≥ 1− D(X)

ε2
;

B) P (|X − a| > 3σ)→ 0;
Г) lim

n→∞
P (|W (A)− p| < ε) ≥ 1− pq

nε2
.
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ЕЛЕМЕНТИ МАТЕМАТИЧНОЇ
СТАТИСТИКИ

Тема 8. Первинне опрацювання статистичних даних

Загальна iнформацiя
Основним змiстом математичної статистики є систематизацiя,

обробка й використання статистичної iнформацiї для виявлення
статистичних закономiрностей ознаки або ознак певної сукупно-
стi елементiв.

Множина однотипних елементiв, яким притаманнi певнi кiль-
кiснi ознаки (розмiри, вага тощо), утворює генеральну суку-
пнiсть. Кiлькiсть усiх її елементiв називають її обсягом i по-
значають символом N . Випадково вiдiбранi n елементiв iз гене-
ральної сукупностi називаються вибiркою, число n – її обсягом.
Вибiрка повинна володiти такими властивостями:

1) кожен її елемент вибраний випадково;
2) будь-який елемент має однакову ймовiрнiсть попасти у ви-

бiрку;
3) число n повинно бути настiльки великим, наскiльки це до-

зволить розв’язати задачу з потрiбною якiстю (це означає, що
вибiрка повинна бути репрезентативною).

Коли реалiзується вибiрка, кiлькiсна ознака, наприклад X , на-
буває конкретних числових значень X = xi, якi називають варi-
антою. Зростаючий ряд варiант називається варiацiйним. Ко-
жна варiанта xi вибiрки може бути спостережена ni разiв, число
ni називається частотою варiанти xi. Вiдношення частоти ni
до обсягу вибiрки n називається вiдносною частотою варiанти
xi i позначається через Wi:

Wi =
ni
n
. (8.1)
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Очевиднi рiвностi:
k∑
i=1

ni = n,
k∑
i=1

Wi = 1.

Якщо дослiджується неперервна ознака X генеральної суку-
пностi, то варiант буде багато. У цьому разi варiацiйний ряд
зображають у виглядi певної кiлькостi рiвних або нерiвних ча-
стинних iнтервалiв, розмiщених у зростаючий послiдовностi (так
званий iнтервальний варiацiйний ряд). Визначення кiлько-
стi iнтервалiв групування здiйснюється або емпiричним шляхом
у залежностi вiд обсягу вибiрки, або за формулою Старджеса

L = 1 + 3, 322 · lg n, (8.2)

при цьому довжина iнтервалу визначається спiввiдношенням

h =
xmax − xmin

L
, (8.3)

де xmax i xmin – вiдповiдно найбiльший та найменший елементи
вибiрки.

Дискретний статистичний розподiл вибiрки та його
числовi характеристики

Перелiк варiант варiацiйного ряду i вiдповiдних їм частот, або
вiдносних частот, називається дискретним статистичним роз-
подiлом. У табличнiй формi вiн має вигляд:

X x1 x2 . . . xk
ni n1 n2 . . . nk
Wi W1 W2 . . . Wk

Функцiя розподiлу, одержана з генеральної сукупностi, нази-
вається теоретичною функцiєю розподiлу й позначається, як
уже зазначалося в попереднiх темах, через F (x). При реалiзацiї
вибiрки з генеральної сукупностi одержують оцiнку функцiї роз-
подiлу F (x) – емпiричну функцiю F ∗(x), яка визначає вiдносну
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частоту подiї X < x, тобто

F ∗(x) = W (X < x) =
nx
n
, (8.4)

де nx – кiлькiсть елементiв вибiрки, значення яких менше за фi-
ксовану варiанту. Функцiю F ∗(x) називають ще функцiєю на-
громадження вiдносних частот або комулятою.

Властивостi F ∗(x):
1) 0 ≤ F ∗(x) ≤ 1;
2) F ∗(x) – неспадна;
3) F ∗(xmin) = 0, F ∗(x)

∣∣∣
x>xmax

= 1.
Дискретний статистичний розподiл вибiрки можна зобразити

графiчно у виглядi ламаної лiнiї, вiдрiзки якої сполучають точки
(xi;ni) або (xi;Wi). У першому випадку лiнiю називають полiго-
ном частот, у другому – полiгоном вiдносних частот.

Числовi характеристики
1) вибiркова середня величина x

B
:

x
B

=

∑
i

(xi · ni)

n
. (8.5)

Якщо всi xi – рiзнi, то формула (8.5) визначає просту середню,
якщо ж значення xi мають певнi частоти, то за формулою (8.5)
знаходимо зважену середню (частоти ni ще називають вагами
значень xi).

Крiм розглянутої середньої вибiркової, у статистицi використо-
вують такi види середнiх:
степенева середня

xc =

(
k∑
i=1

ni
n
xαi

)1/α

, α 6= 0; (8.5.1)
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середня гармонiйна отримується iз (8.5.1) при α = −1

x−1 = xгар. = n
/( k∑

i=1

ni
xi

)
;

середня квадратична отримується iз (8.5.1) при α = 2

x2 =

(
k∑
i=1

ni
n
x2
i

)1/2

;

середня геометрична

xгеом. = (xn11 xn22 . . . x
nk
k )1/n.

2) розмах варiацiйного ряду:

R = xmax − xmin; (8.6)

3) мода M ∗
0 – це варiанта, що має найбiльшу частоту появи;

4) медiана M ∗
e – це варiанта, яка подiляє варiацiйний ряд на

двi частини, рiвнi за кiлькiстю варiант.
При цьому, якщо обсяг вибiрки n – парне число, то

M ∗
e =

xn/2 + xn/2+1

2
; (8.7)

якщо ж n – непарне число, то

M ∗
e = xn+1

2
. (8.8)

5) дисперсiя:

D
B

=

∑
i

(xi − xB)2 · ni

n
=

∑
i

x2
i · ni

n
− (x

B
)2. (8.9)

6) середнє квадратичне вiдхилення:

σ
B

=
√
D

B
. (8.10)

207



7) коефiцiєнт варiацiї:

V =
σ
B

x
B

· 100%. (8.11)

Використовується для порiвняння степеня розсiювання рiзних
статистичних рядiв.

Узагальнюючими характеристиками статистичних розподiлiв
є статистичнi моменти розподiлу.
Початковим емпiричним моментом m-го порядку ν∗m

дискретного розподiлу називається середнє значення варiант у
степенi m:

ν∗m =
1

n

k∑
i=1

(xi)
mni.

Тодi:

при m = 0 ν∗0 =
1

n

k∑
i=1

(xi)
0ni = 1;

при m = 1 ν∗1 =
1

n

k∑
i=1

xini = x – середнє вибiркове;

при m = 2 ν∗2 =
1

n

k∑
i=1

x2
ini = x2 – середнє квадратичне;

при m = 3 ν∗3 =
1

n

k∑
i=1

x3
ini = x3;

при m = 4 ν∗4 =
1

n

k∑
i=1

x4
ini = x4.

На практицi використовуються моменти перших чотирьох по-
рядкiв.

Iз врахуванням рiвностi (8.9) отримується такий вираз диспер-
сiї вибiркової через початковi емпiричнi моменти першого та дру-
гого порядкiв: Dв = ν∗2 − (ν∗1)2.
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Центральним емпiричним моментом m-го порядку дис-
кретного розподiлу називається середня величина вiдхилення ва-
рiант (вiд середньої вибiркової) у степенi m:

µ∗m =
1

n

k∑
i=1

(xi − xв)mni.

За означенням µ∗0 = 1, µ∗1 = 0, за означенням Dв µ∗2 = Dв.
На практицi використовуються центральнi емпiричнi моменти

третього та четвертого порядку, якi з допомогою бiнома Ньютона
можна виразити через вiдповiднi початковi моменти:

µ∗3 = ν∗3 − 3ν∗2ν
∗
1 + 2(ν∗1)3;

µ∗4 = ν∗4 − 4ν∗3ν
∗
1 + 6ν∗2(ν∗1)2 − 3(ν∗1)4.

Центральний емпiричний момент третього порядку використо-
вується для обчислення коефiцiєнта асиметрiї

A∗s = µ∗3/σ
3
в.

Для строго симетричного розподiлу варiант статистичного роз-
подiлу A∗s = 0. Вважається, якщо |A∗s| < 0, 25, то асиметрiя низь-
ка, якщо |A∗s| ≤ 0, 5 – середня, якщо |A∗s| > 0, 5 – висока.

Якщо A∗s < 0, то у статистичному розподiлi вибiрки переважа-
ють варiанти, значення яких меншi вiд xв. Така асиметрiя на-
зивається вiд’ємною або лiвосторонньою. Коли A∗s > 0, тодi у
варiацiйному рядi переважають варiанти, значення яких бiльшi
вiд xв (додатна або правостороння асиметрiя).

Центральний емпiричний момент четвертого порядку µ∗4 вико-
ристовується при обчисленнi ексцесу:

E∗s =
µ∗4
σ4в
− 3,

який дає оцiнку крутостi дослiджуваного статистичного розподi-
лу в порiвняннi iз нормальним.
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Для нормально розподiленої ознаки µ∗4/σ4в = 3, а тому E∗s = 0.
Якщо E∗s > 0, тодi розподiл вважається гостровершинним, якщо
ж E∗s < 0, тодi – плосковершинним.

Досi розглядалися числовi характеристики кiлькiсної ознаки
об’єктiв. Наведемо означення числової характеристики, пов’яза-
ної iз якiсною ознакою об’єктiв вибiрки.
Вибiрковою часткою називається вiдношення числа m об’є-

ктiв вибiрки з ознакою α до обсягу вибiрки: w = m/n. Ознакою α

може бути стандартнiсть вибору, сортнiсть продукцiї, стать лю-
дини тощо. За змiстом w є вiдносною частотою випадкової подiї,
яка полягає в тому, що навмання вiдiбраний об’єкт iз генеральної
сукупностi має ознаку α.

Iнтервальний статистичний розподiл вибiрки
та його числовi характеристики

У табличнiй формi цей розподiл має вигляд

H x1 − x2 x2 − x3 . . . xk−1 − xk
ni n1 n2 . . . nk
Wi W1 W2 . . . Wk

Тут h = xi − xi−1 – довжина i-го часткового iнтервалу.
Iнтервальний статистичний розподiл вибiрки можна подати

графiчно у виглядi гiстограми частот або вiдносних частот, а та-
кож емпiричною функцiєю F ∗(x) (комулятою).
Гiстограма частот (або вiдносних частот) – це фiгура, яка

складається з прямокутникiв з основою h i висотою
ni
h

(або
Wi

h
).

При побудовi комуляти F ∗(x) для iнтервального розподiлу за
основу береться припущення, що ознака на кожному iнтервалi
має рiвномiрну щiльнiсть iмовiрностей. Тому комулята матиме
вигляд ламаної лiнiї, яка зростає на кожному частковому iнтер-
валi й наближається до одиницi.
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Числовi характеристики

1) Для визначення x
B
, D

B
i σ

B
перейдемо вiд iнтервального

розподiлу до дискретного, варiантами якого є середини часткових

iнтервалiв: x∗i = xi−1 +
h

2
= xi −

h

2
. Тодi:

x
B

=

∑
i

x∗ini

n
, (8.12)

D
B

=
1

n

∑
i

(x∗i )
2ni − (x

B
)2, (8.13)

σ
B

=
√
D

B
. (8.14)

2) Медiана:

M ∗
e = xi−1 +

0, 5− F ∗(xi−1)

F ∗(xi)− F ∗(xi−1)
· h, (8.15)

де xi−1 i xi – вiдповiдно початок i кiнець медiанного iнтервалу,
h – довжина часткового iнтервалу.

3) Мода:

M ∗
0 = xi−1 +

nM0 − nM0−1

2nM0 − nM0−1 − nM0+1
· h, (8.16)

де xi−1 i xi – початок i кiнець модального iнтервалу; nM0, nM0−1,
nM0+1 – частоти вiдповiдно модального, домодального та пiслям-
одального iнтервалiв.
Приклад: За заданим iнтервальним статистичним розподiлом

вибiрки
h 0 -4 4-8 8-12 12-16 16-20 20-24

ni 6 14 20 25 30 5
побудувати гiстограму частот i F ∗(x). Визначити Mo∗, Me∗.
Розв’язування: Гiстограма частот має вигляд:
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Графiк F ∗(x):

З графiка гiстограми визначається модальний iнтервал, яким є
iнтервал 16–20. Застосовуючи (8.16) i беручи до уваги, що nM0 =

30, nM0−1 = 25, nM0+1 = 5, h = 4, xi−1 = 16, дiстанемо

M ∗
0 = xi−1 +

nM0 − nM0−1

2nM0 − nM0−1 − nM0+1
h =

= 16 +
30− 25

60− 25− 5
· 4 = 16 +

20

30
= 16, 7.

Отже M ∗
0 = 16, 7.

З графiка F ∗(x) визначається медiанний iнтервал, яким є iн-
тервал 12–16.

Беручи до уваги, що F (12) = 0, 4, F (16) = 0, 65, h = 4 i засто-
совуючи (8.15), дiстанемо:

Me∗ = xi−1 +
0, 5− F ∗(xi−1)

F ∗(xi)− F ∗(xi−1)
h =
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= 12 +
0, 5− 0, 4

0, 65− 0, 4
4 = 12 +

0, 1

0, 25
4 = 13, 6.

Отже, Me∗ = 13, 6.

Двовимiрний статистичний розподiл вибiрки та його
числовi характеристики

Перелiк варiант Y = yi, X = xj та вiдповiдних їм частот nij
спiльної їх появи утворюють двовимiрний статистичний розпо-
дiл вибiрки, що реалiзована з генеральної сукупностi, елементам
цiєї вибiрки притаманнi кiлькiснi ознаки X , Y .

У табличнiй формi цей розподiл має такий вигляд:

Y = yi
X = xj

x1 x2 x3 ... xm nyi
y1 n11 n12 n13 ... n1m ny1
y2 n21 n22 n23 ... n2m ny2
y3 n31 n32 n33 ... n3m ny3
... ... ... ... ... ... ...
yk nk1 nk2 nk3 ... nkm nyk
nxj nx1 nx2 nx3 ... nxm

Тут nij – частота спiльної появи варiант

Y = yi, X = xj;

nyi =

m∑
j=1

nij, nxj =

k∑
i=1

nij;

n =

k∑
i=1

m∑
j=1

nij =

k∑
i=1

nyi =

m∑
j=1

nxj .

Загальнi числовi характеристики ознаки X:
загальна середня величина ознаки X
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x =

k∑
i=1

m∑
j=1

xjnij

n
=

m∑
j=1

xjnxj

n
; (8.17)

загальна дисперсiя ознаки X

Dx =

k∑
i=1

m∑
j=1

x2
jnij

n
− (x)2 =

m∑
j=1

x2
jnxj

n
− (x)2; (8.18)

загальне середнє квадратичне вiдхилення ознаки X

σx =
√
Dx. (8.19)

Загальнi числовi характеристики ознаки Y :
загальна середня величина ознаки Y

y =

k∑
i=1

m∑
j=1

yinij

n
=

k∑
i=1

yinyi

n
;

загальна дисперсiя ознаки Y

Dy =

k∑
i=1

m∑
j=1

y2
inij

n
− (y)2 =

k∑
i=1

y2
inyi

n
− (y)2;

загальне середнє квадратичне вiдхилення ознаки Y

σy =
√
Dy.

Умовнi статистичнi розподiли та їх числовi характери-
стики

Умовним статистичним розподiлом ознаки Y при фiксованому
значеннi X = xi називають перелiк варiант ознаки Y та вiдпо-
вiдних їм частот, узятих при фiксованому значеннi X .

Y/X = xj.
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Y = yi y1 y2 y3 ... yk
nij n1j n2j n3j ... nkj

Тут
k∑
i=1

nij = nxj .

Числовi характеристики для такого статистичного розподiлу
називають умовними . До них належать:
умовна середня ознаки Y

yX=xj
=

k∑
i=1

yinij

k∑
i=1

nij

=

k∑
i=1

yinij

nxj
; (8.20)

умовна дисперсiя ознаки Y

D(Y/X = xj) =

k∑
i=1

y2
inij

nxj
− (yX=xj

)2; (8.21)

умовне середнє квадратичне вiдхилення ознаки Y

σ(Y/X = xj) =
√
D(Y/X = xj). (8.22)

D(Y/X = xj), σ(Y/X = xj) вимiрюють розсiювання варiант
ознаки Y щодо умовної середньої величини yx=xj

.
Умовним статистичним розподiлом ознакиX при Y = yi, на-

зивають перелiк варiант X = xj та вiдповiдних їм частот, узятих
при фiксованому значеннi ознаки Y = yi.

X/Y = yi.

X = xj x1 x2 x3 ... xm
nij ni1 ni2 ni3 ... nim
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Тут
m∑
j=1

nij = nyi.

Умовнi числовi характеристики для цього розподiлу:
умовна середня величина ознаки X

xY=yi =

m∑
j=1

xinij

m∑
j=1

nij

=

m∑
j=1

xinij

nyi
;

умовна дисперсiя ознаки X

D(X/Y = yi) =

m∑
j=1

x2
inij

nyi
− (xY=yi)

2;

умовне середнє квадратичне вiдхилення ознаки X

σ(X/Y = yi) =
√
D(X/Y = yj).

При вiдомих значеннях умовних середнiх yxj , xyi загальнi се-
реднi ознаки X та Y можна обчислити за формулами:

y =

m∑
j=1

yxjnxj

n
; (8.23)

x =

k∑
i=1

xyinyi

n
. (8.24)

Кореляцiйний момент, вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї
Пiд час дослiдження двовимiрного статистичного розподiлу ви-

бiрки постає потреба з’ясувати наявнiсть зв’язку мiж ознаками
X i Y , який у статистицi називають кореляцiйним. Для цього об-
числюється емпiричний кореляцiйний момент K∗xy за формулою
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K∗xy =

k∑
i=1

m∑
j=1

yixjnij

n
− x · y. (8.25)

Якщо K∗xy = 0, то кореляцiйного зв’язку мiж ознаками X i Y
немає. Якщо ж K∗xy 6= 0, то цей зв’язок iснує.

Отже, кореляцiйний момент дає лише вiдповiдь на запитання:
є зв’язок мiж ознаками X i Y , чи його немає.

Для вимiрювання тiсноти кореляцiйного зв’язку обчислюється
вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї rв за формулою

rв =
K∗xy
σxσy

. (8.26)

Як i в теорiї ймовiрностей, |rв| ≤ 1, −1 ≤ rв ≤ 1.

Приклади розв’язування задач

1. За заданим дискретним статистичним розподiлом вибiрки
X = xi −6 −4 −2 2 4 6

ni 5 10 15 20 40 10
Wi 0, 05 0, 1 0, 15 0, 2 0, 4 0, 1

потрiбно:
1) побудувати F ∗(x) i зобразити її графiчно;
2) накреслити полiгон частот.
Розв’язування. Згiдно з визначенням та властивостями,

F ∗(x) має вигляд

F ∗(x) = W (X < x) =
nx
n

=



0, x ≤ −6,

0, 05, −6 < x ≤ −4,

0, 15, −4 < x ≤ −2,

0, 3, −2 < x ≤ 2,

0, 5, 2 < x ≤ 4,

0, 9, 4 < x ≤ 6,

1, x > 6.
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Графiчне зображення F ∗(x)

таке

Полiгон частот має вигляд

2. За заданим статистичним розподiлом вибiрки

X = xi 2, 5 4, 5 6, 5 8, 5 10, 5

ni 10 20 30 30 10

потрiбно:
1) обчислити x

B
, D

B
, σ

B
;

2) знайти M ∗
0 , M ∗

e ;
3) обчислити R, V .
Розв’язування. Оскiльки n =

∑
i

ni = 100, то, згiдно iз фор-

мулами

x
B

=

∑
xini
n

,D
B

=

∑
x2
ini
n

− (x
B

)2;σ
B

=
√
D

B
,

знаходимо

x
B

=
2, 5 · 10 + 4, 5 · 20 + 6, 5 · 30 + 10, 5 · 10

100
= 6, 7;∑

x2
ini
n

=
(2, 5)2 · 10 + (4, 5)2 · 20 + (6, 5)2 · 30 + (10, 5)2 · 10

100
= 50, 05;

D
B

= 50, 05− (6, 7)2 = 5, 16,
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σ
B

=
√
D

B
=
√

5, 16 ≈ 2, 27,

M ∗
0 = 6, 5; 8, 5.

Отже, наведений статистичний розподiл вибiрки буде двом-
одальним. M ∗

e = 6, 5, оскiльки варiанта x = 6, 5 подiляє варiа-
цiйний ряд 2,5; 4,5; 6.5; 8,5; 10,5 на двi частини: 2,5; 4,5 та 8,5;
10,5, якi мають однакову кiлькiсть варiант.

R = xmax − xmin = 10, 5− 2, 5 = 8,

V =
σ
B

x
B

· 100% =
2, 27

6, 7
· 100 = 33, 88%.

3. За заданим iнтервальним статистичним розподiлом вибiрки

X = xi 1–
1,
2

1,
2–
1,
4

1,
4–
1,
6

1,
6–
1,
8

1,
8–
2

2–
2,
2

2,
2–
2,
4

2,
4–
2,
6

2,
6–
2,
8

2,
8–
3

3–
3,
2

ni 5 12 18 22 36 24 19 15 11 9 2

обчислити x̄B, DB, σB.
Pозв’язування. Побудуємо дискретний статистичний розпо-

дiл за заданим iнтервальним. Оскiльки h = 0, 2, то дiстанемо:

x∗i = xi −
h

2
= xi−1 +

h

2
1,1 1,3 1,5 1,7 1,9 2,1 2,3 2,5 2,7 2,9 3,1

hi 5 12 18 22 36 24 19 15 11 9 2

Беручи до уваги (...), (...), (...) i те, що n = 173, дiстанемо:

x̄B =

∑
x∗1ni
n

=
5, 5 + 15, 6 + 27 + 37, 4 + 68, 4 + 50, 4 + 43, 7

173
+

+
37, 5 + 29, 7 + 26, 1 + 6, 2

173
=

347, 5

173
≈ 2, 008671.

Отже, x̄B = 2, 008671.∑
(x∗1)2 ni
n

=
6, 05 + 20, 29 + 40, 5 + 63, 58 + 129, 96 + 105, 84 + 100, 51

173
+
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+
93, 75 + 80, 19 + 75, 69 + 19, 22

173
=

735, 58

173
= 4, 251908.

DB =

∑
(x∗1)2 ni
n

− (x̄B)2 = 4, 251908− (2, 008671)2 =

= 4, 251908− 4, 034759 = 0, 217149.

DB = 0, 217149.

σB =
√
DB =

√
0, 217149 ≈ 0, 466.

Oтже, σB = 0, 466.
4. Iз генеральної сукупностi зроблено вибiрку обсягом n = 32.

Здобуто такi реалiзацiї випадкової величини: 2,2; 7,1; 6,3; 3,9; 5,9;
5,6; 5,6; 4,7; 7,9; 3,2; 6,1; 5,5; 6,4; 6,0; 6,9; 4,7; 6,4; 6,9; 6,7; 7,9; 4,2;
6,7; 6,0; 9,2; 5,5; 6,5; 3,5; 4,9; 7,2; 4,9; 8,9; 5,7. Скласти iнтервальний
ряд i побудувати гiстограму. Запропонувати гiпотезу про вигляд
F (x) у сукупностi. За допомогою умовних моментiв розподiлу
знайти x̄, s2, As∗, Ek∗.
Розв’язувания. Для побудови iнтервального ряду розбиваємо

область реалiзацiй на 7 iнтервалiв з однаковими довжинами iн-

тервалiв: ∆x =
max
i

(xi)−min
i

(xi)

7
; ∆x =

9, 2− 2, 2

7
= 1. Частоти

кожного iнтервалу знайдемо, визначивши для кожного значення
iнтервал. Якщо значення xi потрапляє на межу, то збiльшуємо
на 1 частоту нижнього iнтервалу.

Iнтервал 2,
2–
3,
2

3,
2–
4,
2

4,
2–
5,
2

5,
2–
6,
2

6,
2–
7,
2

7,
2–
8,
2

8,
2–
9,
2

Частота 2 3 4 9 10 2 2

Згiдно зi знайденим рядом будуємо гiстограму (рис. 8.1).
На пiдставi побудованої гiстограми можна висунути гiпотезу

про нормальний закон розподiлу в сукунностi.
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Рис. 8.1

Для обчислення умовних моментiв розподiлу складемо табли-
цю, в якiй запишемо середини iнтервалiв ui =

xi−1 + xt
2

, їхнi

частоти ni i новi змiннi vi =
ui − C

∆x
. Вiзьмемо C, що дорiвнює

u4 = 5, 7. У наступних стовпця обчислено значення vini, v2
ini,

v3
ini, v4

ini, а в останньому рядку таблицi – їхнi суми.
ui ni vi vini v2

ini v3
ini v4

ini
2,7 2 −3 −6 18 −54 162
3,7 3 −2 −6 12 −24 48
4,7 4 −1 −4 4 −4 4
5,7 9 0 0 0 0 0
6,7 10 1 10 10 10 10
7,7 2 2 4 8 16 32
8,7 2 3 6 18 54 162

Cума 32 – 4 70 −2 418
3найдемо умовнi моменти розподiлу вiд першого до четвертого

порядкiв включно:

h∗1 =

∑
vini
n

=
4

32
= 0, 125; h∗2 =

∑
v2
ini
n

=
70

32
= 2, 1875;

h∗3 =

∑
v3
ini
n

=
−2

32
= −0, 0625; h∗4 =

∑
v4
ini
n

=
418

32
= 13, 0525.
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Визначимо числовi характеристики за допомогою умовних мо-
ментiв розподiлу:

x̄ = C + h∗1∆x = 5, 7 + 0, 125 · 1 = 5, 825;

s2 = (∆x)2
(
h∗2 − (h∗1)2

)
= 2, 1875− (0, 125)2 ≈ 2, 172;

µ∗3 = (∆x)3
(
h∗3 − 3h∗2h

∗
1 + 2 (h∗1)3

)
= −0, 0625−

−2, 1875 · 0, 125 + 2 · (0, 125)3 = −0, 332031;

µ∗4 = (∆x)4
(
h∗4 − 4h∗3h

∗
1 + 6h∗2 (h∗1)2 − 3 (h∗1)4

)
= 13, 0625+

+4 · 0, 0625 · 0, 125 + 6 · 2, 1875 · (0, 125)2 − 3 · (0, 125)4 ≈ 13, 29809;

A∗s =
µ∗3
s3

= − 0, 332031√
(2, 172)3

≈ −0, 1037;

E∗k =
µ∗4
s4
− 3 =

13, 29809

(2, 172)2
− 3 ≈ −0, 1812.

Отже, асиметрiя та ексцес близькi до нуля, чим пiдтверджує-
ться припущення про нормальний закон розподiлу в сукупностi.

Задачi для самостiйного розв’язування

◦ 1. При вивченнi випадкової величини X у результатi 40 не-
залежних спостережень дiстали вибiрку: 10, 13, 10, 9, 9, 12, 12, 6,
7, 9, 8, 9, 11, 9, 14, 13, 9, 8, 8, 7, 10, 10, 11, 11, 11, 12, 8, 7, 9, 10,
14, 13, 8, 8, 9, 10, 11, 11, 12, 12.

Потрiбно:
1. Побудувати дискретний статистичний розподiл для цiєї ви-

бiрки, а також полiгон частот i F ∗(x).
2. Обчислити x

B
, σ

B
, R, V .

3. Знайти M ∗
0 , M ∗

e .
2 (c/р). Iз партiї однотипних амперметрiв для контролю вiдi-

брано 10 штук. Вимiрювання показали такi вiдхилення вiд номi-
налу в мiлiметрах:
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Номер партiї 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x, мА 1 3 −2 2 4 2 5 3 −2 4

Потрiбно:
1. Побудувати дискретний статистичний розподiл, полiгон ча-

стот i F ∗(x).
2. Обчислити x

B
, σ

B
, R, V .

3. Знайти M ∗
0 , M ∗

e .
3 (д/з). На телефоннiй станцiї дослiджувалася величина X

– кiлькiсть неправильних з’єднань за хвилину. Спостереження
протягом 80 хв. дали такi результати: 5, 1, 4, 0, 2, 4, 3, 6, 7, 3, 5,
5, 2, 5, 6, 7, 4, 3, 1, 0, 3, 1, 7, 2, 5, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 1, 3, 4, 7, 5, 6, 3,
1, 7, 5, 4, 0, 1, 1, 2, 6, 5, 1, 2, 6, 5, 0, 2, 7, 4, 3, 0, 2, 1, 7, 2, 3, 4, 5,
7, 6, 5.

Як вибiркову сукупнiсть для задачi № k, де k = 1, 20, вiдiбрати
пiдряд 20 варiант, починаючи з k-ої вiд початку. Для отриманої
вибiрки:

1) скласти статистичний розподiл частот та вiдносних частот;
2) побудувати полiгон частот та вiдносних частот;
3) знайти емпiричну функцiю розподiлу та побудувати її гра-

фiк;
4) з’ясувати питання, чи можна використати метод добуткiв

для знаходження зведених числових характеристик; у випадку
позитивної вiдповiдi виконати розрахунки зведених характери-
стик в 5) цим методом;

5) обчислити вибiрковi: середню, дисперсiю, середнє квадрати-
чне вiдхилення, моду, медiану, розмах варiацiй, коефiцiєнт аси-
метрiї та ексцес.
4–13 (с/р). Для даних iнтервальних статистичних розподiлiв:

1) побудувати гiстограми частот та вiдносних частот; 2) знайти
емпiричну функцiю розподiлу та побудувати її графiк; 3) обчи-
слити числовi характеристики розподiлу.
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№ 4. [xi;xi+1) [1, 4; 1, 6) [1, 6; 1, 8) [1, 8; 2) [2; 2, 2) [2, 2; 2, 4) [2, 4; 2, 6) [2, 6; 2, 8]

ni 6 10 18 25 20 13 8

№ 5. [xi;xi+1) [1, 6; 1, 8) [1, 8; 2) [2; 2, 2) [2, 2; 2, 4) [2, 4; 2, 6) [2, 6; 2, 8) [2, 8; 3]

ni 2 6 10 35 20 10 7

№ 6. [xi;xi+1) [2; 2, 2) [2, 2; 2, 4) [2, 4; 2, 6) [2, 6; 2, 8) [2, 8; 3) [3; 3, 2) [3, 2; 3, 4]

ni 7 10 21 34 10 6 2

№ 7. [xi;xi+1) [1, 7; 2) [2; 2, 3) [2, 3; 2, 6) [2, 6; 2, 9) [2, 9; 3, 2) [3, 2; 3, 5) [3, 5; 3, 8]

ni 5 8 17 29 21 13 7

№ 8. [xi;xi+1) [1, 5; 1, 6) [1, 6; 1, 7) [1, 7; 1, 8) [1, 8; 1, 9) [1, 9; 2) [2; 2, 1) [2, 1; 2, 2]

ni 6 9 18 29 20 12 6

№ 9. [xi;xi+1) [1, 8; 2) [2; 2, 2) [2, 2; 2, 4) [2, 4; 2, 6) [2, 6; 2, 8) [2, 8; 3] [3; 3, 2]

ni 6 9 19 34 8 7 3

№ 10. [xi;xi+1) [2, 1; 2, 2) [2, 2; 2, 3) [2, 3; 2, 4) [2, 4; 2, 5) [2, 5; 2, 6) [2, 6; 2, 7) [2, 7; 2, 8]

ni 6 13 17 27 19 10 8

№ 11. [xi;xi+1) [1, 9; 2, 1) [2, 1; 2, 3) [2, 3; 2, 5) [2, 5; 2, 7) [2, 7; 2, 9) [2, 9; 3, 1) [3, 1; 3, 3]

ni 5 10 18 28 20 13 6

№ 12.[xi;xi+1) [1, 3; 1, 5) [1, 5; 1, 7) [1, 7; 1, 9) [1, 9; 2, 1) [2, 1; 2, 3) [2, 3; 2, 5) [2, 5; 2, 7]

ni 5 9 18 30 20 12 6

№ 13.[xi;xi+1) [1, 7; 1, 9) [1, 9; 2, 1) [2, 1; 2, 3) [2, 3; 2, 5) [2, 5; 2, 7) [2, 7; 2, 9) [2, 9; 3, 1)

ni 6 10 18 25 20 13 8
◦ 14. Залежнiсть рiчної заробiтньої плати Y вiд загального ви-

робiтку X показано у виглядi двовимiрного статистичного роз-
подiлу:

Y
X

1,5 2,5 3,5 4,5 5,5 nyi
0,82 1 3 – –
0,86 – 3 2 1 –
0,9 – 2 5 9 3
0,94 – – – 6 4
0,98 – – – – 2
nxj

Обчислити rв, yx=4,5, xy=0,86.
Вiдповiдь. rв = 0, 783; yx=4,5 = 0, 913; xy=0,86 = 3, 17.
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◦ 15. Зi старших класiв лiцею було вiдiбрано групу учнiв. Данi
про їх середньорiчнi оцiнки з математики xi та решти дисциплiн
ni (за стобальною системою) наведенi в таблицi:

ni 45 30 48 50 52 54 51 60 62 63 65 70 71 74 76 68 79 85
xi 30 35 40 44 48 55 52 65 69 72 78 82 84 86 90 91 92 95

Обчислити Kxy, rв.
Вiдповiдь. Kxy = 252, 62; rв = 0, 903.
◦ 16. Виготовленi в цеху втулки сортувалися за вiдхиленням

внутрiшнього дiаметра X i зовнiшнього Y . Спiльний статисти-
чний розподiл ознак X i Y наведено в таблицi:

X = xj,мм
Y = yj,мм

0,002 0,004 0,006 0,008 nyi
0,01 1 3 4 2
0,02 2 2 24 10
0,03 4 15 8 3
0,04 4 6 8 2
nxj

Обчислити rв, yx=0,03, xy=0,004.
Вiдповiдь. rв = 0, 141; yx=0,03 = 0, 0047 мм; xy=0,004 = 0, 029 мм.
17. Залежнiсть рiчної продуктивностi працi в розрахунку на

одного робiтника Y вiд енергомiсткостi працi на пiдприємствi пев-
ної галузi показано в таблицi:

yi, тис. грн/робiтн. 11,0 11,6 12,1 12,7 13,2 13,9 14,1 14,6 14,9 15,4
xi, кВт/робiтн. 5,2 5,8 5,9 6,2 6,9 7,2 7,5 8,5 8,8 9,4

Обчислити Kxy, rв.
Вiдповiдь. Kxy = 6, 945; rв = 0, 681.
◦ 18. При аналiзi руди дiстали такi данi про вiдсотковий вмiст

у нiй свинцю та срiбла. Результати аналiзу наведено в таблицi:
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Y = yi
X = xj

2,5 7,5 12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 42,5 nyi
2 119 9 – – – – – – –
6 9 59 7 – – – – – –
10 1 4 28 3 – – – – –
14 – – 8 12 4 – – – –
18 – – 1 6 7 1 1 – –
22 – – – 1 1 8 3 – –
26 – – – – – 2 1 – –
30 – – – – – – 3 2 1
34 – – – – – – – – –
38 – – – – – – – – 1
nxj

Обчислити rв, yx=12,5; xy=14.
Вiдповiдь. rв = 0, 865; yx=12,5 = 3, 32%; xy=14 = 50%.
19. Залежнiсть урожайностi озимої пшеницi yi вiд кiлькостi

внесених добрив xi показано в таблицi:

yi, ц/га 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34
xi, кг/га 10 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

Обчислити Kxy, rв.
Вiдповiдь. Kxy = 289, 23; rв = 0, 998.
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Тема 9. Статистичне й iнтервальне оцiнювання
параметрiв розподiлу

Iнформацiя, яку дiстають на основi обробки вибiрки про ознаку
генеральної сукупностi, завжди мiститиме певнi похибки, оскiль-
ки обсяг вибiрки значно менший вiд обсягу генеральної сукупно-
стi.

Позначимо через θ оцiнювальний параметр генеральної суку-
пностi, а через θ∗ – його статистичну оцiнку, або статистику.
Якщо θ∗ визначається одним числом, то її називають точковою.

Якщо M(θ∗) = θ, то θ∗ називається незмiщеною оцiнкою,
iнакше – змiщеною вiдносно параметра генеральної сукупностi
θ. Рiзниця θ∗ − θ = δ називається змiщенням статистичної
оцiнки θ∗. Точкова оцiнка називається ефективною, якщо при
заданому обсязi вибiрки вона має найменшу дисперсiю. Точкова
оцiнка називається ґрунтовною, якщо

lim
n→∞

P (|θ∗ − θ| < δ) = 1. (9.1)

На основi методiв визначення точкових статистичних оцiнок
для параметрiв генеральної сукупностi (метод аналогiй, метод
найменших квадратiв, метод максимальної правдоподiбностi) до-
ведено, що:

1) точковою незмiщеною статистичною оцiнкою для середньої
генеральної є середня вибiркова:

M(x
B

) = xΓ; (9.2)

2) точковою незмiщеною статистичною оцiнкою для генераль-
ної дисперсiї є величина

n

n− 1
·D

B
, яку називають виправленою

дисперсiєю й позначають через S2:

S2 =
n

n− 1
D

B
, M(S2) = DΓ. (9.3)
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3) величина

S =

√
n

n− 1
D

B
(9.4)

називається виправленим середнiм квадратичним вiдхиле-
нням i є змiщеною точковою статистичною оцiнкою для σΓ.

Статистична оцiнка, що визначається двома числами (кiнцями
iнтервалiв), називається iнтервальною.

Розглянемо рiзницю |θ∗ − θ|:

|θ∗ − θ| < δ. (9.5)

Тут δ – точнiсть оцiнки. Ймовiрнiсть нерiвностi (9.5)

P (|θ∗ − θ| < δ) = γ

називають надiйнiстю. Останню рiвнiсть можна подати у вигля-
дi:

P (θ∗ − δ < θ < δ + θ∗) = γ.

Iнтервал [θ∗ − δ; θ∗ + δ], що покриває параметр θ iз заданою на-
дiйнiстю γ, називається довiрчим.

Розглянемо деякi випадки побудови довiрчих iнтервалiв:
1) довiрчий iнтервал для xΓ iз заданою надiйнiстю γ при вiдо-

мому σΓ:

x
B
− x∗ · σΓ√

n
< xΓ < x

B
+
x∗ · σΓ√

n
. (9.6)

Тут x∗ знаходиться за допомогою таблицi з умови: Φ(x∗) = 0, 5·
γ. Величина

x∗ · σΓ√
n

– точнiсть оцiнки або похибка вибiрки.

2) довiрчий iнтервал для xΓ при невiдомому σΓ iз заданою на-
дiйнiстю γ :

x
B
− tγ · S√

n
< xΓ < x

B
+
tγ · S√
n
. (9.7)

Тут tγ знаходимо за заданою надiйнiстю γ i числi степенiв вiль-
ностi k = n− 1 у вiдповiднiй таблицi.
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3) довiрчi iнтервали iз заданою надiйнiстю γ для DΓ i σΓ (у
випадку, коли ознака X має нормальний закон розподiлу):

(n− 1)S2

χ2
2

< DΓ <
(n− 1)S2

χ2
1

, (9.8)

√
n− 1S

χ2
< σΓ <

√
n− 1S

χ1
. (9.9)

Значення χ2
1 i χ2

2 знаходимо у вiдповiднiй таблицi згiдно з рiв-
ностями:

P (χ2 > χ2
1) = 1− α

2
, P (χ2 > χ2

2) =
α

2
, (9.10)

4) довiрчий iнтервал для коефiцiєнта кореляцiї rxy генеральної
сукупностi iз заданою надiйнiстю γ:

rB − tγ ·
1− r2

B√
n

< rxy < r
B

+ tγ ·
1− r2

B√
n
, (9.11)

де r
B
– вибiрковий коефiцiєнт кореляцiї, tγ – знаходиться з рiв-

ностi Φ(tγ) = 0, 5γ за таблицею значень функцiї Лапласа.
5) якщо закон розподiлу ознаки X генеральної сукупностi не-

вiдомий, то довiрчий iнтервал для xΓ подається нерiвнiстю:

x
B
− σΓ√

(1− γ) · n
< xΓ < x

B
+

σΓ√
(1− γ) · n

. (9.12)

Приклади розв’язування задач

1. Вимiрявши 40 випадково вiдiбраних пiсля виготовлення де-
талей, знайшли вибiркову середню, що дорiвнює 15 см. Iз надiй-
нiстю γ = 0, 99 побудувати довiрчий iнтервал для середньої ве-
личини всiєї партiї деталей, якщо генеральна дисперсiя дорiвнює
0,09 см2.
Розв’язування. Для побудови довiрчого iнтервалу необхiдно

знайти: x
B
, σΓ, n, x.
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З умови задачi маємо: x
B

= 15 см, σr =
√
Dr =

√
0, 09см2 = 0, 3

см, n = 40 →
√
n =

√
40 = 6, 32. Величина x обчислюється з

рiвняння
Φ(x) = 0, 5γ = 0, 5 · 0, 99 = 0, 495.

Φ(x) = 0, 495→ x = 2, 58 [за таблицею значень функцiї Лапласа].
Знайдемо числовi значення кiнцiв довiрчого iнтервалу:

x
B
− x · σr√

n
= 15− 0, 3 · 2, 58

6, 32
= 15− 0, 12 = 14, 88 см,

x
B

+
σr · x√
n

= 15 +
0, 3 · 2, 58

6, 32
= 15 + 0, 12 = 15, 12 см.

Маємо:
14, 88 < xr < 15, 12.

Отже, з надiйнiстю 0,99 (99% гарантiї) оцiнюваний параметр
xr перебуває всерединi iнтервалу [14, 87; 15, 13].
2. Випадково вибрана партiя з двадцяти приладiв була випро-

бувана щодо термiну безвiдмовної роботи кожного з них ti. Ре-
зультати випробувань наведено у виглядi дискретного статисти-
чного розподiлу:

ti 100 170 240 310 380
ni 2 5 10 2 1

З надiйнiстю γ = 0, 99 побудувати довiрчий iнтервал для α

(середнього часу безвiдмовної роботи приладу).
Розв’язування. Для побудови довiрчого iнтервалу необхiдно

знайти середнє вибiркове i виправлене середнє квадратичне вiд-
хилення.

Обчислимо xв:

xв =

∑
tini
n

=
100 · 2 + 170 · 5 + 240 · 10 + 310 · 2 + 380 · 1

20
=
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=
4450

20
= 222, 5.

Отже, дiстали xв = 222, 5 год.
Визначимо Dв:

∑
t2ini
n

=
1002 · 2 + 1702 · 5 + 2402 · 10 + 3102 · 2 + 3802 · 1

20
=

=
1077100

20
= 53855.

Dв =

∑
t2ini
n
− (xв)2 = 53855− (222, 5)2 =

= 53855− 49506, 25 = 4348, 75.

Отже, Dв = 4348, 75.

Виправлене середнє квадратичне вiдхилення дорiвнюватиме:

S =

√
n

n− 1
Dв =

√
20

20− 1
4348, 75 ≈ 67, 66 год.

За таблицею 3 (див. додаток) розподiлу Стьюдента за заданою
надiйнiстю γ = 0, 99 i числом ступенiв свободи k = n−1 = 20−1 =

19 знаходимо значення t(γ = 0, 99, k = 19) = 2, 861.

Обчислимо кiнцi довiрчого iнтервалу:

xв−
tγS√
n

= 222, 5−2, 861 · 67, 66√
20

= 222, 5−2, 861 · 67, 66

4, 472
= 179, 2год.

xв+
tγS√
n

= 222, 5+
2, 861 · 67, 66√

20
= 222, 5+

2, 861 · 67, 66

4, 472
= 265, 8год.

Отже, з надiйнiстю γ = 0, 99 можна стверджувати, що Xг = a

буде мiститися в iнтервалi

179, 2 < a < 265, 8.
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При великих обсягах вибiрки, а саме: n > 30, на пiдставi цен-
тральної граничної теореми теорiї ймовiрностей (теореми Ляпу-
нова) розподiл Стьюдента наближається до нормального закону.
У цьому разi tγ знаходиться за таблицею значень функцiї Лапла-
са.
3. Перевiрена партiя однотипних телевiзорiв xi на чутливiсть

до вiдеопрограм ni, данi перевiрки наведено як дискретний ста-
тистичний розподiл:

ni мкв 200 250 300 350 400 450 500 550
xi 2 5 6 7 5 2 2 1

З надiйнiстю γ = 0, 99 побудувати довiрчi iнтервали для Dг,
σг.
Розв’язування. Для побудови довiрчих iнтервалiв необхiдно

знайти значення S2, S.
Обчислимо значення xв:

xв =

∑
xini
n

=

=
200 · 2 + 250 · 5 + 300 · 6 + 350 · 7 + 400 · 5 + 450 · 2 + 500 · 2 + 550 · 1

30
=

=
400 + 1250 + 1800 + 2450 + 2000 + 900 + 1000 + 550

30
=

=
10350

30
= 345 мкв.

Обчислимо Dв:∑
x2
ini
n

=
2002 · 2 + 2502 · 5 + 3002 · 6 + 3502 · 7 + 4002 · 5+

30
+

+
4502 · 2 + 5002 · 2 + 5502 · 1

30
=

=
80000 + 312500 + 540000 + 857500 + 800000 + 405000

30
+
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+
500000 + 302500

30
=

3797500

30
= 126583, 3.

Dв =

∑
x2ini
n

− (xв)2 = 126583, 3− (345)2 = 126583, 3− 119025 = 7558, 3.

Отже, Dв = 7558, 3 [мкв]2.

Виправлена дисперсiя i виправлене середнє квадратичне вiд-
хилення дорiвнюватимуть:

S2 =
n

n− 1
Dв =

30

30− 1
7558, 3 =

30

29
7558, 3 = 7818, 9[мкв]2;

S =

√
n

n− 1
Dв =

√
7818, 9 ≈ 88, 42 мкв.

Оскiльки α = 1 − γ = 1 − 0, 99 = 0, 01, то згiдно з (9.10),
знаходимо значення χ2

1, χ2
2, а саме:

P (χ2 > χ2
1) = 1− α

2
= 1− 0, 01

2
= 1− 0, 005 = 0, 995.

P (χ2 > χ2
2) =

α

2
=

0, 01

2
= 0, 005.

За таблицею 5 (див. додаток) знаходимо:

χ2
1(0, 995; k = m− 1) = χ2

1(0, 995; k = 29) = 14, 3.

χ2
2(0, 005; k = 29) = 52, 5.

Обчислимо кiнцi довiрчого iнтервалу для Dг:
n− 1

χ2
2

S2 =
29

52, 5
· 7818, 9 = 4319, 01;

n− 1

χ2
1

S2 =
29

14, 3
· 7818, 9 = 15856, 5.

Отже, довiрчий iнтервал для Dг буде таким:

4319, 0 < Dг < 15856, 5.
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Довiрчий iнтервал для σг становить

68, 3 < σг < 130, 83.

4. Випадково вибраних студентiв iз потоку унiверситету було
пiддано тестуванню з математики i хiмiї. Результати цих тесту-
вань подано двовимiрним статистичним розподiлом, де X = xi –
оцiнки з математики, Y = yi – iз хiмiї. Вiдповiдi оцiнювалися за
десятибальною системою:

Y = yi
X = xi

1 3 5 7 9 nyi
1 2 2 1 – – 5
3 1 1 1 1 – 4
5 – – 1 2 3 6
7 – – 1 1 4 6
9 – – 2 3 4 9
nxj 3 3 6 7 11

Необхiдно:
1) з надiйнiстю γ = 0, 99 побудувати довiрчий iнтервал дляXг,

якщо σг = 5;
2) з надiйнiстю γ = 0, 999 побудувати довiрчi iнтервали для σг,

Y г, rxy.
Розв’язування. Обчислимо основнi числовi характеристики

ознак X i Y , а також Kxy, rв. Оскiльки n =
∑∑

nij = 30,
дiстанемо:

x =

∑
xinxj
n

=
1 · 3 + 3 · 3 + 5 · 6 + 7 · 7 + 9 · 11

30
= 6, 33;∑

x2
inxj
n

=
12 · 3 + 32 · 3 + 52 · 6 + 72 · 7 + 92 · 11

30
= 47, 13.

Dx =

∑
x2
inxj
n

− (x)2 = 47, 13− (6, 33)2 = 47, 13− 40, 07 = 7, 06;
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σx =
√
Dx =

√
7, 06 ≈ 2, 66.

Sx =

√
n

n− 1
Dx =

√
30

29
7, 06 ≈ 2, 7.

y =

∑
yinyi
n

=
1 · 5 + 3 · 4 + 5 · 6 + 7 · 6 + 9 · 9

30
= 5, 67.∑

y2
inyi
n

=
12 · 5 + 32 · 4 + 52 · 6 + 72 · 6 + 92 · 9

30
= 40, 47.

Dy =

∑
y2
inyi
n

− (y)2 = 40, 47− (5, 67)2 = 40, 47− 32, 15 = 8, 32.

σy =
√
Dy =

√
8, 32 ≈ 2, 88.

Sy =

√
n

n− 1
Dy =

√
30

29
8, 32 ≈ 2, 93.∑∑

yixinyi
n

=
1 · 2 · 1 + 1 · 2 · 3 + 1 · 1 · 5 + 3 · 1 · 1 + 3 · 1 · 3+

30

+
3 · 1 · 5 + 3 · 1 · 7 + 5 · 1 · 5 + 5 · 2 · 7 + 5 · 3 · 9 + 7 · 1 · 5+

30

+
7 · 1 · 7 + 7 · 4 · 9 + 9 · 2 · 5 + 9 · 3 · 7 + 9 · 4 · 9

30
= 41.

K∗xy =

∑∑
yixinyi
n

− x · y = 41− 6, 33 · 5, 67 = 41− 35, 89 = 5, 11.

rв =
K∗xy
σxσy

=
5, 11

2, 66 · 2, 88
=

5, 11

7, 661
≈ 0, 667.

1. Побудуємо довiрчий iнтервал з надiйнiстю γ = 0, 99 для Xг,
якщо σг = 5.

x − xσг√
n
< Xг < x +

xσг√
n
.

Нам вiдомi значення x = x = 6, 33, σг = 5,
√
n =
√

30 = 5, 48.
Значення x обчислюємо з рiвняння

Φ(x) = 0, 5γ = 0, 5 · 0, 99 = 0, 495,
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де x = 2, 58 знаходимо за таблицею значень функцiї Лапласа.
Визначимо кiнцi iнтервалу:

x − xσг√
n

= 6, 33− 2, 58 · 5
5, 48

= 6, 33− 2, 35 = 3, 98;

x +
xσг√
n

= 6, 33 +
2, 58 · 5

5, 48
= 6, 33 + 2, 35 = 8, 68.

Отже, довiрчий iнтервал для Xг буде таким:

3, 98 < Xг < 8, 68.

2. Побудуємо довiрчий iнтервал з надiйнiстю γ = 0, 999 для Y г.
Оскiльки σг нам вiдоме, то довiрчий iнтервал у цьому разi

визначається так:

yв −
tγSy√
n
< Y г < yв +

tγSy√
n
.

Нам вiдоме значення yв = y = 5, 67, Sy = 2, 93, tγ знаходимо
за таблицею розподiлу Стьюдента (таблиця 3 у додатку):

t(γ = 0, 999, k = 29) = 3, 659.

Обчислимо кiнцi довiрчого iнтервалу:

y − tγSy√
n

= 5, 67− 3, 659 · 2, 93

5, 5
= 5, 67− 1, 95 = 3, 72;

y +
tγSy√
n

= 5, 67 +
3, 659 · 2, 93

5, 5
= 5, 67 + 1, 95 = 7, 62;

Таким чином, довiрчий iнтервал для Y г буде в таких межах:

3, 72 < Y г < 7, 62.

Довiрчий iнтервал з надiйнiстю γ = 0, 999 для σг буде таким:

Sy(1− q(γ;n)) < σг < Sy(1 + q(γ;n)).
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Нам вiдоме значення Sy = 2, 93. Враховуючи, що γ = 0, 999,
n = 30, знайдемо за таблицею (додаток 5) значення q(γ =

0, 999, n = 30) = 0, 63.

Визначимо кiнцi довiрчого iнтервалу:

Sy(1− q(γ;n)) = 2, 93(1− 0, 63) = 2, 93 · 0, 37 = 1, 084;

Sy(1 + q(γ;n)) = 2, 93(1 + 0, 63) = 2, 93 · 1, 63 = 4, 776.

Отже, довiрчий iнтервал для σг подається такою нерiвнiстю:

1, 084 < σг < 4, 776.

Довiрчий iнтервал для rxy iз заданою надiйнiстю γ = 0, 999

буде таким:

rв − tγ
1− r2в√

n
< rxy < rв + tγ

1− r2в√
n
.

Нам вiдомi значення rв = 0, 67,
√
n =

√
30 ≈ 5, 48, tγ ви-

значаємо за таблицей значень функцiї Лапласа Φ(xγ) = 0, 5γ =

0, 5 · 0, 999 = 0, 4995, де xγ = 3, 2.
Визначимо кiнцi довiрчого iнтервалу:

rв − xγ
1− r2в√

n
= 0, 67− 3, 2

1− (0, 67)2

5, 48
= 0, 67− 3, 2 · 0, 5511

5, 48
=

= 0, 67− 0, 322 = 0, 348;

rв + xγ
1− r2в√

n
= 0, 67 + 3, 2

1− (0, 67)2

5, 48
= 0, 67 +

3, 2 · 0, 5511

5, 48
=

= 0, 67 + 0, 322 = 0, 992.

Таким чином, довiрчий iнтервал для rxy буде в таких межах:

0, 348 < rxy < 0, 992.
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5. Одержано данi зi 100 навмання вибраних пiдприємств щодо
зростання виробiтку на одного робiтника xi (у % вiдносно по-
переднього року), якi мають такий iнтервальний статистичний
розподiл:

xi, %; h = 10 80 - 90 90 - 100 100 - 110 110 - 120 120 - 130
ni 3 14 60 20 4

Використовуючи нерiвнiсть Чебишова, побудувати довiрчий iн-
тервал для Xг, якщо вiдоме значення σг = 5% з надiйнiстю
γ = 0, 99.
Розв’язування. Для побудови довiрчого iнтервалу з допомо-

гою нерiвностi Чебишова необхiдно обчислити xв, δ. Щоб визна-
чити xв, перейдемо вiд iнтервального до дискретного статисти-
чного розподiлу, а саме:

xi 85 95 105 115 125
ni 3 14 60 20 4

Тодi маємо:

xв =

∑
xini
n

= |n =
∑

ni = 101| =

=
85 · 3 + 95 · 14 + 105 · 60 + 115 · 20 + 125 · 4

101
=

=
255 + 1330 + 6300 + 2300 + 500

101
=

10685

101
= 105, 8%.

Обчислимо δ:

δ =
σг√

(1− γ)n
=

5√
(1− 0, 99)101

=
5

0, 01 · 101
= 4, 98%.

Отже, довiрчий iнтервал для Xг подається такими нерiвностя-
ми:

xв − δ < Xг < xв + δ,
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або
100, 8 < Xг < 110, 8.

6. Якого значення має набути надiйнiсть оцiнки γ, щоб за об-
сягу вибiрки n = 100 похибка її не перевищувала 0,01 при σr = 5.
Розв’язування. Позначимо похибку вибiрки

xσr√
n

= ε −→ x =
ε
√
n

σr
=

0, 01
√

100

5
= 0, 02.

Далi маємо

P

(∣∣∣∣∣xB − aσr√
n

∣∣∣∣∣ < x

)
= 2Φ(x) = 2Φ(0, 02) = 2 · 0, 008 = 0, 016.

Як бачимо, надiйнiсть мала.
7. Визначити обсяг вибiрки n, за якого похибка ε = 0, 01 га-

рантується з ймовiрнiстю 0,999, якщо σr = 5.

Розв’язування. За умови задачi P

(∣∣∣∣∣xB − aσr√
n

∣∣∣∣∣ < x

)
= γ =

0, 999. Оскiльки
xσr√
n

= ε, то дiстанемо n =
x2σ2

r

ε2
. Величину x

знаходимо з рiвностi Φ(x) = 0, 5γ = 0, 5 · 0, 999 = 0, 4995 −→

x ≈ 3, 4. Тодi n =
(3, 4)2 · 52

(0, 01)2
= 2890000.

Задачi для самостiйного розв’язування

◦ 1. У будинку вiдпочинку випадковим чином було вiдiбрано 20
осiб i вимiряно їхнiй зрiст. Здобутi результати наведено у виглядi
iнтервального статистичного розподiлу:

xi, см 165,5 – 170,5 170,5 – 175,5 175,5 – 180,5 180,5 – 185,5
ni 4 6 8 2
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Iз надiйнiстю γ = 0, 99 побудувати довiрчий iнтервал для xΓ,
якщо σΓ = 2.

Вiдповiдь. 173, 81 < Xг < 176, 19.

2 (д/р). У таблицi наведено вiдхилення дiаметрiв валикiв,
оброблених на верстатi, вiд номiнального розмiру:

h = 5 мк 0 – 5 5 – 10 10 – 15 15 – 20 20 – 25
ni 15 75 100 50 10

Iз надiйнiстю γ = 0, 99 побудувати довiрчий iнтервал для xΓ =

a.
Вiдповiдь. 11, 03 < a < 12, 57

◦ 3. Вимiряна максимальна мiсткiсть конденсаторiв xi. Резуль-
тати вимiрювання подано як дискретний статистичний розподiл:

xi пФ 4,0–4,2 4,2 – 4,4 4,4 – 4,6 4,6 – 4,8 4,8 – 5
ni 2 4 5 9 5

З надiйнiстю γ = 0, 999 побудувати довiрчий iнтервал для Xг,
якщо σг = 0, 5.

Вiдповiдь. 4, 24 < Xг < 4, 92.

4 (д/р). У 30 телевiзорiв була вимiряна чутливiсть xi. Резуль-
тати вимiрювання подано як дискретний статистичний розподiл:

xi мкВ 200 250 300 350 400 450 500
ni 2 7 6 8 4 2 1

Iз надiйнiстю γ = 0, 99 побудувати довiрчий iнтервал для Xг,
якщо σг = 4.

Вiдповiдь. 376 < Xг < 380, 27.

5 (с/р). У 25 випадково вiдiбраних деталей була вимi-
ряна вiдстань у мiкронах вiд центру маси, що мiститься
на її осi, до зовнiшньої поверхнi. Результати вимiрювання
наведено у виглядi iнтервального статистичного розподiлу:
Межi iнтервалiв xi, мк 80–96 96 – 112 112 – 128 128 – 144 144 – 160

ni 2 5 8 6 4
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З надiйнiстю γ = 0, 999 побудувати довiрчий iнтервал для Xг,
якщо σг = 3.

Вiдповiдь. 130, 58 < Xг < 134, 42.

6. З партiї однотипних запобiжникiв вiдiбрано 24 шт. Вимiрю-
вання вiдхилення вiд номiналу в кiлоомах xi наведено як дискре-
тний статистичний розподiл:

xi кОм -1 -2 1 2 3 4 5
ni 3 4 4 5 4 3 1

Iз надiйнiстю γ = 0, 99 побудувати довiрчий iнтервал для Xг,
якщо σг = 3.

Вiдповiдь. −0, 3 < Xг < 2, 96.

7. З партiї однотипних пляшок намання було вибрано 28 шт.,
i в кожнiй iз них була вимiряна глибина пазу (канавки) xi. Ре-
зультати вимiрювання наведено як iнтервальний статистичний
розподiл:

xi мм 2,4–2,6 2,6 – 2,8 2,8 – 3,0 3,0 – 3,2 3,2 – 3,4
ni 5 8 9 5 1

З надiйнiстю γ = 0, 999 побудувати довiрчий iнтервал для Xг,
якщо σг = 0, 8.

Вiдповiдь. 2, 31 < Xг < 3, 33.

8. 28 однотипних приладiв були випробуванi щодо їх безвiдмов-
ної роботи xi. Результати вимiрювання наведено як дискретний
статистичний розподiл:

xi, год 100 110 120 130 140 150
ni 10 6 5 4 2 1

З надiйнiстю γ = 0, 99 побудувати довiрчий iнтервал для Xг,
якщо σг = 4.

Вiдповiдь. 112, 63 < Xг < 116, 65.

◦ 9. Залежнiсть собiвартостi Y одного примiрника книги вiд
накладу X дослiджувалась видавництвом. Результати дослiдже-
ння наведено у виглядi двовимiрного статистичного розподiлу:
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X = xi, тис. прим.
Y = yi, грн.

10,15 5,52 4,08 2,85 nyi
1 10 5 5 –
2 – 15 10 5
3 – – 20 10
4 – – 5 15
nxi

Потрiбно:
1. З надiйнiстю γ = 0, 99 побудувати iнтервал для Y г, σг, rxy.
2. Використовуючи нерiвнiсть Чебишова побудувати довiрчий

iнтервал для Xг.
Вiдповiдь. 4, 0742 < yг < 5, 1388; 1, 681 < σг < 2, 417;

−0, 8036 < rxy < −0, 4966; 1, 47 < Xг < 3, 53.

10. Залежнiсть рiчної продуктивностi працi в розрахунку на
одного робiтника yi вiд енергомiсткостi працi xi на пiдприємствах
однiєї галузi наведено в таблицi:

yi, грн 5,4 5,6 6,2 6,8 7,1 7,8 8,5 9,1 10,5 10,9
xi, Вт/робiтн. 1,8 2,1 2,8 3,0 3,2 3,8 3,9 4,2 4,5 4,8

Продовження таблицi
yi, грн 11,0 11,6 12,1 12,7 13,2 13,9 14,1 14,6 14,9 15,4

xi, Вт/робiтн. 5,2 5,8 5,9 6,2 6,9 7,2 7,5 8,5 8,8 9,4
Потрiбно:
1. З надiйнiстю γ = 0, 999 побудувати довiрчi iнтервали для

Y г, σг, rxy.
2. Використовуючи нерiвнiсть Чебишова, побудувати довiрчий

iнтервал для Xг.
Вiдповiдь. 7, 69 < yг < 13, 45; 0, 39 < σг < 5, 99;

0, 946 < rxy < 1; 10, 82 < Xг < 21, 38.

11. Середня температура у квiтнi у Києвi X i Донецьку Y ви-
мiрювалась протягом 40 рокiв. Результати вимiрювання наведено
у виглядi двовимiрного статистичного розподiлу:
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Y = yi
X = xi

10 14 18 22 26 nyi
12 2 3 5 – –
16 – 8 2 3 2
18 1 5 2 2 1
20 – 2 1 1 1
nxi

Потрiбно:
1. Iз надiйнiстю γ = 0, 99 побудувати довiрчi iнтервали для Y г,

σг, rxy.
2. Використовуючи нерiвнiсть Чебишова, побудувати довiрчий

iнтервал для Xг.
Вiдповiдь. 14, 87 < yг < 17, 13; 1, 742 < σг < 3, 618;

−0, 129 < rxy < 0, 655; 10, 36 < Xг < 24, 04.
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Тема 10. Перевiрка статистичних гiпотез

Загальна iнформацiя

Iнформацiя, яку дiстають на пiдставi вибiрки, може бути вико-
ристана для формулювання певних висновкiв про всю генеральну
сукупнiсть. Такi висновки називають статистичними гiпотеза-
ми.

Статистичнi гiпотези про значення параметрiв ознаки гене-
ральної сукупностi називають параметричними. Гiпотези, що
висуваються на пiдставi обробки виiбркових даних про закон роз-
подiлу ознаки генеральної сукупностi, називаються непараме-
тричними.

Гiпотезу, що пiдлягає перевiрцi, називають основною. Її ще
називають нульовою (позначають H0), оскiльки вона припускає
вiдсутнiсть розбiжностi (нульову розбiжнiсть) мiж невiдомим па-
раметром генеральної сукупностi й величиною, одержаною вна-
слiдок обробки вибiрки.

Кожнiй нульовiй гiпотезi можна протиставити кiлька альтер-
нативних (конкуруючих) гiпотез, що заперечують твердження
нульової. Їх позначають Ha.

Гiпотеза може бути простою або складною. Проста гiпотеза, як
правило, належить до параметра ознак генеральної сукупностi i
є однозначною. Наприклад,

H0 : xг = 4.

Складна гiпотеза є неоднозначною. Вона може стверджувати,
що значення параметра генеральної сукупностi належить певнiй
областi ймовiрних значень, яка може бути дискретною або непе-
рервною. Наприклад,

H0 : xг ∈ {2; 2, 1; 2, 2}
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або
H0 : xг ∈ [5, 2; 6, 5].

Для перевiрки правильностi нульової статистичної гiпотези ви-
бирають так званий статистичний критерiй, керуючись яким
гiпотезу вiдхиляють або приймають.

Множину всiх можливих значень статистичного критерiю K

можна подiлити на двi пiдмножини, що не перетинаються. Суку-
пнiсть значень K, за яких H0 не вiдхиляється, називається обла-
стю прийняття нульової гiпотези; сукупнiсть значень K, за
яких нульова гiпотеза не приймається, називається критичною
областю. Точка або точки, що роздiляють вказанi областi, нази-
вається критичними й позначають через Kкр.

Iснують три види критичних областей:
1) якщо при K < Kкр нульову гiпотезу вiдхиляють, то маємо

лiвобiчну критичну область:

2) якщо при K > Kкр нульову гiпотезу вiдхиляють, то маємо
правобiчну критичну область:

3) якщо нульову гiпотезу вiдхиляють приK < K ′кр.,K > K ′′кр,
то маємо двобiчну критичну область:
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Загальний алгоритм перевiрки правильностi нульової
гiпотези

Для перевiрки правильностi H0 задається так званий рiвень
значущостi α.
α – це мала ймовiрнiсть, яка наперед задаються. Вона може

набувати значення α=0,005; 0,01; 0,001.
В основу перевiрки H0 покладено принцип P (K ∈ A) = α,

тобто ймовiрнiсть того, що статистичний критерiй потрапляє в
критичну область A, дорiвнює малiй iмовiрностi α. Якщо ж ви-
явиться, що K ∈ A, а ця подiя малоймовiрна i все ж вiдбулася,
то немає пiдстав приймати нульову гiпотезу.

Пропонується такий алгоритм перевiрки правильностi H0:
1. Сформулювати H0 й одночасно альтернативну гiпотезу Hα.
2. Вибрати статистичний критерiй, який вiдповiдав би сфор-

мульованiй нульовiй гiпотезi.
3. Залежно вiд змiсту нульової та альтернативної гiпотез бу-

дується правобiчна, лiвобiчна або двобiчна критична область, а
саме:

нехай H0 : xг = a, тодi:
якщо Hα : xг > a, то вибирається правобiчна критична

область;
якщо Hα : xг < a, то вибирається лiвобiчна критична область;
якщо Hα : xг 6= a, то вибирається двобiчна критична область.
4. Для побудови критичної областi (лiвобiчної, правобiчної чи

двобiчної) необхiдно знайти критичнi точки. За вибраним стати-
стичним критерiєм та рiвнем значущостi α знаходяться критичнi
точки.

5. За результатами вибiрки обчислюється спостережуване зна-
чення критерiю K∗cп.

6. Вiдхиляють чи приймають нульову гiпотезу на пiдставi та-
ких мiркувань:
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у разi, колиK∗ ∈ A , а це є малоймовiрною випадковою подiєю,
P (K∗ ∈ A) = α i, незважаючи на це, вона вiдбулася, то в цьому
разi H0 вiдхиляється:

для лiвобiчної критичної областi

P (K∗cп < Kкр) = α;

для правобiчної критичної областi

P (K∗cп > Kкр) = α;

для двобiчної критичної областi

P (K∗cп < K
′
кр) + P (K∗cп > K

′′
кр) = α

або

P (K∗cп < K
′
кр) = P (K∗cп > K

′′
кр) =

α

2
,

ураховуючи ту обставину, що критичнi точки K ′
кр i K ′′

кр симе-
трично розташованi вiдносно нуля.

Помилки першого та другого роду. Потужнiсть
критерiю

Якою б не була малою величина α, потрапляння спостережу-
ваного значення K∗cп у критичну область (K∗cп ∈ A) нiколи не
буде подiєю абсолютно неможливою. Тому не виключається той
випадок, коли H0 буде правильною, а (K∗cп ∈ A), а тому нульову
гiпотезу буде вiдхилено.

Отже, при перевiрцi правильностi H0 можуть бути допущенi
помилки. Розрiзняють при цьому помилки першого i другого ро-
ду.

Якщо H0 є правильною, але її вiдхиляють на основi її перевiр-
ки, то буде допущена помилка першого роду.
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Якщо H0 є неправильною, але її приймають, то в цьому разi
буде допущена помилка другого роду.

Мiж помилками першого i другого роду iснує тiсний зв’язок.
Нехай, для прикладу, перевiряється H0 : Xг = a. При великих

обсягах вибiрки n xв – випадкова величина, закон розподiлу ймо-
вiрностей якої асимптотично наближатиметься до нормального з
числовими характеристиками:

M(xв) = a = Xг, σ(xв) =
σг√
n
.

Тому, коли гiпотеза H0 є правдивою, M(xв) = a. Цей розподiл
має такий вигляд: (крива f (x, a)).

Коли альтернативна гiпотеза заперечує H0 i стверджує Hα :

Xг = b > a, то в цьому разi нормальна крива буде змiщена
праворуч (крива f (x, b)).

За вибраним рiвнем значущостi α визначається критична
область (заштрихована).

Коли xв > Kкр, то H0 вiдхиляється з iмовiрнiстю помилки
першого роду:

P (xв > Kкр) =

∞∫
Kкр

f (x; a)dx = α.

Коли xв < Kкр, то H0 не вiдхиляється, хоча може бути пра-
вильною альтернативна гiпотеза Hα.
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Отже, в цьому разi припускаються помилки другого роду.
Iмовiрнiсть цiєї помилки, яку позначають символом β, може

бути визначена на кривiй f (x; b), а саме:

β =

Kкр∫
−∞

f (x; b)dx.

(Ця ймовiрнiсть показана штрихуванням площi пiд кривою
f (x; b), що мiститься лiворуч Kкр).

Якщо з метою зменшення ризику вiдхилити правильну гiпо-
тезу H0 зменшуватимемо значення α, то в цьому разi критична
точка Kкр змiщуватиметься праворуч, що, у свою чергу, спричи-
нює збiльшення ймовiрностi помилки другого роду, тобто вели-
чини β.

Рiзницю π = 1−β називають iмовiрнiстю обґрунтованого вiд-
хилення H0, або потужнiстю критерiю.

Пiд час розв’язування практичних завдань може виникнути
потреба вибору статистичного критерiю з їх певної множини. У
цьому разi вибирають той критерiй, якому притаманна найбiльша
потужнiсть.

Параметричнi статистичнi гiпотези

I. Перевiрка правильностi нульової гiпотези про значе-
ння генеральної середньої.

Можливi три типи задач:
1) H0: XΓ = a1; Ha: XΓ > a1 – будується правобiчна критична

область; a1 – деяке певне число; критична точка знаходиться з
умови Φ(Zкр) =

1− 2α

2
за таблицею значень функцiї Лапласа;

спостережуване значення критерiю знаходимо за формулою

Zсп =

√
n · (x

B
− a1)

σΓ
. (10.1)
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При Zсп > Zкр нульову гiпотезу вiдхиляємо; при Zсп < Zкр –
приймаємо;

2) H0: XΓ = a1; Ha: XΓ < a1 – будується лiвобiчна крити-
чна область; Φ(Zкр) i Zсп знаходиться так, як i в попередньому
випадку (тiльки у значення Zкр ставимо знак ”мiнус“).

3) H0: XΓ = a1; Ha: XΓ 6= a1 – будується двобiчна критична

область; критичну точку знаходимо з умови Φ(Zкр) =
1− α

2
i

розташовуємо її симетрично вiдносно нуля.
Розглянутий метод побудови критичних областей придатний

лише за умови, коли вiдоме значення σΓ. Якщо ж це значення
не вiдоме, то за статистичний критерiй вибирається випадкова
величина

t =

√
n · (x

B
− a1)

S
, (10.2)

де

S =

√√√√∑i (xi − xB)2 · ni

n− 1
. (10.3)

Критичнi точки при цьому визначаються за таблицею розподi-
лу Стьюдента при заданому α i числi степенiв вiльностi k = n−1.
Спостережуване значення критерiю обчислюється за формулою
(10.2).
Задача 1. Розбiжнiсть вимiрiв дiаметрiв кульок X = xi є ви-

падковою величиною, що має закон розподiлу N(a; 4). При рiвнi
значущостi α = 0, 01 перевiрити правильнiсть H0 : a = 240 мм,
якщо альтернативна гiпотеза Ha : a > 240 мм,
коли вiдомо, що σг = 4 мм i вибiркове середнє значення вимiря-
них у 100 однотипних кульок xв = 225 мм.
Розв’язування. Оскiльки Ha : a > 240 мм, будується право-

бiчна критична область. Для цього необхiдно знайти критичну
точку i побудувати правобiчну критичну область. Для знаходже-
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ння критичної точки застосовуємо вiдомий вираз:

Φ(zкр) =
1− 2a

2
=

1− 2 · 0, 01

2
=

1− 0, 02

2
=

0, 98

2
= 0, 49.

За значенням Φ(zкр) = 0, 49 i скориставшись таблицею (Табли-
ця 2) знаходимо zкр ≈ 2, 34. Отже, правобiчна критична область
матиме вигляд:

Обчислимо спостережуване значення критерiю за формулою
(10.1) z∗ =

xв−a
σг√
n

. Оскiльки xв = 225 мм, a = 240 мм, σг = 4 мм,

n = 100, маємо

z∗ =
225− 240

4√
100

=
−15

4
10

= − 15

0, 4
= −150

4
= −37, 5.

Висновок. Оскiльки z∗ ∈ (−∞; 2, 34), то немає пiдстав для
вiдхилення нульової гiпотези H0 : a = 240 мм. Отже, нульова
гiпотеза приймається.
Задача 2. Проведено 10 незалежних дослiдiв над випадковою

величиною X , що має нормальний закон розподiлу з невiдомими
значеннями a, σ. Наслiдки дослiдiв подано у виглядi статисти-
чного ряду:

xi 2,5 2 -2,3 1,9 -2,1 2,4 2,3 -2,5 1,5 -1,7
ni 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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При рiвнi значущостi α = 0, 001 перевiрити правильнiсть ну-
льової гiпотези
H0 : a = 0, 9, при альтернативнiй гiпотезi Hα : a < 0, 9.
Розв’язування. Запишемо статистичний ряд у виглядi стати-

стичного розподiлу й обчислимо xв, S:

xi -2,5 -2,3 -2,1 -1,7 1,5 1,9 2 2,3 2,4 2,5
ni 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

xв =

∑
xi
n

=

=
−2, 5− 2, 3− 2, 1− 1, 7 + 1, 5 + 1, 9 + 2 + 2, 3 + 2, 4 + 2, 5

10
= 0, 4.

Dв =

∑
x2i
n
− (xв)2 =

=
6, 25 + 5, 29 + 4, 41 + 2, 89 + 2, 25 + 3, 61 + 4 + 5, 29 + 5, 76 + 6, 25

10
−

−(0, 4)2 = 4, 6− 0, 16 = 4, 44.

S2 =
n

n− 1
Dв =

10

9
4, 44 = 4, 933.

S =
√

4, 933 ≈ 2, 22.

При альтернативнiй гiпотезi Hα : a < 0, 9 будується лiвобiчна
критична область. Для цього необхiдно знайти критичну точку,
застосовуючи статистичний критерiй (10.1). За таблицею (дода-
ток 6) знаходимо значення

tкр(α = 0, 001, k = n−1 = 10−1 = 9) = t(α = 0, 001, k = 9) = 4, 78.

Оскiльки щiльнiсть ймовiрностей для розподiлу Стьюдента є
парною, то tкр = −4, 78.

Критична область:
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Обчислимо спостережуване значення критерiю:

t∗ =
xв − a

S√
n

=
0, 4− 0, 9

2,22√
10

=
0, 4− 0, 9

2,22
3,16

=

=
0, 4− 0, 9

0, 702
= − 0, 5

0, 702
= −0, 712.

Висновок. Оскiльки t∗ ∈ (−4, 78;∞), то немає пiдстав вiдхи-
лити H0 : a = 0, 9.
II. Перевiрка правильностi нульової гiпотези про рiв-

нiсть двох генеральних середнiх (M(X) = M(Y )).
Можливi такi випадки:
1) Значення дисперсiй Dx i Dy ознак генеральних сукупностей

вiдомi.
Залежно вiд альтернативної гiпотези Ha будується вiдповiдно

правобiчна (Φ(Zкр) =
1− 2α

2
), лiвобiчна (Φ(Zкр) = −1− 2α

2
) та

двобiчна (Φ(Zкр) =
1− α

2
) критичнi областi.

Спостережуване значення критерiю обчислюється за форму-
лою:

Zсп =
x
B
− y

B√
D
X
n′ +

D
Y
n′′

, (10.4)

де n′, n′′ – обсяги вибiрок iз сукупностей X i Y вiдповiдно.
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2) Значення генеральних дисперсiйD
X
iD

Y
– невiдомi. В цьому

випадку застосовується статистичний критерiй

Zсп =
x
B
− y

B√
(n′−1)S2

X
+(n′′−1)S2

Y
n′+n′′−2

√
1
n′ + 1

n′′

. (10.5)

Критичнi точки знаходяться так само, як i в попередньому ви-
падку.
Задача № 3. За заданими статистичними розподiлами двох

вибiрок, реалiзованих iз двох генеральних сукупностей, ознаки
яких мають нормальний закон розподiлу зi значеннями дисперсiй
генеральних сукупностей Dx = 10; Dy = 15.

xi 12,2 13,2 14,2 15,2 16,2 yj 8,4 12,4 16,4 20,4 24,2
n′1 5 15 40 30 10 n∗j 10 15 35 20 20

При рiвнi значущостi α = 0, 01 перевiрити правдивiсть нульової
гiпотези
H0:M(X) = M(Y ), якщо альтернативна гiпотеза Hα:M(X) >

M(Y ).
Розв’язування. Оскiльки n′ =

∑
n′i = 100; n′′ =

∑
n′′j =

100, обчислимо x
B
, y

B
:

x
B

=

∑
xin

′
i

n′
=

12, 2 · 5 + 13, 2 · 15 + 14, 2 · 40 + 15, 2 · 30+

100
=

+
16, 2 · 10

100
=

1446, 5

100
= 14, 465,

y
B

=

∑
yin
′′
i

n′′
=

8, 4 · 10 + 12, 4 · 15 + 16, 4 · 35 + 20, 4 · 20+

100
=

+
24, 4 · 20

100
=

1740

100
= 17, 4.

Для альтернативної гiпотези Hα: M(X) > M(Y ) i будується
правобiчна критична область. Критичну точку Zкр знаходимо з
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рiвностi

Φ(Zкр) =
1− 2α

2
=

1− 2 · 0, 01

2
=

0, 98

2
= 0, 49 −→ Zкр = 2, 34.

Критична область правобiчна.
Обчислимо спостережуване значення критерiю

Z∗ =
x
B
− y

B√
Dx
n′ +

Dy
n′′

=
14, 465− 17, 4√

10
100 + 15

100

= −2, 935

0, 5
= −5, 87.

Висновок: оскiльки Z∗ ∈ (−∞; 2, 34], то нульова гiпотеза H0:
M(X) = M(Y ) не вiдхиляється.
III. Перевiрка правильностi нульової гiпотези про рiв-

нiсть двох дисперсiй
За статистичний критерiй береться випадкова величина F =

S2
Б

S2
М
, яка має розподiл Фiшера-Снедекора iз k1 = n1−1, k2 = n2−1

ступенями свободи, де S2
Б – бiльша з виправлених дисперсiй, одер-

жана за результатами обробки вибiрок, S2
М – менша з виправлених

дисперсiй, n1 – обсяг вибiрки з бiльшою виправленою дисперсiєю,
n2 – обсяг вибiрки з меншою виправленою дисперсiєю.

Критичнi точки знаходяться вiдповiдно до заданого рiвня зна-
чущостi α i числа ступенiв свободи k1 i k2 за таблицею критичних
точок розподiлу Фiшера.
Задача № 4. Пiд час дослiдження стабiльностi температури

в термостатi дiстали такi результати: 21,2; 21,8; 21,3; 21,0; 21,4;
21,3.
З метою стабiлiзацiї температури було використано удосконале-
ний пристрiй, пiсля цього замiри температури показали такi ре-
зультати: 37,7; 37,6; 37,6; 37,4. Чи можна за рiвня значущостi α
= 0,01 вважати використання удосконаленого пристрою до стабi-
лiзатора температури ефективним?
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Розв’язування.Очевидно, що ефективнiсть стабiлiзаторiв без
удосконаленого пристрою i з ним залежить вiд дисперсiй вимiрю-
ваних ними температур. Отже, задача звелась до порiвняння двох
дисперсiй. Обчислимо виправленi вибiрковi дисперсiї:

yв =

∑
yin

′
i

n′
=

21, 2 + 21, 4 + 21, 0 + 21, 3 · 2 + 21, 8

6
= 21, 333;∑

y2
in
′
i

n′
=

21, 22 · 1 + 21, 42 · 1 + 21, 02 · 1 + 21, 32 · 2 + 21, 82 · 1
6

=

=
2731, 02

6
= 455, 17;

Dв =

∑
y2
in
′
i

n′
− (yв)2 = 455, 17− (21, 333)2 =

= 455, 17− 455, 097 = 0, 073;

S2
y =

n
′

n′ − 1
Dв =

6

6− 1
0, 073 = 0, 0876;

x =

∑
xjn

′′
j

n′′
=

37, 7 + 37, 6 · 2 + 37, 4

4
=

=
37, 7 + 75, 2 + 37, 4

4
=

150, 3

4
= 37, 575;∑

x2
jn
′′
j

n′′
=

37, 72 + 37, 62 · 2 + 37, 42

4
=

5647, 57

4
= 1411, 8925;

Dв =

∑
x2
jn
′′
j

n′′
− (x)2 = 1411, 8925− (37, 575)2 =

= 1411, 8925− 1411, 880625 = 0, 011875;

S2
x =

n
′′

n′′ − 1
Dв =

4

4− 1
0, 011875 = 0, 01583.

Обчислимо спостережуване значення критерiю

F ∗ =
S2
Б
S2
M

=
0, 0876

0, 01583
= 5, 534.
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Число ступенiв свободи для бiльшої виправленої дисперсiї
S2
Б = S2

y , k1 = n
′ − 1 = 5, для меншої S2

M = S2
x, k2 = n

′′ − 1 = 3.
Оскiльки удосконалення стабiлiзатора температур може тiльки

зменшити дисперсiю, то будуємо правобiчну критичну область.
Отже,

Hα : S2
y > S2

x.

Критичну точку знаходимо за таблицею (таблиця 6) вiдповiдно
до заданого рiвня значущостi α = 0,01 i числа ступенiв свободи
k1 = 5, k2 = 3, Fкр(α = 0, 01; k1 = 5, k2 = 3) = 28, 2. Схематично
правобiчна критична область має вигляд

Висновок. Оскiльки F ∗ ∈ (0; 28, 5), данi спостережень не да-
ють пiдстав вiдхилити нульову гiпотезу, тобто вдосконалення тер-
мостабiлiзатора є ефективним.
IV. Перевiрка правильностi непараметричних стати-

стичних гiпотез
Усi перевiрки параметричних статистичних гiпотез грунтува-

лися на припущеннi, що ознака генеральної сукупностi має нор-
мальний закон розподiлу ймовiрностей i що за iншого розподiлу
висновки щодо статистичних гiпотез можуть бути хибними.

Тому використання в наведених методах перевiрки гiпотез мо-
жливе у разi достатньої упевненостi, що спостережувана озна-
ка генеральної сукупностi має нормальний закон розподiлу або
близький до нормального.

257



Основою для висунення гiпотези про закон розподiлу ознаки
генеральної сукупностi може бути наявнiсть теоретичних перед-
умов про характер змiни ознаки. До них, зокрема, вiдносять вико-
нання умов, що є пiдгрунтям теореми Ляпунова. У деяких випад-
ках пiдставою для висунення гiпотези про закон розподiлу ознаки
генеральної сукупностi можуть бути певнi формальнi властиво-
стi здобутого статистичного розподiлу, а саме: рiвнiсть нулю As

i Es для нормального розподiлу, рiвнiсть вибiркової середньої i
вибiркового середнього квадратичного вiдхилення для експонен-
цiального розподiлу.

Iнколи пiдгрунтям для висновкiв про характер гiпотетичного
розподiлу можуть бути форми полiгону, гiстограми.
Задача № 5 За заданим статистичним розподiлом вибiрки

ознаки X :
h = 6 0–6 6–12 12–18 18–24 24–30 30–36
ni 8 12 30 36 10 4

гiпотетично визначити закон розподiлу ознаки генеральної су-
купностi X .
Розв’язування. Побудуємо гiстограму частот для заданого

статистичного розподiлу вибiрки, яка має такий вигляд:

Якщо з’єднати пунктирною лiнiєю середини всiх сторiн кожно-
го прямокутника гiстограми, то дiстанемо криву лiнiю, яка пев-
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ною мiрою подiбна до графiка щiльностi для нормального зако-
ну з ненульовим математичним сподiванням. Це може бути пiд-
ставою для висунення гiпотези про нормальний закон розподiлу
ознаки X генеральної сукупностi. Але цю гiпотезу необхiдно пе-
ревiрити на її правильнiсть.
Задача № 6. За заданим статистичним розподiлом вибiрки

ознаки X :

h = 4 0–4 4–8 8–12 12–16 16–20 20–24
ni 40 24 16 12 8 4

гiпотетично визначити закон розподiлу ознаки генеральної суку-
пностi.
Розв’язування. Побудуємо гiстограму частот, записавши ста-

тистичний розподiл у такому виглядi:

h = 4 0–4 4–8 8–12 12–16 16–20 20–24
ni
h 10 6 4 3 2 1

Гiстограма частот має такий вигляд:

Коли з’єднаємо послiдовно середини всiх сторiн кожного пря-
мокутника пунктирною лiнiєю, то дiстанемо криву, що в деяко-
му наближеннi подiбна до графiка щiльностi ймовiрностей для
експоненцiального закону розподiлу. Це дає нам пiдстави для ви-
сунення нульової гiпотези про експоненцiальний закон розподiлу
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ознаки генеральної сукупностi X , яку, звичайно, необхiдно пе-
ревiрити на правильнiсть. А для цього необхiдно мати значення
емпiричних i теоретичних частот.

Емпiричними називаються частоти, якi спостерiгаються при
реалiзацiї вибiрки, а теоретичними – якi обчислюються за фор-
мулами.
Дискретний закон розподiлу. Теоретичнi частоти для дис-

кретної випадкової величини обчислюємо за формулою

n
′
i = nPi, (10.6)

де n – обсяг вибiрки;
Pi – iмовiрнiсть спостережуваного значення X = xi, яка об-

числюється за умови, що ознака X має взятий за припущенням
закон розподiлу ймовiрностей.
Задача № 7. За результатами вибiрки, реалiзованої з гене-

ральної сукупностi, ознака якоїX за припущенням має пуассонiв-
ський закон розподiлу ймовiрностей, дiстали такий статистичний
розподiл:

xj 0 2 4 6 8
ni 45 20 15 12 8

Необхiдно знайти теоретичнi частоти n′i.
Розв’язування. Для обчислення теоретичних частот застосо-

вуємо формулу Пуассона

Pn(k) =
λk

k!
e−λ −→ Pn(k) =

ak

k!
e−a, (10.7)

де λ = a.

Оскiльки для математичного сподiвання, тобто для параметра
λ = a, точковою незмiщеною статистичною оцiнкою є вибiркова
середня величина xв, обчислимо її значення
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xв =

∑
xini
n

=
0 · 45 + 2 · 20 + 4 · 15 + 6 · 12 + 8 · 8

100
=

=
40 + 60 + 72 + 64

100
=

236

100
= 2, 36.

Отже, λ = 2, 36 = a.

Обчислимо ймовiрностi P100(k), де k = 0, 2, 4, 6, 8.

P100(0) =
λ0

0!
e−λ = e−2,36 = 0, 094;

P100(2) =
λ2

2!
e−λ =

(2, 36)2

2
e−2,36 = 2, 7848 · 0, 094 = 0, 262;

P100(4) =
λ4

4!
e−λ =

(2, 36)4

24
e−2,36 = 1, 2925 · 0, 094 = 0, 121;

P100(6) =
λ6

6!
e−λ =

(2, 36)6

720
e−2,36 = 0, 240 · 0, 094 = 0, 022;

P100(8) =
λ8

8!
e−λ =

(2, 36)8

40320
e−2,36 = 0, 02386 · 0, 094 = 0, 0022.

Отже, теоретичнi частоти будуть такi:
n
′
1 = n · P100(0) = 100 · 0, 094 = 9;

n
′
2 = n · P100(2) = 100 · 0, 262 = 26;

n
′
3 = n · P100(4) = 100 · 0, 121 = 12;

n
′
4 = n · P100(6) = 100 · 0, 022 = 2;

n
′
5 = n · P100(8) = 100 · 0, 0022 = 0, 22 ≈ 0.

У пiдсумку маємо:

Емпiричнi частоти ni 45 20 15 12 8
Теоретичнi частоти n′i = nP100(k) 9 26 12 2 0

Як бачимо, велика розбiжнiсть мiж емпiричними та теорети-
чними частотами ставить пiд сумнiв припущення про пуассонiв-
ський закон розподiлу ознаки X генеральної сукупностi.
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Задача № 8. Iз генеральної сукупностi зроблено вибiрку обся-
гом n = 32. Здобуто такi значення випадкової величини: 2,2; 7,1;
6,3; 3,9; 5,9; 5,6; 5,6; 4,7; 7,9; 3,2; 6,1; 5,5; 6,4; 6,0; 6,9 4,7; 6,4; 6,9;
6,7; 7,9; 4,2; 6,7; 6,0; 9,2; 5,5; 6,5; 3,5; 4,9; 7,2; 4,9; 8,9; 5,7. Скласти
iнтервальний ряд i побудувати гiстограму. Запропонувати гiпоте-
зу про вигляд F (x) у сукупностi. За допомогою умовних моментiв
розподiлу знайти x, s2, As∗, Ek∗.
Розв’язування. Для побудови iнтервального ряду розбиваємо

область спостережених значень на 7 iнтервалiв з однаковими дов-

жинами iнтервалiв:4x =
max
i

(xi)−min
i

(xi)

7 ;4x = 9,2−2,2
7 = 1. Частоти

кожного iнтервалу знайдемо, визначивши для кожного значення
iнтервал. Якщо значення xi потрапляє на межу, то збiльшуємо
на 1 частоту нижнього iнтервалу.

Iнтервал 2,2–3,2 3,2–4,2 4,2–5,2 5,2–6,2 6,2–7,2 7,2–8,2 8,2–9,2
Частота 2 3 4 9 10 2 2

Згiдно зi знайденим рядом будуємо гiстограму.
На пiдставi побудованої гiстограми можна висунути гiпотезу

про нормальний закон розподiлу генеральної сукупностi.

Для обчислення умовних моментiв розподiлу складемо табли-
цю, в якiй запишемо середини iнтервалiв ui =

xi−1 + xi
2

, їхнi
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частоти ni i новi змiннi νi =
ui − C
4x

. Вiзьмемо C, що дорiвнює

u4 = 5, 7. У наступних стовпцях обчислимо значення νini, ν2
i ni,

ν3
i ni, ν4

i ni, а в останньому рядку таблицi – їхнi суми.

ui ni νi νini ν2
i ni ν3

i ni ν4
i ni

2,7 2 -3 -6 18 -54 162
3,7 3 -2 -6 12 -24 48
4,7 4 -1 -4 4 -4 4
5,7 9 0 0 0 0 0
6,7 10 1 10 10 10 10
7,7 2 2 4 8 16 32
8,7 2 3 6 18 54 162

Сума 32 – 4 70 -2 418

Знайдемо умовнi моменти розподiлу вiд першого до четвертого
порядкiв включно:

h∗1 =

∑
νini
n

=
4

32
= 0, 125; h∗2 =

∑
ν2
i ni
n

=
70

32
= 2, 1875;

h∗3 =

∑
ν3
i ni
n

=
−2

32
= −0, 0625; h∗4 =

∑
ν4
i ni
n

=
418

32
= 13, 0525.

Визначимо числовi характеристики за допомогою умовних мо-
ментiв розподiлу:

x = C + h∗14x = 5, 7 + 0, 125 · 1 = 5, 825;

s2 = (4x)2(h∗2 − (h∗1)2) = 2, 1875− (0, 125)2 ≈ 2, 172;

µ∗3 = (4x)3(h∗3 − 3h∗2h
∗
1 + 2(h∗1)3) = −0, 0625− 2, 1875 · 0, 125+

+2(0, 125)3 ≈ −0, 332031;

µ∗4 = (4x)4(h∗4 − 4h∗3h
∗
1 + 6h∗2(h∗1)2 − 3(h∗1)4) = 13, 0625+

+4 · 0, 0625 · 0, 125 + 6 · 2, 1875(0, 125)2 − 3(0, 125)4 ≈ 13, 29809;
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A∗s =
µ∗3
s3

= − 0, 332031√
(2, 172)3

≈ −0, 1037;

E∗k =
µ∗4
s4
− 3 =

13, 29809

(2, 172)2
− 3 ≈ −0, 1812.

Отже, асиметрiя та ексцес близькi до нуля, чим пiдтверджує-
ться припущення про нормальний закон розподiлу в генеральнiй
сукупностi.
Критерiй узгодженостi Пiрсона. Критерiй узгодженостi

Пiрсона є випадковою величиною, що має розподiл χ2, який ви-
значається за формулою

χ2 =

q∑
i=1

(ni − npi)2

npi
, (10.6)

i має k = q −m− 1 ступенiв свободи,
де q – число часткових iнтервалiв iнтервального статистичного
розподiлу вибiрки;
m – число параметрiв, якими визначається закон розподiлу ймо-
вiрностей генеральної сукупностi згiдно з нульовою гiпотезою.
Так, наприклад, для закону Пуассона, який характеризується
одним параметром λ, m = 1, для нормального закону m = 2,
оскiльки цей закон визначається двома параметрами a = M(X)

i σ.
Якщо ni = npi (усi емпiричнi частоти збiгаються з теорети-

чними), то χ2 = 0, у противному разi χ2 > 0. Визначивши при
заданому рiвнi значущостi α i числу ступенiв свободи критичну
точку χ2кр(α; k = q −m− 1), за таблицею 7 (додатку) будується
правобiчна критична область. Якщо виявиться, що спостережу-
ване значення критерiю χ2сп > χ2кр, то H0 про закон розподiлу
ознаки генеральної сукупностi вiдхиляється. У противному разi
(χ2сп < χ2кр) H0 приймається.
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Задача № 9. За заданим iнтервальним статистичним розпо-
дiлом випадкової величини X – маса новонароджених дiтей–

h = 0, 5 1–1,5 1,5–2 2–2,5 2,5–3 3–3,5 3,5–4 4–4,5
ni 10 20 50 35 28 15 12

при рiвнi значущостi α = 0, 01 перевiрити правильнiсть H0 про
нормальний закон розподiлу ознаки X – маси новонароджених
дiтей.
Розв’язування. Для визначення теоретичних частот n′i = npi

необхiдно обчислити xв, σв.
Дискретний статистичний розподiл буде таким:

xi 1,25 1,75 2,25 2,75 3,25 3,75 4,25
ni 10 20 50 35 28 15 12

n =
∑
ni = 170.

xв =

∑
xini
n

=

=
1, 25 · 10 + 1, 75 · 20 + 2, 25 · 50 + 2, 75 · 35 + 3, 25 · 28+

170

+
3, 75 · 15 + 4, 25 · 12

170
=

12, 5 + 35 + 112, 5 + 96, 25 + 91+

170

+
56, 25 + 51

170
=

454, 5

170
= 2, 67;∑

x2
ini
n

=
1, 252 · 10 + 1, 752 · 20 + 2, 252 · 50 + 2, 752 · 35+

170

+
3, 252 · 28 + 3, 752 · 15 + 4, 252 · 12

170
=

=
15, 625 + 61, 25 + 253, 125 + 264, 6875 + 295, 75 + 210, 9375+

170

+
216, 75

170
=

1318, 125

170
= 7, 75;

Dв =

∑
x2
ini
n

− (xв)2 = 7, 75− (2, 67)2 = 7, 75− 7, 1289 = 0, 6211;
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σв =
√
Dв =

√
0, 6211 ≈ 0, 79.

Обчислення теоретичних частот подано в таблицi:

xi xi+1 ni zi =
xi−xв
σв zi+1 =

xi+1−xв
σв Φ(zi) Φ(zi+1) n

′

i = n(Φ(zi+1)− Φ(zi))

1 1,5 10 -2,11 -1,48 -0,4821 -0,4306 9
1,5 2 20 -1,48 -0,85 -0,4306 -0,3023 22
2 2,5 50 -0,85 -0,22 -0,3023 -0,0871 37
2,5 3 35 -0,22 -0,42 -0,0871 -0,1628 43
3 3,5 28 -0,42 1,05 0,1628 0,3531 32
3,5 4 15 1,05 1,68 0,3531 0,4535 17
4 4,5 12 1,68 2,32 0,4535 0,4898 6

Обчислення спостережуваного значення статистичного крите-
рiю χ2сп дається нижче в таблицi:

ni npi ni − npi (ni − npi)2 (ni−npi)2
npi

10 9 -1 1 0,11
20 22 -2 4 0,18
50 37 13 169 4,57
35 43 -12 144 3,35
28 32 -4 16 0,5
15 17 -2 4 0,24
12 6 6 36 6

Отже, маємо

χ2
сп =

∑ (ni − npi)2

npi
= 14, 95.

За таблицею 7 (додаток) знаходимо значення

χ2
кр(α = 0, 01; k = 7− 2− 1 = 4) = χ2

кр(0, 01; 4) = 13, 3.

Правобiчна критична область має вигляд:
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Висновок. Оскiльки χ2сп∈(0; 13, 3), то не маємо пiдстав для
прийняття H0 про нормальний закон розподiлу ознаки генераль-
ної сукупностi X .

Задачi для самостiйного розв’язування

◦ 1. За заданим статистичним розподiлом вибiрки, реалiзова-
ним iз генеральної сукупностi, ознака X якої має нормальний
закон розподiлу

xi 4,2 6,2 8,2 10,2 12,2
ni 6 8 12 8 2

при рiвнi значущостi α=0,01 перевiрити правильнiсть нульової
гiпотези
H0 : M(X) = 10, якщо альтернативна гiпотеза
Hα : M(X) > 10, якщо σr = 4.

Вiдповiдь. xв = 7, 78; z∗ =
xв − a

σr√
n

=
7, 78− 10

4√
36

= −3, 33; zкр =

2, 32. z∗ ∈ (−∞; 2, 32]; H0 : M(X) = 10 приймається.
2 (д/з). Проведено 25 незалежних вимiрювань випадкової ве-

личини X , що має нормальний закон розподiлу зi значенням
σг = 2:

xi 2,4 5,4 8,4 11,4 14,4 17,4
ni 2 3 10 6 3 1
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При рiвнi значущостi α=0,001 перевiрити правильнiсть нульової
гiпотези
H0 : M(X) = 10, 5, якщо альтернативна гiпотеза
Hα : M(X) < 10, 5.

Вiдповiдь. z∗ =
xв − a

σr√
n

=
8, 92− 10, 5

2
5

= −3, 95; zкр = −3.

z∗ ∈ (−∞;−3], H0 : M(X) = 10, 5 приймається.
3 (с/р). Маємо данi про розподiл пiдприємств певної областi

за зростанням виробiтку на одного працiвника у вiдсотках до на-
ступного року:

xi, % 75 85 95 105 115 125
Ni 5 8 10 5 2 1

Ураховуючи, що ознака має нормальний закон розподiлу зi
значенням σг = 6, перевiрити правильнiсть нульової гiпотези при
α=0,01.
H0 : M(X) = 90, якщо альтернативна гiпотеза
Hα : M(X) 6= 90.

Вiдповiдь. z∗ =
xв − a

σr√
n

=
96− 90

6√
30

=
6

1, 095
= 5, 48; z

′
кр =

−2, 32; z′′кр = 2, 32; z∗ ∈ [−2, 32; 2, 32], гiпотеза H0 : M(X) = 90

приймається.
4 (с/р). У результатi двадцяти незалежних вимiрювань певної

величини X дiстали статистичний розподiл:

xi 3,4 6,4 9,4 12,4 15,4 18,4
ni 2 4 8 3 2 1

Припускаючи, що випадкова величина X має нормальний за-
кон розподiлу, при рiвнi значущостi α=0,01 перевiрити правиль-
нiсть
H0 : M(X) = 10, якщо альтернативна гiпотеза
Hα : M(X) > 10.
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Вiдповiдь. t∗ =
xв − a

S√
n

=
9, 7− 10

3,88√
20

= − 0, 3

0, 868
= 0, 346; tкр =

2, 09. t∗ ∈ (−∞; 2, 09], H0 : M(X) = 10 приймається.
5. Результати вимiрювання зросту дiвчат вiком 16 рокiв дали

такi показники:
h = 4 см 160–164 164–168 168–172 172–176 176–180

ni 4 6 20 4 2

Вважаючи, що випадкова величина X – зрiст дiвчат – має нор-
мальний закон розподiлу, при рiвнi значущостi α=0,001 перевiри-
ти правильнiсть нульової гiпотези
H0 : M(X) = 180, якщо альтернативна гiпотеза
Hα : M(X) 6= 180.

Вiдповiдь. t∗ =
xв − a

S√
n

=
169, 3− 180

5,17
6

=
10, 7

0, 86
= −12, 42;

t
′
кр = −3, 65; t′′кр = 3, 65; t∗∈[−3, 65; 3, 65]; H0 : M(X) = 180

вiдхиляється.
6. У двох партiях мiстяться однотипнi шарикопiдшипники, ви-

готовленi двома заводами. Вимiрювання їх дiаметрiв дали резуль-
тати, якi наведено у виглядi двох статистичних розподiлiв:

yi, мм 6,64 6,7 6,74 6,78 6,82
n
′
i 2 4 8 6 4

xj, мм 6,58 6,6 6,8 7 7,2
n
′′
j 6 8 10 4 2

При рiвнi значущостi α = 0,01 перевiрити правильнiсть нульо-
вої гiпотези
H0 : M(X) = M(Y ), якщо альтернативна гiпотеза
Hα : M(X) 6= M(Y ), коли вiдомi значення Dx = 50; Dy = 60.

Вiдповiдь. z∗ =
x− y√
Dx
n
′′ +

Dy

n
′

= −0, 05; z
′
кр = −2, 58; z′′кр = 2, 58;

z∗ ∈ [−2, 58; 2, 58]; H0 : M(X) = M(Y ) приймається.
◦ 7. З двох партiй монет вартiстю 5 коп. було вибрано 50 i

60 штук, якi зважували на терезах. Результати цих зважувань
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подано у виглядi двох статистичних розподiлiв:

yi, мг 9,4 9,6 9,8 10 10,2
n
′
i 5 15 20 8 2

xj, мг 9,33 9,63 9,63 10,23 10,53
n
′′
j 8 12 26 10 4

Припускаючи, що X i Y мають нормальний закон розподiлу i
незалежнi мiж собою, при рiвнi значущостi α = 0,01 перевiрити
H0 : M(X) = M(Y ), якщо альтернативна гiпотеза
Hα : M(X) < M(Y ), коли вiдомi значення Dx = 10; Dy = 14.

Вiдповiдь. z∗ =
x− y√
Dx
n
′′ +

Dy

n
′

=
9, 88− 9, 748√

10
50 + 14

60

= 0, 2; zкр = −3, 2;

z∗ ∈ [−3, 2;∞); H0 : M(X) = M(Y ) не вiдхиляється.
8 (c/p). Вимiрювання зросту дiтей вiком шiсть рокiв, випад-

ково вибраних iз двох дитячих садкiв, дало такi результати:

yi, м 0,52 0,58 0,64 0,72 0,8
n
′
i 2 5 10 3 1

xj, м 0,48 0,56 0,64 0,72 0,8
n
′′
j 1 4 12 6 2

Беручи до уваги, що випадковi величини X i Y є незалежними
i мають нормальний закон розподiлу, при рiвнi значущостi α =
0,01 перевiрити правильнiсть нульової гiпотези
H0 : M(X) = M(Y ), якщо альтернативна гiпотеза
Hα : M(X) > M(Y ).
Вiдповiдь.

t∗ =
x− y√

(n
′−1)S2x+(n

′′−1)S2y

n
′
+n
′′−2

=
0, 6528− 0, 633√

21·0,0057+24·0,00494
44

=
0, 0198

0, 074
= 0, 269.

tкр = 2, 7; t∗ ∈ (−∞; 2, 7]; H0 : M(X) = M(Y ) не вiдхиляється.
◦ 9. Вимiрювання значень наробки на мотор автомобiля, що

здiйснювався у двох автопарках мiста, наведено у виглядi стати-
стичних розподiлiв:

yi, тис. км 1,9 2,15 2,4 2,65 2,9 3,15
n
′
i 2 4 6 10 5 1

270



xj, тис. км 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3
n
′′
j 4 6 12 16 8 2 1

Ознаки X i Y (наробки в тис. км) є випадковими величинами,
що мають нормальний закон розподiлу. При рiвнi значущостi α
= 0,001 перевiрити правильнiсть нульової гiпотези
H0 : Dx = Dy, якщо альтернативна гiпотеза
Hα : Dx < Dy.

Вiдповiдь. F ∗ =
S2Б
S2M

= 4, 475; Fкр(α = 0, 001; k1 = 28; k2 =

48) = 2, 2; F ∗∈[0; 2, 2]; H0 : Dx = Dy не приймається.
◦ 10. Замiри довжини волокон вовни, одержаної вiд овець, що

утримувалися на двох фермах, подано двома статистичними роз-
подiлами:

yi, мм 64 66 68 70 72 74
n
′
i 2 4 6 8 4 2

xj, мм 66 68 72 76 80 84
n
′′
j 4 6 10 12 4 2

Ознаки X i Y (довжини волокон) є незалежними випадковими
величинами, що мають нормальний закон розподiлу. При рiвнi
значущостi α = 0,001 перевiрити правильнiсть нульової гiпотези
H0 : Dx = Dy, якщо альтернативна гiпотеза
Hα : Dx < Dy.

Вiдповiдь. F ∗ =
S2Б
S2M

= 5, 727; Fкр(α = 0, 001; k1 = 37; k2 =

27) = 2, 7; F ∗∈[0; 2, 7]; H0 : Dx = Dy вiдхиляється.
◦ 11. У двох автопарках вимiряли витрати палива за годину ав-

томобiлем. Результати вимiрювання подано двома статистичними
розподiлами:

yi, км/год 35 35,2 35,4 35,6 35,8 36
n
′
i 2 8 10 6 4 3

xj, км/год 35,4 35,8 36,2 36,6 37
n
′′
j 4 5 6 15 6
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Ознаки X i Y (витрати палива за год) є незалежними випад-
ковими величинами, якi мають нормальний закон розподiлу ймо-
вiрностей. При рiвнi значущостi α = 0,01 перевiрити правильнiсть
нульової гiпотези
H0 : Dx = Dy, якщо альтернативна гiпотеза
Hα : Dx > Dy.

Вiдповiдь. F ∗ =
S2Б
S2M

= 56, 3; Fкр(α = 0, 01; k1 = 35; k2 = 32) =

2; F ∗∈[0; 2]; H0 : Dx = Dy вiдхиляється.
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Варiанти завдань для модульної контрольної роботи з
математичної статистики

Варiант 1.

Задача № 1. Дано статистичний розподiл вибiрки. Потрiбно:
1) знайти емпiричну функцiю розподiлу i побудувати її графiк;
2) побудувати полiгони частот i вiдносних частот.

xi 2 5 6 7 9
ni 3 6 10 4 2

Задача № 2. Побудувати гiстограми частот i вiдносних частот
за даним розподiлом вибiрки (в першому стовпцi вказанi частковi
iнтервали, в другому – вiдповiднi їм частоти).

(2;6) 10
(6;10) 16
(10;14) 32
(14;18) 24
(18;22) 12
(22;26) 6

Задача № 3. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiюDв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ i виправлену
вибiркову дисперсiю S2 за даним розподiлом вибiрки.

xi 2 3 4 6 7
ni 1 2 5 8 4

Задача № 4. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiю Dв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ за даним
розподiлом вибiрки.

xi 12,5 14,5 16,5 18,5 20,5 22,5 24,5
ni 5 10 30 25 15 10 5
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Задача № 5. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi генеральне
середнє квадратичне вiдхилення σ, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

σ = 3, xв = 10, 2 n = 36, γ = 0, 95.

Задача № 6. Знайти мiнiмальний об’єм вибiрки, при якому
з надiйнiстю γ точнiсть оцiнки математичного сподiвання a нор-
мально розподiленої ознаки x генеральної сукупностi за вибiр-
ковою середньою дорiвнює ε, якщо вiдомо середнє квадратичне
вiдхилення σ ознаки x.

σ = 2, ε = 0, 4, γ = 0, 975.

Задача № 7. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

n = 9, xв = 35, 3 S = 4, 5, γ = 0, 95.

Задача № 8. За даними вибiрки об’єму n iз генеральної су-
купностi нормально розподiленої ознаки x знайдено виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S. Знайти довiрчий iнтервал, що
покриває генеральне середнє квадратичне вiдхилення σ з надiй-
нiстю γ.

n = 20, S = 0, 05, γ = 0, 999.

Задача № 9. Використовуючи критерiй Пiрсона, при рiвнi
значимостi α перевiрити, чи узгоджується гiпотеза про нормаль-
ний розподiл ознаки X генеральної сукупностi з заданим розпо-
дiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi iнтервали, в
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другому - вiдповiднi їм частоти).

α = 0, 05

(2;12) 7
(12;22) 8
(22;32) 15
(32;42) 36
(42;52) 15
(52;62) 11
(62;72) 8

Варiант 2.

Задача № 1. Дано статистичний розподiл вибiрки. Потрiбно:
1) знайти емпiричну функцiю розподiлу i побудувати її графiк;
2) побудувати полiгони частот i вiдносних частот.

xi 1 3 5 6 8
ni 2 4 10 3 1

Задача № 2. Побудувати гiстограми частот i вiдносних частот
за даним розподiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi
iнтервали, в другому – вiдповiднi їм частоти).

(1;4) 6
(4;7) 15
(7;10) 27
(10;13) 33
(13;16) 12
(16;19) 7

Задача № 3. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiюDв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ i виправлену
вибiркову дисперсiю S2 за даним розподiлом вибiрки.
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xi 1 3 4 5 7
ni 3 4 9 3 1

Задача № 4. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiю Dв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ за даним
розподiлом вибiрки.

xi 8 14 18 23 28 33 38
ni 4 6 15 35 22 10 8

Задача № 5. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi генеральне
середнє квадратичне вiдхилення σ, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

σ = 4, xв = 11, 4 n = 64, γ = 0, 99.

Задача № 6. Знайти мiнiмальний об’єм вибiрки, при якому
з надiйнiстю γ точнiсть оцiнки математичного сподiвання a нор-
мально розподiленої ознаки x генеральної сукупностi за вибiр-
ковою середньою дорiвнює ε, якщо вiдомо середнє квадратичне
вiдхилення σ ознаки x.

σ = 2, 5, ε = 0, 5, γ = 0, 925.

Задача № 7. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

n = 16, xв = 98, 7 S = 4, γ = 0, 999.

Задача № 8. За даними вибiрки об’єму n iз генеральної су-
купностi нормально розподiленої ознаки x знайдено виправлене
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середнє квадратичне вiдхилення S. Знайти довiрчий iнтервал, що
покриває генеральне середнє квадратичне вiдхилення σ з надiй-
нiстю γ.

n = 10, S = 1, 5, γ = 0, 99.

Задача № 9. Використовуючи критерiй Пiрсона, при рiвнi
значимостi α перевiрити, чи узгоджується гiпотеза про нормаль-
ний розподiл ознаки X генеральної сукупностi з заданим розпо-
дiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi iнтервали, в
другому - вiдповiднi їм частоти).

α = 0, 05

(1,5;3,5) 4
(3,5;5,5) 18
(5,5;7,5) 12
(7,5;9,5) 35
(9,5;11,5) 15
(11,5;13,5) 10
(13,5;15,5) 6

Варiант 3.

Задача № 1. Дано статистичний розподiл вибiрки. Потрiбно:
1) знайти емпiричну функцiю розподiлу i побудувати її графiк;
2) побудувати полiгони частот i вiдносних частот.

xi 3 4 5 7 9
ni 1 3 15 4 2

Задача № 2. Побудувати гiстограми частот i вiдносних частот
за даним розподiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi
iнтервали, в другому – вiдповiднi їм частоти).
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(4;6) 8
(6;8) 25
(8;10) 30
(10;12) 20
(12;14) 10
(14;16) 7

Задача № 3. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiюDв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ i виправлену
вибiркову дисперсiю S2 за даним розподiлом вибiрки.

xi 3 4 6 7 8
ni 2 3 7 2 1

Задача № 4. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiю Dв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ за даним
розподiлом вибiрки.

xi 5,4 5,8 6,2 6,6 7,0 7,4 7,8
ni 5 15 45 12 10 8 5

Задача № 5. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi генеральне
середнє квадратичне вiдхилення σ, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

σ = 4, xв = 15, 6 n = 100, γ = 0, 99.

Задача № 6. Знайти мiнiмальний об’єм вибiрки, при якому
з надiйнiстю γ точнiсть оцiнки математичного сподiвання a нор-
мально розподiленої ознаки x генеральної сукупностi за вибiр-
ковою середньою дорiвнює ε, якщо вiдомо середнє квадратичне
вiдхилення σ ознаки x.

σ = 1, 5, ε = 0, 3, γ = 0, 95.
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Задача № 7. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

n = 12, xв = 98, 7 S = 5, γ = 0, 99.

Задача № 8. За даними вибiрки об’єму n iз генеральної су-
купностi нормально розподiленої ознаки x знайдено виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S. Знайти довiрчий iнтервал, що
покриває генеральне середнє квадратичне вiдхилення σ з надiй-
нiстю γ.

n = 6, S = 4, 5, γ = 0, 95.

Задача № 9. Використовуючи критерiй Пiрсона, при рiвнi
значимостi α перевiрити, чи узгоджується гiпотеза про нормаль-
ний розподiл ознаки X генеральної сукупностi з заданим розпо-
дiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi iнтервали, в
другому - вiдповiднi їм частоти).

α = 0, 05

(1;6) 6
(6;11) 12
(11;16) 16
(16;21) 40
(21;26) 13
(26;31) 8
(31;36) 5

Варiант 4.

Задача № 1. Дано статистичний розподiл вибiрки. Потрiбно:
1) знайти емпiричну функцiю розподiлу i побудувати її графiк;
2) побудувати полiгони частот i вiдносних частот.
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xi 1 2 5 8 10
ni 2 6 8 3 1

Задача № 2. Побудувати гiстограми частот i вiдносних частот
за даним розподiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi
iнтервали, в другому – вiдповiднi їм частоти).

(3;7) 9
(7;11) 13
(11;15) 25
(15;19) 32
(19;23) 13
(23;27) 8

Задача № 3. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiюDв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ i виправлену
вибiркову дисперсiю S2 за даним розподiлом вибiрки.

xi 2,2 3 3,5 4,5 5
ni 2 4 9 3 2

Задача № 4. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiю Dв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ за даним
розподiлом вибiрки.

xi 124 134 144 154 164 174 184
ni 4 6 10 40 17 15 8

Задача № 5. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi генеральне
середнє квадратичне вiдхилення σ, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

σ = 5, xs = 13, 2 n = 64, γ = 0, 95.
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Задача № 6. Знайти мiнiмальний об’єм вибiрки, при якому
з надiйнiстю γ точнiсть оцiнки математичного сподiвання a нор-
мально розподiленої ознаки x генеральної сукупностi за вибiр-
ковою середньою дорiвнює ε, якщо вiдомо середнє квадратичне
вiдхилення σ ознаки x.

σ = 2, 5, ε = 0, 4, γ = 0, 975.

Задача № 7. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

n = 25, xs = 57, 3 S = 5, γ = 0, 999.

Задача № 8. За даними вибiрки об’єму n iз генеральної су-
купностi нормально розподiленої ознаки x знайдено виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S. Знайти довiрчий iнтервал, що
покриває генеральне середнє квадратичне вiдхилення σ з надiй-
нiстю γ.

n = 30, S = 0, 8, γ = 0, 999.

Задача № 9. Використовуючи критерiй Пiрсона, при рiвнi
значимостi α перевiрити, чи узгоджується гiпотеза про нормаль-
ний розподiл ознаки X генеральної сукупностi з заданим розпо-
дiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi iнтервали, в
другому - вiдповiднi їм частоти).

α = 0, 01
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(3,0;3,6) 6
(3,6;4,2) 8
(4,2;4,8) 31
(4,8;5,4) 43
(5,4;6,0) 22
(6,0;6,6) 15
(6,6;7,2) 5

Варiант 5.

Задача № 1. Дано статистичний розподiл вибiрки. Потрiбно:
1) знайти емпiричну функцiю розподiлу i побудувати її графiк;
2) побудувати полiгони частот i вiдносних частот.

xi 2 3 4 5 8
ni 3 4 10 6 2

Задача № 2. Побудувати гiстограми частот i вiдносних частот
за даним розподiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi
iнтервали, в другому – вiдповiднi їм частоти).

(1;3) 7
(3;5) 14
(5;7) 28
(7;9) 34
(9;11) 12
(11;13) 5

Задача № 3. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiюDв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ i виправлену
вибiркову дисперсiю S2 за даним розподiлом вибiрки.

xi 3 4 5 6 7
ni 1 3 10 4 2
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Задача № 4. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiю Dв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ за даним
розподiлом вибiрки.

xi 20 25 30 35 40 45 50
ni 5 10 20 40 13 8 4

Задача № 5. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi генеральне
середнє квадратичне вiдхилення σ, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

σ = 5, xв = 11, 0 n = 144, γ = 0, 999.

Задача № 6. Знайти мiнiмальний об’єм вибiрки, при якому
з надiйнiстю γ точнiсть оцiнки математичного сподiвання a нор-
мально розподiленої ознаки x генеральної сукупностi за вибiр-
ковою середньою дорiвнює ε, якщо вiдомо середнє квадратичне
вiдхилення σ ознаки x.

σ = 1, 3, ε = 0, 3, γ = 0, 99.

Задача № 7. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

n = 18, xв = 132, 2 S = 8, γ = 0, 99.

Задача № 8. За даними вибiрки об’єму n iз генеральної су-
купностi нормально розподiленої ознаки x знайдено виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S. Знайти довiрчий iнтервал, що
покриває генеральне середнє квадратичне вiдхилення σ з надiй-
нiстю γ.

n = 9, S = 2, 4, γ = 0, 99.
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Задача № 9. Використовуючи критерiй Пiрсона, при рiвнi
значимостi α перевiрити, чи узгоджується гiпотеза про нормаль-
ний розподiл ознаки X генеральної сукупностi з заданим розпо-
дiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi iнтервали, в
другому - вiдповiднi їм частоти).

α = 0, 025

(0;2,2) 14
(2,2;4,4) 18
(4,4;6,6) 32
(6,6;8,8) 70
(8,8;11,0) 20
(11,0;13,2) 36
(13,2;15,4) 10

Варiант 6.

Задача № 1. Дано статистичний розподiл вибiрки. Потрiбно:
1) знайти емпiричну функцiю розподiлу i побудувати її графiк;
2) побудувати полiгони частот i вiдносних частот.

xi 5 6 7 9 10
ni 1 5 12 4 3

Задача № 2. Побудувати гiстограми частот i вiдносних частот
за даним розподiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi
iнтервали, в другому – вiдповiднi їм частоти).

(5;10) 5
(10;15) 12
(15;20) 25
(20;25) 30
(25;30) 18
(30;35) 10
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Задача № 3. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiюDв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ i виправлену
вибiркову дисперсiю S2 за даним розподiлом вибiрки.

xi 1,5 2 4 5 6
ni 2 6 7 3 2

Задача № 4. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiю Dв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ за даним
розподiлом вибiрки.

xi 70 80 90 100 110 120 130
ni 4 6 15 35 18 14 8

Задача № 5. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi генеральне
середнє квадратичне вiдхилення σ, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

σ = 2, xв = 18, 2 n = 36, γ = 0, 95.

Задача № 6. Знайти мiнiмальний об’єм вибiрки, при якому
з надiйнiстю γ точнiсть оцiнки математичного сподiвання a нор-
мально розподiленої ознаки x генеральної сукупностi за вибiр-
ковою середньою дорiвнює ε, якщо вiдомо середнє квадратичне
вiдхилення σ ознаки x.

σ = 2, 2, ε = 0, 3, γ = 0, 925.

Задача № 7. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

n = 16, xв = 84, 8 S = 6, 4, γ = 0, 95.
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Задача № 8. За даними вибiрки об’єму n iз генеральної су-
купностi нормально розподiленої ознаки x знайдено виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S. Знайти довiрчий iнтервал, що
покриває генеральне середнє квадратичне вiдхилення σ з надiй-
нiстю γ.

n = 12, S = 2, 3, γ = 0, 95.

Задача № 9. Використовуючи критерiй Пiрсона, при рiвнi
значимостi α перевiрити, чи узгоджується гiпотеза про нормаль-
ний розподiл ознаки X генеральної сукупностi з заданим розпо-
дiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi iнтервали, в
другому - вiдповiднi їм частоти).

α = 0, 01

(-4;0) 8
(0;4) 16
(4;8) 40
(8;12) 72
(12;16) 36
(16;20) 18
(20;24) 10

Варiант 7.

Задача № 1. Дано статистичний розподiл вибiрки. Потрiбно:
1) знайти емпiричну функцiю розподiлу i побудувати її графiк;
2) побудувати полiгони частот i вiдносних частот.

xi 0,8 1 2 3,5 4
ni 4 6 7 5 3

Задача № 2. Побудувати гiстограми частот i вiдносних частот
за даним розподiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi
iнтервали, в другому – вiдповiднi їм частоти).

286



(2;7) 9
(7;12) 24
(12;17) 30
(17;22) 19
(22;27) 10
(27;32) 8

Задача № 3. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiюDв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ i виправлену
вибiркову дисперсiю S2 за даним розподiлом вибiрки.

xi 2 2,5 4 5,5 6
ni 2 3 7 2 1

Задача № 4. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiю Dв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ за даним
розподiлом вибiрки.

xi 12,5 13,0 13,5 14,0 14,5 15,0 15,5
ni 4 16 30 35 6 6 3

Задача № 5. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi генеральне
середнє квадратичне вiдхилення σ, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

σ = 3, 5, xв = 12, 4 n = 64, γ = 0, 99.

Задача № 6. Знайти мiнiмальний об’єм вибiрки, при якому
з надiйнiстю γ точнiсть оцiнки математичного сподiвання a нор-
мально розподiленої ознаки x генеральної сукупностi за вибiр-
ковою середньою дорiвнює ε, якщо вiдомо середнє квадратичне
вiдхилення σ ознаки x.

σ = 1, 8, ε = 0, 4, γ = 0, 999.
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Задача № 7. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

n = 30, xв = 117, 5 S = 5, 5, γ = 0, 999.

Задача № 8. За даними вибiрки об’єму n iз генеральної су-
купностi нормально розподiленої ознаки x знайдено виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S. Знайти довiрчий iнтервал, що
покриває генеральне середнє квадратичне вiдхилення σ з надiй-
нiстю γ.

n = 25, S = 0, 7, γ = 0, 999.

Задача № 9. Використовуючи критерiй Пiрсона, при рiвнi
значимостi α перевiрити, чи узгоджується гiпотеза про нормаль-
ний розподiл ознаки X генеральної сукупностi з заданим розпо-
дiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi iнтервали, в
другому - вiдповiднi їм частоти).

α = 0, 05

(2;7) 10
(7;12) 26
(12;17) 25
(17;22) 30
(22;27) 26
(27;32) 21
(32;37) 12

Варiант 8.

Задача № 1. Дано статистичний розподiл вибiрки. Потрiбно:
1) знайти емпiричну функцiю розподiлу i побудувати її графiк;
2) побудувати полiгони частот i вiдносних частот.
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xi 3 5 6 8 10
ni 2 4 6 5 3

Задача № 2. Побудувати гiстограми частот i вiдносних частот
за даним розподiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi
iнтервали, в другому – вiдповiднi їм частоти).

(3;5) 15
(5;7) 32
(7;9) 25
(9;11) 12
(11;13) 10
(13;15) 6

Задача № 3. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiюDв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ i виправлену
вибiркову дисперсiю S2 за даним розподiлом вибiрки.

xi 1 3 4 5 8
ni 2 6 8 3 1

Задача № 4. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiю Dв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ за даним
розподiлом вибiрки.

xi 20 27 34 41 48 55 62
ni 7 11 11 60 6 3 2

Задача № 5. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi генеральне
середнє квадратичне вiдхилення σ, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

σ = 3, xв = 11, 6 n = 81, γ = 0, 999.
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Задача № 6. Знайти мiнiмальний об’єм вибiрки, при якому
з надiйнiстю γ точнiсть оцiнки математичного сподiвання a нор-
мально розподiленої ознаки x генеральної сукупностi за вибiр-
ковою середньою дорiвнює ε, якщо вiдомо середнє квадратичне
вiдхилення σ ознаки x.

σ = 1, 7, ε = 0, 2, γ = 0, 95.

Задача № 7. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

n = 16, xв = 89, 1 S = 6, γ = 0, 99.

Задача № 8. За даними вибiрки об’єму n iз генеральної су-
купностi нормально розподiленої ознаки x знайдено виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S. Знайти довiрчий iнтервал, що
покриває генеральне середнє квадратичне вiдхилення σ з надiй-
нiстю γ.

n = 18, S = 0, 6, γ = 0, 99.

Задача № 9. Використовуючи критерiй Пiрсона, при рiвнi
значимостi α перевiрити, чи узгоджується гiпотеза про нормаль-
ний розподiл ознаки X генеральної сукупностi з заданим розпо-
дiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi iнтервали, в
другому - вiдповiднi їм частоти).

α = 0, 05
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(-10;-5) 7
(-5;0) 8
(0;5) 15
(5;10) 36
(10;15) 15
(15;20) 11
(20;25) 8

Варiант 9.

Задача № 1. Дано статистичний розподiл вибiрки. Потрiбно:
1) знайти емпiричну функцiю розподiлу i побудувати її графiк;
2) побудувати полiгони частот i вiдносних частот.

xi 1 1,5 3 4 5
ni 1 4 11 6 3

Задача № 2. Побудувати гiстограми частот i вiдносних частот
за даним розподiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi
iнтервали, в другому – вiдповiднi їм частоти).

(1;5) 8
(5;9) 10
(9;13) 14
(13;17) 8
(17;21) 6
(21;25) 4

Задача № 3. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiюDв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ i виправлену
вибiркову дисперсiю S2 за даним розподiлом вибiрки.

xi 2 3 5 6 7
ni 1 3 9 5 2
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Задача № 4. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiю Dв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ за даним
розподiлом вибiрки.

xi 11,4 21,4 31,4 41,4 51,4 61,4 71,4
ni 3 17 20 45 7 5 3

Задача № 5. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi генеральне
середнє квадратичне вiдхилення σ, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

σ = 4, 5, xв = 19, 4 n = 100, γ = 0, 95.

Задача № 6. Знайти мiнiмальний об’єм вибiрки, при якому
з надiйнiстю γ точнiсть оцiнки математичного сподiвання a нор-
мально розподiленої ознаки x генеральної сукупностi за вибiр-
ковою середньою дорiвнює ε, якщо вiдомо середнє квадратичне
вiдхилення σ ознаки x.

σ = 1, 5, ε = 0, 3, γ = 0, 989.

Задача № 7. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

n = 10, xв = 49, 9 S = 3, γ = 0, 95.

Задача № 8. За даними вибiрки об’єму n iз генеральної су-
купностi нормально розподiленої ознаки x знайдено виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S. Знайти довiрчий iнтервал, що
покриває генеральне середнє квадратичне вiдхилення σ з надiй-
нiстю γ.

n = 15, S = 1, 3, γ = 0, 95.
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Задача № 9. Використовуючи критерiй Пiрсона, при рiвнiй
значимостi α перевiрити, чи узгоджується гiпотеза про нормаль-
ний розподiл ознаки X генеральної сукупностi з заданим розпо-
дiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi iнтервали, в
другому - вiдповiднi їм частоти).

α = 0, 025

(4;6) 12
(6;8) 15
(8;10) 40
(10;12) 16
(12;14) 10
(14;16) 7

Варiант 10.

Задача № 1. Дано статистичний розподiл вибiрки. Потрiбно:
1) знайти емпiричну функцiю розподiлу i побудувати її графiк;
2) побудувати полiгони частот i вiдносних частот.

xi 2 4 5 6,5 7,5
ni 1 3 10 4 2

Задача № 2. Побудувати гiстограми частот i вiдносних частот
за даним розподiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi
iнтервали, в другому – вiдповiднi їм частоти).

(6;9) 6
(9;12) 12
(12;15) 21
(15;18) 10
(18;21) 7
(21;24) 4
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Задача № 3. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiюDв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ i виправлену
вибiркову дисперсiю S2 за даним розподiлом вибiрки.

xi 4 6 8 9 10
ni 2 3 7 5 3

Задача № 4. Знайти вибiркову середню xв, вибiркову диспер-
сiю Dв, вибiркове середнє квадратичне вiдхилення σ за даним
розподiлом вибiрки.

xi 30 34 38 42 46 50 54
ni 5 15 20 40 10 7 3

Задача № 5. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi генеральне
середнє квадратичне вiдхилення σ, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

σ = 6, xв = 18, 6 n = 81, γ = 0, 95.

Задача № 6. Знайти мiнiмальний об’єм вибiрки, при якому
з надiйнiстю γ точнiсть оцiнки математичного сподiвання a нор-
мально розподiленої ознаки x генеральної сукупностi за вибiр-
ковою середньою дорiвнює ε, якщо вiдомо середнє квадратичне
вiдхилення σ ознаки x.

σ = 1, 1, ε = 0, 25, γ = 0, 999.

Задача № 7. Знайти довiрчий iнтервал для оцiнки з надiйнi-
стю γ невiдомого математичного сподiвання a нормально розпо-
дiленої ознаки x генеральної сукупностi, якщо вiдомi виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S, вибiркова середня xв i об’єм
вибiрки n.

n = 18, xв = 67, 5 S = 4, γ = 0, 999.
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Задача № 8. За даними вибiрки об’єму n iз генеральної су-
купностi нормально розподiленої ознаки x знайдено виправлене
середнє квадратичне вiдхилення S. Знайти довiрчий iнтервал, що
покриває генеральне середнє квадратичне вiдхилення σ з надiй-
нiстю γ.

n = 35, S = 0, 9, γ = 0, 999.

Задача № 9. Використовуючи критерiй Пiрсона, при рiвнi
значимостi α перевiрити, чи узгоджується гiпотеза про нормаль-
ний розподiл ознаки X генеральної сукупностi з заданим розпо-
дiлом вибiрки (в першому стовбцi вказанi частковi iнтервали, в
другому - вiдповiднi їм частоти).

α = 0, 05

(0;10) 10
(10;20) 27
(20;30) 60
(30;40) 70
(40;50) 20
(50;60) 13
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ТЕСТОВI ЗАВДАННЯ З МАТЕМАТИЧНОЇ
СТАТИСТИКИ

Елементи математичної статистики. Статистичний
розподiл вибiрки. Полiгон частот i вiдносних частот

1. Дати визначення генеральної сукупностi.
A) Це сукупнiсть об’єктiв, з якої зроблено вибiрку;
Б) Сукупнiсть випадково взятих об’єктiв;
B) Множина однорiдних об’єктiв;
Г) Iнша вiдповiдь.

2. Дати визначення вибiркової сукупностi (вибiрки).
A) Це сукупнiсть об’єктiв, з якої зроблено вибiрку;
Б) Сукупнiсть випадково взятих об’єктiв;
B) Множина однорiдних об’єктiв;
Г) Iнша вiдповiдь.

3. Що називається обсягом (об’ємом) сукупностi?
A) Це кiлькiсть об’єктiв цiєї сукупностi;
Б) Це зростаючий числовий ряд варiант;
B) Множина однорiдних об’єктiв;
Г) Iнша вiдповiдь.

4. Що називається варiантою?
A) Це кiлькiсть об’єктiв цiєї сукупностi;
Б) Це кiлькiсна ознака, наприклад X , яка набуває конкретних
числових значень X = xi;
B) Множина однорiдних об’єктiв;
Г) Iнша вiдповiдь.

5. Що називається варiацiйним рядом?
A) Це спадний числовий ряд варiант;
Б) Це довiльний числовий ряд варiант;
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B) Це зростаючий числовий ряд варiант;
Г) Це будь-який ряд, що набуває кiлькiсна ознака.

6. Що таке частота варiант?
A) Це вiдношення частоти ni варiанти xi до обсягу вибiрки n;
Б) Це кiлькiсть спостережуваних варiант n1, n2, ..., nm;
B) Це кiлькiсть членiв, якi приймають рiвнi значення ознаки або
знаходяться у серединi певного iнтервалу;
Г) Правильної вiдповiдi серед перерахованих немає.

7. Що називається рядом частот?
A) Це вiдношення частоти ni варiанти xi до обсягу вибiрки n;
Б) Це кiлькiсть членiв, якi приймають рiвнi значення ознаки або
знаходяться у серединi певного iнтервалу;
B) Це кiлькiсть спостережуваних варiант n1, n2, ..., nm;
Г) Правильної вiдповiдi серед перерахованих немає.

8. Що таке вiдносна частота варiант?
A) Це кiлькiсть спостережуваних варiант n1, n2, ..., nm;
Б) Це кiлькiсть членiв, якi приймають рiвнi значення ознаки або
знаходяться у серединi певного iнтервалу;
B) Це вiдношення частоти ni варiанти xi до обсягу вибiрки n;
Г) Правильної вiдповiдi серед перерахованих немає.

9. Дати визначення дискретного статистичного розподiлу ви-
бiрки.
A) Це кiлькiсть спостережуваних варiант n1, n2, ..., nm;
Б) Це довiльний числовий ряд варiант;
B) Це перелiк варiант та вiдповiдних їм частот;
Г) Правильної вiдповiдi серед перерахованих немає.

10. Що називається емпiричною функцiєю (комулятою)?
А) Це кiлькiсть спостережуваних варiант n1, n2, ..., nm;
Б) Функцiя аргументу x, що визначає вiдносну частоту подiїX <
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x, тобто F ∗(x) = ω(X < x) =
nx
n
;

В) Це перелiк варiант та вiдповiдних їм частот;
Г) Функцiя аргументу x, що визначає вiдносну частоту подiї при
X ≥ x.

11. Властивостi емпiричної функцiї F ∗(x):
A) 0 ≤ F ∗(x) ≤ 1 i F ∗(x) є неспадною функцiєю;
Б) F ∗ (xmin) = 0, де xmin є найменшою варiантою варiацiйного
ряду;

B) F ∗(x)

∣∣∣∣
x>xmax

= 1, де xmax є найбiльшою варiантою варiацiйного
ряду;
Г) Всi перерахованi.

12. Що таке полiгон частот i вiдносних частот?
A) Функцiя F ∗(x), яка є неспадною функцiєю;
Б) Це є кiлькiсть спостережуваних варiант n1, n2, ..., nm;
B) Це є довiльна площина, на якiй точками зображенi кiлькiснi
ознаки об’єкта, i якi нагадують мiшень пiсля стрiльби;
Г) Це є дискретний статистичний розподiл вибiрки, який можна
зобразити графiчно у виглядi ламаної лiнiї, вiдрiзки якої сполу-
чають координати точок (xi;ni) або (xi;ωi).

13. Вибiркова середня величина x̄B для дискретного статисти-
чного розподiлу вибiрки.

А) x̄B =

∑
xini
n

, де xi – варiанта варiацiйного ряду вибiрки, ni –
частота цiєї варiанти, n – обсяг вибiрки (n =

∑
ni);

Б) Це є варiанта, що має найбiльшу частоту появи;
В) Це є варiанта, яка подiляє варiацiйний ряд на двi частини,
рiвнi за кiлькiстю варiант;

Г) x̄B =

∑
(xi − x)2ni

n
=

∑
x2
ini
n

− (x)2, x – варiанта, яка подiляє
варiацiйний ряд на двi частини, рiвнi за кiлькiстю варiант.
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14. DB для дискретного статистичного розподiлу вибiрки...

A) DB =

∑
xini
n

, де xi – варiанта варiацiйного ряду вибiрки, ni –
частота цiєї варiанти, n – обсяг вибiрки (n =

∑
ni);

Б) це є варiанта, що має найбiльшу частоту появи;
B) це є варiанта, яка подiляє варiацiйний ряд на двi частини, рiвнi
за кiлькiстю варiант;

Г) DB =

∑
(xi − x̄B)2 ni

n
=

∑
x2
ini
n

− (x̄B)2.

15. σB для дискретного статистичного розподiлу вибiрки рiвне:
A) D2

B;
Б) це є варiанта, що має найбiльшу частоту появи;
B) це є варiанта, яка подiляє варiацiйний ряд на двi частини, рiвнi
за кiлькiстю варiант;
Г)
√
DB.

16. Що таке медiана Me∗ дискретного статистичного розподi-
лу?
A) D2

B;
Б) це є варiанта, що має найбiльшу частоту появи;
В) це є варiанта, яка подiляє варiацiйний ряд на двi частини, рiв-
нi за кiлькiстю варiант;
Г)
√
DB.

17. Що таке мода Mo∗ дискретного статистичного розподiлу?
A) D2

B;
Б) Це є варiанта, що має найбiльшу частоту появи;
В) Це є варiанта, яка подiляє варiацiйний ряд на двi частини,
рiвнi за кiлькiстю варiант;
Г)
√
DB.

18. Початковий момент k-го порядку v∗k:

A)
∑
xkini
n

, де k = 1, 2, 3, ...;
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Б)
µ∗3
σ3
B

;

В)
∑

(xi − x̄B)k ni
n

, де k = 1, 2, 3, ...;

Г)
µ∗4
σ4
B

− 3.

19. Що таке центральний момент k-го порядку µ∗k:

A)
∑
xkini
n

, де k = 1, 2, 3, ...;

Б)
µ∗3
σ3
B

;

В)
∑

(xi − x̄B)k ni
n

, де k = 1, 2, 3, ...;

Г)
µ∗4
σ4
B

− 3.

20. Асиметрiя статистичного розподiлу вибiрки A∗s:

A)
∑
xkini
n

, де k = 1, 2, 3, ...;

Б)
µ∗3
σ3
B

;

В)
∑

(xi − x̄B)k ni
n

, де k = 1, 2, 3, ...;

Г)
µ∗4
σ4
B

− 3.

21. Ексцес статистичного розподiлу вибiрки E∗s :

A)
∑
xkini
n

, де k = 1, 2, 3, ...;

Б)
µ∗3
σ3
B

;

В)
∑

(xi − x̄B)k ni
n

, де k = 1, 2, 3, ...;

Г)
µ∗4
σ4
B

− 3.
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Точковi статистичнi оцiнки параметрiв розподiлу

22. Що називається точковою статистичною оцiнкою?
A) Статистична оцiнка випадкової величини, яка визначається
одним числом;
Б) Статистична оцiнка, яка визначається двома числами, кiнця-
ми iнтервалiв;
B) Оцiнка, яка при заданому обсязi вибiрки має мiнiмальну дис-
персiю;
Г) Iнша вiдповiдь.

23. Яка точкова статистична оцiнка називається незмiщеною?
A) Якщо M (θ∗) = θ, де θ – оцiночний параметр генеральної су-
купностi, θ∗ – його статистична оцiнка;
Б) Якщо M (θ∗) 6= θ;
B) Це оцiнка, яка при заданому обсязi вибiрки має мiнiмальну
дисперсiю;
Г) Це оцiнка, яка у разi необмеженого збiльшення обсягу ви-
бiрки θ∗ наближається до оцiнювального параметра θ, а саме:
lim
n→∞

P (|θ∗ − θ| < δ) = 1.

24. Яка точкова статистична оцiнка називається змiщеною?
A) Якщо M (θ∗) = θ, де θ – оцiночний параметр генеральної су-
купностi, θ∗ – його статистична оцiнка;
Б) Якщо M (θ∗) 6= θ;
B) Це оцiнка, яка при заданому обсязi вибiрки має мiнiмальну
дисперсiю;
Г) Це оцiнка, яка у разi необмеженого збiльшення обсягу ви-
бiрки θ∗ наближається до оцiнювального параметра θ, а саме:
lim
n→∞

P (|θ∗ − θ| < δ) = 1.

25. Яка точкова статистична оцiнка називається ефективною?
A) Якщо M (θ∗) = θ, де θ – оцiночний параметр генеральної су-
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купностi, θ∗ – його статистична оцiнка;
Б) Якщо M (θ∗) 6= θ;
B) Це оцiнка, яка при заданому обсязi вибiрки має мiнiмальну
дисперсiю;
Г) Це оцiнка, яка у разi необмеженого збiльшення обсягу ви-
бiрки θ∗ наближається до оцiнювального параметра θ, а саме:
lim
n→∞

P (|θ∗ − θ| < δ) = 1.

26. Яка точкова статистична оцiнка називається ґрунтовною?
A) Якщо M (θ∗) = θ, де θ – оцiночний параметр генеральної су-
купностi, θ∗ – його статистична оцiнка;
Б) якщо M (θ∗) 6= θ;
B) Це оцiнка, яка при заданому обсязi вибiрки має мiнiмальну
дисперсiю;
Г) Це оцiнка, яка у разi необмеженого збiльшення обсягу ви-
бiрки θ∗ наближається до оцiнювального параметра θ, а саме:
lim
n→∞

P (|θ∗ − θ| < δ) = 1.

Iнтервальнi оцiнки параметрiв розподiлу

27. Що називається iнтервальною статистичною оцiнкою?
A) Статистична оцiнка випадкової величини, яка визначається
одним числом;
Б) Статистична оцiнка, яка визначається двома числами, кiнця-
ми iнтервалiв;
B) Оцiнка, яка при заданому обсязi вибiрки має мiнiмальну дис-
персiю;
Г) Iнша вiдповiдь.

28. Що називають точнiстю оцiнки?
A) Рiзниця мiж статистичною оцiнкою θ∗ та її оцiнювальним па-
раметром θ, взята за абсолютним значенням;
Б) Статистична оцiнка, яка визначається двома числами;
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B) Оцiнка, яка при заданому обсязi вибiрки має мiнiмальну дис-
персiю;
Г) Iнша вiдповiдь.

29. Що називають надiйнiстю γ оцiнки?

А) величина, яка визначається iз виразу
n

n− 1

∑
i

ni (xi − x̄B)2

n
=∑

i

ni (xi − x̄B)2

n− 1
;

Б) Це властивiсть, яка є в кожної людини;
В) Нерiвнiсть |θ∗ − θ| < δ, яка справджується iз певною ймовiр-
нiстю P (|θ∗ − θ| < δ) = γ;
Г) Iнша вiдповiдь.

30. Що називають довiрчим iнтервалом?
A) Це довiльний iнтервал;
Б) Це цiлком визначений iнтервал;
B) Це iнтервал, якому можна довiряти;
Г) Iнтервал [θ∗ − δ; θ∗ + δ], що покриває оцiнюваний параметр θ
генеральної сукупностi iз заданою надiйнiстю γ.

31. Що називається виправленою дисперсiєю?
А) Величина [θ∗ − δ; θ∗ + δ];
Б) Величина |θ∗ − θ| < δ;

В) Величина
tσΓ√
n

= δ;

Г) Величина s2 =
n

n− 1
DB =

n

n− 1

∑
i

ni (xi − x̄B)2

n
=∑

i

ni (xi − x̄B)2

n− 1
.

32. Що називають виправленим середнiм квадратичним вiдхи-
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ленням?
А) Величина [θ∗ − δ; θ∗ + δ];
Б) Величина |θ∗ − θ| < δ;

В) Величина
tσΓ√
n

= δ;

Г) Величина s =

√
n

n− 1
DB.

33. Як побудувати довiрчий iнтервал для XΓ iз заданою надiй-
нiстю γ при вiдомому значеннi σΓ?
А) Скористатися виразом x̄B −

tσΓ√
n
< a < x̄B −

tσΓ√
n
, де

tσΓ√
n

= δ –

точнiсть оцiнки, n – об’єм вибiрки, t – значення аргументу фун-
кцiї Лапласа Φ(t), при якому Φ(t) =

γ

2
;

Б) Скористатися виразом x̄B−
tγs√
n
< a < x̄B−

tγs√
n
, де s – виправ-

лене вибiркове середнє квадратичне вiдхилення, tγ знаходиться
за таблицями при заданих n i γ;
В) Скористатися виразом s(1 − q) < σΓ < s(1 + q) (при q < 1),
0 < σΓ < s(1 + q) (при q > 1), де q – знаходиться за таблицями;
Г) Правильної вiдповiдi тут немає.

34. Як побудувати довiрчий iнтервал для XΓ iз заданою надiй-
нiстю γ при невiдомому значеннi σΓ i при обсягах вибiрки n < ?
А) Скористатися виразом x̄B −

tσΓ√
n
< a < x̄B −

tσΓ√
n
, де

tσΓ√
n

= δ –

точнiсть оцiнки, n – об’єм вибiрки, t – значення аргументу фун-
кцiї Лапласа Φ(t), при якому Φ(t) =

γ

2
;

Б) Скористатися виразом x̄B−
tγs√
n
< a < x̄B−

tγs√
n
, де s – виправ-

лене вибiркове середнє квадратичне вiдхилення, tγ знаходиться
за таблицями при заданих n i γ;
В) Скористатися виразом s(1 − q) < σΓ < s(1 + q) (при q < 1),
0 < σΓ < s(1 + q) (при q > 1), де q – знаходиться за таблицями;
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Г) Правильної вiдповiдi тут немає.

35. Як побудувати довiрчий iнтервал iз заданою надiйнiстю γ

для σΓ при обсягах вибiрки n < ?
А) Скористатися виразом x̄B −

tσΓ√
n
< a < x̄B −

tσΓ√
n
, де

tσΓ√
n

= δ –

точнiсть оцiнки, n – об’єм вибiрки, t – значення аргументу фун-
кцiї Лапласа Φ(t), при якому Φ(t) =

γ

2
;

Б) Скористатися виразом x̄B−
tγs√
n
< a < x̄B−

tγs√
n
, де s – виправ-

лене вибiркове середнє квадратичне вiдхилення, tγ знаходиться
за таблицями при заданих n i γ;
В) Скористатися виразом s(1 − q) < σΓ < s(1 + q) (при q < 1),
0 < σΓ < s(1 + q) (при q > 1), де q – знаходиться за таблицями;
Г) правильної вiдповiдi тут немає.

Статистичнi гiпотези. Застосування критерiю Пiрсона
для перевiрки гiпотези про нормальний розподiл

36. Дати визначення нульової гiпотези.
A) Гiпотеза, яка припускає вiдсутнiсть систематичних розбiжно-
стей мiж невiдомими параметрами генеральної сукупностi i вели-
чиною, яка одержана внаслiдок обробки вибiрки;
Б) Гiпотеза, яка протиставляє твердження висунутої гiпотези;
B) Гiпотеза, яка має тiльки одне припущення;
Г) Гiпотеза, яка складається iз скiнченого або нескiнченного чи-
сла простих гiпотез.

37. Дати визначення альтернативної гiпотези.
A) Гiпотеза, яка припускає вiдсутнiсть систематичних розбiжно-
стей мiж невiдомими параметрами генеральної сукупностi i вели-
чиною, яка одержана внаслiдок обробки вибiрки;
Б) Гiпотеза, яка протиставляє твердження висунутої гiпотези;
B) Гiпотеза, яка має тiльки одне припущення;
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Г) Гiпотеза, яка складається iз скiнченого або нескiнченного чи-
сла простих гiпотез.

38. Що називають простою статистичною гiпотезою?
A) Гiпотеза, яка припускає вiдсутнiсть систематичних розбiжно-
стей мiж невiдомими параметрами генеральної сукупностi i вели-
чиною, яка одержана внаслiдок обробки вибiрки;
Б) Гiпотеза, яка протиставляє твердження висунутої гiпотези;
B) Гiпотеза, яка має тiльки одне припущення;
Г) Гiпотеза, яка складається iз скiнченого або нескiнченного чи-
сла простих гiпотез.

39. Що називають складною статистичною гiпотезою?
A) Гiпотеза, яка припускає вiдсутнiсть систематичних розбiжно-
стей мiж невiдомими параметрами генеральної сукупностi i вели-
чиною, яка одержана внаслiдок обробки вибiрки;
Б) Гiпотеза, яка протиставляє твердження висунутої гiпотези;
B) Гiпотеза, яка має тiльки одне припущення;
Г) Гiпотеза, яка складається iз скiнченого або нескiнченного чи-
сла простих гiпотез.

40. Що називають статистичним критерiєм?
A) Випадкову величину K, яка використовується для перевiрки
нульової гiпотези;
Б) Цiлком закономiрну величину K, яка використовується для
перевiрки нульової гiпотези;
B) Випадкову величину K, яка використовується для перевiрки
домашнiх робiт студентiв;
Г) Iнша вiдповiдь.

41. Що називається емпiричним (спостережуваним) значенням
критерiю?
A) Випадкова величина K, яка використовується для перевiрки
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нульової гiпотези;
Б) Значення критерiю, який обчислюють за результатом вибiрки;
B) Випадкову величину K, яка використовується для перевiрки
домашнiх робiт студентiв;
Г) Iнша вiдповiдь.

42. Що називається областю прийняття нульової гiпотези?
A) Множину всiх можливих значень статистичного критерiю;
Б) Сукупнiсть значень статистичного критерiю, за яких нульова
гiпотеза не вiдхиляється;
B) Сукупнiсть значень статистичного критерiю, за яких нульова
гiпотеза не приймається;
Г) Iнша вiдповiдь.

43. Що називається критичною область статистичного крите-
рiю?
A) Множину всiх можливих значень статистичного критерiю;
Б) Сукупнiсть значень статистичного критерiю, за яких нульова
гiпотеза не вiдхиляється;
B) Сукупнiсть значень статистичного критерiю, за яких нульова
гiпотеза не приймається;
Г) Iнша вiдповiдь.

44. Що називається критичною точкою статистичного крите-
рiю?
A) Точка, яка подiляє множину всiх можливих значень статисти-
чного критерiю;
Б) Сукупнiсть значень статистичного критерiю, за яких нульова
гiпотеза не вiдхиляється;
B) Сукупнiсть значень статистичного критерiю, за яких нульова
гiпотеза не приймається;
Г) Iнша вiдповiдь.
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45. Якi Ви знаєте види критичних областей статистичного кри-
терiю?
A) Лiвобiчнi;
Б) Правобiчнi;
B) Двобiчнi;
Г) Всi перерахованi.

46. Що таке рiвень значущостi α?
A) Ймовiрнiсть, що буде вiдкинута правильна альтернативна гi-
потеза;
Б) Ймовiрнiсть, що буде прийнята неправильна нульова гiпотеза;
B) Ймовiрнiсть, що буде вiдкинута правильна нульова гiпотеза;
Г) Всi перерахованi.

47. Помилки першого роду при перевiрцi гiпотез полягають у
тому, що:
A) буде вiдкинута неправильна нульова гiпотеза;
Б) буде прийнята неправильна нульова гiпотеза;
B) буде вiдкинута правильна нульова гiпотеза;
Г) всi перерахованi.

48. Помилки другого роду при перевiрцi гiпотез полягають у
тому, що:
A) буде вiдкинута неправильна нульова гiпотеза;
Б) буде прийнята неправильна нульова гiпотеза;
B) буде вiдкинута правильна нульова гiпотеза;
Г) всi перерахованi.

49. Що називають потужнiстю критерiю?
A) Ймовiрнiсть попадання критерiю в критичну область при умо-
вi, що справедлива альтернативна гiпотеза;
Б) Ймовiрнiсть того, що нульова гiпотеза буде вiдкинута, якщо
справедлива альтернативна гiпотеза;
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B) Вiдповiдi А) i Б) правильнi;
Г) Iнша вiдповiдь.

Статистична i кореляцiйна залежнiсть. Метод
найменших квадратiв. Вибiркове рiвняння регресiї.

Криволiнiйна та множинна кореляцiя

50. Дати визначення статистичної залежностi мiж ознаками X
та Y .
A) Це така залежнiсть, при якiй змiна однiєї з величин веде до
змiн розподiлу iншої;
Б) Це така залежнiсть, при якiй змiна однiєї з величин не веде
до змiн розподiлу iншої;
B) Це така залежнiсть, яка проявляється в тому, що при змiнi
однiєї iз величин змiнюється середнє значення iншої;
Г) Правильної вiдповiдi серед перерахованих немає.

51. Що означає кореляцiйна залежнiсть мiж ознаками X та Y ?
A) Це така залежнiсть, при якiй змiна однiєї з величин веде до
змiн розподiлу iншої;
Б) Це така залежнiсть, при якiй змiна однiєї з величин не веде
до змiн розподiлу iншої;
B) Це така залежнiсть, яка проявляється в тому, що при змiнi
однiєї iз величин змiнюється середнє значення iншої;
Г) Правильної вiдповiдi серед перерахованих немає.
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Теорiя ймовiрностей
1 Б 15 В 29 Г 43 В 57 А 71 Б 85 Б 99 В
2 В 16 А 30 В 44 Б 58 Б 72 В 86 А 100 А
3 Г 17 А 31 А 45 А 59 А 73 А 87 Б 101 Б
4 Б 18 В 32 Б 46 Б 60 Г 74 Б 88 Г 102 А
5 В 19 Б 33 В 47 В 61 Б 75 Б 89 А 103 А
6 А 20 Г 34 Г 48 А 62 В 76 В 90 Б 104 Б
7 Г 21 В 35 Б 49 Г 63 В 77 Г 91 В 105 В
8 Г 22 В 36 Б 50 В 64 Б 78 Б 92 А 106 А
9 Г 23 А 37 А 51 А 65 Г 79 Г 93 Б 107 Г
10 А 24 Б 38 А 52 Б 66 Б 80 Г 94 А
11 Б 25 А 39 А 53 А 67 В 81 В 95 А
12 В 26 А 40 Б 54 Б 68 Б 82 Б 96 Б
13 Г 27 Б 41 Б 55 А 69 А 83 Г 97 Б
14 Б 28 В 42 А 56 Г 70 Г 84 А 98 Г

Елементи математичної статистики
1 А 8 В 15 Г 22 А 29 В 36 А 43 В 50 А
2 Б 9 В 16 В 23 А 30 Г 37 Б 44 А 51 В
3 А 10 Б 17 Б 24 Б 31 Г 38 В 45 Г
4 Б 11 Г 18 А 25 В 32 Г 39 Г 46 В
5 А 12 Г 19 В 26 Г 33 А 40 А 47 В
6 В 13 А 20 Б 27 Б 34 Б 41 Б 48 Б
7 В 14 Г 21 Г 28 А 35 В 42 Б 49 Б
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КОРОТКИЙ СЛОВНИК ТЕРМIНIВ

Альтернативна (конкуруюча) гiпотеза – гiпотеза, яка про-
тиставляється нульовiй гiпотезi.
Варiанта – конкретне числове значення кiлькiсної ознаки, на-

приклад X .
Варiацiйний ряд – зростаючий числовий ряд варiант.
Вибiрка – сукупнiсть випадково взятих об’єктiв.
Випадкова величина – внаслiдок проведення експерименту

пiд впливом випадкових факторiв набуває того чи iншого мо-
жливого числового значення з певною ймовiрнiстю. Прикладом
випадкової величини може служити кiлькiсть очок, що випала
при пiдкиданнi грального кубика. Ця випадкова величина набу-
ває значення 1, 2, 3, 4, 5, 6 iз ймовiрнiстю 1/6 кожне.
Випадкова подiя – подiя, яка в результатi експерименту мо-

же вiдбутися або не вiдбутися.
Випадкова похибка – складова похибки вимiрювання, яка

змiнюється випадковим чином при повторних вимiрюваннях однi-
єї i тiєї ж величини.
Випадкова функцiя – функцiя невипадкового аргументу t,

яка при кожному фiксованому значеннi аргументу є випадковою
величиною.
Випадковим (стохастичним) процесом називають випад-

кову функцiю аргументу t, яка використовує t як час.
Випадковi числа – можливi значення r неперервної випад-

кової величини R, яка розподiлена рiвномiрно в iнтервалi (0; 1).
Вiрогiдна подiя – подiя, яка обов’язково вiдбудеться пiд час

певного випробування.
Генеральна сукупнiсть – сукупнiсть об’єктiв, з яких зробле-

но вибiрку.
Дискретна випадкова величина – величина, яка приймає

окремi iзольованi значення з визначеними ймовiрностями.
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Дисперсiєю випадкової величини X називають математи-
чне сподiвання квадрату вiдхилення цiєї величини.
Екстраполювання (екстраполяцiя) – знаходження значе-

ння функцiї для аргументу, що знаходиться за межами таблицi
даних (даних експерименту).
Емпiричний – як результат дослiду.
Емпiричний статичний розподiл – результат спостережень,

звичайно зображається у формi таблицi чисел або гiстограми, в
якiй вказується, скiльки разiв випадкова змiнна (частота) при-
ймала певнi значення або перебувала в певних iнтервалах зна-
чень.
Залежними випадковими подiями називають подiї, якщо по-

ява однiєї з них (A або B) впливає на ймовiрнiсть появи iншої.
Закон великих чисел – сукупнiсть теорем, в яких вказано

умови, при яких сумарна поведiнка досить великого числа випад-
кових величин втрачає випадковий характер i стає закономiрною.
Закон розподiлу випадкової величини – спiввiдношення,

якi встановлюють зв’язок мiж можливими значеннями випадко-
вої величини та вiдповiдними їм ймовiрностями.
Iнтервальна статистична оцiнка – статистична оцiнка, яка

визначається двома числами, кiнцями iнтервалiв.
Iнтерполювання (iнтерполяцiя) – вiдшукування значення

функцiї, що вiдповiдає промiжним значенням аргументу.
Ймовiрнiсть подiї – ступiнь правдоподiбностi подiї, нормова-

на мiра на iмовiрнiсному просторi. Приймає числовi значення в
промiжку мiж 0 i 1. У прикладi з пiдкиданням грального кубика
ймовiрнiсть випадання на кожнiй з граней дорiвнює 1/6.
Кореляцiя – залежнiсть мiж числовими випадковими вели-

чинами, що не мають, взагалi кажучи, строго функцiонального
характеру. На вiдмiну вiд функцiональної залежностi, кореляцiя,
як правило, розглядається тодi, коли, принаймнi, одна з величин
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залежить не тiльки вiд iншої, але i вiд ряду випадкових факто-
рiв. Вплив однiєї випадкової величини на iншу характеризується
умовними розподiлами однiєї з них при фiксованих значеннях
iншої (за наявностi впливу згаданi умовнi розподiли вiдрiзняти-
муться один вiд одного).
Критерiй згоди (Пiрсона) – критерiй перевiрки гiпотези про

передбачуваний закон невiдомого розподiлу.
Математичне сподiвання дискретної випадкової величини

– сума добуткiв всiх її можливих значень на їхнi ймовiрностi.
Математична статистика – наука про математичнi методи

систематизацiї i використання статистичних даних для наукових
i практичних висновкiв. У багатьох своїх роздiлах математична
статистика спирається на теорiю ймовiрностi, що дозволяє оцi-
нити надiйнiсть i точнiсть висновкiв, що робляться на пiдставi
обмеженого статистичного матерiалу (напр., оцiнити необхiдний
обсяг вибiрки для отримання результатiв необхiдної точностi при
вибiрковому спостереженнi).
Медiаною (Me) неперервної випадкової величини X назива-

ють те її значення, для якого виконується умова F (Me) = 0, 5.
Модою дискретної випадкової величини X називають те її

можливе значення, якому вiдповiдає найбiльша ймовiрнiсть по-
яви. Для неперервної величини – це буде максимальне значення
щiльностi ймовiрностi.
Незалежними випадковими подiями називають подiї, якщо

поява однiєї з них (A або B) не впливає на ймовiрнiсть появи
iншої.
Неперервна випадкова величина – величина, яка приймає

всi значення з деякого скiнченного або нескiнченного промiжку.
Несумiсними називають подiї, якщо вони не можуть вiдбува-

тися одночасно.
Нульова гiпотеза – гiпотеза, що припускає вiдсутнiсть систе-
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матичних розбiжностей мiж невiдомими параметрами генераль-
ної сукупностi i величиною, яка одержана внаслiдок обробки ви-
бiрки.
Обсяг (об’єм) сукупностi (вибiркової або генеральної) – кiль-

кiсть об’єктiв цiєї сукупностi.
Полiгон частот (вiдносних частот) – ламана лiнiя, вiдрiз-

ки якої сполучають кординати точок (xi;ni) або (xi;ωi), де xi –
числове значення варiанти, ni – частота спостереження, ωi – вiд-
носна частота спостереження.
Помилка другого роду полягає в тому, що буде прийнята

неправильна нульова гiпотеза.
Помилка першого роду полягає в тому, що буде вiдкинута

правильна нульова гiпотеза.
Потужнiстю критерiю називають ймовiрнiсть попадання

критерiю в критичну область при умовi, що справедлива аль-
тернативна гiпотеза.
Похибка (помилка, неправильнiсть, неточнiсть) – рiзниця x−

a, де a – дане число, яке розглядається як наближене значення
деякої величини, точне значення якої рiвне x. Рiзниця x − a на-
зивається також абсолютною похибкою. Вiдношення x− a до
a називається вiдносною похибкою числа a.
Початковим моментом k-гo порядку випадкової величини

X називають математичне сподiвання величини Xk.
Протилежною до подiї A називається подiя A, якщо вона

настає тiльки тодi, коли не настає подiя A.
Реалiзацiєю випадкової функцiї X(t) називають невипадкову

функцiю аргументу t, рiвною якiй може бути випадкова функцiя
в результатi випробувань.
Регресiя – залежнiсть середнього значення якої-небудь вели-

чини вiд деякої iншої величини або вiд декiлькох величин. На вiд-
мiну вiд чисто функцiональної залежностi y = f (x), коли кожно-
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му значенню незалежної змiнної x вiдповiдає одне єдине значення
величини y, при регресiйному зв’язку одному i тому ж значенню
x можуть вiдповiдати, залежно вiд випадкуm, рiзнi значення ве-
личини y
Розподiл ймовiрностей – у простому випадку безлiч станiв

X = {x, y, z, ...}, в яких може знаходитися об’єкт, звичайно (скла-
дається з n елементiв). Розподiлом ймовiрностей при цьому на-
зивається сукупнiсть n невiд’ємних чисел (ймовiрностей) px, py,
pz, ..., якi в сумi дають 1.
Ряд частот – кiлькiсть спостережуваних варiант nl, n2, ..., nm.
Середнiм квадратичним (стандартним) вiдхиленням

випадкової величини X називають корiнь квадратний iз диспер-
сiї.
Систематична похибка – це складова похибки вимiрюван-

ня, яка залишається постiйною або закономiрно змiнюється при
повторних вимiрюваннях однiєї i тiєї ж величини.
Статистична сукупнiсть – множина однорiдних об’єктiв.
Стохастична залежнiсть – те саме, що й iмовiрнiсна зале-

жнiсть.
Статистичний розподiл вибiрки – перелiк варiант та вiд-

повiдних їм частот.
Статистичним критерiєм називають випадкову величину

K, яка використовується для перевiрки нульової гiпотези.
Статистичнi гiпотези – будь-якi статистичнi висновки, здо-

бутi на пiдставi обробки вибiрки.
Сумiсними називають подiї, якщо вони можуть вiдбуватися

одночасно.
Схема Бернуллi B(n, p) (n i p – параметри схеми Бернуллi)

– при здiйсненнi n незалежних випробувань, подiя A може вiд-
бутися зi сталою ймовiрнiстю p, або не вiдбутися з ймовiрнiстю
q (p + q = 1), тодi результат кожного випробування не залежить
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вiд результатiв попереднiх випробувань, тобто випробування не-
залежнi.
Теорiя ймовiрностей – математична наука, що вивчає зако-

номiрностi випадкових масових подiй.
Точкова статистична оцiнка – статистична оцiнка, яка ви-

значається одним числом.
Умовна ймовiрнiсть – ймовiрнiсть появи подiї A при умовi,

що подiя B вiдбулася.
Функцiя розподiлу ймовiрностi (iнтегральна функцiя)

F (x) – функцiя аргументу x, яка визначає ймовiрнiсть випадкової
подiї X < x.
Центральним моментом k-го порядку випадкової величи-

ни X називають математичне сподiвання вiд (X −M(X))k.
Щiльнiсть ймовiрностi f (x) неперервної випадкової величи-

ни X – перша похiдна вiд iнтегральної функцiї F (x).
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Вiдповiдi до завдань

Тема 1
1. Операцiї над подiями

1.1. A = {5; 6; 7; 8; 9; 10}; B = {1; 2; 8; 9; 10}; AB = {5; 6; 7};
AB = {1; 2}; A ·B = {8; 9; 10}; AB = A+B = {1; 2; 5; 6; 7; 8; 9; 10};
A + B = {1; 2; 3; 4; 5; 6; 7}; A + B = {8; 9; 10}; A\B = {1; 2}.
1.2. B2; B4.
1.3. A = {1; 3; 5; 7; 9; 11}; B = {1; 4; 5; 7; 8; 10; 11}; A · B = {3; 9};
A ·B = {2; 4; 8; 10}; A ·B = {1; 5; 7; 11};
AB = A + B = {1; 2; 3; 4; 5; 7; 8; 9; 10; 11};
A + B = {2; 3; 4; 6; 8; 9; 10; 12};
A/B = {2; 4; 8; 10}; A + B = {1; 5; 7; 11}.
1.4. B1; B3; B4.
1.5. Ω = {ггг;грг;ггр;ргг;ррг;ргр;грр;рpp};
A = {грг;ггр;ргг;ггг}; B = {грг;ргг;ггр;ррг;грр;ргр;рpp};
C = {ррр}; A∩B = {грг;ггр;ргг}; A∩B∩C = {грг;ггр;ргг;рpp};
A ∪B ∩ C = ∅.
1.6. Ω = {A11;A12;A13A14;A15;A16;A21;A22;A23;A24;A25;A26;

A31;A32;A33;A34;A35;A36;A41;A42;A43;A44;A45;A46;A51;A52;A53;

A54;A55;A56;A61;A62;A63;A64;A65;A66};
A = {A22;A24;A26;A42;A44;A46;A62;A64;A66};
A ∩B = {A26;A46;A62;A64;A66};
A ∩B = {A11;A12;A14;A15;A21;A25;A41;A45;A51;A52;A54}.

(Примiтка: Aik – на першому кубику випало i очок, а на дру-
гому кубику – k очок).
1.7. Ω = {ммм;ссс;ттт;мсс;тсс;стт;мтт;тмм;смм;мст};
A = {ммм;мсм;мсс;тмс;тмм;ттм}; B = {ммм;мсм;мсс;ссс};
C = {ссм}; A ∩ B ∩ C = {ссм}; A ∪B ∩ C = ∅.
1.8. Ω = {ссс;ссб;бсс;сбс;сбб;ббс;бсб;ббб}; AB = {ссс;ссб};
AB = {ббс;ббб}; AB = {бсс;бсб}; A ·B = {сбс;сбб};
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AB = {ссс;ссб;сбс;сбб;ббс;ббб}; A+B = {ссс;ссб;бсс;бсб;ббс;ббб};
A+B = AB; A + B = A·B; A∩B∩C = {бсс}; A∩B∩C = B ∩ C;
A ∩B ∩ C = {ссс;бсс;сбс;бсб;ббс}; A ∩B ∩ C = {сбс}.

(Примiтка: б – бракованi, с – стандартнi).
1.9. P4 = 24; P12 = (2, 4, 6) = 13860; A2

7 = 42; A2
7 = 49; C1

9 = 9;
C8

9 = 9; C3
9 = 84; C7

9 = 36; C3
9 = 156; C9

3 = 55; C9(5, 4) = 126.
1.10. а) 6; б) 27; в) 6; г) 9. 1.11. а) 4; б) 18; в) 4; г) 6.
1.12. 9 · 105. 1.13. а) 84; б) 504. 1.14. a) 720; б) 120.
1.15. а) 321 440; б) 372 652.
1.16. а) 15504 ; б) 6; в) 7280; г) 30752; д) 126.
1.17. а) 2268; б) 5832; в) 12636; г) 6561; д) 52344.
1.18. a) 725760; б) 2903040. 1.19. a) 362880; б) 1451520.
1.20. 6. 1.21. а) 262144; б) 100842; в) 43653.
1.22. а) 6561; б) 3024; в) 2048. 1.23. 43243200.
1.24. а) 495; б) 34650.

2. Iмовiрнiсть подiй

2.1. P (A) = 0, 4; P (A) = 0, 6; P (B) = 0, 5; P (B) = 0, 5;
P (A + B) = 0, 7; P (AB) = 0, 8.

2.2. P (A) =
1

2
; P (C) =

1

4
; P (B) =

3

8
; P (Д) =

1

2
; P (E) =

7

8
.

2.3. P (A) = P (B).

2.4. P (B) =
1

3
; P (A) =

2

3
; P (C) =

5

6
; P (B) =

2

3
; P (Д) =

1

3
;

P (C) =
1

6
; P (A+Д) =

5

6
; P (AB) =

5

6
.

2.5. а)
7

22
; б)

15

77
; в)

33

308
; г)

5

22
; д) 0,028; е)

7

6
. 2.6.

1

64
.

2.7.
1

120
. 2.8.

1

88
. 2.9 а)

2

13
; б)

9

13
; в)

2

13
; г)

3

13
. 2.10.

1

4
. 2.11.

23

111
.

2.12. 0, 54 · 10−4. 2.13. 0,0001. 2.14. a) 0,153; б) 0,353; в) 0,474.

2.15. 0,1. 2.16. P (A) =
Ck

6C
6−k
43

C6
49

. 2.17.
min(m,r)∑
s=1

=
Cs
mC

r−s
n−m

Cr
n

.
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2.18.
1

231
. 2.19. а) 0,25; б)

2

35
; в) 0,099; г) 0,111. 2.20. n ≥ 3.

2.21. 0,105. 2.22.
87

473
. 2.23. а)

1

336
; б)

1

56
. 2.24. а)

1

120
; б)

1

151200
.

2.25. а) 24 · 10−6; б) 7 · 10−7. 2.26.
1

15
. 2.27.

2

35
. 2.28. а)

1

3
; б)

2

3
.

2.29. а)
2

7
; б)

1

7
. 2.30.

1

21
. 2.31. а) 0,286; б) 0,143. 2.32.

2

15
.

2.33. P (A) =
1

216
; P (B) =

1

36
; P (C) =

5

9
.

2.34. а) 0,312; б) 0,001; в) 0,461. 2.35. 0,0605.

2.36. а) 0,273; б) 0,0854; в) 0,064. 2.37. 0,09. 2.38.
2

π
. 2.39.

π

3
√

3
.

2.40. 0,5. 2.41. 0,029. 2.42. 0. 2.43.
π

4
. 2.44. 0,125. 2.45.

1

3
.

2.46.
2

3
. 2.47. 0,306. 2.48. 0,306.

Тема 4

23. a)

p = 0, 4

P (−3 < x < 2) = 0, 8;

Mo = −1;

M(X) = −0, 2;

D(X) = 3, 26;

σ ≈ 1, 81;

As = −0, 16;

Es = −0, 61;

F (X) =



0, x ≤ −4;

0, 1, −4 < x ≤ −1

0, 5, 1 < x ≤ 0

0, 6, 0 < x ≤ 1

0, 9, 1 < x ≤ 2;

0, 95, 2 < x ≤ 4

1, x > 4.

25. 2-й спосiб.
26. a)

x −6 −4 0 4
pi 0,2 0,4 0,2 0,2
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M(X) = −2; D(X) = 12, 8; σ ≈ 3, 58.
28. a)

a =
3

8
; As = −0, 86;

P (−3 < x < 5) = 1; Es = −0, 095;

P (5) = 0;

Mo = 2;

Me = 3
√

4;

M(x) = 1, 5;

D(x) = 0, 15;

σ ≈ 0, 387;

F (x) =


0, x ≤ 0;
x3

8
, 0 < x ≤ 2;

1 x > 2.

в)

a = 3; M(x) =
1

6
;

P (−3 < x < 5) =
e30 − 1

e30
; D(x) =

1

36
;

P (5) = 0; σ =
1

6
;

Mo = 0;

Me = 6 log2 e;
F (x) =

{
0, x < 0;

1− e−6x, x ≥ 0.
г)

a = 5; M(x) =
1

5
;

P (−3 < x < 5) ≈ 1; D(x) =
1

25
;

P (5) = 0; σ =
1

5
;

Mo = 0;

Me =
ln 2

5
;

F (x) =

{
0, x < 0;

1− e−5x, x ≥ 0.

д) a =
1

8
; P (−3 < x < 5) =

3

8
; P (5) = 0; Me = 6; M(x) = 6;
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D(x) = 5
1

3
; σ ≈ 2, 33; F (x) =


0, x ≤ 2;
x− 2

8
, 2 < x ≤ 10;

1, x > 10.

е) a =
1

3
; P (−3 < x < 5) =

5

18
; P (5) = 0; розподiл антимодаль-

ний; Me = 9; M(x) = 9; D(x) = 27; σ = 3
√

3; As = 0;

F (x) =


0, x < 0
x

18
, 0 ≤ x ≤ 18;

1, x > 18.

є) a =
6

5
; P (−3 < x < 5) = 1; P (5) = 0; Mo = 2; Me ≈ 1, 7;

M(x) = 1, 7; D(x) = 0, 05; σ ≈ 0, 224;

F (x) =


0, x ≤ 1;
1

15

(
2x3 − 3x2 + 1

)
, 1 < x ≤ 2;

1, x ≥ 2.

ж) a =
3

128
; P (−3 < x < 5) = 1; P (5) = 0; Mo = 3; Me ≈ 1, 5;

M(x) = 0, 59; D(x) = 0, 5167; σ ≈ 0, 72;

F (x) =


0, x ≤ −1;

1

128

(
9x2 − x3 + 21x + 11

)
, −1 < x ≤ 2;

1, x > 2.

з) a = 5; P (−3 < x < 5) = 0, 5762; P (5) = 0; Mo = 1; Me = 1;
M(x) = 1; D(x) = 25; σ = 5; As = 0; Es = 0;

F (x) =
1

5
√

2π

x∫
−∞

e
−(x−1)2

50 dx.

и) a = 49; P (−3 < x < 5) = 0, 2754; P (5) = 0; Mo = −6;
Me = −6; M(x) = −6; D(x) = 49; σ = 7; As = 0; Es = 0;
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F (x) =
1

7
√

2π

x∫
−∞

e
−(x+6)2

98 dx.

29. a =
20

π
.

30. 1) a = 1; c = 0; 2) P (−1 < x < 4) = 1; 3) P (7) = 0;
4) розподiл антимонопольний; 5) Me = 0, 5; 6) M(x) = 0, 5;

7) D(x) =
1

12
; 8) σ = 0, 289; 9) As = 0; 10) Es = −1, 1(9);

f (x) =


0, x ≤ 0;

1, 0 < x < 1;

0, x > 1.
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ДОДАТКИ

Таблиця 1. Значення функцiї Гаусса ϕ(x) =
1√
2π

exp

(
−x

2

2

)
x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.0 0.3989 0.3989 0.3989 0.3988 0.3986 0.3984 0.3982 0.3980 0.3977 0.3973
0.1 0.3970 0.3965 0.3961 0.3956 0.3951 0.3945 0.3939 0.3932 0.3925 0.3918
0.2 0.3910 0.3902 0.3894 0.3885 0.3876 0.3867 0.3857 0.3847 0.3836 0.3825
0.3 0.3814 0.3802 0.3790 0.3778 0.3765 0.3752 0.3739 0.3725 0.3712 0.3697
0.4 0.3683 0.3668 0.3653 0.3637 0.3621 0.3605 0.3589 0.3572 0.3555 0.3538
0.5 0.3521 0.3503 0.3485 0.3467 0.3448 0.3429 0.3410 0.3391 0.3372 0.3352
0.6 0.3332 0.3312 0.3292 0.3271 0.3251 0.3230 0.3209 0.3187 0.3166 0.3144
0.7 0.3123 0.3101 0.3079 0.3056 0.3034 0.3011 0.2989 0.2966 0.2943 0.2920
0.8 0.2897 0.2874 0.2850 0.2827 0.2803 0.2780 0.2756 0.2732 0.2709 0.2685
0.9 0.2661 0.2637 0.2613 0.2589 0.2565 0.2541 0.2516 0.2492 0.2468 0.2444
1.0 0.2420 0.2396 0.2371 0.2347 0.2323 0.2299 0.2275 0.2251 0.2227 0.2203
1.1 0.2179 0.2155 0.2131 0.2107 0.2083 0.2059 0.2036 0.2012 0.1989 0.1965
1.2 0.1942 0.1919 0.1895 0.1872 0.1849 0.1826 0.1804 0.1781 0.1758 0.1736
1.3 0.1714 0.1691 0.1669 0.1647 0.1626 0.1604 0.1582 0.1561 0.1539 0.1518
1.4 0.1497 0.1476 0.1456 0.1435 0.1415 0.1394 0.1374 0.1354 0.1334 0.1315
1.5 0.1295 0.1276 0.1257 0.1238 0.1219 0.1200 0.1182 0.1163 0.1145 0.1127
1.6 0.1109 0.1092 0.1074 0.1057 0.1040 0.1023 0.1006 0.0989 0.0973 0.0957
1.7 0.0940 0.0925 0.0909 0.0893 0.0878 0.0863 0.0848 0.0833 0.0818 0.0804
1.8 0.0790 0.0775 0.0761 0.0748 0.0734 0.0721 0.0707 0.0694 0.0681 0.0669
1.9 0.0656 0.0644 0.0632 0.0620 0.0608 0.0596 0.0584 0.0573 0.0562 0.0551
2.0 0.0540 0.0529 0.0519 0.0508 0.0498 0.0488 0.0478 0.0468 0.0459 0.0449
2.1 0.0440 0.0431 0.0422 0.0413 0.0404 0.0396 0.0387 0.0379 0.0371 0.0363
2.2 0.0355 0.0347 0.0339 0.0332 0.0325 0.0317 0.0310 0.0303 0.0297 0.0290
2.3 0.0283 0.0277 0.0270 0.0264 0.0258 0.0252 0.0246 0.0241 0.0235 0.0229
2.4 0.0224 0.0219 0.0213 0.0208 0.0203 0.0198 0.0194 0.0189 0.0184 0.0180
2.5 0.0175 0.0171 0.0167 0.0163 0.0158 0.0154 0.0151 0.0147 0.0143 0.0139
2.6 0.0136 0.0132 0.0129 0.0126 0.0122 0.0119 0.0116 0.0113 0.0110 0.0107
2.7 0.0104 0.0101 0.0099 0.0096 0.0093 0.0091 0.0088 0.0086 0.0084 0.0081
2.8 0.0079 0.0077 0.0075 0.0073 0.0071 0.0069 0.0067 0.0065 0.0063 0.0061
2.9 0.0060 0.0058 0.0056 0.0055 0.0053 0.0051 0.0050 0.0048 0.0047 0.0046
3.0 0.0044 0.0043 0.0042 0.0040 0.0039 0.0038 0.0037 0.0036 0.0035 0.0034
3.1 0.0033 0.0032 0.0031 0.0030 0.0029 0.0028 0.0027 0.0026 0.0025 0.0025
3.2 0.0024 0.0023 0.0022 0.0022 0.0021 0.0020 0.0020 0.0019 0.0018 0.0018
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Таблиця 2. Значення функцiї Лапласа Φ(x) =
1√
2π

x∫
0

e
t2

2 dt

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

0.00 0.0000 0.32 0.1255 0.64 0.2389 0.96 0.3315
0.01 0.0040 0.33 0.1293 0.65 0.2422 0.97 0.3340
0.02 0.0080 0.34 0.1331 0.66 0.2454 0.98 0.3365
0.03 0.0120 0.35 0.1368 0.67 0.2486 0.99 0.3389
0.04 0.0160 0.36 0.1406 0.68 0.2517 1.00 0.3413
0.05 0.0199 0.37 0.1443 0.69 0.2549 1.01 0.3438
0.06 0.0239 0.38 0.1480 0.70 0.2580 1.02 0.3461
0.07 0.0279 0.39 0.1517 0.71 0.2611 1.03 0.3485
0.08 0.0319 0.40 0.1554 0.72 0.2642 1.04 0.3508
0.09 0.0359 0.41 0.1591 0.73 0.2673 1.05 0.3531
0.10 0.0398 0.42 0.1628 0.74 0.2704 1.06 0.3554
0.11 0.0438 0.43 0.1664 0.75 0.2734 1.07 0.3577
0.12 0.0478 0.44 0.1700 0.76 0.2764 1.08 0.3599
0.13 0.0517 0.45 0.1736 0.77 0.2794 1.09 0.3621
0.14 0.0557 0.46 0.1772 0.78 0.2823 1.10 0.3643
0.15 0.0596 0.47 0.1808 0.79 0.2852 1.11 0.3665
0.16 0.0636 0.48 0.1844 0.80 0.2881 1.12 0.3686
0.17 0.0675 0.49 0.1879 0.81 0.2910 1.13 0.3708
0.18 0.0714 0.50 0.1915 0.82 0.2939 1.14 0.3729
0.19 0.0753 0.51 0.1950 0.83 0.2967 1.15 0.3749
0.20 0.0793 0.52 0.1985 0.84 0.2995 1.16 0.3770
0.21 0.0832 0.53 0.2019 0.85 0.3023 1.17 0.3790
0.22 0.0871 0.54 0.2054 0.86 0.3051 1.18 0.3810
0.23 0.0910 0.55 0.2088 0.87 0.3078 1.19 0.3830
0.24 0.0948 0.56 0.2123 0.88 0.3106 1.20 0.3849
0.25 0.0987 0.57 0.2157 0.89 0.3133 1.21 0.3869
0.26 0.1026 0.58 0.2190 0.90 0.3159 1.22 0.3888
0.27 0.1064 0.59 0.2224 0.91 0.3186 1.23 0.3907
0.28 0.1103 0.60 0.2257 0.92 0.3212 1.24 0.3925
0.29 0.1141 0.61 0.2291 0.93 0.3238 1.25 0.3944
0.30 0.1179 0.62 0.2324 0.94 0.3264
0.31 0.1217 0.63 0.2357 0.95 0.3289
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Продовження таблицi 2

x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x) x Φ(x)

1.26 0.3962 1.59 0.4441 1.92 0.4726 2.50 0.4938
1.27 0.3980 1.60 0.4452 1.93 0.4732 2.52 0.4941
1.28 0.3997 1.61 0.4463 1.94 0.4738 2.54 0.4945
1.29 0.4015 1.62 0.4474 1.95 0.4744 2.56 0.4948
1.30 0.4032 1.63 0.4484 1.96 0.4750 2.58 0.4951
1.31 0.4049 1.64 0.4495 1.97 0.4756 2.60 0.4953
1.32 0.4066 1.65 0.4505 1.98 0.4761 2.62 0.4956
1.33 0.4082 1.66 0.4515 1.99 0.4767 2.64 0.4959
1.34 0.4099 1.67 0.4525 2.00 0.4772 2.66 0.4961
1.35 0.4115 1.68 0.4535 2.02 0.4783 2.68 0.4963
1.36 0.4131 1.69 0.4545 2.04 0.4793 2.70 0.4965
1.37 0.4147 1.70 0.4554 2.06 0.4803 2.72 0.4967
1.38 0.4162 1.71 0.4564 2.08 0.4812 2.74 0.4969
1.39 0.4177 1.72 0.4573 2.10 0.4821 2.76 0.4971
1.40 0.4192 1.73 0.4582 2.12 0.4830 2.78 0.4973
1.41 0.4207 1.74 0.4591 2.14 0.4838 2.80 0.4974
1.42 0.4222 1.75 0.4599 2.16 0.4846 2.82 0.4976
1.43 0.4236 1.76 0.4608 2.18 0.4854 2.84 0.4977
1.44 0.4251 1.77 0.4616 2.20 0.4861 2.86 0.4979
1.45 0.4265 1.78 0.4625 2.22 0.4868 2.88 0.4980
1.46 0.4279 1.79 0.4633 2.24 0.4875 2.90 0.4981
1.47 0.4292 1.80 0.4641 2.26 0.4881 2.92 0.4982
1.48 0.4306 1.81 0.4649 2.28 0.4887 2.94 0.4984
1.49 0.4319 1.82 0.4656 2.30 0.4893 2.96 0.4985
1.50 0.4332 1.83 0.4664 2.32 0.4898 2.98 0.4986
1.51 0.4345 1.84 0.4671 2.34 0.4904 3.00 0.498650
1.52 0.4357 1.85 0.4678 2.36 0.4909 3.20 0.499313
1.53 0.4370 1.86 0.4686 2.38 0.4913 3.40 0.499663
1.54 0.4382 1.87 0.4693 2.40 0.4918 3.60 0.499841
1.55 0.4394 1.88 0.4699 2.42 0.4922 3.80 0.499928
1.56 0.4406 1.89 0.4706 2.44 0.4927 4.00 0.499968
1.57 0.4418 1.90 0.4713 2.46 0.4931 4.50 0.499997
1.58 0.4429 1.91 0.4719 2.48 0.4934 5.00 0.500000

327



Таблиця 3. Розподiл Стьюдента. Таблиця значень tα = t(α, n)

α
n

0.95 0.99 0.995 α
n

0.95 0.99 0.995

5 2.78 4.60 8.61 20 2.093 2.861 3.883
6 2.47 4.03 6.86 25 2.064 2.797 3.745
7 2.45 3.71 5.96 30 2.045 2.756 3.659
8 2.37 3.50 5.41 35 2.032 2.729 3.600
9 2.31 3.36 5.04 40 2.023 2.708 3.558
10 2.26 3.25 4.78 45 2.016 2.692 3.527
11 2.23 3.17 4.59 50 2.009 2.679 3.502
12 2.20 3.11 4.44 60 2.001 2.662 3.464
13 2.18 3.06 4.32 70 1.996 2.649 3.439
14 2.16 3.01 4.22 80 1.991 2.640 3.418
15 2.15 2.98 4.14 90 1.987 2.633 3.403
16 2.13 2.95 4.07 100 1.984 2.627 3.392
17 2.12 2.92 4.02 120 1.980 2.617 3.374
18 2.11 2.90 3.97 ∞ 1.960 2.576 3.291
19 2.10 2.88 3.92

Таблиця 4. Таблиця розподiлу Пуассона Pn(m) =
λme−λ

m!

λ
k

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

0 0.904837 0.818731 0.740818 0.670320 0.606531 0.548812
1 0.090484 0.163746 0.222245 0.268128 0.303265 0.329287
2 0.004524 0.016375 0.033337 0.053626 0.075816 0.098786
3 0.000151 0.001092 0.003334 0.007150 0.012636 0.019757
4 0.000004 0.000055 0.000250 0.000715 0.001580 0.002964
5 0.000000 0.000002 0.000015 0.000057 0.000158 0.000356
6 0.000000 0.000000 0.000001 0.000004 0.000013 0.000036
7 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001 0.000003
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λ
k

0.7 0.8 0.9 1.0 2.0 3.0

0 0.496585 0.449329 0.406570 0.367879 0.135335 0.049787
1 0.347610 0.359463 0.365913 0.367879 0.270671 0.149361
2 0.121663 0.143785 0.164661 0.183940 0.270671 0.224042
3 0.028388 0.038343 0.049398 0.061313 0.180447 0.224042
4 0.004968 0.007669 0.011115 0.015328 0.090224 0.168031
5 0.000696 0.001227 0.002001 0.003066 0.036089 0.100819
6 0.000081 0.000164 0.000300 0.000511 0.012030 0.050409
7 0.000008 0.000019 0.000039 0.000073 0.003437 0.021604
8 0.000001 0.000002 0.000004 0.000009 0.000859 0.008102
9 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001 0.000191 0.002701
10 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000038 0.000810
11 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000007 0.000221
12 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001 0.000055
13 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000013
14 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000003
15 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001

λ
k

4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0

0 0.018316 0.006738 0.002479 0.000912 0.000335 0.000123
1 0.073263 0.033690 0.014873 0.006383 0.002684 0.001111
2 0.146525 0.084224 0.044618 0.022341 0.010735 0.004998
3 0.195367 0.140374 0.089235 0.052129 0.028626 0.014994
4 0.195367 0.175467 0.133853 0.091226 0.057252 0.033737
5 0.156293 0.175467 0.160623 0.127717 0.091604 0.060727
6 0.104196 0.146223 0.160623 0.149003 0.122138 0.091090
7 0.059540 0.104445 0.137677 0.149003 0.139587 0.117116
8 0.029770 0.065278 0.103258 0.130377 0.139587 0.131756
9 0.013231 0.036266 0.068838 0.101405 0.124077 0.131756
10 0.005292 0.018133 0.041303 0.070983 0.099262 0.118580
11 0.001925 0.008242 0.022529 0.045171 0.072190 0.097020
12 0.000642 0.003434 0.011264 0.026350 0.048127 0.072765
13 0.000197 0.001321 0.005199 0.014188 0.029616 0.050376
14 0.000056 0.000472 0.002228 0.007094 0.016924 0.032384
15 0.000015 0.000157 0.000891 0.003311 0.009026 0.019431
16 0.000004 0.000049 0.000334 0.001448 0.004513 0.010930
17 0.000001 0.000014 0.000118 0.000596 0.002124 0.005786
18 0.000000 0.000004 0.000039 0.000232 0.000944 0.002893
19 0.000000 0.000001 0.000012 0.000085 0.000397 0.001370
20 0.000000 0.000000 0.000004 0.000030 0.000159 0.000617
21 0.000000 0.000000 0.000001 0.000010 0.000061 0.000264
22 0.000000 0.000000 0.000000 0.000003 0.000022 0.000108
23 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001 0.000008 0.000042
24 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000003 0.000016
25 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000001 0.000006
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Таблиця 5. Значення величини χ2
1 залежно вiд iмовiрностi P (χ2 > χ2

1)

Число ступенiв свободи, k
P (χ2 > χ2

1)
0,2 0,10 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001

1 1,64 2,7 3,8 5,4 6,6 7,9 9,5 10,83
2 3,22 4,6 6,0 7,8 9,2 11,4 12,4 13,8
3 4,64 6,3 7,8 9,8 11,3 12,8 14,6 16,3
4 6,0 7,8 9,5 11,7 13,3 14,9 16,9 18,5
5 7,3 9,2 11,1 13,4 15,1 16,3 18,9 20,5
6 8,6 10,6 12,6 15,0 16,8 18,6 20,7 22,5
7 9,8 12,0 14,1 16,6 18,5 20,3 22,6 24,3
8 11,0 13,4 15,5 18,2 20,1 21,9 24,3 26,1
9 12,2 14,7 16,9 19,7 21,7 23,6 26,1 27,9
10 13,4 16,0 18,3 21,2 23,2 25,2 27,7 29,6
11 14,6 17,3 19,7 22,6 24,7 26,8 29,4 31,3
12 15,8 18,5 21,0 24,1 26,2 28,3 31,0 32,9
13 17,0 19,8 22,4 25,5 27,7 29,8 32,5 34,5
14 18,2 21,1 23,7 26,9 29,1 31,0 34,0 36,1
15 19,3 22,3 25,0 28,3 30,6 32,5 35,5 37,7
16 20,5 23,5 26,3 29,6 32,0 34,0 37,0 39,2
17 21,6 24,8 27,6 31,0 33,4 35,5 38,5 40,8
18 22,8 26,0 28,9 32,3 34,8 37,0 40,0 42,3
19 23,9 27,3 30,1 33,7 36,2 38,5 41,5 43,8
20 25,0 28,4 31,4 35,0 37,6 40,0 43,0 45,3
21 26,2 29,6 32,7 36,3 38,9 41,5 44,5 46,8
22 27,3 30,8 33,9 38,7 40,3 42,5 46,0 48,3
23 28,4 32,0 35,2 39,0 41,6 44,0 47,5 49,7
24 29,6 33,2 36,4 40,3 43,0 45,5 48,5 51,2
25 30,7 34,4 37,7 41,6 44,3 47,0 50,0 52,6
26 31,8 35,6 38,9 42,9 45,6 48,0 51,5 54,1
27 32,9 36,7 40,1 44,1 47,0 49,5 53,0 55,5
28 34,0 37,9 41,3 45,4 48,3 51,0 54,5 56,9
29 35,1 39,1 42,6 46,7 49,6 52,5 56,0 58,3
30 36,3 40,3 43,8 48,0 50,9 54,0 57,5 59,7
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Закiнчення таблицi 5.

Значення величини χ2
1 залежно вiд iмовiрностi P (χ2 > χ2

1)

Число ступенiв свободи, k
P (χ2 > χ2

1)
0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0,70 0,50 0,30

1 0,00016 0,0006 0,39 0,016 0,064 0,148 0,455 1,07
2 0,020 0,040 0,103 0,211 0,446 0,713 1,386 2,41
3 0,115 0,185 0,352 0,584 1,005 1,424 2,366 3,66
4 0,30 0,43 0,71 1,06 1,65 2,19 3,36 4,9
5 0,55 0,76 1,14 1,61 2,34 3,0 4,35 6,1
6 0,87 1,13 1,63 2,2 3,07 3,83 5,35 7,2
7 1,24 1,56 2,17 2,83 3,82 4,67 6,35 8,4
8 1,65 2,03 2,73 3,49 4,59 5,53 7,34 9,5
9 2,09 2,563 3,32 4,17 5,38 6,39 8,34 10,7
10 2,56 3,06 3,94 4,86 6,18 7,27 9,34 11,8
11 3,1 3,6 4,6 5,6 7,0 8,1 10,3 12,9
12 3,6 4,2 5,2 6,3 7,8 9,0 11,3 14,0
13 4,1 4,8 5,9 7,0 8,6 9,9 12,3 15,1
14 4,7 5,4 6,6 7,8 9,5 10,8 13,3 16,2
15 5,2 6,0 7,3 8,5 10,3 11,7 14,3 17,3
16 5,8 6,6 8,0 9,3 11,2 12,6 15,3 18,4
17 6,4 7,3 8,7 10,1 12,2 13,5 16,3 19,5
18 7,0 7,9 9,4 10,9 12,9 14,4 17,3 20,6
19 7,6 8,6 10,1 11,7 13,7 15,4 18,3 21,7
20 8,3 9,2 10,9 12,4 14,6 16,3 19,3 22,8
21 8,9 9,9 11,6 13,2 15,4 17,2 20,3 23,9
22 9,5 10,6 12,3 14,0 16,3 18,1 21,3 24,9
23 10,2 10,3 13,1 14,8 17,2 19,0 22,3 26,0
24 10,9 12,0 13,8 15,7 18,1 19,9 23,3 27,1
25 11,5 12,7 14,6 16,5 18,9 20,9 24,3 28,1
26 12,2 13,4 15,4 17,3 19,8 21,8 25,3 29,3
27 12,9 14,1 16,2 18,1 20,7 22,7 26,3 30,3
28 13,6 14,8 16,9 18,9 21,6 23,6 27,3 31,4
29 14,3 15,6 17,7 19,8 22,5 24,6 28,3 32,5
30 15,0 16,3 18,5 20,6 23,4 25,5 29,3 33,5
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Таблиця 6. Критичнi точки розподiлу стюдента (t-розподiлу)

Число ступенiв свободи, k
Рiвень значущостi α

0,20 0,10 0,05 0,02 0,01 0,002 0,001
1 3,08 6,31 12,7 31,82 63,66 127,32 636,62
2 1,89 2,92 4,30 6,97 9,93 14,09 31,60
3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84 7,45 12,94
4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60 5,60 8,61
5 1,48 2,02 2,57 3,37 4,03 4,77 6,86
6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71 4,32 5,96
7 1,42 1,90 2,36 3,00 3,50 4,03 5,41
8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36 3,83 5,04
9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25 3,69 4,78
10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17 3,58 4,59
11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11 3,50 4,44
12 1,36 1,78 2,18 2,68 3,05 3,43 4,32
13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01 3,37 4,22
14 1,34 1,76 2,14 2,62 2,98 3,33 4,14
15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95 3,29 4,07
16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92 3,25 4,02
17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90 3,22 3,97
18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88 3,20 3,92
19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86 3,17 3,88
20 1,33 1,73 2,09 2,53 2,85 3,15 3,85
21 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83 3,14 3,82
22 1,32 1,72 2,07 2,51 2,82 3,12 3,79
23 1,32 1,71 2,07 2,50 2,81 3,10 3,77
24 1,32 1,71 2,06 2,79 2,80 3,09 3,75
25 1,32 1,71 2,06 2,48 2,79 3,08 3,73
26 1,32 1,71 2,06 2,48 2,78 3,07 3,71
27 1,31 1,70 2,05 2,47 2,77 3,06 3,69
28 1,31 1,70 2,05 2,47 2,76 3,05 3,67
29 1,31 1,70 2,04 2,46 2,76 3,04 3,66
30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75 3,03 3,65
40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70 2,97 3,55
60 1,30 1,67 2,00 2,39 2,66 2,91 3,46
120 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62 2,86 3,37
∞ 1,28 1,64 1,96 2,33 2,58 2,81 3,29
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Таблиця 7. Критичнi точки розподiлу χ2

Число ступенiв свободи, k
Рiвень значущостi α

0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,999
1 6,6 5,0 3,8 0,0039 0,00098 0,00016
2 9,2 7,4 6,0 0,103 0,051 0,020
3 11,3 9,4 7,8 0,352 0,216 0,115
4 13,3 11,1 9,5 0,711 0,484 0,297
5 15,1 12,8 11,1 1,15 0,831 0,554
6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872
7 18,5 16,0 14,1 2,17 1,69 1,24
8 20,1 17,5 15,5 2,73 2,18 1,65
9 21,7 19,0 16,9 3,33 2,70 2,09
10 23,2 20,5 18,3 3,94 3,25 2,56
11 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05
12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57
13 27,7 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11
14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66
15 30,6 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23
16 32,0 28,8 26,3 7,96 6,91 5,81
17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41
18 34,8 31,5 28,9 9,39 8,23 7,01
19 36,2 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63
20 37,6 34,2 31,4 10,9 9,59 8,26
21 38,9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90
22 40,3 36,8 33,9 12,3 11,0 9,54
23 41,6 38,1 35,2 13,1 11,7 10,2
24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9
25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5
26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2
27 47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9
28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6
29 49,6 45,7 42,6 17,7 16,0 14,3
30 60,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0
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Таблиця 8. Таблиця значень функцiї e−x

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 1,0000 0,9900 0,9802 0,9704 0,9608 0,9512 0,9418 0,9324 0,9231 0,9139
0,1 0,9048 0,8958 0,8869 0,8781 0,8694 0,8607 0,8521 0,8437 0,8353 0,8270
0,2 0,8187 0,8106 0,8025 0,7945 0,7866 0,7788 0,7711 0,7634 0,7558 0,7483
0,3 0,7408 0,7334 0,7261 0,7189 0,7118 0,7047 0,6977 0,6907 0,6839 0,6771
0,4 0,6703 0,6637 0,6570 0,6505 0,6440 0,6376 0,6313 0,6250 0,6188 0,6126
0,5 0,6065 0,6005 0,5945 0,5886 0,5827 0,5769 0,5712 0,5655 0,5599 0,5543
0,6 0,5488 0,5434 0,5379 0,5326 0,5273 0,5220 0,5169 0,5117 0,5066 0,5016
0,7 0,4966 0,4916 0,4868 0,4819 0,4771 0,4724 0,4677 0,4630 0,4584 0,4538
0,8 0,4493 0,4449 0,4404 0,4360 0,4317 0,4274 0,4232 0,4190 0,4148 0,4107
0,9 0,4066 0,4025 0,3985 0,3946 0,3906 0,3867 0,3829 0,3791 0,3753 0,3716
1,0 0,3679 0,3642 0,3606 0,3570 0,3535 0,3499 0,3465 0,3430 0,3396 0,3362
1,1 0,3329 0,3296 0,3263 0,3230 0,3198 0,3166 0,3135 0,3104 0,3073 0,3042
1,2 0,3012 0,2982 0,2952 0,2923 0,2894 0,2865 0,2837 0,2808 0,2780 0,2753
1,3 0,2725 0,2698 0,2671 0,2645 0,2618 0,2592 0,2567 0,2541 0,2516 0,2491
1,4 0,2466 0,2441 0,2417 0,2393 0,2369 0,2346 0,2322 0,2299 0,2276 0,2254
1,5 0,2231 0,2209 0,2187 0,2165 0,2144 0,2122 0,2101 0,2080 0,2060 0,2039
1,6 0,2019 0,1999 0,1979 0,1959 0,1940 0,1920 0,1901 0,1882 0,1864 0,1845
1,7 0,1827 0,1809 0,1791 0,1773 0,1755 0,1738 0,1720 0,1703 0,1686 0,1670
1,8 0,1653 0,1637 0,1620 0,1604 0,1588 0,1572 0,1557 0,1541 0,1526 0,1511
1,9 0,1496 0,1481 0,1466 0,1451 0,1437 0,1423 0,1409 0,1395 0,3181 0,1367
2,0 0,1353 0,1340 0,1327 0,1313 0,1300 0,1287 0,1275 0,1262 0,1249 0,1237
2,1 0,1225 0,1212 0,1200 0,1188 0,1177 0,1165 0,1153 0,1142 0,1130 0,1119
2,2 0,1108 0,1097 0,1086 0,1075 0,1065 0,1054 0,1044 0,1033 0,1023 0,1013
2,3 0,1003 0,0993 0,0983 0,0973 0,0963 0,0954 0,0944 0,0935 0,0926 0,0916
2,4 0,0907 0,0898 0,0889 0,0880 0,0872 0,0863 0,0854 0,0846 0,0837 0,0829
2,5 0,0821 0,0813 0,0805 0,0797 0,0789 0,0781 0,0773 0,0765 0,0758 0,0750
2,6 0,0743 0,0735 0,0728 0,0721 0,0714 0,0707 0,0699 0,0693 0,0686 0,0679
2,7 0,0672 0,0665 0,0659 0,0652 0,0646 0,0639 0,0633 0,0627 0,0620 0,0614
2,8 0,0608 0,0602 0,0596 0,0590 0,0584 0,0578 0,0573 0,0567 0,0561 0,0556
2,9 0,0550 0,0545 0,0539 0,0534 0,0529 0,0523 0,0518 0,0513 0,0508 0,0503
3,0 0,0498 0,0493 0,0488 0,0483 0,0478 0,0474 0,0469 0,0464 0,0460 0,0455
3,1 0,0450 0,0446 0,0442 0,0437 0,0433 0,0429 0,0424 0,0420 0,0416 0,0412
3,2 0,0408 0,0404 0,0400 0,0396 0,0392 0,0388 0,0384 0,0380 0,0376 0,0373
3,3 0,0369 0,0365 0,0362 0,0358 0,0354 0,0351 0,0347 0,0344 0,0340 0,0337
3,4 0,0334 0,0330 0,0327 0,0324 0,0321 0,0317 0,0314 0,0311 0,0308 0,0305
3,5 0,0302 0,0299 0,0296 0,0293 0,0290 0,0287 0,0284 0,0282 0,0279 0,0276
3,6 0,0273 0,0271 0,0268 0,0265 0,0263 0,0260 0,0257 0,0255 0,0252 0,0250
3,7 0,0247 0,0245 0,0242 0,0240 0,0238 0,0235 0,0233 0,0231 0,0228 0,0226
3,8 0,0224 0,0221 0,0219 0,0217 0,0215 0,0213 0,0211 0,0209 0,0207 0,0204
3,9 0,0202 0,0200 0,0198 0,0196 0,0194 0,0193 0,0191 0,0189 0,0187 0,0185
4,0 0,0183 0,0181 0,0180 0,0178 0,0176 0,0174 0,0172 0,0171 0,0169 0,0167
4,1 0,0166 0,0164 0,0162 0,0161 0,0159 0,0158 0,0156 0,0155 0,0153 0,0151
4,2 0,0150 0,0148 0,0147 0,0146 0,0144 0,0143 0,0141 0,0140 0,0138 0,0137
4,3 0,0136 0,0134 0,0133 0,0132 0,0130 0,0129 0,0128 0,0127 0,0125 0,0124
4,4 0,0123 0,0122 0,0120 0,0119 0,0118 0,0117 0,0116 0,0114 0,0113 0,0112
4,5 0,0111 0,0110 0,0109 0,0108 0,0107 0,0106 0,0105 0,0104 0,0103 0,0102
4,6 0,0101 0,0100 0,0099 0,0098 0,0097 0,0096 0,0095 0,0094 0,0093 0,0092
4,7 0,0091 0,0090 0,0089 0,0088 0,0087 0,0087 0,0086 0,0085 0,0084 0,0083
4,8 0,0082 0,0081 0,0081 0,0080 0,0079 0,0078 0,0078 0,0077 0,0076 0,0075
4,9 0,0074 0,0074 0,0073 0,0072 0,0072 0,0071 0,0070 0,0069 0,0069 0,0068
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