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Передмова
Навчальний посiбник вiдповiдає програмi з вищої матема-

тики економiчних спецiальностей вищих навчальних закла-
дiв.

Теоретичний матерiал мiстить означення, формули, ко-
ментарi, зауваження, рисунки, приклади розв’язання типо-
вих задач iз застосуванням зазначених теоретичних вiдомо-
стей. Виклад теоретичного матерiалу пiдпорядкований роз-
криттю змiсту кожного поняття, його прикладного значення.

При пiдготовцi навчального посiбника автори намагалися
задовольнити сучасним вимогам у пiдготовцi спецiалiстiв з
урахуванням обраного студентами фаху.

Навчальний посiбник мiстить 14 тем, пiсля кожної з яких
представленi завдання в 30 варiантах. Це дає можливiсть за-
пропонувати цi завдання як контрольнi або самостiйнi напри-
кiнцi кожної з тем для контролю рiвня засвоювання вивче-
ного матерiалу. До кожного комплексу завдань приведений
приклад розв’язання типового варiанту.

Автори сподiваються, що запропонований навчальний по-
сiбник дозволить пiдвищити якiсть навчання та стане до на-
годи як студентам, так i викладачам.
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Тема 1. Матричне числення. Основнi
поняття й означення

Основнi вiдомостi про матрицi
Поняття матрицi та заснований на ньому роздiл матема-

тики – матрична алгебра – мають дуже велике значення для
економiстiв, оскiльки значна частина математичних моделей
економiчних об’єктiв та процесiв записується в простiй, ком-
пактнiй матричнiй формi.

Матрицею розмiру m×n називається прямокутна табли-
ця чисел, яка мiстить m рядкiв i n стовпчикiв. Числа, з яких
складається матриця, називаються елементами матрицi. На-
приклад,

A
m×n

=


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 , B =

 0 1 2 4
3 5 6 5
7 8 0 9

 .

В скороченому запису A = (aij), i = 1, 2, . . . ,m, j =
1, 2, . . . , n.

Види матриць: Матриця, яка складається з одного ли-
ше рядка, називається матрицею (вектором) – рядком, а з
одного стовпчика – матрицею (вектором) – стовпчиком:

A =
(
a11 a12 . . . a1n

)
− матриця-рядок,

B =


a11

a21

. . .
an1

 − матриця-стовпець.

Матриця називається квадратною матрицею n-го поряд-
ку, якщо число її рядкiв дорiвнює числу стовпчикiв i дорiв-
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нює n. Наприклад,

A =

 2 1 1
0 2 3
4 5 6

 − квадратна матриця 3-го порядку.

Елементи матрицi aii (номер стовпця дорiвнює но-
меру рядка) називаються дiагональними: це елементи
a11, a22, a33, . . . , ann – вони утворюють головну дiагональ. Iн-
шi елементи називаються недiагональними. Якщо всi недiа-
гональнi елементи квадратної матрицi дорiвнюють 0, то мат-
риця називається дiагональною:

A =

 5 0 0
0 4 0
0 0 1

 .

Якщо у дiагональної матрицi n-го порядку всi дiагональнi
елементи дорiвнюють одиницi, то матриця називається оди-
ничною матрицею n-го порядку i позначається буквою E:

E =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 − одинична матриця 4-го порядку.

Матриця довiльного розмiру називається нульовою, якщо
всi її елементи дорiвнюють 0:

0
m×n

=


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

 .

Двi матрицi називаються рiвними, якщо вони мають од-
наковий розмiр i в них рiвнi однаково розмiщенi елементи.
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Операцiї над матрицями
I. Множення матрицi на число. Добутком матрицi

A на число k називається матриця B = kA, елементи якої
bij = kaij для i = 1,m, j = 1, n.

Наприклад:

A =

(
1 2
4 5

)
, k = 2 ⇒ B = 2A =

(
2 4
8 10

)
.

Наслiдок. Спiльний множник всiх елементiв матрицi
можна виносити за знак матрицi.

Наприклад,

A =

(
2 6
8 4

)
= 2

(
1 3
4 2

)
.

II. Додавання матриць. Сумою двох матриць A i B
однакового розмiру m × n називається матриця C = A + B
розмiру m × n, елементи якої cij = aij + bij (тобто матрицi
додаються поелементно):

A =

(
1 2 3
4 5 6

)
, B =

(
1 0 2
1 0 3

)
⇒

⇒ C = A+B =

(
2 2 5
5 0 9

)
.

III. Рiзниця матриць. Рiзниця двох матриць однако-
вого розмiру m × n визначається через попереднi операцiї:
C = A−B = A+ (−1) ·B, причому C

m×n
також розмiру m×n.

IV. Множення матриць. Множення матрицi A на мат-
рицю B можливо тiльки тодi, коли число стовпчикiв пер-
шої матрицi (A) дорiвнює числу рядкiв другої (B), такi
матрицi називаються узгодженими. Тодi добутком матриць

A
m

число рядкiв
× k

число стовпцiв

· B
k×n

називається така матриця C
m×n

, ко-

жен елемент якої дорiвнює сумi добуткiв елементiв i-го ряд-
ка матрицi A на вiдповiднi елементи j-го стовпця матрицi B
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(тобто, елемент c23 матрицi C – це сума добуткiв елементiв
2-го рядка матрицi A на елементи 3-го стовпця матрицi B).

Наприклад:

A
3×2

=

 1 2
3 4
5 6

 , B
2×1

(
1
2

)
⇒

⇒ C
3×1

= A ·B =

 c11

c21

c31

 =

 1 · 1 + 2 · 2
3 · 1 + 4 · 2
5 · 1 + 6 · 2

 =

 5
11
17

 .

Для операцiї над матрицями справедливi наступнi вла-
стивостi:

1) комутативнiсть: A+B = B +A;
2) асоцiативнiсть: (A+B) + C = A+ (B + C);
3) дистрибутивнiсть: k(A+B) = kA+ kB;
4) A(B + C) = A ·B +A · C;
5) (A+B)C = A · C +B · C;
6) k(A ·B) = (kA) ·B = A · (kB);
7) A(B · C) = (A ·B)C.
Цi властивостi подiбнi до властивостей операцiй над чис-

лами. Але є i деякi специфiчнi властивостi:
а) Якщо добуток матриць A · B iснує, то добуток B · A

може i не iснувати (оскiльки можливiсть провести операцiю
добутку матриць пов’язанa з розмiрами матриць-множникiв).

б) Якщо ж добутки AB i BA i iснують, то вони можуть
бути матрицями рiзних розмiрiв:

A
2×3

=

(
1 0 2
2 3 1

)
, B

3×2

 1 1
2 1
1 2

 ⇒

⇒ A ·B
2×2

=

(
c11 c12

c21 c22

)
,
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де
c11 = 1 · 1 + 0 · 2 + 2 · 1 = 3,
c12 = 1 · 1 + 0 · 1 + 2 · 2 = 5,
c21 = 2 · 1 + 3 · 2 + 1 · 1 = 9,
c22 = 2 · 1 + 3 · 1 + 1 · 2 = 7,

AB =

(
3 5
9 7

)
.

Але

B
3×2
· A

2×3︸ ︷︷ ︸
3×3

=

 3 3 3
4 3 5
5 6 4

 .

Отже, AB 6= BA.
в) Навiть у випадку, коли iснують добутки AB i BA, i

цi обидвi матрицi (AB i BA) одного розмiру, комутатив-
ний закон множення, взагалi кажучи, не виконується, тоб-
то AB 6= BA.

У частинному випадку властивiстю комутативностi во-
лодiє добуток будь-якої квадратної матрицi A n-го порядку
на одиничну матрицю E того ж порядку: AE = EA = A.
Отже, одинична матриця грає ту ж роль, що i одиниця при
множеннi чисел.

V. Пiднесення до степеня. Цiлим додатним степенем
Am (m > 1) квадратної матрицi A називається добуток m
матриць, рiвних A:

Am = A ·A · . . . ·A︸ ︷︷ ︸
mразiв

.

За означенням A0 = E, A1 = A. Легко показати, що An ·
Am = An+m, (An)m = Anm.

Вiдмiтимо, що операцiя пiднесення до степеня визначена
тiльки для квадратних матриць. З рiвностi Am = 0 не випли-
ває, що A = 0.
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VI. Транспонування матриць. Транспонування мат-
рицi A – це перехiд до матрицi AT , в якiй стовпцями є рядки
матрицi A, а рядками – стовпцi:

A
m×n

=


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 ⇒

⇒ AT
n×m

=


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn

 .

Властивостi операцiї транспонування:
1) (AT )T = A;
2) (kA)T = kAT ;
3) (A+B)T = AT +BT ;
4) (AB)T = BTAT .
Розглянутi вище операцiї над матрицями дозволяють

спростити розв’язання деяких економiчних задач.
Приклад 1. Пiдприємство випускає продукцiю 3-х видiв:

P1, P2, P3 i використовує сировину 2-х типiв: S1 i S2. Норми
затрат сировини характеризуються матрицею

A
3×2

=

 2 3
5 2
1 4

 ,

де кожен елемент aij показує скiльки одиниць сировини j-
го типу витрачається на виробництво одиницi продукцiї i-
го типу (a11 = 2 ⇒ на виробництво одиницi продукцiї 1-
го типу P1 витрачається 2 одиницi сировини 1-го типу S1 i
т.д.). План випуску продукцiї задано матрицею-рядком C

1×3
=
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(
100 80 130

)
, вартiсть одиницi кожного типу сировини

(грош. од.) – матрицею-стовпцем B
2×1

=

(
30
50

)
. Визначити

затрати сировини, необхiднi для планового випуску продук-
цiї, та загальну вартiсть сировини.

Розв’язання. Затрати сировини на плановий випуск про-
дукцiї пiдрахуємо за допомогою множення матриць A

3×2
i C

1×3
.

Для того, щоб їх можна було перемножити, ми повиннi їх
записати в такому порядку (див. на їх розмiри!)

S
1×2

= C
1×3
· A

3×2
⇒

⇒ S
1×2

=
(

100 80 130
)
·

 2 3
5 2
1 4

 =
(
s11 s12

)
=

=
(

100 · 2 + 80 · 5 + 130 · 1 100 · 3 + 80 · 2 + 130 · 4
)

=

=
(

730 980
)
⇒

⇒ сировини 1-го типу потрiбно 730 одиниць, 2-го типу – 980
одиниць.

Тепер, коли вiдомо скiльки потрiбно сировини (матриця
S

1×2
) i знаємо, скiльки коштує одиниця кожного типу сировини

(матриця B
2×1

), можна визначити загальну вартiсть сировини,

перемноживши матрицi S
1×2

i B
2×1

:

S
1×2
· B

2×1
= Q

1×1
=
(

730 980
)
·
(

30
50

)
=

= 730 · 30 + 980 · 50 = 70900(грошових одиниць).

Приклад 2. (для самостiйного обчислення). Будiвельна
фiрма запланувала побудувати:
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а) у галузi A 10 одиниць об’єкту типу I i 15 одиниць –
типу II;

б) у галузi B 20 одиниць об’єкту типу III;
в) у галузi C 100 одиниць об’єкту типу IV.
Норма витрат матерiалiв (у вiдповiдних одиницях) наве-

дено в таблицi:

Норми витрат матерiалуТип об’єкту
p q

I 2 15
II 10 20
III 10 100
IV 5 50

Визначити витрати будiвельних матерiалiв p та q в кожнiй
галузi.

Тема 2. Визначники квадратних
матриць. Обернена матриця

Означення та основнi властивостi визначникiв
Необхiднiсть введення поняття визначника – числа, яке

характеризує квадратну матрицю A – тiсно пов’язано з
розв’язанням систем лiнiйних рiвнянь. Визначник квадратної
матрицi A n-го порядку позначається |A| або ∆, або detA:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Правило, за яким обчислюють визначник, залежить вiд

порядку матрицi. Найпростiшим воно є для визначникiв 2-го
порядку: ∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11 · a22 − a21 · a12. (2.1)
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Визначником матрицi 3-го порядку, або визначником 3-го
порядку, називається число, яке обчислюється за формулою:∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13−

−a13a22a31 − a12a21a33 − a32a23a11.
Це правило називається правилом трикутника. Першi

три доданки – це добутки елементiв, якi стоять на мiсцях,
з’єднаних пунктиром на рис. 1, а решта три доданки – на
мiсцях, з’єднаних пунктиром на рис. 2.

Рис. 1 Рис. 2

Для обчислення визначника 3-го порядку можна викори-
стати також правило Сарруса: його схематично зображено на
малюнку:

При обчисленнi визначникiв вищого порядку використо-
вують iншi формули. Для їх вивчення слiд ввести новi понят-
тя.

Нехай дано матрицю A n-го порядку.
Мiнором Mij елемента aij матрицi n-го порядку нази-

вається визначник матрицi (n−1)-го порядку, яку одержуємо
з матрицi A викреслюванням i-го рядка i j-го стовпця. На-
приклад, мiнором елемента a12 матрицi A 3-го порядку буде:
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Алгебраїчним доповненням Aij елемента aij матрицi A n-
го порядку називається його мiнор, взятий iз знаком (−1)i+j ,
тобто число

Aij = (−1)i+j ·Mij . (2.2)

(Отже, якщо i+j – парне число, то Aij = Mij , а якщо непарне,
то Aij = −Mij).

Важливе значення для обчислення визначникiв довiльно-
го порядку має наступна теорема:

Теорема Лапласа. Визначник квадратної матрицi
дорiвнює сумi добуткiв елементiв будь-якого рядка (або
стовпця) на їх алгебраїчнi доповнення. (Такий спосiб обчис-
лення визначникiв називається розкладом визначника за еле-
ментами i-го рядка (або j-го стовпця)).

Приклад. Обчислити визначник матрицi

A =

 5 3 0
0 −1 2
0 1 0

 .

Розв’язання. Для обчислення доцiльно вибрати рядок або
стовпець, де є нульовi елементи i менше всього ненульових.
Вiзьмемо, наприклад, перший стовпець:

detA =

∣∣∣∣∣∣
5 3 0
0 −1 2
0 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 5 · (−1)1+1 ·
∣∣∣∣ −1 2

1 0

∣∣∣∣+ 0 · (−1)2+1×

×
∣∣∣∣ 3 0

1 0

∣∣∣∣+ 0 · (−1)3+1 ·
∣∣∣∣ 3 0
−1 2

∣∣∣∣ = 5 · ((−1) · 0− 2 · 1) = −10.
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Важливе зауваження: Визначник трикутної (i, очевид-
но, дiагональної) матрицi дорiвнює добутку елементiв голов-
ної дiагоналi.

Значення теореми Лапласа в тому, що вона дозволяє
звести обчислення визначника n-го порядку до обчислення
бiльш простих визначникiв (n− 1)-го порядку.

Основнi властивостi визначникiв
1. Якщо деякий рядок (або стовпець) матрицi складається

тiльки з нулiв, то її визначник дорiвнює 0.
2. Якщо всi елементи деякого рядка (стовпця) матрицi

помножити на число k, то її визначник також помножиться
на число k.

Зауваження. За знак визначника можна виносити спiль-
ний множник будь-якого рядка або стовпця (на вiдмiну вiд
матрицi, за знак якої можна виносити лише спiльний множ-
ник усiх елементiв).

3. При транспонуваннi матрицi її визначник не змiнюєть-
ся: det |AT | = det |A|.

4. При перестановцi двох рядкiв (або 2-х стовпцiв) матрицi
знак її визначника змiнюється на протилежний.

5. Визначник матрицi не змiниться, якщо до елементiв
якого-небудь рядка (стовпця) матрицi додати елементи iншо-
го рядка (стовпця), попередньо помноженi на деяке число.

6. Якщо квадратна матриця мiстить два однакових рядка
(або два однакових стовпця), то її визначник дорiвнює 0.

7. Якщо елементи двох рядкiв (або двох стовпцiв) матрицi
пропорцiйнi, то її визначник дорiвнює 0 (внаслiдок зауважен-
ня i 6-ої властивостi).

8. Сума добуткiв елементiв будь-якого рядка (стовпця)
матрицi на алгебраїчнi доповнення елементiв iншого рядка
(стовпця) цiєї матрицi дорiвнює 0.

9. Визначник добутку двох квадратних матриць дорiвнює
добутковi визначникiв цих матриць.
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Приклади: Обчислити визначники 4-го порядку, викори-
стовуючи властивостi визначникiв та теорему Лапласа:

1) |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 6 −2 4
1 2 −3 1
4 −2 1 0
6 4 4 6

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Вiдповiдь: |A| = −144.

2) |A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

∣∣∣∣∣∣∣∣.
Вiдповiдь: |A| = 160.

Обернена матриця

Означення 2.1. Матриця A−1 називається оберненою
до квадратної матрицi A, якщо при множеннi цiєї матрицi
на дану як справа, так i злiва одержується одинична мат-
риця:

A−1 ·A = A ·A−1 = E.

З означення випливає, що обернену матрицю має тiльки
квадратна.

Однак, не кожна квадратна матриця має обернену. Для
iснування оберненої матрицi необхiдно, щоб det |A| 6= 0. (Така
матриця називається невиродженою).

Алгоритм обчислення оберненої матрицi:
1) Знаходимо визначник вихiдної матрицi. Якщо |A| = 0,

то обернена матриця не iснує.
2) Знаходимо матрицю AT .
3) Знаходимо алгебраїчнi доповнення елементiв транспо-

нованої матрицi i складаємо з них матрицю Ã.
4) Записуємо обернену матрицю за формулою:

A−1 =
1

|A|
· Ã.

17



5) В разi необхiдностi перевiряємо правильнiсть обчислен-
ня оберненої матрицi: A−1 ·A = A ·A−1 = E.

Невиродженi матрицi володiють властивостями:

1) |A−1| = 1

|A|
;

2) (A−1)−1 = A;
3) (Am)−1 = (A−1)m;
4) (A ·B)−1 = B−1 ·A−1;
5) (A−1)T = (AT )−1.
Приклади:

1) Знайти матрицю, обернену до матрицi A =

(
2 −1
3 5

)
.

Розв’язання. Для матриць 2-го порядку правило знаход-
ження оберненої приводить до простої формули:

A =

(
a b
c d

)
⇒ A−1 =

1

∆

(
d −b
−c a

)
,

де ∆ = ad− bc 6= 0.

Отже, A =

(
2 −1
3 5

)
⇒ A−1 =

1

∆

(
5 1
−3 2

)
, де ∆ =

10− (−3) = 13.

Вiдповiдь: A−1 =

(
5
13

1
13

−3
13

2
13

)
.

2) Знайти матрицю A−1, якщо

A =

 0 −1 2
2 3 1
1 −2 4

 .

Розв’язання.

∆A =

∣∣∣∣∣∣
0 −1 2
2 3 1
1 −2 4

∣∣∣∣∣∣ = −1− 8− 6 + 8 = −7 6= 0⇒

⇒ A−1 iснує.
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Транспонуємо A:

AT =

 0 2 1
−1 3 −2
2 1 4

 .

Обчислюємо алгебраїчнi доповнення елементiв матрицi
AT :

A11 =

∣∣∣∣ 3 −2
1 4

∣∣∣∣ = 14; A12 = −
∣∣∣∣ −1 −2

2 4

∣∣∣∣ = 0;

A13 =

∣∣∣∣ −1 3
2 1

∣∣∣∣ = −7; A21 = −
∣∣∣∣ 2 1

1 4

∣∣∣∣ = −7;

A22 =

∣∣∣∣ 0 1
2 4

∣∣∣∣ = −2; A23 = −
∣∣∣∣ 0 2

2 1

∣∣∣∣ = 4;

A31 =

∣∣∣∣ 2 1
3 −2

∣∣∣∣ = −7; A32 = −
∣∣∣∣ 0 1
−1 −2

∣∣∣∣ = −1;

A33 =

∣∣∣∣ 0 2
−1 3

∣∣∣∣ = 2.

Матриця Ã:

Ã =

 14 0 −7
−7 −2 4
−7 −1 2

 .

Обернена матриця:

A−1 =
1

∆
Ã = −1

7

 14 0 −7
−7 −2 4
−7 −1 2

 =

 −2 0 1
1 2

7 −4
7

1 1
7 −2

7

 .

Перевiряємо:

A ·A−1 =

 0 −1 2
2 3 1
1 −2 4

 ·
 −2 0 1

1 2
7 −4

7
1 1

7 −2
7

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .
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Приклади для самостiйної роботи:
1) Знайти матрицю, обернену до даної:

A =

 1 −1 1
2 1 1
1 1 2

 .

Вiдповiдь: A−1 =

 1
5

3
5 −2

5
−3

5
1
5

1
5

1
5 −2

5
3
5

 .

2) Обчислити: B = 11 · (A−1)T +AT , де

A =

 1 2 −3
0 1 2
1 0 4

 .

Вiдповiдь:

 5 2 0
−6 8 2
4 0 5

 .

Матричнi рiвняння
Рiвняння вигляду A ·X = B, X ·A = B, A ·X ·B = C, де A,

B, C – заданi матрицi, X – невiдома матриця, називаються
матричними рiвняннями.

а) Розглянемо рiвняння A ·X = B:

A−1 ·A ·X = A−1 ·B ⇒ X = A−1 ·B.

Oтже, для знаходження невiдомої матрицi потрiбно знайти
A−1 i помножити її злiва на матрицю B. (Якщо detA = 0⇒
A−1@⇒ матричне рiвняння не має розв’язку).

б) АналогiчноX·A = B ⇒ X·A·A−1 = B·A⇒ X = B·A−1.
в) A · X · B = C ⇒ A−1 · A · X · B = A−1 · C ⇒ X · B =

A−1 · C ⇒ X · B · B−1 = A−1 · C · B−1 ⇒ X = A−1 · C · B−1,
якщо iснують обидвi оберненi матрицi A−1 i B−1.
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Приклад. Pозв’язати матричне рiвняння:(
1 2
3 4

)
·X =

(
1 0
2 1

)
.

Розв’язання.
X = A−1 ·B.

A =

(
1 2
3 4

)
⇒ A−1 = −1

2

(
4 −2
−3 1

)
;

B =

(
1 0
2 1

)
⇒ B−1 = −1

2

(
1 0
−2 1

)
;

X = −1

2

(
4 −2
−3 1

)
·
(

1 0
2 1

)
= −1

2

(
0 −2
−1 1

)
=

=

(
0 1
1
2 −1

2

)
.

Ранг матрицi та способи його обчислення
Означення 2.2. Рангом матрицi A називається найви-

щий порядок ненульових мiнорiв цiєї матрицi.
Ранг матрицi позначається rangA, або r(A), або rg(A).
З означення випливає, що:
1) r(A) = 0 тодi i тiльки тодi, коли всi елементи матрицi

дорiвнюють 0;
2) для квадратної матрицi n-го порядку r(A) = n тодi i

тiльки тодi, коли матриця A – невироджена (тобто detA 6= 0).
Для такої матрицi A−1 iснує, а для виродженої – нi.

В загальному випадку процедура обчислення рангу мат-
рицi перебором всiх мiнорiв досить громiздка. Для полегшен-
ня цiєї задачi використовують перетворення, якi зберiгають
ранг матрицi.

Назвемо елементарними перетвореннями матрицi на-
ступнi:
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1) вiдкидання нульового стовпчика (рядка);
2) множення всiх елементiв рядка (стовпця) матрицi на

число, не рiвне 0;
3) переставлення рядкiв (стовпцiв) матрицi;
4) додавання до кожного елемента деякого рядка

(стовпця) вiдповiдних елементiв iншого рядка (стовпця), по-
множених на довiльне число;

5) транспонування матрицi.
Зауважимо, що елементарнi перетворення квадратних

матриць можуть змiнити величину їх визначника, але не змi-
нюють рангу матрицi.

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми ”Матрицi. Визначники”

Варiант № k
(k – порядковий номер студента у списку групи)

1. Дано визначник четвертого порядку:∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −3 4 0
5 k −7 6
3 3 0 5
1 −2 k −4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Обчислити мiнор та алгебраїчне доповнення до елементу a32.
Обчислити визначник, розкриваючи його

a) за елементами 2-го рядка;
б) за елементами 4-го стовпця;
в) попередньо отримавши нулi у 4-му рядку.
2. Знайти x з рiвняння∣∣∣∣∣∣

−x −1 4
5 3 −2
−1 k x

∣∣∣∣∣∣ = 8.
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3. Знайти ранг матрицi A, якщо

A =


3 k −7 6 5
4 0 1 −2 −3
−6 4 k 2 0
−5 7 11 2 −1

 .

4. Знайти матрицю A = (5B − 4C) ·D, якщо

B =

(
k 3 4 −2 0 5
−1 1 2 0 k 4

)
,

C =

(
−1 5 −3 0 2 k
0 k 6 1 −1 10

)
,

D =



0 k −4
2 −3 3
2 k −1
7 2 9
1 1 −5
6 −3 k

 .

5. Знайти матрицю, обернену до матрицi A, якщо

A =

 3 8 −7
1 k 0
−4 5 3

 .

Приклади розв’язання типового варiанту
1. Дано визначник четвертого порядку:∣∣∣∣∣∣∣∣

5 −2 0 3
1 1 −4 2
3 2 1 4
1 −1 8 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
Обчислити мiнор та алгебраїчне доповнення до елементу a32.
Обчислити визначник, розкриваючи його
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a) за елементами 1-го рядка;
б) за елементами 3-го стовпця;
в) попередньо отримавши нулi у 2-му рядку.
Розв’язання. a) Обчислимо визначник, розкриваючи його

за елементами 1-го рядка:∣∣∣∣∣∣∣∣
5 −2 0 3
1 1 −4 2
3 2 1 4
1 −1 8 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 5 · (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣
1 −4 2
2 1 4
−1 8 2

∣∣∣∣∣∣−

−2 · (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣
1 −4 2
3 1 4
1 8 2

∣∣∣∣∣∣+ 0 + 3 · (−1)1+4

∣∣∣∣∣∣
1 1 −4
3 2 1
1 −1 8

∣∣∣∣∣∣ =

= 5(2 + 16 + 32 + 2 + 16− 32) + 2(2− 16 + 48− 2 + 24− 32)−

−3(16 + 1 + 12 + 8− 24 + 1) = 5 · 36 + 2 · 24 + 3 · 14 =

= 180 + 48− 42 = 186.

б) Обчислимо визначник, розкриваючи його за елемента-
ми 3-го стовпця:∣∣∣∣∣∣∣∣

5 −2 0 3
1 1 −4 2
3 2 1 4
1 −1 8 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0− 4 · (−1)2+3

∣∣∣∣∣∣
5 −2 3
3 2 4
1 −1 2

∣∣∣∣∣∣+

+1 · (−1)3+3

∣∣∣∣∣∣
5 −2 3
1 1 2
1 −1 2

∣∣∣∣∣∣+ 8 · (−1)4+3

∣∣∣∣∣∣
5 −2 3
1 1 2
3 2 4

∣∣∣∣∣∣ =

= 4(20− 8− 9− 6 + 12 + 20) + 1(10− 4− 3− 3 + 4 + 10)−

−8(20− 12 + 6− 9 + 8− 20) = 4 · 33 + 14− 8 · (−7) = 186.
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в) скористаємося властивiстю 5 oсновних властивостей
визначникiв:∣∣∣∣∣∣∣∣

5 −2 0 3

1 1 −4 2

3 2 1 4
1 −1 8 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 −7 20 −7
1 0 0 0
3 −1 13 −2
1 −2 12 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= 1·(−1)2+1

∣∣∣∣∣∣
−7 20 −7
−1 13 −2
−2 12 0

∣∣∣∣∣∣ = −(0+80+84−182−0−168) = 186.

Задачу розв’язано трьома рiзними способами i отримано
однаковий результат. Ця самоперевiрка надає впевненостi у
правильностi вiдповiдi.

Biдповiдь: ∆ = 186.

2. Знайти x з рiвняння∣∣∣∣∣∣
x 5 3
3 4 x
2 2 1

∣∣∣∣∣∣ = −37.

Розв’язання. Розкриємо визначник за правилом Сарруса:

4x+ 10x+ 18− 24− 2x2 − 15 = −37.

Ми отримали квадратне рiвняння, розв’яжемо його:

2x2 − 14x− 16 = 0

x2 − 7x− 8 = 0

D = (−7)2 − 4 · 1 · (−8) = 48 + 32 = 81

x1,2 =
7± 9

2
=

[
−1
8

Biдповiдь: x1 = −1; x2 = 8.
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3. Знайти ранг матрицi A, якщо

A =

 2 −7 1 4 5
3 0 6 2 7
−1 5 4 2 −8

 .

Розв’язання. Для обчислення рангу матрицi скористаємо-
ся, наприклад, методом вiдокремлення мiнорiв.

Складемо мiнор першого порядку:

∆1 = |2| 6= 0,

вiн вiдрiзняється вiд нуля, отже ранг матрицi не менше 1.
Складемо мiнор другого порядку:

∆2 =

∣∣∣∣ 2 −7
3 0

∣∣∣∣ = 0 + 21 = 21 6= 0,

вiн вiдрiзняється вiд нуля, отже, ранг матрицi не менше 2.
Складемо мiнор третього порядку:

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
2 −7 1
3 0 6
−1 5 4

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 42 + 15− 0− 60 + 84 = 81 6= 0,

вiн вiдрiзняється вiд нуля, отже, ранг матрицi не менше 3.
Скласти мiнор четвертого порядку неможливо, тому що

матриця має розмiр [3 × 5], отже, ранг матрицi дорiвнює
трьом.

Biдпoвiдь: rangA = 3.
4. Знайти матрицю A = (2B + C) ·D, якщо

B =

 4 −2 3 7
2 0 5 −6
−1 2 4 5

 , C =

 3 7 5 −1
−2 4 −6 8
2 −5 3 0

 ,

D =


9 3
1 2
0 −5
−4 1


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Розв’язання. Виконаємо послiдовно дiї: множен-
ня матрицi на число, додавання матриць 2B + C = 8 −4 6 14

4 0 10 −12
−2 4 8 10

+

 3 7 5 −1
−2 4 −6 8
2 −5 3 0

 =

=

 11 3 11 13
2 4 4 −4
0 −1 11 10


i множення матриць

(2B + C) ·D =

 11 3 11 13
2 4 4 −4
0 −1 11 10

 ·


9 3
1 2
0 −5
−4 1

 =

=

 99 + 3 + 0− 52 33 + 6− 55 + 13
18 + 4 + 0 + 16 6 + 8− 20− 4
0− 1 + 0− 40 0− 2− 55 + 10

 =

 50 −3
38 −10
−41 −47

 .

Вiдповiдь: A =

 50 −3
38 −10
−41 −47

 .

5. Знайти матрицю, обернену до матрицi A, якщо

A =

 4 3 −2
1 2 −1
7 0 3

 .

Розв’язання. Скористаємося алгоритмом знаходження
оберненої матрицi, який наведено на стор. 17:

- обчислимо визначник матрицi

detA =

∣∣∣∣∣∣
4 3 −2
1 2 −1
7 0 3

∣∣∣∣∣∣ = 24− 21 + 0 + 28− 0− 9 = 22,
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отже, матриця невироджена i обернена iснує;
- знаходимо транспоновану матрицю

AT =

 4 1 7
3 2 0
−2 −1 3

 ;

- обчислимо алгебраїчнi доповнення кожного елемента
транспонованої матрицi

A11 =

∣∣∣∣ 2 0
−1 3

∣∣∣∣ = 6− 0 = 6;

A12 = −
∣∣∣∣ 3 0
−2 3

∣∣∣∣ = −(9− 0) = −9;

A13 =

∣∣∣∣ 2 2
−2 −1

∣∣∣∣ = −3 + 4 = 1;

A21 = −
∣∣∣∣ 1 7
−1 3

∣∣∣∣ = −(3 + 7) = −10;

A22 =

∣∣∣∣ 4 7
−2 3

∣∣∣∣ = 12 + 14 = 26;

A23 = −
∣∣∣∣ 4 1
−2 −1

∣∣∣∣ = −(−4 + 2) = 2;

A31 =

∣∣∣∣ 1 7
2 0

∣∣∣∣ = 0− 14 = −14;

A32 = −
∣∣∣∣ 4 7
−3 0

∣∣∣∣ = −(0 + 21) = −21;

A33 =

∣∣∣∣ 4 1
3 2

∣∣∣∣ = 8− 3 = 5;

- запишемо обернену матрицю за формулою A−1 =
1

∆A
·Ã:

A−1 =
1

22

 6 −9 1
−10 26 2
−14 21 5

 ;
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- виконаємо перевiрку за визначенням оберненої матрицi:

A−1 ·A =
1

22

 6 −9 1
−10 26 2
−14 21 5

 ·
 4 3 −2

1 2 −1
7 0 3

 =

=
1

22

 24− 9 + 7 18− 18 + 0 −12 + 9 + 3
−40 + 26 + 14 −30 + 52 + 0 20− 26 + 6
−56 + 21 + 35 −42 + 42 + 0 28− 21 + 15

 =

=
1

22

 22 0 0
0 22 0
0 0 22

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Вiдповiдь: A−1 =
1

22

 6 −9 1
−10 26 2
−14 21 5

.

Тема 3. Системи лiнiйних рiвнянь
До системи лiнiйних рiвнянь приводять багато приклад-

них, в тому числi i економiчних задач, при розв’язаннi яких
СЛР найширше використовуються як в загальних дослiджен-
нях, так i в частинних випадках. При моделюваннi економiч-
них задач, таких як управлiння та планування виробництва,
визначення оптимального плану виробництва, оптимального
розмiщення устаткування, оптимального плану перевезення
(транспортна задача) та iнших, можна опиратися на гiпоте-
зу лiнiйного представлення реального свiту. Математичнi мо-
делi таких задач представленi лiнiйними рiвняннями. Якщо
ж задача багатовимiрна, то її математична модель описуєть-
ся системою лiнiйних рiвнянь.

Основнi поняття i означення
Система m лiнiйних рiвнянь з n змiнними (невiдомими)

має вигляд:
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
a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1;
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2;
. . . . . . . . . . . . . . . . . . ;
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm;

(3.1)

де aij , bi (i = 1,m, j = 1, n) – довiльнi числа, якi називають
вiдповiдно коефiцiєнтами при змiнних та вiльними членами
рiвнянь.

Розв’язком системи (3.1) називають сукупнiсть n чисел
(x1 = k1, . . . , xn = kn), якi при пiдстановцi їх в рiвняння си-
стеми (3.1) обертають їх в тотожнiсть. Система рiвнянь на-
зивається сумiсною, якщо вона має хоча б один розв’язок, i
несумiсною, якщо вона не має розв’язкiв.

Сумiсна система називається визначеною, якщо вона має
єдиний розв’язок, i невизначеною, якщо має бiльше нiж один
розв’язок.

Методи розв’язування СЛАР
1. Метод Крамера
Нехай число рiвнянь системи (3.1) дорiвнює числу змiн-

них: m = n. Тодi матриця системи є квадратною, а її визнач-
ник ∆ = |A| називається визначником системи, або головним
визначником.

Теорема Крамера. Нехай ∆ – визначник матрицi A
системи, а ∆j – визначник матрицi, яку одержимо, якщо
в матрицi A j-й стовпчик замiнити на стовпчик вiльних
членiв. Тодi, якщо ∆ 6= 0, то система має єдиний розв’язок,
який знаходиться за формулами:

xj =
∆j

∆
(j = 1, 2, . . . , n). (3.2)

Формули (3.2) називаються формулами Крамера.
Зауваження. У разi, коли ∆ = 0, а серед ∆j є ненульовi

визначники, то система несумiсна.
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Приклад. Розв’язати систему рiвнянь
x1 − x2 + x3 = 3,
2x1 + x2 + x3 = 11,
x1 + x2 + 2x3 = 8

(3.3)

методом Крамера.
Розв’язання. Обчислимо головний визначник системи:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
2 1 1
1 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 2− 1 + 2− 1 + 4− 1 = 5 6= 0⇒

⇒ система має єдиний розв’язок.
Допомiжнi визначники:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 1
11 1 1
8 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 6− 8 + 11− 8− 3 + 22 = 20,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
1 3 1
2 11 1
1 8 2

∣∣∣∣∣∣ = 22 + 3 + 16− 11− 8− 12 = 10,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 3
2 1 11
1 1 8

∣∣∣∣∣∣ = 8− 11 + 6− 3− 11 + 16 = 5.

Отже,

x1 =
∆1

∆
=

20

5
= 4, x2 =

∆2

∆
=

10

5
= 2, x3 =

∆3

∆
=

5

5
= 1.

2. Метод оберненої матрицi
Розглянемо систему n лiнiйних рiвнянь з n невiдомими.

Матриця системи – квадратна, отже має визначник. Позна-
чимо:
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A =


a11 . . . a1n

a21 . . . a2n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann

 , X =


x1

x2

. . .
xn

 , B =


b1
b2
. . .
bn

 .

Тодi в матричнiй формi систему можна записати так:

A ·X = B. (3.4)

Якщо матриця A – невироджена (∆A 6= 0), то матричне
рiвняння (3.4) має розв’язок:

X = A−1 ·B.

Приклад. Розв’язати систему
x1 + 3x2 = 4,
2x1 − x2 + x3 = 1,
3x2 + 5x3 = 0

матричним методом.
Розв’язання. Визначник матрицi коефiцiєнтiв системи

∆A =

∣∣∣∣∣∣
1 3 0
2 −1 1
0 3 5

∣∣∣∣∣∣ = −5− 3− 30 = −38 6= 0⇒

⇒ A−1 iснує.
Обчислимо алгебраїчнi доповнення елементiв транспоно-

ваної матрицi A:

AT =

 1 2 0
3 −1 3
0 1 5

⇒
A11 =

∣∣∣∣ −1 3
1 5

∣∣∣∣ = −8, A12 = −
∣∣∣∣ 3 3

0 5

∣∣∣∣ = −15,
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A13 =

∣∣∣∣ 3 −1
0 1

∣∣∣∣ = 3, A21 = −
∣∣∣∣ 2 0

1 5

∣∣∣∣ = −10,

A22 =

∣∣∣∣ 1 0
0 5

∣∣∣∣ = 5, A23 = −
∣∣∣∣ 1 2

0 1

∣∣∣∣ = −1,

A31 =

∣∣∣∣ 2 0
−1 3

∣∣∣∣ = 6, A32 = −
∣∣∣∣ 1 0

3 3

∣∣∣∣ = −3,

A33 =

∣∣∣∣ 1 2
3 −1

∣∣∣∣ = −7.

Матриця A−1:

A−1 =
1

∆A
· Ã = − 1

38

 −8 −15 3
−10 5 −1

6 −3 −7

 .

Матриця X:

X = − 1

38

 −8 −15 3
−10 5 −1

6 −3 −7

 4
1
0

 = − 1

38

 −47
−35
21

 =

=

 47
38
35
38
−21

38

⇒
x1 =

47

38
, x2 =

35

38
, x3 = −21

38
.

3. Метод Гаусса
Iстотним недолiком розв’язування систем n лiнiйних рiв-

нянь з n невiдомими за формулами Крамера або методом
оберненої матрицi є їх громiздкiсть i необхiднiсть виконання
великих обчислень, що робить їх застосування до розв’язання
великих систем на практицi проблематичним, недоцiльним, а
у випадку, коли число рiвнянь не рiвне числу невiдомих, то i
неможливим.
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Розглянемо розв’язання системи (3.1) m лiнiйних рiвнянь
з n змiнними в загальному виглядi.

Метод Гаусса – метод послiдовного виключення невiдо-
мих – полягає в тому, що за допомогою елементарних пере-
творень система рiвнянь зводиться до рiвносильної (або еквi-
валентної) системи ступiнчатого (або трикутного) вигляду, з
якої послiдовно, починаючи з останнiх (за номером) змiнних,
знаходяться всi iншi змiннi.

Перехiд вiд системи (3.1) до останньої рiвносильної систе-
ми називається прямим ходом методу Гаусса, а знаходження
змiнних з системи (останньої) – зворотним ходом.

Перетворення Гаусса зручно проводити не з самими рiв-
няннями системи, а з розширеною матрицею системи:

A1 =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 . (3.5)

Розглянемо метод Гаусса на конкретних прикладах.
Приклад 1. Розв’язати систему рiвнянь:

x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 = 6,
2x1 + 4x2 − 2x3 − 3x4 = 18,
3x1 + 2x2 − x3 + 2x4 = 4,
2x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = −8.

Розв’язання. Розширена матриця системи має вигляд:
1 2 3 −2 6
2 4 −2 −3 18
3 2 −1 2 4
2 −3 2 1 −8

 .

(Якщо б виявилося, що a11 = 0, то перестановкою рiвнянь ми
зробили б так, щоб a11 6= 0).
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Оскiльки a11 6= 0, то домножимо перший рядок на числа
(−2), (−3), (−2) i додамо одержанi рядки вiдповiдно до 2-го,
3-го, 4-го рядка, в результатi одержимо, що змiнної x1 не буде
в 2-му, 3-му, 4-му рiвняннях:

1 2 3 −2 6
0 0 −8 1 6
0 −4 −10 8 −14
0 −7 −4 5 −20

 .

Далi за допомогою елементарних перетворень одержуємо:
1 2 3 −2 6
0 −4 −10 8 −14
0 −7 −4 5 −20
0 0 −8 1 6

 ∼


1 2 3 −2 6
0 −2 −5 4 −7
0 −7 −4 5 −20
0 0 −8 1 6

 ∼

∼


1 2 3 −2 6
0 −2 −5 4 −7
0 0 −27 18 −9
0 0 −8 1 6

 ∼


1 2 3 −2 6
0 −2 −5 4 −7
0 0 3 −2 1
0 0 −8 1 6

 ∼

∼


1 2 3 −2 6
0 −2 −5 4 −7
0 0 3 −2 1
0 0 0 −13 26

⇒
x1 + 2x2 + 3x3 − 2x4 = 6,

2x2 + 5x3 − 4x4 = 7,
3x3 − 2x4 = 1,

13x4 = −26.

⇒
⇒ за допомогою оберненого ходу одержимо:

x4 = −2, x3 = −1, x2 = 2, x1 = 1.

Приклад 2. Методом Гаусса розв’язати систему рiвнянь
x1 + 2x2 − x3 = 7,
2x1 − 3x2 + x3 = 3,
4x1 + x2 − x3 = 16.
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Розв’язання. Розширена матриця системи має вигляд: 1 2 −1 7
2 −3 1 3
4 1 −1 16

 .

Домножаємо 1-й рядок на (−2) i (−4) i додаємо до 2-го i 3-го
рядкiв, одержимо: 1 2 −1 7

0 −7 3 −11
0 −7 3 −12

⇒
⇒ в 2-му i 3-му рiвняннях коефiцiєнти при вiдповiдних невi-
домих рiвнi, а вiльнi члени – не рiвнi (аналогiчна ситуацiя,
коли коефiцiєнти при невiдомих в рiзних рiвняннях пропор-
цiйнi, а вiльнi члени – не пропорцiйнi), отже, система несу-
мiсна.

Приклад 3.

2x1 + x2 + x3 + x4 = 1,
x2 − x3 + 2x4 = 2,

2x1 + 2x2 + 3x4 = 3.


Розв’язання. В розширенiй матрицi 2 1 1 1 1

0 1 −1 2 2
2 2 0 3 3

 ∼
домножаємо 1-й рядок на (−1) i додаємо до 2-го i 3-го (перед
цим помiняємо мiсцями 2-й i 3-й рядки):

∼

 2 1 1 1 1
2 2 0 3 3
0 1 −1 2 2

 ∼
 2 1 1 1 1

0 1 −1 2 2
−2 0 −2 1 1

 ∼
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додаємо 1-й рядок до 3-го:

∼

 2 1 1 1 1
0 1 −1 2 2
0 1 −1 2 2

 .

Оскiльки два останнiх рядка однаковi, вiдкинемо 3-й рядок:(
2 1 1 1 1
0 1 −1 2 2

)
⇒

ранг цiєї матрицi дорiвнює 2, а невiдомих – чотири, отже, двi
невiдомi величини будуть визначатися через iншi двi, тодi
система матиме безлiч розв’язкiв:

2x1 + x2 + x3 + x4 = 1,
x2 − x3 + 2x4 = 2

}
⇒

визначимо, наприклад, x1 i x2 через x3 i x4:
x2 = 2 + x3 − 2x4,

2x1 = 1− x2 − x3 − x4 = 1− (2 + x3 − 2x4)− x3 − x4 =

= −1− 2x3 + x4 ⇒ x1 = −1

2
− x3 +

1

2
x4.

Отже,

x1 = −1

2
− x3 +

1

2
x4,

x2 = 2 + x3 − 2x4,

}
,

де x3 i x4 – довiльнi значення.

Однорiднi системи
Перейдемо до розгляду однорiдних систем на прикладi

наступної системи
a1x+ b1y + c1z = 0,
a2x+ b2y + c2z = 0,
a3x+ b3y + c3z = 0.

(3.6)
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(Однорiднi – це системи, усi вiльнi члени в яких дорiвнюють
0).

Дослiдження системи (3.6) подiлимо на три випадки.
Зауважимо, що будь-яка однорiдна система завжди су-
мiсна, оскiльки завжди має принаймнi один розв’язок:
(0, 0, 0, . . . , 0).

1. Якщо визначник ∆ однорiдної системи не дорiвнює 0,
то ця система, згiдно з теоремою Крамера, буде мати єди-
ний розв’язок. Очевидно, що у випадку системи (3.6) це буде
розв’язок x = y = z = 0 (оскiльки усi допомiжнi визначники
дорiвнюють 0), який називається нульовим або тривiальним.

2. Припустимо, що визначник ∆ системи (3.6) дорiвнює 0,
i знайдеться хоча б один рядок визначника ∆ (нехай це буде
k-й рядок), елементи якого мають хоча б одне вiдмiнне вiд
0 алгебраїчне доповнення. Тодi дана однорiдна система має
безлiч розв’язкiв, якi можна записати у виглядi:

x = Ak1t, y = Ak2t, z = Ak3t,

де t – довiльне дiйсне число; Ak1, Ak2, Ak3 – алгебраїчнi до-
повнення елементiв k-го рядка.

(Зауважимо, що обидва правила розповсюджуються i на
однорiдну систему з бiльшою кiлькiстю рiвнянь, матриця якої
квадратна).

Приклад 1. 
x− y − z = 0,
x+ 4y + 2z = 0,
3x+ 7y + 3z = 0.

Розв’язання.

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −1
1 4 2
3 7 3

∣∣∣∣∣∣ = 0, ∆x = ∆y = ∆z = 0.

Розглянемо, наприклад, 1-й рядок визначника i обчисли-
мо алгебраїчне доповнення його елементiв:
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A11 =

∣∣∣∣ 4 2
7 3

∣∣∣∣ = 12− 14 = −2, A12 = −
∣∣∣∣ 1 2

3 3

∣∣∣∣ = 3,

A13 =

∣∣∣∣ 1 4
3 7

∣∣∣∣ = −5.

Отже, дана система має безлiч розв’язкiв вигляду

x = −2t, y = 3t, z = −5t,

де t ∈ (−∞;∞).
3. Припустимо, що i визначник ∆ системи (3.6) i всi його

мiнори дорiвнюють 0. У такому випадку дана система зво-
диться до одного рiвняння, отже, має безлiч розв’язкiв.

Приклад 2. 
x− y + z = 0,
2x− 2y + 2z = 0,
3x− 3y + 3z = 0.

Розв’язання. Очевидно, що i головний визначник системи
i всi допомiжнi визначники дорiвнюють 0. Мiнори визначника∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1
2 −2 2
3 −3 3

∣∣∣∣∣∣ також рiвнi 0.

Отже, система зводиться до одного рiвняння, що очевид-
но, якщо скоротити 2-ге рiвняння на 2, а 3-є – на 3. Для того,
щоб розв’язати систему, достатньо розглянути перше рiвнян-
ня:

x− y + z = 0⇒ x = y − z,

де y i z – довiльнi числа.
Справедливе наступне твердження:
Якщо число рiвнянь однорiдної системи менше числа невi-

домих, то така система, крiм нульового розв’язку, має i безлiч
ненульових.
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Приклади для самостiйного розв’язування:

1)


3x+ 2y − z = 0,
x+ 2y + 9z = 0,
x+ y + 2z = 0.

(Вiдповiдь: x = 20t, y = −28t, z = 4t; t ∈ (−∞,∞).)

2)


x+ 2y + 3z = 0,
4x+ 5y + 6z = 0,
7x+ 8y + 9z = 0.

(Вiдповiдь: x = 6t, y = 6t, z = −3t; t ∈ (−∞,+∞).)

3)


4x+ y + z = 0,
x+ 3y + z = 0,
x+ y + 2z = 0.

(Вiдповiдь: x = y = z = 0 – єдиний розв’язок.)

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми "Системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь"

Варiант № k
(k – номер студента у списку групи, якщо k ≤ 15)

1. Розв’язати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
4x1 + 2x2 − x3 = 10,
3x1 − 5x2 + 7x3 = k,
kx1 + 2x2 + 5x3 = 24

а) за правилами Крамера;
б) матричним методом.
2. Розв’язати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь ме-

тодом Гayca: 
kx1 − 4x2 + x3 + 2x4 = −12,
x1 + kx2 − x3 + 5x4 = −10,
5x1 − x2 − x3 + 4x4 = k,
−2x1 + 2x2 + kx3 − x4 = 29.
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3. Розв’язати однорiднi системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь:

a)


2x1 + 3x2 − 4x3 = 0,
x1 + 5x2 + x3 = 0,
7x1 − 6x2 − 3x3 = 0;

б)


2x1 + 3x2 − x3 = 0,
4x1 + 5x2 − 3x3 = 0,
−2x1 + 2x2 + 6x3 = 0.

Варiант № k
(для k > 15)

1. Розв’язати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:
2x1 − 7x2 + 3x3 = k,
x1 + 4x2 − 6x3 = k − 5,
5x1 + 3x2 − 4x3 = k + 1

a) за правилами Крамера;
б) матричним методом.
2. Розв’язати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь ме-

тодом Гауса: 
4x1 + kx2 + x3 − 5x4 = −1,
2x1 − 2x2 + 4x3 + x4 = 3,
−x1 − 3x2 + 2x3 − x4 = k,
kx1 + 3x2 − x3 − 4x4 = 2.

3. Розв’язати однорiднi системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь:

a)


−8x1 + 5x2 − 4x3 = 0,
9x1 + x2 + x3 = 0,
6x1 + 5x2 + 2x3 = 0;

б)


6x1 + 4x2 − 3x3 = 0,
−4x1 + 3x2 + 2x3 = 0,
2x1 − x2 − x3 = 0.

Приклади розв’язання типового варiанту
1. Розв’язати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь:

3x1 − x2 + 2x3 = 9,

4x1 + 3x2 − 5x3 = −12,

x1 − 2x2 − 4x3 = −3
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а) за правилами Крамера;
б) матричним методом.
Розв’язання.
а) розв’яжемо систему за правилами Крамера. Для цього

обчислимо визначник системи:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 2
4 3 −5
1 −2 −4

∣∣∣∣∣∣ = −36 + 5− 16− 6− 30− 16 = −99

й три допомiжних визначника:

∆1 =

∣∣∣∣∣∣
9 −1 2
−12 3 −5
−3 −2 −4

∣∣∣∣∣∣ = −108− 15 + 48 + 18− 90 + 48 = −99,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣
3 9 2
4 −12 −5
1 −3 −4

∣∣∣∣∣∣ = 144− 45− 24 + 24− 45 + 144 = 198,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 9
4 3 −12
1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣ = −27 + 12− 72− 27− 72− 12 = −198.

За формулами Крамера (3.2) отримаємо результат:

x1 =
∆1

∆
=
−99

−99
= 1; x2 =

∆2

∆
=

198

−99
= −2;

x3 =
∆3

∆
=
−198

−99
= 2.

Зробимо перевiрку, пiдставимо отриманi значення, напри-
клад, в перше рiвняння системи:

3 · 1− (−2) + 2 · 2 = 3 + 2 + 4 = 9; 9 = 9.

Вiдповiдь: x1 = 1; x2 = −2; x3 = 2.
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б) розв’яжемо систему матричним методом. Випишемо
матрицi:

A =

 3 −1 2
4 3 −5
1 −2 −4

 , X =

 x1

x2

x3

 , B =

 9
−12
−3

 .

Знайдемо оберену до A матрицю:

detA =

∣∣∣∣∣∣
3 −1 2
4 3 −5
1 −2 −4

∣∣∣∣∣∣ = −36 + 5− 16− 6− 30− 16 = −99,

AT =

 3 4 1
−1 3 −2
2 −5 −4

 ,

A11 =

∣∣∣∣ 3 −2
−5 −4

∣∣∣∣ = −12− 10 = −22,

A12 = −
∣∣∣∣ −1 −2

2 −4

∣∣∣∣ = −(4 + 4) = −8,

A13 =

∣∣∣∣ −1 3
2 −5

∣∣∣∣ = 5− 6 = −1,

A21 = −
∣∣∣∣ 4 1
−5 −4

∣∣∣∣ = −(−16 + 5) = 11,

A22 =

∣∣∣∣ 3 1
2 −4

∣∣∣∣ = −12− 2 = −14,

A23 = −
∣∣∣∣ 3 4

2 −5

∣∣∣∣ = −(−15− 8) = 23,

A31 =

∣∣∣∣ 4 1
3 −2

∣∣∣∣ = −8− 3 = −11,

A32 = −
∣∣∣∣ 3 1
−1 −2

∣∣∣∣ = −(−6 + 1) = 5,
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A33 =

∣∣∣∣ 3 4
−1 3

∣∣∣∣ = 9 + 4 = 13;

A−1 = − 1

99

 −22 −8 −1
11 −14 23
−11 5 13

 ;

i скористаємося формулою для обчислення матрицi X:

X = A−1 ·B = − 1

99

 −22 −8 −1
11 −14 23
−11 5 13

 ·
 9
−12
−3

 =

= − 1

99

 −198 + 96 + 3
99 + 168− 69
−99− 60− 39

 = − 1

99

 −99
198
−198

 =

 1
−2
2

 .

Виконаємо перевiрку, пiдставимо отриманi значення, на-
приклад, в перше рiвняння системи:

3 · 1− (−2) + 2 · 2 = 3 + 2 + 4 = 9; 9 = 9.

Вiдповiдь: x1 = 1; x2 = −2; x3 = 2.

2. Розв’язати систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь ме-
тодом Гауса: 

2x1 − 5x2 − x3 + 4x4 = 23,
x1 − x2 + 6x3 − 2x4 = 3,
5x1 + 2x2 − 3x3 + x4 = 1,
3x1 − 3x2 + 2x3 − 4x4 = −1.

Розв’язання. Для зручностi запису скористаємося розши-
реною матрицею i виконаємо елементарнi перетворення, а са-
ме: помiняємо мiсцями перший та другий рядки;

Ã =


2 −5 −1 4 23
1 −1 6 −2 3
5 2 −3 1 1
3 −3 2 −4 −1

 ≈
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помножимо перший рядок на (−2), (−5), (−3) та додамо його
до другого, третього, четвертого рядкiв вiдповiдно;

∼


1 −1 6 −2 3
2 −5 −1 4 23
5 2 −3 1 1
3 −3 2 −4 −1


(−2), (−5), (−3)
↓ | |

↓ |
↓

∼

помножимо другий рядок на
7

3
та додамо до третього рядка,

а четвертий рядок скоротимо на 2;

∼


1 −1 6 −2 3
0 −3 −13 8 17
0 7 −33 11 −14
0 0 −16 2 −10

 ↓ 7

3
: 2

∼

∼


1 −1 6 −2 3
0 −3 −13 8 17

0 0 −190

3

89

3

77

3
0 0 −8 1 −5

 ·3
∼

помножимо третiй рядок на 3, щоб позбутися знаменникiв;
помiняємо мiсцями третiй та четвертий рядки; помножимо

третiй рядок на −190

8
= −95

4
i додамо до четвертого рядка;


1 −1 6 −2 3
0 −3 −13 8 17
0 0 −190 89 77
0 0 −8 1 −5

 ∼

∼


1 −1 6 −2 3
0 −3 −13 8 17
0 0 −8 1 −5
0 0 −190 89 77

 ↓ −
95

4

∼
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∼


1 −1 6 −2 3
0 −3 −13 8 17
0 0 −8 1 −5

0 0 0
261

4

783

4


:

261

4

∼

∼


1 −1 6 −2 3
0 −3 −13 8 17
0 0 −8 1 −5
0 0 0 1 3

 .

Нагадаємо, що першому стовпцю вiдповiдають коефiцiєнти
при невiдомому x1, другому – при x2, третьому – при x3,
четвертому – при x4.

Отже, з четвертого рядка розширеної матрицi отримаємо
невiдоме :

x4 = 3.

З третього рядка пiсля пiдстановки знайденого x4 обчислимо
x3 :

−8x3 + x4 = −5; −8x3 + 3 = −5; −8x3 = −8; ⇒ x3 = 1.

З другого, вiдповiдно, x2:

−3x2− 13x3 + 8x4 = 17; −3x2− 13 · 1 + 8 · 3 = 17;⇒ x2 = −2.

I, нарештi, x1:

x1 − (−2) + 6 · 1− 2 · 3 = 3 ⇒ x1 = 1.

Виконаємо перевiрку. Для цього пiдставимо отриманi зна-
чення невiдомих у перше рiвняння системи:

2 · 1− 5 · (−2)− 1 + 4 · 3 = 23; 23 = 23.

Oтримали тотожнiсть.
Вiдповiдь: x1 = 1, x2 = −2, x3 = 1, x4 = 3.
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3. Розв’язати однорiднi системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь:

a)


5x1 + 2x2 − x3 = 0,
3x1 − 2x2 + 4x3 = 0,
2x1 + x2 − 4x3 = 0;

б)


3x1 + x2 + 5x3 = 0,
4x1 + 2x2 + 2x3 = 0,
14x1 + 9x2 − 7x3 = 0.

Розв’язання. Для розв’язку однорiдних систем:
a) Обчислимо визначник системи:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
5 2 −1
3 −2 4
2 1 −4

∣∣∣∣∣∣ = 40 + 16− 3− 4− 20 + 24 = 53 6= 0.

Отже, ранг матрицi системи дорiвнює трьом (r = n) i вiд-
повiдна однорiдна система має лише тривiальний розв’язок
x1 = x2 = x3 = 0.

Вiдповiдь: x1 = x2 = x3 = 0.
б) Обчислимо визначник системи:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
3 1 5
4 2 2
−14 −9 7

∣∣∣∣∣∣ = 42− 28− 180 + 140 + 54− 28 = 0.

Ранг матрицi менший 3 (кiлькостi невiдомих), тому така
система має i нетривiальний розв’язок. Виключимо iз систе-
ми, наприклад, третє рiвняння:{

3x1 + x2 + 5x3 = 0,
4x1 + 2x2 + 2x3 = 0.

Положимо x3 = k, де k – довiльне дiйсне число. Виразимо x1

i x2 через k: {
3x1 + x2 = −5k,
4x1 + 2x2 = −2k.

Розв’яжемо отриману систему за формулами Крамера:

∆ =

∣∣∣∣ 3 1
4 2

∣∣∣∣ = 6− 4 = 2;
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∆1 =

∣∣∣∣ −5k 1
−2k 2

∣∣∣∣ = −10k + 2k = −8k;

∆2 =

∣∣∣∣ 3 −5k
4 −2k

∣∣∣∣ = −6k + 20k = 14k.

Остаточно маємо:

x1 =
∆1

∆
=
−8k

2
= −4k;

x2 =
∆2

∆
=

14k

2
= 7k.

Вiдповiдь: x1 = −4k; x2 = 7k; x3 = k, де k ∈ R.

Тема 4. Елементи векторної алгебри

Основнi поняття та означення
Упорядкована сукупнiсть m дiйсних чисел a1, a2, . . . , am

називається m-вимiрним вектором i позначається вектором-
стовпцем або вектором-рядком:

~a =


a1

a2

. . .
am

 , (4.1)

~aT = (a1, a2, . . . , am) . (4.2)

Тут числа a1, . . . , am – координати, або проекцiї вектора
~a; число m – розмiрнiсть вектора.

Множина усiх m-вимiрних векторiв називається m-
вимiрним простором i позначається Rm. Наприклад, R1 –
множина векторiв на прямiй (множина дiйсних чисел), R2 –
множина векторiв на площинi, R3 – множина векторiв в про-
сторi.

Вектор ~a = (0, 0, . . . , 0) називається нульовим.
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Вектор −~a = (−a1,−a2, . . . ,−am) називається протилеж-
ним вектору ~a = (a1, a2, . . . , am).

Вектори, якi розташованi на однiй прямiй або на пара-
лельних прямих, називаються колiнeарними. Необхiдною i
достатньою умовою колiнeарностi векторiв ~a i ~b є пропорцiй-
нiсть їх координат.

Два вектора рiвнi тодi i тiльки тодi, коли рiвнi мiж собою
їх вiдповiднi координати. Рiвнi вектори можуть мати рiзнi
початки.

Рiвнi вектори колiнеарнi, мають один i той самий напрям
i однакову довжину. Довжина вектора ~a називається також
абсолютною величиною, або модулем вектора i позначається
|~a|:

|~a| =
√
x2 + y2 + z2, ~a = (x; y; z).

Три вектора називаються компланарними, якщо пiсля
приведення до спiльного початку вони лежатимуть в однiй
площинi. (Зауважимо, що компланарними називаються та-
кож вектори, розташованi в паралельних площинах). Необ-
хiдною i достатньою умовою компланарностi трьох векторiв
~a1 = (x1; y1; z1), ~a2 = (x2; y2; z2) i ~a3 = (x3; y3; z3), заданих
координатами вiдносно загальної декартової системи коорди-
нат, є рiвнiсть: ∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Геометрично вектори можна зображати напрямленими
вiдрiзками з позначеними початком i кiнцем:

Якщо A(x1; y1; z1), B(x2; y2; z2), то
−−→
AB = (x2 − x1; y2 −

y1; z2 − z1).
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Дiї над векторами
1. Додавання векторiв
Якщо ~a = (ax, ay, az) i ~b = (bx, by, bz), то ~a + ~b = (ax +

bx, ay + by, az + bz).

Означення 4.1. Сумою ~a+~b векторiв ~a та ~b (якщо сумi-
стити початок ~b з кiнцем ~a) називається вектор, початок
якого збiгається з початком вектора ~a, а кiнець – iз кiнцем
вектора ~b (рис. 1).

Рис. 1 Рис. 2
Додавання векторiв комутативне, тобто для довiльних

векторiв ~a i ~b справджується рiвнiсть (рис. 2.)

~a+~b = ~b+ ~a. (4.3)

Додавання векторiв асоцiативне, тобто для будь-яких век-
торiв ~a, ~b, ~c виконується рiвнiсть

(~a+~b) + ~c = ~a+ (~b+ ~c). (4.4)

Цю властивiсть, що випливає з означення суми векторiв,
унаочнює рис. 3.

Рис. 3
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2. Вiднiмання векторiв – операцiя, обернена до їх до-
давання. Рiзниця ~b − ~a векторiв ~b i ~a являє собою вектор,
початок якого збiгається з початком вектора ~a, а кiнець – iз
кiнцем вектора ~b (рис. 4)

~a+ (~b− ~a) = ~b.

Рис. 4
Для будь-яких векторiв ~a, ~b виконуються нерiвностi:

|~a+~b| ≤ |~a|+ |~b|, |~a−~b| ≤ |~a|+ |~b|.

3. Множення вектора на число

Означення 4.2. Добутком вектора ~a на число λ нази-
вається вектор λ~a, довжина якого дорiвнює |λ~a| = |λ||~a|.

Вектор λ~a колiнеарний вектору ~a; має однаковий з ним
напрям при λ > 0 i протилежний напрям при λ < 0. Якщо
λ = 0 або ~a = 0, то маємо λ~a = 0, тобто добуток є нуль-
вектором.

Множення вектора на число має властивiсть асоцiативно-
стi та дистрибутивностi. Для довiльних чисел λ, µ та векторiв
~a, ~b справджуються рiвностi:

1) λ(µ~a) = µ(λ~a) = (µλ)~a;
2) (λ+ µ)~a = λ~a+ µ~a;
3) λ(~a+~b) = λ~a+ λ~b.
Останню рiвнiсть унаочнює рис. 5 (λ > 1).
Ця властивiсть випливає з подiбностi трикутникiв iз кое-

фiцiєнтом подiбностi λ.
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Рис. 5
З очевидної рiвностi

npx(λ~a) = λnpx~a

(npx~a – довжина проекцiї ~a на вiсь OX) випливає

λ{ax, ay, az} = {λax, λay, λaz}.

Лема 4.1. Будь-який вектор ~a можна єдиним чином по-
дати у виглядi суми трьох векторiв, кожний iз яких колi-
неарний однiй з осей координат x, y, z:

~a = ax ·~i+ ay ·~j + az · ~k,

де ~i, ~j, ~k – одиничнi вектори, колiнеарнi осям OX, OY , OZ.
4. Скалярний добуток векторiв
Означення 4.3. Скалярним добутком векторiв ~a i ~b на-

зивається число, що дорiвнює добутку довжин цих векторiв
на косинус кута мiж ними (рис. 6):

~a~b = |~a||~b| cosϕ. (4.5)

Рис. 6
Розглянемо довiльний вектор ~a i вiсь x.
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Означення 4.4. Якщо вектор ~a утворює кут ϕ з вiссю
x (рис. 7), то проекцiєю вектора ~a на вiсь x називається
величина

npx~a ≡ ax = |~a| cosϕ. (4.6)

Рис. 7
Нехай npa~b – проекцiя вектора ~b на вiсь, паралельну век-

тору ~a. Тодi маємо:

npa~b = |~b| cosϕ, npb~a = |~a| cosϕ;

~a ·~b = |~a|npa~b = |b|npb~a. (4.7)

Останнє спiввiдношення означає, що скалярний добуток
двох векторiв дорiвнює модулю одного з них, помноженому
на проекцiю другого вектора на напрям першого.

Якщо кут мiж векторами ~a та ~b гострий, то ~a ·~b > 0; якщо
тупий, то ~a ·~b < 0; якщо прямий, то ~a ·~b = 0. Коли один iз век-
торiв ~a, ~b є нульовим, то його можна вважати ортогональним
до будь-якого iншого вектора.

Наведемо аналiтичнi властивостi скалярного добутку, шо
випливають iз його означення:

1) ~a ·~b = ~b · ~a;
2) λ(~a ·~b) = (λ~a) ·~b = ~a · (λ~b);
3) ~a · ~a = ~a2 = |~a|2;
4) ~a · (~b+ ~c) = ~a ·~b+ ~a · ~c.
(Остання рiвнiсть є наслiдком формули (4.7) i властивостi

проекцiй суми векторiв:

~a · (~b+ ~c) = |~a|npa(~b+ ~c) = |~a|
(
npa~b+ npa~c

)
=
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= |~a|npa~b+ |~a|npa~c = ~a ·~b+ ~a · ~c.

Отже, у разi скалярного множення суми векторiв на век-
тор можна розкривати дужки). Нехай вектори ~a та ~b подано
через їх проекцiї на координатнi осi:

~a = ax~i+ ay~j + az~k, ~b = bx~i+ by~j + bz~k.

Запишемо таблицю скалярного множення для одиничних
векторiв ~i, ~j, ~k – ортiв системи координат:

~i ·~i = 1, ~i ·~j = 0, ~i · ~k = 0;
~j ·~i = 0, ~j ·~j = 1, ~j · ~k = 0;
~k ·~i = 0, ~k ·~j = 0, ~k · ~k = 1.

Перемноживши скалярно вектори ~a та ~b, знайдемо їх ска-
лярний добуток у проекцiях на координатнi осi:

~a ·~b = axbx + ayby + azbz. (4.8)

Звiдси маємо:

~a · ~a = a2
x + a2

y + a2
z, |~a| =

√
a2
x + a2

y + a2
z.

Знаючи проекцiї векторiв ~a,~b можна знайти кут мiж цими
векторами: (прирiвнявши правi частини (4.5) i (4.8))

cosϕ =
~a ·~b
|~a| · |~b|

, cosϕ =
axbx + ayby + azbz√

a2
x + a2

y + a2
z

√
b2x + b2y + b2z

. (4.9)

5. Векторний добуток векторiв
Означення 4.5. Векторним добутком векторiв ~a та ~b

називається вектор ~a×~b, який задовольняе такi умови:
1) вектор ~a×~b перпендикулярний до векторiв ~a i ~b;
2) довжина |~a ×~b| вектора ~a ×~b дорiвнює площi парале-

лограма, побудованого на векторах ~a та ~b як на сторонах;
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3) якщо звести вектори ~a, ~b та ~a×~b до спiльного почат-
ку, то спостерiгач, який мiститься в кiнцi вектора ~a ×~b,
бачитиме найкоротший поворот вiд вектора ~a до векто-
ра ~b таким, що вiдбувається проти годинникової стрiлки
(рис. 8) (тобто трiйка векторiв ~a, ~b i ~a×~b є правою).

Рис. 8
З означення векторного добутку випливають такi його

властивостi:
1) ~a×~b = −~b× ~a;
2) |~a×~b| = ~a~b sinϕ;
3) λ(~a×~b) = (λ~a)×~b = ~a× (λ~b);
4) (~a+~b)× ~c = ~a× ~c+~b× ~c.
Першi три властивостi очевиднi, останню властивiсть дис-

трибутивностi наводимо без доведення.
Знайдемо векторний добуток векторiв

~a = ax~i+ ay~j + az~k, ~b = bx~i+ by~j + bz~k.

Виконавши вiдповiднi перетворення, дiстанемо:

~a×~b =
(
ax~i+ ay~j + az~k

)
×
(
bx~i+ by~j + bz~k

)
=

= axby~k − axbz~j + aybz~i+ aybx~k + azbx~j − azby~i =

= (aybz − azby)~i+ (aybx − axbz)~j + (axby − aybx)~k.

Векторний добуток векторiв ~a та ~b можна подати у
виглядi визначника:
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~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
3 1 1
1 2 3

∣∣∣∣∣∣ . (4.10)

Розкривши визначник за елементами першого рядка, отри-
маємо координати вектора ~a×~b.

Приклад. Знайдемо площу просторового трикутника з
вершинами A(1, 2, 1), B(4, 3, 2), C(2, 4, 4).

Розв’язання. Позначаючи вектори

~a =
−−→
AB = {3, 1, 1}, ~b =

−→
AC = {1, 2, 3},

обчислюємо їх векторний добуток:

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣ 1 1
2 3

∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣ 3 1
1 3

∣∣∣∣+ ~k

∣∣∣∣ 3 1
1 2

∣∣∣∣ =

=~i− 8~j + 5~k, |~a×~b| =
√

12 + 82 + 52 =
√

90 = 3
√

10.

Площа S трикутника ABC дорiвнює половинi площi па-
ралелограма, побудованого на векторах ~a, ~b:

S =
1

2
|~a×~b| = 3

2

√
10.

6. Мiшаний добуток векторiв
Означення 4.6. Мiшаним добутком векторiв ~a, ~b, ~c на-

зивається число

(~a,~b,~c) = (~a×~b) · ~c.

Мiшаний добуток за модулем дорiвнює об’єму паралелепi-
педа, побудованого на векторах ~a, ~b, ~c, зведених до спiльного
початку.

Справдi, позначимо ~d = ~a×~b.
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Вектор ~d перпендикулярний до площини основи парале-
лепiпеда, а довжина його |~d| дорiвнює площi S паралелогра-
ма, побудованого на векторах ~a та ~b як на сторонах (рис. 9).
(ABCD – тетраедр; вершина – A, основа – 4BDC)

Рис. 9
Висота h паралелепiпеда дорiвнює npa~c. Отже, об’єм його

обчислюємо так:

V = Sh = ~dnpd~c = ~d · ~c = (~a×~b) · ~c = (~a,~b,~c).

Оскiльки вектор ~d може бути напрямлений у протилеж-
ний бiк, то V = |(~a,~b,~c)|.

Якщо вiдомi проекцiї векторiв ~a, ~b та ~c:

~a = {ax, ay, az}, ~b = {bx, by, bz}, ~c = {cx, cy, cz},

то мiшаний добуток цих векторiв подається визначником:

(~a,~b,~c) =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ . (4.11)

Звiдси маємо

(~a,~b,~c) = −(~a,~c,~b) = (~c,~a,~b) = −(~b,~a,~c) = (~b,~c,~a) = −(~c,~b,~a).

Приклад. Знайдемо об’єм V тетраедра з вершинами
A(1, 2, 3), B(4, 4, 4), C(2, 6, 4), D(2, 3, 6).
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Розв’язання. Розглянемо вектори

~a =
−−→
AB = {3, 2, 1}, ~b =

−→
AC = {1, 4, 1}, ~c =

−−→
AD = {1, 1, 3}

i запишемо їх мiшаний добуток

(~a,~b,~c) =

∣∣∣∣∣∣
3 2 1
1 4 1
1 1 3

∣∣∣∣∣∣ = 26⇒ Vтетр. =
1

6
· 26 =

13

3
(куб. од.).

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми "Елементи векторної алгебри"

1. За даними координатами точок A, B i C для зазначених
векторiв знайти:

а) модуль вектора ~a;
б) скалярний та векторний добуток векторiв ~a i ~b;
в) мiшаний добуток векторiв ~a, ~b i ~с;
г) проекцiю вектора ~с на вектор ~d.

№ A B C ~a ~b ~c ~d

1 (5; 4; 4) (−5; 2; 3) (4; 2;−5) 11
−→
AC − 6

−→
AB

−−→
BC

−→
AB

−→
AC

2 (6; 5;−4) (−5; 2; 2) (3; 2; 2) 6
−→
AB − 3

−−→
CB

−→
AC

−→
AB

−−→
BC

3 (2; 4; 3) (3; 1;−4) (−1; 2; 2) 2
−→
BA+ 4

−→
AC

−→
AB

−→
AC

−−→
CB

4 (−2;−3; 4) (2;−4; 0) (1; 4; 5) 4
−→
AC − 8

−−→
BC

−→
AB

−−→
CB

−→
AC

5 (2; 4; 6) (−3; 5; 1) (4;−5; 4) 2
−→
BA− 6

−−→
BC

−→
AB

−−→
CB

−→
CA

6 (−5; 4; 3) (4; 5; 2) (2; 7;−4) 3
−−→
BC + 2

−→
AB

−→
CA

−→
AB

−−→
CB

7 (3; 5; 4) (4; 2;−3) (−2; 4; 7) 3
−→
BA− 4

−→
AC

−→
CA

−−→
CB

−→
AC

8 (−2; 3;−4) (3;−1; 2) (4; 2; 4) 7
−→
AC + 4

−−→
BC

−→
AB

−→
AB

−−→
BC

9 (3; 4; 1) (5;−2; 6) (4; 2;−7) 5
−→
AB − 7

−→
AC

−−→
BC

−→
AC

−→
AB

10 (4; 6; 7) (2;−4; 1) (−3;−4; 2) 5
−→
AB − 2

−→
AC

−−→
BC

−→
BA

−→
AC

11 (1; 3; 2) (−2; 4; 1) (1; 3;−2) 2
−→
AB + 5

−−→
BC

−→
AC

−→
CA

−→
AB

12 (10; 6; 3) (−2; 4; 5) (3;−4;−6) 5
−→
AC − 2

−−→
CB

−→
AB

−→
AC

−−→
BC

13 (3; 4; 6) (−4; 6; 4) (5;−2;−3) 4
−→
CA− 7

−−→
BC

−→
BA

−−→
BC

−→
AC

14 (−3;−5; 6) (3; 5;−4) (2; 6; 4) 4
−→
AC − 5

−−→
BC

−→
AC

−→
AB

−−→
BC

15 (2; 4; 5) (2;−1; 3) (−1;−2; 4) 3
−→
AB − 4

−→
AC

−→
BA

−−→
CB

−→
AC

16 (−2;−3; 2) (1; 4; 2) (1; 2;−2) 2
−→
AC − 4

−−→
BC

−−→
CB

−→
AB

−→
CA

17 (−2; 4;−5) (3; 7; 2) (4; 6;−3) 9
−→
BA+ 3

−−→
BC

−→
CA

−−→
CB

−→
AB
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№ A B C ~a ~b ~c ~d

18 (6; 4; 5) (−7; 1; 8) (2;−2; 7) 5
−−→
CB − 2

−→
AC

−→
AB

−→
AC

−−→
BC

19 (−2;−2; 4) (1; 2; 3) (1; 4; 2) 2
−→
AC − 3

−→
AB

−→
CA

−→
AB

−−→
CB

20 (0; 2; 5) (2;−3; 4) (3; 2;−5) 4
−−→
CB − 3

−→
AB

−→
BA

−−→
BC

−→
AC

21 (4; 5; 3) (−2; 3; 4) (4;−6; 2) 9
−→
AB − 4

−−→
BC

−→
AC

−−→
CB

−→
BA

22 (4; 3; 2) (−4;−3; 5) (6; 4;−3) 8
−→
AC − 5

−−→
BC

−→
AB

−→
CA

−−→
CB

23 (4; 6; 3) (−5; 2; 6) (4;−4; 3) 4
−−→
CB −

−→
AC

−→
CA

−→
AB

−−→
CB

24 (2;−4; 3) (−3;−2; 4) (0; 0;−2) 3
−→
AC − 4

−−→
CB

−→
CA

−→
BA

−−→
BC

25 (3; 2; 3) (−2; 1; 3) (2;−2; 1) 4
−−→
BC − 3

−→
AC

−→
AB

−−→
CB

−→
CA

26 (−5;−2; 6) (3; 4; 5) (2;−5; 4) 8
−→
AC − 5

−−→
BC

−−→
CB

−→
AB

−→
CA

27 (1; 3; 2) (−2; 3;−4) (3; 1; 2) 2
−→
AB + 5

−−→
CB

−→
BA

−−→
BC

−→
AC

28 (−1;−2; 4) (−1; 3; 5) (1; 4; 2) 3
−→
AC − 7

−−→
BC

−→
BA

−−→
CB

−→
CA

29 (5; 6; 1) (−2; 4;−1) (3;−3; 3) 3
−→
AB − 4

−−→
BC

−→
AC

−→
BA

−−→
CB

30 (4; 3;−2) (−1;−3; 4) (2; 2; 1) 2
−−→
CB − 5

−→
AC

−→
AC

−→
AB

−−→
BC

2. Довести, що вектори ~a, ~b, ~с утворюють базис. Знайти
координати вектора ~d = (k; k − 3; 2k) в цьому базисi; тут k –
номер студента в списку групи.

Приклади розв’язання типового варiанту
1. За даними координатами точок A(3;−2; 8), B(1; 1; 4) i

C(5; 2;−6) для зазначених векторiв ~a = 3
−−→
BC − 2

−−→
AB, ~b =

−→
CA;

~c =
−−→
CB; ~d =

−−→
AB знайти:

а) модуль вектора ~a;
б) скалярний та векторний добуток векторiв ~a i ~b;
в) мiшаний добуток векторiв ~a, ~b, ~c;
г) проекцiю вектора ~c на вектор ~d.
Розв’язання. Знайдемо координати векторiв:
−−→
BC = (5− 1; 2− 1;−6− 4) = (4; 1;−10);
−−→
AB = (1− 3; 1− (−2); 4− 8) = (−2; 3;−4);
−→
CA = (3− 5;−2− 2; 8− (−6)) = (−2;−4; 14);
−−→
CB = −

−−→
BC = (−4;−1; 10).

Звiдси
~a = (3 · 4 − 2 · (−2); 3 · 1 − 2 · 3; 3 · (−10) − 2 · (−4)) =

= (12 + 4; 3− 6;−30 + 8) = (16;−3;−22);
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~b = (−2;−4; 14);
~c = (−4;−1; 10);
~d = (−2; 3;−4).
а) знайдемо модуль вектора ~a:
|~a| =

√
162 + (−3)2 + (−22)2 =

√
256 + 9 + 484 =

√
749;

б) скалярний та векторний добуток обчислимо вiдповiдно
за формулами (4.8), (4.10):

~a·~b = 16·(−2)+(−3)·(−4)+(−22)·14 = −32+12−308 = −328;

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~ı ~ ~k
16 −3 −22
−2 −4 14

∣∣∣∣∣∣ =~ı

∣∣∣∣ −3 −22
−4 14

∣∣∣∣− ~ ∣∣∣∣ 16 −22
−2 14

∣∣∣∣+
+ ~k

∣∣∣∣ 16 −3
−2 −4

∣∣∣∣ = (−42− 88)~ı− (224− 44)~+ (−64− 6)~k =

= −130~ı− 180~− 70~k;

в) мiшаний добуток векторiв ~a, ~b, ~c обчислимо за форму-
лою (4.11):

(~a,~b,~c) =

∣∣∣∣∣∣
16 −3 −22
−2 −4 14
−4 −1 10

∣∣∣∣∣∣ = −640+168−44+352−60+224 = 0;

г) проекцiю вектора ~c на вектор ~d знайдемо за формулою

np~d~c =
~d · ~c
~d

:

np~d~c =
−4 · (−2) + (−1) · 3 + 10 · (−4)√

(−2)2 + 32 + (−4)2
=

8− 3− 40√
4 + 9 + 16

= − 35√
29
.

2. Довести, що вектори ~a(1;−2; 1), ~b(5; 4;−1), ~c(3; 1; 1)
утворюють базис. Знайти координати вектора ~d(−2; 0; 2) в
цьому базисi.
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Розв’язання. Вектори ~a, ~b, ~c утворюють базис лише в то-
му випадку, якщо вони лiнiйно незалежнi. Щоб з’ясувати це,
обчислимо визначник, складений з координат векторiв:

∆ =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 1
5 4 −1
3 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 4 + 6 + 5− 12 + 10 + 1 = 14 6= 0.

Цей визначник не дорiвнює нулю, звiдси слiдує, що век-
тори ~a, ~b, ~c лiнiйно незалежнi та утворюють ~a, ~b, ~c базис.
Розклад вектора ~d запишемо у виглядi: ~d = x~a + y~b + z~c, де
x, y, z – невiдомi числа. Векторне рiвняння перепишемо у
виглядi системи трьох лiнiйних рiвнянь з трьома невiдомими
x, y, z: 

x− 2y + z = −2,
5x+ 4y − z = 0,
3x+ y + z = 2.

Розв’яжемо цю систему за методом Крамера. Головний
визначник обчислений ранiше, вiн дорiвнює ∆ = 14. Допо-
мiжнi визначники ∆x, ∆y, ∆z дорiвнюють:

∆x =

∣∣∣∣∣∣
−2 −2 1
0 4 −1
2 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −8 + 4 + 0− 8− 0− 2 = −14;

∆y =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 1
5 0 −1
3 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 + 6 + 10− 0 + 10 + 2 = 28;

∆z =

∣∣∣∣∣∣
1 −2 −2
5 4 0
3 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 8 + 0− 10 + 24 + 20− 0 = 42.

За формулами Крамера маємо координати вектора ~d:

x =
∆x

∆
=
−14

14
= −1; y =

∆y

∆
=

28

14
= 2; z =

∆z

∆
=

42

14
= 3.

Отже, ~d = (−1; 2; 3), або ~d = −~a+ 2~b+ 3~c.
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Тема 5. Рiвняння прямої на площинi

1. Рiвняння прямої, що проходить через дану точ-
ку перпендикулярно до даного вектора

НехайM0(x0, y0) – задана точка;M(x, y) – довiльна точка,
яка належить данiй прямiй; ~n = (a; b) – вiдомий, перпенди-
кулярний до L.

Виберемо на L довiльну точку M(x, y). Вектор
−−−→
M0M =

(x−x0, y−y0) перпендикулярний заданому вектору ~n = (a; b),
отже, їх скалярний добуток дорiвнює 0:

a(x− x0) + b(y − y0) = 0. (5.1)

Це рiвняння прямої, що проходить через точку (x0; y0)
перпендикулярно вектору ~n = (a; b).

Розпишемо (5.1):

ax+ by + (−ax0 − by0︸ ︷︷ ︸
≡c

) = 0⇒

⇒ ax+ by + c = 0. (5.2)

Це – загальне рiвняння прямої.
Наприклад, дляM0(1; 2), n = (3;−5)⇒ 3(x−1)+(−5)(y−

2) = 0 ⇒ 3x − 3 − 5y + 10 = 0 ⇒ 3x − 5y + 7 = 0 – рiвняння
прямої в загальному виглядi.

Зауважимо, що будь-який вектор ~n, який перпендикуляр-
ний прямiй L, називається нормальним вектором цiєї прямої.
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2. Рiвняння прямої з кутовим коефiцiєнтом
Розглянемо деяку пряму L, яка перетинає вiсь OY в точцi

B(0; b); α – кут нахилу прямої до осi OX.
Виберемо на L довiльну точку M(x, y). Проведемо BN ‖

OX, MA ⊥ OX, тодi точка N(x; b), A(x; 0), ∠MBN = α.

Розглянемо 4MBN :

tgα =
MN

BN
=
y − b
x

.

Означення 5.1. Кутовим коефiцiєнтом прямої, яка не
паралельна OY , називається тангенс кута мiж прямою i
додатним напрямком осi OX:

k = tgα =
y − b
x

.

Звiдси:

k =
y − b
x
⇒ kx = y − b⇒

y = kx+ b. (5.3)

Розглянемо окремi випадки рiвняння (5.3):
а) b = 0 ⇒ y = kx ⇒ пряма проходить через (0; 0), при-

чому: при k > 0 – гострий кут з OX, при k < 0 – тупий
кут;
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б) k = 0⇒ y = b⇒ пряма ‖ осi OX:

в) якщо α =
π

2
, то tg

π

2
не iснує, ця пряма паралельна осi

OY , вона не має кутового коефiцiєнта. Вiсь OY також не має
кутового коефiцiєнтa.

3. Рiвняння прямої, що проходить через деяку точ-
ку, i має заданий кутовий коефiцiєнт

Нехай M0(x0, y0) – задана точка; кутовий коефiцiєнт
tgα = k – вiдомий.

Оскiльки точка M ∈ L, то її координати задовольняють
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рiвняння (5.3):
y0 = kx0 + b. (5.4)

Вiднiмемо рiвняння (5.4) вiд рiвняння (5.3):

y = kx+ b
y0 = kx0 + b

�⇒

y − y0 = k(x− x0). (5.5)

4. Канонiчне рiвняння прямої

Означення 5.2. Будь-який вектор ~q = (l;m), колiнеар-
ний данiй прямiй, називається напрямним вектором пря-
мої.

НехайM0(x0, y0) – задана точка;M(x, y) – довiльна точка
на L; вектор ~q = (l;m) ‖ L – заданий.

Оскiльки вектори
−−−→
M0M = (x − x0, y − y0) i ~q = (l;m) –

колiнеарнi, то їх координати пропорцiйнi

x− x0

l
=
y − y0

m
. (5.6)

Це канонiчне рiвняння прямої, яка проходить через точку
M0(x0, y0), i одним iз напрямних векторiв є вектор ~q = (l;m).

5. Рiвняння прямої, що проходить через двi заданi
точки

Нехай M1(x1, y1), M2(x2, y2) – заданi точки.
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Вектор
−−−−→
M1M2 = (x2−x1; y2− y1) можна взяти за напрям-

ний вектор прямої L. Тодi, пiдставивши в (5.6) (в чисельник)
координати точки M1(x1, y1) i вектора

−−−−→
M1M2 (в знаменник),

одержимо шукане рiвняння:

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
. (5.7)

Наприклад, складемо рiвняння прямої, що проходить че-
рез M1(2; 6) i M2(3;−1):

x− 2

3− 2
=

y − 6

−1− 6
⇒ x− 2 =

y − 6

−7
⇒ −7x+ 14 = y − 6⇒

⇒ y = −7x+ 20 − шукане рiвняння.

6. Рiвняння прямої у вiдрiзках
Розглянемо довiльну пряму, яка не проходить через поча-

ток координат: A(a; 0), B(0; b) – точки перетину прямої з OX
i OY .

Пiдставимо координати цих точок в (5.7):
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x− a
0− a

=
y − 0

b− 0
⇒ a− x

a
=
y

b
⇒

⇒ ab− xb = ay ⇒ xb+ ay = ab| ÷ ab⇒ x�b

a�b
+ �ay

�ab
= 1⇒

x

a
+
y

b
= 1. (5.8)

7. Загальне рiвняння прямої
Рiвняння першого степеня вiдносно змiнних x i y

ax+ by + c = 0, (5.9)

в якому коефiцiєнти a i b одночасно не рiвнi 0, називають
загальним рiвнянням прямої. При цьому вектор ~n = (a; b) є
нормальним до цiєї прямої.

Окремi випадки рiвняння (5.9):
а) a = 0⇒ by + c = 0⇒ y = −c

b
⇒‖ OX;

б) b = 0⇒ ax+ c = 0⇒ x = − c
a
⇒‖ OY ;

в) c = 0⇒ by = −ax⇒ y = −a
b
x⇒ проходить через (0; 0);

г) a = 0, c = 0⇒ by = 0⇒ y = 0 – збiгається з OX;
д) b = 0, c = 0⇒ ax = 0⇒ x = 0 – збiгається з OY .
8. Взаємне розташування двох прямих
1) Якщо двi прямi заданi загальними рiвняннями

L1 :
L2 :

{
a1x+ b1y + c1 = 0,
a2x+ b2y + c2 = 0

(5.10)

i система (5.10) має єдиний розв’язок (x0; y0), то цi прямi пере-
тинаються в точцi M0(x0; y0), причому кут перетину – це кут
мiж їх нормальними векторами ~n1 = (a1, b1) i ~n2 = (a2, b2):

cosϕ =
(~n1, ~n2)

|~n1| · |~n2|
. (5.11)
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Якщо прямi L1 i L2 паралельнi, то ~n1 ‖ ~n2 ⇒ ~n1 i ~n2 –
колiнеарнi ⇒

a1

a2
=
b1
b2
6= c1

c2
− умова паралельностi двох прямих. (5.12)

Якщо ж L1 ⊥ L2, то ~n1 ⊥ ~n2 ⇒ (~n1, ~n2) = 0⇒

a1a2 + b1b2 = 0 − умова перпендикулярностi двох прямих.
(5.13)

2) Якщо двi прямi заданi рiвняннями

L1 : y = k1x+ b1,
L2 : y = k2x+ b2,

то: а) при k1 6= k2 ⇒ L1 перетинається з L2 пiд кутом ϕ,
тангенс якого:

tgϕ =
k1 − k2

1 + k1k2
; (5.14)

(якщо в чисельнику k1 i k2 помiняти мiсцями, то одержимо
тангенс сумiжного кута);

б) прямi L1 i L2 паралельнi, якщо

k1 = k2 − умова паралельностi двох прямих; (5.15)

в) якщо L1 ⊥ L2, то tgϕ не визначений
(
ϕ =

π

2

)
, отже, в

формулi (5.14) знаменник 1 + k1k2 = 0, звiдси маємо, що

k1k2 = −1 − умова перпендикулярностi двох прямих. (5.16)

Iз (5.16):

k1 = − 1

k2
. (5.17)

9. Вiдстань вiд точки до прямої
Нехай пряма L задана загальним рiвнянням

ax+ by + c = 0.
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Вiдстань вiд вiдомої точки M0(x0; y0) до L є довжиною d
перпендикуляра MN :

d =
|ax0 + by0 + c|√

a2 + b2
. (5.18)

Якщо прямi ax+ by+ c1 = 0 i ax+ by+ c2 = 0 паралельнi,
то вiдстань мiж ними можна знайти за формулою

d =
|c1 − c2|√
a2 + b2

. (5.19)

Приклад. Знайти вiдстань мiж паралельними прямими
x− 3y + 2 = 0 i 3x− 9y − 1 = 0.

Розв’язання. Рiвняння першої прямої помножимо на 3:
3x − 9y + 6 = 0. Скористаємось (5.19), де c1 = 6, c2 = −1,
a = 3, b = −9:

d =
|6− (−1)|√

32 + 92
=

7√
90

=
7

3
√

10
.

Приклади економiчних задач
Задача 1. Визначення рентабельностi iнвестицiйних

вкладiв.
Витрати на iнвестицiї в грошових одиницях (y) в акцiйний

портфель A та акцiйний портфель B на термiн x (вимiрюєть-
ся мiсяцями) знаходять за формулами вiдповiдно:

y = 2x та y = x+ 5.
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З’ясувати, за яких умов бiльш рентабельним буде вкладення
в акцiйний портфель A чи B?

Розв’язання. Побудуємо графiки y = 2x i y = x+ 5.

Координати точки перетину A1 знаходимо iз системи рiв-
нянь:

y = 2x
y = x+ 5

}
⇒ 2x = x+ 5⇒ x = 5, y = 10⇒ A1(5; 10).

Отже, якщо x < 5, то витрати на портфель A нижче, нiж у
портфель B. Якщо вкладати на термiн x > 5 мiс., то це бiльш
рентабельно для портфеля B.

Задача 2. Транспортнi витрати на перевезення одини-
цi вантажу залiзничним транспортом виражаються функ-
цiєю y = x + 35, а автомобiльним транспортом – функцiєю
y = 3x+15, де x вимiрюється в десятках кiлометрiв. Визначи-
ти, на якi вiдстанi вигiднiше перевозити вантажi залiзничним
i автомобiльним транспортом.

Розв’язання. Побудуємо графiки функцiй транспортних
витрат перевезень:
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Прямi перетинаються в точцi A, координати якої знайде-
мо iз системи рiвнянь:

y = 3x+ 15
y = x+ 35

}
⇒ 3x+ 15 = x+ 35⇒ 2x = 20⇒

⇒
{
x = 10
y = 45

⇒ A(10; 45).

Графiчний аналiз дає можливiсть зробити висновки:
1) якщо x ∈ [0; 10), тобто x < 100 км, то транспортнi

витрати на перевезення вантажу автомобiльним транспортом
нижчi нiж залiзничним;

2) якщо x ∈ (10; +∞), тобто x > 100 км, то рентабельнi-
шим буде залiзничний транспорт.

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми ”Рiвняння прямої на площинi”

1. Дано трикутник ABC з вершинами в точках A, B, C
(див. табл.). Знайти:

a) периметр та площу трикутника;
б) рiвняння сторiн;
в) кути трикутника;
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г) визначити тип трикутника (за сторонами та кутами);
д) рiвняння медiани AF ;
е) рiвняння та довжину висоти BN ;
є) координати центру та радiус описаного кола.
2. Довести, що рiвняння (див. табл.) є рiвнянням прямої.

Записати рiвняння цiєї прямої у виглядi:
a) загальне рiвняння прямої;
б) рiвняння прямої з кутовим коефiцiєнтом;
в) рiвняння прямої у вiдрiзках.

№ в-та A B C Рiвняння
1 (−1,−2) (−2,−5) (8, 1) 2x−5

4 + y+3
5 = −1

2 (2, 4) (−3, 6) (5, 7) 3x−1
2 − 2y+3

4 = 2

3 (1, 5) (5, 3) (−1,−5) 4x−1
3 + y − 2

5 = 4

4 (5, 5) (1,−6) (−3, 6) x−1
2 + 2

5y = −3

5 (−7, 1) (1,−2) (6, 3) 7x−1
4 + 2y+3

5 = −1
2

6 (3, 6) (6, 4) (3,−5) 6x+ y−3
7 = 3

5

7 (−4, 4) (4, 1) (6, 5) 5x+1
3 + y+1

7 = 7
6

8 (−6, 1) (−4, 6) (8, 1) 7x+8
2 − y−1

6 = −5

9 (−3, 3) (−2, 8) (7, 4) 5x+3
4 − 5y = 2

10 (−7, 6) (−5, 2) (4, 7) 8x+ 6y−1
9 + 1

5 = 0

11 (2, 1) (6, 5) (−4, 6) 2x−6
5 + y−9

4 − 3 = 0

12 (−3, 4) (7,−3) (4,−4) 4x+ 2y−9
7 − 2 = 0

13 (8, 1) (9, 7) (1, 8) 5x+2
9 − 2y = 4

5

14 (1, 8) (7, 9) (−2,−1) x+7
3 −

2y−4
5 = −3

15 (−4, 3) (7, 4) (9, 1) 5x−1
3 + y−3

9 = 5

16 (−3,−3) (−2, 3) (8, 1) x−1
8 + 2y+1

5 − 2 = 0

17 (0,−2) (−5, 4) (11, 2) 3x−9
5 + y+8

3 − 4 = 0

18 (−6, 1) (5, 3) (−5, 4) 4x+1
3 + 2y−9

4 = −4
5

19 (−5, 3) (6, 0) (−7,−4) 5x− 3y−8
2 = −4

20 (−4, 7) (−5, 2) (2,−2) x−2
6 + 2y−9

5 = 1

21 (9, 4) (−6, 6) (−1, 8) 5x−2
3 − 3y+1

2 − 8 = 0

22 (4,−3) (3, 2) (−7, 1) x−1
11 − 4y = −7

3
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№ в-та A B C Рiвняння
23 (−2,−4) (−6, 4) (3, 5) 5x−1

8 − y+4
2 = 6

24 (5, 4) (−3,−4) (−6,−2) 3x−7
4 + 2y+5

7 = −3

25 (6, 9) (3, 3) (8,−1) 3x−7
4 + 4y = 3

5

26 (5, 10) (2, 3) (8,−3) x+8
5 + 6y−11

4 = −1

27 (6, 3) (−7, 4) (−6, 1) x−3
8 + 2y+5

4 = 3

28 (1, 4) (−2, 7) (−9, 2) 6x−1
5 + y+9

3 = −2

29 (2,−3) (5, 1) (3, 8) 5x+4
2 − y−2

6 = 5

30 (−1, 7) (−5, 7) (1,−4) x−3
7 + 5y−2

3 = −1

3. Дiагоналi ромба утворюють осi координат. Записати
рiвняння сторiн ромба, якщо вiдомо, що довжини дiагоналей
дорiвнюють k та k + 2 одиницям довжини.

4. Записати рiвняння прямої, що з’єднує точку перетину

прямих y =
1

2
x+ k та y = kx− 7 з початком координат.

5. Довести, що чотирикутник ABCD з вершинами в точ-
ках A(2;−2), B(2; 5), C(4; 7), D(9; 5) є трапецiя. Знайти рiв-
няння середньої лiнiї трапецiї ABCD. Знайти площу трапецiї
ABCD.

6. Знайти вiдстань мiж паралельними прямими y = kx−4
та y = kx+ 6.

(В завданнях 3, 4, 6 k – номер студента у списку)

Приклади розв’язання типового варiанту
1. Дано трикутник ABC с вершинами в точках A(−1; 3);

B(7, 2); C(3, 8). Знайти:
a) периметр та площу трикутника;
б) рiвняння сторiн;
в) кути трикутника;
г) визначити тип трикутника (за сторонами та кутами);
д) рiвняння медiани AF ;
e) рiвняння та довжину висоти CN ;
є) координати центру та радiус описаного кола.
Розв’язання. Побудуємо трикутник ABC.
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а) Знайдемо довжини сторiн трикутника за формулою:

d =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

AB =
√

(7− (−1))2 + (2− 3)2 =
√

64 + 1 =
√

65 (од.);

BC =
√

(3− 7)2 + (8− 2)2 =
√

16 + 36 =
√

52 = 2
√

13 (од.);

AC =
√

(3− (−1))2 + (8− 3)2 =
√

16 + 25 =
√

41 (од.);
Отже, периметр трикутника

P =
√

65 + 2
√

13 +
√

41 (од.).

Для обчислення площi трикутника скористаємося мне-
монiчним правилом:

S =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 3
7 2
3 8
−1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2
|−2+56+9−21−6+8| = 1

2
·44 = 22( од.2).

б) Для знаходження рiвняння сторiн трикутника скори-
стаємося рiвнянням прямої, що проходить через двi точки
(5.7):
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y − y1

y2 − y1
=

x− x1

x2 − x1
,

i запишемо отриманi рiвняння у виглядi рiвняння прямої з
кутовим коефiцiєнтом.

Рiвняння прямої AB:

x+ 1

7 + 1
=
y − 3

2− 3
;

x+ 1

8
=
y − 3

−1
; 8(y − 3) = −1(x+ 1);

8y − 24 = −x− 1; 8y = −x+ 23;

Остаточно маємо рiвняння AB :

y = −1

8
x+

23

8

(
k = −1

8
; b =

23

8

)
.

Проаналiзуємо отриманий результат. Коефiцiєнт k
вiд’ємний, отже, пряма утворює з додатним напрямком осi

абсцис тупий кут, b =
23

8
– пряма вiдсiкає на осi ординат

вiдрiзок майже в три одиницi.
Рiвняння прямої BC:

x− 7

3− 7
=
y − 2

8− 2
;

x− 7

−4
=
y − 2

6
; −4(y−2) = 6(x−7) |: (−2);

2y − 4 = −3x+ 21; 2y = −3x+ 25;

Остаточно маємо рiвняння BC:

y = −3

2
x+

25

2

(
k = −3

2
; b =

25

2

)
.

Проаналiзуємо отриманий результат. Коефiцiєнт k
вiд’ємний, отже, пряма утворює з додатним напрямком осi

абсцис тупий кут, b =
25

2
– пряма вiдсiкає на осi ординат

вiдрiзок в 12,5 одиниць.
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Рiвняння прямої AC:

x+ 1

3 + 1
=
y − 3

8− 3
;

x+ 1

4
=
y − 3

5
; 4(y − 3) = 5(x+ 1);

4y − 12 = 5x+ 5; 4y = 5x+ 17.

Oстаточно маємо рiвняння AC:

y =
5

4
x+

17

4

(
k =

5

4
; b =

17

4

)
.

Проаналiзуємо отриманий результат. Коефiцiєнт k додат-
ний, отже, пряма утворює з додатним напрямком осi абсцис

гострий кут, b =
17

4
– пряма вiдсiкає на осi ординат вiдрiзок

в чотири з четвертю одиницi.
в) Кути трикутника знайдемо за формулою (5.14):

tg ϑ =
k2 − k1

1 + k1 · k2
.

Пригадаємо кутовi коефiцiєнти сторiн трикутника:

kAB = −1

8
; kBC = −3

2
; kAC =

5

4
.

За формулою (5.14) маємо:

tg < BAC =
kAC − kAB

1 + kAC · kAB
=

5
4 −

(
−1

8

)
1 + 5

4 ·
(
−1

8

) =
5·8+1·4

32
32−5·1

32

=
44

27
;

< BAC = arctg
44

27
;

tg < ABC =
kAB − kBC

1 + kAB · kBC
=

−1
8 −

(
−3

2

)
1 +

(
−1

8

)
·
(
−3

2

) =
−1·2+3·8

16
1·32+3

32

=
22

35
;

< ABC = arctg
22

35
;
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tg < ACB =
kCB − kAC

1 + kCB · kAC
=

−3
2 −

5
4

1 +
(
−3

2

)
· 5

4

=

−3·4−5·2
8
15

1·8−15
8

=

=
−22

−7
=

22

7
; < ABC = arctg

22

7
.

г) Визначимо тип трикутника. В п. а) ми обчислили дов-
жини сторiн трикутника. З результатiв очевидно, що трикут-
ник рiзностороннiй.

З умови c2 < a2 + b2
(
AB2 < BC2 +AC2; 65 < 52 + 41

)
маємо, що трикутник гострокутний. Зауважимо, що в данiй
нерiвностi за c вважаємо найдовшу з сторiн.

д) Для того, щоб записати рiвняння медiани AF , згадає-
мо, що за визначенням медiана подiляє протилежну сторону
навпiл.

Медiана AF подiляє навпiл сторону BC. Знайдемо коор-
динати точки F як середини BC за формулами:

xF =
xB + xC

2
=

7 + 3

2
= 5;

yF =
yB + yC

2
=

2 + 8

2
= 5.

Точка F має координати: F (5; 5). Рiвняння прямої AF запи-
шемо за формулою (5.7):

x− (−1)

5− (−1)
=
y − 3

5− 3
;

x+ 1

6
=
y − 3

2
; 6(y − 3) = 2(x+ 1) |: 2;

3y − 9 = x+ 1; 3y = x+ 10.
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Рiвняння AF :
y =

1

3
x+

10

3
.

е) Рiвняння висоти CN знаходимо за визначенням висоти.
З нього слiдує, що висота CN перпендикулярна сторонi AB.

За умовою перпендикулярностi (5.16) маємо:

kCN = − 1

kAB
= − 1

−1
8

= 8.

Для висоти CN нам вiдомi кутовий коефiцiєнт та коорди-
нати однiєї точки – C. Скористаємося рiвнянням прямої, що
проходить через задану точку у заданому напрямку (5.5):

y − y1 = k (x− x1) .

Пiдставимо у дане рiвняння k = kCN = 8 та координати
точки C(3; 8):

y − 8 = 8(x− 3); y = 8x− 24 + 8.

Остаточно маємо рiвняння CN :

y = 8x− 16.

Щоб знайти довжину висоти CN , згадаємо, що найкорот-
ша вiдстань мiж точкою та прямою – довжина перпендикуля-
ра. Отже, довжина висоти CN дорiвнює вiдстанi вiд точки C
до прямої AB. В формулi (5.18) рiвняння прямої має вигляд
загального:

d =
|Ax0 +By0 + C|√

A2 +B2
.
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Перепишемо рiвняння AB у виглядi загального i пiдста-
вимо у формулу:

AB : x+ 8y − 23 = 0;

|CN | = d =
|1 · 3 + 8 · 8− 23|√

12 + 82
=

44√
65

(од.).

є) Координати центру та радiус описаного кола можна
знайти двома рiзними способами. Опишемо кожний з них, а
розв’яжемо задачу лише одним.

По-перше, за визначенням, вiдомим з курсу середньої
школи, центр описаного кола лежить в точцi перетину сере-
динних перпендикулярiв. Отже, щоб знайти координати цен-
тру, необхiдно скласти рiвняння двох серединних перпенди-
кулярiв (знайти координати середин протилежних сторiн та,
з умови перпендикулярностi, кутовi коефiцiєнти рiвняння) та
точку їх перетину (як результат розв’язку системи).

По-друге, за визначенням кола, центр – точка, рiвновiдда-
лена вiд всiх точок, що належать колу, тобто вiд всiх вершин
трикутника. Розв’язання задачi цим методом потребує мен-
ших зусиль та використання меншої кiлькостi формул. Тому
розв’яжемо задачу саме так.

Нехай точка O2(x, y) – центр описаного кола. За приве-
деним визначенням AO2 = BO2 = CO2. Отже, за формулою
вiдстанi мiж двома точками:
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AO2 =
√

(x+ 1)2 + (y − 3)2,

BO2 =
√

(x− 7)2 + (y − 2)2,

CO2 =
√

(x− 3)2 + (y − 8)2.

Перепишемо тотожнiсть AO2 = BO2 = CO2 у виглядi двох
piвнянь AO2 = BO2 i AO2 = CO2 – отримаємо систему двох
рiвнянь з двома невiдомими, якi вiдразу пiднесемо до квад-
рату: {

(x+ 1)2 + (y − 3)2 = (x− 7)2 + (y − 2)2;
(x+ 1)2 + (y − 3)2 = (x− 3)2 + (y − 8)2.

За формулами квадрату суми та квадрату рiзницi спростимо
отриманi рiвняння:{

x2 + 2x+ 1 + y2 − 6y + 9 = x2 − 14x+ 49 + y2 − 4y + 4;
x2 + 2x+ 1 + y2 − 6y + 9 = x2 − 6x+ 9 + y2 − 16y + 64;{

16x− 2y = 43;
8x+ 10y = 63.

∆ =

∣∣∣∣ 16 −2
8 10

∣∣∣∣ = 160 + 16 = 176;

∆x =

∣∣∣∣ 43 −2
63 10

∣∣∣∣ = 430 + 126 = 556;

∆y =

∣∣∣∣ 16 43
8 63

∣∣∣∣ = 1008− 344 = 664;

x =
∆x

∆
=

556

176
=

139

44
; y =

∆y

∆
=

664

176
=

83

22
.

Отже, розв’язок системи: x =
139

44
; y =

83

22
. Звiдси координа-

ти центру описаного кола O2

(
139

44
;
83

22

)
. А радiус знайдемо,
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наприклад, як R = AO2

R =

√(
139

44
+ 1

)2

+

(
83

22
− 3

)2

=

√(
183

44

)2

+

(
17

22

)2

=

=

√
34645

44
(од.).

Вiдповiдь: Координати центру описаного кола

O2

(
139

44
;
83

22

)
, радiус R =

√
34645

44
(од.).

2. Довести, що рiвняння
6x− 2

3
+
y − 2

5
= 2 є рiвнянням

прямої. Записати рiвняння цiєї прямої у виглядi:
a) загальне рiвняння прямої;
б) рiвняння прямої з кутовим коефiцiєнтом;
в) рiвняння прямої у вiдрiзках.
Розв’язання. Перетворимо задане рiвняння:

6x− 2

3
+
y − 2

5
= 2 | ·15;

30x− 10 + 3y − 6− 30 = 0; 30x+ 3y − 40 = 0.

Отримали рiвняння першого ступеня, такому рiвнянню
вiдповiдає пряма.

Отже, загальне рiвняння прямої (A = 30, B = 3, C = −40):

30x+ 3y − 40 = 0.

Вiдповiднi коефiцiєнти (A = 30, B = 3, C = −40).
Перепишемо отримане рiвняння у виглядi (5.3)

3y = −30x+ 40 ⇒ y = −10x+
40

3
− рiвняння прямої з

кутовим коефiцiєнтом.
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Кутовий коефiцiєнт прямої k = −10, а вiдрiзок, який вiд-

сiкає пряма на осi ординат, b =
40

3
.

Для отримання рiвняння прямої у вiдрiзках (5.8) перетво-
римо загальне рiвняння:

30x+ 3y − 40 = 0,

30x+ 3y = 40 |: 40

30x

40
+

3y

40
= 1,

x
4
3

+
y
40
3

= 1 − piвняння прямої у вiдрiзках.

Пряма вiдсiкає на осi абсцис вiдрiзок у a =
4

3
одиниць, а

на осi ординат b =
40

3
одиниць.

3. Дiагоналi ромба утворюють осi координат. Записати
рiвняння сторiн ромба, якщо вiдомо, що довжини дiагоналей
дорiвнюють 8 та 14 одиницям довжини.

Розв’язання. За властивостями ромбу, його дiагоналi пер-
пендикулярнi i точкою перетину дiляться навпiл. Звiдси вип-
ливає, що осi координат можуть утворювати дiагоналi ромбу,
й вiдсiкають на осi абсцис по 4 одиницi, а на осi ординат –
по 7. Пiдставимо отриманi результати в рiвняння прямої у
вiдрiзках (5.8)

82



x

a
+
y

b
= 1.

AB :
x

−4
+
y

7
= 1; BC :

x

4
+
y

7
= 1;

CD :
x

4
+

y

−7
= 1; DA :

x

−4
+

y

−7
= 1.

4. Записати рiвняння прямої, що з’єднує точку перетину
прямих 3x− 2y + 5 = 0 та 4x+ y − 1 = 0 з точкою O(0, 0).

Розв’язання. Знайдемо точку Q перетину прямих як
розв’язок системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь за прави-
лами Крамера: {

3x− 2y = −5;
4x+ y = 1;

∆ =

∣∣∣∣ 3 −2
4 1

∣∣∣∣ = 3 + 8 = 11;

∆x =

∣∣∣∣ −5 −2
1 1

∣∣∣∣ = −5 + 2 = −3;

∆y =

∣∣∣∣ 3 −5
4 2

∣∣∣∣ = 6 + 20 = 26;

x =
∆x

∆
= − 3

11
; y =

∆y

∆
=

26

11
;

Q

(
− 3

11
;
26

11

)
.

Piвняння шуканої прямої OQ знайдемо за формулою (5.7)

x− 0

− 3
11 − 0

=
y − 0
26
11 − 0

; ⇒ − 3

11
y =

26

11
x;

y = −26

3
x.

Вiдповiдь: OQ: y = −26

3
x.
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5. Довести, що чотирикутник ABCD з вершинами в точ-
ках A(2, 3), B(5, 4), C(10, 1), D(1,−2) є трапецiя. Знайти рiв-
няння середньої лiнiї трапецiї ABCD.

Розв’язання. За визначенням, трапецiя – це чотирикут-
ник, у якого двi протилежних сторони паралельнi. Обчисли-
мо кутовi коефiцiєнти сторiн чотирикутника й перевiримо, чи
є така пара коефiцiєнтiв, яка б задовольняла умовi паралель-
ностi (5.15).

kAB =
4− 3

5− 2
=

1

3
; kBC =

1− 4

10− 5
= −3

5
;

kCD =
−2− 1

1− 10
=

1

3
; kAD =

−2− 3

1− 2
= 5.

Бачимо, що kAB = kCD, отже, AB ‖ CD. Значить, ABCD –
трапецiя.

Шукана середня лiнiя KP проходить через середини бiч-
них сторiн паралельно AB i CD.

Знайдемо точку K – середину AD:

xK =
2 + 1

2
=

3

2
; yK =

3− 2

2
=

1

2
; K

(
3

2
;
1

2

)
.

З умови паралельностi kKP = kAB =
1

3
. Пiдставимо у

формулу (5.5):
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y − 1

2
=

1

3

(
x− 3

2

)
;

y − 1

2
=

1

3
x− 1

2
;

y =
1

3
x.

Вiдповiдь: KP : y =
1

3
x.

6. Знайти вiдстань мiж прямими 3x − 5y + 7 = 0 та 3x −
5y − 8 = 0.

Розв’язання. Заданi прямi паралельнi, тому що k1 = k2 =
3

5
. Скористаємось формулою (5.19):

d =
|c1 − c2|√
a2 + b2

=
|7− (−8)|√
32 + (−5)2

=
15√
34
.

Вiдповiдь: d =
15√
34

.

Тема 6. Площина i пряма в просторi

1. Рiвняння площини
Нехай на площинi P задано точку M0(x0, y0, z0) i вибрано

вектор ~n = (a; b; c), перпендикулярний до площини P (вектор
нормалi, або нормальний вектор).
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Виберемо на P довiльну точку M(x, y, z). Тодi век-
тор

−−−→
M0M(x − x0, y − y0, z − z0) перпендикулярний ~n,

тому
(−−−→
M0M,~n

)
= 0:

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0. (6.1)

Це рiвняння площини, яка проходить через задану точкуM0

перпендикулярно заданому вектору ~n.
Розкриємо дужки в (6.1):

ax− ax0 + by − by0 + cz − cz0 = 0,

ax+ by + cz + (−ax0 − by0 − cz0︸ ︷︷ ︸
позначимо через d

) = 0⇒

ax+ by + cz + d = 0. (6.2)

Якщо в (6.2) a, b i c одночасно не рiвнi 0, то (6.2) – загальне
рiвняння площини.

Деякi окремi випадки рiвняння (6.2):
1) d = 0 ⇒ ax + by + cz = 0 – площина проходить через

початок координат;
2) a = 0⇒ by + cz + d = 0 – площина паралельна OX,
b = 0⇒ ax+ cz + d = 0 – площина паралельна OY ,
c = 0⇒ ax+ by + d = 0 – площина паралельна OZ;
3) a = 0, b = 0⇒ cz + d = 0 – площина паралельна XOY ,
a = 0, c = 0⇒ by + d = 0 – площина паралельна XOZ,
b = 0, c = 0⇒ ax+ d = 0 – площина паралельна Y OZ.
Якщо в рiвняннi (6.2) жоден iз коефiцiєнтiв не рiвний 0 i

d 6= 0, то його можна перетворити так:

ax+ by + cz + d = 0⇒ ax+ by + cz = −d | ÷(−d)⇒

⇒ ax

−d
+
by

−d
+
cz

−d
= 1⇒

x

A
+
y

B
+
z

C
= 1, (6.3)
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де A = −d
a
, B = −d

b
, C = −d

c
– це довжини вiдрiзкiв, якi

площина вiдтинає на координатних осях; рiвняння (6.3) при
цьому називається рiвнянням площини ”у вiдрiзках на осях”:

Нехай задано три точки M1(x1, y1, z1), M2(x2, y2, z2) i
M3(x3, y3, z3), якi не лежать на однiй прямiй. Складемо рiв-
няння площини, яка проходить через цi точки. Вiзьмемо до-
вiльну точку M(x, y, z) i розглянемо вектора

−−−→
M1M ,

−−−−→
M1M2,−−−−→

M1M3.

Вони будуть лежати в однiй площинi тодi i тiльки тодi, ко-
ли будуть комплaнарнi, тобто, якщо виконуватиметься умо-
ва: ∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣ = 0. (6.4)

Це i є рiвняння площини, що проходить через три заданi
точки.

Приклад. Скласти рiвняння площини, що проходить че-
рез точки A(1; 2;−3), B(0; 4; 1) i C(2; 5;−7).

Розв’язання. Пiдставимо в рiвняння (6.4) координати да-
них точок:
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∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 2 z + 3
0− 1 4− 2 1 + 3
2− 1 5− 2 −7 + 3

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

∣∣∣∣∣∣
x− 1 y − 2 z + 3
−1 2 4
1 3 −4

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒

⇒ −8(x−1)+4(y−2)−3(z+3)−2(z+3)−12(x−1)−4(y−2) = 0⇒

⇒ −20(x− 1)− 5(z + 3) = 0⇒ 4(x− 1) + z + 3 = 0⇒

⇒ 4x+ z − 1 = 0 − рiвняння шуканої площини.

2. Вiдстань вiд точки до площини
Нехай задано площину P : ax + by + cz + d = 0 i точку

M1(x1, y1, z1) поза нею:

Вiдстань d вiд M1 до P обчислюється за формулою:

d =
|ax1 + by1 + cz1 + d|√

a2 + b2 + c2
. (6.5)

3. Взаємне розмiщення двох площин
Нехай двi площини P1 i P2 заданi загальними рiвняннями:

P1 : a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

P2 : a2x+ b2y + c2z + d2 = 0.

Кут мiж P1 i P2 дорiвнює куту мiж їх нормальними век-
торами ~n1 = (a1, b1, c1) i ~n2 = (a2, b2, c2) i обчислюється за
формулою:

cosϕ =
(~n1, ~n2)

|~n1| · |~n2|
=

|a1a2 + b1b2 + c1c2|√
a2

1 + b21 + c2
1 ·
√
a2

2 + b22 + c2
2

. (6.6)
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(ϕ – це один iз кутiв, iнший π − ϕ).
Якщо P1 ⊥ P2, то cosϕ = 0⇒

a1a2 + b1b2 + c1c2 = 0. (6.7)

(6.7) – умова перпендикулярностi двох площин.
Якщо P1 ‖ P2, то ~n1 ‖ ~n2 ⇒

a1

a2
=
b1
b2

=
c1

c2
6= d1

d2
. (6.8)

(6.8) – умова паралельностi двох площин.

4. Рiвняння прямої в просторi
Будь-яку пряму в просторi можна задати як лiнiю перети-

ну двох непаралельних площин. При цьому, якщо цi площини
заданi загальними рiвняннями, система{

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,
a2x+ b2y + c2z + d2 = 0

(6.9)

задає загальне рiвняння прямої в просторi.
Якщо вiдома точка M0(x0, y0, z0), через яку проходить

пряма L, i вiдомий вектор ~q = (l,m, n), колiнеарний L, то
рiвняння

x− x0

l
=
y − y0

m
=
z − z0

n
(6.10)

називають канонiчним рiвнянням прямої в просторi.
Позначимо через t цi вiдношення:

x− x0

l
=
y − y0

m
=
z − z0

n
= t⇒


x− x0

l
= t,

y − y0

m
= t,

z − z0

n
= t

⇒


x = x0 + lt,
y = y0 +mt,
z = z0 + nt,

t ∈ (−∞,+∞). (6.11)
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Рiвняння (6.11) – параметричнi рiвняння прямої в просторi.
Якщо пряма задана у виглядi (6.9), то можна звести йо-

го до канонiчного вигляду, знайшовши довiльну точку, через
яку проходить ця пряма, i координати одного з напрямних
векторiв ~q. Розглянемо цей процес на прикладi.

Приклад 1. Звести загальне рiвняння прямої, заданої як
лiнiя перетину двох площин{

x+ 2y − z + 1 = 0,
2x− y + 3z − 2 = 0

, (∗)

до канонiчного вигляду.
Розв’язання. Знайдемо координати довiльної точки на цiй

прямiй. Для цього в (∗) покладемо, наприклад, x0 = 0. Тодi:{
2y − z = −1,
−y + 3z = 2 | ·2 ⇒ 2y − z = −1,

−2y + 6z = 4

}
⇒

⇒ 5z = 3⇒ z0 =
3

5
; 2y = −1 +

3

5
= −2

5
⇒ y0 = −1

5
.

Отже, M0

(
0;−1

5
;
3

5

)
.

Знайдемо тепер координати напрямного вектора ~q.
Оскiльки цей вектор перпендикулярний i вектору ~n1 =
(1; 2;−1) (це нормальний вектор площини x+ 2y− z+ 1 = 0),
i вектору ~n2 = (2;−1; 3) (це нормальний вектор площини
2x − y + 3z − 2 = 0), то координати вектора ~q знайдемо на-
ступним чином:

~q =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 2 −1
2 −1 3

∣∣∣∣∣∣ =

(∣∣∣∣ 2 −1
−1 3

∣∣∣∣ ;− ∣∣∣∣ 1 −1
2 3

∣∣∣∣ ; ∣∣∣∣ 1 2
2 −1

∣∣∣∣) =

= (5;−5;−5)

(визначник розкрито за елементами першого рядка).
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Отже, шукане канонiчне рiвняння прямої має вигляд:

x

5
=
y + 1

5

−5
=
z − 3

5

−5
⇒ x = −

y + 1
5

1
= −

z − 3
5

1
.

Параметричнi рiвняння (6.11) прямої в просторi зручно
використовувати, коли потрiбно знайти точку перетину пря-
мої i площини.

Приклад 2. Знайти точку перетину прямої

x− 2

4
=
y − 3

2
=
z + 1

5

з площиною x+ 2y − 3z − 4 = 0.
Розв’язання. а) Запишемо канонiчнi рiвняння у парамет-

ричному виглядi:
x− 2

4
= t,

y − 3

2
= t,

z + 1

5
= t

⇒


x = 4t+ 2,
y = 2t+ 3,
z = 5t− 1.

б) в рiвняння площини x+ 2y− 3z − 4 = 0 замiсть x, y i z
пiдставимо правi частини параметричних рiвнянь:

(4t+ 2) + 2(2t+ 3)− 3(5t− 1)− 4 = 0,

4t+ 2 + 4t+ 6− 15t+ 3− 4 = 0,

−7t = −7⇒ t = 1.

в) пiдставимо t = 1 в правi частини параметричних рiв-
нянь:

x = 4 + 2 = 6,
y = 2 + 3 = 5,
z = 5− 1 = 4

⇒M(6; 5; 4)

– точка перетину заданої прямої i заданої площини.
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Нехай задано двi точки M1(x1, y1, z1) i M2(x2, y2, z2) на
прямiй L.

Тодi для довiльної точки M(x, y, z) на цiй же прямiй век-
тори

−−−−→
M1M2 i

−−−→
M1M будуть колiнеарнi, отже, за формулою

(6.10):
x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
. (6.12)

(6.12) – рiвняння прямої в просторi, що проходить через двi
заданi точки.

5. Вiдстань вiд точки до прямої в просторi
Вiдстань d вiд точки M1(x1, y1, z1) до прямої L:

x− x0

l
=

y − y0

m
=
z − z0

n
обчислюють за формулою:

d =
1√

l2 +m2 + n2
× (6.13)

×

√∣∣∣∣ y1 − y0 z1 − z0
m n

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ x1 − x0 z1 − z0
l n

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣ x1 − x0 y1 − y0
l m

∣∣∣∣2.
6. Взаємне розмiщення двох прямих
Нехай L1 i L2 заданi канонiчними рiвняннями

L1 :
x− x1

l1
=
y − y1

m1
=
z − z1

n1
⇒ ~q1 = (l1,m1, n1),

L2 :
x− x2

l2
=
y − y2

m2
=
z − z2

n2
⇒ ~q2 = (l2,m2, n2).

Тодi кут ϕ мiж ними – це кут мiж ~q1 i ~q2, косинус якого
обчислюється за формулою:

cosϕ =
(~q1, ~q2)

|~q1| · |~q2|
=

|l1l2 +m1m2 + n1n2|√
l21 +m2

1 + n2
1 ·
√
l22 +m2

2 + n2
2

. (6.14)
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Якщо L1 ⊥ L2, то ~q1 ⊥ ~q2 ⇒ умова перпендикулярностi
двох прямих:

l1l2 +m1m2 + n1n2 = 0, (6.15)

якщо L1 ‖ L2, то ~q1 ‖ ~q2 ⇒ умова паралельностi двох прямих
в просторi:

l1
l2

=
m1

m2
=
n1

n2
. (6.16)

7. Взаємне розмiщення прямої i площини в про-
сторi

Нехай задано площину P : ax+by+cz+d = 0 (~n = (a, b, c))

i пряму L:
x− x0

l
=
y − y0

m
=
z − z0

n
(~q = (l,m, n)).

З деякої точки B на L опустимо перпендикуляр BA на
площину P . Кут BAC дорiвнює 90◦ (AC – лежить в площинi
P ). Якщо L ∦ P , то мiж вектором ~q (який ‖ L) i AC, тобто
мiж L i P , буде деякий кут ϕ:

Цей кут нам i потрiбно знайти. Оскiльки BA ⊥ P , то
вектор

−−→
AB є нормальним до площини P , тобто

−−→
AB = (a; b; c).

Позначимо кут мiж
−−→
AB i ~q через ψ. Тодi:

cosψ =

(−−→
AB, ~q

)
∣∣∣−−→AB∣∣∣ · |~q| =

|al + bm+ cn|√
a2 + b2 + c2 ·

√
l2 +m2 + n2

.
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Оскiльки ϕ = 90◦ − ψ, то ψ = 90◦ − ϕ, отже,

cosψ = cos(90◦ − ϕ) = sinϕ⇒

sinϕ =
|al + bm+ cn|√

a2 + b2 + c2 ·
√
l2 +m2 + n2

. (6.17)

(6.17) – формула для визначення кута мiж прямою i площи-
ною в просторi.

Якщо L ⊥ P , то ~n ‖ ~q ⇒ умова прямої i площини в про-
сторi:

a

l
=

b

m
=
c

n
. (6.18)

Якщо, L ‖ P , то ~n ⊥ ~q ⇒ умова паралельностi прямої i
площини в просторi:

al + bm+ cn = 0. (6.19)

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми ”Площина i пряма в просторi”

1. Дано координати точок: A, B, C i D. Знайти:
a) довжину ребра AB;
б) рiвняння ребра AD;
в) рiвняння гранi ABC;
г) кут мiж ребрами AB i AD;
д) кут мiж гранями ABC i ABD;
е) кут мiж ребром AD i гранню ABC;
є) рiвняння i довжину висоти DK;
ж) площу гранi BCD;
з) об’єм пiрамiди ABCD.

№ в-тa A B C D

1 (3, 1, 4) (−1, 6, 1) (−1, 1, 6) (0, 4,−1)

2 (3,−1, 2) (−1, 0, 1) (1, 7, 3) (8, 5, 8)

3 (3, 5, 4) (5, 8, 3) (1, 2,−2) (−1, 0, 2)

4 (2, 4, 3) (1, 1, 5) (4, 9, 3) (3, 6, 7)
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5 (9, 5, 5) (−3, 7, 1) (5, 7, 8) (6, 9, 2)

6 (0, 7, 1) (2,−1, 5) (1, 6, 3) (3,−9, 8)

7 (5, 5, 4) (1,−1, 4) (3, 5, 1) (5, 8,−1)

8 (6, 1, 1) (4, 6, 6) (4, 2, 0) (1, 2, 6)

9 (7, 5, 3) (9, 4, 4) (4, 5, 7) (7, 9, 6)

10 (6, 8, 2) (5, 4, 7) (2, 4, 7) (7, 3, 7)

11 (4, 2, 5) (0, 7, 1) (0, 2, 7) (1, 5, 0)

12 (4, 4, 10) (7, 10, 2) (2, 8, 4) (9, 6, 9)

13 (4, 6, 5) (6, 9, 4) (2, 10, 10) (7, 5, 9)

14 (3, 5, 4) (8, 7, 4) (5, 10, 4) (4, 7, 8)

15 (10, 9, 6) (2, 8, 2) (9, 8, 9) (7, 10, 3)

16 (1, 8, 2) (5, 2, 6) (5, 7, 4) (4, 10, 9)

17 (6, 6, 5) (4, 9, 5) (4, 6, 11) (6, 9, 3)

18 (7, 2, 2) (−5, 7,−7) (5,−3, 1) (2, 3, 7)

19 (8,−6, 4) (10, 5,−5) (5, 6, 8) (8, 10, 7)

20 (1,−1, 3) (6, 5, 8) (3, 5, 8) (8, 4, 1)

21 (1,−2, 7) (4, 2, 10) (2, 3, 5) (5, 3, 7)

22 (4, 2, 10) (1, 2, 0) (3, 5, 7) (2,−3, 5)

23 (2, 3, 5) (5, 3,−7) (1, 2, 7) (4, 2, 0)

24 (5, 3, 7) (−2, 3, 5) (4, 2, 10) (1, 2, 7)

25 (4, 3, 5) (1, 9, 7) (0, 2, 0) (5, 3, 10)

26 (3, 2, 5) (4, 0, 6) (2, 6, 5) (6, 4,−1)

27 (2, 1, 6) (1, 4, 9) (2,−5, 8) (5, 4, 2)

28 (2, 1, 7) (3, 3, 6) (2,−3, 9) (1, 2, 5)

29 (2,−1, 7) (6, 3, 1) (3, 2, 8) (2,−3, 7)

30 (0, 4, 5) (3,−2, 1) (4, 5, 6) (3, 3, 2)

Приклад розв’язання типового варiанту
1. Дано координати точок: A(−3; 2; 1), B(4; 4; 3),

C(2;−3; 2) i D(1; 5;−2). Знайти:
a) довжину ребра AB;
б) рiвняння ребра AD;
в) рiвняння гранi ABC;
г) кут мiж ребрами AB i AD;
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д) кут мiж гранями ABC i ABD;
е) кут мiж ребром AD i гранню ABC;
є) рiвняння i довжину висоти DK;
ж) площу гранi BCD;
з) об’єм пiрамiди ABCD.
Розв’язання. а) довжину ребраAB обчислимо як довжину

вектора
−−→
AB :

|
−−→
AB| =

√
(4− (−3))2 + (4− 2)2 + (3− 1)2 =

=
√

49 + 4 + 4 =
√

57 (од.);

б) рiвняння ребра AD запишемо за формулою (6.12):

x− (−3)

1− (−3)
=
y − 2

5− 2
=

z − 1

−2− 1
;

x+ 3

4
=
y − 2

3
=
z − 1

−3
;

в) рiвняння гранi ABC знайдемо за допомогою формули
(6.4) як рiвняння площини, що проходить через три точки:∣∣∣∣∣∣
x− (−3) y − 2 z − 1
4− (−3) 4− 2 3− 1
2− (−3) −3− 2 2− 1

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∣∣∣∣∣∣
x+ 3 y − 2 z − 1

7 2 2
5 −5 1

∣∣∣∣∣∣ = 0;

(x+ 3)

∣∣∣∣ 2 2
−5 1

∣∣∣∣− (y − 2)

∣∣∣∣ 7 2
5 1

∣∣∣∣+ (z − 1)

∣∣∣∣ 7 2
5 −5

∣∣∣∣ = 0;

(x+ 3) · (2 + 10)− (y − 2) · (7− 10) + (z − 1) · (−35− 10) = 0;

12(x+ 3) + 3(y − 2)− 45(z − 1) = 0 | ÷3;

4(x+3)+(y−2)−15(z−1) = 0; 4x+12+y−2−15z+15 = 0;

4x+ y − 15z + 25 = 0;

г) кут мiж ребрами AB i AD знайдемо, користуючись
формулами векторної алгебри. Згадаємо, що розташування
прямих в просторi визначається їх напрямними векторами.
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Координати вектора, паралельного прямiй AD з’ясуємо, ско-
риставшись результатами п. б): (4; 3;−3). А координати век-
тора

−−→
AB знайдемо за формулою:

−−→
AB = (xB−xA; yB−yA; zB−zA; ) = (4−(−3); 4−2; 3−1) = (7; 2; 2).

Кут мiж ребрами знайдемо за формулою (??):

cos(
−−→
AB,

−−→
AD) = ± 7 · 4 + 2 · 3 + 2 · (−3)√

72 + 22 + 22 ·
√

42 + 32 + (−3)2
=

=
28√

57 ·
√

34
=

28√
1938

;

∠(
−−→
AB,

−−→
AD) = arccos

(
28√
1938

)
,

∠(
−−→
AB,

−−→
AD) = π − arccos

(
28√
1938

)
;

д) кут мiж гранями ABC i ABD знайдемо як кут мiж век-
торами нормалi до площин (ABC) i (ABD). Вектор нормалi
до площини (ABC) запишемо, скориставшись результатами
обчислень у п. в): ~N1(4; 1;−15). Знайдемо рiвняння площини
ABD:∣∣∣∣∣∣
x− (−3) y − 2 z − 1
4− (−3) 4− 2 3− 1
1− (−3) 5− 2 −2− 1

∣∣∣∣∣∣ = 0;

∣∣∣∣∣∣
x+ 3 y − 2 z − 1

7 2 2
4 3 −3

∣∣∣∣∣∣ = 0;

(x+ 3)

∣∣∣∣ 2 2
3 −3

∣∣∣∣− (y − 2)

∣∣∣∣ 7 2
4 −3

∣∣∣∣+ (z − 1)

∣∣∣∣ 7 2
4 3

∣∣∣∣ = 0;

−12(x+ 3) + 29(y − 2) + 13(z − 1) = 0;

12x− 29y − 13z + 107 = 0;⇒ ~N2(12;−29;−13).

Кут мiж площинами знайдемо за формулою:

cos (~n1, ~n2) =
4 · 12 + 1 · (−29)− 15 · (−13)√

42 + 12 + (−15)2 ·
√

122 + (−29)2 + (−13)2
=
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=
48− 29 + 195√

242 ·
√

1154
=

214

22
√

577
=

107

11
√

577
;

∠((ABC), (ABD)) = arccos
107

11
√

577
;

е) знайдемо кут мiж ребром AD i гранню ABC. Згадає-
мо координати напрямного вектора ребра AD

(
~S(4; 3;−3)

)
i

вектора нормалi до гранi ABC
(
~N(4; 1;−15)

)
. Отже, за фор-

мулою (6.17) маємо:

sinϕ =
4 · 4 + 3 · 1 + (−3) · (−15)√

42 + 32 + (−3)2 ·
√

42 + 12 + (−15)2
=

64√
34 ·
√

242
=

=
64

22
√

17
=

32

11
√

17
;

ϕ = arcsin
32

11
√

17
;

e) рiвняння висоти DK знайдемо як рiвняння перпенди-
куляру, встановленого з вершини D на площину ABC. Зга-
даємо, що пряма визначається вектором, паралельним їй, а
площина – вектором нормалi. Зрозумiло, що шуканий век-
тор, який визначає розташування висоти DK, паралельний
вектору нормалi до площини ABC. З умови паралельностi
маємо

~N(4; 1;−15) ⇒ ~S(4; 1;−15).

Отже рiвняння висотиDK знайдемо за формулою (6.10) (зга-
даємо координати точки D(1; 5;−2)):

x− 1

4
=
y − 5

1
=
z + 2

−15
.

Довжину DK знайдемо як вiдстань вiд точки D до пло-
щини ABC за формулою (6.5). Згадаємо координати точки
D(1; 5;−2) та рiвняння площини ABC: 4x+ y − 15z + 25 = 0

d =
|4 · 1 + 1 · 5− 15 · (−2)|√

42 + 12 + (−15)2
=

39√
242

=
39

11
√

2
;
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ж) площу гранi BCD обчислимо, скориставшись форму-
лами векторної алгебри. Грань BCD – трикутник, площу
якого знайдемо, використовуючи векторний добуток векторiв−−→
BC i

−−→
BD. Для пiдстановки у формулу знайдемо координати

векторiв
−−→
BC i

−−→
BD:

−−→
BC = (2− 4;−3− 4; 2− 3) = (−2;−7;−1);

−−→
BD = (1− 4; 5− 4;−2− 3) = (−3; 1;−5);

S =
1

2

∣∣∣−−→BC ×−−→BD∣∣∣ .
Знайдемо спочатку векторний добуток, а потiм його модуль:

−−→
BC ×

−−→
BD =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
−2 −7 −1
−3 1 −5

∣∣∣∣∣∣ =~i

∣∣∣∣ −7 −1
1 −5

∣∣∣∣−~j ∣∣∣∣ −2 −1
−3 −5

∣∣∣∣+
+~k

∣∣∣∣ −2 −7
−3 1

∣∣∣∣ = (35 + 1)~i− (10− 3)~j + (−2− 21)~k =

= 36~i− 7~j − 23~k;

|
−−→
BC ×

−−→
BD| =

√
362 + (−7)2 + (−23)2 =

√
1296 + 49 + 529 =

=
√

1874;

Отже, S =
1

2

√
1874

(
од.2

)
;

з) об’єм пiрамiди ABCD також обчислимо, скористав-
шись формулами векторної алгебри. Для цього з’ясуємо ко-
ординати векторiв

−−→
AB,

−→
AC,

−−→
AD:

−−→
AB(7; 2; 2);

−→
AC(5;−5; 1);

−−→
AD(4; 3;−3). Обчислимо мiшаний добуток:

−−→
AB·
−→
AC ·
−−→
AD =

∣∣∣∣∣∣
7 2 2
5 −5 1
4 3 −3

∣∣∣∣∣∣ = 105+8+30+40+30−21 = 192;

V =
1

6

∣∣∣−−→AB · −→AC · −−→AD∣∣∣ =
1

6
· 192 = 32

(
од.3

)
.
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Тема 7. Лiнiї другого порядку
Лiнiї, координати точок яких задовольняють в прямокут-

нiй декартовiй системi координат рiвняння другого степеня,
називають лiнiями другого порядку або кривими другого по-
рядку. До них належать: коло, елiпс, гiпербола та парабола.
Цi лiнiї є лiнiями перетину кругового конуса площинами, що
проходять через вершину конуса.

1. Коло

Означення 7.1. Коло – це геометричне мiсце точок пло-
щини (ГМТП), рiвновiддалених вiд заданої точки, яка ле-
жить в цiй площинi i називається центром кола, на задану
вiдстань, яка називається радiусом кола.

Розглянемо коло з центром в точцi O1(a, b) i виберемо до-
вiльну точку M(x, y) на колi.

Тодi
|O1M | =

√
(x− a)2 + (y − b)2 = R⇒

(x− a)2 + (y − b)2 = R2 (7.1)

– канонiчне рiвняння кола (або нормальне рiвняння кола).
Рiвняння 2-го порядку вигляду

Ax2 +Ay2 +Bx+ Cy +D = 0, (7.2)

де A 6= 0 називається загальним рiвнянням кола. Для того,
щоб звести його до вигляду (7.1) (отже, визначити, чи дiйсно
це коло, де його центр i який радiус), потрiбно в (7.2) видiлити
повнi квадрати по x i y.
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Приклади. 1) Коло задано рiвнянням (x+2)2 +(y−1)2 =
4. Визначити координати центру, радiус та побудувати коло.

2) З’ясувати, чи визначає рiвняння x2+4x+y2−6y+12 = 0
коло. Якщо так, то знайти координати центру та радiус.

Розв’язання. 1) Iз рiвняння (x+ 2)2 + (y − 1)2 = 4 визна-
чаємо (спiвставивши його з (7.1), що центром цього кола є
точка O1(−2; 1), а радiус R =

√
4 = 2.

2)Видiлимо в рiвняннi x2 + 4x + y2 − 6y + 12 = 0 повнi
квадрати по x i y:

(x2+4x)+(y2−6y)+12 = 0⇒ (x+2)2−4+(y−3)2−9+12 = 0⇒

⇒ (x+ 2)2 + (y − 3)2 = 4 + 9− 12 = 1⇒

⇒ (x+ 2)2 + (y − 3)2 = 1 − коло з центром в (−2; 3), R = 1.

2. Елiпс

Означення 7.2. Елiпс – це ГМТП, для кожної з яких су-
ма вiдстаней до двох фiксованих точок F1 i F2 (це фокуси
елiпса) є величиною сталою i бiльшою за вiдстань мiж фо-
кусами.

Виберемо початок координат в серединi вiдрiзку F1F2, до-
вжину якого позначимо 2c. O(0, 0) – центр елiпса.
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Тодi F1(−c; 0) – лiвий фокус, F2(c; 0) – правий фокус. По-
значимо |MF1| = r1, |MF2| = r2 – це фокальнi радiуси точки
M(x, y), яка розташована на елiпсi. Позначимо сталу вели-
чину iз означення через 2a. Тодi, згiдно з означенням елiпса,
маємо:

r1 + r2 = 2a ⇒
√

(x+ c)2 + y2 +
√

(x− c)2 + y2 = 2a. (7.3)

Рiвняння (7.3) можна спростити i привести до вигляду

x2

a2
+
y2

b2
= 1, (7.4)

де b2 = a2 − c2. Рiвняння (7.4) – канонiчне рiвняння елiпса
з фокусами на осi OX i a > b (рис. 1); a – бiльша пiввiсь
елiпса, b – менша пiввiсь. Якщо ж a < b, то b2 = a2 + c2,
фокуси F1(0;−c) i F2(0; c) розташованi на осi OY (рис. 2).

Рис. 1 Рис. 2
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Iз рiвняння (7.4) випливає, що осi елiпса є його осями си-
метрiї, а точка їх перетину – центром його симетрiї. У ча-
стинному випадку, коли a = b, c = 0, маємо коло радiуса a з
центром в початку координат.

Якщо центр елiпса (з осями, паралельними осям OX i
OY ) знаходиться не в початку координат, а в точцi (x0; y0),
то його канонiчним рiвнянням буде

(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1. (7.5)

Величина e =
c

a
називається ексцентриситетом елiпса,

де a – величина дiйсної пiввiсi.

Приклади: 1) Побудувати елiпс
x2

4
+
y2

9
= 1;

2) Побудувати елiпс
(x+ 1)2

9
+

(y − 3)2

4
= 1.

Розв’язання. 1)
x2

4
+
y2

9
= 1 ⇒ a2 = 4 ⇒ a = 2; b2 = 9 ⇒

b = 3. Отже, маємо елiпс з центром в (0; 0), пiвосi a = 2, b = 3,
фокуси на осi OY : c2 = b2 − a2 = 9 − 4 = 5 ⇒ F1(0;−

√
5),

F2(0;
√

5).

Зауважимо, що при побудовi елiпса використали основ-
ний прямокутник елiпса (на малюнку – пунктиром), сторони
якого довжиною 2a i 2b паралельнi осям координат, центр –
в (0; 0).

103



2) Центр елiпса, заданого рiвнянням
(x+ 1)2

9
+

(y − 3)2

4
=

1, в точцi O1(−1; 3), пiвосi a =
√

9 = 3, b =
√

4 = 2, ABCD –
основний прямокутник.

3. Гiпербола
Означення 7.3. Гiпербола – це ГМТП, для кожної з яких

модуль рiзницi вiдстаней до двох фiксованих точок F1 i F2

(фокусiв гiперболи) є величиною сталою i меншою, нiж вiд-
стань мiж фокусами.

По аналогiї з елiпсом: нехай |F1F2| = 2c; центр гiперболи
O(0; 0) – середина F1F2, тодi

|r1−r2| = 2a < 2c ⇒
∣∣∣√(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2

∣∣∣ = 2a ⇒

⇒ x2

a2
− y2

c2 − a2
= 1 ⇒ x2

a2
− y2

b2
= 1 (7.6)

– канонiчне рiвняння гiперболи з фокусами на осi OX, цен-
тром в O(0; 0). При цьому вiсь OX називається дiйсною вiссю

104



гiперболи (гiпербола перетинає її в двох точках) а вiсь OY –
уявною вiссю (гiпербола не має з нею спiльних точок).

Гiпербола, задана рiвнянням

x2

a2
− y2

b2
= −1, (7.7)

називається спряженою до гiперболи (7.6); її фокуси розта-
шованi на OY ; для неї OY – дiйсна вiсь, а OX – уявна.

Якщо центр гiперболи розташований в точцi (x0, y0), а
осi гiперболи паралельнi осям координат, то її канонiчним
рiвнянням буде

(x− x0)2

a2
− (y − y0)2

b2
= 1, (7.8)

(x− x0)2

a2
− (y − y0)2

b2
= −1 − для спряженої гiперболи.

Величина ε =
c

a
– ексцентриситет гiперболи, де a – ве-

личина дiйсної пiввiсi.
Приклад. Побудувати гiперболу

x2

9
− y2

4
= 1 (7.9)

та спряжену до неї.
Розв’язання. Маємо центр в (0; 0), пiвосi a =

√
9 = 3,

b =
√

4 = 2.
1) Будуємо основний прямокутник гiперболи ABCD

(центр в (0; 0), AD = BC = 2a = 6, AB = DC = 2b = 4,
сторони паралельнi OX i OY )
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Рис. 3
2) проводимо прямi, якi мiстять дiагоналi прямокутника

AC i BD; цi прямi є похилими асимптотами гiлок гiперболи,

їх рiвняня: y = ± b
a
x.

На рис. 3 зображена гiпербола, визначена рiвнянням (7.9).
Точки дотику гiлок гiперболи до сторiн прямокутника – це
вершини гiперболи:

Для побудови спряженої гiперболи
x2

9
− y2

4
= −1 повто-

рюємо кроки 1) i 2), але гiлки гiперболи розташовуємо зверху
i знизу основного прямокутника:

Рис. 4

4. Парабола

Означення 7.4. Парабола – це ГМТП, для яких вiдстань
до деякої фiксованої точки F цiєї площини дорiвнює вiдстанi
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до деякої фiксованої прямої, яка теж розташована в данiй
площинi.

При цьому точка F – це фокус параболи, а фiксована пря-
ма – це директриса параболи.

Проведемо вiсь OX через фокус F перпендикулярно ди-
ректрисi. Виберемо початок координат в серединi вiдрiзка
FD (D – точка перетину OX i директриси). Позначимо до-
вжину FD через p. Тодi F

(p
2

; 0
)

– фокус. Нехай M(x, y) –
довiльна точка на параболi, вiдстань вiд неї до фокуса позна-
чимо через r, а до директриси – через d (вiдрiзок MK).

Згiдно з означенням параболи рiвнiсть r = d є необхiд-
ною i достатньою умовою розташування точки M на данiй
параболi. Оскiльки

r =

√(
x− p

2

)2
+ y2, d =

p

2
+ x (для x > 0),

то спiввiдношення√(
x− p

2

)2
+ y2 =

p

2
+ x ⇒ y2 = 2px (7.10)

можна розглядати як канонiчне рiвняння параболи. Тут p –
параметр параболи. Парабола, визначена рiвнянням (7.10),
має вершину в (0; 0), вiссю симетрiї є вiсь OX, гiлки параболи
напрямленi праворуч:
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Iншi випадки розташування параболи з вiссю, паралель-
нiй однiй iз осей координат, та їх канонiчнi рiвняння:

y2 = −2px (7.11) x2 = 2py (7.12)

x2 = −2py (7.13)

Якщо вершина параболи в точцi (x0; y0), а вiсь паралельна
однiй iз осей координат, то канонiчними рiвняннями є наступ-
нi:
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(y− y0)2 = 2p(x− x0) – вiсь паралельна OX, гiлки право-
руч;

(y− y0)2 = −2p(x− x0) – вiсь паралельна OX, гiлки лiво-
руч;

(x− x0)2 = 2p(y − y0) – вiсь паралельна OY , гiлки вверх;
(x− x0)2 = −2p(y− y0) – вiсь паралельна OY , гiлки вниз.

5. Методика зведення до канонiчного вигляду рiв-
нянь лiнiй другого порядку

Загальне рiвняння лiнiї 2-го порядку

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (7.14)

визначає одну iз наступних кривих:
1) крива елiптичного типу (елiпс; коло; одна точка; уявне

мiсце точок);
2) крива гiперболiчного типу (гiпербола; пара прямих, що

перетинаються);
3) крива параболiчного типу (парабола; пара паралельних

прямих; пара прямих, що спiвпадають; уявне мiсце точок).
Якщо в (7.14) AC − B2 6= 0, то лiнiя має певний центр

i називається центральною (коло, елiпс i гiпербола). Якщо
AC −B2 = 0, то лiнiя не має центру (парабола).

Спрощення рiвняння (7.14) досягається таким перетво-
ренням координат, при якому зникає доданок з добутком
змiнних x i y, якщо вiн є в рiвняннi.

Розглянемо простiший випадок, коли в (7.14) B = 0. Рiв-
няння (7.14) матиме вигляд:

Ax2 + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0. (7.15)

Метод спрощення: видiлення повних квадратiв. При цьо-
му:

1. Якщо A = C, то (7.15) визначає або коло, або точку,
або уявне мiсце точок.
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Приклад 1. 2x2 + 2y2 + 6x − 8y − 1 = 0 – спростити та
накреслити.

Розв’язання.

2x2 + 2y2 + 6x− 8y = 1

2(x2 + 3x) + 2(y2 − 4y) = 1

(x2 + 3x) + (y2 − 4y) =
1

2(
x+

3

2

)2

− 9

4
+ (y − 2)2 − 4 =

1

2(
x+

3

2

)2

+ (y − 2)2 =
9

4
+ 4 +

1

2
=

27

4
−

– це рiвняння кола з центром в точцi
(
−3

2
; 2

)
i радiусом

√
27

2
.

Зауважимо: Якщо при спрощеннi одержуємо рiвняння
вигляду

(x− x0)2 + (y − y0)2 = 0,

то це рiвняння визначає тiльки одну точку: (x0, y0).
Якщо ж одержуємо рiвняння вигляду

(x− x0)2 + (y − y0)2 = −a,

де a – деяке додатне число, то дане рiвняння визначає уявне
мiсце точок.

2. Якщо A i C – рiзнi, але однакового знаку (AC > 0),
то рiвняння (7.15) визначає або елiпс, або уявне мiсце точок,
або одну точку.

Приклад 2. Звести до канонiчного вигляду та побудува-
ти:

x2 + 2y2 − 4x+ 8y − 2 = 0.

Розв’язання.

x2 + 2y2 − 4x+ 8y = 2
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(x− 2)2 + 2(y2 + 4y) = 2

(x− 2)2 + 2
[
(y + 2)2 − 4

]
= 2

(x− 2)2 + 2(y + 2)2 = 10 | ÷10

(x− 2)2

10
+

(y + 2)2

5
= 1.

Це елiпс з пiвосями a =
√

10, b =
√

5, центр симетрiї – в точцi
(2;−2).

Зауваження аналогiчнi тим, що наведенi в прикладi 1.
3. Якщо A i C рiзного по знаку (A · C < 0), то рiвняння

(7.15) визначає або гiперболу, або прямi, що перетинаються.
Приклад 3. Звести до канонiчного вигляду та побудува-

ти:
2x2 − y2 + 4x− 6y − 3 = 0.

Розв’язання.

2x2 + 4x− (y2 + 6y) = 3

2(x2 + 2x)− (y2 + 6y) = 3

2
[
(x+ 1)2 − 1

]
−
[
(y + 3)2 − 9

]
= 3

2(x+ 1)2 − 2− (y + 3)2 + 9 = 3

2(x+ 1)2 − (y + 3)2 = 3 + 2− 9 = −4 | ÷4
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(x+ 1)2

2
− (y + 3)2

4
= −1.

Це гiпербола з центром в точцi (−1;−3), пiвосями a =
√

2,
b = 2; дiйсна вiсь O1Y1‖OY , уявна вiсь O1X1‖OX.

4. Якщо в рiвняннi (7.15) або A = 0, або C = 0, то таке
рiвняння визначає або параболу, або пару паралельних пря-
мих.

Приклад 4. Звести до канонiчного вигляду та побудува-
ти криву, що визначається рiвнянням:

4x2 − 8x+ 6y − 5 = 0.

Розв’язання. Видiлимо повний квадрат по x:

4(x2 − 2x) = −6y + 5

x2 − 2x = −6

4
y +

5

4

(x− 1)2 − 1 = −6

4
y +

5

4

(x− 1)2 = −6

4
y +

5

4
+ 1 = −6

4
y +

9

4

(x− 1)2 = −6

4
(y − 1, 5) ⇒ (x− 1)2 = −3

2

(
y − 3

2

)
.
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Отже, вихiдне рiвняння зведено до вигляду

(x− x0)2 = −2p(y − y0).

Це рiвняння параболи з вершиною в точцi
(

1;
3

2

)
гiлками

донизу; вiсь симетрiї паралельна осi OY :

Приклад 5.

x+ 3y2 − 6y + 4 = 0.

Розв’язання. Видiлимо повний квадрат по y:

3y2 − 6y = −x− 4

3(y2 − 2y) = −x− 4

3
(
(y − 1)2 − 1

)
= −x− 4 ⇒

⇒ (y − 1)2 = −x− 4 + 3 = −x− 1 = −(x+ 1)

(Рiвняння звелось до вигляду (y − y0)2 = −2p(x− x0)).
Це рiвняння параболи з вершиною в точцi (−1; 1), вiсь

симетрiї паралельна осi OX; гiлки направленi влiво.
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми ”Лiнiї другого порядку”

1. Дано рiвняння кола: (x − 3)2 + (y + k)2 = k2. Знайти
координати центра та радiус кола.

2. Дано рiвняння елiпсу:
x2

(k − 3)2
+

y2

(k + 1)2
= 1. Знайти

довжини осей, координати вершин, координати фокусiв та
ексцентриситет елiпса.

3. Дано рiвняння гiперболи:
x2

(k − 5)2
− y2

(k + 1)2
= 1. Знай-

ти довжини осей, координати вершин, координати фокусiв,
ексцентриситет та рiвняння асимптот гiперболи.

4. Дано рiвняння параболи: y2 = kx. Знайти параметр
параболи, координати фокуса та рiвняння директриси.

5. Дано рiвняння кола: x2 + (y + k)2 = k + 4. Визначи-
ти положення точки A(−5, 3) вiдносно кола: належить йому,
знаходиться усерединi або зовнi його?

6. Знайти канонiчне рiвняння кола, якщо вiдомо, що його
центр знаходиться у точцi A(−2; k), а радiус дорiвнює k + 1.

7. Знайти канонiчне рiвняння елiпса, якщо вiдомо, що йо-
го менша вiсь дорiвнює 6, а один з фокусiв має координати
F (−4, 0).

8. Знайти канонiчне рiвняння гiперболи, якщо вiдомо, що
її дiйсна пiввiсь дорiвнює 3 i точка A(6,

√
k) належить гiпер-

болi.
9. Знайти канонiчне рiвняння параболи, якщо вiдомо рiв-

няння її директриси x =
k − 3

k + 5
.

10. Визначити тип кривої другого порядку та привести до
канонiчного виду її рiвняння:

1) 9x2 + 4y2 + 6x− 4y − 2 = 0;
2) 9x2 − 16y2 − 6x+ 8y − 144 = 0;
3) 7x2 + 7y2 − 2x− 7y − 1 = 0;
4) 12x2 − 12x− 32y − 29 = 0;
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5) 2x2 + y2 + 4x− 6y + 12 = 0;
6) 45x2 − 36y2 − 90x− 24y + 41 = 0;
7) x2 + 4y2 − 6x+ 8y − 3 = 0;
8) y2 − 4x+ 4y + 16 = 0;
9) x2 − 4y2 + 8x− 24y − 24 = 0;
10) x2 + 4x+ 2y + 4 = 0;
11) x2 + 4y2 − 4x+ 8y + 7 = 0;
12) x2 − 2y2 − 6x+ 4y + 1 = 0;
13) x2 + y2 − 16x− 36y + 75 = 0;
14) x2 + 10x− 7y + 53 = 0;
15) 3x2 + 5y2 + 54x− 40y + 308 = 0;
16) 3x2 − 2y2 − 42x− 8y + 121 = 0;
17) y2 − 7x+ 18y + 102 = 0;
18) 9x2 + y2 + 6x− 4y − 7 = 0;
19) 4x2 − y2 − 4x+ 8y − 16 = 0;
20) 2x2 − 2x− 32y − 95 = 0.

Приклади розв’язання типового варiанту
1. Дано рiвняння кола: (x − 7)2 + (y + 2)2 = 32. Знайти

координати центра та радiус кола.
Розв’язання. За рiвнянням (7.1) маємо:
- координати центра: O(7,−2);
- радiус R =

√
32 = 4

√
2 (од.).

2. Дано рiвняння елiпсу:
x2

16
+
y2

7
= 1. Знайти довжини

осей, координати вершин, координати фокусiв та ексцентри-
ситет елiпса.

Розв’язання. З рiвняння (7.4) у вiдповiдностi з визначен-
нями:

- велика вiсь 2a = 2 · 4 = 8⇒ a = 4;
- мала вiсь 2b = 2

√
7⇒ b =

√
7.

Звiдси координати вершин A1(−4, 0), A2(4, 0), B1(0,−
√

7),
B2(0,

√
7).
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Щоб записати координати фокусiв, скористаємося основ-
ною тотожнiстю для елiпса i знайдемо параметр c:

b2 = a2 − c2; ⇒ c2 = a2 − b2 = 16− 7 = 9; c = 3.

Маємо координати фокусiв: F1(−3; 0); F2(3; 0).
Знаходимо ексцентриситет елiпсa:

e =
c

a
=

3

4
.

3. Дано рiвняння гiперболи:
x2

8
− y

2

5
= 1. Знайти довжини

осей, координати вершин, координати фокусiв, ексцентриси-
тет та piвняння директрис i асимптот гiперболи.

Розв’язання. З рiвняння (7.6) у вiдповiдностi з визначен-
нями:

- дiйсна вiсь 2a = 2 ·
√

8 = 4
√

2⇒ a = 2
√

2;
- умовна вiсь 2b = 2

√
5⇒ b =

√
5.

Звiдси координати вершин: A1(−2
√

2; 0), A2(2
√

2; 0).
Щоб записати координати фокусiв, скористаємося основ-

ною тотожнiстю для гiперболи i знайдемо параметр c :

b2 = c2 − a2; ⇒ c2 = a2 + b2 = 8 + 5 = 13; c =
√

13.

Маємо координати фокусiв: F1(−
√

13; 0); F2(
√

13; 0).
Знайдемо ексцентриситет гiперболи:

e =
c

a
=

√
13

2
√

2
.

Рiвняння асимптот гiперболи запишемо, скориставшись
формулою:

y = ± b
a
x ⇒ y = ±

√
5

2
√

2
x.
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4. Дано рiвняння параболи: y2 = 8x. Знайти параметр
параболи, координати фокуса та рiвняння директриси.

Розв’язання. З рiвняння (7.10) у вiдповiдностi з визначен-
нями знаходимо параметр параболи:

2p = 8; ⇒ p = 4.

Фокус має координати F
(p

2
; 0
)
⇒ F (2, 0). А рiвняння ди-

ректриси має вигляд:

x = −p
2

; ⇒ x = −2.

5. Дано рiвняння кола: (x− 3)2 + (y + 4)2 = 12. Визначи-
ти положення точки A(2;−7) вiдносно кола: належить йому,
знаходиться усерединi або зовнi його?

Розв’язання. Пiдставимо координати точки A у рiвняння
кола:

(2− 3)2 + (−7 + 4)2 = 1 + 9 = 10 < 12.

Звiдси випливає, що точка лежить в серединi кола. Якщо б
тотожнiсть виконувалася, це б означало, що точка належить
колу. В тому ж випадку, коли мiж лiвою та правою частинами
рiвняння ми б були вимушенi поставити знак «>», з цього б
прямувало, що точка лежить поза колом.

6. Знайти канонiчне рiвняння кола, якщо вiдомi коорди-
нати кiнцiв одного з його дiаметрiв AB: A(3; 8), B(−5; 12).

Розв’язання. Щоб записати рiвняння кола, необхiдно
визначити координати центра та радiус кола. За визначен-
ням, центр кола подiляє будь-який з його дiаметрiв навпiл,
тому знайдемо координати центру кола як координати сере-
дини вiдрiзка AB:

x =
3− 5

2
= −1; y =

8 + 12

2
= 10 ⇒ O1(−1; 10).

А радiус знайдемо як довжину вiдрiзка AO1:

R = AO1 =
√

(−1− 3)2 + (10− 8)2 =
√

16 + 4 =
√

20 = 2
√

5.
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Отже, канонiчне рiвняння кола має вигляд:

(x+ 1)2 + (y − 10)2 = 20.

7. Знайти канонiчне рiвняння елiпса, якщо вiдомо, що

лiвий фокус має координату F1(−1; 0), а точка D

(
√

3;

√
3

2

)
належить елiпсу.

Розв’язання. Канонiчне рiвняння елiпса має вигляд:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

3 умови, що точка D належить елiпсу, випливає, що її коор-
динати задовольняють рiвняння елiпса:

(
√

3)2

a2
+

(√
3

2

)2

b2
= 1.

Згадаємо основну тотожнiсть для елiпса:

b2 = a2 − c2; ⇒ c2 = a2 − b2; a2 − b2 = 1,

оскiльки абсциса лiвого фокуса −1.
Отже маємо систему:{ 3

a2
+

3

4b2
= 1;

a2 − b2 = 1.

Розв’яжемо її, щоб знайти довжини великої та малої осей: a2 = b2 + 1
3

b2 + 1
+

3

4b2
= 1

⇒
{
a2 = b2 + 1
12b2 + 3b2 + 3 = 4b4 + 4b2

⇒

⇒
{
a2 = b2 + 1
4b4 − 11b2 − 3 = 0

⇒ b2 =

[
−1

4
− не задов.;

3
⇒
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{
b2 = 3,
a2 = 3 + 1 = 4.

Шукане рiвняння має вигляд:

x2

4
+
y2

3
= 1.

8. Знайти канонiчне рiвняння гiперболи, якщо вiдомо, що

її ексцентриситет дорiвнює
7

5
, а вiдстань вiд вершини до най-

ближчого фокуса дорiвнює 2.
Розв’язання. Канонiчне рiвняння гiперболи має вигляд:

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Щоб знайти величини дiйсної та уявної пiвосей, складемо за
умовою систему:{ c

a
=

7

5
,

c− a = 2;

{
c = a+ 2,
a+ 2

a
=

7

5
;

{
c = a+ 2,
5a+ 10 = 7a;

{
c = 5 + 2 = 7,
a = 5.

Скористаємося основною тотожнiстю для гiперболи i
знайдемо уявну пiввiсь: b2 = c2 − a2 = 49 − 25 = 24. Оста-
точно маємо:

x2

25
− y2

24
= 1.

9. Знайти канонiчне рiвняння параболи, якщо вiдомо рiв-

няння її директриси y = −3

5
.

Розв’язання. З рiвняння директриси робимо висновок, що
парабола симетрична вiдносно осi ординат, тож її рiвняння
має вигляд (7.12):

x2 = 2py.
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З рiвняння директриси знаходимо параметр параболи:

y = −p
2

; −p
2

= −3

5
; ⇒ p =

6

5
.

Отже шукане рiвняння параболи:

x2 =
12

5
y.

10. Визначити тип кривої другого порядку та привести до
канонiчного вигляду її рiвняння: 4x2 + 4y2 + 8x− 10y− 1 = 0.

Розв’язання. За визначенням будь-яке рiвняння другого
ступеня (7.14) описує криву другого порядку. Проаналiзував-
ши задане рiвняння згiдно з п. 5 (Методика зведення до ка-
нонiчного вигляду), зробимо висновок, що загальне рiвняння
кола. Щоб привести його до канонiчного вигляду, видiлимо
повний квадрат (за допомогою формул квадрату суми, квад-
рату рiзницi):

4x2 + 8x = 4
(
x2 + 2x

)
= 4

((
x2 + 2x+ 1

)
− 1
)

= 4(x+ 1)2 − 4,

4y2 − 10y = 4

(
y2 − 5

2
y

)
= 4

((
y2 − 5

2
y +

25

16

)
− 25

16

)
=

= 4

(
y − 5

4

)2

− 25

4
.

Отже, 4x2 + 4y2 + 8x− 10y − 1 =

= 4(x+ 1)2 − 4 + 4

(
y − 5

4

)2

− 25

4
− 1 = 0;

4(x+ 1)2 + 4

(
y − 5

4

)2

=
45

4
| ÷4;

(x+ 1)2 +

(
y − 5

4

)2

=
45

16
.
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Звiдси маємо координати центра кола: O1

(
−1;

5

4

)
, а радiус

R =
3
√

5

4
.

Тема 8. Послiдовностi, функцiї та їх
границi

1. Послiдовностi
Основнi означення

Означення 8.1. Якщо задана закономiрнiсть, згiдно з
якою кожному натуральному числу 1, 2, 3, . . ., вiдповiдає де-
яке дiйсне число, то говорять, що задано послiдовнiсть.

Послiдовнiсть можна розглядати як функцiю, областю
визначення якої є множина натуральних чисел.

Послiдовнiсть визначається формулою, тобто законом,
згiдно з яким установлюється спосiб вiдповiдностi заданих
чисел послiдовним натуральним числам. Послiдовнiсть iз за-
гальним членом an позначається {an}, або просто an.

Iнший спосiб визначення послiдовностi полягає в застосу-
ваннi рекурсiї: n-й член послiдовностi визначається за допо-
могою заданих k(k ≤ n) попереднiх членiв послiдовностi.

Наприклад:
1) Рекурсiя an = an−1 + 3, a1 = 0 визначає послiдовнiсть

0, 3, 6, 9, . . ..
2) Рекурсiя an = a2

n−1 + a2
n−1, a1 = 1, a2 = 2 визначає

послiдовнiсть 1, 2, 5, 27, 734, . . ..
Приклади послiдовностей:

1) an =
1

n
, 1,

1

2
,
1

3
,
1

4
, . . .;

2) an = n!, 1, 2, 6, 24, 120, 720, . . .;

3) an = (−1)
n

n+ 1
,
1

2
,
2

3
,
3

4
,
4

5
, . . .;

4) an =
1

2n
,
1

2
,
1

4
,
1

8
,

1

16
, . . .;
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Означення 8.2. Послiдовнiсть {an} називається обме-
женою, коли iснує таке додатне число M , що нерiвнiсть

|an| ≤M

виконується для всiх n.

Означення 8.3. Послiдовнiсть {an} називається моно-
тонно зростаючою (спадною), якщо

an+1 ≥ an(an+1 ≤ an)

для всiх n.

Означення 8.4. Послiдовнiсть xn називається обмеже-
ною зверху, якщо iснує таке число m, що при всiх n =
1, 2, 3, . . . виконується нерiвнiсть xn ≤ m.

Означення 8.5. Послiдовнiсть xn називається обмеже-
ною знизу, якщо iснує таке число m, що при всiх n =
1, 2, 3, . . . виконується нерiвнiсть xn ≥ m.

Означення 8.6. Послiдовнiсть xn, не обмежена зверху
або знизу, називається необмеженою.

Означення 8.7. Множина довiльних точок X на число-
вiй осi називається обмеженою зверху, якщо iснує таке чис-
ло m, що для всiх x ∈ X виконується нерiвнiсть x ≤ m.
Число m називається верхньою межею множини.

Означення 8.8. Множина довiльних точок X на число-
вiй осi називається обмеженою знизу, якщо iснує таке чис-
ло m, що для всiх x ∈ X виконується нерiвнiсть x ≥ m.
Число m називається нижньою межею множини.

Множина, для якої iснують верхня та нижня межi, нази-
вається обмеженою.

Найменша серед верхнiх меж називається супремумом
i позначається sup{x}. Найбiльша серед нижнiх меж нази-
вається iнфiмумом i позначається inf{x}.
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Означення 8.9. Точною верхньою межею множини X
називається значення M = sup{x} таке, що:

1) для будь-якого x ∈ X виконується непiвнiсть x ≤M ;
2) для будь-якого ε > 0 знайдеться значення x ∈ X таке,

що
x > M − ε.

Аналогiчно означується точна нижня межа множини X.
Справедлива
Теорема 8.1. У будь-якої обмеженої множини iснують

точнi верхня та нижня межi.

Збiжнi та розбiжнi послiдовностi
Означення 8.10. Число a називається границею послi-

довностi {an}, якщо для кожного як завгодно малого додат-
ного числа ε > 0 iснує таке число N(ε), що

|αn − α| < ε для всiх n > N(ε).

Позначення: lim
n→∞

an = a.

Означення 8.11. Послiдовнiсть, яка має границю, нази-
вається збiжною, а яка не має границi називається розбiж-
ною.

Наприклад, послiдовнiсть an =
1

n
– збiжна, оскiльки iснує

lim
n→∞

1

n
= 0 (за означенням

∣∣∣∣ 1

n− 0

∣∣∣∣ =
1

n
< ε для будь-якого

n > N =

[
1

ε

]
).

Зауваження. Послiдовнiсть, границя якої дорiвнює 0,
називається нульовою послiдовнiстю.

Послiдовнiсть an = (−1)n+1 розбiжна, оскiльки не має
границi. Вона почергово набуває значення +1 i −1.
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Властивостi збiжних послiдовностей
Теорема 8.2. Границя сталої дорiвнює цiй сталiй:

lim
n→∞

c = c, c = const.

Теорема 8.3. Якщо послiдовнiсть xn має границю, то ця
границя єдина.
Теорема 8.4. Послiдовнiсть xn, яка має границю, є обме-

женою.
Теорема 8.5. Нехай lim

n→∞
xn = a, a < b. Тодi знайдеться

число N , таке що при будь-якому n > N справджувати-
меться нерiвнiсть

xn < b.

Теорема 8.6. Нехай lim
n→∞

xn = a. Якщо послiдовнiсть xn
при всiх n задовольняє нерiвнiсть xn ≤ b, то

a ≤ b.

Теорема 8.7. Якщо xn ≥ yn i lim
n→∞

xn = a, lim
n→∞

yn = b,
то a ≥ b.

Означення 8.12. Перехiд вiд нерiвностi xn ≥ yn до
нерiвностi a ≥ b називається граничним переходом у нерiв-
ностi.
Теорема 8.8. (про ”охоплену” послiдовнiсть) Нехай вико-

нується нерiвнiсть xn ≤ un ≤ yn. Якщо послiдовностi xn i
yn збiжнi, причому lim

n→∞
xn = a, lim

n→∞
yn = a, то послiдов-

нiсть un також буде збiжною: lim
n→∞

un = a.

Теорема 8.9. (Больцано–Вейєрштрасса) Будь-яка моно-
тонна обмежена послiдовнiсть має границю.
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Число e та його економiчна iнтерпретацiя

Розглянемо послiдовнiсть чисел xn =

(
1 +

1

n

)n
.

Означення 8.13. Границя послiдовностi xn =

(
1 +

1

n

)n
називається числом e.

Позначення:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e. (8.1)

Число e – так зване, Неперове число або число Ейлера.
Наближене значення: e ≈ 2, 71828.
Задача. Початковий вклад у банк становив S0 гривень.

Банк виплачує p% рiчних. Знайти розмiр вкладу St через t
рокiв.

Розв’язання. Очевидно, що при p% рiчних розмiр вкладу
щороку збiльшуватиметься в

(
1 +

p

100

)
, тобто

S1 = S0

(
1 +

p

100

)
,

S2 = S1

(
1 +

p

100

)
= S0

(
1 +

p

100

)2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

St = S0

(
1 +

p

100

)
.

Якщо нараховувати вiдсотки за вкладами не один, а n

раз на рiк, то за того самого приросту p% за
1

n
частину року

буде нараховано
p

n
%, а розмiр вкладу за t рокiв у разi nt

нарахувань досягне

St = S0

(
1 +

p

100n

)nt
.

Вважаємо, що вiдсотки за вкладом нараховуються кожнi
пiвроку (n = 2), щомiсяця (n = 12), щодня (n = 365), щого-
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дини (n = 8760) i т. д. безперервно (n→∞). Тодi

St = lim
n→∞

[
S0

(
1 +

p

100n

)nt]
=

= S0 lim
n→∞

[(
1 +

p

100n

) 100n

b

] tp
100

= S0e
pt
100 ,

або
St = S0e

pt
100 .

У практичних фiнансово-кредитних операцiях неперервне
нарахування вiдсоткiв застосовується рiдко. Воно є ефектив-
ним для аналiзу складних фiнансових проблем, зокрема, в
разi обгрунтовування й вибору iнвестицiйних рiшень.

Нескiнченно малi та нескiнченно великi
послiдовностi

Означення 8.14. Послiдовнiсть xn називається нескiн-
ченно малою, якщо

lim
n→∞

xn = 0.

Послiдовнiсть xn називається нескiнченно великою, як-
що

lim
n→∞

xn =∞.

Теорема 8.10. Сума скiнченного числа нескiнченно ма-
лих послiдовностей є нескiнченно мала послiдовнiсть.

Зауваження. Сума нескiнченно великого числа нескiн-
ченно малих послiдовностей може i не бути нескiнченно ма-
лою.
Теорема 8.11. Добуток нескiнченно малої послiдовностi

на обмежену є нескiнченно мала послiдовнiсть.
Теорема 8.12. Якщо xn – нескiнченно велика послiдов-

нiсть, то yn =
1

xn
– нескiнченно мала послiдовнiсть.
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Теорема 8.13. Якщо xn – нескiнченно мала послiдов-

нiсть i xn 6= 0, то послiдовнiсть yn =
1

xn
є нескiнченно

великою.

Зауваження. Нескiнченно велику (малу) послiдовнiсть
називають також нескiнченно великою (малою) величиною.

Теореми про границi

Теорема 8.14. Для того щоб послiдовнiсть xn мала гра-
ницю a, необхiдно i достатньо, щоб xn = a + yn, де yn –
нескiнченно мала послiдовнiсть.

Теорема 8.15. Якщо послiдовностi xn i yn збiгаються, а
також

lim
n→∞

xn = a;

lim
n→∞

yn = b,

то послiдовностi xn + yn, xnyn, c · xn (c – const,
xn
yn

(b 6= 0)

також збiгаються i виконуються наведенi далi рiвностi.
1. lim

n→∞
(xn + yn) = lim

n→∞
xn + lim

n→∞
yn = a + b – границя

суми послiдовностей дорiвнює сумi їх границь, якщо вони
iснують.

2. lim
n→∞

(xnyn) = lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn = ab – границя добут-
ку послiдовностей дорiвнює добутку їх границь, якщо вони
iснують.

3. lim
n→∞

c·xn = c. lim
n→∞

xn = c·a – сталий множник можна
винести за знак границi.

4. lim
n→∞

xn
yn

=
lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn
=
a

b
(b 6= 0).

Границя вiдношення двох послiдовностей дорiвнює вiд-
ношенню границь послiдовностей, якщо вони iснують i
lim
n→∞

yn 6= 0.
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Приклад.

lim
n→∞

n+ 3

3n+ 1
= lim

n→∞

n+3
n

3n+1
n

= lim
n→∞

1 + 3
n

3 + 1
n

=
lim
n→∞

(
1 + 3

n

)
lim
n→∞

(
3 + 1

n

) =

=
lim
n→∞

1 + lim
n→∞

3
n

lim
n→∞

3 + lim
n→∞

1
n

=
1

3
.

При обчисленнi границi вiдношення двох многочленiв
зручно використовувати правило:

lim
n→∞

apn
p + ap−1n

p−1 + . . .+ an
bqnq + bq−1nq−1 + . . .+ b0

=


ap
bq
, якщо p = q;

∞, якщо p > q;
0, якщо p < q.

(8.2)
Наприклад,

1. lim
n→∞

2n2 + n

3n2 − n
= lim

n→∞

2 + 1
n

3 + 1
n

=
2

3
.

2. lim
n→∞

n2 − n
n+ 2

= lim
n→∞

n− 1

1 + 2
n

= lim
n→∞

n =∞.

2. Границя функцiї
Поняття границi функцiї

Означення 8.15. Нехай x0 ∈ (a, b) i функцiя y =
f(x) визначена на iнтервалi (a, b) за винятком, можли-
во, точки x0. Якщо для будь-якої збiжної послiдовностi xn(

lim
n→∞

xn = x0, x0 6= xn

)
iснує lim

n→∞
f (xn) = A, то говорять,

що функцiя f(x) має границю A при x→ x0.

Позначення:
lim
x→x0

f(x) = A.

Iнше означення границi функцiї дав Кошi:
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Означення 8.16. (Кошi) Границею функцiї y = f(x) при
x, що прямує до a, називається число A, якщо для будь-якого
ε > 0 iснує число δ > 0 таке, що для всiх x, якi задовольня-
ють нерiвнiсть

0 < |x− a| < δ,

виконується нерiвнiсть

|f(x)−A| < ε.

Позначення:
lim
x→a

f(x) = A.

Лiва та права границi функцiї
Означення 8.17. Правою границею функцiї y = f(x), ко-

ли x прямує до a справа, називається число A+ таке, що
для будь-якого ε > 0 iснує δ > 0, при якому для всiх x, що
задовольняють нерiвнiсть

a < x < a+ δ,

маємо
|f(x)−A+| < ε.

Позначення:
lim

x→a+0
f(x) = A+.

Означення 8.18. Лiвою границею функцiї y = f(x), ко-
ли x прямує до a злiва, називається число A− таке, що при
будь-якому ε > 0 iснує δ > 0 таке, що для всiх x, якi задо-
вольняють нерiвнiсть

a− δ < x < a,

маємо
|f(x)−A| < ε.
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Позначення:
lim

x→a−0
f(x) = A−.

Iнколи границю lim
x→a

f(x) = A називають двосторонньою
границею, а границi злiва та справа – одностороннiми грани-
цями.

Зв’язок мiж одностороннiми та двостороннiми гра-
ницями: Функцiя y = f(x) має границю в точцi x = a тодi
i тiльки тодi, коли iснують границi злiва та справа в точцi
x = a i дорiвнюють одна однiй. Символiчно:

lim
x→a

f(x) = A⇔ lim
x→a+0

f(x) = A i lim
x→a−0

f(x) = A.

Теореми про границi функцiї:
Теорема 8.16. Якщо lim

x→a
f(x) = A, то функцiя f(x) об-

межена при x→ a.
Теорема 8.17. Якщо lim

x→a
f(x) = A, A 6= 0, то знайдеться

такий δ-окiл точки a, де ця функцiя набуває значень, якi
мають той самий знак, що й A.

Теорема 8.18. Якщо f(x) = c, то lim
x→a

f(x) = c.

Теорема 8.19. Якщо ϕ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x), i

lim
x→a

ϕ(x) = lim
x→a

ψ(x) = A,

то iснує границя
lim
x→a

f(x) = A.

Теорема 8.20. Якщо iснують границi

lim
x→a

ϕ(x) = A, lim
x→a

ψ(x) = B,

то виконуються такi спiввiдношення
1) lim

x→a
(ϕ(x) + ψ(x)) = lim

x→a
ϕ(x) + lim

x→a
ψ(x) = A+B,

2) lim
x→a

(ϕ(x)ψ(x)) = lim
x→a

ϕ(x) lim
x→a

ψ(x) = AB,
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3) lim
x→a

ϕ(x)

ψ(x)
=

lim
x→a

ϕ(x)

lim
x→a

ψ(x)
=
A

B
, якщо B 6= 0.

Перша визначна границя

lim
x→0

sinx

x
= 1. (8.3)

Наслiдки:

1. lim
x→0

sin ax

sin bx
=
a

b
.(

lim
x→0

sin ax

ax

ax
sin bx
bx bx

= lim
x→0

ax

bx
=
a

b

)
.

2. lim
x→0

tg ax

bx
=
a

b
.(

lim
x→0

sin ax
cos ax

bx
= lim

x→0

sin ax

cos ax · bx
= lim

x→0

sin ax · ax
cos ax · bx · ax

=
a

b

)
.

3. lim
x→0

arctg ax

bx
=
a

b
.(

lim
x→0

arctg ax

bx
=

∣∣∣∣ arctg ax = t⇒ t→ 0
ax = tg t⇒ x = 1

a · tg t

∣∣∣∣ = lim
t→0

t
b
a tg t

=
a

b

)
.

Друга визначна границя

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e. (8.4)

Наслiдки:

1. lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

 lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

x→0
ln(1 + x)

1
x =

∣∣∣∣∣∣
Користуємося
неперервнiстю
функцiї y = lnx

∣∣∣∣∣∣ =

= ln lim
x→0

(1 + x)
1
x = ln e = 1

)
.
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2. lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e.(

lim
x→0

loga(1 + x)

x
= lim

x→0

ln(1 + x)

loga x
=

1

ln a
= loga e

)
.

3. lim
x→0

ex−1
x = 1. lim

x→0

ex − 1

x
=

∣∣∣∣∣∣
y = ex − 1
1 + y = ex

x = ln(1 + y)

∣∣∣∣∣∣ = lim
x→0

y

ln(1 + y)
= 1

 .

4. lim
x→0

ax − 1

x
= ln a.(

lim
x→0

ax − 1

x
= lim

x→0

ex ln a − 1

x ln a
ln a = ln a

)
.

5. lim
x→0

(1 + x)µ − 1

x
= µ. lim

x→0

(1 + x)µ + 1

x
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(1 + x)µ − 1 = y
(1 + x)µ = 1 + y

µ ln(1 + x) = ln(1 + y)
µ ln(1 + x)

ln(1 + y)
= 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= lim
y→0
x→0

y

x
· µ ln(1 + x)

ln(1 + y)
= µ lim

x→0

y

ln(1 + y)
· ln(1 + x)

x
= µ

)
.

У частинному випадку

lim
x→0

n
√

1 + x− 1

x
=

1

n
.

8.3. Неперервнiсть функцiї
Основнi поняття

Означення 8.19. (Кошi). Функцiя y = f(x) називається
неперервною в точцi x0 функцiєю, якщо ця функцiя f визна-
чена в точцi x0 i для кожного (достатньо малого) числа
ε > 0 iснує число δ > 0 таке, що при |x− x0| < δ виконуєть-
ся

|f (x0)− f(x)| < ε;
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або: f(x) – нeперервна в точцi x0, якщо lim
x→x0

f(x) = f (x0) .

Вiдношення lim
x→x0

f(x) = f (x0) можна переписати у
виглядi

lim
x→x0

f(x) = f

(
lim
x→x0

x

)
.

Функцiя y = f(x) – неперервна в точцi x0, якщо при будь-
якому x з iнтервалу (x0 − δ;x0 + δ) значення f(x) лежать у
смузi f (x0)− ε < y < f (x0) + ε.

Дамо означення неперервностi функцiї, еквiвалентнi озна-
ченню Koшi.

Означення 8.20. Функцiя y = f(x) називається непере-
рвною в точцi x0, якщо

1) f(x) визначена в точцi x0;

2) границя злiва в точцi x0 дорiвнює границi справа в цiй
точцi i дорiвнює значенню функцiї в цiй точцi:

lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = f (x0) .
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Означення 8.21. Функцiя y = f(x) називається непере-
рвною в точцi x0, якщо нескiнченно малому приросту аргу-
менту ∆x = x − x0 вiдповiдає нескiнченно малий прирiст
функцiї ∆y = f(x0 + ∆x)− f(x).
Означення 8.22. Функцiя y = f(x) неперервна на про-

мiкку (a, b), якщо вона неперервна в кожнiй точцi цього про-
мiжку.
Означення 8.23. Функцiя y = f(x) неперервна на вiдрiз-

ку [a, b], якщо вона неперервна на промiжку (a, b) i неперерв-
на в точцi x = a справа i в точцi x = b злiва.
Означення 8.24. Функцiя y = f(x) називається непере-

рвною в точцi x0 справа (злiва), якщо

lim
x→x0+0

f(x) = f (x0)

(
lim

x→x0−0
f(x) = f (x0)

)
.

Теорема 8.21. Усi елементарнi функцiї неперервнi на iн-
тервалах визначеностi.

Властивостi неперервних функцiй
Теорема 8.22. Нехай функцiї y = f(x) i y = g(x) – непе-

рервнi на iнтервалi (a, b). Тодi їх наведенi далi комбiнацiї та-

кож неперервнi: 1) f(x)± g(x); 3) constg(x);
2) f(x)g(x); 4) f(x)/g(x), g(x) 6= 0.

Теорема 8.23. Якщо функцiя y = f(x) неперервна в будь-
якiй точцi x0 i u = F (y) неперервна в точцi f (x0), то їх
композицiя f◦F – складена функцiя i u = F (f(x)) – непере-
рвна в точцi x0.
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Розриви функцiї

Означення 8.25. Функцiя y = f(x), яка не є неперервною
в точцi x0, називається розривною в цiй точцi.

Можливi варiанти розриву функцiї в точцi:

1. lim
x→x0

f(x) 6= lim
x→x0

f(x)

2.
lim

x→x0−0
f(x) = +∞;

lim
x→x0+0

f(x) = +∞

3.
lim

x→x0−0
f(x)

lim
x→x0+0

f(x)

 не iснує

Означення 8.26. Точка x0 називається точкою розриву
першого роду функцiї y = f(x), якщо iснують скiнченнi гра-
ницi lim

x→x0+0
f(x), lim

x→x0−0
f(x) i при цьому:

1. lim
x→x0+0

f(x) 6= f (x0)

або
2. lim
x→x0−0

f(x) 6= f (x0)

або
3. lim
x→x0−0

f(x) 6= lim
x→x0+0

f(x)

або


неусувний розрив 1-го роду;
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4. lim
x→x0+0

f(x) = lim
x→x0−0

f(x) 6= f (x0) – усувний розрив 1-го

роду.
Означення 8.27. Точка x0 називається почкою розриву

2-го роду функцiї y = f(x), якщо одна iз границь

lim
x→x0+0

f(x), lim
x→x0−0

f(x)

не iснує або нескiнченна.
Методика дослiдження функцiї y = f(x) на неперервнiсть
1. Знаходимо точку x0 – ”пiдозрiлу” на розрив. Це мо-

же бути точка, в якiй функцiя невизначена або змiнює закон
визначеностi.

2. Визначаємо iнтервали неперервностi функцiї.
3. Обчислюємо

lim
x→x0−0

f(x), lim
x→x0+0

f(x).

4. Робимо висновок згiдно з теоремами (якщо такi границi
iснують), або використовуючи означення точок розриву.

Приклад. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

y =

{
x, x ≤ 1;
x+ 1, x > 1.

Розв’язання. 1. Точка x0 = 1 є ”пiдозрiлою” на розрив,
оскiльки в нiй функцiя змiнює закон визначеностi (на про-
мiжку (−∞; 1) маємо y = x, на промiжку (1,+∞) – iншу
залежнiсть: y = x+ 1.)

2. Функцiя неперервна на промiжках (−∞; 1) i (1; +∞).
3. Знаходимо

lim
x→1−0

f(x) = 1, lim
x→1+0

f(x) = 2.

4. 1 6= 2, тому за означенням функцiя y =

{
x, x ≤ 1;
x+ 1, x > 1

має в точцi x = 1 неусувний розрив 1-го роду.
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Приклад. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

y =


sinx

x
, x 6= 0;

1, x = 0.

Розв’язання. 1. Точка x0 = 0 є ”пiдозрiлою” на розрив,
оскiльки в нiй функцiя змiнює закон визначеностi.

2. (−∞; 0) ∪ (0; +∞) – множина, де функцiя неперервна.
3. Знаходимо

lim
x→0−0

sinx

x
= 1; lim

x→0+0

sinx

x
= 1.

Крiм того, задана функцiя при x = 0 дорiвнює 1. От-
же, дана функцiя неперервна в точцi x0 = 0 за означен-
ням неперервної функцiї. Iнтервалом неперервностi функцiї
y = f(x) ∈ (−∞;∞).

Наслiдки з формул для визначених iнтегралiв

1. lim
x→0

(1 + x)
1
x = e; lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e.

2. lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e; lim

x→0

ln(1 + x)

x
= 1.

3. lim
x→0

ax − 1

x
= ln a, lim

x→0

ex − 1

x
= 1.

4. limx→0
(1 + x)µ − 1

x
= µ.
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ

до теми ”Границя функцiї”

Завдання 1. Завдання 2.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→5

x3 + 3x2 − 14x+ 7

2x2 + 7x+ 13
; 1. lim

x→4

x2 − 16

x2 − 5x+ 4
;

2. lim
x→∞

3x2 − 7x− 1

5x2 + 4x+ 12
; 2. lim

x→∞

x4 − 3x2 + 4x

4x3 + 2x2 − 6
;

3. lim
x→∞

x2 − 6x− 13

5x3 + 4x− 7
; 3. lim

x→∞

√
x2 + 1 +

3
√
x2

4
√
x3 + x− 2x

;

4. lim
x→0

√
x2 + 4− 2

x
; 4. lim

x→0

1− cosx

4x2
;

5. lim
x→π

2

1− sinx(
π
2 − x

)2 ; 5. lim
x→∞

(
2x+ 1

2x− 7

)3x+4

;

6. lim
x→∞

(
4x+ 2

3x− 7

)2x+5

. 6. lim
x→0

ln(1 + 4x)

5x
.

Завдання 3. Завдання 4.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→−4

2x2 + 6x− 15

x3 − 3x2 + 7
; 1. lim

x→−3

x3 + 27

x2 + 4x+ 3
;

2. lim
x→∞

7x3 + 6x+ 13

x2 − 2x3 + 5
; 2. lim

x→∞

2x7 − 3x5 + 4x4

6x3 + 3x2 + 14
;

3. lim
x→∞

4x2 − 8x+ 1

3x4 − 4x3 + 2x
; 3. lim

x→∞

5
√
x10 + 3x+ 7x2

3
√
x4 − 7x+ 2

√
x
;

4. lim
x→4

√
3x+ 4− 4

x2 − 5x+ 4
; 4. lim

x→0

sin 6x

sin 3x
;

5. lim
x→π

4

(π
4
− x
)

tg 2x; 5. lim
x→∞

(
x− 5

x+ 2

)x+3

;

6. lim
x→∞

(
3x− 6

5x+ 4

)x−12

. 6. lim
x→0

e3x − 1

6x
.
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Завдання 5. Завдання 6.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→−2

4x2 + 7x+ 9

3x4 − 15
; 1. lim

x→−2

x4 − 16

x2 + x− 2
;

2. lim
x→∞

5x2 + 7x+ 2

3x3 + x− 15
; 2. lim

x→∞

5x3 − 6x2 + 4

2x2 − 3x− 17
;

3. lim
x→∞

2− x3 − 3x4

2x4 + 7x3 + 5
; 3. lim

x→∞

5
√
x7 + 4 + 4

√
3x3 − 1

6
√
x8 + 7x7 + 3− x

;

4. lim
x→0

√
x2 + 9− 3√
x2 + 16− 4

; 4. lim
x→0

sin2 3x− sin2 x

5x2
;

5. lim
x→π

sinx

x2 − π2
; 5. lim

x→∞

(
5x− 4

5x+ 3

)2x+1

;

6. lim
x→∞

(
4x− 7

9x+ 2

)4x+5

. 6. lim
x→0

5
√

1 + 4x− 1

7x
.

Завдання 7. Завдання 8.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→7

x2 + 6x− 1

3x2 + 5x+ 14
; 1. lim

x→
1

3

27x3 − 1

3x2 + 5x− 2
;

2. lim
x→∞

5x2 − x− 12

7x2 + 3x+ 8
; 2. lim

x→∞

13x6 + 2x5 − 7x3

2x4 + 4x2 + 5
;

3. lim
x→−∞

4x3 − x2 − 17

5x4 − 6x3 + 14x
; 3. lim

x→∞

√
x2 + 1− 4

√
x3 + 1

3
√
x4 + 1− 5

√
x3 + 2

;

4. lim
x→0

√
x2 + 9− 3

x2
; 4. lim

x→0

cos 4x− cos 2x

7x2
;

5. lim
x→π

2

(π
2
− x
)

tg x; 5. lim
x→∞

(
x+ 6

x− 5

)7x−1

;

6. lim
x→∞

(
5x− 4

3x− 2

)7x+9

. 6. lim
x→0

5x − 1

4x
.
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Завдання 9. Завдання 10.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→−3

5x3 + 3x2 + 14

2x2 + 7x− 9
; 1. lim

x→1

x3 − x2 + 5x− 5

2x2 + 3x− 2
;

2. lim
x→∞

11x2 − 4x+ 13

5x3 + x2 + 24
; 2. lim

x→∞

6x4 + 2x2 − 7x

3x2 + 4x+ 8
;

3. lim
x→∞

4− 7x+ 2x3

4x3 + 6x2 + 15
; 3. lim

x→∞

3
√
x4 + 5 + 5

√
x3 + 2

3
√
x7 + 4

;

4. lim
x→5

√
x− 1− 2

x2 − 3x+ 10
; 4. lim

x→0

1− cos 8x

3x2
;

5. lim
x→π

6

sin
(
π
6 − x

)
√

3
2 − cosx

; 5. lim
x→∞

(
4x+ 1

4x+ 3

)9x−11

;

6. lim
x→∞

(
5x+ 3

2x− 1

)3x−9

. 6. lim
x→0

e7x − 1

3x2 − 5x
.

Завдання 11. Завдання 12.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→1

21x2 + 6x− 17

3x4 + 9x2 + 5
; 1. lim

x→7

x2 − 9x+ 14

49− x2
;

2. lim
x→∞

7x2 + x+ 8

3x3 + 2x+ 1
; 2. lim

x→−∞

9x+ 2x5 − 7x3

3x2 + 7x− 9
;

3. lim
x→∞

6x− x5 + 3x2

9x5 + 4x2 + 13x
; 3.

lim
x→∞

7
√
x6 + 2− 3

√
x5 + 4

8
√
x4 + 3x+ 3

√
x2 + 13

;

4. lim
x→1

√
x+ 3−

√
5− x

x2 − 3x+ 2
; 4. lim

x→0

arcsin 5x

x2 + 6x
;

5. lim
x→π

1− sin x
2

cos x2
; 5. lim

x→∞

(
2x+ 1

2x+ 4

)3x+5

;

6. lim
x→∞

(
7x− 3

2x+ 5

)2x−1

. 6. lim
x→0

4
√

(1 + x)3 − 1

5x
.
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Завдання 13. Завдання 14.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→−8

5x2 + 4x− 35

324− x2
; 1. lim

x→−5

125 + x3

x2 + 8x+ 15
;

2. lim
x→∞

6x3 + 9x2 − 4x

5x2 − x− 24
; 2. lim

x→∞

13x4 − 3x2 − 5x

3x2 + 7x− 9
;

3. lim
x→∞

x2 + 5x+ 9

8x3 + 3x2 + 14x
; 3. lim

x→∞

5
√
x7 − 13 +

√
x4 + 9

2x2 − 6
√
x5 + 3

;

4. lim
x→5

x2 − 25√
4x+ 5− 5

; 4. lim
x→0

tg 7x

tg 4x
;

5. lim
x→1

(1− x) tg
πx

2
; 5. lim

x→∞

(
5x+ 3

5x− 1

)4x+2

;

6. lim
x→−∞

(
4x− 1

9x+ 13

)7x+2

. 6. lim
x→0

ln(1 + 8x)

x2 + 5x
.

Завдання 15. Завдання 16.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→4

x4 − 13x

2x2 + 5x− 11
; 1. lim

x→3

x2 − 9

x2 − x− 6
;

2. lim
x→∞

4x2 − 5x+ 9

7x2 + 3x− 1
; 2. lim

x→∞

2x5 − 7x4 + 3x2

4x3 + 6x+ 15
;

3. lim
x→−∞

6x3 − 7x− 9

2x4 + 9x3 + 3x
; 3. lim

x→∞

6
√
x4 + 2− 5

√
x3

√
x+ 7 + 9x

;

4. lim
x→7

√
3x− 5− 4

x2 − 49
; 4. lim

x→0

arctg 5x

sin 4x
;

5. lim
x→π

4

tg
(π

4
− x
)

tg 2x; 5. lim
x→∞

(
7x+ 1

7x+ 3

)x+2

;

6. lim
x→∞

(
4x− 8

6x+ 5

)−2x+3

. 6. lim
x→0

6x − 2x

3x
.
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Завдання 17. Завдання 18.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→2

3x3 − 2x2 + 7x− 1

2x4 + 15
; 1. lim

x→ 1
2

2x2 + 9x− 5

4x2 − 1
;

2. lim
x→−∞

6− 2x2 + x4

3x4 − 5x3 − 11x
; 2. lim

x→∞

8x4 − 4x2 − 9

3x3 + 2x+ 11
;

3. lim
x→∞

5x2 + x− 5

3x4 − 6x2 + 7
; 3. lim

x→∞

√
x3 + 7 + 4x

6
√
x5 + 14x− 2

9
√
x10

;

4. lim
x→−3

√
2x+ 15− 3

x2 − x− 12
; 4. lim

x→0

1− cos2 4x

9x2
;

5. lim
x→π

4

1− sin 2x(
π
4 − x

)2 ; 5. lim
x→∞

(
8x+ 5

8x+ 3

)x−9

;

6. lim
x→∞

(
7x− 1

9x+ 5

)x+8

. 6. lim
x→0

ln(3 + x)− ln 3

x
.

Завдання 19. Завдання 20.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→−6

4x3 + 2x+ 17

3x2 − 2x− 11
; 1. lim

x→6

x2 − 7x+ 6

x2 − 5x− 6
;

2. lim
x→∞

7x3 − 2x− 17

2x2 + 4x3 − 5x
; 2. lim

x→−∞

9x7 + 6x5 + 4x3

5x4 + 3x− 11
;

3. lim
x→∞

2x2 + 9x+ 1

x5 − 6x4 + x
; 3. lim

x→∞

5
√
x3 + 2 4

√
x6 + 3x

7
√
x6 + 2x+ 8

√
x9 + 5

;

4. lim
x→−1

√
x+ 5− 2√
x+ 10− 3

; 4. lim
x→0

6x2 + 3x

sin 5x+ sinx
;

5. lim
x→π

2

cosx

cos 3x
; 5. lim

x→∞

(
4x+ 3

4x+ 5

)3x−1

;

6. lim
x→∞

(
6x+ 7

9x− 3

)2−5x

. 6. lim
x→0

e4x − e3x

x
.
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Завдання 21. Завдання 22.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→−5

2x3 − 7x2 + 3x+ 9

x2 + 11x+ 6
; 1. lim

x→4

x2 − 7x+ 12

x2 − 9x+ 20
;

2. lim
x→∞

3x4 − 2x2 + 6x

5x4 − 7x− 12
; 2. lim

x→∞

5x3 + 4x2 − 7x

2x3 + 11x− 3
;

3. lim
x→∞

7x2 + 3x+ 2

5x3 + 2x+ 13
; 3. lim

x→∞

√
x+ 3 + 3

√
x3 + 2

4
√
x5 + 7x− 2x

;

4. lim
x→2

x3 − 8√
5x− 1− 3

; 4. lim
x→0

x · tg 7x;

5. lim
x→π

4

(π
4
− x
)

tg 2x; 5. lim
x→∞

(
2x− 1

2x− 5

)7x+5

;

6. lim
x→∞

(
5x− 4

3x− 2

)8x+9

. 6. lim
x→0

7
√

(1 + 2x)3 − 1

5x
.

Завдання 23. Завдання 24.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→3

17− 6x2 + 3x4

x2 − 9x− 1
; 1. lim

x→2

4x2 − 9x+ 2

x2 − 4x
;

2. lim
x→∞

x4 − 2x3 + 19x

9x4 − x+ 15
; 2. lim

x→∞

4x5 + 2x3 − 7x

2x3 + 3x− 11
;

3. lim
x→−∞

10x2 + 6x+ 5

x7 + 3x2 + 4x
; 3. lim

x→∞

3
√
x5 + 4 + 4

√
x3 − 2

4
√
x6 + 2x5 − 1− 4x

;

4. lim
x→−4

√
x+ 5− 1

x3 + 64
; 4. lim

x→0

sin 9x− sin 7x

x · cos 4x
;

5. lim
x→π

3

sin
(
π
3 − x

)
1
2 − cosx

; 5. lim
x→∞

(
5x− 1

5x+ 5

)4x+3

;

6. lim
x→−∞

(
3x+ 6

8x− 1

)2x+7

. 6. lim
x→0

ln(5 + x)− ln 5

4x
.
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Завдання 25. Завдання 26.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→−3

2x3 − 5x− 1

4x2 + 5x+ 10
; 1. lim

x→5

x2 − 25

x2 − 8x+ 15
;

2. lim
x→−∞

4x3 − x2 − 15

2x3 + 6x− 1
; 2. lim

x→−∞

5x4 + 6x2 + 3

3x3 + 2x+ 9
;

3. lim
x→∞

x2 + 8x+ 2

3x4 − x3 − 4x
; 3. lim

x→∞

4
√
x4 + 2 + 3

√
x2 + 9

5
√
x5 − 2 + 6

√
x2 + 7

;

4. lim
x→8

√
5x− 4− 3

√
x− 4

x2 − 64
; 4. lim

x→0

cos2 5x− cos2 x

6x2
;

5. lim
x→π

4

cosx− sinx

cos 2x
; 5. lim

x→∞

(
9x− 1

9x− 3

)6x+2

;

6. lim
x→−∞

(
5x− 1

4x+ 1

)9x+8

. 6. lim
x→0

3x − 7x

4x
.

Завдання 27. Завдання 28.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→−2

7x2 − 3x− 15

3x3 + 2x2
; 1. lim

x→−6

x2 + 4x− 12

x2 − 36
;

2. lim
x→∞

3x2 + 6x− 9

5x2 − 7x− 11
; 2. lim

x→∞

4x6 + 9x3 + 5x2

3x3 + 5x+ 17
;

3. lim
x→∞

5x3 + 2x2 − 7

x6 + 2x5 + 8x3
; 3. lim

x→∞

7
√
x6 + 3 + 4

√
x5 + 2x

4x− 6
√
x3 + 4x

;

4. lim
x→3

√
x+ 6−

√
2x+ 3

x2 − 5x+ 6
; 4. lim

x→0

arctg 4x

sin 8x
;

5. lim
x→π

2

cosx

1− sinx
; 5. lim

x→∞

(
2x+ 5

2x+ 7

)x−3

;

6. lim
x→∞

(
3x+ 1

5x+ 4

)2x−3

. 6. lim
x→0

e5x − 1

x2 + 4x
.
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Завдання 29. Завдання 30.
Обчислити границi: Обчислити границi:

1. lim
x→5

x3 − 7x2 + x+ 15

2x2 − 6x− 1
; 1. lim

x→7

x2 − 10x+ 21

x2 − 4x− 21
;

2. lim
x→∞

7− 2x2 − x3

13 + 4x+ 6x3
; 2. lim

x→∞

11x3 + 3x2 − 4

2x2 − 6x− 1
;

3. lim
x→∞

4x2 + 5x+ 3

19x3 + 7x− 8
; 3. lim

x→∞

5
√
x4 + 6 + 10

√
x6 + 9

4
√
x2 + 4x− 1 + 3

√
x
;

4. lim
x→−5

√
x+ 6−

√
2x+ 11

x2 + 7x+ 10
; 4. lim

x→0

x3 + 4x2

sin 11x+ sinx
;

5. lim
x→π

sinx

sin 3x
; 5. lim

x→∞

(
4x− 1

4x− 7

)x+3

;

6. lim
x→∞

(
6x− 1

7x+ 1

)−4x+3

. 6. lim
x→0

3
√

(1 + 7x)4 − 1

3x
.

Приклади розв’язання типового варiанту
Обчислити границi:

1. lim
x→−4

2x3 − x2 + 8x− 3

3x2 − 7x− 45
.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у
функцiю:

lim
x→−4

2x3 − x2 + 8x− 3

3x2 − 7x− 45
=

2(−4)3 − (−4)2 + 8 · (−4)− 3

3(−4)2 − 7 · (−4)− 45
=

=
−128− 16− 32− 3

48 + 28− 45
= −179

31
.

Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює −179

31
.

2. lim
x→2

x2 − 3x+ 2

x3 − 8
.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у

функцiю, отримаємо невизначенiсть типу
∣∣∣∣00
∣∣∣∣, функцiя пред-

ставлена у виглядi вiдношення многочленiв, отже, розкладе-
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мо многочлени на множники, скоротимо й отримаємо резуль-
тат:

lim
x→2

x2 − 3x+ 2

x3 − 8
=

∣∣∣∣4− 6 + 2

8− 8

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ =

= lim
x→2

(x− 1)(x− 2)

(x− 2) (x2 + 2x+ 4)
=

= lim
x→2

(x− 1)

(x2 + 2x+ 4)
=

2− 1

4 + 4 + 4
=

1

12
.

Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює
1

12
.

3. lim
x→∞

7x3 − 6x+ 4

2x3 − x2 − 5
.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у
функцiю, отримаємо невизначенiсть типу

∣∣∣∞∞ ∣∣∣, функцiя пред-
ставлена у виглядi вiдношення многочленiв, отже, скоротимо
чисельник та знаменник на найбiльший степiнь −x3. Маємо:

lim
x→∞

7x3 − 6x+ 4

2x3 − x2 − 5
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→∞

7− 6
x2

+ 4
x3

2− 1
x −

5
x3

=
7

2
.

Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює
7

2
.

4. lim
x→−∞

8x3 + 3x2 − 9

5x8 − 4x5 − 13x
.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у
функцiю, отримаємо невизначенiсть типу

∣∣∞
∞
∣∣, функцiя пред-

ставлена у виглядi вiдношення многочленiв, отже, скоротимо
чисельник та знаменник на найбiльший степiнь −x8. Маємо:

lim
x→−∞

8x3 + 3x2 − 9

5x8 − 4x5 − 13x
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→−∞

8
x5

+ 3
x6
− 9

x8

5− 4
x3
− 13

x7

=
0

5
= 0.

Вiдповiдь. Границя функцї дорiвнює 0.

146



5. lim
x→∞

4x4 + 2x+ 11

x2 − 3x− 9
.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у
функцiю, отримаємо невизначенiсть типу

∣∣∣∞∞ ∣∣∣, функцiя пред-
ставлена у виглядi вiдношення многочленiв, отже, скоротимо
чисельник та знаменник на найбiльший степiнь −x4. Маємо:

lim
x→∞

4x4 + 2x+ 11

x2 − 3x− 9
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→∞

4 + 2
x3

+ 11
x4

1
x2
− 3

x3
− 9

x2

=
4

0
=∞.

Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює ∞.

6. lim
x→∞

√
x5 + 3x− 3

7
√
x9

9
√
x13 + 5x− 6 3

√
x
.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у
функцiю, отримаємо невизначенiсть типу

∣∣∣∞∞ ∣∣∣, отже, нам до-
статньо порiвняти максимальнi степенi чисельника i знамен-
ника:

- в чисельнику
5

2
i

9

7
;

- в знаменнику
13

9
i

1

3
.

Максимальний степiнь
5

2
– в чисельнику, тому згiдно з

формулою (8.2) функцiя прямує до нескiнченностi.
Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює ∞.
Зауважимо, що в прикладах 3 − 5 також можна було б

використати формулу-правило (8.2).

7. lim
x→3

√
x2 − 5− 2

x2 − x− 6
.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у

функцiю, отримаємо невизначенiсть типу
∣∣∣∣00
∣∣∣∣, функцiя має iр-

рацiональнiсть, тому позбавимося iррацiональностi в чисель-
нику, розкладемо знаменник на множники, скоротимо отри-
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маний вираз на (x− 3), маємо:

lim
x→3

√
x2 − 5− 2

x2 − x− 6
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→3

(√
x2 − 5− 2

)(√
x2 − 5 + 2

)
(x− 3)(x+ 2)

(√
x2 − 5 + 2

) =

= lim
x→3

x2 − 5− 4

(x− 3)(x+ 2)
(√

x2 − 5 + 2
) =

= lim
x→3

(x− 3)(x+ 3)

(x− 3)(x+ 2)
(√

x2 − 5 + 2
) =

= lim
x→3

(x+ 3)

(x+ 2)
(√

x2 − 5 + 2
) =

=
3 + 3

(2 + 3) ·
(√

32 − 5 + 2
) =

6

20
=

3

10
.

Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює
3

10
.

8. lim
x→0

cos 3x− cos 7x

9x2
.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у

функцiю, отримаємо невизначенiсть типу
∣∣∣∣00
∣∣∣∣; функцiя триго-

нометрична, тому для позбавлення вiд невизначеностi необ-
хiдно скористатися першою чудовою границею (8.3). Для то-
го, щоб функцiю, границю якої обчислюємо, звести до першої
чудової границi, необхiдно виконати певнi перетворення, а са-
ме: скористатися формулою рiзницi косинусiв:

lim
x→0

cos 3x− cos 7x

9x2
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→0

−2 sin 3x+7x
2 sin 3x−7x

2

9x2
=

= lim
x→0

2 sin 5x sin 2x

9x2
= lim

x→0

2 · sin 5x · sin 2x · 5 · 2
9 · 5x · 2x

=
2 · 5 · 2

9
=

20

9
.
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Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює
20

9
.

9. lim
x→π

2

ctg x

π − 2x
.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у

функцiю, отримаємо невизначенiсть типу
∣∣∣∣00
∣∣∣∣; функцiя триго-

нометрична, тому для позбавлення вiд невизначеностi необ-
хiдно скористатися першою чудовою границею (8.3). Але пер-
шою чудовою границею ми можемо скористатися лише в тому
випадку, коли аргумент прямує до нуля. Тому спочатку зро-
бимо замiну змiнної, а далi, скориставшись формулами зве-
дення, тригонометричними тотожностями, зведемо границю
до першої чудової:

lim
x→π

2

ctg x

π − 2x
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ =

 y = π
2 − x

x = π
2 − y

y → 0

 = lim
y→0

ctg
(
π
2 − y

)
π − 2

(
π
2 − y

) =

= lim
y→0

tg y

2y
=

1

2
lim
y→0

sin y

cos y · y
=

1

2
lim
y→0

1

cos y
· lim
y→0

sin y

y
=

=
1

2
· 1 · 1 =

1

2
.

Вiдповiдь. Границя функцї дорiвнює
1

2
.

10. lim
x→∞

(
6x+ 4

6x− 3

)5x−1

.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у
функцiю, отримаємо невизначенiсть типу |1∞|. Саме друга
чудова границя допоможе нам впоратися з цiєю проблемою.
Виконаємо необхiднi перетворення:

lim
x→∞

(
6x+ 4

6x− 3

)5x−1

= |1∞| = lim
x→∞

(
1 +

6x+ 4

6x− 3
− 1

)5x−1

=
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= lim
x→∞

(
1 +

6x+ 4− 6x+ 3

6x− 3

)5x−1

= lim
x→∞

(
1 +

7

6x− 3

)5x−1

=

= lim
x→∞

((
1 +

7

6x− 3

) 6x−3
7

) 7
6x−3

·(5x−1)

= elimx→∞
7(5x−1)
6x−3 = e

35
6 .

Вiдповiдь. Границя функцї дорiвнює e
35
6 .

Зауваження. При розкриттi невизначеностi типу 1∞

зручно використовувати формулу, одержану на основi дру-
гої чудової границi:

lim
x→∞

(u(x))v(x) = e
lim
x→∞

[(u(x)−1)·v(x)]
,

де lim
x→∞

u(x) = 1, lim
x→∞

v(x) =∞.

11. lim
x→∞

(
8x− 3

3x+ 2

)4x+5

.

Розв’язання. Пiдставимо граничне значення аргументу у
функцiю. Бачимо, що не зважаючи на те, що функцiя, грани-
цю якої ми обчислюємо, за структурою нагадує приклад 10,

нiякої невизначеностi тут нема, тому що дрiб прямує до
8

3
:

lim
x→∞

(
8x− 3

3x+ 2

)4x+5

=

(
8

3

)∞
=∞.

Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює ∞.

Тема 9. Диференцiальне числення
функцiї однiєї змiнної

1. Означення похiдної. Залежнiсть мiж неперерв-
нiстю та диференцiйованiстю функцiї

Нехай функцiя y = f(x) визначена на промiжку X. Вiзь-
мемо точку x0 ∈ X. Надамо значенню x0 прирiст ∆x 6= 0,
тодi функцiя одержить прирiст ∆f = f(x0 + ∆x)− f(x0).
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Означення 9.1. Похiдною функцiї y = f(x) у точцi x0

називається границя вiдношення приросту функцiї до при-
рiсту аргумента при прямуваннi останнього до 0 (якщо ця
границя iснує):

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
. (9.1)

Похiдна функцiї позначається так: y′, f ′(x),
dy

dx
,
df(x)

dy
.

Форма запису
dy

dx

∣∣∣∣
x=a

означає, що розглядається значення

похiдної функцiї в точцi x = a.
Операцiю знаходження похiдної називають диференцiю-

ванням.
Якщо для деякого x0 lim

∆x→0

∆y

∆x
= +∞ або −∞, то кажуть,

що в x0 функцiя має нескiнченну похiдну знаку ”+” або ”-”.
Означену перед цим похiдну називають скiнченною похiдною.

Якщо функцiя в точцi x0 має скiнченну похiдну, то функ-
цiя називається диференцiйованою в цiй точцi. Функцiя, яка
диференцiйовна в усiх точках промiжку X, називається ди-
ференцiйованою на цьому промiжку.

Геометричний змiст похiдної: Похiдна f ′(x0) дорiвнює
кутовому коефiцiєнту (тангенсу кута нахилу) дотичної, про-
веденої до кривої y = f(x) в точцi x0, тобто k = f ′(x0).

Тодi рiвняння дотичної до кривої y = f(x) в точцi x0 мож-
на записати так:

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0). (9.2)

Механiчний змiст похiдної: Похiдна шляху по часу
S′(t0) є швидкiстю точки в момент t0: v(t0) = S′(t0).

Якщо пiд аргументом x функцiї y = f(x) розумiти час,

то вiдношення
dy

dx
є середньою швидкiстю змiни функцiї y

за промiжок часу [x;x + ∆x], а границя цього вiдношення
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lim
∆x→0

∆y

∆x
є миттєвою швидкiстю змiни функцiї y в момент

часу x.
Отже, маємо фiзичний змiст похiдної: Для функцiї

y = f(x) похiдна f ′(x0) є швидкiстю змiни функцiї y в да-
ний момент x0.

Швидкiсть протiкання фiзичних, хiмiчних, бiологiчних та
iнших процесiв (швидкiсть охолодження тiл, швидкiсть хiмiч-
ної реакцiї тощо) також визначається за допомогою похiдної.

Теорема 9.1. (про залежнiсть мiж неперервнiстю
функцiї та диференцiйованiстю в точцi). Якщо y = f(x)
диференцiйовна в точцi x0, то вона неперервна в цiй точцi.

Обернена теорема, взагалi кажучи, невiрна, тобто, якщо
функцiя неперервна в данiй точцi, то вона не обов’язково ди-
ференцiйовна в цiй точцi.

Отже, неперервнiсть функцiї – необхiдна, але не достат-
ня умова диференцiйованостi функцiї.

Розглянемо похiдну злiва f ′−(x0) та справа f ′+(x0) в точцi
x0.

За означенням:

f ′+(x0) = lim
∆x→0+0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
;

f ′−(x0) = lim
∆x→0−0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Функцiя буде диференцiйовною в точцi x0, якщо обидвi
похiднi злiва та справа у зазначенiй точцi iснують i рiвнi мiж
собою. Геометрично це означає, що графiк функцiї в точцi
x0 має дотичну. Якщо f ′+(x0) 6= f ′−(x0), то в точцi x0 iснує
двi рiзнi дотичнi, тобто графiк у точцi x0 має вигляд кута.
Наприклад, таким є графiк функцiї f(x) = |x|:
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функцiя y = |x| є неперервною в точцi x0 = 0, але оскiльки
f ′+(0) = 1, f ′−(0) = −1, то вона в цiй точцi x0 = 0 не диферен-
цiйовна.

Зауваження. Похiдна неперервної функцiї не
обов’язково неперервна. Якщо функцiя має неперервну
похiдну на деякому промiжку X, то функцiя називається
гладкою на цьому промiжку. Якщо ж похiдна функцiї
має скiнчене число точок розриву (причому першого ро-
ду), то така функцiя на даному промiжку називається
кусково-гладкою.

2. Похiднi основних елементарних функцiй
1) Похiдна степеневої функцiї y = xα:

y′ = αxα−1, α ∈ R.

2) Похiдна показникової функцiї y = ax:

y′ = ax · ln a.

Зокрема, (ex)′ = ex.
3) Похiдна логарифмiчної функцiї y = loga x:

y′ =
1

x ln a
.

Зокрема, (lnx)′ =
1

x
.
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4) Похiднi тригонометричних функцiй:

y = sinx ⇒ y′ = cosx,
y = cosx ⇒ y′ = − sinx,

y = tgx ⇒ y′ =
1

cos2 x
,

y = ctgx ⇒ y′ = − 1

sin2 x
.

5) Похiднi обернених тригонометричних функцiй:

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
,

(arccosx)′ = − 1√
1− x2

,

(arctgx)′ =
1

1 + x2
,

(arcctgx)′ = − 1

1 + x2
.

3. Правила диференцiювання
Правило 1: Похiдна сталої дорiвнює нулевi

(const)′ = 0. (9.3)

Правило 2: Якщо u(x) – довiльна диференцiйовна функ-
цiя i c – довiльна стала, то

(cu)′ = c · u′. (9.4)

Приклад. (3x2)′ = 3 · (x2)′ = 3 · 2x.
Правило 3: Якщо u(x) та v(x) – диференцiйовнi функцiї,

то їх сума u+ v є диференцiйовною функцiєю:

(u+ v)′ = u′ + v′. (9.5)

Правило справедливе для будь-якого скiнченного числа
диференцiйовних функцiй.
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Правило 4: Добуток двох диференцiйовних функцiй u
та v є диференцiйовною функцiєю:

(u · v)′ = u′ · v + u · v′. (9.6)

Похiдна добутку n функцiй:

(u1·u2·. . .·un) = u′1·u2·. . .·un+u1·u′2·u3·. . .·un+u1·u2·. . .·un−1·u′n.

Правило 5: У точках, в яких v 6= 0, вiдношення
u

v
двох

диференцiйовних функцiй є функцiя диференцiйовна, причо-
му (u

v

)′
=
u′ · v − u · v′

v2
. (9.7)

Правило 6: Похiдна оберненої функцiї:

Теорема 9.2. Якщо функцiя y = f(x) монотонна й має
в точцi x вiдмiнну вiд 0 похiдну, то функцiя, обернена до
даної, подається у виглядi y = g(x) i має похiдну g′(y), обер-
нену до похiдної даної функцiї:

g′(y) =
1

f ′(x)
. (9.8)

Правило 7: Похiдна складеної функцiї y = f(ϕ(x)):

y′ = [f(ϕ(x))]′ = f ′ϕ(x)(ϕ(x))·ϕ′x(x) − правило ланцюга. (9.9)

Правило 8: Логарифмiчна похiдна.
Нехай y = f(x) – диференцiйовна функцiя. Тодi

(ln |f(x)|)′ = f ′(x)

f(x)
. (9.10)

Ця похiдна називається логарифмiчною похiдною f у точцi x.
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Якщо F (x) = f(x)g(x) i G(x) =
f(x)

g(x)
, то достаємо такi

формули для обчислення логарифмiчних похiдних функцiй
F (x) i G(x):

(ln |F (x)|)′ = (ln |f(x)g(x)|)′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

f(x)g(x)
=

=
f ′(x)

f(x)
+
g′(x)

g(x)
;

(ln |G(x)|)′ =
(

ln

∣∣∣∣f(x)

g(x)

∣∣∣∣)′ = f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x) · f(x)
g(x)

=

=
f ′(x)g(x)

g(x)f(x)
− f(x)g′(x)

g(x)f(x)
=
f ′(x)

f(x)
+
g′(x)

g(x)
=

=
f ′(x)

f(x)
− g′(x)

g(x)
. (9.11)

Приклад. Знайти логарифмiчну похiдну функцiї

y =
x3

(x3 + 1)(x− 1)
.

Представимо функцiю у виглядi y = x3 : (x3 + 1) : (x− 1),
тодi

(ln |y|)′ = (x3)′

x3
− (x3 + 1)′

x3 + 1
− (x− 1)′

x− 1
=

3x2

x3
− 3x2

x3 + 1
− 1

x− 1
.

Правило 9: Похiдна неявної функцiї.
Розглянемо диференцiювання неявної функцiї, заданої

рiвнянням F (x, y) = 0:
I-й спосiб: Для знаходження похiдної функцiї y, заданої

нeявно, достатньо продиференцiювати обидвi частини рiв-
няння, розглядаючи y як функцiю вiд x, а потiм зi здобутого
рiвняння знайти похiдну y′.
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II-й спосiб: Знаходимо похiдну вiд y по x за формулою

y′x = −F
′
x

F ′y
. (9.12)

Тут F ′x, F ′y – це похiднi вiд F (x, y) або тiльки по x, або тiльки
по y вiдповiдно.

Приклад. Знайти похiдну функцiї y, заданої рiвнянням

x3 − x2y2 + ln y = 4.

Розв’язання. I-й спосiб: Диференцiюємо:

3x2 − 2xy2 − x22yy′ +
y′

y
= 0 ⇒ y′

(
1

y
− 2x2y

)
2xy2 − 3x2 ⇒

⇒ y′ =
2xy2 − 3x2

1
y − 2x2y

.

II-й спосiб: F (x, y) = x3 − x2y2 + ln y − 4;

F ′x = 3x2 − 2xy2; F ′y = −2yx2 +
1

y
;

y′x = −3x2 − 2xy2

1
y − 2x2y

.

Правило 10: Похiдна функцiї, заданої параметрично.
Диференцiювання параметрично заданої функцiї{
x = ϕ(t),
y = ψ(t)

грунтується на такiй теоремi.

Теорема 9.3. Нехай виконуються такi умови:
1) функцiї x = ϕ(t) i y = ψ(t) визначенi та неперервнi на

деякому промiжку T ;
2) диференцiйовнi в точцi t0 ∈ T ;
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3) функцiя x = ϕ(t) є строго монотонною на промiжку
T , ϕ′(t0) = 0;

4) t = α(x) – функцiя, обернена до функцiї x = ϕ(t).
Тодi функцiя y = ψ(α(x)), x = ϕ(t) диференцiйовна в точ-

цi x0 = ϕ(t0) i

y′(x0) =
ψ′(t0)

ϕ′(t0)
, де x0 = ϕ(t0).

Замiнюємо x0 на x, t0 на t:

y′(x) =
ψ′(t)

ϕ′(t)
, де x = ϕ(t), (9.13)

тобто, y′x =
y′t
x′t
.

Приклад. Знайти похiдну функцiї заданої параметрич-
но: {

x = tgt,
y = cos2 t,

t ∈ T.

Розв’язання.

x′t =
1

cos2 t
, y′t = 2 cos t(− sin t),

y′x =
y′t
x′t

=
−2 cos t sin t

1
cos2 t

= −2 cos3 t sin t = − cos2 t sin 2t.

Правило 11: Логарифмiчне диференцiювання.
Якщо функцiя y = f(x) являє собою добуток кiлькох

множникiв, то перш нiж диференцiювати її, можна (доцiль-
но) спочатку прологарифмувати цю функцiю i з одержаного
виразу знайти y′.

Приклад. Знайти y′, якщо y = 5
√

sinx · tgx · cos4 x.
Розв’язання.

ln y =
1

5
ln sinx+ ln tgx+ 4 ln cosx,
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y′

y
=

1

5
· cosx

sinx
+

1
cos2 x

tgx
+ 4 · − sinx

cosx
⇒

⇒ y′ =
5
√

sinx · tgx · cos4 x

(
1

5
ctgx+

1

cosx sinx
− 4tgx

)
.

Правило 12: Похiдна показниково-степеневої функцiї:
Щоб знайти похiдну показниково-степеневої функцiї y =

[u(x)]v(x), потрiбно спочатку продиференцiювати її як показ-
никову, а потiм як степеневу функцiю. Результати додати.

Приклад. Знайти y′, якщо y = (x2 + 1)sinx.
Розв’язання.

y′ = (x2+1)sinx·ln(x2+1)·(sinx)′+sinx·(x2+1)sinx−1·(x2+1)′ =

= cosx · (x2 + 1)sinx · ln(x2 + 1) + 2x · (x2 + 1)sinx−1 · sinx.

Окремi випадки:
1) Якщо y = av(x), то y′ = av(x) · ln a · v′(x).
2) Якщо y = [u(x)]n, то y′ = n · u(x)n−1 · u′(x).
Зауваження. Похiдна показниково-степеневої функцiї є

фактично застосуванням правила логарифмiчного диферен-
цiювання:

y = xcosx ⇒ ln y = cosx · lnx ⇒

⇒ (ln y)′ = (cosx · lnx)′ ⇒ y′

y
= cos′ x · lnx+ cosx · 1

x
⇒

⇒ y′ = xcosx
(
− sinx · lnx+

cosx

x

)
.

4. Похiднi вищих порядкiв
Нехай y = f(x) – деяка диференцiйовна функцiя на iн-

тервалi I, причому похiдна цiєї функцiї y′ = f ′(x) є також
диференцiйовною функцiєю на зазначеному iнтервалi. Похiд-
на функцiї y′ називається похiдною другого порядку функцiї
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y i позначається y′′. Якщо ж y′′ – диференцiйовна на I, то
її похiдна називається похiдною третього порядку функцiї
f(x) i позначається y′′′. Аналогiчно, похiдною n-го порядку
f (n) функцiї f(x) називається похiдна функцiї f (n−1), якщо
вона iснує i диференцiйовна.

Правило знаходження похiдних n-го порядку
На похiднi n-го порядку легко поширюються правила 1)

– 3) (Очевидно виконуються рiвностi:

(u(x) + v(x))(n) = (u(x))(n) + (v(x))(n), (9.14)

(cu(x))(n) = cu(x)(n).) (9.15)

Обчислювати похiдну n-го порядку вiд добутку двох функцiй
u(x) та v(x) дає можливiсть так звана формула Лейбницa:

(u · v)(n) = u(n)v + nu(n−1)v′+

+
n(n+ 1)

1 · 2
u(n−2)v′′ + . . .+ uv(n). (9.16)

Приклад.

(x sinx)′′′ = x′′′ sinx+ 3x′′(sinx)′ +
3(3− 1)

2
x′(sinx)′′+

+
3(3− 1)(3− 2)

1 · 2 · 3
x(0)(sinx)′′′ =

= 0 + 0 +
3 · 2

2
· 1 · (− sinx)− x cosx = −3 sinx− x cosx.

Економiчний змiст похiдної. Еластичнiсть
Означення 9.2. Еластичнiстю функцiї y = f(x) нази-

вається границя вiдношення вiдносного приросту функцiї до
вiдносного приросту аргументу x при ∆x→ 0:

Ex(f(x)) = lim
∆x→0

∆f(x)
f(x)

∆x
x

= lim
∆x→0

∆f

∆x
· x

f(x)
=

x

f(x)
· lim
∆x→0

∆f

∆x
⇒
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Ex(f(x)) =
x

f(x)
· f ′(x). (9.17)

Iнтерпрeтацiя еластичностi: Еластичнiсть функцiї по-
казує наближено, на скiльки вiдсоткiв змiниться функцiя
y = f(x) у разi змiни незалежної змiнної x на 1%.

Якщо |Ex(f(x))| < 1, то функцiя називається нееластич-
ною (вiдносний її прирiст спадає).

Якщо |Ex(f(x))| > 1, то функцiя називається еластичною
(вiдносний прирiст її зростає).

Вiдмiтимо властивостi еластичностi функцiї:
1) Еластичнiсть функцiї y дорiвнює добутку незалежної

змiнної x на темп змiни функцiї Ty = (ln y)′ =
y′

y
, тобто

Ex(f(x)) = x · Tf(x) (або Ex(y) = x · Ty).
2) Еластичнiсть добутку (частки) двох функцiй дорiвнює

сумi (рiзницi) еластичностей цих функцiй:

Ex(u · v) = Ex(u) + Ex(v),

Ex

(u
v

)
= Ex(u)− Ex(v).

3) Еластичнiсть взаємнообернених функцiй – взаємно-
оберненi величини:

Ex(y) =
1

Ey(x)
. (9.18)

Застосування в економiцi: Еластичнiсть функцiї за-
стосовується при аналiзi попиту та споживання. Наприклад,
еластичнiсть попиту y вiдносно цiни x (або доходу x) – ко-
ефiцiєнт, який визначається за формулою Ex(y) =

x

y
· y′, i

показує наближено, на скiльки % змiниться попит (об’єм спо-
живання) при змiнi цiни (або доходу) на 1%. Попит може бути
еластичним, нееластичним вiдносно цiни (або доходу); як-
що |Ex(y)| = 1, то кажуть, що має мiсце попит з одиничною
еластичнiстю (нейтральний попит).
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Для неeластичного попиту змiни цiни та граничного до-
ходу вiдбуваються в одному напрямку, а для еластичного по-
питу – в рiзних. Це означає, що iз зростанням цiни для про-
дукцiї еластичного попиту сумарний дохiд вiд реалiзацiї про-
дукцiї збiльшуєтся, а для товарiв неалистичного попиту –
зменшується.

Додатна елестичнiсть попиту за доходом характеризує
нормальнi (якiснi) товари, а вiд’ємна – малоцiннi (низкоя-
кiснi) товари:

EJ(q) =
dq

dJ
· J
q
,

де q – попит, J – дохiд.
Наприклад, високий додатний коефiцiєнт попиту за до-

ходом у галузi означає, що її внесок у економiчне зростання
бiльший, нiж частка у структурi економiки, i вона має шанси
на розширення i розвиток у майбутньому. Навпаки, якщо ко-
ефiцiєнт еластичностi попиту на продукцiю галузi за доходом
має невелике додатне чи вiд’ємне значення, то на неї очiкує
застiй i перспектива скорочення виробництва.

Диференцiал
Нехай y = f(x) визначена на промiжку X i диференцiйо-

вана в деякому околi точки x ∈ X. Тодi iснує скiнчена похiдна

lim
∆x→0

∆y

∆x
= f ′(x).

Отже, можна записати, що
∆y

∆x
= f ′(x) + α(∆x),

де α(∆x) – нескiнченно мала величина при ∆x→ 0, тодi

∆y = f ′(x)∆x︸ ︷︷ ︸
I

+ α(∆x)∆x︸ ︷︷ ︸
II

.

Отже, прирiст функцiї y складається з двох частин: I – лiнiй-
на вiдносно ∆x; II – нелiнiйна, границя якої при ∆x → 0
дорiвнює 0.
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Означення 9.3. Диференцiалом функцiї називається го-
ловна, лiнiйна вiдносно ∆x частина приросту функцiї, яка
дорiвнює добутку похiдної на прирiст незалежної змiнної:

dy = f ′(x) ·∆x. (9.19)

Приклад. Знайти диференцiал функцiї y = x. Маємо:

y′ = (x)′ = 1 ⇒ dy = dx = 1 ·∆x = ∆x.

Отже, диференцiал незалежної змiнної дорiвнює приросту
цiєї змiнної.

Тому формулу (9.19) можна переписати так:

dy = f ′(x)dx,

звiдки f ′(x) =
dy

dx
, тобто

dy

dx
– не просто позначення похiдної,

а звичайний дрiб з чисельником dy i знаменником dx.
Властивостi диференцiала:
1) dc = 0, c – const;
2) d(u · v) = (u · v)′dx = (u′v + uv′)dx = u′vdx + uv′dx︸︷︷︸

dv

=

vdu+ udv;
3) d(c · u) = (cu)′dx = cu′dx = cdu;

4) d
(
u(x)

v(x)

)
=
(u
v

)′
dx =

u′v − uv′

v2
dx =

vu′dx− uv′dx
v2

=

vdu− udv
v2

;
5) d(u± v) = du± dv.
6) Нехай y = f(ϕ(x)) = f(u), u = ϕ(x) ⇒ u′ = ϕ′(x)

dy = f ′(ϕ(x)) · ϕ′(x)dx = f ′(u) · u′dx = f ′(u)du = df(u).

Пiдкреслене двома рисочками означає, що формула дифе-
ренцiала не змiнюється, якщо замiсть незалежної змiнної x
розглядати функцiю вiд залежної змiнної u. Ця властивiсть
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диференцiала одержала назву iнварiантностi (незмiнностi)
форми (або формули) диференцiала. Цiєю властивiстю не во-
лодiє похiдна.

7) y = f(u), u = ϕ(x), то
dy

dx
=
dy

du
· du
dx

.
Зауважимо, що оскiльки диференцiал функцiї дорiвнює

добутку її похiдної на диференцiал незалежної змiнної, то
формули для знаходження диференцiалiв будуть такi самi, як
i для знаходження похiдних, якщо кожну з них помножити
на dx:

d(xn) = nxn−1dx,

d(sinx) = cosxdx

i т.д.
Диференцiали вищих порядкiв
Диференцiал функцiї є також функцiєю незалежної змiн-

ної, а тому може мати диференцiал.
Означення 9.4. Другим диференцiалом функцiї y = f(x)

називається диференцiал вiд диференцiала першого порядку,
тобто

d2y = d(dy). (9.20)

Аналогiчно дiстаємо диференцiали наступних порядкiв.
Знайдемо вираз для d2y:

d2y = d(dy) = d(f ′(x)dx) = (f ′(x)dx)′dx = f ′′(x) · dx · dx =

= f ′′(x)(dx)2 або f ′′(x)dx2.

Аналогiчно:
dny = f (n)(x)dxn. (9.21)

Слiд вiдмiтити, що диференцiали другого i бiльш високих
порядкiв не володiють властивiстю iнварiантностi, тобто їх
форма не зберiгається з переходом до складеної функцiї.
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми ”Диференцiальне числення

функцiї однiєї змiнної”
Варiант 1. Варiант 2.

Знайти похiднi:

1. y =
7x3 − 5

√
x

x2
+3x6− 7

x
+10; 1. y =

(
5x7 + 17x

)
· log5 x;

2. y = 2x + sin 5x+ 5 tg 3x; 2. y =
2 cosx− 12

2x2 + 7x− 5
;

3. y = 2log4 tg 3x; 3. y = sin7 4x;
4. y = cos 9x12; 4. y = 6

√
tg4 7x+ 11;

5. y =
(
2x8 + 14

)
· ctg3 8x; 5. y =

12 arcsin 4x5

x3 − 4x
6. y = 5ln3 ctg x · cos

√
x; 6. y = log4(sin 5x) · e

√
x5 ;

7. y =
4
√

2x5 + 3x4 − 12x

ln(cos 7x)
. 7. y =

arctg2 (ex − 2)

(2 lnx+ 5)3
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:
8. y = (cos 7x)log3 x; 8. y = (tg 4x4)e

x3+2;

9. y =
(x− 7)9 · 8

√
(x+ 5)3

(2x− 9)4
; 9. y = 5

√
x+ 4

x− 4
log5(sin 3x).

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:

10. ctg y2 = 6x2 − 4y. 10. ln(5x+ 3y)− x5y

y3 − 4
= 0.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = 3t− 5;
y = 6t− t2. 11.

{
x =

(
t2 − 10

)
cos 3t;

y =
(
t2 + 8

)
sin 3t.
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Варiант 3. Варiант 4.

Знайти похiднi:

1. y = 4
5
√
x3−6x+ 2

√
x7

x3
+2x−5; 1. y =

(
2x4 − 5x

)
· 4x;

2. y = 8 ctg 4x− e6x − ln 4x; 2. y =
5 sinx+ 3x

4x5 − 3x3 + 8
;

3. y = log7

(
cosx3

)
; 3.y = arcsin8 5x;

4. y = tg 6x9; 4. y = 5
√
esin 6x − 10x;

5. y =
(
2x3 − 6x

)
· cos4 7x; 5. y =

9 arcctg 3x6

x6 − 7x
;

6. y = 3 8

√
log7

3 4x · ctg2 7x; 6. y = cos 7x6 · tg
(

3
√
x5
)
;

7. y =
3
√

7x4 − 2x2 − 21

ln(sin 13x)
. 7. y =

arccos5 (4x − 9)

(3 ln 7x− 9)3
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:
8. y = (sin 4x)cosx; 8. y =

(
arcctg 2x5

)ln8 7x;

9. y =
(x+ 6)8 · 3

√
(x+ 1)7

(4x− 7)5
. 9. y = 3

√
x− 2

x+ 2
tg
(
e3x − 7

)
.

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:
10. y2 = 8xy. 10. x · sin y5 − 2y3 tg x = 0.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = t3 + 1;
y = 6t2.

11.
{
x = e5t sin 5t,
y = e5t cos 5t.
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Варiант 5. Варiант 6.

Знайти похiднi:
1. y = 9

6√
x5

+ 5x2 + 3− 3x
√
x−x3
3√x ; 1. y =

(
4x3 − 7x

)
· sinx;

2. y = 2 arccos 5x+4 log5 x−92x; 2. y =
4 tg x+ 7

3x5 − 7x4 + 1
;

3. y = earccos 5x; 3. y = cos5 9x;
4. y = ctg 9x3; 4. y =

4
√

5ln(3x−7) + 9x2;

5. y =
(
4x5 + 10

)
· sin6 2x; 5. y =

7 arctg9(2x− 3)

x5 + 12x4
;

6. y = 4cos3(2x−7) · sin 3

x
; 6. y = tg(arcsin 2x)2

√
x4 ;

7. y =
8
√

4x3 + 3x2 − 9x

ln(tg 5x)
. 7. y =

arcsin5 (3x − 4)

(5 cosx− 2)4
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:
8. y = (tg 5x)arcsinx; 8. y =

(
sin 2x5

)ln4(2x+5);

9. y =
(2x− 3)6

(x− 9)5 · 6
√

(x+ 4)7
. 9. y = 7

√
x+ 8

x− 8
sin
(
x2 − 5x

)
.

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:
10. sin

(
2x5 − y2

)
= 2y · cosx2. 10. y2 cosx = 4 sin 6x.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = 7 cos t;
y = 9 sin t.

11.
{
x = arcsin t,

y = t ·
√

1− t2.
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Варiант 7. Варiант 8.

Знайти похiднi:
1. y = 10+4

√
x− 5

7√
x2

+ 3
5√
x4+4x
x4

; 1. y =
(
4x8 + 7x3

)
· cosx;

2. y = 6 cos 7x−2 log7 2x−etg 4x; 2. y =
6 ctg x− 5

4x2 + 3x8 − 11
;

3. y = log6

(
ex − 3x2

)
; 3. y = tg4 7x;

4. y = arcsin 5x4; 4. y = 8
√

cos3 9x− 8x;

5. y =
(
3x5 − 5x

)
· ctg4 7x; 5. y =

7 sin 9x2

2x3 + 5x
;

6. y = 3tg(5x4−7x) · ln
(
sin 8x3

)
; 6. y = cos

(
2x − e2x

)
;

7. y =
7
√

4x9 − 2x5 − 31

ln(ctg 6x)
. 7. y =

tg5 (4x + 13)

(3 arcsinx− 2)4
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:

8. y = (ctg 8x)arccosx; 8. y =
(
cos 2x3

)√tg5x;

9. y =
(3x+ 1)4 · 7

√
(x− 2)4

(x− 5)3
. 9. y = 3

√
x− 2

x+ 2
cos
√
x− 1.

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:
10. cos3 y = 5x4 · ln y. 10. 3x + 3y = 3x+y.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = cos t,
y = 4t− 3 sin t.

11.
{
x = et cos2 t,
y = et sin2 t.
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Варiант 9. Варiант 10.

Знайти похiднi:

1. y = 2x+
6x 3
√
x− 2x8

x9
+

4

x5
+9; 1. y =

(
4x5 − 2x11

)
· tgx;

2. y = 9 tg 5x+ 4e3x + arcctg 7x; 2. y =
7 lnx+ 3

2x6 − 5x4 − x
;

3. y = ln(arcctg 6x− 10); 3. y = ctg2 2x;

4. y = arccos 3x4; 4. y = 3

√
log6

2 3x− 7x4;

5. y =
(
5x8 + 12x

)
· cos7 2x; 5. y =

4tg
53x

x7 − 8x6
;

6. y = 9cos
5√
x4 · tg

(
7x8 − 5

)
; 6. y = log3(tg 2x)5cosx2 ;

7. y =
8
√

4x5 − 12x3 − 5x

ln(arcsin 4x)
. 7. y =

ctg6 (2x − 9)

(4 arccosx+ 3)7
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:

8. y = (arcsin 2x)
√
x; 8. y =

(
tg 5x2

)3x2−1;

9. y =
(7x− 3)4

(x− 5)4 · 3
√

(x+ 4)7
. 9. y = 5

√
x+ 7

x− 7
ln(tg 2x).

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:

10. 3y ln y = x. 10. tg
(
4x7 − 3y3

)
=
x2 − 1

y5
.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = t · 2t,
y = t2 + 3t.

11.

{
x =

3
√

1−
√
t,

y =
3
√

1 +
√
t.
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Варiант 11. Варiант 12.

Знайти похiднi:

1. y = 7x3−1+
8
√
x5 + x3

2x2
+

3

x2
; 1. y =

(
9x7 + 2

)
· ctgx;

2. y = (2x+1)3−cos 5x−2 ln 6x; 2. y =
9 log3 x− 6

5x4 − 2x2 − 7
;

3. y = sin
(
2x − 9x5

)
; 3. y = arcsin4 5x;

4. y = ln 5x7; 4. y = 5
√

tg4 12x+ 4x9;

5. y =
(
9x3 − 35x2

)
· tg4 8x; 5. y =

32 · ecos 2x5

x6 + 3x2
;

6. y = 7log9
3(tg 2x) · arccos

7
√
x10; 6. y = 5 tg3(2x+ x2);

7. y =
9
√

5x2 + 3x− 37

ln(arccos 7x)
. 7. y =

arcsin5 (ex + 4)

(2 lnx− 5)7
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:
8. y = (arctg 5x)lnx; 8. y =

(
ctg 2x3

)sin 5x;

9. y =
(x+ 7)8 · 9

√
(x+ 5)2

(4x− 5)4
. 9. y = 8

√
x− 3

x+ 3
tg(ln 5x).

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:
10. 2x5 · ln y = 3x8 + 3 cos y. 10. x− y = y · arcsin 3x.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = tgt,
y = sin 2t+ cos 4t.

11.
{
x = t(1− sin t),
y = t · cos t.
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Варiант 13. Варiант 14.

Знайти похiднi:
1. y = 10− 7

5√
x4

+9x4 + 3 3√x+7x2

x5
; 1. y =

(
3x3 −

√
x
)

arcsinx;

2. y = 4x+3−2arctg2x−3 log9 5x; 2. y =
2ex − 11

5x3 + 4x2 + 12x
;

3. y = cos (log7 5x); 3. y = arccos9 2x;
4. y = arctg3x6; 4. y =

4
√
eln8 3x−12x5 ;

5. y =
(
5x8 + 61x

)
· ln3 4x; 5. y =

4 ln(cos 2x)

x6 − 4x5
;

6. y = 8sin4(lnx) · log3
5(4x−

√
x); 6. y = 5 tg 3x9 · 3

√
arcsin 6x;

7. y =
3
√

8x7 + 6x5 + 4x2

ln(arctg9x)
. 7. y =

arccos7 (5x − 9)

(4 log6 x− 5)8
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:
8. y = (arctg 3x)

3√x; 8. y =
(
arcsin 2x9

)log8
5 x;

9. y =
(11x+ 1)2

(x− 4)9 · 7
√

(x− 3)2
. 9. y = 3

√
x+ 2

x− 2
log7(cos 4x).

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:

10. ln
x6

y
= 5y · arcsinx. 10. y = tg(2x+ 7y).

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = t3 − 3t,
y = t3 + 3t.

11.
{
x = 2 ln(ctgt) + 1,
y = tgt+ ctgt.
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Варiант 15. Варiант 16.

Знайти похiднi:
1. y = 5x4+6

4√
x3

x3
+ 7x3 + 2

x6
− 13; 1. y =

(
2x3 − 8

√
x
)

arccosx;

2. y = 2ctg5x− 3 log4 3x+ 5e3x; 2. y =
13 · 7x − 5

6x3 − 8x2 + 4x
;

3. y = tg
(
2x5 + 3x

)
; 3. y = arctg65x;

4. y = log8
7 6x; 4. y = 7

√
cos3 5x+ 4x;

5. y =
(
9x6 − 7x4

)
· e5ctgx2 ; 5. y =

5 sin 2x6

3x2 + 5x
;

6. y = 11cos2 lnx · tg 3

x
; 6. y = ctg(log2 x) · 3

√
x7;

7. y =
4
√

7x5 − 3x3 − 15

ln(arcctg4x)
. 7. y =

arctg4 (7x + 3)

(5 cosx− 1)4
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:

8. y = (sin 5x)arctgx; 8. y =
(
arctg4x5

)2x7−9;

9. y =
(x+ 7)8 · 3

√
(x− 4)7

(5x− 3)6
. 9. y = 4

√
x− 6

x+ 6
ln(ctg2x).

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:
10. ex3+6y = 3x · arcctgy. 10. cos(xy) = x+ y.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = 4t+ et,
y = 4t · et. 11.

{
x = t · cos t− 2 sin t,
y = t · sin t+ 2 cos t.
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Варiант 17. Варiант 18.

Знайти похiднi:
1. y = 5x2√x− 2

3√
x4−5x
x3

+8x4−3; 1. y =
(
8x6 + 5x3

)
arcsinx;

2. y = arcctg2x+33x−ln(x2 +x); 2. y =
7 sinx− 10

2x2 + 4x− 15
;

3. y = ctg (sin 4x− 1); 3. y = arcctg85x;
4. y = e5x6−8x2+3; 4. y = 3

√
tg25x+ 8x9;

5. y =
(
4x7 + 7x5

)
· arcsin4 6x; 5. y =

8 cos 2x3

x5 − 3x2
;

6. y = 6arctg
√
x · log4

7(e2x + 4x); 6. y = arcsin(lnx)e
√

tgx3 ;

7. y =
5
√

12x3 − 2x2 − 5x

log3(cos 5x)
. 7. y =

arcctg9 (ex + 4)

(5 sinx− 7)3
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:
8. y = (cos 5x)arcctgx; 8. y =

(
arcctg2x3

)ln8 x;

9. y =
(9x− 2)7

(x− 7)4 · 5
√

(x+ 1)3
. 9. y = 5

√
x− 8

x+ 8
tg(x2 + 4x).

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:
10. y2 · log5 x = 7x3 − 3tgy. 10. y = x+ arctg(x+ y).

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = t2 + 2t,
y = t2 sin t.

11.
{
x = sin t(5 + cos2 t),
y = cos3 t.
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Варiант 19. Варiант 20.

Знайти похiднi:
1. y = 2−6

7
√
x4 + 2

x6
+ 7x 5√x+3x2

x4
; 1. y =

(
3x2 − x

)
arcctgx;

2. y = log3(2x−3)+5 sin 4x+e2x; 2. y =
3 cosx+ 2

12x9 − 7x5 − x2
;

3. y = arcsin
(
x2 − 3

√
x
)
; 3. y = ln7 6x;

4. y = 39x4−8x5 ; 4. y =
10
√

sin5 2x− 3x2;

5. y =
(
10x7 − 3x5

)
· arccos3 9x; 5. y =

4tg7x3

x6 − 4x5
;

6. y = 2sin4 lnx ·
√

tg(3x+ 1); 6. y = log7(cosx)
3
√

5ctgx;

7. y =
6
√

7x9 − 10x3 − 52

log4(sin 3x)
. 7. y =

sin8(ex − 1)

(6 log3 x+ 5)9
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:
8. y = (tg4x)arcsinx; 8. y =

(
ln 5x9

)cos4 3x;

9. y =
(x− 2)8 · 7

√
(x+ 9)4

(7x− 4)5
. 9. y = 7

√
x+ 3

x− 3
ctg

1

x
.

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:
10. x7 · ctgy = 2 ln2 y − 8x. 10. x · sin y − y · cosx = xy.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = 2tgt,
y = sin2 t+ sin 2t.

11.
{
x = e3t cos3 t,
y = e3t sin3 t.
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Варiант 21. Варiант 22.

Знайти похiднi:
1. y = 2x3+ 12x5−x2

√
x

x5
− 8

3√
x5
−10; 1. y =

(
4

5
√
x7 − 2

)
arctgx;

2. y = 3e7x−5ctg3x−5 arcsin 2x; 2. y =
5tgx− 2

4x5 + 17x2 + 2x
;

3. y = arccos
√

3x2 − 1; 3. y = log8
5 9x;

4. y = sin 5x2; 4. y = 6
√

cos3 2x+ 6x4;

5. y =
(
21x4 + 7x

)
· 7ln(3x−4); 5. y =

3ctg8x5

x10 + 3x6
;

6. y = 6tg5(2x−8) · log6
3(arcsin 4x); 6. y = cos(2x) · tg 7

√
x5;

7. y =
7
√

8x5 + 2x2 − 9x

log5(tg3x)
. 7. y =

cos7(7x − 2)

(4 arcsinx− 6)2
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:
8. y = (ctg4x)arccosx; 8. y =

(
log9 2x7

)arcsin6 2x;

9. y =
(8x− 7)10

(x+ 3)4 · 5
√

(x+ 2)7
. 9. y = 6

√
x− 1

x+ 1
log9(ctg3x).

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:
10. arcsinx8 = 5y · ex2 . 10. x3 + y3 = 10xy.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = t+ 2tgt,
y = arcsin t.

11.


x = 2 sin t− t2

2
cos t,

y = 3 cos t+
t2

2
sin t.
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Варiант 23. Варiант 24.

Знайти похiднi:
1. y = 6

7√
x8

+1+7x4 + 8x9−5x3 3√x
x2

; 1. y =
(
10x3 + 2 7

√
x
)
· ex;

2. y = 62x−3+2arcctg5x−log7 4x; 2. y =
7 arcsinx+ 15

x8 − 2x5 + 3x3
;

3. y = 3
√

arctg3x− 2x; 3. y = ecos2 x;
4. y = arctg3x10; 4. y =

8
√

arcsin4 5x+ x3;

5. y =
(
3x11 − 5x4

)
· arccos3 11x; 5. y =

9ctg5x4

x2 − 2x
;

6. y = 9ln7 cosx · arccos
√
x; 6. y = sin(ctg3x) ln 3

√
x;

7. y =
8
√

21x4 − 3x3 + 5x2

log2(ctg10x)
. 7. y =

tg4(4x − 2)

(8 arccosx− 4)9
.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:

8. y = (arcsin 5x)log7 x; 8. y =
(
sin 8x2

) 3√x2−6x+5;

9. y =
(x− 6)4 · 3

√
(x− 2)10

(4x− 1)5
. 9. y = 7

√
x+ 8

x− 8
· earctg3x.

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:
10. ln(x5 − 6y) = 6y3 · tgx. 10. y = 5 + x · ey.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

11.
{
x = 4(t− sin t),
y = 4(1− cos t).

11.


x =

6t

1 + t3
,

y =
6t2

1 + t3
.

Приклади розв’язання типового варiанту
Знайти похiднi:

1. y =
5x7 − 3x

√
x

x3
+ 2x5 +

4
3
√
x
− 27.

Розв’язання. Функцiя проста, степенева, представлена у
виглядi алгебраїчної суми, але перед диференцiюванням її
треба спростити, скориставшись властивостями степенiв. От-
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же, перепишемо функцiю:

y = 5x4 − 3x−
3
2 + 2x5 + 4x−

1
3 − 27.

Знайдемо iї похiдну:

y′ = 5 · 4x3 − 3 ·
(
−3

2

)
x−

5
2 + 2 · 5x4 + 4 ·

(
−1

3

)
x−

4
3 − 0 =

= 20x3 +
9

2
√
x5

+ 10x4 − 4

3
3
√
x4
.

2. y =
(
8x3 + 6

√
x
)
· arcsinx.

Розв’язання. Функцiя проста, представлена у виглядi до-
бутку. Скористаємося формулою (9.6)

u = 8x3 + 6
√
x; u′ = 24x2 +

6

2
√
x

;

v = arcsinx; v′ =
1√

1− x2
.

Пiдставимо у формулу (9.6):

y′ =

(
24x2 +

3√
x

)
· arcsinx+

(
8x3 + 6

√
x
)
· 1√

1− x2
.

3. y = log7(x+ 3) + 5 cos 4x− 4 arctg 8x.
Розв’язання. Функцiя представлена у виглядi алгебраїч-

ної суми, але звернемо увагу, що кожний доданок – складена
функцiя, тому диференцiювати їх будемо за правилом (9.9),
згiдно з таблицею похiдних:

y′ =
1

(x+ 7) ln 7
(x+ 7)′+ 5(− cos 4x) · (4x)′− 4

1

1 + (8x)2
(8x)′ =

=
1

(x+ 7) ln 7
− 20 cos 4x− 32

1 + 64x2
.
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4. y =
5 sinx+ 6x2

3x3 − 8x+ 4
.

Розв’язання. Функцiя проста, представлена у виглядi
частки. Скористаємося формулою (9.7):

u = 5 sinx+ 6x2; u′ = 5 cosx+ 12x;
v = 3x3 − 8x+ 4; v′ = 9x2 − 8.

Пiдставимо у формулу (9.7):

y′ =
(5 cosx+ 12x)

(
3x3 − 8x+ 4

)
−
(
5 sinx+ 6x2

) (
9x2 − 8

)
(3x3 − 8x+ 4)2

5. y = ctg 3x7.
Розв’язання. Функцiя складена. Поступово диференцiює-

мо її: спочатку котангенс, а потiм його аргумент – степеневу
функцiю:

y′ = − 1

sin2 3x7
·
(
3x7
)′

= − 1

sin2 3x7
· 21x6.

6. y = arccos5 9x.
Розв’язання. Функцiя складeна. Поступово диференцiює-

мо її: спочатку степеневу функцiю, потiм її аргумент – арк-
косинус i, наприкiнцi, аргумент арккосинусу:

y′ = 5 arccos4 9x · (arccos 9x)′ =

= 5 arccos4 9x ·

(
− 1√

1− (9x)2

)
· (9x)′ =

= −5 arccos4 9x · 1√
1− 81x2

· 9 = −45 arccos4 9x√
1− 81x2

.
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7. y = 9tg3(5
√

lnx).
Розв’язання. Функцiя складeна. Поступово диференцiює-

мо її: спочатку показникову функцiю, потiм степеневу (сте-
пiнь тангенса), тригонометричну – тангенс, i його аргумент
– корiнь квадратний iз натурального логарифма, i, нарештi,
сам логарифм:

y′ = 9tg3(5
√

lnx) ln 9 ·
(

tg3(5
√

lnx)
)′

=

= 9tg3(5
√

lnx) ln 9 · 3 tg2(5
√

lnx) · (tg(5
√

lnx))′ =

= 9tg3(5
√

lnx) ln 9 · 3 tg2(5
√

lnx)
1

cos2(5
√

lnx)
(5
√

lnx)′ =

= 9tg3(5
√

lnx) ln 9 · 3 tg2(5
√

lnx)
1

cos2(5
√

lnx)
· 5 1

2
√

lnx
· (lnx)′ =

=
15 · 9tg3(5

√
lnx) ln 9 · tg2(5

√
lnx)

2x ·
√

lnx · cos2(5
√

lnx)
.

8. y =
7
√
earcctg 6x4 + 4x.

Розв’язання. Функцiя складeна. Знаходимо похiдну cте-
пеневої функцiї, а потiм – похiдну кожного з доданкiв пiдко-
реневого виразу:

y′ =
1

7

(
earcctg 6x4 + 4x

)− 6
7 ·
(
earcctg 6x4 + 4x

)′
=

=
1

7

1

7

√(
earcctg 6x4 + 4x

)6 · (earcctg 6x4 ·
(
arcctg 6x4

)′
+ 4
)

=

=
1

7 7

√(
earcctg 6x4 + 4x

)6 ·
(
earcctg 6x4 ·

(
− 1

1 + (6x4)2

)(
6x4
)′

+ 4

)
=

=
1

7 7

√(
earctg 6x4 + 4x

)6
(

4− 24x3 · earcctg 6x4

1 + 36x8

)
.
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9. y =
(
3x5 + 5x

)
· log2

(
4x2 − 6

)
.

Розв’язання. Функцiя складeна. Знаходимо похiдну сте-
пеневої функцiї, добутку. Скористаємося формулою (9.6):

u = 3x5 + 5x; u′ = 15x4 + 5;

v = log2

(
4x2 − 6

)
; v′ =

1

(4x2 − 6) ln 2
·
(
4x2 − 6

)′
=

= 8x
(4x2−6) ln 2

.

Пiдставимо у формулу (9.6)

y′ =
(
15x4 + 5

)
· log2

(
4x2 − 6

)
+
(
3x5 + 5x

)
· 8x

(4x2 − 6) ln 2
.

10. y =
tg 7x2

x4 − 4x3

Розв’язання. Функцiя складeна, представлена у виглядi
частки. Скористаємося формулою (9.7):

u = tg 7x2; u′ =
1

cos2 7x2
·
(
7x2
)′

=
1

cos2 7x2
· 14x;

v′ = 4x3 − 12x2; v′ = 4x3 − 12x2.

Пiдставимо у формулу (9.7):

y′ =
1

cos2 7x2
· 14x

(
x4 − 4x3

)
− tg 7x2

(
4x3 − 12x2

)
(x4 − 4x3)2 =

(приведемо чисельник до загального знаменника)

=
14x

(
x4 − 4x3

)
− tg 7x2

(
4x3 − 12x2

)
cos2 7x2

(x4 − 4x3)2 cos2 7x2
.

11. y =
arcctg

√
x2 − 1

tg2(x− 1)
.
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Розв’язання. Функцiя складена, представлена у виглядi
частки. Скористаємося формулою (9.9):

u = arcctg
√
x2 − 1;

v = tg2(x− 1);

u′ = − 1

1 +
(√

x2 − 1
)2 ·

(√
x2 − 1

)′
=

= − 1

1 + (x2 − 1)
· 1

2
√
x2 − 1

·
(
x2 − 1

)′
=

= − 1

x2
· 1

2
√
x2 − 1

· 2x = − 1

x
√
x2 − 1

;

v′ = 2 tg(x− 1) · (tg(x− 1))′ = 2 tg(x− 1)
1

cos2(x− 1)
.

(x− 1)′ =
2 tg(x− 1)

cos2(x− 1)
.

Пiдставимо у формулу (9.9):

y′ =
− 1
x
√
x2−1

· tg2(x− 1)− arcctg
√
x2 − 1 · 2 tg(x−1)

cos2(x−1)

tg4(x− 1)
=

(приведемо чисельник до загального знаменника)

= −sin2(x− 1) + 2 tg(x− 1)x
√
x2 − 1 arcctg

√
x2 − 1

x
√
x2 − 1 cos2(x− 1) · tg4(x− 1)

.

Знайти похiдну функцiї за допомогою метода логариф-
мiчного диференцiювання:
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12. y = (tg x)sinx.
Розв’язання. Функцiя степенево-показникова, тому для

її диференцiювання можна або скористатися правилом ди-
ференцiювання показниково-степеневої функцiї, або проло-
гарифмувати функцiю та продиференцiювати отриманий ви-
раз. Скористаємось логарифмiчним диференцiюванням:

Логарифмуємо функцiю:

ln y = ln(tg x)sinx.

За властивiстю логарифмiв, показник степенi пiдлогариф-
мiчного виразу – коефiцiєнт перед логарифмом:

ln y = sinx · ln(tg x).

Лiворуч обчислимо похiдну логарифма (пам’ятаємо, що y
функцiя x, тобто складна функцiя), а праворуч обчислимо
похiдну добутку:

y′

y
= cosx · ln(tg x) + sinx · 1

tg x
· 1

cos2 x
| ·y;

y′ = y

(
cosx · ln(tg x) + sinx · cosx

sinx
· 1

cos2 x

)
;

y′ = (tg x)sinx

(
cosx · ln(tg x) +

1

cosx

)
.

13. y = (arcsin
√
x)

5
x2 .

Розв’язання. Функцiя степенево-показникова. Для її ди-
ференцiювання скористаємося алгоритмом, який використа-
но при розв’язаннi приклада 12:

ln y = ln(arcsin
√
x)

5
x2 ;

ln y =
5

x2
ln arcsin

√
x =

5 ln arcsin
√
x

x2
.
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Права частина набуває вигляду частки, тому за форму-
лою (9.7) маємо:

y′

y
= 5

1
arcsin

√
x

1√
1−x ·

1
2
√
x
· x2 − ln arcsin

√
x · 2x

x4
=

= 5
x
(
x− 4

√
x− x2 · arcsin

√
x · ln arcsin

√
x
)

x4
=

= 5
x− 4

√
x− x2 · arcsin

√
x · ln arcsin

√
x

x3
| ·y;

y′ = 5(arcsin
√
x)

5
x2 · x− 4

√
x− x2 · arcsin

√
x · ln arcsin

√
x

x3
.

14. y =
(3x+ 2)6

7
√

(x+ 5)3 · (x− 8)4
.

Розв’язання.Функцiя представлена у виглядi частки, зна-
менник дробу – у виглядi добутку. Отже диференцiювання
такої функцiї за формулами (9.6), (9.7) нерацiонально. Вi-
домо, що для диференцiювання функцiї, яка мiстить бiльш,
нiж два множника, використовують метод логарифмiчного
диференцiювання. Продиференцюємо функцiю, скористаємо-
ся властивостями логарифмiв, а потiм знайдемо похiдну:

ln y = ln
(3x+ 2)6

7
√

(x+ 5)3 · (x− 8)4
;

ln y = ln(3x+ 2)6 − ln(x+ 5)
3
7 − ln(x− 8)4;

ln y = 6 ln(3x+ 2)− 3

7
ln(x+ 5)− 4 ln(x− 8);

y′

y
=

6 · 3
3x+ 2

− 3

7
· 1

x+ 5
− 4

x− 8
| ·y;

y′ =
(3x+ 2)6

7
√

(x+ 5)3 · (x− 8)4

[
6

3x+ 2
− 3

7(x+ 5)
− 4

x− 8

]
.
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За бажанням, даний вираз можна спростити:

y′ =
(3x+ 2)6

7
√

(x+ 5)3 · (x− 8)4
×

×42(x+ 5)(x− 8)− 3(3x+ 2)(x− 8)− 28(3x+ 2)(x+ 5)

7(3x+ 2)(x+ 5)(x− 8)
=

= −
(3x+ 2)5

(
51x2 + 536x+ 1912

)
7 7
√

(x+ 5)10 · (x− 8)5
.

Знайти похiдну неявно заданої функцiї:
15. y cosx− x sin y = 0.
Розв’язання. Нагадаємо, що при диференцiюваннi таких

функцiй ми зобов’язанi пам’ятати, що y є функцiєю x, тому
диференцiювати її потрiбно за правилами диференцiювання
складених функцiй. Наша функцiя складається з двох додан-
кiв, кожний з яких має вигляд добутку. У вiдповiдностi з вже
вiдомими правилами маємо:

y′ cosx+ y(− sinx)− 1 · sin y − x cos y · y′ = 0.

Розв’яжемо лiнiйне рiвняння вiдносно шуканої похiдної:

y′(cosx− x cos y) = sin y + y sinx.

Остаточно маємо:

y′ =
sin y + y sinx

cosx− x cos y
.

16. arctg
x

y
=

1

2
ln
(
x2 + y2

)
.

Розв’язання. Продиференцiюємо неявно задану функцiю
аналогiчно попередньому прикладу:

1

1 +
(
x
y

)2 ·
(
x

y

)′
=

1

2
·
(
x2 + y2

)′
x2 + y2

;
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y2

x2 + y2
· 1 · y − x · y′

y2
=

1

2
· 2x+ 2y · y′

x2 + y2
.

Виконаємо необхiднi перетворення:

y − xy′

x2 + y2
=
x+ yy′

x2 + y2
;

y − xy′ = x+ yy′;

y′(x+ y) = y − x;

остаточно маємо
y′ =

y − x
y + x

.

Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично:

17.
{
x = 4t− 15,
y = 2t3.

Розв’язання. За формулою (9.13) для того, щоб знайти
похiдну функцiї, заданої параметрично, спочатку необхiдно
знайти похiднi x та y за параметром t:

x′t = 4; y′t = 6t.

За формулою (9.13) маємо:

y′ =
y′t
x′t

=
6t

4
=

3t

2
.

18.
{
x = 2(cos t+ t sin t),
y = 2(sin t− t cos t).

.

Розв’язання. Скористаємося формулою (9.13):

x′t = 2(− sin t+ sin t+ t cos t) = 2t cos t;

y′t = 2(cos t− cos t+ t sin t) = 2t sin t;

y′ =
y′t
x′t

=
2t sin t

2t cos t
= tgt.
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Тема 10. Застосування похiдної до
дослiдження функцiй

Основнi теореми диференцiального числення
Розглянемо декiлька основних теорем перед вивченням

застосування похiдної при дослiдженнi функцiй та побудови
їх графiкiв.

1) Теорема Ферма. Якщо диференцiйована на промiжку
X функцiя y = f(x) досягає свого найбiльшого або найменшо-
го значення в деякiй внутрiшнiй точцi x0 цього промiжку,
то похiдна функцiї в цiй точцi дорiвнює 0:

f ′(x0) = 0.

Геометрично теорема Ферма означає, що в точках, де
функцiя набуває найбiльшого або найменшого значення, до-
тичнi є горизонтальними (тобто паралельними осi абсцис)

Наслiдок. Неперервна функцiя може мати екстремум
тiльки там, де f ′ = 0 або @.

2) Теорема Ролля. Нехай y = f(x) задовольняє умови:
а) неперервна на [a, b];
б) диференцiйована на (a, b);
в) на кiнцях вiдрiзка набуває рiвних значень: f(a) = f(b).
Тодi всерединi вiдрiзка [a, b] знайдеться хоча б одна точка

ξ ∈ (a, b) така, що
f ′(ξ) = 0.
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Геометрично це означає: знайдеться хоча б одна точка, в
якiй дотична до графiка функцiї буде паралельна осi абсцис,
в цiй точцi похiдна i буде дорiвнювати нулю.

Якщо f(a) = f(b) = 0, то теорему Ролля можна сформу-
лювати так: мiж двома послiдовними нулями диференцiйо-
ваної функцiї знайдеться хоча б один нуль похiдної.

Слiд вiдмiтити, що всi умови теореми Ролля iстотнi i при
невикананнi хоча б однiєї з них висновок теореми може ви-
явитися невiрним. Так, для функцiй, наведених на малюнках
порушено тiльки по однiй умовi: а) диференцiйованiсть на
(a, b); б) рiвнiсть f(a) = f(b):

a) б)

Теорема Ролля є частинним випадком наступної теореми
Лагранжа.

Теорема Лагранжа. Нехай функцiя y = f(x) задоволь-
няє наступнi умови:

1) неперервна на [a, b];
2) диференцiйована на (a, b).
Тодi знайдеться точка ξ ∈ (a, b) така, що похiдна функ-

цiї в цiй точцi дорiвнює вiдношенню приростy функцiї до
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приросту аргумента на цьому вiдрiзку:

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Геометрична iнтерпретацiя: На (a, b) знайдеться хоча б
одна точка ξ, в якiй дотична паралельна хордi AB, що спо-
лучає кiнцi дуги функцiї f(x) на [a, b]:

Теорема Кошi (про кiнцевi прирости двох функ-
цiй). Нехай на вiдрiзку [a, b] задано двi функцiї f(x) i ϕ(x).
Якщо цi функцiї неперервнi на вiдрiзку [a, b] i диференцiйов-
нi на iнтервалi (a, b), причому ϕ′(x) 6= 0, то на (a, b) iснує
точка ξ така, що

f(b)− f(a)

ϕ(b)− ϕ(a)
=
f ′(ξ)

ϕ′(ξ)
.

Рiвняння дотичної та нормалi до графiка функцiї
а) Piвняння дотичної до графiка функцiї y = f(x) в точцi

з абсцисою x0:

y = f(x0) + f ′(x0) · (x− x0). (10.1)

б) Оскiльки дотична та нормаль, проведенi в точцi з абс-
цисою x0, перпендикулярнi, то їх кутовi коефiцiєнти зв’язанi
спiввiдношенням k1·k2 = −1, тобто, якщо f ′(x0) – кутовий ко-

ефiцiєнт дотичної, то − 1

f ′(x0)
– кутовий коефiцiєнт нормалi,

тодi
y = f(x0)− 1

f ′(x0)
· (x− x0) (10.2)
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– piвняння нормалi до графiка функцiї y = f(x) в точцi з
абсцисою x0.

Наслiдок 1. Якщо похiдна функцiї f(x) дорiвнює 0 на де-
якому промiжку X, то функцiя є тотожньою константою
на цьому промiжку.

Наслiдок 2. Якщо двi функцiї мають рiвнi похiднi на
деякому промiжку, то цi функцiї на цьому промiжку вiдрiз-
няються не бiльш, нiж на стале число.

Правило Лопiталя

Теорема 10.1. Границя вiдношення двох нескiнченно ма-
лих або нескiнченно великих функцiй дорiвнює границi вiд-
ношення їх похiдних (скiнченнiй або нескiнченнiй), якщо ця
границя iснує.

Отже, якщо маємо невизначенiсть типу
[

0

0

]
або

[∞
∞

]
, то

lim
x→ x0
(x→∞)

f(x)

g(x)
= lim

x→ x0
(x→∞)

f ′(x)

g′(x)
(10.3)

(f(x) i g(x) – неперервно-диференцiйованi в околi точки x0,
f(x0) = g(x0) = 0, або f(x)→∞, g(x)→∞ при x→∞).

Наприклад: lim
x→∞

x

ex
– маємо

[∞
∞

]
⇒ lim

x→∞

x

ex
=

lim
x→∞

x′

(ex)′
= lim

x→∞

1

ex
= 0.

Зауваження. 1) Якщо вiдношення
f ′(x)

g′(x)
також є

невизначенiстю, то застосовуємо правило Лопiталя ще раз,
якщо для вiдповiдної функцiї або похiдної виконуються умо-
ви теореми Кошi.

2) Невизначенiсть типу [0 · ∞] можна звести до одного з

попереднiх типiв:
[

0

0

]
або

[∞
∞

]
.

Наприклад: lim
x→0

(x · lnx) – маємо [0 · ∞]⇒ lim
x→0

(x · lnx) =
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lim
x→0

lnx
1
x

⇒
[∞
∞

]
⇒ lim

x→0

(lnx)′(
1
x

)′ = lim
x→0

1
x

− 1
x2

= lim
x→0

−x2

x
=

lim
x→0

(−x) = 0.

3) Невизначенiсть [∞ − ∞] зводиться до невизначеностi[
0

0

]
або

[∞
∞

]
.

4) Невизначенiсть 1∞:

lim
x→a

[u(x)]v(x), де lim
x→a

u(x) = 1, lim
x→a

v(x) =∞,

дорiвнює: e
lim
x→a
{v(x)·[u(x)−1]}

.
Наприклад: lim

x→0
(cosx)

1
x = 1.

5) Невизначеностi
[
∞0
]
,
[
00
]
за допомогою перетворень

зводяться до невизначеностi типу [∞ · 0].
Невизначеностi типу 00, 1∞ i∞∞ можна розкрити за пра-

вилом Лопiталя, використавши тотожнiсть

(u(x))v(x) = ev(x) lnu(x),

яка зводить вказанi випадки до вигляду [0 · ∞].
Приклад. lim

x→0+0
xx = lim

x→0
ex lnx = (oкiльки функцiя y =

ex неперервна, то символи функцiї i границi можна мiняти
мiсцями) = e

lim
x→0

x lnx
= e0 = 1.

Приклади на застосування правила Лопiталя

1) lim
x→∞

lnx√
x

– маємо невизначенiсть
[∞
∞

]
.

lim
x→∞

lnx√
x

= lim
x→∞

(lnx)′

(
√
x)
′ = lim

x→∞

1
x
1

2
√
x

=

= lim
x→∞

1 · 2 ·
√
x

x · 1
= lim

x→∞

1√
x

= 0.

2) lim
x→∞

(ex − xn) – невизначенiсть [∞−∞].

lim
x→∞

(ex − xn) = lim
x→∞

ex
(

1− xn

ex

)
= lim

x→∞
ex· lim

x→∞

(
1− xn

ex

)
=
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=∞ ·
(

1− lim
x→∞

xn

ex

)
=∞ · (1− 0) =∞.

3) lim
x→0+0

(x · lnx) – невизначенiсть [0 · ∞].

lim
x→0

(x · lnx) = lim
x→0

lnx
1
x

= lim
x→0

(lnx)′(
1
x

)′ = lim
x→0

1
x

− 1
x2

=

= lim
x→0

1 · x2

−x
= lim

x→0
(−x) = 0.

Визначення iнтервалiв зростання i спадання функцiї
(iнтервали монотонностi)

Означення 10.1. Функцiя y = f(x) називається зроста-
ючою (спадною) на промiжку X, якщо для ∀ x1, x2(x1 < x2) ∈
X справедливо

f(x1) < f(x2) (f(x1) > f(x2)).

Теорема 10.2. (достатня умова зростання функцiї).
Якщо похiдна диференцiйованої функцiї додатна всерединi
деякого промiжку X, то вона зростає на цьому промiжку.
Теорема 10.3. (достатня умова спадання функцiї). Як-

що похiдна диференцiйованої функцiї вiд’ємна всерединi дея-
кого промiжку X, то вона спадає на цьому промiжку.

Зауважимо, що необхiдна умова монотонностi слабше: Як-
що функцiя зростає (спадає) на деякому промiжку X, то
можна лише стверджувати, що похiдна невiд’ємна (недо-
датна) на цьому промiжку: f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0), x ∈ X,
тобто в окремих точках похiдна монотонної функцiї може
дорiвнювати 0.

Приклад. Дослiдити на монотоннiсть функцiю y = x3 −
3x2 + 5.

Розв’язання. Знайдемо похiдну та її нулi:

y′ = 3x2 − 6x⇒ 3x2 − 6x = 0⇒ x2 − 2x = 0⇒
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⇒ x(x− 2) = 0⇒ x1 = 0, x2 = 0.

Визначимо знак похiдної на кожному з iнтервалiв:

Отже, функцiя y = x3− 3x2 + 5 зростає при x ∈ (−∞; 0)∪
(2; +∞), а спадає при x ∈ (0; 2).

Екстремуми функцiї

Означення 10.2. Точка x0 називається точкою локаль-
ного максимума функцiї f(x), якщо в деякому околi точки
x0 виконується нерiвнiсть f(x) ≤ f(x0).

Означення 10.3. Точка x1 називається точкою локаль-
ного мiнiмума функцiї f(x), якщо в деякому околi точки x1

виконується нерiвнiсть f(x) ≥ f(x1).

Значення функцiї в точках x0 i x1 називаються вiдповiд-
но локальним максимумом та локальним мiнiмумом функ-
цiї. Максимум та мiнiмум мають спiльну назву екстремум
функцiї.

Максимум (мiнiмум) функцiї на множинi iнколи назива-
ють глобальним або абсолютним максимумом (мiнiмумом):
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Наприклад, точки a1, a3 – локальнi екстремуми; точка x0 –
абсолютний мiнiмум на [a, b], x1 – абсолютний максимум.

Необхiдна умова екстремуму.
Стацiонарнi i критичнi точки функцiї

Теорема 10.4. (необхiдна умова екстремуму). Для того,
щоб точка x0 була точкою екстремуму функцiї, визначеної
в околi цiєї точки, необхiдно, щоб похiдна цiєї функцiї в цiй
точцi дорiвнювала 0 або не iснувала.

Означення 10.4. Точки iнтервалу (a, b), в яких f ′(x) =
0, називаються стацiонарними точками f(x) в iнтервалi
(a, b).

Означення 10.5. Точки, в яких f ′(x) = 0 або не iснує, на-
зиваються критичними точками функцiї f(x) на [a, b], або
точками, ”пiдозрiлими” на екстремум функцiї f(x) на [a, b].

Слiд зауважити, що критична точка не обов’язково є
точкою екстремуму.

Для знаходження екстремумiв функцiї потрiбно додатко-
ве дослiдження критичних точок. Iншими словами, потрiбно
знати достатню умову екстремума.

Теорема 10.5. (перша достатня умова екстримума):
Нехай функцiя f(x) диференцiйовна в околi точки x0 за ви-
нятком, можливо, самої точки x0, в якiй f(x) неперервна.
Тодi:
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1) якщо при переходi через x0 похiдна f ′(x) змiнює знак
з ”+” на ”−”, то в x0 f(x) має строгий максимум;

2) якщо при переходi через x0 f
′(x) змiнює знак з ”−” на

”+”, то в x0 f(x) має строгий мiнiмум;
3) якщо при переходi через x0 похiдна не змiнює знака,

то в точцi x0 f(x) екстремуму не має (тобто функцiя або
тiльки зростає, або спадає).

Приклад. Дослiдити на екстремум функцiю y = 2x3−x2.
Розв’язання. Знайдемо похiдну та її нулi:

y = 2x3−x2 ⇒ y′ = 6x2− 2x⇒ 6x2− 2x = 0⇒ 3x2−x = 0⇒

⇒ x(3x− 1) = 0⇒ x1 = 0, x2 =
1

3
.

Визначимо знак y′ на кожному з даних iнтервалiв:

Отже, при переходi через точку x = 0 похiдна змiнила
знак з ”+” на ”−”, тому ця точка є точкою максимума; при

переходi через точку x =
1

3
похiдна змiнила знак з ”−” на

”+”, тому ця точка є точкою мiнiмума.

ymin = y

(
1

3

)
= 2 ·

(
1

3

)3

−
(

1

3

)2

=
2

27
− 1

9
= − 1

27
,

ymax = y(0) = 2 · 03 − 02 = 0.

Теорема 10.6. (друга достатня умова екстремуму).
Нехай функцiя f(x) має похiднi до n-го порядку включно
в околi точки x0, причому f (n)(x) неперервна в точцi x0 i
f ′(x0) = f ′′(x0) = . . . = f (n−1)(x0) = 0, але f (n)(x0) 6= 0. Тодi:

1) якщо n парне (n ≥ 2), то функцiя f(x) в точцi x0 має
строгий екстремум, причому при f (n)(x0) > 0 – мiнiмум, а
при f (n)(x0) < 0 – максимум.
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2) якщо n – непарне, то функцiя f(x) в точцi x0 екстре-
муму не має.

Наприклад. Дослiдити на екстремум функцiю y = x2−1
в точцi a) x0 = 1; б) x0 = 0.

Розв’язання. а) y′ = 2x⇒ y′(1) = 2⇒ n = 1 – непарне ⇒
в x0 = 1 функцiя y = x2 − 1 екстремуму не має;

б) y′ = 2x ⇒ y′(0) = 0; y′′ = 2 6= 0, 2 > 0 ⇒ в x0 = 0
функцiя має мiнiмум.

Найбiльше та найменше значення функцiї на
промiжку

При роз’язуваннi прикладних задач, зокрема оптимiзацiй-
них, важливе значення мають задачi на знаходження глобаль-
ного максимума та глобального мiнiмума функцiї на деякому
промiжку X.

Згiдно з теоремою Вейєрштрасcа, якщо f(x) неперервнa
на [a, b], то вона досягає на цьому промiжку свого найбiльшо-
го та найменшого значення. Цi значення можуть досягатись
як в точках екстремуму, так i на кiнцях промiжку. Тому для
вiдшукання найбiльшого та найменшого значень на вiдрiзку
слiд користуватися наступною схемою:

1. Знайти похiдну f ′(x).
2. Знайти критичнi точки функцiї, тобто точки, в яких

f ′(x) = 0 або не iснує.
3. Знайти значення функцiї в критичних точках i на кiн-

цях вiдрiзку та вибрати з них (це стосується тiльки точок,
якi належать даному вiдрiзку) найбiльше та найменше. Це i
буде max та min f(x) на даному вiдрiзку.
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Приклад. Знайти найбiльше та найменше значення
функцiї y = x3 − 3x2 + 3x на вiдрiзку [−1; 4].

Розв’язання. За схемою дослiдження маємо

y′ = 3x2 − 6x+ 3⇒ 3x2 − 6x+ 3 = 0⇒ x2 − 2x+ 1 = 0⇒

⇒ x = 1 ∈ [−1; 4].

Знаходимо значення функцiї в точках x = −1, x = 1,
x = 4:

y(−1) = (−1)3 − 3 · (−1)2 + 3 · (−1) = −1− 3− 3 = −7,
y(1) = 13 − 3 · 12 + 3 · 1 = 1− 3 + 3 = 1,
y(4) = 43 − 3 · 42 + 3 · 4 = 64− 48 + 12 = 28.

Отже, найменшим значенням функцiї y = x3 − 3x2 + 3x
на вiдрiзку [−1; 4] буде −7, а найбiльшим 28.

Зауваження. Якщо f(x) неперервна на (a, b), то вона
може не досягaти на ньому свого найбiльшого та найменшо-
го значень. Зокрема, якщо диференцiйовна функцiя на (a, b)
має лише одну точку максимума (або одну точку мiнiмума),
то найбiльше (або найменше) значення функцiї спiвпадає з
максимумом (або мiнiмумом) цiєї функцiї.

Опуклiсть функцiї. Точки перегину
Означення 10.6. Функцiя y = f(x) називається опук-

лою вниз на промiжку X, якщо для будь-яких значень x1

i x2 ∈ X (x1 < x2) виконується нерiвнiсть

f

(
x1 + x2

2

)
≤
(
f(x1) + f(x2)

2

)
.

Означення 10.7. Функцiя y = f(x) називається опук-
лою вверх на промiжку X, якщо для ∀ x1, x2 ∈ X (x1 < x2)
виконується нерiвнiсть

f

(
x1 + x2

2

)
≥
(
f(x1) + f(x2)

2

)
.
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Теорема 10.7. Функцiя опукла вниз (вверх) на промiж-
ку X тодi i тiльки тoдi, коли її перша похiдна на цьому
промiжку монотонно зростає (спадає).

Використовуючи умови монотонностi, можна визначити
наступну достатню умову опуклостi функцiї вниз (вверх).

Теорема 10.8. Якщо друга похiдна двiчi диференцiйовної
функцiї додатна (вiд’ємна) всерединi деякого промiжку X,
то функцiя опукла вниз (вверх) на цьому промiжку.

Означення 10.8. Точкою перегину графiка неперервної
функцiї називається точка, що роздiляє iнтервали, в яких
функцiя опукла вниз i вверх.

Отже, тoчки перегину – це точки екстремуму першої по-
хiдної. Звiдси випливають наступнi твердження.

Теорема 10.9. (необхiдна умова перегину). Друга похiд-
на f ′′(x) двiчi диференцiйовної функцiї в точцi перегину x0

дорiвнює 0: f ′′(x0) = 0.

Теорема 10.10. (достатня умова перегину). Якщо дру-
га похiдна f ′′(x) двiчi диференцiйовної функцiї при переходi
через деяку точку x0 змiнює знак, то точка x0 є точкою
перегину її графiку.

Слiд вiдмiтити, що якщо критична точка диференцiйов-
ної функцiї не є точкою екстремуму, то вона є точкою пе-
регину її графiка.

Приклад. Дослiдити на опуклiсть функцiю y = 2x2 −
x3 + 1.

Розв’язання. Знаходимо y′ та y′′:

y′ = (2x2 − x3 + 1)′ = 4x− 3x2,

y′′ = 4− 6x⇒ 4− 6x = 0⇒ x0 =
2

3
.
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Отже, на
(
−∞;

2

3

)
графiк функцiї y = 2x2−x3 + 1 опук-

лий вниз, а на
(

2

3
; +∞

)
– опуклий вверх.

Асимптоти графiка функцiї
В попереднiх пунктах ми вивчали характернi точки

функцiї. Розглянемо тепер характернi лiнiї. Найважливiши-
ми з них є асимптоти.

Означення 10.9. Асимптотою графiка функцiї y = f(x)
називається пряма, яка володiє такою властивiстю, що вiд-
стань вiд точки (x, f(x)) графiка функцiї до цiєї прямої пря-
мує до нуля при необмеженому вiддаленнi точки графiка вiд
початку координат.

вертикальна горизонтальна похила
асимптота асимптота асимптота

Знаходження асимптот графiка базується на наступних
твердженнях.

Теорема 10.11. Нехай функцiя y = f(x) визначена в де-
якому околi точки x0 (виключаючи, можливо, саму точку
x0) i хоча б одна з границь функцiї при x → x0 − 0 або при
x→ x0+0 дорiвнює∞: lim

x→x0−0
f(x) =∞ або lim

x→x0+0
f(x) =∞.

Тодi пряма x = x0 є вертикальною асимптотою графiка
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функцiї y = f(x).

Отже, вертикальнi асимптоти слiд шукати в точках ро-
зриву функцiї або на кiнцях її областi визначення (a, b), якщо

a i b – скiнченнi числа. Наприклад, для y =
1

x
вертикальною

асимптотою є лiнiя x = 0. Для y = tgx ⇒ x =
π

2
– одна iз

вертикальних асимптот.

Теорема 10.12. Нехай функцiя y = f(x) визначена при
достатньо великих x i iснує скiнченна границя функцiї
lim
x→∞

f(x) = b. Тодi пряма y = b є горизонтальною асимп-
тотою графiка y = f(x).

Приклад. y =
1

x+ 1
⇒ lim

x→∞

1

x+ 1
= 0 ⇒ y = 0 – го-

ризонтальнa асимптотa, lim
x→−1

1

x+ 1
= ∞ ⇒ x = −1 – верти-

кальнa асимптотa.

Теорема 10.13. Нехай y = f(x) визначена при достат-
ньо великих x i iснують скiнченнi границi

lim
x→±∞

f(x)

x
= k 6= 0 i lim

x→±∞
[f(x)− kx] = b. (10.4)

Тодi пряма
y = kx+ b. (10.5)

є похилою асимптотою графiка функцiї y = f(x).
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Приклад. Знайти похилi асимптоти для y =
x2

x− 2
:

k = lim
x→∞

x2

x(x− 2)
= 1,

b = lim
x→∞

(
x2

x− 2
− x
)

= lim
x→∞

x2 − x2 + 2x

x− 2
= 2⇒ y = x+ 2.

Загальна схема дослiдження функцiй та побудови їх
графiкiв

1. Знайти область визначення функцiї.
2. Дослiдити функцiю на парнiсть-непарнiсть, перiодич-

нiсть.
3. Знайти точки перетину графiка функцiї з осями коор-

динат.
4. Дослiдити функцiю на неперервнiсть.
5. Знайти асимптоти графiка (якщо вони iснують).
6. З’ясувати поведiнку функцiї на кiнцях кожного з про-

мiжкiв областi визначення.
7. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми.

Знайти точки екстремумiв та значення функцiї в цих точках.
8. Дослiдити функцiю на опуклiсть; знайти iнтервали

опуклостi та точки перегину графiка функцiї.
9. Побудувати графiк функцiї.

Приклад. Дослiдити функцiю y =
1 + x2

1− x2
та побудувати

її графiк.
Розв’язання. 1) Область визначення (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪

(1,+∞), тобто x 6= ±1.
2) Функцiя парна, її графiк симетричний вiдносно осi ор-

динат.
3) Прямi x = 1 i x = −1 є вертикальними асимптотами,

оскiльки y = lim
x→1+0

1 + x2

1− x2
= −∞, y = lim

x→1−0

1 + x2

1− x2
= +∞.
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Отже, в цих точках функцiя має розрив. (Аналогiчно для
x→ −1 + 0 i x→ −1− 0).

4) При x = 0, y = 1 – точка перетину графiка з вiссю OY .
Очевидно, що точок перетину з OX графiк функцiї не має
(y 6= 0 в жоднiй точцi).

5) Поведiнка функцiї на ∞:

y = lim
x→±∞

1 + x2

1− x2
= lim

x→∞

1
x2

+ 1
1
x2
− 1

= −1,

отже, пряма y = −1 є горизонтальною асимптотою;

lim
x→∞

1 + x2

x(1− x2)
= 0⇒

похилих асимптот немає.
6) Поведiнка при x = ±1 розглянута в пунктi 3).
7) Екстремуми та iнтервали монотонностi:

y′ =
2x(1− x2) + (1 + x2) · 2x

(1− x2)2
=

2x− 2x3 + 2x+ 2x3

(1− x2)2
=

=
4x

(1− x2)2
⇒ y′ = 0 при x = 0, y′ не iснує при x = ±1, ⇒

критичними точками є x = 0, x = 1, x = −1. Але x = ±1
не входять в ОВФ ⇒ критичною є тiльки x = 0. При x < 0
y′ < 0, при x > 0 y′ > 0 ⇒ похiдна змiнює знак з ”−” на ”+”

⇒ в точцi x = 0 функцiя має мiнiмум; ymin =
1 + 0

1− 0
= 1.

На iнтервалi (−∞,−1) y′ < 0 ⇒ функцiя спадає; на iн-
тервалi (−1, 0) y′ < 0 ⇒ функцiя спадає; на iнтервалi (0, 1),
(1,+∞) y′ > 0⇒ функцiя зростає.

8) Iнтервали опуклостi на точки перегину:

y′′ =
4(1− x2)2 − 4x · 2(1− x2) · (−2x)

(1− x2)4
=

=
4(1− x2)(1− x2 + 4x2)

(1− x2)4
=

4(3x2 + 1)

(1− x2)3
.
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Очевидно, що
y′′ > 0 на (−1, 1)⇒ функцiя опукла вниз;
y′′ < 0 на (−∞,−1), (1,∞) ⇒ на цих iнтервалах функцiя

опукла вверх. Точок перегину немає (y′′ в 0 не обертається в
жоднiй точцi).

Будуємо графiк:

Граничнi величини в економiцi
Застосування похiдної для дослiдження динамiки

функцiй
Теоретичний аналiз рiзноманiтних явищ в економiцi вико-

ристовує ряд граничних величин, наприклад: граничнi витра-
ти, гранична кориснiсть, гранична схильнiсть до споживання,
гранична вартiсть тощо. Всi цi величини пов’язанi з поняттям
похiдної. Як приклад розглянемо граничнi витрати.

Нехай q – кiлькiсть виготовленої продукцiї, C(q) – вiд-
повiднi даному випуску продукцiї витрати. Граничнi витра-
ти позначаються MC i визначаються як додатковi витрати,
пов’язанi з виробництвом ще однiєї одиницi продукцiї. Iнши-
ми словами,

MC = C(q + ∆q)− C(q),

де ∆q = 1. Використовуючи рiвнiсть ∆C ≈ dC, одержимо

MC = ∆C ≈ dC = C ′(q) ·∆q = C ′(q).
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Приклад. Нехай C(q) = 1500q−2q2+0, 002q3. Тодi додат-
ковi витрати, пов’язанi зi збiльшенням випуску вiд q до q+ 1,
складають ∆C = C(q + 1)− C(q), що наближено дорiвнює

C ′(q) = 1500− 4q + 0, 006q2.

Загальна схема введення граничних величин така: нехай
величина Y є функцiєю вiд величини X, тодi гранична вели-

чина MY (по X) =
∆Y

∆X
. Прирiст ∆X в рiзних випадках за-

дається по-рiзному. В одних випадках ∆X – це найбiльш при-
родна одиниця вимiру X, в iнших – це рiзниця мiж сусiднiми
значеннями X в таблицi, що задає функцiю Y вiд X. В теоре-
тичних питаннях зручно користуватися рiвнiстю MY = Y ′x,
припускаючи, що Y – диференцiйована функцiя вiд X.

Темп зростання функцiї.Швидкiсть змiни функцiї y =
f(x) визначається, як вiдомо, похiдною y′ = f(x). Вiдносною
швидкiстю або темпом зростання функцiї називається вiд-

ношення
y′

y
. Водночас

y′

y
= (ln y)′. Отже, темп зростання

функцiї дорiвнює її логарифмiчнiй похiднiй. Наприклад, як-

що
y′

y
= 0, 51, то темп зростання функцiї становить 51%.

Граничнi витрати виробництва. Нехай витрати K(x)
виробництва однорiдної продукцiї є функцiєю вiд кiлькостi x
цiєї продукцiї: K = K(x). Припустимо, що кiлькiсть продук-
цiї змiнюється на ∆x: x+ ∆x. Причому цiй кiлькостi ∆x+ x
вiдповiдають витрати K(x+ ∆x). Тодi приросту ∆x вiдповi-
дає прирiст витрат виробництва ∆K = K(x + ∆x) − K(x).

Вiдношення
∆K

∆x
є прирiст витрат виробництва на одини-

цю приросту кiлькостi продукцiї. Границя

lim
∆x→0

∆K

∆x
= K ′(x)

називається граничними витратами виробництва.
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Приклад 1. Витрати виробництваK залежать вiд обсягу
продукцiї x за формулою K(x) = −0, 05x3 + 3375x+ 200. При
яких значеннях x витрати почнуть спадати?

Розв’язання. Знайдемо похiдну K ′(x) = −0, 15x2 + 3375.
Функцiя K(x) спадає, коли K ′(x) < 0 ⇒ −0, 15x2 + 3375 <

0 ⇒ 0, 15x2 > 3375 ⇒ x2 >
3375

0, 15
= 22500 ⇒ x > 150 (зна-

чення x < −150, зрозумiло, не пiдходить за змiстом задачi).
Отже, витрати виробництва починають спадати при обсягах
x > 150.

Приклад 2. Залежнiсть фiнансових зборiв K вiд обсягу
продукцiї x визначається формулою K(x) = 0, 01x2 − 2x +
1000. При яких значеннях x фiнансовi збори почнуть зроста-
ти?

Розв’язання. K ′(x) = 0, 02x − 2 > 0 ⇒ 0, 02x > 2 ⇒ x >
2 · 100

2
⇒ x > 100⇒ при обсягах продукцiї, що перевищують

100, фiнансовi збори почнуть зростати.
Приклад 3. Функцiю попиту на будь-який товар можна

подати у виглядi q = f(p), де p – цiна товару; q – вiдповiдний
попит. Загальнi витрати населення на цей товар становлять
U = p·q грн., а граничний виторг U ′p = p′p·q+p·q′p = 1·q+p·q′ =

q

(
1 +

p

q
· q′
)
.

Еластичнiсть попиту щодо цiни подається у виглядi
Ep(q) = −p

q
q′. (Оскiльки в бiльшостi прикладiв зi збiльшен-

ням цiни продукцiї попит на неї спадає, то
dq

dp
< 0. Тому, щоб

не було вiд’ємних чисел при вивченнi еластичностi попиту,
записують так: Ep(q) = −p

q
q′). Тодi U ′ = q · (1− Ep).

З цiєї формули випливають такi висновки:
1. Якщо Ep > 1, то U ′ < 0. Отже, у разi еластичного

попиту з пiдвищенням цiни виторг вiд продажу товару зни-
жується.
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2. Якщо 0 < Ep < 1, то U ′ > 0. Отже, якщо попит неела-
стичний, то з пiдвищенням цiни виторг зростає.

3. Якщо Ep = 1, то U ′ = 0 ⇒ U = const. Отже, коли
попит нейтральний, то виторг вiд продажу даного товару не
залежить вiд змiни цiни.

Приклад 4. Нехай сумарнi витрати на виробництво x
одиниць продукцiї: K(x) = 0, 01x2 + 10x + 400. Залежнiсть
мiж цiною p i кiлькiстю x продукцiї, яку можна продати за
цiєю цiною, така:

p(x) = 46− 0, 05x.

При якому x прибуток пiдприємства буде максимальний i
який розмiр цього прибутку?

Розв’язання. Якщо вiдомi цiна та кiлькiсть продукцiї, то
виручка

U(x) = x · p(x) = 46x− 0, 05x2.

Прибуток подається у виглядi: R(x) = U(x)−K(x) = xp(x)−
K(x). Прибуток максимальний, якщо R′(x) = 0 i R′′(x) < 0.
Звiдси випливає, що:

R′(x) = U ′(x)−K ′(x) = 0⇒ U ′(x) = K ′(x). (∗)

Отже, пiдприємство може одержати максимальний прибуток
за такого обсягу x виробництва, при якому гранична виручка
дорiвнює граничним витратам:

U ′(x) = 46− 0, 1x
K ′(x) = 0, 02x+ 10

}
⇒ 46− 0, 1x = 0, 02x+ 10⇒

⇒ 46− 10 = 0, 12x⇒ 36 = 0, 12x⇒ x =
3 · 100

12
= 300.

Отже, R(x) = 46 ·300−0, 05 ·3002−0, 01 ·3002−10 ·300−400 =
13800− 4500− 900− 3400 = 5000 грн. – розмiр прибутку.

Зауваження. Формула (*) визначає один з базових за-
конiв теорiї виробництва: оптимальний для виробника рiвень
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випуску товару визначається рiвнiстю граничних витрат та
граничного виторгу.

Ще одне важливе поняття теорiї виробництва – це рiвень
найбiльш економiчного виробництва, при якому середнi вит-
рати на виробництво товару мiнiмальнi. Вiдповiдний еконо-
мiчний закон такий: рiвень найбiльш економiчного вироб-
ництва визначається рiвнiстю середнiх та граничних витрат.

Дiйсно, cереднi витрати визначаються як
K(x)

x
(сумарнi

витрати на виробництво товару, подiленi на його кiлькiсть).
Мiнiмум цiєї величини досягається за умови:(
K(x)

x

)′
= 0⇒ K ′(x) · x−K(x)

x
= 0⇒ K ′(x) · x = K(x)⇒

⇒ K ′(x) =
K(x)

x
– тобто коли граничнi витрати K ′(x) дорiв-

нюють середнiм витратам
K(x)

x
.

Поняття опуклостi функцiї також має економiчну iнтер-
претацiю: один з найбiльш значних економiчних законiв – за-
кон спадної прибутковостi – звучить так: Iз ростом вироб-
ництва додаткова продукцiя, яку одержано на кожну нову
одиницю ресурсу (трудового, технологiчного та iн.), з дея-
кого моменту зменшується (спадає).

Iншими словами: функцiя y = f(x), яка визначає залеж-
нiсть випуску продукцiї вiд вкладених ресурсiв, є функцiєю,
опуклою вверх.
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ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми ”Застосування похiдної до дослiдження

функцiй”
Варiант 1. Варiант 2.

1. Записати рiвняння дотичної до кривої y =
√
x+ 8 в

точцi з абсцисою
x0 = −4. x0 = 2.

2. Дано параболу y = −x2. 3’ясувати, в якiй точцi пара-
боли нормаль до неї перпендикулярна прямiй
y = 2x− 1. y = x+ 3.

3. Закон руху матерiальної точки s =
1

4
t4 − 4t3 + 16t2.

3’ясувати моменти часу, в яких її швидкiсть дорiвнювала ну-
лю.

4. Обчислити границi функцiй:

a) lim
x→2

3
√
x− 3
√

2
√
x−
√

2
; a) lim

x→1

[
x

x− 1
− 1

lnx

]
;

б) lim
x→∞

(
x · sin 6

x

)
. б) lim

x→π
2

(tgx)2x−π.

5. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми:

y = 5x4 − 10x2 + 7. y =
7

4x3 − 9x2 + 6x
.

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть, угнутiсть та точки
перегину:
y = x3 − 5x2 + 3x− 1. y = x · lnx.

7. Знайти асимптоти функцiї:

y =
2x2 − 7x+ 3

x− 2
. y =

ex+2

x− 3
.

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати
графiк:

y = x3 − 5x. y =
1

x
+ 4x2.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї:

y =
1

3
x3− 5

2
x2 + 6x на iнтер-

валi [1; 5].
y = x2 − 4x + 1 на iнтервалi
[−2; 1].
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Варiант 3. Варiант 4.

1. Записати рiвняння нормалi до кривої y =
3

2
x2 − 7x+ 5

в точцi з абсцисою
x0 = 3. x0 = −5.

2. 3’ясувати, в якiй точцi кривої y = 3
√
x кут нахилу до-

тичної до додатного напрямку осi абсцис дорiвнює
y =

π

6
. y =

π

3
.

3. Закон руху матерiальної точки s =
1

4
t4+

2

3
t3−t2+5t−16.

Визначити швидкiсть руху через
t = 2 c. t = 4 c.

4. Обчислити границi функцiй:

a) lim
x→0

ln cosx

x
; a) lim

x→1

[
1

lnx
− x

lnx

]
;

б) lim
x→∞

[
x
(
e

1
x − 1

)]
. б) lim

x→0
xsinx.

5. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми:

y = 2x2 + 4x+ 3. y =
x2 + x+ 3

x2 + 5
.

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть, угнутiсть та точки
перегину:
y = x3 − 3x− 2. y = x · e−x2 .

7. Знайти асимптоти функцiї:

y =
7x2 − 2x− 5

x2 − 9
. y = 3 ln

x

x+ 5
− 4.

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати
графiк:
y = x3 − 6x2 + 9x. y = x− ln(x+ 1).

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї:
y = x3 − 3x2 на iнтервалi
[−1; 4].

y = 3x3 − x2 на iнтервалi
[0; 2].

Варiант 5. Варiант 6.
1. Записати рiвняння дотичної до кривої y = x2 − 6x − 2

в точцi з абсцисою
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x0 = −2. x0 = 4.
2. На кривiй y = x2−7x+13 знайти точку, нормаль в якiй

паралельна прямiй

y =
1

5
x+ 2. y = x− 1.

3. Закон руху матерiальної точки s =
1

3
t3 − 3t2 − 12t+ 7.

З’ясувати, у який момент часу її швидкiсть дорiвнювала
4 м/c. 6 м/c.

4. Обчислити границi функцiй:

a) lim
x→0

ex − 1

sinx
; a) lim

x→0

(
ctgx− 1

x

)
.

б) lim
x→∞

(
x2 · e

1
x2

)
. б) lim

x→0
x

1
ln(ex−1) .

5. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми:

y = 5x6 − 6x5. y =
x

3
− 3

x
.

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть, угнутiсть та точки
перегину:

y =
1

3
x3 − 2x2 + 3x+ 4. y = ln

(
1 + x2

)
.

7. Знайти асимптоти функцiї:

y =
5x2 + x− 4

x+ 3
. y = (x− 1)ex+4.

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати
графiк:
y = x3 + 3x2 − 18x. y = x2 · e1−x.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї:

y =

(
1

5

)x2−5x+4

на iнтервалi

[−2; 3].

y = 2x
2 на iнтервалi [−1; 2].

Варiант 7. Варiант 8.
1. Записати рiвняння нормалi до кривої y = 5x2 − 3x + 1

в точцi з абсцисою
x0 = 2. x0 = 3.

2. Записати рiвняння дотичної до параболи
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y = x2 − 3x+ 2. y = x2 + 3x.
в точцi перетину її з вiссю ординат.

3. Двi матерiальнi точки рухаються прямолiнiйно рiвно-
мiрно вздовж осi абсцис, їх закони руху заданi рiвняннями
s = t2 + 8t − 5 i s = 3t2 − 5t + 1. Визначити, в який момент
часу їх швидкостi будуть рiвними.

4. Обчислити границi функцiй:

a) lim
x→0

e2x − cos 2x

e5x − cos 5x
; a) lim

x→0

[
1

x
− 1

ex − 1

]
;

б) lim
x→∞

(
x2 · e−5x

)
. б) lim

x→0

(
1

x

)tgx

.

5. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми:

y = 6x2 − 2x3. y =
7x

lnx
.

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть, угнутiсть та точки
перегину:

y = x3 − 3x2 + 1. y =
x3

x+ 12
.

7. Знайти асимптоти функцiї:

y =
9x2 − 2x− 7

x2 − 1
. y = 6 ln

x

x− 5
− 3.

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати
графiк:

y = x3 − 9x2 + 18x. y =
x2 − 4

x+ 1
.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї:
y = x · lnx на iнтервалi[

1

10
; 1

]
.

y = x+lnx на iнтервалi [3; 5].

Варiант 9. Варiант 10.
1. Записати рiвняння дотичної до кривої y = ln(1 + x) в

точцi з абсцисою
x0 = 0. x0 = 4.

2. Записати рiвняння нормалей до кривої y = x2 + 2x− 1
в точках перетину її з кривою
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y = −2x2. y = −x2.
3. Закон руху матерiальної точки s = t3 − 2t2 − t. Визна-

чити швидкiсть та прискорення матерiальної точки через
t = 5 с t = 10 с

пiсля початку руху.
4. Обчислити границi функцiй:

a) lim
x→0

x− arctgx

x3
; a) lim

x→1

[
1

x− 1
− 1

ex − e

]
;

б) lim
x→0

(
x3 · lnx

)
. б) lim

x→0
(ex + x)

1
x .

5. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми:

y =
1

3
x3 − 5

2
x2 + 6x. y =

lnx+ 4

x
.

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть, угнутiсть та точки
перегину:
y = x3 − 6x2 + 9x− 5. y = x+ arctgx.

7. Знайти асимптоти функцiї:

y =
x2 + x+ 3

3x− 1
. y = xe−x

2 .

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати
графiк:

y = x3 − 3x2 + 2x. y =
ex

x
.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї:
y = 2x3−6x2 +3 на iнтервалi
[−1; 1].

y = x3− 3x2 + 1 на iнтервалi
[0; 1].

Варiант 11. Варiант 12.

1. Записати рiвняння нормалi до кривої y =
x2 − 5

2x2 + 1
в

точцi з абсцисою
x0 = 1. x0 = 3.

2. З’ясувати кут нахилу дотичної до графiка функцiї y =
1

4
x4 в точцi

M

(
1;

1

4

)
. M (0; 1).
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3. Закон руху матерiальної точки s = 9t− 2t3. Визначити
швидкiсть руху та прискорення матерiальної точки через
t = 5 с. t = 7 с.

4. Обчислити границi функцiй:

a) lim
x→0

x− sinx

x− tgx
; a) lim

x→1

[
1

x− 1
− 3

1− x3

]
;

б) lim
x→0

(
x · ln3 x

)
. б) lim

x→∞

(
1 +

1

x2

)x
.

5. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми:
y = x3 − 3x2 − 9x+ 1. y = ln(5− x2).

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть, угнутiсть та точки
перегину:
y = x4 − 2x2 − 3. y = (x− 1)ex+1.

7. Знайти асимптоти функцiї:

y =
x2 + 9x+ 11

x2 − 25
. y = 5 ln

x+ 3

x+ 4
− 2.

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати
графiк:

y = x3 − 3x2. y = x+
lnx

x
.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї:

y =
x+ 1

ex
на iнтервалi

[−1; 1].
y =

x+ 1

x
на iнтервалi [1; 3].

Варiант 13. Варiант 14.
1. Записати рiвняння нормалi до кривої y = tg4x в точцi

з абсцисою
x0 =

π

16
. x0 =

π

4
.

2. Записати рiвняння дотичної до кривої y =
√

4− 5x в
точцi її перетину з прямою
2x+ y − 1 = 0. x+ y − 2 = 0.

3. Двi матерiальнi точки рухаються прямолiнiйно рiвно-
мiрно, закони руху їх заданi рiвняннями s = 3t2 + 7t + 14 i
s = 2t2 + 4t+ 24. Визначити швидкостi матерiальних точок у
момент зустрiчi.
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4. Обчислити границi функцiй:

a) lim
x→2

x5 − 32

x3 − 8
; a) lim

x→∞

[
x3

x2 + 1
− x
]
;

б) lim
x→∞

x2
(

1− e
1
x

)
. б) lim

x→1
x

1
1−x .

5. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми:

y =
1

6
x6 − 4

5
x5. y = x · lnx.

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть, угнутiсть та точки
перегину:

y = 5x3 − 3x5. y =

(
x+ 1

x

)2

.

7. Знайти асимптоти функцiї:

y =
8x2 − 7x+ 1

x− 5
. y =

ex+4

x+ 5
.

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати
графiк:
y = x4 − 2x2 − 3. y = x2 · e−x2 .

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї:

y =
x3

x2 − x+ 1
на iнтервалi

[−1; 1].

y =
x3

x2 + 1
на iнтервалi [0; 1].

Варiант 15. Варiант 16.
1. Записати рiвняння нормалi до кривої y = e−3x в точцi

з абсцисою
x0 = 0. x0 = 2.

2. Записати рiвняння горизонтальної дотичної до парабо-
ли
y = 3x2 + 6x+ 7. y = 4x2 + x+ 1.

3. Закон руху матерiальної точки s =
3

4
t4−5

3
t3+2t2−4t+3.

Визначити швидкiсть руху через
t = 1 с. t = 3 c.

4. Обчислити границi функцiй:
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a) lim
x→0

3x − 6x

4x − 8x
; a) lim

x→0

[
3

sinx
− 1

tgx

]
;

б) lim
x→∞

(
x · sin 5

x

)
. б) lim

x→1
(2− x)tg πx

2 .

5. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми:
y = x3 − 3x2 + 1. y = x · ln2 x.

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть, угнутiсть та точки
перегину:

y =
1

3
x3 − 1

2
x2 + 8x− 3. y = (x− 1)ex+1.

7. Знайти асимптоти функцiї:

y =
4x2 + 5x+ 1

x2 + 4x
. y = 4 ln

x

x+ 3
− 1.

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати
графiк:
y = 2x4 − x2 + 1. y = e

1
x .

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї:
y = ln(x2 − 2x + 4) на iнтер-

валi
[
−1;

3

2

]
.

y = ln(x2 − 2x) на iнтервалi
[4; 5].

Варiант 17. Варiант 18.

1. Записати рiвняння нормалi до кривої y = x+
2

x
в точцi

з абсцисою
x0 = −2. x0 = 5.

2. Записати рiвняння дотичних до графiку функцiї y =
x3 − 12x+ 3, паралельних прямiй
4x− y + 5 = 0. x− y + 1 = 0.

3. Вздовж осi абсцис рухаються прямолiнiйно двi ма-

терiальнi точки, закони руху яких s = t3 − 7

2
t2 + 13t − 9 i

s =
2

3
t3−6t2 + 7t+ 5. З’ясувати, в який момент часу їх швид-

костi дорiвнювали.
4. Обчислити границi функцiй:
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a) lim
x→0

ex
2 − 1

cosx− 1
; a) lim

x→0

[
x+ 1

x
− 1

sinx

]
;

б) lim
x→∞

(
8

1
x − 1

)
· x. б) lim

x→0
xx.

5. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми:

y =
5

3
x3 − 10x. y =

x3 − x2

e2x
.

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть, угнутiсть та точки
перегину:

y =
5

3
x3 − 5

2
x2 + 7. y = x · e−

x2

2 .

7. Знайти асимптоти функцiї:

y =
2x2 + 9x+ 1

x− 7
. y = 2 ln

x+ 1

x− 1
− 1.

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати
графiк:

y = x3 − 3x2 − 12x. y =
1

x2
+ x2.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї:
y = 2x3 − 6x2 + 3x+ 1 на iн-
тервалi [5; 8].

y = 3x2 − x + 2 на iнтервалi
[0; 1].

Варiант 19. Варiант 20.
1. Записати рiвняння нормалi до кривої y = x3 + 2x2 в

точцi з абсцисою
x0 = −2. x0 = 3.

2. Записати рiвняння дотичної до кривої y =
x+ 2

x− 2
, яка

паралельна прямiй, що проходить через точки
A(1;−7) i B(−2; 5). A(1; 2) i B(3; 1).

3. Закон руху матерiальної точки s =
5

4
t4−8t3 +6t2−t+9.

Визначити швидкiсть та прискорення руху через
t = 4 c. t = 10 c.

4. Обчислити границi функцiй:
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a) lim
x→0

e2x − e−2x

sin 10x
; a) lim

x→π
2

[
1

cosx
− 1

ctgx

]
;

б) lim
x→0

(1− cosx) ctgx. б) lim
x→0

(
ln

1

x

)x
.

5. Дослiдити функцiю на монотоннiсть та екстремуми:

y =
1

3
x3 − 1

2
x2 − 2x+ 3. y =

x2 − 5x+ 4

x2 + 5x+ 4
.

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть, угнутiсть та точки
перегину:

y = −1

3
x3 + x2 + 3. y = ln

x

x− 3
.

7. Знайти асимптоти функцiї:

y =
5x2 − 6x− 11

3x2 + 9x
. y =

ex+4

x− 2
.

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати
графiк:

y = 4x5 − 5x4. y =

(
x+ 1

x

)2

.

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї:
y = 2x − 3 lnx на iнтервалi
[1; e].

y = x2 + 4x − 1 на iнтервалi
[1; 3].

Приклади розв’язання типових завдань

1. Записати рiвняння нормалi до кривої y =
2x+ 3

2x− 3
в точцi

з абсцисою x0 = 1.
Розв’язання. За формулою (10.2), рiвняння нормалi має

вигляд:
y − y0 = − 1

y′ (x0)
(x− x0) .

Обчислимо значення y0 – ординати точки дотику. Знайдемо
похiдну функцiї, обчислимо її значення в точцi дотику:

y0 = y (x0) =
2 · 1 + 3

2 · 1− 3
= −5;

y′ =
2(2x− 3)− 2(2x+ 3)

(2x− 3)2
=

4x− 6− 4x− 6

(2x− 3)2
= − 12

(2x− 3)2
;
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y′ (x0) = − 12

(2 · 1− 3)2
= −12.

Пiдставимо у формулу (10.2):

y + 5 = − 1

−12
(x− 1);

y =
1

12
x− 1

12
− 5;

y =
1

12
x− 61

12
− рiвняння нормалi.

2. 3’ясувати, який кут утворює з вiссю абсцис дотична до
графiку функцiї y = x2 − 5x + 8, яка проведена в точцi з
абсцисою x0 = 3. Записати рiвняння дотичної.

Розв’язання. За визначенням кутовий коефiцiєнт дотич-
ної (кут її нахилу до осi абсцис) дорiвнює значенню похiдної
в точцi дотику:

k∂ = y′ (x0) .

Знайдемо похiдну:
y′ = 2x− 5,

обчислимо iї значення у точцi дотику:

y′ (x0) = 2 · 3− 5 = 1.

За визначенням кутового коефiцiєнта

k∂ = 1 = tgϕ,

отже, дотична утворює з вiссю абсцис кут ϕ =
π

4
.

Запишемо рiвняння дотичної (10.1):

y − y0 = f ′ (x0) (x− x0) .

Обчислимо y0 = 32 − 5 · 3 + 8 = 2. Пiдставимо у формулу:

y − 2 = 1(x− 3).
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Ocтaточно маємо:
y = x− 1.

3. Закон руху матерiальної точки s = t3 − 2t2 + 4t + 9.
Визначити швидкiсть та прискорення руху через t = 2 c.

Розв’язання.Швидкiсть та прискорення руху дорiвнюють
першiй та другiй похiдним вiдповiдно вiд закону руху ма-
терiальної точки:

v = s′(t); a = v′(t) = s′′(t).

Знайдемо похiднi та обчислимо їх значення через t = 2 с:

v = s′ = 3t2 − 4t+ 4; v(2) = 12− 8 + 4 = 8 м/c;
a = v′ = s′′ = 6t− 4; a(2) = 12− 4 = 8 м/c2.

4. Обчислити границi функцiй:

a) lim
x→0

e3x + e2x − 5x

x2
.

Розв’язання. При пiдстановцi граничного значення аргу-

менту функцiї, ми отримаємо невизначенiсть типу
∣∣∣∣00
∣∣∣∣. Саме

з такими невизначеностями можна впоратися за допомогою
правила Лопiталя. Згiдно (10.3) границя вiдношення функцiй
дорiвнює границi вiдношення їх похiдних:

lim
x→0

e3x + e2x − 5x

x2
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ = lim

x→0

3e3x + 2e2x − 5

2x
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣⇒

пiдставимо граничне значення аргументу, знову отримуємо

невизначенiсть типу
∣∣∣∣00
∣∣∣∣. Згадаємо, що правило Лопiталя

можна використовувати стiльки разiв, скiльки в цьому є необ-
хiднiсть. Замiнимо границю вiдношення функцiй границею
вiдношення їх похiдних ще раз:

= lim
x→0

9e3x + 4e2x

2
=

13

2
.
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Вiдповiдь: Границя функцiї дорiвнює
13

2
.

б) lim
x→0

[
1

tg x
− 1

arctg x

]
.

Розв’язання. При пiдстановцi граничного значення аргу-
менту функцiї отримаємо невизначенiсть типу |∞−∞|. Перед
тим, як застосувати правило Лопiталя, ми повиннi виконати
перетворення, а саме: привести дроби до спiльного знаменни-
ка:

lim
x→0

[
1

tg x
− 1

arctg x

]
= |∞ −∞| = lim

x→0

arctg x− tg x

tg x · arctg x
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ =

= lim
x→0

1
1+x2

− 1
cos2 x

1
cos2 x

arctg x+ tg x 1
1+x2

= lim
x→0

cos2 x−1−x2
(1+x2) cos2 x

(1+x2) arctg x+cos2 x·tg x
(1+x2) cos2 x

=

= lim
x→0

cos2 x− 1− x2

(1 + x2) arctg x+ 1
2 sin 2x

=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ =

= lim
x→0

2 cosx sinx− 2x

2x arctg x+ cos 2x
=

0

1
= 0.

Як бачимо, правилом Лопiталя ми були вимушенi скориста-
тися двiчi, попередньо спростивши функцiю.

Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює 0.
в) lim

x→0
(8x · ctg x).

Розв’язання. При пiдстановцi граничного значення аргу-
менту функцiї, ми отримаємо невизначенiсть типу |0 · ∞|.
Функцiя представлена у виглядi добутку. Для того, щоб ско-
ристатися правилом Лопiталя ми повиннi записати функцiю
у виглядi вiдношення функцiй. Для цього замiнимо множен-

ня на ctg x дiленням на обернену функцiю, тобто на
1

ctg x
=

tg x :

lim
x→0

(8x · ctg x) = |0 · ∞| = lim
x→0

8x
1

ctg x

= lim
x→0

8x

tg x
=

∣∣∣∣00
∣∣∣∣ =
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= lim
x→0

8
1

cos2 x

=
8

1
= 8.

Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює 8.
г) lim

x→∞
(1 + xex)

1
x .

Розв’язання. При пiдстановцi граничного значення ар-
гументу функцiї, ми отримаємо невизначенiсть типу

∣∣∞0
∣∣.

Функцiя має вигляд степенево-показникової. Для того, щоб
скористатися правилом Лопiталя, прологарифмуємо грани-
цю. Задану границю позначимо як A, знайдемо її логарифм

lim
x→∞

(1 + xex)
1
x =

∣∣∞0
∣∣ = A;

lnA = ln lim
x→∞

(1 + xex)
1
x = lim

x→∞
ln (1 + xex)

1
x =

= lim
x→∞

1

x
ln (1 + xex) = lim

x→∞

ln (1 + xex)

x
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ =

Тепер використання правила Лопiталя можливо. Обчис-
лимо границю:

= lim
x→∞

ex+xex

(1+xex)

1
= lim

x→∞

ex(1 + x)

1 + xex
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→∞

ex(1 + x) + ex

ex + xex
=

= lim
x→∞

ex(1 + x+ 1)

ex(1 + x)
= lim

x→∞

x+ 2

x+ 1
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→∞

1

1
= 1.

Ми знайшли lnA, двiчi звернувшись до правила Лопiталя та
виконав необхiднi перетворення; щоб повернутися до заданої
границi, згадаємо основну властивiсть показникової функцiї:

A = elnA = e1 = e.

Вiдповiдь. Границя функцiї дорiвнює e.
5. Дослiдити функцiї на монотоннiсть та екстремуми:
a) y = 2x4 − 4x2 − 5.
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Розв’язання. Дослiдження проведемо за схемою, пред-
ставленою у п. 4 i 5:

- ОДЗ: x ∈ R;
- знайдемо y′

y′ = 8x3 − 8x;

- знайдемо критичнi точки

y′ = 0 : 8x3 − 8x = 0; x(x− 1)(x+ 1) = 0;

⇒ x1 = 0; x2 = 1; x3 = −1;

- нанесемо на числову вiсь критичнi точки та дослiдимо
знак y′ у кожному з отриманих iнтервалiв:

Отже, в точках з абсцисами x = ±1 – мiнiмуми, в точцi з
абсцисою x = 0 – максимум.

Обчислимо екстремальнi значення функцiї.

y(−1) = 2(−1)4 − 4(−1)2 − 5 = −7;

y(1) = 2 · 12 − 4 · 12 − 5 = −7;

y(0) = 0− 0− 5 = −5.

Вiдповiдь. Функцiя зростає на iнтервалах x ∈ (−1; 0) ∪
(1; +∞), спадає – x ∈ (−∞;−1)∪(0; 1); в точкахM1(−1;−7) та
M3(1;−7) – мiнiмуми функцiї, в точцiM2(0;−5) – максимум.

б) y =
x2 + 7

x+ 3
.

Розв’язання.
- ОДЗ: x+ 3 6= 0; x 6= −3;
- знайдемо y′:

y′ =
2x(x+ 3)−

(
x2 + 7

)
· 1

(x+ 3)2
=

2x2 + 6x− x2 − 7

(x+ 3)2
=
x2 + 6x− 7

(x+ 3)2
;
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- знайдемо критичнi точки:

y′ = 0 : x2 + 6x− 7 = 0;

⇒ x1 = −7; x2 = 1;

- нанесемо на числову вiсь критичнi точки та точку, в
якiй функцiя не iснує (x = −3), дослiдимо знак y′ у кожному
з отриманих iнтервалiв

Отже, в точцi з абсцисою x = 1 – мiнiмум, в точцi з абсцисою
x = −7 – максимум.

Обчислимо екстремальнi значення функцiї.

y(1) =
1 + 7

1 + 3
=

8

4
= 2;

y(−7) =
49 + 7

−7 + 3
=

56

−4
= −14.

Вiдповiдь. Функцiя зростає на iнтервалах x ∈ (−∞;−7) ∪
(1; +∞), спадає – x ∈ (−7;−3) ∪ (−3; 1); в точцi M1(1; 2) –
мiнiмум функцiї, в точцi M2(−7;−14) – максимум.

6. Дослiдити функцiю на опуклiсть та точки перегину:
a) y = 3x4 − 4x3 − 6x+ 15.
Розв’язання. Дослiдження проведемо за схемою, пред-

ставленою у п. 7:
- ОДЗ: x ∈ R;
- знайдемо y′′:

y′ = 12x3 − 12x2 − 6;

y′′ = 36x2 − 24x;

- знайдемо критичнi точки:

y′′ = 0 : 36x2 − 24x = 0; 12x(3x− 2) = 0;
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⇒ x1 = 0; x2 =
2

3
.

- нанесемо на числову вiсь критичнi точки та точки, в
яких функцiя не iснує, та дослiдимо знак другої похiдної в
кожному з отриманих iнтервалiв:

Обчислимо ординати точок перегину:

y(0) = 15;

y

(
2

3

)
= 3

(
2

3

)4

− 4

(
2

3

)3

− 6

(
2

3

)
+ 15 =

281

27
.

Вiдповiдь. Функцiя опукла вверх на iнтервалi x ∈(
0;

2

3

)
; опукла вниз при x ∈ (−∞; 0) ∪

(
2

3
; +∞

)
; P1(0; 15),

P2

(
2

3
;
281

27

)
– точки перегину функцiї.

б) y = (x+ 1) arctg x.
Розв’язання.
- ОДЗ: x ∈ R;
- знайдемо y′′:

y′ = arctg x+ (x+ 1) · 1

1 + x2
= arctg x+

x+ 1

1 + x2
;

y′′ =
1

1 + x2
+

1 + x2 − (x+ 1) · 2x
(1 + x2)2 =

2 + 2x2 − 2x2 − 2x

(1 + x2)2 =

=
2− 2x

(1 + x2)2 ;

- знайдемо критичнi точки:

y′′ = 0 :
2− 2x

(1 + x2)2 = 0; 2− 2x = 0 ⇒ x = 1.
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- нанесемо на числову вiсь критичнi точки та точки, в
яких функцiя не iснує, та дослiдимо знак другої похiдної в
кожному з отриманих iнтервалiв:

Обчислимо ординату точки перегину:

y(1) = (1 + 1) arctg 1 = 2 · arctg 1 = 2
π

4
=
π

2
.

Вiдповiдь.Функцiя опукла вверх на iнтервалi x ∈ (1; +∞),
опукла вниз при x ∈ (−∞; 1), в точцi P

(
1;
π

2

)
– перегин

функцiї.
7. Знайти асимптоти функцiї:

a) y =
3x2 − x+ 2

x+ 5
.

Розв’язання. Визначення та рiвняння асимптот функцiї
див. п. 8:

- ОДЗ: x+ 5 6= 0; x 6= −5.
- перевiримо, чи є пряма x = −5 – вертикальною асимп-

тотою:

lim
x→−5

3x2 − x+ 2

x+ 5
=

75 + 5− 2

−5 + 5
=

78

0
=∞,

отже, пряма x = −5 є вертикальною асимптотою;
- похилу асимптоту шукаємо у виглядi:

y = kx+ b.

Знайдемо кутовий коефiцiєнт асимптоти:

k = lim
x→±∞

y(x)

x
;

k = lim
x→±∞

3x2−x+2
x+5

x
= lim

x→±∞

3x2 − x+ 2

x2 + 5x
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ =
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= lim
x→±∞

6x− 1

2x+ 5
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→±∞

6

2
= 3;

вiдрiзок, який вiдсiкає асимптота на осi ординат:

b = lim
x→±∞

(y(x)− kx);

b = lim
x→±∞

(
3x2 − x+ 2

x+ 5
− 3x

)
= lim

x→±∞

3x2 − x+ 2− 3x2 − 15x

x+ 5
=

= lim
x→±∞

−16x+ 2

x+ 5
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→±∞

−16

1
= −16.

Отже, рiвняння похилої асимптоти має вигляд:

y = 3x− 16.

Biдnовiдь. Функцiя має вертикальну асимптоту x = −5 та
похилу асимптоту y = 3x− 16.

б) y = (x− 7)ex+3.
Розв’язання.
- ОД3: x ∈ R;
- вертикальної асимптоти немає, оскiльки x ∈ R, тобто

функцiя неперервна;
- похилу асимптоту шукаємо у виглядi:

y = kx+ b.

Знайдемо кутовий коефiцiєнт асимптоти. Зауважимо, що
обчислювати границi будемо окремо при x→ +∞ та x→ −∞
(поведiнка функцiї суттєво вiдрiзняється):

k = lim
x→±∞

y(x)

x
;

lim
x→+∞

(x− 7)ex+3

x
=

∣∣∣∣∞−
∣∣∣∣ = lim

x→+∞

ex+3 + (x− 7)ex+3

1
=∞⇒
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⇒ при x→ +∞ похилої асимптоти не iснує,

lim
x→−∞

(x− 7)ex+3

x
= lim

x→−∞

(x− 7)

xe−(x+3)
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ =

= lim
x→−∞

1

e−(x+3) − xe−(x+3)
=

1

∞
= 0.

Отже, при x → −∞ асимптота iснує, але при k = 0 похила
асимптота перетворюється в горизонтальну.

Вiдповiдь. Функцiя має горизонтальну асимптоту y = 0
при x→ −∞.

8. Провести повне дослiдження функцiї та побудувати

графiк: y =
2x

x2 − 1
.

Розв’язання. Загальна схема дослiдження функцiї приве-
дена в п. 9. Проведемо дослiдження за схемою:

- ОДЗ: x2 − 1 6= 0; x2 6= 1; x 6= ±1;

x ∈ (−∞;−1) ∪ (−1; 1) ∪ (1; +∞).

- Знайдемо точки перетину з осями координат:

Ox : y = 0⇒ 2x

x2 − 1
= 0; x = 0;

Oy : x = 0⇒ y =
2 · 0

02 − 1
= 0;

функцiя перетинається з осями координат в точцi O(0; 0).
- Знайдемо iнтервали знакосталостi. Нанесемо на числову

вiсь точки перетину з вiссю абсцис та точки, в яких функ-
цiя не iснує, дослiдимо знак функцiї в кожному з отриманих
iнтервалiв:

Отже, функцiя додатна на iнтервалi x ∈ (−1; 0)∪ (1; +∞),
вiд’ємна – x ∈ (−∞;−1) ∪ (0; 1).
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- Перевiримо функцiю на парнiсть:

y(−x) =
2(−x)

(−x)2 − 1
= − 2x

x2 − 1
= −y(x);

функцiя непарна, а з цього випливає, що її графiк симетрич-
ний вiдносно початку координат.

- Перiодичнiсть: функцiя не перiодична.
- Дослiдимо функцiю на монотоннiсть та екстремуми.
Ми детально розглянули цю схему у завданнi 5.

y′ =
2
(
x2 − 1

)
− 2x · 2x

(x2 − 1)2 =
2x2 − 2− 4x2

(x2 − 1)2 = − 2x2 + 2

(x2 − 1)2 ;

y′ = 0 : − 2x2 + 2

(x2 − 1)2 = 0; 2x2 + 2 = 0; 2x2 6= −2,

критичних точок нема, тому й екстремумiв у функцiї нема.
Дослiдимо на монотоннiсть:

Функцiя спадає на всiй областi визначеностi. Екстремумiв
нема.

- Дослiдимо функцiю на опуклiсть та точки перегину. Ми
детально розглянули цю схему у завданнi 6.

y′′ = −
4x
(
x2 − 1

)2 − (2x2 + 2
)

2
(
x2 − 1

)
2x

(x2 − 1)4 =

= −
4x
(
x2 − 1

) [
x2 − 1− 2x2 − 2

]
(x2 − 1)4 =

4x
(
x2 + 3

)
(x2 − 1)3 ;

y′′ = 0;
4x
(
x2 + 3

)
(x2 − 1)3 = 0; x = 0;
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Знайдемо асимптоти функцiї (див. завд. 7):
- вертикальнi асимптоти:

lim
x→−1

2x

x2 − 1
=

−2

(−1)2 − 1
= −2

0
= −∞;

lim
x→1

2x

x2 − 1
=

2

12 − 1
=

2

0
= +∞;

прямi x = −1 та x = 1 – вертикальнi асимптоти;
- похила асимптота y = kx+ b :

k = lim
x→±∞

y(x)

x
⇒ k = lim

x→±∞

2x
x2−1

x
= lim

x→±∞

2x

x3 − x2
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ =

= lim
x→±∞

2

3x2 − 2x
=

2

∞
= 0;

b = lim
x→±∞

y(x) = lim
x→±∞

2x

x2 − 1
=
∣∣∣∞∞ ∣∣∣ = lim

x→±∞

2

2x
=

1

∞
= 0;

похила асимптота перетворюється в горизонтальну y = 0.
Об’єднаємо отриманi результати дослiдження для побу-

дови графiка функцiї:

9. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї y =
2x

1 + x4
на вiдрiзку

[
−2;

1

2

]
.
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Розв’язання. Схема дослiдження функцiї на найбiльше та
найменше значення функцiї в замкненому iнтервалi приведе-
на в п. 6. Проведемо дослiдження за схемою.

ОДЗ: x ∈ R.
Знайдемо похiдну:

y′ =
2
(
1 + x4

)
− 2x · 4x3

(1 + x4)2 =
2 + 2x4 − 8x4

(1 + x4)2 =
2− 6x4

(1 + x4)2 .

Критичнi точки функцiї:

y′ = 0 :
2− 6x4

(1 + x4)2 = 0; 2− 6x4 = 0; x4 =
1

3
; x = ± 1

4
√

3
;

точка x =
1
4
√

3
не належить iнтервалу

[
−2; 1

2

]
.

Обчислимо значення функцiї в критичнiй точцi x = − 1
4
√

3
та кiнцях iнтервалу:

y(−2) =
2 · (−2)

1 + (−2)4
=
−4

1 + 16
= − 4

17
;

y

(
− 1

4
√

3

)
=

2 ·
(
− 1

4√3

)
1 +

(
− 1

4√3

)4 = −
2
4√3

1 + 1
3

= −
2
4√3
4
3

= − 2
4
√

3
· 3

4
=

= −1

2
4
√

27;

y

(
1

2

)
=

2 · 1
2

1 +
(

1
2

)4 =
1

1 + 1
16

=
1
17
16

=
16

17
.

З них найбiльше – yнайб. = y

(
1

2

)
=

16

17
, а найменше –

yнайм. = y

(
− 1

4
√

3

)
= −1

2
4
√

27.
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Тема 11. Невизначений iнтеграл

Первiсна функцiї i невизначений iнтеграл
Основною задачею диференцiального числення є знаход-

ження похiдної f ′(x) або диференцiала df = f ′(x)dx функцiї
f(x). В iнтегральному численнi розв’язується обернена зада-
ча: За заданою функцiєю f(x) потрiбно знайти таку функцiю
F (x), що F ′(x) = f(x) або dF (x) = F ′(x)dx = f(x)dx. Це ос-
новна задача iнтегрального числення.

Iнтегральне числення має багаточисельнi застосування в
геометрiї, механiцi, фiзицi, технiцi, економiцi. Воно дає за-
гальний метод обчислення площ, об’ємiв, центрiв маc тощо.

Означення 11.1. Функцiя F (x), x ∈ X ⊂ R, називається
первiсною для функцiї f(x) на множинi X, якщо вона дифе-
ренцiйована для ∀x ∈ X i F ′(x) = f(x) або dF (x) = f(x)dx.

Чи будь-яка функцiя має первiсну? Виявляється, що нi.
Справедлива наступна теорема.

Теорема 11.1. Будь-яка неперервна на вiдрiзку [a; b]
функцiя f(x) має на цьому вiдрiзку первiсну F (x).

Але навiть за таких обмежень задача знаходження F (x) за
вiдомою f(x) розв’язується неоднозначно i не завжди просто.

Теорема 11.2. Якщо F1(x) i F2(x) – двi рiзнi первiснi
функцiї f(x) на множинi X, то вони вiдрiзняються тiльки
сталим доданком, тобто F2(x) = F1(x) + C, де C − ∀const.

Наслiдок. Якщо F (x) – деяка первiсна функцiї f(x) на
множинiX, то всi первiснi цiєї функцiї визначаються виразом
F (x) + C, де C − ∀const.

Операцiя знаходження F (x) функцiї f(x) називається iн-
тегруванням.

Означення 11.2. Сукупнiсть F (x) + C всiх первiсних
функцiї f(x) на множинi X називається невизначеним iн-
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тегралом i позначається∫
f(x)dx = F (x) + C.

Тут: f(x)dx – пiдiнтегральний вираз, f(x) – пiдiнтегральна
функцiя, x – змiнна iнтегрування, C – довiльна стала.

Термiн ”iнтеграл” (вiд лат. integralis – цiлiсний) був вве-
дений Лейбнiцем. Слово ”невизначений” пiдкреслює, що в за-
гальний вираз первiсної входить сталий доданок, який можна
вибирати довiльно.

З геометричної точки зору невизначений iнтеграл являє
собою однопараметричну сiм’ю кривих y = F (x) + C (C –
параметр), якi мають таку властивiсть: всi дотичнi до кривих
в точках з абсцисою x = x0 паралельнi мiж собою:

(F (x) + C)′|x=x0 = F ′(x0) = f(x0).

Кривi сiм’ї (F (x)+C) називають iнтегральними кривими.
Вони не перетинаються i не дотикаються одна до одної. Че-
рез кожну точку площини проходить тiльки одна iнтегральна
крива. Всi iнтегральнi кривi одержуються одна iз одної пера-
лельним перенесенням вздовж осi OY :

Основнi властивостi невизначеного iнтеграла
Розглянемо властивостi невизначеного iнтеграла, якi вип-

ливають iз його означення.

231



1) Похiдна вiд невизначеного iнтеграла дорiвнює пiдiнте-
гральнiй функцiї; диференцiал вiд невизначеного iнтеграла
дорiвнює пiдiнтегральному виразу:(∫

f(x)dx

)′
= f(x), d

(∫
f(x)dx

)
= f(x)dx.

2) Невизначений iнтеграл вiд диференцiала деякої функ-
цiї дорiвнює сумi цiєї функцiї i довiльної сталої:∫

df(x) = f(x) + C.

3) Сталий множник a(a 6= 0) можна виносити за знак
невизначеного iнтеграла:∫

af(x)dx = a

∫
f(x)dx.

4) Невизначений iнтеграл вiд алгебраїчної суми скiнчен-
ного числа функцiй дорiвнює алгебраїчнiй сумi iнтегралiв вiд
цих функцiй:∫

(f1(x)± f2(x)± . . .± fn(x)) dx =

∫
f1(x)dx±. . .±

∫
fn(x)dx.

5) Iнварiантнiсть формул iнтегрування: Будь-яка форму-
ла iнтегрування зберiгає свiй вигляд, якщо змiнну iнтегру-
вання замiнити будь-якою диференцiйованою функцiєю цiєї
змiнної:∫

f(x)dx = F (x) + C ⇒
∫
f(u)du = F (u) + C,

де u – диференцiйована функцiя.
Розглянемо iнтеграли вiд елементарних функцiй, якi на-

далi називатимемо табличними:

(1)
∫

0dx = C;
∫

1dx = x+ C;
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(2)
∫
xndx =

xn+1

n+ 1
+ C, n 6= −1;

(3)
∫
dx

x
= ln |x|+ C, (x 6= 0);

(4)
∫
axdx =

ax

ln a
+ C, a > 0, a 6= 1;

(5)
∫
exdx = ex + C;

(6)
∫

sinxdx = − cosx+ C;

(7)
∫

cosxdx = sinx+ C;

(8)
∫

dx√
a2 − x2

= arcsin
x

a
+ C (|x| < |a|), −a < x < a,

a > 0; або − arccos xa + C;

(9)
∫

dx

a2 + x2
=

1

a
arctg

x

a
+ C, a 6= 0; або −1

a
arcctg

x

a
+ C;

(10)
∫

dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣x− ax+ a

∣∣∣∣ + C, a 6= 0 (”високий лога-

рифм”);

(11)
∫

dx

cos2 x
= tgx+ C;

(12)
∫

dx

sin2 x
= −ctgx+ C;

(13)
∫

dx√
x2 ± a2

= ln
∣∣∣x+

√
x2 ± a2

∣∣∣+ C (a 6= 0, |x| > |a|)

(”довгий логарифм”);

(14)
∫ √

x2 + a2dx =
x

2

√
x2 + a2 +

a2

2
ln
∣∣∣x+

√
x2 + a2

∣∣∣ +

C;

(15)
∫ √

a2 − x2dx =
x

2

√
a2 − x2 +

a2

2
arcsin

x

a
+ C.

Приклади:

1)
∫
dx

x4
=

∫
x−4dx =

x−4+1

−4 + 1
+ C =

x−3

−3
+ C;
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2)
∫

3
√
xdx =

∫
x

1
3dx =

x
1
3

+1

1
3 + 1

+ C =
3x

4
3

4
+ C;

3)
∫

dx√
x

=

∫
x−

1
2dx =

x−
1
2

+1

−1
2 + 1

=
x

1
2

1
2

= 2x
1
2 + C;

4)
∫
dx

3x
=

∫ (
1

3

)x
dx =

(
1
3

)x
ln 1

3

+ C;

5)
∫

23x−1dx =

∫
23x · 2−1dx =

1

2

∫
8xdx =

1

2
· 8x

ln 8
+ C;

6)
∫

dx

9x2 − 1
=

∫
dx

9
(
x2 − 1

9

) =

∫
dx

9
(
x2 −

(
1
3

)2) =

1

9

∫
dx

x2 −
(

1
3

)2 =
1

6
ln

∣∣∣∣3x− 1

3x+ 1

∣∣∣∣+ C;

7)
∫

dx

4x2 + 25
=

∫
dx

4
(
x2 + 25

4

) =
1

4

∫
dx

x2 +
(

5
2

)2 =

1

10
arctg

2x

5
+ C;

8)
∫

dx√
4x2 + 1

=
1

2

∫
dx√
x2 + 1

4

=
1

2
ln

∣∣∣∣∣x+

√
x2 +

1

4

∣∣∣∣∣+ C;

9)
∫ (

sin
x

2
+ cos

x

2

)2
dx =

∫ (
sin2 x

2
+ 2 sin

x

2
cos

x

2
+

+ cos2 x

2

)
dx =

∫
(1+sinx)dx =

∫
dx+

∫
sinxdx = x−cosx+

C.
Основнi методи iнтегрування

1. Метод замiни змiнної
Одним з основних методiв iнтегрування є метод замiни

змiнної (або метод пiдстановки), який описується наступ-
ною формулою:∫

f(x)dx =

∫
f (ϕ(t))ϕ′(t)dt, (11.1)

де x = ϕ(t) – функцiя, диференцiйовна на промiжку, який
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розглядається. Це формула замiни змiнної в невизначеному
iнтегралi.

Доведення. Продиференцюємо по t обидвi частини рiв-
ностi (11.1) (згiдно з властивiстю 1) невизначеного iнтеграла):(∫

f(x)dx

)′
t

= f(x) · x′t = f(x) · ϕ′(t),

(∫
f (ϕ(t))ϕ′(t)dt

)′
t

= f(x) · x′t = f (ϕ(t)) · ϕ′(t).

Оскiльки x = ϕ(t), то цi похiднi рiвнi, тому, згiдно з на-
слiдком iз теореми Лагранжа, лiва i права частина в (11.1)
вiдрiзняються на деяку сталу.

Формула (11.1) показує, що при переходi до нової змiнної
достатньо виконати замiну змiнної в пiдiнтегральному виразi,
тому що цi вирази в обох частинах рiвностi (11.1) спiвпада-
ють.

Вдала замiна змiнної дозволяє спростити вихiдний iнте-
грал, а в простiших випадках – звести його до табличногo.

Слiд вiдмiтити, що нову змiнну можна не виписувати явно
(у таких випадках говорять про перетворення функцiї пiд
знаком диференцiала або про введення сталих та змiнних
пiд знак диференцiала).

Приклади:

1) I =

∫
dx

1− x
.

Замiна t = 1− x⇒ x = 1− t⇒ dx = (1− t)′dt = −dt;

I =

∫
−dt
t

= −
∫
dt

t
= − ln |t|+ C = − ln |1− x|+ C.

2) I =
∫

cos(3x+ 2)dx.

Замiна 3x+ 2 = t⇒ 3x = t− 2⇒ x =
t− 2

3
⇒ dx =

1

3
dt;

I =

∫
cos t · 1

3
dt =

1

3

∫
cos tdt =

1

3
sin t+C =

1

3
sin(3x+2)+C.
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3) I =

∫
dx

4x+ 3
.

Замiна t = 4x+ 3⇒ 4x = t− 3⇒ x =
t− 3

4
⇒ dx =

1

4
dt;

I =

∫ 1
4dt

t
=

1

4
ln |t|+ C =

1

4
ln |4x+ 3|+ C.

4) I =
∫

cos 4xdx.

Замiна 4x = t⇒ x =
t

4
⇒ dx =

1

4
dt;

I =

∫
cos t · 1

4
dt =

1

4

∫
cos tdt =

1

4
sin t+ C =

1

4
sin 4x+ C.

В цих прикладах була використана лiнiйна пiдстановка
t = kx+b, де k i b – деякi числа, k 6= 0. В загальному випадку
справедлива наступна теорема.
Теорема 11.3. Нехай F (x) – деяка первiсна для f(x). Тодi∫

f(kx+ b)dx =
1

k
F (kx+ b) + C, (11.2)

де k i b деякi числа, k 6= 0.
Отже, можна записати, зокрема, наступнi формули:
a)∫
(kx+ b)ndx =

1

k
· (kx+ b)n+1

n+ 1
+ C, n 6= −1, k 6= 0. (11.3)

б) ∫
dx

kx+ b
=

1

k
ln |kx+ b|+ C, k 6= 0. (11.4)

в)
∫
ekx+bdx =

1

k
ekx+b + C.

В деяких випадках можна виконати нелiнiйну пiдстанов-
ку, наприклад:
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1)
∫
xe−x

2
dx = −

∫
e−x

2
(−xdx) = −1

2

∫
e−x

2
d(−x2) =

−1

2
e−x

2
+ C.

(Або: замiна t = −x2 ⇒ dt = −2xdx).

2)
∫ √

lnxdx

x
=

∫ √
lnxd(lnx) =

(lnx)
1
2

+1

3
2

+C =
2 ln

3
2 x

3
+

C.
(Або: t = lnx⇒ dt =

1

x
dx).

3)
∫

tgxdx =

∫
sinxdx

cosx
=

∫
−d(cosx)

cosx
= − ln | cosx|+ C.

(Або: t = cosx⇒ dt = − sinxdx).

4)
∫

arcsinx√
1− x2

dx =

∫
arcsinxd(arcsinx) =

(arcsinx)2

2
+ C.

(Або: t = arcsinx⇒ dt =
dx√

1− x2
).

2. Метод iнтегрування частинами
Нехай u = u(x) та v = v(x) – диференцiйовнi функцiї. За

властивiстю диференцiала

d(uv) = vdu+ udv

або
udv = d(uv)− vdu. (11.5)

Iнтегруємо рiвнiсть (11.5):∫
udv =

∫
d(uv)−

∫
vdu⇒

∫
udv = uv −

∫
vdu. (11.6)

Формула (11.6) називається формулою iнтегрування ча-
стинами для невизначеного iнтеграла. При її застосуваннi
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фiксується розбиття пiдiнтегрального виразу шуканого iн-
теграла на два множника: u та dv. При переходi до пра-
вої частини (11.6) перший з них диференцiюється (при зна-
ходженнi диференцiала: du = u′dx), а другий – iнтегруєть-

ся: v =

∫
dv + C. Можливостi застосування формули (11.6)

пов’язанi з тим, що диференцiювання може iстотно спрости-
ти один iз множникiв (за умови, що iнтегрування не дуже
ускладнить другий).

Приклади:

1)
∫
xe−2xdx = u = x⇒ du = dx,

e−2xdx = vdx⇒ v =

∫
e−2xdx =

1

2

∫
e−2xd(−2x) = −1

2
e−2x


= −x

2
e−2x +

1

2

∫
e−2xdx = −x

2
e−2x − 1

4
e−2x + C.

2)
∫

(2 + 3x)e
x
3 dx = 3e

x
3 · (2 + 3x) − 3

∫
e
x
3 · 3dx =

u = 2 + 3x
du = 3dx

dv = e
x
3 dx

v = 3e
x
3


= 3e

x
3 · (2 + 3x)− 27e

x
3 + C.

3)
∫
x lnxdx =

x2

2
lnx− 1

2

∫
x2

x
dx =

x2

2
lnx− 1

2
· x

2

2
+C =

u = lnx

du =
1

x
dx

dv = xdx

v =
x2

2


=
x2

2
lnx− 1

4
x2 + C.
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Iнодi формулу iнтегрування частинами доводиться вико-
ристовувати не один раз:

4)
∫
x2 sinxdx = −x2 cosx + 2

∫
x cosxdx =

u = x2

du = 2xdx
dv = sinxdx
v = − cosx




u = x
du = dx

dv = cosxdx
v = sinx


= −x2 cosx+ 2

(
x sinx−

∫
sinxdx

)
=

= −x2 cosx+ 2x sinx+ 2 cosx+ C.

Аналiзуючи наведенi приклади, можна вказати деякi ти-
пи iнтегралiв, для знаходження яких використовується фор-
мула iнтегрування частинами:

I. Iнтеграли вигляду
∫
Pn(x) · eaxdx,

∫
Pn(x) sinmxdx,∫

Pn(x) cosmxdx;

II. Iнтеграли вигляду
∫
Pk(x) lnn xdx,

∫
Pk(x) arcsinxdx,∫

Pk(x) arccosxdx,
∫
Pk(x)arctgxdx,

∫
Pk(x)arcctgxdx,

де Pn(x) – многочлен n-го степеня вiдносно x; a, m, k – дiйснi
числа, k 6= 1, n – цiле додатне число.

III. Iнтеграли вигляду
∫
eαx cosmxdx,

∫
eαx sinmxdx –

iнтегруються частинами двiчi, причому значення вихiдного
iнтегралу знаходимо (пiсля двократного застосування мето-
ду) iз алгебраїчного рiвняння.

Для знаходження iнтегралiв з групи I формулу iнтегру-
вання частинами доведеться застосувати n разiв (при пер-
шому застосуваннi покладають u = Pn(x), iншi множники в
пiдiнтегральному виразi – це dv) доти, доки степiнь n змiнної
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x (степiнь многочлена) не стане рiвною 0, а сам iнтеграл –
табличним.

Для знаходження iнтегралiв з групи II покладають dv =
Pk(x)dx, тодi iншi множники в пiдiнтегральному виразi

визначають вираз для u. При знаходженнi
∫
Pk(x) lnn xdx

формулу iнтегрування частинами доведеться застосувати n
разiв.

На практицi метод iнтегрування частинами часто комбi-
нують з iншими методами iнтегрування.

Приклади:

1)
∫
e2x cos 3xdx =

1

3
e2x sin 3x− 2

3

∫
e2x sin 3xdx =


u = e2x

du = 2e2xdx
dv = cos 3xdx

v =

∫
cos 3xdx =

1

3
sin 3x




u = e2x

du = 2e2xdx
dv = sin 3xdx

v = −1

3
cos 3x



=
1

3
e2x sin 3x− 2

3

(
−1

3
e2x cos 3x+

2

3

∫
e2x cos 3xdx

)
⇒

⇒ I =
1

3
e2x sin 3x+

2

9
e2x cos 3x− 4

9
I ⇒

⇒ I +
4

9
I =

13

9
I =

1

3
e2x

(
sin 3x+

2

3
cos 3x

)
,

I =
9

13 · 3
e2x

(
sin 3x+

2

3
cos 3x

)
+ С.

2)
∫
x2 arcsin 2xdx =

x3

3
arcsin 2x − 2

3

∫
x3dx√
1− 4x2︸ ︷︷ ︸
I1

= ~
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
u = arcsin 2x
dv = x2dx

dv =
2√

1− 4x2
dx

v =

∫
x2dx =

x3

3


I1 =

∫
x3dx√
1− 4x2

=

∫
x2 · xdx√
1− 4x2

=
1

2

∫
x2d(x2)√
1− 4x2

=

=
1

2
·1
4
·−1

4

∫
4x2d(1− 4x2)√

1− 4x2
= − 1

32

∫
(1− 4x2) + 1√

1− 4x2
d(1−4x2) =

= − 1

32

(∫ √
1− 4x2d(1− 4x2) +

∫
(1− 4x2)−

1
2d(1− 4x2)

)
=

= − 1

32

(
2(1− 4x2)

3
2

3
+ 2
√

1− 4x2

)
= − 1

48
(1− 4x2)

3
2−

− 1

16

√
1− 4x2.

~ =
x3

3
arcsin 2x+

1

72
(1− 4x2)

3
2 +

1

24

√
1− 4x2 + C.

3) I =

∫
e3x cosxdx = e3x sinx− 3

∫
e3x sinxdx =

u = e3x

dv = cosxdx
dv = 3e3xdx

v =

∫
cosxdx = sinx




u = e3x

dv = sinxdx
dv = 3e3xdx

v =

∫
sinxdx = − cosx


= e3x sinx− 3

(
−e3x cosx+ 3

∫
e3x cosxdx

)
=

= e3x sinx+ 3e3x cosx− 9

∫
e3x cosxdx︸ ︷︷ ︸

I

.
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Отже, маємо алгебраїчне рiвняння вiдносно шуканого iн-
теграла I:

I = e3x sinx+ 3e3x cosx− 9I.

Звiдси знаходимо, що I =
1

10

(
e3x sinx+ 3e3x cosx

)
+ C.

3. Iнтегрування простiших рацiональних дробiв
(дробово-рацiональних виразiв)

Нагадаємо, що многочленом n-го степеня називається ви-
раз вигляду

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n,

де a0, . . . , an – дiйснi числа, an 6= 0, n ≥ 0. Рацiональним дро-
бом називається вiдношення двох многочленiв, наприклад:

x2 + 4x+ 1

x3 + 1
,
x+ 2

x− 1
.

Припустимо, що степiнь знаменника дробу бiльше 0 (якщо
степiнь знаменника дорiвнює 0, то це просто число, i дрiб
фактично є многочленом, який iнтегрується методом розкла-
ду).

Зауважимо, що достатньо розглянути лише правильнi
дроби, тобто такi, у яких степiнь чисельника менша за сте-
пiнь знаменника. В iншому разi спочатку потрiбно подiлити
чисельник на знаменник ”кутом”, тобто представити непра-
вильний дрiб у виглядi суми многочлена та правильного дро-
бу. Наприклад:

1)
x3 − 6x+ 4

x− 2
= x2 + 2x− 2.

x3 − 6x+ 4 | x− 2
x3 − 2x2 | x2 + 2x− 2

2x2 − 6x
2x2 − 4x
−2x+ 4
−2x+ 4

0
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2)
x3 − 2x

x+ 1
= x2 − x− 1 +

1

x+ 1
.

x3 − 2x | x+ 1
x3 + x2 | x2 − x− 1
−x2 − 2x
−x2 − x
−x
−x− 1

1
Нехай потрiбно обчислити iнтеграл вигляду∫

ex+ f

ax2 + bx+ c
dx, (11.7)

де a, b, c, e, f – дiйснi числа, a 6= 0. Розглянемо спочатку один
важливий випадок: iнтеграл вигляду∫

ex+ f

ax2 + c
dx (11.8)

i вкажемо, як загальний випадок звести до даного. Якщо c =
0, то iнтеграл (11.8) легко зводиться до табличних. Нехай c 6=
0. Тодi для знаходження iнтеграла (11.8) достатньо знайти
iнтеграли ∫

dx

ax2 + c
(11.9)

i ∫
xdx

ax2 + c
. (11.10)

Iнтеграл (11.9) зводиться до табличного №9 (якщо ac > 0),
або до №10 (при ac < 0).

Для знаходження iнтеграла (11.10) використаємо замiну
змiнної t = ax2 + c. Тодi:∫

d(ax2 + c)

ax2 + c
=

1

2a
ln |ax2 + c|+ C, a 6= 0.
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Вiдмiтимо тепер, що iнтеграл (11.7) можна звести до
вигляду (11.8), якщо спочатку видiлити повний квадрат в
знаменнику пiдiнтегральної функцiї, а потiм використати вiд-
повiдну лiнiйну замiну змiнної.

Розглянутий спосiб iнтегрування дробiв, степiнь знамен-
ника яких дорiвнює 2, має iстотний недолiк: вiн не узагаль-
нюється на випадки, коли степiнь знаменника бiльше двох.
Тому розглянемо iнший можливий пiдхiд: якщо пiдiнтеграль-

на функцiя
f(x)

g(x)
– правильний дрiб, знаменник якого g(x)

– многочлен степеня n, який має n рiзних дiйсних коренiв
x1, x2, . . . , xn, то пiдiнтегральна функцiя може бути представ-
лена у виглядi:

f(x)

g(x)
=

A1

x− x1
+

A2

x− x2
+ . . .+

An
x− xn

, (11.11)

де A1, . . . , An – деякi числа. Для того, щоб їх знайти, потрiб-
но звести праву частину в (11.11) до спiльного знаменника i
потiм прирiвняти многочлени f(x) i той, що одержимо в чи-
сельнику в правiй частинi (многочлени вважаються рiвними,
якщо рiвнi їх коефiцiєнти при вiдповiдних степенях).

Зауважимо, що якщо знаменник g(x) має кратнi коренi
або комплекснi коренi, то розклад пiдiнтегрального виразу
має iнший вигляд:

1) Якщо коренi знаменника в
f(x)

g(x)
дiйснi й деякi з них

кратнi, тобто, якщо g(x) = (x− a)(x− b)k, то

f(x)

g(x)
=

A

x− a
+

B1

x− b
+

B2

(x− b)2
+ . . .+

Bk
(x− b)k

;

2) Якщо коренi знаменника дiйснi й, крiм того, знамен-
ник мiстить квадратний тричлен, який не розкладається на
множники, тобто, якщо

g(x) = (x− a)(x− b)k(x2 + px+ q),
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то

f(x)

g(x)
=

A

x− a
+

B1

x− b
+ . . .+

Bk
(x− b)k

+
Dx+ E

x2 + px+ q
;

3) У випадку, коли g(x) = (x− a)(x2 + px+ q)k, то

f(x)

g(x)
=

A

x− a
+

D1x+ E1

x2 + px+ q
+ . . .+

Dkx+ Ek
(x2 + px+ q)2

.

Розглянутий метод iнтегрування називається методом
невизначених коефiцiєнтiв.

Приклади:

1) I =

∫
x2 − 2x+ 2

x3 + 2x2 − 8x
dx =

∫
x2 − 2x+ 2

x(x2 + 2x− 8)
dx = ~

Знайдемо коренi: x2 + 2x − 8 = 0 ⇒ x1 = −1 +
√

9 =
−1 + 3 = 2, x2 = −4. Отже, x2 + 2x− 8 = (x− 2)(x+ 4).

~ =

∫
x2 − 2x+ 2

x(x− 2)(x+ 4)
dx =

=

∫
A1

x
dx+

∫
A2

x− 2
dx+

∫
A3

x+ 4
dx = ~~

x2 − 2x+ 2

x(x− 2)(x+ 4)
=
A1

x
+

A2

x− 2
+

A3

x+ 4
=

=
A1(x− 2)(x+ 4) +A1 · x(x+ 4) +A3(x− 2)x

x(x− 2)(x+ 4)
⇒ x2−2x+2 =

= A1x
2 +A1 ·4x−A1 ·2x−A1 ·8+A2x

2 +A2x ·4+A3x
2−A3 ·2x.

Для знаходження A1, A2, A3 маємо систему рiвнянь
x2 A1 +A2 +A3 = 1,
x1 4A1 − 2A1 + 4A2 − 2A3 = −2,
x0 −8A1 = 2,

з якої знаходимо: A1 = −1

4
, A2 =

1

6
, A3 =

13

12
.

~~ = −1

4

∫
dx

x
+

1

6

∫
dx

x− 2
+

13

12

∫
dx

x+ 4
=
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= −1

4
ln |x|+ 1

6
ln |x− 2|+ 13

12
ln |x+ 4|+ C.

2) I =

∫
x− 1

(x+ 1)(x2 − x+ 2)
dx =

∫
A

x+ 1
dx+

+

∫
Bx+ C

x2 − x+ 2
dx = ~

A

x+ 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 2
=
Ax2 −Ax+ 2A+Bx2 + Cx+Bx+ C

(x+ 1)(x2 − x+ 2)
=

=
x− 1

(x+ 1)(x2 − x+ 2)
⇒ (A+B)x2+x(C+B−A)+2A+C = x−1.

Складаємо систему для A, B, C:
x2 A+B = 0,
x1 C +B −A = 1,
x0 2A+ C = −1,

A = −B,
{
C − 2A = 1
C + 2A = −1

⇒

⇒ 2C = 0⇒ C = 0; 2A = −1⇒ A = −1

2
, B =

1

2
.

~ = −1

2

∫
dx

x+ 1
+

1

2

∫
x

x2 − x+ 2
dx = −1

2
ln |x+1|+1

2
I1 = ~~

I1 =

∫
x

x2 − x+ 2
dx =

∫ (
x− 1

2

)
+ 1

2(
x− 1

2

)2 − 1
4 + 2

dx ≡

≡
∫

t+ 1
2

t2 + 7
4

dt =

∫
tdt

t2 +
(√

7
2

)2 +
1

2

∫
dt

t2 +
(√

7
2

)2 =

=
1

2

∫
d
(
t2 + 7

4

)
t2 + 7

4

+
1

2
· 1
√

7
2

arctg
t
√

7
2

=
1

2
ln

(
t2 +

7

4

)
+

+
1√
7

arctg
2t√

7
+ C =

1

2
ln(x2 − x+ 2) +

1√
7

arctg
2x− 1√

7
+ C.
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Остаточно:

I = −1

2
ln |x+ 1|+ 1

4
ln(x2 − x+ 2) +

1

2
√

7
arctg

2x− 1√
7

+ C.

(При обчисленнi iнтеграла в I1 була використана форму-

ла:
∫

dx

x2 + a2
=

1

a
arctg

x

a
+ C.)

Зауваження. При знаходженнi невизначених коефiцiєн-
тiв замiсть того, щоб порiвнювати коефiцiєнти при однакових
степенях x, можна надати змiннiй x декiлька частинних зна-
чень (стiльки, скiльки є невизначених коефiцiєнтiв) i отрима-
ти таким чином систему рiвнянь вiдносно невизначених кое-
фiцiєнтiв. Особливо зручно застосовувати цей метод у випад-
ку, коли коренi знаменника правильного рацiонального дробу
Pn(x)

Qm(x)
простi та дiйснi. Тодi зручно послiдовно покласти x

рiвним кожному iз коренiв знаменника.
Приклад. Pозкласти рацiональний дрiб

4x2 + 16x− 8

x3 − 4x

на простi дроби.
Розв’язання.

4x2 + 16x− 8

x3 − 4x
=

4x2 + 16x− 8

x(x+ 2)(x− 2)
=
A

x
+

B

x+ 2
+

C

x− 2
⇒

⇒ 4x2 + 16x− 8 = A(x+ 2)(x− 2) +Bx(x− 2) + Cx(x+ 2).

Надамо послiдовно значення x: x = 0, x = −2, x = 2 (це
коренi знаменника), тодi:

x2 −8 = −4A,
x1 −24 = 8B,
x0 40 = 8C,

⇒ A = 2, B = −3, C = 5.

Отже,

4x2 + 16x− 8

x3 − 4x
=

2

x
− 3

x+ 2
+

5

x− 2
.

247



4. Iнтегрування деяких типiв iррацiональностей
Розглянемо випадки, в яких замiна змiнної дозволяє iн-

теграли вiд iррацiональних функцiй звести до iнтегралiв вiд
рацiональних функцiй.

Позначимо через R(u, v) функцiю вiд змiнних u, v i деяких
сталих, яка побудована iз використанням лише 4-х арифме-
тичних дiй (додавання, вiднiмання, множення та дiлення).

10. В iнтегралах вигляду
∫
R
(
m
√
x, n
√
x, p
√
x, . . .

)
dx ро-

биться замiна t = k
√
x, де k – найменше спiльне кратне чисел

m, n, p, . . .: наприклад, для
√
x тa 3

√
x замiна t = 6

√
x, тодi√

x = t3, 3
√
x = t2.

20. Iнтеграл вигляду
∫
R

(
x, n
√
ax+ b

cx+ d
, m
√
ax+ b

cx+ d
, . . .

)
dx

пiдстановкою t = k

√
ax+ b

cx+ d
, де k – найменше спiльне кратне

чисел n,m, . . ., зводиться до iнтеграла вiд рацiональної функ-
цiї.

30. Iнтеграл
∫
R
(
x,
√
ax2 + bx+ c

)
dx може бути приве-

дений до iнтегралiв вiд рацiональної функцiї однiєю з пiдста-
новок Ейлера:√

ax2 + bx+ c = t±
√
ax, a > 0;√

ax2 + bx+ c = tx±
√
c, c > 0;√

ax2 + bx+ c = ±(x− x1)t = ±(x− x2)t,

де x1 i x2 – рiзнi дiйснi коренi квадратного тричлена ax2 +
bx+ c. (Знаки в правих частинах можна вибирати довiльно).

40. Iнтеграл
∫
xm (a+ bxn)p dx, де m, n, p – рацiональнi

числа, a 6= 0, b 6= 0, n 6= 0, p 6= 0, називається iнтегралом вiд
диференцiального бiнома i зводиться до iнтегралiв вiд рацiо-
нальних функцiй у випадках:
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а) якщо p – цiле, то розкладом на доданки за формулою
бiнома Ньютона;

б) якщо
m+ 1

n
– цiле, то пiдстановкою a + bxn = tr, де r

– знаменник дробу p;

в) якщо
m+ 1

n
+ p – цiле, то пiдстановкою a+ bxn = xntr,

де r – знаменник дробу p.
Якщо жодна з цих умов не виконується, то iнтеграл знай-

ти через елементарнi функцiї не можна.
5. Iнтегрування тригонометричних виразiв

1) Iнтеграли вигляду
∫
R (sinx, cosx) dx можна звести до

iнтегралiв вiд рацiональних функцiй унiверсальною замiною
змiнної t = tg

x

2
, де −π < x < π.

При цьому використовують наступнi формули:

sinx =
2tgx2

1 + tg2 x
2

=
2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2 x
2

1 + tg2 x
2

=
1− t2

1 + t2
,

x = 2arctgt, dx =
2dt

1 + t2
.

2) Якщо R (− sinx, cosx) = −R (sinx, cosx), то в iнтегралi∫
R (sinx, cosx) dx слiд використати пiдстановку t = cosx.

Якщо R (sinx,− cosx) = −R (sinx, cosx), то в iнтегралi∫
R (sinx, cosx) dx використовують пiдстановку t = sinx.

3) Iнтеграли вигляду
∫

sinαx·cosβxdx,
∫

sinαx·sinβxdx,∫
cosαx · cosβxdx, де α i β – дiйснi, за допомогою вiдомих

формул для перетворення добутку тригонометричних функ-
цiй в суму зводяться до суми табличних iнтегралiв.

4) Iнтеграли вигляду
∫

sinn x · cosm xdx (m,n ∈ Z,m ≥
0, n ≥ 0): Якщо хоча б одне iз чисел m або n – непарне, то, вi-

249



докремивши вiд непарного степеня один множник та виразив-
ши за допомогою формули sin2 x + cos2 x = 1 парну степiнь,
яка залишилася, через кофункцiю, приходимо до табличного
iнтеграла.

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми ”Невизначений iнтеграл”

1. Знайти невизначенi iнтеграли:

Варiант 1.

1.
∫

2x3 − 5
3
√
x7 + 3x5

4x4
dx. 2.

∫ (
8x3 − 6 cosx+ ex

)
dx.

3.
∫

dx

4x− 7
. 4.

∫
sin(5x+ 3)dx.

5.
∫ √

1− 6xdx. 6.
∫ 5
√

tg3 7x

cos2 7x
dx.

7.
∫
earcctg 6xdx

1 + 36x2
. 8.

∫
dx

arcsin 2x
√

1− 4x2
.

9.
∫

dx

9x2 + 5
. 10.

∫
dx√

3− 2x2
.

Варiант 2.

1.
∫

xdx

5x2 − 1
. 2.

∫
(x− 2)dx√

6x2 + 4
.

3.
∫

dx

x2 + 6x− 3
. 4.

∫
dx√

4x2 + 3x+ 1
.

5.
∫

(x− 4)dx

3x2 − 5x+ 7
. 6.

∫
(3x+ 2)dx√
8 + x− 7x2

.

7.
∫

2x5 − 6x3 + 4x2 + 7

x− 2
dx. 8.

∫
2x2 + 41x− 91

(x− 1) (x2 − x− 12)
dx.

9.
∫

x2 − 3x+ 2

x (x2 + 2x+ 1)
dx. 10.

∫
2x2 − 3x− 3

(x− 1) (x2 − 2x+ 5)
dx.
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Варiант 3.

1.
∫
x2 cos 3xdx. 2.

∫
(3x− 1)e5xdx.

3.
∫

ln(x− 4)dx. 4.
∫
x arctg 4xdx.

5.
∫

ln
(√

1− x+
√

1 + x
)
dx. 6.

∫
e
x
2 sin 5xdx.

7.
∫

dx

2 cosx− 3 sinx+ 8
. 8.

∫
dx

7− 2 cos2 x− 5 sin2 x
.

9.
∫

sinx

(1− cosx)3
dx. 10.

∫
sin5 3x cos6 3xdx.

Варiант 4.

1.
∫

sin4 4x cos2 4xdx. 2.
∫

sin 6x cos 9xdx.

3.
∫

dx

1 +
√
x
. 4.

∫ √
2x− 1

3
√

2x− 1 + 1
dx.

5.
∫
x
√

4− x2dx. 6.
∫ √

x2 − 9

x3
dx.

7.
∫

x4dx√
x2 + 9

. 8.
∫

dx

(x+ 4)
√
x2 − 3x+ 5

.

9.
∫
x lnxdx. 10.

∫
(x+ 3)e4xdx.

Варiант 5.

1.
∫

7x2 − 2
5
√
x4 − 9x6

3x5
dx. 2.

∫ (
6x7 − 3 sinx+ 5x

)
dx.

3.
∫

dx

3x+ 5
. 4.

∫
cos(2x− 7)dx.

5.
∫

6
√

(2 + 5x)11dx. 6.
∫ 4

√
ln3(6x− 1)

(6x− 1)
dx.

7.
∫
earccos 4xdx√

1− 16x2
. 8.

∫
dx

arctg2 5x (1 + 25x2)
.

9.
∫

dx

4x2 − 9
. 10.

∫
dx√

3x2 + 25
.
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Варiант 6.

1.
∫

(3x+ 7)dx

7x2 + 4
. 2.

∫
xdx√

8− 5x2
.

3.
∫

dx

x2 + 8x+ 12
. 4.

∫
dx√

5 + 4x− 8x2
.

5.
∫

(2x− 1)dx

6x2 − 2x− 9
. 6.

∫
(3x+ 8)dx√
4x2 + x− 5

.

7.
∫
x4 − 3x3 − 5x2 − x

x+ 3
dx. 8.

∫
xdx

(x+ 1) (x2 + 5x+ 6)
.

9.
∫

x3 + 1

x3 − x2
dx. 10.

∫
x2 + 5x+ 4

x4 + 5x2 + 4
dx.

Варiант 7.

1.
∫
x sin(5x+ 2)dx. 2.

∫ (
x2 + 1

)
e4xdx.

3.
∫
x · ln(3x− 1)dx. 4.

∫
arcsin 8xdx.

5.
∫

ln(1− x)√
x

dx. 6.
∫
e4x cos 2xdx.

7.
∫

dx

5 cosx− 2 sinx− 1
. 8.

∫
dx

6 + cos2 x− 4 sin2 x
.

9.
∫

cosx
5
√

(2 + sinx)2
dx. 10.

∫
sin4 2x cos7 2xdx.

Варiант 8.

1.
∫

sin6 5xdx. 2.
∫

sin 5x sin 3xdx.

3.
∫

3dx

1 +
√
x− 2

. 4.
∫

xdx√
x− 1 + 3

√
x− 1

.

5.
∫
x2
√

9− x2dx. 6.
∫

dx

x
√

1 + 25x2
.

7.
∫

dx

x2
√
x2 − 4

. 8.
∫

dx

(x− 2)
√
x2 + 5x+ 6

.

9.
∫

cos4 3xdx. 10.
∫

dx

3x2 − 4
.
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Варiант 9.

1.
∫ √

x
(
1 + 3
√
x
)3
dx. 2.

∫ (
4x9 + 5 sinx− 8x

)
dx.

3.
∫

dx

6x− 5
. 4.

∫
sin(3x+ 5)dx.

5.
∫

8
√

(2 + 7x)5dx. 6.
∫

4
√

arctg 9x

1 + 81x2
dx.

7.
∫
e−
√
xdx

5
√
x

. 8.
∫

5
√

ln(4x− 1)dx

(4x− 1)
.

9.
∫

dx

3x2 + 4
. 10.

∫
dx√

7− 4x2
.

Варiант 10.

1.
∫

xdx

6x2 − 5
. 2.

∫
(5x− 3)dx√

9x2 + 2
.

3.
∫

dx

4x2 − x− 5
. 4.

∫
dx√

2x2 + 5x+ 3
.

5.
∫

(4x+ 5)dx

3x2 − 5x+ 7
. 6.

∫
(5x− 7)dx√
1 + x− 4x2

.

7.
∫

3x5 − 6x4 − 2x+ 3

x+ 1
dx. 8.

∫
3x2 + 15x− 72

(x− 3) (x2 + 2x− 8)
dx.

9.
∫

4x2 − 25x− 39

(x+ 1) (x2 − 3x− 4)
dx. 10.

∫
x2

x4 − 1
dx.

Варiант 11.

1.
∫ (

5x2 − x
)

sin 2xdx. 2.
∫
xe7x+12dx.

3.
∫

ln(x+ 5)dx. 4.
∫
x2 arctg 5xdx.

5.
∫

arcsinx

x2
dx. 6.

∫
e−2x sin 9xdx.

7.
∫

dx

7 cosx− 2 sinx+ 5
. 8.

∫
dx

4 + 3 cos2 x− 2 sin2 x
.

9.
∫

cos 2x

cos2 x
dx. 10.

∫
sin5 9xdx.
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Варiант 12.

1.
∫

sin2 3x cos4 3x. 2.
∫

cos 6x cos 3xdx.

3.
∫

x+ 3√
x− 4

dx. 4.
∫ √

x
4
√
x3 + 1

dx.

5.
∫

x4

√
9− x2

dx. 6.
∫ √

x2 + 4

x6
dx.

7.
∫

dx

x
√
x2 − 1

. 8.
∫

dx

(x− 5)
√
x2 + 4x+ 3

.

9.
∫

cos(3x− 5)dx. 10.
∫

dx

4x+ 1
.

Варiант 13.

1.
∫

7x4 − 2
4
√
x7 − 8x6

x6
dx. 2.

∫ (
5x4 − sinx+ 3ex

)
dx.

3.
∫

dx

7x+ 6
. 4.

∫
cos(2x− 8)dx.

5.
∫ √

1− exexdx. 6.
∫ 7
√

arctg2 5x

1 + 25x2
dx.

7.
∫

cos
√
xdx√
x

. 8.
∫ √

ctg 2xdx

sin2 2x
.

9.
∫

dx

7x2 − 5
. 10.

∫
dx√

4x2 − 2
.

Варiант 14.

1.
∫

(9x− 2)dx

3x2 + 4
. 2.

∫
xdx√

7− 6x2
.

3.
∫

dx

x2 + 8x+ 17
. 4.

∫
dx√

8− 3x− 9x2
.

5.
∫

(3x− 6)dx

2x2 − x− 5
. 6.

∫
(4x+ 5)dx√
2x2 + 5x− 1

.

7.
∫

3x4 + 2x3 − 4x2 − 7

x− 4
dx. 8.

∫
4x2 + 26x+ 82

(x+ 7) (x2 + 9x+ 20)
dx.

9.
∫

x2 − 17x− 34

(x2 − 4) (x− 2)
dx. 10.

∫
8x

x3 + 27
dx.
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Варiант 15.

1.
∫
x cos(4x− 7)dx. 2.

∫ (
x2 + 5x− 3

)
e2xdx.

3.
∫
x4 ln(x+ 1)dx. 4.

∫
arccosx2xdx.

5.
∫
x cosx

sin2 x
dx. 6.

∫
3x cosxdx.

7.
∫

dx

7 cosx− 3 sinx− 5
. 8.

∫
dx

5 + 4 cos2 x+ sin2 x
.

9.
∫

sin 2x
5
√

(1− cos 2x)3
dx. 10.

∫
sin3 2x cos12 2xdx.

Варiант 16.

1.
∫

sin4 7xdx. 2.
∫

sin 8x cos 3xdx.

3.
∫

dx

(8 + x)
√
x+ 1

. 4.
∫

3
√
x

x(
√
x+ 3
√
x)
dx.

5.
∫ √

x2 − 25

x
dx. 6.

∫
x3
√
x2 + 4dx.

7.
∫ √

1− x2

x2
dx. 8.

∫
dx

(x+ 8)
√
x2 − x− 2

.

9.
∫
x ·
√

9− x2dx. 10.
∫

sin2 4xdx.

Варiант 17.

1.
∫ (

x2 + 1
) (
x2 − 2

)
3
√
x2

dx. 2.
∫ (

4x7 +
5

x2 − 9
+

3

sin2 x

)
dx.

3.
∫

dx

9x− 3
. 4.

∫
sin(7x+ 13)dx.

5.
∫
ex
√

2 + exdx. 6.
∫ 5
√

arcsin6 2x√
1− 4x2

dx.

7.
∫

sin lnx

x
dx. 8.

∫
dx

(9x+ 1)
√

ln(9x+ 1)
.

9.
∫

dx

5x2 + 9
. 10.

∫
dx√

6− 4x2
.
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Варiант 18.

1.
∫

xdx

3x2 − 2
. 2.

∫
(x− 6)dx√

7x2 + 1
.

3.
∫

dx

2x2 + 6x− 7
. 4.

∫
dx√

9x2 − x− 5
.

5.
∫

(4x+ 1)dx

x2 + 4x+ 6
. 6.

∫
(3x− 4)dx√
4 + 5x− 2x2

.

7.
∫

4x5 + 3x4 − 2x− 5

x+ 3
dx. 8.

∫
3x2 − 6x− 21

(x+ 5) (x2 − 3x+ 2)
dx.

9.
∫

3x2 + 8

x3 + 4x2 + 4x
dx. 10.

∫
dx

x4 + x2
.

Варiант 19.

1.
∫ (

x2 − x
)

cos 7xdx. 2.
∫
xe4x+9dx.

3.
∫

ln(3x+ 2)dx. 4.
∫
x2 arcctg 2xdx.

5.
∫
x ln

1− x
1 + x

dx. 6.
∫
e4x sin 6xdx.

7.
∫

dx

5 cosx+ 2 sinx− 7
. 8.

∫
dx

3 + 4 cos2 x− 2 sin2 x
.

9.
∫

cos 5x
3
√

(1 + sin 5x)4
dx. 10.

∫
cos7 4xdx.

Варiант 20.

1.
∫

sin2 8x cos2 8x. 2.
∫

sin 5x sin 8xdx.

3.
∫

dx√
x− 4x

. 4.
∫

dx
6
√
x5 − 4

√
x3

.

5.
∫

xdx√
16− x2

. 6.
∫

dx

x
√

25 + x2
.

7.
∫

dx√
(x2 − 9)3

. 8.
∫

dx

(x+ 1)
√
x2 − 9x+ 8

.

9.
∫

sin2 4x · cos3 4xdx. 10.
∫ √

x2 − 5

x
dx.
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Варiант 21.

1.
∫

(2
√
x− 1)3

√
x3

dx. 2.
∫ (

4x5 − 7√
4− x2

− 6x
)
dx.

3.
∫

dx

6x+ 11
. 4.

∫
cos(7x+ 3)dx.

5.
∫

dx
8
√

(3x− 2)3
. 6.

∫ 4
√

arccos9 5x√
1− 25x2

dx.

7.
∫

dx

2x− x lnx
. 8.

∫
dx

arctg 2x (1 + 4x2)
.

9.
∫

dx

6x2 − 1
. 10.

∫
dx√

4x2 + 9
.

Варiант 22.

1.
∫

(8x− 3)dx

9x2 + 4
. 2.

∫
xdx√

4− 5x2
.

3.
∫

dx

4x2 − 8x+ 5
. 4.

∫
dx√

9− 5x− 3x2
.

5.
∫

(6x+ 2)dx

x2 − 3x− 2
. 6.

∫
(5x+ 6)dx√
5x2 − 3x+ 8

.

7.
∫
x4 + 2x3 − 3x2 − 4

x− 4
dx. 8.

∫
2x2 + 43x+ 116

(x− 2) (x2 + 7x+ 12)
dx.

9.
∫

x2 + 2

(x+ 1)2(x− 1)
dx. 10.

∫
dx

x4 − 1
.

Варiант 23.

1.
∫

(3x− 11) sin 5xdx. 2.
∫
x2e8xdx.

3.
∫
x2 ln(x+ 2)dx. 4.

∫
arcsin 7xdx.

5.
∫

sin(lnx)dx. 6.
∫
e8x cos 5xdx.

7.
∫

dx

6 cosx+ sinx+ 2
. 8.

∫
dx

4 + 3 cos2 x− 5 sin2 x
.

9.
∫

3
√

1− 2 tg 3x
dx

cos2 3x
. 10.

∫
sin3 4x cos8 4xdx.
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Варiант 24.

1.
∫

cos6 5xdx. 2.
∫

cos 4x cos 3xdx.

3.
∫

dx

2 + 3
√
x
. 4.

∫
x2 +

√
x+ 5

3
√
x+ 5

dx.

5.
∫ √

x2 − 16

x
dx. 6.

∫ √
x2 + 9

x3
dx.

7.
∫

x2dx√
81− x2

. 8.
∫

dx

(x− 4)
√
x2 + x− 2

.

9.
∫
x2 · lnxdx. 10.

∫
arccos 4xdx.

Варiант 25.

1.
∫

4x8 + 3
7
√
x2 − 6x6

x9
dx. 2.

∫ (
5x2 − 3

cos2 x
− 7x

)
dx.

3.
∫

dx

3x+ 4
. 4.

∫
sin(9x− 3)dx.

5.
∫

dx√
7 + 5x

. 6.
∫ 4
√

arcsin5 2x√
1− 4x2

dx.

7.
∫
esin2 x sin 2xdx. 8.

∫
dx

(2x− 9) ln2(2x− 9)
.

9.
∫

dx

3x2 − 4
. 10.

∫
dx√

4x2 + 7
.

Варiант 26.

1.
∫

xdx

3x2 + 8
. 2.

∫
(5x+ 1)dx√

11− 2x2
.

3.
∫

dx

x2 − 4x− 3
. 4.

∫
dx√

5x2 + 2x+ 9
.

5.
∫

(4x− 2)dx

3x2 − 5x+ 7
. 6.

∫
(7x+ 1)dx√
8 + x− 7x2

.

7.
∫

3x5 − x4 − 5x2 + 13

x+ 2
dx. 8.

∫
x3 + 1

x3 − 5x2 + 6x
dx.

9.
∫

dx

x4 − x2
. 10.

∫
dx

(x2 + 1) (x+ 1)2
dx.
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Варiант 27.

1.
∫ (

x2 + 7x
)

cos 2xdx. 2.
∫
xe4x+3dx.

3.
∫

ln(3x− 5)dx. 4.
∫
x2 arcctg 5xdx.

5.
∫

arcsin
√
x√

x
dx. 6.

∫
e2x sin 7xdx.

7.
∫

dx

cosx+ 2 sinx− 9
. 8.

∫
dx

4 + cos2 x− 3 sin2 x
.

9.
∫

sin 2x√
1 + sin2 x

dx. 10.
∫

sin5 7x cos8 7xdx.

Варiант 28.

1.
∫

sin2 5x cos4 5x. 2.
∫

cos 3x cos 8xdx.

3.
∫
x2 3
√

1− xdx. 4.
∫

dx√
x (1 + 3

√
x)

.

5.
∫ √

x2 − 9

x
dx. 6.

∫
x2

√
x2 + 5

dx.

7.
∫
x2
√

49− x2dx. 8.
∫

dx

(x+ 4)
√
x2 − x− 2

.

9.
∫

sin6 7xdx. 10.
∫

sin 5x · sin 3xdx.

Варiант 29.

1.
∫

6x4 + 3
9
√
x2 − 5x7

x6
dx. 2.

∫ (
3x8 − 7

1 + x2
+ 4ex

)
dx.

3.
∫

dx

8x− 3
. 4.

∫
cos(7x− 9)dx.

5.
∫

8
√

(4 + 5x)3dx. 6.
∫ 4
√

ctg5 2x

sin2 2x
dx.

7.
∫

x3dx

5 + 2x4
. 8.

∫
dx

arccos3 5x
√

1− 25x2
.

9.
∫

dx

7x2 − 5
. 10.

∫
dx√

4x2 + 9
.
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Варiант 30.

1.
∫

(x− 2)dx

3x2 + 4
. 2.

∫
xdx√

5− 6x2
.

3.
∫

dx

4x2 − 2x− 5
. 4.

∫
dx√

x2 + 7x+ 10
.

5.
∫

(5x+ 4)dx

x2 + 3x+ 8
. 6.

∫
(4x− 1)dx√
6 + 2x− x2

.

7.
∫

3x4 − 2x3 − 3x2 + 6x

x+ 4
dx. 8.

∫
6x2 + 35x+ 56

(x+ 4) (x2 + x− 6)
dx.

9.
∫

7x3 − 9

x4 − 5x3 + 6x2
dx. 10.

∫
dx

x3 + 1
.

Приклади розв’язання типових завдань

Знайти невизначенi iнтеграли:

1.
∫

3x7 + 4
4
√
x5 − x2

x3
dx.

Розв’язання. Для безпосереднього iнтегрування спрости-
мо пiдiнтегральну функцiю, скориставшись властивостями
степенiв:∫

3x7 + 4
4
√
x5 − x2

x3
dx =

∫ (
3x4 + 4x−

7
4 − 1

x

)
dx =

= 3

∫
x4dx+ 4

∫
x−

7
4dx−

∫
dx

x
= 3

x5

5
+ 4

x−
3
4

−3
4

− ln |x|+ C =

=
3

5
x5 − 16

3
4
√
x3
− ln |x|+ C.

2.
∫ (

6√
x
− 5 sinx+ 4x

)
dx.

Розв’язання. За властивiстю лiнiйностi розiб’ємо iнтеграл
на три:∫ (

6√
x
− 5 sinx+ 4x

)
dx = 6

∫
dx√
x
− 5

∫
sinxdx+

∫
4xdx =
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= 3
√
x+ 5 cosx+

4x

ln 4
+ C.

3.
∫

dx

13x+ 4
.

Розв’язання. Pозв’яжемо за методом замiни змiнної:

∫
dx

13x+ 4
=

 u = 13x+ 4
du = 13dx

dx =
1

13
du

 =
1

13

∫
du

u
=

1

13
ln |u|+ C =

=
1

13
ln |13x+ 4|+ C.

4.
∫

cos(2x− 1)dx.

Розв’язання. За методом замiни змiнної маємо:

∫
cos(2x− 1)dx =

 u = 2x− 1
du = 2dx

dx =
1

2
du

 =
1

2

∫
cosudu =

=
1

2
sinu+ C =

1

2
sin(2x− 1) + C.

5.
∫

dx
5
√

(7x− 9)3
.

Розв’язання. Знову скористаємося методом замiни змiн-
ної:

∫
dx

5
√

(7x− 9)3
=

 u = 7x− 9
du = 7dx

dx =
1

7
du

 =
1

7

∫
u−

3
5du =

1

7
· u

2
5

2
5

+C =

=
5

14
5
√

(7x− 9)2 + C.
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Зауважимо, що в прикладах 3 – 5 у разi замiни змiнної у
функцiях, аргумент яких лiнiйний вiдносно незалежної змiн-
ної, за знак iнтегралу виходить коефiцiєнт, обернений коефi-
цiєнту при x.

6.
∫

arcctg4 5x

1 + 25x2
dx.

Розв’язання. Iнтеграл не табличний. Звернувшись до таб-
лицi похiдних, бачимо, що в пiдiнтегральному виразi присут-
нiй диференцiал арккотангенса. Саме це є пiдказкою при за-
мiнi змiнної:

∫
arcctg4 5x

1 + 25x2
dx =


u = arcctg 5x

du = − 5dx

1 + 25x2

dx

1 + 25x2
=

1

5
du

 = −1

5

∫
u4du =

= −1

5
· u

5

5
+ C = − 1

25
arcctg5 5x+ C.

7.
∫
etg 4xdx

cos2 4x
.

Розв’язання. Iнтеграл не табличний. Пiдказку щодо замi-
ни знову дає таблиця похiдних – в пiдiнтегральному виразi
знаходимо (з точнiстю до коефiцiєнта) диференцiал тангенса:

∫
etg 4xdx

cos2 4x
=


u = tg 4x

du =
4dx

cos2 4x
dx

cos2 4x
=

1

4
du

 =
1

4

∫
eudu =

1

4
eu + C =

=
1

4
etg 4x + C.

8.
∫

dx

(3x− 5) ln6(3x− 5)
.
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Розв’язання. У пiдiнтегральному виразi є диференцiал ло-
гарифма, тому замiна змiнної очевидна:

∫
dx

(3x− 5) ln6(3x− 5)
=


u = ln(3x− 5)

du =
3

3x− 5
dx

dx

3x− 5
=

1

3
du

 =
1

3

∫
du

u6
=

=
1

3

∫
u−6du =

1

3
·u
−5

−5
+C = − 1

15u5
+C = − 1

15 ln5(3x− 5)
+C.

9.
∫

dx

9x2 − 2
.

Розв’язання. Використаємо iнтеграл (10) в таблицi iнте-
гралiв:

∫
dx

9x2 − 2
=


u2 = 9x2

u = 3x
du = 3dx

dx =
1

3
du

 =
1

3

∫
du

u2 − 2
=

=
1

3
· 1

2
√

2
ln

∣∣∣∣∣u−
√

2

u+
√

2

∣∣∣∣∣+ C =
1

6
√

2
ln

∣∣∣∣∣3x−
√

2

3x+
√

2

∣∣∣∣∣+ C.

10.
∫

dx√
5− 8x2

.

Розв’язання. Iнтегрування проводимо аналогiчно попе-
редньому прикладу. Тiльки звернутися буде необхiдно до iн-
шої формули (iнтегал (8) в таблицi iнтегралiв):

∫
dx√

5− 8x2
=


u2 = 8x2

u = 2
√

2x

du = 2
√

2dx

dx =
1

2
√

2
du

 =
1

2
√

2

∫
du√

5− u2
=
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=
1

2
√

2
arcsin

u√
5

+ C =
1

2
√

2
arcsin

2
√

2x√
5

+ C.

11.
∫

xdx

3x2 + 1
.

Розв’язання. Помiчаємо, що в знаменнику – многочлен
другого степеня, а в чисельнику – першого. Пiд час диферен-
цiювання многочлена другого степеня отримаємо многочлен
першого. Отже, замiна змiнної стає очевидною:

∫
xdx

3x2 + 1
=

 u = 3x2 + 1
du = 6xdx

xdx =
1

6
du

 =
1

6

∫
du

u
=

1

6
ln |u|+ C =

=
1

6
ln
∣∣3x2 + 1

∣∣+ C.

12.
∫

3x− 7√
4x2 + 1

dx.

Розв’язання. Пiд час розв’язання цього прикладу зверне-
мося до розглянутих прикладiв 9 – 11. Подiлимо почленно
чисельник на знаменник, розiб’ємо iнтеграл на два, методи
iнтегрування кожного з яких вже вiдомi. Щоб запис був зро-
зумiлiшим, кожну з первiсних знайдемо окремо, а результат
отримаємо як суму:∫

3x− 7√
4x2 + 1

dx = 3

∫
xdx√

4x2 + 1
− 7

∫
dx√

4x2 + 1
= I1 + I2;

I1 = 3

∫
xdx√

4x2 + 1
=

 u = 4x2 + 1
du = 8xdx

xdx =
1

8
du

 =
3

8

∫
du√
u

=

=
3

8
· 2
√
u+ C =

3

4

√
4x2 + 1 + C;
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I2 = −7

∫
dx√

4x2 + 1
=


u2 = 4x2

u = 2x
du = 2dx

dx =
1

2
du

 = −7

2

∫
du√
u2 + 1

=

= −7

2
ln
∣∣∣u+

√
u2 + 1

∣∣∣+ C = −7

2
ln
∣∣∣2x+

√
4x2 + 1

∣∣∣+ C;

I =
1

4

√
4x2 + 1− 7

2
ln
∣∣∣2x+

√
4x2 + 1

∣∣∣+ C.

13.
∫

dx

x2 − 4x+ 9
.

Розв’язання. У знаменнику пiдiнтегральної функцiї квад-
ратний тричлен. Для iнтегрування таких виразiв необхiдно
видiлити повний квадрат:

x2 − 4x+ 9 =
(
x2 − 4x+ 4

)
− 4 + 9 = (x− 2)2 + 5.

Пiдставимо в пiдiнтегральний вираз видiлений повний квад-
рат, бачимо, що вiдповiдною замiною iнтеграл зводиться до
табличного:∫

dx

x2 − 4x+ 9
=

∫
dx

(x− 2)2 + 5
=

[
u = x− 2
du = dx

]
=

∫
du

u2 + 5
=

=
1√
5

arctg
u√
5

+ C =
1√
5

arctg
x− 2√

5
+ C.

14.
∫

dx√
3x2 + x− 2

.

Розв’язання. Метод iнтегрування – аналогiчний поперед-
ньому розглянутому прикладу:

3x2 + x− 2 =

(
3x2 + 2 ·

√
3x · 1

2
√

3
+

1

12

)
− 1

12
− 2 =

=

(√
3x+

1

2
√

3

)2

− 25

12
;
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∫
dx√

3x2 + x− 2
=

∫
dx√(√

3x+ 1
2
√

3

)2
− 25

12

=

=


u =
√

3x+
1

2
√

3
du =

√
3dx

dx =
1√
3
du

 =

=
1√
3

∫
du√
u2 − 25

12

=
1√
3

ln

∣∣∣∣∣u+

√
u2 − 25

12

∣∣∣∣∣+ C =

=
1√
3

ln

∣∣∣∣∣∣√3x+
1

2
√

3
+

√(√
3x+

1

2
√

3

)2

− 25

12

∣∣∣∣∣∣+ C =

=
1√
3

ln

∣∣∣∣√3x+
1

2
√

3
+
√

3x2 + x− 2

∣∣∣∣+ C.

15.
∫

x− 4

x2 − 6x− 2
dx.

Розв’язання. Звернемо увагу, що в чисельнику – много-
член першого степеня, a в знаменнику – другого. Диферен-
цiал многочлена другого степеня є многочлен першого степе-
ня. Тому зрозумiло, що з точнiстю до коефiцiєнтiв маємо в
чисельнику диференцiал знаменника:

d
(
x2 − 6x− 2

)
= (2x− 6)dx.

Спробуємо його отримати в чисельнику. Спочатку пiдберемо
коефiцiєнт при x, а потiм – при вiльному членi:∫

x− 4

x2 − 6x− 2
dx =

1

2

∫
2x− 8

x2 − 6x− 2
dx =

=
1

2

∫
(2x− 6) + 6− 8

x2 − 6x− 2
dx =
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Отриманий iнтеграл доцiльно розбити на два, методи iнте-
грування кожного з яких вже вiдомi:

=
1

2

∫
(2x− 6)dx

x2 − 6x− 2
− 8

2

∫
dx

x2 − 6x− 2
= I1 + I2,

I1 =
1

2

∫
(2x− 6)dx

x2 − 6x− 2
=

[
u = x2 − 6x− 2
du = (2x− 6)dx

]
=

1

2

∫
du

u
=

=
1

2
ln |u|+ C =

1

2
ln
∣∣x2 − 6x− 2

∣∣+ C,

I2 = −4

∫
dx

x2 − 6x− 2
= −4

∫
dx

(x2 − 6x+ 9)− 9− 2
=

= −4

∫
dx

(x− 3)2 − 11
=

[
u = x− 3
du = dx

]
= −4

∫
du

u2 − 11
=

= −4 · 1

2
√

11
ln

∣∣∣∣∣u−
√

11

u+
√

11

∣∣∣∣∣+ C = − 2√
11

ln

∣∣∣∣∣x− 3−
√

11

x− 3 +
√

11

∣∣∣∣∣+ C.

Остаточно маємо:

I =
1

2
ln
∣∣x2 − 6x− 2

∣∣− 2√
11

ln

∣∣∣∣∣x− 3−
√

11

x− 3 +
√

11

∣∣∣∣∣+ C.

16.
∫

5x+ 4√
3− 2x− 2x2

dx.

Розв’язання. Алгоритм розв’язання аналогiчний розгля-
нутому у попередньому прикладi. Диференцiал пiдкоренево-
го виразу

d
(
3− 2x− 2x2

)
= (−2− 4x)dx.

Спробуємо отримати його в чисельнику. Пiдiбрати дробовий
коефiцiєнт не завжди зручно, через що у разi потреби ради-
мо спочатку отримати при x коефiцiєнт, який би дорiвнював
одиницi (для цього винесемо заданий коефiцiєнт за дужки),
а далi працювати як i в попередньому прикладi:∫

5x+ 4√
3− 2x− 2x2

dx = 5

∫
x+ 4

5√
3− 2x− 2x2

dx =
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= −5

4

∫ −4x− 16
5√

3− 2x− 2x2
dx = −5

4

∫
(−4x− 2) + 2− 16

5√
3− 2x− 2x2

dx =

= −5

4

∫
(−4x− 2)dx√
3− 2x− 2x2

+
5

4
· 6

5

∫
dx√

3− 2x− 2x2
= I1 + I2;

I1 = −5

4

∫
(−4x− 2)dx√
3− 2x− 2x2

=

[
u = 3− 2x− 2x2

du = (−4x− 2)dx

]
=

= −5

4

∫
du√
u

= −5

4
· 2
√
u+ C = −5

2

√
3− 2x− 2x2 + C;

I2 =
3

2

∫
dx√

3− 2x− 2x2
=

3

2

∫
dx√

− (2x2 + 2x− 3)
=

=
3

2

∫
dx√

3 + 1
2 −

(
2x2 + 2 ·

√
2x · 1√

2
+ 1

2

) =

=
3

2

∫
dx√

7
2 −

(√
2x+ 1√

2

)2
=


u =
√

2x+
1√
2

du =
√

2dx

dx =
1√
2
du

 =

=
3

2
√

2

∫
du√

7
2 − u2

=
3

2
√

2
arcsin

u√
7
2

+ C =

=
3

2
√

2
arcsin

√
2x+ 1√

2√
7√
2

+ C =
3

2
√

2
arcsin

2x+ 1√
7

+ C.

Остаточно маємо

I = −5

2

√
3− 2x− 2x2 +

3

2
√

2
arcsin

2x+ 1√
7

+ C.

17.
∫

2x3 + 6x− 3

x+ 4
dx.
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Розв’язання. Пiдiнтегральна функцiя – рацiональний
дрiб, дрiб неправильний, оскiльки максимальний степiнь чи-
сельника перевищує максимальний степiнь знаменника. Пе-
ред iнтегруванням необхiдно видiлити цiлу частину. Для цьо-
го подiлимо чисельник на знаменник:

2x3 + 0x2 + 6x− 3 | x+ 4
2x3 + 8x2 | 2x2 − 8x+ 38
−8x2 + 6x
−8x2 − 32x

38x− 3
38x+ 152

-155
Цей iнтеграл набуває такого вигляду:∫

2x3 + 6x− 3

x+ 4
dx =

∫ (
2x2 − 8x+ 38− 155

x+ 4

)
dx =

= 2

∫
x2dx− 8

∫
xdx+ 38

∫
dx− 155

∫
dx

x+ 4
=

=
2

3
x3 − 4x2 + 38x− 155 ln |x+ 4|+ C.

18.
∫

4x2 − x− 39

(x+ 2) (x2 − 6x+ 5)
dx.

Розв’язання.Пiдiнтегральна функцiя – рацiональний пра-
вильний дрiб. Для того, щоб з’ясувати, якого вiн типу, по-
трiбно знайти коренi знаменника. Один iз коренiв – x = −2,
два iнших можемо знайти, наприклад, за теоремою Вiєта (або
знайти коренi квадратного рiвняння через дискримiнант):
x = 1, x = 5. Усi три коренi знаменника дiйснi та рiзнi. Отже,
складний дрiб може бути розкладений на три простiших:

4x2 − x− 39

(x+ 2) (x2 − 6x+ 5)
=

4x2 − x− 39

(x+ 2)(x− 1)(x− 5)
=

=
A

x+ 2
+

B

x− 1
+

C

x− 5
.
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Знайдемо невiдомi коефiцiєнти. Для цього приведемо дро-
би до спiльного знаменника та прирiвняємо чисельники:

4x2−x−39 = A(x−1)(x−5)+B(x+2)(x−5)+C(x−1)(x+2).

Пiдставляючи по черзi коренi знаменника, вiдразу знаходимо
невiдомi коефiцiєнти:

x = −2 : 16 + 2− 39 = 21A; −21 = 21A; A = −1;
x = 1 : 4− 1− 39 = −12B; −36 = −12B; B = 3;
x = 5 : 100− 5− 39 = 28C; 56 = 28C; C = 2.

Отже, переписавши пiдiнтегральну функцiю, знаходимо
первiсну:∫

4x2 − x− 39

(x+ 2) (x2 − 6x+ 5)
dx = −

∫
dx

x+ 2
+3

∫
dx

x− 1
+2

∫
dx

x− 5
=

= − ln |x+ 2|+ 3 ln |x− 1|+ 2 ln |x− 5|+ C.

19.
∫

2x2 − x+ 30

x2(x+ 6)
dx.

Розв’язання.Пiдiнтегральна функцiя – рацiональний пра-
вильний дрiб. Коренi знаменника: x = 0 i x = −6. Корiнь
x = 0 – кратний, його кратнiсть дорiвнює 2. Тому розкладан-
ня дробу на простiшi має такий вигляд:

2x2 − x+ 30

x2(x+ 6)
=
A

x2
+
B

x
+

C

x+ 6
.

Знайдемо невiдомi коефiцiєнти. Приведемо дроби до
спiльного знаменника, прирiвняємо чисельники:

2x2 − x+ 30 = A(x+ 6) +Bx(x+ 6) + Cx2.

Як i в попередньому прикладi, зможемо обчислити вiдра-
зу два з трьох невiдомих коефiцiєнтiв:

x = 0 : 30 = 6A; A = 5;
x = −6 : 108 = 36C; C = 3.
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Щоб знайти третiй, пiдставимо в тотожнiсть будь-яке зна-
чення x, наприклад x = 1, отримаємо вираз, який мiстить усi
три коефiцiєнти; пiдставимо два вiдомих та виразимо через
них третiй:

x = 1 : 31 = 7A+ 7B + C; 31 = 35 + 7B + 3; B = −1.

Отже, переписавши пiдiнтегральну функцiю, знаходимо
первiсну:∫

2x2 − x+ 30

x2(x+ 6)
dx = 5

∫
dx

x2
−
∫
dx

x
+ 3

∫
dx

x+ 6
=

= −5

x
− ln |x|+ 3 ln |x+ 6|+ C.

20.
∫

4x2 − x+ 12

x3 − x2 + 4x− 4
dx.

Розв’язання.Пiдiнтегральна функцiя – рацiональний пра-
вильний дрiб. Для того, щоб знайти коренi знаменника, спро-
буємо перетворити многочлен:

x3 − x2 + 4x− 4 = x2(x− 1) + 4(x− 1) = (x− 1)
(
x2 + 4

)
.

Отже, знаменник має один дiйсний корiнь x = 1 та пару ком-
плексних (оскiльки x2+4 6= 0 в дiйснiй областi). Pозкладання
дробiв на простiшi має вигляд:

4x2 − x+ 12

x3 − x2 + 4x− 4
=

4x2 − x+ 12

(x− 1) (x2 + 4)
=

A

x− 1
+
Bx+ C

x2 + 4
.

Приведемо дроби до спiльного знаменника, прирiвняємо чи-
сельники:

4x2 − x+ 12 = A
(
x2 + 4

)
+ (Bx+ C)(x− 1).

Тiльки один з коефiцiєнтiв можемо знайти вiдразу:

x = 1 : 15 = 5A; A = 3.
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Щоб знайти два iнших, розкриємо дужки в тотожностi та
за методом невизначених коефiцiєнтiв дорiвняємо коефiцiєн-
ти при однакових степенях x:

4x2 − x+ 12 = Ax2 + 4A+Bx2 −Bx+ x− C;

x2 4 = A+B,
x1 −1 = −B + C,
x0 12 = 4A− C.

Oтримали систему з трьох рiвнянь iз трьома невiдомими.
Ми можемо її не розв’язувати, а пiдставити в перше та третє
рiвняння системи вiдомий нам коефiцiєнт A, й знайти невi-
домi B та C:

4 = 3 +B; B = 1;
12 = 12− C; C = 0.

Отже, iнтеграл набуває вигляду суми двох iнтегралiв, кож-
ний з яких ми вже навчились знаходити за попереднiми при-
кладами:∫

4x2 − x+ 12

x3 − x2 + 4x− 4
dx = 3

∫
dx

x− 1
+

∫
xdx

x2 + 4
=

= 3

∫
dx

x− 1
+

1

2

∫
2xdx

x2 + 4
= 3

∫
dx

x− 1
+

1

2

∫
d
(
x2 + 4

)
x2 + 4

=

= 3 ln |x− 1|+ 1

2
ln
∣∣x2 + 4

∣∣+ C.

21.
∫
x sin(3x− 1)dx.

Розв’язання. Iнтегрування таких функцiй проводиться
частинами. Нагадаємо формулу:∫

udv = uv −
∫
vdu.
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∫
x sin(3x− 1)dx =


u = x

dv = sin(3x− 1)dx
du = dx

v = −1

3
cos(3x− 1)

 =

= −1

3
x cos(3x− 1) +

1

3

∫
cos(3x− 1)dx =

= −1

3
x cos(3x− 1) +

1

9
sin(3x− 1) + C.

22.
∫
x2e4xdx.

Розв’язання. Iнтегрувати частинами таку функцiю буде-
мо двiчi (оскiльки маємо x2):

∫
x2e4xdx =


u = x2

dv = e4xdx
du = 2xdx

v =
1

4
e4x

 =
1

4
x2e4x − 1

4
· 2
∫
xe4xdx =

=


u = x

dv = e4xdx
du = dx

v =
1

4
e4x

 =
1

4
x2e4x − 1

2

(
1

4
xe4x − 1

4

∫
e4xdx

)
=

=
1

4
x2e4x − 1

8
xe4x +

1

32
e4x + C.

23.
∫

ln(x+ 7)dx.

Розв’язання. Первiсна такої функцiї також знаходиться
iнтегруванням частинами. Розiб’ємо пiдiнтегральний вираз
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на u та dv:

∫
ln(x+ 7)dx =


u = ln(x+ 7)
dv = dx

du =
dx

x+ 7
v = x

 = x ln(x+ 7)−
∫

xdx

x+ 7
=

отримали неправильний рацiональний дрiб. Видiлимо цiлу
частину i знайдемо первiсну:

= x ln(x+7)−
∫

(x+ 7)− 7

x+ 7
dx = x ln(x+7)−

∫
dx+7

∫
dx

x+ 7
=

= x ln(x+ 7)− x+ 7 ln(x+ 7) + C.

24.
∫

arccos 8xdx.

Розв’язання. Iнтегруємо частинами. Розiб’ємо пiдiнте-
гральний вираз на u та dv:

∫
arccos 8xdx =


u = arccos 8x
dv = dx

du = − 8dx√
1− 64x2

v = x

 =

= x arccos 8x+ 8

∫
xdx√

1− 64x2
=

за вiдомою нам замiною маємо:

= x arccos 8x+
8

(−128)

∫
−128xdx√
1− 64x2

= x arccos 8x−

− 1

16

∫
d
(
1− 64x2

)
√

1− 64x2
= x arccos 8x− 1

8

√
1− 64x2 + C.
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25.
∫

(arcsinx)2dx.

Розв’язання. Iнтегруємо частинами. Розiб’ємо пiдiнте-
гральний вираз на u та dv:∫

(arcsinx)2dx =

 u = (arcsinx)2, du =
2 arcsinxdx√

1− x2

dv = dx, v = x

 =

= x · (arcsinx)2 −
∫

2x arcsinxdx√
1− x2

=

=

 u = arcsinx, du =
dx√

1− x2

dv =
2xdx√
1− x2

, v = −2
√

1− x2

 =

= x · (arcsinx)2 + 2
√

1− x2 · arcsinx− 2

∫ √
1− x2dx√
1− x2

=

= x · (arcsinx)2 + 2
√

1− x2 · arcsinx− 2x+ C.

26.
∫
e3x cos 2xdx.

Розв’язання. Iнтегруємо частинами. Розiб’ємо пiдiнте-
гральний вираз на u та dv, обираючи будь-який iз двох спо-
собiв:∫

e3x cos 2xdx =

[
u = e3x, du = 3e3xdx

dv = cos 2xdx, v =
1

2
sin 2x

]
=

=
1

2
e3x sin 2x− 3

2

∫
e3x sin 2xdx =

бачимо, за структурою отримали аналогiчний iнтеграл, знов
iнтегруємо частинами, тепер у процесi розбиття на частини
звертаємо увагу на обраний вище спосiб:

=

[
u = e3x, du = 3e3xdx

dv = sin 2xdx, v = −1

2
cos 2x

]
=
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=
1

2
e3x sin 2x+

3

4
e3x cos 2x− 9

4

∫
e3x cos 2xdx.

Бачимо, що повернулися до попереднього iнтегралу, саме то-
му вони називаються ”поворотними” iнтегралами. Залишило-
ся розв’язати лiнiйне рiвняння вiдносно шуканого iнтегралу.
Для цього зробимо замiну

I =

∫
e3x cos 2xdx

та пiдставимо в отриманий вираз. Дiйсно, отримали лiнiйне
рiвняння вiдносно шуканого I. Розв’яжемо його:

I =
1

2
e3x sin 2x+

3

4
e3x cos 2x− 9

4
I;

13

4
I =

1

2
e3x sin 2x+

3

4
e3x cos 2x.

Остаточно маємо

I =

∫
e3x cos 2xdx =

2

13
e3x sin 2x+

3

13
e3x cos 2x+ C.

27.
∫

dx

3 cosx+ sinx+ 2
.

Розв’язання. Для iнтегрування такого класу функцiй
необхiдно звернутися до унiверсальної тригонометричної пiд-
становки:

∫
dx

3 cosx+ sinx+ 2
=



u = tg
x

2

sinx =
2u

1 + u2

cosx =
1− u2

1 + u2

dx =
2du

1 + u2


=

=

∫ 2du
1+u2

3 · 1−u2
1+u2

+ 2u
1+u2

+ 2
= 2

∫
du

3− 3u2 + 2u+ 2 + 2u2
=
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= −2

∫
du

u2 − 2u− 5
=

в квадратному тричленi видiлимо повний квадрат:

= −2

∫
du

(u2 − 2u+ 1)− 1− 5
= −2

∫
du

(u− 1)2 − 6
=

= −2 · 1

2
√

6
ln

∣∣∣∣∣u− 1−
√

6

u− 1 +
√

6

∣∣∣∣∣+C = − 1√
6

ln

∣∣∣∣∣tg x
2 − 1−

√
6

tg x
2 − 1 +

√
6

∣∣∣∣∣+C.

28.
∫

dx

cos2 x− 3 sin2 x
.

Розв’язання. Для iнтегрування функцiй з парними степе-
нями синуса та косинуса рацiональною є пiдстановка u = tg x.
Скористаємося цiєю пiдстановкою:

∫
dx

cos2 x− 3 sin2 x
=



u = tg x

cos2 x =
1

1 + u2

sin2 x =
u2

1 + u2

dx =
du

1 + u2


=

∫ du
1+u2

1
1+u2

− 3u2

1+u2

=

= −
∫

du

(
√

3u)2 − 1
= − 1√

3
· 1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

3u− 1√
3u− 1

∣∣∣∣∣+ C =

= − 1

2
√

3
ln

∣∣∣∣∣
√

3 tg x− 1√
3 tg x− 1

∣∣∣∣∣+ C.

29.
∫

cosx√
sinx+ 12

dx.

Розв’язання. Перейти пiд час iнтегрування вiд тригоно-
метричних функцiй до степеневих у цьому прикладi можна
за допомогою пiдстановки:∫

cosx√
sinx+ 12

dx =

[
u = sinx+ 12
du = cosxdx

]
=

∫
du√
u

= 2
√
u+ C =
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= 2
√

sinx+ 12 + C.

30.
∫

cos8 x sin3 xdx.

Розв’язання. Iнтегрування добутку синуса на косинус у
випадку, якщо одна з функцiй в непарному ступенi, прово-
диться залежно вiд того, яка з функцiй у непарному ступенi.
У нашому випадку в непарнiй степенi синус, тому обираємо
замiну u = cosx:∫

cos8 x sin3 xdx =

∫
cos8 x sin2 x sinxdx =

=

 u = cosx
du = − sinxdx

sin2 x = 1− cos2 x = 1− u2

 = −
∫
u8
(
1− u2

)
du =

= −
∫ (

u8 − u10
)
du = −1

9
u9 +

1

11
u11 + C =

= −1

9
cos9 x+

1

11
cos11 x+ C.

31.
∫

sin4 3xdx.

Розв’язання. Iнтегрування парних степенiв синусу та ко-
синусу проводиться за допомогою формул зниження степенiв:

sin2 x =
1

2
(1− cos 2x);

cos2 x =
1

2
(1 + cos 2x).∫

sin4 3xdx =

∫ (
sin2 3x

)2
dx =

∫ (
1

2
(1− cos 6x)

)2

dx =

=
1

4

∫ (
1− 2 cos 6x+ cos2 6x

)
dx =
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=
1

4

∫
dx− 1

4
· 2
∫

cos 6xdx+
1

4
· 1

2

∫
(1 + cos 12x)dx =

=
1

4
x− 1

2
· 1

6
sin 6x+

1

8
x+

1

8
· 1

12
cos 12x+ C =

=
3

8
x− 1

12
sin 6x+

1

96
cos 12x+ C.

32.
∫

cos 9x cos 2xdx.

Розв’язання. Перед iнтегруванням цiєї функцiї згадаємо
формули перетворення добутку в суму та скористаємося ни-
ми:∫

cos 9x cos 2xdx =
1

2

∫
(cos(9x− 2x) + cos(9x+ 2x))dx =

=
1

2

∫
cos 7xdx+

1

2

∫
cos 11xdx =

1

14
sin 7x+

1

22
sin 11x+ C.

33.
∫

dx√
x+ 1 + 4

.

Розв’язання. Пiдiнтегральна функцiя мiстить iррацiо-
нальнiсть. Щоб позбутися її, скористаємося пiдстановкою.
Квадратний корiнь зникне, якщо пiдкорений вираз замiни-
ти новою змiнною у квадратi:∫

dx√
x+ 1 + 4

=

[
x+ 1 = u2

dx = 2udu

]
=

∫
2udu

u+ 4
=

= 2

∫
(u+ 4)− 4

u+ 4
du = 2

∫
du− 8

∫
du

u+ 4
=

= 2u− 8 ln |u+ 4|+ C = 2
√
x+ 1− 8 ln |

√
x+ 1 + 4|+ C.

34.
∫

dx√
x( 3
√
x+ 4)

.

Розв’язання. Як i в попередньому прикладi, пiдiнтеграль-
на функцiя мiстить iррацiональнiсть. Але щоб позбутися
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ї ї, необхiдно нову змiнну пiдвести до степеня, який дорiв-
нює найменшому спiльному кратному знаменникiв показ-
никiв степенiв. Є корiнь квадратний та корiнь кубiчний,
НОК(2, 3) = 6. Отже, нову змiнну потрiбно пiдвести в шо-
стий степiнь:∫

dx√
x( 3
√
x+ 4)

=

[
x = u6

dx = 6u5du

]
=

∫
6u5du

u3 (u2 + 4)
=

= 6

∫
u2du

u2 + 4
= 6

∫ (
u2 + 4

)
− 4

u2 + 4
du = 6

∫
du− 24

∫
du

u2 + 4
=

= 6u− 24

2
arctg

u

2
+ C = 6 6

√
x− 12 arctg

6
√
x

2
+ C.

35.
∫ √

x2 − 5

x3
dx.

Розв’язання. У процесi iнтегрування функцiй, що мiстять
квадратичну iррацiональнiсть, необхiдно користуватися три-
гонометричними пiдстановками. У даному iнтегралi, який мi-
стить вираз

√
x2 − a2, застосуємо пiдстановку

a

cos t
. Приведе-

мо iнтеграл до вигляду:

I =

∫ √
x2 − 5

x3
dx =


x =

√
5

sin t

dx = −
√

5 cos tdt

sin2 t√
x2 − 5 =

√
5

cos t

sin t

 =

= −
∫ √

5 cos t
sin t ·

√
5 cos tdt
sin2 t( √

5
sin t

)2 = − 1√
5

∫
cos2 tdt =

= − 1√
5
· 1

2

∫
(1 + cos 2t)dt = − 1

2
√

5

(
t+

1

2
sin 2t

)
+ C =

= − 1

2
√

5
(t+ sin t · cos t) + C.
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Якщо з пiдстановки виразити sin t =

√
5

x
та cos t =

√
x2 − 5

x
,

остаточно маємо:

I = −1

2

(
1√
5

arcsin

√
5

x
+

√
x2 − 5

x2

)
+ C.

36.
∫ √

x2 + 9

x
dx.

Розв’язання. Скористаємось тим, що для рацiоналiзацiї
виразiв, що мiстять

√
x2 + a2, застосовують пiдстановку x =

atgt. Приведемо iнтеграл до вигляду:

∫ √
x2 + 9

x
dx =


x = 3tgt

dx =
3dt

cos2 t√
x2 + 9 =

3

cos t

 =

∫ 3
cos t ·

3dt
cos2 t

3tgt
=

= 3

∫
dt

sin t · cos2 t
=

скористаємося в чисельнику основною тригонометричною то-
тожнiстю та розiб’ємо iнтеграл на два:

= 3

∫
cos2 t+ sin2 t

sin t · cos2 t
dt = 3

∫
dt

sin t
+ 3

∫
sin t

cos2 t
dt.

Перший з отриманих iнтегралiв можна знайти або за допо-
могою унiверсальної тригонометричної пiдстановки, або ско-
ристатися додатковими формулами таблицi невизначених iн-
тегралiв, а другий – методом замiни змiнної:

3

∫
dt

sin t
− 3

∫
d(cos t)

cos2 t
= 3 ln

∣∣∣∣tg t2
∣∣∣∣+

3

cos t
+ C =

= 3 ln

∣∣∣∣∣tg arctg
(
x
3

)
2

∣∣∣∣∣+
√
x2 + 9 + C.
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Тема 12. Визначений iнтеграл та його
застосування

Поняття визначеного iнтеграла, його геометричний,
фiзичний та економiчний змiст

Задача про площу криволiнiйної трапецiї. Нехай
на [a; b] задано невiд’ємну та обмежену функцiю y = f(x).
Потрiбно знайти площу S криволiнiйної трапецiї, обмеженої
кривою y = f(x), прямими x = a, x = b та вiссю абсцис y = 0
(рис. 1):

Рис. 1 Рис. 2

Введемо до розгляду деяку ламану, яка розташована пiд
кривою y = f(x) достатньо близько до неї на [a; b] (рис. 2). Фi-
гура пiд цiєю ламаною складається з прямокутникiв та пря-
мокутних трапецiй, її площа SΛ дорiвнює сумi площ вказаних
чотирикутникiв i може бути обчислена за допомогою вiдо-
мих з геометрiї формул. Чим ближче розташована ламана
до графiка кривої y = f(x), тим точнiше наближена рiвнiсть
S ≈ SΛ. Тому природньо за шукану площу S взяти границю
площi SΛ пiд ламаною в припущеннi необмеженого набли-
ження ламаної до заданої кривої.

Для того, щоб цi мiркування можна було б використати на
практицi, необхiдно уточнити в них то, що описано нестрого:
процедура вибору ламаної та наступний граничний перехiд.
На цьому шляху одержимо, зокрема, поняття визначеного iн-
теграла.
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Поняття iнтегральної суми. Нехай на [a; b] задана об-
межена функцiя y = f(x). Розiб’ємо цей вiдрiзок довiльним
чином на n елементарних вiдрiзкiв точками x0, x1, . . . , xn:
a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b. На кожному вiдрiзку
[xi−1;xi] також довiльним чином виберемо точку ξi, обчис-
лимо f(ξi) i позначимо довжину вiдрiзка [xi−1;xi] через ∆i

(i = 1, n): ∆i = xi − xi−1.
Суму вигляду

n∑
i=1

f(ξi) ·∆i (12.1)

називається iнтегральною сумою Рiмана для y = f(x)
на [a; b], яка вiдповiдає даному розбиттю вiдрiзка точками
x1, . . . , xn−1. Очевидно, що сума (12.1) залежить як вiд ви-
бору точок ξi, так i вiд вибору точок x1, . . . , xn−1. Кожний
окремий доданок f(ξi)∆i в сумi (12.1) визначає площу Si пря-
мокутника зi сторонами ∆i i f(ξi).

Поняття визначеного iнтеграла. Для вибраного розбит-
тя вiдрiзку [a; b] на частини позначимо через δ = max

i
∆i мак-

симальну з довжин вiдрiзкiв [xi−1;xi], i = 1, n.
Означення 12.1. Нехай границя iнтегральної суми

(12.1) при прямуваннi δ до 0 iснує, скiнченна та не за-
лежить вiд способу вибору точок x1, . . . , xn−1 та точок
ξ1, ξ2, . . . , xn. Тодi ця границя називається визначеним
iнтегралом (або iнтегралом Рiмана) вiд функцiї y = f(x) на
[a; b], позначається

b∫
a

f(x)dx,

a сама функцiя y = f(x) називається iнтегрованою (за Рi-
маном) на [a; b]:

b∫
a

f(x)dx = lim
δ→0

n∑
i=1

f(ξi) ·∆i.
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Число a називається нижньою межею iнтегрування, чис-
ло b – верхнею межею (a < b).

Вiдмiтимо, що не зважаючи на спiльнi риси в позначен-
нях та термiнологiї, визначений та невизначений iнтеграл –

iстотньо рiзнi поняття:
∫
f(x)dx – це сiм’я функцiй вигляду

F (x) + C, а
b∫
a

f(x)dx – це число.

У введеному позначеннi припускалося, що a < b, отже,

можна записати, що
b∫
a

= −
a∫
b

.

Геометричний змiст визначеного iнтеграла. Якщо y =

f(x) – неперервна та невiд’ємна на [a; b], то
b∫
a

f(x)dx чисельно

дорiвнює площi криволiнiйної трапецiї пiд кривою y = f(x)
на [a; b].

Фiзичний змiст визначеного iнтеграла. Нехай матерiаль-
на точка рухається прямолiнiйно вздовж числової осi зi швид-
кiстю v(t) (t0 ≤ t ≤ T ), яка змiнюється неперервно. Тодi
визначений iнтеграл

S =

T∫
t0

v(t)dt

визначає шлях, який прошла точка вiд момента часу t0 до
момента T .

Економiчний змiст визначеного iнтеграла. Нехай функ-
цiя z = f(t) описує змiну продуктивностi працi деякого ви-
робництва з плином часу. Обсяг продукцiї u, виробленої за
промiжок часу [0;T ], обчислюється за допомогою визначено-
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го iнтеграла

u =

T∫
0

f(t)dt.

Необхiдною умовою iнтегрованостi функцiї є обмеженiсть
функцiї. Але ця умова не є достатньою.

Теорема 12.1. (достатня умова iнтегрованостi функ-
цiї). Якщо y = f(x) неперервна на вiдрiзку [a; b] (за винят-
ком, можливо, скiнченного числа точок розриву 1-го роду),
то вона iнтегрована на цьому вiдрiзку.

Властивостi визначеного iнтеграла

1)
b∫
a

αf(x)dx = α

b∫
a

f(x)dx, де α – довiльне число;

2)
b∫
a

[f(x)± g(x)]dx =

b∫
a

f(x)dx±
b∫
a

g(x)dx.

Цi властивостi аналогiчнi властивостям невизначеного iн-
теграла.

3) Якщо вiдрiзок iнтегрування подiлений на частини, то
iнтеграл по всьому вiдрiзку дорiвнює сумi iнтегралiв по кож-
нiй iз частин:

S = S1 + S2 ⇒
b∫
a

f(x)dx =

c∫
a

f(x)dx+

b∫
c

f(x)dx.
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4) Якщо на вiдрiзку [a; b] iнтегрованi функцiї f(x) i g(x)
задовольняють нерiвнiсть f(x) ≤ g(x) для ∀x ∈ [a; b], то

b∫
a

f(x)dx ≤
b∫
a

g(x)dx.

Наслiдок. Якщо на [a; b] m ≤ f(x) ≤ M , де f(x) непере-
рвна, m i M – деякi числа, то

m(b− a) ≤
b∫
a

f(x)dx ≤M(b− a).

5) Теорема про середнє. Якщо функцiя y = f(x) непе-
рервна на [a; b], то знайдеться таке значення ξ ∈ [a; b], що

b∫
a

f(x)dx = f(ξ) · (b− a).

Якщо f(x) ≥ 0 на [a; b], то дана теорема стверджує: знай-
деться таке ξ ∈ [a; b], що площа пiд кривою y = f(x) на [a; b]
дорiвнює площi прямокутника зi сторонами f(ξ) та b− a:

6)
a∫
a

f(x)dx = 0;

7)
b∫
a

dx = b− a;
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8) Якщо f(x) ≥ 0 для ∀x ∈ [a; b], то
b∫
a

f(x)dx ≥ 0 (тобто,

якщо f(x) – знакостала функцiя на [a; b], то такий же знак

має i
b∫
a

f(x)dx).

Формула Ньютона-Лейбница
Теорема 12.2. Нехай y = f(x) неперервна на [a; b] i F (x)

– будь-яка первiсна для f(x) на [a; b]. Тодi визначений iнте-
грал вiд f(x) на [a; b] дорiвнює приросту первiсної F (x) на
цьому вiдрiзку, тобто

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a). (12.2)

Обчислення визначених iнтегралiв iз застосуванням фор-
мули Ньютона–Лейбнiца (12.2) здiйснюються двоетапно: 1)
на першому кроцi, використовуючи технiку знаходження
невизначеного iнтеграла, знаходять деяку первiсну F (x) для
пiдiнтегральної функцiї f(x); 2) на другому кроцi власне i
застосовується формула Ньютона–Лейбнiца. У зв’язку з цим
введемо позначення для правої частинi формули (12.2):

b∫
a

f(x)dx = F (x)

∣∣∣∣b
a

. (12.3)

Приклади:

1)
1∫

0

x2dx =
x3

3

∣∣∣∣1
0

=
13

3
− 03

3
=

1

3
;

2)
2∫

1

e2xdx =
1

2

2∫
1

e2xd(2x) =
1

2
e2x

∣∣∣∣2
1

=
1

2
e2·2 − 1

2
e2·1 =
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=
1

2

(
e4 − e2

)
.

Замiна змiнної та формула iнтегрування частинами
у визначеному iнтегралi

Теорема 12.3. Нехай функцiя ϕ(x) має неперервну похiд-
ну на [α;β], a = ϕ(α), b = ϕ(β) i функцiя f(x) неперервна в
кожнiй точцi x, де x = ϕ(t), t ∈ [α;β]. Тодi справедлива
рiвнiсть

b∫
a

f(x)dx =

β∫
α

f (ϕ(t))ϕ′(t)dt. (12.4)

Формула (12.4) називається формулою замiни змiнної у
визначеному iнтегралi.

На вiдмiну вiд невизначеного iнтеграла в даному випад-
ку немає необхiдностi повертатися до початкової змiнної iн-
тегрування. Достатньо лише знайти новi межi iнтегрування
для змiнної t.

Приклад.

4∫
2

(x− 1)10dx =

∣∣∣∣ t = x− 1
dt = dx

∣∣∣∣ =

3∫
1

t10dt =
t11

11

∣∣∣∣3
1

=
311

11
− 111

11
=

=
311 − 1

11
;

Новi межi iнтегрування t1 = 2− 1 = 1, t2 = 4− 1 = 3.
Теорема 12.4. Нехай функцiї u = u(x) i v = v(x) непере-

рвно диференцiйовнi на [a; b]. Тодi

b∫
a

udv = uv

∣∣∣∣b
a

−
b∫
a

vdu, (12.5)

де uv
∣∣∣∣b
a

= u(b)v(b)− u(a)v(a).
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Формула (12.5) – формула iнтегрування частинами для
визначеного iнтеграла.

Геометричнi застосування визначеного iнтеграла

1. Обчислення площ плоских фiгур
а) Нехай y = f(x) ≥ 0 та неперервна на [a; b]. Тодi площа S

пiд кривою y = f(x) на [a; b] чисельно дорiвнює визначеному

iнтегралу
b∫
a

f(x)dx, тобто

S =

b∫
a

f(x)dx. (12.6)

Зауважимо, що у випадку

площу S можна обчислити i так:

S =

d∫
c

ϕ(y)dy.
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б) Нехай y = f(x) ≤ 0 i неперервна на [a; b]. Тодi пло-
ща S над кривою y = f(x) вiдрiзняється тiльки знаком вiд
b∫
a

f(x)dx:

S = −
b∫
a

f(x)dx. (12.7)

в) Теорема. Нехай на [a; b] заданi неперервнi функцiї y =
f1(x) i y = f2(x) такi, що f2(x) ≥ f1(x). Тодi площа S фiгури,
обмеженої кривими y = f1(x), y = f2(x) та прямими x = a,
x = b обчислюється за формулою

S =

b∫
a

[f2(x)− f1(x)] dx. (12.8)

Проiлюструємо теорему графiчно:
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Для того, щоб обчислити площу заштрихованої фiгури на
малюнку,

вiдрiзок iнтегрування [a; b] потрiбно розбити на частиннi
вiдрiзки, на яких f(x) зберiгає знак, i застосувати формули
(12.6) i (12.7). Тодi

S = −
c1∫
a

f(x)dx+

c2∫
c1

f(x)dx−
c3∫
c2

f(x)dx+

b∫
c3

f(x)dx.

Для випадку

площа заштрихованої фiгури знаходиться за формулою

S =

c1∫
a

(f(x)− g(x)) dx+

c2∫
c1

(g(x)− f(x)) dx+

b∫
c2

(f(x)− g(x)) dx.

Приклад. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями
y = x2 − 2, y = x.
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Накреслимо графiки функцiй y = x2 − 2 i y = x та знай-
демо абсциси їх точок перетину A i B:

x2 − 2 = x ⇒ x2 − x− 2 = 0 ⇒ x1 = −1, x2 = 2.

Отже, площу фiгури, обмеженої заданими лiнiями (на ма-
люнку це заштрихована область), обчислимо так:

S =

2∫
−1

(
x−

(
x2 − 2

))
dx =

2∫
−1

(
x− x2 + 2

)
dx =

=

(
x2

2
− x3

3
+ 2x

)∣∣∣∣2
−1

=

(
22

2
− 23

3
+ 2 · 2

)
−

−
(

1

2
− (−1)

3
+ 2 · (−1)

)
= 2− 8

3
+4− 1

2
− 1

3
+2 = 4, 5(кв.од.).

Зауваження. Pозглянемо випадок:
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Площа фiгури, обмеженої лiнiями ABC, де f(x) – рiвнян-
ня AB, а g(x) – рiвняння BC, i прямими x = a, x = b:

S = S1 + S2 =

b∫
a

f(x)dx+

c∫
b

g(x)dx.

Приклад. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями
y = −x2, y = x− 2, y = 0.

Накреслимо графiки заданих функцiй:

Абсциси точок їх перетину:

−x2 = x− 2 ⇒ x2 + x− 2 = 0 ⇒ x1 = 1, x2 = −2.

Враховуючи i лiнiю y = 0, очевидно, що шукана фiгура – це
криволiнiйний трикутник, який позначений на малюнку за-
штрихованим. Оскiльки лiнiя вiд (0; 0) до точки A визначена
рiвнянням y = −x2, а лiнiя вiд A до B – рiвнянням y = x− 2,
то

S = S1 + S2 = −

 1∫
0

(−x2)dx+

2∫
1

(x− 2)dx

 =

=

1∫
0

x2dx−
2∫

1

(x− 2)dx =
5

6
(кв.од.).
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2. Обчислення об’ємiв тiл обертання

Нехай на [a; b] задана неперервна знакостала функцiя y =
f(x). Об’єм Vx тiла, утвореного обертання навколо осi абсцис
криволiнiйної трапецiї, обмеженої лiнiями y = f(x), y = 0,
x = a, x = b, дорiвнює

Vx = π ·
b∫
a

f2(x)dx. (12.9)

V = π ·
b∫
a

f2(x)dx; V = π ·
b∫
a

[
f2(x)− g2(x)

]
dx

Приклад. Обчислити об’єм тiла, утвореного обертанням
фiгури, обмеженої лiнiями y = e−x, y = 0, x = 0, x = 1
навколо OX.

Розв’язання.
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Обчислимо об’єм тiла обертання:

V = π ·
1∫

0

(
e−x
)2
dx = π ·

1∫
0

e−2xdx = −π
2
·

1∫
0

e−2xd(−2x) =

= −π
2
e−2x

∣∣∣∣1
0

= −π
2

(
e−2 − e0

)
= −π

2

(
e−2 − 1

)
=

=
π

2
− π

2e2
(куб.од.).

Обчислення площ поверхонь тiл обертання
Нехай функцiя y = f(x) неперервно диференцiйована,

невiд’ємна (f(x) ≥ 0) на [a; b]; її графiк обертається навко-
ло осi OX, i похiдна f ′(x) також неперервна.

Тодi площа поверхнi тiла, яке утворюється при обертаннi гра-
фiка функцiї y = f(x) навколо осi OX, обчислюється за фор-
мулою

S = 2π ·
b∫
a

f(x) ·
√

1 + (f ′(x))2dx. (12.10)

3. Довжина дуги кривої
Нехай деяка лiнiя є графiком неперервної функцiї y =

f(x), i похiдна f ′(x) також неперервна. Такi лiнiї називаються
гладкими.

Означення 12.2. Довжиною дуги гладкої лiнiї назвемо
границю, до якої прямує довжина вписаної ламаної при необ-
меженому збiльшеннi числа її сторiн та прямуваннi довжи-
ни найбiльшої iз них до 0.
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За допомогою визначеного iнтеграла довжина дуги

L =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2dx. (12.11)

Приклад. Обчислити довжину дуги кривої y = x
3
2 вiд

x1 = 1 до x2 = 3.
Розв’язання.

L =

3∫
1

√
1 +

[(
x

3
2

)′]2

dx =

3∫
1

√
1 +

(
3

2
x

1
2

)2

dx =

=

3∫
1

√
1 +

9

4
xdx =

4

9
·

3∫
1

(
1 +

9

4
x

) 1
2

d

(
1 +

9

4
x

)
=

=
4

9
·
(
1 + 9

4x
) 3

2 · 2
3

∣∣∣∣∣∣
3

1

=
8

27

[(
1 +

27

4

) 3
2

−
(

1 +
9

4

) 3
2

]
=

=
1

27

(
31
√

31− 13
√

13
)
.

Зауважимо, що якщо крива задана параметрично рiвнян-
нями x = x(t), y = y(t), то довжина дуги кривої мiж t = t1 i
t = t2 (t1 < t2):

L =

t2∫
t1

√
(x′(t))2 + (y′(t))2dx. (12.12)
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Застосування визначеного iнтеграла в задачах
економiчного змiсту

До таких задач можна вiднести наступнi:
1) обчислення обсягу продукцiї, виробленої за промiжок

часу [0, T ] при змiнi продуктивностi працi:

Vnp =

T∫
0

f(t)dt,

де f(t) – функцiя, що описує змiну продуктивностi працi з
часом;

2) обчислення змiни виробничих витрат, прибутку, доходу
при зростаннi кiлькостi виробленої продукцiї;

3) обчислення середнiх витрат пального автомобiлем на
100 км шляху залежно вiд швидкостi;

4) обчислення коефiцiєнта нерiвномiрного розподiлу по-
датку на прибуток;

5) обчислення максимуму прибутку за часом;
6) вибiр стратегiї розвитку компанiї, фiрми, пiдприємства;
7) визначення загальних витрат споживачiв на товар;
8) знаходження капiталу за вiдомими чистими iнвестицiя-

ми;
9) знаходження середнього термiну виготовлення (освоєн-

ня) одного виробу за перiод освоєння вiд x1 до x2 виробiв (за
теоремою про середнє):

tcp. =
1

x2 − x1

x2∫
x1

t(x)dx,

де t = t(x) – вiдома функцiя, що описує змiну витрат часу
на виготовлення виробу в залежностi вiд степеня освоєння
виробництва; x – порядковий номер виробу в партiї.

297



Зупинимось детальнiше на деяких з цих задач. Якщо V (t),
D(t) та P (t) – змiннi витрати, дохiд та прибуток пiдприєм-
ства, то їх середнi значення за час вiд t0 до t1 знаходять за
формулами:

Vc =
1

t1 − t0
·
t1∫
t0

V (t)dt, Dc =
1

t1 − t0
·
t1∫
t0

D(t)dt,

Pc =
1

t1 − t0
·
t1∫
t0

P (t)dt. (12.13)

Якщо V ′(x), D′(x), P ′(x) – функцiї маргiнальних (гранич-
них) витрат, доходу та прибутку вiдповiдно при реалiзацiї x
одиниць деяких виробiв, то змiни витрат, доходу та прибут-
ку при збiльшеннi реалiзацiї виробленої продукцiї вiд a до b
одиниць обчислюють за формулами:

V (b)− V (a) =

b∫
a

V ′(x)dx, (12.14)

D(b)−D(a) =

b∫
a

D′(x)dx, (12.15)

P (b)− P (a) =

b∫
a

P ′(x)dx. (12.16)

Задача 1. Маргiнальна функцiя прибутку фiрми має
вигляд P ′(x) = 23, 5−0, 01x. Знайти величину зростання при-
бутку фiрми, якщо реалiзацiя виробiв зростає з 1000 до 1500
одиниць.
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Розв’язання. Величину зростання прибутку фiрми знай-
демо за формулою (12.16):

P (1500)− P (1000) =

1500∫
1000

(23, 5− 0, 01x)dx = 23, 5x

∣∣∣∣1500

1000

−

−0, 01 · x
2

2

∣∣∣∣1500

1000

= 23, 5(1500− 1000)− 0, 01

2

(
15002 − 10002

)
=

= 23, 5 · 500− 0, 005 · 500 · 2500 = 11750− 6250 = 5500(грн.).

Загальний прибуток (або дохiд, або витрати) за час t,
можна визначити за формулами вiдповiдно:

Vз =

t1∫
0

V ′(t)dt, Dз =

t1∫
0

D′(t)dt, Pз =

t1∫
0

P ′(t)dt, (12.17)

де V ′(t), D′(t), P ′(t) – швидкостi змiни витрат, доходу та при-
бутку пiдприємства пiсля початку його дiяльностi.

Задача 2.Швидкiсть змiни видаткiв та доходу пiдприєм-
ства пiсля початку його дiяльностi визначаються формулами:

V ′(t) = 5 + 2t
2
3 , D′(t) = 17− t

2
3 ,

де V (t) i D(t) – в млн. грн.; t – в роках.
Визначити термiн, за який прибуток досяг свого макси-

мального значення та знайти загальний прибуток, одержаний
за цей час.

Розв’язання. Прибуток, дохiд та витрати зв’язанi спiввiд-
ношенням P (t) = D(t) − V (t). Максимум загального при-
бутку досягається тодi, коли P ′(t) = 0, а оскiльки P ′(t) =
D′(t)−V ′(t), то P ′(t) = 0 при D′(t) = V ′(t). Iншими словами,
iснує такий час t, коли швидкостi змiни доходу та видаткiв
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рiвнi. Отже, оптимальний час t для прибутку пiдприємства
одержуємо з умови рiвностi похiдних D′(t) = V ′(t):

5 + 2t
2
3 = 17− t

2
3 ⇒ 3t

2
3 = 12 ⇒ t

2
3 = 4 ⇒

⇒ t = 4
3
2 =
√

43 =
√

26 = 23 = 8(рокiв).

Пiдприємство було прибутковим 8 рокiв. За цей час одержано
прибутку: (скористаємось формулою (12.17))

Pз =

8∫
0

P ′(t)dt =

8∫
0

(
D′(t)− V ′(t)

)
dt =

8∫
0

(
17− t

2
3 − 5− 2t

2
3

)
dt =

=

8∫
0

(
12− 3t

2
3

)
dt = 12t

∣∣∣∣8
0

− 3 · t
5
3 · 3
5

∣∣∣∣8
0

=

= 12 · 8− 9

5
· 8

5
3 = 96− 9

5
· 3
√

(23)5 = 96− 9 · 25

5
=

= 96− 9 · 32

5
=

480− 288

5
=

192

5
= 38, 4(млн. грн.).

Задача 3 (зi стратегiї розвитку компанiї). Компанiя
повинна обрати одну з двох можливих стратегiй розвитку:

1) вкласти 10 млн. грн. у нове обладнання i одержувати 3
млн. грн. прибутку кожного року протягом 10 рокiв;

2) закупити на 15 млн. грн. бiльш досконале обладнання,
яке дасть змогу одержувати 5 млн. грн. прибутку щороку
протягом 7 рокiв.

Яку стратегiю розвитку треба обрати компанiї, якщо но-
мiнальна облiкова щорiчна ставка становить 10%? (Iншими
словами, яке вкладення капiталу буде бiльш ефективним?)

Розв’язання. Якщо щорiчний дохiд змiнюється з часом i
описується функцiєю f(t), i вiдсоток нараховується непере-

рвно з вiдсотковою ставкою r =
P

100
, то дисконтований дохiд
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за час T дорiвнює визначеному iнтегралу

T∫
0

f(t)e−rtdt. (12.18)

(При неперервному нарахуваннi вiдсоткiв кiнцева сума Kt =
K0e

rt. ЯкщоKt = f(t) – функцiя часу, тoK0 = f(t)e−rt – дис-
контована сума до моменту часу t ⇒ oтже, повна дисконто-

вана сума за час t обчислюється за формулою
t∫

0

f(τ)e−rτdτ).

За умовою задачi p = 10%, oтже, r =
10

100
= 0, 1. Отже, для

першої стратегiї розвитку значення прибутку за 10 рокiв бу-
де (за формулою (12.18)):

P1 =

10∫
0

3 · e−0,1tdt− 10 = 3 · −1

0, 1
e−0,1t

∣∣∣∣10

0

− 10 =

= −30 · e−0,1·10 + 30 · e0 − 10 = 20− 30 · e−1 = 20− 30

2, 718
≈

≈ 8, 96(млн. грн.).

Для другої стратегiї одержимо:

P2 =

7∫
0

5 · e−0,1tdt− 15 = − 5

0, 1
e−0,1t

∣∣∣∣7
0

− 15 =

= −50
(
e−0,7 − 1

)
− 15 = 50− 15− 50 · e−0,7 = 35− 50 · e−0,7 ≈

≈ 10, 2(млн. грн.).

Отже, саме другу стратегiю доцiльно обрати для подаль-
шого розвитку компанiї.
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Розглянутi приклади не вичерпують усiх можливих засто-
сувань визначеного iнтеграла в економiцi i бiзнесi, але вони
iлюструють прикладну ефективнiсть цього поняття.

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми ”Визначений iнтеграл та його застосування”

Варiант 1.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
3∫

1

(
x5 − 7 cosx− 4√

x

)
dx; б)

5∫
0

dx

x2 − 4x+ 5
;

в)
2∫

0

xdx√
16− x2

; г)

π
2∫

0

(x− 1) cosxdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

0

e
√
xdx; б)

1∫
0

x lnxdx.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y = x2

i прямою y = x+ 2.
4. Обчислити довжину дуги кривої y2 = x3 мiж точками

O(0, 0) i A

(
4

3
,
8
√

3

9

)
;

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y = x3, y = 4x навколо осi Оx.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням пара-
боли y2 = 8x навколо осi Оx вiд вершини до точки з абсцисою
x = 6.

Варiант 2.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

302



a)
0∫
−5

(
x2 − 4 sinx+

2√
x2 + 9

)
dx; б)

0∫
−1

(x+ 1)dx

x2 + 4x− 5
;

в)
ln 4∫

ln 3

dx√
1 + ex

; г)

π
2∫

0

(x− 1) sin 3xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

0

x

(x+ 1)3
dx; б)

1
e∫

0

dx

x ln2 x
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y = x2

i прямою y = x− 6.
4. Обчислити довжину дуги кривої y = ln sinx мiж точка-

ми з абсцисами
π

6
≤ x ≤ π

2
.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y = x5, y =

√
x навколо осi Oy.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням

кубiчної параболи y = x3 при x ∈

[
0; 4

√
1

3

]
навколо осi Ox.

Варiант 3.

1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
7∫
−2

(
x6 − 5

x2
+

9

cos2 x

)
dx; б)

π
2∫

0

cos2 x

2
dx;

в)
8∫

4
√

2

dx

x
√
x2 − 16

; г)
2∫

0

ln(3x+ 1)dx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

303



a)
∞∫
−1

dx
3
√

(2x+ 1)2
; б)

1∫
0

x+ 1
5
√
x3

dx.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y =
√
x,

xy = 1 i прямою x = 4.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = ln
6

x2 − 1
мiж точ-

ками з абсцисами 2 ≤ x ≤ 3.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y = x2, y = 3x+ 4 навколо осi 0y.
6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням лiнiї

9y2 = x(3− x)2 при x ∈ [0; 3] навколо осi Ox.

Варiант 4.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
4∫

1

(√
x3 +

3

sin2 x
− ex

)
dx; б)

2∫
1

dx

x2 + 2x
;

в)

π
2∫

0

dx

3 + cosx
; г)

2∫
1

x log2 xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

0

xe−x
2
dx; б)

0∫
−1

dx

(x+ 1)2
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y =
x2 + 4x i прямою y = x+ 4.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = 4 + ln cosx мiж
точками з абсцисами 0 ≤ x ≤ π

3
.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y = x2, y = 2x+ 3 навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням лiнiй
y = x2; xy − 1; x = 0; y = 4 навколо осi 0y.
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Варiант 5.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
2∫

1

4x+ 2

2x− 1
dx; б)

−1∫
−2

dx

(11 + 5x)3
;

в)
e3∫
e2

lnx− 1

x
√

lnx− 1
dx; г)

π
2∫

0

(2− x) sin 3xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

0

arctg xdx; б)
3∫

0

dx√
9− x2

.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y =
3− 2x− x2 i вiссю абсцис.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = e
x
2 + e−

x
2 мiж точ-

ками 3 абсцисами −2 ≤ x ≤ 2.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями x2 = y + 4, y = 0 навколо осi Ox.
6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням кола

x2 + y2 = 9 при y ∈ [−2; 1] навколо осi Oy.

Варiант 6.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
1∫

0

(ex + 5)4 exdx; б)
3∫

2

dx

2x2 + 3x− 2
;

в)

√
3∫

√
3

3

dx√
(1 + x2)3

; г)

π
3∫

π
6

xdx

cos2 x
.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):
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a)
∞∫

0

x2dx

5x3 + 1
; б)

e∫
1

dx

x
√

lnx
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболами 9y =
x2 i y2 = 9x.

4. Обчислити довжину дуги кривої y =
2

3

√
(x− 1)3 мiж

точками 3 абсцисами 1 ≤ x ≤ 9.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y = x2, y =
x2 + 1

2
навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням лiнiй
y = 6x− x2; x+ y − 6 = 0 навколо осi Ox.

Варiант 7.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
1∫

0

xdx

(x2 + 4)2 ; б)
9∫

4

x− 1√
x+ 1

dx;

в)

1
2∫

0

esinπx cosπxdx; г)

π
2∫

π
6

xdx

sin2 x
.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

1

dx

x2 + 2x+ 2
; б)

1∫
−1

3x2 + 2
3
√
x2

dx.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y2 = 2x+1
i x− y − 1 = 0.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = lnx мiж точками
з абсцисами

√
3 ≤ x ≤

√
8.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y2 = 16x, y = 4x навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням лiнiй
y = x3, x = 0, xy = 1, y = 2 навколо осi Ox.
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Варiант 8.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
1∫

0

√
1 + xdx; б)

e3∫
1

dx

x
√

1 + lnx
;

в)

π
2∫

0

sin3 x cos4 xdx; г)
1∫

0

x ln(x+ 3)dx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

0

dx

x2 + 4x
; б)

0∫
−1

e
1
x

x2
dx.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y = x4 −
2x2 i y = 0.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = 2
√
x мiж точками

з абсцисами 0 ≤ x ≤ 1.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями xy = 4, y = 1, y = 4, x = 0 навколо осi Oy.
6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням лiнiй

y = x3, y =
√
x навколо осi Ox.

Варiант 9.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)

1,5∫
1

dx√
2x− x2

; б)
2∫

1

3x4 − 2x
√
x+ 9

x
dx;

в)
0∫
−1

dx

1 + 3
√
x+ 1

; г)

π
3∫

π
6

xdx

cos2 x
.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):
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a)
∞∫

0

arctg 3xdx

1 + 9x2
; б)

1∫
0

lnxdx.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y =
x2 − 2x i прямими y = 0, x = 1, x = 3.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = x
3
2 мiж точками з

абсцисами 0 ≤ x ≤ 1.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y = x2, y = 4x− x2 навколо осi Ox.
6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням лiнiї

x = et sin t, y = et cos t вiд t1 = 0 до t2 =
π

2
навколо осi Oy.

Варiант 10.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
4∫

1

(
x8 − 5√

x
+

6

x2 + 1

)
dx; б)

9∫
4

√
xdx√
x− 1

;

в)
π∫

0

cos2 x

4
dx; г)

e∫
1

ln2 xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

1

2xdx

x4 + 1
; б)

1∫
−7

dx
3
√

1− x
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y = 3x3−x
i y = 2x.

4. Обчислити довжину дуги кривої y2 = x3 мiж точками

O(0, 0) i A

(
4

3
,
8
√

3

9

)
.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями xy = 6, y = 1, y = 6, x = 0 навколо осi Oy.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням цеп-

ної лiнiї y =
3

2

(
e
x
3 + e−

x
3

)
мiж точками x1 = 0 i x2 = 3
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навколо осi Ox.

Варiант 11.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
5∫

2

2x− 7

x+ 5
dx; б)

5∫
1

xdx√
1 + 3x

;

в)

π
2∫

0

cos2 xdx; г)

1
2∫

0

x arctg xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫
e4

dx

x(lnx− 3)3
; б)

1
2∫

0

dx√
1− 2x

.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y = x2

i прямою y = 3x+ 4.
4. Обчислити довжину дуги кривої y = ln

(
1− x2

)
мiж

точками з абсцисами 0 ≤ x ≤ 1

2
.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями 3y = x2, 0 ≤ x ≤ 2 навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням кри-
вої y = 2

√
x при x ∈ [1; 3] навколо осi Ox.

Варiант 12.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
9∫

4

(
5− 3x3

)2
√
x

dx; б)
1∫

0

dx

x2 + 4x+ 5
;

в)

π
2∫

0

cos5 xdx; г)
e∫

1

x4 lnxdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):
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a)
∞∫

0

e−
√
xdx; б)

1∫
−2

dx√
3x+ 6

.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y =
√
x i

y = x5.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = ln
5

x2 − 1
мiж точ-

ками з абсцисами 2 ≤ x ≤ 5.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y = x2, y =
1

x
, x = 1, x = 2 навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням тан-
генсоїди y = tg x вiд точки (0; 0) до точки

(π
4

; 1
)
навколо осi

Ox.

Варiант 13.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)

1
2∫

0

3− 2x

x2 − 1
dx; б)

9∫
1

x 3
√

1− xdx;

в)

π
2∫

0

sin2 x cos3 xdx; г)

π
2∫

π
4

xdx

sin2 x
.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

0

xdx√
(x2 + 9)3

; б)
0∫
−1

dx

x2 + 3x+ 2
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y2 =
4 + x i прямою x = 2.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = 2e
x
2 мiж точками

з абсцисами ln 3 ≤ x ≤ ln 8.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y = x, y =
1

x
, y = 2 навколо осi Oy.
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6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням па-
раболи y2 = 12x вiд вершини до точки з абсцисою x = 9
навколо осi Ox.

Варiант 14.

1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
2∫

1

dx

x3 + x
; б)

π
2∫

−π
2

dx

1 + cosx
;

в)
6∫

1

√
x+ 3dx√
x+ 3− 1

; г)
π∫

0

x2 sinxdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

1

dx

(4x+ 3)4
; б)

0∫
−2

dx

x2 + 5x+ 6
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y = lnx,
y = ex, x = 0, x = 2, y = 0.

4. Обчислити довжину дуги кривої y =
x2

2
мiж точками з

абсцисами 0 ≤ x ≤ 1.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y = x3, y =

√
x навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi катеноїда, утвореного обер-

танням ланцюгової лiнiї y =
5

2

(
e
x
5 − e−

x
5

)
навколо осi Ox

при 0 ≤ x ≤ 5.

Варiант 15.

1. Обчислити визначенi iнтеграли:
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a)
10∫

2

dx√
x− 1

; б)
5∫

3

dx

x3 − 4x
;

в)
ln 8∫

ln 3

exdx√
ex + 1

; г)

π
3∫

π
6

xdx

cos2 x
.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

0

2x3dx√
x4 + 16

; б)

1
5∫

0

dx
3
√

1− 5x
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y = x2

i прямою y = 2x+ 3.
4. Обчислити довжину дуги кривої y = 5 + ln sinx мiж

точками з абсцисами
π

6
≤ x ≤ π

4
.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y = x2, y = 3− 2x навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням тан-
генсоїди y = tg x вiд точки x = 0 до точки x =

π

6
навколо осi

0x.

Варiант 16.

1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)

3
2∫

1

dx√
2x− x2

; б)
16∫

1

dx√
x+ 4
√
x
;

в)
e∫

1

√
lnx

x
dx; г)

2∫
0

x2e−2xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):
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a)
∞∫

0

arctg xdx; б)
10∫

1

dx√
10− x

.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y =
x2 − 4 i прямою y = 0.

4. Обчислити довжину дуги, кривої y = ln
(
1− x2

)
мiж

точками з абсцисами 0 ≤ x ≤ 1

8
.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y = 3− x2, y = x2 + 1 навколо осi 0x.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням нав-
коло осi Оx лiнiї x = 2et sin t, y = 2et cos t при t ∈

[
0;
π

2

]
.

Варiант 17.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
4∫

0

dx√
2x+ 1

; б)
5∫

4

x
√
x2 − 16dx;

в)
2∫

1

dx

x2 + 4x
; г)

2∫
−2

(x− 1) sinπxdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

1

arcctg xdx; б)
0∫
−3

dx

(x+ 3)4
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y =√
1− x, y = x+ 1 i y = 0.
4. Обчислити довжину дуги кривої y =

√
x мiж точками

з абсцисами 0 ≤ x ≤ 9.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями x = y2, xy = 8, x = 0, y = 4 навколо осi Oy.
6. Обчислити площу веретеноподiбної поверхнi, утвореної

обертанням одної арки синусоїди y = sinx навколо осi абсцис.
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Варiант 18.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
4∫

0

dx√
(2x+ 1)3

; б)
e∫

1

dx

x
√

ln2 x− 1
;

в)
π∫

0

dx

3 + 2 cosx
; г)

1∫
−1

x2e−xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

1

dx

x3 + 2x2
; б)

3∫
0

dx√
9− x2

.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболами y =
x2 i y = 4x− x2.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = lnx мiж точками
з абсцисами 1 ≤ x ≤

√
3.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y = sinx, y = 0 при 0 ≤ x ≤ π навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням нав-
коло осi абсцис петлi лiнiї 9y2 = x(3− x)2.

Варiант 19.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)

1
2∫

− 1
2

dx√
1− x2

; б)
ln 2∫
0

√
ex − 1dx;

в)
4∫

0

xdx√
3x+ 4

; г)

π
2∫

0

x2 cosxdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):
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a)
∞∫

0

dx

x2 + x− 2
; б)

0∫
−1

ln(x+ 1)dx.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y = 2−x4

i y = x2.
4. Обчислити довжину дуги кривої y2 = 5x3 мiж точкамиз

абсцисами 0 ≤ x ≤ 1.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y =
√

6x, y =
√

16− x2, x = 0 навколо осi Ox.
6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням дуги

кола x2 + y2 = 9 при x ∈ [−2; 1] навколо осi Ox.

Варiант 20.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
2∫

0

xdx√
1 + 4x

; б)

π
2∫

0

sin3 xdx;

в)
3∫
−3

x2
√

9− x2; г)

√
3

3∫
0

arctg xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

4

dx

x2 − 5x+ 6
; б)

2∫
−7

dx
3
√

(x− 1)4
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболами y =
(x+ 1)2 i y2 = x+ 1.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = ln cosx мiж точ-
ками з абсцисами

π

4
≤ x ≤ π

3
.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y =
1

2
x2 − 2, y = 0 навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням кола
x = 5 cos t, y = 5 sin t навколо осi ординат.
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Варiант 21.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
9∫

1

(
x8 + 2 sinx− 5√

x

)
dx; б)

1∫
0

dx

x2 + 4x+ 5
;

в)

π
2∫

0

cos3 x sin2 xdx; г)
e∫

1

ln2 xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

0

earctg x

1 + x2
dx; б)

4∫
0

dx√
16− x2

.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y2 =
16x i прямою y = 4x.

4. Обчислити довжину дуги кривої y =
2

3

√
(x− 5)3 мiж

точками з абсцисами 5 ≤ x ≤ 9.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y =
√
x− 1, y = 0, x = 5 навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням
кубiчної параболи 3y−x3 = 0 при x ∈ [0; 1] навколо осi абсцис.

Варiант 22.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
5∫

4

dx

x2 − 3x
; б)

ln 3∫
0

e3xdx

1 + e3x
;

в)
1∫

0

dx√
(4 + 5x)3

; г)
2∫

0

x2e−
x
2 dx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

316



a)
∞∫

1

1− lnx

x
dx; б)

2∫
1

xdx√
x− 1

.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y = cos 2x,
y = 0, x = 0, x =

π

4
.

4. Обчислити довжину дуги кривої y =
x2

2
мiж точками з

абсцисами 0 ≤ x ≤ 1.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y = lnx, y = 0, x = e навколо осi Ox.
6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням аст-

роїди x = 2 cos3 t, y = 2 sin3 t навколо осi Oy.

Варiант 23.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
1∫
−1

xdx√
5− 4x

; б)

π
4∫

0

tg3 xdx;

в)
1∫

0

√
1− x2dx; г)

2∫
0

(x− 2)e−
x
2 dx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

2

dx

x lnx
; б)

1∫
0

dx
3
√

1− x
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y = x2

i прямою y = 3− 2x.
4. Обчислити довжину дуги кривої y = 4

√
x мiж точками

з абсцисами 0 ≤ x ≤ 9.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y = −x2 + 4, y = x2, y = 0 навколо осi Ox.
6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням

кубiчної параболи y = x3 при x ∈ [0; 1] навколо осi Ox.
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Варiант 24.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
9∫

4

(
2√
x

+ 3x5 − 7

x2

)
dx; б)

ln 10∫
0

ex
√
ex − 1

ex + 8
dx;

в)

π
4∫

0

cos2 xdx; г)

√
3∫

0

x arctg xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

2

dx

x2 + 4x+ 9
; б)

4∫
0

dx√
12− 3x

.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y = 1−x2,
y = x i y = 0.

4. Обчислити довжину дуги кривої y =
ex + e−x

2
мiж точ-

ками з абсцисами −1 ≤ x ≤ 1.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y2 = 9x, x2 = 9y навколо осi Oy.
6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням аст-

роїди x = 7 cos3 t, y = 7 sin3 t навколо осi ординат.

Варiант 25.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
9∫

1

x 3
√

1− xdx; б)
2∫

1

e
1
x

x2
dx;

в)
4∫

0

dx√
3x+ 4

; г)

π
2∫

0

(x+ 3) sinxdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):
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a)
∞∫

0

dx

(4x+ 3)2
; б)

2∫
1

dx

x(x− 1)2
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y =
3 + 2x− x2 i прямою y = x+ 1.

4. Обчислити довжину дуги, кривої y = ln
(
1− x2

)
мiж

точками з абсцисами 0 ≤ x ≤ 1

5
.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y2 = 4x, y = 0, x = 4 навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням тан-
генсоїди y = tg x мiж точками x ∈

[
0;
π

6

]
навколо осi Ox.

Варiант 26.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
1∫

0

√
1− x2dx; б)

2∫
1

5x3 − 8x+ 4

x2
dx;

в)

−π
4∫

−π
2

cos3 xdx
3
√

sinx
; г)

2∫
1

x log2 xdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫
−∞

2xdx

x2 + 1
; б)

2∫
1

dx

x lnx
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболами y =
x2 i y =

√
x.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = lnx мiж точками
з абсцисами 1 ≤ x ≤

√
3.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y = 2x− x2, y = 0 навколо осi Ox.

6. Обчислити площу веретеноподiбної поверхнi, утвореної
обертанням косинусоїди y = cosx навколо осi Ox.
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Варiант 27.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
3∫

1

dx

x3 + 4x
; б)

8∫
3

xdx√
1 + x

;

в)

π
2∫

0

dx

sinx− cosx
; г)

1∫
1
2

ln
(
1− x2

)
dx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

2

dx

x2 − 1
; б)

2∫
1

x ln(x− 1)dx

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y =
−x2 + 4x− 3 i прямою y = 0.

4. Обчислити довжину дуги кривої y2 = x3 мiж точками
з абсцисами 0 ≤ x ≤ 4.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y = x2, xy = 8, y = 0, x = 4 навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням нав-
коло осi Оy лiнiї x = 5et sin t, y = 5et cos t при t ∈

[
0;
π

2

]
.

Варiант 28.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
7∫

0

x3

3
√

7 + x2
dx; б)

5∫
3

dx

x2 − 2x
;

в)
2∫

0

xdx√
16− x2

; г)

π
2∫

0

(x− 1) cosxdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):
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a)
∞∫

1

dx

(5x− 3)2
; б)

0∫
−1

dx

x2 + 3x+ 2
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою 3y =
x2 i прямими y = 0, x = 2.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = 8 + ln cosx мiж
точками з абсцисами 0 ≤ x ≤ π

4
.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями xy = 4, y = 0, x = 3, x = 12 навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням лiнiї
y = ctg x вiд точки x =

π

6
до точки x =

π

4
навколо осi Ox.

Варiант 29.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
0∫
−1

dx

x2 + 4x− 5
; б)

16∫
1

dx√
x+ 4
√
x
;

в)
e∫

1

√
ln5 x

x
dx; г)

π∫
0

x sin
x

2
dx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

0

xe−3xdx; б)
5∫

4

dx

x(x− 4)2
.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y =
x2 − 2 i прямою y = 0.

4. Обчислити довжину дуги кривої y =
x2

2
мiж точками з

абсцисами 0 ≤ x ≤ 4.
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y = x2, y =
1

x
, x = 2 навколо осi Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням лан-

цюгової лiнiї y =
7

2

(
e
x
7 + e−

x
7

)
навколо осi Ox.
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Варiант 30.
1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
9∫

4

(
2x5 +

9√
x

)
dx; б)

π∫
0

cos4 x

4
dx;

в)
5∫

0

xdx√
1 + 3x

; г)

π
2∫

0

(x− 1) cosxdx.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
∞∫

0

e
√
xdx; б)

4∫
3

x ln(x− 2)dx.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями y = 2x −
x2, y = 2x, x = 0, x = 2.

4. Обчислити довжину дуги кривої y2 = x3 мiж точками
з абсцисами 0 ≤ x ≤ 8.

5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої
лiнiями y = x2 + 1, x = y2 + 1, y = 0, x = 0, x = 2 нав-
коло oci Ox.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням
кубiчної параболи 3y−x3 = 0 при x ∈ [0; 2] навколо осi абсцис.

Приклади розв’язання типового варiанта

1. Обчислити визначенi iнтеграли:

a)
3∫

1

3x3 − 6x2 + 13

x
dx.

Розв’язання. За формулою Ньютона–Лейбнiца:

b∫
a

f(x)dx = F (x)|ba = F (b)− F (a).

Для того, щоб обчислити визначенi iнтеграли, спочатку по-
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трiбно знайти первiснi. У цьому прикладi це можна зробити
миттєво за таблицею невизначених iнтегралiв:

3∫
1

3x3 − 6x2 + 13

x
dx =

3∫
1

(
3x2 − 6x+

13

x

)
dx =

=
(
x3 − 3x2 + 13 lnx

)∣∣∣∣3
1

= 27− 27 + 13 ln 3− 1 + 3− 13 ln 1 =

= 2 + 13 ln 3.

б)
ln 5∫
0

ex
√
ex + 4dx.

Розв’язання. Для того, щоб знайти первiсну, необхiдно ви-
конати замiну змiнної. Звернемо увагу на те, що процедура
замiни змiнної у визначеному iнтегралi вiдрiзняється вiд та-
кої у невизначеному, а саме: у разi введення нової змiнної
ми зобов’язанi замiнити й границi iнтегрування, обчислити
первiснi з новими границями, до старої змiнної, зрозумiло,
повертатися не потрiбно.

ln 5∫
0

ex
√
ex + 4dx =


u = ex + 4
du = exdx

uH = e0 + 4 = 1 + 4 = 5
uB = eln 5 + 4 = 5 + 4 = 9

 =

9∫
5

√
udu =

=

9∫
5

u
1
2du =

u
3
2

3
2

∣∣∣∣∣
9

5

=
2

3
u
√
u

∣∣∣∣9
5

=
2

3
(9
√

9− 5
√

5) = 18− 10
√

5

3
.

в)
0∫
−4

dx

x2 + 8x+ 20
.

323



Розв’язання. Видiлимо повний квадрат, знайдемо первiс-
ну, скористаємося формулою Ньютона - Лейбнiца:

0∫
−4

dx

x2 + 8x+ 20
=

0∫
−4

dx

(x2 + 8x+ 16)− 16 + 20
=

0∫
−4

dx

(x+ 4)2 + 4
=

=
1

2
atcrg

x+ 4

2

∣∣∣∣0
−4

=
1

2
(atcrg 2− arctg 0) =

1

2
arctg 2.

г)
e∫

1

ln2 xdx.

Розв’язання. Iнтегруємо частинами:

e∫
1

ln2 xdx =


u = ln2 x
dv = dx

du = 2 lnx · dxx
v = x

 = x · ln2 x

∣∣∣∣e
1

−
e∫

1

x ·2 lnx · dx
x

=

= x · ln2 x

∣∣∣∣e
1

− 2

e∫
1

lnxdx =


u = lnx
dv = dx

du = dx
x

v = x

 = e · ln2 e−

−1 · ln2 1− 2

x · lnx∣∣∣∣e
1

−
e∫

1

x
dx

x

 = e− 2e · ln e+

+2 · ln 1 + 2x

∣∣∣∣e
1

= e− 2e+ 2e− 2 = e− 2.

2. Обчислити невласнi iнтеграли (або довести їхню роз-
бiжнiсть):

a)
1∫

0

dx

x2 − 4x+ 3
.
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Розв’язання. Iнтеграл невласний, оскiльки пiдiнтеграль-
на функцiя має розрив на верхнiй межi. Для знаходження
первiсної видiлимо повний квадрат у знаменнику:

1∫
0

dx

x2 − 4x+ 3
=

1∫
0

dx

(x2 − 4x+ 4)− 4 + 3
=

1∫
0

dx

(x− 2)2 − 1
=

=


u = x− 2
du = dx

uH = 0− 2 = −2
uB = 1− 2 = −1

 =

−1∫
−2

du

u2 − 1
=

1

2
lim
ε→0

ln

∣∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣−1−ε

−2

=

=
1

2
lim
ε→0

ln

∣∣∣∣−1− ε− 1

−1− ε+ 1

∣∣∣∣− 1

2
ln

∣∣∣∣−2− 1

−2 + 1

∣∣∣∣ =
1

2
lim
ε→0

ln

∣∣∣∣ε+ 2

ε

∣∣∣∣−
−1

2
ln 3 =∞− 1

2
ln 3 =∞,

отже, невласний iнтеграл розбiгається.

б)
∞∫
√

2

dx

x
√
x2 − 1

.

Розв’язання. Iнтеграл невласний iз нескiнченими грани-
цями. Для знаходження первiсної скористаємося тригономет-
ричною пiдстановкою:

=

0∫
π
4

− cos t
sin2 t

dt
1

lin t cos t sin t
= −

0∫
π
4

dt =

π
4∫

0

dt = t|
π
4
0 =

π

4
− 0 =

π

4
<∞,

отже, невласний iнтеграл збiгається.

3. Обчислити площу фiгури, обмеженої параболою y = x2

i прямою y = 4− 3x.
Розв’язання. Побудуємо фiгуру:
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Знайдемо точки перетину кривих, для цього розв’яжемо си-
стему рiвнянь{

y = x2,
y = 4− 3x;

x2 + 3x− 4 = 0;
x1 = −4; x2 = 1.

Отже, абсциси точок перетину x1 = −4 i x2 = 1. Обчислимо
площу заштрихованої фiгури за формулою

S =

∫ b

a
[f2(x)− f1(x)] dx =

∫ 1

−4

(
4− 3x− x2

)
dx =

=

(
4x− 3

x2

2
− x3

3

)∣∣∣∣1
−4

= 4− 3

2
− 1

3
+16+24− 64

3
=

125

6

(
од2
)
.

4. Обчислити довжину дуги кривої y = arcsin e−x мiж точ-
ками з абсцисами 0 ≤ x ≤ 1.

Розв’язання.Для обчислення довжини дуги, скористаємо-
ся формулою (12.11). До пiдстановки у формулу виконаємо
попереднi обчислення, а саме:

y′ = − e−x√
1− e−2x

;

1 +
(
y′
)2

= 1 +
e−2x

1− e−2x
=

1− e−2x + e−2x

1− e−2x
=

1

1− e−2x
.
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L =

b∫
a

√
1 + (y′)2dx =

1∫
0

dx√
1− e−2x

=


u2 = 1− e−2x

2udu = 2e−2xdx

dx = udu
e−2x = udu

1−u2
uH = 1− 1 = 0

uB =
√

1− e−2

 =

=

√
1−e−2∫
0

udu

u (1− u2)
= −

√
1−e−2∫
0

du

u2 − 1
= −1

2
ln

∣∣∣∣u− 1

u+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
√

1−e−2

0

=

= −1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

1− e−2 − 1√
1− e−2 + 1

∣∣∣∣∣+
1

2
ln 1 =

1

2
ln

∣∣∣∣∣
√

1− e−2 + 1√
1− e−2 − 1

∣∣∣∣∣ (од.).
5. Обчислити об’єм тiла обертання фiгури, обмеженої

лiнiями y = ex, y = e
x
2 , x = ln 2 навколо осi Ox.

Розв’язання. Знайдемо точку перетину лiнiй, якi обмежу-
ють цю фiгуру:{

y = ex

y = e
x
2 ;
⇒ ex = e

x
2 ; ⇒ x =

x

2
= 0 ⇒ x = 0.

За формулою (12.9) маємо:

V = π

2∫
0

[
y2

2(x)− y2
1(x)

]
dx = π

ln 2∫
0

(
e2x − ex

)
dx =

= π

(
1

2
e2x − ex

)∣∣∣∣ln 2

0

= π

(
1

2
e2 ln 2 − eln 2 − 1

2
+ 1

)
=

= π

(
1

2
· 4− 2 +

1

2

)
=
π

2

(
oд.3

)
.

6. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням лiнiї
x = et sin t, y = et cos t при t ∈

[
0;
π

2

]
навколо осi Oy.
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Розв’язання. Обчислимо шукану площу за формулою
(12.10). Для цього знайдемо похiднi та виконаємо необхiднi
перетворення:

x′t = et sin t+ et cos t = et(sin t+ cos t);

y′t = et cos t− et sin t = et(cos t− sin t);(
x′t
)2

+
(
y′t
)2

= e2t
[
(sin t+ cos t)2 + (cos t− sin t)2

]
=

= e2t
(
sin2 t+ 2 sin t cos t+ cos2 t+ cos2 t− 2 sin t cos t+

+ sin2 t
)

= 2e2t
(
sin2 t+ cos2 t

)
= 2e2t.

Пiдставимо у формулу:

Sy = 2π

t2∫
t1

x(t)

√
(x′t)

2 + (y′t)
2dt =

= 2π

π
2∫

0

et sin t ·
√

2etdt = 2
√

2π

π
2∫

0

e2t sin tdt =

(для знаходження первiсної потрiбно iнтегрувати цей вираз
частинами двiчi (це ”повернений” iнтеграл))

=

[
u = e2t, du = 2e2tdt

dv = sin tdt, v = − cos t

]
= − 2

√
2π · e2t · cos t

∣∣∣π2
0

+

+4
√

2π

π
2∫

0

e2t cos tdt =

[
u = e2t, du = 2e2tdt

dv = cos tdt, v = sin t

]
=

= 2
√

2π + 4
√

2π · e2t sin t
∣∣∣π2
0
− 8
√

2π

π
2∫

0

e2t sin tdt =
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= 6
√

2π − 8
√

2π

π
2∫

0

e2t sin tdt.

Розв’яжемо лiнiйне рiвняння вiдносно невiдомого iнтегралу.
Для цього перепишемо

Sy = 6
√

2π − 4Sy ⇒ 5Sy = 6
√

2π,

звiдси маємо

Sy =
6
√

2π

5

(
од.2

)
.

Тема 13. Функцiї багатьох змiнних.
Диференцiальне числення
функцiй багатьох змiнних

У цьому роздiлi вивчатимемо функцiї, якi залежать вiд
декiлькох змiнних. Оскiльки бiльшiсть понять для функцiї n
змiнних можна перенести на випадок n = 2, то розглядати-
мемо функцiю f(x1, x2) (або f(x1, x2, x3)).
Означення 13.1. Нехай X – множина пар (x1, x2) дiйс-

них чисел, а Z – певна множина дiйсних чисел. Якщо кож-
нiй парi значень (x∗1, x

∗
2) ∈ X за певним правилом ставиться

у вiдповiднiсть одне певне значення z ∈ Z, то z називають
функцiєю двох незалежних змiнних x1 i x2 й позначають:

z = f(x1, x2).

При цьому X – область визначення, а Z – множина значень
функцiї f .

Поняття функцiї n змiнних вводиться аналогiчним чином.
Подiбно до того, як функцiя y = f(x) геометрично зобра-

жується лiнiєю на площинi, можна геометрично тлумачити i
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функцiю z = f(x1, x2): сукупнiсть точок (x1;x2; z) тривимiр-
ного простору R3 визначає деяку поверхню.

Частиннi похiднi функцiї багатьох змiнних
Розглянемо функцiю z = f(x, y), (x, y) ∈ X. Зафiксуємо,

наприклад, x = x0 ∈ X. Тодi функцiя f(x0, y) – це функцiя
однiєї змiнної y. Надамо цiй змiннiй прирiст ∆y, тодi

f(x0, y + ∆y)− f(x0, y) = ∆yz

– це частинний прирiст по y функцiї f у точцi (x0, y). Гра-
ниця (якщо вона iснує)

lim
∆y→0

∆yz

∆y
= lim

∆y→0

f(x0, y + ∆y)− f(x0, y)

∆y

називається частинною похiдною першого порядку функцiї

z = f(x, y) по y в точцi (x0, y) i позначається символом
∂z

∂y
,

або
∂f

∂y
, або z′y(x, y), або f ′y(x, y).

Аналогiчно вводиться поняття частинної похiдної першо-
го порядку функцiї z = f(x, y) по x (y0 ∈ X).

Отже, функцiя декiлькох змiнних має стiльки частинних
похiдних першого порядку, скiльки у неї цих змiнних. При
цьому, частинну похiдну по однiй iз змiнних отримуємо у при-
пущеннi, що всi iншi змiннi є сталими величинами (але тiльки
в процесi диференцiювання!). При обчисленнi похiдних ви-
користовуємо вiдомi правила та формули диференцiювання
функцiї однiєї змiнної.

Зауважимо, що у випадку функцiї двох i бiльшого числа
змiнних з iснування частинних похiдних не випливає навiть
неперервнiсть функцiї.

Приклад 1. Знайти частиннi похiднi функцiї

z = x2y − 3y2 + 5x.
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Розв’язання.
∂z

∂x
= (x2y)′x − (3y2)′x + (5x)′x =

↓ ↓ ↓
стала стала змiнна

y · 2x− 0 + 5 · 1 = 2xy + 5;

∂z

∂y
= (x2y)′y − (3y2)′y + (5x)′y =

↓ ↓
стала стала

= x2 · 1− 3 · 2y + 0 = x2 − 6y.

Приклад 2. Знайти частиннi похiднi першого порядку
функцiї

z = (3x− 4y)4.

Розв’язання.
∂z

∂x
=
(
(3x− 4y)4

)′ · (3x− 4y)′x = 4(3x− 4y)3 · 3 = 12(3x− 4y)3;

∂z

∂y
=
(
(3x− 4y)4

)′ · (3x− 4y)′y = 4(3x− 4y)3 · (0− 4) =

= −16(3x− 4y)2.

Градiєнт функцiї
Для характеристики напрямку i величини максимальної

швидкостi змiни функцiї в точцi використовується поняття
градiєнта.

Градiєнтом функцiї z = f(x1, x2, . . . , xn) в точцi
(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n) називається вектор, координати якого дорiв-

нюють вiдповiдно значенням частинних похiдних
∂z

∂x1
,
∂z

∂x2
,

. . . ,
∂z

∂xn
в точцi (x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n).
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Позначають градiєнт так:

grad z(x∗1, . . . , x
∗
n) =

(
∂z

∂x1

∣∣∣∣
(x∗1,...,x

∗
n)

, . . . ,
∂z

∂xn

∣∣∣∣
(x∗1,...,x

∗
n)

)
.

Приклад 3. Знайти градiєнт i його модуль для функцiї
u =

√
x2 + y2 + z2 в точцi M(1;−1; 2).

Розв’язання. Обчислюємо частиннi похiднi першого по-
рядку:

∂u

∂x
=
(√

x2 + y2 + z2
)′
· (x2 + y2 + z2)′x =

=
1

2
√
x2 + y2 + z2

· (2x+ 0 + 0) =
x√

x2 + y2 + z2
.

Аналогiчно:

∂u

∂y
=

0 + 2y + 0

2
√
x2 + y2 + z2

=
y√

x2 + y2 + z2
;

∂u

∂z
=

0 + 0 + 2z

2
√
x2 + y2 + z2

=
z√

x2 + y2 + z2
.

Обчислимо значення частинних похiдних в точцiM(1;−1; 2):

∂u

∂x
=

1√
1 + 1 + 4

=
1√
6

;
∂u

∂y
=
−1√

6
;

∂u

∂z
=

2√
6
.

Отже, градiєнт буде такий:

gradu =

(
1√
6

;
−1√

6
;

2√
6

)
.

Його модуль:

|gradu| =

√(
1√
6

)2

+

(
−1√

6

)2

+

(
2√
6

)2

=

√
6

6
= 1.
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Частиннi похiднi i диференцiали вищих порядкiв
Частиннi похiднi функцiї багатьох змiнних є функцiями

тих самих змiнних, отже, також можуть мати частиннi похiд-
нi, якi називаються частинними похiдними другого порядку.

Наприклад, функцiя z = f(x, y) має 4 частиннi похiднi

2-го порядку:
∂2z

∂x2
,
∂2z

∂y2
,
∂2z

∂x∂y
,
∂2z

∂y∂x
, якi визначаються на-

ступним чином:

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
,

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
,


– ”чистi” частиннi похiднi другого порядку,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
,

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
– мiшанi частиннi похiднi другого порядку.

Наприклад, знайдемо частиннi похiднi першого та дру-
гого порядкiв для

z = x2y + xy2.

Маємо:

∂z

∂x
= 2x · y + y2,

∂z

∂y
= x2 + 2yx,

∂2z

∂x∂y
= 2x+ 2y,

∂2z

∂y∂x
= 2x+ 2y,

∂2z

∂x2
= 2y,

∂2z

∂y2
= 2x.

Не випадково, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
: мiшанi неперервнi в об-

ластi X похiднi рiвнi.
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Аналогiчно обчислюються i похiднi бiльш високого поряд-
ку, якщо процес подальшого диференцiювання можливий, на-
приклад,

∂3z

∂x∂y2
=
∂2z

∂y2

(
∂z

∂x

)
,

∂4z

∂x2∂y2
=

∂

∂y

(
∂3z

∂x2∂y

)
i т.п.

Якщо iснують
∂z

∂x
i
∂z

∂y
, то вираз

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy

називається повним диференцiалом першого порядку для z =

f(x, y). При цьому,
∂z

∂x
dx i

∂z

∂y
dy – частиннi диференцiали.

Другий, третiй та наступнi диференцiали можна записати
символiчно у виглядi:

d2z =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

f(x, y) =

=
∂2f

∂x2
dx2 + 2 · ∂

2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

dnz =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
f(x, y).

Наприклад, знайти d2z для z = x2y3.

∂z

∂x
= 2xy3,

∂z

∂y
= 3y2x2,

∂2z

∂x2
= 2y3,

∂2z

∂y2
= 6yx2,

∂2z

∂x∂y
= 6y2x ⇒ d2z = 2y3dx2 + 2 · 6xy2dxdy + 6x2ydy2.
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Екстремум функцiї багатьох змiнних
Нехай функцiя двох змiнних z = f(x, y) задана в областi

Ω ∈ R2. В точцi (x0, y0) ∈ Ω функцiя має максимум (мiнi-
мум), якщо для всiх точок iз околу точки (x0, y) справедли-
во:

f(x, y) ≤ f(x0, y0) (f(x, y) ≥ f(x0, y0)).

Точка (x0, y0) при цьому називається точкою максимуму
(мiнiмуму).
Теорема 13.1. (необхiдна умова екстремуму). Якщо

функцiя f(x, y) має частиннi похiднi першого порядку в точ-
цi локального екстремуму (x0, y0), то

∂f(x0, y0)

∂x
= 0,

∂f(x0, y0)

∂y
= 0.

Зауважимо, що функцiя може мати екстремум також в
тих точках, де принаймнi одна з частинних похiдних не iснує.

Точки, в яких першi частиннi похiднi
∂f

∂x
i
∂f

∂y
перетворю-

ються в нуль або не iснують, називаються критичними (або
стацiонарними) точками цiєї функцiї.

Умови теореми 13.1 не є достатнiми умовами iснування
екстремуму, тiльки необхiдними.

Теорема 13.2. (достатнi умови екстремуму). Нехай
функцiя f(x, y) має неперервнi частиннi похiднi другого по-
рядку в деякому околi стацiонарної точки (x0, y0). Покладе-
мо

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
(x0,y0)

≡ A, ∂2f

∂y2

∣∣∣∣
(x0,y0)

≡ C, ∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣
(x0,y0)

≡ B,

i складемо вираз ∆ = AC −B2.
Тодi: 1) якщо ∆ > 0, то в точцi (x0, y0) функцiя має

локальний екстремум, причому при A < 0 – локальний мак-
симум, а при A > 0 – локальний мiнiмум;
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2) якщо ∆ < 0, то в (x0, y0) немає екстремума;
3) якщо ∆ = 0, то точку (x0, y0) потрiбно перевiряти

iншими методами.
Приклад 1. Дослiдити на локальний екстремум функцiю

z = 2x2 − 4x+ y2 − 6y.

Маємо:
∂z

∂x
= 4x− 4,

∂z

∂y
= 2y − 6.

Iз системи рiвнянь
{

4x− 4 = 0,
2y − 6 = 0

маємо точку: A(1; 3) – ста-

цiонарна точка.
Знайдемо другi частиннi похiднi:

∂2z

∂x2
= 4,

∂2z

∂y2
= 2,

∂2z

∂x∂y
= 0, ⇒ A = 4, C = 2, B = 0.

Складаємо величину ∆: ∆ = AC−B2 = 4·2−0 = 8 > 0. Отже,
згiдно з висновками теореми 13.2, в точцiM(1; 3) є екстремум
(оскiльки ∆ > 0), причому – мiнiмум, оскiльки A = 4 > 0

Zmin = Z(1; 3) = 2 · 12− 4 · 1 + 32− 6 · 3 = 2− 4 + 9− 18 = −11.

Приклад 2. Дослiдити на екстремум функцiю

z = x4 + 2xy + y4 + 2.
∂z

∂x
= 4x3 + 2y,

∂z

∂y
= 2x+ 4y3

⇒
{

4x3 + 2y = 0,
2x+ 4y3 = 0

⇒
{

2x3 + y = 0,
x+ 2y3 = 0

⇒

y = −2x3

x+ 2 · (−2x3)3 = 0
x− 16x9 = 0
x(1− 16x8) = 0
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x1 = 0, x8 =
1

16
,

y1 = 0; x2 =
1√
2
, x3 =

−1√
2

y2 = − 1√
2

; y3 =
1√
2
.

Отже, маємо три стацiонарнi точки: M1(0; 0),

M2

(
−
√

2

2
;

√
2

2

)
, M3

(√
2

2
;−
√

2

2

)
.

Знайдемо частиннi похiднi другого порядку:

∂2z

∂x2
= 12x2 = A(x);

∂2z

∂y2
= 12y2 = C(x);

∂2z

∂x∂y
= 2 = B.

I) Перевiряємо точкуM1(0; 0). Значення частинних похiд-
них другого порядку в цiй точцi:

∂2z

∂x2
= 12x2 = 12 · 0 = 0 = A;

∂2z

∂y2
= 12y2 = 12 · 0 = 0 = C;

∂2z

∂x∂y
= 2 = B


⇒ ∆ = AC −B2 =

= 0− 22 = −4 < 0 ⇒ в точцi M1(0; 0) extr немає.

II) Перевiряємо точку M2

(
−
√

2

2
;

√
2

2

)
:

∂2z

∂x2
= 12x2 = 12 ·

(
−
√

2

2

)2

= 12 · 2

4
= 6 = A;

∂2z

∂y2
= 12y2 = 12 ·

(√
2

2

)2

= 6 = C;

∂2z

∂x∂y
= 2 = B


⇒
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⇒ ∆ = AC − B2 = 6 · 6− 22 = 36− 4 = 32 > 0 ⇒ в точцi M2

є extr, причому min, оскiльки A = 6 > 0.

Zmin = Z

(
−
√

2

2
;

√
2

2

)
=

(
−
√

2

2

)4

+ 2 ·

(
−
√

2

2

)
·

(√
2

2

)
+

+

(√
2

2

)4

+ 2 =
4

16
− 2 · 2

4
+

4

16
+ 2 =

1

2
− 1 + 2 =

3

2
.

III) Перевiряємо точку M3

(√
2

2
;−
√

2

2

)
:

∂2z

∂x2

∣∣∣∣
M3

= 6 = A;
∂2z

∂y2

∣∣∣∣
M3

= 6 = C;
∂2z

∂x∂y

∣∣∣∣
M3

= 2 = B ⇒

⇒ ∆ = 32 > 0 ⇒M3 є точкою min, оскiльки A > 0.

Z(M3) = Z(M2) =
3

2
.

Дослiдження на екстремум у випадку n > 2

Для функцiї багатьох змiнних u = f(x1, x2, . . . , xn) дру-

гий диференцiал d2u =

(
∂u

∂x1
dx1 +

∂u

∂x2
dx2 + . . .+

∂u

∂xn
dxn

)2

є квадратичною формою вiдносно дiференцiалiв незалежних
змiнних dx1, dx2, . . . , dxn. Матриця цiєї квадратичної фор-

ми – це матриця, елементи якої ajk =
∂2f

∂xj∂xk
(j = 1, n;

k = 1, n) є частинними похiдними 2-го порядку функцiї
u = f(x1, . . . , xn).

Цю матрицю називають матрицею Гессе й позначають
так:
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H =



∂2f

∂x2
1

∂2f

∂x1∂x2
· · · ∂2f

∂x1∂xn
∂2f

∂x2∂x1

∂2f

∂x2
2

· · · ∂2f

∂x2∂xn
· · · · · · · · · · · ·
∂2f

∂xn∂x1

∂2f

∂xn∂x2
· · · ∂2f

∂x2
n


.

Визначник цiєї матрицi називають гессiаном.
Зауважимо, що умови 1) i 2) в теоремi 13.2 про достат-

нi умови локального естремуму для функцiї багатьох змiн-
них означають, що: 1) якщо квадратична форма d2u(M0) є
додатно-визначеною, тоM0 – точка локального мiнiмуму; як-
що d2u(M0) є вiд’ємно-визначеною, тоM0 – точка локального
максимуму; 2) якщо d2u(M0) є знакозмiнною квадратичною
формою, то в M0 функцiя не має локального екстремуму.

Необхiдною й достатньою умовою знаковизначеностi
квадратичної форми є критерiй Сiльвестра:Для того, щоб
квадратична форма була додатно-визначеною, необхiдно i до-
статньо, щоб усi головнi мiнори матрицi цiєї квадратичної
форми були додатними (∆1 > 0, ∆2 > 0, . . ., ∆n > 0). Для
вiд’ємно-визначеної квадратичної форми необхiдно i достат-
ньо, щоб знаки головних мiнорiв чергувалися, починаючи з
вiд’ємного (∆1 < 0, ∆2 > 0, ∆3 < 0, . . ., (−1)n∆n > 0).

Якщо

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 , то

головними мiнорами матрицi A називаються визначники

∆1 = a11, ∆2 =

∣∣∣∣ a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ , . . . ,
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∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ = ∆A.

Приклад 1. u(x, y, z) = 8− 6x+ 4y − 2z − x2 − y2 − z2 →
extr.

а)
∂u

∂x
= −6− 2x = 0⇒ x = −3;

∂u

∂y
= 4− 2y = 0⇒ y = 2;

∂u

∂z
= −2− 2z = 0⇒ z = −1.

Отже, M(−3; 2;−1) – стацiонарна точка.

б)
∂2u

∂x2
= −2,

∂2u

∂y2
= −2,

∂2u

∂z2
= −2,

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
= 0,

∂2u

∂x∂z
=

∂2u

∂z∂x
= 0,

∂2u

∂y∂z
=

∂2u

∂z∂y
= 0.

Складаємо матрицю Гессе:

H =

 −2 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 ⇒

головнi мiнори:

∆1 = −2, ∆2 =

∣∣∣∣ −2 0
0 −2

∣∣∣∣ = 4, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣
−2 0 0
0 −2 0
0 0 −2

∣∣∣∣∣∣ = 8 ⇒

d2u є вiд’ємно-визначеною квадратичною формою ⇒ в точцi
M досягається максимум:

umax = u(−3, 2− 1) = 8− 6 · (−3) + 4 · 2− 2 · (−1)− 9− 4− 1 =

= 8 + 18 + 8 + 2− 14 = 22.

Приклад 2. Дослiдити функцiю u = x2 + y2 + (z + 1)2 −
xy + x на екстрeмум.

340



1) Знайдемо стацiонарнi точки:

∂u

∂x
= 2x− y + 1,

∂u

∂y
= 2y − x,

∂u

∂z
= 2(z + 1)

⇒


2x− y = −1,
2y = x,
2z + 2 = 0

⇒

⇒
2 · 2y − y = −1 ⇒ 3y = −1 ⇒ y0 = −1

3
,

x = 2y ⇒ x0 = −2

3
,

2z = −2 ⇒ z0 = −1.

Отже, M0

(
−2

3
;−1

3
;−1

)
– стацiонарна точка.

2) Для перевiрки виконання достатнiх умов екстремума в
M0 знайдемо другi частиннi похiднi:

∂2u

∂x2
= 2,

∂2u

∂y2
= 2,

∂2u

∂z2
= 2,

∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂y∂x
= −1,

∂2u

∂x∂z
=

∂2u

∂z∂x
= 0,

∂2u

∂y∂z
=

∂2u

∂z∂y
= 0.

Матриця Гессе:

 2 −1 0
−1 2 0
0 0 2

⇒ гессiан:

∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
−1 2 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣
⇒ головнi мiнори:

∆1 = 2, ∆2 =

∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 4− 1 = 3,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
−1 2 0
0 0 2

∣∣∣∣∣∣ = 8− 2 = 6.
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Усi головнi мiнори додатнi, отже,M0

(
−2

3
;−1

3
;−1

)
– точ-

ка локального мiнiмуму:

umin =
4

9
+

1

9
+ 0− 2

9
− 2

3
=

1

3
− 2

3
= −1

3
.

Приклад 3. u(x, y, z) = x3 + y3 + z2 + 6xy − 4z → extr.
а) Знайдемо стацiонарнi точки:

∂u

∂x
= 3x2 + 6y = 0,

∂u

∂y
= 3y2 + 6x = 0,

∂u

∂z
= 2z − 4 = 0

 ⇒


x2 + 2y = 0,
y2 + 2x = 0,
z = 2,

⇒

⇒ x2 = −2y,
y2 = −2x

⇒
y = −x

2

2
,

x4

4
+ 2x = 0

x4 + 8x = 0 ⇒ x(x3 + 8) = 0 ⇒

⇒ x1 = 0 ⇒ y1 = 0;
x3 + 8 = 0 ⇒ x2 = −2 ⇒ y2 = −2.

Отже, M1(0; 0; 2), M2(−2;−2; 2) – стацiонарнi точки.

б)
∂2u

∂x2
= 6x,

∂2u

∂y2
= 6y,

∂2u

∂z2
= 2,

∂2u

∂x∂z
=

∂2u

∂z∂x
= 0,

∂2u

∂y∂z
=

∂2u

∂z∂y
= 0,

∂2u

∂x∂y
= 6,

∂2u

∂y∂x
= 6.

Для M1:

H =

 0 6 0
6 0 0
0 0 2

 , ∆1 = 0, ∆2 = −36, ∆3 = −72 ⇒

в M1 екстремуму немає.
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Для M2:

H =

 −12 6 0
6 −12 0
0 0 2

 , ∆1 = −12, ∆2 = 144− 36 > 0,

∆3 = 144 · 2− 72 > 0 ⇒ в M2 також немає екстремуму.

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми ”Функцiї багатьох змiнних. Диференцiальне

числення функцiй багатьох змiнних”

Варiант 1
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =√

4− x2 − y2.
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = arcsin
(
xy3
)
. Записати повний диференцiал функ-

цiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = ex(x
2+y2+z2) в точцi M(1;−3; 5).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

cos
x

y
. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du =
xdy + ydx

x2 + y2
є повним ди-

ференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю за її повним
диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = 2xy − 3x2 − 2y2 + 10.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2 +2xy−4x+8y в областi D, обмеженої лiнiями x = 0; y = 0;
x = 1; y = 2.

8. Знайти похiдну функцiї u = x2y+y2z+xz2 та обчислити
її значення в точцi A(−3; 2; 1) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB,
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якщо B(0; 5; 7). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
чення градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 2
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

2x+ 5y

x2 − y2
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = e5x4−3y2 . Записати повний диференцiал функцiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) = ln cos

(
x2 − y2 + 6yz

)
в точцi M(0;−1; 5).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

ex
2+y3 . Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = 2xydx + x2dy є повним
диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю за її по-
вним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = 4(x− y)− x2 − y2.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2y(4 − x − y) в областi D, обмеженої лiнiями x = 0; y = 0;
x+ y − 6 = 0.

8. Знайти похiдну функцiї u = ln(xy+yz+xz) та обчисли-
ти її значення в точцi A(1; 2; 3) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB,

якщо B(2; 2; 4). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
чення градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 3
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

5xy3

√
4x− y

.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = cos

(
x+ y

x− y

)
. Записати повний диференцiал

функцiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) =
√

sin2 x+ sin2 y + sin2 z в точцi M
(

0; 0;
π

4

)
.
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4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

arccos(4x− 5y). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = 4(x2 − y2)(xdx − ydy) є
повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю
за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = x2 + xy + y2 + x− y + 1.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
2x2y−x3y−x2y2 в областi D, обмеженої лiнiями x = 0; y = 0;
x+ y − 6 = 0.

8. Знайти похiдну функцiї u = xz − 5xyz та обчислити її
значення в точцi A(−4; 2; 1) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB, як-

що B(3; 3; 8). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 4
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

arcsin(2x− 3y).
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z =

√
xy

x− 2y
. Записати повний диференцiал функцiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) = (sinx+)yz в точцi M

(π
2

; 2; 1
)
.

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

ln(5x3 + 3y2). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du =
xdx+ ydy√
x2 + y2

є повним ди-

ференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю за її повним
диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = 2x3 + xy2 + 5x2 + y2.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2 +2xy+4x−y2 в областi D, обмеженої лiнiями x = 0; y = 0;
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x+ y + 2 = 0.
8. Знайти похiдну функцiї u =

√
1 + x2 + y2 + z2 та об-

числити її значення в точцi A(−2; 1; 5) за напрямом вектора
~l =
−−→
AB, якщо B(4; 1; 2). Знайти градiєнт функцiї u, обчисли-

ти значення градiєнта та його модуль у точцi A.
Варiант 5
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =
9xy

4− x+ y2
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = tg

(√
3x+ y2

x

)
. Записати повний диференцiал

функцiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = x cos y − z sinx+ 3xyz в точцi M (0;π; 4).
4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

sin(xy2). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du =
(x+ 2y)dx+ ydy

(x+ y)2
є по-

вним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю за
її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = e2x(x+ y2 + 2y).

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
5x2 − 3xy + y2 + 10 в областi D, обмеженої лiнiями x = ±1;
y = ±1.

8. Знайти похiдну функцiї u = exz−y
2 та обчислити її зна-

чення в точцi A(0; 1; 2) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB, якщо

B(−3; 5; 1). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 6
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

arccos(4x+ 5y).
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2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = x

√
2x4 − 3y5. Записати повний диференцiал

функцiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = ln
(

1 +
√
x2 + 2y3 − 3z

)
в точцi M (1; 2;−5).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

tg(4x− 5y). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du =
x

y
√
x2 + y2

dx −(
x2 +

√
x2 + y2

y2
√
x2 + y2

)
dy є повним диференцiалом функцiї. Як-

що так, знайти функцiю за її повним диференцiалом.
6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних

змiнних z = xy(4− x− y).
7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =

4−2x2−y2 в областi D, обмеженої лiнiями y = 0; y =
√

1− x2.
8. Знайти похiдну функцiї u = xez − yex та обчислити її

значення в точцi A(−6; 1; 5) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB,

якщо B(9; 1;−3). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
чення градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 7
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

ln(16− x2 − y2).
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = cos
(
x+
√
xy
)
. Записати повний диференцiал

функцiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = arccos
√
xy − 4xz3 в точцi M (4; 0;−3).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

cos
√
xy. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.
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5. Переконатися, що вираз
[
x− 2y

(y − x)2

]
dx +[

y

(y − x)2
− y2

]
dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо

так, знайти функцiю за її повним диференцiалом.
6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних

змiнних z = e
x
2 (x+ y2).

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2 + 2xy− y2 − 2x+ 2y в областi D, обмеженої лiнiями y = 0;
y = x+ 2; x = 2.

8. Знайти похiдну функцiї u = xey
2−z2 та обчислити її зна-

чення в точцi A(4; 1;−1) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB, якщо

B(−1; 0; 5). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 8
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

5y +
4x

12− 3x+ 4y
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = ln

(√
xy + 5x− 3y

)
. Записати повний диферен-

цiал функцiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) =
sin(x+ y)

8z2
в точцi M

(
0;
π

2
; 5
)
.

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

arcsin(2x− y). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du =
(
2x cos y − y2 sinx

)
dx +(

2y cosx− x2 sin y
)
dy є повним диференцiалом функцiї. Як-

що так, знайти функцiю за її повним диференцiалом.
6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних

змiнних z = x2 + y2 + xy − 4x+ 5y.
7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =

6xy−9x2−9y2 +4x+4y в областi D, обмеженої лiнiями x = 0,
x = 2, y = −1, y = 2.
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8. Знайти похiдну функцiї u =
z√

x2 + y2
та обчислити її

значення в точцi A(3; 4;−1) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB, як-

що B(5; 2; 6). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 9
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =√
x2 + y2 − 16.
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = x cos
(
3y8
)
. Записати повний диференцiал функ-

цiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = ln(x+ y)−
√
x2 − z2 в точцi M (4;−3; 0).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

ln(7x2 + 8y3). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз
2x(1− ey)
(1 + x2)2

dx+

(
ey

1 + x2
+ 1

)
dy

є повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю
за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = xy(1− x− y).

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2 +2xy−y2−4x в областi D, обмеженої лiнiями y = x, y = 4,
x = 0.

8. Знайти похiдну функцiї u =
x

y
+
y

z
+
z

x
та обчислити її

значення в точцi A(4; 1; 1) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB, якщо

B(−3; 5; 2). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 10
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

85

32− 2x2 − 8y2
.
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2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = e

−x
y . Записати повний диференцiал функцiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) =

√
x sin

y

z
в точцi M (9;π; 6).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

ctg
√
xy. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du =
(3y − x)dx+ (y − 3x)dy

(x+ y)3
є

повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю
за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = x3y2(2− x− y).

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x3 + y3 − 3xy в областi D, обмеженої лiнiями x = 0, x = 2,
y = −1, y = 2.

8. Знайти похiдну функцiї u = x2y + y2z + xz2 та обчис-
лити її значення в точцi A(−4;−3; 1) за напрямом вектора
~l =
−−→
AB, якщо B(5; 1; 0). Знайти градiєнт функцiї u, обчисли-

ти значення градiєнта та його модуль у точцi A.
Варiант 11
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =√

5x− y
x+ 6

.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = ln

(
x+

√
x2 + y2

)
. Записати повний диферен-

цiал функцiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = ln sin(x2z2 − 6y) в точцi M (4; 0;−2).
4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

xex+y. Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (2x3 − xy2)dx + (2y3 −
x2ydy) є повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти
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функцiю за її повним диференцiалом.
6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних

змiнних z = x2 + xy + y2 +
1

x
+

1

y
.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
4(x−y)−x2−y2 в областi D, обмеженої лiнiями x+2y−4 = 0,
x− 2y − 4 = 0, x = 0.

8. Знайти похiдну функцiї u = (x+y)z та обчислити її зна-
чення в точцi A(8;−3; 0) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB, якщо

B(7; 2;−1). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 12
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

ln(16x2 − 25y2).
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = xy. Записати повний диференцiал функцiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = arcsin
(
x2

z − y
3
)
в точцi M (1; 0; 2).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

ln
(
3x−√y

)
. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du =
xdy

x2 + y2
+(

1− y

x2 + y2

)
dx є повним диференцiалом функцiї. Як-

що так, знайти функцiю за її повним диференцiалом.
6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних

змiнних z = 2x3 − xy2 + 5x2 + y2.
7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =

x2y(4 − x − y) в областi D, обмеженої лiнiями x = 0, y = 0,
x+ y = 6.

8. Знайти похiдну функцiї u = (x+ 2y+ 3z)2 та обчислити
її значення в точцi A(−5; 3;−1) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB,

якщо B(4; 5;−2). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
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чення градiєнта та його модуль у точцi A.
Варiант 13
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =√

12− 3x2 + 2y2.
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = arctg
x+ y

x− y
. Записати повний диференцiал функ-

цiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) =
√
zxy в точцi M (1; 2; 9).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

arcsin(4x+ 5y). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = eydx + (xey − 2y)dy є
повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю
за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = 3x+ 6y − x2 − xy + y2.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2 +xy− 2 в областi D, обмеженої лiнiями y = 0, y = 4x2− 4.

8. Знайти похiдну функцiї u = (xy)z та обчислити її зна-

чення в точцi A
(

1

2
; 2; 3

)
за напрямом вектора ~l =

−−→
AB, якщо

B

(
3

2
; 4;−6

)
. Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення

градiєнта та його модуль у точцi A.
Варiант 14
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

5

x2 + 9y2 − 36
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = ln tg

x

y
. Записати повний диференцiал функцiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) =

z√
x2 + y2

в точцi M (4; 0; 5).
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4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

x2 sin(x− y). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du =
xdx+ ydy√
x2 + y2

+
xdy − ydx

x2
є

повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю
за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = e

y
z (x2 + y).

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
xy − 3x − 2y в областi D, обмеженої лiнiями x = 0, x = 4,
y = 0, y = 4.

8. Знайти похiдну функцiї u = x · ln(yz+x2) та обчислити
її значення в точцi A (4;−2; 1) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB,

якщо B (5; 1;−3). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
чення градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 15
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

arccos

(
x

y

)
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = 5

y
x . Записати повний диференцiал функцiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) =

√
x ln

(√
y +
√
z
)
в точцi M (1; 16; 9).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

e
√
x+y. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du =
(

1 + x
√
x2 + y2

)
dx +(√

x2 + y2 − 1
)
ydy є повним диференцiалом функцiї. Якщо

так, знайти функцiю за її повним диференцiалом.
6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних

змiнних z = x2 + y2 − 2 lnx− 18 ln y.
7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =

x2 − 2xy + 2, 5y2 − 2x в областi D, обмеженої лiнiями x = 0,
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y = x, y = 4.

8. Знайти похiдну функцiї u =
2y

x2 + y2 + z2
та обчислити

її значення в точцi A (−6; 8; 0) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB,

якщо B (−5; 7; 1). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
чення градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 16
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =
6xy

5x2 − 15y
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = (1+xy)y. Записати повний диференцiал функцiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) =

x

y
+
y

z
+
z

x
в точцi M (−1; 3; 5).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

(x− y) cosx. Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз (x2 + y2 + 2x)dx+ 2xydy є по-
вним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю за
її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = xy − ln(x+ y).

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
2x2 + 2xy− 0, 5y2− 4x в областi D, обмеженої лiнiями y = 2x,
y = 2, x = 0.

8. Знайти похiдну функцiї u = x2 − 2yx3 − 3y2z та об-
числити її значення в точцi A (8; 5;−3) за напрямом вектора
~l =
−−→
AB, якщо B (7; 4; 2). Знайти градiєнт функцiї u, обчисли-

ти значення градiєнта та його модуль у точцi A.
Варiант 17
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =√
x2 − y2.
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = sin
x

y
cos

y

x
. Записати повний диференцiал функ-
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цiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = 8 3
√
x+ y2 + z3 в точцi M (3; 4; 2).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

y2 ln(4x+ 7). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du =
y

x
dx+ (y3 + lnx)dy є по-

вним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю за
її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z =

xy

x2 + y2
.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
3x2 + 3y2 − x − y + 1 в областi D, обмеженої лiнiями x = 5,
y = 0, y = x− 1.

8. Знайти похiдну функцiї u =
z√

1 + x2 + y2
та обчислити

її значення в точцi A (0; 3;−5) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB,

якщо B (1;−4; 1). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
чення градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 18
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

arcsin(4x− 9y).
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = x
√
y+

y
3
√
x
. Записати повний диференцiал функ-

цiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = arctg(x+ z − 2xy) в точцi M (5; 0;−4).
4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

ln(4y3 − 3x2). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (y − sinx)dx + (x −
2y cos y2)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так,
знайти функцiю за її повним диференцiалом.
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6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = y

√
x− 2y2 − x+ 14y.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2− 2xy− y2 + 4x+ 5 в областi D, обмеженої лiнiями x = −3,
x+ y + 1 = 0, y = 0.

8. Знайти похiдну функцiї u = x3y + y3z − 3xyz та обчис-
лити її значення в точцi A (−1;−2;−1) за напрямом вектора
~l =
−−→
AB, якщо B (0; 3; 2). Знайти градiєнт функцiї u, обчисли-

ти значення градiєнта та його модуль у точцi A.
Варiант 19
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

ln(9x2 − y2).
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z =
x3 + y2

x2 + y3
. Записати повний диференцiал функцiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) = (x+ 3y)2z в точцi M (4;−1; 2).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

arccos
√
xy. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (y2exy − 3)dx + exy(1 +
xy)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти
функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = x3 + 8y3 − 6xy.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
2x2 + 3y2 + 1 в областi D, обмеженої лiнiями y =

√
9− 2, 5x2,

y = 0.
8. Знайти похiдну функцiї u = ln(xyz+x3) та обчислити її

значення в точцi A (1; 3; 3) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB, як-

що B (4; 3; 5). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.
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Варiант 20
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =√
xy

x2 + y2
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = (4x3y2 − x5)3. Записати повний диференцiал
функцiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) = ln(xy2 − yz2) в точцi M (4;−2; 1).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

x4e2x−3y. Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (2x − 3y2 + 1)dx + (5 −
6xy)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти
функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = 1 + 15x− 2x2 − xy − 2y2.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
3x2 + 3y2 − 2x− 2y+ 2 в областi D, обмеженої лiнiями x = 0,
y = 0, x+ y − 1 = 0.

8. Знайти похiдну функцiї u = z · exy−2z та обчислити її
значення в точцi A (6;−1; 2) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB, як-

що B (3; 3; 2). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 21
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

ln(6x− 2y + 12).
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = arcsin
√
x2 − y2. Записати повний диференцiал

функцiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) =
y√

x3 + z4
в точцi M (0; 4;−1).
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4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =√
5x2 + 3xy. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (exy + xyexy − 7)dx +
(x2exy + 5)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так,
знайти функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = 1 + 6x− x2 − xy − y2.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2 − 2xy в областi D, обмеженої лiнiями x = 0, y = x, y = 4.

8. Знайти похiдну функцiї u = 7xy2z3 та обчислити її зна-
чення в точцi A (−4; 1; 3) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB, якщо

B (2;−1; 2). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 22
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

6

4x2 − 3y2 − 12
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z =
1

arctg yx
. Записати повний диференцiал функцiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) =
9z

(x2 + y2 + z2)3
в точцi M (−1; 2; 3).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

sin
x

y
. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (3x2−2xy+y2)dx+(2xy−
x2−3y2)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знай-
ти функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = x3 + y2 − 6xy − 39x+ 18y + 20.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
xy−2x−y в областi D, обмеженої лiнiями x = 0, y = x, y = 8.

358



8. Знайти похiдну функцiї u = 2x2y3 − 4xyz + 3z та об-
числити її значення в точцi A (−1; 0; 5) за напрямом вектора
~l =
−−→
AB, якщо B (2; 2; 7). Знайти градiєнт функцiї u, обчисли-

ти значення градiєнта та його модуль у точцi A.
Варiант 23
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =√
x

5x− 3y
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = ln

(
x+ y

2x

)
. Записати повний диференцiал функ-

цiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) =
sin(x+ 2y)

z
в точцi M

(
0;
π

4
; 8
)
.

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

cos(4x3 − 8y2). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз y(exy + 5)dx + x(exy + 5)dy є
повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти функцiю
за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = 2x3 + 2y3 − 6xy + 7.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2 +2xy−10 в областi D, обмеженої лiнiями y = 0, y = x2−4.

8. Знайти похiдну функцiї u = exz−y
2 та обчислити її зна-

чення в точцi A (−2; 1; 5) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB, як-

що B (4; 3; 6). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 24
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

arcsin(4x+ 5y).
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = arccos
√
x2 + 5y2. Записати повний диференцiал

функцiї.
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3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) = ze

−x
y в точцi M (4;−1; 0).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

xtg(x+ 2y). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (3x2 − 2xy + y)dx + (x −
x2− 3y2− 4y)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так,
знайти функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = 3x3 + 3y3 − 9xy + 10.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2−2y2 + 4xy−6x+ 10 в областi D, обмеженої лiнiями x = 0,
y = 0, x+ y = 3.

8. Знайти похiдну функцiї u = ln(xy+ yz+ 3) та обчисли-
ти її значення в точцi A (0; 1; 3) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB,

якщо B (−2; 4; 5). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
чення градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 25
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

9y

3x2 − y
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z =

√
xy lnx. Записати повний диференцiал функ-

цiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = x2 + y2 − 4xy cos z в точцi M
(
0; 6; π2

)
.

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =
√
y sin 2x. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (ex+y − cosx)dx+ (ex+y +
sin y)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти
функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = x2 + xy + y2 + x− y + 8.
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7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
3x+ 6y − x2 − xy − y2 в областi D, обмеженої лiнiями x = 0,
x = 1, y = 0, y = 1.

8. Знайти похiдну функцiї u = x2y−z3+2xz2 та обчислити
її значення в точцi A (−4; 1; 2) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB,

якщо B (3; 0; 5). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
чення градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 26
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

arccos(x+ 6y).
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = ln
(√

x2 − y2 + x
)
. Записати повний диферен-

цiал функцiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) = arctg

(
x

y2
− z
)

в точцi M (4; 2; 1).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

arccos
√
x+ y. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (y2exy
2−1)dx+(2xyexy

2
+

5)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти
функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = 4(x− y)− x2 − 2.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
2x3 − xy2 + y2 в областi D, обмеженої лiнiями x = 0, x = 1,
y = 0, y = 6.

8. Знайти похiдну функцiї u = xey
2−z3 та обчислити її

значення в точцi A (8; 1; 2) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB, якщо

B (7;−3; 1). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 27
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =√

15− 3x2 − 5y2.
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2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = arctg

√
xy. Записати повний диференцiал функ-

цiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) =
x+ 2y + 3z

3
√
x+ z

в точцi M (9; 0;−8).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

sin(xy3). Переконатися, що
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (y cosxy + 2x − 3y)dx +
(x cosxy−3x+4y)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо
так, знайти функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = x2 + xy + y2 − 6x+ 9y.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2 + y2 − 2x− 2y − 16 в областi D, обмеженої лiнiями x = 0,
y = 0, x+ y = 1.

8. Знайти похiдну функцiї u =
xy√
y2 + z2

та обчислити

її значення в точцi A (−4;−3; 2) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB, якщо B (1;−3; 5). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити
значення градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 28
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

3y − x

x− 4y2 + 2
.

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = xye4x−9y. Записати повний диференцiал функ-
цiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) = arccos

( z
x2
− 2y

)
в точцi M (2; 1; 8).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

ln

(
x− 2y

x+ 2y

)
. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.
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5. Переконатися, що вираз du = (5y + cosx + 6xy2)dx +
(5x + 6x2y)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так,
знайти функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = (x− 2)2 + 2y2 − 18.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2+2xy−y2−4x+7 в областiD, обмеженої лiнiями x−y+1 = 0,
y = 0, x = 3.

8. Знайти похiдну функцiї u = x2 +y2−7xyz та обчислити
її значення в точцi A (2; 1;−5) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB,

якщо B (4; 0;−3). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
чення градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 29
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =

arcsin(x+ y).
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = arcsin
xy

2x− y
. Записати повний диференцiал

функцiї.
3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї

f(x, y, z) =
7√

x2 + y2 − z2
в точцi M (1; 3; 3).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =

ctg

(
x2

y

)
. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (ex+y − cosx)dx+ (ex+y +
sinx)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так, знайти
функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = x3 + y3 − 3xy.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
5x2 − 3xy + y2 в областi D, обмеженої лiнiями x = 0, x = 1,
y = 0, y = 1.

8. Знайти похiдну функцiї u = xyz та обчислити її зна-
чення в точцi A (5; 1;−1) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB, як-
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що B (3; 2; 8). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Варiант 30
1. Знайти та побудувати область визначення функцiї z =√
x2 − y2.
2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали

функцiї z = arcctg(x − 3y)2. Записати повний диференцiал
функцiї.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) = ln

(
x3 − y + 3

√
z
)
в точцi M (2; 8; 1).

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =
√
x ln(x+ y2). Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

5. Переконатися, що вираз du = (10x2 − 21x2y + 2y)dx +
(5 + 2x− 7x3)dy є повним диференцiалом функцiї. Якщо так,
знайти функцiю за її повним диференцiалом.

6. Дослiдити на екстремум функцiю двох незалежних
змiнних z = 2xy − 2x2 − 4y2.

7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =
x2 +2xy−4x+8y в областi D, обмеженої лiнiями x = 0, x = 1,
y = 0, y = 2.

8. Знайти похiдну функцiї u = (x + z)2y та обчислити її
значення в точцi A (4;−3; 2) за напрямом вектора ~l =

−−→
AB, як-

що B (5; 4; 1). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити значення
градiєнта та його модуль у точцi A.

Приклади розв’язання типового варiанта

1. Знайти та побудувати область визначення функцiї

z =
3x2 + 5y2

x2 − y2
.

Розв’язання. Функцiя визначена на координатнiй пло-
щинi всюди, крiм точок, якi обертають знаменник дро-
бу в нуль, тому x2 − y2 6= 0; (x − y)(x + y) 6= 0 ⇒
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{
x− y 6= 0,
x+ y 6= 0,

⇒
{
y 6= x,
y 6= −x. Звiдси робимо висновок, що

функцiя визначена на всiй координатнiй площинi за винят-
ком точок, що належать прямим y = x та y = −x (бiсек-
трисам першого-третього та другого-четвертого координат-
них кутiв. Побудуємо область визначення:

2. Знайти частиннi похiднi та частиннi диференцiали
функцiї z = arctg

√
x+ y3. Записати повний диференцiал

функцiї.
Розв’язання. Знайдемо частиннi похiднi функцiї двох

змiнних. Вважаючи y сталою, знайдемо похiдну по змiннiй
x:

∂z

∂x
= z′x =

1

1 +
(√

x+ y3
)2 ·
(√

x+ y3
)′
x

=
1

1 + x+ y3
· 1

2
√
x+ y3

.

Вважаючи x сталою, знайдемо похiдну по змiннiй y:

∂z

∂y
= z′y =

1

1 +
(√

x+ y3
)2 ·
(√

x+ y3
)′
y

=
1

1 + x+ y3
· 3y2

2
√
x+ y3

.

Запишемо частиннi диференцiали за формулою:

dxz =
∂z

∂x
dx =

1

1 + x+ y3
· 1

2
√
x+ y3

dx;

dyz =
∂z

∂y
dy =

1

1 + x+ y3
· 3y2

2
√
x+ y3

dy.
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Повний диференцiал запишемо за формулою:

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy =

dx+ 3y2dy

2 (1 + x+ y3)
√
x+ y3

.

3. Обчислити значення частинних похiдних функцiї
f(x, y, z) = (2x− z)xy у точцi M(1; 3;−5).

Розв’язання. Знайдемо частиннi похiднi функцiї трьох
змiнних:

f ′x = (2x− z)′x · xy + (2x− z) · (xy)′x = 2xy + (2x− z) · yxy−1;

f ′y = (2x− z)xy lnx;

f ′z = −xy.

Обчислимо значення отриманих похiдних в заданiй точцi:

f ′x
∣∣
M

= 2 · 13 + (2 · 1 + 5) · 3 · 13−1 = 2 + 21 = 23;

f ′y
∣∣
M

= (2 · 1 + 5) · 13 · ln 1 = 0;

f ′z
∣∣
M

= −13 = −1.

4. Знайти частиннi похiднi другого порядку функцiї z =
1

3

√
(x2 + 5y4)3. Переконатися, що

∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

Розв’язання. Знайдемо спочатку частиннi похiднi першо-
го порядку:

∂z

∂x
=

1

3
· 3
√
x2 + 5y4 ·

(
x2 + 5y4

)′
x

= 2x
√
x2 + 5y4;

∂z

∂y
=

1

3
· 3
√
x2 + 5y4 ·

(
x2 + 5y4

)′
y

= 20y3
√
x2 + 5y4.

Скористаємося формулами для знаходження частинних по-
хiдних другого порядку:

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
= 2
√
x2 + 5y4 + 2x · 2x

2
√
x2 + 5y4

=
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=
2
(
2x2 + 5y4

)√
x2 + 5y4

;

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
= 2x

20y3

2
√
x2 + 5y4

=
20xy3√
x2 + 5y4

;

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
= 20y3 2x

2
√
x2 + 5y4

=
20xy3√
x2 + 5y4

;

∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
= 60y2

√
x2 + 5y4 + 20y3 20y3

2
√
x2 + 5y4

=

=
20y2

(
3x2 + 25y4

)√
x2 + 5y4

.

5. Переконатися, що вираз
(

1− y

x2 + y2

)
dx+

xdy

x2 + y2
= 0

є повним диференцiалом функцiї. У цьому разi знайти функ-
цiю за її повним диференцiалом.

Розв’язання. Перевiримо, чи виконується умова
∂P

∂y
=

∂Q

∂x
. Тут P (x, y) = 1− y

x2 + y2
, Q(x, y) =

x

x2 + y2
,

∂P

∂y
= −

1 ·
(
x2 + y2

)
− y · 2y

(x2 + y2)2 = − x2 − y2

(x2 + y2)2 ;

∂Q

∂x
=

1 ·
(
x2 + y2

)
− x · 2x

x2 + y2
= − x2 − y2

(x2 + y2)2 ,

тобто
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
, а тому заданий вираз є повним диференцiа-

лом функцiї. Знайдемо її. Маємо

1)
∂u

∂x
= 1− y

x2 + y2
; 2)

∂u

∂y
=

x

x2 + y2
.
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З першої умови iнтегруванням по x знаходимо

u =

∫ (
1− y

x2 + y2

)
dx+ ϕ(y) = x− arctg

x

y
+ ϕ(y).

Продиференцюємо отриманий вираз по змiннiй y та задовiль-
нимо умову 2):

∂u

∂y
= − 1

1 +
(
x
y

)2 ·
(
− x

y2

)
+ϕ′(y) =

x

x2 + y2
+ϕ′(y) =

x

x2 + y2

звiдси
ϕ′(y) =

x

x2 + y2
− x

x2 + y2
= 0.

Отже, доданки, що мiстять змiнну x, зникли, ϕ′(y) = 0. Тiль-
ки похiдна константи дорiвнює нулю, отже

ϕ(y) = C.

Остаточно маємо

u(x, y) =
x

x2 + y2
+ C.

Перевiрити правильнiсть знайденого результату можна зна-
ходженням повного диференцiала отриманої функцiї.

6. Дослiдити на екстремум функцiю z = e2x
(
x+ y2 + 2y

)
.

Розв’язання. Знайдемо стацiонарнi точки, виконавши
необхiднi умови iснування екстремуму:

z′x = 2e2x
(
x+ y2 + 2y

)
+ e2x = e2x

(
2x+ 2y2 + 4y + 1

)
,

z′y = e2x(2y + 2),{
z′x = 0,
z′y = 0,

{
e2x
(
2x+ 2y2 + 4y + 1

)
= 0,

e2x(2y + 2) = 0.
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Зрозумiло, що експонента не може дорiвнювати нулю, тому
система набуває вигляду:{

2x+ 2y2 + 4y + 1 = 0,
2y + 2 = 0.

Розв’яжемо цю систему методом пiдстановки. З другого
рiвняння отримаємо значення y i пiдставимо у перше рiвнян-
ня системи, маємо{

2x+ 2y2 + 4y + 1 = 0,
y = −1,

⇒
{

2x+ 2− 4 + 1 = 0,
y = −1,

⇒

⇒

{
x =

1

2
;

y = −1.

Отже, стацiонарна точка має координати M

(
1

2
;−1

)
.

Знайдемо частиннi похiднi другого порядку:

z′′xx = 2e2x
(
2x+ 2y2 + 4y + 1

)
+ 2e2x =

= 2e2x
(
2x+ 2y2 + 4y + 2

)
;

z′′xy = e2x(4y + 4)

z′′yy = 2e2x.

Обчислимо їхнє значення в стацiонарнiй точцiM
(

1

2
;−1

)
та перевiримо виконання достатнiх умов:

A = 2e(1 + 2− 4 + 2) = −2e; B = e(−4 + 4) = 0; C = 2e;

A · C −B2 = −2e · 2e− 02 = −4e2 < 0.

Отже, в точцi M немає нi максимуму, нi мiнiмуму.
7. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї z =

x2 + 2xy− 4x− y в областi D, обмеженої лiнiями x = 0, y = 0,
x = 1, y = 2.
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Розв’язання. Побудуємо область D:

Знайдемо стацiонарнi точки, що належать областi D. Для
цього знайдемо частиннi похiднi першого порядку та дорiв-
няємо їх до нуля:

z′x = 2x+ 2y − 4
z′y = 2x− 1

{
z′x = 0
z′y = 0

⇒
{

2x+ 2y − 4 = 0
2x− 1 = 0

2 · 1

2
+ 2y − 4 = 0

x =
1

2

⇒


x =

1

2

y =
3

2

.

Точка M1

(
1

2
;
3

2

)
належить областi D. Знайдемо тепер

стацiонарнi точки на лiнiях, що обмежують область D:

OA : y = 0(0 ≤ x ≤ 1) z = x2 − 4x; z′x = 2x− 4;
z′x = 0 x = 2.

Точка з координатами M2(2; 0) не належить областi D.

AB : x = 1(0 ≤ y ≤ 2) z = 1 + 2y − 4− y = y − 3;
z′y = 1 6= 0.

На лiнiї AB стацiонарних точок немає.

BC : y = 2(0 ≤ x ≤ 1) z = x2 + 4x− 4x− 2 = x2 − 2;
z′x = 2x; z′x = 0; x = 0.
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Знайдена стацiонарна точка спiвпадає з кутовою точкою
C(0; 2).

CO : x = 0(0 ≤ y ≤ 2) z = −y; z′y = −1 6= 0.

На лiнiї CO стацiонарних точок немає.
Обчислимо значення функцiї в знайдених стацiонарних та

кутових точках областi D та оберемо серед них найбiльше на
найменше.

z |M1( 1
2

; 3
2)=

(
1

2

)2

+ 2 · 1

2
· 3

2
− 4 · 1

2
− 3

2
= −7

4
= −1

3

4
;

z |O(0;0)= 0;
z |A(1;0)= 12 − 4 · 1 = −3;
z |B(1;2)= 12 + 2 · 1 · 2− 4 · 1− 2 = −1;
z |C(0;2)= −2.
Отже, найбiльше значення приймає функцiя в точцi

O(0; 0), z |O= 0, а найменше – в точцi A(1; 0), z |A= −3.
8. Знайти похiдну функцiї u = xz − 5xyz та обчислити їi

значення в точцi A(1;−3;−2) за напрямом вектора ~l =
−−→
AB,

якщо B(2; 4;−3). Знайти градiєнт функцiї u, обчислити зна-
чення градiєнта та його модуль в точцi A.

Розв’язання. Знайдемо частиннi похiднi функцiї u :

∂u

∂x
= zxz−1 − 5yz;

∂u

∂y
= −5xz;

∂u

∂z
= xz lnx− 5xy.

Обчислимо їх значення в точцi A:

∂u

∂x

∣∣∣∣
A

= −2−30 = −32;
∂u

∂y

∣∣∣∣
A

= 10;
∂u

∂x

∣∣∣∣
A

= ln 1+15 = 15.

Координати вектора ~l =
−−→
AB = (1; 7;−1), його модуль

|~l| =
√

12 + 72 + (−1)2 =
√

51,

звiдси напрямнi косинуси набувають значення

cosα =
1√
51

; cosβ =
7√
51

; cos γ =
−1√

51
.
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Oбчислимо похiдну за напрямом вектора:

∂u

∂l
= −32 · 1√

51
+ 10 · 7√

51
+ 15 ·

(
−1√

51

)
=

23√
51
.

Градiєнт знайдемо за формулою:

gradu = −32 ·~ı+ 10 · ~+ 15 · ~k,

а його модуль дорiвнює

| gradu| =
√

(−32)2 + 102 + 152 =
√

1349.

Тема 14. Елементи теорiї
диференцiальних рiвнянь

Основнi поняття та означення
Означення 14.1. Звичайним диференцiальним рiвнян-

ням називається рiвнiсть, яка мiстить незалежну змiнну
x, невiдому функцiю y та її похiднi:

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0. (14.1)

Порядок старшої похiдної, яка входить в (14.1), називаєть-
ся порядком цього рiвняння.

Розв’язком рiвняння (14.1) на деякому iнтервалi (a, b) на-
зивається функцiя y = y(x), яка при пiдстановцi в (14.1) пе-
ретворює його на тотожнiсть; ця функцiя визначена i непе-
рервно диференцiйована на (a, b).

Графiк розв’язку y = y(x) на площинi XOY називаєть-
ся iнтегральною кривою. Всi iнтегральнi кривi є гладкими.
Через будь-яку точку площини проходить тiльки одна iнте-
гральна крива.

Процес знаходження розв’язку диференцiального рiвнян-
ня називається iнтегруванням диференцiального рiвняння.
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Основна задача теорiї iнтегрування диференцiальних рiвнянь
– знаходження усiх розв’язкiв даного диференцiального рiв-
няння та вивчення їх властивостей.

Диференцiальне рiвняння першого порядку назива-
тимемо диференцiальним рiвнянням першого порядку,
розв’язаним вiдносно похiдної. Його завжди можна записати
у виглядi

y′ = f(x, y) ⇒ dy

dx
= f(x, y). (14.2)

Права частина (14.2) однозначна та неперервна в областi
змiни x i y.

Разом з рiвнянням (14.2) розглядають i перевернуте рiв-
няння

dx

dy
=

1

f(x, y)
. (14.3)

Рiвняння (14.2) i (14.3) можна замiнити рiвносильними
рiвняннями

dy − f(x, y)dx = 0, (14.4)

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0. (14.5)

Точка (x0, y0), в якiй f(x, y) (права частина (14.2)) пе-
ретворюється на ∞, є особливою точкою диференцiального
рiвняння (14.2).

Якщо диференцiальне рiвняння задано у виглядi (14.4)
або (14.5), то особливою точкою буде точка, в якiй одночасно
M(x, y) i N(x, y) дорiвнюють 0. В цiй точцi поле напрямкiв,
яке задається виразом y′ = f(x, y) = k, не визначено, oскiль-
ки не визначена похiдна.

В багатьох задачах теоретичного та практичного харак-
теру потрiбно серед усiх розв’язкiв рiвняння (14.2) знайти
розв’язок y = y(x), який задовольняє умову

y = y0 при x = x0, (14.6)
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де y0 i x0 заданi числа. Геометрично це означає, що по-
трiбно знайти iнтегральну криву, яка проходить через точ-
ку M0(x0, y0). Умова (14.6) називається початковою умовою
розв’язку y = y(x), а числа x0 i y0 – початковими даними цьо-
го розв’язку. Задача знаходження розв’язку, що задовольняє
задану початкову умову, називається задачею Кошi. Ця зада-
ча має виключний iнтерес в теорiї диференцiальних рiвнянь.

Загальний розв’язок. Частинний розв’язок.
Особливий розв’язок

Сiм’я розв’язкiв (сiм’я iнтегральних кривих) рiвняння
y′ = f(x, y) вигляду

y = ϕ(x, c), (14.7)

де ϕ(x, c) визначена i неперервно диференцiйована функцiя,
називається загальним розв’язком рiвняння (14.2), якщо iз
(14.7) можна знайти

C = ψ(x, y), (14.8)

i якщо функцiя (14.7) є розв’язком рiвняння (14.2) при всiх
значеннях C, визначених формулою (14.8). Якщо загаль-
ний розв’язок одержано у неявному виглядi Φ(x, y, C) = 0
або C = ψ(x, y), то вiн називається загальним iнтегралом
диференцiального рiвняння. Функцiю ψ(x, y) називають iн-
тегралом диференцiального рiвняння. Будь-який розв’язок,
який мiститься в (14.7) при конкретному числовому значеннi
C (включаючи i значення C = ±∞), називається частин-
ним розв’язком. Розв’язок, в кожнiй точцi якого порушуєть-
ся єдинiсть розв’язку задачi Кошi, називається особливим.
Особливий розв’язок не можна одержати iз (14.7) при жод-
ному значеннi C (включаючи i значення ±∞). Пiдозрiлими
на особливий розв’язок є тiльки тi кривi, в усiх точках яких

похiдна
∂f

∂y
перетворюється на ∞.
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Зауважимо, що диференцiальне рiвняння вважається
розв’язаним, якщо воно зведено до квадратур, тобто до опе-
рацiї iнтегрування.

Звiдcи випливає, що рiвняння
∂y

∂x
= f(x, y), (14.9)

в якому права частина – полiном вiдносно x i y, не має особ-
ливих розв’язкiв. (Наприклад, y′ = x2 + y2). Якщо права ча-
стина рiвняння (14.9) має вигляд

P (x, y)

Q(x, y)
,

то таке рiвняння також не має особливих розв’язкiв, воно мо-
же мати тiльки особливi точки, якi є розв’язками системи{
P (x, y) = 0,
Q(x, y) = 0.

(Наприклад, y′ =
ax+ by

cx+ dy
).

Рiвняння вигляду

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0,

в якому M(x, y), N(x, y) – полiноми, також не має особли-
вих розв’язкiв (може мати тiльки особливу точку, оскiльки

це рiвняння можна записати у виглядi
∂y

∂x
= −M(x, y)

N(x, y)
).

Якщо сiм’я iнтегральних кривих вигляду y = ϕ(x, c) або
Φ(x, y, c) = 0 має обвiдну, тобто таку криву, яка дoтикаєть-
ся до кожної кривої сiм’ї iнтегральних кривих в однiй або
декiлькох точках i вся складається iз цих точок дотику, то ця
крива (обвiдна) завжди є розв’язком диференцiального рiв-
няння, причому особливим.

Особливий розв’язок завжди можна знайти в процесi по-
будови загального розв’язку (загального iнтеграла) даного
диференцiального рiвняння. Це тi iнтегральнi кривi, якi мог-
ли би бути втраченi при перетвореннi даного рiвняння (зокре-
ма, при дiленнi його на деякi вирази, якi можуть дорiвнювати
0).
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Повернeмось до особливої точки (x0, y0), в якiй f(x, y) пе-

ретворюється на невизначенiсть типу
0

0
. Якщо при цьому iс-

нує iнтегральна крива y = y(x) (або x = x(y)), яка володiє
такою властивiстю, що y(x)→ y0 при x→ x0 (або: x(y)→ x0

при y → y0), то кажуть, що вона примикає до точки (x0, y0).
Розглянемо, наприклад, рiвняння

dy

dx
=
y

x
. (14.10)

Його iнтегральними кривими є пiвпрямi

y = Cx (x 6= 0), (14.11)

x = 0, (y 6= 0) (C − ∀ const).

Для рiвняння

dy

dx
= −x

y
(14.12)

– концентричнi кола з центром в початку координат:

x2 + y2 = c2 (14.13)
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В точцi (0; 0) поля, визначенi рiвняннями (14.10) i (14.12)
(поле напрямкiв визначається спiввiдношенням f(x, y) = tgα,
де α – кут з додатним напрямком осi OX), не визначенi. Iз
(14.11) i (14.13) очевидно, що всi iнтегральнi кривi рiвняння
(14.10) примикають до точки (0; 0), але жодна з iнтеграль-
них кривих (14.13) рiвняння (14.12) не примикає до (0; 0) i не
проходить через цю точку.

Отже, для рiвняння (14.10) x = 0 (y 6= 0) є розв’язком,
причому частинним, оскiльки з y = cx ⇒ x = y

c = 0 при
c =∞; а для рiвняння (14.12) x = 0 не є розв’язком.

Типи диференцiальних рiвнянь першого порядку,
iнтегрованих у квадратурах

1. Рiвняння, яке не мiстить невiдому функцiю:

dy

dx
= f(x). (14.14)

Загальний розв’язок: y =

∫
f(x)dx+ C.

2. Рiвняння, яке не мiстить незалежну змiнну:

dy

dx
= f(y). (14.15)

Загальний розв’язок: x =

∫
dy

f(y)
+ C.
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Зауважимо, що слiд розглянути i рiвняння f(y) = 0: йо-
го розв’язки можуть бути особливими розв’язками рiвняння
(14.15).

Приклади:

1.
dy

dx
= 1 + y2 ⇒ dy

1 + y2
= dx ⇒

∫
dy

1 + y2
=

∫
dx ⇒

arctgy = x + C – загальний iнтеграл. Особливих розв’язкiв
немає (1 + y2 6= 0).

2. y′ = y+1⇒ dy

y + 1
= dx⇒

∫
dy

y + 1
=

∫
dx⇒ ln |y+1| =

x+ C ⇒ y + 1 = ex+C ⇒ y = ex · C1 − 1, де C1 = eC .
y + 1 = 0⇒ y = −1, але це частинний розв’язок.

3. Рiвняння вигляду
dy

dx
= f(ax + by) зводиться до

(14.15) замiною z = ax + by, де z = z(x) – нова невiдома
функцiя.

Приклади:
1. y′ = x+ y + 1.
Замiна: z = x+ y + 1⇒ y = z − x− 1, y′ = z′ − 1,

z′−1 = z ⇒ z′ = z+ 1⇒ dz

dx
= z+ 1⇒

∫
dz

z + 1
=

∫
dx⇒

ln |z + 1| = x+ C ⇒ ln |x+ y + 2| = x+ C.
4. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними
1) Рiвняння з вiдокремленими змiнними. Якщо диферен-

цiальне рiвняння має вигляд

X(x)dx+ Y (y)dy = 0, (14.16)

(X(x), Y (y) – неперервнi), то в цьому рiвняннi змiннi вiдо-
кремленi. Його загальним iнтегралом буде∫

X(x)dx+

∫
Y (y)dy = C.

Особливих розв’язкiв немає.
2) Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Диферен-

цiальне рiвняння

m(x)n(y)dx+m1(x)n1(y)dy = 0 (14.17)
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називається рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Подi-
ливши його наm1(x)n(y), дiстанемо (приm1(x) 6= 0, n(y) 6= 0)

m(x)

m1(x)
dx+

n1(y)

n(y)
dy = 0 (14.18)

– рiвняння з вiдокремленими змiнними. Його загальний iнте-
грал: ∫

m(x)

m1(x)
dx+

∫
n1(y)

n(y)
dy = C.

Рiвняння вигляду

dy

dx
= f1(x) · f2(y) (14.19)

також є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Його за-
гальний iнтеграл:∫

dy

f2(y)
dx =

∫
f1(x)dx+ C.

5. Однорiднi рiвняння та рiвняння, що зводяться
до однорiдних

Означення 14.2. Функцiя f(x, y) називається однорiд-
ною функцiєю степеня m, якщо при ∀ t

f(tx, ty) = tm · f(x, y).

Наприклад, f(x, y) = x2 + y2; f(x, y) = y2 + xy; f(x, y) =√
x2 + y2.
Рiвняння

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (14.20)

де M(x, y) i N(x, y) – однорiднi однакового степеня, нази-
вається однорiдним рiвнянням. Воно завжди може бути при-
ведено до вигляду

dy

dx
= ϕ

(y
x

)
. (14.21)
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Його особлива точка: (0; 0).
Однорiдне рiвняння зводиться до рiвняння з вiдокремлю-

ваними змiнними замiною y = z·x, де z = z(x) – нова невiдома
функцiя.

Приклад 1.

x(x+ 2y)dx+ (x2 − y2)dy = 0. (14.22)

Перевiримо однорiднiсть:

tx · (tx+ 2ty)dx+ (t2x2 − t2y2)dy = 0,

6 t2 · x(x+ 2y)dx+ 6 t2(x2 − y2)dy = 0 ⇒ рiвняння однорiдне.

Замiна: y = zx ⇒ y′ = z′x + z ⇒ dy

dx
=
dz

dx
x + z ⇒ dy =

xdz + zdx.
Пiдставимо в (14.22):

x(x+ 2zx)dx+ (x2 − z2x2)(xdz + zdx) = 0,

6 x2(1 + 2z)dx+ 6 x2(1− z2)(xdz + zdx) = 0,

(1 + 2z)dx+ xdz · (1− z2) + z(1− z2)dx = 0,

(1 + 2z + z − z3)dx+ x(1− z2)dz = 0

∣∣∣∣÷ (1 + 3z − z3)x⇒

⇒
∫
dx

x
+

∫
1− z2

1 + 3z − z3
dz = 0 ⇒

lnx+
1

3

∫
d(1 + 3z − z3)

1 + 3z − z3
⇒ lnx+

1

3
ln(1 + 3z − z3) + lnC ⇒

⇒ x · 3
√

1 + 3z − z3 = C ⇒ x3 ·
(

1 + 3 · y
x
− y3

x3

)
= C3 ⇒

⇒ x3 + 3yx2 − y3 = C1, (C1 = C3).

Приклад 2. (x2 − y2)dx+ 2xydy = 0.

y = zx, dy = xdz + zdx,
(
z =

y

x

)
,
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(x2 − z2x2)dx+ 2x · zx(zdx+ xdz) = 0,

(1− z2)dx+ 2z2dx+ 2zxdz = 0,

(1 + z2)dx = −2zxdz

∣∣∣∣÷ (1 + z2)x⇒
∫
dx

x
= −

∫
2z

1 + z2
dz ⇒

⇒ ln |x| = − ln(1 + z2) + lnC ⇒ x =
C

1 + z2
⇒

⇒ x =
C

1 + y2

x2

=
Cx2

x2 + y2
⇒ Cx

x2 + y2
= 1.

Розглянемо рiвняння вигляду

dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1

ax+ by + c

)
. (14.23)

Якщо
∣∣∣∣ a1 b1
a b

∣∣∣∣ 6= 0 (це означає, що коефiцiєнти чисельника

i знаменника не пропорцiйнi), то це рiвняння пiдстановкою
x = x1 +α, y = y1 +β, де x1, y1 – новi змiннi, α i β – розв’язки
системи {

a1x+ b1y + c1 = 0,
ax+ by + c = 0,

зводиться до однорiдного.

Якщо ж
∣∣∣∣ a1 b1
a b

∣∣∣∣ = 0, то рiвняння (14.23) набуває вигля-

ду
dy

dx
= f1(ax + by), яке замiною z = ax + by зводиться до

рiвняння, в якому немає незалежної змiнної.
Приклад. (x+ y− 2)dx+ (x− y+ 4)dy = 0. Система має

розв’язок, оскiльки коефiцiєнти рiвнянь не пропорцiйнi:{
x+ y = 2,
x− y = −4,

⇒ 2x = −2, x = −1; y = 2− x = 3.

Замiна: x = x1 − 1; y = y1 + 3 ⇒ dx = dx1, dy = dy1 ⇒

⇒ (x1 − 1 + y1 + 3− 2)dx1 + (x1 − 1− y1 − 3 + 4)dy1 = 0,
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(x1 + y1+ 6 2− 6 2)dx1 + (x1 − y1− 6 4+ 6 4)dy1 = 0,

(x1 + y1)dx1 + (x1 − y1)dy1 = 0 − однорiдне рiвняння.

Пiдстановка: y1 = z · x1, dy1 = x1dz + zdx1 приведе до
рiвняння

(x1 + zx1)dx1 + (x1 − zx1)(x1dz + zdx1) = 0,

(1 + z)dx1 + (1− z)x1dz + (1− z)zdx1 = 0,

(1 + z + z − z2)dx1 + (1− z)x1dz = 0

∣∣∣∣÷ (1 + 2z − z2)x1

dx1

x1
+

1− z
1 + 2z − z2

dz = 0 ⇒
∫
dx1

x1
+

∫
1− z

1 + 2z − z2
dz = 0 ⇒

⇒ ln |x1|+
1

2

∫
d(1 + 2z − z2)

1 + 2z − z2
= 0 ⇒

⇒ ln |x1|+
1

2
ln |1 + 2z − z2| = lnC ⇒

⇒ x1 ·
√

1 + 2z − z2 = C ⇒ x2
1(1 + 2z − z2) = C2 ⇒

⇒ x2
1

(
1 +

2y1

x1
−
(
y1

x1

)2
)

= C1, (C1 = C2)

x2
1+2y1x1−y2

1 = C1 ⇒ (x+1)2+2(x+1)(y−3)−(y−3)2 = C1,

x2 + 2x+ 2 + 2xy − 6x+ 2y − 6− y2 + 6y − 9 = C1.

Остаточно: x2 − y2 − 4x+ 8y + 2xy = C2, C2 = C1 + 13.
6. Лiнiйнi рiвняння
Рiвняння вигляду

y′ + p(x)y = q(x) (14.24)

називається лiнiйним: при q(x ≡ 0) – однорiдним, а при q(x 6=
0) – неоднорiдним.
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Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння (14.24) скла-
дається iз загального розв’язку вiдповiдного йому однорiдно-
го рiвняння

y′ + p(x)y = 0 (14.25)

та деякого частинного розв’язку самого рiвняння (14.24). От-
же, для того, щоб знайти загальний розв’язок неоднорiдно-
го рiвняння (14.24), знаходимо спочатку розв’язок рiвняння
(14.25) y = ϕ(x,C), покладаємо C = C(x) (це називаєть-
ся метод варiацiї довiльної сталої), пiдставляємо функцiю
y = ϕ(x,C(x)) в (14.24) i розв’язуємо рiвняння вiдносно C ′(x).
Знаходимо iнтегруванням C(x) i пiдставляємо в розв’язок
y = ϕ(x,C) замiсть C.

Приклад.

y′ − 2x

1 + x2
y = x.

y′ − 2x

1 + x2
y = 0 ⇒ dy

dx
=

2x

1 + x2
y ⇒

⇒
∫
dy

y
=

∫
2x

1 + x2
dx ⇒

⇒ ln |y| = ln(1 + x2) + lnC ⇒ y = C · (1 + x2) − з.р.о.р.

Нехай C = C(x). Тодi yз.н.р. = C(x) · (1 + x2),

y′ = C ′(1 + x2) + C · 2x,

C ′(1 + x2) + C(x) · 2x− 2x

1 + x2
· C(x) · (1 + x2) = x,

C ′(x) · (1 + x2) = x ⇒ C ′(x) =
x

1 + x2
⇒

⇒ C(x) =

∫
xdx

1 + x2
=

1

2

∫
d(1 + x2)

1 + x2
=

1

2
ln(1 + x2) + C1,

C1 – ∀ const. Отже, загальний розв’язок вихiдного рiвняння:

y =

(
1

2
ln(1 + x2) + C1

)
· (1 + x2) =
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= C1(1 + x2) +
1

2
(1 + x2) ln(1 + x2), C1 − ∀ const.

Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння вищого порядку зi
сталими коефiцiєнтами

1. Однорiднi рiвняння
Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го поряд-

ку зi сталими коефiцiєнтами

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . .+ any = 0, a0 6= 0. (14.26)

Загальний розв’язок має вигляд

y = C1 · y1(x) + C2 · y2(x) + . . .+ Cn · yn(x), (14.27)

де частиннi розв’язки yk(x) (k = 1, n) є лiнiйно незалежними
розв’язками однорiдного диференцiального рiвняння (14.26).
Цi частиннi розв’язки шукаємо у виглядi y = ekx. При пiдста-
новцi цiєї функцiї та її похiдних в (14.26) дiстаємо рiвняння

a0k
n + a1k

n−1 + . . .+ an = 0 (14.28)

для визначення сталої k.
Рiвняння (14.28) називається характеристичним рiвнян-

ням, а його коренi – характеристичними показниками. При
цьому:

1) якщо всi характеристичнi показники k1, k2, . . . , kn рiв-
няння (14.28) рiзнi, то загальний розв’язок рiвняння (14.26)
має вигляд

y = c1e
k1x + c2e

k2x + . . .+ cne
knx, (14.29)

де ci – довiльнi стали.
Приклад. Знайдемо загальний розв’язок диференцiаль-

ного рiвняння
y′′ − 5y′ + 4y = 0.
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Характеристичне рiвняння k2−5k+4 = 0 має коренi k1 =
1, k2 = 4. Отже, загальний розв’язок має вигляд

y = c1e
x + c2e

4x.

2) якщо рiвняння (14.28) має комплексний корiнь k =
α + iβ, i =

√
−1, β 6= 0, то рiвняння (14.26) має комлексний

частинний розв’язок

y = eαx · (cosβx+ i sinβx).

Якщо коефiцiєнти рiвняння (14.26) дiйснi, то рiвняння
(14.28) поряд з коренем α + iβ має i комплексно спряжений
корiнь α−iβ. У такому випадку рiвняння (14.26) має частиннi
дiйснi розв’язки вигляду

y = eαx · cosβx, eαx · sinβx,

якi вiдповiдають парi комплексно спряжених коренiв

α± iβ.

Приклад. Знайдемо розв’язок диференцiального рiвнян-
ня

y′′′ + 2y′′ + 5y′ = 0.

Характеристичне рiвняння k3 + 2k2 + 5k = 0 має один
дiйсний корiнь k1 = 0 та пару k2 = −1 + 2i, k3 = −1− 2i. Ко-
реню k1 у формулi загального розв’язку вiдповiдає доданок
e0x ·C1 = C1, а парi −1±2i – вираз e−x · (C2 cos 2x+C3 sin 2x).
Отже, загальний розв’язок запишемо так:

y = C1 + e−x · (C2 cos 2x+ C3 sin 2x).
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3) Якщо характеристичне рiвняння (14.28) має корiнь k =
k0 кратностi m, то рiвняння (14.26) має лiнiйно незалежнi
частиннi розв’язки

y1(x) = ek0x, y2(x) = xek0x, . . . ym(x) = xm−1ek0x.

Їх лiнiйна комбiнацiя C1e
k0x +C2xe

k0x + . . . Cmx
m−1ek0x буде

загальним розв’язком рiвняння (14.28), де Ci – довiльнi сталi.
Приклад. Знайдемо загальний розв’язок диферeнцiаль-

ного рiвняння
y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y = 0.

Характеристичне рiвняння

k3 + 3k2 + 3k + 1 = 0 ((k + 1)3 = 0)

має корiнь k = −1 кратностi 3. Отже, дане диференцiальне
рiвняння має лiнiйно незалежнi частиннi розв’язки y1 = e−x,
y2 = xe−x, y3 = x2e−x.

Загальний розв’язок визначається формулою

y = C1e
−x + C2xe

−x + C3x
2e−x = e−x · (C1 + C2x+ C3x

2).

2. Неоднорiднi лiнiйнi диференцiальнi рiвняння зi
спецiальною правою частиною

Рiвняння a0y
(n)+a1y

(n−1)+a2y
(n−2)+. . .+any = f(x) нази-

вається неоднорiдним лiнiйним диференцiальним рiвнянням
зi сталими коефiцiєнтами, якщо f(x) 6= 0.

1) Нехай неоднорiдне лiнiйне диференцiальне рiвняння
має вигляд

a0y
(n) + a1y

(n−1) + a2y
(n−2) + . . .+ any = eαx ·Qk(x), (14.30)

де α = const; Qk(x) – многочлен k-го степеня вiдносно x:

Qk(x) = b0x
k + b1x

k−1 + b2x
k−2 + . . .+ bk.
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Якщо показник α єm-кратним коренем характеристично-
го рiвняння (14.28) (якщо α не є коренем, то m = 0), то дифе-
ренцiальне рiвняння (14.30) має частинний розв’язок вигляду

y(x) = eαx · xm ·Rk(x), (14.31)

де Rk(x) – многочлен k-го степеня вiд x:

Rk(x) = A0x
k +A1x

k−1 + . . .+An,

де Ai – невизначенi коефiцiєнти, якi знаходяться з системи
рiвнянь, утворення якої розглянемо на прикладi. Загальний
розв’язок рiвняння (14.30) має вигляд

y = y0(x) + y(x),

де y0(x) – загальний розв’язок вiдповiдного рiвнянню (14.30)
однорiдного рiвняння, а y(x) – довiльний частинний розв’язок
неоднорiдного рiвняння.

Приклад. Розв’язати рiвняння y′′ − 4y′ + 4y = xe2x

(Qk(x) = x⇒ k = 1, α = 2).
Складаємо характеристичне рiвняння для вiдповiдного

однорiдного рiвняння y′′ − 4y′ + 4y = 0:

k2 − 4k + 4 = 0 ⇒ коренi k1 = k2 = 2.

Отже, загальний розв’язок однорiдного рiвняння є (див. п. 1)
e2x · (C1 +C2x). Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння
подамо у виглядi (14.31) (α = 2, m = 2, k = 1):

y(x) = e2x · x2 · (A0x+A1).

Знайдемо y′(x), y′′(x) та пiдставимо y(x), y′(x) та y′′(x) у за-
дане диференцiальне рiвняння:

y(x) = e2x · x2 · (A0x+A1) = e2x · (A0x
3 +A1x

2),

y′(x) = e2x · [2A0x
3 + x2(2A1 + 3A0) + x · 2A1],
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y′′(x) = 2e2x · [2A0x
3 + x2(2A1 + 3A0) + 2xA1]+

+e2x · [6x2A0 + 2x(2A1 + 3A0) + 2A1] = e2x×

×[4A0x
3+x2(4A1+6A0)+4xA1+6x2A0+2x(2A1+3A0)+2A1] =

= e2x · [4x3A0 + x2(4A1 + 12A0) + x(8A1 + 6A0) + 2A1];

e2x · [4x3A0 + x2(4A1 + 12A0) + x(8A1 + 6A0) + 2A1]−

−4e2x · [2A0x
3 + x2(2A1 + 3A0) + 2xA1]+

+4e2x · x2 · (A0x+A1) = xe2x ⇒ скоротимо на e2x ⇒

⇒ x3·(4A0−8A0+4A0)+2A1]+x2(4A1+12A0−8A1−12A0+4A1)+

+x(8A1+6A0−8A1)+2A1 = x ⇒ x3·0+x2·0+x·6A0+2A1 = x ⇒

⇒ 6A0 = 1, 2A1 = 0 ⇒ A0 =
1

6
, A1 = 0.

Отже, y(x) = e2x ·x2 · x
6

=
1

6
·x3 ·e2x. Остаточно маємо, що

загальним розв’язком заданого диференцiального рiвняння є

y = e2x · (C1 + C2x) +
1

6
· x3 · e2x.

2) Нехай права частина f(x) має вигляд eαx ·
[Rm(x) cosβx + Qs(x) sinβx]. У цьому випадку частинний
розв’язок має такий же вигляд, як i f(x), вiдрiзняючись тiль-
ки коефiцiєнтами, якщо k = α ± iβ не є коренем характери-
стичного рiвняння. Якщо ж характеристичне рiвняння має
корiнь k = α ± iβ кратностi r, то диференцiальне рiвняння
має частинний розв’язок вигляду

y = eαx · xr · [Rp(x) cosβx+Qp(x) sinβx],

де Rp(x) i Qp(x) – многочлени степеня p = max(m, s) з
невизначеними коефiцiєнтами (цi коефiцiєнти шукаємо, пiд-
ставляючи замiсть y i ї ї похiдних значення в задане рiвняння
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i прирiвнюючи коефiцiєнти при вiдповiдних тригонометрич-
них функцiях).

Наприклад: 1) для рiвняння y′′+ 4y′+ 3 = 65x · cos 2x (тут
α = 0, β = 2, m = 1) вiдповiдне характеристичне рiвняння
має коренi −1 i −3; частинний розв’язок шукаємо у виглядi
y(x) = (Ax+B) cos 2x+ (Cx+D) sin 2x;

2) для рiвняння y′′ + 4y = 4(sin 2x + cos 2x) (тут α = 0,
β = 2, m = s = 0) вiдповiдне характеристичне рiвняння має
коренi ±2i. Отже, частинний розв’язок неоднорiдного рiвнян-
ня шукатимемо у виглядi y(x) = x · (A cos 2x+B sin 2x).

ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОСТIЙНОЇ РОБОТИ
до теми ”Елементи теорiї диференцiальних рiвнянь”

Варiант 1
1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
ye2xdx+

(
1 + e2x

)
dy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:
(x− 2)dy − (y + 3)dx; y(3) = −1.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) 2xydx+

(
x2 − y2

)
dy = 0;

б) xy′ − 4y = 2x2 − 3x.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 4y′ + 3y = 0;
б) y′′ + 2y′ + 2y = 0;
в) y′′ + 2y′ + y = 4x2 − 3x− 5;
г) y′′ − 6y′ + 8y = 14e2x;
д) y′′ − 7y′ + 6y = sinx.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ − 5y′ + 6y = (12x− 7)e−x; y(0) = 0; y′(0) = 0.
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Варiант 2
1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
xyy′ = 1− x2.
2. Розв’язати задачу Кошi:
y′
√

1 + x2 − x = 0; y(0) = 1.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′ =

x− y
x− 2y

;

б) y′ +
y

x
= xe

x
2 .

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ − 4y′ = 0;
б) y′′ − 6y′ + 9y = 0;
в) y′′ − 2y′ = 8x3 − 10;
г) y′′ − 4y′ + 3y = 20 cos 2x+ 27 sin 2x;
д) y′′ − 5y′ + 4y = 8e3x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ − 2y′ + 5y = ex cos 2x; y(0) = 0; y′(0) = 1.
Варiант 3

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

xy′ + y = y2.
2. Розв’язати задачу Кошi:
5x

2+ydy + xdx = 0; y(0) = 1.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′ = −x+ y

x
;

б) y′ = y tg x+ cosx.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 16y = 0;

390



б) 4y′′ + 4y′ + y = 0;
в) y′′ − 6y′ + 13y = 0;
г) y′′ + 3y′ = 9x2 + 3x+ 5;
д) y′′ − 6y′ + 5y = 27e2x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + y = 4 sinx; y(0) = 0; y′(0) = −1.
Варiант 4

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

ex+ydx+ ydy = 0.
2. Розв’язати задачу Кошi:
(
√
xy +

√
x)y′ − y = 0; y(1) = 1.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) xy′ = y ln x
y ;

б) y′ +
y

x
= xe

x
2 .

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ − y′ − 2y = 0;
б) y′′ + 9y = 0;
в) y′′ + 26y′ + 169y = 0;
г) y′′ + 2y′ + 2y = 6x2 + 14x+ 6;
д) y′′ + 5y′ + 4y = sin 2x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:

y′′ − 6y′ + 9y = x2 − x+ 3; y(0) =
4

3
; y′(0) =

1

27
.

Варiант 5
1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
3x2ydx+ 2

√
4− x3dy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:
x2 (2yy′ − 1) = 1; y(1) = 0.
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3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) xdy − ydx =
√
x2 + y2dx;

б) y′ − 4 yx = 1
x .

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ − 2y′ − 48y = 0;
б) y′′ + 4y′ + 4y = 0;
в) y′′ + 25y = 0;
г) y′′ − y = 3x2 − 7x+ 9;
д) y′′ − 2y′ + y = 10ex.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ − 4y′ = (x− 2)e4x; y(0) = 2; y′(0) = −1.
Варiант 6

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

(y + 1)y′ =
y√

1− x2
+ xy.

2. Розв’язати задачу Кошi:
(y + 2)dx+ xdy = 0; y(1) = 2.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:

a) y′ =
xy + y2e

−x
y

x2
.

б) y′ + y cosx = e− sinx.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 5y′ + 4y = 0;
б) y′′ − 4y = 0;
в) y′′ − 6y′ + 13y = 0;
г) y′′ + y′ − 2y = 8x2 − 4x;
д) y′′ + 2y′ = 9e−2x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
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2y′′ + y′ − y = 2ex; y(0) = 1; y′(0) = 0.
Варiант 7

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

cos(x− 2y)y′ + cos(x+ 2y)y′ = secx.
2. Розв’язати задачу Кошi:
xydx+ (x+ 1)dy = 0; y(0) = 1.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) x(x+ 2y)dx+

(
x2 − y2

)
dy = 0;

б) xy′ − 2y = 2x4.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ + 9y′ + 20y = 0;
б) y′′ − 8y′ + 16y = 0;
в) y′′ + 9y = 0;
г) y′′ + y′ − 6y = xe2x;
д) y′′ + 2y′ + y = 2x3 + 4x2 − 6x+ 1.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
4y′′ + 16y′ + 15y = 4e−1,5x; y(0) = 3; y′(0) = −5, 5.
Варiант 8

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

xdx−
√

1− x2dy = 0.
2. Розв’язати задачу Кошi:
ydx+ ctg xdx = 0; y

(
π
3

)
= −1.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) xy′ = y + 2x− 2
√
xy − y2;

б) y′ + 3
y

x
=

2

x3
.

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ − 10y′ = 0;
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б) y′′ + 4y′ + 3y = 0;
в) y′′ − 9y = 0;
г) y′′ + y = cosx;
д) y′′ − 5y′ + 6y = 6x3 − 3x2 + 4x+ 13.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ − 2y′ + 2y = xe−x; y(0) = 0; y′(0) = 0.
Варiант 9

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

sin(x+ y)dx+ sin(x− y)dx+
1

cos y
dy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:(
x2 − 1

)
y′ = 2xy2; y(

√
2) = 1.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′ = e
y
x ;

б) xy′ + (x+ 1)y = 3x2e−x.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 3y′ + 2y = 0;
б) y′′ + 2y′ + 2y = 0;
в) y′′ − 25y = 0;
г) y′′ + y′ = 9x2 + 4x− 6;
д) y′′ − 2y′ − 3y = 12e3x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ − 2y′ + 10y = 10x2 + 18x+ 6; y(0) = 0; y′(0) = 0.
Варiант 10

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

x2y′ = 1 + cos 2y.
2. Розв’язати задачу Кошi:

2xyy′ = 1− x2; y
(

1

2

)
=

4

3
.
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3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) (x+ y)dx+ (y − x)dy = 0;

б) y′ − 2y

x
= x3.

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ − 2y′ + y = 0;
б) y′′ + 10y′ + 21y = 0;
в) y′′ + 49y = 0;
г) y′′ + 3y′ − 4y = 6x · e−x;
д) y′′ − y′ = 5x2 − 12x+ 8.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + 4y′ − 12y = 8 sin 2x; y(0) = 0; y′(0) = 0.
Варiант 11

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

x
(
y2 − 1

)
dx+ y

(
x2 − 1

)
dy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:
dx− (3x+ 1)y2dy = 0; y( 3

√
ln 4) = 1.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) xy2dy =
(
x3 + y3

)
dx;

б) xy′ + y − ex = 0.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 9y′ + 14y = 0;
б) y′′ + 5y′ = 0;
в) y′′ + 2y′ + 5y = 0.
г) y′′ + 3y′ + 2y = (3x− 7)e−x;
д) y′′ + 9y = 9x3 + 6x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + 4y′ + 4y = 3e−2x; y(0) = 0; y′(0) = 0.
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Варiант 12
1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
cos
√
xdx−

√
xdy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:
dx−

√
1− x2dy = 0; y(0) = 0.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a)
(
x3 + x2y

)
dx−

(
y3 + xy2

)
dy = 0;

б) y′ − 1

1− x2
= 1 + x.

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) 2y′′ + y′ − y = 0;
б) y′′ + 12y′ + 36y = 0;
в) y′′ + 25y = 0;
г) y′′ − 3y′ = 18x2 − 2;
д) 2y′′ − 7y′ + 3y = (2x+ 1)e3x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ − 2y′ + 2y = 2x; y(0) = 2; y′(0) = 0.
Варiант 13

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня: (

9 + 7 cos3 x
)
dx− cos2 xdy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:
ex−2ydy = xdx; y(0) = −3.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a)
(
x2 + y2 + xy

)
dx− x2dy = 0;

б) xy′ − 3y = 3− 4x− x2.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 25y = 0;
б) y′′ + 13y′ + 30y = 0;
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в) y′′ − 2y′ + 2y = 0;
г) 3y′′ − 7y′ + 2y = 3xe2x;
д) y′′ + 2y′ = 4x3 − 2x;
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ − 2y′ + y = 16ex; y(0) = 1; y′(0) = 2.
Варiант 14

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

e1−2x
(
y2 − 1

)
dy − dx = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:(
1 + x2

)
y3dx−

(
y2 − 1

)
x3dy = 0; y(1) = −1.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) xy2dy =
(
x3 + y3

)
dx;

б) y′ − 2y = e2x.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 9y′ + 20y = 0;
б) y′′ + 10y′ + 25y = 0;
в) y′′ + 81y = 0;
г) y′′ − 3y′ = 2x2 − 5x;
д) y′′ + 3y′ − 4y = x sinx.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
2y′′ + 5y′ = 29 cosx; y(0) = 3; y′(0) = 0.
Варiант 15

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

yx2dy − lnxdx = 0.
2. Розв’язати задачу Кошi:(
xy + x3y

)
y′ = 1 + y2; y(1) = 0.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:
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а)
(
xy + y2

)
dx−

(
2x2 + xy

)
dy = 0;

б) xy′ − 2y = 2x4.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 7y′ + 12y = 0;
б) 4y′′ − y′ = 0;
в) y′′ − 6y′ + 13y = 0;
г) y′′ + 36y = 2 sin 6x;
д) y′′ − 6y′ + 9y = e−x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + 5y′ + 6y = 12 cos 2x; y(0) = 1; y′(0) = 3.
Варiант 16

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

y′ =
x
(
1− y3

)
(1 + x2) y2

.

2. Розв’язати задачу Кошi:

2xy′ + y2 = 1; y(1) =
1

2
.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) xy′ − y = (x+ y) ln
x+ y

x
;

б) y′ = y
x − 1.

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ − y′ − 6y = 0;
б) y′′ − 9y = 0;
в) y′′ + 2y′ + 5y = 0;
г) y′′ − 8y′ + 16y = 2xe4x;
д) y′′ + 3y′ + 2y = cosx− 3 sinx.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + 2y′ + y = e2x; y(0) = 1; y′(0) = 3.
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Варiант 17
1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня: (
xy3 + x

)
dx+

(
x2y2 − y2

)
dy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:(
1 + e3y

)
xdx = e3y; y

(
1

3

)
= 0.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y = x
(
y′ − x

√
ey
)
;

б) (xy′ − 1) lnx = 2y.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) 9y′′ − 6y′ + y = 0;
б) y′′ + 12y′ + 37y = 0;
в) y′′ − 2y′ = 0;
г) y′′ − 8y′ + 12y = 36x4 − 96x3 + 24x2 + 16x− 2;
д) y′′ − 3y′ + 2y = (34− 12x)e−x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковим умовам:
y′′ − 4y′ + 20y = 16xe2x; y(0) = 1; y′(0) = 2.
Варiант 18

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

3ex sin ydx+ (1− ex) cos ydy = 0.
2. Розв’язати задачу Кошi:(
1 + x2

)
y′ + y

√
1 + x2 = xy; y(1) =

1

2
.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) x2y′ = y(x+ y);
б) y′ + 2xy = xe−x

2 .
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − y′ − 2y = 0;
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б) y′′ + 9y = 0;
в) y′′ − 6y′ + 9y = 0;
г) y′′ − 8y′ + 17y = 10e2x

д) 4y′′ − 4y′ + y = −26 cosx.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + y′ − 6y = xe2x; y(0) = 1; y′(0) = 5.
Варiант 19

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня: (

1− x2
)
dy + xydx = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:
y′ = 9 · 5x−y; y(0) = 0.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a)

y − xy′

x+ yy′
= 2;

б) y′ − y

x+ 1
= ex(x+ 1).

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ − 8y′ + 15y = 0;
б) y′′ − 7y′ = 0;
в) y′′ + 4y = 0;
г) y′′ − 4y′ + 13y = 13x3 + x2 − 2x− 2;
д) y′′ + 2y′ + y = 6e−x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ − 4y′ + 4y = x2; y(0) = 1; y′(0) = 2.
Варiант 20

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

y′ + sin
x+ y

2
= sin

x− y
2

.
2. Розв’язати задачу Кошi:
(1 + ex) yy′ = ey; y(0) = 0.
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3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

а) y′ = e
y
x +

y

x
;

б) y′ + y = cosx.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ + 6y′ + 8y = 0;
б) y′′ − 12y′ + 37y = 0;
в) y′′ − y = 0;
г) y′′ − 3y′ = 2x3 − 4x;
д) y′′ + 49y = 3 sin 7x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + 6y′ + 9y = 10e3x; y(0) = −2; y′(0) = 3.
Варiант 21

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

cos3 y · y′ − cos(2x+ y) = cos(2x− y).
2. Розв’язати задачу Кошi:

y′ =
1 + x2

1 + y2
; y(0) = 1.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) xy′ − y =
√
x2 + y2;

б)
(
1 + x2

)
y′ − 2xy =

(
1 + x2

)2.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ + y′ − 2y = 0;
б) y′′ + 10y′ = 0;
в) y′′ + 2y′ + 2y = 0;
г) y′′ − 2y′ − 15y = 4xe3x;
д) y′′ + y = 14 cosx+ 6 sinx.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
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y′′ + y′ = 2ex; y(0) = 3; y′(0) = 2.
Варiант 22

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

y′ =
1 + y2

xy (1 + x2)
.

2. Розв’язати задачу Кошi:

y′ =
y + 1

x
; y(1) = 0.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a)
xy′ − y
x

= tg
y

x
;

б) y′ = e2x − exy.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 100y = 0;
б) y′′ − 15y′ + 56y = 0;
в) y′′ + 2y′ + 5y = 0;
г) 2y′′ + y′ − y = x sinx;
д) y′′ + 2y′ = 6x2 + 2x+ 1.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ − 3y′ + 2y = 10e−x; y(0) = 0; y′(0) = 1.
Варiант 23
1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня: (
xy2 + x

)
dx+

(
y − x2y

)
dy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:
xyy′ = 1− x2; y(1) = 2.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a)

dx

y + x
=

dy

y − x
;

б) y′ = y
x − 1.
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4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ − y′ − 6y = 0;
б) y′′ + 9y′ = 0;
в) y′′ − 4y′ + 4y = 0;
г) y′′ + 49y = x3 + 4x;
д) y′′ + 3y′ − 4y = 3xe−4x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ − y′ = 2(1− x); y(0) = 1; y′(0) = 1.
Варiант 24

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

2x2yy′ + y2 = 2.
2. Розв’язати задачу Кошi:
5x

2−ydy − xdx = 0; y(0) = 0.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y2 + x2y′ = xyy′;
б) y′ + 2xy = xe−x

2 .
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 10y′ + 21y = 0;
б) y′′ − 16y = 0;
в) y′′ + 6y′ + 13y = 0;
г) y′′ + y′ − 2y = (2x− 1)e−x;
д) y′′ + 9y = 9x4 + 12x2 − 27.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + 2y′ + y = e−x; y(0) = 1; y′(0) = 2.
Варiант 25

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

y′ +

√
1− y2

1− x2
= 0.
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2. Розв’язати задачу Кошi:
y2 lnxdx− (y − 1)xdy = 0; y(1) = 1.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) x3y′ = y

(
y2 + x2

)
;

б) y′ +
1− 2x

x2
y = 1.

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ − y′ − 90y = 0;
б) y′′ − 4y = 0;
в) y′′ + 2y′ + 2y = 0.
г) y′′ + y = 14 cosx+ 6 sinx;
д) y′′ + y′ − 2y = 3x cos 2x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковим умовам:
y′′−14y′+53y = 53x3−42x2 +59x−14; y(0) = 0; y′(0) = 7.
Варiант 26

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня: (

x2 + 2x+ 1
)
dx−

(
x2 − 1

)
dy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:
y′ = y ctg x; y

(π
4

)
= 3.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) e
y
x

(
1− y

x

)
dx+

(
1 + e

y
x

)
dy = 0.

б) y′ cosx+ y sinx = 1.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 8y′ + 12y = 0;
б) y′′ − 36y = 0;
в) y′′ + 2y′ + 5y = 0;
г) y′′ − 6y′ + 9y = (x− 2)e3x;
д) y′′ − 4y′ = 3 cos 4x.
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5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня, який задовольняє початковi умови:

y′′ + 4y′ − 12y = 8 sin 2x; y(0) = 0; y′(0) = 0.
Варiант 27

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

xdy − (1−
√
x)3dx = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:(
x+ xy2

)
dx+

(
y + yx2

)
dy = 0; y(0) = 0.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) (2
√
xy − y)dx+ xdy = 0;

б)
dy

dx
− y

x
= x.

4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ + y′ − 2y = 0;
б) y′′ + 7y′ = 0;
в) y′′ − 2y′ + 2y = 0;
г) y′′ − 16y = −3e4x;
д) 5y′′ − 6y′ + y = cosx− sinx.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковим умовам:
y′′ − 5y′ + 6y = (12x− 7)e−x; y(0) = 0; y′(0) = 0.
Варiант 28

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня: (

xy2 + y2
)
dx− xdy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:
(1 + ex) yy′ = ex; y(0) = 0.
3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) ydx−

(
x+

√
x2 + y2

)
dy = 0;

б) y′ lnx− y

x
= 1− lnx.
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4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′′ + 12y′ + 35y = 0;
б) y′′ + 4y = 0;
в) y′′ − 6y′ + 13y = 0;
г) y′′ − 4y′ + 4y = x2 − 4;
д) y′′ + 3y′ − 4y = x2 sin 2x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + y = cosx; y(0) = 0; y′(0) = 2.
Варiант 29

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

y′ tg x− y = 5.
2. Розв’язати задачу Кошi:
sin y cosxdy = cos y sinxdx; y(0) =

π

4
.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a) y′ =
2xy

x2 − y2
;

б) δxy′ + y − ex = 0.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 6y′ − 16y = 0;
б) y′′ − 12y′ = 0;
в) y′′ + 81y = 0;
г) 2y′′ + y′ − y =

(
x2 − 5

)
e−x;

д) y′′ − 4y′ + 4y = sin 2x.
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + 4y′ = e−2x; y(0) = 0; y′(0) = 0.
Варiант 30

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:
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√
1− y2dx+ y

√
1− x2dy = 0.

2. Розв’язати задачу Кошi:
y′ sinx = y ln y; y

(π
2

)
= e.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня:

a)
(
3y2 + 3xy + x2

)
dx =

(
x2 + 2xy

)
dy;

б) xy′ + y − ex = 0.
4. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня:
a) y′′ − 7y′ + 12y = 0;
б) y′′ + 6y′ + 9y = 0;
в) y′′ + 25y = 0;
г) 5y′′ + 9y′ − 2y = x3 − 2x;
д) y′′ − 4y′ + 5y = −2xex;
5. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-

ня, який задовольняє початковi умови:
y′′ + 8y′ + 16y = 16x2 − 16x+ 66; y(0) = 3; y′(0) = 0.

Приклади розв’язання типового варiанта

1. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня
√

1− x2dy − 3ydx = 0.

Розв’язання. Маємо диференцiальне рiвняння першого
порядку з вiдокремлюваними змiнними. Роздiлимо їх:√

1− x2dy = 3ydx ⇒ dy

y
= 3

dx√
1− x2

.

Проiнтегруємо лiву та праву частину отриманої рiвностi й
отримаємо загальний розв’язок диференцiального рiвняння:∫
dy

y
= 3

∫
dx√

1− x2
; ln y = 3 arcsinx+lnC; y = Ce3 arcsinx.
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2. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня cos2 x·y′−

(
9 +
√

2 cos3 x
)

= 0, який задовольняє початкову

умову y
(π

4

)
= 1.

Розв’язання. Маємо диференцiальне рiвняння першого
порядку з вiдокремлюваними змiнними. Роздiлимо їх так:

cos2 x · y′ =
(

9 +
√

2 cos3 x
)

cos2 x · dy
dx

=
(

9 +
√

2 cos3 x
)
| ·dx

cos2 x · dy =
(

9 +
√

2 cos3 x
)
· dx |: cos2 x

dy =

(
9 +
√

2 cos3 x
)

cos2 x
dx

Проiнтегруємо лiву та праву частину отриманої рiвностi й
отримаємо загальний розв’язок диференцiального рiвняння:∫

dy = 9

∫
dx

cos2 x
+
√

2

∫
cosxdx;

y = 9 tg x+
√

2 sinx+ C.

Знайдемо частинний розв’язок за початковими умовами:

1 = 9 tg
π

4
+
√

2 sin
π

4
+ C; 1 = 9 + 1 + C; ⇒ C = −9.

Остаточно маємо частинний розв’язок: y = 9 tg x+
√

2 sinx−
9.

3. Знайти загальний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня xdy −

(
y − x tg

y

x

)
dx = 0.

Розв’язання. Перевiримо, чи буде це рiвняння однорiдним
рiвнянням першого порядку. Для цього замiнимо

x→ kx; y → ky; dx→ kdx; dy → kdy

kx · kdy −
(
ky − kx tg

ky

kx

)
kdx = 0.
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Скоротивши лiву та праву частину рiвняння на k2, отри-
маємо початкове рiвняння. Отже, це диференцiальне рiвнян-
ня – однорiдне. Для розв’язання потрiбно використати пiд-
становку

y = ux; y′ = u′x+ u,

але перед цим роздiлити лiву й праву частини на dx i замi-

нити
dy

dx
= y′ :

x · y′ − y + x tg
y

x
= 0

x
(
u′x+ u

)
− ux+ x tg

ux

x
= 0 |: x

u′ + u− u+ tg u = 0; u′ = − tg u

Отримали диференцiальне рiвняння з вiдокремлюваними
змiнними, розв’яжемо його:

du

dx
= − tg u; du = − tg u · dx |: tg u;

du

tg u
= −dx.

∫
ctg udu = −

∫
dx; ln | sinu| = −x+ lnC

або sinu = e−x+lnC ; sinu = Ce−x.
Повернемося до попереднiх змiнних та отримаємо шука-

ний розв’язок:
sin

y

x
= Ce−x.

4. Проiнтегрувати диференцiальне рiвняння xy′ − 2y =
x3 − x.

Розв’язання. Задане рiвняння є лiнiйним, оскiльки шука-
на функцiя та її похiдна входять у рiвняння в першiй степенi.
Перепишемо рiвняння в зручному виглядi, подiливши його на
x:

y′ − 2
y

x
= x2 − 1.
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Визначимо розв’язок у такому виглядi

y = u · v; y′ = u′ · v + u · v′.

Пiдставимо у рiвняння та згрупуємо другий та третiй до-
данки, вираз у дужках дорiвняємо до нуля:

u′ · v + u · v′ − 2
u · v
x

= x2 − 1;

u′ · v + u
(
v′ − 2

v

x

)
= x2 − 1;

v′ − 2
v

x
= 0;

∫
dv

v
= 2

∫
dx

x
.

ln v = 2 lnx; ⇒ v = x2.

Повернемося до рiвняння. Беручи до уваги, що вираз у
дужках дорiвнює нулю, отримаємо:

u′v = x2 − 1.

Пiдставимо отриману функцiю v, розв’яжемо рiвняння з
вiдокремлюваними змiнними вiдносно функцiї u:

u′x2 = x2 − 1; u′ = 1− 1

x2
;

∫
du =

∫ (
1− 1

x2

)
dx.

u = x+
1

x
+ C.

Загальний розв’язок диференцiального рiвняння знаходи-
мо як добуток функцiй u i v:

y = uv =

(
x+

1

x
+ C

)
· x2; або

y = x3 + x+ Cx2.
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5. Знайти загальний розв’язок лiнiйного однорiдного ди-
ференцiального рiвняння (ЛОДР):

a) y′′ − 7y′ + 12y = 0;
б) y′′ + 16y′ + 64y = 0;
в) y′′ + 25y = 0.
Розв’язання. a) складемо характеристичне рiвняння, що

вiдповiдає ЛОДР. Для цього використаємо замiну:

y → 1; y′ → k; y′′ → k2,

k2 − 7k + 12 = 0,

його коренi k1 = 3; k2 = 4. Oтримаємо загальний розв’язок
ЛОДР:

y = C1e
3x + C2e

4x.

б) складемо характеристичне рiвняння, що вiдповiдає
ЛОДР. Для цього використаємо замiну:

y → 1; y′ → k; y′′ → k2;

k2 + 16k + 64 = 0,

його коренi k1 = k2 = −8. Oтримаємо загальний розв’язок
ЛОДР:

y = (C1 + C2x) e−8x.

в) складемо характеристичне рiвняння, що вiдповiдає
ЛОДР. Для цього використаємо замiну:

y → 1; y′′ → k2;

k2 + 25 = 0, ⇒ k2 = −25; ⇒ k1,2 = ±5i.

Oтримаємо загальний розв’язок ЛОДР:

y = C1 cos 5x+ C2 sin 5x.
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6. Знайти загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
диференцiального рiвняння:

a) y′′ − 8y′ + 12y = 4 cos 2x;
б) y′′ + 3y′ = 2x3 − 1;
в) y′′ − 6y′ + 13y = 9e3x.
Розв’язання. a) вiдповiдно до теореми про структуру за-

гального розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiально-
го рiвняння, визначати його будемо у такому виглядi:

y = yo + yн.

Запишемо однорiдне рiвняння, що вiдповiдає зазначеному:

y′′ − 8y′ + 12y = 0.

Його характеристичне рiвняння буде мати такий вигляд:

k2 − 8k + 12 = 0,

де k1 = 2; k2 = 6 – коренi характеристичного рiвняння.
Отже, загальний розв’язок однорiдного рiвняння вигля-

дає так
yo = C1e

2x + C2e
6x.

За виглядом правої частини визначимо структуру частин-
ного розв’язку:

yн = A cos 2x+B sin 2x.

За допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв знайдемо
значення невiдомих коефiцiєнтiв. Для цього знайдемо першу
та другу похiднi й пiдставимо їх у початкове рiвняння, порiв-
няємо коефiцiєнти при однакових функцiях:

y′н = −2A sin 2x+ 2B cos 2x; y′′н = −4A cos 2x− 4B sin 2x;

⇒ −4A cos 2x− 4B sin 2x− 8(−2A sin 2x+ 2B cos 2x)+

412



+12(A cos 2x+B sin 2x) = 4 cos 2x;

8A cos 2x+ 8B sin 2x+ 16A sin 2x− 16B cos 2x = 4 cos 2x.

cos 2x 8A− 16B = 4
sin 2x 8B + 16A = 0

Розв’яжемо отриману систему, скоротивши перше рiвнян-
ня на 4, а друге – на 8:{

2A− 4B = 1
2A+B = 0,

⇒
{

2A− 4 · (−2A) = 1
B = −2A,

⇒
{

A = 0, 1
B = −0, 2

Отримаємо частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного ди-
ференцiального рiвняння:

yн = 0, 1 cos 2x− 0, 2 sin 2x.

Отже, загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного дифе-
ренцiального рiвняння буде мати такий вигляд:

y = C1e
2x + C2e

6x + 0, 1 cos 2x− 0, 2 sin 2x.

б) вiдповiдно до теореми про структуру загального
розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвнян-
ня, визначати його будемо у виглядi:

y = yo + yн.

Запишемо однорiдне рiвняння, що вiдповiдає зазначеному:

y′′ + 3y′ = 0.

Його характеристичне рiвняння буде мати такий вигляд:

k2 + 3k = 0,

де k1 = 0; k2 = −3 – коренi характеристичного рiвняння.
Отже загальний розв’язок однорiдного рiвняння

yo = C1 + C2e
−3x.
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За виглядом правої частини визначимо структуру частин-
ного розв’язку, звернувши увагу на той факт, що рiвняння
y′′ + 3y′ = 2x3 − 1 має вигляд (14.31), де α = 0, k = 3:

yн =
(
Ax3 +Bx2 + Cx+D

)
· x = Ax4 +Bx3 + Cx2 +Dx.

За допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв знайдемо
значення невiдомих коефiцiєнтiв. Для цього знайдемо першу
та другу похiднi й пiдставимо їх у початкове рiвняння, порiв-
няємо коефiцiєнти при однакових функцiях:

y′н = 4Ax3 + 3Bx2 + 2Cx+D; y′′н = 12Ax2 + 6Bx+ 2C ⇒

12Ax2 + 6Bx+ 2C + 3
(
4Ax3 + 3Bx2 + 2Cx+D

)
= 2x3 − 1.

x3 12A = 2
x2 12A+ 9B = 0
x1 6B + 6C = 0
x0 2C + 3D = −1

Розв’яжемо отриману систему послiдовно виключаючи
невiдомi, починаючи з першого рiвняння:

A =
1

6
;

12 · 1

6
+ 9B = 0; 9B = −2⇒ B = −2

9
;

6 ·
(
−2

9

)
+ 6C = 0; 6C =

4

3
⇒ C =

2

9
;

2 · 2

9
+ 3D = −1; 3D = −13

9
⇒ D = −13

27
.

Отримаємо частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
диференцiального рiвняння:

yH =
1

6
x4 − 2

9
x3 +

2

9
x2 − 13

27
x.
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Отже, загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного дифе-
ренцiального рiвняння буде мати такий вигляд:

y = C1 + C2e
−3x +

1

6
x4 − 2

9
x3 +

2

9
x2 − 13

27
x.

в) вiдповiдно до теореми про структуру загального
розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiального рiвнян-
ня, визначати його будемо у такому виглядi:

y = yo + yн.

Запишемо однорiдне рiвняння, що вiдповiдає зазначеному:

y′′ − 6y′ + 13y = 0.

Його характеристичне рiвняння буде мати такий вигляд:

k2 − 6k + 13 = 0,

де k1,2 = 3± 2i – коренi характеристичного рiвняння.
Отже, загальний розв’язок однорiдного рiвняння такий:

yo = e3x (C1 cos 2x+ C2 sin 2x) .

За виглядом правої частини визначимо структуру частин-
ного розв’язку, звернувши увагу на той факт, що рiвняння
y′′ − 6y′ + 13y = 9e3x має вигляд (14.31), де α = 3, m = 0:

yн = Ae3x.

За допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв знайде-
мо значення невiдомого коефiiєнта. Для цього знайдемо пер-
шу та другу похiднi й пiдставимо їх у початкове рiвняння,
порiвняємо коефiцiєнти при однакових функцiях:

y′н = 3Ae3x; y′′н = 9Ae3x;

⇒ 9Ae3x − 6 · 3Ae3x + 13 ·Ae3x = 9e3x;
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4Ae3x = 3e3x.

З останнього рiвняння знайдемо невiдомий коефiцiєнт:

A =
3

4
.

Отримаємо частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
диференцiального рiвняння:

yн =
3

4
e3x.

Отже, загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного дифе-
ренцiального рiвняння буде мати такий вигляд:

y = e3x (C1 cos 2x+ C2 sin 2x) +
3

4
e3x.

7. Знайти частинний розв’язок диференцiального рiвнян-
ня y′′ − 2y′ + 5y = xe2x, який задовольняє початковi умови
y(0) = 1; y′(0) = 0.

Розв’язання. Вiдповiдно до теореми про структуру за-
гального розв’язку лiнiйного неоднорiдного диференцiально-
го рiвняння, шукати його будемо у виглядi:

y = yo + yн.

Запишемо вiдповiдне однорiдне рiвняння:

y′′ − 2yr + 5y = 0.

Його характеристичне рiвняння має вигляд:

k2 − 2k + 5 = 0,

де k1,2 = 1 ± 2i – коренi характеристичного рiвняння, отже
загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння

y0 = ex (C1 cos 2x+ C2 sin 2x) .
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За виглядом правої частини визначимо структуру частин-
ного розв’язку. Звертаємо увагу на те, що коренi характери-
стичного рiвняння комплекснi. Тодi

yн = (Ax+B)ex.

За допомогою методу невизначених коефiцiєнтiв знайдемо
значення невiдомих коефiцiєнтiв. Для цього знайдемо першу
та другу похiднi й пiдставимо їх у початкове рiвняння:

y′н = Aex + (Ax+B)ex = (A+Ax+B)ex;

y′′н = Aex + (A+Ax+B)ex = (2A+Ax+B)ex;

(2A+Ax+B)ex − 2(A+Ax+B)ex + 5(Ax+B)ex = xe2x;

(4Ax+ 4B)e2x = xe2x або 4Ax+ 4B = x

x1 4A = 1 ⇒ A =
1

4
x0 4B = 0 ⇒ B = 0

Отримаємо частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
диференцiального рiвняння:

yн =
1

4
xe2x.

Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного диферен-
цiального рiвняння має вигляд:

y = ex (C1 cos 2x+ C2 sin 2x) +
1

4
xe2x.

Для знаходження частинного розв’язку, що задовольняє
початковi умови, знайдемо похiдну:

y′ = ex (C1 cos 2x+ C2 sin 2x) + ex (−2C1 sin 2x+ 2C2 cos 2x) +

+
1

4
e2x +

1

2
− xe2x;
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y(0) = 1 C1 = 1 ⇒ C1 = 1

y′(0) = 0 C1 + 2C2 +
1

4
= 0 ⇒ C2 = −5

8

Отже, шуканий частинний розв’язок лiнiйного неоднорiд-
ного диференцiального рiвняння має такий вигляд:

y = ex
(

cos 2x− 5

8
sin 2x

)
+

1

4
xe2x.
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