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Когда дует ветер перемен, надо строить не шит от ветра,
а ветряные мельницы.

Восточная мудрость

Предисловие

Преподавание математики в настоящее время переживает четвертый этап револю-
ционных перемен, связанных с появлением мощных компьютерных пакетов: Math-
cad, Mathematica, Mathlab, Derive, Theorist и т. д. (первые три этапа этой революции
в свое время знаменовались соответственно появлением счетной доски, бухгалтер-
ских счетов и микрокалькулятора). Поэтому главный побудительный мотив напи-
сания данной книги — синтезировать традиционные принципы преподавания ма-
тематики на экономических факультетах вузов с новейшими достижениями
компьютерной математики. Следует сказать, что эта идея не нова и даже стала уже
рутинной. Однако в данной книге она реализована так, чтобы удовлетворять сле-
дующим трем постулатам.

1. Компьютерная математика — это всего лишь инструмент, позволяющий
сосредоточить внимание студента на понятиях и логике методов и алгоритмов,
освобождая его от необходимости освоения громоздких, незапоминающихся и
потому бесполезных вычислительных процедур и трюков. И использование этого
инструмента только в качестве иллюстративного средства с целью "уберечь"
студента от "скучной" математики, сведя ее постижение к нажатию кнопок мыши
и клавиш клавиатуры, сродни комиксам, низводящим классические произведения
литературы до уровня примитивных мультяшек.

2. Несмотря на всепроникающий прогресс компьютерных технологий, постижение
теоретических основ математики невозможно без таких давнишних изобретений
человечества, как классная доска, мел, ручка и лист бумаги.

3. В основе преподавания должен лежать компьютерный пакет, обладающий
наглядным интерфейсом и универсальными возможностями.

Первый постулат повлиял на содержание и структуру теоретического материала. Книга
разбита на части: I — "Линейная алгебра и линейные экономические модели", II —
"Математическое программирование", Ш — "Модели управления запасами и системы
массового обслуживания", IV — "Математическая статистика и корреляционно-
регрессионные модели"; имеется приложение — "Основной инструментарий Mathcad".
Части состоят из глав, а главы разбиты на разделы: раздел теории, компьютерный раз-
дел, блоки задач для самостоятельного решения, раздел решений и ответов.
Содержание теоретических разделов соответствует государственным образователь-
ным стандартам, а их структура ориентирована на нетривиальное использование лю-
бых пакетов компьютерной математики. Эти разделы написаны на основании ориги-
нальных методических разработок, что позволило традиционно сложные для
усвоения понятия, методы, алгоритмы и теоремы сделать более доступными, не на-
нося ущерба их математической строгости.



Предисловие

Второй постулат предопределил подборку практического материала. Разделы "Зада-
чи для самостоятельного решения" состоят из блоков обучающих задач трех видов:
" Т " — теоретических, " П " — практических, " К " — компьютерных. Задачи типа "Т"
ориентированы на углубленное постижение теории; во многих случаях они дополня-
ют содержание глав, давая возможность студенту творчески осмыслить материал с
помощью самостоятельных выводов и доказательств, сверив их затем с приводимы-
ми в разделах "Ответы, указания, решения". Задачи типа "П" предназначены для при-
обретения практических навыков в освоении алгоритмов и методов, доступных для
"ручного" счета и обработки. При этом каждый блок таких задач содержит ровно по
20 однотипных примеров, в обязательном порядке сопровождаемых демонстрацион-
ными задачами с подробными решениями (что позволяет использовать их в качестве
практикума для студентов-заочников). Задачи типа "К", недоступные для "ручной"
обработки, ориентированы исключительно на использование пакета компьютерной
математики. Каждый блок таких задач содержит по 10 однотипных примеров, в обя-
зательном порядке сопровождаемых алгоритмом решения с помощью операторов и
функций Mathcad.

И наконец, третий постулат предопределил компьютерную основу данной книги -
это Mathcad. Mathcad выгодно отличается от других пакетов возможностью свободно
компоновать рабочий лист и относительной легкостью изучения. Так же, как с ка-
рандашом в руке решается задача на листе бумаги, в принципе, можно оформить и
соответствующий Mathcad-документ. Если некоторое время не возникает необходи-
мости работать с Mathcad, то впоследствии навыки пользования пакетом легко вос-
станавливаются. В других же пакетах компьютерной математики используется очень
сложный синтаксис, который быстро забывается, если не работать с этим пакетом
постоянно. Кроме того, Mathcad— это универсальная, а не специализированная ма-
тематическая среда.

В книге элементы, функции и процедуры Mathcad с иллюстрациями и примерами
описываются в компьютерных разделах соответствующих глав, а их возможности
демонстрируются на примере алгоритмов решения компьютерных задач из этих глав.
При этом из многовариантных возможностей Mathcad выбраны наиболее оптималь-
ные способы использования элементов этого пакета. Благодаря компьютерным раз-
делам изъяты громоздкие вычислительные процедуры, неизменно сопутствующие
методам и алгоритмам математического программирования. В тексте в качестве раз-
делителя дроби используется точка в соответствии со спецификацией программы
Mathcad.

Теперь несколько слов о структуре учебника. Нумерация глав сквозная. Теоремы,
утверждения, леммы, следствия, рисунки, формулы и задачи нумеруются двумя чис-
лами: первое из них — это номер главы, второе — их порядковый номер в самой гла-
ве. Та или иная процедура, функция, оператор Mathcad подробно описываются в
компьютерном разделе именно той главы, где они впервые встречаются. Поэтому
освоение пакета Matcad идет параллельно с математической теорией, В приложении,
дополняющем компьютерные разделы в главах, дается обзор панелей инструментов,
описание основных команд меню и способы редактирования формул.



Предисловие

При подготовке книги работа между авторами была распределена следующим обра-
зом: главы 8, 9, 12—14, 28, 32—33, 39—50 написаны А. А. Черняком, глава 20 —
О. И. Мельниковым, главы 10, 11, 36—38 — совместно А. А. Черняком и
Д. А. Черняк, главы 1-7, 15-19, 21-27, 29, 3!, 34 написаны совместно
А. А. Черняком и О. И. Мельниковым, главы 30, 35 — совместно А. А. Черняком и
А. В. Кузнецовым, приложение — совместно А. А. Черняком и В. А. Новиковым,
задачи типа "П" для глав 17, 19, 23, 28, 30, 35, 46, 47 составлены А. В. Кузнецовым,
компьютерный набор и редактирование текста осуществлен В. А. Новиковым.

Авторы также признательны студентке Д. А. Черняк выпускного курса факультета
"Business Administration" Нью-Йоркского государственного университета за по-
мощь в написании глав 10, 11, 36—-38.

Авторы: доктор физико-математических наук, профессор, лауреат премии Академии
наук Беларуси А. А. Черняк, кандидат технических наук, доцент В. А. Новиков, кан-
дидат физико-математических наук, доцент, лауреат Государственной премии Бела-
руси О. И. Мельников, кандидат технических наук, профессор А. В. Кузнецов.
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Глава 1

findc

л-мерное
векторное пространство
действительных чисел

Вектором а размерности п называется упорядоченная последовательность п дейст-

вительных чисел (at, а2% ..., а„). Числа ah ..., ап называются координатами вектора а.

Два вектора а=(аи . . .,«„), b={hx, ...,bu) одинаковой размерности называются

равными, если они равны покоординатно: a t = b\, а2 ~ Ь2, ..., а„ - Ь„. Вектор

О = ( 0 , 0 , ...,0) называется нулевым. Длиной \а\ вектора а = {а],а1, ...,а„) называ-

ется число уа, +ci2+-.- + all .

Операции над векторами:

П сложение векторов одинаковой размерности: суммой двух векторов

а = ( a h а2>..., ап) и b =(bi,b7,...,b))) называется вектор а + b =

= (Й, + й | , аг+Ьъ..., а„+Ь„).

П умножение вектора на скаляр: произведением вектора а = (а,, а2,.-,ап) на дейст-

вительное число а называется вектор сш -{аа^аа^,..., аап).

• ска^1ярное произведение двух векторов одинаковой размерности: число
аф/ +• o2b2^ ...+ anbn называется скалярным произведением двух векторов

а ={а{, а-,,..., а и ) и b ~{b\,b2,...,bn) и б у д е т о б о з н а ч а т ь с я [ а - Ь ]. В е к т о р ы а и

b называются ортогональными, если их скалярное произведение равно нулю.
Теорема 1.1 (основные свойства операций над векторами).

1. а(а + Ь) -~ аа + ab ;

2. 1й|2 = [3-5];

3. | аа | = | а | • | а

4. [а-Ь] = [Ь-а];

5. а [ 5 • Ь] = [аа -b] = [a-<xb];

6. [(5+Ь)-с] = [а-с]+[Ь-с]\

7. [(a + b ) - ( c + d ) ] = [a-c] + [a-d]+[b-c]+[b-d].

Доказательство теоремы дано в задаче Т1.2.
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Теорема 1.2.

a\-\b

Доказательство теоремы дано в задаче Т1.6.

Именно ввиду теоремы 1.2 величину — называют косинусом угла между векто-

рами а и Ъ, тем более что на плоскости это понятие тождественно тригонометриче-

скому определению угла между двумя векторами.

Q Определение j

Множество всех векторов размерности п, в котором заданы операции сложения
векторов и умножения векторов на скаляры, называется n-мерным векторным
пространством действительных чисел и обозначается R".

Компьютерный раздел
Координаты векторов вводятся на рабочем листе Mathcad-документа следующим
образом. Пусть, к примеру, надо ввести вектор vectl= (3 , 2, 5 . 6 , -8). Раз-
местите курсор (красный крестик) в нужном месте рабочего листа. Введите имя век-
тора vectl. Клавишей <:> введите знак присваивания : = . Комбинацией клавиш
<Ctr>+<M> выведите диалоговое окно Вставить матрицу (Insert Matrix), изобра-
женное на рис. 1.1. В поле Строк (Rows) этого окна задайте размерность вектора 4
v e c t l . В поле Колонок (Columns) задайте 1. Щелкните на кнопке ОК. Справа от
знака присваивания (на месте метки, выделенной синим курсором ввода) появится
шаблон вектора с метками для ввода его координат:

vectl :=

Некоторые операции над векторами производятся с помощью подпанели инструмен-

тов Матрица (Matrix), для вызова которой надо щелкнуть на кнопке [:::] панели ин-
струментов Математика (Math), показанной на рис. 1.2.
Как видно из рис. 1.3, подпанель Матрица (Matrix) содержит 12 кнопок. Щелкнув
на кнопке |н •?! скалярного произведения, можно вывести шаблон |i • i | и на месте ме-
ток ввести векторы, участвующие в скалярном произведении. Кнопка |Suj задает

шаблон J> • для определения суммы координат вектора, имя которого следует задать

на месте метки.



Глава 1. п-мерное векторное пространство действительных чисел

Строк: |3

f—
Колонок: 3

ОК

Вставить

Удалить

Отмена

Рис, 1.1. Диалоговое окно Вставить Матрицу

К -V HXV

:=•] xn x 1 |x|

M T m..n

Рис. 1.2. Панель Математика Рис. 1.3. Подпанель Матрица

Задачи
для самостоятельного решения
Т Ы . Доказать, что длина любого вектора неотрицательна, причем она равна нулю,
если и только если этот вектор нулевой.

TI.2. Доказать все свойства, сформулированные в теореме 1.1.

Т1.3. Доказать, что косинус угла между векторами а и Ь равен 1, если один из них
равен другому, умноженному на некоторое положительное число.

Т1.4. Доказать, что косинус угла между векторами а и b равен - 1 , если один из них
равен другому, умноженному на некоторое отрицательное число.

T1.S. Даны два вектора а и * из пространства R". Переставить координаты вектора

b так, чтобы косинус угла между векторами а и h был максимальным.

Т1.6. Доказать теорему Т1.2.
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Общая формулировка задач К1.1 —К1.11
Даны векторы хну одинаковой размерности, /-я координата вектора х -— это размер в
млн ден. ед. кредита, выданного банком /-й фирме, /-я координата вектора у — годо-
вая процентная ставка этого кредита. Определить общую сумму кредита; прибыль,
которую банк должен получить по истечении года за кредиты, выданные фирмам;
процент прибыли от общей суммы кредитов.

К1.1. х - (1.5, 5.2, 11, 0.7, 3.2, 33.5, 8.5, 6.3);

у = (3.8,4.5, 1.7,6,4.7, 12,22.3, 17.3).

К1.2. л- - (5.5, 2.1, 21, 2.5, 6.2, 23.7, 9.6, 9.1, 34, 21.6, 33.2, 5.7);

у =(2.6, 1.9,5.1, 11.2,6.8,22.2,2.7,7.9, 13.5,23.5,8.3,8.1).

К1.3. х = ( 5 . 3 , 1.4, 13.2,2.7,4.4, 13.4,28.3,4.2,23.5,6.3, 12.5);

у = (8.8, 5.1, 3.8, 9.7, 13.7, 21.4, 12.5, 7.7, 8.1, 23.4, 4.6).

К1.4. х = (16.5, 25.5, 1.1,2.8, 18.2,45.1, 13.6,5.3,55.1,4.6,2.6,14.5,45.2,23.1);

у - (7.8, 9.5, 7.7, 16, 4.8, 22, 32.4, 27.5, 1.1, 32.4, 6.3, 8.3, 11.1, 8.3).

К1.5. л: =(11.5, 25.2, 31,3.7, 5.2, 23.5, 8.8, 3.3, 17.2,8.2, 11.4,34.1);

у = (5.8, 14.5, 11.7, 16,8.7,32,32.7,27.3, 12.4,23.1,31.2,44.6).

KI.6. х - ( 7 . 6 , 9.1, 12,2.3, 13.2,24.5, 18.5,9.3,42.1,23.4);

у - (6.8, 4.3, 6.7, 6.5, 14.7, 16.4, 32.5, 27.3, 11.7. 34.6).

К1.7. х = (5.5, 15.4,21.4,3.7,5.2, 13.5,5.3, 13.5,23.4,21.2,6.3);

у = (6.3, 8.4, 6.7, 3.4, 9.3, 22.5, 2.3, 6.3, 21.6, 33.2, 12.8).

К1.8. х = (33.5, 51.2, 19.3, 7.7, 8.2, 43.5, 28.4, 8.6, 31.3, 42.4, 35.2, 12.5, 3.4, 4.5, 42.1,
2.4, 11.4);

у - (7.8, 6.4, 3.8, 9.4, 3.2, 22.3, 2.5, 7.3, 4.1, 23.2, 13.5, 24.2, 45.2, 5.6, 7.5, 21.2, 7.2).

К1.9. х = (7.5, 25.1, 1.9, 4.7, 5.2, 23.1. 18.5, 16.3, 23.1, 24.5, 31.2, 41.2, 9.3, 1.2);

у = (4.8, 6.5, 3.7, 7.6, 8.7, 32.2, 2.3, 7.5, 6.2, 8.2, 23.6, 42.2, 7.2, 8.1).

К1.10. х =(4.2, 15.1,21.3,2.7,4.4,3.8, 18.3,2.3, 17.3,34.1);

у = (4.8, 6.2, 11.7, 16.2, 8.7, 32.4, 2.3, 7.3, 9.1, 21.2).

К1.П. х = (14, 81, 76, 300,2.6,2.7, 2.7, 12, 15.7, 121,98, 123.5, 80, 0.5,0.65, 14,25,
258,2.5,2.5);

у = (18, 16, 16, 12, 19, 19, 18, 18, 13, 13, 14, 12,21,22, 12.5, 12, 12.5, 10.5, 18. 18).

Ответы, указания, решения
Т1.2. Докажем второе, пятое и шестое свойства. Пусть a =(a], a-,,..., an)

b=(bltb2,...,bn), с=(с[,с2,...,с„).
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Тогда j a |2 = ai + а\ +... + ап — Й | Й | + а2а2 + ...+ а„а„=[а-а];

a[ab] = а(аф\ + a2b2 + . . .+ я,Д,) = (сш,)^ + (аа2)Ь2+ . . .+ (сш,;)Ь„ = [aa-E];

а н а л о г и ч н о п о к а з ы в а е т с я , ч т о а[а -b] = [a -ab]. Т а к к а к

а + Е = {a\+b\, a2+b2, ..., а„+Ь„), то

[(а + Е)-с] ^ ( я , + Ь ] ) С | + (а2+Ь2)с2+ (а„+Ь„)с„ =

й 2 с 2 + . . . + я „ с „ + А„с„=

н с й ) + (А|С| + Ь2с2+ . . . + 6„с„) = [ 3 - с ] + [ й - с ]

Т 1 . 3 . П р е д п о л о ж и м , ч т о а = аЕ и а > 0 . Т о г д а [а-Ь] - [ab -b] = а[Е-Е] = а \ b '"

. Отсюда
[а-Ь]

а\\Е
a b

i

Т1.5. Будем считать, что координаты вектора а упорядочены в порядке неубывания:

а, < а-) < ... < ап . Предположим, что найдутся такие две координаты Ь„ bk вектора Ь ,

что b<>bk при / < к. Тогда я Д + akbk < a,bk + akb,. Поэтому перестановка Ь, и Ьк не при-

ведет к уменьшению скалярного произведения [а-Ь]. Это означает, что величина

[а-Ь] примет максимальное значение, если координаты вектора b будут упорядоче-

ны по неубыванию. Но перестановка координат не изменяет длин векторов. Поэтому

величина максимальна, если координаты вектора b упорядочены по не-

убыванию.

Т1.6. Обозначим через а число ^--- и рассмотрим квадрат длины вектора а-аЕ:

\Ь\"

| а - аЕ |- = [{а - ab) • (а - ab)] = [а • а] + [(-аи) • а] + [а • (-ab)] +

+ [(-aE)-(-ab)]=\d\2 -а[а-Е]-а[а-Е] + а2[Е-Е] - | й | 2 -2а[а-Е]

Вместо а подставим его значение, равное ——

а 1 -2
[а-Ь][а-Ь] ([а-Ь]У

Последнее число, являясь квадратом длины вектора a-ab должно быть неотрица-

тельным, т.е. I а 2 - ' > 0 , | а\2\ Е f> {[й-Е])2. о т с ю д а I [а -Е] \<\ а || Е

\ Ь \ 2

~\a\\b\<[a-E]<\df.E\. Т е о р е м а д о к а з а н а .
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Kl. l l . Искомая прибыль будет равна скалярному произведению векторов к и у, де-
ленному на 100. Поэтому для решения этой задачи с помощью Mathcad необходимо
выполнить следующие действия. Ввести координаты векторов к и у. Определить

суммарную величину кредита: кг: = / х . Определить прибыль банка р г : = ~ — — .
100

Процент прибыли от обшей суммы кредита будет равен ^ — • 100.
кг

Ответы: 1232.35 млн ден. ед., 163.39 млн ден. ед., 13.26%.



Глава 2

Линейно независимые
системы векторов

£1пй

Вначале дадим определение линейной комбинации векторов.

I Определение )

. Представим вектор Ь в виде линейной комбинации векторов al,a1,...iat с ко-

эффициентами а,, а2, ..., ак, если Ь - a,a, + a 2 a 2 +... + о.как. Если при этом не

все коэффициенты а, , а2,..., а А равны нулю, то такую линейную комбинацию

будем называть ненулевой комбинацией; если же а, = а 2 =... = а ( = 0 (и следо-

вательно Ъ = 0), то такую линейную комбинацию будем называть нулевой.

Очевидно, что нулевой вектор можно представить в виде нулевой комбинации любой
системы векторов. Однако не всегда нулевой вектор представим в виде ненулевой
комбинации.

С Определение )

Система векторов Уиз R" называется линейно независимой, если нулевой век-
тор из Rn не может быть представлен в виде ненулевой комбинации векторов
из V. В противном случае система V называется линейно зависимой. Другими
словами, в случае линейно независимой системы векторов аьа2,..., ак из ра-
венства a,a, + a 2 a 2 +... + akat - б следует, что все коэффициенты а,,

/ = 1 к, равны нулю; в случае линейно зависимой системы из того же равен-
ства вытекает существование такого набора коэффициентов, среди которых
есть хотя бы один ненулевой.

Пример

Если 5, = (2, 2, 3), а2 = ( 0 , - 4 , 5), аъ = (3,13,-8), то непосредственно про-

веряется равенство ЗЙ| - 5а2 ~ 2аъ - 0. Выполнение этого равенства означает,

что система векторов щ,а2, аъ линейно зависима.

Если система векторов В включает в себя все векторы системы А, то А называется
подсистемой В.
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Теорема 2 .1 . Если система векторов В содержит линейно зависимую подсистему
векторов А, то В также линейно зависима.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А = {а,, ..., ak}, В= {a]t ... ,ak, bit...,br}. Так как А

линейно зависимая система, то нулевой вектор представим в виде ненулевой комби-

нации векторов из А: 0 = ссД + ... + akak

Но тогда 0-0,5, +...+akak + 06, +... + 0Ьг, что означает линейную зависимость сис-

темы векторов В. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 2.1. Любая подсистема векторов линейно независимой системы векто-
ров линейно независима.

Теорема 2.2. Пусть линейно независимая система векторов А после добавления

нового вектора b превратилась в линейно зависимую систему A U {Ь}. Тогда вектор

b представим в виде линейной комбинации векторов из А.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть A={a],a2> ..., ak). Ввиду линейной зависимости системы

векторов /)U{£} нулевой вектор представим в виде ненулевой комбинации

О = а Д + ... + akak + pt> . Если р = 0, то 0 = а,а, +... + atak, где не все а, равны 0, что

противоречит линейной независимости системы векторов Л. Поэтому [3^0, откуда

Г а 1 - а 2 - ak -

b = -a, -a-, -... —ak .
P P P

Q Определение j

Максимально возможное число векторов в линейно независимой подсистеме
системы векторов V называется рангом системы V.

Очевидно, ранг линейно независимой системы векторов равен числу векторов в этой
системе.

I Определение )

Элементарными преобразованиями системы векторов называются:

• умножение любого вектора этой системы на ненулевое число
(элементарное преобразование типа 1);

• прибавление к одному из векторов системы любого другого вектора этой
системы, умноженного на произвольное число (элементарное
преобразование типа 2).

Теорема 2.3. Элементарные преобразования сохраняют линейную независимость
или линейную зависимость системы векторов.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем эту теорему только для элементарных преобразова-

ний типа 2. Пусть A =r{a],a2, ..., ak}, а система В получается из А в результате

прибавления к первому вектору второго вектора, умноженного на число к,

т . е . В = {Oj + ku2, a2, ...,ak]. Очевидно, равенства 0 = а Д +a.1a2 +... +alal ,



Глава 2. Линейно независимые системы векторов 15

+ (al-kal)a2+aJa3+... + alLat равносильны, поскольку любое из

них вытекает из другого, причем из равенства коэффициентов нулю в одном из

них (например, а, =а2 = а} = ... = а, = 0 ) вытекает равенство коэффициентов в

другом ( а , = а 2 -Аа, = а 3 =.... = а, = 0 ).

Задачи
для самостоятельного решения
Т2.1. Доказать, что система векторов, состоящая из единственного ненулевого векто-
ра, линейно независима.

Т2.2. Доказать, что система векторов, содержащая нулевой вектор, линейно зависима.

Т2.3. Следующая система векторов называется лестничной:

Й, = ( о м , а | 2 , я | 3 , ... ,а,„),а | 1 * 0

аг ={Q,au,an, ... ,аъ,),а21 * 0

а, = ( 0 , 0, а3 3, ... , а 3 я ) , а„ ;* 0

ап =(0,0,0,...,0,0, а,» *°
Доказать, что лестничная система векторов линейно независима.

Т2.4. Доказать, что если число векторов в линейно независимой подсистеме А систе-
мы векторов В равно рангу В, то любой вектор из В представим в виде линейной
комбинации векторов из А.

Т2.5. Доказать, что с помощью элементарных преобразований можно переставить
местами любые два вектора системы векторов.

Т2.6. Доказать теорему 2.3 для элементарных преобразований типа 1.

Ответы, указания, решения
Т2.4. Пусть b — произвольный вектор из В. Если Ь&А, то все очевидно. Если

b е А , то система векторов A U {Ь} будет линейно зависимой по определению ранга.

Тогда выполняются условия теоремы 2.2, из которой и следует искомое утверждение.

Т2.5. Следующая цепочка систем векторов показывает последовательность элемен-
тарных преобразований, которые меняют местами векторы а, и а,„ в начальной сис-
теме векторов {Й[, а2, ...,ак):

{а,, . . .,а,, . . . ,а,„, ...,ак), {а[; . . . ,а,, . . . , а „ , + а , , ...,ак)

{аь ..., -а,„, ...,ат + а , , ...,ак), {а,, ...,-а,,,, ..., а,, ..., ак)

{а,, ..., а„,, ..., а,, ..., ак)



Глава 3

Матрицы: общие понятия

Матрицей М размера тхп называется прямоугольная таблица с т строками и п
столбцами, состоящая из чисел, называемых элементами матрицы М. Элемент мат-
рицы, расположенный на пересечении /-й строки и к-го столбца обозначается через
mik; будем говорить, что этот элемент находится на позиции (/, к). Матрица размера
пхп называется квадратной матрицей порядка п. Единичной матрицей Е порядка п
называется квадратная матрица порядка л, в которой элементы а,, равны 1,
/ = 1, ..., п, а остальные элементы щк{1Фк, i = 1, ..,, п, к = 1, ..., л) равны 0.

Говорят, что элементы а„, i = 1, ..., п, образуют главную диагональ квадратной мат-
рицы порядка п.

Любую строку или столбец матрицы размера тхп можно рассматривать как вектор
а пространства R" или R1" соответственно. При необходимости они будут считаться
таковыми без особых оговорок. Однако при этом следует различать, является ли век-
тор а строкой, которая будет называться вектор-строкой, или столбцом, который
будет называться вектором-столбцом. Вектор-строка— это матрица размера 1 хп, а
вектор-столбец — матрица размера т х 1. Там, где не будет ясно из контекста, какие
векторы имеются в виду, это будет уточняться дополнительно.

Операции над матрицами:

• сложить (вычесть) две матрицы одинакового размера означает сложить (вычесть)
их элементы, стоящие на одинаковых позициях; при этом получится матрица того
же размера;

• умножить матрицу на скаляр означает умножить на это число все элементы мат-
рицы;

• транспонировать матрицу М означает преобразовать ее в матрицу МТ, строки ко-
торой являются столбцами матрицы М с теми же номерами;

• умножить матрицу А размера m х / на матрицу В размера / х п означает получить
матрицу С = АВ размера тхп, элемент которой с,к равен скалярному произведе-
нию /-й строки матрицы А и А-го столбца матрицы В, т. е.

с* = я Д; +й Д ч +... + a ,b,, =/ a b,
Ik Ч Ik l£ „'ft П IK ^ j If Jk

Замечание
Для упрощения записи знак умножения в произведении матриц опускается.
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Теорема 3.1. Пусть A,B,C,D — матрицы, D — квадратная матрица. Тогда
(АВ)С = А{ВС), (А + В)С = АС+ BQ С(А + В) = СА + СВ, (АВ)Т = BrA\ DE = ED = D при
условии, что размеры матриц согласуются во всех операциях сложения и умножения.

Докажем последние два утверждения теоремы. Для доказательства равенства матриц
(АВ)1 и ВТАТ достаточно сравнить их элементы на одинаковых позициях. На позиции
(/, к) в матрице В1 А1 находится некоторое число с, равное скалярному произведению
/-й строки матрицы Вт и к-го столбца матрицы Ах. Но /-я строка матрицы Вт — это /-й
столбец матрицы В, а к-й столбец матрицы А1 — это к-я строка матрицы А. Поэтому
число с равно скалярному произведению к-й строки матрицы А и /-го столбца матри-
цы б, т. е. число с находится на позиции (к, /) матрицы АВ или на позиции (/, к) мат-
рицы (AB)V. Свойство доказано.

Для доказательства равенства DE = D рассмотрим число d на позиции (/,£) матрицы
DE: если /-я строка в D есть (<•/,], dl2i ..., din), то d = dnO + d,20 +...+ d^.jO +
+dlk\ + d,j-\0 + ...+ djj) = dik, так как в А-ом столбце матрицы Е именно к-я коорди-
ната равна 1, а остальные координаты равны 0. Итак доказано, что DE - D. Равенство
ED = D доказывается аналогично.

Замечание
Если рассматривать векторы а и Ь как матрицы, то скалярное произведение
можно записать следующим образом:

\ab] = ab' ~ba'

Пусть задана система m линейных уравнений с п переменными, имеющая сле-
дующий вид:

a2llxn =c2

~Cam\x\ +am2X2\ +--- + a

здесь в,к называются коэффициентами при переменных, с^ — свободными чле-
нами, / = 1 т , к = 1, ..., п. Если использовать обозначения:

А- Х= С-

то систему (3.1) можно записать в матричном виде так: АХ = С. Если же исполь-
зовать обозначения:

с =
х =
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то систему (3.1) можно записать тремя способами в векторном и векторно-
матричном виде:

хА+х2Ь2
хЬ„ - с , или

я, -х\ = с,

(33.2)
а. • х = с

Ах' =с

Компьютерный раздел
Индексы матриц и векторов в Mathcad могут принимать целые неотрицательные зна-
чения. Начало индексации (нумерации) строк и столбцов матриц задается системной
неременной ORIGIN. Например, ORIGIN:=0 означает, что нумерация строк и столб-
цов начинается с нуля. По умолчанию значение переменной ORIGIN равно нулю.

Ввод элементов матрицы аналогичен вводу координат векторов. Пусть, к примеру,

надо ввести матрицу mat—

I 2

4

8.2

. В нужном месте рабочего листа введите имя

матрицы mat и знак присваиваниям. Затем выведите диалоговое окно Вставить
матрицу (Insert Matrix). В поле Строк (Rows) этого окна надо задать число строк 3. а
в поле Колонок (Columns) — число столбцов 2. После щелчка кнопкой ОК справа от
знака присваивания появится шаблон матрицы с метками для ввода ее элементов:

та

Чтобы извлечь элемент матрицы, находящийся на позиции (/, £), необходимо набрать
имя матрицы с индексами /, к (индексы — через запятую) в случае равенства ORIGIN
единице или с индексами /— \,к— 1 в случае равенства ORIGIN нулю. Рассмотрим,
например, элемент 8.2 матрицы mat, который находится на позиции (3,2)- Предпо-
ложим, что ORIGIN равно нулю. Для извлечения элемента 8.2 наберите имя матрицы
mat, затем комбинацией клавиш <Ctrl>+<[> перейдите в режим ввода индексов:

т а . Введите на месте метки индексы 2, 1. Клавишей <=> введите знак равенства,
справа от которого появится искомый элемент: та t2l i=8 . 2.

Некоторые операции над матрицами производятся с помощью подпанели Матрица

(Matrix), показанной на рис. 3.1. Щелчок по кнопке Щ сразу же после ввода имени

матрицы приводит к транспонированию этой матрицы. Щелчок по кнопке сразу
же после ввода имени матрицы приводит к появлению шаблона с меткой для ввода
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номера столбца матрицы: mat
X.)

. На месте метки надо ввести номер того столбца,

который требуется извлечь. Например, таС'Л>=

V8.2 y

(в случае равенства ORIGIN

нулю).

Стандартные функции rows (M) и cols(M) определяют соответственно число

строк и столбцов матрицы М. Например, rows (та t) =3 и c o l s (mat) ==2.

Матрица

Ix l

MT nw

Zu

Рис. З.1. Панель Матрица

Задачи
для самостоятельного решения
T3.I. Следом квадратной матрицы называется сумма элементов, стоящих на главной
диагонали. Доказать, что след матрицы АВ равен следу матрицы ВА.

Т3.2. Пусть А =
'А1

А2

Ai '
Ап

В = "в в][ U

в» в12_
и С = АВ =

См
м

сп_
, где А,В,С— квадрат-

ные матрицы порядка «, Аи, В ! Ь СЦ — квадратные матрицы порядка к, Ап. В:2. С:: —
квадратные матрицы порядка / (к + I = л), Ai2, В]2, С]2— матрицы размера кх/, /( 2 | ,
йц, С21— матрицы размера 1хк. Доказать, что С и = AUBU +Ai2B2\,
Сц =AUBU + А\2В22,Сг\ = Аг\В\\ + A22B2hC22 = A2IB[2 + A22B22.

ТЗ.З. Пусть А и В— квадратные матрицы одного порядка. Всегда ли выполняется
равенство АВ = ВА?

Т3.4. Матрицы А и В называются перестановочными, если АВ = ВА. Доказать, что
квадратная матрица А перестановочна со всеми квадратными матрицами того же по-
рядка, если и только если А = кЕ, где к — некоторое число.

Т3.5. Пусть .v е /?'", у е R", А — матрица размера т х п. Доказать, что

[хА-у]=[х-уАТ].
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Общая формулировка задач П3.1 — П3.21
Найти матрицы X и X, где Х=3(АВ)-4С.

П3.1. А = -2 В = С —

- 3

2

7

П3.2. А = -1 В =
2

-1
С =

ПЗ.З. А =

-5

-2

1 1

1 2
С =

2

2

2

0

К

П3.4. А

1

3

— 5

В =
-1 -1

-1 -1
С —

\

1

1

г
0

П3.5. А =

11

О

- 1

2

1 2

О 1
С =

— 1

- 1

П3.6. А =

- 3

, в =
I 2

1 - I
С =

- 1

- 1

v

П3.7. Л -

_ з

-1 - 2

•3 3
с =
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П3.8. А =
3 J

3 3 j ' с —
-3

4
О

П3.9. А =

- 2 -1

,В =
-1 - 3

- 2 - 4

( 1

, С =

- 3

2 1

4

О,

П3.10. А = -1 ,В =
2 -2

- 2 - 2

y-'i

ПЗ.П.
•2 ~2

-1 -1
уТ

Г
-1

3

П3.12. А

О

4

- 2

1 1

1 1
/~>

f 3

- 2

4

2

-3

О

П3.13. A =
•2 - 2

-1 - 1
/̂ - 2

3

П3.14. А =

5

- 3

- 2

2

4

1 1

1 1
С =

f - 2 -2'

П3.15. А = -3 2

— 3

- 1 -1

-1 - 2

/-т__

Г-з
-1

- 4

1

О
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ГТ3.16. А = - 5 -1 ,В =
1 2
3 4

С =

П3.17. А =

- 4

4

- 2

,5 =
1 -1

С -

П3.18.

1 - О

2 -1
5 b

1 -1

1 1

Го

П3.19. А - - 2

9

1 2

3 4

Г5
7

о

6s

0

П3.20. А =
1 3

4 - I
С =

- 2

- 4 О

1

П3.21. А

-1

2

-2

С =

-1

Общая формулировка задач КЗ.1—КЗ.11
Предприятие выпускает m видов продукции с использованием п видов сырья. Нормы
расхода сырья даны в матрице ,4, в которой на позиции (/, к) находится число, равное
количеству расходуемого сырья (кг) к-го вида на производство единицы продукции
/-го вида. Плановый объем выпуска продукции дан в векторе-строке Q, в которой /-й
элемент равен количеству единиц продукции /-го вида. Вектор-строка S задает себе-
стоимость единицы сырья каждого вида, а вектор-строка t задает транспортные рас-
ходы на единицу сырья каждого вида (А-е элементы этих векторов соответствуют к-
му виду сырья). Пользуясь только умножением матриц, найти: количество сырья ка-
ждого вида для выполнения планового выпуска продукции; производственные и
транспортные затраты на сырье, расходуемое на производство единицы продукции
каждого вида; затраты на все сырье, необходимое для выполнения плана.
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КЗ Л.

/

А ~

31

2.3

4

5.2

3.5

12

8

6.1

6

4.5

4.5

3.4

7.4

6.2

10.3

5.3

3.2

5.8

1.4

5.2

15

II

8

К3.2.

4.5 8 3.4 6.3 3.2 2.5

5.5 7.2 2.5 7.1 15.8 21

7.4 8.5 6.5 5.1 6.4 6

3 8.1 2.5 5.3 7.2 5

КЗ.З.

А =

'2.4

7.5

7.4

5.4

8.3

К3.4.

А =

К3.5.

А =

4.3

7.5

7.4

21

6.5

4.3

4.6

3.2 3.8 3.3 16.2 2.5 л

3.5 2.1 3.7 15.9 26.4

8.6 6.7 7.5 23.4 4.8

6.9 7.2 12.5 4.3 1.5

8.5 12.7 6.5 11.8 12.7

6.2 3.4 11 3.9 2.5 \\

8.9 8.4 4.1 5.8 2.1 12

8.4 12 1.1 5.7 8.2 3.5

5.3 3.6 8.3 3.2 2.5Л

5.6 2.6 8.1 5.4 2.1

5.8 3.6 17 21 8

6.1 12 15 7.2 5

7.5 1.2 3.5 8.8 1.7

К3.6.

'25

4.5

3.7

7.4

8 13 3 10.2

6.2 3.2 5.1 5.8

7.8 9.6 1.1 4

11.1 2.7 2.5 8.2

7.5 1.2 7.5 1.8

3.1 л

1.9

2.5

15 1.2

Q = (230, 55, 321, 55),

S = (250,14,33, 5, 81, 221,400),

/ = (18,5,7,3,6,4,7).

Q = (90,145,40,31),

5 =(15, 232,143,15,52,21),

/=(18,22,13,3,12,14).

g = (100,105,240,221,43),

5 =(50, 212,123,115, 66,21),

/=(9,12,23,3,15,24).

2-06.9,12.5,14.8),

S = (15, 22,3,5,8,21,40),

/ = (5, 7, 3, 2, 7, 4,1).

2 = (120, 225, 240,111,53),

5 = (120, 202,103,105,41,21),

/ = (18,12,13,16,2,14).

Q = (60, 25, 40, 31, 36),

5 = (50, 202,130, 105,81),

/^(28,22,33,13,12).

2 Зак. 4223
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К3.7.

А =

'8.5 32 23 15 3.2 '

15 82 21 71 5.8

11.7 5.8 6.3 1.1 2.4

4.5 7.1 4.2 11.5 13.2

Q = (260, 25, 40,111),

5 = (250, 78, 63, 55,111),

Г = (90, 42, 40,40,31).

К3.8.

5

15

6.7

4.9

3.9

4.6

24

8.2

5.8

7.1

3.5

12.3

31

2.7

8.6

5.2

2

3.9

13

7.1

11

8.5

3.5

45

3.2

5.8

12.4

9.2

1.8

15.8

2.5

2.1

8

15

17

32.9

К3.9.

'7.5 16 23 15.3 3.2 2.5 9.1

1.5 8.2 2 7.1 15.8 21 0.9

7.8 8 6 II 2.4 8 0.5

4.7 6.1 2.9 6.5 7.2 1.5 0.3

3 8.5 12 3.5 1.8 17 0.4

5.1 24.6 12.3 23.3 6.7 4.5 14.7

КЗ. 10.

K3.

А=

'25

6.5

17

6

.31

П.

(25

1.5

7

4

3

12

12

18

11

7.5

8.2

8.2

8

9.1

8.5

13

21

16

21

1.2

3

2

6

2

12

51

8.1

1

15

6.5

5.3

7.1

11

5

3.5

3.2

5.8

24

1.2

5.8

13.2

5.8

2.4

3.2

1.8

35

2.1

18

5

1.7

25

21

8

15

17

)

1.0

0.9

0.5

0.3

0.4

£ = (60, 25, 40, 11, 8, И),

5 = (250, 220, 13, 105, 8, 21),

f =(48, 2,31,13,12,14).

£ = (10,15,40,11,8,23),

5 =(50, 2,103,5, 71, 11, 40),

(=(18,21,31,13,21,14,11).

£ = (10,15,10,31, 8),

5 = (50, 2, 43, 65, 86,11),

/ = (18,31,15,21,12,32).

= (160,125,140,311,83),

= (150, 22,13, 15,81,211,400),

= (8, 2, 3, 3, 2, 4,1).
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К3.12. Данные о дневной производительности 6 предприятий, выпускающих пять
видов продукции, приведены в матрице

'15 14 13 17 16 К *

Л =

в которой на позиции (/, к) находится дневная производительность (изделий в день) к-то
предприятия по /-му виду продукции, Мормы расхода сырья трех видов даны в матрице

3Л

21

82

0

38

28

0

0

37

23

91

3

38

24

85

0

39

0

85

3

34

0

90

3

43

4

5

12

4

6

5

8

14

в которой на позиции (/, к) находится число, равное количеству (кг) расходуемого
сырья к-го вида на производство единицы продукции /-го вида. Даны также вектор-
строка, содержащая количество рабочих дней в году по каждому предприятию, и
вектор-строка цен единицы сырья каждого вида:

/• = (250,222, 175, 124, 140, 140), с-(0.5, 150, 124).

Требуется найти: годовую производительность каждого предприятия по каждому
виду продукции; годовую потребность каждого предприятия по каждому виду сырья;
годовую сумму кредитования каждого предприятия для закупки сырья, необходимо-
го для выпуска всей продукции.

Ответы, указания, решения
Т3.1. Обозначим через ciu и Ь„ элементы матриц А и В соответственно. Элемент глав-
ной диагонали матрицы АВ, находясь на позиции (к, к), является скалярным произве-
дением А-Й строки матрицы А и к-го столбца матрицы В:

+•••+

Поэтому след матрицы В равен 'Ar̂ t* •*' Переставим знаки суммирования:

к=\
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Нетрудно увидеть, что выражение в скобках есть элемент матрицы ВА на позиции
(/•, г). Поэтому последнее выражение является следом матрицы ВА.

Т3.2.

Пусть А =

'12 ... а\ ... а\

(U) J\\) JU)
k\ a ... а. а(,\2)... а[)2)

(!]) Jl\) Jl\) (21) J22)

п a12 ... a Ik и ... ai/

,(2\) (2\)

n ... a
(2\)

... аЧ )

An Al2

A2l A2I

Ь<"> h(U) b(U> b(n> Ь(П)

°\\ °\2 ••• °\к °\\ ••• °11

h(U) b(]]J b(U) hin>

k\ " П - °kk °k\ ••• °ki

h(2\) h(2\) ,(2\) .(22)
°\\ °\2 ••• °\k °\\ •••

) h(2\)
••• °lk

J22)

и С -

Рассмотрим элемент сц- матрицы С (/ < к, j< к). Тогда:

ctJ-{an oXj +ai2 b2: +. . . + a,(. bki ) + {an bu +... + alf bH

Но сумма в первой скобке — это элемент произведения А\\B\\, находящийся на пози-
ции (;,у), а сумма во второй скобке — это элемент произведения Ai2B2\, находящийся
на той же позиции. Следовательно, СЦ = АиВц +Ai2B2).

Аналогично доказываются и другие равенства.

ТЗ.З. Ответ: нет.

Т3.4. Пусть А — матрица порядка п перестановочная с любой квадратной матрицей
того же порядка, Et'J) — матрица порядка п, элемент которой etJ = 1, а остальные эле-
менты равны нулю. Пусть 1Ф). Рассмотрим произведения:

а,, Й,' I I " 1 2 '•• " I

... а
а,,...

... а а..

О 0...0... О

О 0...0... О

О 0... 1... О

ani ап2 ... ат... апп) 1̂ 0 0 ... О ... 0) (О 0 ... аш ... О

[О 0... О

О О...ЙЛ, ... О

О 0 . . . а , ... О
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'0

0

0

lo

0

0

0

0

...0...

...0...

... 1...

... 0...

°]
0

0

о,

я,, я1 2...а.

a2x a22 ...a

a. o , ... a

, - ai»

. , — ai

«i ••• a «

0 0 . . . 0 . . . 0

0 0 . . . 0 . . . 0

o ; l ail...a.....a.

0 0 ... 0... 0

J
Из равенства AE/'j) = £*Ч4 следует, что ап = а,,-, а остальные элементы j-Vi строки и
/-го столбца матрицы А равны 0. Рассматривая различные пары индексов / и_/, можно
сделать вывод, что элементы главной диагонали матрицы А равны, а ее остальные
элементы нулевые, т.е. А = кЕ.
Т3.5. Используем замечаниеЗ.2 и теорему 3.1: [хА-у] = (хА)у1 = х(Ау1) =

= [х • (АутУ ] = [х• уАг], что и требовалось доказать.

П3.21. Поскольку размеры матриц А и В равны 3x3 и 3*2, соответственно, размер

(d,, d,.

матрицы АВ равен 3><2. Пусть АВ = . Элемент du находится на пересечении

первой строки и первого столбца, поэтому он равен скалярному произведению пер-

вой строки матрицы А на первый столбец матрицы В, т. е.

du = lx l + (- l )x l + l x ( - l ) = - 1 ; элемент rf12 равен скалярному произведению первой

строки матрицы А на второй столбец матрицы В, так как он стоит на пересечении

первой строки и второго столбца, т. е. dn ~ 1 х 2 + (-1) х 1 +1 х 0 = 1 . Аналогично на-

ходим:

^21 = 0 x 1 + 1x1 + (-2) х (-1) = - 1 ,

dn = 0 x 2 + 1x1 + 2x0 = 1,

Значит, АВ =

-1

1 1

ЪАВ = - 3 3

6 - 3

= (-1)х2 + 1х1 + (-2)хО = - 1 .

. Умножая все элементы матрицы АВ на 3, найдём

I 2 - )

. Очевидно, 2С =

- 2 - 2

- 4 - 4 . Складывая элементы матрицы ЗАВ с

соответствующими элементами матрицы 2С, найдем матрицу
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X =

— 3

6 - 3

- 2 - 2

- 4 - 4

2 О

3-2

3-4

6 + 2

3-2

3-4

- з + о у

=
'-5

— 7

V

Г
— 1

* )

Меняя строки и столбцы местами, найдем транспонированную матрицу

5 - 7

1 - 1 - 3
X1 =

КЗ.П. Ответы: (3060.5, 6992.6, 3188, 5121,5567.6, 13821,485).

4 422 678.2

7458.1

6608.7

3551.7

4445.4

4738.3

,

188.8

172.2

160.3

137.9

159.5

К3.12. Ввести исходные данные: матрицы А, В, векторы-строк и г, с. Определить го-
довую производительность каждого предприятия по каждому виду продукции:

ORIGIN : = 1 n:= cols i A) * : = 1 ; л Ck>: =A<A> -rlt k

(в матрице С на позиции (/, к) будет число, равное годовой производительности к-го
предприятия по /-му виду продукции).

Определить годовую потребность каждого предприятия по каждому виду сырья:
D: =ВТ -С (в матрице D элемент на позиции (/, к) будет равен годовой потребности
к-го предприятия в /-м виде сырья).

Определить годовую сумму кредитования каждого предприятия для закупки сы-
рья, необходимого для выпуска всей продукции d: = c-D (в векторе-строке d к-й
элемент равен сумме, которая необходима для закупки сырья всех видов к-м
предприятием).



Глава 4

Метод Гаусса

Рассмотрим систему (3.1). Ее решениями являются такие наборы значений перемен-
ных Х[, ...,х„, которые превращают каждое уравнение системы в тождество. Система
(3.1) однозначно определяет "расширенную" матрицу D - {АС) с п + I столбцами, в
которой матрицы А и С просто расположены рядом. В то же время любой матрице с
п + 1 столбцами можно сопоставить систему линейных уравнений с п переменными:
для этого достаточно считать элемент на позиции (/, к) коэффициентом при перемен-
ной Хк в /-м уравнении, если к < п, и свободным членом /-го уравнения, если к = п + I.
В этих случаях матрицу и систему будем называть соответствующими. Строку рас-
ширенной матрицы будем называть противоречивой, если последний ее элемент от-
личен от нуля, а остальные элементы нулевые.

У т в е р ж д е н и е 4.1. Если расширенная матрица содержит хотя бы одну противоре-
чивую строку, то соответствующая ей система линейных уравнений не имеет ре-
шения.

Аналогично элементарным преобразованиям векторов можно рассмотреть элемен-
тарные преобразования строк матрицы:

G умножение строки на любое ненулевое число (элементарное преобразование
типа 1);

П прибавление к одной из строк другой, умноженной на любое число (элементарное
преобразование типа 2).

Утверждение 4.2. Элементарные преобразования строк расширенных матриц не
изменяют множества решений соответствующей системы уравнений.

Если удалить из расширенной матрицы D последний столбец, а затем все нулевые
строки (если таковые имеются), то получим так называемую приведенную матри-
цу D'.

Q Определение j

Пусть приведенная матрица D' имеет размер кхп {к<п). Если в D'существует
к столбцов, в которых ровно по одному ненулевому элементу, причем никакие
два из этих ненулевых элементов не находятся в одной строке, то переменные,
соответствующие этим столбцам, называются базисными, остальные перемен-
ные — свободными. Базисные переменные составляют так называемый базис
переменных.
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Пример

2дГ| + х2 + х4 = 7

Зле, + 2х3 = 8

, + х5 = 9

Составим расширенную матрицу этой системы:

2 1 0 1 0 7

3 0 2 0 0

,\

8

4 0 0 0 1 9j

Нетрудно увидеть, что данная система имеет два базиса переменных:
{Х2, Хз, Х5}, {х4, хз, xs}. Решим эту систему, например, относительно первого ба-
зиса: хг = 7 - 2xi - Х4, 2хз = 8 - 3xi, Хб = 9 - 4xi; здесь переменные xi, X4 — сво-
бодные и могут принимать произвольные значения, по которым затем опреде-
ляются значения базисных переменных.

Этот пример помогает заметить следующее очевидное утверждение: если сис-
тема имеет базис переменных, то она разрешима относительно этого базиса,
при этом при наличии свободных переменных система будет иметь бесконечно
много решений, а при их отсутствии значения базисных переменных определя-
ются однозначно.

Метод Гаусса, описанный ниже, позволяет с помощью элементарных преобразований
привести систему к виду, содержащему базис переменных, либо установить отсутст-
вие решения.

Шагом алгоритма метода Гаусса будем считать переход от системы линейных урав-
нений к равносильной системе, имеющей большее число столбцов с единственным
ненулевым элементом. Для удобства пользования вместо системы уравнений будем
преобразовывать соответствующую ей матрицу. Ниже приведено описание шага ал-
горитма. Алгоритм прекращает работу при установлении неразрешимости системы
или при невозможности выполнения очередного шага.

Алгоритм
П Пусть после к предыдущих шагов (к > 0) получена матрица Мк Если матрица со-

держит противоречивую строку, то алгоритм прекращает работу. В этом случае
исходная система неразрешима. В противном случае удаляем все нулевые строки
матрицы Мк, если они есть. Обозначим полученную матрицу через /V*.

О Выберем ненулевой элемент матрицы Nk и назовем его разрешающим элементом.
К этому элементу предъявляется единственное требование: чтобы на предыдущих
шагах он не выбирался в качестве разрешающего. Столбец и строка, содержащие
разрешающий элемент, также называются разрешающими.

П С помощью элементарных преобразований все остальные элементы разрешающе-
го столбца превращаем в нули. (Это, например, можно сделать последовательным
прибавлением к строкам матрицы Л^ разрешающей строки, умноженной на под-
ходящее число.) Таким образом, построена матрица Л/*,,. Переходим к следую-
щему шагу.



Глава 4. Метод Гаусса 31

П р и м е р 1
Решить систему уравнений:

2х =2

••VL ^ г J Л t " * ~ •Л/~ ~ ~ *_г

Перейдем к соответствующей матрице:

1

1

1

2

-1

3

3

-1

- 1

2

- 2

- 2

В дальнейшем подчеркнутые элементы в матрицах являются разрешающими, а
стрелки с числами указывают, на какое число умножается разрешающая строка
и к какой строке затем прибавляется.

1

1

1

2

-1

3

3

-1

-1

21

-2

-2

4 j = >

V

1 2 3

О - 3 - 4

О 1 - 4 - 4
=>

1

0

0

0

0

1

11

-16

_4

10 1
-16

- 4

1

0

0

0

0

1

11

1

- 4

1 0 )
1

- 4
}

-11

-4

1

0

0

0

0

1

0

1

0

-Л
1

=0

В этом примере свободных переменных не оказалось.

П р и м е р 2
Решить систему уравнений:

= 14

Xy + Xi — X3 = /

Перейдем к матрице:

I 3 0

1 1 - 1

14

—1 0 - 2 -1

14
- 7

= 14-3x2

-v - . 7 4 . l v Iv ~1

В этом примере хг — свободная переменная, а х, и хз — базисные переменные.
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П р и м е р 3

Решить систему уравнений:

Зх, + 2х 2 + 5*3 + 4х4 = 3

Х| - х2 — х 3 — 4х 4 = - 2

- 2хх + 2х2 + 2х~ + 8х4 = 4

4х, + х 2 + 4хч = 2

Перейдем к матрице:

- 2

4

f

2

— 1

2

1

5

-1

2

4

4

^ 4

8

0

3 i

- 2

4

2

4 1

1 -1
4 1

1 - 4 - 2

4 1

1 - 1

О О

4 1

4

- I

О

4

О

- 4

О

О

1 ^

- 2

О

2

4

5

0

I

0

0

4
•л

0

0

- 4

0

1

— 1

J

Нижняя строка противоречивая, поэтому система не имеет решений.

Компьютерный раздел
При определении элементов матрицы и операций над ними часто приходится ис-
пользовать так называемые ранжированные переменные, принимающие значения
из заданного промежутка с равными интервалами— шага изменения. Пусть, к
примеру, требуется определить ранжированную переменную rvari с начальным
значением а. конечным значением b и с заданным шагом изменения h, В этом
случае в нужном месте рабочего листа вводится имя переменной rvari, знак
присваивания :- и затем через запятую значения а и a + h; после этого клавишей
<;> вводится знак .. и на месте появившейся метки вводится Ь. Если конечное
значение Ь при заданном шаге h не достигается точно, то последним значением
переменной будет наибольшее возможное значение, не превышающее Ь. Выра-
жение a + h можно опускать. В этом случае шаг по умолчанию равен 1 (если
Ь больше а) или -1 (если Ь меньше а).

Следует различать знаки равенства и логического равенства, которые на экране
почти неразличимы (логический знак равенства отличается только полужирным
шрифтом). Знак равенства, вводимый клавишей <=>, используется для получения
на экране численного значения выражения, предшествующего этому знаку. Иное -
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знак логического равенства. Он вводится комбинацией клавиш <Ctrl> + <=> и име-
ет двоякое назначение: помимо логических (булевых) выражений, он используется
при вводе уравнений, связывая их левые и правые части. Так, щелчок на кнопке [=]
подпанели Логические (Boolean) вызывает шаблон [• a i | для ввода левой и правой
частей уравнения.

Для решения систем уравнений в Mathcad используются так называемые блоки ре-
шений. Каждому такому блоку должно предшествовать задание начальных (старто-
вых) значений для искомых переменных. Начинается блок ключевым словом
Given. Затем вводится собственно система уравнений. Завершается блок встроен-
ной функцией find, аргументами которой являются переменные системы (допус-
кается векторная форма записи этих переменных). Если система имеет несколько
решений, то найденное функцией find решение определяется набором начальных
значений переменных. Возможно также параметрическое решение системы уравне-
ний с помощью функции find относительно параметров а, р, ..., присутствующих
в записи этой системы. В этом случае должна быть определена функция решений,
зависящая от параметров а, р, ... . Например, f(a, (3) : =find(X). Придавая за-
тем различные значения переменным а, (3, ..., получим конкретные решения ис-
ходной системы.

Задачи
для самостоятельного решения
Т4.1. Доказать утверждения 4.1 и 4.2.

Т4.2. Пусть система (3.1) имеет решения (ось а2, ..., а„) и ( Р ь р2, ..., р„). Найти систе-
му линейных уравнений с теми же коэффициентами при переменных, как и в системе
(3.1), имеющую решение (а, + р ь съ + Рг, ••-, сс„ +(3Я).

Т4.3. Пусть система (3.1) имеет решение (а,, а.2, ...,а„). Найти систему линейных
уравнений с теми же коэффициентами при переменных, как и в системе (3.1), имею-
щую решение (ka.\, ка2, ..., ка„).

В задачах П4.1 - П4.21 решить системы линейных уравнений методом Гаусса.

П4.1. \

+ 3.x 2 + 4JC 3 =

-х2+х2=2

5х, + 2х2

х] -4х2 -

= 3
T14.2J

2х,

- х2+

{ - 2х2

х, - 2х, = -2

с, - у. ~7

с3 - * 4

 = 2

= 4
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П4.3.

х\ ~

6х, - 2х2 + 2х3 = 4

3JC, - хг + хъ = 2

5х, + 1хг

+ х2 + Зх3 =
П4.5. \2xs-x2 + х3 =2

П4.7.

+ x2 + 7x3 - 2

X. ~r 4*Xj X* X* — 1

2xt - Зх2 - х4 =1

П4.9. J

Злг, -хг -2х4 ~ 2

х, + х2 + х3 = 2

2xi - Зх2 + 4 J C 3 =5

П4.11.

П4.13.

П4.15.

4х,
Зх,

-11х 2

- 2 х 2 -

с, + Зх2

С, 4- ЗХ2

х,+3х

, +2х3

+ 10лг3

.-5х3 =

+ 4х3

"+

34х3"

2 + 4 * 3

+ 4х4

= 11

• 1

1

= 1

- * 4 = 8

= 7

+1хъ - х 4 = 3

5дг, - 6ж2 + Ж-, ~ 2л:4 =

4~ X + X + X = 10

П4.17. \2х1 -х2 +2х 3-х 4 =2
V 4- ? V -I-V — ^ V = — 9

+ 5л\ - х„ = 4

2л:, - З х 2 = -1

4л:,

= 7

-4 =10

П4.4.

7 т — "\у 4 - 1 * — Y = ^

х +х — х + х =1

Зх, - 2 х ; =6

\2xt+x2~x3=5

П4.6. \хх - З х : + 3 х 3 = 7

15л! - З.г2 + Зх3 = 7

П4.8. J
Злг, - х 2 + 8 х 3 = 10

5х, - 4 х , + 13л, =14

+лг2

П4.10. ]2х, -Зх 2 4-х, = - 2

7лг, - =0

=5

П4.12.

П4.14.

П4.16.

I Злг, - 2 х 2 + 4 х 3 =1

12х, - х2 - х, = -4

х2 + х3 = 4

2 х 3 + 3 х 4 = - 1

| х, + х2 - х3 + х4 = 7

П4.18. <! х, - х2 + х3 + х4 = I

! х, + х2 + х3 - х4 = -

П4.20.

+ х2 + х3 = 4

2х, -х2 + 2 х 3 - х 4 ~2

Злг, + 2х2 + х3 - Зх4 = -

4х, -2л-, + 4 х , =10
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П4.21.

х, + 2х2 -

Зх, + 2хг

2JC[ — 0^2

5х, - 6х,

+• 4-х, + х 4 =

+ 1 U 3 + 4л

+ 4х3 + 9х4

+18лг, + х.

•-1

:, = - 2

= 4

= —7

Общая формулировка задач К4.1- К4.6
Для откорма скота на ферме в ежедневный рацион каждого животного должно вклю-
чаться 5 видов питательных веществ в количествах 76, 360, 155, 294, 231 единиц со-
ответственно. При этом используется 6 видов кормов, стоимости одной весовой еди-
ницы которых равны соответственно 15, 3, 8, 1, 20.5, 13.5 ден. ед. Дана матрица А
норм содержания питательных веществ в кормах, в которой на позиции (/, к) нахо-
дится число единиц к-го вида питательных веществ, содержащихся в единице веса /'-
го вида кормов. Определить состав ежедневного рациона для откорма скота на ферме
при дополнительном условии, что общая стоимость всего рациона должна равняться
250 ден. ед.

К4.2. А =К4Л. /4 =

Гз
4

1

2

1

'10

К4.3. Л =

К4.5. /1 =

21

31

33

2

^7

' 8

2.5

2.4

6.4

6
1

10

13

11

19

И

12

2

1

4

4

2

2

2

3.5

4

3.5

2

12

2.5

4.3

8.4

8.5

5.2

7.5

5 3

14 1.5

1 5.5

3 8.8

5 2.8

6 8.5

4.4

3.7

2.7

2.5

5

5

1.3

1.5

5.5

8.2

2.8

8.5

4 '

5

7

2

7

65,

6.4

1.5

6.5

2.8

18

8

4.6

4.7

5

7

17

2.6^1

2.7

7.5

7

17

6

1.5

2.8

1.9

3.7

6.2

7.2

1.2

1.8

4

39

2

2

8.5

4.4

6

7.5

5

5

1.3

1.5

4.5

6

7

1.5

3

4

7

2

8

5.5

К4.4. А =

(1

8

9

13

г 5
1 4

1 18

9 3

11

11

5

18

12 12 7.5 18

12 2 5

6

7

7

7

7

5

К4.6. /4 =

12 2.5

10 4

14 8

9 3.5

12 5.5

12 6.5

13 6

11.5 7

5.5 7

8 7

8 7

8.5 6.5
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Общая формулировка задач К4.7— К4.12
Для сохранения здоровья человек должен потреблять в сутки определенное коли-
чество питательных веществ трех видов, содержащихся в 5 видах пищи. Цена
единицы веса пищи каждого вида равна соответственно 10, 5, 6, 8, 10 ден. ед. Су-
точные нормы питательных веществ равны соответственно 10, 12, 20 единиц. Да-
на также матрица А норм содержания питательных веществ в единице веса пищи,
в которой на позиции (/, к) находится норма содержания питательного вещества i-
го вида в единице веса пищи к-го вида. Определить количество пищи каждого
вида, включаемой в суточную диету при условиях, что вариант диеты должен
иметь стоимость в 85 ден. ед., а количество пищи второго вида должно равняться
количеству пищи четвертого вида.

К4.7. А =

К4.9. А =

0

12

2 5 1Л

1 I S

2 .5 б 8 3

К4.8. А =

J

7 4 2 5 3

1 2 3 1 5

0 5 5 6 2

\

10

0

12 0

К4.10. А =

6 1 10 4

7 2 11 1

8 0 2 3

K4.ll. А-

9 5 8 7 2Л

10 4 0 I 7

2 6 2 0 3

К4.12. А = 0

1 0 4.5 1

3.2 1 2.1 2

2.2 1.5 2 1 0

К4.13. Предприятие выпускает пять видов продукции, используя при этом сырье трех
видов. Дана матрица расхода сырья:

0.44

0.45

0.14

0.29

0.1

0.21

0.17

0.23

0.2

0.18
0.34

0.15

12

0.1

0.16

в которой на позиции (/, к) находится величина, равная количеству сырья /-го типа,
расходуемому на производство единицы продукции А-го вида. Запасы сырья по ти-
пам составляют 1325, 340, 208 вес. ед. соответственно. Прибыль в ден. ед. за единицу
готовой продукции каждого вида равна 16, 10, 14, 12, 12 соответственно. Необходимо
спрогнозировать объемы выпуска продукции при следующих условиях: прибыль
должна составить 15 620 ден. ед., а объемы выпуска продукции второго и первого
видов должны быть одинаковы. Определить также зависимость объемов выпускае-
мой продукции от планируемой величины прибыли, которая должна будет находить-
ся а диапазоне от 15 000 до 20 000 ден. ед.
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Ответы, указания, решения
Т4.2. Ответ: искомая система будет иметь следующий вид:

a n x } + a l 2 x 2 +...+ a , j c n = 2c, , i = 1 , 2 , . . . , m .

T4.3. Ответ: искомая система будет иметь следующий вид:

«,1*1 + а,2А'2 +...+ а(-„хи = кс,, / = 1, 2, ..., т.

П4.21. Составим расширенную матрицу данной системы уравнений и элементарны-
ми преобразованиями приведем ее к эквивалентному виду, содержащему базис пере-
менных:

1

3

2

5

"l

0

0

0

2

2

-8

- 6

0

- 4

0

0

4

11

4

18

7/2

-1

-1

2

1

4

9

1

-1

— 2

4

- 7

3/2

1

4

- 8

—>

-1/2

1

3

-6

1

0

0

0

2

- 4

-12

-16

>

1

0

0

0

4

-1

- 4

- 2

0

- 4

0

0

1

1

7

- 4

0

0

-1

0

-1

1

6

- 2

31/2

- 3

4

0

->

10

- 2

3

0

Вторая матрица получена из первой путем поочередного умножения первой строки на
(-3), (-2), (-5) и прибавления соответственно ко второй, третьей и четвертой строкам
первой матрицы. Третья же матрица получена из предыдущей путем поочередного ум-
ножения второй строки на 1/2, -3, -4 и прибавления соответственно к первой, третьей и
четвертой строкам. Четвертая матрица получена из предыдущей путем поочередного
умножения третьей строки на 7/2, -1,2 и прибавления соответственно к первой, второй
и четвертой строкам. Последней матрице соответствует система уравнений:

х, + — х4 =10
2

4х2 =-2

-x-i + 4х, =3

х\ = 1 0 ~

-4х2 = -

-х-, ^2-

в которой имеется базис переменных {Х|,х2, х?}. Переменная Xt является свободной.
Поэтому исходная система имеет следующие решения:

3! 1 3
х. = х,, х, = х,,

2 2 4
х, = -

х4 - любое действительное число.

К4.6. Ответ: 2.85, 4.17, 3.04, 14.35, 4.23, 5.14.

К4.12. Ответ: 2.697, 0.611, 6.27, 0.611, 1.247.
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К4.13. Ввести исходные данные: матрицу D расхода сырья, вектор-строки s и р г
запасов сырья и доходов от реализации единицы продукции соответственно. Задать
начальные значения переменных и определить функцию зависимости объемов вы-
пуска продукции от параметра а, задающего величину прибыли от реализации гото-
вой продукции:

ORIGIN:=1

i : = l ; 5 x i :=0

Given

D-X=ST х-ргт^а xl=x2

Определить объемы выпуска продукции каждого вида при величине прибыли в
15 620 ден. ед., а также при изменении величины прибыли в диапазоне от 15 000 до
20 000 с шагом изменения, равным 1000:

620)= а=15 000, 16 000; 20 000 f(a)d=

( Замечание J

Здесь и в дальнейшем запись типа f (15620) =, когда справа от знака равенст-
ва отсутствует результат, отнюдь не является опечаткой. Просто после редак-
тирования формульных областей на экране компьютера такие результаты по-
являются, только если включен режим Автоматические вычисления
(Automatic Calculation) или пользователь самостоятельно инициировал обнов-
ление вычислений (Подробную информацию см. в ел. П4).
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f£ndc

Следствия метода Гаусса

Система (3.1) называется однородной, если все ее свободные члены с ь ..., сп равны
нулю.

Используя обозначения в формулах (3.1)-(3.2), запишем однородную систему ли-
нейных уравнений в матричном, векторно-матричном и векторном видах:

ЛХ=0,

[а2-х] = 0 (5.1)

[ат х] = 0

Л х ' = 0 ' , хД +... + * Л ^О1 (5.2)

Очевидно, что любая однородная система имеет нулевое решение. Очень важен во-
прос существования ненулевого решения.

Следствие 5.1. Однородная система, в которой число уравнений меньше числа
переменных, имеет ненулевое решение.

Доказательство. Применим к данной системе алгоритм метода Гаусса. Так как по-
следний столбец исходной расширенной матрицы состоит только из нулевых элемен-
тов, то в процессе элементарных преобразований он таковым и останется. Это означает
невозможность появления при решении противоречивых строк. Поскольку число
столбцов и, следовательно, число переменных останется неизменным, а число строк
может только уменьшиться за счет вычеркивания нулевых строк, то в конечной систе-
ме число переменных будет по-прежнему больше числа уравнений. Но базисных пере-
менных в системе столько же, сколько и уравнений. Поэтому последняя система будет
обязательно содержать свободные переменные. Отсюда следует, что система имеет
бесконечно много решений, в том числе и ненулевых. Следствие доказано.

Следствие 5.2. Если т < п, то для любой системы т векторов а,, д 2 , ..., ат раз-
мерности п существует ненулевой вектор г, ортогональный с каждым вектором из
этой системы.

Доказательство. От данной системы векторов а и а 2 , ..., ат перейдем к одно-
родной системе (5.1), в которой число уравнений т будет меньше числа переменных
п. Поэтому эта система в силу следствия 5.1 имеет ненулевое решение г , что и за-
вершает доказательство.



40 Часть I. Линейная алгебра и линейные экономические модели

С л е д с т в и е 5.3. Пусть дана произвольная система векторов £,,&,, ... ,ЬВ. Линей-
ная зависимость этой системы векторов равносильна существованию ненулевого ре-
шения соответствующей однородной системы (5.2).

Из этого следствия вытекает, что линейную зависимость системы векторов можно
проверить с помощью метода Гаусса, решив соответствующую однородную систему
линейных уравнений.

Пример

Проверить линейную зависимость системы векторов;

U = (3,1.4), ^ = (5, 2,3), й - ( 1 , 1 , - 6 ) .

Составим соответствующую однородную систему линейных уравнений:

расширенная матрица которой равна:

'3 5 1

1 2 1 0

4 3 - 6 0

Решив эту систему методом Гаусса, получим х-\ = Зхз, хг = - 2хз, что в частности
означает наличие ненулевого решения. Поэтому по следствию 5.3 исходная
система векторов линейно зависима.

Следствие 5.4. Если в системе число векторов превосходит их размерность, то
система линейно зависима.

( Определение )

Система векторов из R" называется базисом пространства R", если эта систе-
ма линейно независимая и любой вектор из R можно представить в виде ли-
нейной комбинации векторов этой системы.

Следствие 5.5. Линейно независимая система векторов из R" является базисом,
если и только если число векторов в ней равно п.

Доказательство. Предположим вначале, что линейно независимая система векторов
состоит из п векторов a^,a2, ...,а„ в R". Добавим к этой системе произвольный вектор

b & R". Новая система аиа2, -.., а„ ,Ь будет линейно зависимой в силу следствия 5,4.

Поэтому выполняются условия теоремы 2.2, в силу которой вектор Ъ представим в
виде линейной комбинации векторов Й | , Й 2 , ..., 5„,т. е. а,,а2, ..., ап —базис.

Докажем теперь обратное утверждение. Рассмотрим произвольную систему векторов
а,,Й2, ... ,am e R", где т<п. В силу следствия 5.2 существует ненулевой вектор z ,
ортогональный с каждым из векторов этой системы. Если бы система векторов
О,,Й 2 , ... , ат была бы базисом, то вектор z был бы представим в виде:

z = Х.а, +Х-.а, + ... + X а„.
II 2 2 т' т
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Умножим обе части этого равенства скалярно на вектор z :

[z-z] = [( X]al +X2a2 +... + Xmam)-z],

2

z - A,, 0 + ... + Aw0 , откуда 2 = 0 .

Последнее возможно только если z — нулевой вектор (см. задачу Т1.1). Полученное
противоречие доказывает следствие.

С л е д с т в и е 5.6. Квадратную матрицу можно привести к единичной матрице того
же порядка элементарными преобразованиями строк, если и только если система
строк этой матрицы линейно независима.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вначале предположим, что в квадратной матрице А порядка
п система строк линейно независима. Рассмотрим однородную систему уравне-
ний АХ = 0 и применим к ней алгоритм метода Гаусса. По аналогии с доказатель-
ством следствия 5.1 можно заключить, что в процессе алгоритма не могут появ-
ляться противоречивые строки. Более того, не могут также появляться и нулевые
строки: по теореме 2.3 элементарные преобразования сохраняют линейную неза-
висимость строк матрицы А, а наличие нулевой строки противоречило бы этому
(см. задачу Т2.2). Итак, алгоритм метода Гаусса должен привести исходную рас-
ширенную матрицу (АО) к матрице размера п * (п + 1) с нулевым последним
столбцом, в которой первые п столбцов будут соответствовать базису из п пере-
менных. Применив теперь к этой матрице элементарные преобразования типа 1,
можно добиться того, что все ее ненулевые элементы станут единицами. Затем
перестановкой строк, которая также осуществляется с помощью элементарных
преобразований (см. задачу Т2.5), последняя матрица приводится к единичной,
если при этом удалить последний нулевой столбец.

В случае, когда строки квадратной матрицы А линейно зависимы, по теореме 2.3 эта
зависимость будет сохраняться при элементарных преобразованиях и поэтому еди-
ничная матрица получиться не может, так как ее строки линейно независимы (см.
задачу Т2.3). Следствие доказано.

С л е д с т в и е 5.7. Строки квадратной матрицы линейно независимы, если и только
если линейно независимы ее столбцы.

Доказательство следствия дано в задаче Т5.2.

С Определение )

Квадратная матрица называется невырожденной (вырожденной), если ее стро-
ки линейно независимы (зависимы).

Следствие 5.7 означает, что определение вырожденности матриц не изменится, если
слово "строки" заменить "столбцами".
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Задачи
для самостоятельного решения
Т5.1. Доказать следствия 5.3 и 5.4.

Т5.2. Доказать следствие 5.7.

Т5.3. Доказать, что квадратная матрица А вырождена, если и только если такой явля-
ется матрица А*.

Т5.4. Доказать: добавление нового столбца к матрице не нарушает линейную незави-
симость ее строк; аналогично добавление новой строки не нарушает линейную неза-
висимость ее столбцов.

Т5.5. Пусть дана неоднородная система линейных уравнений АХ = С с квадратной
матрицей А. Доказать, что она имеет единственное решение, если и только если стро-
ки (столбцы) матрицы А линейно независимы.

Т5.6. Доказать, что любую линейно независимую систему векторов, не являющуюся
базисом в пространстве R", можно дополнить новыми векторами до базиса этого про-
странства.

Т5.7. Пусть дана система А из m линейно независимых векторов пространства R" и
т<п. Доказать, что если ненулевой вектор z ортогонален с каждым вектором из А,
то система векторов A, z будет также линейно независимой.

В задачах П5.1—П5.21 доказать, что векторы a,b,c образуют базис в пространстве

R , а также представить вектор d в виде линейной комбинации векторов a,b,c .

П5.1. 5=(3,1,3) Ь =(2,1,0) с =(1,0,1) ^ =(4,2,1) .

П5.2. 5=(10,3,1) £ = (1,4,2) с =(3,9,2) ^ =(19,30,7).

FTS.3. 5 = (2,-1,11) £ = (1,1,0) с =(0,1,2 ) d = (2,5,3) .

П5.4. а = ( 8 , 2 , 3 ) А =(4,6,10) с = ( 3 , - 2 , 1 ) J = ( 7 , 4 , l l ) .

П5.5. й = ( 1 , - 2 , 3 ) £ = (4,7,2) с = ( 6 , 4 , 2 ) rf = (14,18,6).

П5.6. 5 =(3,1,8) £ = (0,1,3) ё =(1,2,-1) ^ = (2,0,-1).

П5.7. а = (2,4,1) £ = (1,3,6) с =(5,3,1) rf = (24,20,6).

П5.8. а =(-1,7,-4) £ = (-1,2,1) с =(0,-3,2) d =(2,1,-1).

П5.9. а = (4,7,8) £=(9,1,3) с =(2,-4,1) <? = (1,-13,-13).

П5.10. a = (2,7,5) £ = (1,0,1) с = (1, - 2,0) d = (0,3,1).

П5.11. a = (3,7,2) £ = (2,3,4) с =(6,2,2) rf = (3,-1,2).

П5.12. a =(0,1,1) £ = (2,3,4) с =(0,0,1) d = (-1,-2,-4).
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П5.13. а = (-2,0,-2 ) £ = (0 , -1 ,1) с = ( - 2 , 0 , - 3 ) ^ = ( - 1 , 1 , - 3 ) .

П5.14. й = ( 0 , - 1 , - 3 ) А = (0,1,0) с = ( - 2 , 1 , - 4 ) (/ = ( - 1 , 1 , - 3 ) .

П5.15.а = ( - 2 , - 2 , - 3 ) £ - ( - 2 , 1 , 1 ) с = ( - 2 , - 2 , 2 ) J = ( - l , - l , 3 ) .

П5.16. 5 = ( 2 , - 2 , 0 ) £ - ( 3 , 0 , 1 ) с = ( 4 , - 2 , 0 ) rf = ( 3 , - l , l ) .

П5.17. 3 = (2 ,-2,4 ) £ - ( 3 , 1 , - 1 ) с = ( - 4 , 5 , 2 ) с/ = ( 8 , - 1 , 6 ) .

П5.18. а = (3,4,1) £ = ( 5 , 8 , - 1 ) с = ( 6 , - 1 , 4 ) d = (5 ,-1,3) .

П5.19. й =(-3,1,4 ) £ = (7 ,1 , -5 ) с =(8,1,6) d - ( - l , 2 , 4 ) .

П5.20. а-(-3,8,2) £ = ( 5 , 9 , - 4 ) Ъ = (6,1,8) d = ( - 2 , - 3 , - 4 ) .

П5.21. а = (2,-1,3) £ = (1,0,2) с - ( 3 , 1 , 1 ) <5 = ( 0 , - 2 , 4 )

В задачах П5.22 - П5.42 дополнить линейно независимую систему векторов до базиса:

П5.22. 5 = ( 2 , 1,3).

П5.23. а= (-1,3,0).

П5.24. а= (2,-1,-4) .

П5.25. й - ( 3 , 4 , 2).

П5.26. а= (-2, 5,3).

П5.27. 5 = (2, 1,3), £ - ( - 1 , 3 , 1).

П5.28. 5 = 0 , 2 , 3 ) , £ = ( 3 , - 1 , 1 ) .

П5.29. 5 = ( 0 , 3 , 4), £ - ( 1 , 4 , 2 ) .

П5.30. 5= (-1,3, 6), £ = ( 2 , 6 , 3 ) .

П5.31. а = ( 3 , 4 , 2), £ = (3 ,4 ,1) .

П5.32. 5 = ( 1 , 2 , 3 , 4 ) , £ = ( 2 , 0 , - 1 , 3 ) .

П5.33. й = ( 2 , - 1 , 0 , 3 ) , £ = ( 3 , 2 , - 1 , 1).

П5.34. 5 = (1,0,3,-1) , £ = ( - 2 , 4 , 3 , 2 ) .

П5.35. а = (2, 4, - 1 , 6), £ = (3, 2, - 1 , 4).

П5.36. 5 = (3 ,-1,0 ,2 ) , £ = (2, 1,3,6).

П5.37. 5= (1,1,0,0), £ - ( 0 , 0 , 1, 1).

П5.38. а = (3, 2, 1, -1), £ = (4, 2, 3, 6).
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П5.39. a = (3, - 1 , 4, 6), Ъ = (3, 2, -1,1) .

П5.40. a = (2, 1, 3, 4), Ь - (2, 0, 4, 1).

П5.41. а = ( 3 , 2 , 4, 0, £ = (3, 1 , -3 , 1).

П5.42. а = (2, О, 1,3), 6 = (-1, 1,3,-2).

Ответы, указания, решения
Т5.2. Рассмотрим однородную систему АХ=0. По следствию 5.3 линейная зависи-
мость столбцов матрицы А равносильна существованию ненулевого решения систе-
мы АХ = 0. Так как система ЕХ = 0 имеет только нулевое решение, то по утвержде-
нию 4.2 наличие ненулевого решения в системе АХ = 0 равносильно невозможности с
помощью элементарных преобразований превратить матрицу А в единичную матри-
цу Е того же порядка, что в свою очередь равносильно линейной зависимости строк в
А ввиду следствия 5.6.

Т5.3. Указание: воспользоваться следствием 5.7.

Т5.4. Предположим, что в матрице А с линейно независимыми столбцами добавлена
одна строка. Полученную матрицу обозначим В. Очевидно, что система уравнений
ЕХ - 0 содержит все уравнения системы АХ = 0. Поэтому множество решений систе-
мы ВХ=0 является подмножеством решений системы АХ = 0. Но система АХ = 0
имеет только нулевое решение в силу следствия 5.3. Следовательно и вторая система
имеет только нулевое решение, что опять-таки по следствию 5.3 означает линейную
независимость столбцов матрицы В.

Остальная часть утверждения (касающаяся добавления нового столбца) следует из
только что доказанного— достаточно только перейти к рассмотрению транспониро-
ванной матрицы.

Т5.5. Согласно следствию 5.6 строки (столбцы) матрицы А линейно независимы, если
и только если система АХ = С элементарными преобразованиями может быть приве-
дена к системе вида EX = D с тем же множеством решений и в которой единичная
матрица Е того же порядка, что и А. Это завершает доказательство, если учесть, что
система вида EX = D имеет единственное решение X = D.

Т5.6. Пусть дана линейно независимая система векторов й | ,а 2 , ..., am e R" и m < п.

Тогда из следствия 5.2 вытекает существование ненулевого вектора я,я + ] , ортого-

нального с каждым вектором этой системы. Если новая система векторов

aba2, ..., am ,5 m + l линейно зависима, то по теореме 2.2 вектор 5т + ] представим в

виде линейной комбинации векторов первоначальной системы. Но это невозможно,
как было показано в конце доказательства следствия 5.5. Итак, система векторов
a{,a2, —,am,aln+t линейно независима. Повторяя рассуждения, через п — т шагов
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придем к линейно независимой системе из п векторов, которая и будет искомым ба-
зисом в силу следствия 5.5.

Т5.7. Указание: воспользоваться решением задачи Т5.6.

П5.21. В силу следствия 5.5 в пространстве R3 любая тройка линейно независимых
векторов образует базис. Поэтому необходимо доказать линейную независимость

векторов а, Ъ, с . Кроме того, представить вектор d в виде линейной комбинации

векторов а, В, с — это значит решить линейную систему уравнений

хха' +x,b' + х3с' -d . Решим эту систему методом Гаусса. Одновременно отметим,

что в силу утверждения в задаче Т5.5 векторы а, Ь, с линейно независимы, если и

только если эта система имеет единственное решение. Итак:
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Откуда имеем: х2~ 1, -V, = 1, х3 = - 1 , т. е. d - la + \b -\c .

П5.42. Вначале найдем ненулевой вектор с , ортогональный с векторами а и h . Для

этого необходимо решить однородную систему линейных уравнений:

\[a-x} = 0 J2.v, +х2 +3хл =0

\[Е • х] = 0' [- ж, + х1 + Зх, -2x^=0

Решим ее методом Гаусса:

2 0 1 3
-1 1 3 - 2

1 0 1/2 3 '2

0 I 7/2 -1/2

1 0 1/2 3/2

- 1 1 3 - 2

1 3
1 2 3 2 4

Пусть,т3 = -*4=" 1, тогдах, =-2, х2 = - 3 . Вектор с = (-2, - 3 , 1, 1 )—искомый. В силу

утверждения задачи Т5.7 система векторов а, В, с линейно независима. Найдем
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теперь ненулевой вектор d, ортогональный с векторами a, b, с . Для этого необ-

ходимо решить однородиую систему линейных уравнений:

[b • х] = 0 ,

[с • х] = 0

Решим ее методом Гаусса;

' 2 0 1 3 0"] Г 2

-1 1 3 - 2 0 => - I

- 2 - 3 1 1 0 I - 5

- 1 , + х2 4- Зх3 - 2х4 = 0.
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1 0 - 7 0

х2 = -

Пусть х3 = 1, тогда х4 = - 5 , д:2 - - 6, Х| = 7. Вектор ^ = (7, - 6, 1 , - 5 ) искомый.

Опять-таки в силу утверждения задачи Т5.7 система векторов а, Ь, с, d линейно

независима. Но тогда эта система в силу следствия 5.5 является базисом пространст-
ва R4



Глава 6

Обратные матрицы

Пусть А и С — квадратные матрицы порядка п. Решить матричное уравнение —

АХ = С (6.1)

это значит найти такую квадратную матрицу б, что АВ = С. При этом В называется
решением матричного уравнения (6.1).

Непосредственно из определения операции умножения матриц вытекает следующее
утверждение.

Утверждение 6.1. Матрица В является решением матричного уравнения (6.1),

если и только если ее столбцы Ьх ,Ь2, ••••,Ьп являются соответственно решениями п

систем линейных уравнений Ax = ct, Ах =с2,... , Ах =сп, где с, , с 2 , ••.,£•„ —столб-

цы матрицы С, X1 = (Х|, ..., Х„).

Матричному уравнению (6.1) можно поставить в соответствие расширенную матрицу
К = (АС) размера п х (2я), приписав справа к матрице А матрицу С. В то же время

любой матрице К размера п х (2л) можно однозначно сопоставить матричное урав-
нение вида (6.1), положив, что первые и столбцов в К составляют матрицу А, послед-
ние п столбцов— матрицу С. В этих случаях матрицу К и матричное уравнение (6.1)
будем называть соответствующими.

Из утверждений 6.1 и 4.2 вытекает следующее утверждение.

Утверждение 6.2. Элементарные преобразования расширенных матриц не изме-
няют множеств решений соответствующих матричных уравнений.

Т е о р е м а 6 .1 . Пусть в уравнении (6.1) матрица С является единичной, т. е. С = Е.
Тогда уравнение (6.1) имеет решение, если и только если матрица А невырожденная.

Доказательство. Согласно следствию 5.6 существует такая последовательность а
элементарных преобразований строк матрицы Л, которая приводит матрицу А к еди-
ничной матрице того же порядка в случае невырожденности А, либо к некоторой
матрице N того же порядка, содержащей хотя бы одну нулевую строку, в случае вы-
рожденности А. Применим последовательность а к строкам расширенной матрицы
(АЕ). После того как "левая половина" этой матрицы приведется к Е, правая приве-
дется к некоторой матрице D. В силу утверждения 6.2 пары матричных уравнений
АХ = Е и ЕХ - D (или АХ = Е и NX = D) имеют одинаковые множества решений. Рас-
смотрим первую пару. Очевидно, решением уравнения EX = D является матрица D
(см. теорему 3.1) и, следовательно, £> является решением уравнения АХ = Е. Рассмот-
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рим вторую пару. Предположим, что в N 1-я строка нулевая. Тогда в произведении
NX i-я строка также будет нулевой, что невозможно, ибо D = NX, а матрица D полу-
чена из невырожденной матрицы Е элементарными преобразованиями и потому в
силу теоремы 2.3 не может содержать нулевых строк. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 6.1. Пусть А и Е—~ квадратные матрицы одного порядка. Если мат-
ричное уравнение

АХ = Е (6.2)

имеет решение, то оно единственное.

( О п р е д е л е н и е j

Обратной матрицей для матрицы А называется решение матричного уравнения
(6.2). Обратная для А матрица обозначается А~\

Следствие 6.2. Невырожденные матрицы, и только они, имеют обратные.

С л е д с т в и е 6.3. Матрица, обратная для А~\ есть А, т. е. А ХА=АА ' = £.

С л е д с т в и е 6.4. Пусть А— невырожденная матрица. Тогда единственным реше-
нием матричного уравнения (6.1) является А 1С.

Следствие 6.5. Пусть А — невырожденная матрица порядка п. Тогда для любого
вектора-столбца с размерности п система уравнений Ах = с имеет единственное
решение А с.

Доказательство следствий см. в задачах Т6.1 - Т6.3.

Из доказательства теоремы 6.1 вытекает следующее практическое правило проверки
матрицы на невырожденность и построения обратной матрицы: с помощью элемен-
тарных преобразований строк расширенной матрицы (АЕ) привести "левую полови-
ну" к единичной матрице (если в ходе этого процесса образуется хотя бы одна нуле-
вая строка в этой "левой половине", то А вырожденная); тогда на месте
первоначально приписанной матрицы £ окажется матрица А~\

Задачи для самостоятельного решения
Т6.1. Доказать следствие 6.1.

Т6.2. Доказать следствие 6.2.

Т6.3. Доказать следствия 6.3 - 6.5.

Т6.4. Как изменится обратная матрица А~\ если в данной матрице А: а) переставить
/-ю и k-ю строки; б) i-ю строку умножить на отличное от нуля число л; в) к /-й строке
прибавить к-ю строку, умноженную на число XI Ответить на этот же вопрос в случае
аналогичных преобразований столбцов матрицы А.

Т6.5. Пусть А и В — невырожденные матрицы одного порядка. Тогда матрица АВ
также невырожденная, причем (АВ)~1 = В '1А '.

Т6.6. Пусть А — квадратная невырожденная матрица. Тогда
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В задачах П6.1 - П 6 . 2 1 решить систему линейных уравнений матричным методом (с
помощью обратной матрицы):

П6.1.

П6.3.

П6.5.

П6.7.

П6.9.

П6.11.

П6.13.

х, + х, = 1,

2х3 = О,

- х, + Зх2 + х, = 1.

xj + 5х2 + 1хъ = 2,

xj + 3 x 2 + 4х 3 = 5,

5xi +2x2 + 3х3 - 7.

х + 2х2 -

х2 + 2хя =

х1 + Лхъ =

х + 2х2 +

4 х •+• З х

_ ^ v Лл

2х + х —

х -~ 2х +

х + х +'.

2х, + Зх

х, + 2х2

Зх3 =

2,

—3

Х 3 =

- 2 х 3

2 ~ ^ 3

З х 3 =

х> =

1

=

=

2

5х3 = - 3

2 + 4 *

+ 5х3

3

=

2,

1

= 2

3,

4х, + 7х2 + 6х3 = 4.

2х ; - хг + х3 = -2,

Зх, + х2 + 2х3 = -5.

{х, + 2х : + Зх3 = 1,

- х 2 + 2 х 3 =2,

Зх, + 7х, = 3.

П6.17.

- х1 -2х2 - х 3 = -1,

Зх, + 7 х = -3.

6х2 - 9х3 = 3,

П6.2. • х2 + 2х3 = 6,

х, + 4х5 = -9.

+ 6х2 + Зх3 = 3,

П6.4. \ 4х, + Зх2 - 2х3 = 6,

| - 5 х - 4 х 2 - х 3 = 3 .

+ 2х2 - 6 х 3 = 4 ,

П6.6. \ х, - 2х2 + 2х3 = 2,

, + хг + Зх, = -6.

, + 2х2 + х3 = 1

П6.8. < 4х, + Зх2 - 2х3 = 2,

Юх, + 8 х 2 + 2 х 3 = 1.

, +2х-> -Эх-» = 1.

П6.10.

П6.12.

П6.14.

-Зх, -12x3 = ~ 3 .

2xj + 5х : + 7х3 = 2,

2х, + Зх2 + 4х3 = 5,

5х, - 2х2 + Зх3 = 7.

[Зх, + Зх2 = 3,

'2х = 2

— V -I- Я Y" + V = 3
_Лг, Г т . ' Л f I ^V"] '•

f , +10x 2 -15х 3 = 5,

х 2 + 2 х 3 =10,

х + 4х, = 1.

П6.18.

х, + 2х2 + 5х3 = 1,

2х, - х2 + Зх3 = 2,

Зх, + х2 + 2х3 = 5.
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П6.19.

2х, + 4х2 - 6х3 = 2,

х2 + 2х3 = 4,

х, + 4х, = -6.

+ 2х2 - 5х3 = 8

П6.21. U, -Зх 3 +3х3 = - 5
1 х, + х2 + 2х3 = 4.

П6.20. х, + 2х2 + х-, = -3,

2х, + 3х, + 4 х , =-3.

Ответы, указания, решения
Т6.1. Указание: утверждение фактически доказано при доказательстве теоремы 6.1.

Т6.3. Доказательство следствия 6.3: если применить в обратном порядке последова-
тельность элементарных преобразований а (см. доказательство теоремы 6.1) к стро-
кам матрицы (А 1Е), то получим матрицу (ЕА), откуда следует, что А является обрат-
ной для А ' (см. практическое правило построения обратной матрицы).

Доказательство следствия 6.4: А(А"1С) = (АА~*)С = ЕС = С (см. теорему 3.1), откуда
АЛС— решение матричного уравнения (6.1). Предположим теперь, что имеется еще
одна матрица В такая, что АВ = С. Умножим обе части этого равенства слева на мат-
рицу /Г1 (такая матрица существует в силу следствия 6.2):

А ~ \ А В ) = А ] С И Л И ( А 1А)В = А 1 С и л и ЕВ= В = А ! С .

Следствие 6.5 доказывается аналогично.

Т6.4. Ответы: а) в матрице А ' поменяются местами /-и и к-п столбцы; б) i-Pi столбец в
матрице А ' умножится на 1/Х; в) из к-го столбца вычтется /-й столбец, умноженный на Я.

Т6.5. (АВ)(В ]А ') =А(ВВЛ)А ' - АЕА ' = АА ' - Е, поэтому матрица В 1А } — обрат-
ная для АВ. Это означает также, что АВ — невырожденная (в силу следствия 6.2).

Т6.6. Так как А\А ' ) т = (А ХА)Т = Ет = Е (см. теорему 3.1), то (А'"')т обратная для Ат.

П6.21. Перепишем систему в матрично-векторном виде: А х = с , где

(\ 2 -.

А= 1 - 3
G^

х = с = -5

Согласно следствию 6.5, если матрица^ невырожденная, то решением этой системы
будет вектор-столбец А'] с . Поэтому воспользуемся практическим правилом провер-
ки невырожденности матрицы и построения обратной для нее матрицы (в случае ут-
вердительного ответа), описанным в данной главе:

1 2

— 3

1

- 5

3

2

1

0

0

0

1

0

0

0

1
=>

1
0

0

2
- 5

— 1

- 5
8

7

1
-1

- I

0
1

0

0
0

1
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1 2 - 5

0 1 -1

0 - 5 8

1 0 9

О I - 7

О О I

- 1 О

- 1

1

27

0

0

0

0

-1

1J

1 0 9

О 1 - 7

О 0 - 2 7

- 1 0 2

1 0 - 1

4 1 - 5

1

0

0
]

27

2

-1
5

27 _

=>

1

0

0

0

1

0

0

0

1

I
3
_1_

27

27
откуда

Л' —

3
J _

27
4

3

27
1

\_

3
_8_

27
5

1

27 27

27 27

27 27 27
Тогда искомое решение определяется равенством

х-

3
J _
27

27

1 1

3 3

7 8

27 27

_L 5

27 27,

8

_<;
— j

л

4

7

3

59

27

17

27



Глава 7

Определители

Условимся в дальнейшем через Alk обозначать матрицу, полученную из матрицы А

удалением /-й строки и А-го столбца. Считаем также, что на позиции (/, к) в А нахо-
дится элемент а1к.

Каждой квадратной матрице А по определенному правилу ставится в соответствие
некоторое число, называемое определителем матрицы и обозначаемое через | А \.
Ниже дается индуктивное определение этого понятия.

I Определение j

Если квадратная матрица А = (аи) имеет порядок 1, то ее определитель равен
а-п. Если порядок л квадратной матрицы А больше 1, то алгебраическим допол-
нением элемента а,* в матрице А называется число {-"\)'*к\А1к |, которое будет

обозначаться Д* (здесь \А1к\ — определитель матрицы А1к). Определителем

матрицы А называется сумма произведений элементов первой строки на соот-
ветствующие им алгебраические дополнения:

\А\ = a^^Aм+ a^2A12+ ••• + а щ А щ .

Пример

\ а\\ а\~> \Вычислим определитель матрицы А = " второго порядка
)

\А\- в\\А\\ + ai2<4i2 = ац(-1) 1 + 1 a22 + a i 2 (-1) 1 + 2 a2i = an a 2 2 - a i 2 a2\.

В приведенном выше вычислении определителя первая строка играет особую роль.
Однако следующая теорема, приводимая без доказательства, показывает, что в этой
роли может выступать любая строка или любой столбец.

Теорема 7.1. Определитель квадратной матрицы А, порядок которой больше 1,
равен сумме произведений элементов любой строки (столбца) на соответствующие
им алгебраические дополнения:

А I = £«*4* . ( | А | =
Эти равенства называются разложением определителя по /-й строке (к-му столбцу).
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Свойства определителей:

Свойство 7.1. Если квадратная матрица содержит нулевую строку (нулевой стол-
бец), то ее определитель равен 0.

Свойство 7.2. При перестановке любых двух строк (столбцов) определитель ме-
няется на противоположное число,

Доказательство. Предположим, что в А переставляются две соседние строки: /-я и
(/+ 1)-я. Вновь полученную матрицу обозначим В. Очевидно, что для каждого к

4 = Д ' + и . Н о A i k = ( - \ y + k \ A ' l k | . П о э т о м у S , + u = ( - \ ) l + l + k \ B ' l + itk\ = - A i k . Р а з -

ложим теперь определитель матрицы В по (/ + 1)-й строке:

к=\

Теперь предположим, что нужно переставить /-ю и (/ +у)-ю строки в матрице А. Эту
перестановку можно осуществить посредством 2/ - 1 перестановок соседних строк:

(в скобках указаны переставляемые строки). Поэтому для полученной после этих
перестановок матрицы В верно следующее: \В\ = (-1)^' '|Л1 = -]Л|, что завершает до-
казательство.

Доказательство утверждения для столбцов проводится аналогично.

Свойство 7.3. Если квадратная матрица имеет хотя бы две одинаковые строки
(два одинаковых столбца), то ее определитель равен нулю.

Доказательство. Если в матрице А переставить две одинаковые строки, то новая
матрица будет совпадать с А и поэтому с учетом свойства 7.2 \А\ = -\А\, что возможно
только при \А\ = 0.

Свойство 7.4. Сумма произведений элементов произвольной /-й строки соответ-
ственно на алгебраические дополнения к элементам произвольной другойу-й строки
из тех же столбцов равна нулю:

Аналогичное утверждение верно и для столбцов.

Доказательство. Заменим в Aj-ю строку /-й строкой. В полученной матрице В /-я и
7-я строки уже одинаковы, т. е. | В \ = 0 по свойству 7.3. Разложим | В \ поу-й строке:

0 = I & I = JLa,k А,к' ч т о и требовалось доказать.

Свойство 7.5. Пусть Ак— матрица, полученная при умножении строки (столбца)

квадратной матрицы на число X. Тогда \А\ \ = \\А

Доказательство см. в задаче Т7.1.
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Теорема 7.2. Определитель матрицы остается неизменным при элементарных
преобразованиях строк (столбцов) типа 2.

Доказательство. Предположим, что матрица В получена из матрицы А прибавлени-

ем к /-й строке у'-й строки, умноженной на X. Разложим определитель матрицы В по

i-й строке. Тогда с учетом B'lk = А]к имеем:

a'k +ka.,k)B<k =

к=\ к=\

так как V^a jkAlk =0 по свойству 7.4. Теорема доказана.

Теорема 7.2 подсказывает практический способ вычисления определителя, который

состоит в следующем. Если /-я строка (столбец) в матрице А состоит из одного не-

нулевого элемента а,*, то по теореме 7.1 \А\ = я,*(-1)' ' | Alk |. Тем самым вычисле-

ние определителя порядка п сводится к вычислению определителя [ Aik порядка

п - 1. Хотя в матрице А может не оказаться строк (столбцов) с нужным числом ну-

лей, тем не менее с помощью элементарных преобразований типа 2 А можно пре-

образовать к нужному виду. При этом величина определителя останется неизмен-

ной в силу теоремы 7.2.

С л е д с т в и е 7.1. Квадратная матрица А невырождена, если и только если ее опре-
делитель отличен от нуля.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно следствию 5.6, с помощью элементарных преобразо-
ваний строк матрицу А можно привести либо к единичной матрице в случае невы-
рожденности А, либо к матрице, содержащей нулевую строку, в случае вырожденно-
сти А. В первом случае | А \ •£ 0 в силу теоремы 7.2 и свойства 7.5, во втором случае
А \ = 0 в силу свойства 7.1. Следствие доказано.

О п р е д е л е н и е J

Матрица

f

А =

А\\ Аг ••• Л,

/}•,, Л-, ... Л-,

А... ... А

называется присоединенной для квадратной матрицы А.

Следствие 7.2. Если А ^0, то матрица (А ) т является обратной для А.
А
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Доказательство. Элемент матрицы А(А*У на позиции (i,j) равен ^a!LAjk. , Но при

i =j эта сумма равна \А\ (теорема 7.1), а при гФ} эта сумма равна нулю (свойство 7.4).
Поэтому

А{А ) т -

А 0.... О

0 0.... А

\

Откуда А(—(А'У) = Е, ЧТО доказывает следствие.
А

Пример

то А = -а-,
.(ЛУН

-а,

д., -а12

'21 "22

'22

Задачи
для самостоятельного решения
Т7.1. Доказать свойства 7.1 и 7.5.

Т7.2. Вывести следующее правило "треугольника" для вычисления определителя
матрицы третьего порядка:

Й12 «13

33

<*\ I «32^23 ~

Т7.3. Доказать, что

Т7.4. Квадратная матрица называется треугольной, если все ее элементы, находящие-
ся выше (ниже) главной диагонали, равны нулю. Доказать, что определитель тре-
угольной матрицы равен произведению всех ее элементов на главной диагонали.
В частности,|Е \ = 1.

Т7.5. Пусть даны п+\ функций/,(х) = а,„х" + aiit,.\x"'] + ...+ аих
1 + д,0, / = 0,1, ..., п.

Доказать, что если все они одновременно обращаются в нуль при некотором значе-
нии х ~Х, то определитель матрицы F, /-я строка которой совпадает с вектором-
строкой {aim а,,„.1, ..., о,\, «ю)» равен нулю.

3 Зак. 4221
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Т7.6. Квадратная матрица А называется кососимметрической, если все ее элементы
на главной диагонали равны нулю, а сумма любых двух элементов, симметричных
относительно главной диагонали, также равна нулю, т. е. а,к = -ак,. Доказать, что оп-
ределитель кососимметрической матрицы нечетного порядка равен нулю.

Т7.7. Пусть все числа с,, с2, ..., с„ различны. Тогда матрицей Вандермонда называет-
ся матрица:

'l с, с;... < и ч

I с, с,2... с"'

J сйс;...с: f

Доказать, что определитель матрицы Вандермонда равен произведению всех разно-
стей вида ск - ch где 1 < / < к < п.

Т7.8. Пусть А— квадратная матрица порядка п. Произведение (-lYah alu...ani на-

зывается членом определителя, если координаты вектора / ={i{,i2, ...,/„) составле-

ны из номеров столбцов 1,2, ..., п (в произвольном порядке) матрицы А, ар— число

всех таких пар координат вектора / , в которых большее число расположено в векто-

ре / раньше меньшего (такие пары называются инверсиями). Заметим, что член оп-

ределителя матрицы А состоит из п сомножителей, взятых ровно по одному из каж-

дой строки и каждого столбца матрицы.

Доказать, что сумма всех п\ членов определителя матрицы А порядка п равна \А\.

Ответы, указания, решения
Т7.1, Указание: для доказательства свойства 7.5 разложить определитель полученной
матрицы по строке, которая была умножена на X.

Т7.2. Указание: воспользоваться теоремой 7.1 и примером в начале данной главы 7.

Т7.3. Докажем индукцией относительно порядка п матриц. Утверждение непосредствен-
но проверяется при п = 1. Предположим, что оно верно для всех квадратных матриц по-
рядка и- 1. Докажем его справедливость для произвольной матрицы А порядка п. Обо-

п

з н а ч и м В = Ат и р а з л о ж и м | В \ п о п е р в о м у с т о л б ц у : [ В | = 2 _ , а \ к ^ к \ • Н ° &к\ ~ ( ^ \ к У и>
к=\

следовательно, по индуктивному предположению | Bki \-\ Alk \. Поэтому

Т7.4. Докажем индукцией относительно порядка матриц. Утверждение непосредст-
венно проверяется для треугольных квадратных матриц порядка 2. Предположим,
что оно верно для всех квадратных треугольных матриц порядка /7-1. Докажем его
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справедливость для произвольной треугольной матрицы А порядка п. Для определен-
ности считаем, что все элементы матрицы А, которые выше главной диагонали, рав-

ны нулю. Разложим \А\ по первой строке: |А| = «цЛц= aii(-l) 2 | А\\ I где Ап —тре-

угольная матрица порядка и - 1 и, следовательно, для нее выполняется индуктивное

предположение, т.е. | Аи \ = а22^---сгт. Отсюда \А | = аи^гг^ъ —««», что и требова-

лось доказать.

Т7.5. Если обозначить через X вектор-строку ( V Д"~',... Д, 1), то согласно условию,

FXJ=0, т. е. однородная система линейных уравнений Fx =0 имеет ненулевое ре-

шение Хт. Поэтому по следствию 5.3 столбцы матрицы F линейно зависимы, т.е.

F— вырожденная. Но тогда \F\ = 0 по следствию 7.1. Утверждение доказано.

Т7.6. Пусть

А=

0

-а.

"12 " I

О а-

...ah

...a2

...a-.

- аЪг .0

и п нечетно. Если умножить каждую строку матрицы Ат на - 1 , то опять получится
матрица А. Из свойства7,5 вытекает, что \А\= (-1)п|Лт] . Но ]АТ| = |Л| (см. задачу
Т7.3), откуда \А \= (-1)"|А| или \А\ = ~|А|, что возможно только при \А\ = 0.

Т7.7. Докажем индукцией относительно порядка матрицы Вандермонда. Матрица

Вандермонда второго порядка имеет вид
1 ci

и ее определитель равен с2 - с ь т. е.

утверждение выполняется. Предположим, что утверждение верно для матриц Ван-
дермонда порядка п - 1. Произведем следующие элементарные преобразования
столбцов матрицы В: поочередно из каждого столбца, начиная с и-го, вычитаем пре-
дыдущий столбец, умноженный на с{. В результате получим матрицу:

/-!._

1 0 0

1 (сг -с , ) (сг -ct)c2

0

\C2

(c,, - ^ K ... (с„ -

1 0 0 .

1

i С,',

1

О

п-1

1 c3 c3 ... cj

1 С„ С' ... С
ч-2
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Из того, что последний сомножитель является определителем матрицы Вамдермонда
порядка п - 1, следует требуемое утверждение.

Т7.8. Доказательство утверждения проведем индукцией относительно порядка мат-
рицы А. Для матриц второго порядка его справедливость проверяется непосредствен-
но. Предположим, что утверждение верно для матрицы порядка п - I и рассмотрим
квадратную матрицу Л порядка п.

Из определения определителя следует, что

По индуктивному предположению для любой матрицы Alk определитель | Alk | со-
стоит из {п - 1)! слагаемых, каждое из которых содержит в качестве сомножителей
ровно по одному элементу из каждой строки и каждого столбца матрицы Alk . По-
этому рассматриваемая сумма может быть представлена в виде я ( я - 1)! слагаемых,
составленных таким же образом. Осталось доказать, что каждое такое слагаемое фак-
тически является членом определителя. Рассмотрим одно из таких слагаемых в вы-
ражении an (-1)1' L\An\. По индуктивному предположению оно равно;

где /? — число инверсий вектора / = <72,..., /„). координаты которого составлены из

номеров столбцов матрицы Ан , содержащих соответственно элементы

ah^,a-.^,...,ami матрицы А. При этом следует отметить, что из-за исключения к-го

столбца из матрицы А происходит сдвиг ее номеров столбцов (на I уменьшаются все
номера с (к + 1 )-го по я-й). Поэтому

, {/,. при /,. <к
>г=\. , . , , / ' - 2 . . . . , и. (7.1)

[!г - I при /,. > к

Сравним числа р и р, где р— число инверсий вектора i=(k, / 2,...,/„). Ввиду (7.1)

число инверсий, образованных парами координат, не содержащих к в векторах

/' - (/2,... ,in) и / = (А, /2,... ,/ я ), одинаково. Число к, стоящее на первом месте в век-

торе / , образует к- 1 инверсию с меньшими числами 1, 2,..., к-\. Поэтому

p^J} + к - 1. Числа р + к- \ и J) + к+ I имеют одинаковую четность. Следователь-

но, слагаемое ( - l ) ' " l + lalttf2(i ...am равно члену определителя (-[)''aua2i^... ani . От-

сюда следует, что сумма членов определителя матрицы А равна \А \.



Глава 8

Метод
наименьших квадратов

Очевидно, система линейных уравнений Ах =с не всегда имеет непустое множество
решений. В связи с этим (и не только) возникает вопрос о существовании такого век-
тора х , при котором левая часть А х минимально отличалась бы от правой части с .

I Определение )

Пусть даны матрица А размера т * п, вектор-столбец с е R" и вектор-столбец

х е R". Тогда вектор Ах-с называется ошибкой вектора х и обозначается

через г(х,А,с). Квадрат длины вектора Ах-с будет называться модулем

ошибки вектора х.

Теорема 8.1. Пусть дана матрица А размерности т х п с линейно независимыми

столбцами и вектор-столбец с е й ' " . Тогда найдется единственный вектор-столбец

i е й " , для которого модуль ошибки е (х , Л, с) минимален, причем

х =(AvAy\AYd).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что матрица А7А вырождена. Тогда в силу след-

ствия 5.3 однородная система линейных уравнений А1 А х= О1 имеет некоторое нену-

левое решение а, т. е. АТА а = 0 т . Домножив обе части этого равенства слева на а 1 ,

получим а1 А7Аа = 0. Теперь воспользуемся теоремой 3.1, замечанием 3.1 и зада-

чей Т3.5:

2
0 = 5 ' А1 А а = [а' • (А7А а У] = [ а' -а' А' А] = [а7 Ат -а7 А7 ]— (A3)

т. е. А а = 0 (см. задачу Т1 Л). А это возможно только в случае линейной зависимо-
сти столбцов матрицы А (следствие 5.3).

Итак, доказана невырожденность матрицы АХА. Но тогда для А1 А найдется обратная

матрица (А7А)~Х (следствие 6.2). Обозначим через х' вектор (АтА)~1(Атс). Осталось

доказать, что для любого вектора-столбца х е R", не равного х", верно

(Ах -с)7 < (Ах-с)



60 Часть I. Линейная алгебра и линейные экономические модели

Обозначим х~х' через у. Тогда, применяя теоремуЗ.1, получаем:

[(АуУ • (Ах' -В)7] = утАт(Ах' -с) = ^((А'А)*' - Атс) =

)-AJd) = yJ(ATc-ATe) = Q, т.е. {АуУ и

(Ах - с)т ортогональны. Из равенства Ау = Ах - Ах' вытекает, что

Ах-с - Ау +(Ах -с). Используя теорему 1.1 и ортогональность векторов (АуУ и

(Ах -сУ, получаем:

f+KAZ* -£У\2>\(Ах* -с)т\2.

Поскольку х Ф х , то |( Ay )Tj может равняться нулю только в случае линейной зави-
симости столбцов матрицы А. Так как столбцы этой матрицы независимы, то
|( Ау У \2 > 0. Отсюда следует последнее неравенство. Теорема доказана.

Задачи
для самостоятельного решения
В задачах П8.1 -П8.21 необходимо найти вектор х е R , имеющий минимальный

модуль ошибки е(х , А, с) среди других векторов пространства R2.

П8.1. Ат =

П8.2. Ат =

П8.3. Ат =

П8.4. Ат

П8.5. Ат =

П8.6. Ат =

1

2

1

2

1

з

1

2

1

5

0

3

0

2

- 2

0

1

-3

1

-1

-1

-1

1

3

1

2] '

о'
2

Г
1

г
1

1 - 1 1 - 1

2 3 2 - 3

1 0 - 1 0

2 1 3 - 2

c T =[l 0 2 4]

, c T =[l 0 3 0]

, ст=[2 1 -1 2]

, с т = [3 0 4 l]

], cT=[l -1 I -l]

т = [ 2 1 -1 3]
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П8.7. А1 =

П8.8. А7 =

П8.9. А7 =

1 2 -1

- 1 3 2

2 - 1 1 2

4 0 1 4

2 1 3 3

- 3 1 4 1

П8.1О. А7 =

П8.11. А7 =

П8.12. /1" =

П8.13. Л 1 =

П8.14. А7 =

П8.15. А1 =

П8.16.

П8.17. А7 =

П8.18.

П8.19. А7 =

П8.20. АЛ =

5 1 - 1 4

0 2 0 - 2

, c T = [ l 3 2]

, c T = [ l -2 3 - l ]

, C

T = [ 8 -1 3 4]

, c T - [ 0 1 -1 0]

"4 -1 2 1"

1 - 2 - 3 1
4 2 ~

-1 2 - 2 2

0 - 1 - 2 1

1 2 3 4

4 2 3 1

2 3 1 4

4 1 2 3

"-1 2 - 3 I

_-3 ~2 1 -1

2 -1 - 4 3

5 0 1 4

" 3 - 3 2 1

1 - 1 0 2

1 3 - 5 1

2 4 - 1 - 1

2 4 - 4 2"

1 6 6 1

3 0 1 3

- 1 1 - 1 1

, c' =[l 0 1 - l ]

, c1 =[-1 1 2 -2]

, c T =[2 1 1 2]

, c7 =[l - 2 - 3 i]

, c T =[0 5 -1 l]

, c T = [ 4 -1 2 l]

, c T =[2 2 2 - l ]

, cT = [4 6 0 4]

, cT = [2 3 3 2]
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П8.21. А

~1 3

2 2

3 1

, с =

2

-1

0

Ответы, указания, решения
П8.21. Матрица А элементарными преобразованиями столбцов приводится к сле-
дующему виду:

'1

2
(Г

- 4 =>

(\

2

0

-1

— ~!

>

J

=>

V

1

0

— 1

°1
- I

" 2

(вначале ко второму столбцу прибавляется первый, умноженный на -3; затем второй
столбец умножается на 1/4; затем к первому столбцу прибавляется второй, умножен-

ный на 2). Ясно, что в матрице столбцы линейно независимы

(см. задачу Т2.3). Поэтому после добавления новой строки (-1, -2) они таковыми и
останутся (см. задачу Т5.4). Следовательно, то же самое верно и для исходной мат-
рицы А (теорема 2.3). Поэтому искомый вектор х" можно найти на основании теоре-
мы 8.1:

D=A'A =
1 2 3

3 2 1

1 3

2 2

3 1

Атс =
1 2 3

3 2 I

14 10

10 14

Обратную для D матрицу найдем так же, как и в последнем примере гл. 7:

Отсюда искомый вектор х* равен:

D~\A'c)=

48 48

48

_7_ _J_ ^
48 48

"48 48 J

•f°)=

V

5
12
7



Глава 9

Собственные значения
неотрицательных матриц

Вначале дадим несколько важных определений.

С Определение )

Будем считать, что матрица или вектор положительны (неотрицательны), если
все их элементы положительные (неотрицательные). Запись Д > 0 или х>0
(А > 0 или х > 0) означает, что матрица А или вектор х положительны (неот-
рицательны).

С Определение^

Число а называется собственным значением квадратной матрицы А, если су-
ществует такой ненулевой вектор-столбец а , для которого:

Аа = аа (9.1)

Ненулевой вектор а называется собственным вектором матрицы А, соответст-
вующим собственному значению а (нулевой вектор не считается собственным).

С Определение j

Пусть к — некоторая переменная, \А - ХЕ\ — определитель квадратной матри-
цы А - кЕ. Уравнение \А - кЕ\ = 0 называется характеристическим уравнением
матрицы А.

Теорема 9.1. Число а является собственным значением квадратной матрицы А,
если и только если а — корень ее характеристического уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку аа= а.Еа , то условие (9.1) и {А - а £) а= 0 т эквива-

лентны. Число а является собственным значением матрицы А, если и только если

однородная система линейных уравнений (А ~аЕ)х= 0т имеет ненулевое решение.

Из следствий 5.3 и 7.1 последнее равносильно равенству нулю определителя матрицы

А - а£. Теорема доказана.
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Следствие 9.1. Множества собственных значений квадратных матриц А и AJ сов-
падают.

Доказательство см. в задаче Т9.1.

Следующую теорему Перропа-Фробениуса приведем без доказательства.

Теорема 9.2. Квадратная неотрицательная матрица Л имеет неотрицательное дей-
ствительное собственное значение ХА, и модуль любого собственного значения мат-
рицы А не превосходит ХА (ХА называется максимальным собственным значением
матрицы А). Среди собственных векторов, соответствующих ХА, имеется неотрица-
тельный вектор. Если А положительна, то ХА превосходит модули всех других собст-
венных значений матрицы А, и среди собственных векторов, соответствующих ХА,
имеется положительный вектор.

С л е д с т в и е 9.2. Если в квадратной неотрицательной матрице А сумма элементов
каждого столбца равна 1, то максимальное собственное значение ХА матрицы А
равно 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 9.2 матрица А имеет неотрицательное собствен-
ное значение ХА> которому соответствует неотрицательный собственный вектор а:
Аа=ХАа. Если обозначить через е вектор-строку, размерность которой равна по-
рядку А, а все координаты равны 1, то условие о суммах элементов столбцов матри-
цы А можно записать в виде равенства е А =ё . Умножив обе части этого равенства
справа на вектор-столбец а, получим

еАа = еа, е(Хла) = еа, (\-ХА)(ёа) = 0.

Поскольку хотя бы одна координата вектора а положительна, то число ёа положи-

тельное. Поэтому 1 - ХА = О, ХА = 1. Следствие доказано.

I Определение ~)

Неотрицательная квадратная матрица А порядка п называется продуктивной,

если для любого неотрицательного вектора-столбца у е R" существует неот-

рицательный вектор-столбец х е R" такой, что Ах + у = х .

Т е о р е м а 9 .3 . Неотрицательная квадратная матрица Л продуктивна, если и только
если ее максимальное собственное значение ХА меньше 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 9.2 и следствия 9.1 матрицы А и АТ имеют неот-
рицательное собственное значение ХА, причем модули других их собственных значе-
ний не превосходят ХА, и значению ХА соответствует такой неотрицательный вектор
а, чтоЛ та = ХАа.

Предположим вначале, что матрица А порядка п продуктивна. Тогда, в частности, для

произвольного положительного вектора-столбца у е R" найдется такой вектор-

столбец х > 0 из R", что Ах + у = х . (Из этого равенства следует, что х > 0 .) Умно-



Глава 9. Собственные значения неотрицательных матриц 65

ж и м о б е ч а с т и э т о г о р а в е н с т в а с к а л я р н о на в е к т о р a : [(Ах + у ) т ат] = [хт -ат], от-

куда п о т е о р е м е 1,1 [ ( Л х ) т • З т ] + [ у т Й т ] - [ х т а т ] . Н о ( с м . з а д а ч у Т З . 5 )

[(Ах)т - а т ] = [ х г А т - 5 т ] = [ х г - а т Л ] = [ З с т - ( А т а У ] = Х А [ х т - У ] .

Следовательно, [ут -ат] = [хт аг]-ХА[хт -ат]. Согласно выбору, у — положи-

тельный вектор, а — неотрицательный ненулевой вектор, поэтому [ут ат]>0. По

той же причине [хт • Й т ] > 0 . Следовательно, 1 - ХА>0.

Положим теперь обратное, что ХА< 1. Покажем, что для произвольного неот-

рицательного вектора-столбца у е R" найдется вектор-столбец г > 0 такой, что

Az +у = z . Для этого рассмотрим матрицу В = , , где 0 £ R" . Тогда
О 1

\В -X Е\ =
A-IE у

О \-Х
= (\-Х)\А-ХЕ\.

Отсюда по теореме 9.1 множество собственных значений матрицы В состоит из 1 и мно-

жества собственных значений матрицы А. Но по условию ХА< 1, поэтому \= I — мак-

симальное собственное значение матрицы В. Этому значению в силу теоремы 9.2 соот-

ветствует неотрицательный собственный вектор bT =(bx,b2,•••,bn+i) и Bb = b .

Обозначим через х' вектор (6,, Ь2,..., Ьп). Тогда ВЬ =

откуда Ах + ybn +, = х . Если Ь„. \ ~0, то Ах = х и, следовательно, Х= \ — собственное

значение матрицы А, что противоречит предположению ХА<\. Поэтому Ь„,^0, и

Ах + у = х . Последнее означает, что вектор х — искомый. Теорема дока-

зана.

С л е д с т в и е 9.3. Неотрицательная квадратная матрица А порядка п продуктивна,
если и только если для матрицы Е-А существует обратная неотрицательная
матрица.

Доказательство. Предположим вначале, что для Е-А существует обратная неот-
рицательная матрица (Е~А)~Х. Для произвольного неотрицательного вектора

у е R" обозначим (Е-А)~ху через х. Тогда ( £ - А)х =(Е-А)(Е- А)'1 у = у или

Ех~Ах = у, х~Ах+у, причем из неотрицательности (Е-А)~1 следует, что х>0.

Таким образом матрица А продуктивная по определению.

Предположим теперь, что А — продуктивная матрица, но для матрицы Е - А не суще-
ствует обратной. По следствию 6.2 это равносильно тому, что матрица Е- А вырож-
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дена. А это в свою очередь равносильно наличию ненулевого решения а однородной

системы ( £ - А)а = 0 т , т. е. а = Аа . В этом случае Х= 1 — собственное значение

матрицы А, однако по теореме 9.3 ее собственные значения меньше 1. Осталось
предположить, что А— продуктивная матрица, но для матрицы Е-А существует
обратная матрица, среди элементов которой встречаются отрицательные. Пусть а,к-—
один из них, а у — вектор-столбец из R", к-я координата которого равна I, а осталь-
ные координаты равны нулю. Тогда ввиду продуктивности А существует неотрица-
тельный вектор-столбец х такой, что Ах + у = х . Отсюда у = (Е - А)х ,

(Е~А)~ у = {Е-Ау (Е-А)х = х. Но /-я координата в (Е-А)~ у равна а,ь что

противоречит неравенству х > 0 . Следствие доказано.

Задачи
для самостоятельного решения
Т9.1. Доказать следствие 9.1.

Т9.2. Доказать, что если а — собственный вектор некоторой матрицы, то и вектор
ка, где к— любое, не равное нулю число, также является собственным вектором,
соответствующим тому же собственному значению, что и а.

Т9.3. Доказать, что система векторов, состоящая из собственных векторов, соответ-
ствующих попарно различным собственным значениям некоторой матрицы А, явля-
ется линейно независимой.

Т9.4. Известно следующее свойство определителя: для любых двух квадратных мат-
риц С, В одного порядка \СВ\ = |С]|В|. Пользуясь этим свойством, доказать, что соб-
ственные значения обратной матрицы АА равны обратным величинам для собствен-
ных значений матрицы Л.

Т9.5. Доказать: нуль является собственным значением квадратной матрицы А, если и
только если А вырождена.

Т9.6, Пусть А — положительная квадратная матрица. Тогда любой ее неотрицатель-
ный собственный вектор является положительным и соответствует максимальному
собственному значению ХА матрицы А.

Т9.7. Пусть А — положительная квадратная матрица. Тогда любые два ее положи-

тельных собственных вектора а и Ь линейно зависимы, т. е. a=ab для некоторого

положительного числа а.

В задачах П9.1—П9.21 для данной матрицы А найти все ее собственные значения и
собственные векторы, им соответствующие.

О (Л (А 2 1Л

3 0 . П9.2.Л- 0 4 2. П9.3. А-П9.1.Л=

1 0 3 0

Г
0

0

0

4̂
2

и



Глава 9. Собственные значения неотрицательных матриц 67

П9.4.Л =

'1

3

1°
0

2

3

(Г
0

П9.7. А =

'4

0

1°
5

4

0

7̂

6

П9.10./1

П9.13. А-

П9.16. Л =

(\ о о о
O I O O
0 0 10

' 2 5 6 7'

0 2 1 0

0 0 1 0

V O 0 0 1 у

0 1 0 0

1 0 2 0

0 2 0 2

П9А9.А =

Г2 1 О ОЛ

0 2 1 0

0 0 2 1

0 0 0 2

П9.8.Л =

1 5 6 7

0 3 1 1

0 0 2 0

0 0 0 2

1 8 7

О 4 1

0 0 4

(\

П9.11.

4 2

0 2 2 1

0 0 3 3

O О О 4

П9.14.
5 2 0 0

4 6 3 0

1 0 7 3

П9.17. А--

2 1 О

О 2 1

0 0 2

П9.6. А-

П9.9. /< =

П9.12. Л =

l 0 0 0

5 3 0 0

6 2 2 0

7 8 1 2

\ 0 0 1Л

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1J

(\ о о о л

12 0 0
1 2 3 0

4 2 3 4

П9.15. Л

1 0 6 7

0 1 1 0

0 0 2 5

0 0 0 2

П9.18. А =

2 О 1

0 2 0

0 0 2

П9.20.Л-

3 3 3 1

0 3 3 3

0 0 3 3

0 0 0 3

П9.21.Л

1 4 8 9 О

0 3 5 6 7

0 0 2 1 3

0 0 0 2 1

О О О О 2

Ответы, указания, решения
Т9.1. Указание: воспользоваться равенством \А\ ~ \AJ.

Т9.2. Утверждение непосредственно проверяется по определению.

Т9.3. Докажем индукцией относительно числа векторов в системе. Для одного векто-
ра утверждение следует из задачи Т2.1. Предположим, что утверждение верно для
систем с к- 1 векторами. Пусть Х|, Хг, ••., ?ч— попарно различные собственные зна-
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чения матрицы А, я,, а2, ..., 5, — собственные векторы, им соответствующие. Если

система векторов ах, а2, •.., 3t линейно зависима, то нулевой вектор представим в

виде ненулевой комбинации этих векторов: 0 т = О^Й, +... + akak. Умножим обе час-

ти этого равенства слева на матрицу А - Х\Е:

(А -X\E)QJ~ а](Аа[-Х\ а,) + а2(Аа2-Х\ а,)+ ... + ак(А ak~"k\Qk)

или

0 т = а,(Л, 5,- A.I Й, ) + а2(Х2я2-Х ] а2)+...+ ak(Xkak-X\ ak),

Так как по индуктивному предположению система векторов а2, я , , ..., ак линейно

независима, то из последнего равенства следует, что все коэффициенты а2(Х2-Х]),

аз(Хз-Х]), ..., ак(Хк-Х[) равны нулю. Но тогда а 2 ^ . . . = а^=0, ибо все числа Х2-Хи

Х3-Х],..., Хк~Х] отличны от нуля. Следовательно, О т - а , й | , т.е. а, - 0. Получено

противоречие, поскольку рассмотренная комбинация векторов ненулевая.

Т9.4. Поскольку предполагается, что обратная матрица существует, то матрица А не
имеет нулевого собственного значения (см. задачу Т9.5 и следствие 6.2). Предполо-
жим, что а — собственное значение матрицы А. Это равносильно равенству
\А~аЕ\ = 0 (теорема 9.1). Разделив каждую строку матрицы А-аЕ на а получим

равенство \—А - Е| = 0. Теперь умножим обе части этого равенства на \A~\\
а

и - ' | | ± л _ я = о -А-*А-А"хЕ\ = 0 —£-^ - ' 1 = 0 \А~1~-Е =0
а а а а

И, опять таки, по теореме 9.1 последнее равенство равносильно тому, что соб-
ос

ственное значение матрицы А'1. Утверждение доказано.

Т9.5. Указание: воспользоваться следствием 5.3.

Т9.6. Согласно теореме 9.2 и следствию 9.1, существует положительный вектор

а, такой что Ата= ХАа. Пусть теперь b — произвольный неотрицательный соб-

ственный вектор матрицы А, т. е. Ab = ab для некоторого собственного значения

а, Если /-я координата в b равна нулю, то произведение i-Pt строки Aj матрицы А

на b было бы равно нулю, что невозможно ввиду А, > 0, b > 0 и b Ф 0 Т . Поэтому

b — положительный собственный вектор. Применяя теорему 1.1 и утверждение
задачи Т3.5, с одной стороны, имеем:
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С другой стороны: [ar •(Ab)T] = [3J - ( а й ) т ] = а [ а т -Ет ], откуда (а-ХА)[ат Ьт] = 0.

Но [а7 • 6 т ] > О ввиду того, что а > 0, b > 0. Поэтому а =ХА, что и требовалось дока-

зать.

Т9.7. Векторы а и Ь соответствуют максимальному собственному значению ХА мат-

рицы А (см. задачу Т9.6), т.е. Аа = ХАа, АЬ = ХАЬ . Обозначим через а положитель-

ное число, равное наименьшему из чисел — , где а» о , — /-е координаты векторов а

и b соответственно. Тогда a-ab > 0 , причем хотя бы одна координата вектора а-

ab равна нулю (согласно выбору а). Но

А(а-аЬ)=Аа-аАЬ~ ХА(a-ab),

что означает, что a-ab — собственный, не являющийся положительным, неотри-

цательный вектор матрицы А, что будет противоречить утверждению задачи Т9.6,

если только a-ab ненулевой. Поэтому а - а b = 0 T , что и требовалось доказать.

П9.21. Для определения собственных значений матрицы А составим характеристиче-

ское уравнение \А ~Х £|~0:

1-?, 4 8 9 0

0 3-Х 5 6 7

0 0 2 - Х \ 3 = 0 .

0 0 0 2-Х 1

0 0 0 0 2-Х

Так как определитель треугольной матрицы равен произведению элементов на глав-

ной диагонали, то данное уравнение равносильно уравнению (1 - Х)(3 -Х)(2 - X)2 - 0,

откуда получаем три собственных значения Х.,= 1, Х2=3, Х^ = 2. Для определения

собственных векторов, им соответствующих, необходимо решить три однородные

системы линейных уравнений (А - Х,Е)х = 0т, / = 1, 2, 3. Применим алгоритм метода

Гаусса для решения первой из них:

0

0

0

0

0

4

2

0

0

0

8

5

1

0

0

9

6

1

1

0

0

7

3

1

1

°1
0

0

0

0

f
0

0

0

0

2

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

Х2 ~ хз ~ х* = xs= ®> х<— любое число. Итак, все собственные векторы, соответст-

вующие Х|=1, имеют вид ( а , 0, 0, 0, О)1, где а — любое число. Аналогично устанавли-
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вается, что все собственные векторы, соответствующие Х2=3,

(О, а, 0, 0, 0)т, где а — любое число. Решим последнюю систему:
имеют вид

-1

0

0

0

0

4

1

0

0

0

s
5

0

0

0

9

6

-1

0

0

0

7

1

— 1

0

о
0

0

0

—s

( _ ]

0

0

0

0

1

0

0

-12

5
0

0

0

0

-1

0

0

0

0

— 1

4

0

0

0

]

— у
0

0

0

0

1

0

0

12

5

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

о
0

0

0
/

u x5 — базисные переменные, х3 — свободная переменная:

= 0-12.r, ~-\2x3

c4 = 0 - 0x3 = 0

cs = 0 - Ox, = 0

Поэтому собственные векторы, соответствующие
(-12а, -5а, а, 0, 0)т, а — любое число.

имеют следующий вид:



Глава 10

fin d c

Балансовые модели
многоотраслевой экономики

Пусть имеется п различных отраслей, каждая из которых производит свой продукт.
Введем следующие обозначения; х, — общий объем произведенной продукции i-й
отраслью (валовый выпуск продукции); х,ь —- объем продукции, произведенной 1-й
отраслью и потребленный &-й отраслью в процессе производства; у,— объем про-
дукции /-Й отрасли, предназначенный к потреблению в непроизводственной сфере
(конечный продукт, включающий накопления, личное и общественное потребле-
ние, экспорт и т.д.); zk — прибавочная стоимость к-\\ отрасли (часть дохода, идуще-
го на зарплату, амортизацию, инвестиции и т.д.); р,— цена единицы продукции /-й
отрасли. В этих обозначениях данные о межотраслевом балансе удобно предста-
вить в виде таблицы 10.1, где каждая отрасль фигурирует как проичводящая и как
потребляющая.

Таблица 10.1

1

2

л

Прибавочная
стоимость

Доход

1

Pi

Р2

Рп

Jfii

х2,

21

Р1 х,

2

Pi

Р2

Рп

*12

Х 2 2

*п2

7-2

Р2 Х2

П

Pi

Р2

Рг.

х2и

" Ц П

Zn

Рг хп

Конечный
продукт

Pi

Р2

Рп

У^

Уг

Уп

Валовый
продукт

Pi

Рг

Рп

X:

*п

Валовая продукция любой отрасли равна сумме конечной продукции данной отрасли
и объемов ее продукции, потребляемой другими отраслями, что может быть отраже-
но в следующих балансовых соотношениях:

+ xin)+y,J= 1.2, ..-,«. (10.1)
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Общий доход А-Й отрасли, равный до* > состоит из суммы, идущей на закупку про-
дукции у других отраслей, равной p\X]k+ p2x2k+ ... + р„х„к, и прибавочной стоимости
zk. Это отражено в следующих балансовых соотношениях:

РкХк= (Р\*\к+ Р2Х2к+ - + P > * n k ) + z k , k = 1 , 2 , . . . , « (10.2)

Умножим обе части /-го равенства в (10.1) на р„ i = 1, 2, ..., п, а затем сложим все эти
равенства почленно:

Сложим почленно равенства в (10.2):

(Ю.4)

Приравняв правые части в (10.3) и (10.4), получим равенство:

означающее единство материального и стоимостного состава дохода.

Известно, что примерное постоянство используемых в производстве технологий обу-
словливает относительное постоянство в течение ряда лет величин alk = xl/c/xknt кото-
рые называются коэффициентами прямых затрат. Очевидно, aik равен количеству
единиц продукции /-й отрасли, потребляемой А-й отраслью для производства едини-
цы продукции этой А-й отрасли. При этом в случае справедливости неравенства
^ii+ a2k+ ...+ а„1с< 1 k-я отрасль оказывается рентабельной, так как суммарный вклад
«i*+ я2*+ • + ап* в с е х 0 Т Р а с л е и в выпуск единицы продукции А-й отрасли оказывается
меньше этой единицы продукции.

Перепишем соотношения (10.1)-(10.2) через коэффициенты прямых затрат:

х,= (а1]х1 + аах2+ -+ а„^„) + уи (=1,2, ...,«,

Pk={p[dn + p2a2k+ ... + pnallk) + vk, A=l, 2, ..., л,

где величина vk=zk/xk, равная прибавочной стоимости А-й отрасли на единицу про-
изведенной этой отраслью продукции, называется нормой прибавочной стоимости.
В векторно-матричном виде эти же балансовые соотношения выглядят так:

х = Ах + у, р = A'p + v , (10.5)

где

V
Х2

V п)

, У =

(У\

Уг

Уп

> Р =

'Р\

Рг

Рп

, V =

']v2

V,,

аи ап ... аХп

а2\ а 2 2 - <*2П

... апп J

Если матрица А продуктивна (и, следовательно, продуктивна матрица AJ по следст-
вию 9.1 и теореме 9.3), то балансовые уравнения (10.5) позволяют решать следующие
задачи планирования производства.
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Первая задача: для предстоящего планового периода задается вектор у конечной

продукции и требуется определить вектор х валового выпуска продукции. Ввиду

(10.5) у = {Е-А)х, откуда х = (Е-А)~1у1 так как матрица (Е- А)'1 существует по

следствию 9.3.

Вторая задача: для предстоящего планового периода задается вектор v норм приба-
вочной стоимости и требуется спрогнозировать цены на продукцию каждой отрасли.
Ввиду (10.5) v = (Е- Ат)р, т. е. р = (Е- A'y]v , так как обратная матрица существу-
ет ввиду следствия 9.3.

(_ Определение )

Если А - продуктивная матрица, то запасом ее продуктивности называется та-
кое число s> 1, при котором матрица гА продуктивна при каждом г, 1 < г < s,
а матрица sA не является продуктивной.

Теорема 10.1. Пусть дано некоторое число г> 1 и продуктивная матрица А. Тогда
матрица В = гА продуктивна, если и только если г < 1 / ХА, где \А — максимальное
собственное значение матрицы А.

Доказательство теоремы дано в задаче Т10.1.

Компьютерный раздел
Встроенная функция eigenvals{A) определяет вектор собственных значений квад-
ратной матрицы А Встроенная функция eigenveciA, z) определяет собственный
вектор единичной длины, соответствующий собственному значению z квадратной
матрицы А Встроенная функция identity(n) создает единичную матрицу порядка п.
Встроенные функции max{v) и m±n{v) определяют соответственно максимальную и
минимальную координату вектора v. Встроенная функция if{L, А, в) зависит от
трех выражений L, А И Б, причем ь логическое (булево) выражение. Результатом вы-
полнения этой функции будет А ИЛИ В, В зависимости от того, какое значение — истин-
ное или ложное — примет соответственно логическое выражение L.

КалЬкул

sin cos

1 |x|

0 x 2

Э /

x -г.

:= .

tan

Г
xY

•

1

0

I n

r

ГС

4

2

_

log

e*

7

5

3

=

n!

"x"

8

6

+

Рис. 10.1. Подпанель Калькулятор
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Щелчок по кнопке [И] подпанели Калькулятор (Calculator), изображенной на

рис. 10.1, (или клавиша <|>) вызывает шаблон |ij для вычисления модулей коорди-

нат вектора, имя которого вводится на месте метки. Операция обращения матриц

подпанели Матрица (Matrix): если после ввода имени Мпроизводится кнопкой X
X , на рабочем листе появится выражение М .матрицы щелкнуть по кнопке

Операция векторизации позволяет поэлементно оперировать векторами и матрицами

одинакового размера. Эта операция производится с помощью клавиши iJfV_ подпане-

ли Матрица (Matrix). Пусть, к примеру, даны векторы a = (2, 4,6), b=(2, 8, 3),

с = (3, 4, 5) и требуется определить вектор d , /-я координата d, которого будет равна

—'~-с:, где а,, Ь„ с,— соответственно /-е координаты векторов а,Ь,с . Для этого в

нужном месте раоочего листа введите выражение d:=~-c и синим курсором ввода

выделите выражение, стоящее справа от знака присваивания:

ка по кнопке произойдет векторизация:
Ь .

. После щелч-

, в результате которой оудет

получен искомый вектор d —(3,2,10). Этот вектор можно получить на рабочем лис-

те, введя идентификатор d и знак равенства, справа от которого появится искомый

вектор-столбец: d =

Следует также отметить, что для многих встроенных функций операцию векториза-
ции можно не указывать, поскольку эти функции применяются к элементам векторов,

являющихся их аргументами. Например, sin(d) =

. 1 4

• . 9 1

) . 5 4

где 0.14=sin(3),

0.91=sin(2), -0.54=sin(10). Однако это свойство не распространяется на матрицы. На-

' 1 2 '
пример, если d =

1
, то функция sin {d) не будет определена.

Задачи
для самостоятельного решения
В задачах К10.1 -К10.10 даны: матрица А коэффициентов прямых затрат по отрас-

лям промышленности, вектор у конечной продукции, вектор v норм прибавочной

стоимости, вектор Ду возможного процентного изменения конечной продукции,
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вектор Ду возможного процентного изменения норм прибавочной стоимости. Необ-
ходимо проверить продуктивность модели и определить ее запас продуктивности,
выявить нерентабельные отрасли, определить валовый выпуск по отраслям, спрогно-
зировать цены на продукцию каждой отрасли и определить возможные процентные
изменения валового выпуска и цен.

0.15 0.12 0.48 0.46 0.16

0.1 0.03 0.7 0.3 0.07

0.1 0.05 0.2 0.2 0.1

0.1 0.05 0.2 0.1 0.05

0.7 0.15 0.3 0.2 0.03

У =(10,30,5,15,50)

vT =(4,10,4,5.12)

Дрт =(10,0,5.-30,0)

Avr =(12,-13,12.5,14,-22).

0.45 0.1 0.8 0.6 0.22

0.2 0.3 0.07 0.2 0.01

0.4 0.02 0.12 0.3 0.1

0.3 0.2 0.32 0.1 0.05

0.6 0.25 0.43 0.1 0.13

ут =(12,20,11,23,30)

vT =(2,21,14,6,32)

Дут =(10,0,5,-30,0)

AvT =(32,23,3,11,12).

К1О.З./4 =

0.3 0.1 0.8 0.6 0.1

0.1 0.05 0.4 0.1 0.27

0.12 0.05 0.12 0.44 0.1

0.03 0.05 0.32 0.01 0.01

0.01 0.01 0.37 0.2 0.03

ут =(-11,44,12,-21,70)

vT -(-5,30,8,12,32)

Дут -(5,-13,0,55,0)

Дгт =(31,23,-41,16,8).

'0.53 0.3 0.08 0.06 0.21

0.51 0.5 0.04 0.41 0.7

К10.4.Л= 0.2 0.05 0.2 0.4 0.01

0.3 0.5 0.2 0.1 0.1

v0.l 0.1 0.7 0.12 0.3

ут =(31,-14,2,25,-7)

vT =(5,-13,-3,32,12)

др т =(-15,13,0,-25,4)

Дут =(0,3,1,-26,-8).

'0.7 0.01 0.08 0.16 0.01Л

0.15 0.5 0.04 0.31 0.7

К10.5. А= 0.22 0.15 0.02 0.4 0.01

0.13 0.25 0.12 0.1 0.14

v0.01 0.02 0.23 0.02 0.13

ут -(1,4,2,1,-17)

vT =(5,-13,5,-2,2)

Дут =(-15,3,10,0,12)

Дут =(-1,-13,-21,6,28).
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'0.13 0.11 0.02 0.16 0.21л

0.21 0.15 0.04 0.12 0.07

0.2 0.05 0.2 0.44 0.13

0.3 0.25 0.02 0.01 0.01

0.01 0.1 0.07 0.2 0.3

К10.7.Л

0.3 0.01 0.2 0.6 0.1

0.1 0.05 0.04 0.02 0.03

0.32 0.5 0.02 0.24 0.3

0.13 0.15 0.12 0.1 0.21

0.21 0.01 0.34 0.22 0.23

0.2 0.11 0.8 0.06 0.21

0.01 0.25 0.4 0.11 0.7

0.02 0.5 0.2 0.04 0.21

0.3 0.05 0.02 0.01 0.31

0.1 0.21 0.07 0.02 0.3

К10.10.Л=

'0.01 0.01 0.12 0.06 0.01л

0.1 0.05 0.42 0.02 0.71

0.32 0.25 0.22 0.4 0.13

0.12 0.05 0.21 0.1 0.05

0.1 0.1 0.7 0.2 0.09

'0.03 0.21 0.22 0.6 0.0 П

0.2 0.5 0.44 0.02 0.7

0.02 0.15 0.12 0.14 0.03

0.23 0.15 0.2 0.21 0.21

0.21 0.31 0.7 0.12 0.23

ут =(-21,24,-2,11,30)

vT =(25,-20,-8,2,-22)

Дрт =(-15,23,10,15,0)

AvT =(0,-3,21,-16,-8).

ут =(31,-14,22,-31,10)

vT =(15,20,18,-12,32)

Ay7 =(-5,-13,30,-15,10)

Ду1 =(10,0,-11,6,13).

ут =(-13,14,22,-24,-13)

vT =(-15,0,8,22,-32)

Дрт =(5,-3,0,10,-20)

AvT =(-11,23,-10,6,8).

ут =(1,-34,12,-21,10)

vT =(15,20,8,-13,12)

ДРТ =(35,33,40,25,0)

AvT =(10,0,0,6,12).

ут =(23,-14,12,1,-23)

vT =(-25,10,14,-12,32)

дрт =(0,13,-10,25,-10)

Дут =(20,21,-16,6,25).

Ответы, указания, решения
Т10.1. По теореме 9.1 множество собственных значений матрицы В совпадает со
множеством корней ее характеристического уравнения

В-Щ = 0. (10.6)

Разделив каждую строку матрицы В - ХЕ на г, получим уравнение

\А-хЕ\ = 0, (10.7)
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гдех = X/г. По теореме 9.1 множество собственных значений матрицы А совпадаете
множеством корней уравнения (10.7). Но максимальный корень этого уравнения
х = Х.,4, а корни уравнения (10.6) в г раз больше соответствующих корней уравнения
(10.7) (так как X, = гх). Отсюда Хя = ГХА, где Х# — максимальное собственное значение
матрицы В. Согласно теореме 9.3, В продуктивна, если и только если \н< 1, т.е.

г < — . Теорема доказана.

Общий алгоритм решения задач К10.1 — К10.10
с помощью Mathcad
Ввести матрицу А коэффициентов прямых затрат, вектор у конечной продукции, век-
тор v норм прибавочной стоимости, а также векторы возможного процентного изме-
нения конечной продукции AY и норм прибавочной стоимости ду . На основе тео-
ремы 9.3 установить продуктивность матрицы А:

ORIGIN:=1

u:-eigenvals {A) a>:=| u | pr: =if (max (го) < 1, "yes", "no") .

В случае утвердительного ответа на основе теоремы 10.1 определить ее запас про-
дуктивности s: s:=l / max(w). Найдя суммы элементов всех столбцов матрицы А,
определить рентабельные и нерентабельные отрасли:

t: =cols (A) m: =1; t rm: = £ A^'^ rera: =i f (rra> 1, "no", "yes")

Определить вектор валового выпуска продукции X и спрогнозировать цены на про-
дукцию каждой отрасли (вектор Р)\

D : = { i d e n t i t y ( t ) - A ) ' l X : = D - Y С: = ( i d e n t i t y ( t ) ~ A T ) ' l P:=C-V.

Найти возможные процентные изменения валового выпуска и цен:

ДХ:=О'ДГ AP:=C-AV .

К10.1. Ответы: валовый выпуск равен (165, 149, 85, 75, 236); прогнозируемые цены
равны (67, 35, 114,86,42).

К10.2. Ответы: матрица не продуктивна.

К10.3. Ответы: запас продуктивности равен 1.0065.



Глава 11 ш

find
Модели
международной торговли

Основу линейной модели международной торговли составляет структурная матрица
торговли А, порядок п которой равен числу стран-участниц, а на позиции (/, к) нахо-
дится элемент aik, равный части торгового бюджета к-й страны, идущего на импорт
товаров из /-й страны. Предполагается также, что каждая страна расходует весь свой
торговый бюджет на закупку товаров внутри страны и на импорт из других стран,
причем А > 0. Очевидно, сумма элементов каждого столбца матрицы А равна I, а вы-
ручка i-vt страны от торговли составит апх\ + аахг + ... + ailtx,,, где х* — торговый бюд-
жет k-Pi страны.

С Определение )

Сбалансированность торговли (или бездефицитность торгового бюджета) озна-
чает выполнимость п неравенств:

апх\ + а,2х2+ •••+ аПУх„>,х„ / = 1 , 2 п (11.1)

Л е м м а 1 1 . 1 . Система неравенств ( I ! .1) равносильна системе равенств:

а,!Х,+ a i 2 x 2 + ...+ aijc,, = x,, i = 1 , 2 , . . . , / ?

Доказательство. Предположим, что хотя бы одно из неравенств в (11.1) строгое.
Тогда, сложив их всех почленно, получим:

п (112)
) Z

Но ^(^ja,kxk) = S£J(^alkxk) = ^xk{^atk) = ^xk Л=^хк , что противо-
'=1 к=\ к=\ i=\ * = | ;=1 к=\ к*Л

речит (11.2). Лемма доказана.

Теорема 11.1. Всегда существует положительный вектор х1 =(х^х2,...,х„) тор-
говых бюджетов п стран-участниц, обеспечивающий сбалансированность торговли.
При этом любой другой такой вектор может быть получен из х умножением на не-
которое положительное число.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сбалансированность торговли означает существование такого

положительного вектора х т = ( х ] , х э , ..., xlt), при котором Лх = i (лемма 11.1).

Но по следствию 9.2 и теореме 9.2 матрица А имеет максимальное собственное
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значение \j, равное 1, и ему соответствует некоторый положительный собствен-
ный вектор х, причем любой другой положительный собственный вектор матри-
цы А имеет вид ах, где а— произвольное положительное число (см. зада-
чу Т9.7). Теорема доказана.

Теорема 11.1 означает возможность задать такие соотношения торговых бюдже-
тов стран-участниц, при которых будет обеспечена сбалансированность торговли.

Задачи
для самостоятельного решения
В задачах К11.1 — К11.10 дана структурная матрица торговли А. Необходимо про-
верить, расходует ли каждая страна весь свой торговый бюджет на закупку това-
ров внутри страны и на импорт из других стран-участниц, и в случае утверди-
тельного ответа определить соотношения между торговыми бюджетами стран-
участниц, обеспечивающие сбалансированность торговой модели.

'0.09 0.059 0.182 0.222 0.086 0.056Л

0.407 0.174 0.075 0.333 0.207 0.236

0.169 0.3 0.273 0.167 0.154 0.111

0.303 0.05 0.227 0.16 0.343 0.375

0.03 0.05 0.14 0.007 0.2 0.111

0.001 0.367 0.103 0.111 0.01 0.111

KU.I.A

• J

КП.2.А

(0.25

0.125

0.125

0.125

0.25

0.125

0.3 0.0125 0.125

0.1 0.0425 0.025

0.1

0.1

КП.З.Л

К\\Л. А

V

0.25

0.25

0.25

v0.25

'0.35

0.25

0.125

0.125

v0.15

0.8

0.025

0.2 0.05

0.2 0.07

0.03

0.7

0.07

0.05

0.1

0.2

0.025

0.025

0.6

0.05

0.1

0.1

0.01

0.08

0.01

0.7

0.1

0.4

0.4

0.2

0.2

0.2

0.1

0.3

O.I 0.4 0.2

0.4 0.125 0.25 0.15

0.15 0.425 0.025 0.25

0.15 0.4 0.035 0.1

0.1 0.025 0.45 0.25

0.2 0.025 0.24 0.25
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К11.5. А =

'0.15 0,3 0.01 0.125 0.2

0.15 0.2 0.04 0.225 0.3

0.15 0.1 0.65 0.35 0.025

0.15 0.2 0.25 0.2 0.225

0.4 0.2 0.05 0.1 0.25

КП.6.Л =

0.25

0.35

0.125

0.275

0.45

0.125

0.175

0.25

0.25

0.425

0.125

0.125

0.075

0.15

0.15

0.15

0.15

0.25

0.15

0.3 0.05 0.325

0.3 0.35 0.025

0.3 0.5 0.35

0.2 0.1 0.3

0.4 0.05 0.15

0.1 0.45 0.05

0.1 0.25 0.65

0.4 0.25 0.15 у

0.2 0025 0.325

0.2 0.025 0.025

0.2 0.9 0.35

0.2 0.025 0.15

0.2 0025 0.15

0.3

0.2

0.05

0.25

0.2

0.2 0.25 0.125 0.3 0.15 '

0.2 0.45 0.475 0.2 0.15

0.1 0.1 0.05 0.025 0.25

0.1 0.025 0.15 0.025 0.25

0.2 0.075 0.05 0.35 0.1

0.2 0.1 0.15 0.1 0.1

КИЛО. А =

0.45 0.1 0,015 0.325 0.15

0.1 0.1 0.035 0.025 0.25

0.15 0.1 0.85 0.35 0.05

0,15 0.1 0.05 0.25 0.25

0.15 0.6 0.05 0.05 0.3
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Ответы, указания, решения

Общий алгоритм решения задач К11.1—К11.10
с помощью Mathcad
Ввести структурную матрицу А Проверить равенство единицы расходной части тор-

гового бюджета каждой страны: O R I G I N : = l t : =rows (Г) i : = 1 ; t E2: = У^Т<>> £T=

В случае утвердительного ответа, вычислить собственный вектор матрицы А, соответ-
ствующий максимальному собственному значению, равному 1 (см. теорему 11.1), и
после этого нормализовать его к более удобному виду:

c:=eigenvec{А,1) minbud:=га!л(с) с:^c/minbud

К11.1. Ответы: торговые бюджеты должны находиться в соотношении 1.606 : 2.923 ;
2.704 : 2.729 : 1 : 1.874.
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Глава 12

Прямые и плоскости
в n-мерном точечном пространстве

я-мерной точкой называется упорядоченный набор М = (т\, т2, -••, т,) и действи-
тельных чисел т,, ...,т„, обозначаемых координатами точки М. Множество всех п-
мерных точек называется «-мерным точечным пространством Af", если любым двум

точкам А= (аи •••, а„) и В = (Ь\, ..., b,i) из Af" ставится в соответствие вектор

АВ = (Л, - а ь ..., Ь„ - а„) из Д" (с началом в точке Л и с концом в точке В). Символи-

чески эту связь будем изображать так: В=А +• АВ. Расстоянием между А и В называ-

ется длина вектора \АВ\ =^(а{ -Ь\)2 + ... + (а„ -Ьп)
2 ,

Прямой в пространстве Af, проходящей через точку А= (я[,..., а„) параллельно нену-
левому вектору р= (/?/, ...,/?„), называется множество всех точек Х= (х\, ...,х„) вида

X~A+ip, где t—~ любое число. Вектор /3 называется направляющим вектором

прямой.

Покоординатно это можно записать так: х\ = ci\ + tp\, ..., х„ = а„ + tpn или

х, - at х, - а7 х„ - а„ „
— L = —г- L = ... = — - . Последняя запись чисто символическая, ибо некото-

Р\ Pi Р*
и xt-a. х,-а

рые из координат вектора р могут равняться нулю. Например, — = — озна-
0 3

чает, что 3(xL - а{) = 0(х2 - а2).

Л-мерной плоскостью в пространстве Af\ проходящей через точку А = (аъ ..., ап) па-

раллельно к линейно независимым векторам f>i,p1,...,pkwiR", называется множест-

во всех точек X вида Х=А + tt p^ +t2p2 +... + t{pL, где t\, t2, •••, ^ — произвольные чис-

ла. Очевидно, что прямая— это одномерная плоскость. (п- 1)-мерные

плоскости называются гиперплоскостями в Af.

Теорема 12.1. Множество точек Х= (л ь ...,х„) пространства Af является гиперп-
лоскостью, если и только если координаты каждой точки этого множества удовле-
творяют некоторому линейному уравнению вида:

fli*i + а2хг+ . . .+ а„хп+ b = Q, (12.1)

где йь а2, ..., а„, Ь— константы и не все аи аъ ..., а„ равны нулю.
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Доказательство. Рассмотрим произвольную гиперплоскость

X^M + i,^ +!2р2 + - + ',н Рпл-

где М - ()нь ш2, ..., т„). р{,р , рп , — с и с т е м а линейно независимых векторов из

R". Тогда, обозначив рп = MX , получим Д. ^ ц /). + / 2 / Ь + ••• +1,>-\Рн-\ • Это равенст-

во означает, в частности, линейную зависимость системы векторов р{, р2,...,р„ .

Обозначим через В квадратную матрицу, i-я строка которой совпадает с р,. Так как

В вырожденная матрица, то по следствию 7.1 \В\ = 0. Разложим этот определитель по
последней строке (х, - ni\, х2 - пъ. •••- х„ - ш „ ) :

(л-, - ш,)/*„, + (х2 - т2)8„2 +---+ (х„ - т„)В,т = 0, (12.2)

где б„|, .... В„„ — алгебраические дополнения соответственно элементов х,-
ть .... хп- т„. Если В„\= В„2 = .. .= В„„= 0. то из (12.2) следует, что \В\ = 0 независимо

от того, какая в матрице В «-я строка. Но, если в В эту строку заменить вектором 5 ,
при котором система векторов /3|, р2,---, pn.\, z линейно независима (такой вектор
существует— см. следствие 5.2 и задачу Т5.7), то определитель новой матрицы бу-
дет уже отличен от нуля в силу следствия 7.1. Поэтому не все В„\, В„2, ••-•, В,„, равны
нулю. Итак, обозначив

u, = B,,,J = I, ...,/7, Л=-(Ш|В„ | + ...+ /н,ДН(),

из (12.2) получим равенство (12.1).

Теперь докажем, что множество всех точек, координаты которых удовлетворяют

(12,1), является гиперплоскостью. Обозначим a = (a}, ..., а„). В силу следствия 5.2 и

утверждения задачи Т5.7 вектор а можно последовательно дополнить векторами

Р],р2, —,р„-\ ДО базиса в R" такого, что /3, будет ортогонален с а, Д будет орто-

гонален с а , /?!, Pi,..., р,_\, /=2, 3, ...,«. Возьмем произвольную точку

М= (т\, пь, ••., т„\ координаты которой удовлетворяют (12.1). Такая точка всегда

существует: если, к примеру, «1^0, то в качестве М можно было бы взять точку

(-Ь/а\, 0,..., 0). Гиперплоскость Х=М+ /,/?, +/-,/3-, +... + /„_,/?„ _, — искомая. Дейст-

вительно, домножим обе части равенства MX = t\ р, + ; 2 ^ 2 +... + 1„.1р„_, скалярно на

вектор а : [а • MX] = / , [а-^ ] ] + ...+ ^. 1 [а • р„^]. Так как [а- р,] = 0 , то [

Отсюда <7|(Х|-Ш|)+ ...+йг,)(д-„- /и„) = 0, а^^ + ...+ a,fxll-(aifni + ...+ + atlx,,) = 0,
...+ а,д*„+ й = 0. Теорема доказана.

Задачи
для самостоятельного решения
Т12.1. Доказать: для любых трех точек А, В, С, принадлежащих Af\ AB+ ВС = АС

АВ = -ВА ; АВ^Ъ , если и только еслиЛ^В.

Т12.2. Доказать, что для любой ^-мерной плоскости в пространстве Af верно А< « .
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Т12.3. Доказать, что «-мерная плоскость пространства Af совпадает с Af.

Т12.4. Даны две прямые А + р!, В + si в пространстве Af. Доказать, что эти две

прямые проходят через одну точку и не совпадают, если и только если £ и .? ли-

нейно независимы и АВ представим в виде линейной комбинации векторов р , s .

Т12.5. Найти точку пересечения двух прямых А + pi и B + st, если А=(2, I, 1,3, -3),

£ = ( 2 , 3 , 1, 1,-1), В=(\, 1,2, 1,2), s =(1,2, 1,0, 1).

Т12.6. Найти точку пересечения двух прямых А + pt и B + st, если Л=^(3, 1,2, 1,3),

£ = ( 1 , 0 , 1, 1,2), £ = ( 2 , 2 , - 1 , - 1 , - 2 ) , s =(2, 1,0, 1, 1).

Ответы, указания, решения
Т12.1. Указание: воспользоваться определением вектора, связанного с точками
из Af.

Т12.2. Указание: воспользоваться следствием 5.4.

Т12.3. Воспользоваться следствием 5.5.

Т12.4. Вначале отметим следующий факт: две прямые, имеющие общую точку

М= (mi, пъ, -.., ш„), совпадают, если и только если их направляющие векторы

р=(р], ..., р„) и s = (S[,..., д„) линейно зависимы, т .е . p—as. Действительно, если

х, — т. х — т
-^ '- = ...=-2 — уравнение первой прямой, то после сокращения на а полу-

ад-, asn

чим уравнение второй прямой.

Теперь предположим, что данные в условии прямые имеют общую точку М. Тогда

M=A+tJ>, M=B+t2s для некоторых чисел / j , / 2 , откуда AM=ttp, BM=t2s,

АВ = AM + MB = tj>+(-t2s ) (см. задачу TI2.1), т .е . вектор АВ представим в виде

линейной комбинации векторов p u s .

Обратно, пусть АВ= ttp~- i2s . Обозначим через Л' точку A +txp, а через L — точку

B+tJ . Тогда AN^t^p, LB = ~ t2s , AN + LB^ tjj- t2s ^ АВ . Согласно утвержде-

нию задачи Т12.1, ~AN+~NB=AB . Откуда AN + LB = AN + NB, LB=NB,

LB + BN = 0 , LN =0 , L ~ N, что и требовалось доказать.

Т12.5. Воспользуемся решением задачи Т12.4, согласно которому для нахождения

точки пересечения двух данных прямых необходимо решить систему линейных
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уравнений АВ~ txp-t^ относительно переменных tht2, где АВ = (-1, 0, 1, -2, 5).

Решим ее методом Гаусса:

2 - 1

3 - 2

1 - 1

1 О

- 1 - 1

~
О - I

О - 2

=> О 1

- 2

- 3

П о э т о м у 1\ =-2, ь = - 3 - И с к о м а я т о ч к а Л / б у д е т р а в н а А ~2р или B~3s ( с м . р е ш е -

н и е з а д а ч и Т 1 2 . 4 ) , т . е . Л / = ( - 2 , - 5 , - 1 , 1 , - 1 ) .

Т 1 2 . 6 . О т в е т : ( 0 , 1 , - 1 , - 2 , - 3 ) .



Глава 13

Плоскости и прямые
в двумерном и трехмерном
точечных пространствах

Так как гиперплоскость в А/ъ — это обычная плоскость в пространстве, а гиперпло-
скость в Af~— это обычная прямая на плоскости, то из теоремы 12.1 непосредствен-
но вытекает следующее утверждение.

Следствие 13.1. Множество точек (x,y,z) в пространстве является плоскостью,
если и только если их координаты удовлетворяют уравнению ах+ by+ cz+ d= О, в
котором не все константы а, Ь, с равны нулю. Множество точек (х,у) на плоскости
является прямой, если и только если их координаты удовлетворяют уравнению
ах+ Ьу+ с = 0, в котором не все константы a, b равны нулю.

С Определение *)

Любой вектор из R3, перпендикулярный плоскости, называется нормальным
вектором этой плоскости. Любой вектор из ft2 перпендикулярный прямой на
плоскости, называется нормальным вектором этой прямой.

Следствие 13.2. Вектор n~(a>b,v) является нормальным вектором плоскости,

заданной уравнением ах + by + cz + d = 0. Вектор h ~ (a, b) является нормальным

вектором прямой, заданной уравнением ах + by + с = 0.

Доказательство следствия дано в задаче Т13.1.

Следствие 13.3. Уравнение плоскости, проходящей через точки А = (а\, аг, а{),
В = {b[, b2, Ьъ), С = (С), с2, с3), не лежащие на одной прямой, может быть записано в
виде:

- а , Ь1 -а2 Ь, -

с, -а, сг-а2 с, -а, = 0.

л:-а, У~а2

Доказательство. Обозначим

р] =АВ = {Ь] ~а^Ь2~аг,Ьу -а2), р2 =АС = (с] -апс2-а2,су -а.).
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Так как точки А, В, С, не лежат на одной прямой, то прямые, проходящие через точку

А п имеющие направляющие векторы /3, и /3,, не совпадают и, следовательно, век-

торы /5, и /5, линейно независимы (см. задачу Т 12.4). Поэтому искомая плоскость

должна проходить через точку А параллельно двум линейно независимым векторам

Д и Д.. По определению множество всех ее точек имеет вид Л+/, Д + /2Д,, где

t\,t2— произвольные числа. При доказательстве теоремы 12.1 было показано, что
уравнение такой плоскости может быть определено в виде \D\ - 0, где D— матрица,
строки которой совпадают с векторами Д , р, и (.v- ci\,y- <лъ z- a-x). Следствие до-
казано.

Задачи для самостоятельного решения
Т13.1. Доказать следствие 13.2.

TI3.2. Доказать, что если плоскость пересекает оси координат O.v, Ov. Or в точках
(а, 0, 0), (0, Ь, 0), (0, 0, с) и а^О, /?^0, с=*0, то се уравнение можно записать в виде

a b с

Т13.3. Доказать, что уравнение прямой в пространстве, проходящей через две данные
точки (//], i'2, a3), (bu b2, by), можно записать в виде:

х-a. Y-a-, г-а,

Ьх -а{ Ь2-а, Л, - tf3

Т13.4. Пусть две плоскости заданы уравнениями atx+ bby+ c}z+ d\ =0 и
сьх + hzv + Ci_z -+ d2 ^ 0. Доказать, что они перпендикулярны, если и только если
u\a2 + b\b2 + C\C2 = 0.

Т13.5. Пусть две плоскости заданы уравнениями а^х + Ь\у + C\Z -*• d\ - 0 и
съх + bzv + c2z + di ~ 0. Доказать, что они параллельны, если и только если существу-
ет такое число а, что ах - сш2, Ь\ = ab2, ct = ас2.

TI3.6. Пусть две прямые на плоскости заданы уравнениями О\х + Ь\у -г с\~ 0 и
aix + biy + c2 = 0. Доказать, что косинус угла между ними равен:

a a, +b.b,

Т13.7. Сформулировать и доказать утверждения для прямых на плоскости, аналогич-
ные утверждениям задач Т13.2, TI3.3, Т13.4, Т13.5.

В задачах П13.1 -1113.21 даны координаты вершин пирамиды ABCD. Найти: длину
ребра АВ; угол между ребрами АВ и AD; уравнение прямой А В; уравнение плоскости
ABC; уравнение высоты, опущенной из вершины D на грань ЛВС

П 1 3 . 1 . А = ( 1 , - К 2 ) , В - ( 2 , - 1 , 3 ) , С - ( 1 , 3 , - 1 ) , D = ( 2 , 0 , - 2 ) .
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П13.2. А = (0, -2, 5), В = (6, 6, О), С = (3, -3, 6), D = (2, - 1 , 3).

П13.3. А = (4, 5, -3), В = (6, 3, 0), С - (8, 5, -9), D = (-3, -2, -10).

П13.4. А = (5, -6, 2), В = (2, - 1 , 3), С = (1, 9, - I ) , D = (2, - I , -2).

П13.5. А = (-5, 6, 2), б - (8, - 1 , 3), С = (2, 1, -1), D = (3, - 1 , -4).

П13.6.Л = (-1, 1,2),В = (8,-1, 1),С = (2, l , - l ) , D = (-3,-l,-^).

Ш З Л . Л = ( - 1 , I, 1), б = (1,-1, 1),С=(2,2,2),£> = (-3,-1,2).

П13.8.Л=(-1,2, I), В = (3,-3,3), С =(2, 1,2), D = (-3, 1,2).

П13.9.Л = (-1,2, 1),S = (4 J -3,3),C = (5> l ,2),D = (0, 1,2).

П13.10. Л=(-4, 3, 1), В = (4, -5,3), С - ( 5 , 1,6), D = (О, 1,3).

П13.11. А = (-4, 4, 1), В = (4, -6, 0), С - (9, 1, 0), D = (-5, 2, 3).

П13.12. А = (7, 7, 3), В - (6, 5, 8), С = (3, 5, 8), D - (8, 4, 1).

П13.13. А = (-7, 7, -3), б = (6, 5, -8), С = (3, -5, 8), D = (-8, 4, 1).

П13.14. Л = (10, 6, 6), В = (-2, 8, 2), С - (6, 8, 9), D - (7, 10, 3).

П13.15. А = (2, 1, 4), В = (-1, 5, -2), С = (-7, -3, 2), D = (-6, 3, 6).

П13.16. А = (8, 6, 4), б = (5, 7, 7), С = (5, 3, I), D = (2, 3, 7).

П13.17.Л = (-7, 1,-3), б - ( 6 , 15, -8), С = (4, 5,2), D = (2, 4, 1).

П13.18. Л = (О, - 1 , -1), б = (-2, 3, 5), С - (I, -5, -9), D = (-1,-6, 3).

П13.19. А = (-4, 2, 6), б - (2, 2, 1), С - (-1,0, 1), 0 = (-4, 6, -3).

П13.20. Л = Н , 5, 1X В = (0, 4, 8), С = (2, - 1 , 7), О = (4, 0, 1).

П13.21./4 = (1,-3, 2), б = (2, -1,-1), С = (3, -4, 3), D - (3, 4, 5).

Ответы, указания, решения
Т13.1. Пусть Р = (Х[,у[, Z|) и Q̂ = fc,^, ^г)—• Д в е различные точки плоскости. Из это-
го следует, что

ax\ + by\ + CZ] + d = 0,

ax-i + by2 + cz2 + d = 0.

Вычтем первое равенство из второго:

a(*2-*i) + Ыуг-у{) + c(z2-Z\) =0.

Последнее равенство можно записать в виде [Я • PQ] = 0, а это означает ортогональ-

ность векторов п и PQ. Поскольку точки Р и Q взяты произвольно, то вектор h

перпендикулярен плоскости.
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Аналогично доказывается и второе утверждение следствия,

Т13.2. Воспользуемся следствием 13.3: искомое уравнение можно записать в виде

-a b О

= 0 . Разложив определитель по последней строке, получим:- а 0 с

х~а у z

(х-а)
b

0

0

с
-у

-а

-а

0

с
+ Z

-а

-а

b

0
= 0, (х- а)Ьс + уас + zab = 0.

х У '
Разделим это равенство на abc: "— -1 + — + ~ = 0, что и требовалось доказать.

a be
Т13.3. Указание: направляющим вектором искомой прямой будет вектор

(Ь] - a\,b2- ci2,bs~ яз)-

Т13.4. Две плоскости перпендикулярны, если и только если перпендикулярны их

нормальные векторы п} = («,, Ь\, сх) и пг = (ai, b2, c2), а это в свою очередь равносиль-

но равенству нулю их скалярного произведения.

TI3.5. Две плоскости параллельны, если и только если параллельны их нормальные

векторы л, - (П[, Ь], С|) и пг = (а2, b2, ci), а это в свою очередь равносильно линейной
зависимости векторов я, и пг.

Т13.6. Угол между прямыми равен углу между их нормальными векторами

Я, = (аи Ь\) и пг - (а2, Ь2). Косинус угла между векторами и, и п2 равен

П 1 3 . 2 1 . Д л и н а р е б р а А В р а в н а д л и н е в е к т о р а А В = ( 2 - 1 , - 1 + 3 . - 1 - 2 ) = ( I , 2 , - 3 ) :

\AB\=J]+4+9=>f\4.

Прямые АВ и AD имеют направляющие векторы АВ = (\,2, -3) и AD-^ (2, 7, 3) соот-
ветственно. Поэтому косинус угла между АВ и AD равен косинусу угла между векто-

\AB'~AD\ __ 2 + 1 4 - 9 7
рами АВ и AD, т. е.

равен arcos(7/ VI4 • 62 ).

AB\\AD\ 4 + 49 + 9 л/Ил/б2
и, следовательно, угол

Так как прямая АВ проходит через точку А параллельно вектору АВ= (1, 2, -3), то ее
уравнение можно записать в виде

х-\ _у + 3_z-2
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Точки А, В, С не лежат на одной прямой, так как векторы АВ = ( 1 , 2 , -3) и

Л С = ( 2 , - 1 , 1), параллельные прямым АВ и АС, линейно независимы (их координаты
не пропорциональны). Поэтому уравнение плоскости, проходящей через точки
А, В, С, согласно следствию 13.3, будет иметь следующий вид:

2

— 1

-3

- 0 .

х-\ у+3 z-2

Разложив этот определитель по последней строке, получим:

2

-1

- 3

1
-(У+3)

1

2

- 3

1
+ (z-2)

1

2

2

— 1
1у + 5г+ 10 = 0.

Это и есть уравнение искомой плоскости.

Высота, опущенная из вершины D на грань ABC, должна быть перпендикулярной
плоскости ABC, т. е. параллельна нормальному вектору этой плоскости. Так как нор-
мальный вектор этой плоскости есть « = (1, 7, 5) (следствие 13.2), то уравнение пря-

х-3 у-4 z-5
мой, проходящей через точку D параллельно вектору п, будет

1



Глава 14

Многогранники
и полиэдры

Условимся, что запись А + В(А - В) для двух точек А, В из Af означает точку, коор-
динаты которой равны сумме (разности) соответствующих координат точек А и В:
запись ХА означает точку, координаты которой получены умножением соответст-
вующих координат точки А на число к. Очевидно, что между координатами точек и

соединяющего их вектора существует соотношение В- А- АВ (см. гл. 12).

С Определение j

Выпуклой комбинацией системы точек В? Bk^Af" называется точка
A I B I + ...+ХкВм, где /., > 0 , /= 1, ..., к, /-1 + К2+ ...+/.* = 1- Неотрицательной ком-
бинацией системы V векторов из Р/1 называется вектор, являющийся линейной
комбинацией векторов системы Vc неотрицательными коэффициентами.

Существует несколько эквивалентных определений многогранника и многогранной
области. Вот одно из них.

С Определение )

Многогранной областью, порожденной конечной системой точек Р из Afn и ко-
нечной системой векторов V из R", называется множество всех точек из Af", ко-
торые представимы в виде 6 + р, где В — произвольная выпуклая комбинация

точек из Р, р — произвольная неотрицательная комбинация векторов из V.
Многогранником, порожденным конечной системой точек Р из Af", называется
множество всех выпуклых комбинаций точек из Р. Если при этом система Р со-
стоит только из двух различных точек, то порожденный ею многогранник назы-
вается отрезком, соединяющим эти точки.

На рис. 14.1 показана многогранная область в Af\ порожденная точками Л, В и век-

торами PiiP,-

Утверждение 14.1. Ограниченные многогранные области, и только они, являют-
ся многогранниками.

Доказательство утверждения дано в задаче Т14.5.

Напомним, что множество точек из Af" ограничено, если расстояние между любой из них
и нулевой точкой (0, 0,..., 0) е Af" не превосходит некоторого фиксированного числа.
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Р

Рис. 14.1. Многогранная область

Q Определение )

Множество точек, содержащее вместе с любыми своими двумя точками отре-
зок, их соединяющий, называется выпуклым.

На рис. 14.2 показано невыпуклое множество точек в Af".

Утверждение 14.2. Многогранная область является выпуклым множеством.

Рис. 14.2. Невыпуклое множество точек

Доказательство. Пусть G— многогранная область, порожденная точками Bh ..., fi; и

векторами /*?,, р2,..., рт. Докажем, что любая точка D отрезка, соединяющего Л и С,

где Л, Се G, принадлежит G. Согласно определениям

, I],

I , . . . , in
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P=\,l?>0.t^>0, /= 1 А ,У = 1 да-

Тогда:

о- -KZ^B, + \^р, + (1 - Х)£х?в, + о - х)2>.!2|л =
1=1 у=| 1-1 ,1=\

Но

что доказывает принадлежность точки £) многогранной области G.

С Определение )

Точка Л из выпуклого множества G называется крайней точкой в G, если мно-
жество G\{A), полученное из G удалением А, остается выпуклым.

Крайние точки многогранной области принято называть вершинами.

Теорема 14.1. Множество всех вершин любого многогранника не пусто и конеч-
но, а также является порождающей системой точек для этого многогранника, т. е.
многогранник состоит из всех выпуклых комбинаций своих вершин.

Гиперплоскость (12.1) порождает два множества точек в А/", называемых полупро-
странствами и состоящих соответственно из всех точек, удовлетворяющих неравен-
ствам а\Х] + ...+ а„х„+ Ь<0 и а\Х\ + ...+ а„х„+ Ь>0.

Q Определение 3

Полиэдром в пространстве Afn называется множество точек, являющееся пе-
ресечением конечного числа полупространств и гиперплоскостей.

Следующая теорема является фундаментальным утверждением теории полиэдров.

Теорема 14.2. Многогранная область — это полиэдр, и каждый полиэдр является
многогранной областью. Многогранник— это ограниченный полиэдр, и каждый ог-
раниченный полиэдр является многогранником.
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Задачи
для самостоятельного решения
Т14.1. Доказать, что отрезок, соединяющий точки Л и 5, совпадает с множеством

точек вида А + t АВ, где /—любое число из [0; 1] (точки отрезка, отличные от А и В,
называются внутренними).

Т14.2. Доказать, что точка является крайней точкой некоторого выпуклого множест-
ва G, если и только если она не является внутренней точкой никакого отрезка, при-
надлежащего G.

Т14.3. Найти все крайние точки в следующих множествах точек пространства А/:
круга, многоугольника, прямой.

Т14.4. Доказать, что любой полиэдр является пересечением конечного числа полу-
пространств.

Т14.5. Доказать утверждение 14.1.

Т14.6. Пусть на плоскости А/2 дана прямоугольная система координат. Определить
вид многогранных областей, порожденных следующими системами точек Р из Af~ и
векторов V из R2:

а)/>- {(0,0)}, |/= {(0,!),(1,0)};

б) P = { ( l , 0 ) , ( 0 , l ) } , F = {(!,])};

г )Р в {(0,0 )} ,^{(0, 0,(0,-1)};

д) Р - {(0, О», Г= {(0, 1), (1, 0), (-1, -Y)}.

Ответы, указания, решения
Т14.1. Пусть С— произвольная точка отрезка, соединяющего точки А и В. Тогда, с одной

стороны, С = (\-Л)Л+ЛВ для некоторого /Ve[0; 1] или С ~А + \(В~А) =А +X АВ.

С другой стороны, Л + t АВ = А + t(B~A) = A(\ -t) + tB, где/е[0; I].

Т14.2. Указание: воспользоваться определением крайней точки.

Т14.3. Ответы; граница круга (окружность); вершины многогранника; нет крайних
точек.

Т14.4. Указание: утверждение следует из того, что любая гиперплоскость есть пере-
сечение двух полупространств, которые эта гиперплоскость порождает.
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TI4.5. Прежде всего докажем, что для любых двух векторов a,beR" верно

\a + b\<\a\ + \b \ (это неравенство с очевидностью распространяется на любую ко-

нечную сумму векторов). Итак, (| a + b \)2 <\a\2 +2 [ a || b \ + \ b \г, откуда

[ a - d ] + 2 [ a - b } + [ b - b ) < \ д \ г + 2 | а | | А \ + \ Ь \2, [ a - b ] £ \ a \ \ b \ ,

а последнее неравенство следует из теоремы 1.2. Поскольку все переходы эквива-
лентны, то нужное неравенство доказано.

Обозначим через О = (0,..., 0) нулевую точку в А/". Заметим, что А = А ~ О =ОА .

Поэтому любую точку А можно отождествить с вектором ОА .

Рассмотрим произвольный многогранник G с множеством вершин {В/, .... Bk}- Выбе-

рем вершину В,„ такую, что длина вектора ОВ„, наибольшая. Рассмотрим произволь-

ную точку С из G. Тогда С ~Х\ВХ + .,.+ XkBk, \>Q, X X = ' и л и

dc=X]OBf+...+ XkOBi , откуда \OC\<\l\OBi\+...+ \k\OBi \£X\\CJBa,\ + \2\OB*\ +

+...+Хк\ОВ„, | = (Я.|+ ...+ X/i)\OBm I = \OBm |, т. е. расстояние между точками О и С ог-

раничено величиной \ОВ.„ |. Итак, доказано, что любой многогранник является огра-

ниченной многогранной областью. Покажем теперь, что любая ограниченная много-

гранная область G (порожденная системами точек Р и векторов V) является

многогранником. Выберем произвольную точку А из Р и произвольный ненулевой

вектор р из V. Тогда для любого / > 0 верно А + I p e G. Если /-я координата вектора

р отлична от нуля, то всегда можно выбрать такое t\ >0, что модуль /-й координаты

вектора ОА + 1\р будет больше любого заданного числа /•, т.е. \ОА +1 р\> г.

Последнее означает неограниченность множества G. Получено противоречие. Таким
образом, система V может состоять только из нулевого вектора или быть пустой. Но в
этом случае из определения следует, что G - многогранник.

Т14.6. Ответы: а) первый квадрант; б) часть первого квадранта, ограниченная пря-
мыми >• = ~х + \,у = х+ I, у=х-\; в) часть первого квадранта, ограниченная пря-
мыми.у = 0, х = 0, у = 1; г) прямая х ~ 0; д) А/2,



Глава 15

find
Общая задача
условной оптимизации

Пусть задана функция j(x\, х2, ...,хп), называемая целевой, которая определена на
множестве точек XczAf", называемых планами функции/ Задача условной опти-
мизации заключается в поиске такого плана Л/*еА', для которого значение ДЛ/)
является наименьшим или наибольшим (в зависимости от того, какая задача, на
минимум или на максимум, решается) среди всех значений функции/на множестве
X. План М называется оптимальным планом, а значение j{M ) — оптимальным
значением функции.

Вид целевой функции и способы задания ее множества планов определяют подходы
к решению соответствующей задачи условной оптимизации, что и будет продемон-
стрировано в дальнейшем. В данной главе рассмотрим непрерывные целевые функ-
ции, определенные на ограниченных замкнутых множествах планов.

Сначала напомним несколько определений, связанных с топологией пространства Af".

с-о крест ноет ью (или просто окрестностью) точки Л/е/(/"" называется множество то-
чек из Af", расстояние которых до М меньше е. Занумерованный бесконечный набор
точек {Мк} = Л/(, М2,..., Mil, ... пространства Af" называется последовательностью.
Среди точек последовательности {Мк} не обязательно все различные. Считается, что
последовательность {Мк} сходится к точке M&Af", если, задав любую сколь угодно
малую окрестность точки М, можно указать такую точку этой последовательности,
что все следующие за ней члены последовательности окажутся в заданной окрестно-
сти. При этом точка М называется пределом последовательности {Мк}, что обознача-
ется {Мк} -> Мо.

С Определение )

Пусть XdAf". Точка MeAf" называется предельной точкой множества X, если
любая ее окрестность содержит бесконечное число точек из X. Множество X
называется замкнутым, если оно содержит все свои предельные точки.

Утверждение 15.1. Любое бесконечное ограниченное множество точек имеет
хотя бы одну предельную точку.

Пусть дано множество чисел Y. Если каждое число из К меньше или равно (больше или
равно) некоторого числа /, то / называется верхней (нижней) гранью множества Y.
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Утверждение 15.2. Если множество чисел ограничено, то оно имеет наимень-
шую верхнюю грань и наибольшую нижнюю грань.

Отметим, что последовательность точек {Л/*} не обязательно является множеством,
поскольку может содержать повторяющиеся члены. Поэтому понятия предела и пре-
дельной точки не совпадают, даже если в качестве множества X взять различные точ-
ки последовательности {Мк}. Например, предел последовательности 1, 1, ..., 1, ...
равен 1, однако как множество она состоит из одного элемента-— числа 1, и поэтому
не может иметь предельных точек. Однако связь между этими понятиями обнаружи-
вается в утверждении 15.3.

I Определение )

Точка MeAf" называется граничной точкой множества XcAf", если каждая ее
окрестность содержит бесконечное число точек из X и бесконечное число точек,
не принадлежащих X. Точка М называется внутренней точкой множества X, ес-
ли она входит в X вместе со всеми точками некоторой своей окрестности. Точка
МеХ называется изолированной в множестве X, если некоторая ее е-
окрестность не содержит точек из X, отличных от М.

Утверждение 15.3. Пусть даны множество XczAf" и точка М из Af". В множестве
X существует сходящаяся к М последовательность точек, если и только если М явля-
ется либо предельной точкой множества X, либо изолированной вХ.

Доказательство утверждения см. в задаче Т15.8.

С Определение j

Пусть заданы множество XcAf", функция /, определенная в каждой точке это-
го множества, и точка Мо из X, являющаяся либо предельной точкой множества
X, либо изолированной в X. Функция f называется непрерывной в точке Мо

вдоль X, если для любой последовательности {Мк} точек из X, сходящейся к Мо,
соответствующая последовательность {/(М*)} значений функции / сходится к
/(/Wo). Функция /называется непрерывной на множестве X, если она непрерывна
в каждой точке множества X вдоль X.

В свете утверждения 15.3 понятно, почему в этом определении точка М() должна быть
либо предельной, либо изолированной. Кроме того, в определении имеется фраза
"вдоль X", которая означает, что непрерывность функции/в точке Л/о гарантируется
только "со стороны множества А1'. Очевидно, если Л-/о — внутренняя точка множества
X, т. е. X "окружает" Л/о, то фраза "вдоль X' в этом случае становится избыточной.

Утверждение 15.4. Всякая функция непрерывна вдоль X в любой изолированной
точке в X.

Доказательство утверждения дано в задаче TI5.9.

Теорема 15.1. Пусть_Д*|, ...,.т„) определена и непрерывна всюду в Af" и /(A/oJ^O.
Тогда существует окрестность МЦ, В каждой точке которой функция /имеет тот же
знак, что и число/fM)).
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Доказательство. Пусть, например, ДЛ/0) < 0. Предположим противное:
е„-окрестность точки Л/Q содержит по меньшей мере одну такую точку М,„ что
f{M,) > 0. Положим, что {е„} —> 0. Тогда {Л/„} -» Мо. Отсюда в силу определения не-
прерывности следует {/(Mi)} ->ЛМо\ т. е. последовательность неотрицательных чи-
сел сходится к отрицательному числу, что невозможно.

С л е д с т в и е 15.1. Пусть функция g(xux2, ...,*„) определена и непрерывна всюду в
Af". Тогда множество всех точек из Af", удовлетворяющих неравенству
g(X],x2, ...,х„)>0 или уравнению g(xux2,..., х„) = 0, замкнуто.

С л е д с т в и е 15,2. Множество всех точек из Af", удовлетворяющих системе урав-
нений и нестрогих неравенств, левые и правые части которых представляют собой
непрерывные в Af" функции, замкнуто.

Следствие 15.3. Полиэдр является замкнутым множеством.

Доказательство следствий см. в задачах Т15.5—Т15.7.

Т е о р е м а 15.2. Любая функция/(хь ...,*•„), непрерывная на замкнутом ограничен-
ном множестве своих планов X, имеет оптимальные планы.

Доказательство. Определим последовательность {AY*} точек из X следующим обра-
зом. Если функция/неограничена наХ, то можно указать такую последовательность
{Мк} точек и з Х что \f(Mk)\ > к, т. е. {АЛ/А)}-> ос. Если же/ограничена наХ, то в силу
утверждения 15.2 множество Y всех значений функции / на X имеет наименьшую
верхнюю грань а и наибольшую нижнюю грань Ь. Выберем произвольную последо-
вательность {е*} положительных чисел, сходящуюся к нулю. Тогда каждая е*-
окрестность числа а (числа Ь) содержит по меньшей мере одно число ;у* =ДЛ4) из Y.
Ввиду {s,}-> 0, {ДМА)}-> a {\AMk))-> Ь).

Поскольку множество X ограничено, то ограничена и построенная выше последова-
тельность {Мк). Следовательно, по утверждению 15.1 множество точек этой после-
довательности имеет предельную точку Л/о, принадлежащую X (так как X— замкну-
то). Но тогда, согласно утверждению 15.3, существует сходящаяся к Л/о

подпоследовательность {Мк } последовательности {Мк}- Отсюда в силу непрерыв-
ности функции/ {/{Мк,) "^ / W o ) •

Выше было доказано, что либо {/{Мк)}~* ос (если/неограничена), либо {f[Mk)}^> a
({f(.Mk)}-> b). Это же верно и для подпоследовательности, т.е. либо {/{Мк } -> со,

либо {/{Мк)}-> a ({/(Mt)}-> b). Поэтому остается только одна возможность: а ^ДА/0)
(b =f{M0)). А это означает, что Mti -— оптимальная точка для задачи, решаемой на
максимум (на минимум). Теорема доказана.

Задачи
для самостоятельного решения
Т15.1. Доказать, что граничные и внутренние точки выявляются предельными точ-
ками множества X. Верно ли обратное утверждение?

Т15.2. Доказать, что любая предельная точка множества X является либо граничной,
либо внутренней точкой множества X, либо изолированной в множестве Af\X.
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Т15.3. Для любой предельной точки Мо множества X имеется последовательность
точек в X, отличных от Л/о, сходящаяся к Мо.

Т15.4. Доказать утверждение 15.4.

TI5.5. Доказать следствие 15.1.

Т15.6. Доказать следствие 15.2.

TI5.7. Доказать следствие 15.3.

Т15.8. Доказать утверждение Т15.3.

Ответы, указания, решения
Т15.1. Обратное утверждение не всегда верно. Контрпример: пусть X— круг в про-
странстве Af~ с выколотым центром Мо. Тогда Мо— предельная точка, не являющая-
ся граничной и внутренней. Обратное утверждение верно, еслиЛ"замкнуто.

Т15.3. Пусть {£„} — произвольная последовательность положительных чисел, схо-
дяшаяся к нулю. Тогда в каждой Б„-окрестности точки Мо найдется хотя бы одна точ-
ка Л/„ из X, отличная от А/о, откуда {А/,,} —> Мо, так как {Б,,} —> 0.

Т15.4. Указания. Воспользоваться следующим: пусть М— изолированная в Л'точка,
а {Мк} — произвольная последовательность точек в X, сходящаяся к М\ тогда найдет-
ся точка Мг такая, что все следующие за ней точки последовательности {Л/*} будут
совпадать с М.

TI5.5. Указание: воспользоваться теоремой 15.1.

Т15.6. Указание: воспользоваться утверждением, что пересечение любого числа
замкнутых множеств является также замкнутым.

Т15.7. Указание: воспользоваться тем, что линейные функции непрерывны.

TI5.8. Если точка М является изолированной в X, то очевидна и последовательность
точек из X, сходящаяся к М: это последовательность М, М,,.., Л/, . . . . Пусть теперь Д о -
предельная точка множества X, Выберем произвольную числовую последовательность
{Б*} различных положительных чисел, сходящуюся к нулю. По определению предель-
ной точки, в каждой Е^-окрестности точки М существует бесконечно много точек из X,
Выберем среди них точку Mh отличную от М. Так как {е*}~-> 0, то и {Mk}-> M, что до-
казывает существование сходящейся к М последовательности точек из X.

Пусть теперь некоторая последовательность {Мк} точек из X сходится к А/. Предпо-
ложим также, что Л/не является предельной точкой множествах Это означает суще-
ствование некоторой 6-окрестности точки М, в которой может оказаться только ко-
нечное или пустое множество точек из X. Если в этой окрестности нет точек из X,
помимо точки М (возможно, принадлежащей X), то положим б = 8. В противном слу-
чае выберем среди них отличную от М точку N, ближайшую к М, и положим 5 рав-
ным расстоянию между М и N. Очевидно, 5-окрестность точки М не содержит точек
из X, кроме, быть может, точки М. Но {Мк}—> М, поэтому найдется такая точка Мг,
что все следующие за ней точки Мг+Ъ МглЪ ... окажутся в 5-окрестности точки М.
Это возможно, только если точки Mr+i, Mr,.2, ... совпадают с М, т. е. МеХ и, следо-
вательно, М является изолированной в Х
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Рассмотрим следующую задачу условной оптимизации:

целевая функция

/ х ь х2, ..., х,) = DXT—> max,

а множество планов задается системой

'АХ1 =С

\Х>0

где D=(du ..., я1,,), Х=(хи ..., .v,,), A

(16.1)

(16.2)

Иногда вместо записи АХ1 = Сбудем использовать одну из векторных форм (3.2):

^ + . . . + х Л = с (16.3)

г д е с т = ( с ь - , с , „ ) , 6 t

T = ( а 1 к > а2к, •••, а т к ) , А = 1, . . . , « .

В этой задаче и целевая функция/и множество планов задаются линейными функ-
циями (соответственно соотношениями (16.1) и (16.2)) и поэтому данная задача на-
зывается задачей линейного программирования (сокращенно ЛП). Множество планов
задачи ЛП является полиэдром.

Существуют различные формы записи задачи ЛП, которые являются эквивалентны-
ми в том смысле, что с помощью несложных равносильных преобразований нетрудно
перейти от одной формы записи к другой. С практической точки зрения различия
между этими формами теряют принципиальное значение благодаря эффективным
компьютерным методам решения задач ЛП. Однако для теоретических исследований
удобно использовать каноническую форму, приведенную выше.
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Лемма 16.1. Пусть в условии (16.2) матрица С имеет хотя бы один ненулевой эле-
мент. Тогда точка а является вершиной полиэдра планов, определяемых условиями
(16.2), если и только если столбцы матрицы А, соответствующие ее положительным
координатам, линейно независимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не теряя общности, будем считать, что положительными явля-
ются первые г координат точки о. = (а,, а2, -.-, аг, 0, ..., 0) (Это предположение будем
использовать и дальше, специально его не оговаривая). Из условия, наложенного на
С, вытекает, что г > 0 . Для точки а равенство (16.3) запишется в виде
а,6, +... + а Д - с .

Пусть первые г столбцов матрицы А линейно независимы, но точка а не является
вершиной полиэдра. Тогда (см. задачу TI4.2) существуют такие различные планы
Р = (Pi, ..., Р„) и у = (уь ..., у,(), что a =Xfi +(\ -Х)у для некоторого числа ле(0, 1).
Отсюда имеем систему равенств:

0 = а.р,.2+(1 -Х)уг 2

Поскольку X > 0, 1 - X > О, Р,^0, у, > 0, / = г + 1, ..., п, то из этих равенств следует, что
Р/ =У i~ 0, t = г + 1, ..., п. Поэтому

Р=(РьР2,...,Рп0,...,0Л У = (Yi, У2 У^ 0 0), №+... + №, =с,

у,/>, +... + yrbt =c . Вычтем почленно последние два равенства:

(Pi -У[)6 | +. . . + ( P r -yr)br = 0 . Отсюда ввиду линейной независимости системы

векторов bj,,,.,br следует, что Pt — у, = 0, . . . , р , - у г = О (следствие 5.3). Поэтому

точки а, Р, у совпадают. Получено противоречие.

Пусть теперь векторы-столбцы 6,, .,,, £,. линейно зависимы, но точка а является

вершиной полиэдра планов, В этом случае из следствия 5.3 вытекает, что система

уравнений yxb\ +... + yrbr =0 имеет ненулевое решение ( Р ь ..., р,.). Обозначим через

Р = ( Р ь ..., Рг, 0, ..., 0) точку из Af". Покажем, что точки а ± ц р являются решением

системы АХТ = С при любом числе ц. Действительно, согласно теореме 3.1,
А{ a ± up У - AoJ± цА0Т = С ± ц0 = С.

Так как а, > 0, /= 1, ..., г, то ц можно подобрать настолько близким к нулю (но нерав-
ным нулю), что все координаты точек окажутся неотрицательными. В этом случае
сс + цр* и а - u P — различные планы задачи (16.1)- (16.2). Но 0.5(а+ ц р) + 0.5(а -
ц Р) = а, т.е. точка а не может быть вершиной полиэдра планов (см. задачу 14.2).

Получено противоречие. Лемма доказана.

В случае, когда С = 0, к вершинам полиэдра, описанным предыдущей леммой, добав-
ляется точка а = (0, 0,..., 0) (см. задачу TI6.9).
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В гл. 4 было показано, что с помощью элементарных преобразований совместную
систему линейных уравнений АХТ = С можно привести к виду, содержащему базис
переменных и некоторый набор свободных переменных. При этом нулевые значения
свободных переменных будут однозначно определять значения базисных перемен-
ных. Поэтому имеет место следующее определение.

С Определение }

Базисным решением системы АХТ - С называется такое ее решение
(ат. аг, . . . ,а п )еДЛ для которого множество всех переменных, соответствующих
ненулевым координатам в а, целиком содержится в некотором базисе перемен-
ных. (Этот базис можно получить из системы АХ1 = С элементарными преобразо-
ваниями.) Базисное решение системы АХТ = С, в котором все ненулевые коорди-
наты положительны, называется опорным планом задачи (16.1)-(16.2). План, в
котором все координаты нулевые, также будем называть опорным.

Теорема 16.1. План задачи (16.1) - (16.2) является опорным, если и только если он
является вершиной полиэдра планов.

Доказательство. Проведем доказательство при условии, что матрица С имеет хотя
бы одну ненулевую координату. Пусть a = ( a h а2, ..., ar, О,..., 0), ctj > 0, /= !,...,/• —
опорный план задачи (16.1)- (16.2), который не является вершиной полиэдра планов.
В этом случае (см. задачу TI4.2) существуют такие различные планы (3 и у, что
a = Х[3 + (1 - Х)у для некоторого числа X. е (0,1). Как и при доказательстве лем-
мы 16.1 можно показать, что (3 = (f3|, 32, •••, Рп 0, ..., 0), у ~ (уьУ2, ..., уг, 0, ..., 0). Это
означает, что в планах |3 и у все переменные, соответствующие положительным ко-
ординатам, целиком содержатся в том же базисе переменных, что и переменные
.V], ..., xri соответствующие положительным координатам опорного плана а. Но зна-
чения базисных переменных однозначно определяются нулевыми значениями сво-
бодных переменных. Отсюда следует, что ct| = р( = у ь ..., a r = р\.= у„ т.е. a =p = у
Получено противоречие.

Пусть теперь a = (a t, оь, ..., аг, 0, ..., 0 ) — вершина полиэдра планов, причем а,>0,
i = 1, ..., г. Докажем, что a - - базисное решение системы АХГ = С и, следовательно,
опорный план задачи (16.1) -(16.2). Из леммы 16.1 следует, что первые г столбцов
матрицы А линейно независимы. Из следствия 5.3 вытекает, что система

xlbi +... + xrbr = 0 имеет единственное (нулевое) решение. Поэтому, как бы не при-

менялся алгоритм метода Гаусса к этой системе, всегда будет получаться единствен-

ный базис переменных х,,...,хг. Это означает, что в случае применения к системе

дг,6, +... + xrbr +xrilbr + 1 +... + xnbr = с такого алгоритма метода Гаусса, при котором на

первых г шагах в качестве разрешающих будут выбираться только столбцы с номе-
рами 1,..., г, мы обязательно придем к базису этой системы, содержащему х\, ,.., хг (в
этом базисе могут быть и другие переменные). Поэтому в плане а все ненулевые ко-
ординаты соответствуют переменным, входящим в некоторый базис системы, т. е.
a — опорный план.
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Доказательство теоремы при условии, что матрица С нулевая, провести самостоя-
тельно. Теорема доказана.

Из теоремы 16.1 следует, что опорный план и вершина полиэдра планов одно и тоже.

С л е д с т в и е 16.1. Если система (16.2) имеет решение, то задача (16.1) - (16.2) име-
ет хотя бы один опорный план.

Это следствие фактически доказывается в задаче Т16.11, в которой приводится один
из способов нахождения начального опорного плана задачи (16.1)-(16.2) (см. гл. 17).

Лемма 16.2. Пусть j(x\, ...,х„)— линейная функция. Тогда для любых двух точек
М, Д'е Af и любых двух чисел А, u j{XM + ц/V) = ),f(M) + \if(N),

Доказательство леммы дано в задаче Т16.1.

Теорема 16.2. Если задача (16.1)-(16.2) имеет оптимальный план, то существует
вершина полиэдра, которая является оптимальным планом.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем доказательство при условии, что матрица С имеет
хотя бы один ненулевой элемент. Предположим, что задача не имеет оптимальных
планов, являющихся вершинами полиэдра, определяемого условиями (16.2). Среди
оптимальных планов выберем такой план а = (а,, ot2, ..., а,., О, .... 0). который содер-
жит наименьшее число г положительных координат. Из леммы 16.1 следует, что век-
торы-столбцы bj ,...,6Глинейно зависимы. Для такого случая при доказательстве
леммы 16.1 было показано существование точек вида а ± цр", где

Р = ф ь ..., Р,-, 0, .... 0), являющихся планами задачи (16.1)-(16.2) для любых чисел
и Ф 0. при которых координаты в а ± цр неотрицательны. В частности, точка

а - ц В— план, если ц равно числу U | = m i n — или числу ц е н т а х — (по крайней
Р,>о р, Р,<о р,

мере одно из чисел u h ц^ существует). При этом а - ц , р будет содержать по крайней
мере на одну положительную координату меньше, чем а, /= 1, 2. Поэтому план а~
ц,Р не может быть оптимальным, т. е.

/ а ) >.Да-м,Р) =Ха)-цД0) (16.4)

(последнее равенство следует из леммы 16.2).

Вернемся теперь к планам а ± ц р . В силу леммы 16.2 Д а ) > / ( а ± up )=J(a) ± ц/(р),

\\х / ( р ) < 0
откуда { , 0 < ц / ( Р ) < 0 , что возможно только при /(р) = 0 . Но тогда из

[ ц / ( Р ) < 0
(16.4) следует, что/(а) >Да), что невозможно. Получено противоречие. Доказатель-
ство теоремы при условии, что матрица С нулевая, дано в задаче Т16.10. Теорема
доказана.

С л е д с т в и е 16.2. Если множество планов задачи (16.1)-(16.2) многогранник, то
существует вершина, которая является оптимальным планом этой задачи.

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу утверждения 14.1 и следствия 15.3 многогранник планов
является замкнутым ограниченным множеством, и поэтому из теоремы 15.2 следует,
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что задача (16.1) - (16.2) имеет оптимальный план. В силу теоремы 16.2 в этом случае
существует оптимальный план, который является вершиной многогранника планов.

С л е д с т в и е 16.3. Если некоторые вершины полиэдра планов задачи (16.1) — (16.2)
являются оптимальными планами, то любая их выпуклая комбинация также является
оптимальным планом.

Доказательство следствия см. в задаче Т16.2.

Компьютерный раздел
Встроенная функция rank {А) определяет наибольшее число линейно независи-
мых столбцов матрицы А, т. е. ранг матрицы А. Встроенная функция
a ugmen t {Al, А2 , . . ., AN), аргументы Al, д2, . . ., AN которой —• матрицы
с одинаковым числом строк, формирует матрицу {Al A2 ... AN) С тем же числом

ТО

строк(матрицы Al, A2,
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Встроенная функция maximize (f, v) (minimizeif, v)) определяет вектор г, обес-
печивающий функции f(v) максимальное (минимальное) значение. Перед использо-
ванием этих функций необходимо задать начальные (стартовые) значения координа-
там вектора v. Если даны дополнительные ограничения, то эти функции должны
завершать так называемый блок решения, начинающийся ключевым словом Given.
Пример использования функции maximize приведен ниже:

f(z) := sin{2;(1)
2 + c o s (z, -

Given x <

vh

xl := Maximizeif, x) xl :=

- 4

' 1 . 5 7 5

8.405 х 10"

V2

Программирование в Mathcad осуществляется с помощью подпанели Программиро-
вание (Programming) (рис. 16.1), для вызова которой следует щелкнуть по кнопке

панели Математика (Math). Эта подпанель содержит 10 кнопок. Щелчок по
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кнопке Add Line выводит шаблон новой строки, щелчок по любой другой из них

выводит шаблон соответствующего оператора в том месте, где находится курсор
ввода. Из операторов составляются программные модули, представляющие собой
подпрограммы-функции. При этом окончательным значением такой подпрограммы-
функции будет число (вектор или матрица), вычисленное последним в этом про-
граммном модуле.

Программирование LJ

Add Line <-

if otherwise

for while

break continue

return on error

Рис. 16.1. Подпанель Программирование

Кнопка Add Line вызывает шаблон для ввода на месте меток нужных операторов.

Вертикальная черта означает, что операторы, примыкающие к ней, будут образовы-
вать один блок. Если в блоке ниже или выше некоторой строки необходимо добавить
новую строку в виде метки^то следует выделить курсором ввода всю данную строку

. При этом новая метка появится ниже или выше вы-Add Lineи щелкнуть по кнопке
деленной строки, в зависимости от того, справа или слева синий курсор окаймлял
данную строку.

Кнопка или комбинация клавиш <Ctrl> + <{> вызывают шаблон |i •*— ij операто-
ра присваивания <—. Если, например, на месте левой метки этого шаблона ввести
идентификатор var i , а на месте правой метки— число 3, то это приведет к присваи-
ванию переменной vari значения 3: varj<-3.

Кнопка for вызывает шаблон оператора цикла for. На месте левой верхней

метки вводится имя ранжированной переменной, а на месте правой верхней метки-
диапазон (и шаг) ее изменения; на месте нижней метки вводите^ блок операторов

). АлгоритмAdd Lineцикла (добавление меток в этом блоке осуществляется кнопкой

работы оператора цикла: ранжированной переменной присваивается первое значение
и выполняются все операторы блока, затем ранжированной переменной присваивает-



Глава 16. Строение множества планов задачи линейного программирования 109

ся второе значение и опять выполняются все операторы блока и так далее, пока не
будет присвоено последнее значение из диапазона изменения ранжированной пере-
менной, после чего операторы блока выполнятся в последний раз. Например, резуль-
татом программного модуля

for /eO..3

a, <r-i+\

b,

b

будет вектор-столбец v=

Кнопка if вызывает шаблон для ввода условного оператора if. На месте

правой метки вводится логическое (булево) выражение, а на месте левой метки -
блок операторов, которые должны выполняться в случае истинности этого логиче-
ского выражения и не выполняться в случае его ложности. Например, в результате
выполнения программного модуля;

s*~0

if s =

переменная с примет значение 5 (не следует забывать, что в выражении s=0 необхо-
димо использовать булевый знак равенства с подпанели Логические (Boolean)).

Кнопка otherwise вызывает шаблон • otherwise оператора создания дополнитель-

ной ветви в условном операторе if. Результатом их совместного использования яв-

ляется шаблон
otherwise

Смысл меток, окружающих if, аналогичен уже описан-

ному выше для условного оператора. Метка слева от otherwise служит для ввода
блока операторов, которые будут выполняться в случае ложности логического выра-
жения, стоящего справа от if; если это выражение истинно, то выполняется блок
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операторов, расположенный слева от if\ а блок операторов слева от otherwise про-
пускается. Например, в результате выполнения программного модуля

b<-V if a > 0

о f - 2 c therwi зе

переменная с примет значение 2. Сам шаблон

ооразом: вначале создается шаолон

затем щелчком по кнопке otherwise

if i

if i

otherwise
формируется следующим

выделяется синим курсором нижняя метка и

формируется нужный шаблон.

Задачи
для самостоятельного решения
Т16.1. Доказать лемму 16.2.

Т 16.2. Доказать следствие 16.3.

Т16.3. Пусть некоторые точки полиэдра планов задачи (16.1)-(16.2) являются опти-
мальными планами. Доказать, что любая их выпуклая комбинация также является
оптимальным планом.

TI6.4. Может ли задача ЛП иметь конечное, отличное от единицы, число планов?

Т16.5. Сравнить множества решений неравенства «ix, + ...+ a,txn<c и системы

xl + ... + a,txi: + л*иИ = с

, , > О

Т16.6. Сравнить множества решений неравенства

U X +... + CI.X. -.V..., =С

с и системы

Т16.7. Доказать, что общую задачу ЛП

dp max

alixi

л*, + . . . + а 1 р х р + а, р г 1 х р + ] +... + а1Пхп = с,, i = к + 1 , .

xt - произвольные переменные, j = 1,..., р,

можно свести к канонической.

.., m.
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Т16.8. Свести задачу ЛП

D.YT-»min

АЛ" =С

Х>0

к канонической.

Т16.9. Доказать, что точка а = (0, 0, .... 0) является вершиной полиэдра, определенно-
го условиями АХ* = О, Х>0.

Т16.10. Доказать теорему 16.2 при условии, что матрица С нулевая.

T16.ll. Рассмотрим следующую задачу ЛП:

g(x,, ..„Avjb ...,ym)=-)'\- }'2- -- v,H->max

на множестве планов

' АХ' +ЕУ =С

, X > 0, Y > 0

(16.5)

(16.6)

где А, X, С такие же матрицы, как и в (16.2), У = (ys, ..., у,„), Е— единичная матрица
порядка т. Доказать: 1) если оптимальное значение целевой функции g задачи
(16.5)- (16.6) меньше нуля, то множество планов (16.2) пусто; 2) если оптимальное
значение целевой функции g задачи (16.5) - (16.6) равно нулю и р = ([V ...,
Р„, yi, .... у,,,)— оптимальный опорный план, то точка а = (рь .... $„) является опор-
ным планом задачи (16.1) - (16.2).

П16.1, Найти вершины полиэдра планов, определенных системой:

4х4. * 5 = *

(16.7)

х, >

Общая формулировка задач К16.1—К16.11
Опираясь на утверждение задачи T l 6 . l l , найти неотрицательное базисное решение
системы уравнений АХ = С, где

I 1 3 2.89 3.678 4 2̂ 1

- 2 1.9 2 - 1 -1/2 0 1

1 3 4 4.6 2 5.55 1

А= 1.1

К16.1. С ' = (15, 6.9,29)

К16.4. С г = (6, 7.5,34)

К16.7. С г = ( 6 , 2 1 , 5 )

К16.2. С г = ( 1 5 , 2 3 , 2 9 )

К1б.5.С т = (1,8.3, 4.5)

К16.8. С т = ( 8 , 4 . 4 , 12)

К16.3. С т = ( 5 , 9, 13)

К16.6. С т - ( 7 , 2.7, 11)

К16.9. С т = ( 1 3 , 3.4,2.9)

К 1 6 . 1 0 . С т - ( 3 . 2 , 2 . 9 , 3 1 ) K 1 6 . l l . С т = ( 1 4 , 1 1 . 2 , 8 . 2 )
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Ответы, указания, решения
Т16.1. Функция/может быть записана в матричной форме DX'\ где X = (х ь х 2 , ...,-хД
D - (du ..., dn). Тогда Д Ш +ц ЛО - D(XM + ц N? = =XDMJ +ц Ш т - V M + иД/V)
(см. теорему 3.1).

Т16.2. Указание: воспользоваться задачей Т16.1.

Т16.3. Указание: воспользоваться задачей Т16.!.

Т16.4. Указание: воспользоваться тем, что выпуклая комбинация планов также явля-
ется планом.

Т16.5. Ответ: если (а], а?,..., а „ ) — решение неравенства, то для любого неотрицательно-
го числа а„ | точка ( а ь сь,..., а,,, а „ + ) ) — решение системы. Обратно, если
(ос|, сс2,..., а„, а„+,) — решение системы, то точка (a t, a2,..., a,,) — решение неравенства.

Т16.7. Указание: каноническая запись будет такой:

t/iCVi-2]) + . . . + dP(yp-'ZP)+ dp ]xp i+ . . . + </„*„-> max

\(y>\-2\) + - + %(yp-
z

lJ + al ; J - I X , , + I +- + a

u,xl,+tl =с„ i = \,...,k

ajy\ -2l) + ... + al//yii-sp) + aillllx/l^ +... + amxH = c , , i = k + \,...,m

y,>0, zt >0,y = 1,...,/?, /, >0, ./ = !,... Л

x > 0 , j = p + ],...,n

T16.8. Указание: целевая функция канонической задачи следующая:

-D.VT-> max

Т16.9. Предположим, что точка а не является вершиной полиэдра. Тогда из задачи
Т14.2 следует, что существуют две такие различные точки р и у, принадлежащие по-
лиэдру, и числа ?ч>0 и Х2>0, Х| + Х 2 =1, для которых выполняется равенство
>.if3 + X2J

 = ее = (0, ..., 0). Но, так как среди координат точек Р и у нет отрицательных,
последнее равенство невозможно.

T16.I0. Указание. Среди планов существует план а со всеми нулевыми координата-
ми. В этом случае по определению план а опорный и является вершиной полиэдра
планов в силу задачи Т16.9. Если же план а содержит ненулевую координату, то до-
казательство производится так, как и ранее (см. доказательство теоремы 16.2).

T16.il.

1) Пусть (с*), ..., а,,)— некоторый план задачи (16.1)- (16.2). Тогда точка
а = (ось ..., а,„ 0, ..., 0) из Af '" — план задачи (16.5) - (16.6). Однако g(a) = 0, а это
противоречит тому, что оптимальное значение функции g отрицательно.

2) Поскольку ^(р) ^ 0, то у, = ...=yw= 0 и а = (р,, ..., р„) — план задачи (16.1)—(16.2).
Так как координаты плана |3, соответствующие столбцам матрицы Е, равны 0, то по-
ложительные координаты планов а и р соответствуют одним и тем же столбцам мат-
рицы А. Поскольку план Р опорный, то в силу леммы 16.1 и теоремы 16.1 эти столб-
цы линейно независимы. Поэтому из тех же утверждений вытекает то, что а —
опорный план задачи (16.1)—(16.2).
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Следует отметить, что один из опорных планов задачи (16.5)-(16.6) очевиден при
условии, что С>0: это точка (0, ..., О, с,, ..,, с,„).

(А (Л
П16.1. Поскольку столбцы а,= и с>2=\ линейно независимы, то по лемме 16.1

они могут определять вершину полиэдра. В этом случае координаты вершины долж-

[2а. + а , =4
ны иметь вид (ct|. а2, 0, 0. 0) и система (16.7) превращается в систему <

[а, + а : = 3

Решив последнюю, получаем ct| = 1, с ь ^ 2. Поэтому точка (1, 2, 0, 0, 0) является вер-
шиной полиэдра.

(А (А (Л Г4

Повторив эти рассуждения для пар векторов Й| = и а 3

= , а2^ \ и а4 =

и а 4 = получим еще три вершины полиэдра: точки (1,0,1,0,0),

(0,2,0,0.5,0), (0,0, 1,0.5,0).

(А (А (Л (А (Л
Пары векторов л, - и а4 - , а2 = и а-^ - , а2 ~ \ и

?'
и а5 = I I линейно зависимы и поэтому по лемме 16.1 не могут опреде-

лять вершину.

-1

Рассмотрим линейно независимые векторы а\=\ и а5= \ \. Если эти векторы

определяют вершину полиэдра, то ее координаты имеют вид ( а ь 0, 0, 0, а5). Решив

[2а. - а5 = 4
систем> < ' , получим Я|~ 1, as~-2. Так как среди координат точки

[а, - «_, = 3

(1, 0, 0, 0, -2) есть отрицательные, то эта точка не является планом. По той же причи-
не планом не является точка (0, 0, 0, 0.5, -2).

Общий алгоритм решения задач
К16.1 - К16.11 с помощью Mathcad
Ввести матрицы А, с. Определить размеры матриц, задать начальные значения пере-
менных и целевую функцию для решения вспомогательной задачи ЛП в соотйетствии
с утверждениями задачи Т16.11:

ORIGIN : = 1 n-.^cols(A) m: =rows {A) i:=l;n K1:=0 j : = l ; m

Y:,:=0 £{X, Y) :=
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Given A-XAidentity{m) • Y=C X> Y> 0 X, У)

Сформировать блок для решения этой вспомогательной задачи ЛП:

X

,У

f[X, Y) =

Если оптимальное значение целевой функции f больше нуля, то система АХ = с не
имеет неотрицательных базисных решений. В противном случае проверяется линей-
ная независимость столбцов матрицы А, соответствующих положительным коорди-
натам найденного вектора х (вектор У должен быть нулевым- см. решение задачи
TI6.11):

S: =

kol <- 0

for isl;n

if x. >0

if kol = Q

M <- A'!>

M <— augment (M,A"1J} otherwise

s -t— "X is oporni" if rank (Ml- cois (M)

s <— "X is not oporni" otherwise

С помощью этого программного блока строится матрица м, состоящая из столбцов
матрицы л, соответствующих положительным координатам вектора х, и затем прове-
ряется линейная независимость столбцов матрицы м с помощью функции rank;
функция rank определяет наибольшее число линейно независимых столбцов матри-
цы (ранг матрицы).

К16.1. Ответы: Xт= (0, 0, 4.143 25, 0.916 53, 2.805 24, 0. 0, 0).

К16.2. Ответы: система не имеет неотрицательных базисных решений.
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Глава 17

Симплекс-метод

• -г:=Ея
find1

Если множество планов задачи (16.1) - (16.2) является многогранником, то благодаря
теоремам предыдущего параграфа задачу можно решить так: найти все вершины
многогранника (как, например, в задаче П16.1) и выбрать из них ту, в которой целе-
вая функция принимает оптимальное значение. Однако такой тотальный перебор
нерационален, поскольку требует значительного объема вычислений. Кроме того,
если множество планов задачи — полиэдр, то целевая функция может оказаться не-
ограниченной.

Существ)ет процедура направленного перебора вершин полиэдра; если известна ка-
кая-либо вершина, то выбирается соседняя с ней вершина, в которой значение целе-
вой функции не хуже, чем в предыдущей, и процесс продолжается до тех пор, пока
не будет найдена оптимальная вершина или не будет установлена неограниченность
целевой функции.

Таким образом, реализация симплекс-метода состоит из следующих этапов:

1. Определение начальной вершины.

2. Проверка признака оптимальности вершины или признака неограниченности
функции.

3. Правило перехода к соседней вершине.

Для дальнейшего потребуется процедура жорданвеской перестановки пары пере-
менных. Опишем ее. Пусть даны т линейных уравнений

У' = < = 1 , 2 , . . . . ш (17.1)

к=\

где z b ..., 2„— независимые (свободные) переменные, V|. ...,ут~ зависимые пере-
менные. Эти уравнения можно записать в виде так называемой si-таблицы (17.2).

> • > =

Уг =

)',„=

1

Ь,о

Ьк>

"ml)

~Z\ ....

Ьп

Ьг\

ь„л....

-л
... ьи....

... ь,,....

.... ь1т...

-•II
.... hu,

.... hni

к»,

( 1 7 . 2 )
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От этой табличной записи можно легко перейти к обычной— для этого надо ска-
лярно умножить верхнюю строку (которая называется строкой свободных пере-
менных) на каждую из строк таблицы, приравняв результаты к соответствующим
переменным_уь ...,)>,»•

Предположив, что необходимо поменять ролями уг и zs: yr превратить в зависимую
переменную, a z, — в независимую (при условии, что 6 п ^ 0 ) . Естественно, что это
приведет к изменению вида системы (17.1) и si-таблицы (17.2). Такое преобразование
si-таблицы назовем жордановой перестановкой переменных уг и zs, или жордановой
перестановкой с разрешающим элементом /J,V Строка и столбец в таблице, содержа-
щие 6„, также называются разрешающими.

Утверждение 17.1. Результатом жордановой перестановки с разрешающим эле-
ментом br, является si-таблица (17.3).

ут=

1 -~z\

ь\.

ь.
ьп

b' ,

"Уг

b,.,

1

К,

bm.

-n

h\

b,.

br.

b

(17.3)

Таблица (17.3) получается из (17,2) следующим образом: переменные v,- и г, меняют-
ся местами; разрешающий элемент заменяется обратной величиной; остальные эле-
менты разрешающей строки делятся на разрешающий элемент; прочие элементы b\k

(/ Ф г, к Ф s) рассчитываются по формулам blk = bit —i-ii-. Последнее соотношение
br,

называется правилом "прямоугольника" из-за определенного расположения чисел,
участвующих в пересчете:
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Доказательство. Выразим переменную из г-го уравнения (17.1):

!—гк, что соответствует r-й строке si-таблицы (17.3). Исключим
Ь.

переменную z, из /-го уравнения в (17.1) (гФ г):

После раскрытия скобок и приведения подобных членов получим:

что соответствует /-и строке в si-таблице (17.3). Утверждение доказано.

Вернемся к симплекс-методу и рассмотрим его второй и третий этапы (О реализации
первого этапа— нахождения начального опорного плана— будет сказано ниже.)
Предположим, что уже найден некоторый опорный план а = (а1 5 ..., а,, 0, ..., 0) задачи
(16.1) - (16.2), причем известны также линейные зависимости, выражающие базис-
ные переменные A't, ...,Х, И целевую функцию / через свободные переменные
х, 1, ..., х„ (для упрощения обозначений считаем, что в опорном плане а именно пер-
вые / координат соответствуют базисным переменным):

[х, =а, -(/у, , + | (17.4)

Запишем уравнения (17.4) в форме si-таблицы (17.5).

х,=

х,=

f—

1

« 1

а,

/о

-х,

ь,<

К,

f, i

1

1

1

-х„

*'«

Ьш

Л

(17.5)

Эту таблицу будем называть si-таблицей, соответствующей опорному плану а. В таб-
лице первый столбец называется столбцом базисных переменных, второй— столб-
цом свободных членов, последняя строка называется/-строкой.

Т е о р е м а 1 7 . 1 . Пусть задана si-таблица, соответствующая опорному плану a. F.c-
ли в /строке si-таблицы все элементы, не считля свободного члена/п, неотрицатель-
ны, то план а оптимален.

Доказательство. Поскольку /,'. | >0, ...,/,>0, х, | >0, ..., х„>0, то
f=fu-(J] \X, • |+ ... + f,pc„)<ft} для любых неотрицательных значений свободных пе-
ременных. НоДа) - / 0 )

 ч т 0 и означает оптимальность плана а.

Теорема 17.2. Пусть задана si-таблица, соответствующая опорному плану
а = ( а ь ..., а,, 0,..., 0). Если существует такой элемент/., ч т о / . < 0 и все Ь1х<0,
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i =],..., t, то целевая функция задачи (I6.1)—(16.2) неограниченно возрастает на
множестве планов.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положив все свободные переменные, кроме хх, равными нулю,
получим .V, = a, ~ blsxs, i = 1, ..., /, f=fo -/Х- Рассмотрим точку

а = (оси ..., а,, 0,..,, a s , . . . , 0) , где a s — любое положительное число, а ^ а , -

Ьь. a v , /= 1, ...,/. Так как при любом а, > 0 значения а] > 0, то точка а является

планом задачи. Значение целевой функции для этого планаДа')^/,;-/,а Л неограни-

ченно растет с ростом ал.. Теорема доказана.

Теорема 17.3. Пусть задана si-таблица, соответствующая опорному плану

a = (а.],..., а,, 0, ..., 0). Если существует такой отрицательный элемент/, для которого

найдется элемент bn> 0 (I <i<(), то существует такой новый опорный план a , что

Д а ) >Да). (К этому плану можно перейти с помощью жордановой перестановки.)

Доказательство. Среди положительных элементов столбца, содержащего/, выберем

элемент />,« с минимально возможными значениями —-. (Если выбор неоднозначен,

то выбираем любой из таких элементов.) Произведем жорданову перестановку с раз-
решающим элементом bri . Покажем, что в столбце свободных членов новой

si-таблицы все элементы а\, ..., а, останутся неотрицательными, причем новый сво-

бодный член /,' в /-строке будет не меньше /0. Согласно утверждению 17.1,

a '-=—<->(), ибо />rv>0, ar>0. Пусть 1Фг. Если bis>0, то

°-А, , , а , а . ч г, г- L

а = a —^ = b (—• - ) . Вследствие выбора элемента о выполняется неравен-

К К br>
ct ее I ее b

ство —'• ™ > 0 и поэтому a > 0 . Если b,s < 0 , то —— > 0 , так как

а, > 0, brt > 0 , и поэтому а, > 0.

Мы доказали, что столбец свободных членов новой si-таблицы задает опорный план

a . Значение целевой функции для этого плана Д а ' ) =/,' =/ 0 —г~*~- ^». т а к к а к

Ьгл

аг >0,/-< 0, ЬГ!> 0. Теорема доказана.

Из теоремы 17.3 следует, что с помощью жордановых перестановок в соответствую-
щих si-таблицах можно построить такую последовательность опорных планов задачи

(16.1)—(16.2) а, а ,а , ..., что _Да)<Да') < / ( а " ) < .... Эта последовательность
может быть конечной или бесконечной. В первом случае с помощью теорем 17.1 и
17.2 или будет установлена оптимальность плана, или будет доказана неограничен-
ность целевой функции. Второй случай может произойти из-за неоднозначности вы-
бора разрешающего элемента для жордановой перестановки. В такой ситуации неко-
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торый опорный план будет повторяться, поскольку число опорных планов конечно.
Однако существуют правила выбора разрешающего элемента, позволяющие избе-
жать зацикливания. Мы не будем здесь останавливаться на этом, так как зациклива-
ние в практических задачах встречается чрезвычайно редко и известны лишь искус-
ственные примеры такого явления.

С л е д с т в и е 17 . ! . Если целевая функция/в задаче ЛП ограничена сверху (снизу)
на множестве планов, то эта задача имеет оптимальный опорный план, максимизи-
рующий (минимизирующий) функцию/

Доказательство следствия дано в задаче TI7.2.

Л теперь вернемся к первому этапу симплекс-метода. Построение начального опор-
ного плана задачи (16.1)-(16.2) можно осуществить, применив симплекс-метод к
вспомогательной задаче (16.5) - (16.6). Действительно, не теряя общности можно
считать, что в (16.6) С > 0 (в противном случае соответствующие уравнения умножа-
ются на -I ) . Поэтому очевиден начальный опорный план (0, 0, ..., О, с,, ..., с,„) вспомо-
гательной задачу), так как очевиден базис переменных yt у,,,. Целевая функция g

ограничена снизу на множестве планов (16.6). Поэтому в силу следствия 17.1 задача
(16.5)- (16.6) имеет оптимальный опорный план, который можно найти симплекс-
методом. Но согласно задаче T16.ll при непустом множестве планов (16.2) опти-
мальный опорный план [3 = (Pi, .... р,„ у,, .... у,„) задачи (16,5) - (16.6) определяет
опорный план а = (Рь .... р„) задачи (16.1) - (16.2).

Суммируя предыдущие результаты можно предложить следующий алгоритм сим-
плекс-метода решения задачи (16.1) - (16.2).

Алгоритм
1. Решить вспомогательную задачу (16.5) - (16.6) и найти ее оптимальный опорный

план р = ( р ь ..., р,„ у, у,„). Если &(J3) < 0, то задача (16.1)-(16.2) планов не

имеет. Если g(P) = О, то план а = ф ь ..., (5„) является опорным планом задачи

(16.1) - (16.2). Составить si-таблицу, соответствующую этому плану.

2. Рассмотреть элементы f-строки si-таблицы. Если все элементы f-строки, не считая
свободного члена ГО. неотрицательны, то опорный план а оптимален.

3. Если в f-строке есть отрицательный элемент fs, то рассмотреть элементы столбца,
содержащего элемент fs. Если все элементы этого столбца неположительны, то
целевая функция (16.1) не ограничена на множестве планов.

4. Если в рассматриваемом столбце есть положительные элементы, то произвести
жорданову перестановку. В качестве разрешающего выбрать элемент brs, для

и, . а ,
которого выполняется соотношение — = mm — .

5. Описанный процесс повторять до тех пор, пока не будет найден оптимальный
опорный план или не будет установлена неограниченность целевой функции.

Зак -422 3
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Пример
Рассмотрим задачу ЛП с целевой функцией

f = 2xi - Х2 - 2хз + 6x4 —> max,

заданную на множестве планов

\х] + х2
Зх4 = 16

= 8

,х- , ,х 3 ,х 4 £ О

Вспомогательная задача для нахождения начального опорного плана исходной
задачи выглядит так:

д = _ ул - У2 -^ max

л , + х-, + х- + З х 4 + >', = 1 6

- Д"| + Д'7 + ЗА'З - А*4 + У2 = 8 .

Х | , Х 2 , Х - , . Т 4 , _ 1 ' | , V2 > О

Начальный опорный план этой задачи равен (0, 0, 0, 0, 16, 8). Составим на-
чальную si-таблицу (17.6)

У1 =

y2=

9=

16

8

-24

-x,

1

-1

0

-X2

1

I-
-2

-Хз

1

3

-4

-x4

3

-1

-2

(17.6)

так какут = 16 - (xi
= -24-(0х1-2х2-4хз - 2х4). Поскольку f2

 < 0, ft-^O, /4 < 0, то в качестве разре-
шающего столбца можно выбрать любой из столбцов, содержащий эти элемен-
ты. Пусть разрешающим будет столбец, содержащий f2. В этом столбце разре-

8 16
шающим является отмеченный элемент, так как — < — .

Проведем жорданову перестановку переменных
таблицу (17.7).

и получим новую si-

/1=

Х 2 =

д=

со 
со

-8

-Xi

2

-1

-2

~У2

- 1

1

2

-Хз

- 2

3

2

- Х 4

4

- 1

- ^

(17.7)
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Выберем в качестве разрешающего столбец, содержащий ft, так как U < 0. В
этом столбце единственный положительный элемент, который и будет разре-
шающим.

Проведем жорданову перестановку переменных у-\ и х-\, как это показано в таб-
лице (17.8).

(17.8)
Х 2 =

9=

4

1 2

0

_у, _у2 _ Х з _х4

0.5-0.5 -1 2

0.5 0.5 2 1

1 1 0 0

Согласно теореме 17.1, опорный план (4, 12, 0, 0, 0, 0) является оптимальным
для вспомогательной задачи и, следовательно, план (4, 12, 0, 0) можно взять в
качестве начального опорного плана исходной задачи. Составим начальную si-
таблицу (17.9) исходной задачи, учитывая, что из таблицы (17.8) следует

Х 1 = 4 - ( - х 3 + 2х4), х 2 = 12-(2х 3 + х4), f= 2xi -x2- 2x3 + 6x4= 2(4 + x 3 - 2 x d ) -
(12 - 2 х 3 - х4) - 2х3 + 6х4 = =- 4 - ( - 2 х 3 - Зх4).

(17.9)
Х1 =

Х 2 =

f=

4

1 2

- 4

-хз -х4

-1 2

2 1

-2 -3

Произведем жорданову перестановку пары переменных
элементом 2 и получим новую si-таблицу (17.10).

11 
II

ч- 
сч

X
 

X

f=

2

10

2

-Хз -Xi

-0.5 0.5

2Л -0.5

-3.5 1.5

и х4 с разрешающим

(17.10)

Произведем жорданову перестановку пары переменных
элементом 2.5. Новая si-таблица имеет вид (17.11).

Х 4 =

Хз=

f=

4

4

16

~ Х 2 - X i

0 . 2 0 . 4

0 . 4 - 0 . 2

1 . 4 0 . 8

и хз с разрешающим

(17.11)

Согласно теореме 17.1, опорный план (0, 0, 4, 4) оптимален и оптимальное зна-
чение целевой функции равно 16.
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Компьютерный раздел
Встроенная функция stack (Al, А2, . . . , AN), аргументы Д1, .42, ..., AN кото-

(А\

р о й — матрицы с одинаковым числом столбцов, формирует матрицу
А2

V « " I

с тем же

числом столбцов (матрицы AL, A2, ..., ЛЬ'размещаются последовательно сверху вниз).

"з
Например, если Al = [l 2), Л2 , то stacA-Ш, Д2) =

1

3

Поиск минимума и максимума в функциях minimize и maximize в Mathcad реали-
зован несколькими алгоритмами. Какой из алгоритмов выбрать — зависит от вида
целевой функции. На практике рекомендуется проверить поиск решения по каждому
методу и сравнить решения. Альтернативные методы поиска решения надо использо-
вать и я том случае, если какой-то метод не дает решения. Для выбора методов реше-
ния необходимо щелкнуть левой кнопкой мыши на функции minimize? или ma.\i--
mize и вызвать контекстное меню, щелкнув затем правой кнопкой мыши, как это
показано на рис. 17.1.

•/ АвтоБыбор

Линейный

• Нелинейный Градиент Конжунгейта

Квази-Ньютоновый
t

\, Дополнительные опции... i
jb Вырезать ,s ,,„.,.......«„ „„„,„„.««*„, . , . ,•

4=) Копировать j

Рис. 1 7 . 1 . Контекстное меню для выбора метода оптимизации

И далее установить флажок рядом с соответствующим методом поиска решения.

Задачи
для самостоятельного решения
TI7.1. Доказать: если в/^строке si-таблицы, содержащей оптимальный опорный план,
есть хотя бы один нулевой элемент, не считая свободного члена, то соответствующая
задача ЛИ имеет бесконечное множество оптимальных планов.

Т17.2. Доказать следствие 17.].
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Общая формулировка задач П17.1—П17.20 в
буквенных обозначениях
На предприятии имеется возможность выпускать п видов продукции /7Ь П2, ..., П,„
При ее изготовлении используются ресурсы Р\,Р2,Ръ размеры допустимых затрат
которых ограничены соответственно величинами Ь}. b2, /ь,. Имеется матрица А норм
расхода ресурсов, в которой элемент па позиции (/, к) равен количеству ресурса Р„
расходуемого на единицу продукции ПК. Цена единицы продукции Пк равна
ск ден. ед., к = 1,2, ..., п.

Требуется: составить математическую модель задачи, позволяющую найти сбаланси-
рованный по ресурсам план выпуска продукции, обеспечивающий предприятию мак-
симальный доход; симплексным методом найти оптимальный план выпуска продук-
ции по видам.

П17.1. Дано:

П17.2. Дано:

П17.3. Дано:

П17.4. Дано:

/7 = 4,

С] = 6.

п = 3,

п = 4,

и = 3,

А =

А

А =

А —

ь
'2

ь
(2

ь
с

h

'2

1

v 1

С

ь
'15

2

35

- 11.

i - 20.

2 3 0л

1 1 2

= 8,

,-150,

л 4

4 5
4 2,

- 4 ,

, - 280,

1 1 П

0 1 1

2 1 0 у

= 300,

,= 1200,

20 25

3 2.5

60 60

с 2 = 6 ,

/>2 = 37.

f:=7,

62= 180,

/ъ-80,

с2 - 250,

Ы^ 150,

* з =

с , =

Ьг =

с , -

* , =

9,

зо,

6,

120,

6.

250.

450,

3000
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П17.5.

П17.6.

П17.7.

П17.8.

П17.9.

П17.10.

Дано: с, = 35,

^ = 600,

10 20 23

1 ! 1

5 6 6

с2 = 60,

Дано:

Дано: /7=3,

h\ =

(5

5

V2

С\ =

b,=

1 8 ,

2 4 ,

7 4]

2 , [ .

5 0 0 ,

с 2 =12,

Ы= 10

с2 - 4,

6,= 55(

А = 0 2 1

0 1 0

Дано:

л =

с, = 40.

/),= 100.

2.5 2.5 2 \.ъ\

4 10 4 6

8 7 4 10

с2 - 50,

62 = 260,

Дано: /7 = J, 2= 10,

2 = 192,

Дано: /7 = J,

18 15 12

6 4 8

J 3 3

10,

180,
2

= 14,

3 1 3

1 2 5

= 63,

= 144,

з = 6,

С 3

3 - 200,

съ = 100,

16,

180,

= 244,
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пп.п.

П17.12.

П17.13.

П17.14.

П17.15.

П17.16.

Дано:

Дано:

С 4 = 3 ,

Дано:

Дано:

Дано:

Дано:

я = 4,

Сд ~~ 2,)

я = 5,

с 5 =6,

я = 3,

я = 3,

« = 3,

п ~4,

6'4 " 15,

с, = 3,

6, = 2,

Л =

г\ 1 0

0 1 1

Ч1 0 1

с, = 5,

*! = 3,

f\ I 1

0 1 1

к\ 1 0

с,= 120,

А, = 400,

'1/6 3/7

1/4 1/7

ч1/6 1/7

с, - 80,

Ь, = 6000,

Г 1 1
1/2 1

J/2 1/2

с-,= 1,

Ь,= 12,

А =

% 4

5 3

v4 5

с, = 2,

fti= 1000,

А =

'1 2 3

2 1 0

() 1 4

<z=7,

/>2=2,

0

Ь 2 =2,

2 2)

1 2

2 1 /

с 2= 100,

^2=250,

\/А\

1/4

3/8

с2= 100,

/ъ-5000,

\')

5

20J

с2 = 2,

6, = 25,

2

с, -40,

6 2 -500,

п
0

1

С =4,

Ьз=2,

сз=8,

Ь 3 =2,

с3= 150,

63 = 200,

с 3=300,

fa - 9000,

сэ=3.

Ь3= 18,

с 3 =Ю,

А3= 1200,
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П17.17. Дано: л = 5, С\ = 3,

Л =

П17.18. Дано:

1 2 3 6 2

2 3 1 6 0

3 1 2 6 4

л = 4. с, - 2, с2 = 4,

3 = 4,

П17.19. Дано:

1 3 0 1

2 1 0 0

0 1 4 1

л - 4 , с:, = 0.4, с 2=0.2.

£.1 = 0.8, / J I - 2 4 . 62=12,

М 2 4

3 5 1 0

КЬ 0 3 I

П 17.20. Дано: / 7 - 3 , С, -

*>! =

/4 =

4,

2,

f 2 '
*̂ л

2 1

6 1

9

2 ;

^ 2 =

6 ,

2 7

3 - 0.5,

П17.21. Предприятие имеет возможность производить продукцию четырех видов
/7Ь /7т, /73 и //4. При ее изготовлении используются ресурсы Р\,Р2.Р^, размеры до-
пустимых затрат которых ограничены величинами 34, 16 и 22 ед. Имеется матрица
норм расхода ресурсов

А=

2 4 1 5

4 1 4 1

2 3 1 2

Плановая себестоимость единицы продукции //,, /72, /Уз-. Пл соответственно равна 18,
14, 15, 10 ден. ед., а оптовая цена — 25, 17, 19, 12 ден. ед. Требуется: составить мате-
матическую модель задачи, позволяющую найти план выпуска продукции, обеспечи-
вающий предприятию максимальную прибыль; симплексным методом найти опти-
мальный план выпуска продукции и максимальную величину прибыли.
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Общая формулировка задач К17.1— К17.10
Предприятие может выпускать 4 вида продукции, используя 3 вида сырья. Дана мат-
рица норм расхода сырья N, в которой на позиции (/', к) находится норма расхода сы-
рья /-го вида на единицу продукции k-vo вида. Дан вектор В запасов сырья по видам,
а так же вектор оптовых цен Р, в котором к-я координата равна оптовой цене едини-
цы продукции к-го вида. Требуется определить оптимальный план выпускаемой про-
дукции, максимизирующий выручку предприятия.

К17.1. Дано: W=

К 17.2. Дано:

К17.3. Дано: N=

1 5

К17.4. Дано:#=

К17.5.Дано:/У=

К17.6. Дано:#=

К17.7. Дано: N--

К17.8. Дано: Л-

0.5

3

6

4^

0

16 12 4

б = (2400,1200,3000)

Р = (75, 30, 60,120)

3 2,4 7.3^

5 13 10

0.7 0 1,1

4.5 4 3"\

1 4 15

17 10 6

6 5 12 18

5.6 4.8 1 1 1

8 4.6 4 31

8 5.9 3 16

3 6 0 8

0 7 4 7"

4.8 15 3 1

6 13 5 1

6 14 24 33

0 5 23 0

6 7 0 11

/16 23 24 3 ч

14 25 3 15

36 17 10 0

fi = (1000,2100,2000)

^ = (91,40,55,30)

В = (400, 200, 1000)

' /' = (111,50,77,70)

В = (3200, 3100, 3000)

' /> = (21. 60, 71.80)

В = (100, 200, 200)

' я = (9,4,5,3)

/? = (1400, 1 100, 2400)

' /̂  = (165,140,155,130)

В =(900, 1300,2400)

' /> = (131,120, 5, 50)

В = (800. 900.1000)

/> = (2 13. 145,75,88)
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(9 13

24 15

16 17

К17.10.

'16 23

24 25

26 О

2 О

3 О

10 21

24

13

10

23Л

20

Я = (1700, 3 100, 3000)

Р = (222, 50, 145, 120)

д = (1600,1400,3200)

Р = (95, 60, 85, 80)

K17.il. Торговая отрасль может реализовать 4 группы товаров, используя для
этого пять видов ресурсов. Даны векторы £=(26.6,26, 16.5, 10), Т= (146, 140, 67, 79).
Q = (170, 230, 280, 120), Z= (31, 42, 30, 25), С = (200, 150, 170, 80), Р = (120.6, 50.9, 30, 98),
в каждом из которых k-я координата соответствует единице товарооборота к-ц товар-
ной группы и равна соответственно: в векторе S-— нормативу складских площадей, в
векторе 7'— плановому нормативу затрат времени работников, в векторе Q — плано-
вому нормативу издержек обращения, в векторе 7,— нормативу товарных запасов, в
векторе С — средней иене реализации, в векторе Р — торговой прибыли. Даны также:
112 0 0 0 — общий объем ресурса по использованию площадей, 957 0 0 0 — общий
объем ресурса рабочего времени работников, 122 0 0 0 — общие допустимые издерж-
ки обращения, 187 000 — общий объем товарных запасов, 759 000 — общий плано-
вый показатель ресурса товарооборота. Дан также вектор Л/=(1240, 990, 1508, 1270)
минимально допустимых значений плана товарооборота по каждой товарной группе.
Требуется: определить оптимальный план хозяйственной деятельности торговой от-
расли, обеспечивающий максимум торговой прибыли при заданных ограничениях на
складские площади, трудовые ресурсы, издержки обращения, товарные запасы, вели-
чину товарооборота.

К17.12. Производственная программа предполагает выпуск пяти видов изделий. При
этом используется четыре вида оборудования и 2 вида лимитирующих материалов.
Даны векторы СО = (10, 12, 8, 16, 11), С£ = (3 ,4 ,4 ,2 , 1), СТ= (I . 2, 3, 2, 1) в каждом
из которых к-я координата соответствует единице выпускаемой продукции к-го вида
и равна соответственно: в векторе СО— оптовой цене, в векторе СЕ— себестоимо-
сти, в векторе СТ— часовой ставке заработной платы. Дана матрица

2 2 1 !

4 2

2 4

2 2

в которой на позиции (/, к) находится число, равное количеству единиц оборудования
/-го вида, необходимого для изготовления единицы изделий к-го вида. Дана матрица
норм расхода лимитирующих материалов

3 2 3 4 1

5 1 3 1 2
М=
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в которой на позиции (/, к) находится число, равное количеству расходуемого мате-
риала (-го вида на единицу изделий к-го вида. Ограничения на общее количество
единиц оборудования каждого вида равны соответственно 90 000, 800 000, 600 000,
500 000. а ограничения на общие объемы лимитирующих материалов равны соответ-
ственно 950 000, 850 000. Общий фонд заработной платы не должен превышать
600 000, а общая стоимость выпускаемых изделий должна быть не менее 2 500 000.
Общие объемы выпускаемых изделий 1, 3, 4, 5-го видов должны быть не менее
10 000, 15 000, 20 000, 30 000 соответственно, а общий объем выпускаемых изделий
2-го вида не должен превышать 1200. Требуется найти оптимальный план выпуска
изделий всех видов, максимизирующий прибыль и учитывающий все перечисленные
выше ограничения.

Ответы, указания, решения
Т17.1. Пусть в (17.5) все элементы /строки, не считая свободного члена, неотрица-
тельны, причем/.= 0, По теореме 17.1 опорный план (а], .... а,, 0, ..., 0) оптимален.
Если в столбце, содержащем/, все элементы неположительны, то J'=fo-fiXs=fo.
х, = а , - 6„д\, / = 1, ..., (. Таким образом, при увеличении xs не нарушается неотрица-
тельность значений базисных переменных и, следовательно, порождаются новые
планы, в которых значение целевой функции/оптимально. Если же в столбце, со-
держащем /, имеются положительные элементы, то выберем среди них Ьг, с мини-

а,.
мально возможным значением —. Произведем жорданову перестановку с разре-

шающнм элементом Ь,.ч- Получим новый опорный план, причем значение /„ не
изменится (см. доказательство теоремы 17.3). Таким образом, имеется по крайней
мере два оптимальных опорных плана. Но тогда по следствию 16.3 оптимальных
планов бесконечно много.

Т17.2. Пусть функция/в (16.1) ограничена сверху на множестве планов (16.2). Тогда
ситуация, описанная в теореме 17.2, не может возникнуть. Это означает, что сим-
плекс-методом, примененным к задаче (16.1) - (16.2) (с учетом действий, позволяю-
щих избежать зацикливания) непременно будет построен оптимальный опорный
план.

П17.21. Обозначим через х ь х2, А'З, *4— соответственно количество единиц продук-
ции /7i, П2, Пг, /74, планируемой к выпуску, а через/—- величину прибыли от реали-
зации этой продукции. Тогда, учитывая значение прибыли от единицы продукции /7,,
равное 2 5 - 1 8 - 7 ден. ед.. от единицы продукции Г/2 — 3 ден. ед., от единицы про-
дукции /7j — 4 ден. ед., от единицы продукции /74 — 2 ден. ед., запишем суммарную
величину прибыли — целевую функцию — в следующем виде:

/ = 7*| + 3*2 + 4х3 + 2хА.

Переменные х]ух2, л'з,л'4 должны удовлетворять ограничениям, накладываемым на
расход имеющихся в распоряжении предприятия ресурсов. Так, затраты ресурса Р\
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на выполнение плана (xi, х2, Хз, -Y4) составят 2т i + 4х2 + х3 + 5х4 ед., где 2х, — затраты
ресурса Р\ на выпуск х\ ед. продукции П\\ 4х2 — затраты ресурса Р] на выпуск х2 ед.
продукции /72 и т. д. Понятно, что указанная сумма не может превышать имекшшйся
запас Р\ в 34 ед., т. е.

2х, + 5хА <34.

Аналогично получаем ограничения по расходу ресурсов Р2 и Ру.

4х| + х2 + 4хц •+ .v4 < 16,

По смыслу задачи переменные .vh x2, х^, х4 не могут выражаться отрицательными
числами, т. е. х, > 0, / = 1, 2, 3, 4.

Таким образом, имеем следующую задачу ЛП:

= 7.v, + 3.v; max

2.\-| + 4х 2 + .т̂  + 5х4 < 34

4JC, + Х2 + 4 Т Я +.Y,, < 16

2.Y, + J.YI + .V-, + 2х 4 < 22

л> >0, к = 1,2, 3,4

Прежде, чем решить эту задачу симплекс-методом, ее приводят к канонической фор-
ме (см. задачу Т16.7). Основным признаком канонической формы является запись
ограничений задачи в виде равенств. В нашем же случае ограничения имеют вид не-
равенств. Чтобы преобразовать их в эквивалентные уравнения, введем в левые части
неравенств дополнительные (балансовые) неотрицательные переменные .v.i, л>, л>,
обозначающие разности между правыми и левыми частями этих неравенств. В ре-
зультате задачу можно записать в виде:

/ = 7.V. + 3.V, + 4х, + 2х4

2.v,

4.г,

4х2

х1

2A'I + З х , + х ч + 2 л- •

+ х5 = 34

х6 = 16

=22

), j = 1,2.3, 4, 5, 6, 7

Заметим здесь же, что дополнительные переменные х5, х6, .v7 имеют вполне опре-
деленный экономический смысл — это возможные остатки ресурсов Pt, P2. /'.-
соответственно. Их еше называют резервами. Очевиден базис переменных
{.v5, хь, х7}, при этом переменные л*|, -v2, тд, хл будут свободными. Поэтому началь-
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ный опорный план задачи равен (0,0,0,0.34, 16,22). Составим начальную si-

таблицу (17.12).

(17.12)

х 5 -

Х 6 =

xf-=

34

16

22

0

-.v,

2

4

2

„ 7

-х2

4

1

3

—3

-*з

1

4

1

-х4

5

1

2

-2

Содержащийся в si-таблице (17.12) план не является оптимальным, так как в
/строке имеются отрицательные элементы. Чтобы получить опорный план, более
близкий к оптимальному, выполним жорданову перестановку переменных х(, и х, с
разрешающим элементом 4 (разрешающая строка выбрана исходя из минимальности

34 16 22
отношений —, —, — ) . Получим новую si-таблицу (17.13).

Х 5 =

* , =

* 7 =

f—

26

4

14

28

-xt,

-0.5

0.25

-0.5

1.75

-х2

3.5

0.25

2.5

-1.25

-х

-1

1

-1

3

4.5

0.25

1.5

-0.25

(17.13)

Рассуждая аналогично предыдущему, устанавливаем, что для улучшения этого плана
необходимо выполнить жорданову перестановку переменных х7 и х? с разрешающим
элементом 2.5. В результате получится si-таблица (17.14), в/-строке которой все эле-
менты неотрицательны.

: :

6.4

2.6

5.6

35

-Хб _Л 7 - х 3 _ Х 4

1.5 1.2 2.5 0.5

(17.14)

Следовательно опорный план (2.6, 5.6, 0, 0, 6.4, 0, 0) является оптимальным, а опти-
мальное значение целевой функции равно 35. Итак, по оптимальному плану следует
изготовить 2.6 ед. продукции /7t и 5.6 ед. продукции /72; продукцию П3 и /74 произво-
дить не следует.
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K17.I. Ответы: оптимальный план (0,0,400,550), оптимальное значение целевой
функции 90 000.

K17.ll. Ответы: оптимальный план равен (1240, 990, ]5О8, 1326.75), при этом макси-
мальная прибыль составит 375 196.5.

Ю7.12. Алгоритм решения задачи с помощью Mathcad. Ввести матрицы со, СЕ, с г, л/,
м, а также вектор CG, содержащий ограничения на объемы оборудования, материалы
и фонд заработной платы (ограничение на общую стоимость выпускаемых изделий
задать со знаком минус). Задать начальные значения, целевую функцию, а также
сформировать вспомогательную матрицу А ДЛЯ матричной записи неравенств соот-
ветствующей задачи ЛП:

O R I G I N : = 1 i : = l ; 5 Х , т = 0 f(X) :={СО-СЕ) Т-Х A:=stack(N, М, СТ-СО)

Сформировать блок для решения задачи ЛП:

Given A'XUCXf Х> ( 1 0 0 0 0 , 0 , 1 5 0 0 0 , 2 0 0 0 0 , 3 0 0 0 0 ) '

Х 2 < 1 2 0 0 Y:=maximize(f, X) .

Ответы: оптимальный план (29 000, 0, 15 000, 164 000, 35 000), оптимальное значение
целевой функции 2 909 000.



Глава 18

Понятие двойственности
в линейном программировании

Каждой задаче ЛП можно поставить в соответствие другую задачу ЛП, называемую
двойственной к исходной, таким образом, чтобы решив одну из них, получить и ре-
шение другой. Рассмотрим теорию двойственности на примере задач в симметричной
форме записи.

Следующая задача ЛП называется симметричной:

целевая функция

/(*,,..., xn) = dixi +.., + dnx,, ->max,

а множество планов задается системой: (18.1)

i*i +... + атх„ <сп / = 1 т

[хк >0, к =\,..,, п.

Двойственной к симметричной задаче называется следующая задача ЛП:

целевая функция

а множество планов задается системой: (18.2)

а\кУ\ +а2кУг+-- + а„,кУт ^dk, к = !,...,«

, > 0, / = 1,..., т

В матричном виде эти две задачи выглядят так:

F=DXT-> max g=CTKT-> min

AX' <C f/IT >D'

>0 [Y>Q

где D = (af,, ..., </„), X=(xu...txt,\ Y = (yu...,ym\ C 1 = ( c b ..., cm).

Симметричные задачи ЛП легко преобразовать в эквивалентные канонические задачи
путем введения новых балансовых переменных (см. задачи Т16.5 - Т16.7):

,/{xi, ...,.*„)= d]xl+ ...+ 4,х„_> max

xi +... + aIHxw +.r/f+, = с м ; = 1, . . . ,т (18,3)

> О, А = 1,.... п + т
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g(y'\, •-)'»>)= c min

Xi > 0, / = ! т + н.

(18.4)

В этих задачах очевидны базисы переменных: {х„ h ...,x/, , „,} и {у,„ ,, ..., у,„ „} со-
ответственно. Поэтому задачи (18.3) и (18.4) можно записать в виде так называемой
совмещенной si-таблицы (18.5).

Хц • | '""

-V,,.,-

Х/1 - /71 ~~

/ =

1

С\

с,

с„,

0

g=

ап

а,\

-d\

Ут

... -Хк

... U\k

... а1к

... а,,,),

... -4

\-—Ут к

. . . -.V,,

. . . И,,,

... а,„

• • • "нт

... ~da

" ••• Ут • ц~

У\

У>

у»,

1

(18.5)

Как переходить от этой табличной записи к виду (18.3), было описано в г.ч. 17. Для
перехода к записи (18.4) надо скалярно умножить последний столбец, который назы-
вается столбцом свободных переменных задачи (18.4). на каждый из столбцов таб-
лицы, приравняв результаты соответственно к g,yin . \, ...,ут • „. При этом столбец
свободных членов с\,...,с„„0 и /-строка задачи (18.3) называются соответственно
^-столбцом и строкой свободных членов задачи (18.4).

Q Определение ^

Переменные двойственных задач, находящиеся в одной строке или в одном
столбце таблицы (18.5), называются согласованными, т. е. хп+,• и у„ х* и ут *к —
пары согласованных переменных, / = 1, ..., т, к = 1, ..., п.

Любая таблица, которая получается из (18.5) жордаиовыми перестановками перемен-
ных двойственных задач, будет также называться совмещенной si-таблицей.

Условимся, что при переходе от одной совмещенной si-таблицы к другой, меняя мес-
тами переменные одной из двойственных задач, будем также менять местами и со-
гласованные с ними переменные другой задачи.

Утверждение 18.1. Пусть произвольный столбец некоторой совмещенной
si-таблицы содержит пару согласованных переменных х, нуг, а произвольная строка-
пару согласованных переменных х, и ур. Тогда новая совмещенная si-таблица, полу-
ченная из данной жордановой перестановкой одной из пар (xxtx,\ (yr,yp), будет иден-
тична совмещенной si-таблице, полученной жордановой перестановкой другой пары.
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Это утверждение непосредственно проверяется по аналогии с доказательством ут-
верждения 17.1.

Теперь дадим экономическую интерпретацию задач (18.1) и (18.2).

Пусть предприятие-продавец располагает запасами m видов ресурсов с ь .... с„„ кото-
рые используются для производства и видов продукции. Известна также выручка d^
от продажи единицы готовой продукции k-vo вида, а также норма а!к расхода /-го ви-
да ресурса на производство единицы продукции к-ro вида. Требуется найти такие

объемы изготавливаемой продукции х, л-„, при которых суммарная выручка
diX] + ... + с1„х„ была бы максимальной, а расход ресурса /-го вида, равный
а,\Х\ + ...+ а,1гХц, не превосходил бы его запаса с,. Таким образом имеем задачу (18.1).
Предположим, что предприятие-продавец по некоторым обстоятельствам решило
продать все ресурсы, не производя готовой продукции. Необходимо установить при-
кидочные цепы (их часто называют теневыми ценами) у,, ....у„, на единицу ресурса
каждого вида, при которых должны выполняться следующие требования: общая
стоимость всех ресурсов с^у*- ...-•( с„уш минимальна— к этому стремится покупа-
тель; выручка а\к}'\ + ci2k)'2 + •••+ <-'шкУт ча ресурсы, идущие на производство единицы
продукции к-го вида, должна не уступать выручке dk за единицу этой продукции (ес-
ли бы она была бы произведена)-— к этому стремится предприятие-продавец. Таким
образом, имеем задачу (18.2).

Задачи
для самостоятельного решения
T18.I. Доказать, что задача (18.1) является двойственной к задаче (18.2).

Т18.2. Построить двойственную задачу к канонической задаче ЛП:

... + </„*„-> max

«Mx, +... + amxn =cn i H ш

xk >0, к =1, . . . , n

П18.1. Построить двойственную задачу к следующей задаче ЛП и составить совме-
щенную si-таблицу:

/ = 4л, +2.Y, -> max

\\\ + х2 <6

.V, <4 (18.6)

2л-,+.\-г<12

х > 0 , /=1,2



136 Часть II. Математическое программирование

П18.2. Построить двойственную задачу к следующей задаче ЛП, заданной в канони-

ческой форме:

/ = 5х2 +10х4 —> max

х 2 + х3 + 7х4 = 19

Зх 2 - 2х4 + х5 =15

х, + 12х2 + х 4 = 1 6

хк £ 0 , А = 1 , 2 , 3 , 4,5

П18.3. Построить двойственную задачу к следующей задаче ЛП;

/ = 1 2А, + х2 - ] 2А 3 -^ max

+ 2х2 + л3 < 1

А", - Зл'2 + Зх, > 5

л, > 0, х2 > 0, А; > О

Ответы, указания, решения
Т18.1. Запишем задачу (18.2) следующим образом:

giy ,ym) =-

-°1кУ\ --~аткУт

у, > 0, / = 1,..., т

Двойственной к ней по определению является следующая задача;

У(хь ...,х„) = - £ / , x , - . . . - ^ r n -

Последнюю задачу можно записать в виде (18.1).

Т18.2. Запишем каноническую задачу следующим образом:

allx]

+...

) = d]xi +,.. + dllxll ->max

а,„х„ <cn i= 1,..., m

a-mxn > c,, i = 1,.... m

xk >
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Затем представим ее в симметричной форме:

/(л'(,..., л;) = с/,л, + ... + cf,,x/l -» max

апх]+...+ а1Пхя <с„ / = 1, . . . ,ш

-апх{ •-...-аых„ < -г,-, i = 1, . . . , m

х, >0, Аг = 1 л

Двойственной к последней задаче по определению является следующая задача:

\auJ\~c'u<)\ +-+amliym-<imky"m > dh, к = 1,..., п

Обозначим у, = у, ~у,, /= 1,..., /и . Тогда двойственная задача примет вид:

[>', - произвольные числа / - 1,...,

П18.1. Ответы:

1

6

4

12

0

-*,

1

1

2

-4

1

0

1

-2 1

П18.2. Для решения можно воспользоваться задачей Т18.2. Однако, в данной задаче
очевиден базис {хи х7, х$}. Поэтому задачу легко привести к симметричной задаче:

/ = 5х2 + 10л4 -> max

I Зл, - 2л 4 < 15
12л; + .\ 4 <16

л, > 0. л-4 > 0
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Отсюда записывается двойственная к ней задача:

# = I9 j | + \5у2 + I6.i'3 -»min

+ 3j-'2 + 12>'3 > 5

\ ~2y2 + .!',> Ю

П18.3. Указание: поменять знак неравенства на противоположный во втором ограни-
чении.
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Глава 19

Основные теоремы
двойственности
и их экономический смысл

Tfc Щ v

findc

Т е о р е м а 1 9 . 1 . Если одна из двойственных задач (18.1), (18.2) имеет оптималь-

ный план, то другая также имеет оптимальный план и оптимальные значения целе-

вых функций/ и g равны. Если целевая функция одной из двойственных задач неог-

раничена на множестве своих планов, то другая задача не имеет планов вообще.

Доказательство. Приведя задачи (18.1), (18,2) к каноническому виду, составим для

них совмещенную si-таблицу (18.5). Предположим, что множество планов первой

задачи не пусто. Применим к ней симплекс-метод, алгоритм которого описан в гл. П.

По завершению алгоритма будет построена некоторая совмещенная si-таблица (19.1);

для упрощения индексации и без ограничения ооишости будем считать, что при этом

получены базисы переменных {.v,, ..., хт) и !>'ь .... у,,}.

(19.1)

л-р-

/ =

!

а.

а г ,

7

-хш , ..

Ь\.т 1 •

"т. ,II 1

P i -

V | ~ ...

• h ] i n „

•• ®m. in II

... P ( l

• -• y,,^

У>, i

У„ т

i

Возможны два случая:

1. В/-строке таблицы (19.1) все элементы неотрицательны.

2. В /-строке найдется отрицательный элемент p.s., а столбец, его содержащий, со-

держит только неположительные элементы.

Предположим, что имеет место первая возможность; рА. >0, к = 1, ..., п. В этом случае

(at a m . О, ,... 0 ) — оптимальный план задачи (18.1) (теорема 17.1). Но из таблицы

(19.1) следует равенство g = у t- а,у„ , + ... + ы,„у„ ,„, откуда g> у при любых неот-
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рицательных значениях свободных переменных^,, ,, ...,ут , „. Поэтому минимальное
значение функции g равно у и оно достигается при нулевых значениях свободных
переменных. Это означает оптимальность плана ([3,,..., р,„ 0,..., 0).

Предположим, что имеет место вторая возможность. В этом случае функция / неог-
раничена множеством своих планов (теорема 17.2), а из таблицы (19.1) следует ра-
венство у,= $х+у„ . I&I.V+ ... +у„ , „,bmxt которое невозможно ни при каких
неотрицательных значениях свободных переменных, так как >\>0, а правая часть
РЛУп \b\i+ ••• + }',„ • A n отрицательна.

Задачи (18.1) и (18.2) можно поменять ролями, если все ограничения и целевые
функции умножить на-1. Это замечание завершает доказательство теоремы.

Экономическое содержание теоремы 19.1: при оптимальном плане объемов выпус-
каемой продукции выручка от реализации произведенной продукции совпадает с те-
невой ценой сырья, затраченного на производство этой продукции.

Пример
Рассмотрим совмещенную si-таблицу, содержащуюся в ответе задачи П18.1.
Очевидно, (0, 0, 6, 4, 12) — начальный опорный план задачи (18.6). Применим
симплекс-метод. Произведем жорданову перестановку переменных хА и х^ и,
следовательно, переменных у& и уг с разрешающим элементом 1. Получим со-
вмещенную si-таблицу (19.2).

(19.2)

Х
3
=

Х1 =

Х
5
=

f=

1

2

4

4

16

д-

-Х4

-1

1

—2

4

У2
=

-Х2

1

0

1

-2

У5 =

У\

УА

Уз

1

Произведем жорданову перестановку переменных хз и Х2 и, следовательно, пе-
ременных У5 и yi с разрешающим элементом 1. Получим совмещенную si-
таблицу (19.3).

(19.3)

Х2 =

Xi =

Х
5
 =

f=

1

2

4

2

20

-х,

—1

1

-1

2

У2 =

-хз

1

0

-1

2

У1 =

У5

У*

Уз

1
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В si-таблице (19.3) в f-строке все элементы неотрицательны. Поэтому
а = (4, 2, 0, 0, 2 ) — опорный план задачи (18.6), a (i'= (2, 2, 0, 0, 0 ) — опорный
план двойственной ей задачи:

yl > 0. у2 > 0, у3 > 0

При этом f{a') = g(p') = 20.

Следствие 19.1. Если множества планов двойственных задач не пусты, то эти
задачи всегда имеют оптимальные планы.

Следствие 19.2. Пусть а и р 1 — произвольные планы двойственных задач (18.1) и
(18.2) соответственно. Тогда/(а)<^((3), причем равенство возможно только если а и
(J — оптимальные планы.

Доказательство следствий см. в задачах Т19.1 - Т19.2.

Теорема 19.2. Пусть а^--(х' **), р = О>",... ,у'т) —оптимальные планы соот-

ветственно задач (18.1) и (18.2). Тогда верно

v А ^ ,( ,>,) i , , s ( 1 9 . 5 )

Доказательство теоремы дано в задаче Т19.3.

С л е д с т в и е 19.3. Пусть а = (**,..., *•*), Р = (v,\ ..., _у*р) произвольные планы со-

ответственно задач (18.1) и (18.2), причем выполняются соотношения (19.4) и (19.5).

Тогда а и р — оптимальные планы этих задач.

Доказательство следствия дано в задаче Т19.4.

Экономическое содержание теоремы 19.2 в следующем. Если при некотором оп-

тимальном плане (дг*,..., А'*) = « объемов производства расход У]«,,-¥Л* /-го ресур-

са меньше его запаса су, то в оптимальном плане теневых иен ( у, ,..., ут) - р иена

у] единицы этого ресурса равна нулю. Если же в оптимальном плане теневых иен

теневая цена у' единицы /-го ресурса строго больше нуля, то в оптимальном пла-

не а объемов производства расход соответствующего ресурса будет равен его

запасу с,. Итак, двойственные оценки могут служить мерой дефицитности ресур-

са: дефицитный ресурс (полностью используемый по оптимальному плану) имеет

положительную теневую иену, а ресурс избыточный — нулевую иену. Далее, ее-



142 Часть II. Математическое программирование

ли в оптимальном плане [3 цена ресурсов / я , * > ' , , расходуемых на производство

единицы продукции А-го вида, превосходит реальную цену dk единицы этой про-

дукции, то при оптимальном плане а продукцию k-ra вида производить невыгод-

но (х*к = 0 ) . Если же в оптимальном плане а предусмотрен выпуск продукции к-

го вида, т. е. х*к > 0, то при оптимальных теневых ценах цена ресурсов, расхо-

дуемых на производство единицы продукции к-го вида, будет равна реальной це-

не dk единицы этой продукции.

Рассмотрим предыдущий пример этого параграфа. Так как х* + х 2 = 4 + 2 = 6 ,

х' = 4, 2х\ + х*2 = 10 < 12, то ресурсы первого и второго видов дефицитные- а третье-

го вида— нет. В то же время у* >0, у2 >0, Уу = 0 , что согласуется с экономиче-

ским содержанием теоремы 19.2. При этом _у," = у'2, что означает одинаковую степень

дефицитности ресурсов первого и второго видов. Далее, в оптимальном плане объе-
мы производства первого и второго видов продукции ненулевые; в то же время пер-
вое и второе ограничения двойственной задачи выполняются как равенства:

у[ + yl + yl = 4, у' + yl =2. Это означает, что теневые цены ресурсов, расходуемых

на продукцию первого и второго видов, равны реальным ценам на эту продукцию,

что опять-таки согласуется с тем, что х\ > 0, х, > 0 .

Задачи
для самостоятельного решения
Т19.1. Доказать следствие 19.1.

Т19.2. Доказать следствие 19.2.

TI 9.3. Доказать теорему 19.2.

Т19.4. Доказать следствие 19.3.

Задачи П19.1 - П19.21, К19.1—К19.12 являются продолжением соответствующих
задач ГП7.1 -П17.21, К17.1—K17.I2 из главы 17.

П19.1 - П19.21. Построить двойственную задачу и, используя решение исходной
задачи из главы 17, найти оптимальный план двойственной задачи. Объяснить эко-
номическое содержание всех величин, присутствующих в оптимальных планах ис-
ходной и двойственной задач.

К19.1 -К19.12. Построить двойственную задачу и. используя Mathcad, найти ее оп-
тимальный план. Объяснить экономическое содержание величин, присутствующих в
оптимальных планах исходной и двойственной задач.
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Ответы, указания, решения
Т19.1. Указание: утверждение непосредственно следует из теоремы 19.1.

Т19.2. В силу теоремы 19.1 обе задачи (18.1) и (18.2) имеют некоторые оптимальные

планы а* и р* соответственно, причем Да*) = g(P*). Но/(а) <Да*), #(|3)>£(Р*), откуда

.Да) < #(Р), причем равенство возможно, только если Д а ) - / ( а ) it g(P) - g(p ).

Т19.3. Пели каждое /-е ограничение в (18.1) умножить на у", а затем почленно сло-

жить, то получим:

(19.6)
i k i

Аналогично получается неравенство:

^ = / ( а ) " (19.7)
/ к к

Предположим теперь, что (19.4) неверно для некоторого /. Тогда

у\ > 0, Уа,кхк < с п У) /,aikxk <CI}'I • Откуда следует, что неравенство (19.6)
к к

должно быть строгим. Но в силу следствия 19.2 £(|3)=Да), откуда

• к

Получено противоречие. Аналогично приходим к противоречию, если предположить,
что неверно (19.5). Теорема доказана.

Т19.4. Из (19.4) и (19.5) следует, что

откуда / ( a ) = g(f3) и, следовательно, а и р — оптимальные планы в силу следствия
19.2.

П19.21. При решении задачи П17.21 был найден оптимальный план выпуска продук-

ции, равный a = (2.6, 5.6, 0, 0, 6.4, 0, 0). По оптимальную плану следует изготовить

X, - 2.6 ед. продукции Я,, х 2 ~ 5.6 ед. продукции П2, а продукцию /7̂  и П4 произво-

дить не следует, так как л:3 - х4 - 0 ; при этом останутся неиспользованными

х 5 = 6.4 ед. ресурса Ри а ресурсы Р2 и Р3 будут израсходованы полностью, так как
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Двойственная задача к исходной будет выглядеть так:

g = 34у{ + 1Ьу2 + 22>'3 -*• inin

2>>, + Лу2 + 2 у, > 7
4.У| + у2 + 3 у, > 3

' У\ + 4>'2 + Уз ^ 4

5У]+у2+2у3 >2

ух > О, у2 > 0, у3 > 0.

Из доказательства теоремы 19.1 следует, что оптимальный план двойственной задачи
и оптимальное значение ее целевой функции будут находиться в /^строке последней
si-таблицы (17.14), построенной в результате решения симплекс-методом задачи
П 17.21. Учитывая согласованность переменных л>> и I;2,.Y7 И уз, Х$ HV6,.V4 uy7, из этой
si-таблицы получаем оптимальный план двойственной задачи, равный

Р = (0, 1.5,0.5,0,0,2.5,0.5). Величины у, - 0 , у-, — 1.5, v̂  = 0.5 являются теневыми

ценами ресурсов Рь Р2, Рз соответственно и в данном случае могут служить мерой их

дефицитности: ресурс Pt недефицитен, а ресурсы Р2 и Ру, — дефицитны, причем вви-

ду у'2 > у>1 ресурс Р? более дефицитен. Далее, так как у4 = _у? - 0, уь = 2.5, у* - 0.5 ,

то теневые цены сырья, расходуемого на единицу продукции /7, и //? равны реаль-
ным ценам на единицу этих видов продукции, а теневые цены сырья, расходуемого
на единицу продукции Я3 и /74, превышают реальные цены на единицу этих видов
продукции, т. е. производство такой продукции нерентабельно.

К19.1. Ответ: оптимальный план двойственной задачи равен (30, 15, 0).

К19. П. Ответы: оптимальный план двойственной задачи равен
(0,0,0,0, 1.225, 124.4, 132.85, 178.25,0).

К19.12. Алгоритм решения задачи с помощью Mathcad (сохраняются обозначения
задачи К17.12). Вначале преобразовать исходную задачу к виду (18.1):

A: =s tack [A, - i d e n t i t y (5) ) Av-. ,;•.--!

C G I : = ( - 1 0 0 0 0 1 2 0 0 - 1 Ь 0 0 0 - 2 0 0 0 0 - 3 0 0 0 0 )

OG2:=аugment{OG, OG1}

Задать начальные значения и целевую функцию двойственной задачи:

m:=rows[A) i:=l;m Y;:=0 g (Y) ; ^OG2T • Y

Сформировать блок решения двойственной задачи:

Given А'• Y> [СО - СЕ)'' Y>G Y: ^minimize ( f, Y)

В результате будет получен оптимальный план

Р = (0, 2.8, 0.8, 0.6, 0. 0. 0, 0, 0, 0, 7.4, 0, 0)
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Согласно оптимальному плану а = (29 000, 0, 15 000, 164 000, 35 000) исходной зада-
чи, следует произвести 29000 ед. продукции первого вида, 15 000 ед. — третьего ви-
да, 164 000 ед. -— четвертого вида, 35 000ед. — пятого вида; продукцию второго
вида производить не следует. Первые восемь координат оптимального плана
р двойственной задачи служат мерой дефицитности соответствующих ресурсов: де-
фицитным является оборудование второго, третьего и четвертого видов; фонд зара-
ботной платы не будет исчерпан полностью; общая стоимость выпускаемой продук-
ции превзойдет заданную нижнюю границу 2 500 000. Отличие от нуля
одиннадцатой координаты в |3 указывает на то, что только объем третьего вида про-
дукции (в оптимальном плане) будет равен предельно допустимой величине 15 000.



Глава 20

Некоторые понятия
и теоремы теории графов

n til*

Заладим непустое конечное множество У и множество Е упорядоченных или неупо-
рядоченных пар элементов из У. Графом О называется пара G - (К, Е).

Элементы множества У называются вершинами графа, а неупорядоченные или упо-
рядоченные пары вершин-- соответственно ребрами или дугами. Если множество Е
состоит только из ребер, то граф называется неориентированным, если только из
дуг— то ориентированным, или орграфом, если в Е есть и ребра и дуги, то граф на-
зывается смешанным. Граф, состоящий ич одной вершины, называется тривиальным.

Если пара вершин а и h является ребром или дугой, то она будет обозначаться ah или
(а,Ь) соответственно. В первом случае вершины а и h называются концами ребра ab, во
втором случае вершина а называется началом, а вершина Ь— концом дуги (а, Ь). В пер-
вом случае также будем говорить, что ребро выхолит из вершины а (или h), а во втором
случае--- дуга выходит из вершины а и входит в вершину Ь. В любом из этих случаев
вершины а и b (вершина а и ребро или дуга) называются смежными друг с другом.

Граф удобно изображать в виде рисунка, на котором точки соответствуют вершинам
графа, а линии, соединяющие соответствующие точки— ребрам графа, и линии со
стрелками, идущими от начала дуги к копну -- дугам графа.

Пример
Рассмотрим граф G = (V, £), изображенный на рис. 20.1.

Рис. 20.1. Граф G = (I/, E)

Здесь У ={1.2, 3, 4}, Е = {(1,2), (1, 3), (2,3), (2, 4), (3, 4)}.
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Последовательность различных дуг (v,, v2), (v2, v3), ..., (vH.b v,,) орграфа называется
путем, соединяющим вершины V/ и v,,, если начало каждой последующей дуги
является концом предыдущей. Если при этом v, = v,,, то этот путь называется
контуром.

В неориентированном графе последовательность различных ребер вида v,v2, v2vi,...,
vn-2vn-b v,,.)V,, называется цепью, соединяющей вершины v( и v,, или (v,, v,,)-цепью. Ес-
ли при этом v, --v,,, то цепь называется циклом. Цепь в орграфе— это последова-
тельность дуг, которая превращается в цепь неориентированного графа, если устра-
нить направленность (ориентацию) дуг орграфа. Аналогично определяется цикл в
орграфе.

Путь, контур, непь и цикл называются простыми, если каждая вершина дуги (ребра)
смежна не более чем с двумя входящими в них дугами (ребрами).

Орграф без контуров называется бесконтурным.

Лемма 20.1 В бесконтурном орграфе существует вершина, в которую не входит ни
одна дуга.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим противное: в любую вершину орграфа входит
дуга. Рассмотрим произвольную вершину v,. Поскольку в эту вершину входит неко-
торая дуга, то перейдем по этой дуге в вершину \>2. Так как в вершину \>2 входит дуга,
то по ней можно перейти в вершину v, и т. д. Но орграф имеет конечное число вер-
шин. Следовательно, переходя из вершины в вершину, в какой-то момент мы попа-
дем в одну из тех вершин, в которых были ранее, т. е. получим контур в орграфе, су-
ществование которого запрещено условиями леммы. Лемма доказана.

Теорема 20.1. Вершины бесконтурного орграфа можно занумеровать так, что ко-
нец каждой дуги будет иметь номер больший, чем ее начало.

Д о к а з а т е л ь с т в о , Согласно лемме 20.1, в орграфе есть вершина, в которую не
входит ни одна дуга. Присвоим этой вершине номер 1. Удалим из орграфа эту вер-
шину вместе с выходящими из нее дугами. В получившемся орграфе также отсутст-
вуют контуры, поэтому в нем существует вершина, в которую не входят дуги. При-
своим этой вершине номер 2. Такой процесс будем выполнять до тех пор. пока не
занумеруем все вершины орграфа. Теорема доказана.

Произведенная нумерация вершин орграфа называется топологической сортировкой.
Доказательство теоремы дает алгоритм топологической сортировки.

С Определение^

Граф И называется подграфом графа G, если его вершины и ребра принадле-
жат G. Граф (неориентированный или ориентированный) называется связным,
если любая пара его вершин соединена цепью. Наибольший по включению
связный подграф графа называется компонентой связности графа или просто
компонентой. Связный граф состоит из одной компоненты, а граф, не являю-
щийся связным, из нескольких. Граф G, изображенный на рис. 20.2, имеет три
компоненты: графы G-i, Gi, G3.
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G3
\ \

G2

Рис. 20.2. Компоненты связности графа G

Связный граф без циклов называется деревом. Граф без циклов называется
лесом.

Вершина в графе называется висячей, если она смежна только с одним ребром
или с одной дугой.

Лемма 20.2. Любое нетривиальное дерево содержит по крайней мере две висячие
вершины.

Доказательство леммы см. в задаче T20.I.

Теорема 20.2. Для графа G, имеющего п вершин и m ребер, следующие утвержде-
ния эквивалентны:

1. G— дерево.

2. G — связный граф и m = п - 1.

3. G — не содержит циклов и m = п - \.

4. любые две вершины графа G соединены единственной простой цепью.

5. G не содержит циклов и при соединении ребром (дугой) двух его несмежных
вершин в полученном графе будет ровно один никл.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем теорему для неориентированных деревьев. (Доказа-
тельство теоремы для орграфов получается из приводимого ниже доказательства из-
менением соответствующей терминологии.)

1 =} 2) Докажем, что из первого утверждения следует второе с помощью
математической индукции. Для тривиального дерева доказываемое соотношение
очевидно. Пусть оно выполняется для дерева, содержащего р вершин. Тогда это де-
рево содержит/?— I ребро (по .индуктивному предположению). Рассмотрим дерево.
содержащее р + 1 вершины. Из леммы 20.2 следует, что нетривиальное дерево со-
держит висячую вершину. Удалим эту вершину вместе с ребром, которое выходит из
него. Легко доказать, что подучившийся граф является деревом (см. задачу Т20.2).
По индуктивному предположению это дерево имеет/; вершин \\р-\ ребро. Поэтому
исходное дерево содержит/? +- 1 вершину и/? ребер.

2 -=> 3 ) Предположим, что граф G содержит цикл С. Для любой вершины, не
принадлежащей циклу, построим кратчайшую по числу ребер цепь, соединяющую
эту вершину с циклом. Существование такой цени следует из связности графа. (Если
кратчайших цепей несколько, то возьмем одну из них.) Поставим в соответствие ка-
ждой вершине, не попавшей в цикл, ребро кратчайшей цепи, выходящей из этой
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вершины и идущей по направлению к циклу. Каждой вершине графа будет поставле-
но в соответствие одно ребро, и все эти ребра будут разными (рис. 20.3).

Рис. 20.3. Граф G

Стрелки из вершин указывают на ребра, которые ставятся им в соответствие. Учи-
тывая равенство в цикле числа ребер и числа вершин, получим, что в графе G число
ребер не меньше числа вершин. Это противоречит заданному равенству m = п ~ 1.

3 => 4) Докажем сначала, что в графе G любые две вершины соединены хо-
тя бы одной цепью, т. е. G— связный граф. Предположим противное: граф G не яв-
ляется связным и состоит из компонент G], G2, .... Gk. Каждая компонента графа G —
связный граф без циклов, т. е. дерево. Из доказанного ранее вытекают равенства

ш, = /7,-1,/= 1,2,...,А, (20.1)

где п,— число вершин графа Gh a m,~ число его ребер. Просуммировав равенства
k к к к

( 2 0 . 1 ) д л я в с е х i, п о л у ч и м ^ / « , =/^п, ~к • Н о У\т,=т, а У^п, =п- П о э т о м у
(=1 1--Л , = \ , = !

т = п- к, что противоречит заданному соотношению т - п - 1, поскольку к > 1.

Если в графе две вершины соединены цепью, то из-за отсутствия в графе циклов, это
простая цепь. Если же в графе некоторые две вершины соединены двумя разными
простыми цепями, то объединение ребер этих цепей содержит цикл (см. задачу
Т20.4), что опять-таки противоречит условию.

4 => 5 ) Рассмотрим две несмежные вершины и и v графа. По условию эти
вершины соединяет единственная простая цепь. Эта цепь вместе с добавленным реб-
ром uv образует цикл. Если же после добавления ребра uv в графе окажется два цик-
ла, то из этого следует существование в графе двух цепей, соединяющих и и v.

5 => 1) Предположим, что граф не является связным. В этом случае, соеди-

нив ребром две вершины графа из разных компонент, мы не получим цикла в графе.

Теорема доказана.
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( О п р е д е л е н и е ^

Граф называется взвешенным, если его ребрам или дугам приписаны числа,
называемые весами. Длиной пути, цепи, контура или цикла называется сумма
весов входящих в него дуг или ребер.

Граф называется двудольным, если множество его вершин можно так разбить
на два непересекающихся подмножества, называемых долями, что любые две
смежные вершины находятся в разных долях.

Теорема 20.3. Граф является двудольным, если и только если все его циклы со-
стоят из четного числа ребер.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем теорему для неориентированных графов.

Необходимость. Пусть G— двудольный граф, состоящий из долей А и В. С -• один
из его циклов, содержащий р ребер. Выберем в доле А какую-либо вершину и прой-
дем ребра этоIX) цикла в той последовательности, в какой они в нем расположены,
начиная с этой вершины. Сделав р шагов, вернемся в выбранную вершину. Так как
каждый нечетный шаг переводит нас в долю 5, а каждый четный возвращает в долю
А, то р — четное число.

Достаточность. Не ограничивая общности, можно рассматривать только связные
графы, так как в двудольном графе каждая компонента является двудольным графом.
Будем считать граф G взвешенным графом, вес каждого ребра которого равен I. Рас-
стоянием между двумя вершинами назовем длину кратчайшей цепи, соединяющей
эти вершины.

Пусть нетривиальный связный граф G не имеет циклов, состоящих из нечетного
числа ребер. Построим разбиение его вершин на классы А и В. Выберем произволь-
ную вершину и и отнесем ее к классу А. Если расстояние от вершины и до вершины
v четное, то отнесем вершину v к классу А, если нечетное, то к классу В. Осталось
доказать, что любое ребро графа соединяет вершины из разных классов.

Пусть, напротив, существуют две смежные вершины v и w, входящие в один класс.
Тогда ни одна из них не является вершиной и, так как смежные с и вершины находят-
ся от нее на расстоянии I и поэтому отнесены к классу В. Пусть, далее, V— кратчай-
шая (и, у)-цепь, W— кратчайшая (гмг)-иепь. их последняя общая вершина этих
цепей, считая от вершины и. Обозначим через Л'„ и Л',, соответственно (и, »|)-цепь и
(и\, г)-цепь, части цепи V, а через }'„ и У',, соответственно (г/, 1/|)-цепь и (г/|, 1г)-цепь.
части цепи i f (рис. 20.4).

Из того, что цепи Хи и У„ являются кратчайшими (и, г/|)-цепямн, следует, что их дли-
ны совпадают. Поэтому длины цепей Л',, и Г1( имеют одинаковую четность. Но тогда
объединение цепей Ху, К„ и ребра vw является циклом, содержащим нечетное число
ребер. Получено противоречие с условиями теоремы. Теорема доказана.

С л е д с т в и е 2 0 . 1 . Лес является двудольным графом.
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Рис. 2 0 . 4 . (и,у)-цепь и (u,w)-u,er\b

Задачи
для самостоятельного решения
Т20.1. Доказать лемму 20.2.

Т20.2. Доказать, что граф, полученный из дерева после удаления висячей вершины
вместе с выходящим из нее ребром, является деревом.

Т20.3, Доказать, что любая (и, у)-цепь содержит простую (и, v)-uenb.

Т20.4, Доказать, что если в графе две вершины соединены двумя разными простыми
цепями, то объединение этих цепей содержит простой цикл.

Т20.5. Пусть каждое ребро графа имеет вес 1. Обозначим через r(v) расстояние от
вершины v до самой дальней от нее вершины. Центром графа называется множество
тех его вершин v для которых r(v) является минимальным в этом графе. Доказать,
что центр дерева состоит из одной вершины или из двух смежных вершин.

Ответы, указания, решения
Т20.1. Указание: лемма доказывается так же, как и лемма 20.1.

Т20.2. Так как исходный граф не содержал циклов, то после удаления ребра и вершины
циклы появиться не могут, Полученный граф является также связным, поскольку уда-
ленное ребро может принадлежать только цепи, соединяющей произвольную вершину
с удаленной вершиной. Следовательно, полученный граф —дерево.

Т20.3. Указание: произвольная цепь превращается в простую после устранения
"лишних" кусков.

Т20.4. Пусть р = (и,, ..., ик) и Q = (v b ..., vv) — две несовпадающие цепи, щ = v, = и,

Щ = vx

 = v- Обозначим через иа и va, первые, считая от и, из несовпадающих вершин

6 3ак 4223
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этих цепей, а через щ и vy— первые из совпадающих вершин, следующих после ua и
va. Тогда а > 1, и объединение части цепи Р от и(, , до мр и части цепи Q от vu i до vy

является простым циклом.

Т20.5. Очевидно, что для любой вершины самой дальней от нее является какая-то
висячая вершина. Поэтому после удаления всех висячих вершин дерева 6', вместе с
выходящими из них ребрами для каждой вершины v получившегося дерева G2 новое
значение r(v) будет ровно на 1 меньше старого. Это означает, что центры деревьев G\
и G2 совпадают. Подобным образом перейдем от дерева G2 к дереву Оъ с тем же цен-
тром и т. д. Если процесс закончится в тривиальном дереве, то исходное дерево име-
ет центр, состоящий из одной вершины. Если процесс закончится в дереве, содержа-
щем две вершины, то исходное дерево имеет центр, состоящий из двух смежных
вершин.
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Транспортные задачи
по критериям стоимости
и времени: общая постановка

Пусть имеется т пунктов А\,,..,Л„, производства однородной продукции, причем
объем производства в пункте А, равен а, ед., /= 1, ..., ш. Произведенная продукция
потребляется в пунктах В\, .... В„ и потребность в ней в пункте Вк составляет Л* ед.,
к= 1, ..., /). Известны стоимости (тарифы) с,к и времена /,* перевозок из Л, в Вк, при-
чем предполагается, что транспортные расходы линейно зависят от объемов пере-
возок, а времена /,* вообще от них не зависят, Требуется составить план перевозок
из пунктов производства в пункты потребления, чтобы удовлетворить все потреб-
ности, не допустить затоваривания и минимизировать либо стоимость перевозок,
либо их время.

Построим математические модели этих задач. Обозначим через х,к ед. объем перево-
зок из А, в 5*. Так как затоваривание исключается, то хп + х,2 + ... + х,„ ~ а„ i ~ I,..., т
(это— ограничения по запасам)- Так как весь спрос должен быть удовлетворен пол-
ностью, то х\к + х2к + .••+ xtllk = Ьк, к ---• 1, ...,п (это — ограничения по спросу).
В матричном виде эти ограничения будут выглядеть так:
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Условимся столбцы матрицы Л/ нумеровать парой индексов в том же порядке, что и
переменные в векторе Л"; будем при этом говорить, что столбец Л-/,* соответствует

переменной *,*. Очевидно, столбец Л/ д е R"1+" имеет следующий вид:

(/-я строка)

(т + к)-я строка

здесь номера координат, равных единице, равны соответственно / и т+ к. Целевая
III П

функция / п о критерию стоимости будет равна ХХ^/АЛЛ • Так как все перевозки

заканчиваются в момент, когда кончается самая длительная из всех перевозок, то
целевая функция / по критерию времени должна равняться максимальному из
всех времен, которые были потрачены на перевозки, т. е . / = max tjk ,где максимум

берется только из тех to,, для которых соответствующие объемы перевозок х,к от-
личны от нуля.

В итоге имеем две транспортные задачи:

(21.2)

Х>0

по критерию стоимости, и

min

(21.3)

Х>0

— по критерию времени.
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Очевидно, задача (21.2) является частным случаем задачи ЛП, и к ней применим
симплекс-метод. Однако специфическая структура ее многогранника планов по-
зволяет упростить общий метод решения и ускорить получение оптимальных пла-
нов. Задача (21.3) не является задачей ЛП и будет решена средствами Mathcad
в гл. 24.

Теорема 21.1. Множество планов (21.1) не пусто, если и только если общая сумма
произведенной продукции (или общая сумма запасов) будет равна общей сумме по-
требления (или общей сумме спроса на эту продукцию):

Доказательство теоремы дано в задаче Т21.1.

В дальнейшем, если не оговорено особо, предполагается выполнимость соотноше-
ния (21.4).

Задачи
для самостоятельного решения
Т21Л. Доказать теорему 21.1.

Т21.2. Если соотношение (21.4) нарушается, то соответствующая транспортная зада-
ча называется открытой ( в противном случае она называется закрытой). Как преоб-
разовать открытую транспортную задачу в закрытую?

Т21.3. Доказать, что в матрице Мстроки линейно зависимы.

Т21.4. Доказать, что в матрице М любые m + n - 1 строк линейно независимы.

Ответы, указания, решения
Т21.1. Для доказательства необходимости достаточно сложить почленно все ограни-

чения по запасам и сложить почленно все ограничения по спросу, затем сравнить

левые части полученных равенств. Для доказательства достаточности обозначим че-

рез В суммы в (21.4). Тогда набор значений переменных *,* = — '•• ' , / = l , . . . , m,
В

к- 1,..., п , будет планом задачи (21.2). (Это проверяется непосредственной подста-
новкой значений х1к в (21.1),)

Т21.2. Предположим, что Х а ' ~ Х ^ - = £ > 0 . Тогда в математическую модель сле-

дует добавить (и+ 1)-й фиктивный пункт потребления В„,\, положив в нем потреб-
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ность продукции равной Й, а все стоимости с,.,,. {,j = I, ..., ш, на доставку— нулевы-
ми. Таким образом, открытая модель преобразуется в закрытую без изменения целе-
вой функции. Аналогично поступают и в случае положительности разности

Т21.3. Указание: проверить, что нулевая вектор-строка из пространства /?"'" есть не-
нулевая линейная комбинация строк матрицы А7 с коэффициентами 1, 1, ..., 1,-1,
- ] , . . . , - ! (здесь первые m коэффициентов равны I, а последние и коэффициентов
равны -1).

Т21.4. Указание: вычеркнуть для определенности последнюю строку матрицы М и
образовать новую матрицу N, состоящую из столбцов полученной матрицы, соответ-
ствующих переменным x]n,x2nt ...,х„„„ хп,х\2, ...,ЛГ|.„.|; убедиться, что строки в N обра-
зуют лестничную систему векторов, и дальше воспользоваться следствием 5.7 и за-
дачами Т2.3, Т5.4.



Глава 22

Опорные планы
транспортных задач

Пусть а = ( а и , а12, ..., а,,,,,)е А/"" — некоторый план задачи (21.2) или (21.3). Графом
Т(а), индуцированным планом а, назовем двудольный неориентированный граф с
долями А = {Л\,...,Л„,} и В = {В],..., В,,}, в котором пара {А„ Вк) — ребро Д б ( , если и
только если а,к> 0.

Т е о р е м а 2 2 . 1 . План а является опорным, если и только если индуцированный
граф Т(а) является лесом.

Доказательство. Воспользуемся леммой 16.1, согласно которой план а является
опорным, если и только если его положительные координаты соответствуют линейно
независимой системе столбцов матрицы М.

Предположив вначале, что Т(а) не является лесом, т. е. содержит некоторый
простой цикл Д б, , Вк Д,, АыВк , ...,А1 Вк , Вк А, . Из строения столбцов

матрицы А/, соответствующих ребрам этого цикла, следует, что
^'i*i ~^'А + ^»*г ~---+^',->- ~ ^ | ( , Р а в Н 0 нулевому вектору-столбцу из /?'"'", что и
означает линейную зависимость этих столбцов. Но тогда и вся система столбцов,
соответствующих положительным координатам плана а, будет линейно зависимой
(теорема 2.1).

Предположим теперь, что Т(а) является лесом, но система столбцов, соответствую-

щая ребрам графа 7'(сс), линейно зависима. Тогда нулевой вектор-столбец 0 е R'" '"

представим в виде ненулевой комбинации этих столбцов:

6 = \ . М , +... + 1 . М . . (22.1)

Так как Т(а) — лес, то из леммы 20.2 следует, что найдется некоторое висячее ребро
А, В, с висячей вершиной, скажем А . Но тогда из всех столбцов М,к ,...,M,t

только в столбце Mih /,-я координата будет равна единице. Поэтому равенство

(22.1) возможно, только если Xik> ~(). Удалим из 7'(а) вершину А: вместе с выходя-

щим из нее ребром. Во вновь полученном графе, являющемся лесом

(см. задачу Т20.2) опять найдется висячее ребро, скажем Д, В ь • По аналогии с пре-

дыдущим затем показывается, что Хп(, ^ 0 . Продолжая этот процесс, приходим к за-

ключению, что псе коэффициенты в (22.1) нулевые. Получено противоречие.
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С л е д с т в и е 22.1. Любой опорный план задачи (21.2) или (21.3) содержит не более
m+n-\ ненулевых координат.

Доказательство см. в задаче Т22.2.

Теорема 22.1 порождает несколько алгоритмов построения опорного плана транс-
портной задачи. Приведем один из них.

Алгоритм построения начального опорного плана
П Шаг 0. Считаем все перевозки alk равными 0, т. е. точку a e Af" — нулевой точ-

кой. Строим двудольный граф И = Т{а), в котором отсутствуют ребра и доля А
состоит из вершин Аи ..., А„„ а доля В— из вершин В], .... В„. Вершинам А, и Вк

графа Н припишем числа at и Ьк, обозначаемые d(A,) и d(Bk) соответственно,
/ - 1,..-, т,к= 1, ..., п. Эти числа назовем степенями вершин.

• Шаг г (/•> 1). Среди всех пар вершин графа Н с ненулевыми степенями выберем
пару {А„ Вк}, которой соответствует минимальный тариф с/к, если решается задача
(21.2) или минимальное время tlk, если решается задача (21.3). Добавим к Я ребро
А,Вк, положив а,к равным т ~ m\n{d(A,)t d(Bk)}. Изменим степени вершин А, и В^
положив их соответственно равными d(A,)~m и d{Bk)-m. Перейдем к следующе-
му шагу.

Алгоритм завершает работу, когда хотя бы в одной из долей графа Н степени всех
вершин станут равными нулю.

Следствие 22.2. Точка а е А/т", которую строит алгоритм, является опорным

планом задач (21.2), (21.3).

Доказательство. Первоначально суммы степеней вершин долей А и В равны ме-
жду собой ввиду (21.4). Затем на каждом шаге алгоритма эти суммы уменьшают-
ся на одинаковую величину. По завершению алгоритма сумма степеней вершин
хотя бы одной из долей А, В должна быть нулевой. Следовательно, таковой будет
и сумма степеней вершин другой доли. Это означает выполнимость ограничений
по запасам и спросу для построенной алгоритмом точки а. Таким образом, а —
план.

Предположим, что индуцированный планом а граф Т(а), — а он как раз совпадает с
графом Я, построенным алгоритмом, -— содержит некоторый простой цикл
A\Bi, BtA2, A2B2,--., AyBr, BfA\. Так как в цикле все ребра равноправны, то без огра-
ничения общности будем считать, что ребро А\В\ появилось в графе Т(а) раньше
других ребер этого цикла на некотором шаге алгоритма. Тогда после этого шага
степень по крайней мере одной из вершин Аи В\ станет равной нулю. А это означа-
ет, что на последующих шагах ни одно из добавляемых ребер уже не может быть
смежным этой вершине, т. е. появление по крайней мере одного из ребер В\ Аг ,

ВГА1 невозможно. Противоречие. Итак, Да) является лесом и, следовательно, по
теореме 22.1 а — опорный план.

Алгоритм построения опорного плана, приведенный выше, называется методом ми-
нимального элемента.
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Пример
Пусть имеется 3 пункта производства и 4 пункта потребления, причем ai=100,

(6 7 3 5'

82=150, а3 = 50, bi ~ 75, Ь2 = 80, Ьз = 60, Ь4 = 85. Дана матрица С = 1 2 5 6

3 10 20 1

в которой на позиции (/, к) находится величина стоимости перевозки единицы
продукции из А в В*. На рис. 22.1 показана последовательность шагов алгорит-
ма, строящего опорный план а (0, 5, 60, 35, 75, 75, 0 ,0 ,0, 0, 0, 50) для данной
транспортной задачи;

ct2i = 75

Л,(|00}»

А,(75)

А,(50}»

= 7 5 , a i 3 = 6 0

А ДО)
В,(0)

В4(35)

3 - 4 5-6

Рис. 22.1. Пример алгоритма построения опорного плана

Задачи
для самостоятельного решения
Т22.1. Рассмотрим алгоритм 2 построения плана транспортной задачи, называемый
методом северо-западного угла, который отличается от алгоритма 1 тем, что на г-м
шаге среди всех пар вершин графа И с ненулевыми степенями выбирается пара с
наименьшими значениями / и к. Доказать, что алгоритм 2 строит опорный план задач
(21.2)и(21.3).

Т22.2. Доказать следствие 22.2.

П22.1. Построить методом северо-западного угла опорный план для примера, рас-
смотренного в данном параграфе.
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задает стоимости

П22.2. Пусть имеются 3 пункта производства и 4 пункта потребления, причем а\ = 3,

'4 4 6 %\

а2~6, #3 = 5, А]-5, 62 = 4, b:,-2, b,= 3. Матрица С- 2 I 3 9

ч1 5 3 1 ,

перевозок единицы продукции из /̂ , в ДА. Построить методом северо-западного угла
опорный план а и граф Г(сс).

Ответы, указания, решения
Т22.1. Указание: доказательство совпадает с доказательством следствия 22.2.

Т22.2. Указание: воспользоваться теоремой 22.1 и теоремой 20.2.

П22.1. Ответ: а - (75, 25, 0, 0, 0, 55, 60, 35. 0, 0, 0, 50).

П22.2. Ответ: а - (3, 0, 0, 0, 2, 4, 0, 0, 0, 0, 2, 3)

Т(а)=

л,*



Глава 23

Оптимальные планы
транспортных задач
по критерию стоимости

Зафиксируем некоторый набор констант р\, ..., р„„ q\. ..., с/„ и обозначим:

Cik = р, + Цк

Лемма 23.1. Функция / постоянна на множестве планов задачи (21.2).

Доказательство леммы дано в задаче Т23.1.

Теорема 23.1. Если для любых /, к верно с,< <с1к , причем равенство достигается

всякий раз, когда А,Вк— ребро в индуцированном графе Да), то план а задачи (21.2)
оптимален.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть для плана а выполняются условия теоремы. Рассмотрим
произвольный план р. Поскольку все координаты в р неотрицательны и clk>cd,

i= I, ..., т, к= 1, ..., п, то_Др)>/(р). Кроме того, /(Р) = / ( а ) в силу леммы 23.1.

Отсюда имеем:

АР) а /(Р) = /(а) = ХХс.а, = Х^сс, ,

где последняя сумма берется только по положительным координатам плана а. Но
0, если и только если А,Вк является ребром в Да). Поэтому

Итак, доказано, что/(р)>/(а) для любого плана р, откуда и следует оптимальность
плана а. Теорема доказана.

Опорный план а транспортной задачи (21.2) называется невырожденным, если ин-
дуцированный граф Да) является деревом. В противном случае план а называется
вырожденным. В этом случае граф Да) является лесом, состоящим не менее чем из
двух деревьев. Превратим граф Да) в дерево Г(а) добавлением дополнительных

ребер. (Заметим, что дерево Т(а) по лесу Да) определяется неоднозначно.) Транс-
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портная задача (21.2) называется невырожденной, если каждый опорный план ее не-
вырожденный.

Теорема 23.2. Пусть а — опорный план транспортной задачи (21.2) и для каждо-

го ребра AjBk дерева Г(а) верно равенство clt = clk. Предположим, что для некоторой

пары индексов / и] выполняется неравенство сц >с, ;. Тогда существует такой опор-

ный план р задачи (21.2), что/(Р)^/(а), причем если а — невырожденный план, то

ЛР)<Л«).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, к примеру, сп >с м . Согласно условию, А\В\ не является

ребром в дереве 71(а). Обозначим через И граф, полученный из Г(ос) добавлением

ребра Л\В\. Из теорем 20.2 и 20.3 следует, что граф И содержит единственный цикл,
и число ребер в этом цикле четное. Без потери общности будем считать для упроще-
ния индексации, что цикл имеет следующий вид:

A]BuBiA2,A2B2,B2Ai В, xAr,ArBr,BrA\ (23.1)

Ребрам цикла, стоящим на четных позициях, соответствуют координаты

а 2 ],а 3 2»-,а л г . | ,сХ| Г . Обозначим через X наименьшую из этих координат и осуще-

ствим перераспределение перевозок по циклу (23.1), сформировав новую точку

Р = ( Р П ) р | 2 ) . . . , Р т п ) е ^ / ' и " :
p 2 i = a 2 ] - ^ , Р з 2 = с с з 2 - ^ •.., р л г i ~ a , , , i — Л,в р , г = а , , - Х , р ц = а ц + X ,

р 2 2 = а 2 2 + X, ..., $гг = а„+Х,

а остальные координаты точки Р равны соответствующим координатам точки а. Ог-
раничения по запасам и спросу для точки Р выполняются благодаря чередованию
прибавлений и вычитаний X вдоль цикла (23.1). Поэтому Р — план задачи (21.2).
Граф Др) получается из графа //удалением тех ребер на четных местах цикла, кото-
рые соответствуют координатам точки а, равным А., и тех ребер, которые соответст-
вуют координатам точки а, равным нулю. Но граф И содержит единственный цикл.
Поэтому 7(Р) — граф без циклов и, следовательно, согласно теореме 22.1. Р — опор-
ный план. Сравним теперь значения/fa) иДр), не забывая при этом, что каждой по-
ложительной координате плана а соответствует некоторое ребро цикла (23.1):

с 3 2 + . . , + сгг)-Х(с2\ + с32

+ •••+ сг,г.\ + с , Л ) =

) - ( с 2 | +cn+...+ crr_t +с]г) =

(/72 + д2) + ... + (рг + qr))

(p2+ Я2)+ •••+ (Рг+ Яг))-Х(д\ + (р2+ q2) + ...+ (pF+ qr) + P\) =

=X(C]]-(Pi+ gi)) = X(cu- ?и)<0,т.е.Л$)<Ла)-

Если а— невырожденный план, то все его координаты, соответствующие ребрам

дерева Т(а), которое совпадает с деревом Да), положительны. Следовательно,

X > 0, иХР) <ЛаУ Теорема доказана.

Теоремы 23.1 и 23.2 являются теоретической основой следующего алгоритма по-
строения оптимального опорного плана задачи (21.2).
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Алгоритм
П Шаг 0. Строим начальный опорный план так, как это описано в гл. 22. Если инду-

цированный граф Да) не связен, то дополняем его ребрами до дерева Г(а) .

• Шагг<>>1).

• Пусть к этому шагу уже построены опорный план а и граф Г(а) . Для

каждого ребра А,Вк дерева Г(а) составим уравнение р,+ ^ = с , ( . Решим

полученную систему из m + n-\ линейных уравнений, содержащих m + n
переменных, придав одной из переменных произвольное значение и
определив значения остальных.

• Если неравенство р, + д,<с,, выполняется для любой пары {А,,В;}, не

являющейся ребром дерева Т(а), то а — оптимальный план. Пусть найдется

такая пара {А!ч В,}, не являющаяся ребром, что р,+ qf= сц > с,;. Добавляем к

Г(а) ребро А,ВР в получившемся графе Н выделяем образовавшийся цикл и

так производим перераспределение перевозок по циклу, как это делается при

доказательстве теоремы 23.2. В результате получаем новый опорный план р,

для которого/(р)</(а). Граф Тф) получаем удалением из цикла графа Н

одного из ребер, которым в плане р соответствует нулевая перевозка.

П Переходим к очередному шагу.
Предложенный выше алгоритм называется методом потенциалов, а величины р, и
q} — потенциалами.

Из теоремы 23.2 следует, что метод потенциалов решает невырожденную транспорт-
ную задачу (22.1) за конечное число шагов (см. задачу Т23.2). Если же среди опор-
ных планов задачи существуют вырожденные планы, то теоретически возможно за-
цикливание алгоритма. Существуют специальные методы борьбы с зацикливанием,
однако при решении прикладных задач оно практически не происходит.

Пример
Рассмотрим пример из предыдущей главы, где был построен начальный опор-
ный план а, индуцированный граф Т(а) которого показан на рис. 23.1.

В,

50

Рис. 23.1. Индуцированный граф Т(а)
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В матрице С подчеркнем тарифы, соответствующие ребрам дерева Г(а):

С =

Составим систему уравнений:

6 7 3 5

1 2 5 6

3 10 20
ч

Чу Яг Я, <7i

'{Рг+Яу =1- Рг+Ъ =2' ft +<?., =1

Положив pi = О, найдем значения остальных переменных; Цг = 7, с/з = 3, q^ = 5,
Р2 = -5, рз = -4, qy = 6. Составим матрицу С , в которой на позиции (/', к) нахо-
дится с;1 :

(6 7 3 5'

1 2 - 2 0

2 3 - 1 1

Сравнив С и С , убеждаемся, что С < С. Отсюда следует оптимальность плана а.

Компьютерный раздел

Подпанель Исчисление (Calculus) (см. рис. 23.2) вызывается щелчком на кнопке *а"

панели Математика (Math) и содержит 12 кнопок. Кнопка ftS1 вызывает шаблон

V Ь
суммирования •'• последовательностей. На месте левой нижней метки вводится
имя переменной (или индекса), по которой будет производиться суммирование; на
месте правой нижней и верхней меток вводятся соответственно начальное и конеч-
ное значения этой переменной (или индекса). На месте метки справа от знака Z вво-
дится аналитическое выражение общего члена последовательности, зависящего от
переменной (или индекса), по которой будет производиться суммирование. Напри-
мер, VV будет означать сумму а, + а7 + ял, a T](i + l ) ; —сумму 2'+ 3" -ь 42.

Исчисление
- - - - - - - • - • • -

Г 2 ТТ Tjf
J п П -*• lim. lim

Рис. 2 3 . 2 . Подпанель Исчисление
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Задачи
для самостоятельного решения
Т23.1. Доказать лемму 23.1.

Т23.2. Доказать, что алгоритм, описанный в этом параграфе, строит оптимальный
опорный план невырожденной транспортной задачи за конечное число шагов.

Т23.3. Доказать разрешимость системы уравнений, о которой говорится в п. 2 алгоритма.

Общая формулировка задач П23.1 - П23.10
в буквенных обозначениях
На участках Y{, У2 и Уз площадью в 5 Ь &, S% га соответственно могут выращиваться
сельхозкультуры /Сь К2, К3, К*. Плановое задание предусматривает сбор этих культур
в количествах Ь\, Ь2, Ьъ, ЬА тонн соответственно. Дана матрица

С—

-34 }
элемент с„ которой равен прибыли в ден. ед. от реализации культуры Кр выращенной
на одном гектаре участка Y,. Урожайность культур от участка не зависит и составляет
Я], Pi, Pj, PA iVra соответственно для культур Kh K2, /Сз, К^. Требуется: составить мате-
матическую модель задачи, пользуясь которой можно найти план посева сельхозкуль-
тур, максимизирующий прибыль; найти такое распределение культур К{, К2, К3, КА по
участкам У',, У2, Уз, при котором прибыль достигает максимального значения.

П23.1. Дано: S =

Ь2 =

с =

500,

1200,

Гзо
20

50

25

10

20

t

40

35

15

2=700,

з-360,

25

45

S3=440,

Й4= 1600

25, = 40.

П23.2. Дано:

Ь,= 1400,

Р, = 40,

•^| =

с =

Pi

380,

1050,

(25

50

И*
= 25,

40

25

30

s2
Ьз

20

10

10

= 520,

= 2880,

35^

35

40,

Гз=60,

S3=75O

64 = 800

=20.



166 Часть II. Математическое программирование

П23.3. Дано:

Ь\ - 2000,

5,-250,

Ь2 =

С —

= 1850,

^45 15

10 20

25 .35

30

40

50

52=800,

Ьз = 720

2Ъ

15

20

Р] = 40,

5*3-520,

Л =25.

П23.4. Дано:

6,-1295,

$\ == 520

Ь2=960

С =

^35

45

10

20

15

30

15

25

20

5 2 =

30^

50

35

700,

1550

Л = 35,

: = 430,

,= 840,

Л = 20.

П23.5.

П23.6.

Дано:

6,= 1350,

Р, = 45,

Дано:

А, = 500,

Sr -350

Ь2= 1050,

с =
'20

25

[45

Р2 = 50,

5, = 250,

Ь2= 1300

рю
30

25

40

10

35

15

45

50

35

30

15

40

20

10

s2
Ьз

15>

20

2 5 ,

* «

5 2 -

Ьз =

15'

50

15

- 2 8 0 ,

= 360,

60,

170,

420,

5 3 = 440,

6 4 = 1250

Р 4

 = 25.

5*3= 190,

6 4= 1850,

Я, = 50, Рг =65, Л = 70, Л = 7 4 .

П23.7. Дано:

6, - 850,

5 ] -

Ь2 =

760,

1150,

5*1 =

Ьз =

820,

960,

5 3 - 640,

ЬА= 1350,
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flO 35 20 25Л

40 10 45 15

30 55 25 20

Л = 17, Pi = ^ = 3 0 , />4=15.

8.

'30

30

20

20

25

25

Дано:

6,= 1300,

15 40^

12 45

50 35

S,=270,

Ь2=* 1650,

52=520,

Ь3=780

Л - 6 5 , =39,

Ь4=660,

С

9.

'15

15

25

20

40

35

Дано:

й |= 1800,

30 25'

10 30

20 50

Si = 620,

6, = 940,

S2 = 460,

bi= 1200

/>, = 40, ^2=47, Л =

S3 = 370,

Л, = 22.

П23.10. Дано:

6, = 700,

'25 40 45 15
Л

35 20 15 30

20 10 50 25

Я, = 35,

440,

1600,

.= 40,

= 380,

= 1850,

37,

= 320,

= 120,

Л, = 30.

Общая формулировка задач П23.11 — П23.22
в буквенных обозначениях
Три роты солдат численностью в а ь аг, ИЗ человек принимают участие в учебном
разминировании минных полей П\, Я2, /73, /74, для чего необходимо выделить соот-
ветственно 6 Ь 62, Ь3, 64 человек. Производительность труда солдат зависит от вида
минного поля, а также роты, из которой они выделяются для разминирования. Дана
матрица С, в которой на позиции (/, к) указано число мин с минного поля Пк, которое
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может разминировать один солдат из /-й роты за смену. Требуется: распределить
солдат по минным полям так, чтобы за смену было разминировано максимально воз-
можное количество мин.

П23.П.Дано:й| =

С =

а2=30,

9 7 5 5)

6 8 5 7

,= 15,

Vч9 6 8 5

П23.12. Дано: д, = 35, я2 = 40, д3 = 55, 6, = 60, о2= 25, А3 = 15,

С = 4 6 7 5

8 4 V

П23.13. з=35, 6,-22, /ъ= 15, by="t

С ~

8 4 7 6

7 9 8 6

9 7 5 8

П23.14. Дано:а,-20, а2=45, <*,= 25, Л, = 30,/ь=

(7 6 9 5)

14, Л3 = 26, й 4=20.

С — 9 5 6 7

П23.15. Дано:

4 8 5 9

= 45, аг= 15,

' 4 5 6 6

6, = 20, 63= 22, Л3= 18,

6 7 4 9

V7 6 8 4

П23.16. Дано: а, -30, д2 = 25,

f9 7 8 4"

6 6 7 5

= 32, /ь= 24, 6,-28, 64 = 16,

4 7 9 5

П23.17. Дано:в, =

Гб 9 6 8

5 9 8 7

5 4 6 8
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П23.18. Дано: я ,-30, д 2 =40,

(5 8 4 7

9 8 5 9

аъ= 20. />,= 14, Ь2= 26, = 16,

9 8 6

П23.19. Дано:а,=35,

С ~ 7 5 6 8

9 4 7 4

= 55, А, - 36, 62 = 32, 6., = 24, &,= 18,П23.20. Дано: а, = 20, а2=35, i

'6 5 9 8Л

С= 6 4 8 6

9 8 4 7

П23.21. Дано: 5, = 300, А =400, 5 3= 500, А, = 600, Ь2= 1500, 6 3=225, Л4 = 1250,

'20 50 24 10л

25 40 10 20

30 15 20 15

П23.22. Найти оптимальный план для задачи П22.2, использовав полученный ранее
опорный план а и граф Да).

Общая формулировка задач К23.1 - К23.10
Отделы кредитования коммерческого банка К], К2, К?у К4 выделяют кредиты фир-

мам Ф|. Фг-, Фъ, Ф.\. Дана матрица Р, в которой на позиции (/", к) указана процентная
ставка, под которую /-и отдел может выделить деньги А-Й фирме. Даны также векто-
ры а и b : i-я координата вектора а равна сумме кредита, который может выделить

отдел К„ k-ц координата вектора b равна потребности в кредитах фирмы Ф*. Найти
оптимальное распределение банковских кредитов между фирмами, максимизирую-
щее общую прибыль банка при дополнительном условии, что спрос фирм Ф, и Ф^
должен быть удовлетворен полностью.

К23.1.

Дано: Г =

{\1 15 19 16

20 19 18 21

18 17 16 19

19 14 17 \Ъ)

Й=(1 50,188,102,143)

£=(103,207,255,100)
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К23.2.

Дано: Р =

К23.3.

Дано: Р =

К23.4.

Дано: Р =

К23.5.

Дано: Р =

К23.6.

Дано: Р =

К23.7.

Дано: Р =

7

2

8

,9

5

9

7

4

9

8

6

7

6N

2

9

5,

5̂ (50,88,12,43)

=̂(13,27,55,100)

23 25 29 26

21 29 28 22

28 27 26 29

29 24 27 25

а=(250,108,112,133)

£=(123,167,105,200)

'13 35 9 36Л

11 39 8 32

18 17 6 39

19 14 7 35

'7 15 19 6'

2 13 23 8

£=(150,56,52,93)

£=(155,134,165,220)

8 13 16 9

9 13 15 8

а=(50,58,92,33)

£=(103,107,85,130)

34 42 31 21Л

11 12 23 18

31 15 22 16

14 14 27 14

/
100 9 37 72

72 49 42 63

32 34 29 57

63 28 25 46j

а=(350,348,234,145)

£=056,100,142,245)

а=:(450,333,154,233)

£=(213,177,132,253)
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К23.8.

Дано: Р =

К23.9.

Дано: Р =

К23.10.

Дано: Р =

83 42 9 56^

53 28 8 32

34 42 6 39

39 9 7 15

а=(130,142,154,152)

Ь=(127,153,245,П8)

8 13 9 6 Л

2 16 8 5

7 8 14 9

114 18 3

а=(170,124,96,75)

£=084,99,156,75)

65 35 45 53

45 54 53 43

32 23 27 32

23 37 72 28

«=(450,228,178,256)

£=(84,147,147,265)

K23.ll. Имеется три пункта производства и 5 пунктов потребления. Объемы произ-
водства в пунктах А\, А2, А3 равны соответственно 167,93, 150 ед., а потребность в
производимой продукции в пунктах Bj, B2, £3, В4, В$ равна соответственно 92, 68, 80,
75, 95 ед. Дана матрица

(5.4 3.3 2

/~i — 7.7 6.7 5.9

8 9.7 4.5

8.2

1

2.5

на позиции (/, к) которой находится число, равное стоимости перевозки одной еди-
ницы продукции из А, в Вк- Требуется найти оптимальный план перевозок, миними-
зирующий суммарную их стоимость при следующих дополнительных условиях: из
Ах в Si должно быть перевезено не менее 50 ед. груза продукции, из А2в В5 — не ме-
нее 60 ед. продукции, а из А2 в £4 — не более 40 ед. продукции.

К23.12. На четырех ткацких станках с объемом рабочего времени 200, 300, 250 и 400
станко-часов за один час можно изготовить соответственно 260, 200, 340 и 500 м
ткани всех трех видов. Составить оптимальную программу загрузки станков, если
прибыль в ден. ед. от реализации 1 м ткани 1-го вида при ее изготовлении на к-м
станке приведена на позиции (/, к) матрицы

С =

2.5 2.2 0 2.8'

1.6 1.0 1.9 1.2

0.8 1.0 0.6 0.9

а суммарная потребность в ткани каждого вида равна 200, 100, 150 тыс. м. причем
ткань первого вида не может производиться на третьем станке.
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Ответы, указания, решения
Т23.1. Пусть а = (а п ,а |>, ..., а,„„) — произвольный план задачи (21.2). Тогда

/=l k=\ (=1 k=\

m n n m

/=! к=\ к=\ /=1 ;=1 /Ы

т. е. величина /(ос) не зависит от выбранного плана а. Лемма доказана.

Т23.2. Полиэдр планов транспортной задачи (21.2) ограничен. Поэтому этот полиэдр
является многогранником планов с конечным числом вершин (теоремы 14.1. 14.2).
Следовательно, конечно и множество опорных планов задачи (21.2) (теорема 16.1).
Но алгоритм строит последовательность различных опорных планов, так как в них
значения целевой функции убывает. Поэтому алгоритм завершит свою работу за ко-
нечное число шагов.

Т23.3. Если записать эту систему уравнений в матричном виде NyT=C, где
у = (pi, ...,р„„ Ць ••-> Я>)> то строки матрицы N есть не что иное, как столбцы матри-
цы М из главы 21, соответствующие ребрам дерева 7"(сс). Эти столбцы — строки
матрицы N — линейно независимы (см. доказательство достаточности теоремы 22.1).
Поэтому элементарные преобразования строк матрицы N не могут привести к появ-
лению нулевой строки (теорема 2.3. задача Т2.2). Следовательно, при решении сис-
темы Ny1 = С методом Гаусса противоречивые уравнения появиться не могут, откуда
и следует ее разрешимость.

П23.21. Обозначим через хч площадь в га, которую предполагается занять на участке
У, культурой К/, а через/— суммарную прибыль. Установим, какую площадь должна
занимать каждая культура на имеющейся общей посевной площади, составляющей
300 + 500 + 400 = 1200 га. С учетом планового задания и урожайности находим, что
под культуру АГ, придется отвести 6000/20 = 300 га, под К2— 15 000/30 = 500 га,
под Къ— 2250 / 15 = 150 га, под К4~ 1250 / 50 = 250 га. Так что всего потребуется
300 + 500+ 150 + 250= 1200 га.

Построим математическую модель данной задачи. Сначала запишем целевую функ-
цию

-/= - 2 0 * п - 50дГ|3 - 24*п- 10*|4- 25*2i ~ 40* 2 2 - 10*23~

-20*24-30*3]- 15*32-20*;;,- 15*м—•min

Здесь функция /взята со знаком минус, чтобы задачу на максимум свести к задаче
минимизации. Условия полного использования имеющихся посевных площадей на
всех участках выглядят так:

] + хи + * п +* | 4 =300

' Х2\ + Х22 + Х2-- + XU = 5 0 0

' * 3 | +л\ 2 + * . , + * , , = 4 0 0
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Условия полной занятости всех площадей соответствующими культурами выглядят так:

[*м + хи + х ч ~ 300

|х | 2 + х12 + л\, = 5 0 0

? + хг1 + хг, = 150

[ + хг4 + xyi = 250

Необходимо учесть и условия неотрицательности переменных xlt>0, / = 1 , 2 , 3 ,

7 = 1,2,3,4. Таким образом, получена закрытая транспортная задача (см. задачу
Т21.2). Применим для ее решения алгоритм данной главы. Построим начальный
опорный план, как это было описано в главе 22:

а ,2-300 а 2 2 = 2 0 0

433 • к»

Итак, построен начальный опорный план а = (0, 300, 0, 0. 0, 200, 50, 250, 300, 0, 100, 0).

Планы транспортных задач удобно записывать в виде матрицы. Так, в данном случае

' 0 300 0 0

сс= 0 200 50 250

300 0 100 0

Дерево Г(а), индуцированное планом а, изображено на рис. 23.3.

Исследуем план а на оптимальность. Для этого в матрице - С подчеркнем тарифы,
соответствующие положительным координатам плана а:

/ - 2 0 -50 -24 - | п Л

Р

Pi

Рг

25 ^
-15 ^20 -15

c h Яг <?4
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Рис. 23.3. Дерево Т(а), индуцированное планом а

Составим систему уравнений (свободные члены этой системы соответствуют под-
черкнутым элементам матрицы - Q :

Pi+q2=-5O, p2+q3=-\0, p,+qt^-30,

Рг+Яг= - 4 0 . Рг+Я<= ~^ Р, + Я, = " 2 0 ,

Решим эту систему. Для этого надо произвольную переменную объявить свободной,
положив ее равной нулю; тогда значения остальных переменных однозначно опреде-
ляются из данной системы. Пусть, к примеру, /?2

=0. Тогда #2~-40, q3 = ~\0, q4 = ~20,

Р[ = -\0,рз~-\0, ^[ = -20. Составим вспомогательную матрицу С , в которой на пози-

ции (/, к) находится элемент cit ~ р, + qk:

С =

' - 3 0 -50 -20 -30'

-20 -40 -10 -20

- 3 0 -50 - 2 0 - 3 0

Так как в этой матрице имеются элементы, которые превосходят соответствую-

щие элементы матрицы - С — это с2| и c2i, то план а может быть улучшен. Вы-

берем, к примеру, элемент с 2 | . В этом случае надо добавить к дереву Т{а) новое

ребро A2Bi (на рис. 23.3 это ребро изображено пунктиром). В результате образу-
ется цикл

A2BU В3А3А2
(23.2)

Вдоль этого цикла необходимо произвести максимально возможное перераспре-
деление перевозки X. Величина этой перевозки определяется следующим обра-
зом. Сначала выписываются ребра цикла (23.2), стоящие на четных местах: В^Аъ,
В3Аг. Им соответствуют координаты а 3 ь а?з плана а. Тогда X равно минимальной
из этих координат: X = min{a3 i, а2з} = 50. Сама перевозка заключается в том, что
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от координат а 3 ь а г з вычитается величина X, а к координатам а 2 ь а3з добавляет-
ся \ (с*2ь а3? соответствуют ребрам цикла (23.2), стоящим на нечетных местах).
В результате будет получен новый опорный план

О 300 0 0 '

50 200 0 250

1̂ 250 0 150 0 j

При этом индуцированное им дерево Тф) изображено на рис. 23.4.

А В,

В.

Рис. 23.4. Дерево Т(р), индуцированное планом р

Далее все повторяется аналогично, только уже для плана р. В матрице - С подчерк-
нем тарифы, соответствующие положительным координатам плана р:

-20 ^ 5 0 - 2 4 -10'

- 2 5 - 4 0 - 1 0 - 2 0

-30 -15 -20 -15

Составим по этой матрице систему уравнений:

-50, py + qx =-30,

-4Q, p3 + с/з - -20,

/>2+<7,=-25, p2+q4=-20.

Решим ее, положивр2 = 0: q\ = -25, qi= -40, ^4

 = -20,/?i - -10,р%—5,

вим вспомогательную матрицу С , состоящую из элементов рг + qk:

35 -50 -25 - 3 0 Л

, = -15. Соста-

С = -25 -40

-30 -45

1 5 - 2 0

20 -25
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Каждый элемент этой матрицы не превосходит соответствующего элемента матрицы
- С . Следовательно, план J3 оптимален. Этому плану соответствует максимальная
прибыль 39750 ден. ед. По оптимальному плану весь участок К, надо отвести под
культуру Къ на участке У2 под культуры Kt, A"2. k-t надо отвести соответственно 50,
200, 250 га, и наконец, на участке У^ под культуры А", и К3 надо отвести соответст-
венно 250 и [50 га.

П23.22. Поскольку граф 7{а) не является деревом, то план а вырожденный. Превра-

тим Да) в связный граф Г(а) добавлением ребра А2В3 (рис. 23.5).

в,

Рис. 23.5. Связный граф Т(а)

В матрице С подчеркнем тарифы, соответствующие ребрам дерева Т(а)

(А 4 6 8Ч

2 1 3 9

1 5 3 \j

Составим систему уравнений:

Положив
матрицу

= 0, получим

=4

/'2

, р:, = 0, с/, = 2 с/2
<7з = 3, с/4

Вычислим
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( 4 3 5 3

177

С = 2 1 3 1

ч2 1 3 1

Элемент с31 > с,,, следовательно, построенный план неоптимален.

А

Рис. 26.6. Граф Н

Добавив к графу 7"(а)ребро AJBJ, получим граф Н, изображенный на рис. 23.6, с
циклом А2В[, B\Ai, АгВъ, ВъАу. Первым в цикле считается добавленное ребро АъВи а
на четных позициях находятся ребра В{А2 и ВуА3. Координаты плана сх, соответст-
вующие этим ребрам: 2, 2. Следовательно, Х = 2.

Перераспределив перевозки по циклу, получим план [} = (3, 0, 0, 0, 0, 4, 2, 0, 2, О,

О, 3). Граф Тф) получим, удалив из Н любое ребро цикла, которому в плане со-

ответствует нулевая координата, например ребро A-S\ (см. рис. 23.7).

А

В.

В,

Рис. 23.7. Граф Тф)
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В матрице С подчеркнем тарифы, соответствующие ребрам дерева Тф):

(4 4 6

С=

Составим систему уравнений:

2 1 3 9

. 1 5 3 1;

р2 +(/,=!

=3

Пусть /7.̂  = 0, тогда /?| = 3, / ъ ^ 0, t/з
= 1- Вычислим матрицу

С = 1 1 3 1

1 1 3 1

Сравнив матрицы С и С убеждаемся, что для этих матриц выпол-

няется соотношение сц <сц . Следовательно, план р оптимален.

К23.1. Ответы: оптимальный план в матричном виде равен

'О 0 150 О'

О 88 0 100

65 37 О О

1,38 0 105 0 j

При этом общая прибыль будет равна 10 928 ден. ед.

K23.ll. Ответы: оптимальный план в матричном виде равен

/74 68 25 О О л

18 0 0 40 35

О 0 55 35 60

а минимальная стоимость перевозок равна 15 469.

K23.I2. Алгоритм решения задачи с помощью Mathcad. Ввести исходные данные:
матрицу с; вектор л, содержащий величины потребностей в тканях трех видов; век-
тор в, содержащий объемы рабочего времени станков; вектор D, содержащий произ-
водительности станков. Задать начальные значения переменных, целевую функцию,
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а так же сформировать два вспомогательных вектора 1С и IR, все координаты кото-
рых равны единицам:

i : = l ; m k:=l;nORIGIN : =1

I C .

m:

: - l

=rows (C) n: = cols

f (X) :

(C)

p - l £ =

Сформировать блок для решения транспортной задачи:

Given

Х>0 ^1,з=0 X-IR S Л • 1 0 0 0 X* • 1С = В • D

, X) f(Y) -

Определить оптимальный план распределения временного фонда рабочего времени
<k>:-Y<hпо станкам: Y<k>:-Y<h;'/Dk y=

В результате будет получено следующее оптимальное распределение фонда рабочего
времени: на четвертом станке все 400 часов необходимо изготавливать ткань первого
вида, на третьем станке все 250 часов необходимо изготавливать ткань второго вида,
на втором станке все 300 часов необходимо изготавливать ткань первого вида, а на
первом станке 57.69 часов надо отвести на изготовление ткани второго вида и 142.31
часов — третьего вида. При этом максимальная прибыль будет равна 835 000 ден. ед.



Глава 24

Оптимальные планы
транспортных задач
по критерию времени

Обозначим через Т матрицу размера m х п, в которой на позиции (/, к) находится ве-
личина tlk. В дальнейшем считается, что матрица Т положительная и выполняется
соотношение (21.4).

Q О п р е д е л е н и е ^

Минимально возможное число г, при котором система

MX = D

Х>0 (24.1)

имеет решения, называется пороговым числом задачи (21.3). Запись У озна-

чает суммирование по всем таким tlk, которые превосходят г. Если таких tlk не

существует, то последнее уравнение в системе (24.1) опускается.

Если г — пороговое число задачи (21.3), то уравнение

/-Л~<* = 0 (24.2)

называется пороговым уравнением задачи (21.3). Заметим, что если /, и ь • - раз-

ные элементы матрицы Т и не существует такого значения !1к = а, что /, < а < t2,

то уравнения 2^х1(. =0 и ^л',(. =0 имеют одинаковые решения. Поэтому можно

считать, что число уравнений вида (24.2) конечно и равно количеству различных
элементов в матрице Т, увеличенному на !. Если же в системе (24.1) г равно наи-
большему элементу матрицы Г, то, согласно теореме 21.1, эта система имеет ре-
шение. Из всего сказанного следует, что пороговое число задачи (21.3) всегда
существует.
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Теорема 24.1. План а задачи (21.3) является оптимальным, если и только если а
является решением порогового уравнения этой задачи.

Доказательство. Обозначим через г пороговое число задачи (21.3). Пусть
a = ( a n , a i 2 , . . . ,а ,„„)— оптимальный план этой задачи и Да) = /,,. Из определе-
ния целевой функции/следует, что а,ь~ 0 всякий раз, когда t,k> tn. Отсюда

2Х=0 (24.3)

Но пороговое число г задачи (21.3) является минимальным числом, при котором су-
ществуют планы, удовлетворяющие (24.2). Поэтому tn > г.

Из определения порогового числа г также следует существование плана
(3 = (Рп, р | 2 , .-., Р/„„) задачи (21.3), удовлетворяющего (24.2), т. е.

Отсюда имеем;

т.е. /„</". В результате доказано, что tn = г и, следовательно, ввиду (24.3) план а
удовлетворяет пороговому уравнению (24.2).

Предположим теперь обратное: некоторый план а удовлетворяет уравнению

(24.2) и Д а ) = /ГЛ~ max/jA.. Поскольку ап. > 0, то tn<r. Если а не оптимален, то
« I * ••<>

найдется такой план (3 задачи (21.3), чтоДр) = t/j < tn. Но тогда У^Р,( = 0. Отсюда,

по определению г, r<llr Итак, r<ih <in <r , что невозможно. Теорема доказана.

Из доказательства теоремы 24.1 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Следствие 24.1. Задача (21.3) имеет оптимальные планы, а оптимальное значение
ее целевой функции равно пороговому числу.

Алгоритм решения задачи
• Шаг 0. Переупорядочить координаты вектора X по невозрастанию соответствую-

щих им величин t,k. Вновь полученный вектор переменных обозначить через

/ = 0-'ь >'2, . - -, У„), где s = m -n.
Решить систему

Г MY = D

\х>о
Если система имеет решение, то перейти к следующему шагу.
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О Шаг г (г>\). Решить систему

MX = D

Л'>0

I

Е- О

Если система имеет решение, то перейти к следующему шагу. В противном случае
оптимальным планом задачи (21,3) будет решение системы, найденное на предыду-
щем шаге алгоритма.

Пример
Пусть

Т= 3 5 1 , ai = 12, э 2 = 8 , а 3 = 8 , ^ = 6, Ь 2 =11, Ь 3 =11- Тогда

I 7 6 Ь
Ут= (Ут,У2 Уэ) = = (хзз, Хз1,хз2, Х22, xii,xi3, X21, x52, х23). На начальном шаге ал-
горитма решается система:

X,->+Xr>+Xi->=l\42 122

(24.4)

А > 0 , /=1,2,3, A-1,2,3

Ее решением является точка ао= (6, 6, 0, 0, 5, 3, 0, 0, 8), причем /fcto) = 9. Ha сле-
дующем шаге к системе (24.4) добавляется уравнение /1 = 0, т.е. хзз= 0, и реше-
нием полученной системы будет точка он = (6, 3, 3, 0, 0, 8, 0, 8, 0), /(си) = 6. Далее
уравнение х3з = 0 заменяется на уравнение у^ + уг =хзз+ хзт = 0. Решением новой
системы будет та же точка си. На следующем шаге последнее уравнение заме-
няется на уравнение у^ +У2 + Уз=:хзз + хз1 +хз2=0. Полученная система не имеет
решений, так как не может выполняться третье уравнение системы (24.4)
хзз + Хз1 + Хз2 = 8. Следовательно, план оц - оптимальный для данной задачи.

Компьютерный раздел
while

Кнопка [while | подпанели Программирование (Programming) вызывает шаблон
оператора цикла с условием. На месте метки справа от while вводится логическое вы-
ражение цикла, а на месте нижней метки — блок операторов цикла (добавление меток
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в этом блоке осуществляется кнопкой Add Line подпанели Программирование (Pro-
gramming). Алгоритм работы оператора цикла с условием следующий. Вычисляется
логическое выражение цикла и в случае его истинности выполняется блок операторов
цикла. Это повторяется до того момента, как логическое выражение цикла примет
ложное значение: в этом случае цикл завершает свою работу, блок операторов цикла
пропускается и осуществляется переход к строке программного модуля, следующей за
данным оператором цикла. Например, в результате выполнения программного модуля

s<-

while л > 1

s <— s + 1

л <— л - 1

s

переменная с примет значение 3.

Задачи
для самостоятельного решения

Общая формулировка задач К24.1 - 24.10

Даны векторы а и b: /-я координата вектора а равна запасам груза /-го постав-
щика, k-я координата вектора b равна спросу в весовых единицах А-го потреби-
теля груза. Дана также матрица 7", в которой на позиции (/, к) указано время дос-
тавки груза от /-го поставщика к А-му потребителю. Составить реализуемый за
минимальное время план перевозок, при котором полностью удовлетворяется
спрос потребителей.

К24.1.

Дано: Т-

К24.2.

Дано: Т =

8 3 5 2

4 1 6 7

sl 9 4 З у

' 5 107 P

2 8 4 6

3 5 8 2

5 = (10,15,25),

£=(5,10,20,15).

а = (15,5,30),

£=(15,5,10,20).



184 Часть //. Математическое программирование

К24.3.

Дано: Т-

К24.4.

Дано: Т =

К24.5.

Дано: Т^=

К24.6.

Дано: Т =

К24.7.

Дано: Т

К24.8.

3 5 6 И 2Л

4 6 3 2 3

6 7 8 II 2

15 I 13 П

12 4 5 4

13 5 7 2

15 6 7 I

12 8 4 6

5 = (35,15,10),

6=00,3,17,20,10).

Дано: 7 =

К24.9.

Дано: Т =

К24.10.

Дано: Г=

9 6 111

5 5 2 16

3 5 8 6

11 7 4 П

12 11 3 7

13 12 1 2J

8 15 12 II

12 11 6 6

31 15 4 12

6 10 17

й=(30,5,25),

£ = (12,8,20,20).

5=05,30),

£=(5,15,15,10).

5=(25,15,10),

£=(25,15,5,5).

Й = (1 8,12,20),

Л=(5,25,5,15).

5 = (16,20,34),

£ = (35,15,15,5).

' = (5,35),

9 18 8 71 6^(5,5,15,15).

'9 16 9 11 11

116 5 6 5

8 116 3 7

й=(35,5,20),

6=(25,15,Ю,2,8).

K24.ll. В шести хранилищах имеется соответственно 93, 154, 256, 247, 215, 125 т
картофеля. Требуется так спланировать перевозки картофеля к восьми овощным ма-
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газинам, спрос которых равен соответственно 135, 105, 48, 152, 120, 105, 305, 120 т,
чтобы максимальное время доставки было минимальным. Времена доставки не зави-
сят от объемов перевозок и содержатся в матрице

7

5.8

7

2.7

17

16

5

9

15.6

9

8

10

9

2

7.5

5.8

17.7

9

1.8

7.8

7

1

3.9

4.4

15.4

7

1.9

4

4.8

8.6

9

12

4.8

6

12/Г

4

5.2

13.5

7.9

в которой на позиции (/, к) находится величина, равная времени перевозки необходи-
мого количества картофеля из /-го хранилища в к-й магазин. Спрос магазинов должен
быть удовлетворен полностью.

Ответы, указания, решения

Общий алгоритм решения задачи К24.11
с помощью Mathcad
Ввести исходные данные: матрицу г, а также векторы а и Ь, координаты которых
равны соответствующим величинам запасов и потребностей. Задать начальные зна-
чения переменных, целевую функцию, а также сформировать два вспомогательных
вектора ic и i r , состоящих из единиц:

ORIGIN:=1

n: = c c l s ( Г) ш: =rows ( Г ) i : = l ; m J c : = l ; л

xlk:=Q icd:=l ir::=l f(x) := max( {x * 0) • T) .

С помощью программных операторов Mathcad переупорядочить переменные xiK no
невозрастанию соответствующих им элементов tlk матрицы г, сформировав при
этом вектор-функцию д(.х);у-я координата вектора д[к) будет равна переменной
xlk, соответствующейу'-му по величине элементу матрицы т.

о
Т while max(t)> 0

na ib <— max(t) for i e 1. .m

for k e I . .n

if naib = t, „glx} :=

r <- r + 1
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Сформировать блок для решения систем вида (24.1):

Given :<> 0 x-ir = a -ic = Ь

y.^find(x) y- f[y)~

Присваивая последовательно значения 1, 2, 3, параметру г, определить минимальное
число р, при котором не будет найдено решение встроенной функцией find. Тогда
решение у, полученное при г = р - 1, и будет искомым оптимальным планом соот-
ветствующей транспортной задачи.

К24.1. Ответы: оптимальный план перевозок равен

'0 0 0 10ч

5 10 0 О

0 0 20 5

а время его реализации равно 4.

К24.11. Ответы: оптимальный план перевозок равен

'93

0

0

42

0

0

0

0

0

105

0

0

0

0

0

0

48

0

0

152

0

0

0

0

0

2

31

87

0

0

0

0

105

0

0

0

0

0

0

13

167

125

0

0

120

0

0

0

а время его реализации равно 7.
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findu

Потоки в орграфах

Существует большое количество задач, связанных с оптимальной перевозкой товаров
из одного пункта в другой. Сеть дорог между пунктами задается орграфом, а числа,
приписанные его элементам (веса), определяют условия перевозок. (Граф, элементам
которого приписаны числа, называется сетью.) Эти числа могут задавать пропускные
способности дорог, стоимости и времена перевозки товара по ним и т.д. Задача за-
ключается в рациональном распределении потоков товаров по дорогам. Оказалось,
что теория решения потоковых задач может эффективно применяться при исследова-
нии других практических оптимизационных моделей, на первый взгляд, совсем не
похожих на задачу о перевозках.

Ниже будет рассмотрена задача о максимальном потоке, заключающаяся в том, что-
бы пропустить через граф наибольшее количество единиц потока.

Перейдем к формальным определениям. Пусть G = (V, £)-— взвешенный орграф
(сеть) с двумя выделенными вершинами: s, называемой источником, и Л, называемой
стоком. Вес дуги е будем обозначать через с(е)>0. Для любой вершины v через
D'(y) и D (v) будем обозначать соответственно множества дуг орграфа с концом v и с
началом v.

С Определение^

Функция f, определенная на множестве дуг орграфа 6, называется потоковой
для G, если выполняются следующие условия:

(С1) для каждой дуги е верно соотношение 0 < f{e) < с(е);

(С2) для каждой вершины v, отличной от s и г, верно соотношение

о= Е /м- 2>) (25л)

Число f{e) называется потоком по дуге е, а величина

Г= I / М - Е.А£) (25.2)
ее/Г (0 се«~(О

называется суммарным потоком потоковой функции f орграфа 6.

Потоковая функция f называется оптимальной для орграфа G, если ее сум-
марный поток является максимальным среди суммарных потоков всех потоко-
вых функций.
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Пусть V разбито на два непересекающихся подмножества S и 7таких, что
и tG T. Обозначим через (S, 7) ((Г, S)) множество всех дуг, начало и конец ко-
торых принадлежит соответственно множествам S и Т (Г и S). Множество дуг
(S, T)u(T, S) называется разрезом, индуцированным множеством S.

По определению (25.2), суммарный поток измеряется в стоке (. Однако, следующая
теорема показывает, что эта величина может быть измерена в любом разрезе,

Т е о р е м а 2 5 . 1 . Для каждого подмножества вершин S, содержащего источник s и
не содержащего сток /, верно равенство

F- S /М- Z/W (25.3)
ce(S,T) ceO\S)

Доказательство. Сложим почленно равенства (25.1) для всех вершин v из 7\{/} и
равенство (25.2). В результате получится равенство, называемое итоговым, левая
часть которого будет равна F. Чтобы определить, что получится справа, рассмотрим
произвольную дугу у = (а, Ь) из Е. Если а и h принадлежат S, то величина /(и) вообще
не появится справа в итоговом равенстве. Если обе вершины a wb принадлежат Т, то

Ди) появится дважды в правой части итогового равенства: один раз в сумме / /(ej

со знаком плюс, другой раз в сумме ^ / С е ) с о знаком минус, т. е. взаимоуничто-

жится. Если aeS, beT , тоДи) появится только один раз, причем со знаком плюс в

сумме /^/(е)> а если a&T, beS, то/(у) появится только один раз, причем со
esD'{h)

знаком минус в сумме ^/(е) • В с е рассмотренные случаи согласуются с равенст-

вом (25.3). Теорема доказана.

Следствие 25.1. -F = £ f(e)-

Обозначим через c(S) величину ^с(ег), которую будем называть мощностью разре-

за, индуцированного множеством S.

Следствие 25.2. Для любой потоковой функции/и любого подмножества вершин
5, содержащего s и не содержащего t, верно z

F<c(S) (25.4)

Следствие 25.3. Если существуют такие / и S, для которых неравенство (25.4)
превращается в равенство, то/является оптимальной потоковой функцией, a S инду-
цирует разрез с минимально возможной мощностью c(S).

Доказательство следствия дано в задачах Т25.1 - Т25.3.

Конструктивное доказательство существования таких/и S, для которых (25.4) пре-
вращается в равенство, будет дано в гл.26.



Глава 25. Потоки в орграфах 189

Задачи
для самостоятельного решения
Т25.1. Доказать следствие 25.1.

Т25.2. Доказать следствие 25.2.

Т25.3. Доказать следствие 25.3.

Ответы, указания, решения
Т25.1. Пусть S состоит из единственной вершины .у. Тогда (S, 7) = D (У), (Г, S) = D'(s).
Остальное следует из равенства (25.3).

Т25.2. Поскольку ^ / ( е ) > 0 , т о по теореме 25.1

Т25.3. Указание: воспользоваться следствием 25.2.



Глава 26

Алгоритм определения
максимальных потоков

Величину с(е) будем называть пропускной способностью дуги е. Зафиксируем неко-
торую потоковую функцию./для орграфа С. Дугой типа / назовем дугу, в которой
поток меньше ее пропускной способности, а дугой типа D— дугу, в которой поток
отличен от нуля. Очевидно, если е— дуга типа / и D одновременно, то 0 </(е) < с(е).
(Отметим, что если с(е) > 0, то дуга е является дугой хотя бы одного типа.) Резервом
увеличения потока дуги е назовем величину /(е) = с(ё) ~f(e), а резервом уменьшения
потока— величину d{e) ~/(е). Дуги типа / и типа D соответственно имеют ненуле-
вые резервы увеличения и уменьшения потоков.

Увеличивающей цепью назовем простую цепь в G, соединяющую s и /, в которой
каждая дуга, имеющая направление от s к /,называемая прямой дугой, имеет тип /, а
каждая дуга, имеющая направление от / к s, называемая обратной дугой, имеет тип D.
Вдоль увеличивающей цепи можно "переслать" дополнительный поток из s в /, т. е.
увеличить суммарный поток на величину Д, равную минимальному из резервов уве-
личения и уменьшения потоков соответственно прямых и обратных дуг этой цепи.
Достигается это заданием новой потоковой функции / ' : если дуга в не принадлежит

данной увеличивающей цепи, то f'(e) =.Де); если дуга е— прямая дуга увеличи-

вающей цепи, то f'(e) =Де) + Д, а если обратная, то /'(е) =J{e)-A. Очевидно, что

определенная таким образом функция /' является потоковой функцией, удовлетво-

ряющей условиям (С1) и (С2) определения, данного в гл. 25. Кроме того, согласно

определению (25.2), F'-F = A.

Пример
Рассмотрим некоторую простую цепь

В; 2 7,4 2;2 9,5 3 0
s • > -х «? • — — > t

в которой первые числа указывают пропускные способности дуг, а вторые —
потоки в дугах. Так как прямые дуги этой цепи (s, a), (a, b), (d, t) имеют тип /, а
обратные дуги (с, b), (d, с) имеют тип D, то данная цепь увеличивающая. Резер-
вы увеличения потоков прямых дуг равны 4, 3, 3, а резервы уменьшения пото-
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ков обратных дуг равны 2, 5 соответственно. Поэтому вдоль этой цепи можно
дополнительно переслать 2 единицы потока от s к t

£ t
 6 '4 х, 7-6

 х W к 9:3 3;2 > t

Алгоритм 26.1 поиска увеличивающей цепи
при заданной потоковой функции

О Определить тип каждой дуги орграфа. Пометить вершину .у.

П Помечать дуги и вершины в соответствии с приводимым ниже правилом до теч
пор, пока либо не будет помечена вершина /, либо пометка новых вершин станет
невозможной.

Правило пометки:
• если вершина х помечена, дуга (х,у) не помечена и имеет тип /, вершина у не

помечена, то помечаются дуга (:с, у) и ее конец у;

• если вершина х помечена, дуга (у, х) не помечена и имеет тип Д вершина у не
помечена, то помечаются дуга (у, х) и ее начало у\

• других случаев пометки вершин и дуг не существует.

Т е о р е м а 2 6 . 1 . Если в ходе алгоритма26.1 вершина / помечена, то в орграфе G
существует увеличивающая цепь. Если же вершина t не может быть помечена, то в
орграфе отсутствует увеличивающая цепь. Алгоритм завершает свою работу за ко-
нечное число шагов.

Доказательство. В силу правила, по которому выполняется процедура пометки, дуга
может быть помечена только в том случае, если одна из смежных с ней вершин по-
мечена, а другая — нет. Следовательно, в ходе выполнения алгоритма не может быть
помечена дуга, начало и конец которой уже были ранее помечены, и потому поме-
ченные дуги не могут образовывать циклы. Поскольку работа алгоритма начинается
с помеченной вершины s, то в последующем помеченные вершины и дуги должны
образовывать связный граф без циклов, т. е. дерево. Если этому дереву принадлежит
вершина х, то из теоремы 20.2 следует, что вершины s и х соединены в дереве един-
ственной простой цепью. В частности, если помечена вершина /, то найдется единст-
венная простая цепь из помеченных дуг, соединяющая $ и Л Эта цепь будет увеличи-
вающей, поскольку правило пометки гарантирует, что прямые дуги этой цепи имеют
тип /, а обратные — тип D.

Докажем второе утверждение теоремы. Предположим, что имеется увеличивающая
цепь. Тогда правило пометки позволяет "добраться" до любой дуги этой цепи и, в
частности, до некоторой дуги, смежной с вершиной t. Поэтому в этом случае верши-
на / будет обязательно помечена,

И наконец, алгоритм должен завершиться за конечное число шагов, поскольку в нем
по одному разу могут помечаться вершины и дуги, число которых конечно. Теорема
доказана.
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П р и м е р 1

В орграфе на рис. 26.1 указаны типы дуг. Найти увеличивающую цепь.

Рис. 2 6 . 1 . Орграф из Примера 1

Прежде всего помечается вершина s. Из дуг, выходящих из вершины s, поме-
чается только дуга (s, а) и ее конец а, поскольку эта дуга типа /. Далее просмат-
риваются дуги, смежные с вершиной а: вершина с и дуга (а, с) могут быть поме-
чены, поскольку эта дуга имеет тип /; вершина 6 и дуга (а, to) не могут быть
помечены, поскольку (а, to) не имеет тип /; вершина d и дуга (с/, а) не могут быть
помечены, поскольку (d, а) не имеет тип D. Далее рассматриваются дуги, смеж-
ные с вершиной с. Вершина Ь и дуга (to, с) могут быть помечены, поскольку дуга
(to, с) типа D; вершина d и дуга (с, d) не помечаются, поскольку эта дуга не ти-
па /. И наконец, помечаются дуга (to, t) и вершина t, поскольку дуга (to, г) имеет
тип /. Итак, найдена увеличивающая цепь (s, а), (а, с), (Ь, с), (to, /)•

Алгоритм 26.2 поиска максимального потока в орграфе
• Шаг 0. Для каждой дуги е орграфа положить j(e) = 0.

О Шаг г (г>\). С помощью алгоритма 26.1 найти увеличивающую цепь. Если такой
цепи не существует, то потоковая функция /оптимальна. Если цепь существует,
то найти резервы увеличения и уменьшения потока соответственно прямых и об-
ратных дуг, составляющих эту цепь. Определить величину А дополнительного по-
тока из s в /, равную минимальному из найденных резервов. Увеличить поток в
прямых дугах цепи на Д и уменьшить поток в обратных дугах цепи на Д. Удалить
все пометки. Перейти к следующему шагу.

Теорема 26.2. Если алгоритм 26.2 завершает свою работу через конечное число
шагов, то построенная им на последнем шаге потоковая функция будет оптимальной.

Доказательство. Алгоритм 26.2 завершает работу, когда алгоритм 26.1 устанав-
ливает отсутствие увеличивающих цепей. Это означает, что после выполнения по-
следнего шага алгоритма 26,1 будет помечено множество вершин S, не содержащее
стока /. Если обозначить через Г множество всех непомеченных вершин, то по теоре-
ме 25.1 должно выполняться равенство (25.3). Ввиду правила пометки любая дуга из
(S, Т) не может быть типа /, и потому ее резерв увеличения потока нулевой, а любая
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дуга из (Т, S) не может быть типа О и потому ее резерв уменьшения потока нулевой.
Следовательно:

г д е / — потоковая функция, построенная к данному шагу. Отсюда с учетом (25.3)
F = c(S) и из следствия 25.3 вытекает оптимальность потоковой функции.

8:4

9;9

Рис. 26.2. Орграф из Примера 2 с суммарным потоком 9

Пример
В орграфе на рис. 26.2 задан поток. (Первое число рядом с дугой обозначает ее
пропускную способность, второе — поток по дуге.)
Проверить, является ли суммарный поток максимапьным и в случае отрица-
тельного ответа найти максимальный поток и разрез (S, 7) и (Г, S), для которо-
го F = c{S).

После того, как определим тип каждой дуги, отметим, что увеличивающая цепь
для заданного орграфа найдена в предыдущем примере. Это цепь (s, а), (а, с),
(Ь, с), (b, f). Следовательно, исходный поток не явпяется максимальным.

Резервы увеличения потока на прямых дугах (s, а), (а, с) и (Ь, t) цепи равны
соответственно 8-4, 5-0, 3-0. Резерв уменьшения потока на обратной дуге
(Ь, с) цепи равен 1. Величина Д дополнительного потока равна
т/л(4, 5, 3, 1)= 1.

Увеличив поток по прямым дугам на 1 и уменьшив его на обратной дуге на 1,
получим новый поток (рис. 26.3)

5;5
9;9

Рис. 26.3. Орграф из Примера 2 с суммарным потоком 10
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Определим тип каждой дуги (рис. 26.4).

Рис. 2 6 . 4 . Орграф из Примера 2 с новыми типами дуг

Попробуем найти увеличивающую цепь. Из вершины s можно пометить только
дугу (s, а) и вершину а, так как дуга (s, а) типа /. Из вершины а можно пометить
только дугу (а, с) и вершину с, поскольку дуга (а, Ь), выходящая из а, типа D, а
дуга (d, а), входящая в а, типа /. По той же причине из вершины с невозможно
сделать никаких пометок. Вершина /осталась непомеченной. Это означает, что
поток, заданный на рис. 26.3, является максимальным.

К множеству S отнесем помеченные вершины {$, а, с], к множеству Г— осталь-
ные вершины {Ь, о1, (}. В разрез входят дуги (S, Т) = {(а, Ь), (с, d)} и
(Г, S) = {(Ь, с), (с/, a)}. F=c(S) = 10.

С Определение )

Потоковая функция называется целочисленной, если все ее значения — целые
неотрицательные числа.

Теорема 26.3. Если пропускные способности всех дуг орграфа целочисленны, то
алгоритм 26.2 завершает свою работу через конечное число шагов, при этом постро-
енная оптимальная потоковая функция будет целочисленной.

Доказательство. На нулевом шаге потоки всех дуг равны нулю. Рассмотрим r-й шаг
и предположим, что к этому шагу уже построена целочисленная потоковая функ-
ция/ Тогда резервы увеличения и уменьшения потоков всех дуг также целочисленны
ввиду цело численности их пропускных способностей и потоков в них. Это означает,
что вновь построенная функция /' сохранит целочисленность своих значений,
поскольку потоки в дугах могут изменяться только на положительную целую
величину Д, равную резерву некоторой дуги увеличивающей цепи.

Итак показано, что суммарный поток после каждого шага возрастает на целую поло-
жительную величину. Этот процесс не может продолжаться бесконечно, так как по
следствию 25.2 суммарный поток любой потоковой функции не превосходит мощно-
сти некоторого разреза орграфа. Теорема доказана.

В случае нецелочисленных пропускных способностей дуг в литературе известны
примеры зацикливания алгоритма 26.2. Однако зацикливания можно избежать, если в
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алгоритме 26.1 специальным образом упорядочить просмотр дуг в процессе расста-
новки пометок. (В практических задачах случаи зацикливания не отмечены.)

Это замечание, обоснование которого выходит за рамки данной книги, а также дока-
зательство теоремы 26.2, приводят к следующему результату.

С л е д с т в и е 26.1. В любом орграфе существует максимальный суммарный поток и
он равен минимальной из мощностей разрезов этого орграфа.

Задачи
для самостоятельного решения
Т26.1. Доказать, что если пропускные способности всех дуг орграфа G являются ра-
циональными числами, то алгоритм 26.2 поиска максимального потока в G завершит
свою работу через конечное число шагов.

Т26.2. Пусть некоторая комплексная работа связана с производством совокупности
m более мелких работ я,, ..., л,„, которые могут выполняться независимо одна от
другой. В распоряжении планирующего органа находится п исполнителей 6(, ..., Ь„,
каждый из которых может выполнять только некоторые определенные работы. При
этом каждый исполнитель одновременно может выполнять только какую-либо одну
работу и каждая работа одновременно может выполняться только одним исполни-
телем. Проблема состоит в распределении работ между исполнителями таким обра-
зом, чтобы одновременно выполнялось возможно большее их число. Свести эту
проблему к задаче нахождения максимального суммарного потока в орграфе.

Т26.3. Имеется ш работ А ~ {а ь ..., а,,,} и п исполнителей. Если С— произвольный
набор работ из множества А, то через б(С) будем обозначать множество всех испол-
нителей, каждый из которых способен выполнить хотя бы одну работу из набора С.
Доказать, что все m работ можно распределить между исполнителями для одновре-
менного их выполнения, если и только если для любого набора С из {а{, ..., а,,,} вер-
но \С\ < \В(С)\ (здесь \R\ обозначает количество элементов множества R).

1200/ \1200

1200\ ,• /1200

Рис. 2 6 . 5 . Орграф из задачи Т26.4

Т26.4. Определить число шагов алгоритма 26,2, за которое в худшем случае можно
найти максимальный суммарный поток орграфа, изображенного на рис. 26,5 (около
дуг указаны их пропускные способности).
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Общая формулировка задач П26.1 — П26.21
Туристическое бюро должно в определенный день X организовать перелет макси-
мального числа туристов из города $ в город /. Прямых рейсов из s в t нет. Однако
можно воспользоваться промежуточными городами д, Ь, с, с/. На рис. 26.6 схема воз-
можных перелетов изображена в виде орграфа, в котором каждая дуга е, указывает
прямой рейс из города в город, а приписанный ей вес с(е,) — число свободных мест
на день X (рейсы, на которые свободных мест нет, не указаны). Необходимо выбрать
такую стратегию бронирования билетов, при которой в день X можно будет органи-
зовать перелет наибольшего числа туристов.

С е 4 d

Рис. 26.6. Схема перелетов в виде орграфа

П26.1.

П26.2.

П26.3.

П26.4.

П26.5.

П26.6.

П26.7.

Дано:

Дано:

Дано:

Дано:

Дано:

Дано:

Дано:

ciet)~ 15,

с(е5) = 5,

с<е,)-30,

с(е5) = 10,

с(е,) - 20,

с(е5) = 7,

с(е,)=21,

с(е5) = 9,

<**,)= 22,

С(е5) = 10,

<**,)= 18,

с<е3) = 13,

<*«.) - 12,

с(е2) - 4,

с(е6) - 3,
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с(е2) = 8,
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с(е7) = 14,

с(е3) - 8,

с(е7) = 1 1 ,

с(е2) = 9,

с(е7) - 13,

с(*?з) ~ Ю,

с(е7) = 14,

е(е>) = 8,

й<е7) = 1б.

сЫ

<Хе*)

с(е4)

Ф«)

с(е4)

Фа)

сЫ

сШ

с(е4)

с<е*)

<е<)

Ф&)

с(еЛ
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- 10.

= 20

-20.

- 1 5

- 1 5 .

= 16

= 17.

- 1 7

= 18.

= 15

= 15.

- 13

с(е7) = 7, = 19.
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П26.8.

П26.9.

П26.10.

П26.11.

П26.12.

П26.13.

П26.14.

П26.15.

П26.16.

П26.17.

П26.18.

П26.19.

П26.20.

Дано:

Дано:
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Фз) = П,
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с(е4) = 18,

Фк) = П.
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П26.21. Найти максимальный суммарный поток в орграфе, изображенном на рис. 26.7,
где s — источник, t — сток и около дуг указаны их пропускные способности.

18

Рис. 26.7. Орграф из задачи П26.21

Ответы, указания, решения
Т26Л. Для набора весов дуг орграфа G, заданных рациональными числами, можно
подобрать такое целое число d, при умножении на которое все эти числа превратятся
в целые. Объявив их новыми весами дуг орграфа G, с помощью алгоритма 26.2 мож-
но построить оптимальную потоковую функцию/ Тогда потоковая функция//^бу-
дет оптимальной для орграфа с прежними весами дуг.

Т26.2. Вначале определим двудольный орграф # = ( Л и 5 , E) с долями
А = {Й|, ..., ani) и В = {Ь\, ..., Ь,,} следующим образом: пара вершин (a,, bk) является
дугой, если и только если исполнитель bk способен выполнить работу а,. Пропускные
способности дуг в Я положим равными 100(т + п). Добавим две вершины s и /, а
также дуги (5, а,), / - 1, ..., т, {bk, t), k~ I, ..., п, с пропускными способностями, рав-
ными 1. Полученный орграф с источником s и стоком / обозначим G.

Множество дуг в орграфе называется паросочетанием, если никакие две дуги из это-
го множества не смежны с одной вершиной. Если паросочетание содержит наиболь-
шее число дуг среди всех паросочетаний орграфа, то оно называется наибольшим.

Пусть г— наибольшее число различных работ, которые могут быть одновременно
выполнены таким же числом исполнителей. Из условия задачи ясно, что г равно чис-
лу дуг в наибольшем паросочетаний двудольного орграфа И. Докажем, что г равно
максимальному суммарному потоку F в орграфе G.

Пусть М- наибольшее паросочетание, состоящее из г дуг. На множестве дуг орг-
рафа G определим функцию g следующим образом: для каждой дуги (а„ bk) из М
g((oh bk)) = g((s, я,)) = g{(bk, t))= 1, все остальные значения функции g нулевые. Из
определения паросочетания следует, что определенная таким образом функция g
является потоковой, а ее суммарный поток равен г. Отсюда F >г . Осталось дока-
зать, что F<г .

Согласно теореме 26.3, для орграфа G существует оптимальная целочисленная
потоковая функция / Поскольку в любую вершину а, входит ровно одна дуга
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(j>, a) и пропускная способность этой дуги равна I, то может существовать не бо-
лее одной дуги, выходящей из вершины а„ поток по которой будет равен I, поток
же по остальным дугам, выходящим из а„ будет равен 0. Аналогично, может су-
ществовать не более одной дуги, входящей в любую вершину bk, поток по кото-
рой равен I, поток же по остальным дугам, входящим в bk, будет равен 0. Это оз-
начает, что потоки по всем дугам из Е равны 0 или I. причем никакие две такие
дуги с единичными потоками не могут быть смежными с одной вершиной. Таким
образом, если М' — множество всех дуг из Е с ненулевыми потоками, то Л-/'—
паросочетание, Пусть М' содержит г' дуг. Тогда /7/(е)= J_.f(e)-r'-r» так как

L'C/; сеЛ-/'

г— число дуг в наибольшем паросочетании. Но Е — это разрез в G, индуциро-

ванный множеством вершин Л и {s}. Поэтому по теореме 25.1 F~y^f(e) и, Сле-

ге/;"
довательно, F<r.

Таким образом, задача определения наибольшего числа выполненных работ све-
дена к задаче определения максимального потока в специально построенном орг-
рафе.

Т26.3. Построим орграф G такой, как в задаче Т26.2. Применим алгоритм 26.2 для
определения оптимальной целочисленной потоковой функции/с суммарным пото-
ком F. Алгоритм завершает свою работу на том шаге, на котором устанавливается
отсутствие увеличивающей цепи в G. Это означает, что на последнем шаге будет по-
мечено множество вершин S, содержащее источник s, но не содержащее сток и При
этом, как было показано в доказательстве теоремы 26.2, F - c(S). Введем следующие
обозначения: Т— множество всех непомеченных вершин, X ~ Sc\ A, Y - Тг\ А .

По определению орграфа G суммарный поток в G не может превзойти число
min{m. n}. Поэтому разрез (S, Т) не содержит дуг вида (а„ bk), так как их пропускные
способности превосходят min{m, n). Отсюда

F=c(S)= X ^(= 5 > 1 М 1 (26.1)
ce(S.T) re( ,У)

Если вершина а, помечена и / — построенная оптимальная целочисленная потоко-
вая функция, то или/((5, а,)) = 0, или существует такая единственная вершина Ь,,
чтоД(а„ Ь/)) = 1. Поэтому ,/((а„ bk)) = OU(k^j) и все вершины, смежные с верши-
ной а„ помечены. Следовательно, В(Х) Q S. Согласно правилу пометки, алгоритм
поиска увеличивающей цепи оставит непомеченными вершины из В\В(Х), поэто-
му B\B(X)CLT. Поскольку дуги, принадлежащие (5. Т), соединяют помеченные
вершины с непомеченными, то (S, Т) = ({.?}, Y)\J(B{X)4 {(}). Отсюда с учетом
(26.1) имеем:

F= \(S, 7)1 = Ш , Г>1 + W O , ('})! = U1 + \В{Х)\ (26.2)

Пусть теперь М~ наибольшее паросочетание в И. При решении задачи Т26.2 было
показано, что F~ Щ. Предположим, что m = \Щ. Тогда любой работе из произволь-
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ного набора работ С можно назначить своего индивидуального исполнителя. Следо-
вательно \С\ < \В(С)\. Предположим обратное; это неравенство выполняется для любо-
го набора работ С. Тогда из (26.2) следует, что F=\Y\ + \В(Х)\ > \У\ + |Л] = ш. Следова-
тельно, m = \М\.

Т26.4. Ответ: 2400.

П26.21. Применим алгоритм 26.2. Перед первым шагом все дуги орграфа имеют тип
I. Поэтому алгоритм поиска увеличивающей цепи на этом шаге помечает вершины и
дуги в следующем порядке: s, (s, а), а, (з\ с), с, (а, b), b, (с, d), d, (6, t), t. Найдена уве-
личивающая цепь (s, а), (а, b), (h, i), состоящая только из прямых дуг. Вдоль этой це-
пи перешлем дополнительный поток, равный min{ 14-0, 9-0, 6-0} = 6, как это показа-
но на рис. 26.8. Напомним, что первое число рядом с дугой указывает ее пропускную
способность, второе - поток по ней.

10;0

13;0

Рис. 2 6 . 8 . Орграф с суммарным потоком 6

После этого шага дуга (b, i) имеет тип D, а все остальные дуги - тип /. На втором ша-
ге вершины и дуги помечаются в следующем порядке: s, (л\ a), a, (s, с), с, (а, Ь), Ь,
(с, if), d, (d,t), i. Итак, найдена .увеличивающая цепь (s, с), (с, d), (d, t), состоящая
только из прямых дуг. Вдоль этой цепи перешлем дополнительный поток, равный
min{!0-0, 13-0, 18 0} = 10, как это показано на рис. 26.9. Дуги (д\ с) и (/>, /) имеют
тип D, остальные —- тип /.

10;10

с 13:10

18;Ю

Рис. 2 6 . 9 . Орграф с суммарным потоком 16
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На третьем шаге вершины и дуги помечаются в следующем порядке: s, (s, a), a, (я, b),
b, (b, d), d, (d, c), c, (d, /), /. Найдена увеличивающая цепь (s, a), (a, b), (b, d)t (d, /),
вдоль которой перешлем дополнительный поток, равный min{14-6, 9-6, 15-0,
18-10} = 3, как это показано на рис. 26.10.

18;13

13;10

Рис. 26.10. Орграф с суммарным потоком 19

На четвертом шаге вершины и дуги помечаются в следующем порядке: s, (s, a), a.

Вершина t остается непомеченной. Поэтому суммарный поток F, найденный на пре-

дыдущем шаге, максимален и равен F= У]/(е)=6 + ]3=\9. Если обозначить через S

множество помеченных на последнем шаге вершин {5, а}, а через Т
непомеченных вершин, то

( S , Т) = {(.v, с ) , ( с , a), (a, b)}, c(S) = c((s, с)) + с((а, Ь ) ) = \ 0 + 9 =
Следовательно F = c(S), что согласуется со следствием 26.1.

множество



Глава 27

Модели сетевого
планирования и управления

Часто приходится планировать выполнение сложных проектов взаимосвязанных опе-
раций, направленных на достижение определенных целей. Примерами таких проек-
тов в экономике могут служить комплексы работ по сооружению большого объекта;
комплексы мероприятий по реконструкции и модернизации производства; комплек-
сы мер по внедрению нового технологического процесса; совокупности работ, свя-
занных с автоматической обработкой прогнозной и плановой информации, и др. При
этом возникает ряд важных проблем, например: наилучшая организация проведения
отдельных операций с тем, чтобы завершить весь проект в кратчайший срок; рацио-
нальное распределение ресурсов, минимизирующее суммарные затраты по выполне-
нию всех операций; выявление операций, влияющих на окончание в срок всего про-
екта, и др. Каждый проект можно представить в виде орграфа, называемого сетевым
графиком. Для этого необходима следующая информация: а) список всех операций
проекта; б) время, необходимое для выполнения каждой операции; в) списки опера-
ций, непосредственно предшествующих каждой операции.

( Определение J

Сетевым графиком проекта называется орграф G = (К, Е), В котором множест-

во вершин Vотождествлено с множеством операций (v,,..., vn) проекта, и па-

ра вершин {у,,vk) является дугой (v,, v A ) , если и только если операция v, не-

посредственно предшествует операции v ; .

Всюду считается, что G не содержит контуров и поэтому вершины занумерованы так,
что для любой дуги (v,, v̂ .) верно i<k (см. теорему 20.1). Отметим, что известны

методы преобразования контуров в ациклические конфигурации, однако это выходит
за рамки данной книги.

Введем переменные хк, ук, z^ , где xt — время начала выполнения операции vt,

ук — время окончания операции vk, zk — количество дополнительных средств, вло-

жение которых в операцию v, сокращает время ее выполнения до величины f{zt),

где/— заданная функция, к = 1, 2,..., п .
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Обозначим через S множество всех таких вершин v( сетевого графика G, для кото-

рых D~[vi)=0, а через Т—~ множество всех таких вершин v , для которых

Рассмотрим математические модели трех оптимизационных задач сетевого планиро-
вания и управления.

Задача 1. Предположим, что для каждой операции v̂  зафиксирована длительность

tk ее выполнения. Требуется:

а) определить минимально возможную длительность lh. выполнения всего проекта;

б) определить минимально возможные значения ек переменных хк , т. е. найти наи-

более ранние сроки начала всех операций (очевидно, что при таких значениях ек

достигается минимально возможная величина 1,г);

в) определить максимально возможные значения рк переменных ук (т. е. найти наи-

более поздние сроки завершения всех операций), при которых не будет допущено

превышение минимальной длительности /,,. выполнения всего проекта.

Следующие два алгоритма решают эти задачи.

Алгоритм А
П Шаг к (к> 1). Рассмотрим вершину v*. Определим величину ек по следующему

правилу: если v( e S , то ек = 0 ; если vk £ S , то для каждой дуги (v,, v*) из D (v;)

вычислить сумму е,+ I, и ек положить равным максимальной из этих сумм.

П После вычисления всех величин е, определим tkl по формуле (kr = max{e, + I,} .

Алгоритм Б
G Шаг к(к> 1). Рассмотрим вершину v M l _ ; . (На первом шаге рассмотрим вершину

уи, на втором— v n l , на третьем—vn_ 2 и т. д.) Определим величину р. после-

дующему правилу: если \\ G Т , то рк = tki; если \\ g Т , то для каждой дуги (ук, v,)

из D (Vi) вычислить разность p,-t, и рк положить равным минимальной из этих
разностей.

Корректность алгоритма А вытекает из следующего замечания: наиболее ранний

срок начала операций vk равен максимальной из сумм наиболее ранних сроков нача-

ла операций, непосредственно предшествующих vk, и соответствующих времен их

выполнения. Корректность алгоритма Б вытекает из следующего замечания: наибо-

лее поздний срок завершения операции v( равен минимальной из разностей между

наиболее поздними сроками окончания операций, непосредственно следующих за v t,

и соответствующими временами их выполнения.



204 Часть II. Математическое программирование

I Определение )

Величина rk = pk -ek ~tk называется полным резервом времени операции vk.
Операция называется критической, если любая задержка в ее выполнении при-
водит к задержке завершения всего проекта. Другими словами, критическая
операция - это операция, полный резерв времени которой равен нулю.

Знание всех критических операций необходимо для предотвращения задержки их
выполнения, вызывающей задержку окончания проекта. Для некритических опера-
ций можно допустить задержку, не превышающую полного резерва, не нарушая при
этом своевременности окончания проекта.

Задача 2. Предположим, что для каждой операции v.. задана функция /" (г х), опре-

деляющая длительность этой операции в зависимости от величины zt вложенных в

нее дополнительных средств, а также минимально возможное время hk выполнения

операции, указывающее допустимый предел насыщения этой операции

дополнительными средствами. Накладывается также ограничение на сумму

дополнительных вложений, которая не должна превышать величины d. Требуется

найти такие значения переменных *,, . . . , х1П ;••, , уп, -,,..., z,,, при которых общее

время выполнения проекта было бы минимальным. Формально эту задачу можно
сформулировать как задачу условной оптимизации следующим образом: целевая

функция д Г | . . . . , х„, _у,,..., у„, z,,..., :„) = max>• -» min,

а множество планов задается системой

У к ~ хк > hk ^

Уь-Ч=А("-Л (27.0
хк > 0, ук > 0, г , > О,

у, < хк для каждой дуги ( v , , v k ) e D+ (vk)

к = 1,2, -..,"•

и

Если в качестве целевой взять функцию /~\=к , а первое ограничение в (27.1) заме-
к=\

нить ограничением maxy, <tht то получим двойственную задачу: минимизировать
i',e'/

суммарное количество дополнительно привлекаемых средств, при котором общее
время выполнения проекта не будет превышать заданного порога th.
Задача 3. Предположим, что в начальном состоянии сетевого графика длительность
каждой операции v(. установлена на минимальном уровне пк, в то время как затраты

на эту операцию максимальны и равны ск. Допускается увеличение длительности
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операции vk до уровня tak ; при этом увеличение продолжительности на единицу

времени вызывает уменьшение стоимости выполнения операции vt на величину sk,

к = 1,..., п . Требуется, не превышая заданного порога th длительности выполнения
всего проекта, минимизировать стоимость его выполнения за счет резервов времени.
Формально эту задачу можно сформулировать как задачу условной оптимизации
следующим образом: целевая функция

а множество планов задается системой

v, ^th для каждой вершины v, e T

хк>0, Ук>0,

у, <хк для каждой дуги (v,,vk)eD+(vk)

Замечание
В этой главе tik и fa* обозначают индексированные константы. Эти обозначения
не следует воспринимать, как произведение t и ih или t и Эк.

Задачи
для самостоятельного решения

Общая формулировка задач П27.1 —П27.21
в буквенных обозначениях
Некоторый проект предусматривает осуществление девяти операций a, b, с, d, e,f, ij,
m. Списки непосредственно предшествующих им операций даны в табл, 27.1.

Таблица 27.1

Операции

Списки
предшествующих
операций

Длительности
операций

я

i

е

ta

h

1

j

a

'h

с

—

tc

d

—

u

e

с

d

f

с

d

h

i

—

t,

j

с

h

m

i

e
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Требуется:

а) построить сетевой график данного проекта и переименовать его вершины символами

Vi, v2, v3, v4, V5, v6, v7, vg, VQ так, что для любой дуги (v,-, vk) будет верно / < А;

б) определить наиболее ранние сроки начала всех операций, при которых достигается

минимально возможная длительность tkr всего проекта; найти величину th.;

в) определить наиболее поздние сроки завершения всех операций, при которых

длительность всего проекта останется равной tkr;

г) найти полные резервы времени всех операций и с их помощью выявить критиче-

ские операции.

П27.1. Дано: /(, = 6, /ft = 8, tc = 3, /(/ = 6, te -\,tf = 9, /, - 4, t} - 5, /„, - 5 .

П27.2. Дано: ta = 2, th = 4, tc = 3, td - 5, te = 2, tf - 11, t, = 3, /, = 7, /д, = 5 .

П27.3. Дано: ta = 1, /A = 5, /c = 3, /^ = 4, tc =2,tf = 6, /, = 4, / ; = 5, f,H = 6 .

П27.4. Дано: ta =4,ih= 7, tc = 2, td = 5, te - 4, tf = 7, t, - 1, t} = 5, r/J( - 8.

П27.5. Дано: ta = 5, /A = 4, /t - 4, td = 3, /t, - 1, t} = 6, /, = 8, t, = 3, /„, = 6 .

П27.6. Дано: ta - 4, /Л = 4, /t = 5, td = 3, /e - 3, tf -% t, = 5, ^ = 7, /ffl = 1 1 .

П27.7. Дано: ta - 2, гЛ = 4, /t. = 13, td = 3, г, = 4, r ; = 1, t, = 5, г ; - 3, /„, - 7.

П27.8. .Дано: ta = 5 , th = 4 , /t. = 3 , ^ = 5 , /fl = 3, ^ = 6, /, = 4 , ? ; - 2, /„, =) .

П27.9. Дано: ta ~\,th= 3, /(. = 3, /(/ = 2, /e = 4, /, = 7, г,- = 4, / ; = 2, („, = 8 .

П27.10. Дано: ta - 5 , tb = 4 , /£. = 2 , \d = 6 , rL, =12, ^ - 8 , t , = 7 , / ; =1 , tm = 3 .

П 2 7 . П . Дано: /я = 5 , /ft ^ 2 , /£. = 6 , td =5, tL, =1 , / r = 3 , Г, = 8 , / ; = 9 , tm =2.

П27.12. Дано: /u - 3, tb = 3, /(. - 3, td = 4, /t, = 7, /, = 1, /, = 4, t] = 6, ^,, = 2 .

П27.13. Дано: Гц = 6, /A = 2, fc = I, ^ = 3, te = 5, /^ = 1, /, = 12, t} = 4, tM = 1.

П27.14. Дано: ta = 4 , tb = 4 , tc = 8 , td = 4 , /tf - 2 , ^ =10, /, = 6 , /, = 1, tm = 3 .
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П27.15. Дано: ta = 2, tb = 8, tc = 3, td = 7, te = 2, /, = 1, /, - 1 3 , /, = 4, /,„ - 1 2 .

П27.16. Дано: ta = 12, ^ = 3, tc = 5, /(/ - 2, /e = 1, tf = 5, /, = 3, /, - 4, /„, - 9 .

П27.17. Дано: fa - 8, th = 4, /, = 4, /(/ = 2, /r = 2, / ; = 1, /, - 1 , /; - 7, /„, - 5 .

П27.18. Дано: tll=\0, th= 4, /c = 3, td = 2, te =7, t, = 6, /, = 3, t} = 7, I,,, = 4 .

П27.19. Дано: ta - 7 , /A = 1, rt. =4, td - 5 , ^, - 6 , tf = 1 , /, - 1 3 , ^ = 5 , !,„ =2.

П27.20. Дано: ta = 4 , /л - 4 , /c. = 6 , /^ - 2 , /L, - 5 , tf ^l t, ~7, tf ~\ I, /я, = 4 .

П27.21. Некоторый проект предусматривает осуществление десяти операций a, b, с,
d, е, / /, у, т, п. Списки непосредственно предшествующих им операций даны в
табл. 27.2.

Таблица 27.2

Операции

Списки
предшествующих
операций

Длительности
операций

a

—

10

ъ

—

5

с

—

15

d

a

b

18

е

b

с

19

/

d

18

i

f

8

./

У
e

25

in

j

8

n

i

30

Требуется:

а) построить сетевой график данного проекта и переименовать его вершины символами
Vi, v2, V3, v4, v5, v6, v7, vs, v9, у1Отак, что для любой дуги {v,,vk) будет верно /<А;

б) определить наиболее ранние сроки начала всех операций, при которых достигается
минимально возможная длительность 1кг всего проекта; найти величину tkr;

в) определить наиболее поздние сроки завершения всех операций, при которых дли-
тельность всего проекта останется равной tkr;

г) найти полные резервы времени всех операций и с их помощью выявить критиче-
ские операции.

К27.1. Проект состоит из семи операций v,, v2, v3, v4, v5, у{„ v7. Длительности этих
операций линейно зависят от величины г дополнительных вложений и описываются
функциями вида t-qz. Известны также минимальные длительности операций. Все

необходимые данные сведены в следующую табл. 27.3.
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Таблица 27.3

Операции

Списки предшествующих
операций

Значения константы t

Значения константы q

Минимальные
длительности операций

V,

"

10

0.1

6

V2

V|

12

0.6

5

v,

"

20

0.4

12

v4

?

16

0.64

10

v5

V|

14

0.42

6

v6

V:,

0

0

0

v7

6

0.12

4

Требуется найти такое распределение дополнительных средств между операциями,
при котором длительность всего проекта будет минимальной. Сумма всех вложений
не должна превысить 12 ден. ед.

К27.2. В условии задачи К27.1 изменены исходные данные, которые сведены в табл. 27.4.

Таблица 27.4

Операции

Списки предшествующих
операций

Значения константы t

Значения константы q

Минимальные
длительности операций

V|

12

0.2

7

v2

Vl

10

0.2

6

V3

16

0.62

13

v4

v2

v3

18

0.71

8

V]

15

0.22

5

v2

V3

0

0

0

v7

1

0.22

5

Требуется найти такое распределение дополнительных средств между операциями,
при котором длительность всего проекта будет минимальной. Сумма всех вложений
не должна превысить 36 ден. ед.

К27.3. В условии задачи К27.1 изменены исходные данные, которые сведены в табл. 27.5.

Таблица 27.5

Операции

Списки предшествующих
операций

Значения константы t

Значения константы q

Минимальные
длительности операций

V|

11

0.1

8

^2

V]

11

0.15

7

8

0.51

14

V'4

V2

V3

17

0.38

12

v5

Vl

14

0.42

8

Vf,

V2

Vj

0

0

0

v7

V5

v6

9

0.09

6
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Требуется найти такое распределение дополнительных средств между операциями,
при котором длительность всего проекта будет минимальной. Сумма всех вложений
не должна превысить 14 ден. ед.

К27.4. В условии задачи К27.1 изменены исходные данные, которые сведены в
табл. 27.6.

Таблица 27.6

Операции

Списки предшествующих операций

Значения константы t

Значения константы q

Минимальные длительности операций

14

0.15

8

20

0.3

12

10

0.1

6

V|

0

0

0

vt

4

0.5

-i

v2

>'4

12

0.3

7

v?

v3

v5

v6

5

0.25

3

Требуется определить такие сроки выполнения каждой операции, при которых общая
сумма дополнительных вложений будет минимальной, а длительность всего проекта
не превысит 26.

К27.5. В условии задачи К27.4 изменены исходные данные, которые сведены в
табл. 27.7.

Таблица 27.7

Операции

Списки предшествующих операций

Значения константы t

Значения константы q

Минимальные длительности операций

15

0.16

9

V2

2!

0.31

13

И

0.11

7

V|

0

0

0

v5

V|

5

0.51

4

>'2

V4

13

0.31

8

У-i

V j

V(,

6

0 . 2 6

4

Требуется определить такие сроки выполнения каждой операции, при которых общая
сумма дополнительных вложений будет минимальной, а длительность всего проекта
не превысит 30.

К27.6. В условии задачи К27.4 изменены исходные данные, которые сведены в
табл. 27.8.
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Таблица 27.8

Операции

Списки предшествующих операций

Значения константы /

Значения константы q

Минимальные длительности операций

13

0.12

7

18

0.27

I I

V3

8

0.07

5

v4

V|

0

0

0

vs

V]

2

0.45

2

v2

v4

10

0.26

6

v7

v3

v5

v6

3

0.22

2

Требуется определить такие сроки выполнения каждой операции, при которых общая
сумма дополнительных вложений будет минимальной, а длительность всего проекта
не превысит 32.

К27.7. Проект состоит из семи операций vu v2, v-;, v±, v5, vb, v7. Для каждой операции vk

известны нижняя tit и верхняя tak границы (уровни) их длительности, а также макси-
мальные начальные затраты с* и коэффициенты sk уменьшения стоимости при увели-
чении продолжительности операции на единицу времени (начиная с минимального
уровня длительности tit). Все необходимые данные сведены в табл. 27.9

Таблица 27.9

Операции

Списки предшествующих операций

Нижний уровень длительности tik

Верхний уровень длительности tak

Ck

9

11

62

2

V2

10

15

-10

5

V3

V|

0

0

0

0

V|

3

5

75

5

V2

Vj

4

7

129

4

Vft

V3

5

8

0

10

v7

v5

8

10

1

3

Требуется, не превышая порога длительности проекта, равного 34, определить сроки
выполнения каждой операции, при которых стоимость проекта будет минимальной.

К27.8. Решить задачу К27.7 при новых значениях констант /щ и ск, указанных в
табл. 27.10.
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Таблица 27.10

Операции

Верхний уровень
длительности tak

ск

СО

3 2

v 2

СО

9 0

со

0

СО

2 1 5

GO

1 2 9

со

3 0 0

v 7

СО

1 0 1

К27.9. Решить задачу К27.7 при новых значениях констант tak и сь указанных в
табл. 27.11.

Таблица 27.11

Операции

Верхний уровень
длительности tak

ск

со

3 8

v 2

со

9 2

00

0

GO

2 2 0

GO

132

•x>

3 0 4

GO

104

K27.10. Решить задачу К27.7 при новых значениях констант 1ак и ск, указанных в
табл. 27.12.

Таблица 27.12

Операции

Верхний уровень дли-
тельности tak

ск

со

35

V2

СО

8 2

v 3

GO

0

v 4

со

2 I 0

СО

1 2 5

X

2 8 8

V'7

CO

9 8

Ответы, указания, решения
П27.1. Сетевой график данного проекта представлен на рис. 27.1, на котором верши-
ны а, Ь, с, d, e,f, i, j, /n, n переименованы соответственно в символы vh v2, v3, v,u v5, v6,
v?, vg, v9, vio (рядом с вершинами указаны длительности операций).

В соответствии с алгоритмом А последовательно определяем величины е,:

= е2 = (?з = и j

/ ] ! = тах{0+10,0 + 5}= 10 ;

?3}= тах{0 + 5,0+ 15}= 15;
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е1 =max{e(i+t6}= 28 + 18 = 46;

<?м = max{efi + ^,е5 + t$}= max{28 + 18,15+ 19}= 46 ;

<?„ = тах{ е1 + /7} = 46 + 8 - 54 ;

eUj = тах{ ек +1^}~ 46+ 25 = 71;

| 0 + / lu,e9 + ? 9}-тах{71+8, 54 + 3()}=84, поскольку Т = {vo,vllh}.

15 19 S 30

Рис. 2 7 . 1 . Сетевой график проекта

В соответствии с алгоритмом Б последовательно определяем величины р:

А.. = А = ̂  = 8 4 ;

р1
in{p4 /y} 8 4 3 0 5 4 ;

in{/>K-;N,/?7 — /7} =5 min{76 — 25, 5 4 - 8 } = 46;

р5 = min{/?K - („} = 76 - 25 = 5 1 ;

р4 = т\п{рь~{6} = 46-18 = 28;

{ 4 5 } { 8 - 1 8 , 5 1 -19}= 10;

р, =min{/? 4-r,)=28-18 = 10.

Определим теперь полные резервы времени всех операций:

r i = P i ~ « i - ' i = ° - ' " 2 = ^ - ^ - ' j = 5 , r 3 = p 3 - e 3 - ( j = 1 7 ,

Г, = р 4 - е4 - /4 = 0 , г, = р, - с, - /, = 17, г(, = д , - еЛ - /Л = 0 ,

/ • 7 = p 7 - e 7 - / 7 = 0 , rt=pb-et-ti=5, Ъ = рч-еч-1ч=0,

г\п ~~ Р\ч ~ е ю ~~ 'in "" -1 '

Критические операции: Vi, v4, v6, v7, v9.
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Общие указания к решению
задач К27.1 - К27.10 с помощью Mathcad
При задании целевых функций и некоторых ограничений удобно использовать опе-

рацию "векторизации" У\х,у, ...,/•) над некоторым алгебраическим выражением

v(x, у, ... , с ) , которое составлено из арифметических операций над векторами х,

у, . . -, t одинаковой размерности. Как уже отмечалось в гл. 10, векторизация про-

изводит арифметические операции над координатами векторов х, у, . . ., t,

имеющих одинаковые номера. Например, если в модели II функции /к{~^) линейны

и равны tk-qkzk, где tt,qt - заданные константы, то одна из групп ограничений

данной модели может быть записана так: у-х = l-q-z . где к-е координаты векторов

t, q, z равны соответственно tt, Ць +к- Целевую функцию модели III можно запи-

сать так:

где к-е координаты векторов с, s, х, у, t i равны соответственно с,., зк1 хк,

У-к, t i t . .

При выборе метода решения данных оптимизационных задач с помощью встроенной

функции minimize рекомендуется сделать следующее: щелкнуть правой кнопкой

мыши на функции minimize в блоке решения соответствующей задачи и выбрать

опцию линейный.

К27.1. Ответы: z, = z 3 = z , =z ( i = z 7 =0 , z, = 2.625, z4 =9.375, / f t r= 30.425.

K27.4. Ответы: общая минимальная сумма дополнительных вложений равна 36.667,

причем г2 = 2 0 , z(i = 16.667 , г, = z4 -zA = z, = z1 = 0 .

K27.7. Ответы: минимальная стоимость проекта равна 170, при этом величины е, и

р могут быть такими: с, = 4 , е2 - 0 , е3 = еА = е^ - с,. = 15 , е7 = 22 ;

Р\ =Pi = Рз = 1 5 ' Р* = 2 0 ' Pi = 2 2 ' Рь = 2 3 ' Л = 3 2 .

К27.8. Ответы: минимальная стоимость проекта равна 519, при тгом величины е, и

pt таковы: es=e2=Q, е} = е, = e(i = 10 , f ( = 9 , e7 = 26 , р,=9, /?2 =/>, = 10,

Я, = 26 , ^ = /?(, = />7 = 34 .



Глава 28
find

Динамическое
программирование

Рассмотрим систему, которая с течением времени меняет свои состояния s0, A'I, ..., s,,,
т. е, в системе происходит некоторый процесс, начинающийся с состояния SQ. ПО
крайней мере, одно из состояний s\,..., s,, является конечным — при переходе систе-
мы в такое состояние процесс, происходящий в ней. завершается. Предположим, что
каждое состояние s, описывается набором значений г параметров /?ь ръ ..., р,. (в этом
случае система называется /--параметрической); кроме того, любое состояние s, свя-
зано с множеством ф (5,) локальных управлений, каждое из которых способно пере-
водить систему из состояния л-( в некоторое другое состояние Sk, причем обязательно
к > /, т. е. рассматриваются системы без обратных связей. Управление из ф (я,), пере-
водящее систему из состояния s, в состояние sk, обозначим и1к. Каждому управлению
и,к соответствуют доходы (затраты), связанные с его реализацией и равные а1к, а,*> 0.
Задача поиска оптимального управления данной системы состоит в том, чтобы найти
такую последовательность локальных управлений

из начального состояния s(l в одно из конечных состояний se, при котором суммарная
величина доходов (затрат)

а()/ +а„ +а1к +... + аш,

была бы максимальной (минимальной). Данная последовательность локальных
управлений называется оптимальным управлением из состояния s(i.

Сформулируем эту задачу в терминах теории графов. Пусть G = (V, Е)— взвешен-

ный орграф с множеством вершин V - |у0, .vh ..., s,,}, в котором пара {s,,*^} являет-

ся дугой, если и только если в ф(.у,) существует управление и1к.. Вес дуги (slt sk) равен

а,к и непременно к > L D+(.s0) = 0, и в G только вершина s() обладает подобным свой-
ством. Вершину sL,, для которой D (s\) = 0, назовем конечной в орграфе G. Исходная
задача поиска оптимального управления эквивалентна задаче нахождения в орграфе
G пути максимальной (минимальной) длины, соединяющего вершину s(, с одной из
конечных вершин. Этот путь назовем оптимальным путем из вершины ,у„.

Процедура решения задачи оптимального управления методом динамического про-
граммирования основана на следующем принципе оптимальности Беллмана: при
рассмотрении состояния $, нужно выбирать такое локальное управление и,к в ф (s,),
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которое в совокупности с оптимальным управлением из состояния sk составляет оп-
тимальное управление из состояния Sj. На языке теории графов этот принцип можно
сформулировать следующим образом. Предположим, что уже были найдены длины
и',,1, щ-2, ••-, ™„ оптимальных путей из вершин s,. \,s,;.2, ...,<У„ соответственно, а мно-
жество D (si) состоит из дуг (sh sit), (sh ,v,2), ...,(5,,Sj j). Тогда w, равно наибольшей

(наименьшей) из сумм

aH +wt , all2 +wi2, ... ,afi +w,- ,

т. e. iv, = extr {aik + n\.}, где extr обозначает максимум или минимум в зависи-

мости от того, являются ли веса a,k доходами или затратами соответственно. Рас-
смотрим применение описанного выше метода к решению двух экономических задач.

Задача о замене оборудования состоит в определении оптимальных сроков замены
старого оборудования новым. Старение оборудования включает его физический и
моральный износ, в результате чего растут производственные затраты, затраты на
ремонт и обслуживание, снижаются производительность и ликвидная стоимость.
Критерием оптимальности являются суммарные затраты на эксплуатацию в течение
планового периода. Формально рассмотрим эту задачу в упрощенной постановке.
Даны: первоначальная стоимость cost оборудования; ликвидная стоимость likv(i)
оборудования, возраст которого /лет; стоимостьzatr(i) содержания в течение одного
года оборудования, которое к началу этого годового периода уже эксплуатировалось
ровно / лет. В конце эксплуатационного периода имеющееся оборудование должно
быть продано. Требуется найти оптимальную стратегию замены оборудования за
период в и лет, минимизирующую суммарные затраты. Очевидно, что текущее со-
стояние данной системы определяется двумя параметрами / и к, где к— количество
лет, прошедших с начала первого приобретения оборудования, /— возраст оборудо-
вания, которое эксплуатируется на данный момент. Таким образом, состояния систе-
мы удобно обозначать через s^. Множество ^д1,*) состоит из локальных управлений
"замена", "сохранение": "замена" означает продажу оборудования и покупку нового,
а "сохранение" — продолжение эксплуатации оборудования еще в течение ближай-
шего года. Локальному управлению "замена" соответствуют затраты, равные
cost + zatr(0) - likv(i), а локальному управлению "сохранение" соответствуют затраты,
равные zatr(i). Кроме того, "замена" переводит систему из состояния s^ в состояние
s]-k, 1 , а "сохранение" — из состояния s,k в состояние ^ . l j t , ,. Добавим фиктивное
состояние Sft в которое переходит система после окончания эксплуатационного пе-
риода в результате продажи имеющегося оборудования (переход в состояние 5/мо-
жет произойти из состояний su,,S2,,,...,sm,).

Рассмотрим данную задачу при следующих исходных данных: n = 3, cost = 8000,
likv(l) - 4000, likv(2) - 3000, lifoQ) = 1000, zatr(0) = 1400, zatr(\) = 1500,
zatr(2) = 1700. Используя вышеописанную графовую интерпретацию общей задачи
динамического программирования, построим взвешенный орграф G, изображенный
на рис. 28.1, чей путь минимальной длины, соединяющий вершины sm, s/, и будет
определять оптимальную стратегию замены оборудования данной системы (веса ука-
заны рядом с соответствующими дугами). Хотя в описании принципа динамического

8 Зак. 4223
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программирования указано, что затраты должны быть неотрицательными, отрица-
тельные веса дуг не влияют на решение задачи, так как эти дуги ведут в конечную
вершину.

Рис. 2 8 . 1 . Взвешенный орграф G задачи о замене оборудования

Определим теперь путь минимальной длины из .%> в sf; используя принцип оптималь-
ности Беллмана (при этом для каждой вершины sik "запоминается" ближайшая вер-
шина potik, указывающая направление оптимального пути из sik в sj):

wn = —1000 , w2, = -3000 , wl3 = -4000, ро11Ъ = potu = potn - s(,

w22 = min{ 1700+ и>И)6400+ wi3}= min{ 1700-1000,6400-4000}= 700,

POt22 = S33 .

w ! 2=min{ 1500+w23,5400+w l3}=min{ 1500-3000, 5400-4000}=-1500,

potn = *a .

wu =min{l500 + »Vj2,5400 + wlj}« min{ 1500 + 700, 5400-1500}= 2200,

pot,, = 522, wm = 9400 + w,, = 11600 , potm =su.

Итак, оптимальный путь проходит через вершины s0o,poloo ~ 5ц, pot\] = s2^ pohi = л*зз,
/7ог3з = зу- Найденный оптимальный путь определяет оптимальную стратегию замены
оборудования за три года: "сохранение", "сохранение", "сохранение".

Рассмотрим теперь задачу об оптимальном распределении денежных средств между
предприятиями. Группе из п предприятий /7,, П2,..., П„ выделяются дополнительные
средства на реконструкцию и модернизацию производства. Известна матрица А, в
которой на позиции (/, к) находится величина а,*>0, равная приросту выпуска про-
дукции на предприятии Пк при выделении ему дополнительных средств в размере
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/ден. ед. (/ = О, 1,..., т; к- 1, 2,..., п). Требуется так распределить между предпри-
ятиями общую сумму средств в т ден. ед., чтобы суммарный прирост выпуска про-
дукции был максимальным.

Данную систему также представим как двух параметрическую: текущее состояние
системы определим двумя параметрами / и к, которые показывают, что между пер-
выми к предприятиями /7Ь Я2,..., Пк уже распределена сумма в /ден. ед. Поэтому
состояния данной системы будем обозначать через s,*. Множество <р(з,к) состоит из
локальных управлений "выделить г ден. ед. предприятию /7*,,", г- 0, 1, ..., т- L
Этим управлениям соответствуют приросты выпуска продукции ark, u

г = 0, 1,..., т - /. Кроме того, управление "выделить гден.ед. предприятию Пк-\"
переводит систему из состояния slk в состояние s,. г,к - !• Множество конечных со-
стояний есть sOtl, S[,,,..., sMl.

Рассмотрим данную задачу при следующих исходных данных:

А

О

9

17

1

11

34

2

13

28

, и - 3, т = 2,

Используя вышеописанную графовую интерпретацию общей задачи динамического
программирования, построим взвешенный орграф G, изображенный на рис. 28.2, чей
путь максимальной длины, соединяющий вершину sOo с одной из конечных вершин,
будет определять оптимальное распределение денежных средств между тремя пред-
приятиями.

Рис. 28.2. Взвешенный орграф G задачи об оптимальном распределении средств

Определим теперь путь максимальной длины из %) в одну из конечных вершин, исполь-
зуя принцип оптимальности Беллмана (при этом для каждой вершины slk "запоминается"
ближайшая вершинаpotik, указывающая направление оптимального пути из slk):

w* = wn = н-0 = 0 , w22 = 2 , pot12 = sa,

wl2 = max{ l3+ w2i,2 + w l 3 }= 13, potn =s23,
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w01 = max{28 + iv2 3,13+ w l 3 ,2 + wm}= 2 8 ,

POttO. = S2} , W2i = ! . POt2l = S21 '

и»,, = m a x { l l + w : 2 , l + H ' 1 2 } = m a x { l 1 + 2,1 + 13}= 1 4 ,

№(ll = m a x { 3 4 + vv22,11 + w l 2,l + wQ2}= max{34 + 2,11 + 13,1 + 28}= 3 6 ,

Итак, оптимальный путь проходит через вершины $оо> potoo = sO\, potQ\ = s2i, pot2j = 2̂3-
Найденный оптимальный путь определяет оптимальное распределение денежных
средств между тремя предприятиями: второму предприятию необходимо выделить
всю сумму в 2 ден. ед., остальным — ничего. При этом будет достигнут максималь-
ный прирост выпуска продукции, равный 36.

Компьютерный раздел

Кнопка |break | подпанели Программирование (Programming) вводит оператор пре-
рывания jbreaJc, который, как правило, используется совместно с условным опера-
тором if; при этом break вводится на месте левой метки оператора if. Оператор
break прерывает выполнение цикла и осуществляет переход к строке программно-
го модуля, следующей за прерванным циклом; при этом сохраняются последние
значения всех переменных цикла. Например, в результате выполнения программно-
го модуля

а <~ О

for i e l . .10

break if i = б

переменная с примет значение 6.

Следует отметить, что в случае вложенных циклов прерывается именно тот цикл, в
блоке операторов которого присутствует оператор прерывания break. Например, в
результате выполнения программного модуля
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с:=

bi-Q

for i e 1 . .7

for je 1. . 9

b<-b + l

break if j = 3

переменная с примет значение 21. Действительно, внутренний цикл с ранжиро-
ванной переменной j будет прерываться всякий раз после трех выполнений, а
число таких прерываний будет равно 7, поскольку внешний цикл с ранжирован-
ной переменной i будет выполняться 7 раз. А вот в результате выполнения про-
граммного модуля

b <- О

for i e 1..7

b <- b + 1

for j e 1. . 9

break if j = 3

b

переменная с примет значение 7.

Задачи
для самостоятельного решения

Общая формулировка
задач П28.1-П28.20 и К28.1
в буквенных обозначениях
Плановый период эксплуатации оборудования рассчитан на п лет. В конце этого пе-
риода имеющееся оборудование должно быть продано. Стоимость нового оборудо-
вания равна cost. Даны также ликвидная стоимость likv(i) и затраты zatr(i) на содер-
жание в течение одного года оборудования возраста глет, / = 0, 1,..., п. Требуется
найти оптимальную стратегию замены оборудования за указанный временной пери-
од, минимизирующий суммарные затраты.
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П28.1. Дано: я

/

tifo(f)

zatrii)

0

—

600

= 4, cost

1

6000

800

= 8500,

2

5000

1100

3

3000

1500

4

1000

—

П28.2. Дано: п = 4, cost = 3000,

/

lifo(i)

zatr(i)

0

—

400

1

1200

600

2

1000

tooo

3

800

1900

4

100

—

П28.3. Дано: п = 4, cost = 8400,

/

tikv(i)

zatr(i)

0

—

200

1

7000

2000

2

4000

2100

3

3000

2400

4

1000

—

П28.4. Дано: п = 4, co.sf = 1000,

/

likv(i)

zatr(i)

0

—

400

I

800

1000

2

500

1700

3

300

3400

4

100

—

П28.5. Дано: п = 4, cos/ = 9000,

/

//Av(/)

0

—

100

1

1100

1000

2

700

1600

3

500

2000

4

200

—

П28.6. Дано: n = 4, co^ = 4000,

/

//Av(/)

zatrii)

0

200

1

3400

600

2

2000

1300

3

1000

3000

4

900

—
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П28.7. Дано: п

i

likv(i)

zatr(i)

0

—

500

= 5, cost

1

3500

2000

= 5400,

2

3000

2100

П28.8. Дано: п = 5, cost = 1100,

/

likv(i)

zatr(i)

0

—

800

1

tooo

1700

2

900

1900

П28.9. Дано: п = 5, cos/ = 3200,

(

likv(i)

zatr(i)

D

_

200

1

1400

700

2

700

1500

П28.10. Дано: « = 5, cost =3000,

i

lib(i)

zatr(i)

0

—

400

1

2000

800

2

1300

1300

П28.11. Дано: п = 6, cos/ = 3000,

i

lifo(i)

zatrii)

0

—

700

1

2100

900

2

1800

1200

3

2400

2400

4

2000

2600

3

450

2900

4

400

4200

3

500

3200

4

400

3700

3

900

1400

4

500

2100

3

1100

1900

4

800

2400

5

1000

—

5

100

—

5

200

—

5

200

—

5

100

3100

6

20

—

П28.12. Дано: п - 6, cos/ = 2600,

/ 0

—

100

1

2200

300

2

1300

800

3

1000

1300

4

300

2400

5

100

3100

6

70

—
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П28.13. Дано: п = 6, cost= 1500,

/

likv(i)

zatr(i)

0

—

1200

1

1400

1600

2

600

2500

3

500

3000

4

300

3800

5

100

4000

6

90

—

П28.14. Дано: n = 6, cost = 4000,

/

likv(i)

zatr(i)

0

—

400

1

2000

1100

2

1800

1700

3

1000

2500

4

500

3500

5

300

4100

6

100

—

П28.15. Дано: n = 7, cost = 5500,

/

lifo(i)

zatr{i)

0

—

400

1

5000

700

2

4200

1200

3

2300

1900

4

1500

2400

5

800

3500

6

300

3700

7

200

—

П28.16. Дано: n = 7, co.tf = 2000,

/

//Av(<)

za/r(/)

0

—

900

1

1800

1300

2

1200

1500

3

900

1600

4

600

1700

5

500

2500

6

300

3100

7

200

—

П28.17. Дано: л - 7, cos/ - 1100,

i

likv(i)

zatr{i)

0

—

50
0

1

900

900

2

800

1100

3

600

1200

4

500

1400

5

300

2500

6

200

2700

7

20

"

П28.18. Дано: n = 7, cos/ - 3000,

likv(i)

zatr(f)

0

—

90

1

1900

100

2

1300

400

3

900

500

4

500

800

5

400

1000

6

300

1400

7

130

—
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П28.19. Дано: п = 8, cost = 1000,

lifo(i)

zatr(i)

0

__

80

1

900

200

2

700

500

3

600

600

4

400

800

5

200

900

6

100

1100

7

50

1300

8

20

—

П28.20. Дано: n = 8, cost = 1300,

/

lifo(i)

zatr(i)

0

—

200

1

1000

250

2

900

300

3

800

400

4

600

550

5

500

700

6

400

900

7

300

1000

8

200

—

K28.1. Дано: n = 10, cost= 7500, а данные в таблице необходимо умножить на 10.

/

likv(i)

zatr(i)

0

—

60

1

600

80

2

500

ПО

3

300

150

4

100

155

5

95

155

6

95

160

7

84

162

8

80

250

9

40

300

10

35

—

К28.2. Разработать общий алгоритм решения на базе Mathcad задачи большой раз-
мерности о замене оборудования.

К28.3. Решить задачи П28.1 - П28.20, опираясь на решение задачи К28.2.

К28.4. Группе из 4 предприятий выделяются дополнительные средства. Дана матрица

ГО 0 0

А =

10 12 И 16

31 26 36 37

42 36 45 46

62 54 60 63

76 78 77 80

в которой на позиции (/, k), i = 0, 1, ..., т, к = 1, 2, ..., п, находится величина, рав-
ная приросту выпуска продукции на к-м предприятии при выделении ему допол-
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нительных средств в размере в /ден. ед. Требуется так распределить общую сум-
му в 5 ден. ед., чтобы суммарный прирост выпуска продукции был максималь-
ным.

К28.5. Группе из 8 предприятий выделяются денежные средства в раз-
мере 10 ден. ед. Дана матрица (28.1), в которой на позиции (/, k), i = 0, 1, ..., m,
к = 1, 2, ..., п, находится величина, равная приросту выпуска продукции на А-ом
предприятии при выделении ему дополнительных средств в размере в /ден. ед.
Требуется так распределить дополнительные денежные средства между
предприятиями, чтобы суммарный прирост выпуска продукции был максималь-
ным.

А =

1

10

31

42

62

76

79

92

100

112

125

0

12

26

36

54

78

79.9

95

103

112

116

3

11

36

45

60

77

82

90

108

120

120.8

0

16

37

46

63

80

82.7

91

ПО

112

116

2
12

28

44

57

76

83

91

99

104

119

1
11.5

28

42

56

77

84

86

98.9

105

149

3
13.4

32

43

68.8

79

80

83

92

103

120

0 >
16.8

30.6

39.5

60

80

80.5

86

112

113

135

(28.1)

К28.6. Разработать общий алгоритм решения на базе Mathcad задачи большой раз-
мерности об оптимальном распределении средств.

Ответы, указания, решения
К28.1. Ответы: минимальные суммарные затраты будут равны 19 500, если приме-
нить следующую оптимальную стратегию замены оборудования: "сохранение", "со-
хранение", "замена", "сохранение", "замена", "сохранение", "замена", "сохранение",
"замена", "сохранение".

К28.2. Следующий алгоритм решает задачу о замене оборудования на базе Mathcad.
Вначале необходимо ввести исходные данные: векторы likv и zatr, i-e координаты
которых содержат соответственно ликвидную стоимость и затраты на содержание
оборудования возраста i лет; начальную стоимость cost и эксплуатационный пери-
од п. Следующий программный блок с помощью матрицы pot (см. численный при-
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мер в данной главе) формирует вектор kritput (pot) оптимальной стратегии заме-
ны оборудования:

kritput (pot) : =

v0 <-"сохранить"

for A e l . . n - 1

- POtfJc

vk <~ "заменить" if i = 1

<— "сохранить" otherwise

Следующий программный блок формирует матрицу p o t и элементы wik матрицы w,
равные длинам оптимальных путей из вершин slk:

for i е 1..n

for к е л - 1, л - 2. . 1

for i 6 1..k

b, «— wtik+} - likv1 + c o s t + zatra

if b0 < b,

p o tj j. <— i + 1

otherwise

zatr0

stack{kritput(pot),

K28.4. Ответы: первому предприятию дополнительных средств выделять не следует,
второму необходимо выделить однуден, ед., третьему и четвертому— по 2 ден. ед.
При таком распределении средств обший прирост выпуска продукции будет макси-
мальным и составит 85.

К28.5. Ответы: первому, пятому, шестому и седьмому предприятиям дополнитель-
ных средств выделять не следует, второму необходимо выделить 5 ден. ед., третьему
и четвертому — по 2 ден. ед., восьмому — 1 ден. ед. При таком распределении
средств общий прирост выпуска продукции будет максимальным и составит 174.8.
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К28.6. При вводе исходной матрицы А необходимо предусмотреть в ней дополни-
тельный (самый левый) столбец, состоящий из одних нулей. Это связано с тем, что в
данной задаче удобно нумеровать строки и столбцы матрицы, начиная с нуля. Сле-
дующий программный блок формирует матрицы ии pot.

for J G

W 1 л * "

for к G

f o r

0 . .m

- 0

л - 1, л -

i e 0 . .m

max <~

for r

i f

break

stackikritputipot

- 2.

- 1

E 0.

w 1 +

.0

.m

max

pc

i /

k

к
))

- 1

, + allrtl > max

«- w J M , . + a r .

* - max

й *- i + r

= 0

После завершения этого программного блока элемент wik будет равен длине макси-
мального пути из вершины sik в одну из конечных вершин sjn, potifk = i + г —
числу ден. ед,, распределенных между первыми к + 1 предприятиями при условии,
что i — число ден. ед., распределенных между первыми к предприятиями,
0<г < я ) - i , i = 0, 1,..., Л1, woo — длина максимального пути из Soo в одну из конечных
вершин.

Следующий программный блок с помощью матрицы p o t формирует вектор
kritput(pot) оптимального распределения денежных средств между предприятия-
ми:

kritput (pot) : =

for к е

vf

i

v

. .n - 1

Поскольку potlk— число ден. ед., распределенных между первыми к+1 предпри-
ятиями, a i — число ден. ед., распределенных между первыми к предприятиями, то
potih - i — число ден. ед., выделенных (*+1)-му предприятию.



Глава 29

Матричные игры

В природе и обществе часто встречаются ситуации, в которых те или иные участники
имеют несовпадающие интересы. Такие ситуации называются конфликтными ситуа-
циями. Характерной их особенностью является то, что участники ситуаций не знают
действий, которые предпринимаются или будут предприниматься другими участни-
ками, т. е. каждый из них находится в состоянии неопределенности. Возможный ис-
ход событий зависит от поведения всех участников ситуации.

В качестве примера конфликтных ситуаций можно привести военные столкновения,
выборы в парламент, спортивные соревнования, конкуренцию при производстве и
сбыте некоторого товара, освоение нового месторождения полезных ископаемых и
т. д. Математические модели конфликтных ситуаций называются играми, а их участ-
ники - игроками. Теория игр занимается изучением конфликтных ситуаций и поис-
ком оптимального поведения игроков в них.

В этой главе будут рассмотрены простейшие игры: матричные игры двух лиц с нуле-
вой суммой. Пусть два игрока А и В располагают конечным числом возможных дей-
ствий: игрок А может сделать любой выбор из множества А{, А2,..., Ат, игрок В—
любой выбор из множества В], Вг, ..., Вп. Выборы At и Вь, г: = 1, 2,..., т, к= 1, 2,..., л,
называются чистыми стратегиями игроков А и В соответственно. С этими стратегия-
ми связана так называемая платежная матрица

М =

1тк

(29.1)

в которой элемент щк равен выигрышу игрока А и проигрышу игрока В, если игрок А
применяет чистую стратегию А, ("делает ход А"), а игрок В применяет чистую стра-
тегию Вк ("делает ход Вк"). Прежде чем сформулировать, в чем заключается решение
игры, рассмотрим следующий пример.

Пример
Пусть платежная матрица равна

М =
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Минимальный выигрыш игрока А при выборе им стратегии Ai равен минималь-
ному из элементов первой строки матрицы М, равному min{ 1,2,3}= I , а при
выборе стратегии Аг— минимальному из элементов второй строки, равному
min{6,5,4} = 4 . Однако в силах игрока А выбрать "лучшее из худшего", т. е.

m a x { l , 4 } = 4 . Следовательно для получения игроком А максимального гаран-

тированного выигрыша он должен выбирать стратегию Аг. Выигрыш в этом слу-

чае будет не меньше 4. Максимальный проигрыш игрока В при выборе им стра-

тегии Si равен максимальному из элементов первого столбца, равному

т а х { 1, б} = 6, при выборе стратегии Вг — максимальному из элементов второ-

го столбца, равному тах{ 2,5}= 5 , и, наконец, при выборе стратегии Въ — мак-

симальному из элементов третьего столбца, равному max{3,4} = 4. Также в

силах игрока S выбрать "лучшее из худшего", т.е. min{6,5,4}= 4 . Следова-

тельно для получения игроком 6 минимально возможного проигрыша, он дол-

жен выбирать стратегию Вз. Проигрыш в этом случае будет не больше 4.

Отметим, что если игрок А будет придерживаться стратегии Аг, а игрок В отка-
жется от стратегии Вг, то проигрыш игрока В увеличится. Аналогичное произой-
дет, если игрок S будет придерживаться стратегии Вз, а игрок А откажется от
стратегии А?, выигрыш игрока А уменьшится.

Обобщим рассмотренный пример на общий случай платежной матрицы (29.1). Число
a, = min aik есть минимально возможный выигрыш игрока А, применяющего чистую

стратегию Л„ а число Pfc = max a,k — максимально возможный проигрыш игрока В,

применяющего чистую стратегию Вк. Далее, число a = max min о,А , называемое
i к

максимином в чистых стратегиях, есть минимальный гарантированный выигрыш А

при некоторой его чистой стратегии и при любой игре В, а число Р = min max alk,
к i

называемое минимаксом в чистых стратегиях, есть максимальный гарантированный

проигрыш В при некоторой его чистой стратегии и при любой игре А. Чистые страте-

гии Аг и В., называются оптимальными, если <зп. = а" = р*.

С Определение )

Решить игру с платежной матрицей (29.1) в чистых стратегиях означает найти
оптимальные чистые стратегии.

Оптимальные чистые стратегии Аг, Вх обеспечивают ситуацию равновесия, заклю-
чающуюся в равенстве

д„. = maxmina,A. = minmaxtf;A. (29 2)

Не для всякой платежной матрицы существуют оптимальные чистые стратегии и,
следовательно, достигается ситуация равновесия. Например, игра с платежной мат-
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(4 1 5)
рицеи не имеет решения в чистых стратегиях. Однако ниже будет показа-

I 3 8 2)
но, что если игра будет продолжаться достаточно долго, то ситуация равновесия все-
гда достижима.

Утверждение 29.1. а <р .

Доказательство утверждения дано в задаче Т29.1.

Определим теперь функцию m + п переменных v{xx,..., х„пyh ...,у„) =

m n

~ L-t ^1 a'kх>'Ук ' называемую платежной функцией игры с матрицей (29.1), и пред-

положим, что игра длится е ходов: за каждый ход игроки А и В, применив некоторые
стратегии At и Вк, соответственно выигрывают и проигрывают aik. Очевидно, средний
выигрыш (проигрыш) игрока А (игрока В) будет равен сумме всех выигрышей (про-
игрышей) за все е ходов, деленной на е. Обозначим через р\ (qt) частоту, с которой

игрок А (игрок В) выбирал чистую стратегию А* (Вк), т. е. р = -*- \q - — , где а,

е \ е )
(Ьк) е с т ь ч и с л о п р и м е н е н и й с т р а т е г и и А-, (Вк). О ч е в и д н о , р } + . . . + p m = l ,

ql+q2+...+gll=\.

С Определение )

Точки p = {pu..., pm)e Afm и q = (<7,,..., <у„)е Af", координаты которых

удовлетворяют условиям р,^0, qt>0, i = \,.,.,m, k = \,...,n.

Pi + Р2 +••• + Р„, = 1 > Я\ + Яг + • • • + Я» ~Ь называются смешанными страте-
гиями игроков А и В соответственно.

Из теории вероятностей известно, что в случае статистической независимости выбо-
ра чистых стратегий от хода к ходу, частоты р, и qk приближаются к вероятностям prt

и qrk событий "игрок А применит стратегию А" и "игрок В применит стратегию Вк"
соответственно, а средний выигрыш (проигрыш) приближается к величине
v(pr^ pr2,..., prm,qr],qr2,... ,qrn) — математическому ожиданию выигрыша (про-
игрыша). Поэтому величину v(p, q) резонно назвать средним выигрышем (проигры-
шем) игрока А (игрока В) при смешанных стратегиях р = (р],..., р,„) и

Пусть р и q являются смешанными стратегиями игроков А и В соответственно. Число
minv(/j, q) есть минимально возможный средний выигрыш игрока А, применяюще-

ч
го смешанную стратегию р, а число maxv (p, q) есть максимально возможный сред-

р

ний проигрыш игрока В, применяющего стратегию q. Далее, число maxminv(p, q),
р ч
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называемое максимином в смешанных стратегиях, есть минимальный гарантирован-
ный выигрыш игрока А при некоторой его смешанной стратегии и при любой сме-
шанной стратегии игрока В, а число minmaxv (p, q), называемое минимаксом в сме-

<i p

шанных стратегиях, есть максимальный гарантированный проигрыш игрока В при
некоторой его смешанной стратегии и при любой смешанной стратегии игрока А.

С Определение^

Смешанные стратегии р и q называются оптимальными, если

)= maxmin v (p, q)= min max v (p, q) n$ 3)
P <1 4 P

Оптимальные смешанные стратегии р и q обеспечивают ситуацию равновесия, за-
ключающуюся в равенстве (29.3). Решить игру с платежной матрицей (29.1) в сме-
шанных стратегиях означает найти оптимальные смешанные стратегии.

Отметим, что каждая чистая стратегия является частным случаем смешанной. Так,

чистая стратегия А, есть точка е™ = (0,..., 0,1, 0,..,, 0) из Af", /-я координата кото-

рой равна 1, а остальные координаты нулевые. Аналогично чистая стратегия Вк есть

точка е'1 = (0,..., 0,1, 0,..., 0] из Af, к-я координата которой равна 1, а остальные

координаты нулевые. Кроме того, v (ef, e"k )= aik . Этим объясняется согласованность

вышеприведенных определений и соотношений (29.2) и (29.3).

Лемма 29.1. Смешанные стратегии/? и q являются оптимальными, если и только
если для любых смешанных стратегий р и q из Af" и Af соответственно верно

v{p,q')<v(p\q')<v(p\q) (29.4)

Доказательство леммы дано в задаче Т29.2.

Т е о р е м а 2 9 . 1 . Смешанные стратегии р* = у?*,. . . , pm), q - щ\,..., q*n) игры с

платежной матрицей (29.1) являются оптимальными, если и только если точки

\£/i s 4i-> ••• > Яп>v ) ' \Р\ > Рг> ••• s Рт-> v )' г д е v - V\P *Я )' являются оптимальными

планами соответственно следующих задач ЛП:

/fa,...,<7B>v) = v-> min

2_.aikqk <v, / = l,. . .,m,

tt (29.5)

. = 1, qk > 0,k = 1,..., n.
k=]
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aikp. > v, к = 1 , . . . , «,

э, = 1, pt > 0, / = 1,..., т.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего заметим, что задачи ЛП (29.5) и (29.6) обязательно
имеют планы. Так, если v— некоторое число, превосходящее все элементы матри-
цы (29.1), то точка (1, 0, ..., О, v) — план задачи (29.5). Действительно, для этой точки
при произвольном / верно anqx +...+ ainqn =ал <v . Аналогичные рассуждения
можно провести для задачи (29.6).

Поскольку задачи (29.6) и (29.5) являются двойственными (см. задачу Т29.3), то в
силу теоремы 19.1 они имеют некоторые оптимальные планы
/ * и / . * Л { ' Л ( * ' Л -г,
\р , v }-{р\ ,•••, pm,v J и [q ,v j= ^ , . . . , qn, v J соответственно. Пусть р и q —
произвольные смешанные стратегии игроков А и В. Тогда

= 1-v =v
i=1 *=1 i=l \,k=] J i=\

Аналогично v [p*, qj> v*. В частности, v[p* ,q* )<v < v [p*, q" j , откуда. Доказана

выполнимость (29.4). Следовательно р и q — оптимальные сме-

шану* - v [p*, q )ные стратегии игры с платежной матрицей (29.1) в силу леммы

29.1.

Обратно, пусть теперь р* =\р\>..., рт) и q* = {д*,... ,qnj — оптимальные смешан-

ные стратегии игры с платежной матрицей (29.1). Тогда в силу леммы 29.1

= 1, г,..., т
t - -

А это означает, что \д*,..., q'n, v \p', q*)) — план задачи (29.5). Предположим, что

он не оптимален. Тогда имеется оптимальный план этой задачи

[q't v') = {q[i,..i q'n, v'), для которого v' < vyp ,q j. Но тогда

J /=1

что (294) И ( * *противоречит (29.4). Итак, (q*,...,q*n,v[p*,qj)— оптимальный план задачи

(29.5). Аналогично показывается, что (/>*,..., р*„, v(p*,q)j— оптимальный план

задачи (29.6). Теорема доказана.
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С л е д с т в и е 29.1. Игра с любой платежной матрицей имеет оптимальные смешан-
ные стратегии.

Доказательство см. в задаче Т29.4.

Задачи
для самостоятельного решения
Т29.1. Доказать утверждение 29.1.

Т29.2. Доказать лемму 29.1.

Т29.3. Доказать, что задачи (29.5) и (29.6) являются двойственными.

Т29.4. Доказать следствие 29.1.

Ответы, указания, решения
Т29.1. Игрок А, применив некоторую чистую стратегию, может обеспечить себе не-
который выигрыш а, который не менее а*. В свою очередь игрок В, применив неко-
торую чистую стратегию, не позволит А выиграть больше р , какую бы стратегию
игрок А не применил. Отсюда а < а < Р , т. е. а' < Р*.

Т29.2. Пусть р и q — оптимальные смешанные стратегии. Тогда верно соотношение

(29.3). Равенство v \р , q j= maxmin v (p, q), в частности, означает, что
г ч

* *\ • ( * \ ( • *\ { * \

р ,q j=mmv\p ,q)t откуда следует неравенство v[p ,q )£v\p ,qj для любой

смешанной стратегии qeAf". Аналогично, равенство v [p\ q')= m i n m a x v ( p , q) оз-
ч р

{ * Л ( *\ ( *\ ( * Л
начает, что v\p ,q J= maxv \p, q J, откуда v\p, q )< vyp ,q J для любой смешаннойp

стратегии р е Afm . Соотношение (29.4) доказано.

Предположим теперь, что верно (29.4). Тогда maxv [р, ц \~ v [р*, q")= min v (/?*, q
г ч

и, следовательно,
( \ i Л ( *

mm max v [р, q) < max v \p, q }=v\p ,
ч p p

. ( . \ . i ^
= mmv\p , qj< max mm v [p, q).

ч p </

С другой стороны, из (29.4) следует, что

minv (p, q)<v [p, q*J<v [р*, t{ )< v \р*, ^ ] < т а х v (p, q)
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для любых смешанных стратегий р е А/"' и qe Af . Поэтому ввиду произвольно-

сти р и q

maxminv [p, q)<v [p*, с/*)< minmaxv (/?, q)
p ч ч p

Последнее вместе с (29.7) влечет (29.3).

Т29.3. Перепишем задачи (29.5) и (29.6) в следующем виде:

/ ' = - (v, - v2) -> max

- v 2 ) < 0 , / =
k=\

к={

Як * , к =],..., n, v, >0, v2 >0

>0, i = I, . . .,m, v, >0, v2 >0.

Дальше воспользоваться определением двойственной задачи из гл. 18.

Т29.4. При доказательстве теоремы 29.1 было показано, что задачи (29.5) и (29.6)
обязательно имеют оптимальные планы. Поэтому остальное следует из формулиров-
ки этой теоремы.



Глава 30

Игры с природой

Для принятия решения при управлении производственными процессами необходима
информация о состоянии объекта управления. В случае отсутствия достаточно пол-
ной информации возникает неопределенность в принятии решения. Зачастую эта не-
определенность становится неустранимой из-за случайного характера явлений. На-
пример, случайный характер спроса на продукцию делает невозможным точное
прогнозирование объема его выпуска. В подобных ситуациях лицо, принимающее
решение (игрок А), вступает в игровые отношения с некоторым абстрактным лицом
(игроком В), которое условно можно назвать "природой". Таким образом, под приро-
дой будем подразумевать совокупность неопределенных факторов, влияющих на эф-
фективность принимаемых решений; всюду дальше "природа" — это игрок В.

Выделим следующие две особенности игр с природой:

а) игрок В применяет чистые стратегии независимо от того, выгодно ли это игроку
А или нет, т. е. В безразличен к выигрышу и не стремится воспользоваться про-
махами А;

б) решение достаточно находить только для "сознательного" игрока Л, ибо игрок В не
способен воспринимать какие-либо рекомендации.

Игры с природой также могут решаться как в чистых, так и смешанных стратегиях.
Однако ввиду перечисленных выше особенностей понятие оптимальной стратегии
перестает быть однозначно трактуемым и зависит от формулируемых критериев оп-
тимальности, основанных на здравом смысле и интуиции. Эти критерии позволяют с
разных точек зрения оценить ситуацию. И если выводы, сделанные на основе раз-
личных критериев, совпадают, то они принимаются. В противном случае нужны до-
полнительные исследования. Рассмотрим некоторые из этих критериев применитель-
но к платежной матрице (29.1).

Критерий Вальда — это критерий крайнего пессимизма, так как игрок А исходит из
предположения, что В действует против него наилучшим для себя образом. Поэтому
оптимальной чистой стратегией игрока А по этому критерию считается стратегия,
при которой достигается "лучшее из худшего", т. е. выигрыш игрока А совпадает с

числом a =maxmina^. В случае неоднократного повторения игры оптимальной
1 к

смешанной стратегией р = {ри...,рт) игрока А по этому критерию считается та,

• / v 1 йпри которой минимальный средний выигрыш пищ 2-,ашр-. > будет максимальным.
А

 U J J
Очевидно, нахождение такой смешанной стратегии эквивалентно определению оп-
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тимального плана уз, ,р*2, ...,р"т, v") задачи (29.6), в котором \р[, •••,р*т) и v* как

раз и будут соответственно искомыми оптимальной смешанной стратегией и макси-
мальным средним выигрышем.

Для формулировки следующего критерия необходимо понятие матрицы рисков.

I Определение )

Пусть Ьк равен максимальному элементу в k-м столбце матрицы (29.1). Тогда
риском пк игрока А, применяющего стратегию А при стратегии Вк природы, на-
зывается число rtk = bk - aik. Другими словами, риск /;* указывает ту сумму, ко-
торую игрок А, применяя стратегию А, не доберет до максимально возможной в
случае, если природа предпочтет стратегию В*.

Критерий Сэвиджа также является критерием крайнего пессимизма, так как опти-
мальной чистой стратегией игрока А по этому критерию считается та, при которой
достигается "минимальный риск из максимально возможных", т. е. риск будет равен

г" = minmaxr-,..
i к

Критерий Гурвица, называемый критерием пессимизма-оптимизма, рекомендует рас-
считывать на нечто среднее. Оптимальной чистой стратегией по этому критерию
считается та, при которой выигрыш составит

где число ае(0, 1) выбирается из субъективных соображений. При а = 1 критерий
Гурвица превращается в критерий Вальда, а при а - 0 — в критерий крайнего опти-
мизма, так как в этом случае рекомендует выбирать "лучшее из лучшего".

Пример
За некоторый период времени на предприятии потребление сырья носит слу-
чайный характер и может составить 10, 11, 12 вес. ед. Если сырья окажется не-
достаточно, то запас его можно пополнить, что потребует дополнительных за-
трат в размере 5ден. ед. на одну единицу дополнительного сырья. Если же
запас превысит потребности, то дополнительные затраты на содержание и
хранение остатков составят 2 ден. ед. на одну единицу сырья. Требуется вы-
брать оптимальную стратегию заказа сырья.

В данной ситуации в качестве игрока А выступает администрация предприятия,
которая может заказать 10, 11 или 12 вес. ед. сырья (это будут соответственно
чистые стратегии Ai, А>, Аз игрока А). Чистыми стратегиями игрока В являются
фактические расходы сырья в процессе производства, составляющие соответ-
ственно 10, 11 или 12 вес. ед. Таким образом, платежная матрица данной игры
будет равна

л
0 - 5 -10

- 2 0 - 5

- 4 - 2 0

(30.1)
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Например, элемент а-1з = -10 указывает прибыль при чистых стратегиях Ал и вз
игроков А и 8 соответственно, поскольку в этом случае запас сырья равен
10 вес. ед., а потребность в нем равна 12 вес. ед., и в итоге дополнительные
расходы, связанные с приобретением недостающих двух весовых единиц сы-
рья, составят 2x5 = 10 ден. ед. Аналогично определяются остальные элементы
платежной матрицы (30.1).

Применим сначала критерий Вальда. Поскольку в (30.1) minrtIA. = - 1 0 ,

mma2k = -5 , т т л З А . = - 4 , то max{-10, - 5 , - 4 } = - 4 . Этот максимин достига-

ется, если А применит чистую стратегию Аз, т. е. предприятие должно заказать

12 вес. ед. сырья. При этом дополнительные затраты не превысят 4 ден. ед.,

какая бы ситуация со спросом не сложилась.

Для определения оптимальной смешанной стратегии по критерию Вальда не-
обходимо решить следующую задачу ЛП:

max

~2p2 -4p3>v

-5/?| -2ръ > v

-10/?| -5р2 ^ v

_ Р [ + р 2 + р 3 = ] , P l 0» Pi * 0. Pi

Решив ее (например, с помощью Mathcad), получим оптимальный план
(0.2856, 0, 0.7144, -2.857). Поэтому оптимальная смешанная стратегия рав-
на (0.2856, 0, 0.7144). Экономическая интерпретация этого результата тако-
ва: если средний запас сырья будет поддерживаться на уровне
0.2856 • 10 + 0 • 11 + 0.7144 • 12 = 11.43 вес. ед., то независимо от игрока В до-
полнительные затраты не превысят 2.857 ден. ед.

Чтобы воспользоваться критерием Сэвиджа, составим матрицу рисков:

О 5 \0

2 0 5

V4 2 ° ,

Отсюда г* ~ mini maxrik, maxr2jfc, maxrik > =min{ I0, 5, 4} = 4. Этот минимакс

l к * k ' J
опять-таки достигается, если А применит чистую стратегию ^ з .

Применим критерий Гурвица, положив а=0,6:

тах{0.6^(-Ю)+0.4-0; 0.6.(-5)+0.4-0; 0.6-(-4)+0.4-0} =

= max{-6, -3,-2.4}= -2.4
И опять-таки этот результат достигается в случае стратегии Аз-
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Задачи
для самостоятельного решения

Общая формулировка задач П30.1 —П30.10
в буквенных обозначениях
Фермер может посеять на данном участке одну из трех культур А],А2,А2. Урожай-
ность каждой из культур во многом зависит от погоды, которая может быть засушли-
вой, нормальной или дождливой (влияние других факторов не учитывается). Извест-
на цена с, одного центнера культуры Ah а также урожайности (ц/га) каждой культуры
А\- hn — урожайность при засушливой погоде, ha — урожайность при нормальной
погоде, hj3— урожайность при дождливой погоде. Требуется: придать описанной
ситуации игровую схему и составить платежную матрицу; пользуясь критериями
Вальда, Сэвиджа и Гурвица (величина параметра а для критерия Гурвица задается)
выяснить, какую культуру следует сеять, чтобы обеспечить наибольший доход.

П30.1. Дано:

С|=2, с 2 = 3 , Су = 4, /?,, =6, h[2=7, Л1 3=6.5,

Л2) =3, А22 =5, h23 = 4, А3, =2.75, h32 =4, А13 =2.5, а «0.7.

П30.2. Дано:

С| =3, с2 =5, с3 =4, Ам =2, А|2 =3, Л)3 =1,

А2, =1, Л22 = 2 , Л23 =1.6, A3i = 2 ' Л32 = 3 ' л з з = 1 > а = 0.8.

ПЗО.З. Дано:

с, = 2 , с 2 = 3, с3 = 5 , /)ц = 6, А12 = 7, А|3 - 5,

А2, = 3 , Л 2 2 = 4 , Л 2 3 = 5 , А 3 1 = 3 , А 3 2 = 3 . 2 , А 3 3 = 1 . 8 , а = 0.9.

П30.4. Дано:

С ] = 5 , с 2 = 6 , с 3 = 4 , А п = 2 , А | 2 = 2 . 2 , А 1 3 =1.8,

А 2 1 = 2 , А 2 2 = 3 , /?2з=1 /г31 = 2 , / 7 3 2 = 4 ' Л 3 3 = 3 , а = 0.6.

П30.5. Дано:

с , = 7 , с 2 = 6 , с, = 8 , Л ц = 2 , А 1 2 = 3 , /7 | 3 =3.5,

А2, = 3 , А22 = 4 , А23 =2, А31 = 2 , Л32 = 3 , А33 =1, а = 0.7.

П30.6. Дано:

с, = 8 , с 2 = 1 0 , с , = 9 , Л, , = 2 , Л 1 2 = 3 , /7 | 3 =2.5,

А 2 1 = 2 . И22=2.5, А 2 3 =1.9, А 3 1 = 2 , /г32 = 3 , Л 3 3 = Ь а =0.8 .
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П30.7. Дано:

с, =10, с2 =15, с э = 1 2 , А и = 5 , /г12 = 5.5, А,3 =3,

А,,=2, / ^ = 3 , А : з = 4 , А3. = 4 , Лз2=5, А 3 ? =2, а = 0.9.

П30.8. Дано:

с] = 6, с2 =8, с3 = 7 , Ап = 2, А] 2 =3, А13 =3.5,

А 2 1 = 2 , h22=2.5, hn=l.5, А 3 | = 2 , А32 - 3, А33 = 1, а =0.8.

П30.9. Дано:

с, =9, с 2 = 1 0 , с3 =12, А,, = 2 , А, 2 =3, А|3 =2.5,

A 2 i = 2 , h22=2.5, А 2 3 = 2 . 2 , А 3 1 = 2 , А32 «2.5, А 3 3 =1.5, а = 0.7.

П30.10. Дано:

с, = 8 , с 2 = 1 2 , с 3 = ] 0 , Аи = 1 , А 1 2 = 1 . 5 , А13 = 1 . 2 5 ,

А 2 | = 0 . 5 , А2 2 = 1.5, А 2 3 = 1 , А3, = 0 . 9 , A 3 2 = l . l , А 3 3 = 0 . 8 , а = 0.7

Общая формулировка задач П30.11—П30.20
в буквенных обозначениях
За зиму потребление мазута на ТЭЦ в зависимости от погоды составляет bh bt или Ьъ

весовых единиц. Если для обеспечения заданной температуры теплоносителя объема
запасенного мазута окажется недостаточно, то можно закупить недостающее количе-
ство мазута в отопительный сезон, что потребует дополнительных затрат в размере с
единиц на единицу веса мазута. Если же запас мазута превысит потребности, то до-
полнительные затраты на содержание и хранение остатка составят о'единиц на еди-
ницу веса мазута. Требуется: придать описанной ситуации игровую схему и соста-
вить платежную матрицу, пользуясь критериями Вальда, Сэвиджа и Гурвица
(величина параметра а для критерия Гурвица задается); выяснить оптимальный уро-
вень запаса мазута, при котором общие затраты на приобретение, содержание и хра-
нение мазута будут минимальными.

П30.11. Дано:

Ь, = 20, Ь2 - 22, Ьъ = 2 4 , с = 3, d = 2, a = 0.6.

П30.12. Дано:

6, =7, Ь 2 =8, 6 3 =9, с = 4, d = 2, a = 0.8.

П30.13. Дано:

6, =11, 6 2 = 1 2 , * 3 = 1 3 , с = 5, d = X a = 0.7.

П30.14. Дано:

6, =14, Ь2=16, 63=18, с = 7, rf = 3, a = 0.8.
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П30.15. Дано:

Л, =17, Ь2=\% 6 3 = 2 1 , с = 8, t/ = 4, a =0.9.

П30.16. Дано:

6, =10, Й 2=12, 6 3 =14, с = = 9 > <* = 5> а = 0.6.

П30.17. Дано:

6, =13, 6 2 =15, &, = 17, с = П, (/ = 5, а = 0.7.

П30.18. Дано:

6, =19, 6 2 = 2 0 , Ад =21, с = 4, rf = 2, а = 0.6.

П30.19. Дано:

А, =30, 6 2 =32, 63=34, с = 5, rf = 3, a =0.8.

П30.20. Дано:

At =12, & 2 =I4, 6 3 =16, с = 4, rf = l, a =0.7.

П30.21. Для отопления дома в зимний период используется уголь, цена на который
зависит от времени года и характера зимы. Летом тонна угля стоит 7.5 руб., в мягкую
зиму— 8.5, в обычную — 9, а в холодную— 9.5 руб. Расход угля в отопительный
сезон полностью определяется характером зимы: в мягкую зиму достаточно 6 т, на
обычную требуется 7 т, а в холодную зиму расходуется 8 т. Понятно, что затраты
домовладельца зависят от количества запасенного им на зиму угля. При анализе воз-
можных вариантов уровня запаса следует иметь в виду, что в случае необходимости
недостающее количество угля можно приобрести и зимой. Надо также учесть, что не
будет возможности продать оставшийся после зимы уголь.

Требуется: придать описанной ситуации игровую схему и составить платежную мат-
рицу; пользуясь критериями Вальда, Сэвиджа и Гурвица (величина параметра а для
критерия Гурвица равна 0.6), выяснить оптимальный уровень запаса угля для ото-
пления дома, гарантирующего домовладельцу минимальные затраты.

Общая формулировка
задач К30.1-К30.10
в буквенных обозначениях
На технологическую линию поступает сырье т видов с различным содержанием
примесей. Линия может работать в m режимах. Дана матрица М порядка т, в которой
на позиции 0", к) находится число, равное доходу предприятия от реализации едини-
цы продукции, изготовленной из сырья к-го вида при /-м режиме работы технологи-
ческой линии. Поступление сырья того или иного вида недетерминировано. Опреде-
лить оптимальное распределение временного фонда загрузки технологической линии
по режимам работы с тем, чтобы обеспечить максимально гарантированный доход от
выпущенной продукции.
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K30.ll. В новом жилом массиве создается телеателье для ремонта в стационарных
условиях не более 8 тыс. телевизоров в год. Для упрощения будем считать, что поток
заявок на ремонт в условиях стационара может составлять 2, 4, 6 или 8 тыс. в год.
Накопленный опыт аналогичных предприятий показывает, что прибыль от ремонта
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одного телевизора составляет 9 ден. ед,; потери, вызванные отказом в ремонте из-за
недостатка мощностей, оцениваются в 5 ден. ед., а убытки от простоя специалистов и
оборудования при отсутствии заявок обходятся в 6 ден. ед. в расчете на каждый теле-
визор. Придав рассматриваемой ситуации игровую схему, составить платежную мат-
рицу и дать рекомендации о мощности создаваемого телеателье.

Ответы, указания, решения
П30.21. Одним из участников рассматриваемой в задаче ситуации является домо-
владелец, озабоченный необходимостью заготовки определенного количества угля
на предстоящий отопительный сезон. Если описанной ситуации придать игровую
схему, то домовладелец выступает в ней в качестве сознательного игрока А, заин-
тересованного в минимизации затрат на приобретение угля. Вторым участником
(игроком В) является природа, реализующая свои состояния по присущим ей зако-
нам. Заготавливая летом уголь, домовладелец может ориентироваться либо на мяг-
кую (первая его чистая стратегия А\), либо на обычную (вторая его чистая страте-
гия А2), либо на холодную зиму (третья его чистая стратегия Аз), покупая
соответственно 6, 7 или 8 т угля.

Природа может реализовать либо мягкую (первое возможное состояние приро-
ды /7:), либо обычную (второе возможное состояние природы П2), либо холодную
зиму (третье возможное состояние природы /73), что потребует расхода соответ-
ственно 6, 7 или 8 т угля. Таким образом, платежная матрица игры с природой
будет иметь размер 3x3.

Вычислим элемент оц, соответствующий ситуации (Л\,П\). Это наиболее благопри-
ятный случай. В самом деле, домовладелец в расчете на мягкую зиму купил летом 6 т
угля, заплатив 6 х 7.5 = 45 руб. Наступившая зима оказалась мягкой и потому допол-
нительных затрат не потребовалось. Таким образом, выигрыш игрока А равен - 4 5 ,
т. е. Ян = - 4 5 .

Рассмотрим теперь ситуацию (Аи /72), т. е. случай, когда домовладелец приобрел ле-
том 6 тонн угля в расчете на мягкую зиму, а зима оказалась обыкновенной. При-
шлось дополнительно купить зимой 1 т угля по цене 9 руб., а потому общие расходы
на отопление составили 45+ 9 = 54 руб. Так что выигрыш в этом случае равен
54 руб., т. е. а|2 = -54. В ситуации (Alt П3) общие расходы, учитывая холодную зиму,
составили 45 + 2 х 9.5 = 64 руб., и поэтому an = -64.

Рассуждая аналогично, находим и остальные элементы платежной матрицы. Равенст-
во элементов д21

 = а2 2 = -52.5 и ам = агг = ЙЗЗ~ -60 объясняется тем, что неизрасходо-
ванный на отопление уголь нет возможности продать для возмещения затрат (по ус-
ловию задачи). В итоге имеем следующую платежную матрицу

' -45 -54 -64 '

М= -52.5 -52.5 -62

-60 -60 -60
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По критерию Вальда игрок А должен выбрать ту чистую стратегию, при которой дос-
тигается максимин maxmin« r t. В нашей задаче т т д ц . = -64, mina2k = -62,

i к к к

mina3A. = -60 , откуда тах{-64, - 62, - 60} = -60, т. е. игрок А должен выбрать стра-

тегию А3.

По критерию Гурвица игрок А должен выбрать ту чистую стратегию, при которой
достигается max {a min a,k + (1 - а) max alk}. В нашей задаче с учетом а = 0.6

' к к
am\na.k + (l - a)maxaXk = 0.6 • (- 64)+ 0.4 - (-45) = -56.4 ,

* it

amin я , , + (] - a ) m a x a 2 k = 0.6 • (- 62)+ 0.4 • (-52.5) = -58.2,
к к

«mina i k + (l - a ) m a x a u = 0.6• (-60)+ 0.4 (-60) = -60,
к к

откуда max{-56.4,-58.2,-60} = -56.4, т. е. игрок А по критерию Гурвица должен вы-

брать стратегию А,.
Для использования критерия Сэвиджа необходимо построить матрицу рисков, эле-
менты rlk которой находятся по формуле

В нашей задаче maxa., = - 4 5 , maxa/2 = -52.5, тахя, 3 = -60. Поэтому матрица рис-

ков будет иметь следующий вид:

' 0 1.5 4Л

D _ 7.5 0 2

15 7.5 0

По критерию Сэвиджа игрок А должен выбрать ту чистую стратегию, при которой
достигается минимакс minmax/1,, . В нашем случае max/-,, = 4 , max г,,. =7.5,

i к "• к ' к ik

тах/-з;. = 15. Отсюда min {4, 7.5,15} = 4 , т. е. игрок А должен выбрать стратегию Л .

К30.1. Указания. Необходимо решить с помощью Mathcad следующую задачу ЛП:

м' у Pi + Pi + P.. + P, = 1 . P , ^ 0, / = 1 , 2 , 3 , 4 .

В итоге будет получен следующий результат; технологической линии в первом ре-
жиме следует работать 29% времени, в четвертом— 71% времени, во втором и
третьем режимах использовать линию нецелесообразно.
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КЗО.Н. Указания. Чистыми стратегиями игрока А будут его решения об открытии
телеателье для удовлетворения 2, 4, 6 или 8 тыс. заявок в год соответственно. Игрок
В также может реализовать любое из четырех своих состояний, когда за год поступит
соответственно 2, 4, 6 или 8 тыс. заявок. Платежная матрица будет иметь следующий
вид:

М =

В результате решения соответствующей задачи ЛП (см. предыдущую задачу) будет
получен следующий ответ: доход телеателье не опуститься ниже 9 тыс. ден. ед. в год,
если оно будет рассчитывать на обслуживание 0.75-2+0-4 + 0-6 + 0.25-8 = 3.5 тыс.
заявок в год.
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Глава 31

Метод ветвей и границ
в задачах
дискретного программирования

Если множество планов X задачи условной оптимизации (см. гл. 15) конечно, то она
называется задачей дискретного программирования. Для решения такой задачи дос-
таточно перенумеровать планы из X и затем последовательно вычислить значения
целевой функции для этих планов, запоминая на каждом шагу тот из них, для которо-
го значение функции является наименьшим (наибольшим) среди вычисленных. Од-
нако эта процедура часто практически не реализуема из-за большого числа элементов
множествах

Другой подход к решению связан с такой организацией перебора, при котором мно-
жество планов делится на подмножества и для анализа выбирается наиболее пер-
спективное для содержания оптимального плана подмножество. При этом часто уда-
ется отбрасывать не отдельные точки, а достаточно большие подмножества планов,
заведомо не содержащие оптимальных планов. Именно такая идея и положена в ос-
нову группы алгоритмов, которые принято называть методом ветвей и границ.

Опишем этот метод для решения задачи

/(*,,..., x,,)-»min

на множестве планов X = Х] пХг,

где Х{ —конечное множество из Af", (31.1)

Х2 —множество из Af", удовлетворяющее

некоторой системе ограничений.

( Определение )

Ориентированное дерево называется корневым, если в нем имеется в точности
одна вершина, называемая корнем, в которую не входит ни одна дуга, а в каж-
дую другую вершину входит ровно одна дуга. Висячая вершина корневого де-
рева называется листом.

Очевидно, в корневом дереве для каждой вершины v существует единственный путь,
соединяющий корень с этой вершиной.
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Каждый алгоритм метода ветвей и границ состоит из правила выбора (сокращенно
ПВ) и правила дробления (сокращенно ПД). ПВ позволяет выбрать для анализа оче-
редное подмножество планов Q c / c помощью специальной функции р, называемой
оценочной (требования, предъявляемые к оценочным функциям, описаны ниже), и
известного лучшего (на данный момент) значения/; целевой функции/ Значение//;
называется рекордом, а план а, для которого /fa) =./}<— рекордным планом. (Отме-
тим, что подмножество П может оказаться пустым.) ПД указывает, каким образом
выбранное множество П разбивается на некоторое число более мелких подмножеств.

ПВ и ПД определяют корневое дерево, вершинами которого являются выбираемые
подмножества, а каждая дуга (О, 2) означает, что множество Б получено из множест-
ва П одним применением ПД.

Оценочная функция р должна обладать следующим свойством: для каждого под-
множества Q выполняется соотношение P ( Q ) ^ min / ( a ) , если Q непустое, и

р(п)=оо, если Q.— пустое множество. Другими словами, оценочная функция обес-

печивает легко вычисляемую границу р(П), ниже которой не может опуститься ни

одно значение целевой функции, вычисленное для планов из О.

Рассмотрим пример построения корневого дерева для решения следующей задачи.
Известно, что среди 16 монет есть одна фальшивая, которая легче остальных. Требу-
ется определить эту монету за 4 взвешивания.

Зададим ПД: множество монет разбивается на два подмножества с одинаковым коли-
чеством монет; ПД не применимо к одноэлементным множествам. Зададим ПВ: вы-
бирается лист с тем множеством монет, суммарный вес которых будет наименьшим.
Одно из возможных корневых деревьев, получающихся при решении этой задачи,
изображено на рис. 31.1. Фальшивой монетой оказывается монета 1 или монета 2.

Опишем один из алгоритмов метода ветвей и границ для решения задачи (31.1), в
котором детализируются ПВ и правило корректировки рекорда. Что касается ПД и
оценочной функции, то они будут зависеть от конкретного вида задачи (31.1).

Рис. 3 1 . 1 . Корневое дерево для решения задачи о монетах
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Алгоритм одновременного ветвления
П ШагО. Обозначить через Tt тривиальное корневое дерево, состоящее из единст-

венной вершины П, = Х^ глХ2 = Х1пХ1. Назвать вершину Q) перспективным

листом и положить/^ равным +со. Вычислить p(Qi).

• Шаг А(*>1).

О Если дерево 7* не имеет перспективных листьев, то алгоритм прекращает рабо-
ту. В этом случае: если ,/}<<+», то fR является оптимальным значением целевой
функции, а рекордный план— оптимальным планом; если _/^=+оо, то задача
(31.1) не имеет решений.

Если дерево Тк имеет перспективные листья, то выбрать среди них лист

Q( = х\к' г\Х2 с наименьшим значением оценочной функции р среди всех пер-

спективных листьев. Построить новое корневое дерево Тк.\, применив ПД к вер-

шине О.к. Полученные в результате дробления множества Qk листья

Пк[ =xlk])nX2,...,Qkm =X{

l

k'»)nX2, где x\L) ^ ^ u . - u X f " ' 1 , назвать пер-

спективными.

Для каждого i=\,...,m вычислить р(С\). Если при этом можно указать такой план

а е П ( , что / ( а ) = р(Ох. ), то сравнить / ( a ) v\f!{. В случае когда j{a)<fR, произве-

сти коррекцию/? и рекордного плана, положив их соответственно равными Да) и

а. Если П ( состоит из одной точки а, то вычислить значение Да) и, если

Да) <fK, опять-таки произвести коррекцию/; и рекордного плана, положив их со-
ответственно равнымиДа) и а.

Лишить статуса перспективных те листья Q. в Т^и чьи оценки р(р;.) не меньше

текущего рекорда^. Перейти к следующему шагу.

У т в е р ж д е н и е 31 .1 . Алгоритм одновременного ветвления корректен и завершает
свою работу через конечное число шагов.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Конечность алгоритма вытекает из конечности множества Х\ и
того факта, что каждый вновь полученный лист содержит меньше элементов мно-
жества Xh чем лист, из которого он образован. По завершению алгоритма все ли-
стья потеряют статус перспективных. Поскольку на каждом шаге этот статус теря-
ют листья, в которых значения оценочной функции р не меньше рекорда, то
значение целевой функции для всех планов, содержащихся в этих листьях, тем бо-
лее не будут меньше окончательного рекорда. Это означает, что по завершению
алгоритма при/; ( <+х рекордный план будет оптимальным, а при /ц = +<я задача
(31.1) не будет иметь решений.

Применим алгоритм одновременного ветвления к решению задачи целочисленного
линейного программирования (ЦЛП):

/ ( * , , . . . , x,,)->min

на множестве планов X = Xt г> Хг,
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где множество Х\ определено условиями:

rO<xt<bn b, целое число,

целое число,/ = ], . . . , п,

множество Х2 определено системой линейных уравнений и неравенств S;
/(л, , . . . , хп) —линейная функция.

Начальное корневое дерево состоит из одной вершины Q, = X, п Л\ н/!( = +оо. Для

вычисления p(Q,) решим задачу

на множестве планов Q, = Xt n Х2,

где множество Xi определено условиями 0<х,<Ьп /= 1, ..., w. В качестве р(п,)

возьмем оптимальное значение целевой функции этой задачи.

Ниже будут определены ПД и оценочная функция р. Опережая события, отметим,
что в результате ПД будут получаться вершины вида П ( = х\к) г\ Х2, где Л',|()

определено условиями

\ак <х, <bk , ak ,bk -целочисленные константы,

\х. - целое число, / = 1,...,«.

Устраним условие целочисленное™ и рассмотрим множество Qk -Xf' Г\Х2, где

х\ определено условиями

а(. <х: <bki, aKi,bki -целочисленные константы,

I = 1 , . . . , 11.

Перейдем к определению оценочной функции. Если задача ЛП

/ ( * , , . . . , *J-»min
— (31.2)

на множестве планов Q,

не имеет решений, то положим р(ПА.) = +<х . В противном случае р(С1к ) - / ( a J, где

а' — оптимальный план задачи (31.2). / [ а ) действительно является значением

оценочной функции для множества Q^, так как оптимальное значение функции/для
целочисленных планов не меньше ее оптимального значения для всех планов.

Если все координаты точки а целочислены, то а еП^. и, следовательно, произво-
дится коррекция рекорда и рекордного плана. В этом случае вершина С1к удаляется из
числа перспективных, так как для нее значение оценочной функции будет не меньше/^,

Определим ПД. Если все координаты точки а* целые, то, как сказано ранее, вершина
D.k не является перспективной. В противном случае выбирается некоторая нецело-

9 Зак. 4223
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численная координата a s точки а* и множество х\ разбивается на два непересе-

кающихся множества заменой ограничения ак <xs<bk ограничениями

akt < х, S [ a J и [a, J+l < х, < bk . Напомним, что [z] обозначает целую часть числаz.

Пример

Решить методом ветвей и границ задачу ЦЛП:

W \ - ^ т ;
,/ l-̂ l > Х2 I ~ х\ ~ Х2 ~ * 1 ' 1 " 1

5х, -х2<\5

- х, + 2х2 < О

- 7л, + 2*, < О

О < х, < 5

х, - целые, / = 1, 2.

В этой задаче множество Xi определено системой

[.v, - целые, / = 1, 2.

а множество Хг определено системой
Г 5 х , - х 2 < 1 5

7х, + 2х ; < О

Для определения р(П,) решим задачу ЛП:

/ = .Y, - х2 -^ min

на множестве планов П| =
[О < х, < 5, / = 1, 2

Оптимальный план этой задачи a = (l, 3.5), p(Q,) = m m / ( a ) = / { a * j=-2.5.

Первый шаг алгоритма. Применив ПД к вершине Cli, получим вершины QJ1'

0<Х;

0 < х 2

х,,х2

<5 (1)

<3 ' '

- целые

S
0 < х

4 < х

х,,х2

<5

<5

- целые
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' назовем перспективными. Вычислим значения оценочнойЛистья Q)1' и

функции:

15

P(ni 2 ))= milli./(a) = -2 =/(а*). «"=(2,4)

Последний план целочисленный, поэтому производим коррекцию рекорда:

Л? = -2, рекордный план равен (2,4). Лист QJ'1 остается перспективным, по-

скольку р(п|°) = < fR =-2.Лист QJ21 теряет статус перспективного, так как

Второй шаг алгоритма. Имеется единственный перспективный лист QJ1'

Обозначим его через Q ; и, применив к нему ПД, получим вершины С1у и П'/':

S

0<х,

0<х2

X, , Х->

- ° (?)
<3 ' 2

- целые

S
1<х,

0<А"2

X, , X ,

<5

<3

- целые

Листья П 2 ' и Q(,2) назовем перспективными и для них вычислим значения оце-

ночной функции:

о(п''0= min /'1а) = 0= Ла*1 а* = (О о)'
^'1-

PP?')= а == -о -= / la I, a 1.3
иеП,

Хотя оба плана целочисленные, рекорд не изменяет своего значения, равного -

2. Листья П' ! ) и П 2

; ! теряют статус перспективных, поскольку

р(о2 ' ')= 0 > / „ = ~2, р(Г2'2!)= - 2 > у л ^ - 2 . Так как перспективных листьев
больше нет, то задача решена. Оптимальным планом является план (2,4), а оп-
тимальное значение равно -2.

Г Замечание ^

Задачи ЛП, соответствующие задачам ЦЛП, следует решать с помощью
Mathcad.

Компьютерный раздел
Встроенная функция csorttM, n) (или rsort(M, л) ) переставляет строки (столб-
цы) матрицы м так, что во вновь полученной матрице элементы столбца с номером
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п (строки с номером п) расположатся в порядке возрастания числовых значений. На-

пример, если м=

а

Ъ 5

1—>

, то матрица csortm, и будет равна (значение

ORIGIN здесь считается нулевым).

Встроенная функция submatrixiM, i, m, k, n) выделяет в матрице м подматри-
цу, состоящую из элементов, расположенных на пересечении строк с номерами
/,; + 1,..., m - I, m и столбцов с номерами к, к+\,..., п-1, п. Например, если

м=

3

5

7

, то submatrixiM, 0, 1, 1, 2)будетравна

Встроенная функция roundia, л) округляет действительное число а до л знаков
после десятичной точки.

Встроенная функция ceil(a) определяет наименьшее целое число, большее или
равное а. Встроенная функция floor(a) определяет наибольшее целое число, мень-
шее или равное а.

Кнопка return подпанели Программирование (Programming) вызывает шаблон

r e t u r n • оператора прерывания программного модуля; при этом подпрограмма-
функция примет значение переменной (или константы), имя (или значение) которой
будет введено на месте метки этого шаблона. Например, в результате выполнения
программного модуля

а<-15

Ь«-20

for i e l . . 1 0

return a if i - 5

b

значение переменной с будет равно 15 (а не 20).

Задачи
для самостоятельного решения
К31.1. Решить следующую задачу ЦЛП:

/ = ЗА, + 2х2 + Xj -> min

х, + Зх-, + х-, > 10

2х2 > 7
0 < .г, < 10, х, - целое, i = 1,2,3.
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К31.2. Решить следующую задачу ЦЛП:

/ = 6А, + х2 + 4х3 -> min

X, + 4х3 + Д"3 > 6

х, + Зх3 > 4

2х7 + Зх3 > 11

О < х, < 7, х,- - целое, / = 1, 2, 3.

К31.3. Решить следующую задачу ЦЛП:

/ = ЗА, + 2.V, + А3 -> min

X, + Зх3 + х3 - f °

2х, +4х 3 ^ 14

2 х 2 + х 3 > 7

0<х, <10,х, -целое,/ = 1,2,3.

К31.4. Решить следующую задачу ЦЛП:

/ = 4.Y, + Зд-, + min

2х + х + Зх, > 13

4х + 2х > 9

с2 + 2х3 > 14

0<х, <13, х, -целое, / = 1,2,3.

К31.5. Решить следующую задачу ЦЛП:

/ = 4А, + 2А"3 + 3.V, -> min

Зх, + х2 + х-, > 9

Зх + 4х-, £ 13

Зх +2х >9

О < х, < 8, х, - целое, / = 1, 2,3.

К31.6. Решить следующую задачу ЦЛП:

f = 5х + 4А, + ЗА; -^> min

'2Х| +4х 2 + х 3 > П

3.V) +4х 3 > 13

х2 + 3*3 > 11

О < х, < 13, х, - целое, / = 1, 2, 3.
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КЗ 1.7. Решить следующую задачу ЦЛП:

/ = 5х{ + 4х2 + х, -> min

[ +3x2 + 3.v3 >10

2л,

х2 + Зх3 > 5

О < х, < 6, х, - целое, / = 1, 2, 3.

K3I.8. Решить следующую задачу ЦЛП:

/ = 4л', + ЗА, + л'з -» min

2х, + 3х2 +4х3 >9

, +х 3 >9

2 + 2JC3 > 11

О < х; < 12, х, - целое, / = 1, 2, 3.

К31.9. Решить следующую задачу ЦЛП:

/ = ЗА, + 2х2 + 4А", -¥• min

•| + х2 +4х 3 > 13

"1 + Зх3 > 9

х2 + Зх3 > 11

О < х, < И, х,• - целое, / = 1, 2, 3.

КЗ 1.10. Решить следующую задачу ЦЛП:

/ = 4А, + 2л", + Ъху -> min

л', + Зх2 + Зх3 > 11

Зх2

Ъху > 10

2х3 > 11

0 < х, < 8, х, - целое, / = 1, 2, 3.

K31.ll. На некотором предприятии выполняются три вида работ на оборудовании
четырех типов. Дана матрица

(Ъ 1 3 0s!

Й = 2 0 ! I

3 1 0 1

в которой на позиции (/, к) находится число, равное себестоимости использования
единицы оборудования к-го типа на работе /-го вида. Ограничения по суммарной се-
бестоимости для работ первого, второго и третьего видов равны соответственно 23,
22 и 15. Производственные эффекты от использования единицы оборудования каж-
дого типа равны соответственно 1,4, 3, 5. Предполагается, что оборудование всех
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типов является неделимым и на оборудовании любого типа можно выполнять любую
работу. Кроме того, на предприятии не более !00 единиц оборудования каждого ти-
па. Требуется составить план использования оборудования, обеспечивающий наи-
высший суммарный производственный эффект.

Таблица 31.1

Номер проекта

Расходы на материалы

Расходы на энергию

Прочие расходы

Прибыль

1

2

3

4

5

2

3

2

3

4

3

1.5

4

2

3

4

4

3

1

2

5

1

1.5

3

1

К31.12. Существует пять проектов использования капиталовложений. В таб. 31.1 да-
ны расходы на материалы, энергию, а также прочие расходы и прибыль от реализа-
ции каждого проекта (в млн. ден. ед.). Известны также ограничения на расходы: на
материалы — 7. на энергию — 10, на прочие — 6. Требуется определить набор про-
ектов, обеспечивающий в пределах имеющихся ресурсов максимальную прибыль.

Ответы, указания, решения
Общий алгоритм решения задач ЦЛП методом ветвей и границ с помощью Mathcad
будет показан на примере задачи КЗ 1.12.

К31.1. Ответы. Оптимальный план равен (0,2,4), оптимальное значение целевой
функции равно 8.

K31.ll. Ответы. Необходимо использовать 7 единиц оборудования третьего типа и
15 единиц оборудования четвертого типа. Максимальный производственный эффект
равен 96.

К31.12. Задать начало отсчета нумерации строк и столбцов матриц и векторов: O R I -
GIN : = l . Ввести исходные данные:

матрицу в :=

2 3 1 .5 4 1

3 1 . 5 расходов на реализацию проектов, вектор3 2

ч4 3 2 1 3 ,

с1 :=(?, 10, б) ограничений на расходы. векторы а\' := (0, 0, 0, 0, 0),

b\' := (l, 1,1,1, l) ограничений на переменные (при х; =1 i-й проект используется, а

при х, =0 - нет), вектор хт := (о, 0, 0, О,о) начальных значений переменных, целе-

вую функцию f(x):~-(d- х), где d! := (5, 4, 3, 2, l). В данных обозначениях исход-

ную задачу ЦЛП можно записать так:
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Вх<с

a\<x<b\

\х - целочисленный вектор.

Поэтому в качестве начального рекордного плана можно взять нулевой вектор, а в
качестве рекорда — значение целевой функции на этом плане: resol: =х
re: =f[resol) .

Забегая вперед отметим, что значения оценочной функции для листьев QJ!1 и Q̂ >

будут вычисляться посредством решения соответствующих задач ЛП, общий вид
которых таков:

/ ( А ) -* min /(.v) -> min

—0) \Вх<с и —о \Вх< с

~{«1<д-<Ы * ~\п2<х<Ь2

(векторы а\, Ы, а2, Ь2 ограничений на переменные, получаемые в результате приме-
нения ПД, будут заново определяться на каждом шаге алгоритма).

Теперь перейдем к описанию алгоритма решения данной задачи с помощью Mathcad.
Алгоритм может быть использован при решении любой задачи ЦЛП, однако его ша-
ги демонстрируются на примере данной задачи. Вначале необходимо создать две
вспомогательные подпрограммы-функции list и newbound.

Подпрограмма-функция list позволяет на каждом шаге запоминать в матрице к векто-

ры al, Ы, а2, Ь2 ограничений на переменные во вновь образованных листьях Qj,..,,

О.['1{, а также значения f(yl) и f(y2) оценочных функций для этих листьев. При этом

значение переменной по будет равно количеству листьев на данном шаге; данные, ка-

сающиеся листа П^, , вносятся на место прежнего листа Й ^ , , к которому была при-

менена ПД; данные, касающиеся листа Q^, , вносятся в строку матрицы к с номером

по. Затем производится сортировка листьев, после которой в первой строке матрицы к
будет храниться информация, касающаяся листа с минимальным значением оценочной
функции. Итак,

listial, <з2, Ы, Ь2, y l , у2, по, к) : =

*..2<-Ы
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f(y2)

к <г- csort(k, 4)
noA

Подпрограмма-функция newbound определяет номер строки л в матрице к, начиная
с которой в ней хранится информация о листьях, теряющих статус перспективных,
поскольку для них значения оценочной функции не меньше текущего рекорда re.
Вторая часть этой подпрограммы фактически применяет ПД к перспективному
листу Q* с наименьшим значением оценочной функции. Вся информация, касаю-
щаяся этого листа, находится в первой строке матрицы к. Более точно: определяет-
ся нецелочисленная координата ys и обновляются соответствующие координаты
векторов а! и £>1; обновленные векторы а2 и Ы будут использоваться на следую-
щем шаге при определении значений оценочной функции для новых листьев Q(

t

lj И

Q^2). Итак,

newbound[k, по, г е ) : =

while ki4 < re

i <- i + 1

break if i > no

n <- i

return "end'1 if л =

Ы <г- ки

У <~ *Ь

while floor[y,)= ys

S <r- S + l

a2s <— ceil(ys)

bls <— f JoorfyJ

stack(a2ibl,n)
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Следующая подпрограмма-функция производит коррекцию рекордного плана:

res{yl, y2, resol, r e ) : =

res*-resol if (floor{yl)* у l)- (floor{y2)* у 2)

if (floor{yl)= yl)-(f 1сог(у2)Ф y'l)

res<-yl if r(yl)=min(f(yl),re)

res *— resol otherwise

if (floor{yl)* yi)-(floor(y2)= у 2)

y2 if f(Y2)=mir.(f(y2\re)

res*— resol otherwise

if (floor(yl)= yl)-{floor(y2)= yl)

if f (yl)" rain(f(yl\f (y2),re)

if f(y2)=min(f{yl\f(y2\re)

if re = n\in(f(yl),f(y2),re)

Следующий блок вычисляет значение оценочной функции для листа О(-„ равное

f(y l ) = -8.75, а также применяет ПД к этому листу, заново определяя векторы

•3:/ hi, a2, Ь2'-

Given

В-х Sc al<x<bl y l := minimize(f,:<) yl:- roundyy 1,6)

k:=list(al,al, Ы, Ы, yl, yl, 1, k) M := newbound(k,l,re)

al:=ku Ь2:= kul bl := subma trix(,M, m + 1, 2- :r\l,l)

a2:= subma trix{M, 1, m,l. l) 'М := subina trix[M, 2:n+ l,2m + 1,1,1),

Отметим необходимость применения здесь функций round ( y l , 6), гоипс',у2, 6)
для устранения незначащих цифр (начиная с шестого знака после запятой), возни-
кающих при решении соответствующих задач ЛП. Так, если некоторое число а явля-
ется целым, то наличие незначащих цифр в представлении этого числа в памяти ком-
пьютера приведет при сравнении двух целых чисел flooria) и а к неправильному
выводу о том, что эти числа различны.

Следующий блок вычисляет значения оценочной функции для листьев Q},'1 и Q[,:1, равные

соответственно f ( y l ) = - 8 . 5 и f(y 2 ) = - 8 . 3 1 8 1 . а также применяет ПД к листу Qj'1 (ко-

торый для удобства переобозначим через Q\), заново определяя векторы а\, Ы, а2, Ь2:

Given

•х < с al < х < Ы yl:- ininimize(f,x) yl:- round(yl,6j
( J I . J )
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Given

Б-х<с а2<х<Ь2 у2:= minimi ze(f,х) у2:= round(y2,б)

resol := res(yl, у2, resol, re) re := f[resol)

k :=i i s t (a l , a2, Ы,Ь2, yl, y2, no,icj M :- newbound(*:, no, re)

al := Лгм Ь2:= kU2 bl:=svbma trix(w, Л1 + 1, 2-m,l, l)

a2:= submaCrix(M,l, m, 1, l) no := subnia trix(w, 2лз + 1, 2m+ 1,1, l).

Euie одно применение блока (31.3) позволяет вычислить значения оценочной функ-

ции для листьев П['! и п{2), соответственно равные jf(yl) = -8.333 и /(у2) = - 8 , а

также применить ПД к листу П}1' (который для удобства переобозначим через С12).

При этом произойдет коррекция рекорда и рекордного плана, которые станут равны-

ми -8 и (1, о, 1, 0, 0). Еще одно применение блока (31.3) вычисляет значения

оценочной функции для листьев Q'1' и П^2), при этом p(n' ' ' )=/(yl)=-7.333, а вто-

рая задача ЛП не имеет решения. Поэтому надо положить у2: =resol. Поскольку из

оставшихся листьев только П}(

2' сохранит статус перспективного, то ПД будет при-

менено именно к этому листу (который для удобства переобозначим через £23). И

наконец, последнее применение блока (31.3) позволяет вычислить значения оценоч-

ной функции для листьев П '̂1 и fif, соответственно равные f(yi)=-i. 333,

f(y2)=-7 , и установить отсутствие перспективных листьев (_м = "end"). В итоге

имеем ответ: необходимо реализовать первый и третий проект в соответствии с най-

денным оптимальным планом (1, 0, 1, 0, 0), при этом максимальная прибыль от

реализации проектов составит 8 млн ден. ед.
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Глава 32

find
Общая задача
нелинейного программирования

Рассмотрим следующую задачу условной оптимизации (см. гл. 15):

/ ( * ь ..., х„) —> max(min)
(32.1)

на множестве планов X с Af

Точка Л/* ИЗУУ называется локально оптимальным планом задачи (32.1), если найдет-
ся такая ее е-окрестность В(е, М ), что М — оптимальный план задачи

/(х,,..., х,,) -» max(min)
(32,2)

на множестве планов В(е, /V/ ) п X

I Определение )

Градиентом grad/"(/Wo) функции f(x] хп) в точке Л/о = (х",..., .v" J называ-
ется вектор, /-я координата которого равна частной производной функции f в
точке Мо по /-й переменной х,: grad f{M0) = (/v' (л/ ц ),..., f'x [Mo)).

Вектор-grad f(Mo) называется антиградиентом функции fs точке Мо. Точка, в
которой функция /имеет градиент, равный нулевому вектору, называется ста-
ционарной точкой этой функции.

Теорема 32 .1 . Пусть М — внутренняя точка множества X, являющаяся локально
оптимальным планом задачи (32.1). Тогда если в точке М существует градиент
функции/ то М — стационарная точка функции/

Доказательство. Пусть М* - \х\,..., х*„ ) . Тогда функция g(x\ )= /(.г,, х*2,.,., х* ) яв-

ляется функцией одной переменной, дифференцируемой в точке А*,* . Поскольку М* явля-

ется внутренней точкой множества Л', то можно считать, что окрестность В(г, М) цели-

ком содержится в X. Следовательно, функция / принимает в точке Л/ наибольшее

(наименьшее) значение на множестве планов В(в,М), Это, в частности, означает, что

функция g принимает наибольшее (наименьшее) значение на некотором множестве

(х," - Е, x't + s j c Af1. Тогда по теореме Ферма х* — стационарная точка функции g, т. е.
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Для остальных частных производных функции/рассуждения аналогичны. Теорема
доказана.

Теперь сформулируем общую задачу нелинейного программирования:

целевая функция / ( x h ..., xn) -» max (min),

а множество планов X задается системой

( \(< ^ А ( 3 2 " 3 )

Дх,,...,^,)^, = >\bn

[i = ] , . . . , т
и функции/, g], ..., g,,, определены и непрерывны всюду в Af".
Теорема 32.2. Если множество планов А1 задачи (32.3) ограничено и/имеет гради-
енты во всех внутренних точках множества X, то задача (32.3) имеет оптимальные
планы, причем каждый из них является либо граничной точкой множества X, либо
изолированной точкой, либо стационарной точкой функции f.

Доказательство. В силу следствия 15.2 X— замкнутое множество. Но тогда по тео-
реме 15.2 функция/имеет оптимальные планы на множестве X. Пусть М — один из
них. Если М — внутренняя точка в X, то выполняются условия теоремы 32.1, откуда
М — стационарная точка функции/ Если М — не внутренняя точка в X, то М либо
изолированная, либо граничная дляХ Теорема доказана.

Пример
Решить следующую задачу нелинейного

/7V v \— v2

х2 + х:

л. -г л.

программирования:

+ xl —> min

< 4 .

Множество точек из Af2, удовлетворяющих неравенству xf +x; <4 , ограни-
чено. Поэтому в силу теоремы 32.2 оптимальные планы находятся среди гра-
ничных и стационарных точек. Поскольку граничные точки удовлетворяют

уравнению х* +х2

: =4 , то в каждой граничной точке функция f имеет следую-

щий вид: / =х] + ( 4 - х , 2 ) = 4 . Найдем стационарные точки функции t
grad/(xi, хг) = (2xi, 2х2), т. е. точка (0,0) — единственная стационарная точка функ-
ции f, причем ЯО, 0) = 0. Поэтому (0, 0) — оптимальный план исходной задачи.

Задачи
для самостоятельного решения
В задачах П32.1—П32.21 найти наибольшее и наименьшее значения функцииДх,у) в
области, заданной системой неравенств.

П32.1. / = х2 +у2-9ху + 21, 0 < х < 3 , 0 < у < 3 .

П32.2. / = х 2 + 2 / + 1 , х > 0 , .у>0, х + у<3.
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П 3 2 . 3 . / = Ъ - 2 х 1 ~ х у - у \ х < 1 , у > 0 , у < х .

П32.4. f = x2 + 3 . v 2 +х-у, х > 0 , >•>-! , х + _ у < 1 .

П 3 2 . 5 . f = x 2 + 2ху + 2 у 2 , - 1 < х < 1 , 0 < у < 2 .

П 3 2 . 6 . / = 5 х 2 - З х у + у 2 + 4 , х > - 1 , v > - l , л- + . у < 1 .

П32.7 . / = ! O + 2 r v - . t 2 , 0 < > - < 4 - д - 2 .

П32.8. /=х2 +2ху-у2 +4х, х<0, у < 0 , х + у + 2 >О .

П32.9. / = х2 +ху-2, 4х2-4<у<0.

П32Л0. f = х2 + ху, - 1 < * < 1 , 0 < у < 3 .

2 32 1 2П32.11. f = 2x2 +3y2 +1, у2 +-х2 <9.

П32.12. / = х 3 + ^ 3 -Злу, 0<.т<2, -1<;><2. •

П32.13. / = 2 X 2 > ' - . Y > - X 2 ^ 2 , д: + у < 6 , х > О, у > 0 .

П32.14. f = x2 +2xy-y2, x + _v + 4 > 0 , .v<0, y<0.

П32.15. / = 2 х 2 +2ху--у2 -4х, у<2х, О < х < I, у > О .

П32.16. / = х2+ху-2, 0 > у > 4 х 2 - 4 .

П32.17. / = -х

г-ху, 2 х 2 < у < 8 .

П32Л8. / = Ху + х + у, - 2 < х < 2 , - 2 < у < 4 .

П32.19. f = x2 -ху + у, - 2 < х < 2 , -3 < >• < 3 .

П32.20. / = 3 + 2х 2 у 2 , х 2 + у 2 < 1 .

П32.2\. f ^х2 + у2-ху + х + у. у<0, - 3 < х < 0 , у > - х - 3 .
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Ответы, указания, решения
П32.21. Множество планов X изображено на рис. 32.1.

Выясним, существуют ли стационарные точки, лежащие внутри данной области, т. е.
внутри треугольника ОАВ. Поскольку grad/x, у) = (2х-у + 1, 2у-х + 1), то необхо-
димо решить систему уравнений:

\2х - у + 1 = О,

[2у-х + \ =

-3

\

Рис. 3 2 . 1 . Множество планов X

Откуда* = -l,_y = - l . Точка М{ = (-1,-1) попадает в областьЛГиДА/,) = - 1 .

Исследуем теперь функцию / в граничных точках. На отрезке ОВ х=0, откуда

g{y} = /"(О, у) - у2 + у, и задача сводится к отысканию наибольшего и наименьшего

значений функции g одной переменной на отрезке ОВ = [-3,0]. Найдем эти значения:

ст'=2у+1, я' =0 при у = —, е — = —; на концах отрезка ОВ g ( - 3 ) = 6 ,
6-'' •* ' *>' 2 I 2} 4

g-(())=0. Поэтому наибольшее значение функции / на отрезке ОВ равно 6, а наи-

меньшее равно 0.

Аналогично рассматривается отрезок ОА = [-3, о], на котором у = 0:

_J_
2'

t{x)=f(x, 0)=x при _ ! = _ ! , /(_з)=6,
2 J 4 ч 7
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/(о)= 0. Итак, наибольшее значение функции/на отрезке ОА равно 6, а наименьшее

значение равно 0.

И, наконец, на отрезке АВ прямой у = -х-3 имеем:

r(x)= /(х,-х-3)=х2 +{-х-3)2 -х(-х-3)+х + (-х-3) = 3 x 4 9 * + 6 ,

г' = 6х + 9, г' = 0 при х = —, л — = — . На концах отрезка АВ значения функ-
2 { 2) 4 i y

ции уже были найдены.

Сравнивая все полученные значения функции/ заключаем, что наибольшее значение
функции /в области X равно 6, а наименьшее значение функции/в области X рав-
но - 1 .



Глава 33 -••-:=*,*

Метод
множителей Лагранжа

Часто граничные точки множества X невозможно определить из ограничений задачи.
В этих случаях теорема 32.2 становится бесполезной, но может быть применен дру-
гой метод, называемый методом множителей Лагранжа. Основу метода составляет
следующая теорема, которую приведем без доказательства.

Т е о р е м а 3 3 . 1 . Пусть все ограничения в задаче (32.3) являются равенствами.
Предположим, что точка М из Хтакова, что функции/, glt ..., gm имеют непрерывные
частные производные первого порядка во всех точках некоторой окрестности точки
А/, а система векторов gradgi(Ai), •••> grad g,,,(AO линейно независима. Тогда если
М -— локально оптимальный план задачи (32.3), то найдутся такие числа "к\, ..., Хт,
что точка М будет стационарной точкой функции

(Функция L называется функцией Лагранжа.)

С л е д с т в и е 33.1. Если множество планов А" задачи (32.3) ограничено и все ограни-
чения являются равенствами, то эта задача имеет оптимальные планы, причем каж-
дый из них либо является стационарной точкой соответствующей функции Лагранжа,
либо в нем нарушаются предположения теоремы 33.1.

Доказательство. Так как множество планов А' ограничено и замкнуто (следст-
вие 15.2), то в силу теоремы 32.2 задача (32.3) имеет оптимальный план М*. Но тогда
л / — локально оптимальный план этой задачи. И если для Л/ выполняются предпо-
ложения теоремы 33.1, то М — стационарная точка соответствующей функции Ла-
гранжа. Следствие доказано.

Пример
Решить следующую задачу нелинейного программирования:

f{x, у, z) = х + у + - -» max

x

2+y2+z2 =21

Поскольку х < 3 , _ у < 3 , Z < 3 , T O множество планов X этой задачи ограниче-

но и она в силу следствия 33.1 имеет некоторый оптимальный план М. Прове-
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рим выполнимость предположений теоремы 33.1 в точке М" •=• \х\ у*, z j.

В данной задаче имеется единственное ограничение g] (х, у, z) = 27, где

gi = х2 + у2 + z2. Поэтому grad#|(A/* )= \2х*, 2y\2z*). Система векторов, со-

стоящая из одного вектора, является линейно зависимой, если и только если

этот вектор нулевой {см. задачу Т2.1). Но gradg, [М* )= 0, если

х* = у' = z" = 0 , что невозможно ввиду М' е X . Итак, в точке М выполняются

условия теоремы 33.1, откуда в силу следствия 33.1 М — стационарная точка
функции Лагранжа

Найдем все стационарные точки функции Лагранжа L:

L
2Х

1

27).

L ; = O

L: = о ^ '
Ц = 0

Г1 + 2'Кх

1 + 2Vv

1 +2Xz

х>+у2

= 0

= 0

- 0
2

+ z
-27 = 0

Y := •

У = - 2Х

2%

= 27

Отсюда следует, что (3, 3, 3) и (-3, - 3 , - 3 ) — стационарные точки функции L.

Так как / ( 3 , 3, 3 ) = 9 , / ( - 3 , - 3 , - 3 ) = - 9 , то план М'= (3, 3, 3) является ре-

шением задачи.

Л е м м а 3 3 . 1 . Пусть М — внутренняя точка некоторого множества Ус Af, при-

чем М —локально оптимальный план задачи

/(л-,, , . . , ! „ ) - > max (min) (33.1)

на множестве планов X n Y .

Тогда М —локально оптимальный план задачи (32.1).

Доказательство. Поскольку М — локально оптимальный план чадами (33.1), то по
определению существует такая окрестность 5(е, М), что М является оптимальным
планом задачи

/{*!,..., х„)—> max (min)

на множестве планов В(е, /V/ ) п {X гл У).

Но М — внутренняя точка в У. Поэтому можно считать окрестность B(s, м") тако-
вой, что В(г, М*)сУ. Но тогда

^ М*)глу)глХ = В(Е, М*)с\Х .
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Поэтому план М является оптимальным планом задачи (32.2) и, следовательно, ло-
кально оптимальным планом задачи (32.1).

С л е д с т в и е 33.2. Пусть первые к ограничений задачи нелинейного программиро-
вания (32.3) являются равенствами, а остальные т-к + 1 ограничений — нестрогими
неравенствами, и пусть Y и Z— соответственно множества всех точек из Af, удовле-
творяющих первым к и последним т-к+ 1 ограничениям этой задачи. Предполо-
жим, что множество планов X=Yr<l ограничено. Тогда задача (32.3) имеет оптималь-
ные планы, причем каждый оптимальный план М из X является стационарной
точкой функции Лагранжа

при условии, что g\M)*b^ i = к + [ т , функции/ g,, ..., gk имеют непрерывные

частные производные первого порядка во всех точках некоторой окрестности точки

М\ а система векторов grad#,(A/*), ..., gvad gk\M") линейно независима.

Доказательство. В силу теоремы 32.2 задача (32.3) имеет оптимальные планы. Пусть
М — один из тех оптимальных планов, для которых выполняются предположения
данного следствия. Тогда М — локально оптимальный план задачи (32.3). Посколь-
ку £дЛ-/")^6,, / = к + 1,..., т , то из теоремы 15.1 следует, что М* — внутренняя точ-
ка множества Z. Поэтому из леммы 33.1 вытекает, что Л-/*— локально оптимальный
план задачи

/(*,,...,*,,)-+max(min)

на множестве планов Y =<

[/ = ! к
Остальное следует из теоремы 33.1.

Пример
Применим следствие 33.2 к решению следующей задачи нелинейного програм-
мирования:

/(.Y, ) \ z)= л + г+ z -* min

\xyz - 1000

[,т > 0, у > 0, z > 0.

Поскольку f{10, 10, 10) = 30 < 50, то эта задача эквивалентна следующей:

„Y+ y+ z —> min

xyz = 1000

\' х > 0, у > 0, z > 0

х + v + z < 50.

(33.2)
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(Вместо 50 можно взять любое число большее, чем 30.) Обозначим через У
множество точек в Af3, удовлетворяющих ограничению xyz- 1000, а через Z —
удовлетворяющих ограничениям х > 0, у > 0, z > 0, х + у + z < 50. Так как множе-
ство планов Х = Yr,Z ограничено, то из теоремы 15.2 следует, что задача (33.2)
имеет оптимальные планы. Пусть M=(x,y,z)— произвольный оптимальный
план. Поскольку точка Мо= (10, 10, 10) является планом задачи (33.2) и
f(M0) = 30, то f(M*)<30 < 50. Кроме того, x'y"z*=1000, откуда х"> 0, у*> 0, z"> 0,

grad g]\M* )= \y*z', x'z", x*у* )* 0 , где g^x, у, z) = xyz -1000. Поэтому выпол-
няются все предположения следствия 33.2, в силу которого М должна быть
стационарной точкой функции

l(x, y,z,X)=x + y + z + X(xyz -1000).

Найдем все ее стационарные точки, учитывая также, что х > 0 , у > 0 , z > 0 .
L'r = 1 + Xyz, L\. = 1 + Xxz , L[=\ + Xxy , L\ = xyz- 1000 =>

1 + Xyz = 0

i + te = о ^ Uxy-.y(te).(M= (-0' ^,,
xyz = 1000

xyz = 1000

x= y = z = \0.

Таким образом, оптимальный план М совпадает с точкой (10,10,10).

Задачи
для самостоятельного решения
Решить следующие задачи нелинейного программирования с ограничениями в виде
равенств:

П33.1. f = x+y+z-*mm П33.2. f = xy->m\n

х

2+у2 + г 2 = 3 х2+у2 =1

ПЗЗ.З. / = х-2у+ 2z-> max П33.4. / = 2А+ J^- 2Z->- max

хг+у2+г2=9 x2+y2+z2=9

П33.5. / = 6-4х-Ъу —> max v- v
П 3 3 . 6 . / = - + ^ - i

^ 2 + ; ' 2 = l 2 3
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П33.7. / = -2.V+ 2у + z -» max

x2+y2+z2=9

П33.9. / = ,vy'-> in in

П33.8. / = xyz~> max

x2 +y2+z2 =U

П33.10. /=2л>'7

Общая формулировка задач П33.11—П33.20
в буквенных обозначениях
Пусть f(x, у, z) является функцией полезности набора товаров, состоящего из х еди-
ниц товара первого вида, у единиц товара второго вида и z единиц товара третьего
вида. Цена единицы товара /-го вида равна с„ /-1,2, 3. Требуется найти стоимость
наиболее дешевого набора, имеющего предписанное значение 6 его функции полез-
ности.

П33.11. Дано: f=xyz, 6 ^ 1 0 0 0 , с, = 4 , с2 = 2 5 , с3 = 10.

П З З . П . Д а н о : / = 2xyz , 6 = 1000, с, = 25 , с, = 8 , с \ = 1 0 .

П33.13. Дано: f = xyz , 6 = 512, с, = 4 , с3 = 1 6 , су = 8 .

П33.14. Дано: / = 5луг , 6 = 512, с, = 8 , сг = 1 6 , с, = 20 .

П33.15. Дано: f = xyz , b = \25, с, = 5 , с2 = 5 , с3 = 5 .

П33.16.Дано: / = 8луг, 6 = 125, с, = 2 0 , с3 = 1 0 , с3 = 5 .

П33.17. Дано: / = xyz , 6 = 216, с, = 9 , с2 = 8 , с, = 3 .

П33.18. Дано: f = 7xyz, 6 - 2 1 6 , с, = 8, с2 = 9 , с3 =21 .

П33.19. Дано: / = xyz , 6 = 729 , с, = 27 , с : = 3 , с, = 9 .

П33.20. Дано: / = 2xyz , Ь =• 729 , с, = 9 , с2 = 6 , с3 = 27 .
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Понятие
о градиентных методах

Вначале дадим определение производной функции по направлению.

( О п р е д е л е н и е )

Пусть / е R" — вектор единичной длины и M^eAf". Производной функции

/ ( A J , ..., хп) в точке Мо по направлению вектора / называется число

(o)
(Можно сказать, что -^=-(Л/(1) — это скорость изменения функции f в точке Мо по

направлению вектора /) .

Т е о р е м а 3 4 . 1 .

( O )
с/

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь Л / о = (.vf,..., хЦ ) , / = ( / , , . . . , / „ ) . П о л о ж и м ф ( / ) = Л У ( 1 + Г / .

Т о г д а

/ ( Ф Й ) = / ( м 0 + / / ) = /(v?+их xi+ип), /( Ф (о))=/(w 0 )=/(с,°,. . , *::), л/[(=Ф(о).

Используя правило дифференцирования сложных функций, получим:

лШ) - д (л^о) • (vf+//,)'+

= Д К ) - / , +... + Д, (Л/О)./И

Но с другой стороны,

lim м ы т = lim

что доказывает теорему.
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Следствие 34.1. Градиент функции указывает направление максимальной ее ско-
рости роста, причем эта скорость равна длине градиента.

Доказательство. Согласно теореме 34.1. скорость изменения функции/в точке

MQ в направлении вектора / равна [grad /(Л/О )•/]. Но по теореме 1.2 име-

ем: [grad/(A/0)'/]<|grad /(м,))(•/ = grad /{Мп \ . При этом равенство

[grad J[MQ )•/] = grad/(Л-/о]1 достигается, если и только если косинус угла между

векторами grad/U/^) и /равен I. Другими словами скорость роста функции будет

максимальной, если и только если векторы / и grad ,/'(Л/(|) имеют одинаковое на-

правление, т.е. вектор / равен вектору grad f[Mlt), умноженному на некоторое по-

ложительное число (см. задачу Т1.3). Следствие доказано.

Опишем теперь общую схему градиентных алгоритмов для решения задачи (32.3), в
которой целевая функция / имеет градиент во всех точках множества планов X.
Предположим также, что решается задача максимизации функции.

О ШагО. Выбрать начальный план /V/,.

• Шаг /(/>!).

1. Вычислить grad/(A/(). Если grad f\M J = 0. то Л-/,— стационарная точка

функции/ В противном случае определить направление

A-/,+/.grad/(A-/,), !>0, (34.1)

на котором функция/возрастает с максимальной скоростью.

2. Возможны два случая.

а) Направление (34.1) для некоторого / > 0 не выводит за границы множества
X. В этом случае определить план М, \, лля которого достигается наи-
большее вдоль направления (34.1) значение функции/ Перейти к п. 3.

б) Направление (34.1) выводит за границы множества Л' при любом />0.
В этом случае точка Л/, граничная, и необходимо найти направление, ко-
торое, с одной стороны, не выводит из области X, а с другой — обеспечи-
вает наибольшее возрастание функции / Такое направление определяет
некоторый вектор rt, косинус утла между которым и вектором grad f\M,)

[?r grad /(Л/,)]

d f(M, \ '

минимально возможный среди векторов, указывающих направление из точки

М„ не выводящее за пределы X. Найти ?, определить план М, . |, в котором

достигается наибольшее вдоль направления Л/, +/F , t > 0. значение функции

/ Перейти к п. 3.
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3. Если М1 + 1-М1 < Е , где Б — некоторое заранее фиксированное число е > 0 ,

то алгоритм завершает свою работу и в качестве приближенного
оптимального плана берется точка М, ]. В противном случае перейти к
следующему шагу.

Если решается задача на минимум, то направления выбираются с помощью антигра-
диентов функции/.

Задачи
для самостоятельного решения
Т34.1. Доказать, что в пространстве А/ единичный вектор, составляющий угол а с

положительной полуосью координат O.v, равен fcosa,sina).

Т34.2. Доказать, что в пространстве А/' единичный вектор /, составляющий углы а,

Р и у соответственно с положительными полуосями координат Ох, Оу и Oz, равен

(cosa, cos/?, cosy).

П34.1. Найти производную функции f(x,y) = x5y6 в точке М={\, 1) по направле-

нию вектора v = (3, - 2).

П34.2. Найти производную функции /(х, у, z)= xy + z2 -xyz в точке (1,2,3) в на-

правлении, образующем с положительными полуосями координат соответственно

углы 60°, 45°, 60°.

П34.3. Найти производную функции /(х, у, z) = xyz в точке (4, 1, 2) в направлении,

идущем от этой точки к точке (8, 9, 10).

П34.4. Найти направление наискорейшего возрастания функции /(х, у)-у1 +ху + \5

в точке (-1, ]) и найти наибольшую скорость возрастания функции/в этой точке.

П34.5. Найти производную функции f{x, у, z) = xyz в точке (1,2,3) в направлении

вектора (cosa, cos/?, cosy). Чему равна величина градиента в этой точке?

П34.6. Дана функция f\x, _y) = arcsin—'•—. Найти угол между градиентами этой
х + у

функции в точках М\ = (1, 1) и М2= (3, 4).

П34.7. Найти производную функции f(x, у)~ х4 -Зх2у + 3ху2 в точке (I, 1) в на-

правлении, идущем от этой точки к точке (4, 3).

П34.8. Найти производную функции /(х, у)= arcctg (xy) в точке (1, 1) в направлении

биссектрисы первого координатного угла.
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Общая формулировка
задачК34.1-К34.10
Предприятие выпускает 3 вида продукции. При ее изготовлении используется 4 вида
сырья. Дана матрица 7V размера 4x3, в которой на позиции (/, к) находится число alk,
равное количеству сырья /-го вида, расходуемого на изготовление единицы продук-
ции А-го вида. Даны также плановые себестоимости и оптовые цены (из расчета на
единицу продукции): г =(5, 10,7) и с = (7, 13, 12). (В этих векторах к-я координата
соответствует продукции к-го вида.) Из-за брака в производстве расход сырья зави-
сит от объема хк производства продукции к-го вида и выражается функциями
(aik+ хк)хк, а себестоимость продукции — функцией гк + 0.\хк, к = 1, 2, 3. Продукция
может выпускаться в любых соотношениях, так как сбыт обеспечен. Составить план
выпуска продукции, обеспечивающий максимальную прибыль, если вектор запасов
сырья равен b -(100, 120, 150, 145).

К34.1. Л' =

К34.3. Л' =

К34.5. Л =

К34.7. N =

К34.9. Л =

'10

20

20

(\

11

13

'' 1

23

8

^

(15

25

23

\\г

(16
15
14
13

20
10
20
13

23
10
23
17

8
13
23
8

6
13
17
9

12
11
10
9

1.Г
12
14
14,

5^
11
14
'8,

15
Ч

13
17
6,

15
14
13,

8
Ч

7
6
5

К34.2. N

К34.4. N =

12 24 5

10 7 16

24 21 14

11 3 4,

13 22 16
Л

14 15 8

15 5 9

16 17 10

К34.6. N

Г6 14 17Л

10 9 7

10 16 13

14 15 10

К34.8. N =

1 17 16

18 7 12

13 24 10

24 15 9

К34.10. N =

10 14 18

11 15 19

12 16 20

V
13 17 21
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Ответы, указания, решения
Т34.2. Точки положительной полуоси Oz имеют вид (0,0,0) + / р , где /? = (0, 0,1).

Пусть / = (/],/ 7 ,/,). По условию угол между векторами р \\ I равен у. Поэтому

COS 7 =

P

Аналогично показывается, что /, = cosn , /, = cos^ .

П34.1. Единичный вектор, имеющий одинаковое направление с вектором v, равен

/ = — = —г=, — г = • Теперь по теореме 34.1

= М/(д/)./' 15 12

V13 V13

П34.2. Воспользоваться задачей Т34.2.

П34.3. Указание: направляющий вектор равен (4, 8, 8).

П34.6. Ответ: arcts
,7

П34.8. Ответ: - — .

2

К34.1. Алгоритм решения задачи с помощью Mathcad следующий.

O R I G I N : = 1 ; ввести исходные данные N, г, с, Ь в векторно-матричном виде;

л) := rowsfiv) л :- colsyN) i := 1;л х1 := 0 j := l;m I, :- 1

Given

) +.x: •l}x: <b x > 0

у := inaxi:nize[ft x) у =

0 . 6 4 4

0 f ( y ) = 2 2 . 6

4 . 7 2 3



-* -w

Глава 35

Градиентные методы
в двумерном пространстве

П_

find

Достаточно наглядно градиентные алгоритмы иллюстрируются в пространстве А/2.
Предположим, что все функции в задаче (32.3) являются функциями двух перемен-
ных х ну. В этом случае множество планов А'представляет собой некоторую область
на координатной плоскости Оху, а целевая функция z =f(x,y) изображается в виде
поверхности в трехмерном пространстве. Например, множество точек (x,y,z), коор-
динаты которых связаны соотношением

4 9

составляют эллиптический параболоид, изображенный на рис. 35.1.

Рис. 3 5 . 1 . Эллиптический параболоид

Если пересекать эту поверхность разными плоскостями z = С параллельно коорди-
натной плоскости Оху, то на этой поверхности будут "вырезаться" линии, проекции
которых на плоскость Оху называются линиями уровня. В нашем случае линии уров-
ня есть эллипсы (рис. 35.2). Вдоль любой линии уровня С значения функции/неиз-
менны и равны С.
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Рис. 3 5 . 2 . Линии уровня эллиптического параболоида

I Определение )

Линией уровня С функции f(x, у) называется множество точек (х, у) координат-
ной плоскости Оху, удовлетворяющих уравнению f(x, у) - С.

Теорема 35.1. Пусть функция f(x,у) имеет непрерывные частные производные

первого порядка всюду в А/2. Предположим. что/(М) = С и grad/(Л/)* 0 . Тогда в

некоторой окрестности точки М линия уровня С будет совпадать с графиком некото-

рой дифференцируемой функции у = ц>(х) при /'(м)*0 или х = у (у) при

Эта теорема утверждает, что всякая линия уровня в некоторой окрестности любой
своей точки, в которой градиент отличен от нулевого вектора, может быть представ-
лена графиком дифференцируемой функции одной переменной.

Следствие 35.1. Если grad/(A/)^0, то этот градиент является нормальным век-

тором прямой, касающейся линии уровня в точке М.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что М = (х0, y(j), С -ДА/) и ./ДА/)^0. Тогда по

теореме 35.1 в окрестности точки Л/линия уровня Дх, у) = С может быть представле-
на графиком дифференцируемой функции у - ф (х). (Очевидно, чтоу„= ф (х,,).) По-
этому в окрестности точки М С = fix, ф (х)). Продифференцировав это равенство по-
членно, получим:
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Поскольку уравнение касательной к графику функции у = ц>(х) в точке (хо,уо) есть

У ~ Уо - Ф'(х" Xх " хп )> т 0 э т 0 уравнение можно записать в виде

Отсюда по следствию 13.2 вектор \f'x\M\ f'y\M)J является нормальным вектором

касательной к линии уровня в точке М. Случай /Х'\М)Ф 0 рассматривается аналогич-

но. Следствие доказано.

i
6 -

4 -

2 -

0 -

-2

^ Y

/ \
/ дгас/(Мз) \

V

\
У J\ /

X

Рис. 35.3. Графическая иллюстрация градиентного алгоритма

На рис. 35.3 иллюстрируется общая схема градиентных алгоритмов при решении
следующей задачи нелинейного программирования;

fix v) = -J v1' У)

х>0

-> mm

Последовательность точек М\, М2, М3, МА,... приближается к оптимальной точке
Л/*= (2, 2). В силу следствия 35.1 градиент в каждой точке М, перпендикулярен каса-
тельной к линии уровня в точке М,.
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Компьютерный раздел
Встроенная функция rnd{z) генерирует числа, равномерно распределенные на про-
межутке [0, z].

Построение графиков функций двух переменных (поверхностей) осуществляется

у) двух переменных >• и у. На под-

построения поверхностей. Па эк-

следующим образом. Определите функцию f [к,

панели Графики (Graph) щелкните на кнопке [«
ране появится шаблон построения поверхностей, как показано на рис. 35.4. Единст-
венным полем ввода этого шаблона является метка в левом нижнем углу, на месте
которой введите имя функции f. Щелкните левой кнопкой мыши вне поля графика:
поверхность f (х, у) будет построена (рис. 35.5).

2 2
f(x,y) :=x + y

Рис. 35.4. Шаблон для построения
поверхностей

Рис. 35.5. Пример построения
поверхности

С помощью одного шаблона можно изобразить несколько поверхностей, если на мес-
те метки шаблона ввести через запятую имена соответствующих функций.

Вращение поверхностей осуществляется следующим образом. Поместите указатель
мыши в область графика и, удерживая левую кнопку мыши, передвигайте мышь в
том или ином направлении. Если передвигать мышь при нажатой клавшие <Ctrl>, то
можно отдалять и приближать объект.

Форматирование трехмерных графиков осуществляется с помощью диалогового окна
3-D Plot Format (рис. 35.6), вызываемого двойным щелчком левой кнопкой мыши на
области графика. Вкладки P l o t l , Plot2, Р1огЗ И Т.Д. ЭТОГО окна соответствуют
функциям, имена которых были указаны в шаблоне графика.

Назначение опций диалогового окна 3-D Plol Format описано в приложении 4.
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3-D Йо1 Format

Backplanes t Spcual j Advanced j UuickPtot Data
General j Axes ] Appeaiance \ Lighting ) Title
View •
Rotation. ГЗЗТДЁНВ f

A*es s'v|e

—, '~~ Penmeter
Till: :i' Corner Frames

Zoom. j i f Equal Scales ' Г" Show Box

j! Plod |

' DispiayAs:
<• SuilaceRot (" DalaPcirtls Г BaiPloi

' " Contour Plot <"' Vector Field Plot Г pa(ch Plot

OK Csnce Help

Рис. 3 5 . 6 . Диалоговое окно для форматирования поверхностей

Задачи
для самостоятельного решения

Общая формулировка задач П35.1 — П35.10
в буквенных обозначениях
Для сохранения здоровья и работоспособности человек должен потреблять в сутки не
менее: Ь\ условных единиц белков, Ы условных единиц жиров, й3 условных единиц
углеводов. Имеется два вида продуктов П\ и П2: стоимость единицы каждого из них
равна соответственно С; и Ci денежных единиц. Имеется матрица

O,. a12

в которой дь равно количеству условных единиц белков в единице продукта П„ аъ

равно количеству условных единиц жиров в единице продукта /7„ а?,, равно количест-
ву условных единиц углеводов в единице продукта /7„ /= 1,2. Требуется составить
математическую модель задачи, позволяющую сформировать из продуктов П\ и П2

суточную диету, которая содержала бы белков, жиров и углеводов не менее мини-
мальных обоснованных норм и требовала бы минимальных денежных затрат. Решить
задачу графическим способом.

П35.1. Дано: Ь{ =20, Ь2 =40, Ь3 = 88, С, = 6, С 2 =10,

'4 1 '

4 3

4 15
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П35.2. Дано: Ьк = 69, Ь2 = 84, Ьг = 39, С, =4, С 2 =12,

/) =

3 16

21 4

V

= 138, 6, =135, Q =13, С 2 =10,П35.3. Дано: 6, =45,

/9 2^

6 23

9 12

П35.4. Дано: 6, =92, 6 2 =128, 63 =56. С, =12, С 2 = 1 1 ,

4 23'

8 12

8 3

П35.5. Дано: Ь{ =63, 6 2 = t 4 7 , А3=12б, С, =12, С2 =9,

9 3

7 21

V9 10,

П35.6. Дано: 6, = 60, Ь2 = 24, 6, = 105, С, =3, С2 = 6,

' 3 *

А =

21 5

П35.7. Д а н о : 6, = 2 2 , й 2 = 4 0 , Ьг=\Ъ%, С, = 4 , С 2 = 9 ,

2 12

23 6

П35.8. Дано: 6, =50, />2=140, = 20, Q =4, С2 =3,

10 3

10 12

1 4
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П35

А =

П35

А =

f8

8

I1

10.

(23

5

5

Цанс

2 1
10

4 ,

):

Дано

6^

4

14

= 40, Ь2 = 104, Ьъ = 20, С, =7, С2 = 5,

=138. =60, С, =6, С 2 =10,

Общая формулировка задач П35.11 — П35.22
в буквенных обозначениях
Предприятие выпускает изделия двух видов, используя для их изготовления сырье
двух типов. Известна матрица А норм расхода сырья, на позиции (/, к) которой нахо-
дится число, равное количеству сырья /-го типа, расходуемого на изготовление еди-
ницы изделия к-го вида. Даны также запасы сырья й ь Ь2 и оптовые цены /?ь р2 на
единицу изделия каждого вида соответственно. Себестоимость единицы изделия к-го
вида изменяется линейно относительно х* объема выпуска этого вида изделий и равна
dka+ < (̂Л, к = 1,2. Требуется составить математическую модель, пользуясь которой
можно найти план выпуска изделий, обеспечивающий предприятию наивысшую
прибыль. Решить задачу графическим способом.

П35Л1. Дано: й, =30, Ь2 =40, Р] =4, р2 = 7,

du=0.25, J 2 t = 0 . 2 5 ,

A=\
2.5 5

П35.12.Дано: 6, =30, b2 =60, P] = 8 , p2 =7,

d]0=6, (/ , ,=0.1, rf2 0=4, e/ 2 1 =0.1,

Г5 2

2 =10, p , =10, p2 =11,

- 9 , J 2 ] =0.1,

П35.13.Дано: b} =60,

(/]0 = 7 , (/„ =0.1, rf

11 8
A=\

1 2

10 3ак. 4223
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П35.14. Дано: 6, =14, Ь2 = 42, /?, =15, р2 = 13,

dlQ =14, du =0.2, d20 =11, d2l =0.2,

'1 4'

П35Л5. Дано: 6, = 7 , b2 =10, Pl =12, p2=U,

d]Q = 9 , du =0.2, t/2 0 =10, </21 =0.2,

'l 1
/1 =

2

П35.16. Дано: bx = 5 1 , A 2 =105, p , =15, р э =13,

t / 1 0 = 1 3 , (/ , ,=0.1, </ 2 0 =10, </ 2 1 =0.l ,

5 13*

15 7

П35.17. Дано: 6, = 40, b2 = 84, P] = 11, /?2 = 17,

4 7

12 7

П35.18. Дано: 6, =30, 62 =102, Pi =12, /?2 =14,

(/,„=« 8, ^,, =0.2, (/ M =12, rf2l=0.2,

4 2

6 17

П35.19.Дано: 6, = 5 1 , 62 =105, /?, =12, / ? 2 = 8 ,

rfm = 5 , i/,, =0.25, d2lt =4 .5 , t/;i =0.25,

3 8.5

14 7

П35,20.Дано; Ь, = 45, ^ = 1 3 6 , /?, =13, р г = 1 2 ,

(/,„ = 7.4, (/„ = 0.4, rf20 = 7.2, d2[ = 0.4,

6 3

8 17
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П35.21. При подкормке посева необходимо внести в расчете на один гектар почвы
следующих веществ не менее: 25 ед. Вь 30 ед. В2 и 60 ед. В3- Есть возможность при-
обрести удобрения У, и У2. Цена единицы веса удобрения Ух равна 4 ден. ед., а цена
единицы веса удобрения У2 равна 8 ден. ед. Дана матрица

3 2

3 12

в которой элемент на позиции (/, к) равен количеству вещества В„ содержащемуся в
единице удобрения Ук. Требуется составить математическую модель задачи, по кото-
рой можно будет найти план закупки удобрений, обеспечивающий подкормку посева
с соблюдением указанных норм и гарантирующий минимальные денежные затраты.
Решить задачу графическим способом.

П35.22. Предприятие выпускает изделия двух видов, при изготовлении которых ис-
пользуется сырье двух типов. Запасы сырья равны 90 и 88 единиц изделия соответст-
венно. Оптовые цены на единицу изделия каждого вида равны соответственно 12 и
10. Дана матрица норм расхода сырья

13 6

8

на позиции (/, к) которой находится число, равное количеству сырья /-го типа, расхо-
дуемого на изготовление единицы изделия к-го вида. Себестоимость единицы изде-
лия первого вида при объеме выпуска*) равна 7 + 0.2*], а себестоимость единицы
изделия второго вида при объеме выпуска * 2 равна 8 + 0.2*2- Составить математиче-
скую модель, пользуясь которой можно найти план выпуска изделий, обеспечиваю-
щий предприятию наибольшую прибыль. Решить задачу графическим способом.

Задачи К35.1 -K35.i l являются соответственно продолжением задач П35.11 -
П35.20, П35.22,

K35.l-K35.ll. Изобразить целевую функцию в виде поверхности в трехмерном
пространстве; построить линии уровня этой поверхности; изобразить множество
планов в виде области на координатной плоскости.

Ответы, указания, решения
П35.21. Обозначим через *i и х2 соответственно количества весовых единиц удобре-
ний У[ и У2, которые планируется купить, а через/— затраты, связанные с приобре-
тением удобрений. Тогда целевую функцию / в принятых обозначениях и с учетом
цен на удобрения можно записать в виде

где 4*1 — стоимость xt весовых единиц удобрения Уь 8* 2— стоимость х2 весовых
единиц удобрения У2.
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План (х,,х2) закупки удобрений должен удовлетворять упомянутым в задаче ограни-
чениям на содержание в них химических веществ Вь В2 и В3. Например, вещества В\
в х, единицах удобрения У, будет присутствовать 5х( единиц, вещества В, в
х2 единицах удобрения У2 будет присутствовать 1-х? единиц, так что общее количест-
во составит 5х, + х2 единиц. По условию задачи эта сумма должна быть не меньше 25,
что можно выразить неравенством

5.v,+.v2 >25 (35.1)

Проводя аналогичные рассуждения в отношении веществ В2 и Въ, получим еще два
неравенства, которым должны удовлетворять переменные Х\ их2:

Зх( + 2х2 >30

Зх, +\2х2 >60 * 5 ' ~ '

По смыслу задачи переменные х, и х2 не могут выражаться отрицательными числами,
т. е.

л->0,х 2 >0 (35.3)

В итоге имеем следующую математическую модель задачи:

/ = 4л", + 8л\ -^ min

5x, + лг, > 25

Зх,+2д\ >30
X

Зх,+12х2 >60

х, >0,х ? >0

Целевая функция z = 4xi+ 8x2 определяет в трехмерном пространстве плоскость. По-
этому линиями уровня функции / будут параллельные прямые, перпендикулярные
градиенту grad/= (4, 2), который указывает направление наискорейшего роста функ-
ции/

Изобразим на координатной плоскости Х|0х2 множество планов Сданной задачи. Из-
вестно, что точки, координаты которых удовлетворяют нестрогому линейному нера-
венству, располагаются по одну сторону от граничной прямой и на самой прямой,
т. е. занимают одну из полуплоскостей, порождаемых этой граничной прямой. Урав-
нение граничной прямой получается приравниванием левой и правой частей данного
неравенства. Так, на основании неравенства (35.1) получаем уравнение

5х,+х2 =25 (35.4)

граничной прямой, соответствующей этому неравенству. Переписав его в виде

5 25

замечаем, что прямая (35.4) отсекает на оси Ох, отрезок в 5 ед., а на оси Ох? - в 25 ед.
Неравенство (35.1) определяет полуплоскость, которой точка (0,0) не принадлежит,
поскольку ее координаты не удовлетворяют этому неравенству: 5 • 0 + 1 • 0 < 25.
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Аналогичным образом устанавливаются полуплоскости, порождаемые граничными
прямыми

Зх, + 2х2 = 30

Зх, +12х, = 60
(35.5)

и соответствующие неравенствам (35.2).

Учитывая, что неравенства (35.3) определяют первую четверть координатной плос-
кости Х|0х2, находим множество планов X как общую часть (пересечение) всех уста-
новленных полуплоскостей. В нашем случае это неограниченная многоугольная об-
ласть с вершинами А, В, С и D (рис. 35.7).

Остается в этой области найти точку, координаты которой доставляют минимум це-
левой функции.

25

20 -

15

10 -

5 -

3

-2

-grad f

10 15 20

-4

Рис. 35.7. Множество планов X

Из рис. 35.7 видно, что линия уровня, соответствующая минимально возможному
значению функции/на множестве планов X, должна проходить через точку С, так
как это последняя (крайняя) точка области X в направлении антиградиента -grad/
Координаты точки С находятся в результате решения системы уравнений (35.5), за-
дающих граничные прямые ВС и CD: С = (8, 3)./(С) = 56.
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Итак, по оптимальному плану приобретать следует 8 вес. Ед. удобрения У, и 3 вес.
ед. У2 (в расчете на 1 га посева). При этом затраты будут минимальными и составят
56 ден. ед.

П35.22. Целевая функция данной задачи имеет следующий вид:

f(X],x2)=(\2-{l + 0.2x]))x{ +(10-(8 + 0.2*2))х2

Упростив ее, получим искомую математическую модель с учетом ограничений на
запасы сырья:

/ = 5х, - 0.2.\f + 2х2 - 0.2.v2

2 ~> max

[ <90
<88 .

Целевая функция определяет в трехмерном пространстве параболоид вращения.
В пересечении этого параболоида с плоскостями, параллельными координатной
плоскости Х]0х2, будут окружности с центрами на оси параболоида. Каждой такой
окружности отвечает определенное значение функции / Поэтому линиями уровня
функции/будут концентрические окружности с общим центром в точке Р, являю-
щейся проекцией оси параболоида на плоскость *|0х2. Чтобы найти координаты точ-
ки Р и радиусы этих окружностей, преобразуем целевую функцию/ выделив в ней
полные квадраты относительно переменных Х) и х2:

- 5 / = -25х, + х,2 - 10*2 + х\,

(JC, -12.5)2 +{x2 - 5 ) 2 =181.25-5/.

Итак, координаты точки Р равны (12.5, 5), а радиусы г окружностей вычисляются по

формуле г = ^181.25-5/ .

Множество планов X данной задачи определяет на координатной плоскости х$х2 мно-
гоугольник ОАВС, изображенный на рис. 35.8. На этом же рисунке изображены линии
уровня, отвечающие следующим значениям функции//= 10, /= 20, / = 30, / " 3 5 .

Как видно из рис. 35.8, координаты точки М из области ОАВС, через которую прохо-
дит линия уровня, отвечающая максимальному значению функции / находятся из
системы уравнений

JC, + 6х2 = 90

" 1 3
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ю

20

35

Рис. 35.8. Множество планов и линии уровня функции f

где уравнение 1 Зл, + 6х2 = 90 задает граничную прямую ВС, а уравнение

х2 -5 = — (*| -12.5) задает прямую РЛ/, проходящую через точку М перпендику-
лярно прямой ВС (угловой коэффициент этой прямой равен -1 Ik, где к- угловой
коэффициент граничной прямой ВС, равный -13 / 6). Решив данную систему, найдем
точку Л/= (6, 2) и значение целевой функцииДЛ/) = 26 в этой точке. Итак, для полу-
чения предприятием максимальной прибыли, составляющей 26 ден. ед., следует вы-
пустить 6 изделий первого вида и 2 изделия второго вида.

K35.ll. Вначале отметим, что задача П35.22 может быть легко решена с помощью
Mathcad следующим образом:

f ( x , y ) := 5 - х - 0 . 2 - х 2 + 2 - у - 0 . 2 - у 2

х : = 0 у : = 0

Given
х > 0

M:=maximize{f, к, у)

13-х+б-у ^ 90

'б

х+11-у <

М=

Теперь вернемся к задаче K35.l l , алгоритм решения которой с помощью Mathcad
следующий.

1. Задать целевую функцию:

£{х, у) : = 5 - х - 0 . 2 - х 2 + 2 - у - 0 . 2 - у 2
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2. Построить поверхность z = f(x, у) . Дня этого вызвать шаблон трехмерного
графика и на месте метки ввести идентификатор функции f. Для получения
необходимого изображения произвести настройку параметров рисунка: на вкладке
General (Общие) диалогового окна 3D Plot Format (Формат 3-мерного графика) в
группе Display As (Отобразить как) выбрать опцию Surface Plot (График поверх-
ности); на вкладке Appearance (Появление) выбрать опции Fill Surface (Заполнить
поверхность), Wireframe (Сетка), Colormap (Цветовая карта) (в группе Fill Op-
tions) и Solid Color (Непрерывный цвет) (в группе Line Options); на вкладке Spe-
cial включить опции Fill (Заполнить), AutoContour (Автоконтур), Draw Lines
(Провести линии); на вкладке Advanced (Дополнительно) в раскрывающемся
списке Choose Colormap выбрать Blues; на вкладке QuickPlot Data (Параметры
графика) в полях s t a r t установить -200, в полях end установить 200; на вкладках
X-Axis, Y-Axis, Z-Axis (Оси OX, OY, OZ) включить опции Show Numbers (Пока-
зать цифры), Auto Grid (Автосетка), Draw Lines (Провести линии), Auto Scale
(АвтоШкала) и отключить опцию Draw Ticks (Провести метки). Закрыть
диалоговое окно 3D Plot Format. Удерживая левую кнопку мыши, вращать график,
добившись его положения, показанного на рис. 35.9.

Рис. 3 5 . 9 . Пример построения поверхности в Mathcad

Построить линии уровня поверхности z = fix, у). Для этого ввести шаблон
трехмерного графика и на месте метки ввести идентификатор/ Для получения
необходимого изображения произвести настройку параметров рисунка: на
вкладке General в группе Display As выбрать опцию Contour Plot (Контурный
график); на вкладке Аррегапсе выбрать опции No Fill (He заполнять), Contour
Lines, Solid Color (Непрерывный цвет); на вкладке QuickPlot Data в полях
s t a r t установить -5, в полях end установить 20; на вкладке Special включить
опции Auto Contour, Draw Lines, Numbered (Нумерация); на вкладках Axes для
координат X и Y включить опции Auto Scale, Show Numbers и отключить опции
Auto Grid, Draw Lines, а в поле Number установить 8 на вкладке X-Axes и 10 —
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на вкладке Y-Axes; на вкладке Z-Axes отключить опцию Show Numbers. Закрыть
диалоговое окно 3D Plot Format. Нажать клавишу <Enter>, после чего получится
изображение, показанное на рис. 35,10.

5 -2 5 0 l.t S 7.5 10 13 5 13 17.J 30

Рис. 35.10. Пример построения линий уровня в Mathcad

4. Задать число планов /V, которые будут изображены в виде точек на координатной
плоскости, а также диапазоны [xI7,in; xailX] , [угЛп; y n a x L в которых могут
изменяться числа ( координаты точек), генерируемые функцией rnd:

N := 10 000 xmax :* 10 xmin := 0 ушах := 10
ymin := 0

Сформировать матрицу Р размера №2, /-я строка которой будет содержать
генерируемые функцией rnd координаты (х, у) (1 + 1)-й точки,

'1 Зх + 6у < 90
удовлетворяющие системе неравенств $х + \\у< 88

Р: =

for ieO..W-l

x <— rnd(xmax~xmin) + xmin

у <- rnd (ymax-ymin) + ymin

w h i l e 0 = ( 8 - x + l l - y < 8 8 ) • ( ! 3 - х + 6 - y < 9 0 )

x <r- md(xmax - xmi n)+ xmin

у *— rnd (ymax-ymin) + ymin

• x

У
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Отметим, что знак = в операторе while вводится с подпанели Логические

(Boolean).

5. Изобразить множество планов на координатной плоскости. Для этого ввести
шаблон декартового графика клавишей <@>. В рамке под осью абсцисс на месте
метки ввести вектор Р<0>, а на месте метки слева от оси ординат ввести вектор
р" 1 ' . Ниже оси абсцисс ввести границы хтш и х1ШХ изменения координаты х, а
слева от оси ординат ввести границы ywin и ут1Х изменения координаты у. После
нажатия клавиши <Enter> получится искомое изображение, как это показано на
рис. 35.11.

10

О 2 4 б 8 Ш

0 р<°> 10

Рис. 35.11. Множество планов на координатной плоскости
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Глава 36 ш г«г-=.£,*

find c

Экономический смысл
определенного интеграла

Почти все экономические приложения определенного интеграла основаны на сле-
дующей идее, которую мы обоснуем в самом общем виде, чтобы затем автоматиче-
ски применять в конкретных экономических задачах.

Предположим, что "нечто" накапливается с течением времени. Обозначим через
V[x, у] количество "нечто", накопленное за промежуток времени [х,у]. Предположим,
что функция V обладает свойством аддитивности: для любых отрезков [x,z] и [z, у]
верно К^.у] = У[х, z] + ^Т^х!- Покажем, как может быть вычислено значение V\a, b],
если известна непрерывная функция s(t), выражающая мгновенную скорость накоп-
ления "нечто", т. е. значение s(i) равно приросту "нечто" за единицу времени в мо-

b — а
мент времени /. Разобьем отрезок [а, Ь] на п равных отрезков длины Д/ = точ-

п

ками Й = Х0 <х, <...< хл_{ <хп =Ь . На каждом частичном отрезке [**. ихк] в силу
теоремы 15.2 функция s достигает свои наименьшее пц и наибольшее Мк значения.
Тогда для любого к верно

ш • At ^ V \х 1 х й М • At

откуда

Но суммы 'T\mkAt и \MkAt являются соответственно нижней и верхней суммами

Дарбу функции s(t). Из математического анализа известно, что их предел при At —> О

равен интегралу [,У(/)Й& . Кроме того, если все члены сходящейся последовательности

чисел \хп] не более (не менее) некоторого числа 6, то и ее предел не более (не ме-

нее) этого числа. Отсюда, с учетом (36.1), имеем:

h и п Ь

\s{t)dt= lim \mkAt < v\a, b]< lim ; М 4 Д / = \s(t)dt,
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ь
т.е. v[a,b] = fs(t)dt.

и

Пример
Суммарной дисконтированной стоимостью V[T] денежного потока со скоростью
/(О за период времени [О, Т] называется величина, равная капиталу, положен-
ному в банк под банковский процент, который обеспечит денежный поток в раз-
мере /(0 для любого времени te [0, 7]. По формуле непрерывных процентов

i(t) = е'"" • s(t), где s(t) — величина капитала, который к моменту времени t вы-

растет до величины i(t) при г процентах годовых. Поэтому s{t)=i(t)-em есть
Г -«

"мгновенная дисконтированная стоимость". Отсюда У[Т] = ji(t)-emdt.

Задачи
для самостоятельного решения
Т36.1. Вывести формулу расхода электроэнергии в сутки, если дана мощность по-
требления электроэнергии <?(/) в момент времени t.

Т36.2. Доказать, что площадь криволинейной трапеции, ограниченной графиком не-
отрицательной функции y=J(x), отрезком [а, Ь] и прямыми х - а, х = Ьу равна

]f(x)dx.

Т36.3. Рассмотрим ситуацию, когда денежный поток не прекращается никогда, на-
пример, в случае эксплуатации земельного участка. Чему равна дисконтированная
стоимость земельного участка, если г— процентная годовая ставка банка, /(/)- за-
данная скорость денежного потока.

Ответы, указания, решения
24

Т36.1. Ответ: \q(t)dt.

Т36.2. Указание. "Мгновенное количество добавляемого нечто" в момент времени
х~ это отрезок [0,Хх)], где хе[а,Ь]. Поэтому площадь криволинейной трапеции
можно интерпретировать как "количество плоскости", проходимой (заметаемой) от-
резком [О,/С*)] переменной длины/(л), когда х пробегает весь отрезок [д, Ь].

Т36.3. Ответ: fi(t)e™di.



Глава 37

Статические
модели управления
запасами без дефицита

Запасы создаются по различным причинам. Одна из них состоит в том, что если в
некоторый момент производства потребуется какой-то вид деталей, который постав-
ляется другим предприятием, а он отсутствует на складе, то процесс производства
может остановиться. Поэтому на складе всегда должно быть некоторое количество
деталей данного вида. Однако, если запасы увеличить, то возрастает стоимость их
хранения. Задача управления запасами состоит в выборе для предприятия целесооб-
разной стратегии приобретения и хранения деталей.

Модели управления запасами весьма разнообразны, так как зависят от характера
поставок товара и спроса на него, издержек и условий хранения запаса, а также
критерия оптимальности. В данной главе рассматриваются статические модели без
дефицита. В таких моделях спрос полностью удовлетворяется запасаемым товаром,
а пополнение товара происходит в детерминированные дискретные моменты вре-
мени партиями одинакового объема п. Известны издержки С/ хранения единицы
товара в единицу времени, общее потребление Q товара за весь рассматриваемый
временной период Т, а также интенсивность />(/) расхода запаса в момент времени t
(b(t) может быть произвольным многочленом). Затраты на доставку g(n) линейно
зависят от объема поставляемой партии п: g(n) = с? + с^п. Критерий оптимальности
заключается в определении такого объема п поставляемых партий товара, при ко-
тором общие затраты на создание и хранение за весь период будут минимальными.
Графически количество хранимого товара можно представить, как показано на
рис. 37.1.

i

Из смысла определенного интеграла, описанного в гл. 36, следует, что |/?(л:)а& — это
и

объем израсходованного товара за время /. Отсюда y{t)= n-\b\x)dx —объем товара,
о

хранящегося на складе в момент времени л Поэтому мгновенные издержки в момент
времени / составят Civ(0> a время и, за которое произойдет полное исчерпание запаса,
определится из уравнения y(t) = 0.
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Рис. 3 7 . 1 . Графическая иллюстрация модели
управления запасами без дефицита

Итак, издержки хранения одной партии товара объема п составят (см.

гл. 36). Если учесть, что число таких партий равно Q/n, то общие издержки за весь
период Гсоставят

Поэтому оптимальным будет такой объем п поставляемых партий товара, при кото-
ром функция С(п) принимает наименьшее значение.

В многопродуктовых моделях управления запасами возможны дополнительные огра-
ничения, например, на площадь складских помещений. Пусть имеется m видов про-
дукции, для хранения которых отводится общая площадь S складских помещений.
Условимся, что параметры сх„ c2l, cv, nh Q,, u, относятся к продукции /-го вида и соот-
ветствуют по смыслу параметрам ch с2, c3, n, Q, и. Предположим, что продукция ка-
ждого вида расходуется равномерно. Это означает, что интенсивность расхода про-

i

дукции /-го вида равна Q,/T, а у (t, / ) = « , - — < & — объем продукции /-го вида,

(1
хранящегося на складе в момент времени /. Отсюда по аналогии с одно продуктовой
задачей заключаем, что общие издержки составят

(и
/J? ^\ J

Задача теперь состоит в том, чтобы определить с учетом отводимой площади Атакой

вектор [П],..., nm) объемов поставляемых партий товаров, при котором общие из-

держки С(п) будут минимальными.
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Компьютерный раздел
Для символьных вычислений (то есть построения аналитических выражений) ис-
пользуется подпанель Символика (Symbolic), показанная на рис. 37.2, которая вызы-

вается щелчком на кнопке | *"1\ панели Математика (Math). Полпанель Символика
(Symbolic) содержит 24 кнопки. Кнопка \^±\ вызывает шаблон ||-ч>| знака
символьного вычисления. На месте метки вводится выражение, которое необходимо
вычислить (или представить) в символьном виде. Можно также сначала ввести вы-
ражение, а затем, выделив его синим курсором, с помощью подпанели Символика
(Symbolic) ввести символ [^\ вычисления в символьном виде. Предположим,
например, что надо в символьном виде вычислить неопределенный интеграл. Для

этого щелчком по кнопке Л подпанели Исчисление (Calculus) вызовите шаблон

i d i вычисления неопределенного интеграла. На месте левой метки этого шаблона

введите подинтегральное выражение х", па месте правой - переменную
интегрирования х. С помощью кнопки \^\ (это же можно сделать комбинацией

клавиш <Ctrf> + <.>) введите знак символьного вычисления:

клавиши <Enter> на экране получите

. После нажатия

1 4
- х
4

Символика

assume

expand

fourier

invztrans

s o l v e

c o e f f s

l a p l a c e

M o d i f i e r s f l o a t c o m p l e x

s i m p l i f y s u b s t i t u t e f a c t o r

c o l l e c t j s e r i e s p a r f r a c

z t r a n s i n v f o u r i e r i n v l a p l a c e

Рис. 3 7 . 2 . Подпанель Символика

Зачастую результат символьного вычисления, однажды уже полученный в некотором
документе Mathcad, приходится неоднократно использовать в том же документе.
В подобных случаях целесообразно поступать следующим образом. Пусть некоторое
выражение Е, зависящее от п переменных (параметров) x i , х2, ... , хп, необходи-
мо вычислить в символьном виде. В нужном месте рабочего листа введите иденти-
фикатор функции л переменных, например, ffxl, x2, ... , хл). Затем введите знак
присваивания := клавишей <:> и справа от этого знака— выражение Е. Выделите это
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выражение синим курсором и введите знак —> символьного вычисления. После
нажатия клавиши <Enter>, справа от знака -» появится искомое представление,
которое можно будет использовать в дальнейших вычислениях посредством вы-
зова функции f (x l , х2, ..., хп) . Рассмотрим пример символьного вычисления

определенного интеграла |х"а&. В нужном месте рабочего листа введите идентифика-

тор функции f{a, Ь, л) трех переменных а, £>, л; затем знак присваивания <:=>

и далее шаблон

вызывается кнопкойи N.

для вычисления определенных интегралов (этот шаблон

подпанели Исчисление (Calculus). На месте соответствую-
щих меток введите пределы интегрирования а и ь, подынтегральную функцию кп и
переменную интегрирования к. Выделив курсором ввода выражение справа от знака
присваивания :=, введите знак символьного вычисления —». После нажатия клавиши
<Enter> на экране получится следующее выражение:

f(a,b,n) := fxndx —» Ъ" b

(п + 1) (л + 1)

Это выражение можно упростить, если перед вводом знака -», выделив синим курсо-

ром интеграл, щелчком кнопкой
ключевое слово simplify.

simplify подпанели Символика (Symbolic) ввести

D

f{a,b,n) := \xndx simplify •
b{

(л + 1)

Теперь можно вычислять значения этого интеграла при любых а, Ь, л, не прибегая
каждый раз к повторному интегрированию. Так, например, если а и b равны 3 и 7, а
л пробегает все значения от 4 до 7 с шагом 0.5, то

а:=3 Ь:=1 л := 4,4 . 5 . . 7

f(a,b,n) =

3312.8

. 4 1

1 9 4 8 6 .667

4 7 6 9 3 . 4 3 6

1 1 7 3 3 6 . 5 7 1

2 9 0 0 1 3 . 5 9 "

719780

Важное замечание: если некоторой переменной а уже было присвоено некоторое чи-
словое значение, но впоследствии эта переменная должна участвовать в роли пара-
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метра в символьных вычислениях, то необходимо переопределить эту переменную
следующим образом: а\= а. Следующие два примера демонстрируют принципиаль-
ность этого замечания.

Пример 1

а := 0 л := 4

fx'^dx simplify —>—•£>'J 5

Пример 2

а :* 0 л := 4

л := л а := а
о

\xndx simplify-
(л + 1)

Кнопка I solve | подпанели Символика (Symbolic) вызывает шаблон i solve, j -» для
символьного решения уравнения (или системы уравнений), приведенного к виду с
нулевой правой частью; при этом левая часть уравнения вводится на месте левой
метки, а на месте правой метки вводится переменная, относительно которой это
уравнение должно быть разрешено. Например, если требуется решить уравнение
х2 + у2 + z~ - 1 относительно 2 и в дальнейшем использовать символьный вид это-
го решения, то вначале следует ввести идентификатор функции f (x, у) двух
переменных х, у и знак присваивания :=; после этого кнопкой | solve | вызвать

шаблон | i solve,j ->}; на месте левой метки шаблона ввести выражение

х2 + у2 + z2 - 1, на месте правой — z. После нажатия клавиши <Enter> на экра-

не получится следующее:

(-хг-у2+1У
_f(x,y):=x + y ' + 2 ' - l solve, z >

Теперь можно вычислять значения переменной z при различных значениях перемен-
ных х и у. Например, если х = у = 0.5, то

fO.707 ^
f(0.5,0.5) =

(-0.101)

В случае символьных вычислений до завершения редактирования вводимых фор-
мул и выражений на рабочем листе рекомендуется отключать опцию Автомати-
ческие вычисления (Automatic Calculation) в меню Математика (Math), по-
скольку возможны зацикливания вычисляемых процедур при неправильном
вводе.
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Задачи
для самостоятельного решения

Общая формулировка задач К37.1 —К37.13
в буквенных обозначениях
Спрос на телевизоры «Горизонт» в городе Л' составляет Q штук в год. Затраты на
доставку каждой партии товара постоянны и равны С1 ден. ед. Затраты на хранение
одного телевизора составляют С\ ден. ед. в день. Найти оптимальный размер постав-
ляемой партии телевизоров и оптимальный интервал между поставками. Спрос на
телевизоры равномерен и непрерывен.

К37.1. Дано: 2 = 2000, С1 = 0.01, С1 = 20 000.

К37.2. Дано: Q = 1300, С\ =0.04, С1= 10 000.

К37.3.Дано:£ = 1000, С\ =0.02, С2 = 15 000.

К37.4. Дано: Q= 1200, Cl=0.03, C2 = 24 000.

К37.5. Дано: Q = 900, С\ = 0.06, С2 - 12 000.

К37.6. Дано: Q= 1400, С1 =0.01, С2 = 13 000.

К37.7. Дано: Q= 1700, С\ = 0.03, С2 = 9000.

К37.8. Дано: Q= 1000, С1 = 0.05, С1= 16 000.

К37.9.Дано: 0=1600, С1=0.04, С1= 10 000.

К37.10. Дано: 2 = 2500, С1 =0.07, С1 = 9000.

K37.ll. Потребность сборочного предприятия в деталях некоторого типа составляет
120 000 деталей в год, причем эти детали расходуются равномерно в процессе произ-
водства. Детали могут поставляться партиями одинакового объема? и их дефицит
недопустим. Хранение одной детали на складе обходится в 0.35 ден. ед. в сутки, а
поставка одной партии деталей стоит 10 000 ден. ед. Определить оптимальный объем
поставляемой партии и оптимальный интервал между поставками. Определить так-
же, на сколько процентов увеличатся затраты на создание и хранение запаса по срав-
нению с минимальными затратами при увеличении объема партии на 1000 деталей.

К37.12. Решить предыдущую задачу при дополнительных условиях: интенсивность
расхода деталей линейно зависит от времени t и равна 11 12 + 5; затраты на поставку
одной партии деталей линейно зависят от объема партии п и равны 100 + 10/7 ден. ед.

К37.13. Восемь различных видов продукции хранятся на складе с целью непрерывно-
го использования в технологическом процессе. Продукция каждого вида расходуется
равномерно. Дефицит не допускается, и запас должен мгновенно пополняться после
поступления заказа. Для каждого вида продукции имеются следующие данные об
условиях хранения и спроса (в порядке нумерации видов продукции): для хранения
единицы продукции необходимы площади складских помещений соответственно в
размерах 10, 5, 7, 5, 8, 8, 3, 9 кв. м.; затраты на оформление заказов на партию про-
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дукции составляют соответственно 100, 50, 90, 20, 20. 25, 40, 40 ден. ед.; затраты на
хранение единицы продукции равны соответственно 0.1, 0.2, 0.2, 0.1, 0.3, 0.3, 0.1,
0.15 ден. ед.; месячная потребность завода в продукции равна соответственно 300,
100, 150, 300, 500, 360, 300, 120 единиц. Найти оптимальные партии заказов для
восьми видов продукции, если общая площадь складских помещений составляет
200 кв. м.

Ответы, указания, решения
Общий алгоритм решения задач K37.I— К37.13 с помощью Mathcad.

Ввести исходные данные: общий объем Q потребляемого товара и общее время г, за

которое это потребление происходит; издержки хранения c l единицы товара в еди-

ницу времени, коэффициенты с2 и сЗ функции затрат g{n) на доставку одной пар-

тии товара объема л; начальное значение (некоторое положительное число) для ис-

комого объема л поставляемых партий товара. Переопределить переменную л для

символьных вычислений: л : = л. Ввести интенсивность Ь{:<) расхода товара и оп-

ределить время и, за которое произойдет полное исчерпание одной партии товара:

y(t):= л- fb(x)dx ь'(л) := y(t) sclve,t-*

Определить символьное выражение функции издержек С(и):

с ( л ) : = Н Jcl-y(t)dt+g(n) simplify-У

Определить искомое оптимальное значение для п:

л := minimize[C, n)

Если уравнение у (с) = 0 имеет несколько решений, то после оператора

и(л):=у(с) s o l v e , с-» необходимо добавить оператор и(л) :=u(n)r., позволяющий

выбрать положительный действительный корень, который будет содержаться в пер-

вой компоненте вектора решений и.

K37.ll. Ответы: и = 4334.36, 2.1625%.

К37.12. Ответ:/? = 56.475.

К37.13. Алгоритм решения задачи с иомошью Mathcad следующий. Ввести исходные

данные: общую площадь s складских помещений, вектор s, допустимых площадей

для хранения единицы продукции каждого вида, а также величины е, cl, с2 (в век-

торной форме) и т. Задать начальные значения для вектора л:

m:=rows(Q) i:=0\ m-l л ± :=Ю.

Переопределить переменные Q, cl, c2, л для символьных вычислений:

Q := Q cl := cl с2 := с2 л := п
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Определить периоды времени u(i) между последовательными поставками продук-

ции 1-го вида:

y(t,i);= n: - J—'-dx u(i):= y[t,i) solve, t —>

О п р е д е л и т ь с и м в о л ь н о е в ы р а ж е н и е ф у н к ц и и и з д е р ж е к С(п):

\ Q

с(п)'-='Т.—\ fcl, •y(t,i)dt + c2i simplify-*

Определить искомый вектор п оптимальных объемов поставляемых партий продук-
ции:

Given n-Sq<S л>0 л := minimi ze{C, л)

О т в е т : п = ( 5 7 . 7 , 2 9 . 1 , 4 0 . 4 , 3 5 . 3 , 2 9 . 7 , 2 8 . 4 , 4 9 . 8 , 2 2 . 7 ) .



Глава 38

Статические модели
управления запасами
с дефицитом

В моделях управления запасами, в которых допускается наличие дефицита, при от-
сутствии запасаемого товара спрос сохраняется, а потребление отсутствует. В ре-
зультате этого к моменту поступления новой партии товара объема п образуется де-
фицит п - s, накопившийся с момента поступления предыдущей партии.
Необходимость дефицита приводит к тому, что максимальный уровень запаса товара,
существующий в момент поступления новой партии, меньше объема партии п на ве-
личину дефицита n-s и равен n-(n~s) = $. Графически данную модель можно
представить в виде, изображенном на рис. 38.1.

Рис. 3 8 . 1 . Графическая иллюстрация модели управления
запасами с дефицитом

Задача состоит в том, чтобы определить такой объем п поступающей партии и такой
максимальный уровень запаса s в момент поступления, при которых общие издержки
были бы минимальными.

Все параметры, определенные в гл. 37, сохраняют свой смысл и для моделей, рас-
сматриваемых в данной главе. Помимо этого должны быть заданы интенсивность r(l)
накопления дефицита в момент времени t и штрафные издержки с4 дефицита едини-
цы товара в единицу времени.
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По аналогии с главой 37 устанавливаем, что мгновенные издержки хранения в мо-
<

мент времени / равны Cti'<A где y(l)=s -\b(x)d\, а время и, за которое происходит

полное исчерпание запаса, определяется из уравнения y{t) = 0. Поскольку интеграл

w\t)=\r{x)dx равен дефициту товара на момент времени /, то c4w(/) — это мгновен-
ные штрафные издержки дефицита в этот момент, а время v, за которое происходит
накопление дефицита до величины n-s, определяется из уравнения w(i)~n~s. Та-
ким образом, издержки хранения и дефицита между двумя последовательными по-
ставками партий товара, составят

о о
а общие издержки за весь период 7"будут описываться функцией двух переменных

_ С»

л
Ciy(t)dt+ \c2w(t)dt + g(n)

Задачи
для самостоятельного решения

Общая формулировка задач К38.1—К38.12
в буквенных обозначениях
Потребность сборочного предприятия в деталях некоторого типа составляет Q деталей
в год. Детали могут поставляться партиями одинакового объема. Хранение одной дета-
ли на складе стоит с\ ден. ед. в сутки, поставка одной партии обходится в с2 ден. ед.
Спрос на детали сохраняется и после исчерпания запаса на складе, причем интенсив-
ность накопления дефицита постоянна и равна интенсивности расхода поставляемых
партий деталей. Отсутствие на сборке одной детали приносит в сутки убытки в размере
сЛ ден. ед. Найти оптимальный объем поставляемой партии и оптимальный уровень
запаса в момент поставки, минимизирующие общие издержки.

К38.1. Дано: Q= 120000, с\ -0.35, с2=10000, с4 = 3.5.

К38.2. Дано: Q= 125000, cl = 0.4, с2 - 8000, с4 = 3.1.

К38.3. Дано: Q= 110000, cl =0.3, с2 = 12000, с.4 = 3.8.

К38.4. Дано: 0= 115000, c l=0.31, с2= 11000, с4 = ЗЛ.

К38.5. Дано: Q=U 7000, с\ = 0.36, cl = 14000, с4 - 3.2.

К38.6. Дано: Q = 121000, cl =0.38. с2 = 9000, с4 = 3.3.

К38.7. Дано: Q - 112000, с\ - 0.32, с2 = I 1000, с4 = 3.5.

К38.8. Дано: £> = 120000, с] =0.31, с2 = 10000, с4-3.2.
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К38.9. Дано: Q= 115 000, cl=0.34, с2 = 9000, с4 = 3.3.

К38.10. Дано: Q = 120 000, с\ = 0.37, с2 '-= 13 000. с4 = 3.4.

К38.11. Решить задачу К38.1 при следующих дополнительных условиях: интенсив-
ность расхода деталей квадратично зависит от времени / и равна г/12; интенсив-
ность накопления дефицита линейно зависит от времени / и равна 5/.

К38.12. Спрос на телефоны в городе N составляет 150 аппаратов в месяц. Затраты на
доставку каждой партии товара на склад линейно зависят от объема партии п и равны
1000 + 10и ден. ед. Затраты на хранение одного телефона в день составляют
35 ден. ед. Спрос на телефоны сохраняется и после исчерпания их на складе, причем
интенсивность этого спроса постоянна и равна интенсивности расхода поставляемой
партии. Дефицит одного телефона приносит убытки в размере 250 ден. ед. в день.
Найти оптимальный объем поставляемой партии и оптимальный уровень запаса в
момент поставки, минимизирующие общие издержки.

Ответы, указания, решения
Общий алгоритм решения задач К38.1 - К38.12 с помощью Mathcad.

Ввести исходные данные: общий объем Q потребляемого товара и общее время т, за
которое это потребление происходит; издержки хранения c l и дефицита d единицы
товара в единицу времени, коэффициенты с2 и сЗ функции затрат у(л) на доставку
одной партии товара объема л; начальные значения для объема п поставляемых партий
и уровня запаса s в моменты поставок. Переопределить переменные п и s для сим-
вольных вычислений: л : = л s : = s. Ввести интенсивность b(x) расхода товара и
определить время и, за которое произойдет полное исчерпание одной партии товара:

у((:):= s-\b(x)dx u(s) :=y(t) solve,t -> .
о

Ввести интенсивность г ( х ) накопления дефицита и определить время г, за которое
дефицит достигнет величины л - s:

w(t):- \г(хрх v(s,n) := w[t)-\n~s) solve,t ->

Если уравнения y( t )=0 и w(t)=n-s имеют несколько решений, то необходимо до-
бавить операторы u{s):= u(s)0 и v{s, n) := v{s, л) о, позволяющие выбрать
положительные действительные корни. Определить символьное выражение функции
издержек c(s, л) :

c(s,n):=— • Jcl-y(t)dt+ jc4-w(t)dt + g(i

\ о о

Определить искомь1е оптимальные значения для п и s:

Op := m i f i i m i z e f c , s, л).
K38.11. Ответы: п = 2540, s = 2347.

К38.12. Ответы: п = 15.23, s = 7.236.



Глава 39

Простейшие
потоки событий

Потоком событий называется последовательность однородных событий, следующих
одно за другим в случайные моменты времени. Такой поток можно изобразить как
последовательность точек / ь ..., /„, ... на числовой оси, соответствующих случайным
моментам появления событий:

t

Поток событий называется стационарным, если вероятность попадания того или
иного числа событий на участок времени зависит только от длины этого участка и
не зависит от того, где именно на оси 0/ расположен этот участок. Поток событий
называется потоком без последействия, если для любых непересекающихся участ-
ков времени число событий, попадающих на один из них, не зависит от того,
сколько событий попало на другой. Поток событий называется ординарным, если
вероятности попадания на участок времени малой длины двух или более событий
пренебрежимо малы по сравнению с вероятностью попадания на этот участок од-
ного события.

Стационарность потока означает, что вероятностные характеристики этого потока не
должны меняться в зависимости от времени. Например, такая характеристика, как
интенсивность потока событий, равная математическому ожиданию числа событий в
единицу времени, должна оставаться постоянной для стационарного потока.

На практике часто встречаются потоки событий, которые стационарны только на ог-
раниченном участке времени. Например, поток вызовов, поступающих на телефон-
ную станцию в дневное время, может считаться таковым. Тот же поток в течение
целых суток уже не будет стационарным, поскольку ночью интенсивность вызовов
гораздо меньше, чем днем.

Отсутствие последействия в потоке означает, что события появляются в последова-
тельные моменты времени независимо друг от друга. Например, поток пассажиров,
входящих на станцию метро, можно считать потоком без последействия потому, что
причины, обусловившие приход отдельного пассажира именно в тот, а не другой мо-
мент, не связаны с аналогичными причинами для других пассажиров. Однако усло-
вие отсутствия последействия может быть нарушено за счет появления такой зависи-
мости. Например, поток пассажиров, покидающих станцию метро, уже не может
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считаться потоком без последействия, так как моменты выхода пассажиров, прибыв-
ших одним и тем же поездом, зависимы между собой.

Ординарность потока означает, что события в потоке приходят поодиночке, а не па-
рами, тройками и т. д. Например, поток клиентов, направляющихся в парикмахер-
скую, практически можно считать ординарным, чего нельзя сказать о потоке клиен-
тов, идущих в ЗАГС для регистрации брака.

С Определение )

Поток событий называется простейшим, если он стационарный, ординарный и
без последействия.

Простейший поток играет среди потоков событий особую роль, до некоторой степе-
ни аналогичную роли нормального закона среди других законов распределения. Со-
гласно центральной предельной теореме, при суммировании большого числа незави-
симых случайных величин, подчиненных практически любым законам
распределения, получается случайная величина, приближенно распределенная по
нормальному закону. Аналогично можно сказать, что при суммировании (взаимном
наложении) большого числа ординарных, стационарных потоков с практически лю-
бым последействием получается поток, сколь угодно близкий к простейшему. Усло-
вия, которые должны для этого соблюдаться, аналогичны условиям центральной
предельной теоремы, а именно: складываемые потоки должны оказывать на сумму
приблизительно равномерно малое влияние.

Сформулируем теперь несколько важных свойств простейших потоков. Напомним,
что случайная величина X распределена по закону Пуассона с параметром а, если

in

в е р о я т н о с т ь Р(Х=т) т о г о , ч т о о н а п р и м е т з н а ч е н и е т, р а в н а — е ~ а , т = 0, 1,2, ...
т\

Через Р(В) будем обозначать вероятность события В, а через Р(В \ D) — вероятность
события В при условии, что произошло событие D.

Теорема 39.1. Пусть простейший поток событий имеет интенсивность X. Тогда
если случайная величина X выражает число событий этого потока, попадающих на
участок времени длины г, то ЛГ распределена по закону Пуассона с параметром Хт.

Доказательство теоремы дано в задаче Т39.1.

Напомним, что случайная величина X имеет показательное распределение с парамет-
ром я, если Р(Х < t) = 1 - е Л

С л е д с т в и е 39.1. Случайная величина 7\ равная промежутку времени между двумя
последовательными событиями простейшего потока с интенсивностью X, имеет по-
казательное распределение с параметром X.

Доказательство. Вероятность Р(Т> I) — это вероятность того, что на участке време-
ни длиной /, начинающегося в момент tk появления одного из событий потока, не
появится ни одного из последующих событий. Так как простейший поток не обладает
последействием, то наличие в начале участка — в точке /* — какого-то события никак
не влияет на вероятность появления тех или других событий в дальнейшем. Но в си-



306 Часть III. Модели управления запасами и системы массового обслуживания

лу теоремы 39.1 вероятность того, что на участке времени t не появится ни одного

события потока, равна ^-е~/Л = e~'J . Отсюда P(T>t) = e~Xl или Р(Т<!) = 1 - е Л

С л е д с т в и е 39.2. Для простейшего потока с интенсивностью А. вероятность попа-
дания на участок времени Д/ одного события равна >̂ Д; + о(Д/), где o(At) — беско-
нечно малая величина более высокого порядка, чем Д/.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т— случайная величина, равная промежутку времени
между двумя последовательными событиями потока. Из следствия 39.1 вытекает, что
Р(Т<А1)= 1 - е *Л'= Д/(0), где Д/(0— приращение функции fit) = I - e~Xl в точке /.
Поскольку Д/(0 = dj{t) + o(At) и dflO) = / ' (0)Д/ = XAt, то P(T<Al) = XAt + o(At). Но
ввиду ординарности потока и отсутствия последействия в нем вероятность P(T<At)
можно рассматривать как вероятность попадания на участок времени Д/ одного со-
бытия потока. Следствие доказано.

Теорема 39.2. Пусть имеется физическая система с дискретными состояниями
S,, ...,Stl, которая может переходить из состояния S, в состояние S* под воздействием
потока событий с интенсивностью Xlk, i^k, i= I, ...,«, к= 1, ...,«. Обозначим через
Pit) вероятность того, что в момент времени / система находится в состоянии S,. Тогда:

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через А, событие, заключающееся в том, что система
в момент времени / находится в состоянии S,, а через С — событие, заключающееся в
том, что система в момент времени / + Д/ находится в состоянии Sr. Поскольку
Аи А2, ..-, А„ образуют полную группу попарно несовместных событий, то по формуле
полной вероятности

Pin=2^ РШПС j A,) = 2 ^ 0 w 14)+адпс i л)
f=l ;=l

и

Вывести систему из состояния Sr может суммарный поток с интенсивностью / Хп

1ФГ

Тогда в силу следствия 39.2 имеем

Систему из состояния S, в состояние Sr может перевести поток с интенсивностью А,,..
Поэтому опять-таки по следствию 39.2, Р(С \ А,) = X,,At + o(Al). В итоге получим:

Р(С) = Pit +• ДЛ - > P(t)XirAt + P.(t)-Pr(t)Aty Xn+o(At)
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Отсюда

Переходя к пределу при At—> 0, получим искомое равенство.

Задачи
для самостоятельного решения
Т39.1. Пусть случайная величина Л'может принимать только два значения ! или О,
причем Р(Х~ 1)^р. Доказать, что математическое ожидание случайной величины X
равно р.

Т39.2. Доказать: l j m С/; '(-Г(1--У'" ^~е°
(i->« n n ml

Т39.3. Доказать теорему 39.1.

Т39.4. Пусть случайная величина Т распределена по показательному закону с пара-

метром X. Пусть стало известно, что Гуже не может принимать значения меньшие,

чем /о- Тогда случайная величина T—t0 распределена но показательному закону с тем

же параметром X.

Т39.5. Пусть случайная величина Т выражает промежуток времени между двумя по-
следовательными событиями простейшего потока, интенсивность которого равна X.
Предположим, что уже прошло некоторое фиксированное время /0 с момента послед-
него события, в течение которого новых событий не появилось. Тогда случайная ве-
личина T-t0— остаточное время до появления нового события— имеет то же рас-
пределение, что и случайная величина Т.

Ответы, указания, решения
Т39.1. Указание. Воспользоваться определением математического ожидания дис-
кретной случайной величины.

Т39.2. По определению биномиальных коэффициентов С,"'

,_ „ , .п^-о—У1

'• ( 1 - - У
п
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Остальное вытекает из следующих соотношений:

II

i- /i a\\n i- /i a \ ' ~

я-» от л II-»M /7

T39.3. Разделим отрезок времени г на п равных элементарных отрезков длины т/ п.
Назовем элементарный отрезок занятым (свободным), если на него попадает хотя бы
одно событие (не попадает ни одного события) данного простейшего потока. Ввиду
стационарности потока его интенсивность X не зависит от времени и потому матема-

тическое ожидание числа событии, попадающих на элементарный отрезок, равно —
п

(другими словами, это среднее число событий, попадающих на этот отрезок). По-
г

скольку поток ординарен, то при достаточно малой длине отрезка — можно пренеб-
п

речь возможностью попадания на элементарный отрезок более одного события. По-

этому из заддчи Т39.1 следует, что величина — при достаточно большом п будет

п
равна вероятности занятости элементарного отрезка. Ввиду отсутствия последейст-
вия попадания событий в непересекающиеся отрезки независимы. Поэтому п элемен-
тарных отрезков можно рассматривать как п независимых испытаний с двумя исхо-
дами: отрезок занят или отрезок свободен. Поскольку вероятность занятости отрезка
равна —, то по формуле Бернулли для п независимых испытаний вероятность того,

п
ровно ли m из п элементарных отрезков окажутся занятыми, равна

С ( — Г О - — ) " " " ' . Остальное теперь следует из задачи Т39.2,
п п

Т39.4. Достаточно доказать, что вероятность события "T~ta<t" при условии, что
произошло событие "Т> t0", равна 1 - е"*"'.

P(T>t0) P(T>h)

- e

T39.5. Утверждение непосредственно следует из задачи Т39.4 и следствия 39.1.



Глава 40

Замкнутые системы
массового обслуживания

В данном параграфе рассматриваются системы массового обслуживания, в ко-
торых интенсивность потока поступающих заявок зависит от состояния самих
систем.

Пусть система состоит из п каналов обслуживания и т источников заявок, т>п.
Предположим, что каждый источник порождает простейший поток заявок с интен-
сивностью ?., причем источник не может посылать следующую заявку до завершения
обслуживания своей предыдущей заявки (в этом и выражается замкнутость данной
системы). Предположим также, что каждый канал порождает простейший поток об-
служенных заявок с интенсивностью ц. Все состояния данной системы можно раз-
бить условно на три группы; SQ= "все каналы свободны", S,= "ровно / каналов занято
и поступило ровно / заявок", / = 1, ..., п, S,=- "все каналы заняты и ровно / - п заявок
находятся в очереди для обслуживания", j = п + 1, ..., т. Графически все возможные
переходы из состояния в состояние, а также интенсивности потоков событий, под
воздействием которых эти переходы возможны, можно изобразить так, как это пока-
зано на рис. 40.1. Действительно, если система находится в состоянии 5„
/= 0, 1,..., я - 1, то в состояние "/ + 1 каналов занято" она может перейти под воздей-
ствием суммарного потока заявок от т - i источников с интенсивностью (от - /)Х; из
S, в состояние " / - ] каналов занято" можно перейти под воздействием суммарного
потока обслуженных заявок, поступающего от / каналов обслуживания с интенсивно-
стью /|Л. Напомним, что / источников прекращают поставку заявок до завершения
обслуживания своих последних заявок. Если же система находится в состоянии S,,

j = n, ,.., т - 1, то в состояние S, i она может перейти под воздействием суммарного
потока заявок с интенсивностью (ш ~j)X, а в состояние Sj.\ — под воздействием сум-
марного потока обслуженных заявок с интенсивностью я|л, поступающего от п кана-
лов обслуживания.

т\ т-(И)Х (m-i)l (m-n+1)?. (m-n)l (m-j+Щ {m-j)\ >•

Рис. 4 0 . 1 . Многоканальная СМО
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Итак, пользуясь теоремой 39.2 и рис. 40.1, составим систему линейных дифференци-
альных уравнений, описывающую вероятности P,.(t) нахождения данной системы в
состоянии Sr в момент времени /, г — 0, 1, ..., ш:

j=n,...,m-\
(40.1)

Особый интерес представляют вероятности P,(t) в предельном стационарном режиме,
т. е. при t—>K>, которые называются предельными вероятностями состояний системы.

Теорема 40.1. Если из каждого состояния 50. S\, ..., Sm системы через некоторые
промежуточные состояния можно перейти в любое другое состояние, то предельные
вероятности состояний этой системы существуют.

Как видно из рис. 40.1 к данной системе применима теорема 40.1. И поскольку в пре-
дельном режиме P,(t) = 0, г = 0, 1, ..., ш, то следующая система линейных уравнений
описывает предельные вероятности состояний системы:

0 = ц/> a

0 = (ш - / + I )ХР,_

0 = (ш - 7

Р

(/ + 1 )uP, t, - ((/н -

+ miP/ti - ((ш - j)X

- + i\i)P,, / = 1,...,

7 = я,.. ., ш (40.2)

Частным случаем замкнутых систем массового обслуживания являются одноканаль-
ные системы. Графически этот случай представлен на рис. 40.2. Для получения сис-
тем дифференциальных и алгебраических уравнений, описывающих данную систему,
достаточно в (40.1) и (40.2) исключить вторые блоки уравнений (при / = I,.... п - 1) и
положить л = 1 .

т'к (m-i+1)?. (m-i)'h X

и м м м

Рис. 40.2. Одноканальная СМО

Теорема 40.2. Пусть система на рис. 40.1 находится в предельном стационарном
режиме. Тогда:

П среднее число N:ill, занятых каналов в системе будет равно:

(40.3)
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О среднее число А заявок, обслуживаемых системой в единицу времени равно

• среднее число Npox, заявок, связанных с процессом обслуживания (среднее число
поступивших заявок), равно m - А I Х\

П среднее число Noei, заявок в очереди равно Л'Я,Л,- Л'-,,,,.

(Отметим, что используемые в теореме вероятности Р„ i- I, .... ш получаются после
решения системы уравнений (40.2).)

Доказательство. Пусть X — случайная величина, равная числу занятых каналов.
Поскольку

Г/, если система находится в состоянии S,,i<n\

\п, если система находится в состоянии Sf ,j > n+ I,

то математическое ожидание случайной величины Л\ равное /V-.,,,,, вычисляется по
формуле (40.3).

Так как ц есть среднее число заявок, обслуживаемых одним каналом в единицу вре-
мени, то JVMJ,U — среднее число заявок, обслуживаемых всей системой в единицу
времени.

Величина /n-NpilU есть среднее число источников, чьи заявки поступают на обслу-
живание. Следовательно, \(m-Npo,<)— среднее число поступающих заявок в едини-
цу времени. Поэтому Х(т - Л'/)ш/) = А ввиду замкнутости системы, в которой среднее
число поступающих заявок в единицу времени равно среднему числу обслуженных
заявок в единицу времени. Итак, Nr,lU = in-A I X.

Четвертое утверждение следует из теоремы сложения математических ожиданий:
математическое ожидание суммы двух случайных величин равно сумме их матема-
тических ожиданий. Теорема доказана.

Компьютерный раздел
Встроенная функция rkfixedip, tn, te, N, F) выдает таблицу результатов ре-
шения системы обыкновенных дифференциальных уравнений методом Рунге-
Кутта четвертого порядка точности с фиксированным шагом интегрирования
te - ш

. Эта функция зависит от 5 переменных: tn, се — начало и конец промежут-

ка интегрирования системы, ы— число шагов интегрирования, р— вектор начальных

значений, F— вектор левых частей системы уравнений (с нулевой правой частью).

Результатом решения системы дифференциальных уравнений с помощью функции

rkfixed является матрица: столбец с номером 0 этой матрицы будет содержать зна-

чения независимой переменной, столбец с номером i + 1 будет содержать значения

/-й функции в соответствующих точках.
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П р и м е р ИСПОЛЬЗОВанИЯ ф у Н К Ц И И rkfixed

F(x,Y)l= sin(r, +

2-x-(YlY

/n\

1' := tn:= t e : = l

3 1

224 1.181

515 1

0 . 8

1

0 . 9 0 6 1

1.4 37 2,

0 . 0 5

404 0.254

689 0 . 7 3 6

062 1.725

2 . 1 5 5 2 .583 3.664

Клавиша <@> вызывает шаблон (рис. 40.3) для построения графиков функций одной
переменной в прямоугольных координатах. Внешняя рамка снабжена тремя марке-
рами для изменения размеров, а также служит для перемещения графика. Собствен-
но, график будет находиться внутри меньшей рамки, снизу и слева от которой нахо-
дятся две метки: нижняя — для ввода имен независимых переменных, левая — для
ввода имен соответствующих им функций. Переход от метки к метке осуществляется
клавишей <ТаЬ>.

По умолчанию диапазон изменения значений функций вдоль оси 0у определяется
автоматически, а диапазон изменения значений независимых переменных вдоль оси
Од: задается от -10 до 10. Для изменения этих диапазонов имеются специальные мет-
ки. Две такие метки для ввода границ изменения графиков вдоль оси 0х появляются
слева и справа от вводимых имен независимых переменных. Еще две метки для ввода
границ изменения графиков вдоль оси Оу появляются ниже и выше от вводимых имен
функций (рис. 40.4). С помощью одного шаблона можно строить несколько графиков
функций на одной координатной плоскости (важно только, чтобы независимые пере-
менные этих функций имели одинаковые диапазоны изменения). Для этого на месте
метки снизу от оси Ох вводятся через запятую имена переменных, а на месте метки
слева от оси Оу — имена соответствующих им функций.

Рис. 4 0 . 3 . Шаблон графика Ё
прямоугольных координатах

Рис. 4 0 . 4 . Шаблон графика с метками для
ввода диапазонов изменения
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Рассмотрим пример построения на одной координатной плоскости графиков четырех
функций, заданных различными способами: две функции у = igx и у = х2 + ] опреде-
лены на интервале [0; п / 2); функция у = I, зависящая от ранжированной переменной
t с диапазоном изменения от 0 до п /2 и с шагом изменения 0.I; и наконец, функция
заданная в табличном виде;

X

У

0

5

0.3

2

0.5

5.5

0.6

2.5

0.9 1

4

1.1

]

1.2

6

В начале рабочего листа определим эти функции следующим образом:

'5

2

5

2

3

4

1

^6

Л

.5

.5

;

'о
0 .

0 .

0 .

0 .

1

1 .

\

3

5

6

9

1

2,

f(x):=x2+l g(t):=t t := 0 , 0 . 1 . . —

Функция тангенс является встроенной функцией Mathcad и имеет вид tan(x), a 1-е
координаты векторов х и У будут совпадать с координатами i-й точки графика чет-
вертой функции, заданной табличным способом.

Для построения графиков клавишей <%> введите шаблон. На месте метки под осью
Ох введите имена независимых переменных х, fc, x; на месте появившихся меток для
ввода диапазонов изменения этих переменных введите числа 0 и п/2. На месте метки
слева от оси Оу введите имена функций tan (x), f(x), g( t), Y (через запятую); на
месте появившихся меток для ввода диапазонов изменения этих функций введите

Y) - 1 — внизу и max (У) + 1 — вверху, как это показано на рис. 40.5.

V

irtiti(Y)-t!

Рис. 4 0 . 5 . Шаблон графика с введенными параметрами

Задание и изменение внешнего вида графиков пользователем осуществляется с по-
мощью диалогового окна Formatting Currently Selected X-Y Plot, которое вызывает-
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ся двойным щелчком кнопки мыши на выделенной области графика. Это окно имеет
четыре вкладки: Оси X-Y (X-Y Axes)— для форматирования осей графиков, Следы
(Traces) — для форматирования самих графиков, Метки (Labels) — для оформления
заголовков и подписей к графикам, Умолчания (Defaults) — для применения на гра-
фиках установок по умолчанию. При активизации вкладки Следы (Traces) открыва-
ется 6 полей для выбора параметров графиков, как это показано на рис. 40.6.

Formatting Currently Selected X-Y Plot

Оси X-Y Следы * Метки : Умолчания!

Метка Легенды Симеон Пиния Цвет Тип Вес

j If асе 1
{trace 2
[trace 3
I trace 4
jt iace5
'trace Ё

none
none
nsne
dmnd
none
none

solid
dot
...
solid
solid
dot

reJ
blu
bin
blk
cya
tun

lines
lines
points
lines
lines
lines

2
2
3

.-:'- -2
1
1

tiace4 l i I 1 * Zl

Скр Аргументы Скр. Легенду

Cancel Apply

Рис. 40.6. Вкладка Следы

Поле Метка Легенды (Legend Label) присваивает имя t r a c e i /-му графику, ставя
этому графику в соответствие набор параметров, содержащихся в строке t r a c e i.
Поле Символ (Symbol) задает вид каждой точки соответствующего графика. Поле
Линия (Line) задает вид линии соответствующего графика: s o l i d — сплошная,
dash — штриховая, dot — точечная, dadot — штрихпунктирная. При этом поле Ли-
ния (Line) доступно, если в поле Тип (Туре) выбран параметр l i n e s . Поле
Тип (Туре) задает один из семи типов графика: l i n e s — в виде кривой, bar — в ви-
де столбцов и т. д. Поля Цвет (Color) и Вес (Weight) задают соответственно цвет и
толщину линий.

В нижней части вкладки Следы (Traces) расположены две опции: опция Скр. Аргу-
менты (Hide Arguments) регулирует вывод слева от оси Оу фрагментов линий графи-
ков; опция Скр. Легенда (Hide Legend) регулирует вывод под графиком имен t r a c e
i соответствующих графиков.

Вкладка Оси X-Y (X-Y Axes) содержит 6 опций для каждой координаты (рис. 40.7).
Охарактеризуем наиболее используемые из них. Опция Сетка (Grid Lines) задает ото-
бражение сетки в виде прямых, параллельных осям; опция Нумерация (Numbered)
отображает координаты линий сетки. Опция АвтоСетка (Auto Grid) автоматически
определяет число прямых в сетке (если включена опция Сетка (Grid Lines)); если оп-
ция АвтоСетка (Auto Grid) отключена, то активизируются поля № Сеток (Number of
Grids) для задания количества прямых в сетке.
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Formatting Currently Selected X-Y Plot

•I
ОсьХ:

l Журнал

iv" Сетка

P Нумерация

'•/ Автойкала

' Пок. Маркеры

Г' АвтоСетк,

№ Сеток-

Стиль Осей

'•> Коробкой

i*" Пересечение

" Нет

ClcbY.
Г Журнал

!"• Сетка

•«• Нумерация

v Аетошкала

\ Пок. Маркеры

АетоСетка

N: Сеток1

,"20"

Одинаковые

ОК С ante! Help

Рис. 40.7. Вкладка Оси X-Y

После выполнения всех необходимых установок окно Осп X-Y (Formatting Currently
Selected X-Y Plot) следует закрыть, щелкнув кнопкой ОК.

Последующее нажатие клавиши <Enter> приведет к появлению графиков на экране.
В нашем случае при установках, выделенных на рис. 40.6, 40.7, это будет выглядеть
так, как показано на рис. 40.8.

.160.310.470.63 0.790.94

я,к,1,Х

~ trace 1
— trace 2
• trace 3
- trace 4

1 2 6 1 . 4 1 1 5 7

Рис. 4 0 . 8 . Вид графиков на экране Mathcad
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Задачи
для самостоятельного решения

Общая формулировка задач К40.1—К40.12
в буквенных обозначениях
п рабочих обслуживают к станков. Каждый станок останавливается в среднем 2 раза
в час. Процесс наладки одного станка занимает у рабочего в среднем 10 мин. Опре-
делить: предельные вероятности состояний данной системы; промежуток времени, в
течение которого система переходит в стационарный режим; среднее число неис-
правных станков.

К40.1. Дано:/7- 1, к = Ъ. К40.2. Дано: п = 2, к = 6.

К40.3. Дано:/7 = 3, * = 8. К40.4. Дано: л = 4, к = 10.

К40.5. Дано: п = 5, А = 12. К40.6. Дано: п=\, к = 6.

К40.7. Дано:/?-2, к = 10. К40.8. Дано: и = 3, к = 14.

К40.9. Дано: п = 4, к = 16. К40.10. Дано: п = 5, к = 20.

К40.П. Задана система "экскаватор-самосвалы". Экскаватор погружает за один
рабочий цикл 1 т грунта. Грузоподъемность самосвала равна 7 т. Число самосвалов,
обслуживающих экскаватор, равно 5. Рабочий цикл экскаватора длится 0.295 мин, а
время обращения самосвала равно 10 мин. Проанализировать поведение данной
системы массового обслуживания за первые полчаса ее функционирования. Опре-
делить промежуток времени, в течение которого система переходит в стационар-
ный режим. Определить продуктивность экскаватора, а также среднее число про-
стаивающих машин.

К40.12. Рассматривается круглосуточная работа пункта проведения профосмотра
танков подразделения, в котором 18 единиц боевой техники и 8 групп технического
осмотра танков. На осмотр и выявление дефектов каждого танка затрачивается в
среднем одной группой техосмотра 6 ч. На осмотр в среднем поступает 3 танка за
12 ч. Найти основные характеристики данной системы массового обслуживания.
Определить также максимально возможную интенсивность поступления танков на
профилактику, с тем чтобы среднее число машин в очереди не превышало 50% от
общего числа поступающих машин. Построить графики вероятностей нахождения
системы в различных состояниях в зависимости от времени /.
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Ответы, указания, решения

Общий алгоритм решения задач К40.1 —К40.12
с помощью Mathcad
Ввести исходные данные: число каналов обслуживания я, число m источников зая-
вок, интенсивности обслуживания и поступления заявок (л и X соответственно. Задать
начальные значения для вероятностей состояний: j := ! ;ш Р,:=0 Р<>:~ I- Переоп-
ределить константы для символьных вычислений (в этом случае Mathcad будет рас-
сматривать их снова как переменные, что необходимо для получения символьного
вида систем уравнений): \х : = ц X : - X Р : = р.

Сформировать вектор о[Р) правых частей систем алгебраических и дифференциаль-
ных уравнений для определения предельных вероятностей Р, И вероятностей Pr(t)
нахождения системы в состояниях S, в момент времени с соответственно:

£ > ( Р ) : =

D o <г- Р, • ц - Р, • m • Л

for i e l . . n - l i f л > 1

for j e n. .m-l

Определить предельные вероятности состояний, а также основные характеристики
предельного стационарного режима:

Given ХЛ=1 0 ( р ) = ° Рр :" find(p)
j-i

N,1)n: = YJPpi-i + n-^Pp] Л : = ЛГ„„-(1 Npost:= m - —

Задать параметры tn, te, N для решения системы дифференциальных уравнений,
описывающей вероятности нахождения системы в различных состояниях в момент
времени t: tn и t e — начало и конец промежутка интегрирования системы, N— чис-
ло шагов интегрирования. Решить систему дифференциальных уравнений:

DR't, Р) ;= D(P) S : - rkfixed(P, tn, te, N, DR).

Результат решения системы дифференциальных уравнений будет представлен в виде
матрицы s размера (W + 1) * (ш + 2). При этом столбец с номером 0 матрицы s
будет содержать значения независимой переменной t, столбец с номером i + 1 бу-
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дет содержать значения вероятности p,(t) нахождению системы в состояния s± в
моменты времени t.

Построить графики функций Pj ( t ) . Для этого ввести шаблон графика. В рамке под
осью абсцисс на месте метки ввести вектор S*"'1", а в метке слева от оси ординат вве-
сти векторы 5 ' l h l > , i = 0, 1, . . . , iv,. Ниже оси абсцисс ввести границы tn и te
изменения аргумента, а слева от оси ординат ввести соответственно значения 0 и 1
изменения функций.

Для получения необходимого изображения произвести настройку параметров рисун-
ка следующим образом: на вкладке След {Traces) выбрать для каждого / = 0, 1, ..., m
режимы:

Legend la-
bel

trace i+1

Symbol

none

Line

s o l i d

Color

(i+^}-\A цвет

Type

l i n e s

Weight

2

а на вкладке Оси X-Y (X-Y Axes) отметить флажками опции Сетка (Grid Lines), Ну-
мерация (Numbered) и задать необходимое число вертикальных и горизонтальных
линий сетки в опции № сеток (Number of grids).

К40.1. Ответы: А = 3.923, N2(ll!= 0.654, Л ^ , = 1.038, /V,,t/,= 0.385, система переходит в
стационарный режим приблизительно через 54 мин.

К40.2. Ответы: А = 8.334, N:(m= 1.389, Л ^ , = 1.832, / С = 0 . 4 4 3 , предельные вероятно-
сти равны соответственно 0.153, 0.305, 0.254, 0.17, 0.085, 0.028, 0.005. Система пере-
ходит в стационарный режим приблизительно через 1.3 ч.

K40.ll. Ответы: система переходит в стационарный режим приблизительно через
18 мин; среднее число простаивающих машин равно 0.746; экскаватор обслуживает
один самосвал в среднем в течение 2.84 минут; предельные вероятности состояний
равны соответственно 0.271, 0.281, 0.232, 0.144, 0.059, 0.013.

К40.12. Ответы: система переходит в стационарный режим приблизительно через
17 ч; среднее число машин в очереди составляет 37% от общего числа поступающих
машин; если интенсивность поступления танков на профилактику не будет превы-
шать 0.664 машин в час, то число машин в очереди не превысит 50% от общего числа
поступающих машин.



Глава 41

Открытые системы
массового обслуживания

ы•* -w

findc

В данной главе рассматриваются системы массового обслуживания, в которых ин-
тенсивность простейшего потока поступающих заявок равна "к и не зависит от со-
стояния системы. Предполагается, что система состоит из п каналов обслуживания и
каждый канал порождает простейший поток обслуженных заявок с интенсивно-
стью ц. Заявки, поступающие в момент, когда заняты все каналы, становятся в оче-
редь ожидая обслуживания. Количество мест в очереди ограничено числом к = т - п:
при наличии в очереди к заявок вновь поступающие заявки покидают систему необ-
служенными.

Все состояния данной системы можно разбить условно натри группы: S(l

= "все кана-
лы свободны", S, = "ровно / каналов занято и поступило ровно ; заявок", /'= 1, ..., w,
S,= "все каналы заняты и / - п заявок находятся в очереди", у = п + 1, ..., т. Графиче-
ски все возможные переходы из состояния в состояния, а также интенсивности пото-
ков событий, под воздействием которых эти переходы возможны, можно изобразить
так, как это показано на рис.41.1.

Рис.41.1. Многоканальная открытая СМО

Действительно, если система находится в состоянии Sr, г = О, I, ..., ш, то в состоя-
ние Sr i она может перейти под воздействием потока заявок с интенсивностью X.
Из состояния S, в состояние S, ь /'- !,...,/?, можно перейти под воздействием
суммарного потока обслуженных заявок, поступающего от / каналов, с интенсив-
ностью щ. Из состояния Sj в состояние 5, ,, / ^ п + I, ..., ш, можно перейти под
воздействием суммарного потока обслуженных заявок, поступающего от п кана-
лов, с интенсивностью п\х.
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Пользуясь теоремами 39.2, 40.1 и рис. 41.1, составим систему линейных алгебраиче-
ских уравнений, описывающую предельные вероятности состояний системы:

j = n,..., m - 1, (41.1)

Если мест в очереди не предусмотрено, то имеем частный случай открытой системы
массового обслуживания. Графически этот случай описывается на рис. 41.2. Для полу-
чения системы алгебраических уравнений, описывающей стационарный режим в этом
случае, достаточно из системы (41.1) удалить третий блок уравнений (при у = и,...,
т- 1) и положить т =п (если рассматриваемая система массового обслуживания од-
ноканальная, то из (41.1) исключается второй блок уравнений; если система однока-
напьная и без очереди, то исключается второй и третий блоки уравнений).

Рис. АЛ.2. Открытая СМО без очереди

Будем обозначать через М{Х) математическое ожидание случайной величины X.

Теорема 41.1 . Пусть система на рис. 41.1 находится в предельном стационарном
режиме. Тогда:

• вероятность Р0Т отказа заявке на обслуживание равна Р,„;
П вероятность Q принятия заявки на обслуживание равна \~Рт\
• среднее число А заявок, принимаемых системой на обслуживание в единицу

времени, равно XQ;
• среднее число Nzmi занятых каналов равно А I ц;

П среднее число N,Ki, заявок в очереди равно 2_/^H., :

• среднее время /„. ожидания заявки в очереди равно
п\х

П среднее время /ч,л нахождения заявки в системе равно /„.+ Q I и.

Доказательство. Очевидно, что заявка получает отказ только в том случае, когда все
/7 каналов и все т мест в очереди заняты, т. е. система находится в состоянии Sni. От-
сюда следуют первые три утверждения теоремы.

Среднее число заявок А, принимаемых системой на обслуживание в единицу времени
равно /V-(,,,u, поскольку N:a,,\x есть среднее число заявок, обслуженных системой в
единицу времени. Отсюда N:(I,,=A I ц.
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Пусть X— случайная величина, равная числу занятых мест в очереди. Тогда вероят-
ность события "X = Г равна Р„ .,. / = ] , . . . , m - п. Следовательно,
A U = М(Х) =\Р„п + 2 / V i +•••+ (т - п)Р,„.

Обозначим через Tw случайную величину, равную времени ожидания заявки в очере-
ди. Если заявка застанет не все каналы занятыми, то ей вообще не придется ждать.
Если заявка придет в момент, когда заняты п каналов, а очереди нет, то ей придется

ждать время, равное — (поток освобождения п каналов имеет интенсивность пр.).
П [А

Аналогично, если заявка застанет в очереди г заявок, то ей придется ждать время,

равное — . Если же вновь пришедшая заявка застанет в очереди уже п - т заявок, то
п\х

она покинет систему необслуженной. Поэтому:

)Щ 1Щ П(Л

что доказывает шестое утверждение теоремы.

Если обозначить через Tsys случайную величину, равную времени пребывания заявки
в системе, а через То— случайную величину, равную времени обслуживания заявки,
то ГуД = Г„ + 7о, откуда по свойству математического ожидания суммы случайных
величин /Ч 1= /„ + Л-/(7о). Но

_ fl/ц, если заявка принята на обслуживание,

[О, если заявка получает отказ на обслуживание.

Поэтому М(Т„) = —<2 + 0-Рт. = — , откуда ( ~t + — . Теорема доказана.

Задачи
для самостоятельного решения

Общая формулировка задач К41.1 —К41.12
в буквенных обозначениях
Имеется п телефонных линий. Вызов, пришедший в момент, когда все линии заняты,
получает отказ. Интенсивность потока вызовов в минуту равна X. Средняя продолжи-
тельность одного разговора равна t минут. Определить основные характеристики
данной системы массового обслуживания в стационарном режиме.

К41.1. Дано: » = 1Д = 0.8, t= 1.5. К41.2. Дано: п = 10Д = 0.8, /= 1.5.
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К41.3. Дано:и= 1Д = 0.6, /=1.6.

К41.5. Дано:/? = 2Д = 0.8, / = 1.5.

К41.7. Дано:я = 1Д = 0.5, /=1.8.

К41.9. Дано: п = 5 Д = 0.2, / = 2.

К41.4.Дано:я=10Д = 0.б, / = 1.6.

К41.6. Дано: и = 8 Д = 0.8, /= 1.5.

К41.8. Дано: п= 10Д = 0.5, /= 1.8.

К41.10. Дано:/?= 1Д = 0.2, 1 = 2.

K41.ll. Автозаправочная станция имеет одну заправочную колонку. Площадка при
станции допускает пребывание в очереди на заправку не более трех машин одновре-
менно. Если площадка занята, то очередная машина проезжает мимо. Поток машин,
прибывающих для заправки, имеет интенсивность 2 машины в минуту, а процесс
заправки одной машины в среднем длится 2 мин. Определить основные характери-
стики данной системы массового обслуживания.

К41.12. Решить предыдущую задачу при условии наличия на автозаправочной стан-
ции двух заправочных колонок.

Ответы, указания, решения

Общий алгоритм решения задач К41.1 —К41.12
с помощью Mathcad
Ввести исходные данные: число каналов обслуживания л; максимально допустимое
число заявок т, которое может находиться в системе; интенсивности ц обслуживания
и ?i поступления заявок. Задать начальные значения для вероятностей состояний:
j := 1;л1 . Р; := О Р.-, := 1. Переопределить константы для символьных

вычислений:^ := ц к ;= к Р : = я Сформировать вектор D(P) правых час-
тей системы алгебраических уравнений для нахождения предельных вероятностей
состояний:

D(P) : =

Dn<-Pr\i-Pa-m-A

for 1Ё1;Л-1 if л > 1

Di <— Р _, • X + P. 4 , • ( i + 1 ) • \i - P • ( i • p + A}

for j&n;m if in > n

D: <- P ., • A + P, ( , • л • p. - P ; • (л - ц + Л }

D
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Определить предельные вероятности состояний, а также основные характеристики
предельного стационарного режима:

Given D{P) = О Рр := Find(P) P ? , : = Ppm Q : = 1 - P t , , .

A := \-Q

N,,n — А/И Mcc, :-^i-Ph + l tw :=—-Yii-Pr.l.1

tgys : - tw + Q / ц

K41.12. Ответы. Вероятность того, что машина будет вынуждена проехать мимо
станции необслуженной, равна 0.512; среднее число машин, обслуживаемых станци-
ей за минуту, равно 0.976; среднее число занятых колонок равно 1.952; среднее число
машин в очереди равно 2.176; среднее время ожидания в очереди равно 1.088 мин;
среднее время пребывания машины на станции равно 2.064 мин.
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findc

Двумерные
случайные величины

Основные обозначения, используемые в данной и последующих главах: Р(А) — веро-
ятность события А; М(Х) и D(X) — математическое ожидание и дисперсия случайной

величины ^(сокращенно с.в.Х); oi = *JD(X) — среднее квадратическое отклоне-

ние. Иногда скобки в записи М(Х), D(X) будут опускаться. Множество всех точек

, \а <х <Ь
(х,у) из А/~, удовлетворяющих системе неравенств { , называется прямо-

[c<y<d
угольником и обозначается [а, Ь) х [с, d). Условимся, что если речь идет о дискрет-
ных с. в. Л" и К, то Л" и У имеют конечные множества своих значений {хь ..., хт) и
{_>Ji, ...,>'„} соответственно; при этом Р(Х = х,)~р„ i = I, ..., т, P(Y = у^) = <?ь
к - I, ..., п.
Если X и У— случайные величины, то вектор (Х,У) называется двумерной с. в. с од-
номерными составляющими X и Y. Свойства двумерной с. в. определяются не только
свойствами ее составляющих, но и зависимостями между ними.

(^Определение )

Функцией распределения двумерной с. в. (X, У) называется функция F(x, у) та-
кая, что F(x, у) = Р((Х < х) • (Y < у)) для любых х, ymAf\

Очевидно, в случае дискретной с в . (X, У) F(x,у)= V Vр1к , где р,к— вероятность

того, что случайная величина X примет значение х„ случайная величина У примет
значение у*, а суммирование берется по всем /, для которых х,<х, и по всем к, для
которых у к < у.

С в о й с т в а функции распределения F(x,y) двумерной с. в. (X, У):

1. О < F(x, у) < 1 для любой точки (х,у)еА/2.

2. F(x,y) есть неубывающая функция по каждому из аргументовх чу.

3. F(x, -QO)=F(-OD, у) = 0, F(+oo, +оо) = 1.
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4. F(x, +00) = F\(x), F(+co, у) = F2iy), где F,(.v) и F2(y) — функции распределения
одномерных составляющих X и К соответственно.

5. Вероятность попадания двумерной с. в. (X, Y) в прямоугольник
[д-|, дг2)

 х LVi, '̂2) однозначно определяется ее функцией распределения сле-
дующим образом:

P((X£[xl,Xi))-(Ye[yl,y2))) =
(42.1)

= F(.X2 ,У2 ) + F(X\ > >'l ) - F(X\ 'У 2 ) - F ( X 2 > У\ )

Доказательство свойств см. в задаче Т42.1.

С Определение )

Множеством нулевой меры в Af2 называется такое множество точек, которое
можно покрыть прямоугольниками сколь угодно малой суммарной площади.
Двумерная с. в. называется непрерывной, если ее функция распределения не-
прерывна и имеет всюду в Af2, за исключением, быть может, точек множества
нулевой меры, частные производные первого порядка и смешанные производ-
ные второго порядка. Двумерная с. в. называется дискретной, если дискретны
ее одномерные составляющие.

Двумерная дискретная с. в. полностью характеризуется матрицей Р размера m х п, в
которой на позиции (/, к) находится число р,к = Р((Х = х,)-(У = ук)). Строчные и столб-
цовые суммы элементов матрицы Р представляют соответственно вероятностные
распределения одномерных составляющих X и У. Действительно, поскольку события
(Y =ук), к= \, ..., п, образуют полную группу попарно несовместных событий, то по
теореме сложения вероятностей имеем:

Р,= Р(х = Х;) =

Аналогично,

Рассмотрим теперь среднюю плотность Фср(х, у) попадания непрерывной св.

(X, Y) в прямоугольник [х, х + Ах) х {у, у + Ду):

t л П(х^Х
<РсР О> у) = Ах • Лу

F(x + Лх, у + Ду) + F(x, у) - F(x, у + Ду) - F(x + Ах, у)

Дх • Ду

(согласно свойству 5 функции распределения F(x,y)).
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Найдем предельную плотность:

I i m « М * . у) = lin.
Д0 Av*0

Av
lim

ir~*o
= I i

Ay
= .

Определение

Плотностью (или совместной плотностью) непрерывной двумерной св. называ-
ется смешанная производная второго порядка от ее функции распределения.

Геометрически эту функцию можно интерпретировать как поверхность, поэтому
ее называют поверхностью распределения ( рис. 42.1).

Рис. 4 2 . 1 . Поверхность распределения ф(х, у)

С в о й с т в а плотности ц>(х,у) непрерывной двумерной с. в. (X, У):

1. ф (х, у) > 0 для любой точки (.т, у) из Af".

2. Вероятность попадания св. (X, Y) в область D равна

х, y)dxdy.

3. F(x, v)- f |<p(-v, y)dxdy •

<П CO
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5. ф,(.г)= ф(х, y)dy , q>2(_v)= ф(х, y)dx, где ф ](х) и <$2(у)—плотности

- д а - с о

одномерных составляющих А" и К соответственно.

Доказательство этих свойств дано в задаче Т42.3.

Компьютерный раздел
Встроенная функция if(L, А, В) зависит от трех выражений L, Л, в, причем L— ло-
гическое (булево) выражение. Результатом выполнения этой функции будет А или б, в
•зависимости от того, какое значение — истинное или ложное — соответственно при-
мет логическое выражение ь. Пусть, например, требуется определить функцию f{x),
которая равна -2х при х s о и равна arctg х при х > 0. В нужном месте рабочего
листа введите f{x) и знак присваивания := клавишей <:>. Затем с помощью команды
Функция (Function) меню Вставка (Insert) вызовите диалоговое окно Вставить
Функцию (Insert Function), изображенное на рис. 42.2. Это окно содержит два списка:
левый содержит названия групп, на которые разбиты встроенные функции Mathcad, a
правый— идентификаторы этих функций. Под списками находятся два окна, в кото-
рых дается определение выбранной функции. Для выбора функции if в левом списке
выберите строку АН (Все) и затем в правом списке — строку if (Если). Щелчок на
кнопке Вставить (Insert) приведет к появлению шаблона функции if справа от знака

присваивания: f(x) ;= if(i, i .Q . На месте первой метки этого шаблона введите логиче-

ское выражение к £ 0, на месте второй — выражение ~2х, затем синим курсором вы-
делите третью метку. Далее, в диалоговом окне Вставить Функцию (Inseit Function) в
левом списке выделите строку Trigonometric, а в правом— строку atari с иденти-
фикатором функции арктангенса. Щелчок кнопкой ОК приведет к появлению шаблона
jatan(i)j (при этом диалоговое окно исчезнет). На месте метки этого шаблона введите к.
После нажатия клавиши <Enter> функция fix) будет определена:

f (х) := if (к < 0,-2x,atan(x))

Вставить Функции

Категорий Фанк пни

Besiel
Complex Numbers
Curve Filling
Diiletenlidl Equation Solving
Expression Type
File Access
Finance
с—.-.. т, л

Return (he angle tin radians] whose cosine is z. Principal value lor
complex r.

OK I Вставить Отмене

Рис. 42.2. Диалоговое окно Вставить Функцию
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Так, если на рабочем листе теперь ввести выражение f <1), а затем знак символьного

•к
вывода —>, то справа от этого знака появится значение — как результат arctgil); в

4
то же время f{~l) ->2, что соответствует результату ( - 2 Ы - 1 ) .

Подпанель Логические (Boolean) вызывается кнопкой панели Математика

(Math). Пять первых кнопок служат для ввода знаков неравенств и знака логического
равенства, пять последних кнопок служат для ввода операторов булевой логики. Ка-
ждая из кнопок вызывает шаблон с метками, на месте которых вводятся произволь-
ные выражения— арифметические или логические, связанные знаком, изображен-
ным на соответствующей кнопке.

Рассмотрим два примера. Пусть требуется определить булеву функцию fix, у ) ,
которая принимает значения 1 или 0 в зависимости от того, равны или не равны ме-
жду собой выражения 2х и у - 1. В нужном месте рабочего листа введите иденти-
фикатор функции f{x, у ) , знак присваивания := и шаблон логического равенства
[i = i |. На месте меток введите выражения 2х и у - 1. В результате получите:

f ( x , y ) : = 2 x = у - 1

Теперь очевидно, что f(2, 5) = 1, н о л 2 , 6) = о.

Предположим, что требуется определить булеву функцию f (х, у), которая прини-
мает значения 1 или 0 в зависимости от того, удовлетворяет ли пара (х, у) по край-
ней мере одной из следующих систем уравнений и неравенств:

х> О IV + у1 =4

х + у>\[у<0

Введите идентификатор функции г (А, у ) , знак присваивания :=. Последовательные

щелчки левой кнопкой мыши кнопками | л | , ММ, [ А ] приведут к появлению справа от

знака := шаблона i A I У I A I , Введите последовательно на месте меток выражения
х > 0, у + х ^ 1, х2 + у ' = 4, у < 0. Затем, выделив правым синим уголком вы-
ражение х > 0 л у + х 2: 1, клавишей <)> возьмите его в скобки. Аналогично
поступите с выражением х/ + •/ = 4 л у < 0. В результате получится:

f(x,y):=(x >0лу + х > l)v(x2 + у1 = 4 л у < 0)

Теперь, например, f ( 0 , 1) = 0, Hof{2, 0) = l .

fbj
ДЛЯ вычисления двойных интегралов используется кнопка Ja подпанели Исчисле-

ние (Calculus): двойной щелчок этой кнопкой вызовет шаблон i d i d i на месте

меток которого вводятся пределы интегрирования, подинтегральная функция и пере-
менные интегрирования. При этом следует помнить, что первая переменная интегри-
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рования относится к внутреннему интегралу. Например, запись j j . f (x,y)dyd.x оз-

(I 2
3

начает, что переменная у относится к внутреннему интегралу \f(x,y)dy .
2

Если предполагается, что результатом вычисления интеграла будет константа, то для
вычисления этого интеграла в Mathcad целесообразно использовать знак равенства =.
Если же предполагается, что результатом вычисления интеграла будет функция, за-
висящая от некоторой переменной или параметра, то следует для его вычисления
использовать знак символьного вывода ->. Например:

I 1 - аЬ -

[ \х • y2dydx = — \\х • y2dydx -> — -а 2 • Ь ?

d U -
\\x • yzdxdy —> — -a 3

6
to'

Задачи
для самостоятельного решения
Т42.1. Доказать свойства функции распределения двумерной случайной величины.

Т42.2. Доказать, что вероятность того, что двумерная непрерывная с. в. (X, Y) примет
пару отдельно взятых значений, равна нулю: Р((Х = х,) • (Y = yk)) = 0.

Т42.3. Доказать свойства совместной плотности непрерывной двумерной с. в. (A', Y).

П42.1. Двумерная с. в. (X, У) распределена равномерно в круге радиуса I и с центром
в начале координат. Найти совместную плотность и плотности одномерных состав-
ляющих, а также вероятность того, что расстояние случайной точки (X, У) от начала
координат будет меньше 1/3.

Общая формулировка задач К42.1 — К42.11
Дана совместная плотность

если x2 + у < о"

О, если х" + у > а

двумерной с. в. (X, У). Изобразить поверхность распределения z= tp(x,y) и кривые

распределения одномерных составляющих; найти аналитические выражения плотно-
стей одномерных составляющих; определить вероятность попадания случайной точ-
ки (X, Y) в область D.

К42.1. Дано: а = 2 и D — квадрат со стороной 1 и с центром в точке (0, 0), причем
стороны квадрата параллельны осям координат.
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К42.2. Дано: a = 2 и D— квадрат, точки которого удовлетворяют неравенству

х| + М < 1.

К42.3. Дано: а^Ъ w D — круг радиуса 2 и с центром в точке (0, 0).

К42.4. Дано: а = 6 и £> — круг радиуса 1 и с центром в точке (1, 1).

К42.5. Дано: а = 2 и D — круг радиуса 1 и с центром в точке (1,0).

К42.6. Дано: а= 1 и D — треугольник, ограниченный прямыми х = 0,>' = 0, х + у = 1.
К42.7. Дано: а = 2 и D— треугольник, ограниченный прямыми х = 0, х+у=\,
х -у = 1.

К42.8. Дано: а = 2 и D— треугольник, ограниченный прямыми у = 0, у + х=\,
у - х = 1.

К42.9. Дано: а = 3 и О — прямоугольник, ограниченный прямыми х ~ 0, у = 0, х = 2,
7 = 2 .

K42.I0. Дано: а = 4 и D— прямоугольник, ограниченный прямыми х = 0, _>• = 0, х = 1,
> • = ! •

К42.11. Дана совместная плотность

— sin(A'+v), если 0 < х < —, 0 < v < —,
Ф,У)= 2 ^ 2 ^ 2

[О, в противном случае

двумерной с. в. (X, Y). Изобразить поверхность распределения z= <p(x,y) и кривые

распределения одномерных составляющих; найти аналитические выражения плотно-
стей одномерных составляющих; определить вероятность попадания случайной точ-
ки (X Y) в круг радиуса I и с центром в точке (0, 0).

Ответы, указания, решения
Т42.1. Первые три свойства доказываются непосредственно по определению. Дока-
жем четвертое свойство:

F(x, +°о) = Р((Х < х) • (}'<+«:•)) = Р(Х < х) = F\(x), поскольку ' Т < + о о " — достоверное
событие.

Докажем пятое свойство:

F(x2, у 2 ) - Р((Х < .v,) • ( V < у г ) ) + P((xt <X <x2)-(Y< у , ) ) ,

Следовательно,

F(xby2)

Аналогично,

F(x2,y0

Почленно вычтем из равенства (*) равенство (**)

F(xby2)+F(xby])-F(xh

P((xi<X<x2)-(Y<yi)).
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Поскольку
Р((хх<Х < х2) • (У < у2)) = Р((х,<Х < х2) • (Y < у,)) •+- r((xi<X < х2) • (у, < Г < у2)\ то
имеем (42.1).

Т42.2. Указание: воспользоваться пятым свойством функции распределения F{x,y) и
ее непрерывностью.

Т42.3.

1. Поскольку функция F(x,y)— неубывающая функция по каждому из своих аргу-
ментов (свойство 2 функции распределения двумерной с. в.), то предельная
плотность ф (х,у) неотрицательна.

2. Величина ср (х,у) dxdy с точностью до бесконечно малых более высокого поряд-

ка, чем -^dx2 л-dy1 , есть вероятность попадания с. в. (X, У) в элементарный пря-
моугольник со сторонами dx, dy, прилегающий к точке (х,у). Количественно эта
вероятность равна объему элементарного параллелепипеда, ограниченного свер-
ху поверхностью ф (х,у) и опирающегося на данный элементарный прямоуголь-
ник (рис. 42.3). Отсюда вероятность попадания св. (Л", У) в область О равна объ-
ему цилиндрического тела, ограниченного сверху поверхностью ф (х, у) и

опирающегося на область D, что и доказывает свойство 2.

3-4. Свойства 3 и 4 непосредственно следуют из свойства 2.

5. Согласно свойству 4 функции распределения F(x, у),
Л" + Х

F\(x) = F(x, +oo) = Г \<p(x,y)dxdy. Отсюда по свойству интеграла с переменным

верхним пределом F, (х) = ф,(х) - (р(х, y)dy

Ш.у)

Рис. 4 2 . 3 . Элементарный параллелепипед
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П42.1. Свойство 4 совместной плотности ц>(х,у) означает, что объем тела, ограни-

ченного поверхностью q> (х, у) и плоскостью Оху, равен 1. В нашем случае ср (х, у) = С

(С — некоторая константа) при х~ + у" < I и ф (х, у) = О при х2 + уг> 1. Поэтому соот-

ветствующий объем тела будет равен объему цилиндра высоты С, в основании кото-

1/-т,при х2 + у1 <1
рого круг радиуса 1. Отсюда 1 = пС, С = 1/тг, ф (х, у)=

Пусть хе[-1;1]. Тогда Ф](х) =

О, при хг + уг >]

. При

Г Г \ 1
Р(х2 + у2 < 1/9)= — йЬсф = — . Последнее равенство становится очевид-

1 J тт 9
-1/3

ным, если заметить, что площадь круга, заданного неравенством х2 + у" < 1/9. со-
ставляет 1/9 от площади всего круга, в котором равномерно распределена с. в. (А', У).

K42.I-K42.10. Плотность одномерной составляющей А"при a = 2 есть

(рАх) =
3 - ( 4 - x 2 ) 2 ) - x 2 l n ( 2 - ( 4 - x 2 ) 2 )

Л"
, при | х !< 2

16
О, при | х |> 2

K42.ll. Алгоритм решения задачи с помощью Mathcad следующий.

Задать функцию/ АХ>У) :== ~ ' sin(x + у) и с ее помощью найти аналитические выра-

жения плотностей одномерных составляющих:

•

2

1 .

2

1
Х +2

уУ) 2

2
(р2(у) := J /(х,

при условии, чтохе [0;—],уе [0; — ]; в противном случае плотности равны нулю.

Задать совместную плотность ф (х, у):

и построить поверхность z = ф (х, у). Для этого ввести шаблон трехмерного графика и

на месте метки ввести идентификатор функции ф. Для получения необходимого

изображения произвести настройку параметров рисунка так, как это было сделано
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при построении поверхности z= ср(х,>') в задаче K35.ll (за исключением вкладки

QuickPlot Data диалогового окна 3D Plot Format, параметры которой устанавлива-

ются по умолчанию). Поверхность показана на рис. 42.4.

Рис. 42.4. Поверхность распределения ср (х, у)

Задать плотности одномерных составляющих:

ф1(х) := /ДО < х < - , ф!(х), 0), := //(0 < у < ^ , 0)

и построить графики соответствующих кривых распределения. Для этого ввести шаб-
лон декартового графика клавишей <@> и на месте соответствующих меток (см. ком-
пьютерный раздел гл. 40) ввести х, у и ф 1 ( х ) , ф 2 (у) . Графики показаны на рис. 42.5.

Ф2(у)

- 1 -,
-10 10

.10

Рис. 42.5. Графики кривых распределения

Задать область D, в которую должна попадать случайная точка (х, Y):

f i e l d i x , у) := [х~ + у : < 1)

и определить вероятность попадания случайной точки в эту область:

v ( x , у ) : = i f [fieldix, у ) , <р(к, у ) , 0 )

f f v ( x , y ) d y d . \ - = 0 . 2 8 1



Глава 43

find
Условные распределения
и их числовые характеристики

Условным законом распределения одной из одномерных составляющих двумерной
с. в. (X, Y) называется ее закон распределения, вычисленный при условии, что другая
составляющая приняла определенное значение.

Условные распределения дискретных составляющих (X, Y) находятся, согласно тео-
реме умножения вероятностей, по следующим формулам:

а, У р, р > p. v ^ w
' Л / ' г ik г i / , г it

i к

В случае непрерывных с. в. (X, Y) необходимо определить плотности условных рас-
пределений одномерных составляющих X и К, обозначаемых соответственно ф (х\у) и

Ф (у\х) и называемых условными плотностями.

Теорема 43.1.

Ф (*, у) = Ф (х\у) ф 2(у) = Ф (у|л) Ф I(х).

При ф,(х)^0, ф 2 (^)^0

ф(>' Iх) = ~—^~~ — ~ 'Ф<* I >') =

Доказательство теоремы дано в задаче Т43.1.

Соответствие формул (43.1) и (43.2) становится очевидным, если соотнести знаки
суммирования и интегрирования, вероятности и плотности.

Пример
Пусть двумерная с. в. (X, V) характеризует длину и массу осколка снаряда.
Длина осколка X безотносительно к его массе есть с. в. с плотностью ср i(x):

этот закон распределения можно исследовать, рассматривая все без исключе-
ния осколки и оценивая их только по длине. Однако, чтобы определить закон
распределения длины осколка вполне определенной массы, скажем 20 г, необ-
ходимо исследовать не все осколки, а только определенную группу, в которой
масса приблизительно равна 20 г. При этом получим условный закон распреде-
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ления длины осколка при массе 20 г с условной плотностью ср (х|20). Этот ус-

ловный закон распределения отличается от безусловного ф i(x), поскольку бо-

лее тяжелые осколки должны обладать и большей длиной.

Условные математическое ожидание и дисперсия с. в. Y (с. в. X) при определенном
значении х с. в. X (при данном значении v с. в. У) обозначаются через М(_У\х) и D(Y\x)
(ЩХ\у) и D{X\y)) соответственно. Они определяются по обычным формулам матема-
тического ожидания и дисперсии безусловных случайных величин, в которых веро-
ятности и плотности заменяются условными вероятностями или плотностями. Так,
для дискретных случайных величин

Р,
-M(Y\x,)) 2 Р:к

М(Х | у,) = X*. —» °(х I У к)

и для непрерывных случайных величин

)dy, D(Y\x)=

Як

50

M(X\y)= J хф | y)dx , \{x - M(X | у)? ц>(х \ y)dx

Эти определения можно интерпретировать двояко. Так, в более обшем случае M(Y\x)
можно рассматривать как неслучайную функцию параметра х, абстрагируясь от того
факта, что х является значением с. в. А'. Если же M(Y\x) рассматривать как функцию
с. в. X, принимающей возможные значения _т, то M(Y\x) есть случайная величина.
Сказанное подытожим следующим определением.

( Определение )

Условное математическое ожидание M(Y\x), рассматриваемое как неслучайная
функция параметра х, от которого зависит распределение с. в. У, называется
регрессией У по х. Условное математическое ожидание M(Y\x), рассматривае-
мое как функция случайной величины X, называется условным математическим
ожиданием У по X и будет обозначаться через M(Y\X). Аналогично определяют-
ся регрессия X по у и условное математическое ожидание X по У. Графики
функций у = M(Y\x) и х = М(Х|у) называются линиями регрессии соответственно
У по х и X по у.

О п р е д е л е н и е ^

С. в. X и У называются независимыми, если функция распределения двумерной
с. в. (X, У) равна произведению функций распределения ее одномерных со-
ставляющих: F(x, у) = F-i(x)F2<y) для любых х, у. В противном случае X и У назы-
ваются зависимыми.
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Т е о р е м а 43.2

1. еслиp l k ~рдк, /~ 1, ---, т, к = 1,,.., п.

2. Если (X, Y)— непрерывная двумерная с. в., то X и К независимы, если и Если
(X, У) — дискретная двумерная с. в., то X и У независимы, если и только только
если ф (л\ у) = ф ,(х) ф 2(у) при любых „т, у.

3- Если (X, Y) — непрерывная двумерная с. в., то X и Y независимы, если и только
если ф (х\у) = ф ](д-) или ф (у\х) = ф 2(у) при любых xvv.

Доказательство теоремы дано в задаче Т43.2.

Проиллюстрируем понятие зависимости и независимости с. в. X и К на примере ли-
нейной регрессии Г пол:.

На рис. 43.1 -43.3 изображены линии регрессии у = М(У\х) и условные плотности
ф(у|х!Х Ф b'\xi)i Ф(у|*з)- На рис. 43.1 с изменением х меняется как условное матема-
тическое ожидание М(У\х), так и условная плотность ф (у\х). На рис. 43.2 с изменени-
ем х меняется только условная плотность, а условное математическое ожидание оста-
ется неизменным. На рис. 43.3 с изменением х условная плотность ф(у|.г) остается

неизменной и потому можно предположить, что ф (у\х) = ф 2(у), и следовательно, X и

У независимы.

МП*)

(

I x

Рис. 4 3 . 1 . Пример регрессии: меняются M(Y\x) и ф (у|х)

I
I \\
I

Л'

Рис. 4 3 . 2 . Пример регрессии: меняется ф (у\х), но М(У|х) неизменно
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М(¥\х)

Р и с . 4 3 . 3 . Пример регрессии: M(Y\x) и ф (у|х) неизменны

Определение j

Ковариацией Кху с. в. X и У называется математическое ожидание произведе-
ния отклонений этих величин от своих математических ожиданий:

Из определения следует, что для дискретной с. в.

а для непрерывной с. в. (X, У)

да со

Кху = J J(* - М(Х)){у - М(У)Жх, y)dxdy .

Ковариация характеризует как рассеяние, так и зависимость с. в. (Л", Y). Если, напри-
мер, одна из одномерных составляющих незначительно отклоняется от своего сред-
него значения, то ковариация будет мала, как бы тесно пи были связаны X и У. Чтобы
избежать влияния рассеяния случайных величин на ковариацию и получить показа-
тель характеристики зависимости между X и Y. переходят от Кху к безразмерной ве-

личине рх. = , которая называется коэффициентом корреляции с. в. X \\ У.

Теорема 43.3 (свойства ковариации и коэффициента корреляции).

G ЕслиХи ^независимы, то Кху = рд т = 0.

• Если | р л | = 1, то между с. в. Хи К существует функциональная зависимость.

Доказательство теоремы дано в задаче Т43.3.
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Q Определение j

С. в. Х и Y называются некоррелированными, если рх у= 0.

Таким образом, из независимости случайных величин следует их некоррелирован-
ность (теорема 43.3). Обратное в общем случае неверно (см. задачу П43.2).

Компьютерный раздел
Имена переменных и функций называются идентификаторами. Идентификаторы в
Mathcad могут иметь практически любую длину. Они состоят из символов, каждый
из которых может быть буквой (в том числе и греческой), а также цифрой. При этом
первым символом должна быть буква. Допускаются и некоторые специальные сим-
волы, например, знак подчеркивания "_". Строчные и прописные буквы различаются.
Идентификаторы должны быть уникальными, т. е. они не должны совпадать с име-
нами встроенных функций и функций, определенных пользователем. В Mathcad
идентификатор может содержать подстрочные символы, т. е. в нем некоторые по-
следние символы, являющиеся составной частью этого идентификатора, могут быть
набраны в виде "нижних индексов". Перед вводом подстрочных символов необходи-
мо нажать клавишу <.>. Визуально идентификаторы с подстрочными символами
почти не отличаются от индексированных элементов матриц и векторов. Важно пом-
нить, что перед вводом индексов элементов матриц нажимается клавиша <[>.

В Mathcad можно производить трассировку графика в прямоугольных координатах,
т. е. определять координаты точек такого графика. Пусть, например, построен график
функции ф 1(х), которая определена в рабочем листе Mathcad-документа следующим
образом:

ф1(х) := - sin(x+ y)dy -> - • sin(x) + — • cos(x)
2 2 2

Рис. 4 3 . 4 . Контекстное меню одномерных графиков
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После щелчка правой кнопкой мыши на области графика появится меню, как это
показано на рис. 43.4. После выбора команды След (Trace) этого меню появится
диалоговое окно X-Y Trace, показанное на рис. 43.5. Подведите курсор мыши к
линии графика и щелкните левой кнопкой мыши. Появится перекрестие из двух
перпендикулярных пунктирных линий, которое можно перемешать вдоль графика,
не отпуская левой кнопки мыши. Координаты соответствующих точек при этом
будут появляться в полях X-Value, Y-Vaiue окна X-Y Trace. Предварительно от-
метьте опцию Отслеж. точек данных (Trace Data Points) этого окна, с тем чтобы
перекрестие удерживалось на линии графика.

.0.707̂

ФИх) 0

-0.707. _

л :л гЛ
/ \V-f—--•

'-10
-ю.

X-Vakie j-1-2

Y-Value НЭ. 28484

№ Отслеж. точек дан

СоруХ

Закрыть

Рис. 4 3 . 5 . Трассировка графика

Задачи
для самостоятельного решения
Т43.1. Доказать теорему 43.1.

Т43.2. Доказать теорему 43.2.

Т43.3. Доказать теорему 43.3.

П43.1. Двумерная с. в. (X, Y) распределена равномерно в круге радиуса 1 с центром в
начале координат. Найти условные плотности, регрессии Y по х и X по у. условную
дисперсию D(Y\x), коэффициент корреляции.

П43.2. Являются ли с. в. X и Г из задачи П43.1 зависимыми и некоррелированными?

Общая формулировка задач К43. /,
г д е / = 1 , 2 , 3,4, 5, 6,7,8, 9,10,11
К43./. Для двумерной с. в. (X, Y) из задачи К.42./ найти условные плотности и коэф-
фициент корреляции; построить линии регрессии и графики дисперсий D(Y\x) и
D(X\y).
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Ответы, указания, решения
Т43.1. Обозначим через R элементарный прямоугольник со сторонами d\\ dy, приле-
гающий к точке (х,у). Тогда, с одной стороны, Р((Х, Y)eR)- ср {х, y)dxdy

(см. задачу Т42.3). Но, с другой стороны,

P((X,Y)^R) = P((x < Х<х + dx)-(y < Y<y + dy)) = P(x < X < х + dx) =

= P(v<Y<y + dy\x< X <х +• dx)= ip \(x)dx-ip b>\x)dy. Отсюда ф (yl.r) = ^ *'}>) .

T43.2.
1. Пусть X | < . . . < x m , у i <...<>'„, Xj<x < x i i h y k < y < y k M. Тогда по определению

функции распределения

откуда

Остальное теперь следует из сопоставления полученных выражений для F(x, у) и
Fl(x)F2(y) при произвольных i, k.

2. Пусть с в . X и Y независимы, т.е. F(x, у) = F](x)F2(y). Тогда

F Ix, >•) = F, (x)F2(y). Wo по определению Fv, (.v, у) = cp(x, ;'), Г, (х) = (р, (х),

?2 (У) = Ф2 (У). откуда ф (х, >•) = ф ,(х) ф 2(у).

Обратно: пусть верно равенство ^ (х, у) = 1 м(х) < р 2(у). Согласно свойству 3

плотности ' (х, у) из главы 42:

v у х у v у

F(x.y)= \ \ Ф(Л, y)dxdy = \ Г ср,{.v>p,(v)dbc<A- = J Ф,(т№ Jtp : 0 ')4 ' = ^(.vj/sfy),
- I - / -f.-S -I". - Г.

т. е. с. в. Х и Y независимы.

3. По доказанному в п. 2, Л' и У независимы, если и только если ц>(х,у)= ф |(х)

Ф 2(у)- Но по теореме 43.1 ф (х, v) = ф (х\у) ф 2(у)- Остальное следует из

сопоставления полученных выражений для ф (х, у).

Т43.3.

1. Пусть двумерная с в . (X, У) дискретна и X и У независимы. Тогда p,t
(теорема 43.2) и, следовательно,

k ~M(Y))pc,k =

12 Зак. 422.1
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k=]

Ill 11

к~]

поскольку '-'
Пусть двумерная с. в. (X, Y) непрерывна и X и Y независимы. Тогда
ф (х, \>) = ty\ ix)-ф->(у) , ( - > - i \
T V ' Л У V l ч ' ^2К-у; (теорема 43.2) и, следовательно,

Кху = ( \(х - Л/(Л'))Ф| (А-)О' - M(Y))q>2(y)dxdy =

М(Х))(М(Г) - M(Y)) = О,

поскольку ф| (x)dx = ф2 (̂ )c/v = 1 (по свойству плотности случайной величины).
—•К —ее

2. При доказательстве используются следующие известные свойства
математического ожидания случайной величины: М(С) = С, М(СХ) = СЛ/(Л), где
С - константа, M{Z + U) - A-/(Z) + M(U). Итак,

Kvv. - M(XY- Y-M(X)-X-M{Y) + M(X)M{Y)) -

- M(XY) - Л/(Л)Л/(К) - M(X)M(Y) + M(X)M(Y) = M(XY) - M(X)M(Y);

D(X + Y) = M{X + Y- M(X + Y))z = M((X- M(X)) + (Y-M(Y))f -

- M(X)f +M(Y- M(Y)f + 2M[(X- M(X))-(Y- M(Щ -

Утверждение доказано.

_ „ , _ X-M(X) Y-MjY) _
3. Ооозначим Z=—. -- , U=—, . Тогда:

K,
<] ши\2М(Ш)\<2.

Ho
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Аналогично, M(U2) = 1, откуда 2 ^ M{Z2) + M(U2). Следовательно,

\2M(ZU)\ < М('/}) + M(U\ 0 < M(Z2) + M(U2) ±2M(ZU)t 0< M(Z2 + (f ± 2ZU),

0 < A/(Z ± Uf.

Последнее неравенство очевидно. Утверждение доказано.

4. Из предыдущего доказательства следует, что равенство
К.

ста
= 1 равносильно

равенству 0 ^ М(1± U)'. Последнее возможно, если и только если Z = ±U или

Y-M(Y) X -М(Х) о,
= ± и л и Y = ±-^-(.\ -M(X))+ M(Y), причем перед первым= ±

слагаемым берется знак плюс (минус) при рм,= 1 (р ч = -1). Утверждение доказано.

П43.1. Плотность двумерной с. в. (Л', У) и плотности ее одномерных составляющих
были найдены в задаче П42.1. Из условия также ясно, что при л*2> 1 ф (у\х) = 0. Пусть
л-2 < I. Тогда в силу теоремы 43.1

1
при л-2 + v2 < 1,

О При .Y2 + V2 > I .

при х + у* < 1,

Далее. М(У\х) =

2yj\-y

О при л*2 + у 1 > 1.

x)ydy = — = = ydy. Последний интеграл равен нулю, по-

скольку подынтегральная функция нечетна, а пределы интегрирования симметричны.

Пусть |л-! < !. Тогда D(Y \ х) = [ф( v | х)(у ~М(У\ х))2 dy =

f 2 , 1 ~ л ' "^ I V d)' = .
2 J ' ' 4

2V1 -.v^

При |.v| > 1 D(}1.\-)-0, поскольку ф (vj.v) ^ 0 при |.Y[ > 1. Так как М(Х) ^ М(У) = 0 (из

симметрии распределения в круге следует1, что центр его массы лежит в начале коор-
динат), то

я г. 1 VI -V

К^ = J \x)\p(x,y)dxdy = \xdx- f У-dy = 0.
• х - у . . - !

Отсюда р,., = 0.

-VI - л -
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П43.2. Ответы: с. в,А"и /зависимы и некоррелированы.

К43.11. Алгоритм решения задачи с помощью Mathcad.

Определить условные плотности:

(р(х.у) , . Ц>(х,у)

ф2(_у) ф1(х)

где функции ф(х,_у), ф2(у), ф 1(х) были определены в задаче К42.11. Найти матема-

тические ожидания и дисперсии одномерных составляющих Л" и Y:

<п со

Мх\- хф1(л-)с& Му:= \ уц>2(у)с/у

- « -СП

<Г. СП

Dx := \(х - Мх)2ц>\(х)с1х Dy := f (v - My)2<p2(y)dy
—со - c o

Mx = 0.785 My - 0.785 Dx = 0.l 88 Dv = 0.188

Определить ковариацию к и коэффициент корреляции р:

ОТ 05

k:= f \(x-Mx)-(y-My)-q(x,y)dxdy p := , Л = -0.046 р =-0.245

Определить условные математические ожидания и дисперсии:

2
:= \у-ФЛх>У)аУ M'xv(y) •= J x

о

2
: = J

с 2

Dyx(x):= j(y~ Myx(x)f -q>x(x,y)dy Dxv(y) •= \(х

Построить их графики, задав диапазон изменения аргументов от 0 до — .
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Глава 44

Двумерный нормальный
закон распределения

Напомним, что одномерная с. в. Z называется распределенной по нормальному зако-

i 4 < >
ну с параметрами и. с, если ее плотность равна — 1 ^ е • " этом случае па-

2
раметры а и а являются соответственно математическим ожиданием и средним
квадратическим отклонением с. в. Z.

О п р е д е л е н и е ^

Двумерная с. в. (X, V) называется распределенной по (двумерному) нормаль-
ному закону с параметрами а,, гтх, ау, оу, р, если ее совместная плотность равна

., . , х - av " _ .Y - аг )( х - «,. 1 ( >' -
где Л(х, у) = !- - 2р

Теорема 44.1. Одномерные составляющие двумерной с в . , распределенной по
двумерному нормальному закону с параметрами о,, стх, а,., ст,, р, имеют нормальные
законы распределения соответственно с параметрами av, c v и а,., а,., а их коэффициент
корреляции равен р.

Доказательство см. в задаче Т44.1.

Теорема 44.2. Если двумерная с. в. (X, Y) распределена по нормальному закону, то
независимость ее одномерных составляющих равносильна их некоррелированности.

Доказательство дано в задаче Т44.2.

Считается, что двумерная с. в. (X, К) обладает свойством равноизменчивости (гомо-
скедастичностыо). если дисперсии каждой из одномерных составляющих X и К
постоянны при всех значениях другой.

Теорема 44.3. Если двумерная с. в. {X, Y) распределена по нормальному закону с
параметрами ах, а„ я,,, GV, p, то она обладает свойством равноизменчивости, а линии
регрессии Y по х и X по у являются прямыми, причем
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M(Y\x)=av

О у

Доказательство теоремы дано в задаче Т44.3.

Проиллюстрируем свойство равноизменчивости. По теореме 43.1 условная плотность
при У = у\ равна

Ф\У\)= J1 x>>i

Так как совместная плотность ф (х, у) геометрически представляет некоторую по-

верхность (см. гл. 42), то ф (х, у{) — это кривая, полученная при пересечении этой

поверхности плоскостью у =у\, параллельной координатной плоскости Oxz и отсе-

кающей на оси Оу отрезок Vi (рис. 44.1). Из геометрического смысла интеграла следу-

ет теперь, что число , yt)dx равно площади S\ части плоскости у ~yh ограни-

ченной ф(лг,у,) и прямой у=у\ (эта часть на рис. 44.1 заштрихована). Таким

образом, кривая ф(х[у|) получается "растяжением" кривой ф(х, у\) в 1/5, раз в плос-

кости у ^}>]. Если (X, Y) обладает свойством равноизменчивости, то ввиду совпаде-

ния условных дисперсий О(Л1у,) и D(X\y2) кривые ф(х|>ч) и ф (х\у2) совпадут при

наложении друг на друга параллельным переносом, что видно из рис. 44.1.

М{Х\у)

Р и с . 4 4 . 1 . Иллюстрация свойства равноизменчивости
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Задачи
для самостоятельного решения
Т44.1. Доказать теорему 44.1.

Т44.2. Доказать теорему 44.2.

Т44.3. Доказать теорему 44.3.

Ответы, указания, решения

Т44.1. Указания. При вычислении интеграла ф |(х) - ф („v, y)dy надо сделать заме-

x-at У-а, ,
мы переменных и— - , v= •• • и воспользоваться формулой интегрального

a, о\

исчисления:

h1 -ас
-trJ±2kz+c , ЫГ - t r J

Iе

Для вывода этой формулы достаточно дополнить показатель до полного квадрата и
! - -

воспользоваться тем, что —f=re 2 есть плотность нормального закона с параметра-
V 2

ми 0,1 и потому •— e l dl = 1 .
J_V2TI

При вычислении интеграла:

A'vv =

необходимо ввести новые переменные к, v (см. выше), а также переменную
v - пи

и-= :• .• •. .•. ..=•, и воспользоваться правилами интегрирования нечетных и четных

V 2 o - p 2 )
функций с симметричными пределами интегрирования.

Т44.2. В силу теоремы 44.1 р есть коэффициент корреляции с. в. X и Y. Поэтому в
случае их некоррелированности р = 0 и, следовательно, плотность двумерной с. в.
(Л', Y) можно записать так:

Остальное следует из теоремы 43.2.
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Т44.3. Если воспользоваться теоремами 44.1 и 43.1, то можно определить условные
плотности одномерных составляющих:

) е

а
где m- av +р (x-ax), s = ст y l - p . Отсюда следует, что ^ (у|х)— плотность

некоторой случайной величины, распределенной по нормальному закону с парамет-
рами /и, s. Но тогда математическое ожидание и дисперсия такой случайной величи-
ны должны совпадать соответственно с m и s"t что и завершает доказательство тео-
ремы.



Глава 45

find
Законы распределения
некоторых функций
нормальных случайных величин

В этой главе даются определения трех основных законов распределения, активно
используемых в статистических гипотезах и критериях. Напомним, что стандартным
законом называется нормальный закон распределения с параметрами 0 и I. Приведем
также две известные предельные теоремы теории вероятностей.

Теорема 45.1 (теорема Чебышева). Пусть независимые случайные величины
Х\,Х2,..., Хп имеют конечные математические ожидания, равные соответственно
а\, а2, ..., ап, а их дисперсии ограничены одной и той же константой. Тогда для любо-
го сколь угодно малого е> О

НтР(, * ) = ! .

Теорема 45.2 (теорема Ляпунова). С ростом п при суммировании п незави-
симых случайных чисел Х]ч Х2>..., Х„, математические ожидания и дисперсии которых

соответственно равны а\,а2, •.., ап и а [ , а\,..., а^, получается случайная величина,

приближенно распределенная по нормальному закону с параметрами а\+а2+...+а„ и

+а] + ... + о1 . При этом необходимо выполнение следующего условия: в состав

сумм не должны входить слагаемые, влияние которых на рассеяние всей суммы по-
давляюще велико или пренебрежимо мало по сравнению с влиянием всех остальных
слагаемых.

С Определение )

Х2-распределением (хиквадрат распределением) с к степенями свободы назы-
вается закон распределения случайной величины, равной сумме квадратов к
независимых случайных величин, каждая из которых распределена по стан-
дартному закону.

На рис. 45.1 показаны кривые ^-распределения с различными степенями свободы.
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0.5-

0.4 "

о.з-

0. .
2

0.1 -

fc=1

k=2

k=Q

2 4 6 8 10 12

Р и с . 4 5 . 1 . Кривые ^-распределения

В силу теоремы 45.2 с ростом числа степеней свободы /^-распределение приближа-
ется к нормальному, хотя и достаточно медленно. Если св. Z имеет /"-распределение
с к степенями свободы, то M(Z) - к, D(Z) = 2к.

( О п р е д е л е н и е j

^-распределением (или распределением Стьюдента) с к степенями свободы

U
называется закон распределения случайной величины Т = У:Л\— , где V и

К

U— независимые случайные величины, причем V распределена по стандарт-
ному закону, ас. в. U имеет /^-распределение с к степенями свободы.

На рис. 45.2 показаны кривые /-распределения и стандартного закона.

стандартное
эспределение

-распределение

Р и с . 4 5 . 2 . Кривые t-распределения и стандартного закона
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В силу теоремы 45.1 с ростом числа степеней свободы величина U/k стремится к 1.
Поэтому /-распределение с ростом к приближается к стандартному закону. Эта сходи-
мость достаточно быстрая, и уже при к>30 /-расп ре деление практически может счи-
таться совпадающим со стандартным. Кроме того, если с. в. Г имеет /-распределение с

к
к степенями свободы, то М{Т) = О, D(7) = .

л — 2

С Определение j

F-распределением (или распределением Фишера-Снедекора) со степенями
свободы /c-i и кг называется закон распределения случайной величины
(V/ki) : (U/кг), где V и U— независимые случайные величины, причем V и U
имеют х2- распределение соответственно с fa и к2 степенями свободы.

На рис. 45.3 показаны кривые /-"-распределения с различными степенями свободы.
При &i-> со и к2-> со /^распределение приближается к нормальному.

Р и с . 4 5 . 3 . Кривые F-распределения

Компьютерный раздел
Встроенная функция dchisqix, к) вычисляет в точке х плотность случайной
величины, имеющей //-распределение с к степенями свободы. Встроенная функ-
ция d t ; x , к) вычисляет в точке х плотность случайной величины, имеющей t-
распределение с к степенями свободы. Встроенная функция dF(x, kl, k2) вы-
числяет в точке х плотность случайной величины, имеющей /^-распределение с kl
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и к2 степенями свободы. Встроенная функция dnorm (x, ц, и) вычисляет в точ-
ке х плотность случайной величины, распределенной по нормальному закону с
параметрами \х и а.

Задачи
для самостоятельного решения
Т45.1. Доказать, что если с. в. Z имеет //-распределение с к степенями свободы, то
M(Z) = к.

Т45.2. Доказать, что если с. в. Z имеет /^распределение с к степенями свободы, то
D(Z) = 2k.

Общая формулировка задач К45.1 - К45.10
Построить на одной координатной плоскости кривые ^-распределения с к] степеня-
ми свободы, /-распределения с к2 степенями свободы, /^-распределения с к] и k2 сте-
пенями свободы, нормального распределения с параметрами //и а.

К45.1. Дано: А1 = 5, £ 2 - 6 , д = 0, а - !.

К45.2. Дано: А1 = 6, А2 = 5, и = 0, а = 1.

К45.3. Дано: А1 = 6, к! = 6, и = 0, а = 2.

К45.4. Дано: А1 = 5 , Ю. = 5, и = 0, ст = 3.

К45.5. Дано: А1 = 10. А2 = 12, ц = 0, ст = 1.

К45.6. Дано: А1 = 12, А2 = 10, ц = 0, а = 2.

К45.7. Дано: к\ = 12, £2 = 12, и = 0, ст = 3.

К45.8. Дано: А1 - 10, к2 = 10, ц = 0, а - 3.

К45.9. Дано: А1 - 20, к! = 20, ц - 0, о - !.

К45.10. Дано: Al = 19, А2 = 19, ц = 0. а = 2.

Ответы, указания, решения

,2Т45.1. Пусть Z=U[ +... + Uj:, где (У/ распределена по стандартному закону, / - 1, .... к.

Поскольку M(U) - 0, D(U,) = 1 , то
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Т45.2. Воспользуемся обозначениями предыдущей задачи. Поскольку с. в. £/2 попар-

но независимы, то D(Z)= 2^0(11*). По формуле для дисперсии функции непрерыв-

ной случайной величины имеем:

где <р Л<лг) — плотность стандартного распределения. Но М( V]) = D(U,) = 1. Поэтому

со со со со

D(U;)= j((x2

о со

Интегралы \x tyN(x)dx и х tpN(x)dx являются центральными моментами чет-

— СО -СО

вертого и второго порядка случайной величины, распределенной по стандартному
закону, которые, как известно, равны 3 и 1 соответственно. Поэтому
D(U?) = 3-2 + \ = 2 и, следовательно, D(Z) = 2k.

K45.l-K45.10. Указание: при решении этих задач следует воспользоваться диалого-
вым окном Formatting Currently Selected X-Y Plot, описанным в гл. 40.
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find
Точечные и интервальные
оценки параметров генеральной
совокупности

Теория вероятностей на основе теоретической вероятностной модели позволяет оп-
ределить числовые характеристики и законы распределения случайной величины Л'.
Математическая статистика в некотором смысле приближенно решает ту же задачу,
но на другой основе: на базе сведений о том, какие значения в результате конечного
числа наблюдений приняла случайная величинах

Рассмотрим некоторые понятия выборочного метола статистической обработки по-
лученных в результате наблюдений данных. Пусть требуется изучить совокупность
однородных объектов относительно некоторого качественного или количественного
признака, характеризующего эти объекты. Например, если имеется партия деталей,
то качественным признаком может служить стандартность детали, а количествен-
ным — ее размер. Производить сплошное обследование всех объектов совокупности
зачастую не представляется возможным по ряду причин. В таких ситуациях случайно
отбирают из всей совокупности (называемой генеральной) ограниченный набор объ-
ектов (называемый выборкой) и подвергают его изучению. Используются два основ-
ных вида выборок: повторная и бесповторная. В случае повторной выборки каждый
объект, случайно отбираемый и обследованный, возвращается в генеральную сово-
купность и может быть повторно отобран. В случае бесповторной выборки отобран-
ный объект не возвращается в генеральную совокупность. Чтобы по выборке можно
было судить о всей генеральной совокупности, выборка должна формироваться слу-
чайно, что достигается соблюдением равной возможности для всех объектов гене-
ральной совокупности быть отобранными в выборку. Если объем генеральной сово-
купности велик, а выборка составляет лишь незначительную часть этой
совокупности, то различия между повторной и бесповторной выборками стирается.

Перейдем теперь к терминологии теории вероятностей. Назовем генеральной сово-
купностью множество всех возможных значений исследуемой случайной величины
X Выбор значений Х\, ...,х„ с. в. Л', полученный в результате п наблюдений над X,
назовем выборкой объема п. Выборку .г,, ..., „\-„ можно рассматривать как набор ча-
стных значений (реализаций) случайных величин Л',. ..., Л'„, каждая из которых име-
ет тот же закон распределения, что и сама исследуемая с. в. Л'. Такой набор случай-
ных величин Х ь ...,Х„, состоящий из п "экземпляров" с. в. Л', будет называться
случайной выборкой генеральной совокупности (в отличие от выборки v, х„ ее
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конкретных индивидуальных значений). Числовые характеристики с. в. X принято
называть генеральными. Например, М(Х)— генеральная средняя, D(X) — гене-
ральная дисперсия и т. п.

( Определение )

Пусть 9 — некоторый параметр закона распределения генеральной совокупно-
сти X. Точечной оценкой Вл параметра 0 называется произвольная функция
0„(Х1 Хп) случайной выборки Xi, ..., Хп генеральной совокупности X. Величи-
на Эп(*1, ...,хп) называется выборочной оценкой параметра 8 или выборочным
параметром.

I Определение j

Оценка 0л параметра 6 называется несмещенной, если ее математическое
ожидание равно оцениваемому параметру: М(0Л) = 0. Оценка 6П называется со-
стоятельной, если она сходится по вероятности к оцениваемому параметру:
для любого с > 0 lim Р(\ 9„ - 01< г) - 1. Несмещенная оценка 0 л называется

эффективной, если она имеет наименьшую дисперсию среди всех возможных
несмещенных оценок параметра 0, вычисленных по случайным выборкам одно-
го и того же объема.

Если оценка не является несмещенной, то она будет в среднем либо завышать значе-
ние О, либо занижать его. В обоих случаях это приводит к систематическим ошибкам
одного шака в оценке параметра Э. Состоятельность оценки оправдывает увеличение
объема случайной выборки, так как при этом все менее вероятной становится воз-
можность значительной ошибки в оценке параметра 9. И наконец, поскольку для не-
смещенной оценки 0„ дисперсия равна А/(0„-0)~, то эффективность оценки гаранти-
рует минимальное рассеяние с. в. 6„ относительно параметра 0.

Теперь рассмотрим несколько конкретных практических примеров оценки парамет-
ров генеральной совокупности.

У , 4-Х

Теорема 46.1 . Для повторной выборки оценка Х = — ' — является несме-
п

щенной и состоятельной оценкой (с дисперсией D(X)in) математического ожидания
a = М(Х) генеральной совокупности X.
Доказательство теоремы дано в задаче Т46.1.

Рассмотрим частный случай с. в. X, которая принимает только два значения — 1 или
О с вероятностью р и (1 - р) соответственно. Такая случайная величина называется
индикаторной, поскольку с ней можно связать некоторое событие А, которое проис-

УЛ. + У

ходит, если и только если Х= 1. В этом случае X = есть частота собы-
п

тия А и поэтому будет обозначаться через W. Число р называется генеральной долей
с. в. X. Непосредственно проверяется, что М(Х) = р, D(X) = р(\ ~р).
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С л е д с т в и е 46.1. Пусть генеральная совокупность X является индикаторной слу-
чайной величиной. Тогда для повторной выборки оценка И7 является несмещенной и

состоятельной оценкой (с дисперсией ) генеральной доли р.

2

Т е о р е м а 4 6 . 2 . Для повторной выборки оценка S =J является не-
п- I

смещенной и состоятельной оценкой дисперсии a"~D(X) генеральной совокупности

2

X, а оценка S = — только состоятельной оценкой дисперсии а2 = О(Х).
п

Теоремы 46.1 и 46.2 показывают, как по повторной выборке .V|, ...,д*„ оценить при-
ближенно математическое ожидание и дисперсию генеральной совокупности. В свя-
зи с этим возникают следующие выборочные величины.

О п р е д е л е н и е ^

Выборочными средней х, дисперсией s , исправленной дисперсией .v2 назы-
ваются величины

5 > , 5 > , - ^ 2 ! > , - * /
X — , S — , S —

II - I /7-1

Если генеральная совокупность является индикаторной с. в., то х называется
выборочной долей и обозначается через w. Если генеральная совокупность
совпадает с двумерной с. в. (X, Y), то случайной выборкой объема п будут пары
(Xi, Vi), .... (Хп, Yn), где Xi и У, имеют то же распределение, что и X и У соответ-
ственно, У = 1, .... п. Если теперь х, у, л\:, .г — выборочные средние и диспер-
сии с. в. X и V, то выборочным коэффициентом корреляции называется вели-

чина г =
fiss.

В ряде задач требуется знать, к каким ошибкам может привести замена параметра 0
его точечной оценкой 6„ и с какой степенью надежности можно ожидать, что эти
ошибки не выйдут за известные пределы. Такого рода задачи актуальны при малом
числе наблюдений, когда приближенная замена 0 на 6„ может привести к значитель-
ным ошибкам.

Общая задача интервального оценивания формулируется так: на основании случай-

ной выборки Хи ..., Х„ определить границы 9]. и Q] интервала ( 9],, 0^), относительно

которого с заранее выбранной вероятностью у = 1 - ос можно сказать, что внутри это-

го интервала находится оцениваемый параметр 9: P(Q[

n < 9 < В )̂ = у. При этом
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(8|, ,9,2.) называется доверительным интервалом для параметра G с (доверительной)

надежностью у, а число а — уровнем значимости.

Выбор уровня значимости а не является математической задачей, а определяется
конкретными условиями задачи, Пусть, к примеру, одно предприятие выпускает
электролампы, а другое — парашюты. Если доля бракованных ламп равна а - 1%. то
с этим можно мириться при условии, что выбросить 1% ламп дешевле, чем перестро-
ить технологический процесс. Если доля бракованных парашютов равна 1%, то с та-
ким положением мириться нельзя.

Рассмотрим несколько конкретных примеров интервального оценивания.

Q Определение j

Квантилем уровня у некоторого распределения называется такое число £„ при
котором значение соответствующей функции распределения равно у.

Лемма 46.1. Пусть с. в. X имеет распределение, плотность которого симметрична

относительно оси Ov, и пусть Р{\Х\ < () = у. Тогда / — квантиль уровня - — - распреде-

ления случайной величины X.

Доказательство.

у = Р(\Х\ < /) = 1 - Р(\Х\ ^ 0 = 1 - Д-*'> 0 - Р(Х< - / ) = ! - 2Р(Х> I),

так как ввиду симметричности закона распределения относительно оси Оу

Р(Х>!) = Р(Х< -I). Отсюда Р(\Х\ >t)= — --= 1 - Р(Х < /) и Р(Х < /) - - ^ . Лемма

доказана.

Ниже все выборки считаются повторными.

Лемма 46.2. Вели генеральная совокупность имеет нормальное распределение с

параметрами и, <т\ то оценка X также имеет нормальное распределение с парамет-

рами а, а"/«.

Доказательство. Нормальность распределения с. в. А' вытекает из того факта тео-
рии вероятностей, что сумма нормально распределенных случайных величин также
нормально распределена. Остальное следует из теоремы 46.1.

Т е о р е м а 4 6 . 3 . Если генеральная совокупность имеет нормальное распределение
с известной дисперсией ст2, то доверительный интервал с надежностью у для матема-
тического ожидания а этой генеральной совокупности будет равен:

где / ] t v —квантиль уровня

{Х-

1

а

2

, х + - о
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Доказательство. Из леммы 46.2 следует, что с, в.

стандартному закону, поскольку

X - я

а
(ЩХ) - а) = 0 ,

п — п о
_2 ~

>п распределена по

Отсюда в силу леммы 46.1

Х-а

Теорема доказана.

Теорема 46.4. Если генеральная совокупность имеет нормальное распределение,
то доверительный интервал с надежностью /для математического ожидания а этой
генеральной совокупности равен

(Jr—Д •/i //7-1 V" ' " "
)

где /, h, — квантиль уровня /-распределения с л - 1 степенями свободы.

Доказательство теоремы дано в задаче Т46.4.

Теорема 46.5. Если генеральная совокупность имеет нормальное распределение,
то доверительный интервал с надежностью у для дисперсии а" этой генеральной со-
вокупности равен

nS1
nS2

- I степенями свободы.где /*„, „ 1 — квантиль уровня а х2-распределения с п

Доказательство теоремы дано в задаче Т46.5.

Если предположение о нормальном распределении генеральной совокупности невер-
но, то для построения доверительных интервалов применяется так называемый асим-
птотический метод, частным случаем которого является следующее утверждение.
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Теорема 46.6. При достаточно больших объемах п повторной случайной выборки
доверительный интервал, с надежностью у содержащий математическое ожидание a
генеральной совокупности Л', равен

1 + у
где /, + .. —квантиль уровня стандартного закона.

В частности, если генеральная совокупность является индикаторной, то доверитель-
ный интервал с надежностью у содержащий генеральную долю/?, равен

1 п + М

Доказательство. Поскольку оценка X представляет собой сумму п независимых
одинаково распределенных случайных величин, то по теореме 45.2 при п—ж ее
можно считать распределенной по нормальному закону с параметрами а - М(Х),

-, JD(X) ., Х~-а ,.
G ~ J— • Но тогда с. в. f.. . . . ..= оудет распределена по стандартному закону.

V п
Отсюда в силу леммы 46.1

ID(X)

Теорема доказана.

Поскольку /; и D(X) неизвестны, то в соответствующих формулах они заменяются
опенками W и S2. Отметим, что при большом объеме генеральной совокупности тео-
рема 46 6 справедлива и для беспов горных выборок.

В заключение главы дадим еще одно определение.

( ^ Определение )

Предельной ошибкой выборки называется наибольшее отклонение оценки .V
(или доли W) от генеральной средней (или доли), которое возможно с заданной
доверительной надежностью.

Задачи
для самостоятельного решения
Т46.1. Доказать, чго если оценка 8„ параметра 0 является несмещенной и
iim D (0„) = 0 , то 0„ является также состоятельной оценкой параметра Э.

Т46.2. Доказать теорему 46.1.
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— 2

Т46.3. Доказать несмещенность оценки S из теоремы 46.2.

Т46.4. В теории статистики известен тот факт, что оценка —— имеет

//-распределение с п~\ степенями свободы и не зависит от с в . X. Используя этот
факт, доказать теорему 46.4.

Т46.5. Доказать теорему 46.5.

Во всех задачах П46.1 - П46.20 выборки считаются повторными.

П46.1. На основании 10 опытов было определено, что в среднем для производства
детали требуется 5.5 с, при этом выборочное среднее квадратическое отклонение
составило 1.7 с. Время для производства детали есть нормально распределенная слу-
чайная величина. С надежностью 0.9 определить доверительный интервал, в котором
лежит истинное значение среднего времени производства одной детали.

П46.2. Решить задачу П46.1 при условии, что требуется определить доверительный
интервал, в котором лежит истинное значение дисперсии времени производства од-
ной детали.

ГТ46.3. Станок-автомат штампует валики. По выборке объема 12 средний диаметр ва-
ликов составил 10 мм, а их среднее квадратическое отклонение - 2 мм. Предполагает-
ся, что диаметры валиков распределены нормально. Определить доверительный интер-
вал, с надежностью 0.9 содержащий математическое ожидание диаметра валика.

П46,4. Решить задачу П46.3 при условии, что требуется определить доверительный
интервал, с надежностью 0.9 содержащий дисперсию диаметра валика.

П46.5. Средний диаметр 16 саженцев, выросших на опытном участке, оказался рав-
ным 45.5 мм, а среднее квадратическое отклонение — 5.6 мм. Предполагая, что диа-
метр саженцев имеет нормальное распределение, найти доверительный интервал с
надежностью 0.9 для среднего диаметра всех саженцев на участке.

П46.6. У 15 коров средняя жирность молока оказалась равной 3.8%, а дисперсия-
2.7%. Считая жирность молока распределенной по нормальному закону, определить с
надежностью 0.9 границы, в которых будет заключена средняя жирность всего стада.

П46.7. Автомат штампует детали. Контролируется длина деталей, которая распреде-
лена по нормальному закону. Для контроля случайным образом отобраны 17 деталей.
В результате измерений оказалось, что их средняя длина равна 980 мм, а выборочная
дисперсия длины равна 324 мм2. Найти границы, в которых с надежностью 0.9 за-
ключена средняя длина всей партии деталей.

П46.8. Решить задачу П46.7 при условии, что требуется найти границы, в которых с
надежностью 0.9 заключена дисперсия всей партии деталей.

П46.9. Решить задачу П46.6 при условии, что требуется найти границы, в которых с
надежностью 0.9 будет заключена дисперсия жирности молока всего стада.

П46.10. Известно, что емкость конденсаторов распределена по нормальному закону.
По результатам 16 измерений найдено, что средняя емкость равна 20 мкф, а среднее
квадратическое отклонение — 4 мкф. Найти 90%-й доверительный интервал для ма-
тематического ожидания емкости конденсаторов.



Глава 46, Точечные и интервальные оценки параметров генеральной совокупности 363

П46.11. Из большой партии транзисторов одного типа были случайным образом ото-
браны и проверены 100 штук. У 36 транзисторов коэффициент усиления оказался
меньше 107. Найти 90%-й доверительный интервал для доли таких транзисторов во
всей партии.

П46.12. По результатам социологического обследования при опросе 1500 респонден-
тов рейтинг мэра составил 30%. Найти границы, в которых с надежностью 0.9 будет
заключен средний рейтинг мэра (в случае опроса всех жителей страны).

П46.13. По результатам социологического обследования рейтинг премьер-министра
составил 16%. Сколько респондентов надо опросить, чтобы с надежностью 0.9 гаран-
тировать предельную ошибку социологического обследования в 1%?

П46.14. Из большого числа вкладчиков банка было отобрано 300 вкладчиков. Средний
размер их вклада составил 8000 у. е., а средняя выборочная дисперсия - 50 (у. е.)". Най-
ти границы, в которых с надежностью 0.9 заключена генеральная средняя вкладов.

П46.15. При осмотре 600 ящиков было обнаружено 100 поврежденных. Найти 90%-й
доверительный интервал для доли поврежденных ящиков во всей партии.

П46.16. Для определения всхожести приготовленных для посева зерен произведена
выборка объемом в 1000 штук. Опытным путем установили, что всхожесть зе-
рен 80%. Определить наименьший процент всхожести зерен во всей партии, если
результат необходимо гарантировать с надежностью 0.9.

П46.17. Глубина моря измеряется прибором, математическая ошибка которого равна
нулю, а случайные ошибки имеют дисперсию 400 м". Сколько надо сделать измере-
ний, чтобы определить глубину с предельной ошибкой 15 м и с надежностью 0.9?

П46.18. Для определения среднего возраста студентов института предлагается провести
выборочное наблюдение. Предельная ошибка выборки не должна превышать 0.5 года.
Пробными выборками установлено, что дисперсия не превышает 9. Установить объем
выборки, с надежностью 0.9 гарантирующий результат выборочного наблюдения.

П46.19. Вероятность изготовления первосортной детали равна 0.4. Приемщик, полу-
чивший большую партию деталей, должен выборочным путем оценить долю перво-
сортных деталей в принимаемой партии. Каким должен быть объем выборки, чтобы с
вероятностью 0.9 утверждать, что предельная ошибка выборки равна 0.02?

П46.20. Каким должен быть минимальный объем выборки для определения среднего
роста группы людей, если результат нужно гарантировать с надежностью 0.9 и чтобы
максимальное отклонение не превышало I см? Принять генеральную дисперсию
равной 5 см'.

П46.21. На основании анализа производительности труда 20 человек, выбранных из
достаточно большой генеральной совокупности, было установлено, что среднее
квадратическое отклонение суточной выработки составляет 15 кг в час. а выборочная
средняя производительность— 620 кг в час. Предполагая, что производительность
имеет нормальное распределение, найти границы, в которых с надежностью 0.9 за-
ключены соответственно средняя суточная производительность всей генеральной
совок} пности и ее дисперсия.
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ГТ46.22. При обследовании выработки рабочих большого завода по схеме случайной
повторной выборки было отобрано 100 рабочих и по этой выборке получены сле-
дующие данные: средняя выработка равна 119.2%, среднее квадратическое отклоне-
ние равно 9.353%. Определить границы, в которых с вероятностью 0.9 заключена
средняя выработка рабочих завода; определить объем выборки, при котором с веро-
ятностью 0.9 отклонение средней выработки рабочих в выборке от средней выработ-
ки рабочих всего завода не превзойдет 1%.

П46.23. При проверке 100 деталей из большой партии обнаружено 10 бракованных дета-
лей. Найти 90%-й доверительный интервал для доли бракованных деталей всей партии.

Справочные данные, которые могут быть использованы при решении задач из
гл. 46 w 47.

Квантили стандартного закона в зависимости от их уровня приведены ниже:

:уровень

квантиль

0.9

1.28

0.95

1.645

0.975

1.96

Квантили уровней 0.95 и 0.9 /-распределения со степенями свободы от 11 до 25 со-
держатся в табл. 46.1:

Таблица 46.1

Степень свободы 11 12 13 14 15 16 17 19 21 23 25

Квантиль уровня 0.95 1.8 1.8 1.8 1.8 1.8 1.7 1.7 1.7 1.7 1.7 1.7

Квантиль уровня 0.9 1.4 1.4 1.4 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3 1.3

Квантили уровня 0.95 и 0.05 х2-распределения со степенями свободы от 11 до 20 со-
держатся в табл. 46.2:

Таблица 46.2

Степень свободы 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Квантиль уровня 0.95 19.7 21 22.4 23.7 25 26.3 27.6 28.9 30.1 31.4

Квантиль уровня 0.05 4.6 5.2 5.9 6.6 7.7 8 8.7 9.4 10.1 10.9

Ответы, указания, решения
Т46.1. Известно неравенство Чебышева:

для любого Е > 0
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Ввиду несмещенности оценки 6„ Л/(9„) = 0, откуда

1 > l i m P ( \ Q n - 6 1 < Е )

что означает состоятельность оценки G,,.

Т46.2. М(——-—'-JL) = — / M(Xt) = — = a. Поскольку выборка повторная, то
п п ~ и

I=I

случайные величины Xh ,.., Х„ попарно независимы. Отсюда

D( ) = —- у D(,\ ,) = — = . Состоятельность оценки следует

теперь из задачи T46.I.

Т46.3. 11усть М(Х) ^ а, О(Х) = а\ То.да S2 - - V ((Л', - а) - (X - а))2 =

-а)2 +(Х-а)2 - ! ( Л ' - Й ) У ( Л ' ; -с/) = -!-У(Л-, -а) 2 -(Х-а)2 ,

поскольку — V(A', - а) = — 2-Х, - а = X -а.
п ,-, /; ,.|

Рассмотрим теперь математическое ожидание оценки S", учитывая, что М(Х) = а,

D(X~)=— (см. задачу Т46.2):
и

/U(.V, -а)2 -М(Х-а)2 = - У A/(.V(

Так как F = — - . то
Л - I

(X - а)4п
Т46.4. При доказательстве теоремы 46.J было показано, что с. в. распре-

о
делена но стандартному закону. Но тогда по определению случайная величина

I liS (X - £/)V" - 1

(л-1)о 2 S
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имеет /-распределение с п - 1 степенями свободы. Отсюда в силу леммы 46.1

О-

Т46.5. Так как оценка —— имеет /^-распределение с п- I степенями свободы (см.
а

nS2

задачу Т46.4), то у = Р(—— <гу „ _ , ) . Используем этот факт в следующих преобразо-
С7~

ваниях:

f>( < а < ) = Р(о < ) - Р(о < ) =

2

~Р(!^1>Г Л.Р(!^1.>Г )-(]^lzl\ П l±Iwv
az — . " - I ст" -y--»-i 2 2

Теорема доказана.

П46.21. Поскольку объем генеральной совокупности достаточно большой (это сказа-
но в условии), то выборку из 20 человек можно считать повторном. В силу теорем
46.4, 46.5, если генеральная совокупность имеет нормальное распределение, то дове-
рительные интервалы с надежностью ^соответственно для ее математического ожи-
дания и дисперсии равны:

f \
ns1 ns'

in-] — ," -
, где п— объем повтор-

ной выборки, А- ил1 —соответственно выборочные средняя и дисперсия, tUf —

квантиль уровня —— /-распределения с л- I степенями свободы, raM \ — квантиль

уровня а -//-распределения с п-\ степенями свободы. В нашем случае п - 20, л* = 620,
.v = 15, /(,ч51ч ~ 1.73, /"0.95.19 = 30.1, го_п5,!9= 10.1 Поэтому искомые доверительные ин-
тервалы для генеральной средней и дисперсии соответственно равны:

(614.05. 625.95), (149.5, 445.5).

П46.22. В силу теоремы 46.6 для выборки большого объема доверительный интервал

с надежностью /для генеральной средней приближенно равен:

Г s ~ s

(Х- j — t ] + y,X + - ^ г г / | + у ) ,
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где и — объем выборки, х и 5— соответственно выборочные средняя и дисперсия,

1 + V([ + > — квантиль уровня стандартного закона. В нашем случае п = 100.
Т" 2

х- 119.2, /0_95=1-64, л'= 9.353. Поэтому искомый доверительный интервал равен
(117.67, 120.73). Поскольку отклонение средней выработки рабочих в выборке от

средней генеральной не должно превышать 1%, то / ] + - р - ^ 1 , откуда
-у- •yjn

/ ? > ( ^ l w ) 2 = 235.2, т.е. «-236.
2

П46.23. В силу теоремы 46.6 для выборок большого объема доверительный интервал
с надежностью у для генеральной доли приближенно равен:

- w) jw(\ -w)

2

1 + Y
где n— о б ъ е м в ы б о р к и , w— в ы б о р о ч н а я д о л я , tUy— к в а н т и л ь у р о в н я с т а н -

2 -
дартного закона. В нашем случае п = 100, w= 10/100, /о.95= 1-64. Поэтому искомый
доверительный интервал равен (0.0508, 0.149).
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Глава 47

Проверка
статистических гипотез

find

Вначале дадим определение статистической гипотезы.

I Определение )

Статистической гипотезой называется любое предположение Но (гипотеза) о
параметрах или законе распределения генеральной совокупности X. Правило,
по которому гипотеза Но принимается или отвергается, называется статисти-
ческим критерием. Проверяемую гипотезу Но называют нулевой, а альтерна-
тивной называют гипотезу Ни являющуюся логическим отрицанием нулевой
гипотезы.

Общая схема построения статистических критериев следующая. Предполагается,
что нулевая гипотеза Но верна. В рамках этого предположения по случайной вы-
борке Хи ••-, Х„ определяется такая функция Д„№ Х„), называемая статистикой,
для которой будет известен точный или приближенный закон распределения. В
соответствии с этим законом распределения по заранее выбранной малой вероятно-
сти а определяется некоторая область \Ук (называемая критической), для которой
Р(Ап(Х.,... ,Х п) е Wk) = а . И если величина Д„(л'|, .... х„) (называемая выборочной

статистикой), вычисленная при конкретной выборке Л"|, ...,лг„ , окажется вне крити-
ческой области Wk, то гипотеза /7(, принимается, а если она окажется в области \V\,
то гипотеза отвергается. При этом возможны 4 случая, которые представлены в
табл. 47.1.

Таблица 47.1

Принимается Но
Отвергается Но

Верна HQ

вероятность:

Неверна Но

вероятность:

Правильное решение

1 - а

Ошибка второго рода

И

Ошибка первого рода

a

Правильное решение

1 - J J
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С Определение ^

Вероятность а допустить ошибку первого рода называется уровнем значимости
критерия. Вероятность 1 - р не допустить ошибку второго рода называется
мощностью критерия.

Если пользоваться терминологией контроля качества продукции, то а — это "риск
поставщика", связанный с забраковкой по результатам выборки всей партии товара,
соответствующей стандарту, а Р — это "риск потребителя", связанный с принятием
по результатам выборки партии товара, не соответствующей стандарту. Применяя
юридическую терминологию, а — это вероятность осудить невиновного, a (3 — веро-
ятность оправдать виновного.

Очевидно, критическая область однозначно определяет вероятности а и р\ Однако
невозможно совместить одновременное уменьшение а и (3 выбором этой области, не
изменяя объема выборки. Поэтому применяется следующий принцип выбора крити-
ческой области: при заданном уровне значимости а мощность критерия I - (3 должна
быть максимальной. Проиллюстрируем этот принцип следующим примером.

Предположим, что используется статистика Д„, которая в случае справедливости ну-

левой гипотезы # 0 распределена по нормальному закону с параметрами а, с и плот-

ностью ф ,(.т). В качестве критической области при уровне значимости а можно

взять любой интервал на оси Ох, на который опирается криволинейная трапеция, ог-

раниченная кривой ф \(х) и имеющая площадь а процентов от всей площади под

кривой ф ](х). Выделим три таких интервала:

П W\ = {a + х\, +со) — правосторонний (область больших положительных отклоне-
ний);

• W2 = (-оо, a - х2) — левосторонний (область больших отрицательных отклоне-
ний);

О ^ - ( - о о , д - х з ) и ( а + хз, +а°)— двусторонний (область больших отклонений по
абсолютной величине).

Предположим, что с проверяемой гипотезой //0 конкурирует альтернативная гипотеза

Ну, в случае справедливости которой статистика Д„ распределена по нормальному

закону с параметрами 6, а и плотностью ф 2(х), причем b > а. Тогда следует предпо-

честь ту область, при которой мощность критерия будет наибольшей. Решим эту за-

дачу графически (см. рис. 47.1).

Гипотеза Яо отвергается, если статистика Д„ попадает в выбранный критический ин-

тервал W,, ie {1,2, 3} . Но тогда принимается гипотеза Ни и в случае ее справедливо-

сти, вероятность 1 - р принятия правильного решения будет равна площади криво-

линейной трапеции, опирающейся на интервал W, и ограниченной кривой ф?(*) Из

рис. 47.1 видно, что среди криволинейных трапеций, ограниченных ф 2(х) и опираю-

щихся на Wu W2 и iVj, самую большую площадь имеет первая из них.
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а~х- а-*7 а а+х, й э+хэ

Рис.47.1. Иллюстрация принципа выбора критической области

Итак, в данном примере в зависимости от вида альтернативной гипотезы //, выбира-
ется правосторонняя, левосторонняя или двусторонняя критические области:

• если //] ™ "Ь > а", то критическая область есть (а+х\, +°о) и она определяется из
соотношения Р(А„> а т xt) = а или Р{\< а + Х\) = I - а ;

О если /У, - "Ь < а", то критическая область есть (-ее, а — х2) и она определяется из
соотношения Р(А„ < а - х2) = ct;

П если //, = "Ь Ф а", то критическая область есть (—да, а-хт,)<и(а + л*3, +•») и она оп-
ределяется из соотношения Р(Л„< а -х-,) + Р(А„> а + д-3) = а.

Рассмотренный пример показывает общий принцип определения критических облас-
тей для произвольной статистики Л„. Пусть с/у обозначает квантиль уровня у распре-
деления статистики А,„ а а — уровень значимости критерия. Тогда правосторонняя
критическая область будет равна (</| „,-*-«;), и нулевая гипотеза отвергается при Д„>
CJ\ _„ . Левосторонняя критическая область будет равна (-оо, с/а), и нулевая гипотеза
отвергается при A,,<qu. Двусторонняя критическая область будет равна (-
ее. qn )<u(q ,,, + сс), и нулевая гипотеза отвергается npnAlt<qit или А„>q n. В по-

2 2 2 ~ 1

следнем случае, если плотность статистики Д/; симметрична относительно оси Оу,
гипотеза отвер[ается при |Д„| >q а , поскольку qu =~q a .

| — | _ —
2 2 2

Теперь рассмотрим несколько конкретных практических примеров проверки стати-
стических гипотез. Начнем с проверки гипотезы о равенстве средних двух генераль-
ных совокупностей X и Y, распределенных по нормальному закону соответственно с

параметрами c/ v,a ( и av,av, причем значения дисперсий ст;.,а~ считаются неиз-

вестными. Пусть даны две независимые повторные случайные выборки Х\, .... Хп и

К[, .... YIU . В качестве нулевой гипотезы На берется предположение о равенстве сред-

них: ач= ау.
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Теорема 47.1. В случае справедливости гипотезы /-/<,= "ах = а" случайная величи-

на V =v У —±- + —̂ - распределена по стандартному закону.
/ V «I '72

В частности, если генеральные совокупности X и Y являются индикаторными слу-
чайными величинами с генеральными долями рх и ру, то в случае справедливости ну-

Wx - W..
левой гипотезы Ио = "рх = pv случайная величина U = - .. . . .

\рхо-рх), л-о-/?>••)

распределена по стандартному закону, где Wx, JT,, оценки параметров рх, ру.

Доказательство теоремы дано в задаче Т47.1.

В силу теоремы 47.1 с. в. V и U могут быть использованы в качестве статистик для

проверки нулевой гипотезы. При этом в зависимости от вида альтернативной гипоте-

зы Я] должны выбираться левосторонняя, правосторонняя или двусторонняя крити-

ческие области (см. задачу П47.23). Если дисперсии а] и a2

v неизвестны, но равны,

то применяется следующее утверждение, известное в теории статистики.

Теорема 47.2. В случае справедливости гипотезы //0 = "а, = а," с. в.

X — Y
U = . -„.j=r имеет /-распределение с /?, + п2 - 2 степенями свободы.

1 | 1 'hS2+n2S;

У , 2 , + п2 - 2

Если предположение о нормальности распределения генеральных совокупностей X и
К неверно, то для проверки нулевой гипотезы применяется асимптотический метод,
частным случаем которого является следующее утверждение.

Теорема 47.3. Пусть Л" и Y— индикаторные генеральные совокупности. При дос-
таточно больших объемах пх и л2 повторных случайных выборок, в случае справед-

Wt-Wb
ливости нулевой гипотезы И0 = "рх = /?,.", статистика .' =• распределе-

на по стандартному закону, где р = рх = ру.

Доказательство теоремы дано в задаче Т47.3.

Поскольку р неизвестно, то в соответствующих формулах р заменяют смешанной
выборочной долей

— Х\ + . . . + JT, + V, +...+ У.,

w = J— — (см. задачу П47.22).
"1 + «2
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Задачи
для самостоятельного решения
Т47.1. Доказать теорему 47.1.

Т47.2. Доказать, что в случае симметричности плотности с. в. Xотносительно оси Оу
({-( = -Cf\ _ у, где с/„ — квантиль уровня а закона распределения с в . Л'.

Т47.3. Доказать теорему 47.3.

П47.1. По выборкам объемов 14 и 9 найдены средние размеры деталей 182 мм и 185 мм,
изготовленных на первом и втором автоматах соошетсгвенно. Установлено, что размер
детали, изготовленной каждым автоматом, имеет нормальный закон распределения. Из-
вестны дисперсии: 5 мм" — для первого автомата, 7 мм"—для второго. Выяснить влия-
ние на средний размер детали автомата, на котором она изготовлена, приняв за апьтерна-
тивную гипотезу о различии генеральных средних (на уровне значимости 0.1).

П47.2. Решить задачу 1 при условии, что за альтернативную принята гипотеза о прева-
лировании генеральной средней размеров деталей, изготовленных на втором станке.

П47.3. Ожидается, что добавление специальных вешеств уменьшает жесткость воды,
которая подчиняется нормальному закону распределения. Оценки жесткости воды до
и после добавления специальных веществ но 40 и 50 пробам соответственно показали
средние значения жесткости, равные 4 и 3.8 градуса. Дисперсия измерений в обоих
случаях предполагается равной 0.25 град". Подтверждают ли эти результаты ожидае-
мый эффект? Уровень значимости принять равным 0.05.

П47.4. Для проверки новой технологии отобраны две группы рабочих: в первой, где
применялась новая технология, выборочная средняя выработки 50 рабочих составила
85 изделий, а во второй группе выборочная средняя выработки 70 рабочих составила
78 изделий. Выработки распределены по нормальному закону. Предварительно было
установлено, что дисперсии выработки в группах равны 100 и 74. Выяснить влияние
новой технологии на среднюю выработку, приняв за альтернативную гипотезу •эффек-
тивность применения новой технологии. Уровень значимости принять равным 0.05.

П47.5. В результате двух серий измерений с количеством измерений 25 и 50 получе-
ны соответственно средние значения исследуемой величины, имеющей нормальное
распределение, равные 9.79 и 9.6. Можно ли объяснить па уровне значимое! и 0.1 л о
расхождение случайными причинами, если известно, что средние квадратические
отклонения в обеих сериях измерений равны 0-3?

П47.6. В рекламе утверждается, что месячный доход по акциям А превышает доход по
акциям В. В течение годичного периода средний месячный доход по акциям В составил
0.5%, а по акциям А 0.65%, а средние квадрашческие отклонения составили соот-
ветственно 1.9 и 2%. Полагая распределение доходности по каждой акции нормаль-
ным, проверить утверждение, содержащееся в рекламе, па уровне значимое! и 0.05.

П47.7. Произведены две выборки урожая пшеницы: при своевременной уборке урожая и
уборке с некоторым опозданием. В первом случае при наблюдении 8 участков выбороч-
ная средняя урожайность составила 16.2 и/га, а среднее квадратическое отклонение —
3.2 ц.'га; во втором случае при наблюдении 9 участков те же характеристики равнялись
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соответственно 13.9 u/га и 2.1 и/га. На уровне значимости 0.05 выяснить влияние свое-
временности уборки урожая, полагая, что урожайности различных групп участков имеют
нормальные распределения с одинаковыми дисперсиями. В качестве альтернативной
принять гипотезу о существенном влиянии на урожайность сроков уборки.

П47.8. Решить задачу 7 при условии, что в качестве альтернативной берется гипотеза
о расхождении урожайности при различных сроках уборки.

П47.9. При измерении производительности двух агрегатов получены следующие ре-
зультаты в кг вещества за час работы (табл. 47.2):

Таблица 47.2

№ замера

Агрегат А

Агрегат В

1

14.1

14

2

10.1

14.5

3

14.7

13.7

4

13.7

12.7

5

14.0

14.1

Можно ли считать, что производительность агрегатов А и В одинакова в предполо-
жении, что обе выборки получены из нормально распределенных генеральных сово-
купностей с одинаковыми дисперсиями? Уровень значимости принять равным 0.3.

П47.10. Содержание никотина (в мг) для двух марок сигарет характеризуется сле-
дующими данными (табл. 47.3):

Таблица 47.3

№ пробы

Марка А

Марка В

1

24

27

2

26

28

3

25

25

4

22

29

Указывают ли эти результаты на различие среднего содержания никотина в сигаретах
этих марок в предположении, что обе выборки получены из нормально распределен-
ных генеральных совокупностей с одинаковыми дисперсиями? Уровень значимости
принять равным 0.1.

П47.11. Во время эпидемии гриппа изучалась эффективность прививок против этого
заболевания. Получены следующие данные (табл. 47.4):

Таблица 47.4

После прививки

Заболели

4 чел.

Не заболели

192 чел.

Без прививки

Заболели

34 чел.

Не заболели

111 чел.
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Указывают ли эти результаты на эффективность прививок? Уровень значимости
принять равным 0.01.

П47.12. В течение месяца завод поставил предприятию 200 корпусов, из которых 3
оказались дефектными. В следующий месяц было поставлено 850 корпусов, из кото-
рых 7 оказались дефектными. Изменилась ли доля дефектных корпусов в поставках
завода? Уровень значимости принять равным 0.01.

П47.13. Исследуется два производственных процесса изготовления поршневых ко-
лец. Проверить гипотезу о равенстве процента брака в обоих процессах по следую-
щим данным:

Кольца

Годные

Бракованные

Процесс

1

195

5

2

149

2

Уровень значимости принять равным 0.0!.

П47.14. Вступительный экзамен проводился на двух факультетах института. На фи-
нансовом факультете из 900 абитуриентов выдержали экзамен 500 человек, а на
учетно-статистическом факультете из 800 абитуриентов— 408 человек. Проверить
гипотезу об отсутствии существенных различий в уровне подготовки абитуриентов
двух факультетов. Уровень значимости принять равным 0.01.

П47.15. В партии из 500 деталей, изготовленных первым станком-автоматом, оказа-
лось 60 нестандартных; из 600 деталей, изготовленных на втором станке, — 42 не-
стандартных. Проверить гипотезу о равенстве вероятностей изготовления нестан-
дартных деталей обоими станками. Уровень значимости принять равным 0.01.

П47.16. Ниже приведены результаты выборочного обследования двух партий изделий:

№ партии

1

2

Бракованные

8

13

Годные

92

287

Можно ли считать, что доля брака в обеих партиях одна и таже? Уровень значимости
принять равным 0.05.

П47.17. Предполагается, что применение новой технологии в производстве микро-
схем приведет к увеличению выхода [одной продукции. Результаты контроля двух
партий продукции, изготовленных по старой и новой технологиям, приведены ниже:

Технология изделия

Годные

Бракованные

Старая

140

10

Новая

185

15
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Подтверждают ли эти результаты предположение об увеличении выхода годной про-
дукции? Уровень значимости принять равным 0.01.

П47.18. 1000 человек классифицировали по признаку дальтонизма. По приведенным
ниже данным проверить, есть ли зависимость между наличием дальтонизма и полом
человека:

Дальтоники

Не дальтоники

Мужчины

38

442

Женщины

6

514

Уровень значимости принять равным 0.01.

П47.19. Два пресса штампуют детали одного наименования. Из партии деталей, изго-
товленных прессом, проверено 1000 деталей, из которых 25 оказалисьбраковаными.
Из 800 деталей, изготовленных вторым прессом, негодными оказались 36 деталей.
Согласуются ли эти результаты с предположением о равенстве доли брака в продук-
ции двух прессов при уровне значимости 0.1?

П47.20. Ниже приведены результаты выборочного обследования двух партий изде-
лий:

№ партии

1

2

Число изделий

бракованных

12

17

годных

88

183

Можно ли считать, что доля брака в обеих партиях одна и та же? Уровень значимо-
сти принять равным 0.05.

П47.21. В следующих табл. 47.5 и 47.6 приводятся данные по расходу сырья на еди-
ницу продукции в зависимости от использования новой и старой технологий:

Таблица 47.5. Старая технология

i

Xj

1

303

2

307

3

307

4

307

5

307

6

308

7

308

8

308

9

308

i

У!

1

303

2

303

3

304

4

304

5

304

6

304

7

304

Таблица 47.6.

8

304

9

306

10

306

Новая

11

306

технология

12

306

13

308

П Зак. 4223
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П47.22. В следующей табл. 47,7 приводятся выборочные данные опроса студентов
государственных и негосударственных вузов г. Минска о вредном влиянии курения
на учебу:

Таблица 47.7

Государственные вузы

Негосударственные вузы

Вредит

60 чел.

69 чел.

Не вредит

45 чел.

71 чел.

Подтверждают ли эти данные предположение о том, что отношение к курению сту-
дентов государственных и негосударственных вузов различно? Принять уровень зна-
чимости 0.1.

Ответы, указания, решения
Т47.1. В силу теоремы 46.1 с. в. X и У распределены по нормальному закону соот-

ветственно с параметрами а , J—*- и а , А—- . Поскольку случайные выборки не-

V П\ ' V П2

зависимы, то с. в. X и У также независимы. Следовательно, с. в. Х- У имеет нор-
мальный закон распределения ( по свойству композиции независимых нормально
распределенных случайных величин), причем

и, п2

Y ) = М(Х ) - M(Y ) = 0,

Остальное очевидно, если учесть, что для индикаторных генеральных совокупностей

Т47.2. Поскольку Р(Х<-1) = Р(Х> t), то F(-c}[ _г) = P(X<-q] _у) = Р(Х> qx. Y) -

= 1 ~P(X<q\ т ) = 1 - ( 1 -y) = Y, откуда <7Т = -?,.. у .

Т47.3, Поскольку оценки Wx и Ws представляют собой соответственно суммы щ и п^

независимых одинаково распределенных случайных величин, то по теореме 45.2 при

«i-> =o, r\i~* =о их можно считать распределенными по нормальному закону соответ-

ственно с параметрами р = рх = M(WX), J——— и р = ру= M{Wy), J——~. По
я, V п2

свойству композиции независимых нормально распределенных случайных величин,
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с в . Wx~Wy распределена по нормальному закону с параметрами О,

т П Г
j - = (— + — ) р { \ - р ) (см. решение задачи Т47.1). Остальное очевидно.

V п\ П2
П47.21. Сначала определим выборочные средние:

х = ^ — - = 307, у = 2^—'- - 305 . Теперь определим выборочные дисперсии:

' 5у~ы ^ Х2Л'

Проверяется нулевая гипотеза Яо о равенстве генеральных средних. В качестве аль-
тернативной берется гипотеза о преимуществе новой технологии над старой. Для
проверки нулевой гипотезы используется статистика

~X-Y

1 1 S]nx+Sln2

t n2 ni + n2 - 2

которая имеет (-распределение с «i + m - 2 степенями свободы. В данном примере

л?, = 9, «2 =13, х = 307, ^ - 3 0 5 , 5Л

2=2.2, s] = 2.1, Поэтому выборочное значение ста-

тистики будет равно:

307-305

1 + ± 2.2.9 + 2.1-!3

9 13 20

3.

Поскольку квантиль уровня 0.95 /-распределения с 20 степенями свободы равен 1.7 и
3 > 1.7, то нулевая гипотеза отвергается и можно считать, что новая технология дает
значимое уменьшение среднего расхода сырья по сравнению со старой.

П47.22. Проверяется гипотеза о равенстве генеральных долей. В качестве альтерна-
тивной берется гипотеза о различии генеральных долей. Для проверки нулевой гипо-
тезы используется статистика:

W-W,.

— + —)Р0-Р)

которая имеет стандартное распределение. В данном примере xvv=——«0.571,

69
и\= х 0.493, «i= 105, п2

= 140. При этом неизвестная величина р заменяется
140
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смешанной выборочной долей w = «0.527. Итак, выборочное значение
F 105 + 140 F

статистики приближенно равно

(0

.571-0.493) /Jo.527(l-O.527)(—+ —) «1.21
V \ 105 140

Поскольку квантиль уровня 1 — ^ 0.95 стандартного распределения равен 1.645 и

1.21 < 1.645, то нулевая гипотеза принимается, т. е. полученные данные не противо-
речат гипотезе об одинаковом отношении студентов к курению.



Глава 48

Двумерная модель
корреляционного анализа

Задача корреляционного анализа заключается в выявлении связи между случайными
величинами (генеральными совокупностями) X, У посредством точечной и интерваль-
ной оценки коэффициентов корреляции и проверки их значимости. При этом основны-
ми характеристиками зависимости между с. в . 1 и К являются регрессии У по х и X по у.

Основное допущение корреляционного анализа: двумерная с. в. (Л", Y) распределена
по нормальному закону с параметрами ах, ау, сЛ, а у, р, где ах, ov и ау, иу— параметры
нормальных законов распределения одномерных составляющих X и У, р — их коэф-
фициент корреляции (теорема 44.1). При таких допущениях, согласно теореме 44.3,
регрессии имеют следующий вид:

Если в этих уравнениях параметры ах, я„ av, ar p заменить соответствующими выбо-
рочными характеристиками х, y,sx,sv, r, то получим выборочные регрессии

vr(x) = у + г-"-(х-х), vr(y)= х + г —- (у - v) ;
sx ст(.

здесь /•— выборочный коэффициент корреляции, sl.sj, — выборочные дисперсии,

х,у— выборочные средние (см. гл. 46),

Исходная статистическая информация может быть сгруппирована на основе интер-
вальных рядов выборочных данных и представлена в следующем виде. Возможные
области значений с. в . 1 и У разбиты соответственно на т и п интервалов равной дли-
ны. Через а„ Ь^ обозначены соответственно середины этих интервалов / = 1 , . . . , т ,
к=\, ...,п, а через /— объем парной выборки, состоящей из пар (х.„у,) частных значе-
ний двумерной с. в. (X, У). Через fa обозначено число всех пар (хЛ,уЛ) таких, что хл со-
держится в /-м интервале для значений св. X, а у,— в к-м интервале для значений с. в.
У. В случае сгруппированных данных формулы для выборочных средней, дисперсии и
коэффициента корреляции, определенные в гл. 46, будут иметь следующий вид:

ID in i —\2

k=\
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—\2 _ in ii
у (bk -У) к

где п = 2-

В силу теоремы 44.2 независимость с. в. А" и Y равносильна равенству нулю их коэф-
фициента корреляции р. Напомним также, что в качестве точечной оценки коэффи-
циента корреляции берется случайная величина

nSxSy

В теории статистики доказывается следующее утверждение.

Теорема 4 8 . 1 . Если коэффициент корреляции р с. в. X и Y равен нулю (нулевая

Лл//7-2
гипотеза), то статистика . имеет (-распределение с п-2 степенями свободы.

Если в качестве альтернативной берется гипотеза //, =" р * 0 ", то согласно общему

принципу определения критической области, сформулированному в гл. 47, нулевая гипо-

I Л|V« - 2
теза отвергается, если статистика — . — превосходит квантиль t a уровня

•v/l - R1 ' ,п-2

ее
I /-распределения с п-2 степенями свободы. Таким образом, гипотеза о равенстве

нулю коэффициента корреляции (и следовательно о независимости с. в. X и У) отвергает-
ся, если для выборочного коэффициента корреляции г верно неравенство:

В случае отказа от гипотезы о равенстве нулю коэффициента корреляции р есть
смысл построить доверительный интервал для него. Однако плотность с. в. R имеет
сложный вид. Поэтому воспользуемся следующим утверждением из теории стати-
стики.

1 1 + R

Теорема 48.2. Случайная величина Z= — In уже при небольших и имеет рас-

пределение, достаточно близкое к нормальному распределению с параметрами

У + р, Р _L_
I I I < , г - — • .
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Следствие 48.1. Доверительный интервал с надежностью у для М{2) равен

где / l + v—квантиль уровня

(48.1)

+ 7
стандартного закона.

Доказательство. В силу теоремы 48.2 с в . (Z - A/(Z))v«-3 имеет распределе-

ние, близкое к стандартному, так как

M((Z -

Отсюда по лемме 46.1

P(Z -
я - 3

Следствие доказано.

Поскольку th(jV/(Z)) = th(—In +
2 \-p 2(n-\)

где th(x)= — гиперболи-
е +е

ческий тангенс, то, заменив в (48.1) с. в, R ее выборочной характеристикой г, полу-
чим приближенные границы для р (с надежностью у):

, Л , 1 +г
th(—In

2 1 —г

На практике часто предпосылки корреляционного анализа могут нарушаться; одна из
величин X, Y оказывается величиной не случайной, или двумерная с в. (X, У) не име-
ет нормального распределения. Однако статистическая зависимость между X и К мо-
жет сохраняться. Для изучения связи между величинами X и Y в этом случае исполь-
зуется индекс корреляции, который будет определен ниже.

Теорема 48.3.

D(Y) - M(M(Y\X) - M(Y))2+ ЩУ- M(Y\X)f (48.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство проведем для непрерывной с. в. (X, У), для дис-
кретных с в . рассуждения аналогичны. Итак, D(Y) = M(Y - M(_Y))~=M[(M(Y\X) -
- М(У)) + (Y- М(У\Х))]2= M(M(Y\X) - M{Y)f + М(У- M(Y\X)f+ 2M((M(Y\X) -
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Очевидно, теорема будет доказана, если мы покажем, что последнее слагаемое равно
нулю. Для этого воспользуемся определением математического ожидания и услов-
ной плотности;

M((M(Y\X) - M(Y))(Y~ M(Y\X))) = j \(м(у ! x) ~ M(Y))(y - M(Y \ х))ц>(х,y)dxdy =
-en—я>

CO CO

= j(M(Y\x)-M(Y))i9](x)(j(y~M(y\x))^(y\x)dy)dx.

-CO —00
А внутренний интеграл равен нулю, так как

со со СО

[уц>(у | x)dy - \м(У I х)<р(у | x)dy = M{Y \ x) - M(Y \ x) \tp(y \ x)dy =

— QO — Д О — C O

=M(Y\x) - M(Y\x)-1 = 0 (см. гл. 43). Теорема доказана.

Таким образом, дисперсия с. в. У разложена на две составляющие. Первое слагаемое
в (48.2) измеряет влияние с. в. X на с. в. Y, поскольку характеризует разброс условно-
го математического ожидания К по .Y относительно среднего случайной величины У.
Второе слагаемое в (48.2) измеряет влияние прочих факторов на с. в. Y, поскольку
характеризует разброс этой случайной величины относительно условного математи-
ческого ожидания УпоХ.

О п р е д е л е н и е J

Величина р^,-= M(M(Y\X)-M(Y))21D(Y) называется индексом корреляции УпоХ.

Индекс корреляции Л" по К определяется аналогично.

Из соотношения (48.2) следует, что 0 < р ^ < 1 . Кроме того, при р^. - 1 отсутствует

влияние прочих факторов, и между У и X существует функциональная зависимость;

при р^|г =0 корреляционная связь между У и X отсутствует. Можно также показать,

что р2 < р]1г. Кроме того, справедливо следующее утверждение.

Теорема 48.4. Если двумерная с. в. (X, Y) распределена по нормальному закону с

параметрами ax> av, a v , a v , р, то р2 = p2

|v - p]w.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 44.3

M(Y\X)=ay+p—(X-ai).

a
Отсюда М(У\Х)- М(У) =р (X - ах). Следовательно
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Теорема доказана.

Ввиду теоремы 48.4 расхождение между р2 и р~|Г может быть использовано для про-
верки предположения о нормальности распределения двумерной с. в. (X, У). Однако,
для определения оценки индекса корреляции необходимо знать регрессию, что при
нарушении предположения о нормальности распределения с. в. (X, У) весьма пробле-
матично. В подобных ситуациях, при наличии сгруппированных статистических дан-
ных, используются выборочные индексы корреляции т\ лх и т)^,,, где

Ill

^ { y m i -y)2r,

•, ym. - • , /= 1,..., m,

k=\ i=\ , к = 1, ..., n
hi с

Линия на координатной плоскости Qxy, соединяющая последовательно точки (х^ут,),
/= 1,..., т, называется эмпирической линией регрессии У по х. Аналогично определя-
ется эмпирическая линия регрессии X по у.

Компьютерный раздел
Подпанель Калькулятор (Calculator), изображенная на рис. 48.1, вызывается кноп-

встроенной функции извлечения квадратногокой панели Math. Шаблон

j. Если вначале вве-

корня вызывается кнопкой [£j подпанели Калькулятор (Calculator), шаблон

встроенной функции логарифма по основанию е— кнопкой | j
дено алгебраическое выражение, из которого предполагается извлечь квадратный
корень, то можно воспользоваться клавишей <\>, предварительно выделив слева все
выражение синим курсором ввода.

sin

i

О
9
X
:=

COS
1*1
х2

/

-г

tan

Г
xY

i
•

1

0

In

Г
ГС

4

2

-

log

ех

7

5

3

=

п!

8

6

+

Рис. 4 8 . 1 . Подпанель Калькулятор
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Встроенная функция tanh(x) вычисляет гиперболический тангенс от х. Встроенная
функция qnormia, ц, а) вычисляет квантиль уровня а нормального распределения
с математическим ожиданием ц. и средним квадратическим отклонением а. Встроен-
ная функция length (v) определяет размерность вектора v.

Если v— вектор, то запись v2 в Mathcad означает покоординатное возведение в квадрат и
не требует использования операции векторизации. Аналогично, запись v-а или v + a,
где а — скаляр, означает вычитание или сложение а с каждой координатой вектора v.

Задачи
для самостоятельного решения
К48.1. Сгруппированные статистические данные, выражающие зависимость между
суточной выработкой продукции Х(т) и величиной основных производственных
фондов У (млн р.) для совокупности из 50 однотипных предприятий, приведены в
табл. 48.1. В этой таблице первый столбец и первая строка соответственно содержат
середины интервалов выборочных данных для X и У, а остальные ячейки содержат
числа flk. Требуется оценить тесноту и направление связи между случайными величи-
нами X и К, вычислив выборочный коэффициент корреляции и проверив гипотезу о
равенстве нулю коэффициента корреляции (с уровнем значимости 0.05). В случае
значимого коэффициента корреляции определить для него доверительный интервал с
надежностью 0.95. Вычислить выборочные индексы корреляции и на их основе оце-
нить выполнимость в данном случае предпосылок корреляционного анализа. По-
строить выборочную и эмпирическую линии регрессии.

Таблица 48.1
_ _ _ _ __ _ _ _

22,5

27,5

32,5

37,5

42,5

К48.2. Решить задачу К48.1 при условии, что соответствующие сгруппированные
статистические данные приведены в табл. 48.2.

Таблица 48.2

2
3

0

0

0

t
6

3

I

0

0
4

п
2
0

0
0
7
6
I

0
0
0
2
I

х у

22.5

27.5

32.5

37.5

42.5

9

0

4

1

12

7

13

1

2

5

0

3

17

4

0

7

0

1

21

2

2

1

2

0

25

0

0

1

0

0
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К48.3. Решить задачу К48.1 при условии, что соответствующие сгруппированные
статистические данные приведены в табл. 48.3.

Таблица 48.3

X

22.5

27.5

32.5

37.5

42.5

У 9

0

0

5

4

0

13

5

6

0

3

0

17

11

2
'У

0

1 2

2 1

0

0

1 1

6

1 0

2 5

3

0

3

1

8

К48.4. Решить задачу К48.1 при условии, что соответствующие сгруппированные
статистические данные приведены в табл. 48.4.

Таблица 48.4

X

22.5

27.5

32.5

37.5

42.5

У 9

4

0

0

2

4

13

1

6

7

6

6

17

0

4

7

II

1

21

0

2

4

0

0

25

11

0

0

10

5

К48.5. Решить задачу К48.1 при условии, что соответствующие сгруппированные
статистические данные приведены в табл. 48.5.

Таблица 48.5

X

22.5

27.5

32.5

37.5

42.5

У 9

10

0

4

1

0

13

1

5

0

4

3

17

0

6

0

7

6

21

2

0

8

0

7

25

7

9

5

5

8
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К48.6. Решить задачу K48.I при условии, что соответствующие сгруппированные
статистические данные приведены в табл. 48.6.

Таблица 48.6

13 17 21 25

22.5

27.5

32.5

37.5

42.5

12

О

О

2

5

5

10

6

0

о

К48.7. Решить задачу К48.1 при условии, что соответствующие сгруппированные
статистические данные приведены в табл. 48.7.

Таблица 48.7

х у

22.5

27.5

32.5

37.5

42.5

9

0

3

0

5

0

13

0

п
7

4

5

17

4

10

3

3

8

21

7

5

2

2

0

25

4

0

0

1

10

К48.8. Решить задачу К48.1 при условии, что соответствующие сгруппированные
статистические данные приведены в табл, 48.8.

22.5

27.5

32.5

37.5

42.5

7

II

9

5

0

13

~о~
о
4
4
0

17
—

6

2

6

21

Т~
5

П

2

4

Таблица 48.8

25
_

2

0

7

10
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К48.9. Решить задачу К48.1 при условии, что соответствующие сгруппированные
статистические данные приведены в табл. 48.9.

Таблица 48.9
— _ _ _ _ __ _

22.5 0 8 0 12 5

27.5 7 9 8 2 3

32.5 0 11 6 1 1

37.5 2 10 10 2 5

42.5 5 0 4 3 6

К48.10. Решить задачу К48.1 при условии, что соответствующие сгруппированные
статистические данные приведены в табл. 48.10.

Таблица 48.10
— _ _ __ „ _ _

22.5 9 Н) П 12 0

27.5 6 0 6 7 3

32.5 0 7 3 1 8

37.5 9 7 4 0 4

42.5 0 3 6 4 0

K48.ll. Решить задачу К48.1 при условии, что с. в. /выражает энерговооруженность
(кВт-ч) предприятий химической промышленности и с. в. А1 выражает их фондово-
оруженность (млн р.), а соответствующие сгруппированные статистические данные
приведены в табл. 48.11.

Таблица 48.11

X

0.7

2.1

3.5

4.9

6.3

7.7

У 2.25

4

4

2

0

0

0

6.75

1

2

8

1

0

0

11.25

0

0

1

20

3

0

15.75

0

0

0

4

3

1

20.25

0

0

0

0

3

3
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К48.12. Решить задачу К48.1 при условии, что с. в. X выражает объем сбыта товара
(млн р.) и с. в. У выражает относительный уровень издержек обращения (%), а со-
ответствующие сгруппированные статистические данные содержатся в табл. 48.12.

Ответы, указания решения

Общий алгоритм решения задач К48.1 — К48.12
с помощью Mathcad
Ввести исходные данные: матрицу £, содержащую частоты fik попадания выборочных
пар (А-., уэ) В соответствующие интервалы; векторы аи ь середин этих интервалов.

Таблица 48.12

У

3.6

4.0

4.4

4.8

5.2

5.6

6.0

6.4

х 5

0

0

0

0

0

2

3

3

7

0

0

0

3

3

2

0

I

9

0

0

I

I

2

2

I

0

И

0

I

4

3

0

0

0

0

13

0

1

2

3

0

0

0

0

15

0

3

2

0

0

0

0

0

17

2

2

0

0

0

0

0

0

19

3

1

0

0

0

0

0

0

Определить выборочные средние, дисперсии, коэффициент корреляции, индексы
корреляции:

ORIGIN := 1 m := length(a) п := length{b) 1 := 1;т
к : = 1; л

г* -~Z- t r ' с^ ' Z- r L • Ь г х--

Ь-с }(а-х_)* -г

-х_)'<Ь,-

1-э„ -s,.
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(f') '" J ' -b f'k> -а
ynjj := xmk : =

г. - (y m -yJ ' r „ ._ (xm-x_):-c
n - • " ^ " ~ I l j — n - - V ~ ~ 7 ^ —

Определить значимость коэффициента корреляции (с уровнем значимости а) и в
случае утвердительного ответа вычислить для него доверительный интервал (с на-
дежностью у):

answer := if(—J—=^ > qt(X ,1-2), "yes", " л о" >

z, : = — -ln( )-qnorm( ,0,1)-л ( ) q n o r m ( , 0 , 1 )
2 I-Jcr 2 V-l-3

1 1 +£r 1 +v 1
zr \= — • 1 л ( ) + длorm( L , 0 , 1 ) •

2 1 Я 2
л ( ) д л o r m ( , 0,1) 7

2 1-Яг 2 V-l-3

Задать выборочные регрессии:

Уф):=У_+г- —'(х-х_) xr(y) :-x_+r--^-(y-y J

Построить выборочную и эмпирическую линии регрессии Y по х. Для этого ввести
шаблон графика. В рамке под осью абсцисс на месте метки ввести символ а;, а в мет-
ке слева от оси ординат ввести уг{а) .,•, ут^ На месте меток для ввода диапазонов
изменения вдоль оси Ох ввести min (а) и max (а), а на месте меток для ввода диапа-
зонов изменения вдоль оси Оу ввести min(ym) и тах{ут) . Для получения необхо-
димого изображения произвести настройку параметров рисунка. Аналогично строят-
ся линии регрессии х по у.

К48.1. Ответы. Выборочный коэффициент корреляции равен 0.74, т. е. связь между Л"
и К тесная и прямая. Коэффициент корреляции значимо отличается от нуля, а его до-
верительный интервал равен (0.581, 0.844). Выборочные индексы корреляции равны
0.7496, 0.7424, что согласуется с предпосылками корреляционного анализа.

К48.И. Ответы. Выборочный коэффициент корреляции равен 0.872, т. е. связь между
Л' и К тесная и прямая. Коэффициент корреляции значимо отличается от нуля, а его
доверительный интервал равен (0.7932, 0.9215). Выборочные индексы корреляции
равны 0.893, 0.8856, что согласуется с предпосылками корреляционного анализа.

К48.12. Ответы. Выборочный коэффициент корреляции равен -0.874, т. е. связь меж-
ду X и У тесная и обратная. Коэффициент корреляции значимо отличается от нуля, а
его доверительный интервал равен (-0.9264, -0.7882). Выборочные индексы корре-
ляции равны 0.9044, 0.9047 и достаточно сильно расходятся с выборочным коэффи-
циентом корреляции.
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find
Модели парной регрессии

В экономических исследованиях имеющиеся данные очень часто нельзя считать вы-
боркой из двумерной генеральной совокупности: например, в тех случаях, когда одна
из рассматриваемых переменных не является случайной. Такая односторонняя зави-
симость случайной зависимой величины У от одной (парная регрессия) или несколь-
ких (множественная регрессия) неслучайных независимых переменных рассматрива-
ется в регрессионном анализе.

Парная регрессионная модель может быть представлена в виде

Ух = ф (X) + Ех,

где Ух— зависимая случайная величина, <p(.x)—~ функция регрессии, х — неслучай-

ная переменная (объясняющая переменная), е г — случайная величина, называемая

возмущением и характеризующая отклонение с в . Yx от функции регрессии ср(х).

Основные допущения регрессионного анализа: при любом х возмущение ех распреде-

лено по нормальному закону с нулевым математическим ожиданием и независящей

от х дисперсией (называемой остаточной и обозначаемой ст*); для любых различных

х и z с. в. еЛ и е, независимы. Из этих допущений, в частности, следует, что

(х)) + М(гх) = Ф (х), D( Yx) - D( <р (x)) + D(zx) = <rj.

Основная задача регрессионного анализа— выбор вида функции регрессии и стати-
стический анализ ее параметров. Выбор функции регрессии производится на основа-
нии опыта предыдущих исследований, литературных источников, других соображе-
ний профессионально-теоретического характера, а также визуального наблюдения
расположения точек выборки на координатной плоскости. Наиболее часто встре-
чающиеся типы функций: полиномиальные Ро + Pi* +...+ Р,„ \хт ', линейные
Ро+ Р|Х, гиперболические р о+ (V*, логарифмические ро+ р]/я(х + р2) и т. п.

Пусть выбранная функция регрессии содержит ровно т независимых параметров
Ро, Рь •••> $т I- Зафиксируем п значений х,, ..., х„ объясняющей переменной х. Тогда в
качестве оценки параметров р0, pi, .,., р„, i берутся такие величины BQ, ..., В„, ,, ко-
торые минимизируют сумму квадратов отклонений значений зависимой с. в. Yy от
соответствующих значений функции регрессии, равную
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Если теперь (хиуХ]),...,(хц,УХн) — выборка, состоящая из п пар наблюдений, то вы-
борочными оценками параметров р0, р ь -.-, Р,в i будут числа b,h 6,,..., Ьт \, миними-
зирующие сумму квадратов

1=1

В качестве оценки функции регрессии ф(г) берется функция V(x), полученная из

Ф (х) заменой параметров их оценками, а выборочная функция регрессии v(x) полу-

чается из ф (х) заменой параметров соответствующими выборочными оценками.

В качестве оценки остаточной дисперсии а] берется случайная величина

а выборочная остаточная дисперсия равна

В знаменателях указано число степеней свободы п-т, поскольку т степеней свобо-
ды теряются при определении т параметров.

Обозначим:

~\2
— 4-

п

(х-х)
, где х =

В теории статистики известно следующее утверждение.

Теорема 49.1. Для каждого фиксированного х случайная величина

У(х)-Ц>(х)

Sy(x)

имеет /-распределение с п-т степенями свободы.

С л е д с т в и е 49.1. Доверительный интервал с надежностью /для функции регрес-
сии <р (х) равен

2 ' "
• i n , , , - * " *

2

Sy(x))

где /, +
квантиль уровня /-распределения с п - т степенями свободы.

Доказательство см. в задаче Т49.1.
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Рассмотрим частный случай линейной функции регрессии ф (х) = Po+Pi*-

т лп 1 п (&о -Po)Vrt-2 (B] -p,) j V"-2
I еорема 49.2. Случайные величины ; , — ! •—- , где

п

s~ = 2_,(xi ~x) /(«- 2), имеют /-распределение с п - 2 степенями свободы.

Следствие 49.2. Доверительные интервалы с надежностью у для параметров j3,,, P,
равны соответственно

(В, -^ ti + y , Bt + f t^s ),

1 + Угде /| + у —• квантиль уровня /-распределения с п - 2 степенями свободы.
— - . п - 2 2

Доказательство см. в задаче Т49.2.

Следствие 49.3. Если параметр р, равен нулю (нулевая гипотеза), где /= {0, 1},
то статистика Z?,/', имеет /-распределение с п - 2 степенями свободы; здесь

Доказательство непосредственно следует из теоремы 49.2.

Если в качестве альтернативной гипотезы берется гипотеза Н\= " |3; ^ 0 ", то, согласно
общему принципу определения критической области {см. гл. 47) нулевая гипотеза

отвергается, если статистика \В,\г, превосходит квантиль ( a уровня 1
I , п - 2 2

/-распределения с /7-2 степенями свободы. Таким образом, гипотеза о равенстве ну-
лю параметров р0 или р, линейной функции регрессии отвергается, если для выбо-

, • I £>,, v« - 2
рочнои оценки bo или Ь\ этого параметра верно — >/ t или

>t ,-, соответственно.
\--,п-2

Компьютерный раздел
Встроенные функции line, lysfit, expfit, log fit, pwrfit, sinfit позволяют
методом наименьших квадратов определить выборочные параметры линейной, логи-
стической, экспоненциальной, логарифмической, степенной, синусоидальной функ-
ций регрессии. Выбор конкретного типа регрессионной функции определяется видом
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расположения выборочных точек на плоскости. Однако вид функции регрессии по
имеющимся данным может быть трудно предсказуем. В этом случае целесообразней
использовать встроенную функцию Unfit (x, у, F). Она позволяет методом наи-
меньших квадратов определять вектор ь т = (b0, bu . . ., bm _ г), координаты ко-
торого являются коэффициентами в представлении выборочной функции регрессии
v(z) в виде линейной комбинации заранее заданного набора функций
F0(z) , F i U ) , F m - i (z) :

= (F0

Вот один из примеров использования функции Unfit
бора функций FQ [ z) = l + z ?, F^z) = z:

у, F) для заданного на-

x :=
1.3

2 .3

4.5

y : = F(z) :=

' - 0 . 8 5 4 ^
f ( z ) : = b - F ( z )

b:=linfit(x,y,F)

В данном примере выборочные (статистические) данные, содержащиеся в векторах х
и у, аппроксимируются линейной комбинацией функций 1 + z2 и z.

Встроенная функция теап(М) определяет среднее арифметическое элементов матри-

цы (координат вектора) К Встроенная функция qt{a,k) вычисляет квантиль уровня

а /-распределения с к степенями свободы.

Задачи
для самостоятельного решения
Т49.1. Доказать следствие 49.1.

Т49.2, Доказать следствие 49.2.

В задачах К49.1 -К49.10 на основе выборочных данных, содержащихся в таблицах,
построить выборочные функции регрессии; определить доверительные интервалы
для функции регрессии с надежностью 0.95; на уровне значимости 0.05 проверить
гипотезы о равенстве нулю коэффициентов линейной функции регрессии и постро-
ить для них доверительные интервалы с надежностью 0.95. Построить соответст-
вующие графики.
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К49.1. В табл. 49.1 приведены данные о производительности труда шахтеров (т) в
зависимости от мощности пласта шахты (м), характеризующие процесс добычи угля
в 10 шахтах:

Производительность

Мощность шахты

10

12

7

9

5

8 1

5

8 2

10

11

8

12 1

6

8

5

9.1

Таблица 49.1

6

9.2

6

8.4

К49.2. Решить задачу К49.1 при условии, что статистические данные содержатся в
табл. 49.2:

Таблица 49.2

Производительность

Мощность шахты

6

8

8

11

4

7

5

4

11

4

8

7.1

4

5

6

6.7

7

2.4

3

7.4

К49.3. Решить задачу К49.1 при условии, что статистические данные содержатся в
табл. 49.3:

Таблица 49.3

Производительность

Мощность шахты

11

12

9

10

8

6

5

4

1

3

5

4.5

4

5

7

5.7

7

4.5

5

3

К49.4. В табл. 49.4 приведены данные о производительности труда на 14 однотипных
предприятиях в зависимости от уровня автоматизации работ (%):

Таблица 49.4

Производительность

Автоматизация

24

30

20

32

28

36

30

40

31

41

33

47

37

54

40

55

34

56

38

60

41

61

43

67

45

69

48

76

К49.5. Решить задачу К49.4 при условии, что статистические данные содержатся в
табл. 49.5:

Таблица 49.5

Производительность

Автоматизация

22

31

23

34

25

38

31

43

34

42

35

47

37

56

42

58

30

59

38

61

43

65

44

63

45

67

49

72
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К49.6. Решить задачу К49.4 при условии, что статистические данные содержатся в
табл. 49.6:

Таблица 49.6

Производительность

Автоматизация

20

29

21

30

22

34

27

40

32

38

33

45

35

53

40

56

36

57

34

61

40

63

42

58

45

61

50

68

К49.7. В табл. 49.7 содержатся статистические данные о содержании белка у (%) для
некоторой культуры в зависимости от урожайности х (т):

Таблица 49.7

X

Y

9.9

10.7

10.2

10.8

11.0

12.1

11.6

12.5

11.8

12.8

12.5

12.8

12.8

12.4

13.5

11.8

14.3

10.8

14.4

10.6

К49.8. Решить задачу К49.7 при условии, что статистические данные содержатся в
табл. 49.8:

X

Y

8

9

3

1

9

9

1

5

10

10

.5

1

11

11

.2

.2

11

12

4

2

11

12

9

5

12

12

5

1

12

11

9

3

Таблица 49.8

13.6

10.2

14.1

9.2

К49.9. Решить задачу К49.7 при условии, что статистические данные содержатся в
табл. 49.9:

X

У

6

5

3

1

7

6

3

5

8

7

5

1

9

8

3

4

10.2

9.4

10

10

9

.5

11

11

.6

.3

12

11

3

.9

Таблица 49.9

13.2

10.0

13.8

8.6

К49.10. В табл. 49.10 содержатся статистические данные об урожайности зерновых
культур у (ц/га) в зависимости от количества осадков х (см), выпавших в вегетацион-
ный период:

Таблица 49.10

X

У

25

23

27

24

30

27

35

27

36

32

38

31

39

33

41

35

42

34

45

32

46

29

47

28

50

25

52

24

53

25
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Ответы, указания, решения
T49.I—Т49.2. Указание: воспользоваться рассуждениями, аналогичными доказатель-
ству следствия 48.1.

Общий алгоритм решения задач К49.1 — К49.10
с помощью Mathcad
Ввести исходные данные: матрицу мс двумя столбцами наблюдаемых пар значений

(х,,ух.), i = 1, . . ., л; требуемые уровень значимости а для проверки стати-

стических гипотез и уровень надежности у для построения доверительных интерва-

лов.

Переупорядочить элементы матрицы м по возрастанию элементов первого столбца:
M-.=csort(M, 1) . Выделить из матрицы м вектор х значений объясняющей пере-
менной и вектор у значений зависимой переменной: х:=м<0> у:=м<'''.

Получить расположение точек ( х ; , у л ) на координатной плоскости. Для этого надо

ввести шаблон графика. В рамке под осью абсцисс на месте метки ввести символ х, а
на месте метки слева от оси ординат ввести символ у. Ввести диапозоны изменения х
и у: minix), max(x), min(y), max {у). Для получения необходимого изображения на
вкладке Следы (Traces) выбрать параметры

trace 1

Symbol

none

Line

-

Color

red

Type

points

Weight

2

Далее следует воспользоваться функцией Unfit {к, у, F), выбрав для этого набор
функций 1, х, х% х3, х\ х"1, 1п( \х\ + 1). Последующей проверкой значимости па-
раметров искомой функции регрессии можно уточнить окончательный вид выбороч-
ной функции регрессии.

Итак, следующий программный блок формирует вектор F(z):

F{z) :=

for i e 0 ; A

Fft<-ln(|2|+l)

F

Далее определить выборочную функцию регрессии:

b:=linfit(x, у, F) v(z) :=b-F{z)

Определить доверительный интервал для функции регрессии:
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т: =1 n: ^length {:<)

1 (z - mean(x))

n > (x

intJ fz) :~v(z) -sy(z)-qt(
1 + Y

1 + Y1 + Y
intr(z) ;=v(z)+ s y(z)-gt( ,n-m)

П о с т р о и т ь г р а ф и к и ф у н к ц и й v(z), intl{z), intriz): м о ж н о и с п о л ь з о в а т ь в ы ш е -
п р и в е д е н н ы й г р а ф и к , д о п и с а в р я д о м с у с и м в о л ы v(z), ±r.ti{z), intr(z) и р я д о м с
х с и м в о л z . На в к л а д к е С л е д ы (Traces) у с т а н о в и т ь с л е д у ю щ и е р е ж и м ы :

Symbol Line Color Type Weight

trace 1

trace 2

trace3

none

none

none

solid

solid

solid

mag

blue

blue

lines

lines

lines

1

1

1

Определить значимость параметров (коэффициентов) линейной функции регрессии:

In -2 s, - л/л - 2
s.. :=

- теап(х))2

л - 2
г, :—

c:=line{x, у) answert : = i f ( | с. j -г. > gt( l ,л - 2), " г л а с М т " , "л о") .

Обнулив незначимые выборочные параметры, определить уточненную выборочную
линейную функцию регрессии:

С; := if {answer^" по" , О, С;) uv (z) : =с о + С] • z

Для значимых выборочных параметров функции регрессии определить доверитель-
ные интервалы:

g t ( i±X, n _ 2 )
j := 0 ;1 inti j := if (с , = О, О, С2 - ( - 1 ) J ^

К49.10. Выборочная функция регрессии равна:
1 1 Q4LH ~1

v(x) = -23599 -1759.9.г + 36.6х2-0.4гэ+ 0.002/ — + 15738.9ВД + 1).



Глава 50

Линейные модели
множественной регрессии

Линейная модель множественной регрессии может быть представлена в виде

где х - ( х ) , . . . , х „ , _ ] ) е / ? " ' " ' , Х],...,хт.[— неслучайные объясняющие переменные,

Y-. — зависимая случайная величина, tp(x) = P() + p,A't + ... + $m_ixm_l — линейная

функция регрессии, Е ? — случайная величина, называемая возмущением и характе-

ризующая отклонение с. в. У. от функции регрессии. Все допущения регрессионного

анализа (см. гл. 49) сохраняют свою силу и для этой модели.

Зафиксируем п наборов (векторов) значений объясняющих переменных:

X/ - (xt],..., .г, ,„_|), / = ],..., п. Тогда в качестве оценок параметров Ро, Pi, ..., р„, i

берутся случайные величины Во, Bh ..., В,„ |, минимизирующие сумму квадратов от-

клонений значений зависимой с. в. К; от соответствующих значений функции рег-

рессии, т. е. сумму

(50. ])

Поскольку оценки Во, В\, ..., В,„ х минимизируют сумму (50.1), то они являются не-
смещенными оценками коэффициентов р0, р ь ..., р,„_, (этот факт доказывается в тео-
рии статистики).

Перейдем к матрично-векторной форме записи. Обозначим:

1 Х„ .... X,

А =
р.

Е =

•Т]

Е-

1 X . . . . . А'
Ч " ' я . , , , - , ^

В этих обозначениях сумма в (50.1) равна | K - / j p | 3 , а линейная модель множест-

венной регрессии предстанет в виде У = А$ + &. Если теперь (хиу^ ),..., (хп,у^ ) —
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выборка, состоящая из п наблюдений, то выборочными коэффициентами функции
регрессии будут называться числа bQ, Ь\, ..., Ь,„ h минимизирующие величину

| у - ЛЬ | 2 , где ут = (у? ,..., у-?п), bT =(bo,---,bnl_l). В моделях множественной рег-

рессии еще одним допущением является линейная независимость столбцов матрицы

А. Поэтому в силу теоремы 8.1 b =(Ar А)~] Ату.

В качестве оценки функции регрессии ф(л) берется функция У(х), полученная из ср

заменой коэффициентов соответствующими оценками. Выборочная функция регрес-

сии v(.v) получается из <р(3с) заменой коэффициентов соответствующими выбороч-

ными коэффициентами. Оценкой остаточной дисперсии <T*=.D(E-) является с в .

| у — АВ I2 —
S« = , г Д е ^ Т ~ С^О' ^1 '•••' $т-\ )• а выборочной остаточной дисперсией

п - m
•> \у-АЬ\2

является величина SQ =
п — in

Обозначим через КО,к ковариацию оценок В, и В^. КОц(= M{(B,-^{Bk-^i)) (ввиду
несмещенности оценок М(£,) = % М{Вк) = р\). Очевидно, что KOh=D{Bi).

С Определение )

Ковариационной матрицей рассматриваемой регрессионной модели называет-
ся квадратная матрица КО порядка т , на позиции (/, к) которой находится число
КО,к, /= 0, ..., т - 1, к = 0 т- 1 (в матрице КО нумерацию строк и столбцов
удобно начинать с нуля).

Очевидно, КО = М((В - р)(Д - р ) т ) .

Теорема 50.1. КО = с1(АЛА)~1.

Доказательство теоремы дано в задаче Т50.1.

Ввиду теоремы 50.1 в качестве оценки ковариационной матрицы берется случайная

матрица S^A'A)'1, а матрица s^A1 А)~1 называется выборочной ковариационной

матрицей.

В теории статистики известен следующий аналог теоремы 49.2.

Теорема 50.2. Случайные величины •'-—/_— , где / = 1 , . . . , ш - l , (АТ А)~ —

(i + 1)-й элемент главной диагонали матрицы (АЛА)'\ имеет /-распределение с п-т
степенями свободы.

Аналогами следствий 49.2 и 49.3 являются следствия 50.1 и 50.2.

С л е д с т в и е 50.1. Доверительные интервалы с надежностью у для параметров fi,
равны соответственно
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\ + у
где tity —квантиль уровня /-распределения с л - m степенями своооды.

-у, и -т 2

С л е д с т в и е 50.2. Если параметр Pi равен нулю (нулевая гипотеза), где

в / I т
/е {1, 2,..., m - I } , то статистика у SQ^(ATA)II имеет r-распределение с п~т
степенями свободы.

Таким образом, гипотеза о равенстве нулю параметра Р, функции регрессии отвергается

(с уровнем значимости а), если для выборочного коэффициента Ь, верно неравенство

Ь.

ct
где ; - l , . . . , m - l , t a — квантиль уровня 1 /-распределения с п-т

\--,п-т 2

степенями свободы.

Задачи
для самостоятельного решения

Т50.1. Доказать, что В - р = (ЛТЛ)~' АЧ, (В - р ) т =£ т А(АТА)~].

Т50.2. Доказать теорему 50.1.

Общая формулировка задач К50.1 — К50.13
В задачах К50.1 -К50.13 на основе выборочных данных, содержащихся в таблицах,
построить выборочные функции регрессии; на уровне значимости 0.05 проверить
гипотезы о равенстве нулю коэффициентов функций регрессии и построить для них
доверительные интервалы с надежностью 0.95.

В табл. 50.1-50.10 содержатся данные о производительности труда шахтеров (т) в
зависимости от мощности пласта шахты (м) и уровня механизации работ (%), харак-
теризующие процесс добычи угля в шахтах.

К50.1.

Таблица. 50.1

Производительность

Мощность пластов

Уровень механизации

5

8

5

10

11

8

10

12

8

7

9

5

5

8

7

6

8

8

6

9

6

5

9

4

6

8

5

8

12

7
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К50.2.

Производительность

Мощность пластов

Уровень механизации

4

5

4

6

10

7

7

9

8

4

11

3

5

8

8

8

7

9

9

8

5

Таблица.

7

9

4

6

6

3

50.2

5

9

5

К50.3.

Таблица. 50.3

Производительность

Мощность пластов

Уровень механизации

6

7

6

3

10

9

9

11

10

7

10

8

9 6 7 5 8 9

9 7 9 7 8 10

6 8 7 6 5 4

К50.4.

Таблица. 50.4

Производительность

Мощность пластов

Уровень механизации

7 9 10 11 8

10 8 7 8 9

7 8 9 10 9

7 6 5 4 7

10 9 7 8 10

8 9 7 6 7

К50.5.

Производительность

Мощность пластов

Уровень механизации

7

10

9

8

8

6

11

7

5

8

9

7

10

6

9

7

10

5

6

9

6

9

7

10

Таблица.

5

8

5

50.6

8

10

8

К50.6.

Таблица. 50.6

Производительность

Мощность пластов

Уровень механизации

4 7 8

6 8 9

4 6 7

7 5 6 8

10 9 7 7

7 6 8 11

5 9 10

11 9 10

8 7 10
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К50.7.

Таблица. 50.7

Производительность

Мощность пластов

Уровень механизации

6 11 11 7

8 10 11 8

7 8 9 10

6 7 8

7 8 10

9 8 7

6 8 9

7 8 10

5 7 8

К50.8.

3

7

4

5

9

7

7

10

7

2

7

5

5

8

7

4

9

9

3

6

7

2

7

5

Таблица. 50.8

5

8

6

7

10

8

Производительность

Мощность пластов

Уровень механизации

К50.9.

10

9

5

Таблица.

8

7

4

6

8

6

50.9

5

6

7

Производительность

Мощность пластов

Уровень механизации

6 9 8 7 6 9

5 7 9 6 7 1 0

7 8 9 5 7 7

К50.10.

7

9

fi

9

6

10

6

5

8

10

10

7

Таблица.

8

9

В

6

6

6

50.10

11

7

R

Производительность 10 8 6

Мощность пластов 9 10 8

Уровень механизации 6 10 8

K50.ll. В табл. 50.11 приведены данные по 25 литейным цехам о производительно-
сти (т) и браке литья (%), а также зависящей от них себестоимости одной тонны ли-
тья (руб.)-
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Таблица. 50.11

Производитель- 14.6 13.5 21.5 17.4 44.8 111.9 20.1 28.1 22.3 25.3
ность

Брак 4.2 6.7 5.5 7.7 1.2 2.2 8.4 1.4 4.2 0.9

Себестоимость 239 254 262 251 158 101 259 186 204 198

Производитель- 56 40.2 40.6 75.8 27.6 88.4 16.6 33.4 17.0 33.1
ность

Брак 1.3 1.8 3.3 3.4 1.1 0.1 4.1 2.3 9.3 3.3

Себестоимость 170 173 197 172 201 130 251 195 282 196

Производитель- 30.1 65.2 22.6 33.4 19.7
ность

Брак 3.5 1.0 5.2 2.3 2.7

Себестоимость 186 176 238 204 205

K50.I2. Данные о годовых ставках доходов по четырем акциям за 12 месяцев содер-
жатся в табл. 50.12

Таблица. 50.12

Акция А 5.4 5.3 4.9 4.9 5.4 6.0 6.1 6.2 5.3 5.3 5.1 5.8

Акция В 6.3 6.2 6.1 5.8 5.7 5.7 5.2 5.3 5.2 5.3 5.0 4.7

Акция С 9.2 9.2 9.1 9.0 8.7 8.6 8.6 8.6 8.6 8.2 8.1 8.0

Акция D 7.1 7.2 7.4 7.6 7.4 7.3 7.2 7.4 6.9 6.7 6.8 6.4

При этом есть основания полагать, что доходы по акции D зависят от доходов по ак-
циям А, В и С.

К50.13. В табл. 50.13 приведены данные для девяти групп семей по расходам на пи-
тание (руб.) в зависимости от душевого дохода семей (руб.) и из размера.

Таблица. 50.13

Душевой 628 1577 2659 3701 4796 5926 7281 9350 18807
доход

Расходы 433 616 900 1113 1305 1488 1645 1914 2411
на питание

Размер семьи 1.5 2.1 2.7 3.2 3.4 3.6 3.7 4.0 3.7
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Ответы, указания, решения
Т50.1. Обозначим через С матрицу А1 А. По теореме 8.1 В =С~[А1У . Далее применя-
ется теорема 3.1:

откуда В -(3 = C~lA'z . Так как С т= (АТА)Т - АТА = С и по определению обратной мат-
рицы С С ~ 1 = Е , то (СС~')Т=£Г, (С" ') Т С Г =£, (С ! ) Т С=Е, откуда по следствиям 6.3,
6.4 (С~]у= С '. В итоге имеем:

Т50.2. Применим утверждение задачи Т50.1:

КО ^ М({В ~^)(В -^У) = М(С~] Атё1тАС~]) = С'] АтМ(е -ёт)АС~]

Но £ • ! ' — матрица порядка я, в которой на позиции (/, А) находится случайная вели-

чина eF£f . На основании допущений регрессионного анализа Л-/(Е-ЕГ ) = 0 при

1Фк и Л/(е^) = Л/(Е- - ^/(е^))2 = О(ЕГ() = а ,̂. Следовательно, матрица Л / ( Е - С - )

равна диагональной матрице <з\Е. В итоге имеем:

Общий алгоритм решения задач К50.1—К50.13
с помощью Mathcad
Ввести исходные данные: матрицу Tab, содержащую выборочные данные (i-я строка
матрицы Tab содержит числа у- , х,,,..., х]>л._,); требуемые уровень значимости а

для проверки статистических гипотез и уровень надежности у для построения дове-
рительных интервалов; число ^объясняющих переменных.

Сформировать матрицу А, предварительно выделив из Tab выборочные данные для

каждой из переменных у, х ь ..., *•*:

y:=Tab*0> xli^Tab*1-' K2:=Tab<z' хк:^ТаЬ<>:>

л : = length (у) i : =0; п-1 1^: =1 A: ^augment (I, xl, . . . , хк)

Определить выборочные коэффициенты, остаточную дисперсию и ковариационную
матрицу:

У(УАЬ)
-А)"- -Ат -у su:=y\^-^ КО: = si-(A1 -AY1

п - m

Определить значимые коэффициенты функции регрессии и построить для них дове-
рительные интервалы:

j:=0;1
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answer^; =if[ •==Lz=r > qt(l ,n - m), "znachim", "no"'
IKO,, 2

in t j / 7 : =if'{answer _,="no", 0, b ; —(-'. \i -qti—I-tn-m)

K50.1. Ответы. Выборочная функция регрессии равна-3.539+0.854x,+0.367.tj. Выбо-
рочная ковариационная матрица равна

f 3.635 -0.292 -0.126х

-0.292 0.049 -0.026

-0.126 -0.026 0.059

Доверительный интервал для значимого коэффициента (3, равен (0.333, 1.375); коэф-
фициент р2 не значимо отличается от нуля.
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Приложение

Основной инструментарий
Mathcad

Эта часть является дополнением к компьютерным разделам предыдущих
глав, поскольку описывает интерфейсные возможности Mathcad, способы
редактирования и форматирования формул и результатов вычислений. При
отборе материала для этой части авторы старались не выходить за рамки
данной книги, очерченные содержанием ее компьютерных разделов.





Приложение 1

Окно редактирования
и панели инструментов

Пользовательский интерфейс Mathcad создан таким образом, чтобы пользователь,
имеющий элементарные навыки работы с Windows-приложениями, мог бы сразу на-
чать работу с Mathcad. Интерфейс системы внешне напоминает интерфейс широко
известного текстового редактора Word. Поэтому в приложении мы не будем останав-
ливаться на тех элементах, которые присуши многим оболочкам Windows.

Окно редактирования
После запуска пакета Mathcad на экране появляется окно редактирования Mathcad-
докумеита (рис. ГПЛ). Это окно получает название Безымянный:k (Untilled:k), где
к— порядковый номер окна (вначале открывается окно с номером I). В окне редак-
тирования присутствует курсор ввода, который может принимать различные формы.
Три основных формы курсора ввода: красный крестик—- предназначен для указания
на рабочем листе места ввода формул, текстов или графиков; синий уголок "клюш-
ка" — предназначен для указания места ввода очередного символа или алгебраиче-
ской операции в формульной области; красная вертикальная черточка— предназна-
чена для указания ввода очередного символа в текстовой области. Красный курсор
ввода устанавливается мышью. Для этого надо подвести ее указатель в нужное место
рабочего листа и щелкнуть левой кнопкой мыши.

В окне редактирования при использовании полос прокрутки обнаруживаются туск-
лые горизонтальные и одна вертикальная линии. Горизонтальные линии делят рабо-
чий лист на экранные страницы, которые нумеруются сверху вниз. Вертикальные
линии учитываются только при распечатке Mathcad-документа на принтере: в этом
случае между двумя последовательными горизонтальными линиями помешается две
страницы, разделенные вертикальной линией, а сами страницы нумеруются слева
направо.

Все записи Mathcad-документа представляются в виде блоков. Если щелкнуть левой
кнопкой мыши по данным внутри блока, то он будет выделен рамкой черного цвета. Лю-
бой блок можно перемещать по документу. Для этого выделите блок щелчком левой
кнопки и, перемещая мышь, добейтесь появления указателя в виде кисти руки, затем на-
жмите левую кнопку мыши и, не отпуская ее, переместите блок в нужное место.
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-[Ба>ыманный:1]

£10 NLM

Рис. П 1 . 1 . Окно редактирования Mathcad

Панели инструментов
Панели инструментов позволяют выполнять наиболее часто используемые команды
щелчком левой кнопки мыши по соответствующей кнопке-пиктофамме. Благодаря это-
му становится ненужным утомительный поиск в меню наиболее часто используемых
команд. Mathcad 2001 имеет три панели инструментов— Стандартную (Standard),
Форматирования (Formatting) и Математики (Math), изображенные на рис. П1.2.

- [Безымянный: 1
файл Правка @ид Ставка Фартат Математика Стволика QKHO ПОМОЩЬ

• v •

г ,i z ~
Стандартная

г- - &-ы
i Форматирование

,. Noimal

Рис. П1.2. Панели инструментов
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Панели также можно расположить друг под другом сразу под строкой меню, как это
показано на рис. ГЛ.]. Чтобы установить панель в нужном месте экрана, достаточно
щелкнуть на ее названии и, удерживая левую кнопку мыши, переместить указатель, а
вместе с ним и панель, в это место.

Панель инструментов Стандартная
Панель инструментов Стандартная (Standard) содержит 21 кнопку и один раскры-

вающийся список )iQQ% *\ для выбора масштаба изображения Math cad-документа

на экране.

Перечислим соответствия кнопок этой панели командам меню из приложения 4, в
котором эти команды описаны более подробно.

jjj — создание нового документа. Соответствует команде Новый (New) меню Файл
(File) без вызова диалогового окна Новый (New). По этой кнопке стиль документа
определяется файлом Normal.met.

— загрузка ранее созданного документа в виде файла. Соответствует команде

Открыть (Open) меню Файл (File).

Н А -

-— запись текущего документа в файл под текущим именем. Соответствует ко-
манде Сохранить (Save) меню Файл (File).

^=* — распечатка документа на принтере. Соответствует команде Печать (Print) ме-
ню Файл (File).

— предварительный просмотр документа перед печатью в том виде, в котором он
будет распечатан. Соответствует команде Просмотр печати (Print Preview) меню
Файл (File).
ЙВС-
V — проверка орфографии (действует только для англоязычных документов). Со-

ответствует команде Проверка орфографии (Check Spelling) меню Правка (Edit).

перенос выделенной части документа в буфер обмена с удалением этой части
из документа. Соответствует команде Вырезать (Cut) меню Правка (Edit).

__,

Ш \- - копирование выделенной части документа в буфер обмена с сохранением
выделенной части в документе. Соответствует команде Копировать (Сору) меню
Правка (Edit).

| Щ | — перенос содержимого буфера обмена в окно редактирования на место, в кото-
ром находится курсор. Соответствует команде Вставить (Paste) меню Правка (Edit).

-— отмена предшествующей операции редактирования. Соответствует команде

Отменить (Undo) меню Правка (Edit).
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— восстановление отмененной операции редактирования. Соответствует коман-

де Восстановить (Redo) меню Правка (Edit).

выравнивание выделенных блоков по горизонтали. Соответствует команде

Привязать регионы (Align Regions) меню Формат (Format).

- выравнивание выделенных блоков по вертикали. Соответствует команде При-
вязать регионы (Align Regions) меню Формат (Format).

gfjgj— вставка функции из списка, появляющегося в диалоговом окне. Соответствует
команде Функция (Function) меню Вставка (Insert).

[щ?.|— вставка единиц измерения. Соответствует команде Юнит (Unit) меню Встав-
ка (Insert).

[ Д — вычисление выделенного выражения. Соответствует команде Вычислить
(Calculate) меню Математика (Math).

^ — вставка гиперссылок на файлы. Соответствует команде Гиперссылка (Hyper-
link) меню Вставка (Insert).

— вставка компонентов других систем. Соответствует команде Компонент

(Component) меню Вставка (Insert).

№* — Запуск системы MathConnex.

еШ! — открытие доступа к центру ресурсов. Соответствует команде Центр Ресурсов
(Resource Center) меню Помощь (Help).

<э
<;»' — запуск справочной базы данных. Соответствует команде Помощь по Mat head
(Mathcad Help) меню Помощь (Help).

Панель инструментов
Форматирование
Панель инструментов Форматирование (Formatting) содержит 8 кнопок и три рас-
крывающихся списка. Перечислим их.

Normal - раскрывающийся список изменения текущего стиля

документа, переменных или констант. При работе со стандартным шаблоном
Normal.met и чистым рабочем листом этот список содержит только один элемент
Normal. При выделении константы, переменной или текста синим курсором ввода
список заменяется на список, аналогичный диалоговому окну команды Вычисление
(Equation) меню Формат (Format). Это позволяет для выделенного синим курсором
элемента использовать любой стиль с названием из этого раскрывающегося списка,
не прибегая к вызову команды Вычисление (Equation).
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Arial - раскрывающийся список шрифтов, используемых

при отображении констант, переменных или текста. По умолчанию переменные, кон-
станты и текст отображаются шрифтом Times New Roman:

factor := 12 A := factor +14 A = 26

Для изменения шрифта при отображении, например, всех переменных в документе,
выделите синим уголком одну из переменных и в раскрывающемся списке выберите
нужное название шрифта, например, i t a l i c :

factor := 12 Л:= / a c t o r +14 Л =26

10 J M — раскрывающийся список для отображения и изменения размеров сим-

волов в пунктах при отображении констант, переменных или текста.

t o I— полужирное начертание символов при отображении констант, переменных и

текста.

Г / 1 — наклонное начертание символов при отображении констант, переменных и

текста.

'Д'' — подчеркнутое начертание символов при отображении констант, переменных и
текста.

выравнивание текста по левой границе текстового блока:

Это текстовый блок, который образуется
при наборе нескольких слов текста.
Для выравнивания выделите нужный текст и нажмите
соответствутеи^гю кнопку на панели форматирования.

- выравнивание текста по центру текстового блока.

- выравнивание текста по правой границе текстового блока,

создание ненумерованного списка в текстовых блоках,

создание нумерованного списка в текстовых блоках:

Это блок текста. Дальше идет нумерованный список:
1. теест 1
2. текст2
3. текст 3

Панель инструментов Математика
Панель инструментов Математика (Math) содержит 9 кнопок для вызова подпане-
лей, часть из которых подробно описана в компьютерных разделах глав.
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Кнопка вызывает подпанель Калькулятор (Calculator) (рис. П 1.3) для ввода

арифметических операций и некоторых наиболее часто используемых функций.

Кнопка

калькулятор d

sin cos tan In log n!

i |x| Г " Г ех ~

( ) x2 xY n 7 В

9 / <т Д 5 6

x -r 1 2 3 +

0

Рис. П1.3. Подпанель Калькулятор

вызывает подпанель Графики (Graph) (рис. ГЛ.4) для построения двух-

мерных и трехмерных графиков.

LJ

Рис. П1.4. Подпанель Графики

Кнопка [:!:] вызывает подпанель Матрица (Matrix) (рис. П1.5) для ввода и обработ-

ки векторов и матриц.

Кнопка

Рис. П1.5. Подпанель Матрица

вызывает подпанель Оценка (Evaluation) (рис. П1.6) для ввода знаков

присваивания и равенства, а также для задания собственных операторов различ-
ных видов.
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(оценйа '' C

-» • -» fx

Xf

Кнопка

*fy I

Рис. П1.6. Подпанель Оценка

вызывает подпанель Исчисление (Calculus) (рис. П1.7) для вычисления

производных, интегралов, сумм, произведении и пределов.

Исчисление

* А - £ s п
Г S ТТ l i m tinL lim

Рис. П1.7. Подпанель Исчисление

вызывает подпанель Логические (Boolean) (рис. П1.8) для ввода логиче-Кнопка
ских операторов булевой алгебры.

Рис. П1.8. Подпанель Логические

Кнопка j>-) вызывает подпанель Программирование (Programming) (рис. П1.9) для
ввода операторов программирования.

Add Line <-

if otherwise

for while

break continue

return on error

Рис. П1.9. Подпанель Программирование
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Кнопка \а0\ вызывает подпанель Греческие (Greek) (рис. ШЛО) для ввода греческих
букв.

Кнопка

ь к л Д v 5 о %

р о т и ф Х у ы

А В Г Д Е 2 Н Э

I К Л М N Н О П

Рис. П1.1О. Подпанель Греческие

вызывает подпанель Символика (Symbolic) (рис. П1.11) для символьных

вычислении.

-имеолика _ _ _ U

-* •-» Modifiers float complex

assume solve simplify substitute factor

expand coeffs collect series parfrac

fourier laplace ztrans invfourier invlaplace

invztrans мт ~» и"1 -* |н| ->

Рис. П1.11. Подпанель Символика
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Константы, переменные,
выражения

Формулы с константами
Константы в Mathcad могут быть действительными и комплексными числами. Дейст-
вительные константы могут иметь знак "+" или "-", которые без пробела ставятся
перед числом. Знак "+" можно не указывать. Дробная часть константы отделяется от
целой части точкой. Если необходимо ввести константу с порядком (например
-1.2-10~2), то она формируется в виде формулы, в которой константа -1.2 умножа-
ется на 10~2. Комплексная константа представляется в виде суммы (разности) дейст-
вительной и мнимой частей. При этом за мнимой частью константы без какого-либо
знака операции ставится символ i, который вводится непосредственно с клавиатуры
(прописная буква) или с подпанели Калькулятор (Calculator).

В Mathcad имеется несколько зарезервированных имен констант. Это число п, кото-
рое вводится с подпанели Калькулятор (Calculator); основание натурального лога-
рифма, которое вводится клавишей <е>: значение 0.01 для вычисления процентов,
которое вводится клавишей <%>; значение компьютерной бесконечности (это число
10 ), которое вводится кнопкой [со | подпанели Исчисление (Calculus).

Рассмотрим формирование математических формул из констант.

Откройте подпанель Калькулятор (Calculator)

tion)

и подпанель Оценка (Evalua-

Наберите формулу: 2+3=. После нажатия клавиши <=> справа от знака = появится
результат вычисления формулы — число 5. Отметим, что все символы формулы вво-
дятся с клавиатуры или кнопками подпанели Калькулятор (Calculator).

Наберите формулу 1.25*2. 44=. Справа от знака равенства появится результат вы-
числения формулы — число 3. 05. Знак умножения, вводимый с помощью подпанели
Калькулятор (Calculator), соответствует символу |х |.

Наберите выражение 1.5/8, при этом на экране появится формула в привычном в

математике виде;
1.5

. При наборе подобных и более сложных формул необходимо

следить за синим курсором ввода в виде уголков __ или , окаймляющих часть
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формулы. Изменение окаймления осуществляется клавишей <пробел> клавиатуры.
Изменение | на j , и наоборот, выполняется клавишей <Ins>, а продвижение сине-
го курсора выполняется клавишами <->> и «—>. Более детально использование си-
него курсора ввода и правила редактирования формул будут рассмотрены в прило-
жение 3. В данном случае после нажатия клавиши <пробел> формула примет вид:

. После нажатия клавиши <=> получится результат: 0.188.

На подпанели Калькулятор (Calculator) имеются два символа операции деления —

|~i~ | и [/]. При использовании операции деления [jrj формула не представляется в

привычном виде (см. выше операцию деления с использованием символа |_/_|), а
записывается в строчку, как это показано ниже:

(5 + 4) + 10 = 0.9

При формировании формул с комплексными числами необходимо помнить, что ком-
плексную константу надо рассматривать как формулу и поэтому нужным образом
позиционировать синий курсор ввода. Пример формулы с использованием комплекс-
ных чисел приведен ниже:

( 2 + 31) ( 3 + 4i) = - 6 + 171

При наборе этой формулы выполнялась следующая последовательность действий:

1. Вводим первое комплексное число:

2. Нажатием клавиши <пробел> окаймляем правым уголком синего курсора все

комплексное число:

3. Нажатием клавиши <*> вводим операцию умножения: (2 + 30

4. Вводим круглые скобки для второго комплексного числа: (2

5. Вводим второе комплексное число: (2 + ЗГ) • (3 + 4iji

6. Трехкратным нажатием клавиши <пробел> окаймляем всю формулу правым

синим уголком: (2 + 3Q • (3 + 4Q

7. Нажимаем клавишу <=> для вывода результата вычислений.

При формировании формул с целыми числами результат формулы может представ-
ляться в виде действительного числа (по умолчанию) или в виде смешанной или
обыкновенной дроби. Пример формулы с целыми числами приведен ниже:
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17
2 • — = 11 .333

3

Для представления результата вычислений в виде обыкновенной дроби, двойным
щелчком левой кнопки мыши на этом результате вызовите диалоговое окно Формат
Результата (Result Format) (рис. П2.1). Перейдите на вкладку Формат Номеров
(Number Format) и в списке Формат (Format) выберите Дробь (Fraction), отключите
опцию Смешанные номера (Use mixed numbers). После закрытия кнопкой ОК диа-
логового окна Формат Результата (Result Format) результат вычисления будет пред-
ставлен в виде обыкновенной дроби:

17

3

34

3
Для представления результата вычислений в виде смешанной дроби, необходимо
включить опцию Смешанные номера (Use mixed numbers):

2 = 11 —

Вставить Функцию

Категория функции

1п
П
ibeis
ICFFT
icfft
id en lily
if'

Beisel
Complex Numbers
Curve Fitting
Difterential Equation Solving
Expression Type
File Access
Finance

Returns x if logical condition cond is true [non-zero], у otherwise

Рис. П2.1. Диалоговое окно Формат Результата

При формировании формул можно использовать математические функции подпанели

Калькулятор (Calculator) или кнопку ДУ[ стандартной панели инструментов. Так,
если вы щелкните мышью на s in подпанели Калькулятор (Calculator), то в доку-
менте на соответствующем месте появится шаблон |sin(i)|, на месте метки которого
необходимо ввести аргумент функции. Пример формулы с использованием функций:

1.2 + 2 • s i n ( 3

2.2 + t a n ( 2 )
= 99.079
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По умолчанию результат всех вычислений представляется в виде действительного числа
и вычисляется с точностью до 3 знаков после запятой. Точность вычислений можно из-
менить. Для этого двойным щелчком левой кнопки мыши на результате вычислений вы-
зовите диалоговое окно Формат Результата (Result Format) (см. рис. П2.1). Выберите
закладку Формат Номеров (Number Format), тип формата Главное (General) и в поле
ввода Кол-во десят. точек (Number of decimal places) укажите нужное число значащих
цифр результата (например 6). Пример результата вычислений с точностью до 6 десятич-
ных знаков после запятой будет выглядеть следующим образом:

1.2 + 2 • s i n ( 3 l

2 .2 + t a n ( 2 j
- 99.079309

При записи формул особое внимание надо обратить на операцию возведения функ-
ций в степень. На рабочем листе Mathcad эта операция всегда ставится за закрываю-
щейся скобкой, ограничивающей аргумент (аргументы) функции, в отличие от обще-
принятого обозначения показателя степени непосредственно за именем функции.
Так, формула

2.2 +sin 3 3.1 + cosl.52

4.2 +sin 2 ——
2.6

в Mathcad будет выглядеть следующим образом:

2.2 + s i n ( 3 .11 + c o s l l . 5 )
= 0 . 3 62

+ s i n -

Приведем последовательность действий при наборе этой формулы:

1. Вводим фрагмент числителя: 2.2 +

2. Окаймляем синим правым уголком выражение sin(3.1):

3. Клавишей <Л> или кнопкой подпанели Калькулятор (Calculator) вводим

показатель степени: 2.2 p 2.2 + sin(3.1)

4. Вводим оставшуюся часть числителя: 2.2+ sin(3.1) + cosll.5-»

5. Окаймляем правым синим уголком все выражение числителя

2.2+ smC3.1)3+ cosll.52 '
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6. Вводим операцию деления "/": 2.2 CQS[I_5

7. Вводим знаменатель:

22 + sin(3

4'/.+
/

SI Л
{

+

1

c o s i l . J '

-

8. Для получения результата вычислений нажимаем клавишу <=

2.2 + 3 i n ( 3 . 1 l + c o s ( l . 5 ]
= 0 .3 62

4 . 2 + s i n
2 . 6

Переменные и формулы
с переменными
Имена переменных и функций называются идентификаторами. Идентификаторы в
Mathcad могут иметь практически любую длину. Они состоят из символов, каж-
дый из которых может быть буквой (в том числе и греческой), а также цифрой.
При этом первым символом должна быть буква. Допускаются и некоторые специ-
альные символы, например, знак подчеркивания "_". Строчные и прописные бук-
вы различаются. Идентификаторы должны быть уникальными, т. е. они не долж-
ны совпадать с именами встроенных функций и функций, определенных
пользователем. В Mathcad идентификатор может содержать подстрочные симво-
лы, т. е. в нем некоторые последние символы, являющиеся составной частью это-
го идентификатора, могут быть набраны в виде "нижних индексов". Перед вводом
подстрочных символов необходимо нажать клавишу < > . Визуально идентифика-
торы с подстрочными символами почти не отличаются от индексированных эле-
ментов матриц и векторов.

Для получения численного результата необходимо всем переменным из формулы
присвоить числовые значения. Присваивания бывают двух видов: локальные и гло-
бальные. Локальное присваивание осуществляется кнопкой [j=] подпанели Кальку-
лятор (Calculator) или клавишей <:>. Присвоенное значение в документе начинает
действовать с момента его записи (слева-направо и сверху-вниз), поэтому необходи-
мо следить, чтобы очередная формула была в строке правее или ниже предыдущей.

Глобальное присваивание действует в пределах всего документа, независимо от мес-
та его определения. Глобальное присваивание задается кнопкой \Ш\ подпанели Оцен-
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ка (Evaluation). Ниже приведен пример цепочки формул с использованием локаль-
ного (для х) и глобального (для а) присваивания:

х : = 1 у : = х + 2 z := у • х + 3 z = 6

х := 2 2-х
p. := \L= ч

a

a = 3

В этом примере во всех формулах для переменной а используется ее глобальное зна-
чение 3, хотя на рабочем листе документа оно записано последним в цепочке фор-
мул. Для вычисления переменных у и z используется локальное значение перемен-
ной к— число 1. Для вычисления переменной ц используется локальное значение
переменной к — число 2.

Если для одной и той же переменной в документе задано локальное и глобальное
присваивание, то локальное присваивание отменяет глобальное присваивание, пре-
вратив последнее в локальное:

а := 2 х := а + 4

a s 4
х = 6

z := а + 4 z = &

Если для одной и той же переменной в документе глобальное присваивание задается
несколько раз, то действует всегда самое последнее из них:

х := а + 4 х = 1 1

а н 4

z := а + 4 z = l l

а = 7

Конструирование формул с использованием переменных осуществляется аналогично
константным выражениям. Промежуточные значения переменных задаются, как это
видно из предыдущих примеров, символом локального присваивания :=, результаты
вычислений определяются нажатием клавиши <=> или вводом соответствующего
символа с подпанели Калькулятор (Calculator).

Поскольку идентификатор переменной всегда начинается с буквы, то при умножении
константы на переменную символ умножения можно не указывать:

а:=2

2 . б а + З а 2 Ь = 17.2
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В качестве составных частей формулы могут использоваться интегралы, суммы и
произведения, вводимые с помощью подпанели Исчисление (Calculus). Для этого
достаточно щелкнуть левой кнопкой мыши на соответствующей кнопке, вызвав шаб-
лон на место курсора. Далее, на месте всех меток шаблона необходимо поместить
соответствующие значения или выражения. Пример формулы с использованием под-
панели Исчисление (Calculus) приведен ниже:

х := 12 / г) 4
соз\х .' dx + х +

5

i =

• х + i } • ( s i n ( i • x ) + 4)

у = 2.112х 10

В Mathcad наиболее часто встречающиеся функции вынесены на подпанели Кальку-
лятор (Calculator) и Исчисление (Calculus). К большинству же функций можно обра-
титься с помощью кнопки 7Р? стандартной панели инструментов. При этом ввод
функции осуществляется с использованием диалогового окна Вставить Функцию
(Insert Function). Диалоговое окно (рис. П2.2) содержит два списка. С помощью лево-
го списка Категория функции (Function Category) осуществляется выбор раздела, к
которому относится извлекаемая функция. Если есть затруднения в выборе раздела,
то можно воспользоваться элементом списка АН, по которому извлекаются все стан-
дартные функции Mathcad в алфавитном порядке. В правом списке Имя функции
(Function Name) содержится в алфавитном порядке перечень функций выбранного
раздела. Если щелчком левой кнопки мыши выбрать из этого списка какую-то функ-
цию, то внизу диалогового окна отображаются правило обращения к этой функции
(имя функции со списком аргументов) и подробное описание этой функции. В описа-
нии правила обращения к функции некоторые аргументы указываются в квадратных
скобках, что указывает на их необязательное присутствие среди аргументов этой
функции. Выбранная функция вставляется в документ Mathcad двойным щелчком
левой кнопки мыши на соответствующем имени функции.

jBessel
Complex Numbers
Curve Filling
Difleiential Equation Solving

(Expression Type
j File Access
I Finance

Имя

hmean
ilQ
i l l
I ibeta
ICFFT
icfli
idetihij
i

it(cond, x, y]

Returns к it logical condition cond is t'ue (non-гего), у cthemise.

Вставить Отмена I

Рис. П2.2. Диалоговое окно ввода стандартных функций

15 3ак. 422?
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Стандартные функции можно вставлять в Math cad-документ и без использования
диалогового окна Вставить Функцию (Insert Function). Для этого в нужном месте
документа набирается имя функции со списком аргументов в круглых скобках. При
этом необходимо внимательно следить за правильностью набора имени функции, в
частности, за соответствием малых и больших букв в имени функции.

Собственные функции пользователя
Помимо широкого набора стандартных функций, в Mathcad возможно определение
собственных функций пользователя. В простейшем случае функция может быть оп-
ределена формулой пользователя. Функция определяется следующим образом:

имя__функции (аргументы) : ̂формула,

где имя_функции— любой уникальный для данного документа идентификатор;
аргументы— список аргументов функции через запятую; формула — любая фор-
мула с использованием констант, стандартных функций и функций пользователя. В
Mathcad имя функции должно быть уникальным идентификатором среди всех других
идентификаторов. Исключение составляет индивидуальное переопределение стиля
идентификатора с использованием списка Стиль (Style) панели Форматирование
(Formatting), когда стиль также считается индивидуальным признаком идентифика-
тора (для имен функций это делать нежелательно). Пример цепочки формул с ис-
пользованием функций пользователя приведен ниже:

а : = 2 b : = a 2 + s i n ( a ) f (х) : = х 3 + 2 х

с := f (a) + c o s (b) c - 1 2 . 1 9 6

cj(x, у) : = f ( x + y ) * + x + y

d : = a + b + £ ( a b ) + g (0.5 , a)

d - 1.401 x 10 э

Напомним, что при формировании степени функции перед вводом показателя степе-
ни необходимо выделять правым синим уголком функцию вместе со списком аргу-
ментов в скобках, чтобы операция возведения в степень указывалась после закры-
вающейся скобкой аргументов функции. Так, в примере

t (х) := х £ + 4

а := 5. S + f Z ( 3)

указано не возведение в квадрат функции f (3), а произведение квадрата некой пере-
менной £ на число 3. Подобная ошибка в Mathcad обнаруживается достаточно про-
сто, так как числовое значение для переменной f не было задано выше в документе и
поэтому f2 выделяется на рабочем листе красным цветом.
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При определении собственной функции можно использовать программные модули,
что будет рассмотрено ниже.

Формулы
с векторами и матрицами
Работа с векторами и матрицами осуществляется по аналогии с обычными констан-
тами и переменными, т. е. вектора и матрицы можно использовать в операциях при-
сваивания и в формулах. Вектор и матрица, как и переменная, задаются своим иден-
тификатором. При определении имени вектора или матрицы можно использовать
возможность изменения стиля написания идентификатора, так как часто вектора и
матрицы удобно набирать полужирным шрифтом. В этом случае измененное по сти-
лю имя вектора или матрицы может совпадать с другими идентификаторами, так как
стиль написания идентификатора считается в Mathcad отличительным признаком.
Написание идентификатора полужирным начертанием осуществляется переопределени-
ем стиля, например User 1, из списка стилей панели Форматирование (Formatting).
Для переопределения стиля User l необходимо выбрать команду Вычисление
(Equation) из меню Формат (Format). В появившемся диалоговом окне в раскрываю-
щемся списке Имя Стиля (Style Name) выбрать User 1 и в поле Новое имя (New
Style Name) записать задаваемое имя стиля, например матрицы, как это показано на
рис. П2.3.

Формат Уравнения

.- Стиль Математики
Имя Стиля

[Uteri

Новое имя

(Матрицы

Цвет по-умолчанию

Black

Рис. П2.3. Диалоговое окно изменения
стиля идентификаторов

Для изменения стиля Матрицы на полужирное начертание нажмите кнопку Изменить
(Modify) и в появившемся диалоговом окне установите требуемый стиль Bold и, если
необходимо, новые размер и название шрифта. Закройте оба диалоговых окна, щелк-
нув на кнопке ОК. После определения таким образом стиля Матрицы он становится
доступным в раскрывающемся списке Стиль (Style) на панели форматирования. Для
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этого необходимо выделить синим уголком требуемый идентификатор матрицы и
выбрать из раскрывающего списка Стиль (Style) строку Матрицы: выделенный иден-
тификатор изменит свое начертание на полужирное.

Для ввода числовых значений матрицы используется кнопка „[••:] подпанели Мат-

рица (Matrix). Шаблон матрицы удобно также вводить с помощью комбинации кла-
виш <Ctrl+M>. При этом вызывается диалоговое окно Вставить Матрицу (Insert
Matrix), в котором необходимо задать размер матрицы: число ее строк и число столб-
цов. После щелчка кнопкой ОК в документ будет вставлен соответствующий шаблон
матрицы. На месте меток шаблона необходимо ввести константы или формулы, как
это показано в примере:

а:= 2
Ь:= 4 М:=

V

a + to 1 2

3 а - Ь 4

5 6 а г +

/,

3 8 4

5 6 20

В Mathcad возможны матричные операции (матрицы и вектора при этом должны

иметь соответствующие матричной операции согласованные размерности): операции

сложения, вычитания и матричного умножения (выполняются с использованием со-

ответствующих операций "+", "-", "х" подпанели Калькулятор (Calculator) или со-

ответсвенно клавишами <+>, <->, <*>); обращение матрицы (кнопка х'1 подпанели

Матрица (Matrix)); транспонирование матрицы (кнопка [ ^ подпанели Матрица

(Matrix)); вычисление определителя квадратной матрицы (кнопка |х| подпанели

Матрица (Matrix)); вычисление суммы элементов вектора (кнопка f^Jl подпанели

Матрица (Matrix)); извлечение столбца матрицы (кнопка L<>| подпанели Матрица

(Matrix), при этом на месте метки в М указывается номер извлекаемого столбца).

Примеры матричных операций:

(г о (Л
0 3 0

,0 0 4

к := го +

n := m +

^7 8 S

3.5 2

4 8.333

V 7 8

п =

3

6

13.25

4 8 6

7 8 13
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v :=

/

а := \ М*

Vv=9

1 2 3

4 5 6

7 8 9

z :=

/ 4 \

Z =

При работе с векторами и матрицами необходимо помнить, что нумерация столбцов
и строк в них (по умолчанию) начинается с нуля. Для задания нумерации с единицы
необходимо предварительно локальным или глобальным присваиванием изменить
значение системной переменной ORIGIN (набирается прописными буквами) на 1:

го :=

1 2

S 9

(\\
ORIGIN := 1 1

Помимо операций над матрицами в Mathcad возможны операции над элементами
матриц по аналогии с переменными. Элементы матрицы определяются с помощью
индексированных переменных. Каждый из индексов отделяется друг от друга запя-
той. Ввод элемента матрицы выполняется кнопкой х подпанели Матрица (Matrix).

Индексы также удобно вводить с помощью клавиши <[>. Индексами могут быть це-
лые константы и неотрицательные переменные:

Н:=

(\ 2

[i г 9)

ORIGIN := 1

При использовании в качестве индекса идентификатора i необходимо помнить, что
этот идентификатор используется также для указания мнимой единицы комплексно-
го числа, поэтому в выражениях типа 21 не надо забывать указывать в явном виде
операцию умножения (в противном случае 2i будет восприниматься как мнимая
часть комплексного числа).

Нестандартные операции над элементами матриц выполняются с использованием
всех операций и функций непосредственно над элементами матриц. При этом зачас-
тую приходится использовать так называемые ранжированные переменные— пере-
менные с заданными пределами изменения и с заданным шагом изменения. Ранжи-
рованная переменная определяется следующим образом: вводится имя переменной и
знак присваивания (можно комбинацией клавиш <Shift>+<:>), затем кнопкой | т.л|
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подпанели Матрица вводится шаблон и на месте появившихся меток вводится на-
чальное и конечное значение переменной, при этом шаг изменения переменной бу-
дет равен 1. Теперь, например, при определении матрицы в виде m , , 1 = i ? + j 2 будут
автоматически определены все ее элементы в пределах, установленных ранжирован-
ными переменными i и j :

1 := 0 .. 2

Щ , 1 : =

j := 0 .. 2 ггн1 , 1
. 2 ^

:= 1 + .2
з

2 '•=

ш - 1 0

и 5

При определении ранжированной переменной можно задавать любой шаг ее измене-
ния, отличный от единицы. Для этого кнопкой [т. п| подпанели Матрица (Matrix)

вводится шаблон i ;= в котором после первой метки вводится запятая клави-

шей l := . На месте первой метки нового шаблона вводится первое значе-

ние ранжированной переменной, на месте второй метки — второе значение ранжиро-
ванной переменной, а на месте третьей метки— последнее значение ранжированной
переменной. Пример определения ранжированной переменной с шагом изменения
0.1 приведен ниже:

i := 1,1-1.. 2

При частом использовании ранжированных переменных удобно определять их с по-
мощью клавиш клавиатуры. Так, в предыдущем примере последовательность симво-
лов клавиатуры при задании ранжированной переменной будет следующей:
< I ><,>< 1 ><>< 1 ><;><2>.

Заданные ранее значения ранжированных переменных можно отобразить в докумен-
те с помощью клавиши <=>; при этом значения ранжированной переменной выво-
дятся в виде таблицы:

l =

Отметим, что при большом количестве значений ранжированной переменной выво-
дятся только первые 16 элементов, а остальные можно просмотреть с использовани-
ем полосы прокрутки, которая появляется при щелчке левой кнопкой мыши на лю-
бом значении ранжированной переменной.
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Операция векторизации позволяет поэлементно оперировать векторами и матрицами

одинакового размера. Эта операция производится с помощью клавиши ffrU подпане-

ли Матрица (Matrix). Пусть, к примеру, даны векторы а = (2, 4, 6), b = (2, 8, 3),

с = (3, 4, 5) и требуется определить вектор d, i-я координата с^ которого будет

равна — L c i , где ait bit
Ь.

соответственно i-e координаты векторов a, b, с .

Для этого в нужном месте рабочего листа введите выражение d := — • с и синим кур-
Ь

сором ввода выделите выражение, стоящее справа от знака присваивания:
: = — • с

Ъ

После щелчка по кнопке произойдет векторизация: d : - - • с

Ъ , в результате ко-

торой будет получен искомый вектор d = (3, 2, 10). Этот вектор можно получить на

рабочем листе, введя идентификатор d и знак равенства, справа от которого появится

искомый вектор-столбец d =

Следует также отметить, что для многих встроенных функций операцию векториза-
ции можно не указывать, поскольку эти функции применяются к элементам векторов.

являющихся их аргументами. Например, sin{d) =

0.14

0 . 9 1

- 0 . 5 4

, где 0A4=sin(3),

Q.9\=sin(2), -0.54=sm(10). Однако это свойство не распространяется на матрицы. На-

Г1 А х
пример, если d =\ , то функция sin (d) не будет определена.

Пример векторизации приведен ниже:

w:=
v:=

z := с =

^0.333

1-8 )

1 { И , N) := Н + N
u;= ± ( v , w) + I n ( z) s :=

V + Z
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/ 2.525

5.398

.10.326 }

t ( v , и) + l n ( z )

v + z

' 1 . 5 2 5 ^

1.398

\\Ш )

Отметим, что операция M-N определяет поэлементное умножение в отличие от

матричного произведения М • N , а операция — определяет поэлементное деление.

При вычислении переменной s операция возведения в квадрат каждого элемента век-
тора v векторизована, хотя в данном случае этого можно было бы и не делать. Одна-
ко, если бы v был идентификатором матрицы, то аналогичную операцию поэлемент-
ного возведения в квадрат нужно было обязательно векторизовать, так как
невекторизованный квадрат воспринимается Mathcad как матричное умножение:

Н:=

1 2 3

4 5 6

? 8 9)

42f 30 36 л-} \

66 81

,102 126 150;

Н =

1 4 9

16 25 36

64 31 )

Это же относится и к другим целым степеням квадратной матрицы:

М:=

2 3

4 5 6

7 8 9

468 576

1.062 х Ю 3 1.305 х 103 1.543 х Ш 3

2.034x10

1 8 27

64 125 216

1,343 512 729 )

При вычислении переменной q в вышеприведенном примере векторизация исполь-
зуется два раза: один раз для вычисления логарифма от каждого элемента матрицы и
другой раз для выполнения поэлементного деления ( к сожалению, в данном примере
операция деления Mathcad не взята в скобки, и возникает впечатление векторизации
операции сложения).

Для исключения неоднозначного толкования векторизованных операций при чтении

Mathcad-доку мента лучше всего выполнять векторизацию кнопкой ^ 0 для всех опе-
раций, исключая сложение и вычитание.

Операция векторизации может быть заменена посредством использования ранжиро-
ванных переменных, однако у операции векторизации больше возможностей (их
можно использовать в составе сложных выражений).

В Mathcad допускается использование так называемых "гнездовых" матриц,
т. е. матриц, элементами которых являются также матрицы. Например, при по-
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пытке отобразить такую матрицу м в документе может возникнуть следующая
картина:

а := (1 2 3 ) Ь:= с :=
1 2

3 4

т : = ( а Ъ с) m = ( { 1 , 3 } { 2 , 1 } { 2 , 2 } )

Это означает, что элемент ш0 является, в свою очередь, матрицей размера 1*3, эле-
мент ш! — матрицей размера 2x1, а элемент щ — матрицей размера 2x2. Отобразить
все элементы "элемента" т2 можно, например, так:

ГГи =

1 2

3 4

Гнездовые матрицы не допускают многих матричных операций, например, операцию
обращения:

/Л

v := з :=
Н;» (v з t )

К?)

И= ( {3,1} (3,1} {3,1} ) И- 1

В этом примере обратная матрица не вычисляется, о чем свидетельствует отсутствие
решения и выделенный на экране красным цветом идентификатор матрицы М. Одна-
ко операции сложения и вычитания для гнездовых матриц одинакового размера до-
пускаются.

Обработка формул в символьном виде

Для вычислений в символьном виде, щелкнув кнопкой панели Математика
(Math), откройте подпанель Символика (Symbolic), как это показано на рис. П2.4.

—• • -* Modifiers float complex

assume solve simplify substitute factor

expand coeffs collect series parfrac

fourier laplace ztrans invfourier invlaplace

invztrans мт -» и"1 -+ |и| -*

Рис. П2.4. Подпанель Символика для выполнения символьных операций
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Простейшим примером символьных вычислений является вычисление неопределен-
ных интегралов. Для этого с помощью кнопки |£| подпанели Исчисление (Calculus)
введите требуемый неопределенный интеграл. Затем кнопкой [-» [ подпанели Сим-
волика (Symbolic) введите знак символьного вывода (знак -> также вводится комби-
нацией клавиш <Ctrl>+<>) и нажмите клавишу <Enter>. Ниже приведен пример вы-
числения в символьном виде неопределенного интеграла:

1 2х dx —» — х
2

Зачастую результат символьного вычисления, однажды уже полученный в некотором
документе Mathcad, приходится неоднократно использовать в том же документе. В
подобных случаях целесообразно поступать следующим образом. Пусть некоторое
выражение Е, зависящее от п переменных (параметров) xl, х2, ,,., хп, необходимо
вычислить в символьном виде. В нужном месте рабочего листа введите идентифика-
тор функции п переменных, например, f(xl, х2, ..., хп). Затем введите знак присваи-
вания клавишей <:> и справа от него выражение Е, выделив это выражение синим
курсором. Введите знак —>. После нажатия клавиши <Enter> справа от знака -> поя-
вится искомый символьный результат, который можно использовать в дальнейших
вычислениях посредством функции f(xl, x2, ..., хп). Рассмотрим пример символьно-
го вычисления неопределенного интеграла \.xdx :

Г ' 2
± ( х ) := х d x - > - - x f (2) =2 f (3) = 4 . 5

J 3

При проведении сложных расчетов приходится в документе комбинировать сим-
вольные вычисления с обычными. В этом случае возникает нежелательная для поль-
зователя ситуация, когда в символьное выражение преждевременно подставляется
присвоенное этому идентификатору значение:

со i

1 ^ ) - ( l - 2 - e x p t - l ) )

Чтобы этого избежать, необходимо непосредственно перед символьным вычислени-
ем переопределить этот идентификатор, как это показано ниже:

х : = 3

х := х X
— -> е х р ( х ) • [ 1 - е х р f-x) • (1 + х) ]
i!

i = 2

а := х + 1 а = 4
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Как видно из примера, переменная х сохраняет свое значение 3. Сохраняет она и
свою "способность" участвовать в дальнейших символьных вычислениях:

х:=3

i

V -— -» ехр(х) • [1 - ехр (-х) • (1 + х) ]
ь-j i!

1 = 2

а := х + 1 а = 4

( а - Ь) " -» (1 + х - to)

В этом примере вместо переменной а подставляется его символьное выражение х+1,
а не числовое значение 4.

Mathcad имеет широкий набор команд для преобразования и упрощения символьных
выражений. Для выполнения соответствующей команды необходимо вместо -> вы-
брать соответствующую кнопку подпанели Символика (Symbolic).

Команда simplify используется для упрощения выражений. Например, пусть необ-
ходимо упростить формулу

a'-b3

 u b1

— - ab + —.
a - b 3

В нужном месте рабочего листа введите формулу, синим правым уголком выделите
всю формулу и щелкните кнопкой simplify [ подпанели Символика (Symbolic); спра-
ва от знака символьного вывода появится выражение в упрощенном виде:

3 3 1
а - b Ъ 2 ^ 22&.Ъ + — s impl i fy —> а + — -Ъ

3 3
p y >

a - to 3 3

Команда expand предназначена для представления формулы в развернутом виде
(то есть в некотором смысле она противоположна команде simplify) относительно
выражения, записанного на месте метки:

s i n ( 5 x ! e x p a n d , 5 x - 4 s i n ( 5 x ]

s i n (5x) e x p a n d ,x —» 16 • s i n ( х) с о з ( х ) - 1 2 s i n ( x ) - c o s ( x ) + s i n [ x )

4 2
3 - (4 c o s (2а) + c o s (4a) ) e x p a n d , 2a -» 2 - A- c o s (2 • a) - 8 - c o s ( a ) + 8 - c o s ( a )

2
3 - ( 4 с о з (2a) + с о з (4a) ) e x p a n d , 4a -» 7 - S-cos (a) - c o s ( 4 a )

4
3- ( 4 c 03 (2a) +CQS (4a) ) e x p a n d , a —» б - 8 • c o s { a)
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Команда f a c t o r предназначена для разложения целых чисел или выражений на
множители. Для разложения целого числа на простые множители введите целое чис-

ло и выберите команду factor: 364 factor ,i| -> . Затем клавишей <BackSpace>

удалите метку вместе с запятой и щелкните левой кнопкой мыши за блоком выраже-
ния. Искомое представление будет получено:

364 f a c t o r —> 22-7-13

Аналогичным образом выполняется разложение на множители выражений:

3 2 2
а - ба + 9а f a c t o r -» а- { а - 3)

2 2
а - b f a c t o r -* (а - b) • ( a + t o )

Команда collect разлагает формулу по степеням переменной, указанной в этой ко-
манде на месте метки:

( а + Ь ) 5 c o l l e c t , а - > а 5 + 5 - Ь - а 4 + 1 0 - Ь Э - а 3 + 10 Ь 3 а 2 + 5 Ь 4 а + Ъ 5

( x - a ) ( x - b ) ( x - c ) c o l l e c t , х

2
a + b + с) c o l l e c t ,a

2
( а + Зо + с) c o l l e c t ,b

3 2
+ < - a - b - c ) x + [ a b - ( ~ a - b ) - c ] - x - a b - c

2 ' C ) - a + ( t o + c )

2 c ) - b + [ a + c )

1 7 О
( a + b + c ) c o l l e c t , с -» с + ( 2 а + 2 - Ь ) с + ( а + Ь)

Команда coeffs используется для вычисления коэффициентов полинома относи-
тельно переменной, указанной в команде на месте метки:

(х - Ь) • [у. + b) c o e f f s , х

(х-Ь) , X ->

О

\ 1 J

2

-b

1

Ux 3 + 3x2 '- [х + 1) c o e f f s , x

m-b ' (b - 1) coeffs ,b ->
-1

О

3

7
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Команда solve позволяет решить уравнение или неравенство с нулевой правой
частью относительно переменной, указанной в этой команде на месте метки:

s o l v e , x —>

— - а + — а - 4 - ь
2 2

е - a s o l v e , х —» I n (a)

Команда solve позволяет также решать системы линейных и нелинейных уравнений
с нулевой правой частью:

2 - х - у
solve,х,у -»

( 1

5

/ 2 3 2 ,
X +y + Z -3

X+ y - Z - 1

1 -1 -1

solve.x.y.z -» | 1 1 1

-1 1 -1

В Mathcad возможны также символьные операции

матрицей или матричными формулами:

'а Ъ

м 1 -> и |м|-»

М:=

м"

О а + 1

м т + м

- + 2 • а
а

Ь

-Ь
а • (а + 1)

1

O + D
+ 2- а + 2

над

Команда s u b s t i t u t e используется для подстановки значений переменных в форму-
лу с последующим вычислением этой формулы. Для этого наберите формулу, вызо-
вите команду s u b s t i t u t e кнопкой I substitute! подпанели Символика (Symbolic), на

месте метки укажите числовое значение переменной из формулы (например х = 5).
Далее установите синий курсор так, чтобы он окаймлял все выражение:

ах + Ь - х + с s u b s t i t u t e ,x = 5
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вызовите опять команду subst i tute и т. д., до присваивания числовых значений
всем требуемым переменным:

а х + Ь-х+ с subs t i t u t e , x = 5 2.5 • а + 5 • Ь + с

substitute,x = 5

substitute,с = 3

substitute,x = 5

a-x' + b x + c substitute,с= 4 -»25.a + 5?

substitute ,b = 11

substitute ,x = 5

substitute , с = 3 _^ cjg

substitute,b = 4

substitute, a = 3

Отметим, что вместо знака -> в символьных вычислениях можно использовать шаб-
лон 11 —>|, в котором на месте метки вводится клавишами клавиатуры соответствую-
щая команда символьного преобразования.

Задание формул и функций
с использованием программных модулей
Проведение сложных расчетов не обходится без элементов программирования с ис-
пользованием программных модулей. Формирование программных модулей осуще-
ствляется в Mathcad с помощью подпанели Программирование (Programming), ко-
торая представлена на рис. П2.5.

1рограммирование '_

Add Line < -

otherwiseif

for

break

return

while

continue

on error

Рис. П2.5. Подпанель Программирование
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В программном модуле может быть записана любая последовательность формул.
Рассмотрим пример:

а :=3 а + 4

В этой цепочке формул вычисляется выражение (а + А)2. Как видно из примера,
программный модуль ограничивается слева вертикальной линией. Внутри программ-
ного модуля могут присутствовать внешние (а) и внутренние (х) переменные. В про-
граммном модуле значения внешних переменных определяются в соответствии с об-
щими правилами операций локального и глобального присваивания (значение з для
переменной а). Внутренняя переменная программного модуля определяется с момен-
та присваивания ей числового значения операцией внутреннего присваивания (кноп-
ка Г ^ | подпанели Программирование (Programming)). Если идентификаторы внут-

ренней и внешней переменной совпадают, то в пределах программного модуля
действует внутренняя переменная. Результатом вычисления программного модуля
считается последняя выполняемая в модуле формула (в данном примере это х2). Рас-
смотрим последовательность действий при формировании вышеприведенного моду-
ля:

1. Переменной а операцией локального присваивания присваиваем значение 3.

2. Устанавливаем красный курсор ввода на место, где будет располагаться

подпанели ПрограммированиеAdd Lineпрограммный модуль, и кнопкой

(Programming) вводим вертикальную линию:

а : = 3

3. На месте первой метки задаем значение внутренней переменной х (кнопкой
подпанели Программирование (Programming)):

а := •А<Г~ а + 4

i

4. На месте второй метки вводим возвращаемое из модуля значение:

а : = 3
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5. Клавишей <=> выводим результат вычислений программного блока:

Отметим, что в отличие от правил записи формул на рабочем листе Mathcad-
документа, внутри программного модуля в одной строке можно записать только один
оператор или формулу.

Очень часто программные модули используются для определения функций пользова-
теля. Функция пользователя определяется обычным образом. В конце программного
модуля должна быть указана формула, являющаяся результатом вычисления функ-
ции. Пример определения функции пользователя с использованием программного
модуля приведен ниже:

f (х) := а<- (х+1) -2

2
а + х

f (0.5) = 9.5

Программные модули не имели бы смысла без использования в них операторов про-
граммирования. В Mathcad используются три оператора программирования:

if — условный оператор;

for — оператор задания цикла с фиксированным числом повторений;

while — оператор задания цикла, действующего до тех пор, пока выполняется неко-
торое условие.

Рассмотрим каждый из этих операторов в отдельности.

Условный оператор if предназначен для выполнения вычислений в зависимости

от условия. При вызове оператора if появляется шаблон с двумя метками

На месте правой метки вводится логическое выражение. На месте левой метки вво-
дится или формула, или операция внутреннего присваивания для указанной перемен-
ной.

Совместно с оператором i f очень часто используется оператор otherwise, который
вводится непосредственно за шаблоном оператора if.

Примеры использования оператора if с оператором otherwise и без него:

аЬз (х) := S <г- X

S< X

S

i f х < 0 а Ь з [-5) = 5 a b s (5) = 5

abs(x) := -х if x < О

х otherwise
ab<-5) = 5 ahs(5) = 5
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ад •= if K < 5

y ^

X <r

- 2

otherwise

y *

X <r

- 4

- X*
f(S) = 2.04S x 10 f(3) = IS

х- у

В первом случае в конце программного блока необходимо указать значение, которое
блок возвращает в качестве ответа. Во втором случае возвращаются х или -х, в зави-
симости от условия.

Рассмотрим порядок формирования оператора // в третьем примере:

1. После знака := кнопкой Add Line вводим вертикальную линию:

f(x) :- •

j |

if2. Устанавливаем синий курсор на верхнюю метку и кнопкой Ш вводим шаблон
оператора if:

3. Устанавливаем синий курсор на первую метку;

4. На месте метки кнопкой Add Line| образуем блок для оператора ii f :

fr» := if

i

•

i

!l
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5. Устанавливаем синий курсор на последнюю метку:

if i

•

•

-1

6. Кнопкой otherwise вводим оператор otherwise:

if

-1
•

otherwise

7, Кнопкой д а j Line] образуем блок для оператора otherwise:

f(x) := if •

i

otherwise

•J
8. Окаймляем синим курсором блок оператора otherwise:

Line вводим новую метку:
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10. На месте меток вводим соответствующие выражения.

Оператор цикла for предназначен для задания циклов с фиксированным числом
повторений. Шаблон оператора for имеет три метки:

for • е •

На месте верхней левой метки вводится имя управляющей переменной; на месте
верхней правой метки вводятся начальное и конечное значения управляющей пере-
менной (можно также указать и второе значение управляющей переменной, если шаг
ее изменения не равен единице); на месте нижней метки записывается выражение для
выполнения. Алгоритм работы оператора цикла for следующий: управляющей пе-
ременной присваивается первое значение, вычисляется выражение, управляющей
переменной присваивается второе значение, вычисляется выражение и т. д., до пере-
бора всех значений управляющей переменной.

Примеры использования оператора цикла for приведены ниже:

f (х) := з < - О

f o r i e 1 .. 5

s + i

x i

X + S

sum С n :-

f o r i e 1 .. n

s «- s + i

sum (10) = 55

sum (20) = 210

p r o d (n) :=

f o r i e 1

p <- p i

p r o d (3) = 6

p r o d (10) =3.629 x 10E

Рассмотрим алгоритм работы цикла for в третьем примере. В блок в качестве аргу-
мента функции передается переменная л. Внутри блока внутренней переменной р
присваивается значение 1. Начинается выполнение цикла for. Переменной i при-
сваивается значение 1, и при этом значении i выполняется оператор р <- p-i: пере-
менной i присваивается значение 2 и выполняется оператор р <- p-i, и т. д. до
достижения переменной i значения л. В конце программного модуля указана пере-
менная, значение которой возвращается из модуля в качестве результата.
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Оператор цикла while служит для организации циклов, действующих до тех пор,
пока выполняется некоторое заданное условие. Приведем два примера использования
цикла while для вычисления факториала:

F a c t (n) := f <- 1

w h i l e n> 2

f <- f n

П<г- П - 1

F a c t (3) = 6

F a c t (5) = 120

t (n) := ± <- n

while 1

f < - f • ( n - 1 )

n <- n~ 1

r e t u r n f if n= 1

f (3) =6

f (5) = 120

Рассмотрим алгоритм работы оператора while в первом из приведенных примеров
для п = 5. В блок в качестве аргумента функции передается значение л (в данном
случае число 5). Внутренней переменной / присваивается значение 1. Начинается
выполнение цикла while. Проверяется условие л ^ 2 и, так как оно в данном слу-
чае истинно, выполняются операторы f *- f-n (для вычисления значения факториа-
ла) и л «- л - 1 (для принудительного уменьшения на единицу значения перемен-
ной л). Опять проверяется условие л ^ 2 и, так как оно в данном случае истинно,
опять выполняются операторы f *— f-n и л <- л - 1. Этот процесс продолжается
до достижения переменной л значения 1. Функции Fact (л) присваивается последнее
значение переменной f.

Во втором примере определен бесконечный цикл while, а принудительный выход из
цикла осуществляется с использованием оператора re turn .

Оператор return используется для выхода из блока и передачи значения из любой точ-
ки программного блока. Примеры использования оператора re turn приведены ниже:

f (х) :- r e t u r n I if x = 0

s i n ( x )
otherwise

f (1) =0.841

f (0) =1

r e t u r n "One" if i = 1

r e t u r n "Two" if i = 2

"No value!!!!" otherwise

g (1) = "One"

g(3) = "No value!!!!1
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Редактирование
и форматирование формул

Текст Mathcad-документа формируется из блоков— это формулы, графики, текст.
Каждый блок можно перемещать по документу. Для этого щелчком левой кнопкой
мыши в области блока выделите его; блок заключается при этом в черную рамку, как

например, 1.2
7.5

A2I
. Перемещением указателя мыши добейтесь появления это-

го указателя в виде ладони руки. Нажмите левую кнопку мыши и, удерживая ее, пе-
ретащите блок в другое место документа.

Можно также перемещать несколько блоков одновременно. Для этого их сначала
нужно выделить. Существует два способа выделения областей рабочего листа. Пред-
положим, что требуется выделить группу областей, попадающих в некоторый вооб-
ражаемый прямоугольник на рабочем листе. Подведите указатель мыши к вершине
этого воображаемого прямоугольника так, чтобы после щелчка левой кнопкой мыши
курсор оставался красным. Не отпуская левую кнопку мыши, переместите курсор по
диагонали до противоположной вершины воображаемого прямоугольника. Отпустив
кнопку мыши, получим группу выделенных областей, которые будут очерчены пунк-
тирными линиями. Того же результата можно достичь, если, удерживая клавишу
<Ctrl>, щелкнуть последовательно левой кнопкой мыши на областях, которые пред-
назначены для выделения. Группа выделенных областей ведет себя как единый блок,
который можно перемещать вдоль рабочего листа при нажатой левой кнопке мыши,
предварительно добившись, чтобы курсор на краю какой-либо области принял форму
ладони руки.

Любой выделенный блок или блоки можно удалить из документа. Для этого необхо-
димо воспользоваться кнопкой [cjbj на стандартной панели инструментов (при удале-
нии только одного блока, выделенного черной рамкой, необходимо следить, чтобы
синий курсор ввода охватывал правым или левым уголком текст всего блока). При

таком удалении выделенные блоки помещаются в буфер и их с помощью кнопки

стандартной панели инструментов можно переместить в другую часть документа

Для этого надо установить красный курсор на требуемое место и нажать кнопку

Набор, редактирование и форматирование формул осуществляется с использованием
синего курсора ввода, который может принимать три состояния: левый синий уголок
|___ , правый синий уголок __| и промежуточное состояние |___. Рассмотрим
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перевод курсора из рабочего состояния в состояние на примере. Наберите выражение

аЪс := 1.2 •+- 5j5\ . Как видим, синий курсор ввода охватывает в данном случае

правым синим уголком константу 5.6. В пределах констант и имен идентификаторов
состояние курсора ввода можно изменять нажатием клавиш <<-> и <->•>. При этом
синий курсор ввода в пределах константы или идентификатора изменяет свое со-
стояние. В данном примере нажатие клавиши <<—> передвигает вертикальную си-

. Дальнейшее нажа-:= 1.2 + 5.(5нюю линию курсора на одну позицию влево

тие <<—> переводит курсор ввода в состояние левого синего уголка

а Ь с : д 1 2 -н I. Изменение состояния синего курсора ввода в пределах констант

и идентификаторов используется для добавления или удаления новых символов. В

состоянии левого синего уголка добавляемые символы записываются перед констан-

той или идентификатором. Так, при охвате левым синим уголком константы 5.6 пе-

ред ней могут быть добавлены новые символы, например 123: аЪс := 1.2 + 123р.е

В промежуточном состоянии синего курсора ввода символы добавляются на место

(в данном случае добавленысиней вертикальной линии: abc :•= 1.2 + 12301J5.6

символы 01). В состоянии правого синего уголка символы добавляются в конец кон-

станты или идентификатора:
abc := 1 .2 + 123015.67S|

. Удаление символов из
констант или идентификаторов осуществляется клавишами <Del> или <BackSpace>.
При состоянии синего курсора ввода в виде правого уголка

, символ в конце константы или идентификатора удаляетсяаЪс := 1.2 + 123015.67?

клавишей <BackSpace>: abc := l .2 + 123015.67\ . В состоянии левого синего уголка

:== 1.2 -и |123О1.5.6 Iсимвол в начале константы или идентификатора удаляется

клавишей <Del>: abc := 1.2 . В промежуточном состоянии синего кур-

сора ввода := 1.2-1- э з р и . б Iсимвол можно удалять клавишей <BackSpace>

(при этом удаляется символ слева от вертикальной синей линии
) или клавишей <Del> (при этом удаляется символ справа отabc := 1.2 -ь

вертикальной синей линии abc := 1.2 -1- 2(1:5.6

Изменение и удаление индексов в индексных переменных выполняется переводом
синего курсора ввода в область индекса (опять-таки, клавишами <<—> и <—>>). Далее
все процедуры изменения индекса осуществляются по аналогии с вышеизложенным.
Предположим, что необходимо изменить индекс / на индекс / в формуле

Для этого клавишей <*—> переводим синий курсор

ввода в ооласть индекса
abc := d-j — £ с о 5^5.6} + 1.2} Клавишей <BackSpace>
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удаляем индекс с abc := на месте метки вводим иденти-

фикатору: abc:-dr 1.2)

Замена идентификатора функции осуществляется так же, как и замена обычного
идентификатора. Например, пусть необходимо заменить в формуле

идентификатор функции sin на идентификатор функции:= 1.2 -t-

cos. Для этого устанавливаем курсор ввода на идентификатор sin, например, в со-
стоянии правого синего уголка. Удаляем символы идентификатора sin (клавишей
<BackSpace> в данном случае): а ъ с := 1.2 + кС-З-Ф ', набираем новый идентифика-

тор функции cos: a b c : - 1 .2 -+• . Правила изменения функций, записы-

ваемых специальными символами, будут рассмотрены ниже.

Изменение состояния синего курсора ввода с правого уголка на левый, и наоборот,
осуществляется одноразовым нажатием клавиши <Ins>. Нажатие клавиши <Ins>, ко-
гда курсор находится в промежуточном состоянии, переводит курсор в состояние
правого синего уголка.

Синий курсор ввода всегда можно установить в пределах константы или идентифи-
катора в формуле. Для этого необходимо щелкнуть левой кнопкой мыши на соответ-
ствующей константе или идентификаторе. При этом синий курсор ввода устанавли-
вается на место указателя мыши на экране.

Очень часто синий курсор ввода используется не для изменения констант или иден-
тификаторов, а для редактирования формул, т. е. замены операций, изменения при-
оритета выполнения операций, удаления операций или части формулы, добавлений в
формулу и т. п. Во всех этих операциях курсор ввода должен принимать состояния
левого или правого уголка.

Уже при наборе формул возникает необходимость выделения части формулы для
выполнения над ней какой-то операции. Изменение окаймления производится чаще
всего с использованием клавиши <пробел>. Рассмотрим действие этой клавиши на
примере.

Предположим, что набрана формула, а синий курсор ввода установлен на функции
. После нажатия клавиши <пробел> курсор

cos вместе с ее аргументом:
. Очередное нажатие клавиши <пробел> окайм-

без окаймления скобок:

(отметим, что при правом синем уголке в дан-

cos: Г

будет

a b c

ляет

abc

a b c

i

:= 1

:- 1.2 -t- tlcost^

окаймлять

выражение

.2 + С|ЬоаСЗ.ф

.<5Г) -ь 1 .2} • 3

функцию

-Ь 1.2Э 3 . 1

В СКО

+ 1.2) - 3 (<

ном примере произошло бы и окаймление скобок). Окаймление скобок выполняется

опять нажатием клавиши <пробел>: abc := 1.2 + 12) • 3 . В даль-

нейшем окаймление распространяется на ту операцию, которая логически выполня-
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ется первой (в данном случае это операция умножения):

abc := 1.2 + + 1.2) - 3 . Если аргументом, на который распространя-

ется окаймление, является выражение в скобках, то окаймляется все выражение в

скобках: abc := 1.2 + + 1.2) • (3 + 5) . Таким способом можно до-

биться окаймления всей формулы: |abc := 1.2 + £соз(5.6) + 1.2) 3 . После-

дующее нажатие клавиши <пробел> приводит курсор ввода в состояние, с которого

окаймление начиналось: abc := 1.2 + 1.2) • 3

Если при окаймлении возникает ситуация равных условий расширения синего курсо-
ра ввода вправо или влево, то расширение производится в сторону удлинения синей
горизонтальной линии. Например, при расширении синего курсора ввода из состоя-

ния 1.2 после нажатия клавиши <пробел> получим

1.2 |1.3 - 4 - 1

Изменение окаймления можно выполнять также с использованием клавиш <«—> и
<—>>, однако в этом случае выполняется перебор части формул в последовательности
справа-налево или слева-направо без учета приоритета их выполнения. При этом
часть формулы будет выделяться только при появлении закрывающейся или откры-
вающейся скобок,

Рассмотрим примеры удаления-вставки символов и добавления-изменения операций.

Для удаления константы, идентификатора или идентификатора функции установите

синий курсор ввода на константу или идентификатор: 1.2+ efaCl.3 -4- 4) -+- 5

клавишами <Del> или <BackSpace> удалите соответствующие символы:

Далее клавишей1.2 + + <Del> удалите метку:

Удаление части формулы выполняется окаймлением в состоянии левого синего угол-
ка. Для этого выделите левым синим уголком удаляемую часть формулы:

аЪс :» 1.2 + + 1.2) (3 + 5) нажмите клавишу

abc := 1.2 + ( to.b) + 1.2J ; подтвердите удаление очередным на-

жатием <Del>: abc := 1.2 + (3 + 5) . Если в дальнейшем необходимо

удалить в последней формуле (•), то выделите скобки левым синим уголком:

abc := 1.2 + [ j ^ (3 + 5) ; нажмите два раза клавишу <Del>:
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аЪс := 1.2 + t • (3 + 5)

виши <Del>: abc := 1.2 + ^ П (3 + 5)

. Далее удалите операцию умножения нажатием кла-

; клавишей <Del> удалите метку:

abc := 1.2 + (|3 + 5)

Вставка части формулы в другое место формулы выполняется с предварительным ее

выделением. После выделения части формулы, нажатием на кнопку она помеша-

ется в буфер. Например, установите синий курсор ввода на место, куда должна дуб-

кнопкойлироваться часть формулы: abc:= 1.2 + (со<5.бГ) + 1.2) • (3\ + 5)

вставьте формулу из буфера в указанное место:

abc := 1.2 + (cos(5.6) + 1.2) • ()pos{5.6) + 1.2 + 5)

Удаление и вставка части формулы может выполняться и с выделением ее с помо-
щью мыши. Для этого установите указатель мыши на начало выделяемой части фор-
мулы, нажмите левую кнопку мыши и, не отпуская ее, протяните мышь до выделения
требуемой части формулы.

Замена операции может выполняться с использованием правого или левого синих
уголков. Для замены операции левым уголком установите его сразу после намечен-
ной для изменения операции, добившись окаймления ближайшего, примыкающего к
этой операции, выражения:

abc :- 1.2 + \jcosC5.6) + 1.2) • (cos(5.6) 5)

нажмите клавишу <BackSpace>:

abc := 1.2 • t c o s Q . 6 ) + 1.2) - (cos(5.6) + 1.2+5)

Затем наберите новую операцию, например, знак минус:

abc := 1.2 - 1.2) • (kcos(_5.6) + 1.2 + 5)

Для замены операции правым уголком, установите правый синий уголок перед изме-
няемой операцией:

abc := 1.2 + (cosQ.6) + 1.2)1 (cos(5.6) + 1.2 + 5)

нажмите клавишу <Del>:

abc := 1.2 + (cosQ.6) + 1.2)|D (cos(5.6T) + 1.2 + 5)
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Затем наберите новую операцию, например, знак минус:

abc := 1.2 + (cos(5.6) + 1.2)|- (cos(5.6) 5)

Отдельно опишем операции удаления и вставки скобок. Удаление скобок выполняет-
ся с использованием правого и левого уголков. Установите левый синий уголок сразу
после удаляемой открывающейся скобки:

abc := 1.2 + 1.21 -

нажмите клавишу <BackSpace>:

abc := [L2 1.2 -

При этом удаляется и соответствующая закрывающаяся скобка.

Теперь установите правый синий уголок перед удаляемой закрывающейся скобкой;

abc := 1.2 + (cos(5.6) + 1.2b -

нажмите клавишу <Del>:

abc := 1.2 + -СЗ

При этом удаляется и соответствующая открывающаяся скобка.

Добавление скобок может также выполняться с помощью левого или правого синих
уголков. Для добавления скобок с использованием левого синего уголка, выделите
часть формулы, которая должна заключаться в скоб-

ки: abc := 1.2 + |cosC5.6) + 1.2 - (3 + 5) . Далее введите открывающуюся

скобку: abc := 1.2 + (^os (5.6) + 1.2 - (3 + У)

стояние правого уголка:

те закрывающуюся скобку

, Переведите курсор в со-

; набери-abc :=

у abc

1

:=

2

1

+ (

2 +

CO^.6)

Г(соз(5.б)

+ 1

+ 1

- 3 | -

2 ) -

C3-

СЗч• ^ 1 1 . Скобки

можно вставить также с использованием кнопки |w| подпанели Калькулятор
(Calculator) или клавишей <'>. Для этого правым или левым синим уголком выделите
часть формулы, которая должна заключаться в скоб-

ки:

кой

abc := 1.2 + cosQ-б) + 1.2J- (3 + 5) . Далее введите скобки, щелкнув кноп-

подпанели Калькулятор (Calculator), или нажатием клавиши

abc := 1.2 + (cos(5.6) + 1.2J - (3 + 5)
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При добавлении в самом начале формулы операции вычитания Maihcad вместо дву-
местной операции вставляет одноместный знак минус перед выражением:

Избежать этого очень просто. Выделяем, например, правым синим уголком часть
выражения, которая будет вторым операндом операции вычитания:

- 3 •

Заключаем эту часть формулы в скобки:

- з •

1±<4) н- 5

Окаймляем правым синим уголком всю формулу вместе со скобками, затем клави-
шей <Ins> переводим курсор ввода в состояние левого уголка и набираем знак умно-
жения:

Набираем знак вычитания:

lnr

етки вводим

11| (^sir

lnl

;4^ + 5

первый

;4) + з

нак умножения:

1 lj • £sit-<13) -
4; + 5

;4j + 5

3 5)

аргумент

3 5)

3 • 5)

3 - 5 )

При редактировании формул иногда приходится добавлять функцию, аргументом
которой является уже набранная часть формулы. Для этого выделите требуемую
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часть формулы и заключите ее в скобки: abc := d. - . Устано-

вите курсор ввода в виде левого синего уголка так, чтобы он охватывал все выраже-

ние вместе со скобками: abc := d-
J

1.2) . Наберите идентифика-

тор требуемой функции: abc := d. - 1.2) . При вставке функции

можно также пользоваться кнопками подпанели Калькулятор (Calculator) или спи-

ском функций, вызываемых командой /?Ф стандартной панели. Для этого выделите

левым синим уголком часть формулы, которая будет аргументом функции, и заклю-

чите эту часть формулы в скобки: abc :—
J

1.2) . Далее, на-

пример, с подпанели Калькулятор (Calculator) введите требуемую функцию:

abc := d. -

Аналогично добавляются в формулу и функции, которые не имеют идентификато-

ров. Пусть формулу 1.2 + 1 3 • 4 - 1 + 3| необходимо преобразовать для вы-

числения абсолютного значения ее фрагмента 1.34-1. Выделите синим левым угол-

; заключите ее в скобки:ком эту часть формулы: 1.2 + |1.3 • 4 - 1 -+- 5

1.2 + ( 1 . 3 - 4 - ф + 5

уголка, окаймляющего скобки:

. Установите синий курсор ввода в состояние левого

; нажмите кнопку pl j1.2 + | : i . 3 - 4 - I) + 5

с подпанели Калькулятор (Calculator): 1.2 + 1.3 - 4 - 1 1 + 3

Добавление в формулу двуместной операции может выполняться с использованием

левого и правого синих уголков. Пусть в формулу 1.2 + 7.5\ необходимо доба-

вить операцию деления так, чтобы выделенная часть формулы (число 7.5) была вто-
рым операндом. Окаймляем левым синим уголком второй операнд операции (в дан-

ном случае число 7.5): 1.2 + \?.5 . Вводим операцию деления: 1.2 к
7.5

Заполняем появившуюся метку первым операндом операции деления:

1.2 Ш
7.5
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Пусть теперь в формулу 1.2 + 7. необходимо добавить операцию деления так,

чтобы выделенная часть формулы (число 7.5) была первым операндом. Окаймляем
правым синим уголком первый операнд (в данном случае число 7.5):

1.2 •+- 7.51 . Вводим операцию деления: 1 . 2 •+•
7.5

Т . Заполняем появив-

шуюся метку вторым операндом операции деления: 1.2
7.5

121

Рассмотрим процедуру замены функций, записываемых с помощью специальных

знаков. Предположим, что в формуле 1.2 + ^ Ц + 5 необходимо заме-

нить функцию квадратного корня на функцию sin. Для этого выделите синим левым

; удалите функциюуголком подкоренное выражение: 1.2 .3 - 4 - 1 + 5

квадратного корня клавишей <BackSpace>: [1.2 + 1 . 3 - 4 - 1 + 5 . Выделите

синим левым уголком выражение 1.3*4-1 и возьмите его в скобки:

. Выделите синим левым уголком все выражение1.2 + ( 1 . 3 - 4 - lfr + 5

вместе со скобками: 1.2 + 1 : 1 . 3 - 4 - О + 5 . На подпанели Калькулятор

(Calculator) нажмите кнопку [sin |: 1.2 + sir<[;i.3 - 4 - 1 ) ) + 5

Замена функции [И] вычисления абсолютного значения выполняется аналогичным
образом с предварительным удалением левой вертикальной линии в обозначении
этой функции.

Обратная процедура замены функции, заданной идентификатором, на функцию, запи-
санную специальным символом, выполняется с предварительным удалением функ-
ции, заданной идентификатором. Пусть необходимо в формуле

1.2 + sindl.3 - 4 - 0 + 5 заменить функцию .vw на функцию вычисления аб-

солютного значения. Устанавливаем синий курсор ввода, окаймляя идентификатор

. Клавишей <Del> удаляем метку:sin, и удаляем его: 1.2 + | i (1.3- 4- 1) +

1.2 + (|L3 • 4 - 1) + 5

часть формулы:

. Окаймляем вместе со скобками левым синим уголком

С подпанели Калькулятор1.2 + h 3 4 - О + 5
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(Calculator) вводим функцию [h<jj вычисления абсолютного значения:

1 . 2 •+• 1 . 3 - 4 - 1 1 + 5

Рассмотрим пример замены функций с подпанели Исчисление (Calculus). Так, при

замене в формуле x+ x (fcd+ 5.2 = 9.033 определенного интеграла на

функцию sin от подынтегрального выражения, необходимо сделать следующее. Ско-

в буфер подынтегральное выражение х+х~. Удалите весь инте-пируите кнопкой

грал клавишей <Del>: + 5.2 = . Вставьте

подынтегральное выражение из буфера:

. Заключите это выражение в скобки нажатием кнопки О

подпанели Калькулятор (Calculator): + х / + 5.2 = • i . Расширьте синий

уголок нажатием клавиши <пробел>. Нажмите кнопку |sin| подпанели Калькулятор

(Calculator): 5.2 =
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Команды меню

Строка меню пакета Mathcad содержит 9 пунктов: Файл (File) Правка (Edit) Вид
(View), Вставка (Insert), Формат (Format), Математика (Math), Символика (Sym-
bolics), Окно (Window), Помощь (Help), каждый из которых после щелчка на нем
левой кнопки мыши вызывает выпадающее меню.

Пункт меню Файл
Выпадающее меню Файл (File) изображено на рис. FI4.1.

кл Mathcad Профессиональная Русская версия - [Безымянный:!]
[tj] Файл Правка Вид Вставка Формат Математика Символика Оно Помощь

I D Ноьый Ctrl+N [:.. : gg ,.- ;-л : «1« 1 ; /ft) и — ;•;, 'Q Д .|то5Г~Т
. г - Й - Открыть... Ctrl+O L-— ~ „..........:.-—..—- •

;]N , ^.м »:ю - в i и ^ ш ш !Е
' Закрыть Ctrl+W I —~~l -

«Li! Ы Сохранить Ctrl+3 L^̂ ^̂ ™..,™^™™.™™.̂ ^™»™.».,̂ ™»,,™™.™™»™™™™™.̂

.{. Сохранить Как... \

Послать,., :

Настройка Страницы... [

. ^ Печать.,. Ctrl+P

1_изолинии 35 главы,rncd

2 картинка,mcd

3 А:\Журанков.тсс1

^графики pnc-10_a.mcd

Выход

Рис. П4.1. Выпадающее меню Файл

Команда Новый (New) вызывает диалоговое окно Новый (New) (рис. П4.2). Если в
списке Шаблоны рабочего листа этого диалогового окна выбрать пункт Чистый
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Рабочий Лист (Blank Worksheet), то после щелчка кнопкой ОК появится окно ре-
дактирования для нового Mathcad-документа под названием Безымянный:к (Unti-
tled:k) с новым порядковым номером к. Если воспользоваться кнопкой Обзор
(Browse), то в папке template пакета Mathcad можно отыскать папки с заготовлен-
ными или собственными файлами стилей с расширением .met и воспользоваться
нужным файлом стилей. В списке Шаблоны рабочего листа (Worksheet Templates)
диалогового окна Новый (New) отображаются только имена файлов-шаблонов не-
посредственно из папки template пакета Mathcad. Можно создать собственный
стиль документа Mathcad (создание стиля написания констант, переменных и тек-
ста рассмотрено в разделе "Формулы с использованием векторов и матриц" при-
ложения 2), очистить лист документа и сохранить созданный шаблон в файле с
расширением .met. Для этого необходимо выбрать команду Сохранить как (Save
as) и в появившемся диалоговом окне из раскрывающегося списка Save as type вы-
брать Mathcad Template и сохранить под своим именем в папке template пакета
Mathcad файл шаблона.

Новый

Шаблоны Рабочего Листа

J Чистый Рабочий Лист - ОК

Отмена

Обзор

Рис. П4.2. Диалоговое окно Новый

Команда Открыть (Open) вызывает стандартное для всех Windows-приложений диа-
логовое окно Открыть (Open) (рис. П4.3). Для вызова одного из открывавшихся не-
давно документов, названия которых размешаются над командой Выход (Exit) меню
Файл (File), достаточно щелкнуть левой кнопкой мыши по строке, содержащей на-
звание этого документа.

Команда Сохранить (Save) позволяет записывать файл на диск под его текущим
именем со всеми изменениями, внесенными во время редактирования. При этом пер-
воначальный вид документа будет утрачен. Команду Save следует периодически вы-
полнять при подготовке сложных Mathcad-документов, поскольку это позволяет со-
хранить результаты работы, например, при "зависании" компьютера.

Команда Сохранить как (Save as) вызывает диалоговое окно для сохранения данно-
го Mathcad-докумепта на диске под выбранным именем и в нужной папке. Например,
рис. П4.4 означает, что документ под названием "Двумерная модель" будет сохранен
в папке "MathCad+++++".
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Рис. П4.3. Диалоговое окно Open

Save As Ш1
Save in: O MalhCad+++++ d I B с*- ИОН-

My Recent
Documents

Desktop

My Documents

My CompUer

Q] Балансовые модели многоота елевой экономики и международной торговли,mcd

Градиентные методы в трехмерном про.mcd

о) Двумерная модель корреляционного анализа,mcd

О] Дин прогр -замена оборудования .mcd

О] Дин програм оптимальное распределение средств между предпр-mcd

О] Замкнутые системы массового обслуживания, mcd

« ] Линейная алгебра.mcd

О]Метод ветвей и границ.mcd

О]Метод Гаусса,mcd

0]Модели множественной регрессии,mcd

О]Модели парной регресси,mcd

OJ Модели управления запасами с дефицитом.mcd

о ] Модель управления запасами без дефицита ,mcd

й ] Опорные планы задаич nn.mcd

О] Оптимизация параметров 5амкнутых CMO.mcd

My Netwoik File name:
Places

Save as type:
Двумернаямсйель

Рис. П4.4. Диалоговое окно Save As

16 3ак. 4223
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Пункт меню Правка
Выпадающее меню Правка (Edit) изображено на рис. П4.5.

Mat head Профессиональная Русская версия [Безымянный:"!

ЮШГ Вид Вставка Формат Математика Символика Окно Помощь

4 < i
Вырезать

%) Копировать

Щ Вставить

Удалить

Выбрать Все

Ctrl+D

Ctrl+A

Найти.., Ctrl+F

Заменить.,. Ctrl+H

Идти на страницу,.,

Проверкаорфорграфии...

Ссылки...

Рис. П4.5. Выпадающее меню Правка

Команда Отменить (Undo) (или комбинация клавиш <Ctrl>+<z>) отменяет послед-
нюю операцию редактирования. Команда Восстановить (Redo) (или комбинация
клавиш <Ctrl>+<Y>) восстанавливает только что отмененную операцию редактиро-
вания. Пусть, к примеру, в числе 12 на рабочем листе удаляется цифра 2 и затем при-
меняются последовательно команды Отменить (Undo) и Восстановить (Redo). То-
гда последовательность этих действий вызовет следующие превращения:

12-»- 1 Undo 12 Redo I

Под областью рабочего листа подразумевается та часть Mathc ad-документа (текст,
формула, график, программа), которая образовалась на рабочем листе с момента ее
редактирования (то есть с момента превращения красного курсора в синий) до мо-
мента завершения ее редактирования.

Команда Вырезать (Cut) или клавиша <F3> переносят выделенные области на рабо-
чем листе в буфер обмена, исключая их из редактируемого документа.

Команда Копировать (Сору) копирует выделенные области на рабочем листе в бу-
фер обмена, сохраняя их в документе.
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Команда Удалить (Delete) удаляет выделенные области без помещения их в буфер
обмена.

Существует два способа выделения областей рабочего листа. Предположим, что
требуется выделить группу областей, попадающих в некоторый воображаемый
прямоугольник на рабочем листе. Подведите указатель мыши к вершине этого во-
ображаемого прямоугольника так, чтобы после щелчка левой кнопкой мыши кур-
сор оставался красным. Не отпуская левую кнопку мыши, переместите курсор по
диагонали до противоположной вершины воображаемого прямоугольника. Отпус-
тив кнопку мыши, получим группу выделенных областей, которые будут очерчены
пунктирными линиями, Того же результата можно достичь, если, удерживая кла-
вишу <Ctr|>, щелкнуть последовательно левой кнопкой мыши по областям, кото-
рые предназначены для выделения. Группа выделенных областей ведет себя как
единый блок, который можно перемещать вдоль рабочего листа при нажатой левой
кнопке мыши, предварительно добившись, чтобы курсор на краю какой-либо об-
ласти принял форму ладони руки. Естественно, что команды Вырезать (Cut), Ко-
пировать (Сору), Удалить (Delete) применяются ко всем областям выделенного
блока.

Команда Вставить (Paste) или клавиша <F4> вставляют содержимое буфера об-
мена на рабочий лист, где находится красный курсор (содержимое буфера сохра-
няется).

Команда Идти на страницу (Go to Page) вызывает диалоговое окно (рис. П4.6), в
соответствующем поле которого указывается номер нужной страницы рабочего лис-
та. После щелчка кнопкой ОК верхняя граница искомой страницы (тусклая горизон-
тальная линия) совпадает с верхним краем окна редактирования.

1дти на страницу

Идти на

f Первую

С Последнкж

f* Номер: Г

Кол-во страниц: ] :

Текущая страница: О

OK I Отмена i

Рис. П4.6. Диалоговое окно Идти на страницу

Команда Найти (Find) вызывает диалоговое окно Найти (Find) для поиска некоторо-
го выражения в документе. Искомое выражение вводится в поле Что найти (Find
What). Окно Найти (Find) содержит 4 опции. Если отмечена опция Точ-
ное совпадение (Match whole word only), то будет производиться поиск именно того
выражения, которое введено в поле Что найти (Find What). Если же отмечена опция
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Учесть регистр (Match case), то поиск будет производиться с учетом регистра, т. е. с
учетом различия малых и больших букв. Опции Найти в тексте (Find in Text
Regions) и Найти в математике (Find in Math Regions) дают возможность опреде-
лить тип областей — текстовых или формульных, которые будут просматриваться
при поиске. Кнопка Дальше (Find Next) осуществляет переходы от текущего места к
месту рабочего листа, где содержится искомое выражение.

Пусть, к примеру, на рабочем листе имеются следующие выражения

а|:= 12

Ъ := 2 • 3

Найти

Что найти: (2

I? Точное совпадение , Направление

Г" Учесть регистр ' Вверх >•

Г* Найти в тексте

№ Наитие математике

Рис. П4.7. Поиск при отмеченной опции Точное совпадение

Рис. П4.7 демонстрирует результаты поиска после щелчка кнопкой Дальше (Find
Next) в случае выбора опции Точное совпадение (Match whole word only). Как видно
из рис. П4.7, найдено число 2 в формульной области Ь:=2 • 3 и пропущена цифра 2 в
числе 12, Следующий рис. П4.8 демонстрирует результаты поиска после щелчка
кнопкой Дальше (Find Next) в случае отмены опции Точное совпадение (Match
whole word only). Как видно из рис. П4.8, найдено число 12, в котором цифра 2 встре-
чается как "фрагмент". При следующем щелчке кнопкой Дальше (Find Next) будет
отмечено число 2 в выражении Ь:=2 • 3, как и в первом случае.

Команда Заменить (Replace) вызывает диалоговое окно Замена (Replace), анало-
гичное окну Найти (Find), только с двумя дополнительными кнопками Заменить
(Replace) и Заменить все (Replace All) и дополнительным полем Заменить на (Re-
place with) для ввода выражения, которое должно заменить выражение, введенное в
поле Что найти (Find What). Действие этих окон аналогично. Отличие только в том,
что после щелчка кнопкой Заменить (Replace), найденное в документе выражение
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сразу же заменяется новым, указанным в поле Заменить на (Replace with), после че-
го осуществляется переход к следующему месту в документе, содержащему искомое
выражение. Результат одного щелчка кнопкой Заменить (Replace) (после вызова ок-
на Заменить (Replace)) показан на рис. П4.9.

О

D - с? В

[Constants

X? * 41 ^

jjj| Times Mew Reman - ю

I? =

Найти
r

Что найти: 2

Г~ Точное совпадение Направление

Г Учесть регистр Г B e e D K ff

Г" Наитие тексте

К? Найти в математике

Рис. П4.8. Поиск при отмененной опции Точное совпадение

D - о? В

j Constants •~~эг I 3 i B

!i Г" Точное совпааение

'; Г™ Учесть Регистр

:| Г" Наитие Тексте

ч Р Найти в М атемаггике

Рис. П4.9. Пример замены фрагментов текста
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Пункт меню Вид
Выпадающее меню Вид (View) имеет вид, показанный на рис. П4.10.

ifJĤ'-̂WWj!

[©] Файл Правка Щ и Ш Вставка Формат Математика Символика О_кно Оомощь

Панели •

</ Строка Состояния

Линейка

а:-15

Регионы

Масштаб...

Обновить Ctrl+R

Анимация.,.

Проигрывание...

Настройки...

Рис. П4.10. Выпадающее меню Вид

Команда Панели (Toolbars) вызывает всплывающее меню (рис. П4.11), содержащее
три опции для управления выводом панелей инструментов: опция Стандартная
(Standard) регулирует вывод стандартной панели, опция Форматирование (Format-
ting)— панели форматирования, опция Математика (Math)— панели математики
(последняя панель содержит кнопки для вывода подпанелей, перечисленных в этом
меню ниже опции Математика (Math)).

aihcad Профессио
[е] файл Правка

! О ' И Н

! [Constants
У Строка Состояния

ьйШя Русская версия - [Бв1ымяннЬ|й:1|

;-' Ёстаека Шдрмат Математика Символика Окно Помощь

t/ Стандартная

* Форматирование

V Математика

• Вычисления

Графики

v Матрица

Оценка

Исчисления

у Логические

. * Программирование

у Греческие

Символика

Модификаторы

Щ'^&т'Ь'-'р! ~i^;-*<

Регионы

Масштаб.,.

Обновить Ctrl+R

Анимация...

Проигрывание..,

Настройки...

Рис. П4.11. Всплывающее меню Панели
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Опция Строка состояния (Status Bar) меню Вид (View) используется для установок
статусной строки в нижней части главного окна.

Команда Регионы (Regions) управляет выделением всех областей на рабочем листе:
сами области будут отмечены белым цветом, а промежутки между ними— серым
(рис. П4.12).

_ _ — —
Русская версия -|БеЭымяйныЁ

Файл Правка Вид Вставка Формат Математика Символика Окно

D - с£ У : Ш :к У \ X Ча &. '•• - - - * • *iB s- I № 1? в

|Constants _̂ J| Times New Roman

.a = 15
•ь - а 3

Рис. П4.12. Действие команды Регионы

Команда Обновить (Refresh) позволяет устранять нежелательные следы, которые
могут оставаться на экране при манипуляциях с областями (например, при изменении
их размеров, перемещении в окне редактирования и т. д.)- При этом сами области
остаются нетронутыми.

Пункт меню Вставка
Выпадающее меню Вставка (Insert) содержит команду График (Graph), вызывающую
всплывающее меню (оба меню показаны на рис. П4.13) для вызова шаблонов различ-
ных типов графиков. Шаблон графика в прямоугольных координатах был описан в
гл. 40 — ему соответствует команда Х-У график (X-Y Plot) всплывающего меню.

Шаблон трехмерного графика был описан в гл. 35 — ему соответствует команда Гра-
фик Поверхности (Surface Plot) всплывающего меню. Рассмотрим более подробно
форматирование трехмерных графиков. Для вызова диалогового окна форматирования
поверхностей необходимо два раза щелкнуть левой кнопкой мыши в поле графика.
Диалоговое окно 3-D Plot Format (Формат трехмерного графика) форматирования по-
верхностей содержит 9 вкладок.

Вкладка Axes, изображенная на рис. П4.14, содержит три вкладки для установки оп-
ций соответственно по каждой координате.

Группа Grids устанавливает линии сетки по соответствующей координате. Опция
Draw Lines задает линии сетки. При включенной опции Draw Lines становятся ак-
тивными: поле Line Color — для установки цвета линий сетки; поле Line Weight —
для установки толщины линий сетки. Опция Draw Ticks устанавливает метки на оси.
Цвет меток определяется полем Axis Color группы Axis Format. Опция Auto Grid
устанавливает автоматический выбор количества линий сетки. При отключенной
опции Auto Grid становится активным поле Number для ручной установки числа
линий сетки.
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Рис. П4.13. Выпадающее меню Вставка
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Рис. П4.14. Вкладка Axes диалогового окна 3-D Plot Format

Группа Axis Format (Формат оси) формирует вид соответствующей оси. Опция Show
Numbers отображает нумерацию линий сетки вдоль оси. Поле Axis Color устанавли-
вает цвет оси. Поле Axis Weight устанавливает толщину линии оси.

Группа Axis Limits устанавливает диапазоны отображения осей на графике. Опция
Auto Scale устанавливает автоматический выбор этого диапазона. При отключенной
опции Auto Scale открываются поля Minimum Value и Maximum Value для задания
границ диапазона отображения оси на графике. Этот диапазон не идентичен диапазо-
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ну, в котором строится поверхность. Установка диапазона, в котором строится по-
верхность, производится на вкладке QuickPlot Data (Параметры графика).

Вкладка General, изображенная на рис. П4.15, содержит опции внешнего вида по-
верхности, расположения координат и их общего вида.

QuickPlot Data
Lighting j Title

г Axes Style—
С Perimeter

\<* Corner .-Frames-

\C None j ; Г Show Border Г "

T~ Equal Scales , ' Г™ Show Бок !

PloM
Display As:

Contour Plot Г Vector Field Plot Г Patch Plot

Рис. П4.15. Вкладка General диалогового окна 3-D Plot Format

Группа View определяет углы поворота поверхности относительно каждой из осей:
поле Rotation — относительно оси X, поле Tilt -— наклон относительно оси У, поле
Twist — относительно оси Z; поле Zoom определяет масштаб изображения.

Группа Axes Style определяет расположение осей. Если выбрана опция Corner
(Угол), то устанавливается стандартное расположение осей. Если выбрана опция Pe-
rimeter, то устанавливается расположение осей по периметру. Опция None отключа-
ет показ осей на графике.

Группа Frames содержит две опции, Опция Show Border устанавливает рамку
вокруг графика. Опция Show Box выделяет область построения поверхности в
виде куба.

В одних и тех же координатах (с помощью одного шаблона) может быть построено
несколько поверхностей. Группы Plot i соответствуют этим поверхностям. Вкладка
Plot 1 соответствует первой поверхности. В ней задается тип изображаемой поверх-
ности. Если выбрана опция Surface Plot, то строится обычная поверхность. Если вы-
брана опция Contour Plot, то строятся в плоскости X-Y линии уровня поверхности,
причем в этом режиме на каждой линии уровня можно вывести ее числовое значение
установкой опции Numbered (Нумерация) вкладки Special. Если выбрана опция Data
Points, то поверхность представляется в виде набора точек.

Вкладка QuickPlot Data, изображенная на рис. П4.16, устанавливает систему коор-
динат и диапазоны значений по осям, на которых строится поверхность.
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Backplanes | Special j Advanced j QuickPlot Data
General A*68 Appearance j Lighting j Title

X-Axis j Y-Axis j Z-Axis j

•'" Grids • " • • "•v" •v" •
l Г" Draw Lines
I Г" Diaw Ticks
I P? Auto Grid
; I i г-л .-.= .i л

p —TJ Number

Line Weight

Axis Format
P* Show Numbers
Ш 1 Axis CQ\OI

I A x i s W e i g h t

Axis Limits -

R A u t o S c a l e

Minimum Value

Maximum Value

Рис. П 4 . 1 6 . Вкладка QuickPlot Data диалогового окна 3-D Plot Format

Группа Range 1 устанавливает диапазон по оси X. Группа Range 2 устанавливает
диапазон по оси Y. Поле #of Grids (№ сеток) определяет дискретность при представ-
лении поверхности: чем больше это число, тем плавнее будет поверхность.

Группа Coordinate System устанавливает тип системы координат. Опция Cartesian
определяет декартову систему координат.

Вкладка Title, изображенная на рис. П4.17, задает название графика. Если выбрана оп-
ция Above, то название появится над графиком; если выбрана опция Below, то название
появится под графиком. Опция Hide (Спрятать) отключает вывод названия фафика.

Backplanes j Special j Advanced j QuickPlot Data
General Axes j Appearance I Lighting Title

Graph Title

С Above Below

OK Cancel

Рис. П4.17. Вкладка Title диалогового окна 3-D Plot Format
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Вкладка Lighting, изображенная на рис. П4.18, устанавливает эффект подсветки по-
верхности от одного или нескольких источников. Для включения эффекта подсветки
необходимо установить опцию Enable Lighting в группе Lighting. В этой же группе
из раскрывающегося списка Lighting Scheme выбираются различные схемы подсвет-
ки в случае, если включена опция Infinite Light Source (Бесконечно удаленный ис-
точник) во вкладке Light /.
Подсветка может быть от нескольких источников. Для включения источника под-
светки на соответствующей кладке Light / выберите опцию On. При включенной
опции Infinite Light Source подсветка осуществляется от бесконечно удаленного
источника, а при отключенной опции Infinite Light Source — от точечного источни-
ка, координаты которого указываются соответственно в полях X, Y, Z.

Backplanes
General I

j Special | Advanced
Axes I Appearance

I QuickPlot Data
Lighting I Title

Lighting •• • - : i ™m1""'-— • ' '* UnV* Enable Lighting , , ,-, _ ,
HH Ambient Light Color
Lighting Scheme:

Light 1 | Light 2\ Light 3 | Light 4 | U.I.I »J

• Light Direction

Y
Light Color-

Ш diffuse Color : 2 ! 0 i
SpecUar Color № Infinite Light Soufce,

OK Cancel | Appry j Help

Рис. П4.18. Вкладка Lighting диалогового окна 3-D Plot Format

Вкладка Advanced, изображенная на рис. П4.19, содержит 4 группы опций.

General | A«es j Appearance \ Lighting j Title
Backplanes | Special Advanced j QuickPlot Data

Advanced View Options-- ;-Printing — —-. —
Г Enable Fog JIOO3] Vertical Scale i Г High QuaSty Printing

Г" Perspective | ii 3 Viewing Distance' Г* Set as default
- — -1 •; Cokxmap

Г" IncreasingX
Г" Increasing Y
P? Increasing Z

РЫ1 |

1 5 - 3

fi ^ Poljigon Offset

Choose Colormap

Rainbow

Рис. П4.19. Вкладка Advanced диалогового окна 3-D Plot Format
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Группа Advanced View Options содержит две опции. Опция Perspective (Перспекти-
ва) создает эффект "перспективы" поверхности, что определяется числом от 1 до 100,
вводимым в поле Viewing Distance (Дистанция обзора). Опция Enable For определя-
ет "затуманенность" поверхности. В поле Vertical Scale (Вертикальная шкала) указы-
вается масштаб вдоль оси Z.

В группе Colormap (Цветовая карта) в раскрывающемся списке Choose Colormap
(Выбирать цветовую гамму) выбирается цветовая гамма при построении поверхности.

В группе Plot / в поле "/«Transparency определяется контрастность изображения
(число 0 — самое контрастное, число 100 — белый фон), поле Poligon Offset (Выде-
ление ячеек) — эффект ячеистости изображения в пределах ортогональной сетки
(0 — ячейки слабо выделены, 10 — ячейки сильно выделены).

Вкладка Appearance, изображенная на рис. П4.20, содержит для каждой поверх-
ности Plot / три группы опций. Группа Fill Options (Заполнить опции) определяет
характер раскраски изображения. Если выбрана опция Fill Surface (Заполнить
поверхность), то поверхность раскрашивается с плавным переходом от одной ли-
нии уровня к другой. Если выбрана опция Fill Contours, то поверхность раскра-
шивается с резкими границами переходов, определяемыми линиями уровня. Если
выбрана опция No Fill, то поверхность не раскрашивается вообще, а выводится
только набором ортогональных линий. При выбранной опции Fill Surface стано-
вятся активными опции подгруппы Color Options. Если выбрана опция
Colormap, то поверхность раскрашивается по цветовой схеме с учетом опций во
вкладке Lighting (Освещение). Если выбрана опция Solid Color (Непрерывый
цвет), то поверхность раскрашивается указанным в поле слева цветом без учета
опций во вкладке Lighting.

Backplanes [ Special I Advanced ) QuickPbt Data
General | Axes Appearance j Lighting | Title

Ploti |
. Line Options Point Options -

(• Wireframe Г™ Draw Points :
'"" Contour Lines Symbol :

. f No Lines
Г J - . -,

"jl ; | ] Weight
; Color Options
'C Colormap
i f f Solid Color Ш

Fit Options— i
ff Fill Surface i
f Fill Contours
Г No Fill :
Г" Alternate Mesh :
!•? Smooth Shading;

Color Options i
*"* Colormap
<* Solid Color Г~" •

Size

Color Options

Рис. П4.2О. Вкладка Appearance диалогового окна 3-D Plot Format

В группе Line Options можно выбрать одну из трех опций. Опция Wireframe
(Сетка) выводит ортогональные линии поверхности. При этом в поле Weight за-
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дается толщина линий. Подгруппа Color Options определяет характер раскраски
ортогональных линий. Опция Contour Lines вместо ортогональных линий выво-
дит линии уровня. Толщина линий определяется полем Weight, а раскраска —
подгруппой Color Options. Опция No Lines не выводит ни ортогональных линий,
ни линий уровня.

Группа Point Options содержит только одну опцию Draw Points, при включении ко-
торой становятся доступными и все остальные опции группы. Опция Draw Points в
узлах ортогональной сетки ставит метки независимо от того, какая опция выбрана в
группе Line Options.

Вкладка Backplanes (Задние планы), изображенная на рис. П4.21, содержит группы
опций для каждой из координатных плоскостей. Группы Grids и Sub-Grids дубли-
руют соответствующие опции установки линий сетки на вкладке Axes. Опция Fill
Backplane раскрашивает координатную плоскость указанным в поле Color цветом.
Опция Backplane Border ограничивает рамкой координатную поверхность.

-Fill Options
С Fill Surface
{• Fill Contours
Г No Fill
Г* Alternate Mesh

Color Options ~-—~-
i /"* Г1 I

•Solid Color I

•Line Options

f» Wireframe

f " Contour Lines

<*" No Lines

И 3 Weight
i -Color Options -
jf* Coloimap
iff Solid Color I

- Point Options --
Г" Draw Points
Symbol

Г™

OK Cancel Help

Рис. П4.21. Вкладка Backplanes диалогового окна
3-D Plot Format

Вкладка Special, изображенная на рис. П4.22, содержит группу опций Contour
Options для формирования поверхности без учета ортогональных линий. Действие
каждой опции этой группы распространяется на каждую из координат, устанавли-
ваемую в раскрывающемся списке внизу всей группы. Если установлена опция Fill,
то поверхность отображается в заданной цветовой гамме. Эта опция дублирует оп-
цию Fill Surface вкладки Appearance. Если установлена опция Draw Lines, то на
поверхности выводятся линии уровня относительно выбранной координаты. Число
линий уровня определяется опцией Auto Contour (АвтоКонтур): если эта опция ус-
тановлена, то число линий уровня определяется автоматически; если она отключена,
то это число задается в поле Number (Число).
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Команда Матрица (Matrix) вызывает диалоговое окно для ввода векторов и матриц.
Это окно было описано в гл. 3.

Geneiai | Axes j Appearance j Lighting j Title
Backplanes Special | Advanced | QuickPlot Data
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Рис. П4.22. Вкладка Special диалогового окна 3-D Plot Format

Команда Функция (Function) вызывает диалоговое окно Вставить
Функцию (Insert Function) для ввода шаблона встроенных функций. Это окно со-
стоит из двух списков: левый— Категория функции (Function Category)— со-
держит список категорий (классов), на которые разбиты функции, правый— Имя
функции (Function Name) — содержит список имен самих функций. Щелчок левой
кнопки мыши соответствующей категории в левом списке, например Solving,
автоматически вызывает в правом списке перечень имен всех функций этой катего-
рии. Последующий щелчок левой кнопкой мыши на одном из этих имен, например
find, вызывает описание основных характеристик этой функции в нижней части
окна Вставить Функцию (Insert Function) (рис. П4.23). Если после выделения в
правом списке нужной функции щелкнуть кнопкой Вставить (Insert), то на месте
курсора ввода на рабочем листе появится шаблон этой функции, как это показано
на рис.П4.23. При этом само окно Вставить Функцию (Insert Function) останется в
неактивном состоянии на экране. Щелчок кнопкой ОК также вызывает шаблон
функции, однако окно при этом исчезает.

Команда Юнит (Unit) вызывает диалоговое окно Вставить Единицу (Insert Unit)
для ввода единиц измерения, изображенное на рис. П4.24. Это окно содержит два
списка: верхний— Измерение (Dimension) — содержит перечень типов единиц
измерения; нижний — Единица (Unit) — списки самих единиц измерения. В поле
Система (System) указана система единиц измерения (по умолчанию SI), которую
можно выбрать с помощью меню Математика (Math) (см. ниже). Щелчок левой
кнопкой мыши по соответствующему типу единиц измерения в списке Измере-
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ние (Dimension), например Length, автоматически вызывает в списке Еди-
ница (Unit) перечень единиц измерения этого вида. Если выделить в этом окне
щелчком левой кнопки мыши одну из единиц списка, например, inches , и затем
щелкнуть кнопкой Вставить (Insert) диалогового окна, то на месте курсора на
рабочем листе появится сокращение выделенной единицы измерения. Пусть, к
примеру, необходимо вычислить объем комнаты, длина которой равна 5 метров,
ширина равна 6 футов, а высота равна 150 дюймов. Введите в нужном месте ра-
бочего листа число 5, затем клавишей <*> знак умножения. Вызовите окно Вста-
вить Единицу (Insert Unit) и в его списке Измерение (Dimension) выделите
щелчком мыши строку с названием Length, а затем в списке Единица (Unit) —
строку с названием Meters. Щелкните кнопкой Вставить (Insert). Опять введите
знак умножения, число 6, знак умножения, выделите строку Length в списке Из-
мерение (Dimension), а в списке Единица (Unit) — строку Feet. Щелкните кноп-
кой Вставить (Insert). Затем введите знак умножения, число 150. знак умноже-
ния, опять выделите последовательно строки с названиями Length и inches ,
щелкните кнопкой Вставить (Insert). Нажав клавишу <=>, получите объем ком-
наты в кубических метрах, как это и показано на рис. П4.24.

[в!
.ww шъ\,->:ня }Т^н-:м.пннь:и: t ]

Lookup
Number Theory/Combinatorics
Piecewise Continuous
Piobability Density
Probability Distribution
Random Numbers
Regression and Smoothing
тж.-.лмж1гмт#1 чиштш-'-. -ыщт

тле
Isolve
maximize
minerr
minimi ге
polyrools
root

|Nnd[var1J var2,..

Returns the values of vail, var2,.... lhat solve * system of equations.
Returns a scalar if only one argument, otherwise returns a vector of
answers. This function must be preceded by guess values for each
argument and the keyword "Given".

OK Вставить I Закрыть

Рис. П4.23. Диалоговое окно Вставить Функцию
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Рис. П4.24. Ввод единиц измерения командой Юнит

Команда Разрыв Страницы (Page Break) обеспечивает вставку горизонтальной линии
для разрыва страницы рабочего листа на месте красного курсора. Этой командой можно
добиться того, чтобы графики или области не разрывались на части разными страницами.
Результат применения команды Разрыв Страницы (Page Break) можно аннулировать,
если выделить линию разрыва (например, не отпуская левой кнопки мыши, "протащить"
красный курсор сверху вниз, пересекая эту линию) и затем нажать клавишу <F3>.

Команда Компонент (Component) вызывает диалоговое окно Component Wizard
(рис. П4.25) для выбора и ввода компонент других систем.

Select a component to inter):
AxgmS-PLUS ScriptExcel
FSe Read or WriteInput TableMATLABODBC ReadSciiptable ObjectSmarlS ketch

Рис. П4.25. Диалоговое окно команды Компонент
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Это диалоговое окно содержит список Select a component to insert. Выделив, напри-
мер, щелчком левой кнопки мыши строку Input Table и щелкнув кнопкой Finish,
получим на рабочем листе шаблон для ввода таблиц, как это показано на рис. П4.26.

[о] файл Правка дрщ бставка Формат Математика £>*!волика QKMO Qoi

Рис. П4.26. Шаблон для ввода таблицы

Пункт меню Формат
Выпадающее меню Формат (Format) имеет вид, показанный на рис. П4.27.

[Q] файл Правка 2ид Вставка I ^ S A Математика Символика QKHQ ПОМОЩЬ

|| Normal

Вычисление...

Результат.,.

Л

Табуляция,,,

Стиль,.,

График

Цвет

Разделить Регионы

Привязать Регионы

Область

Заголоеки/Нижнпе колонтитулы...

Repaginate No^

н !Ж

Рис. П4.27. Выпадающее меню Формат

Команда Вычисление (Equation) вызывает диалоговое окно Формат Уравнения
(Equation Format) для формирования стиля констант, переменных, текста. Это окно
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содержит раскрывающийся список Имя стиля (Math Style) со строками Variables ,
Constant, User l , . . ., User7. Выбор строки Variables или Constant позволя-
ет изменить стиль всех переменных или констант в Mathcad-документе. Выбор стро-
ки User i позволяет изменить стиль только той переменной или константы, которая
выделена синим курсором на рабочем листе. Изменение стиля производится с помо-
щью соответствующих окон диалогового окна, вызываемого кнопкой Изменить
(Modify). Эти окна содержат шрифты, варианты их начертания, размера кегля и т. д.
Пусть, например, необходимо изменить размер имен переменных а и Ь в выражени-
ях а: =25 Ь:=34 -а. После щелчка кнопкой Изменить (Modify) диалогового окна
Формат Уравнения (Equation Format) появится диалоговое окно Variables, как это
показано на рис. П4.28. Выбрав размер 14 в соответствующем раскрывающемся спи-
ске и закрыв все окна, получим на рабочем листе следующий вид:

а : = 2 5 Ъ:=34-а

Цвет по-умолчанию
[••'Black

О Trebuchet MS
0 Tunga
Ч1 Txt
I 1 UniversalMatM ВТ
0 Verdana
% Vineta 6T

( A .

.V

Italic
Bold
Boldltdic

Sample

AaBbYyZz

Eftecls

Г" Underline

Color:

Рис. П4.28. Диалоговые окна для изменения стиля переменной

Команда Результат (Result) вызывает диалоговое окно Формат Результата (Result For-
mat) (рис. П4.29) для форматирования результатов вычислений в Mathcad-документе.
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j 1>Ь pftarr'PViy/i ii'Wra

Опции Отображения | Отображение Единиц

Формат Номеров

Допуск

Формат

Главные
Десятичные
Научные
Инженерные

Аккуратность

Р" Смешанные номера

Рис. П4.29. Диалоговое окно команды Результат

Вкладка Формат Номеров (Number Format) позволяет задать формат численных ре-
зультатов вычислений. Например, выбор (щелчком левой кнопки мыши) формата
Дробь (Fraction) в списке Формат (Format) и установка опции Смешанные номера
(Use mixed numbers) задают результаты вычислений в виде смешанных дробей. Так,
если при таких установках после закрытия окна Формат Результата (Result Format)

7
выделить синим курсором выражение 2 —, то после нажатия клавиши <=> справа от

знака равенства получится число 4—.

Выбор формата Главные (General) открывает поле Кол-во десят.точек (Number of
decimal places) (рис. П4.30) для задания количества отображаемых знаков после запя-
той, Целое число к, заданное в поле Экспоненциальный порог (Exponential
threshold) , указывает, что числа .v, для которых верно |*| > 10 или \х\ < 10", представ-
ляются в экспоненциальной форме.

Опции Отображений | Отображение Единиц j Допуск

Формат Номеров

Формат

Десятичные
Научные
Инженерные
Дробь

Кол-во десяг. точек (3

Г" Хвостовые нули

Г" Экспотента в инженерном
Формате

р—-—
Экспогенцнальный порог 3

Рис. П4.30. Опции формата Главные
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Вкладка Опции отображения (Display Options) содержит раскрывающийся список
Стиль матрицы (Matrix display style) для выбора стиля результатов матричных вы-
числений. Пусть, к примеру, фрагмент рабочего листа выглядит так:

1 2 3 \

4 5 6

7 8 9)

2 =

2 4 б

8 10 12

14 16 15)

Выберем в списке Стиль матрицы (Matrix display style) стиль Table, как это пока-
зано на рис. П4.31.

Фб рмат !Ре£ул ьтата

Опции Отображения

Стиль Матрицы

Г" F- а сим;". *;•>- ке г. оз-:.:

Имагинарий

Радикс

Формат Номеров

j Отображение Единиц

1аЫв™ т ~ 7 3

ТиГЗ

OK I Cancel

1
Допуск |

Help |

Рис. П4.31. Выбор стиля Table матрицы

Тогда после закрытия диалогового окна рабочий лист будет выглядеть уже так:

• \1 2 3

4 5 6

7 8 9)

2 =
0

1

2

0

2

3

14

1

4

10

16

2

6

12

13

В Mathcad допускается использование так называемых "гнездовых" матриц, т. е. мат-
риц, элементами которых являются также матрицы. Например, при попытке отобра-
зить такую матрицу М в документе может возникнуть следующая картина:

1 2^

3 4

.5 6/

(4 5 ) Н, :- а И-

(43,2}

{ 3 , 2 }
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Это означает, что элементы MQ И М\ матрицы М являются в свою очередь матрицами
размера 3x2, а элемент М2 — матрицей размера 1x2. Отобразить все элементы "эле-
мента" М2 можно, например, так:

i := 0 ..
2 , 1

Однако для отображения в Mathcad-документе всех элементов гнездовых матриц,
надо воспользоваться вкладкой Опции отображения (Display Options), отметив оп-
цию Расширение массивов (Expand nested arrays) (рис. П4.32). Пусть, например,
фрагмент рабочего листа выглядит так:

а:= (1

:= a

Ъ:= (4 5

с, := Ь С : =

{1,3}

{1/3}

Здесь матрица с состоит из двух элементов а и Ь, которые в свою очередь являются
матрицами размера 1*3. Если отметить опцию Расширение массивов (Expand nested
arrays) на вкладке Опции отображения (Display Options) и закрыть окно Формат
Результата (Result Format), то рабочий лист будет уже выглядеть по-другому:

а:= (1

c f t := a

b := ( 4 5 6 )

с =
( 1 2 3

(4 5 6

Формат Номеров
О пции Отображения | Отображение Единиц ] Допуск

Стиль Матрицы ] Automatic

1^ Расширение массивов

Имагинарий | i (I) J+J

Радикс

Рис. П4.32. Установка опции Расширение массивов
для отображения гнездовых матриц
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Вкладка Допуск (Tolerance) содержит поле Нулевой порог (Zero threshold) для уста-
новки нулевого порога (рис. П4.33). Целое число к, заданное в этом поле, указывает,
что численный результат, не превосходящий по модулю 10", будет считаться равным
нулю.

Формат Результата

Формат Номеров |

Опции Отображения j Отображение Единиц Допуск

Комплексный порог (10) j 1 ч

Нулевой порог (15) \2

Рис. П4.33. Установка нулевого порога

Окно Формат Результата (Result Format) можно вызвать двойным щелчком ле-
вой кнопки мыши на произвольном численном результате на рабочем листе. Воз-
можно также форматирование только одного конкретного результата вычисле-
ний, если предварительно выделить этот результат синим курсором и
воспользоваться вкладками окна Формат Результата (Result Format). В этом
случае использование вкладок этого окна приведет только к индивидуальному
форматированию данного конкретного результата вычислений. При этом другие
результаты вычислений сохранят свой прежний формат. Важно отметить, что по-
следующие изменения форматов других результатов вычислений того же самого
Mathcad-документа не затронут уже проведенного индивидуального форматиро-
вания.

Если на рабочем листе выделены области (пунктирными прямоугольниками), то
можно воспользоваться командами Разделить Регионы (Separate Regions) и Привя-
зать Регионы (Align Regions). Первая из них разделяет перекрывающиеся области;
вторая — вызывает выпадающее меню (рис. П4.34) для выравнивания областей по
вертикали или горизонтали соответственно.

Команды Текст (Text) и Абзац (Paragraph) служат для форматирования текстов. Эти
команды доступны, если на рабочем листе выделена некоторая текстовая область.
Вызвать шаблон текстовой области можно, например, клавишей <">, при этом на
месте красного курсора появится шаблон текстовой области с текстовым курсором в
виде красной вертикальной черты,
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' М4*псайПрофессио»Шьнай Русская версня - [Бв1»1МянНЫЙ:1] ' |Ч

) Фа"" Правка Вид |ставка 1ЩрщлТ.' Матенатика Сиийоликэ Qmo Оомошь

D h ЧУ Hi Вычисление.

Результат..,
i£* \?

Разделить Регионы

Привязать Режим

Область

Заголовки/Нижние колонтитулы.,.

Repaginate No&

Рис. П4.34. Выпадающее меню Привязать Регионы

Пункт меню Математика
Выпадающее меню Математика (Math) имеет вид, показанный на рис. П4.35.

i l l "МаШШ 1̂1|10фвсси6надЬная Русская 1ерсйя - [Безымянньгй:?]
[о] файл [Травка Вид Вставка Формат ^ М а т ; ^ * ? ^ ^ Символика CJKHO ПОМОЩЬ

мП
* l

•S Вычислить F9

Вычислить Рабочий Лист

V Автоматические вычисления

Оптимизация

Опции...

А

Рис. П4.35. Пункт меню Математика

Первые три команды этого меню определяют два типа режима вычислений: ручной и
автоматический. В автоматическом режиме результаты всех вычислений, а также
графики, обновляются каждый раз, когда изменения вносятся в формульные области.
О том, что включен именно этот режим, свидетельствует флажок слева от команды
Автоматические вычисления (Automatic Calculation), а также сообщение Auto в
правой части строки состояния. При отключении автоматического режима пользова-
тель должен самостоятельно инициировать обновление вычислений. Команда Вы-
числить Рабочий Лист (Calculate Worksheet) позволяет это делать каждый раз для
всего Mathcad-документа. Команда Вычислить (Calculate) (или клавиша <F9>) про-
изводит перерасчет только до видимого участка рабочего листа включительно.
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Отображение 1 Система Единиц | Измерения
Встроенные переменные Вычисление

Массив [ORIGINJ

Допуск коверг. (TQL)

Лопуск констакты [CTOL]

Значение Seed

• Настройки файла PBN -

Точность

Ширина колонки

|й 3

И)

По-умолчанию 1

(Ж Cancel Help

Рис. П4.36. Диалоговое окно команды Опции

Команда Опции (Options) вызывает диалоговое окно Math Options (рис. П4.36).
Вкладка Встроенные переменные (Build-in Variables) служит для установки значений
системных переменных. Действие этих установок распространяется на весь Mathcad-
документ. В поле Массив (ORIGIN) (Array Origin) устанавливается значение перемен-
ной ORIGIN (она описана в гл. 3). В поле Значение Seed (Seed value for random
numbers) задается начальная величина для встроенной функции rnd(x), генерирую-
щей последовательности случайных чисел из промежутка [Qje]. В полях Допуск кон-
верг. (Convergence Tolerance) и Допуск константы (Constraint Tolerance) устанавли-
ваются значения системных переменных TOL и CTOL. Переменная TOL контролирует
точность в реализованных в Mathcad алгоритмах вычисления интегралов, производных,
корней уравнений и оптимальных значений функций. Если значение TOL мало, то точ-
ность вычислений возрастает при параллельном увеличении времени вычислений, и
наоборот. При неоправданно малых значениях TOL ВОЗМОЖНО появление сообщения
"решение не найдено", поскольку достаточно хорошее приближение, найденное алго-
ритмом, будет "пропущено" из-за слишком строгого критерия по точности, заложенно-
го в значении TOL. Переменная CTOL контролирует, насколько точно решение, найден-
ное в блоке решений (такой блок должен начинаться ключевым словом Given и
должен содержать ограничения в виде равенств или неравенств, а также одну из функ-
ций minimize, maximize, find, minerr) удовлетворяет ограничениям, содержащимся
в этом блоке. Например, пусть блок содержит ограничение х < 5. Тогда любое значение
х, которое не превосходит 5 + CTOL, будет считаться удовлетворяющим этому огра-
ничению. Как и в случае переменной TOL, малое значение переменной CTOL увеличи-
вает как точность вычислений, так и время вычислений.

Вкладка Измерения (Unit Systems) содержит переключатели для выбора системы
единиц измерения по умолчанию.

Вкладка Отображение (Display) (рис. П4.37) позволяет видоизменить знаки различ-
ных операций в математических выражениях.
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Встроенные переменные | Вычисление
Отображение | Система Единиц j Измерения

- Отображение операторов— — --• --;

Отображать как

Умножение

Производная

НИЖНИЙ индекс

Определение

Глобальное опр

Локальное опр.

Уравнение

Рис. П4.37. Вкладка Отображение для видоизменения знаков операций

Пункты меню Символика, Окно, Помощь
Выпадающее меню Символика (Symbolics) (рис. П4.38) содержит команды управле-
ния символьными вычислениями. Все те команды этого меню, которые использова-
лись в компьютерных разделах, дублируются соответствующими кнопками подпане-
ли Символика (Symbolic) панели Математика (Math). Действия этих кнопок
описано в гл. 37 и приложении 2.

[а] Ф.айл [Травка Вид Вставка Форнат Математика

Variables д | Times New Roman

^ K H C Помощь

~^J Упрощение

-1 Расширить

Собрать

Многономинальные коэффициенты

Первпенная

Матрица

Трансформация

Стиль Вычислений..,

Рис. П4.38. Пункт меню Символика

Выпадающее меню Окно (Windows) (рис. П4.39) содержит команды выбора способа
взаимного расположения окон редактирования различных Mathcad-документов: Кае-
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кад (Cascade)— располагает открытые окна в виде каскада; Горизонтальная Мо-
заика (Tile Horizontal)— располагает окна одно под другим; Вертикальная Мозаи-
ка (Tile Vertical) — располагает окна рядом слева направо.

Й̂*?И1а1|1сШЭчГ1'р>фё ее но «кль̂ игРу̂ ^ШШ'tfe'p̂ iî -̂ JB'e'̂ biMMM н ь!й: 1J "* " ' " ^ г г

[а] Файл [Травка Вид £етаака Формат Математика Символика £кно Помощь

j D * С* Н ! S [.<к У • * 3 i б* j -••= '••• , *«• I- fb) Каскада:•;)' . 0 Ю ¥ !
" . i n - - " ^ - ~,,.~.,;,мж^^ж^>^.^тж^>*~<-™*ч j — •••i.i.^.^-^-^.iM.Mii- "и • • им и I у . у .1,', " ' р — . - м - Г о р и з о н т а л ь н а я М о з э и к з /

V a r i a b l e s T T i m e s N e w R o m a n » 1 0 » {

' Вертикальная Мозаика |

Рис. П4.39. Пункт меню Окно

Выпадающее меню Помощь (Help) (рис. П4.40) содержит команды для вызова спра-
вочных средств Mathcad.

CailTi рифе стонал ыйл Руссй
[в] файл Граека Вид |ставка Формат Математика Символика QKHO

S ? Помощь n o Mathcad F i

Ссылки Разработчика

Ссылки Автора

а • Ъ| - • а • b

Центр Ресурсов

Совет дня,,,

Открыть Книгу,,,

Обновление Mathcad

О программе Mathcad...

Рис. П4.40. Пункт меню Помощь

Команда Центр Ресурсов (Recource Center) вызывает диалоговое окно (рис. П4.41)
для использования набора ресурсов по Mathcad. Этот набор представляет собой базу
данных, объединяющую электронные книги, обучающую систему, простые примеры-
шпаргалки, средства общения с разработчиками системы в Интернете.

Команда Помощь по Mathcad (Mathcad Help) вызывает диалоговое окно справочной
системы Mathcad.

Команда Совет дня (Tip of the Day) открывает диалоговое окно для доступа к набору
полезных советов, необходимых по использованию Mathcad.
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Рис. П4.41. Диалоговое окно центра ресурсов.
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