
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ УКРАЇНИ 
ЗАПОРІЗЬКИЙ НАЦІОНАЛЬНИЙ УНІВЕРСИТЕТ 

 
 
 
 
 
 
 
 

В.В. Киричевський, Н.М. Д’яченко 
 
 
 

ІНТЕГРАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ 
 
 

Практикум з розв’язання задач 
для студентів денної та заочної форм  

навчання спеціальності  
6.050100 „Економічна кібернетика” 

 
 
 
 
 
 
 

Затверджено  
вченою радою ЗНУ  
Протокол №__ від «__»_________. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Запоріжжя 2005 



 2

УДК 517.31/38 (075.8) 
ББК В162я73 
 

 
Киричевський В.В., Д’яченко Н.М.  Інтегральне числення: Практикум з 

розв’язання задач для студентів денної та заочної форм навчання спеціально-
сті 6.050100 «Економічна кібернетика».– Запоріжжя: ЗНУ, 2005. – 78 с. 

 
Практикум з розв’язанню задач призначений для студентів 1 курсу еко-

номічного факультету спеціальності „економічна кібернетика”, що вивчають 
математичний аналіз, і охоплює одну з тем 2 семестру: «Інтегральне числен-
ня». Подано теоретичний матеріал за даною темою з прикладами розв’язку 
деяких задач, варіанти типових індивідуальних завдань та список рекомендо-
ваної літератури.  

 
 
Рецензент  Сніжко Н.В., к.ф.-м.н., доцент 
 
Відповідальний  
за випуск  Киричевський В.В., д.т.н., професор, зав. кафедрою. 
 



 3

 
ЗМІСТ 

 
 ВСТУП 4 
1. НЕОЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 5 
 1.1.  Первісна і неозначений інтеграл 5 
  1.1.1. Основні властивості неозначеного інтегралу 5 
  1.1.2. Таблиця основних інтегралів 6 
 1.2. Основні методи інтегрування 6 
  1.2.1. Безпосереднє інтегрування 6 
  1.2.2. Метод підстановки 7 
  1.2.2.1. Частковий випадок: метод інтегрування вне-

сення під диференціал  
1.2.2.2. Загальний випадок 

7 
 
9 

  1.2.3. Інтегрування частинами 10 
 1.3. Інтегрування раціональних функцій 14 
 1.4. Інтегрування тригонометричних функцій 18 
 1.5. Інтегрування ірраціональних функцій 20 
2 ОЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 24 
 2.1. Поняття означеного інтегралу Римана та його властивості. 

Геометричний зміст означеного інтегралу 
24 

 2.2. Економічний зміст означеного інтегралу 28 
 2.3. Обчислення означених інтегралів 30 
3. ЗАСТОСУВАННЯ ОЗНАЧЕНОГО ІНТЕГРАЛУ 31 
 3.1. Застосування означеного інтегралу в геометрії 31 
  3.1.1. Обчислення площ плоских фігур 31 
  3.1.2. Обчислення довжин плоских дуг 37 
  3.1.3. Обчислення об’ємів тіл обертання 38 
 3.2. Застосування означеного інтегралу в економіці 40 
4. НЕВЛАСНІ ІНТЕГРАЛИ 44 
5. УЗАГАЛЬНЕННЯ ПОНЯТТЯ ІНТЕГРАЛУ 49 
 5.1. Визначення подвійного інтегралу та його властивості 49 
 5.2. Обчислення подвійних інтегралів 50 
 5.3. Геометричний зміст подвійного інтегралу 54 
 ТИПОВЕ ІНДИВІДУАЛЬНЕ ЗАВДАННЯ 57 
 СПИСОК ЛІТЕРАТУРИ 67 
 Додаток А 68 
 Додаток Б 70 
    
 



 

 „Немое число... Услышать его язык дано не 
каждому. Понять его суть могут лишь избран-
ные и одержимые. Ибо заговорив, оно стано-
вится прозорливым проводником на неисчер-
паемых раздорожьях науки» 

(Н.А. Сорока) 

ВСТУП 

Фахівці з економіки повинні добре володіти математичним апаратом. 
Фундаментом математики служить математичний аналіз. Дуже багато по-
нять, математичного аналізу знаходять своє застосування в економічній тео-
рії.  

В курсі мікроекономіки часто розглядають так звані граничні величини, 
тобто для даної величини, що представляється деякою функцією )(xfy =  
розглядають її похідну )(xf ′ . Наприклад, якщо задана функція витрат  в 
залежності від об’єму товару , що випускається у вигляді 

C
q )(qCC = , то гра-

ничні витрати будуть задаватися похідною цієї функції формулою 
. Економічний зміст функції витрат – це витрати на виробництво 

додаткової одиниці продукції, що випускається. Часто потрібно знаходити 
функцію витрат за даною функцією граничних витрат. Це можливо зробити 
інтегруванням. 

)(qCMC ′=

Даний посібник присвячений вивченню математичної теорії інтеграль-
ного числення і застосуванню її при розв’язанні конкретних задач, зокрема 
задач економіки. Розв’язання задач за цією темою не дуже просто дається 
студентам. Метою цього посібника є спроба допомогти студентам у подолан-
ні цієї проблеми. 

Друга мета даного посібника – видача типового індивідуального завдан-
ня для кожного студента, що складається із 7 варіантів. Номер варіанта типо-
вого індивідуального завдання визначається як залишок від ділення номера 
прізвища студента в журналі на число 7. Типове завдання складене так, що 
дотримується принцип однакової складності для усіх варіантів. Кожний варі-
ант містить завдання з усіх тем різного рівня складності для дотримання 
принципу диференційованого навчання. Викладач, що веде практичне занят-
тя, вказує на необхідний рівень задач для обов’язкового вирішення, який до-
ступний середньому студенту, а інші завдання студент вирішує для заглиб-
лення своїх знань і підвищення атестаційної оцінки. 
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1. НЕОЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 

1.1. Первісна і неозначений інтеграл 

Нехай множина X  є інтервалом , променем ),( ba ),( a−∞  чи ),( +∞a  
або числовою прямою ),( +∞−∞ . 

Визначення 1.1. Функцію  називають первісною функції  на 
множині 

)(xF )(xf
X , якщо функція  диференційована на )(xF X  і виконується спів-

відношення .  )()( xfxF =′

Теорема 1.1. Якщо дві функції  і  – первісні функції  
на множині 

)(1 xF )(2 xF )(xf
X , то )(1 xF CxF += )(2 , де constC = . 

Визначення 1.2. Сукупність усіх первісних даної функції  на 
множині 

)(xf
X  називають неозначеним інтегралом функції  на множині )(xf

X  і позначають  

∫ dxxf )( . 

Функцію  називають підінтегральною, а вираз  - підінтег-
ральним виразом. Якщо  - одна з первісних  на 

)(xf dxxf )(
)(xF )(xf X , то  

CxFdxxf +=∫ )()( . 

Останнє співвідношення слід розуміти як рівність між двома множинами. 

1.1.1. Основні властивості неозначеного інтегралу. 

)()(1 xfdxxfo =
′
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∫  

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

+=

=⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

∫
∫

CxFxdF

dxxfdxxfdo

)()(3

)()(2
0

  
навпаки)і лу диференціа  символом перед стоїть

інтегралу   символ  якщо  ,знищуються взаємо
лу диференціа символі інтегралу  (символ

[ ]
[ ] ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

α=α

±=±

∫∫
∫∫∫
dxxfdxxf

dxxgxfdxxgdxxf

)()(5

)()()()(4
0

0

 лінійностіівластивост−  

∫ ++=+ CbaxF
a

dxbaxfo )(1)(6 . 

Властивості лінійності мають місце з точністю до константи. 
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1.1.2. Таблиця основних інтегралів. 

Нехай  )( fDX ⊆
№
пп =∫ dxxf )(  CxF +)(  № 

пп =∫ dxxf )(  CxF +)(  

1. ∫ =dx  Cx +     

2. ∫ =αdxx  1,
1

1
−≠α+

+α

+α

Cx  3. ∫ =
− ax
dx  Cax +− ||ln  

4. ∫ =dxex  Cex +  5. ∫ =dxa x  C
a

a x
+

ln
 

6. ∫ =xdxsin  Cx +−cos  7. ∫ =xdxcos  Cx +sin  

8. ∫ =
x

dx
2cos

 Ctgx +  9. ∫ =
x

dx
2sin

 Cctgx +−  

10. ∫ =xdxsh  Cxch +  11. ∫ =xdxch  Cxsh +  

12. ∫ =
xch

dx
2  Cxth +  13. ∫ =

xsh
dx

2  Cxcth +−  

14. ∫ =
+ 22 ax
dx  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−

+

C
a
xarcctg

a

C
a
xarctg

a
1

1

 15. ∫ =
− 22 xa

dx  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−

+

C
a
x

C
a
x

arccos

arcsin
 

16. ∫ =
− 22 ax
dx  C

ax
ax

a
+

+
−ln

2
1  17. ∫ =

± 22 ax

dx Caxx +±+ 22ln  

18. ∫ =− dxxa 22  C
a
xaxax
++− arcsin

22

2
22  

19. ∫ =± dxax 22  Caxxaaxx
+±+±± 22

2
22 ln

22
 

1.2. Основні методи інтегрування 

До основних методів інтегрування можна віднести 
1) безпосереднє інтегрування, 
2) метод підстановки (заміни), зокрема метод внесення під диферен-

ціал 
3) метод інтегрування частинами. 

1.2.1. Безпосереднє інтегрування. 

Цей метод передбачає застосування таблиці і властивостей неозначе-
ного інтегралу. Розглянемо приклади. 
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1. (№Д16381) 
( )

=
+

=
+

=
++

∫∫∫
−−−

dx
x

xxdx
x

xx
dx

x
xx

3

22

3

222

3

44 2  

C
x

xCxxdxx
x

+−=+
+−

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+−
−∫ 4

15.)3.,2(
5

4
1||ln

15
||ln1 . 

2. (№Д1670) ∫ ∫ ∫ =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

+
=

+

)6.,8(

2

24
cos2

2
cos1sin1

o

x
dx

x

dx
x

dx  

CxtgCxtg +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

−
⋅=

2424)2/1(
1

2
1  

3. 
.)17.,19(

2
2

2

2

2

2

2

22
2

)22(

2
=

−
+−=

−

+−
=

−
∫∫∫ ∫

x

dxdxx
x

dxx

x

dxx  

+−+−−= 2ln2
2

22 xxxx
=+−+ Cxx 2ln2 2

Cxxxx
+−++−= 2ln2

2
22  

1.2.2. Метод підстановки. 

Теорема 1.2. Якщо функція )(xt ϕ=  визначена і диференційована на 
множині X  і має множину визначення )(XT ϕ= , а для функції  на мно-

жині  існує первісна , тобто , тоді на 

)(tg

T )(tG ∫ += CtGdttg )()( X  функція 

 має первісну, що дорівнює )())(( ttg ϕ′⋅ϕ ))(( tG ϕ , тобто 

CtGdtttg +ϕ=ϕ′⋅ϕ∫ ))(()())(( . 

1.2.2.1. Частковий випадок: метод інтегрування внесення під дифе-
ренціал.  

Розглянемо приклади 

1. (№Д1675)
( )

( ) ( ) ( ) .)2(
33/13

32

23
3 32 11

3
1

1
3
1

31
1 =++=

+=

=+
=+⋅ ∫∫ xdx

xddxx
dxxxd

dxxx  

( ) ( ) CxCx
++=+

+
⋅= 3 43

3/43
1

4
1

3/4
1

3
1 . 
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1 Якщо наведений приклад надається з номером, в якому присутня літера „Д”, то це означає, що 
приклад знаходиться під відповідним номером в збірнику задач Б.П. Демидовича [11]. 



2. (№Д1679) ( )
( ) ( ) =+

+
−

⋅=
−

=
− ∫∫ C

x
x

x

xd
x

dxx
2
2ln

22
1

4
1

2

4/1
2 4

4.)16(

224

4

8

3
 

C
x
x

+
+
−

=
2
2ln

28
1

4

4
. 

3. (№1697) Cx
x

xd
x

xdxxdxtg +−=
−

== ∫∫∫ |cos|ln
cos

)(cos
cos

sin .)3(
. 

4. (№Д1704) =+
−
+

=
−

== ∫∫∫ C
x
x

x
xd

x
xdx

x
dx

sin1
sin1ln

2
1

sin1
)(sin

cos
cos

cos

.)16(

22  

Cxctgxctg
x
x

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
π

=
−π−
−π+

=
24

ln
24

ln
2
1

)2/cos(1
)2/cos(1ln

2
1 2 . 

 
Наступний інтеграл відноситься до найпростіших і інтегрується метода-

ми внесення під диференціал і методом безпосереднього інтегрування. 
інтегруються розкладом чисельника в 
суму двох доданків, одним з яких є по-
хідна від квадратного тричлена знамен-

ника, помножена на константу, а іншим – стала, а саме:  

Інтеграли виду dx
qpxx

bax
∫ λ++

+
)( 2   

.
)(2)(

2
2

)(
2)2(2

)(

22

22

∫∫

∫∫

λλ

λλ

++
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+

++
+

=

=
++

−++
=

++
+

qpxx
dxapbdx

qpxx
pxa

dx
qpxx

apbpxa
dx

qpxx
bax

 

Перший з отриманих інтегралів береться занесенням під диференціал, а дру-
гий - виділенням повного квадрату: 

.

42

2)(
)(

2)( 222

2

2 ∫∫∫ λλλ

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+

++
++

=
++

+

qppx

dxapb
qpxx

qpxxdadx
qpxx

bax  

Відповідь буде залежати від λ . Розглянемо приклад. 

8. (№Д1852) 

=
++

+
++

+
=++=+=

++

+
∫∫∫

12
1

1

)12(
2
1

2
1)12(

2
11

1

1
222 xx

dx

xx

dxxxxdx
xx

x

 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+−+⋅⋅+=++=

222
22

2
3

2
1

4
3

2
11

4
1

4
1

2
121 xxxxxx  
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( )
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
++

++
= ∫∫ 222

2

2
3

2
1

2
1

1

1
2
1

x

dx

xx

xxd  

( )
12/1

1
2
1

12/12

+−
++

=
+−

xx
=+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++ Cxx

22

2
3

2
1

2
1ln

2
1  

Cxxxxx ++++++++= 1
2
1ln

2
11 22 . 

1.2.2.2. Загальний випадок.  

1. (№Д1776)

( ) C
e

eC
t
t

t
dt

dt
t

tdx
tx

et

e

dx
x

x
x

x
+

++

−+
==+

+
−

=
−

=

−
=

−=
+=

=
+

∫∫
11

11ln
1
1ln

1
2

1
2

1ln
1

1

.)16(

2

2

2 . 

2. (№Д1777)

CxarctgCttdt
x

dx
x

dt
xarctgt

x
dx

x
xarctg

+=+==
+

⋅=

=
=

+
⋅ ∫∫ 222

12
1

1
. 

За допомогою тригонометричних замін обчислюють інтеграли, що міс-
тять такі ірраціональності: 

1)    22 xa −  (після заміни tax sin=  отримаємо |cos|22 taxa =− ); 

2)    22 ax +  (після заміни ttgax =  отримаємо 
|cos|

22

t
aax =+ ); 

3)    22 ax −  (після заміни 
t

ax
cos

=  отримаємо ||22 ttgaax =− ) та інші. 

Наприклад: 

3.   =
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

=<<

=
π

<<

=−=

=
−

= ∫∫
t
ta

t
tdta

t
a

x
atxa
t

tdtadxt
t
taax

t
ax

ax

dxxI

cos
sin

cos
sin

cos

arccos0
cos
sin

2
0

cos
sin

cos 2

3

2

22

22

3
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∫∫∫ =+=⋅== )()1(
coscos

1
cos

23
22

3
4

3 ttgdttga
t

dt
t

a
t

dta

C
x
atg

x
atgaCttgttga +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= arccos

3
1arccos

3
33

3
3 . 

Оскільки xa <<0 , а [ ]
z

zztg
21arccos −

±= , то 

221arccos ax
ax

atg −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ , тому  

( ) CaxaxaCax
a

ax
a

aI +−+−=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+−= 22222322

3
223

3
1

3
2

3
11 . 

 

4.    =
+
−

−=

−=

=

π<<
=

=
+
−

= ∫∫ tdt
t
t

tdtdx

xt
t

tx

dx
x
xI sin

cos44
cos444

sin4
4

arccos
0

cos4

4
4  

dtttttg
2

cos
2

sin2
2

4∫−=  

Оскільки π<< t0 , то 0
2
>

ttg , тому модуль відкривається із знаком „+”, 

звідки отримаємо  

∫∫ =+−−=−−=−= CttdttdttI )sin(4)cos1(4
2

sin8 2   

Cxx
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−=

4
arccossin4

4
arccos4 . 

Далі скористаємось формулою 21arccossin yy −=  і одержимо 

CxxCxxI +−+−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−= 2

2

16
4

arccos4
4

14
4

arccos4 . 

1.2.3. Інтегрування частинами. 

Теорема 1.3. Якщо функції  і  диференційовані на )(xu )(xv X  і існує 

на X  неозначений інтеграл , тоді існує інтеграл  і 
має місце формула 

∫ ))(()( xvdxu ∫ ))(()( xudxv

∫ ))(()( xvdxu ∫−= ))(()()()( xudxvxvxu . 
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Основні класи функцій, що інтегруються частинами. 

 Види інтегралів Перша 
підінтегр. 
функція  

Друга підінтегр. 
функція  

Заміни Зауважен-
ня 

А) ∫ dxxfxPn )()(  

та звідні до них 

)(xPn  - 
многоч-
лен, 

nPn =deg
 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

..

,
)(sin

1

,
)(cos

1
,,

),cos(
),sin(

)(

2

2

птi
bx

bx

ae
bx
bx

xf

bxbx

 

)(xPu n=
dxxfdv )(=

 

Формула 
інтегру-
вання час-
тинами 
застосову-
ється  
разів 

n

Б) ∫ ϕ dxxfxg )]([)(
або 

та звідні до них. 
∫ ϕ dxxfxg )]([)(

)(xg  -  
дробово-
лінійна 
функція, 
зокрема 
многочлен 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=ϕ

..
),ln(

)(
),(
),arccos(
),arcsin(

)(

птi
bx

bxarcct
bxarctg
bx
bx

x

 

dxxgdv
xfu
)(

)]([
=

ϕ=
, 

відповідно  

dxxgdv
xfu
)(

)]([
=
ϕ=  

(або методом 
підстановки 

)(xt ϕ= , 
відповідно 

)]([ xft ϕ= ) 

Інтегрува-
ти части-
нами сті-
льки разів, 
доки піді-
нтегральна 
функція 
буде міс-
тити )(xϕ  

В) ∫ bxdxeax cos , 

∫ bxdxeax sin  

та звідні до них 

   Двічі інте-
грувати 
частинами 
(див. при-
клад 3) 

Г) інші     
1.    Обчислимо інтеграл, що відноситься до класу А. 

=+−+=−+=+ ∫ ∫∫ xdxxxxdxxxxdxx 2cos)2(2
3

)2cos1)(2(sin)42( 2
3

222  

( ) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−+===

=+== ∫ xdxxxxxx
xvxdxdv

xdxduxu 2sin2sin2
2
12

32sin2cos
22 2

3

2
1

2

( )
( ) Cxxxxxxxx

xxxxxx
xvxdxdv

dxduxu

++−+−+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

−−+−+=−==
===

∫ 2sin
4
12cos

2
12sin2

2
12

3
2cos

2
1

2cos
2
12sin2

2
12

32cos2sin
2

3

2
3

2
1

. 

2.   Тепер обчислимо інтеграл із класу Б (№Д1813). 
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∫∫ =
+

−=
==
+

==
= dx

x
xarctgxxarctgx

xvxdxdv

dx
x

xarctgduxarctgu
dxxxarctg 2

22
2

2

2
2

2

122/
1

=
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+
−+

=
+

=

+
==

=

∫ ∫ arctgxxdx
x

dx
x

xvdx
x

xdv

x
dxduxarctgu

22

2

2

2

2

1
11

1
11

1

1

( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

+
−−−= ∫ ∫ dx

x
xarctgdx

x
xxarctgxxarctgxarctgx

22
2

2

112

( ) ( )∫ ∫ =−
+

+
++−= xarctgxdarctg

x
xdxarctgxxarctgxarctgx

2

2
22

2

1
12/1

2

xarctgxxarctgxarctgx 22
2

2
+−= ( ) =+−++ Cxarctgx

2
1ln

2
1 2

2

( ) Cxxarctgxxarctgxarctgx
++++−= 222

2
1ln

2
1

2
1

2
. 

3.   Позначимо =A ∫ bxdxeax cos . Цей інтеграл потрібно двічі інтегрувати 
частинами, кожен раз уводячи споріднені заміни, тобто або кожен раз 
експоненціальну функцію позначати через , а тригонометричну, по-
множену на  через , або навпаки: 

)(xv
dx )(xdv

=A =−=
==

==
= ∫∫ bxdxe

b
abxe

bbx
b

vbxdxdv
dxaedueu

bxdxe axax
xax

ax sinsin1
sin1coscos  

−=
−==

==
= bxe

bbx
b

vbxdxdv
dxaedueu

ax
xax

sin1
cos1sin  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−− ∫ bxdxe

b
abxe

bb
a axax coscos1

A
b
abxe

b
abxe

b
axax

2

2

2 cossin1
−+= . 

Маємо: =A A
b
abxe

b
abxe

b
axax

2

2

2 cossin1
−+ , звідки одержимо  

=A  ( ) Cbxabxb
ba

ebxdxe
ax

ax ++
+

=∫ cossincos 22 .  

Аналогічно можна отримати 

( ) Cbxbbxa
ba

ebxdxe
ax

ax +−
+

=∫ cossinsin 22 . 
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4. (№Д1808) Інтеграл типу Б 

=
−

−
−
+

=
==

−
=

−
+

=
=

−
+

∫∫ dx
x

x
x
xx

xvxdxdv

dx
x

du
x
xu

dx
x
xx 2

22

2

2

11
1ln

2
2

1
2

1
1ln

1
1ln

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−+

−
+

=
−

−−
+

−
+

= ∫∫ dx
xx

xxdx
x

x
x
xx

2

2

2

22

1
11

1
1ln

21
11

1
1ln

2

C
x
xxxC

x
xx

x
xx

+
−
+−

+=+
−
+

−+
−
+

=
1
1ln

2
1

1
1ln

2
1

1
1ln

2

22
. 

Згідно до таблиці інтеграл ∫ − 21 x
dx  виражається через 

x
x

−
+

1
1ln , в якому 

опущено у відповіді модуль, тому що дана підінтегральна функція 

x
xx

−
+

1
1ln  має множину визначення 0

1
1

>
−
+

x
x . 

5. (№Д1820) Інтеграл типу Г.  

=+= ∫ dxxaxB 222  

( )
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +

=++=+=

==

=

32
1

3
22

222222
xa

vxaxaddxxaxdv

dxduxu

 

( )

Bxaxaxaxaxax

dxxaxdxxaaxax

dxxaxaxax

3
1ln

2233

3
1

33

3
1

3

22
2

22
23

22

.)19(
22222

23
22

2222
3

22

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++++−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

=+−+−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

=++−⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=

∫∫

∫
 

Звідки одержимо 

=+= ∫ dxxaxB 222 ( ) Cxaxaaaxax
+++−+

+ 22
4

22
22

ln
88

2 . 

Зауважимо, що цей інтеграл також можна інтегрувати тригономет-
ричними або гіперболічно-тригонометричними підстановками. 

Зауваження 1.1. Не всі елементарні функції інтегруються в елеме-
нтарних функціях. До таких функцій відносяться  

1) інтеграл Пуассона (інтеграл помилок) , що використовується 
в теорії ймовірностей, в статистичній фізиці, теорії теплопровідності і 
дифузії, 

∫ − dxe x2
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2) інтеграли Френеля ( ) ( )∫∫ dxxdxx 22 sin,cos , що використовується в 
оптиці, 

3) інтегральний логарифм ∫ ≠> 1,0, xx
x

dx , 

4) інтегральні косинус і синус ∫∫ dx
x

xdx
x

x sin,cos . 

В наступному параграфі ми розглянемо методи інтегрування раціона-
льних функцій, які завжди інтегруються в елементарних функціях. Після цьо-
го перейдемо до деяких інтегралів від тригонометричних і ірраціональних 
функцій, інтегрування яких можна здійснювати безпосередньо або через ра-
ціоналізуючу заміну. 

1.3. Інтегрування раціональних функцій 

Будемо розглядати раціональні дроби з дійсними коефіцієнтами. Не-
звідні многочлени будемо розглядати над полем дійсних чисел. 

Визначення 1.3. Раціональний дріб називається правильним, якщо сте-
пінь чисельника менша за степінь знаменника. 

До найпростіших раціональних дробів відносяться раціональні дроби 
вигляду 

α− )( ax
A  і λ++

+
)( 2 qpxx

NMx , 

де тричлен у знаменнику другого дробу незвідний, тобто його дискримінант 
від’ємний. 

Із курсу алгебри відома наступна теорема. 
Теорема 1.4. Будь-який правильний раціональний дріб можна єдиним 

чином розкласти в суму найпростіших раціональних дробів, тобто 

( ) ( )
+

−
++

−
++

−
++

−
= α

α
α

α

s
s

ax

A

ax
A

ax

A

ax
A

xQ
xP

s

s

s

m

n

1

)()(
1

1

)1(

1

)1(
1 .........

)(
)(

1
1

( ) ( ) r
rr

rr

rr

rr

rr

qxpx

NxM

qxpx
NxM

qxpx

NxM

qxpx
NxM

λ
λλ

λ
λλ

++

+
++

++
+

++
++

+
++

++
+

+
2

)()(

2

)(
1

)(
1

11
2

)1()1(

11
2

)1(
1

)1(
1 .........

1
11 , 

де , . mn < mrs =λ++λ+α++α )...(2... 11

Для отримання відповідного розкладу правильного раціонального  
дробу в суму найпростіших діють за наступним алгоритмом. 

Крок 1. Знаменник дробу розкладають на незвідні (над полем дійсних 
чисел) множники. 

Крок 2. Дріб формально розкладають в суму найпростіших дробів за 
формулою теореми 1.4. При цьому записують в чисельниках усіх дробів не-
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визначені коефіцієнти, для отримання значень яких використовують метод 
невизначених коефіцієнтів. Цей метод полягає в наступному: 

1) праву частину зводять до спільного знаменника; 
2) розглядаючи чисельники даної і отриманої дробів, прирівнюють 

коефіцієнти при однакових степенях змінної x ; 
3)  одержують систему лінійних рівнянь, розв’язуючи яку, знаходять 

значення невизначених коефіцієнтів. 
Якщо дріб неправильний, то попередньо виділяють в ньому цілу час-

тину. 
Кожна з найпростіших дробів інтегрується з використанням формул 2., 

3. таблиці інтегралів, властивості 60, а також на основі прикладу 8 (і заува-
ження до нього), наведеного в методі підстановки.  

Теорема 1.5. Будь-яка раціональна функція інтегрується в елементар-
них функціях. 

Наведемо приклади. 

1. (№Д1868) Обчислити інтеграл ∫ −+
= dx

xx
xI

22

10
. 

Підінтегральний раціональний дріб є неправильним, тому спочатку ви-
ділимо цілу частину, поділивши чисельник на знаменник стовпчиком: 

_ x10+0x9+0x8+ 0x7+0x6+ 0x5+  0x4+  0x3+  0x2+0x+0 x2+x - 2 
   x10+  x9 -2x8   x8- x7+3x6 - 5x5+11x4-21x3+ 
 _ - x9+2x8+0x7  +43x2-85x+171 
    - x9-   x8+2x7  
 _  3x8 - 2x7+0x6  
     3x8 +3x7- 6x6  
 _ -5x7+6x6+ 0x5  
    -5x7- 5x6+10x5  
 _11x6- 10x5+ 0x4  
   11x6+11x5- 22x4  
  _ -21x5+22x4+ 0x3  
     -21x5- 21x4+42x3  
  _ 43x4- 42x3+  0x2  
     43x4+43x3- 86x2  
  _ -85x3+86x2+ 0 x 
     -85x3- 85x2+170x 

 

  _ 171x2- 170x+0 
     171x2+171x-342 

 

   -341x+342 
Звідки отримаємо 

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+
+−

++−+−+−+−= dx
xx

xxxxxxxxxI
2

3423411718543211153 2
2345678

∫ −+
+−

++−+−+−+−= dx
xx

xxxxxxxxxx
2

342341171
2

85
3

43
4

21
5

11
6

5
7
3

89 2

23456789
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Тепер розглянемо підінтегральну функцію в останньому інтегралі і роз-
кладемо цей дріб на найпростіші 

)2)(1(
)1()2(

21)2)(1(
342341

2
342341

2 +−
−++

=
+

+
−

=
+−

+−
=

−+
+−

xx
xBxA

x
B

x
A

xx
x

xx
x      

Обчислимо невідомі коефіцієнти методом невизначених коефіцієнтів: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=
⇒

⎩
⎨
⎧

=−−
−−=⇒

=−
−=+

3
1024
3
1

3423682
341

3422
341

0
1

B

A

B
BA

BA
BA

x
x  

Звідки одержимо  

=++−−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
−

=
−+
+−

∫∫ Cxxdx
xx

dx
xx

x |2|ln
3

1024|1|ln
3
1

)2(3
1024

)1(3
1

2
342341

2

=+
+
−

= C
x

x
1024)2(
1ln

3
1 . 

Об’єднуючи разом усі отримані результати маємо: 

++−+−+−+−= xxxxxxxxxI 171
2

85
3

43
4

21
5

11
6

5
7

3
89

23456789
 

C
x

x
+

+
−

+ 1024)2(
1ln

3
1 . 

2.  (№Д1879) Обчислити інтеграл ( )( )∫ −++ 22 122 xxx
xdx

. 

Підінтегральний дріб є правильним, розкладемо його на найпростіші 

( )( ) ( )
=

++
+

+
−

+
−

=
−++ 2211122 2222 xx

DCx
x

B
x

A
xxx

x   

( ) ( ) ( )
( )( )22

222

122
12)(2222)1(

−++
+−+++++++−

=
xxx

xxDCxxxBxxxA . 

Коефіцієнти обчислюємо за методом невизначених коефіцієнтів 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
−=
=
=

⇒

=++−
=−+
=+−+

=+

25/8
25/1
5/1
25/1

022
122

02
0

0

1

2

3

D
C

B
A

DBA
DCB
DCBA

CA

x
x
x
x

 

Таким чином, отримаємо 

( )
=⎟⎟

⎠⎝ ++−− xxxx 222515)1(25
⎞

⎜⎜
⎛ +

⋅−+== ∫ dxxI 8111
22  

)1(5
1|1|ln

25
1

−
−−=

x
x =

++
++

+ ∫ dx
xx

x
22

7)22(2/1
25
1

2  
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)1(5
1|1|ln

25
1

−
−−=

x
x =

++
+

++
++

+ ∫∫ 1)1(25
7

22
)22(

50
1

22

2

x
dx

xx
xxd

+−+
−

−= 2)1ln(
50
1

)1(5
1 x

x
( ) =+++++ Cxarctgxx )1(

25
722ln

50
1 2  

+
−

−=
)1(5

1
x

Cxarctg
xx

x
+++

++
− )1(

25
7

22
)1(ln

50
1

2

2
. 

3. (№Д1888) Обчислити інтеграл ∫ −+−+− 12345 xxxxx
dx

. 

Підінтегральний дріб правильний. Розкладемо його знаменник на незвід-
ні множники. Раціональні корені многочлену  мо-
жуть бути або 

12345 −+−+− xxxxx
1+  або 1− . Підставляючи ці числа в многочлен отримає-

мо, що таким коренем є число 1+ . Поділимо даний многочлен на 1−x . 
Ділення можна здійснити „стовпчиком”, як в прикладі 1, але в цьому 
прикладі простіше застосувати схему Горнера 

 1 -1 1 -1 1 -1 
1 1 0 1 0 1 0 

Таким чином, результат ділення можна записати так: 
12345 −+−+− xxxxx ( )1)1( 24 ++−= xxx . 

Для розкладу многочлена четвертого степеня на множники зробимо такі 
елементарні перетворення  

( ) ( )( )xxxxxxxxxxx ++−+=−+=−++=++ 111121 2222222424  
В результаті маємо дріб  

( )( )xxxxxxxxxx ++−+−
=

−+−+− 11)1(
1

1
1

222345 , 

який підлягає розкладу в найпростіші: 

( )( ) 11111)1(
1

2222 +−
+

+
++

+
+

−
=

+−++− xx
EDx

xx
CBx

x
A

xxxxx
. 

Після застосування методу невизначених коефіцієнтів одержимо 
, 3/1=A 2/1,0,6/1,3/1 −==−=−= EDCB , тому 

=I ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+−
−

++
+

−
−

dx
xxxx

x
x )1(2

1
)1(6

12
)1(3

1
22  

=
+−

−
++
++

−−= ∫∫ 4/3)2/1(2
1

1
)1(

6
1|1|ln

3
1

22

2

x
dx

xx
xxdx  
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=+
−

−++−−= Cxarctgxxx
3

12
3

1)1ln(
6
1|1|ln

3
1 2

( ) Cxarctg
xx

x
+

−
−

++
−

=
3

12
3

1
1

1ln
6
1

2

2
. 

1.4. Інтегрування тригонометричних функцій 

Оскільки кожна раціональна функція інтегрується в елементарних фу-
нкціях, то уведення заміни під знаком інтегралу, яке перетворює підінтегра-
льну функцію в раціональну (раціоналізуючої заміни), дозволяє стверджува-
ти, що відповідний інтеграл інтегрується в елементарних функціях. 

Інтеграл виду  ∫ dxxxR )cos,(sin

1) завжди раціоналізується універсальною тригонометричною підстанов-

кою 
2
xtgt = , після уведення якої отримаємо 

21
2sin

t
tx

+
= , 2

2

1
1cos

t
tx

+
−

= , 21
2

t
dtdx
+

= , 

тому ∫ dxxxR )cos,(sin ∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
= dt

tt
t

t
tR 22

2

2 1
2

1
1,

1
2 .  

Недоліком наведеної підстановки є громіздкість отримуваних ра-
ціональних функцій у багатьох випадках. Саме тому розглянемо замі-
ни, що призводять до більш зручних щодо інтегрування раціональних 
функцій. 

2) Якщо )cos,(sin)cos,sin( xxRxxR −=− , то уводять заміну xt cos= . 
3) Якщо )cos,(sin)cos,(sin xxRxxR −=− , то уводять заміну xt sin= . 
4) Якщо )cos,(sin)cos,sin( xxRxxR =−− , то уводять заміну tgxt = . 

Наведемо відповідні приклади. 
1. У наступному прикладі використовується універсальна тригонометри-

чна заміна 

( ) ( )∫∫∫ =
++−+

=
+

+
−

+
+

+===
++ 22

2

2

2

2

15132
2

5
1
13

1
2

1
2

25cos3sin ttt
dt

t
t

t
t

t
dt

xtgt
xx

dx

 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==++⋅⋅+=++=

++
= ∫

22
22

2 2
15

2
1

4
15

4
1

2
124

4
ttttt

tt
dt
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C

xtg
arctgC

t
arctg +

+
=+

+
=

15

1
2

2

15
2

2
15

2
1

15
2 . 

2. Підінтегральна функція в інтегралі ∫ ++ 2sincos2
sin

2

3

xx
xdx  є непарною від-

носно синуса, тому зручно застосовувати другу з наведених замін 

=
+−+

−−
=

−=
=−=

−=
=

=
++

= ∫∫ 2)1(2
)1(

1
cos1sin

sin
cos

2sincos2
sinsin

2

2

2

222

2

tt
dtt

t
xx

xdxdt
xt

xx
xdxxI  

=
++−

−
= ∫ 32

)1(
2

2

tt
dtt

∫∫∫ =
+
−+

−=
+
−

−=
++
+−

− dt
t

tdt
t
tdt

tt
tt

3
4)3(

3
1

)3)(1(
)1)(1(  

CxxCttdt
t

+++−=+++−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−−= ∫ )3ln(cos4cos|3|ln4

3
41 . 

3.   Наступний приклад стосується заміни 4. 

∫∫ =
+

=
+ )3(coscossin3sin 222 xtgxtgx

dx
xxx

dx
===

+∫ xtgt
xtgxtg

xtgd
3

)(
2  

∫∫∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

+
=

+
= dt

tttt
dt

tt
dt

3
11

3
1

)3(32 ( ) =++− Ctt |3|ln||ln
3
1

C
xtg

xtgC
t

t
+

+
=+

+
=

3
ln

3
1

3
ln

3
1 . 

 
інтегрують або за допомогою замін  

xt cos=  чи xt sin=  (внесення під ди-
ференціал), або кратним використанням формули зниження ступеня і формул 
тригонометричних функцій подвійних кутів. 

Інтеграли виду   ∫ νµ dxxx )cos,sin

4.    ( )∫∫∫ =−== )(sinsin1sin)(coscossincossin 23 223 233 2 xdxxxdxxxxdxx  

( ) CxxCttdtttxt +−=+−=−=== ∫ 11
sin3

5
sin3

11
3

5
31sin

3 113 53 113 5
23 2 . 

5.    Використовуємо формули зниження ступеня 

∫∫ =
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

= dxxxxdxx
2

2cos1
2

2cos1sincos
2

24  

( )∫ ++−−= dxxxx 12cos2cos2cos
8
1 23 . 

Для інтегрування першої з функцій застосуємо заміну xt 2sin= , а саме: 
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( ) ( )∫∫∫∫ =−=−== dttxdxxdxxxdx 2223 1
2
1)2(sin2sin1

2
12cos2cos2cos  

CxxCtt
+−=+−=

6
2sin

2
2sin

62

33
, 

а для другої – формулу зниження ступеня 

Cxxdxxxdx +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+= ∫∫ 4sin

4
1

2
1)4cos1(

2
12cos2 , 

останні інтегруємо безпосередньо, тому разом одержимо 

∫ =xdxx 24 sincos =+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++−−+− Cxxxxxx

2
2sin

8
4sin

26
2sin

2
2sin

8
1 3

 

=++−= Cxxx
1664

4sin
48

2sin3
.  

1.5. Інтегрування ірраціональних функцій 

Інтегрування дробово-лінійних ірраціональностей виду 

dx
dcx
baxxR n∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+,  (a, b, c, d=const, n∈ ) 

Здійснюємо підстановкою n
dcx
baxt

+
+

= , звідки 
act

dtbx n

n

−
−

= , 

( ) dt
act

bcadntdx
n

n

2

1 )(

−

−
=

−

. Ця підстановка раціоналізує підінтегральний вираз. 

1. (№Д1932) 

( ) =

−
+

=

−

−
=

−
+

=
=

−
+

−+
=

−+
∫∫

1
1

1

6
1
1

1
1

)1)(1()1()1(
3

3

23

2
3

3
3 42

t
tx

t

dttdx
x
xt

x
x

xx
dx

xx

dx  

( ) C
x
xCtdt

t

dtt

t
t

t
t

t
+

−
+

−=+−=−=
−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

= ∫∫ 3
23

2

3

3

3

3 1
1

2
3

2
3

2
3

1

6

1
1

11
1

1
. 

Частковим випадком дробово-лінійної ірраціональності є функція ),( n xxR . 

2. (№Д1927) Для інтеграла ( )∫ ++ 321 xxx
dx  у виразі дробово-лінійної  
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ірраціональності треба обрати }3,2{6,0,1 НСКncbda ====== , тоді 

після заміни 6 xt =  отримаємо: ,  6tx = dttdx 56=

( ) ( ) =+−+
=

++
= ∫∫ 12)1(

6
21

6
2236

5

tttt
dt

ttt
dttI ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
+

+
+

+ dt
tt
DCt

t
B

t
A

121 2 . 

Метод невизначених коефіцієнтів дає такі результати: 

2
3,9,

2
3,6 =−=−== DCBA , тому  

∫∫ =
+−

+−
−+−=

+−

−
−+−= dt

tt

t
ttdt

tt

t
ttI

12
4
3)14(

4
9

1ln
2
3||ln6

12
2
39

1ln
2
3||ln6 22  

( )
∫∫ =−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+−
+−

−+−= 222

2

4
7

4
18

3
12
12

4
91ln

2
3||ln6

t

dt
tt
ttdtt   

( ) =+
−

−+−−+−= Ctarctgtttt
7

14
72

312ln
4
91ln

2
3||ln6 2  

( ) Cxarctgxxxx +
−

−+−−+−=
7

14
72

312ln
4
91ln

2
3||ln6

6
6366 . 

Інтегрування квадратичних ірраціональностей ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ dxcbxaxxR 2,  

здійснюється підстановками Ейлера, які у даному випадку є універсальними: 

 21

перша основна підстановка Ейлера   taxcbxax +±=++2 0, якщо ; >a

друга основна підстановка Ейлера     )())(( 121 xxtxxxxa −=−− ; 

xtccbxax +±=++2третя неосновна підстановка Ейлера . 
3. (№Д1966)  

=
+
++

=

+
++

=
+
−

=

+−=++
=

+++
∫∫ dt

tt
tt

dt
t

ttdx
t

tx

txxx

xxx

dx
2

2

2

22

2

2 )12(
)1(2

)12(
222,

21
1

1

1
 

=+
+−

+
⋅⋅−+−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+
−=

+−

∫ Ctttdt
ttt 12

)12(
2
13|12|ln

2
3||ln2

)12(
3

12
32 12

2  

C
xxx

xxxxxx +
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++++

+++++−+++=
12122

31212ln
2
31ln2

2

22

 Інтегрування підстановками Ейлера іноді призводить до обчислення 



складних раціональних функцій. Розглянемо один частковий випадок, що 
дозволяє спростити таке інтегрування. 

Інтегрування квадратичних ірраціональностей виду ∫
++

dx
cbxax

xPn
2

)( , 

де  -  многочлен степені  )(xPn n
здійснюється представленням інтегралу у вигляді  

∫∫
++

λ+++=
++

−
cbxax

dxcbxaxxQdx
cbxax

xP
n

n
2

2
12

)()( , 

де  - многочлен степеня 1)(1 xQn− −n  з невизначеними коефіцієнтами, λ  - 
невизначений коефіцієнт. 

4.    (№Д1946) Обчислити інтеграл ∫
++

−+− dx
xx

xxx

34

6116
2

23
. 

В чисельнику стоїть многочлен третього степеня, тому многочлен з неви-
значеними коефіцієнтами треба обрати другого степеня, і тоді отримає-
мо: 

∫∫
++

λ+++++=
++

−+−

34
34)(

34

6116
2

22
2

23

xx

dxxxCBxAxdx
xx

xxx . 

Для отримання значень невизначених коефіцієнтів треба спочатку про-
диференціювати обидві частини останньої рівності: 

,
34

1
342

42)(34)2(
34

6116

2

2
22

2

23

++
λ+

+
++

+
⋅++++++=

++

−+−

xx

xx

xCBxAxxxBAx
xx

xxx

 

потім обидві частини помножаємо на квадратичну ірраціональність 

342 ++ xx : 
λ++++++++=−+− )2)(()34)(2(6116 2223 xCBxAxxxBAxxxx , 

після чого застосовуємо метод невизначених коефіцієнтів 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
=
−=
=

⇒

−=λ++
=+++
−=+++

=+

66
37

3/14
3/1

623
11246
628

12

0

1

2

3

D
C

B
A

CB
CBBA

BABA
AA

x
x
x
x

 

Звідки отримаємо  

=
−+

−++⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=

++

−+−
∫∫

1)2(
663437

3
14

334

6116
2

2
2

2

23

x

dxxxxxdx
xx

xxx  
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.342ln663437
3

14
3

22
2

++++−++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= xxxxxxx  

де  - раці-
ональні числа, 

може бути зведений до інтегрування раціональних функцій лише у трьох на-
ступних випадках (

pnm ,,

теорема Чебишева

Інтеграл від диференціального біному ( ) dxbxax
pnm +∫ ,  

)  
1) якщо  - ціле, то покладають , де  - спільний знаменник дробів 

 і ; 
p Ntx = N

m n

2) якщо 
n

m 1+  - ціле, покладають , де  - знаменник дробу ; Nn tbxa =+ N p

3) якщо p
n

m
+

+1  - ціле, покладають , де  - знаменник дро-

бу . 

Nn tbax =+− N

p
5.    (№Д1987) 

( ) =
⇒∈==

+
−=

=−=
∉==

=+=
+

∫∫
−−

20
6
01

,6/1
,6,1

,,1,1
1

1

6/161
6 6 випадокZ

n
m

p
nm

Zpba
xx

xx

dx  

( )

( )
( )
( ) ( ) =−

=
−

−=

−
=

−=⇒=+
= ∫∫ 11

1

16

6
11

6

4

6/16

6/56

5

6/56

5

6/1666

t
dtt

tt

t

dtt

t

dttdx

txtx
 

( )( )( )( ) =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
+

+
++
+−

+
+

−
−

=
+−+++−

= ∫∫ dx
tt

x
tt

x
tttttttt

dtt
1
6/16/1

1
6/16/1

1
6/1

1
6/1

1111 2222

4
 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
+−

+
++

++−
++−−= ∫ dx

tt
x

tt
xtt

1
4/1)12(12/1

1
4/1)12(12/1|1|ln

6
1|1|ln

6
1

22  

( ) ( ) ( )++−+
++

+++−
+
−

= ∫ 1ln
12
1

2/3)2/1(4
11ln

12
1

1
1ln

6
1 2

22

2 tt
t

dxtt
t
t  

( ) +
+

⋅+
++
+−

−
+
−

=
+−

+ ∫ 2/3
2/1

3
2

4
1

1
1ln

12
1

1
1ln

6
1

2/3)2/1(4
1

2

2

22

tarctg
tt
tt

t
t

t

dx  

+
++++

++−+
−

++

−+
=+

−
⋅+

111

111ln
12
1

11

11ln
6
1

2/3
2/1

3
2

4
1

6 63 6

6 63 6

6 6

6 6

xx

xx

x

xCtarctg

Cxarctgxarctg +
−+

+
++

+
3

112
32

1
3

112
32

1 6 66 6
. 
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2. ОЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ 
 

2.1. Поняття означеного інтегралу Римана та його властивості. Гео-
метричний зміст означеного інтегралу 

 
Визначення 2.1. Якщо для функції , що задана на відрізку , 

для будь-якого розбиття 
)(xf ],[ ba

}......{ 1210 bxxxxxxaR nnk =≤≤≤≤≤≤≤== −  від-

різка  скінченною кількістю точок  і для будь якого набору про-

міжних точок 

],[ ba n
kkx 0}{ =

[ ]{ }nkxxP kkk ,1,,1 =∈ξ= −  відрізків розбиття, існує скінченна 

границя I  інтегральних сум  при діаметрі 

розбиття 

∑
=

−−ξ=σ
n

k
kkk xxfPRf

1
1))((),,(

( 1
,1

max −
=

)−= kk
nk

xxd , що прагне до нуля, тобто ),(lim
0

RfI
d

σ=
→

, яка не 

залежить від вибору розбиття R  і набору проміжних точок P , то така функ-
ція називається інтегрованою за Риманом на відрізку , а значення гра-

ниці – 

],[ ba

означеним інтегралом Римана, що позначається .  ∫=
b

a

dxxfI )(

Нехай функція )(xfy =  неперервна і невід’ємна на відрізку . 
Плоска фігура , що обмежена на декартовій площині графіком функції 

, віссю абсцис, відрізками прямих 

],[ ba
D

)(xfy = ax = , bx =  називається криволі-
нійною трапецією (див рис. 2.1).  

Геометричний зміст інтегральної суми. Значення  
відповідає площі прямокутника, що є складовою сходинкової фігури, зобра-
женої на рис. 2.2. Значення площі усієї сходинкової фігури дорівнює значен-
ню інтегральної суми 

))(( 1−−ξ kkk xxf

),( Rfσ . 
Геометричний зміст означеного інтегралу: числове значення площі 

криволінійної трапеції  на декартовій площині дорівнює значенню інтег-D
 
y=f(x)

Xa O 

Y 

b 

D

     

 
y=f(x)

X
a O

Y 

b x1 xk-1 xk xn-1ξkξ1
 

Рис. 2.1.                                                          Рис. 2.2. 
 24



рала . ∫
b

a

dxxf )(

Теорема 2.1 (необхідна умова інтегрованості функції). Якщо функція 
інтегрована на відрізку , то вона обмежена на цьому відрізку. ],[ ba

Зворотне твердження невірне: не кожна обмежена функція інтегрована 
за Риманом. Розглянемо функцію Дирихлє

⎩
⎨
⎧

∈
∈= QRx

Qxxf \,1
,0)(

0

. 

Вона не інтегрована за Риманом, оскільки границя її інтегральних сум зале-
жить від вибору проміжних точок розбиття . Дійсно, якщо 

, то  
R

],[ 1 kkk xxQ −∈ξ′ ∩

 , 0)(0))((),( 0

1
1

1
1 ⎯⎯ →⎯=−⋅=−ξ′=σ′ →

=
−

=
− ∑∑ d

n

k
kk

n

k
kkk xxxxfRf

а якщо ],[)\( 1 kkk xxQR −∈ξ′′ ∩ , то  

 . 11)(1))((),( 0

1
1

1
1 ⎯⎯ →⎯=−⋅=−ξ′′=σ ′′ →

=
−

=
− ∑∑ d

n

k
kk

n

k
kkk xxxxfRf

Наведений приклад свідчить про те, що необхідно знати, які саме фун-
кції інтегровані за Риманом.  

Основні класи функцій, що інтегровані за Риманом: 
1) неперервні на відрізку функції, ],[ ba
2) обмежена, монотонна на відрізку  функція, ],[ ba
3) обмежена на відрізку  функція, що має зчисленну або скінченну 

кількість точок розриву.  
],[ ba

Формула Ньютона-Лейбниця: Якщо функція  неперервна на 
відрізку , а  - первісна функції , то  

)(xf
],[ ba )(xF )(xf

)()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b
a −==∫ . 

Задача 2.1. (№Д2216) Чому формальне застосування формули Ньюто-

на-Лейбниця призводить до невірних результатів, якщо ∫∫
π

− +

2

0
2

21

1 1
sec),)

xtg
dxб

x
dxa ? 

1. (№Д2220) Обчислити границю ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++

+
+

+∞→ nnnnn

1...
2

1
1

1lim . 

Складемо інтегральну суму для функції 
x

xf
+

=
1

1)(  при розбитті  
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відрізка  на   рівних частин точками ]1,0[ n

11......210 <
−

<<<<<<
n

n
n
k

nn
 і при виборі проміжних точок в правих 

кінцях відповідних відрізків розбиття, тобто ),...,2,1( nk
n
k

k ==ξ : 

nnnnknn
n
kn

k
n
k

n
kf

n

k

n

k

n

k +
++

+
+

+
=

+
=⋅

+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∑∑∑

===

1...
2

1
1

111

1

11

111
. 

Оскільки функція 
x

xf
+

=
1

1)(  на відрізку  неперервна, то вона 

інтегрована на цьому відрізку (див. „Основні класи інтегрованих функ-
цій”). Це означає, що границя послідовності інтегральних сум не зале-
жить ні від вибору способу розбиття, ні від вибору набору проміжних то-
чок. Прагнення  до нескінченності рівносильне прагненню діаметра 
розбиття до нуля. Тому дана границя, що відповідає границі обраної по-
слідовності інтегральних сум, дорівнює інтегралу  

]1,0[

n

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++

+
+

+∞→ nnnnn

1...
2

1
1

1lim 2ln1ln2ln|1|ln
1

1
0

1

0

=−=+=
+∫ x

x
dx . 

 
Властивості інтегралу Римана. 

Якщо функція  ( ) інтегрована на відрізку  ( b)(xf )(xg ],[ ba a < ), тоді 

1) ; ∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(
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2) 

 (лінійність інтегралу); 

( ) ∫∫∫ β+α=β+α
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(

3) вона інтегрована на будь-якому відріз-
ку, що міститься в середині ; і на-
впаки: якщо функція інтегрована на 
кожному із складових відрізків , 
то вона інтегрована на усьому відрізку 

; зокрема, має місце формула:  

],[ ba

],[ ba

],[ ba

bcadxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a

<<+= ∫∫∫ ,)()()(  (адитивність інтегралу); 

геометрично для неперервної невід’ємної на  функції  ],[ ba )(xf остан-
ня рівність означає, що площа криволінійної трапеції на відрізку  

 
y=f(x)

X a O

Y 

b 

D

с 

Рис. 2.3. 

],[ ba



дорівнює сумі площ складових криволінійних трапецій на відрізках  
і  (рис. 2.3). 

],[ ca
],[ bc

4) добуток і частка є інтегрованою на відрізку функцією (для частки в при-
пущенні про те, що для функції знаменника виконано: ); 0|)(|inf

],[
>

∈
xg

bax

5) функція )(xf  інтегрована і має місце нерівність ∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( ; 

6) якщо  на , то ;  )()( xgxf ≤ ],[ ba ∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(

зокрема, якщо  на , то ; 0)( ≥xf ],[ ba 0)( ≥∫
b

a

dxxf

7) якщо  на , то має місце оцінка (0)( ≥xg ],[ ba теорема про середнє): 

∫∫∫ ⋅≤≤⋅
b

aba

b

a

b

aba
dxxgxfdxxgxfdxxgxf )()(sup)()()()(inf

],[],[
,  

а якщо, крім того,  неперервна на , то існує таке значення 
, що  

)(xf ],[ ba
],[ bac∈

∫∫ ⋅=
b

a

b

a

dxxgcfdxxgxf )()()()( . 

Частковий випадок теореми про середнє: якщо ],[1)( baxxg ∈∀= , 
 неперервна на , то  )(xf ],[ ba

)()()( abcfdxxf
b

a

−⋅=∫ . 

Значення   називається середнім 
значенням функції  на відрізку 

 і обчислюється за формулою 

)(cf
)(xf

],[ ba

∫−
=

b

a

dxxf
ab

cf )(
1

)( . 

Геометричний зміст теореми про 
середнє (в формулюванні часткового 
випадку). Якщо  невід’ємна, неперервна на , тоді знайдеться 
така точка  з відрізка [ , що площа криволінійної трапеції дорівнює 
площі прямокутника із сторонами довжини  і 

)(xf ],[ ba
c ],ba

)(cf ab−  (рис. 2.4). 
 
 
 

 
y=f(x)

X a O

Y 

b с 

f(с) 

Рис. 2.4. 
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Формула заміни змінної під знаком означеного інтегралу. 
 

∫∫
β

α

ϕ′ϕ= dtttfdxxf
b

a

)())(()(  

Якщо  
1) функція  неперервна на , )(xf ],[ ba
2) a=αϕ )( , b=βϕ )(  і ],[],[ ba=βαϕ , 
3) функція )(tx ϕ=  неперервно дифере-
нційована на ],[ βα  

⇒

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

 

 
 

Формула інтегрування частинами під знаком означеного інтегралу. 
Функції  і  неперервно дифе-
ренційовані на  

)(xu )(xv
],[ ba

⇒
⎭⎬
⎫  ∫∫ −=

b

a

b
a

b

a

vduuvudv  

2.    (№Д2333) Довести рівність )0(0sinlim >=∫
+

∞→
pdx

x
xpn

nn
. 

В теоремі про середнє оберемо pnbna
x

xgxxf +==== ,,1)(,sin)( , тоді 

, на 0)( >xg ],[ pnn + , 1)(sup);(inf1
],[],[

≥≤− xfxf
baba

, і буде мати місце 

оцінка 

∫∫∫
+++

⋅≤≤⋅−
pn

n

pn

n

pn

n

dx
x

dx
x

xdx
x

11sin11 . 

Формула Ньютона-Лейбниця дозволяє зробити обчислення 

n
pnxdx

x
pn

n

pn

n

+
== +

+

∫ ln||ln1 . 

Тому за теоремою про двостороннє обмеження (про двох міліціонерів) 
отримаємо при ∞→n  

000

lnsinln

↓↓↓

+
≤≤

+
− ∫

+

n
pndx

x
x

n
pn pn

n
 

Що й треба було довести. 

2.2. Економічний зміст означеного інтегралу 

Література [4 c. 286-287]. Нехай функція )(tfz =  описує зміну про-
дуктивності деякого виробництва залежно від часу. Знайдемо обсяг продукції 

, що вироблено за проміжок часу . u ],0[ T
Відмітимо, що за умови незмінності продуктивності з часом (тобто 

) обсяг продукції consttf =)( u∆ , яка виготовлена за деякий проміжок часу 
, визначається формулою ],[ ttt ∆+ ttfu ∆=∆ )( . В загальному випадку здійс-
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нюється наближена рівність tfu ∆ξ=∆ )( , де ],[ ttt ∆+∈ξ , яка стає тим більш 
точною, чим менше t∆ . 

Розіб’ємо відрізок  на проміжки часу  ],0[ T
1......0 1210 =≤≤≤≤≤≤≤= − nnk tttttt .  

Для величини обсягу продукції ku∆ , що вироблено за проміжок часу 
, маємо ],[ 1 kk tt − kkk tfu ∆ξ=∆ )( , де ],[ 1 kkk tt −∈ξ , ),...,2,1(1 nkttt kkk =−=∆ − . 

Тоді  

≈u ∑∑
==

∆ξ=∆
n

k
kk

n

k
k tfu

11
)( . 

Якщо  прагне до нуля, то наближена рівність стає все більш точ-

ною, тому   

k
k

td ∆= max

∑
=→

∆ξ=
n

k
kkd

tfu
10

)(lim . 

Враховуючи визначення означеного інтегралу, отримаємо 

∫=
T

dttfu
0

)( , 

тобто, якщо  - продуктивність праці в момент часу )(tf t , то  - 

це обсяг продукції, що випускається за проміжок часу . 

∫=
T

dttfu
0

)(

],0[ T
З наведеного випливає, що обсяг продукції, що виробляється за промі-

жок часу від  до  дорівнює 1t 2t

∫=
2

1

)(
t

t

dttfu . 

1.    За функцією продуктивності праці 
3

20)( 2 +
=

t
ttf  [дет/год], знайти скільки 

деталей зробить робітник за другу половину робочого дня. 
Другій половині робочого дня відповідає проміжок часу від 41 =t  [год.] 
до  [год.]. За цей час робітник виготовить  82 =t

=−=+=
+
+

=
+

== ∫∫∫ )20ln67(ln103ln10
3

)3(10
3

20)(
8

4

8

4

2
2

28

4
2

2

1

t
t
tddt

t
tdttfu

t

t

12
20
67ln10 ≈=  [дет]. 
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2.3. Обчислення означених інтегралів. 

1. (№Д2242) =+−=
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<
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=
≥
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2. (№Д2247) 
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=
=
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3. (№Д2246) 

==
π=−

=
=
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π

tdtatataa
t
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tax
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0
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sin 2/

0
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0
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ππππ
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42/
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4
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)4cos1(

8
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4
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⎜
⎝
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+
π

= . 

Задача 2.2. Отримати формулу  
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
−

−
π
⋅

−

=∫
π

непарнеnякщо
n

n

парнеnякщо
n

n

xdxn

,
!!

!)!1(

,
2!!

!)!1(

sin
2/

0

 (2.1) 

3. ЗАСТОСУВАННЯ ОЗНАЧЕНОГО ІНТЕГРАЛУ 

3.1. Застосування означеного інтегралу в геометрії 

3.1.1. Обчислення площ плоских фігур. 

Площа плоскої фігура , що обмежена на D декартовій площині непе-
рервними на відрізку  кривими 

,  , де 
],[ ba

)(1 xfy = )(2 xfy = )()( 12 xfxf ≤ , 
відрізками прямих ax = , bx =  (рис. 
3.1), обчислюється за формулою  

( )∫ −=
b

a

dxxfxfS )()( 21 . 

Якщо  - ],[,)(
)( βα∈

⎩⎨
⎧

=
= ttyy

txx пара-

метричне рівняння кривої, обидві ко-
ординатні функції якої неперервні ра-
зом із своєю похідною на ],[ βα , крім 
того крива є замкненою, пробігає проти 

руху стрілки годинника, обмежує зліва від себе фігуру  з
3.2), тоді  

D

[∫∫∫
β

α

β

α

β

α

−′=′=′−= tytytxdttytxdttxtyS )()()(
2
1)()()()(

 

XO

Y 

D

   

 

O 

D

B 

β 
α 

Рис. 3.2.                                          Рис. 3.3.
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 площею  (рис. S

]′ dttx )( . 

ρ 
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Площа  сектора OAB (рис. 3.3), що обмежений неперервною кривою S
)(ϕρ=ρ , заданою в полярній системі координат, і двома півпрямими α=ϕ  і 

 ( ) дорівнює  β=ϕ β<α

∫
β

α

ϕϕρ= dS )(
2
1 2 . 

Не будемо зупинятися на строгому математичному визначенні квадрованих 
фігур, але зазначимо, що всі області, що розглянуті вище з наведеними для 
них формулами обчислення площ є квадрованими плоскими фігурами, тобто 
фігурами, що мають площу. 
 

1. (№Д2400 Знайти площу фі-
гури, що обмежена кривими 

10,1,0
,0|,lg|

==
==

xx
yxy . 

На рис. 3.4. зображено дану 
фігуру  (OAEBC). Вона є 
криволінійною трапецією, 
площа якої дорівнює 

. Цей інтеграл 

будемо обчислювати частинами аналогічно прикладу 1 пункту 2.2: 

D
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Рис. 3.4. 

2. (№Д2400.2) Знайти площу фігури, що обмежена кривими , 
,  ( 0

2)1( += xy
yx π= sin 0=y 1≤≤ y ). 

Дану фігуру  зображено на рис. 3.5. Її площу можна обчислювати 
двома способами. Перший спосіб цікавий з методичного погляду і він 
полягає в необхідності розбиття області на дві частини віссю ординат. 
Ліва з цих частин є криволінійною трапецією, що обмежена віссю абс-
цис, графіком функції  і вертикальними прямими 

D

2)1( += xy 1−=x  і 
. Права частина обмежена знизу гілкою синусоїди, що виражається 

через обернену тригонометричну функцію за формулою 

0=x

xy arcsin1
π

= , а 
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зверху іншою гілкою - xy arcsin11
π

−= , а також вертикальними прями-

ми  і 1 . Площа області  буде дорівнювати сумі площ двох 
утворених частин, тому 

0=x =x D

∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
π

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
−++=

−

1

0

0

1

2 arcsin1arcsin11)1( dxxxdxxS . 

Перший інтеграл обчислю-
ється, як інтеграл від сте-
пеневої функції, а другий - 
частинами. Не будемо зу-
пинятися на його обчис-
ленні і запропонуємо це 
зацікавленому читачеві.  

Наведемо більш прос-
тий другий спосіб. Оскіль-
ки ця фігура зліва обмеже-
на гілкою (правою) пара-
боли, справа – синусоїдою, 
а також горизонтальними 
прямими 0

 33

=y  і 1=y , то 

її площу можна обчислити також за формулою , де 

, , 

dyyxyxS
d

c

))()(( 21∫ −=

0=c 1=d yyx π= sin)(1 , рівняння правої гілки параболи, в якому x 

виражене через y, утворює рівняння кривої . Якщо , то 

звідси 

)(2 yx 2)1( += xy

1−±= yx . Знак „+” дає праву гілку параболи, а „-” – ліву, тому 

)(2 yx 1−= y . Таким чином, 
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Для спрощення студентові задачі з виконання типових завдань на 
рис. 3.7-3.9 наведено графіки деяких функцій, що задані параметрично.  

Рис. 3.5. 

3. (№Д2414) Обчислимо площу петлі, що зображена на рис. 3.9: 

. 
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Щоб дізнатися, яким значенням параметра t  відповідає петля, потрі-
бно знайти точку  самоперетину графіку цієї функції і два   ),( ** yx



значення  і  параметру 1t 2t t , що їй відповідають, тобто 
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Рис. 3.6. Графік розгортки круга  при 
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.8. Графік астроїди                 Рис. 3.9. Графік функції 
у випадку це точка (0,0) і їй відповідають два значення пара-
 =2. Коли значення параметру збільшується від 0 до 2, пет-
 область, яку обмежує, проти руху стрілки годинника, тому 
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4. (№Д2429) Зводячи рівняння до параметричного виду, знайти площу фі-
гури, що обмежена кривою . 3/23/23/2 ayx =+

Треба увести таку тригонометричну параметризацію, яка після під-
становки у ліву частину виділяє в ній тригонометричну одиницю. Такою 

параметризацією буде . При зростанні параметра 
⎩
⎨
⎧

=
=

tay
tax

3

3

sin
cos t  від 0 до 

 крива робить повний обхід проти руху стрілки годинника і замика-
ється в точці . Ця крива називається астроїдою; при 1
π2

)0,(a =a  її графік 
зображено на рис. 3.8. Обчислимо її площу 
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33 cossin3)cos(sin tdttadttataS . 

Перший спосіб обчислення інтегралу. Отриманий інтеграл має суму 
показників степенем обох тригонометричних функцій парну, тому його 
можна обчислити з використанням формули зниження степеня і формули 
синуса подвійного кута: 
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Другий спосіб обчислення інтегралу. Для застосування формули (2.1) 
зауважимо, що в силу симетрії даної функції відносно прямих  
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Рис. 

Для
рис. 3.10 
темі коорд
5. (№Д2

(=ρ a
П

нкції 
тини 
внює 

=S 2

(2a=

6. (№

(x2 +

Нех
 
3.10. Графік кардіоїди                    Рис. 3.11. Графік трилисника 

ϕ+=ρ cos1     ϕ=ρ 3sin  
 спрощення студентові задачі з виконання типових завдань на 
- 3.12 наведено графіки деяких функцій, що задані в полярній сис-
инат.  

   
а    б 

Рис. 3.12. Графіки лемніскат а) ϕ=ρ , б) 2sin ϕ=ρ  2cos

419) Обчислити площу фігури, що обмежена кардіоїдою 
. )cos1 ϕ+

ри  графік кардіоїди зображено на рис. 3.10. Графік даної фу-
обмежує симетричну відносно вісі абсцис фігуру, тому площа час-
цієї фігури, що відповідає зміні полярного кута 

1=a

ϕ  від 0 до π , дорі-
половині площі усієї цієї фігури, тобто 

=ϕϕ+ϕ+=ϕϕ+=ϕϕρ⋅ ∫∫∫
πππ
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Д2428) Переходячи до полярних координат, знайти площу кривої 

) xyay 222 2= . 

ай , тоді рівняння кривої перепишеться у вигляді  
⎩⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

sin
cos

y
x
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ϕϕρ=ρ sincos2 224 a , тобто ϕ=ρ 2sina  (при 1=a  графік даної лемніс-
кати зображено на рис. 3.12 а). Щоб дізнатися про межі зміни полярного 
кута ϕ  потрібно розв’язати нерівність 0≥ρ . У даному випадку вона рі-
вносильна нерівності 02sin ≥ϕ , розв’язок якої має вигляд 

Znnn ∈⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ π+

π
π∈ϕ ,

2
, . Щоб не потрапити на повторний оберт навколо 
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3.1.2. Обчислення довжин плоских дуг 

Якщо функція задана явно ],[),( baxxyy ∈=  і має неперервну на  
похідну, то довжина відповідної плоскої кривої, дорівнює 

],[ ba

[ ] dxxyl
b

a
∫ ′+= 2)(1 . 

Якщо функція задана параметрично  і кожна з коор-

динатних функцій має неперервні на 

],[,)(
)( βα∈

⎩⎨
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=
= ttyy

txx

],[ βα  похідну, то довжина відповідної 
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′+′= 22 )()( . 

],[),( βα∈ϕϕρ=ρЯкщо функція задана в полярній системі координат  і 
має неперервну на ],[ βα  похідну, то довжина відповідної плоскої кривої, 
дорівнює 
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2. (№Д2440) Обчислити довжину кривої . 3/23/23/2 ayx =+
Параметризацією астроїди, як ми вже бачили (приклад 4 п. 3.1.1), є 

. Скористаємось симетрією кривої (рис. 3.9), отримаємо  
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3. (№Д2448) Обчислити довжину лінії )cos1( ϕ+=ρ a . 
Скориставшись симетрією даної кардіоїди (рис. 3.10) отримаємо 
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3.1.3. Обчислення об’ємів тіл обертання 

Об’єм кільця, утвореного обертанням навколо вісі Ox фігури bxa ≤≤ , 
, де  - неперервні невід’ємні функції, дорівнює )()( 21 xyyxy ≤≤ )()( 21 xyixy

[ ]∫ −π=
b

a
x dxxyxyV )()( 2

2
2
1 . 

Об’єм кільця, утвореного обертанням навколо вісі Oy фігури bxa ≤≤ , 
, де  - однозначна неперервна функція, дорівнює )(0 xyy ≤≤ )(xy

∫π=
b

a
y dxxxyV )(2 . 
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Якщо функція задана параметрично , до того ж фун-

кція  має неперервну невід’ємну похідну на 

],[,)(
)( βα∈

⎩⎨
⎧

=
= ttyy

txx

)(tx ],[ βα  і bxax =β=α )(,)( , а 
функція  неперервна на )(ty ],[ βα , то об’єм тіла, утвореного обертанням 

криволінійної трапеції  навколо вісі Ox, дорі-
внює 

))}((0,{ 1 txyybxaD −≤≤≤≤=
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y=sin(x)
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Рис. 2.15. Схема обертання області D на-
вколо вісі ординат 
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1. (№Д2474) Знайти об’єм 
тіла, що обмежене поверхнею, 
утвореною обертанням відрізків 

наступних ліній )0(
0,sin

π≤≤
==

x
yxy  

a) навколо вісі Ox, б) навкого 
вісі Oy. 

а) На рис.3.13. зображено 
відповідну криволінійну трапе-
цію D, що обертається навколо 

вісі Ox і схему цього 
обертання. Об’єм утвореного 
тіла дорівнює 
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Рис. 2.14. Схема обертання області D на-
вколо вісі абсцис 
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б)   Відповідну криволінійну 
трапецію і схему обертання навколо вісі Ox зображено на рис. 3.14, а 
об’єм утвореного тіла дорівнює 
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2. (Д2480) Знайти об’єм тіла, що обмежене поверхнею, утвореною обертан-

ням відрізків наступних ліній  
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a) навколо вісі Ox, б) навколо вісі Oy. 
а)    При 1  графік циклоїди зображено на рис. 3.7. =a
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!!6
!!5

2
32 323

)1.2(
aa π=⋅

π
⋅π=  

б)     =−−π=′π= ∫∫
ππ 2

0

23
2

0

)cos1)(sin(2)()()(2 dttttadttxtytxVy

=−+−+−π= ∫
π2

0

223 )cossincossin2sincoscos2(2 dttttttttttta  

×π=−+−++−π= ∫
π

3
2

0

23 2)cossin2sinsin2cos
22

cos2(2 adttttttttttta  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++−⋅×

π2

0

32

3
cos2cos

2
1cos2cos

4
12sin

2
1

2
1)cossin(2

22
3 tttttttttt

.6
2

)2(
2
32 33

2
3 aa π=

π
⋅×π=  

Задача 3.1. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням круга 
 навколо вісі Ox, тобто об’єм тора. 222 )2( aayx ≤−+

3.2. Застосування означеного інтегралу в економіці 

Література [4 c. 315-318]. Вище було зазначено економічний зміст 
означеного інтегралу, як обсяг продукції, що виготовляється, при відомій 
функції продуктивності праці. Розглянемо інші приклади застосування інтег-
ралу в економіці.  

Якщо припустити, що витрати праці лінійно залежать від часу, а витра-
ти капіталу – експоненціально, то, згідно до функції Кобба-Дугласа, величина 
суспільного продукту, виробнича функція, залежить від часу і обчислюється 
за формулою . Тоді об’єм виробництва продукції за T  років  
складатиме  

tettg γβ+α= )()(
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dtetQ
T

t∫ γβ+α=
0

)( . 

1.   Знайти обсяг продукції, що виготовлено за 4 роки, якщо функція Кобба-
Дугласа має вигляд . tettg 5)32()( +=
Обчислюємо об’єм продукції за наведеною вище формулою: 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+===

=+==+= ∫∫ dteetevdtedv
dtdutudtetQ tt

tt
t

4

0

54

0
5

55

4

0

5 )32(
5
1

5/1
232)32(  

[ ] 920204

0
520 1004,11

5
1311

5
1

5
1311

5
1

⋅≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= eeee t  [ум. од.] 

 
Чисті інвестиції , як похідна за часом )(tI t  від капіталу , обчис-

люються за такою формулою 

)(tK

)()( t
dt
dKtI = . Приріст капіталу за період часу 

від  до  визначається формулою  1t 2t

∫=−=∆
2

1

)()()( 21

t

t

dttItKtKK . 

2.   Чисті інвестиції задані функцією . Визна-
чити а) приріст капіталу за 

)13(150)13(1500)( 3 +++= tttf
15=t  років; б) через скільки років приріст 

капіталу становитиме 250000=Q  грош. од.? 
а) Згідно до останньої формули  

( ) =+++==∆ ∫∫
15

0

3
15

0

)13(150)13(1500)( dtttdttIK  

( ) ≈+⋅++⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⋅⋅+

+
⋅⋅=

15

0
24

15

0

24
)13(25)13(125

2
)13(

3
1150

4
)13(

3
11500 tttt  

9102,8 ⋅≈  [грош. од]. 
б) за умовою потрібно знайти таке значення , при якому  T

∫=−=∆=
T

dttITKKKQ
0

)()()0( , тобто  

( )∫ +++=
T

dttt
0

3 )13(150)13(1500250000 . 

Підставляючи знайдене раніше значення неозначеного інтегралу, отри-
маємо 
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( )Ttt
0

24 )13(25)13(125250000 +⋅++⋅= , 

150)13(25)13(125250000 24 −+⋅++⋅= TT , 

0250150)13(25)13(125 24 =−+⋅++⋅ TT . 

Зробимо заміну ( )213 += Tz . Рівняння  має ко-
рені , 

025015025125 2 =−⋅+⋅ zz
6,441 ≈z 8,442 −≈z . Оскільки змінна z  додатна, то другий корінь – 

зайвий. За значенням 6,441 ≈z  знаходимо T :  

2
3

16,44
3

1
≈

−
≈

−
=

zT  роки. 

 
Визначення початкової суми за значенням суми, що отримана після t  

років, при річній відсотковій ставці  називається p дисконтуванням. Задачі 
такого роду зустрічаються за необхідності визначення ефективності капіта-
ловкладень.  

Нехай  - сума, що отримана після tK t  років, K  - початкова сума, що 
підлягає дисконтуванню. Якщо відсотки прості, то , де 

 - питома відсоткова ставка. Тоді 
)1( itKKt +=

100/pi = )1( itKK t += . У випадку склад-

них відсотків , тому t
t itKK )1( += t

t itKK )1( += . 
Нехай прибуток, що поступає щорічно, змінюється в часі і описується 

функцією  і при питній відсотковій ставці  відсоток нараховується не-
перервно. В цьому випадку сума 

)(tf i
K , що підлягає дисконтуванню, за час  

обчислюється за формулою 
T

dtetfK
T

it∫ −=
0

)( . 

3.   Визначити суму дисконтування за три роки при відсотковій ставці 8%, 
якщо початкові фінансові вкладення складають 10 млн. грош. од. і пла-
нується щорічний приріст капіталу 1 млн. грош. од. 
За умови задачі капіталовкладення задаються функцією ttf ⋅+= 110)(  

[млн. грош. од.]. Тоді за формулою дисконтування , 

звідки 

dtetK t∫ −+=
3

0

08,0)10(

( ) 5,305,12)10(5,12)10(
3

0
08,008,0

3

0

08,0 ≈++−=+= −−−∫ ttt eetdtetK  [млн. грош. 

од.].  
Отримане означає, що для одержання однакової суми, що нарощу-

ється, через три роки щорічних капіталовкладень від 10 до 13 млн. грош. 
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од. рівносильне одночасним початковим вкладенням 30,5 млн. грош. од. 
при тій же відсотковій ставці, що нараховується неперервно. 

 
Нехай відома функція )(xtt = , що описує зміну витрат часу t  на виго-

товлення виробу в залежності від ступеня освоєння виробництва, де x  - по-
рядковий номер виробу в партії. Тоді середній час , що витрачається на 
виготовлення одного виробу 

срt
в період освоєння від  до  виробів обчис-

люється за теоремою про середнє 
1x 2x

∫−
=

2

1

)(1

21

x

x
ср dxxt

xx
t . 

Що стосується функції зміни витрат часу )(xtt =  на виготовлення ви-

робів, то частіше за все вона має вигляд , де  - витрати часу на пе-
рший виріб, b  - показник виробничого процесу. 

baxt −= a
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100% (1) 
(доля) 
населення 
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O

Y 

С
B 

100% (1) (доля) 
прибутків 

A

Задача 3.1. Знайти середній час, що витрачається на освоєння виробів 
в період освоєння =100 до =121 виробів, покладаючи =600 (хвилин), 

=0,5. 
1x 2x a

b
 

Рис. 3.15. 

Досліджуючи криву Лоренца – 
залежність відсотку прибутків від відсотку 
населення, що його має, (крива ОВА, рис. 
3.15) – ми можемо оцінити ступінь 
нерівності в розподілі прибутків населення. 
При рівномірному розподілі прибутків 
крива Лоренца вироджується в пряму – 
бісектрису ОА, тому площа фігури ОВА 
між бісектрисою ОА і кривою Лоренца, 
віднесена до площі трикутника ОАС 
(коефіцієнт Джині), характеризує ступінь нерівності у розподілі доходів на-
селення. 
4.  По даним досліджень у розподілі доходів в одній країні крива Лоренца 

(рис. 3.15) може бути описана рівнянням 211 xy −−= , де х – доля на-
селення, у – доля прибутків населення. Обчислити коефіцієнт Джині. 
Оскільки 2/1=∆OACS , то з рисунку випливає, що коефіцієнт Джині 

може бути обчислено за формулою OBAC
OAC

OBAC

OAC

OAB S
S
S

S
Sk 211 −=−==

∆∆
. 

Так як  

4
1arcsin

2
11

2
11

1

0

2
1

0

2 π
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−= ∫ xxxxdxxSOBAC , 



то 57,01
24

121 ≈−
π

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π
−−=k . 

Достатньо високе значення  показує на суттєво нерівномірний роз-
поділ прибутків серед населення даної країни. 

k

4. НЕВЛАСНІ ІНТЕГРАЛИ 

Невласний інтеграл першого роду. Якщо функція  інтегрована 
за Риманом на будь-якому відрізку , то за визначенням покладають 

)(xf
],[ Aa

∫∫ +∞→

+∞

=
A

aAa

dxxfdxxf )(lim)( . 

Вираз в лівій частині останнього співвідношення називають невласним інте-
гралом першого роду. 

Невласний інтеграл другого роду. Якщо функція  необмежена в 
околі точки  і інтегрована за Риманом на будь-якому відрізку 

, то за визначенням приймають 

)(xf
b

)0(],[ >εε−ba

∫∫
ε−

→ε
=

b

a

b

a

dxxfdxxf )(lim)(
0

. 

Вираз в лівій частині останнього співвідношення називають невласним інте-
гралом другого роду. 

Якщо границя існує, то відповідний інтеграл називається збіжним, у 
протилежному випадку – розбіжним. Для розбіжного інтегралу застосовуєть-
ся те ж позначення, що і для розбіжного (ті, що надані вище). 

Ознака порівняння для інтегралів від невід’ємних функцій. Якщо 
 при , то із збіжності інтегралу (першого чи другого ро-

ду) від функції  випливає збіжність інтегралу від функції , а із роз-
біжності інтегралу від функції  випливає розбіжність інтегралу від фун-
кції . 

)()(0 xgxf ≤≤ ax ≥
)(xg )(xf

)(xf
)(xg

Ознака порівняння для інтегралів від невід’ємних функцій  в 
граничній формі.  

)(xf

а) Якщо при +∞→x  має місце співвідношення px
xf 1~)( , то невлас-

ний інтеграл першого роду  при  збігається, а при ∫
+∞

a

dxxf )( 1>p 1≤p  - роз-

бігається. 
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б) Якщо при 0−→ bx  має місце співвідношення pxb
xf

)(
1~)(
−

, то 

невласний інтеграл другого роду  при ∫
b

a

dxxf )( 1<p  збігається, а при  - 

розбігається. 

1≥p

Геометричний зміст 
невласного інтегралу пер-
шого роду. Нехай дана не-
від’ємна, неперервна на 
проміні  функція 

. Для кожного 
 числове значення 

площі інтегралу  

дає площу криволінійної 
трапеції  (рис. 4.1). 
Якщо уявно пересувати відрізок 

)

dx

;[ +∞a
)(xfy =

aA >

∫
A

a

xf )(

aEFA
FA  вправо, то ми отримаємо в якості зна-

чення невласного інтегралу  площу криволінійного нескінченого 

трикутника aE . Аналогічно для невласного інтегралу другого роду.  

∫
+∞

a

dxxf )(

∞

 

y=f(x)

X a O

Y 

E 

F

A
 

Рис. 4.1. 

Зв’язок між невласними інтегралами першого та другого роду. Як-

що інтеграл  є невласним інтегралом другого роду з особливою точ-

кою , то після заміни 

∫
b

a

dxxf )(

b
xb

t
−

=
1  він перетворюється на невласний інтеграл 

dt
tt

bf

ab

2
1

11
∫
+∞

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  першого роду. 

1.    (№Д2338) Обчислити інтеграл ∫
+∞

−+2
2 2xx

dx .ю 

Знаменник підінтегральної функції на множині інтегрування не обе-
ртається в нуль, тому скінченних особливих точок ця функція не має. 
Обчислення проведемо згідно визначенню невласного інтегралу першого 
роду: 

=
++
−+

⋅=
−+

=
−+ +∞→

+∞+∞

∫∫
A

A x
x

x
dx

xx
dx

22
22

2
2 2/32/1

2/32/1ln
3
2

2
1lim

)2/3()2/1(2
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.
3
4ln)4ln1(ln

3
1

4
1ln

2
1ln

3
1lim =+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−

=
+∞→ A

A
A

 

2.    (№Д2337) Обчислити інтеграл ∫
− −

1

1
21 x

dx . 

Знаменник підінтегральної функції обертається в нуль у двох точках 
-1 і 1, тому вони особливі і даний інтеграл потрібно перед початком роз-
рахунків розкласти в суму двох невласних інтегралів другого роду і по-
дальші обчислення робити за визначенням: 

.
22

)1arcsin(lim

))1arcsin((limarcsinlimarcsinlim
1

lim
1

lim
111

202

101

21
002

0

1101

21

0
202

0

11
201

1

0
2

0

1
2

1

1
2

π=
π

+
π

=ε−=

+ε+−−=+=

=
−

+
−

=
−

+
−

=
−

→ε

→ε

ε−

→εε+−→ε

ε−

→ε
ε+−

→ε
−−

∫∫∫∫∫
xx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx

 

3.    (№Д2359) Дослідити інтеграл на збіжність ∫
+∞

+1
3 3 1xx

dx . 

Нехай +∞→x , тоді 23 33 3

11~
1

1
xxxxx

=
+

. В ознаці порівняння в 

граничній формі 12 >=p , тому даний інтеграл збігається. 

4.    (№Д2364) Дослідити інтеграл на збіжність dx
x

axarctg
n∫

+∞

0

. 

Цей інтеграл містить дві особливості: точку 0 і нескінченність, тому 
розбиваємо його на суму невласних інтегралу першого і другого роду: 

dx
x

axarctgdx
x

axarctgdx
x

axarctg
nnn ∫∫∫

+∞+∞

+=
1

1

00

. 

Нехай 0+→x , тоді, скориставшись наслідком з першої істотної гра-

ниці отримаємо 1~~ −nnn x
a

x
ax

x
axarctg . З ознаки порівняння в граничній 

формі отримаємо, що перший із інтегралів суми (він є невласним інтег-
ралом другого роду)  збігається, якщо 11<−n , тобто 2<n . 

Нехай +∞→x , тоді з нерівності nn xx
axarctg 2/π

≤  і ознаки порівняння 

отримаємо, що із збіжності інтегралу від функції, що стоїть в цій нерів-
ності справа буде випливати збіжність інтегралу від функції, що стоїть 

 46



зліва. Оскільки невласний інтеграл першого роду ∫
+∞

1
nx

dx  збігається за 

умови 1, то за тією ж умовою буде збігатися і другий інтеграл суми.  >n
Для збіжності даного інтегралу потрібно, щоб обидва інтеграли суми 

збігалися одночасно, тобто повинна задовольнятися система нерівностей 

. Її розв’язком є подвійна нерівність 1
⎩⎨
⎧

<
>

2
1

n
n 2<< n . 

5.    (№Д2370.1) Дослідити інтеграл на збіжність ∫
+∞

+0
3 xx

dx . 

Підінтегральна функція на множині інтегрування містить дві особ-
ливості: 0 і , тому даний інтеграл представляємо у вигляді суми 

. 

∞

∫ ∫∫
+∞+∞

+=
1

0 10

.........

Нехай 0+→x , тоді 
xxxxx

1~
)1(

11
23 +

=
+

 і в ознаці порівняння 

(для невласного інтегралу другого роду) 12/1 <=p , тому перший інтег-
рал суми збігається. 

Нехай +∞→x , тоді 
33

1~1

xxx +
 і в ознаці порівняння (для не-

власного інтегралу першого роду) 12/3 >=p , тому другий інтеграл су-
ми збігається. 

Висновок: даний інтеграл збігається. 

6.    Дослідити інтеграл на збіжність ∫
+∞ +

0
3

)1ln(
x

dxx . 

Дві особливості: 0 і ∞ , тому . Нехай 0∫ ∫∫
+∞+∞

+=
1

0 10

......... +→x , тоді ви-

користовуючи наслідок з другої істотної границі отримаємо: 

233
1~)1ln(
xx

x
x

x
=

+ . В ознаці порівняння для невласного інтегралу друго-

го роду , тому перший інтеграл суми розбігається. Це означає, 
що незалежно від збіжності чи розбіжності другого інтегралу суми даний 
інтеграл є розбіжним. 

12 ≥=p

Головне значення в розумінні Коші. Якщо функція  така, що 

для будь-якого 0  існують інтеграли Римана  і , то під 

)(xf

>ε ∫
ε−c

a

dxxf )( ∫
ε+

b

c

dxxf )(
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 головним значенням в розумінні Коші (v.p.) розуміють число 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+= ∫∫∫

ε+

ε−

+→ε

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxfpv )()(lim)(..
0

. 

Аналогічно  

∫∫
−

+∞→

+∞

∞−

=
A

AA
dxxfdxxfpv )(lim)(.. . 

Розглянемо один наглядний приклад. Інтеграл ∫
−

1

1 x
dx  як невласний 

інтеграл розбіжний, оскільки розбіжним є кожен із складових його інтегралів 

∫∫
−

1

0

0

1 x
dxi

x
dx  (степінь знаменника 1). При цьому у розумінні головного значен-

ня Коші він існує і дорівнює нулю, а саме: 

0
1

1lnlim||lnlimlim..
0

1
10

1

10

1

1

=
ε+−
ε−

===
+→ε

ε−
ε+−+→ε

ε−

ε+−
+→ε

−
∫∫ x

x
dx

x
dxpv . 

Задача 4.1. Довести, що . 0sin.. =∫
+∞

∞−

xdxpv

Розглянемо задачу на застосування невласних інтегралів в еконо-
міці (література [7, c. 270]). Припустимо, що грошовий потік не припиня-
ється ніколи, наприклад, в ситуації експлуатації земельної ділянки. Якщо r  - 
неперервна відсоткова ставка, а  - відповідна рента, то знаходження вар-
тості дисконтування земельної ділянки приводить до формули, що включає 
невласний інтеграл 

)(tR

∫
∞

−=Π
0

)( dtetR rt . 

Нехай  (млн. грош. од./рік) – рента, яку отримують від 
експлуатації земельної ділянки, r=10% - відсоткова ставка. Визначимо вар-
тість його дисконтування за останньою формулою: 

tetR 7,05)( −=

25,6
8,0

555
0

8,0

0

8,0

0

1,07,0 ≈
−

⋅==⋅=Π
∞−∞

−
∞

−− ∫∫
t

ttt edtedtee  (млн. грош. од.) 

З функції ренти можна дізнатися початкову вартість ділянки:  
 млн. грош. од. і це дає можливість порівняння вартості ділянки з 

вартістю дисконтування. 
5)0( =R
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5. УЗАГАЛЬНЕННЯ ПОНЯТТЯ ІНТЕГРАЛУ 

5.1. Визначення подвійного інтегралу та його властивості 

Подвійний інтеграл на прямокутнику. Прямокутник 
},{ dycbxaR ≤≤≤≤=  розбивається прямими, паралельними осям коорди-

нат b xxxxa ni =<<<<<= ......10 ,  dyyyyc pj =<<<<<= ......10  на
кутника 

 
pn ⋅  часткових прямо jiR , ];[];[ 11 jjii yyxx −− ×= , ;,...,2,1 ni =  

nj ,...2,1= . Вказане розбиття прямокутника позначимо через T . На кожному 
ст ових jiR ,  прямо утників о еремо дов ьну точ )jз ча к к б іл ку ( i ,ηξ . 

xxx
Покладемо 

jijijjjiii yxRyyy ∆⋅∆=∆−=−=∆ − ,1;∆−1; . Довжину діагоналі прямоку-

тника , що дорівнює jiR ,
22

, )()( jiji yxd ∆+∆=  назвемо діаметром прямоку-

тника, а найбільший із діаметрів усіх часткових прямокутників  назива-
ється діаметром розбиття  прямокутника  і позначається 

jiR ,

T R ∆ , тобто 
.  ji

ji
d ,

,
max=∆

Число  називається інтегральною су-

мою функції , що відповідає даному розбиттю  прямокутника  і 
даному вибору проміжних точок 

ji

n

i

p

j
ji RfTf ,

1 1
),(),( ∆ηξ=σ=σ ∑∑

= =

),( yxf T R
),( ji ηξ  на частинних прямокутниках роз-

биття . T
Якщо існує скінченна границя ),(lim

0
TfI σ=

→∆
, що не залежить ні від 

вибору розбиття  прямокутника , ні від виботу проміжних точок T R ),( ji ηξ  
на частинних прямокутниках розбиття , то функція  називається T ),( yxf
інтегрованою на прямокутнику , а ця границя називається R подвійним інте-
гралом і позначається  ∫∫=

R

dxdyyxfI ),(

Подвійний інтеграл по довільній області. Нехай  - обмежена за-
мкнена множина, що утворює квадровану фігуру. Позначимо через R  будь-
який прямокутник, що містить в собі область . Визначимо на цьому пря-

мокутнику функцію . Функцію  нази-

вають інтегрованою в області , якщо функція  інтегрована в прямо-

D

D

⎩
⎨
⎧

∈
∈= DRyx

DyxyxfyxF \),(,0
),(),,(),( ),( yxf

D ),( yxF
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y=f1(x) 

X a O

Y 

b 

D

y=f2(x) 

∫∫=
D

dxdyyxfI ),(

кутнику . Число  назвемо подвійним інтегралом від фун-

кції  по області  і позначимо символом . 

R ∫∫=
R

dxdyyxFI ),(

),( yxf D

Мають місце багато спільних властивостей подвійного інтегралу фун-
кції двох змінних і означеного інтегралу функції однієї змінної: 
1) необхідна умова інтегрованості функції: будь-яка інтегрована функція є обме-

женою; 
2) властивість лінійності інтегралу; 
3) властивість адитивності, яка дещо відрізняється від такої властивості одновимір-

ного інтегралу, а саме: інтеграл по області  дорівнює сумі інтегралів по квад-
ровним областям, на які розбито область ; 

D
D

4) добуток і частка інтегрованих на D ункцій є інтегрованою на D  ф кцією (для 
частки в припущенні про те, що для функції знаменника виконано: 

); 

 ф ун

0|),(|inf
),(

>
∈

yxg
Dyx

5) якщо дана функція  інтегрована на , то функція ),( yxf D ),( yxf  інтегрована 

 і має місце нерівність D dydxyxfdxdyyxf
DD
∫∫∫∫ ≤ ),(),( ; 

6) якщо  і  інтегровані на  і ),( yxf ),( yxg D ),(),( yxgyxf ≤  на , то  D

∫∫∫∫ ≤
DD

dxdyyxgdxdyyxf ),(),( ;  

зокрема, якщо  на , то ; 0),( ≥yxf D 0),( ≥∫∫
D

dxdyyxf

7) має місце теорема про середнє: якщо  неперервна на , то існує така 
точка , що  

),( yxf D
D∈ηξ ),(

D
D

Sfdxdyyxf ⋅ηξ=∫∫ ),(),( . 

 
5.2. Обчислення подвійних інтегралів 
 
Якщо 

)}()(;{ 21 xfyxfbxaD ≤≤≤≤=  (рис. 5.1), 
де  неперервні на  
функції, а  - інтегрована на , тоді 

) ],[ ba()( 21 xfixf
),( yxf D

подвійний інтеграл виражається через 
повторний співвідношенням: 

∫∫∫∫ =
)(

)(

2

1

),(),(
xf

xf

b

aD

dyyxfdxdxdyyxf

. Рис. 5.1. 



При переході до полярних кординат: , при якому область 

 переходить в область , має місце формула 
⎩
⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

sin
cos

y
x

xyD ρϕD

∫∫∫∫
ρϕ

ϕρρϕρϕρ=
DD

ddfdxdyyxf
xy

)sin,cos(),( . (5.1) 

-1

-0,8

-0,6
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0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

y 1 D

X
Y

x 1

21 yx −=

yx −=2
D 1

D
2

y=const

 
Рис. 5.2. 

1. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді 

повторного інтеграла з 
зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  та 
зовнішнім інтегруванням за , 
якщо область  задана 
указаними лініями 

y
D

22 1,0,0: yxxyyD −==+≤ . 
Рисунок області зображено 

на рис. 5.2. Спочатку знайдемо 
точку перетину даних кривих: 

⇔
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=
=+

2

2

1
0
yx

xy
⇔

⎪
⎪
⎩
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⎨

⎧
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≤≤−

≤
−+=

21
11

0

yx
y

y
yx

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
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−=
⇔

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−
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−=

22 1
01

1
01

yy
y

yx

yy
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yx
 

⇔

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

±
=
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−=
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⎪⎩
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⎨
⎧
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⇔
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01
01

01
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y
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yx
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yx
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⎩
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⎧
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−

=
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−

=
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79,0
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1

1

y

x
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Представимо подвійний інтеграл  у вигляді повторного 

інтеграла з зовнішнім інтегруванням за . В цьому випадку треба вказати 
незмінні межі інтегрування за , а межі інтегрування за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

y
y x  будуть функці-

ями, що залежать від . Для цього потрібно  y

1) в рівняннях границі виразити x  через : y 21, yxyx −=−= , при 
цьому необхідно врахувати, що в рівнянні першої кривої перед коре-
нем стоїть знак „+”, тому що у даному випадку область обмежена пра-
вою гілкою параболи; 

2) провести прямі, паралельні вісі абсцис (тобто прямі consty = ) з метою 
виявлення необхідності розбиття області на частини, а саме:  
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• якщо така пряма проходить вище прямої 1yy = , то вона спочатку 

перетинає вісь ординат, а потім криву yx −= ,  
• якщо така пряма проходить нижче прямої 1yy = , то вона спочатку 

перетинає вісь ординат, а потім криву 21 yx −= ;  
• отримане означає, що дану область потрібно розбити на дві частини 
прямою 1yy = ; 

3) першій з отриманих областей  відповідають такі зміни  і 1D y x : 

01 ≤≤ yy , yx −≤≤0 , 
4) другій з отриманих областей  відповідають такі зміни  і 2D y x : 

11 yy ≤≤ , 210 yx −≤≤ . 
Розставляємо межі інтегрування з зовнішнім інтегруванням за :  y

∫∫∫∫∫∫
−−

+=

2
1

1

1

010

0
),(),(),(

yyy

yD

dxyxfdydxyxfdydxdyyxf . 

Представимо подвійний інтеграл  у вигляді повторного 

інтеграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x . В цьому випадку треба вказати 
незмінні межі інтегрування за x , а межі інтегрування за  будуть функці-
ями, що залежать від 

y
x . Для цього потрібно  

1) в рівняннях границі виразити  через y x : 22 1, xyxy −−=−= , при 
цьому необхідно врахувати, що в рівнянні другої кривої перед коренем 
стоїть знак „-”, тому що у даному випадку область обмежена нижньою 
частиною кола 122 =+ yx , 

2) провести прямі, паралельні вісі ординат (тобто прямі constx = ) з ме-
тою виявлення необхідності розбиття області на частини, а саме: неза-
лежно від розташування такої прямої вона спочатку перетинає криву 

, а потім криву 2xy −= 21 xy −−= , тому у даному випадку розбивати 
область на частини не потрібно, 

3) області  відповідають такі зміни D x  і : y

10 xx ≤≤ , 22 1 xyx −−≤≤− . 
Розставляємо межі інтегрування з зовнішнім інтегруванням за x :  

∫∫∫∫
−−

−

=
2

2

1 1

0

),(),(
x

x

x

D

dyyxfdxdxdyyxf . 
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2.   Обчислити подвійний інтеграл 
10,sin,)1(:,)( 2 ≤≤π=+=+∫∫ yyxxyDdxdyyx

D
 

Рисунок області інтегрування зображено на рис. 3.5. У даному випадку 
зручніше ставити зовнішню межу інтегрування – , щоб не розбивати об-
ласть інтегрування на частини.  

y

Виражаємо x  через  в рівняннях кривих, отримаємо: y

yxyx π=−= sin,1 . Області  відповідають такі зміни  і D y x : 10 ≤≤ y , 

yxy π≤≤− sin1 , тому  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=+

π

−

π

−
∫∫∫∫∫

y

y

y

yD

yxxdydxyxdydxdyyx
sin

1

21

0

sin

1

1

0 2
)()(  

( ) ( ) =
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
−π+

π
= ∫ 1

2
1

sin
2

sin
221

0

yy
y

yyydy  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−+−π+π−= ∫ yyyyyyyydy

2
1

2
sin2cos

4
1

4
11

0

 

=π+⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−++π

π
−−= ∫

1

0

1

0

532
sin

5
2

3
2

4
2sin

8
1

4
1 ydyy

yyyyy  

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
π−π

π
−=π

π
−=π=

==
= ∫

1

0

1
0 coscos1

15
4

cos1sin ydyyyyvydydv

dyduyu
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4sin111
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0 π
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

π
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π
−= y
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22 xRy −=

X 

-R 

O

Y 

R 

D

R 

22 xRy −−=   
Рис. 5.3.

 

3.    Обчислити подвійний інтеграл, використавши 
полярні координати 

∫∫
−

−− ++

22

22
22222

0 cos

xR

xR

R

yxyx

dydx . 

Рисунок області інтегрування зображено на 
рис. 5.3. Уведемо полярні координати 

, тоді , а рівняння кола 
⎩
⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

sin
cos

y
x 222 ρ=+ yx

22 xRy −= , тобто   в поля-)0(22 ≥=+ yRy2x



рних координатах перепишеться, як R=ρ . Тому область  перейде в об-

ласть , якій відповідають зміни полярних координат: 

D

ρϕD
22
π

≤ϕ≤
π

− , 

R≤ρ≤0 . Тоді згідно до формули (5.1) отримаємо 

=I =
ρ

ρ
ϕ=

ρρ
ρρ

ϕ ∫∫∫∫

π

π
−

π

π
−

RR dddd
0

2

2

2
0

2

2

2

coscos
=ρϕ∫

π

π
−

Rtgd 0

2

2

=ϕ∫

π

π
−

2

2

dRtg tgRπ . 

 
5.3. Геометричний зміст подвійного інтегралу 
 

 

X

Якщо функція  неперервна на , то подвійний інтеграл пред-
ставляє собою об’єм прямого ци-
ліндричного тіла, що побудовано на 
області , як на основі і обмеженого звер-
ху поверхнею  (див. рис. 5.4). 
Якщо =1 для усіх 

),( yxf D

D
),( yxfz =

),( yxf Dyx ∈),( , то 

 чисельно дорівнює площі області 

, тобто . 

∫∫
D

dxdy

D D
D

Sdxdy =∫∫
 

1.    Обчислити площі плоских фігур, що 
обмежені лініями 
а) , xxyxy 2,4 22 −=−=

б) . ( ) 3322 2ayyx =+
а) Дані дві параболи читачеві пропонується зо
ти точок перетину цих парабол є р

, тобто . У да

ньої межі інтегрування простіше обрати 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

xxy
xy
2

4
2

2

⎩⎨
⎧

=
−=

⎩⎨
⎧

=
=

3
1

0
2

y
xабоy

x

x
зміни x  і : y 21 ≤≤− x , 
зміст подвійного інтегралу, отримаємо: 
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Рис. 5.4.
бразити самостійно. Координа-
озв’язками системи рівнянь 

ному випадку в якості зовніш-

. Області  відповідають такі D
, Вважаючи на геометричний 2

) =++−=− ∫
−

2

1

2 )422()2 dxxxx  
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23 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=

−

xxx . 

б) Уведемо полярні координати , тоді , а рівняння 

кривої, що обмежує область придбає вигляд: , тобто 
⎩
⎨
⎧

ϕρ=
ϕρ=

sin
cos

y
x 222 ρ=+ yx

ϕρ=ρ 336 sin2a

ϕ=ρ sin23 a . Межі зміни полярного кута знайдемо із нерівності 0≥ρ , 
тобто 0sin ≥ϕ . На відрізку ]2,0[ π  ця нерівність має розв’язок π≤ϕ≤0 , 
тому 

=ϕϕ=
ρ

ϕ=ρρϕ=ϕρρ== ∫∫∫∫∫∫∫∫
πϕπϕπ
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2
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⎞

⎜
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⎛ ϕ

−ϕ=ϕ−ϕ=
ππ

∫ . 

2.    Обчислити об’єм тіла, що обмежено поверхнями 
а) ,2,2 =++= zyxxy 0,0,0 ≥≥≥ zyx , 

б) . 0,4,4 222 ≥=+−= zxyxxz
а) В першому октанті площина 2=++ zyx  
відсікає піраміду, а на площині xOy - трикутник 

ОАВ прямою , тобто 
⎩⎨
⎧

=
=++

0
2

z
zyx xy −= 2 . 

Площина  ділить піраміду на дві 
піраміди, а трикутник ОАВ - на два трикутники 
ОКВ і ОКА, які є проекціями створених пірамід. 
Оскільки не зазначено, об’єм якої саме 
піраміди потрібно знайти, знайдемо об’єми 
обох.  

xy 2=
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D A

B

K

x1
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2 

Рис. 5.5. 
Знайдемо координати точки К, що є точ-

кою перетину прямих xy 2=  і xy −= 2 . Для цього розв’яжемо систему 

, звідки отримаємо . 
⎩⎨
⎧

−=
=

xy
xy

2
2

⎩⎨
⎧

=
=

3/4
3/2

1
1

y
x

Виходячи з геометричного змісту подвійного інтегралу, знайдемо 
об’єм піраміди з основою ОКА: V . Даний інтеграл про-

стіше обчислити, обравши зовнішньою межею інтегрування y. В рівняннях 
прямих х виразимо через у, одержимо: 

∫∫ −−=
D

dxdyyx )2(1

yxyx −== 2,2/ , а інтеграл при-
дбає вигляд: 
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⎞
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Об’єм піраміди з основою ОКВ можна знайти за допомогою подвійно-
го інтегралу, а можна і з розумінь аналітичної геометрії. Об’єм усієї піра-

міди, що відсікається площиною 2=++ zyx  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =++ 1

222
zyx  дорівнює 

3
4222

6
1

=⋅⋅⋅=V , тому шуканий об’єм дорівнює 
9
4

9
8

3
4

12 =−=−= VVV . 

б) Поверхня  є циліндричною з твірною, 
що паралельна вісі Оу. Вона відсікає на площи-
ні хОу півплощину 

xz −= 42

4≤x . Рівняння поверхні 
 можна переписати, виділивши по-

вний квадрат, у вигляді . Звідси 
зрозуміло, що ця поверхня є круговим цилінд-
ром. В проекції на хОу цей циліндр утворює ко-
ло з центром в точці (2; 0) радіусу 2, яке цілком 
міститься в середині півплощини 

xyx 422 =+

4)2( 22 =+− yx

4≤x . Тому 
проекцією даного тіла на площину хОу є круг, який обмежує зазначене ко-
ло (рис. 5.6). 
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Рис. 5.6. 

Об’єм даного тіла обчислюється за формулою ∫∫ −=
D

dxdyxV 4 . В рі-

внянні кола виражаємо  через y x : 24 xxy −±= , де знак „+” відповідає 
верхній частині кола, а „-” – нижній. Область  характеризується такою 

зміною координат: 

D
22 44,40 xxyxxx −≤≤−−≤≤ , тому одержуємо: 
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ТИПОВЕ ІНДИВІДУАЛЬНЕ ЗАВДАННЯ 
Варіант 1. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал  

1.2. методом підстановки 

a) ; ( ) dxxxx∫ −+− )32(13
102 а) ; dxxx∫ + )12sin( 2 б) dx

xx
∫

− 2

1
2

; 

б) dx
x

xx
∫

−

−−+
4

22

4

22 ; в) dxx

x

∫ + 254
5 ; в) dx

ex∫ +1
1 ; г) ( ) dxxx∫ −

72 35 ; 

г) dx
x
x

∫ 3sin
3cos

4 ; д) dx
x

x
∫ + 34

5
2 ; д) dx

x
x

∫ +1
; 

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 
а) ; dxxx∫ 2sin б) ; dxx∫ 2ln а) ; dxxx∫ 23 cossin  

в) ; dxarctgx∫ г) ; dxxex∫ sin б) dx
x∫ + cos53

1 ; в) ; dxx∫ 4sin

д) ; dxxx∫ ln4 г) ; dxxx∫ 7cos4cos д) ; dxxtg∫ 5

1.5. від дробово-раціональних функцій 1.6. від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
xx
x

∫ −+
−

)1)(1(
4 2

; б) dx
xx

x
∫ −+

+

)1()2(
23

2
; а) dx

xx
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; 

в) dx
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x
∫ +−

+

)116(
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2
; б) dx
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x
∫
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+

22

12
2

; 

1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної 
підстановки 

а) dx
x

x
∫ +13 ; б) dx

xx∫
−+− 3131

1
3

; 
а) dx

x
x

∫
− 21 ; 

2. Обчислити визначені інтеграли 3. Обчислити площі фігур, що обме-
жені лініями 

a) dx
x

x
∫
− +

0

1
41

; б) dx
x

x
∫

+4

1
4

81 ; а) ; 
82

4 2

=−
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yx
xxy б) ; 
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⎪
⎨
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=

tay

tax
3

3

sin

cos

в) dxxarctg∫ −
2

1

12 . в) . ϕ=ρ 2cos22 a  

4. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а)  від 
 до ; 

xchy =
01 =x 12 =x

б) ; 
3/22/
)cos1(2
)sin(2

π≤≤π
⎩⎨
⎧

−=
−=

t
ty
ttx

5. Обчислити об’єми тіл, утворених 
обертанням фігур, що обмежуються 
графіками наступних функцій, на-
вколо осі ОХ або OY 

а) ; 
)(0

;sin2,sin4
OXx

xyxy
π≤≤
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в) π≤ϕ≤ϕ+=ρ 0;cos2 . б) . )(0;
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3

3
OXt

ty

tx
π≤≤

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

 
6. Обчислити наступний невласний ін-
теграл (або встановити його розбіж-

ність) ∫
−

a

xa

dxx

0
22

2
 

 
8. Обчислити подвійний інтеграл 

222 ,:,)( yxxyDdxdyyx
D

==+∫∫  

 

7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного 

інтеграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  та зовнішнім інтегруванням за , 
якщо область  задана указаними ліні-

ями 

y
D

0,3,4: 2 ≥=−= xxyxyD  

9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 
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Варіант 2. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал 

1.2. методом підстановки 

a) ;  ( ) dxxxx∫ −+− )66(263
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xx∫ +12
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2sin
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∫
5ln ; д) dx

x
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∫ −1

3
; 

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 
а) ; dxxx∫ 3cos б) ; dxxx∫ ln5 а) ; dxxx∫ 22 cossin  

в)  ; dxxe x∫ 2cos3 г) ; dxx∫ 3arcsin б) dx
xx∫ + cossin

1 ; в) dx
x
x

∫ 4

3

cos
sin ; 

д) ; dxxe x∫ − г) ; dxxx∫ 4cos3sin д) ; dxxtg∫ 7

1.5. від дробово-раціональних функцій 1.6. від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
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1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної 
підстановки 

а) dx
xx

x
∫

−

−

2

12 ; б) dx
xx∫ + 3

1 ; а) dx
x

x
∫

− 42
 ; 

2. Обчислити визначені інтеграли 3. Обчислити площі фігур, що обме-
жені лініями 

a) dx
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2sin)52( . в) ϕ=ρ 3sin2 .  

4. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а)  від 
 до 
; 

xy sinln=
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2/2 π=x

б) ; 

π≤≤
⎩
⎨
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t
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5. Обчислити об’єми тіл, утворених 
обертанням фігур, що обмежуються 
графіками наступних функцій, навко-
ло осі ОХ або OY 
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OXtty
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6. Обчислити наступний невласний ін-
теграл (або встановити його розбіж-

ність)  ∫
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2 ln xdxx

 
8. Обчислити подвійний інтеграл 
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7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного 

інтеграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
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dxdyyxf ),(

x  та зовнішнім інтегруванням за , 
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ями  

y
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0625,2: 2 =−−= yxxyD

9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 
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Варіант 3. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал 

методом підстановки 
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1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 
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1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної 
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4. Обчислити довжини дуг кривих, 
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5. Обчислити об’єми тіл, утворених 
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7. Представити подвійний інтеграл 
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9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 
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Варіант 4. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал 

 методом підстановки 

a)  

;  

dxctgxtgx∫ + 2)(
б) dx

x
e x

∫ 2

/3
; а) dx

xx∫ +1
1 ; б) dx

x

x
∫

− 2

2

2
; 

в) dx
x

x
∫

− 416

4 ; д) dx
x

x
∫ 5cos

5sin
6 ; в) dx

e
e

x

x

∫ +1
; г) ( ) dxxx∫ + 625 ; 

г) dx
x

xx
∫

−

−−+
4

22

9

33  д) dx
xx∫ + 43
1 ; 

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 

а) dx
x
xx

∫ 3sin
cos ; б) dxxx∫ ln ; а) ; dxxx∫ 34 sincos  

в)  ; dxxe x∫ 3cos3 г) ; dxxx∫ ln10 б) dx
x

x
∫ + sin1

sin ; в) dx
tgx∫ +1

1 ; 

д) ; dxxx∫ 3cos г) ; dxxx∫ 3sin7sin д) ; dxx∫ 4sin

1.5. від дробово-раціональних функцій 1.6. від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
xx

x
∫ ++ )2)(1( 2

; б) dx
x

xx
∫ +

+−

2
122

2

2
 а) dx

xx
x

∫ ++

−

86
199

2
; 

в) dx
xx

x
∫ −

−

)1(
2

2
 ; б) dx

xx

x
∫

+−

+−

24

113
2

; 

1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної під-
становки 

а) ( )dx
xx∫ + 4

1
4

; б) dx
xx

∫
+12

1 ; а) dx
xx

∫
− 9

1
22

 ; 

2. Обчислити визначені інтеграли 3. Обчислити площі фігур, що обмеже-
ні лініями 

a) ∫ +

+1

0
31
)1(
x
dxx ; б) dx

x

x
∫

−

1

0
2

2

4
; а) 2/,4/

,sin,cos
π=π=
==

xx
xyxy  б)  

⎩
⎨
⎧

=
=

4/sin
4/cos

3

3

tRy
tRx
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в) dxxarctg∫ −
5

0

14 . в) ϕ=ρ 4sina . 

4. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а)  
від  до 

; 

)1ln( 2xy −=
01 =x

4/12 =x

б) ; 
2/0

cos1
sin

π≤≤
⎩⎨
⎧

−=
−=

t
ty
ttx

5. Обчислити об’єми тіл, утворених 
обертанням фігур, що обмежуються 
графіками наступних функцій, навко-
ло осі ОХ або OY 

а) )(,2 OYxyxy == ; 

в) 3/6/;sin8 π≤ϕ≤πϕ=ρ . б) . )(sin3
cos8 OXty

tx
⎩⎨
⎧

=
=

 
6. Обчислити наступний невласний 
інтеграл (або встановити його розбіж-

ність) ∫
+∞

∞− ++ 542 xx
dx  

 
8. Обчислити подвійний інтеграл 

0,,2:,2 ≥=−=∫∫ xxyxyDydxdyx
D

 

 

7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного ін-

теграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  
та зовнішнім інтегруванням за , якщо 
область  задана указаними лініями 

 y
D

10,0,ln: ≤≤≥= yxxyD  

9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 

dy
yx

yxtg
dx

xR

xR

R

∫∫
−

−− +

+
22

22
22

22

0

 0,,,32 222 ≥==+= zxyxyyxz  

 
Варіант 5. 2. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал 

1.2. методом підстановки 

a) dx
x

x
∫ −

+
1
12

; б) dx
x

x
∫

−

+

3

16
2

; а) dx
x∫ +1

1  ; б) dx
x∫ ++ 3 11

1 ; 

в) dx
x

e x

∫ 2

/4
; г) dxx∫ − 34 ; в) dx

e
e
x

x

∫ − 85
; г) dx

xx
tgx

∫ cossin
ln ; 

д) dx
x

xx
∫

+ ln ;  д)  ; dxxe xx )86(583 2
−∫ +−

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 

а) ; dxx x∫ −2 б) dx
x

x
∫ 2sin

; а) dx
xx∫ +− cos7sin48

1 ; 

в) ; dxx∫ 5arcsin г) ; dxxe x∫ 2sin5 б) ; dxxx∫ 52 cossin в) ; dxx∫ 2cos

д) ; dxxx∫ ln4/3 г) ; dxxx∫ 6cos5cos д) ; dxxtg∫ 4
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1.5. від дробово-раціональних функцій 1.6. від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
xx

x
∫ −

+
23

3 1 ; б) dx
xx

x
∫ ++ )1()2( 2

; а) dx
xx
x

∫ +−

−

642
25

2
; 

в) dx
xx

x
∫ +

+

)9(
5

2
; б) dx

xx

x
∫

−+− 342
; 

1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної 
підстановки 

а) dx
xx

∫
+4 3

1 ; б) dx
xx

∫
+ 21

1 ; 
а) dx

x
x

∫
+ 21

; 

6. Обчислити визначені інтеграли 7. Обчислити площі фігур, що обме-
жені лініями 

a) 

dx
e

e
x

x

∫
−

− −

1

2 21
; 

б)

( ) ( )∫
++

2

0 22 44 xx

dx ; 

а) 

 
xy

xyxy
2

,,3

=
==

б)

π≤≤
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

=
20,

22

2 t
ta

ty

tx
 

в)  dxxx∫
π

−
6/

0

2sin)24( . в) ϕ=ρϕ=ρ cos,cos2 . 

8. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а)  від 
 до ; 

2/2xy =
01 =x 12 =x

б) ; 
3/6/

sin3
cos3

3

3

π≤≤π
⎩
⎨
⎧

=
=

t
ty
tx

9. Обчислити об’єми тіл, утворених 
обертанням фігур, що обмежуються 
графіками наступних функцій, на-
вколо осі ОХ або OY 

а) )(3,0,1,3 OYyyxxy ===−= ; 

в) . 21;5 ≤ϕ≤ϕ=ρ б) . )(20,)cos1(
)sin( OXttay

ttax π≤≤
⎩⎨
⎧

−=
−=

 
6. Обчислити наступний невласний ін-
теграл (або встановити його розбіж-

ність) ∫
∞

−

0

dxe x  

 
8. Обчислити подвійний інтеграл 

0,0,1:

,)2(

2

3

≤≥−=

−∫∫
yxxyD

dxdyyx
D  

7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного 

інтеграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  та зовнішнім інтегруванням за , 
якщо область  задана указаними ліні-
ями  

y
D

0,2: 2 =+−= yxyxD

9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 

dyyxdx
x

x

∫∫
−

−−−

−−

2

2

4

4

22
2

2

1 . 0,2,,3,2 22 ≥=≥=+= zxyxxyyxz  
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Варіант 6. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал 

1.2. методом підстановки 

a) ;  dxxe x∫ +− 62
б) dxxx∫ cossin ; а) dx

xx
x

∫
+
ln

ln1 ; б) dx
x

x
∫ +1

; 

в) dx
x

x
∫

+

+

23

54
2

; г) dx
x
x

∫ 6sin
6cos

7 ; в) dx
e

e
x

x

∫
+4

2

1
; г) ( ) dxxx∫ −

112 35 ; 

д) dx
x
x

∫ +

+

83
3

2 ;  д) dx
x

x
∫

+ 2sin1

cos ; 

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 

а) dx
x

x
∫ 2cos

; б) ; dxxx∫ ln2/5 а) ; dxxx∫ 23 cossin  

в)  ; dxxe x∫ 5cos2 г) ; dxxxarctg∫ 2 б) dx
xx∫ ++ 3cossin2

1  в) dx
x∫ 4sin

1 ; 

д) ; dxex x∫ −32 г) ; dxxx∫ 4/cos3/sin д) ; dxxctg∫ 4

1.5. від дробово-раціональних функцій  від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
xx∫ −+ )2()1(

1
2

; б) dx
xx

x
∫ −

+
)4(
12

; а) dx
xx

x
∫ +−−

+

14
13

2
; 

в) ; dx
xxx

x
∫ +−+ )32)(1( 2

 б) dx
xx

x
∫

++

+

1069

33
2

; 

1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної під-
становки 

а) dx
x
x

∫ +
+
1
2  ; б); ( )dx

xx
∫

+ 4

1
4 3

 а) dx
x

x
∫

− 42

2
 ; 

2. Обчислити визначені інтеграли 3. Обчислити площі фігур, що обмежені 
лініями 

a) dx
x

e x

∫ −

−5

2

1

1
 ; б); ∫

+

a

a axx

dx

3/
222

 а) 2,1
,0,1

==
=−=

xx
yxy  

)20(0
,)2sinsin2(4

)2coscos2(4

π≤≤=
⎩⎨
⎧

−=
−=

ty
ty

ttx
 

в)  dxex x∫ +
6

3

2)43( . в) ϕ=ρ sin2 .  

4. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а)  між 
точками її пере-
тину з OY; 

xy −= 42

б) ; 
π≤≤π

⎩⎨
⎧

−=
−=

t
ty
ttx

2/
)cos1(2
)sin(2

5. Обчислити об’єми тіл, утворених обер-
танням фігур, що обмежуються графі-
ками наступних функцій, навколо осі 
ОХ або OY 

а) ; )(0,)1(3 2 OXyxy =−=+

в) 2/3/);cos1(2 π≤ϕ≤πϕ−=ρ . б) . )(2/0,
sin3
cos3

3

3
OXt

ty
tx π≤≤

⎩
⎨
⎧

=
=



 
6. Обчислити наступний невласний ін-
теграл (або встановити його розбіж-

ність) ∫
−

+1

1
7 3

1 dx
x

x  

 
8. Обчислити подвійний інтеграл 

xyxyDdxdyxy
D

==−∫∫ ,:,)( 2  

 

7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного інтег-

рала з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  та 
зовнішнім інтегруванням за , якщо об-
ласть  задана указаними лініями 

y
D

22 ,2: xyxyD =−=  

9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 

dy
yx

xydx

x

∫∫
−−−

+

0

2
22

2

2 2

 
0,0,0

26,4, 2

≥≥≥
−===

zyx
yxyxz  

 
Варіант 7. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал 

1.2. методом підстановки 

a) ; dx
x
x

∫ +
+

12
32  б) dx

x
x

∫ − 5cos46
5sin ; а) dx

xx
x

∫
−

ln
3ln ; б) dx

x
x

∫ −1

3
; 

в) dxx∫ − 49 ; д) dx
e

e
x

x

∫
− 21

; в) dx
e

e
x

x

∫ +1
; 

г)

; dxex xx∫ +++ 342
)2(

г) dx
xx

xx
∫

− 22 sincos

cossin ; 

 

д) dx
x

x
∫

− 26

2
; 

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 

а) dx
x
xx

∫ 3cos
sin ; б) ; dxxx∫ ln7 а) ; dxxx∫ 43 cossin  

в)  ; dxxe x∫ 5cos7 г) dxxarctg∫ ; б) dx
xx
xx

∫ +
+

cos3sin2
cos2sin2  в) dx

x
x

∫ 2

4

cos
sin ; 

д) ; dxxxx∫ cossin2 г) ; dxxx∫ 7cos4cos д) ; dxxtg∫ 8

1.5. від дробово-раціональних функцій 1.6. від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
xx

x
∫ +− )1()2(

2
2

2
; б) dx

xxx
x

∫ ++

−

)32(
2

2

2
; а) dx

xx
x

∫ ++

+

106
14

2
; 

в) dx
x

x
∫ + 2

3

)1(
; б) dx

xx

x
∫

−−

−

344

3
2

; 

1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної 
підстановки 
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а) dx
x

x
∫ ++

+

22
2

3

3
  б); ( )dx

xx
∫

+1

1
4 3

 а) dx
xx

∫
−19

1
2

 ; 

2. Обчислити визначені інтеграли 3. Обчислити площі фігур, що обме-
жені лініями 

a) dx
xx

xe

e
∫

+
2

ln
ln1  ; б); ∫

− +

0

1
5

4

8x

dxx  а)  
1

,)1(
2

2

−=
−=

xy
xy б)  

21

,
21

3

≤≤
⎩
⎨
⎧

−=
=

t
ty

tx

в)  dxex x∫ −
1

2/1

2)61( . в) ϕ+=ρ cos5 .  

4. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а) 
2

xx eey
−+

=  

між  і 
; 
01 =x

3ln2 =x

б) 

; 
π≤≤π

⎩⎨
⎧

−=
+=

t
ttty
tttx

3/
)cos(sin2
)sin(cos2

5. Обчислити об’єми тіл, утворених 
обертанням фігур, що обмежуються 
графіками наступних функцій, навко-
го осі ОХ або OY 

а) ; )(, 23 OYyxyx ==

в) . 2/3/;3 π≤ϕ≤π=ρ ϕe
б)  в першій чверті . 
⎩⎨
⎧

−=
+=

ty
tx
3

1 )(OY

 
6. Обчислити наступний невласний ін-
теграл (або встановити його розбіж-

ність) ∫
∞

2

ln dx
x
x  

 
8. Обчислити подвійний інтеграл 

xyyxDdxdyy
D

==+∫∫ 5,:,)1( 2  

 

7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного 

інтеграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  та зовнішнім інтегруванням за , 
якщо область  задана указаними ліні-
ями  

y
D

xyxyD =+−= ,2: 2

9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 

dyyxdx
xR

R
∫∫
−

−

+

22

0

22
0

)cos(  0,,,2 ≥===++ zxyxyzyx  

  
Варіант 8. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал  

1.2. методом підстановки 

a) ; ( ) dxxxx∫ +++ )52(15
102 а) ; dxxtgx∫ + )52( 2 б) dx

xx
∫

− 7

1
2

; 

б) dx
x

xx
∫

−

−−+
4

22

9

33 ; в) dxx

x

∫ − 235
3 ; в) dx

e x∫ +1
1

2 ; г) ( ) dxxx∫ + 953 ; 
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г) dx
x

x
∫ 4cos

4sin
4 ; д) dx

x
x

∫ +

+

32
17

2 ; д) dx
x
x

∫ +1

3
; 

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 
а) ; dxxx∫ 2sin2 б) ; dxx∫ 2ln2 а) ; dxxx∫ 32 cossin  

в) ; dxxarctgx∫ г) ; dxxe x∫ 3sin2 б) ∫ + xx
dx

cos5sin3
; в) ; dxx∫ 6sin

д) ; dxxx∫ ln5 г) ; dxxx∫ 7cos5cos д) ; dxxtg∫ 5

1.5. від дробово-раціональних функцій 1.6. від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
xx

x
∫ −+

+
)1)(2(

3 2
; б) dx

xx
xx

∫ ++

++

)1()2(
235

2

2
; а) dx

xx
x

∫ ++

+

34
42

2
; 

в) dx
xxx

x
∫ +−

+

)126(
52

2
; б) dx

xx

x
∫

−+

+−

16

12
2

; 

1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної 
підстановки 

а) dx
x

x
∫

+1

3
; б) dx

xx
∫

−+− 2121

1
3

; 
а) dx

x
x

∫
+ 29 ; 

2. Обчислити визначені інтеграли 3. Обчислити площі фігур, що обмежені 
лініями 

a) dx
x

x
∫ +

1

0
6

2

3
; б)

( )
dx

x

x
∫

−

5

4
22

5

4
; а) 1;0

;
==
==

xx
xyey x

; б) ; 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

π≤≤=
−=
−=

ty
ty
tttx

0,0
)cos1(5
)sin(5

в) . dxx∫ +
1

0

2 )4ln( в) ϕ=ρ 3cos4 .  

4. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а)  від 
 до ; 

32 3xy =
01 =x 52 =x

б) ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

π≤≤π
=
=

3/4/
sin
cos

3

3

t
tay
tax

5. Обчислити об’єми тіл, утворених 
обертанням фігур, що обмежуються 
графіками наступних функцій, навко-
ло осі ОХ або OY 

а) )(0
;sin3,sin5

OXx
xyxy

π≤≤
== ; 

в) π≤ϕ≤ϕ−=ρ 0;2sin3 . б) . )(0;
sin5
cos5

3

3
OXt

ty
tx π≤≤

⎩
⎨
⎧

=
=

6. Обчислити наступний невласний ін-
теграл (або встановити його розбіж-

ність) ∫
∞

−5
22 9xx

dx  

8. Обчислити подвійний інтеграл 
1,1:,)( 22 +−=−=+∫∫ xyxyDdxdyyx

D

 

7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного 

інтеграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  та зовнішнім інтегруванням за , 
якщо область  задана указаними ліні-

ями 

y
D

0,0,1,4: 2 ≥==−= xyxxyD  



9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 

( )dyyxdx
x

x

∫∫
−

−−−

++

2

2

2

2

22
2

2

1  0,0,3,1 2 ≥≥=++−= zyzyxxy  

 
Варіант 9. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал 

1.2. методом підстановки 

a) ;  ( ) dxxxx∫ −+− )58(254
92 а) dx

xx∫ + 23
1 ; б) dx

x
x

∫ +
+
1

1 ; 

б) ( )
dxxx

xx

∫
−

32
32

2

; в) dx
x

x
∫

+

+

5

3
2

; в) dx
ex∫

+1

1 ; г) ( ) dxxx∫ − 913 ; 

г) dx
x

x
∫

2cos

2sin
3

; д)
( )

dx
x
x

∫
7ln ; д) dx

x
x

∫ −12

2
; 

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 
а) ; dxxx∫ 3cos2 б) ; dxxx∫ ln4 а) ; dxxx∫ 24 cossin  

в)  ; dxxe x∫ 2cos4 г) ; dxx∫ 5arcsin б) dx
xx∫ + cos2sin

1 ; в) dx
x
x

∫ 2

3

cos
sin ; 

д) ; dxxe x∫ −4 г) ; dxxx∫ 4cos5sin д) ; dxxtg∫ 5

1.5. від дробово-раціональних функцій 1.6. від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
xx

x
∫ −

+

)2(
1

2
; б) dx

xx
xx

∫ ++

+

)4)(1(
7

2

2
; а) dx

xx
x

∫ +−−

+−

4
3

2
; 

в) dx
xx
xx

∫ +−

++

23
1

2

2
; б) dx

xx

x
∫

+−−

+

1544

15
2

; 

1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної 
підстановки 

а) dx
xx

x
∫ −

−
3 2

1 ; б) dx
xx∫ − 3

1 ; а) dx
x

x
∫

+
2

2 25  ; 

2. Обчислити визначені інтеграли 3. Обчислити площі фігур, що обме-
жені лініями 

a) dx
x

x
∫
π

+

2/

0
1sin

cos ; б) dxx∫ −
5

0

225 ; 

а)

0,,0

,
2

===
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−=

−

yaxx

eeay a
x

a
x

 

б)

 
)40(0

,)cos1(
)sin(

π≤≤=
⎩⎨
⎧

−=
−=

ty
tay
ttax

в)  dxxx∫
π

π

+
2/

3/

2sin)1( . в) ϕ=ρ 5sin2 .  
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4. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а)  
від  до 

; 

xy cosln=
3/1 π=x

2/2 π=x
б) ; 

3/0
)cos1(2
)sin(2

π≤≤
⎩⎨
⎧

−=
−=

t
ty
ttx

5. Обчислити об’єми тіл, утворених 
обертанням фігур, що обмежуються 
графіками наступних функцій, навко-
ло осі ОХ або OY 

а)
; 

)(0;2;5,/1 OXyxxey x ==−==

в) 2/0;sin1 π≤ϕ≤ϕ+=ρ . б) . )(20;12
22

OXtty
tx ≤≤

⎩
⎨
⎧

+=
+=

 
6. Обчислити наступний невласний ін-
теграл (або встановити його розбіж-

ність) ∫
∞

2
3

ln dx
x

x  

 
8. Обчислити подвійний інтеграл 

3,,5:,)1( ===−∫∫ xxyxyDdxdyyx
D

 

 

7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного 

інтеграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  та зовнішнім інтегруванням за , 
якщо область  задана указаними ліні-
ями  

y
D

xyyxD ==− ,2: 2

9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 

dyyxdx
x

∫∫
−

−

++

23

0

22
3

3

1  0,0,0
,4,2 22

≥≥≥
=++=

zyx
yxyxz  

 
Варіант 10. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал 

1.2. методом підстановки 

a) ;  ( ) dxxxx∫ +++ )214(827
72 а) dx

xx
x

∫ −

+

2
1 ; б) dx

x

x
∫

+ 2

2

1
; 

б) dxx

x

∫ + 225
2 ; в) dx

x

x
∫

+

+

74

416
2

; в) ( ) dx
x

arctgx
∫ + 2

3

1
; г) ( ) dxxx∫ + 564 ; 

г) ; dxxe x∫ 2cos2sin д) dx
x

x
∫

− 2

3

1

arcsin ; д) dx
xx

∫
+ 7

1
2

; 

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 

а) dx
x

x
∫ 2cos

; б) ; dxxx∫ 2ln4 а) ; dxx∫ 2cos4  

в)  ; dxxex∫ 5sin г) ; dxx∫ 4arccos б) dx
x

x
∫ + sin1

sin ; в) dx
x

x
∫ + 2

3

sin1
cos ; 

д) dxe x∫ − ; г) ; dxxx∫ sin5sin д) ; dxxtg∫ 24
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1.5. від дробово-раціональних функцій 1.6. від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
xx

x
∫ −+

−

)1)(1(
3

2

2
; б) dx

xx
xx

∫ +

−+
2

2 2 ; а) dx
xx
x

∫ +−

−

54
1

2
; 

в) dx
xx
x

∫ −+ 2)2)(1(
2  ; б) dx

xx

x
∫

+−−

+

64

3
2

; 

1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної 
підстановки 

а) dx
x

xx
∫

+

+−

2

23
; б) dx

x
x

∫ +

+
3 12

2 ; а) dx
xx

∫
+ 291

1  ; 

2. Обчислити визначені інтеграли 3. Обчислити площі фігур, що обме-
жені лініями 

a) 

∫
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−2/1

0
2

2

1

12

x

dxx
; 

б)

dxx∫ −
22

2

2 2 ; а)  
02

,2

=++
−=
xy

xy б)  
⎩⎨
⎧

=
=

ty
tx

sin4
cos3

в)  dxxx∫
π

−
6/

0

5cos)32( . в) ϕ=ρ 4sin . 

4. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а)  від 
 до ; 

323 xy =
01 =x 82 =x

б) ; 
2/4/

sin2
cos2

3

3

π≤≤π
⎩
⎨
⎧

=
=

t
ty
tx

5. Обчислити об’єми тіл, утворених 
обертанням фігур, що обмежуються 
графіками наступних функцій, навко-
ло осі ОХ або OY 

а) ; )(0,652 OXyxxy =−+−=

в) π≤ϕ≤πϕ−=ρ 2/);sin1(3 . б) . )(10;1
3

OYtty
tx ≤≤

⎩
⎨
⎧

−=
=

 
6. Обчислити наступний невласний ін-
теграл (або встановити його розбіж-

ність) ∫
−

5

1

3

1
dx

x

x  

 
8. Обчислити подвійний інтеграл 

2,2/,:,)2( ===−∫∫ xxyxyDydxdyx
D

 

 

7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного 

інтеграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  та зовнішнім інтегруванням за , 
якщо область  задана указаними ліні-

ями 

y
D

0,,9: 2 ≥≥−= xxyxyD  

9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 

∫∫
−

−−
++

2

2

4

4
22

2

0 1

x

x
yx

dydx  0,0,0,4,4 222 ≥≥≥=+−= zyxyxxz  
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Варіант 11. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал 

1.2. методом підстановки 

a)  ;  dxctgxtgx∫ − 2)( б) dx
x

e x

∫ 2

/2
; а) dx

xx∫ +12
1 ; б) dx

x

x
∫

− 2

2

4
; 

в) dx
x

x
∫

− 4

3

16

4 ; д) dx
x

x
∫ 5 6 5cos

5sin ; в) dx
e

e
x

x

∫
+1

; г) ( ) dxxx∫ + 62 ; 

г) dx
x

xx
∫

−

−−+
4

22

4

22  д) dx
xx∫ ++ 43

1 ; 

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 

а) dx
x
xx

∫ 3cos
sin ; б) dxxx∫ ln4 ; а) ; dxxx∫ 43 sincos  

в)  ; dxxe x∫ 2cos2 г) ; dxxx∫ ln11 б) dx
xx

x
∫ + sincos

sin ; в) ∫ + ctgx
dx

1
; 

д) ; dxxx∫ 7cos г) ; dxxx∫ 3sin6sin д) ; dxx∫ 5sin

1.5. від дробово-раціональних функцій 1.6. від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
xxx

x
∫ +++

−

)132(
31

2
 б) dx

xx
x

∫ −

−

5
24

2

2
 а) dx

xx
x

∫ ++

−

10124
43

2
; 

в) dx
xx
x

∫ −+

−

)5()1(
3

2
 ; б) dx

xx

x
∫

++

−

34

1
2

; 

1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної під-
становки 

а) ( )dx
xx

∫
+ 4

1
4

; б) dx
xx

x
∫

+

+1 ; а) dx
xx

∫
− 22 16

1  ; 

2. Обчислити визначені інтеграли 3. Обчислити площі фігур, що обме-
жені лініями 

a) ∫ +
+1

0

3

1
)1(

x
dxx ; б) dx

x

x
∫

+

2

0
2

2

4
; а) 2/3,4/5

,sin,cos
π=π=

==
xx

xyxy  б)  
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

3

3

sin7
cos7

в) dxxarcctg∫ +
5

0

14 . в) . ϕ=ρ 2cos92

4. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а)  
від  до 

; 

)1ln( 2xy +=
01 =x

2/12 =x

б) ; 
π≤≤π−

⎩⎨
⎧

−=
−=

t
ty
ttx

cos1
sin

5. Обчислити об’єми тіл, утворених 
обертанням фігур, що обмежуються 
графіками наступних функцій, навко-
ло осі ОХ або OY 

а) ; )(2,3 OXxyxy ==

 71



в) 3/6/;sin8 π≤ϕ≤πϕ=ρ . б) . )(10 OYчвертіпершійвty
tx

⎩⎨
⎧

−=
=

 
6. Обчислити наступний невласний 
інтеграл (або встановити його розбіж-

ність) ∫
+∞

∞− ++ 544 2 xx
dx  

 
8. Обчислити подвійний інтеграл 

( ) 1,:, 22 ==−∫∫ yxyDdxdyxy
D

 

 

7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного ін-

теграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  
та зовнішнім інтегруванням за , якщо 
область  задана указаними лініями 

 

 y
D

xyxyD =−= ,2: 2

9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 

( )dyyxdx
xR

xR

R

∫∫
−

−−

+

22

22

22

0

cos  0,0,0,2,1232 2 ≥≥≥==+ zyxyzyx  

 
 
Варіант 12. 1. Обчислити невизначені інтеграли 
1.1. безпосереднім інтегруванням або 
внесенням під диференціал 

1.2. методом підстановки 

a) dx
x

x
∫ +

−
1
112

; 
б) dx

x

x
∫

−

+

5

15
2

; а) dx
x

x
∫ +1

 ; б) dx
x∫ +− 3 11

1 ; 

в) dx
x

e x

∫ 2

/12
; г) dxx∫ +124 ; в) dx

e
e

x

x

∫ −12
; г) dx

xx
ctgx

∫ cossin
ln ; 

д) dx
x

xx
∫

− ln3
;  д)  ; dxxe xx )82(1282

−∫ +−

1.3. методом інтегруванням частинами 1.4. від тригонометричних функцій 

а) ; dxx x∫ −12 б) dx
x

x
∫ 2cos

; а) ∫ ++ xx
dx

cossin23
; 

в) ; dxx∫ 12arcsin г) ; dxxe x∫ 12sin5 б) ; dxxx∫ 25 cossin в) ; dxx∫ 5cos

д) ; dxxx∫ ln5/3 г) ; dxxx∫ 6cos12cos д) ; dxxtg∫ 4

1.5. від дробово-раціональних функцій 1.7. від функцій, що містять квадратний 
многочлен 

а) dx
xx
xx

∫ +

−
34

24
; б) dx

xx
x

∫ −

+
2)2(

5 ; а) dx
xx
x

∫ ++

−

10124
34

2
; 

в) dx
xx

x
∫ +

−

2
2

3
; б) dx

xx

x
∫

++

−

34

1
2

; 
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1.7. від ірраціональних функцій 1.8. за допомогою тригонометричної 
підстановки 

а) dx
xx

∫
−4 3

1 ; б) dx
xx

∫
+ 31

1 ; а) dx
x

x
∫

−
2

291 ; 

2. Обчислити визначені інтеграли 3. Обчислити площі фігур, що обме-
жені лініями 

a) dx
e

e
x

x

∫
+

2

1
21

; б)
( ) ( )∫

−−

5

0
22 99 xx

dx ; а)  
0

,1
,36

=
+=
⋅= −

x
xy

y x
б)  
⎩
⎨
⎧

−=
−=

tty
tx

3

2 1

в)  dxxx∫
π

−
3/

0

2cos)24( . в) ϕ+=ρ cos1 . 

4. Обчислити довжини дуг кривих, 
що задані наступними рівняннями 

а)  від 
 до 

; 

3/3xy =
31 =x
162 =x

б) ; 
3/6/

sin11
cos11

3

3

π≤≤π
⎩
⎨
⎧

=
=

t
ty
tx

5. Обчислити об’єми тіл, утворених 
обертанням фігур, що обмежуються 
графіками наступних функцій, на-
вколо осі ОХ або OY 

а) )(0,sin,sin2 OXxxyxy π≤≤== ; 

в) . 20;4 ≤ϕ≤ϕ=ρ б) . )(0,)cos1(5
)sin(5 OXtty

ttx π≤≤
⎩⎨
⎧

−=
−=

 
6. Обчислити наступний невласний ін-
теграл (або встановити його розбіж-

ність)  ∫
∞

−⋅
2

3 dxx x

 
8. Обчислити подвійний інтеграл 

0,1,2:,)( 32 ===∫∫ yxxyDdxdyyx
D

 

7. Представити подвійний інтеграл 
 у вигляді повторного 

інтеграла з зовнішнім інтегруванням за 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

x  та зовнішнім інтегруванням за , 
якщо область  задана указаними ліні-

ями 

y
D

0,,2: 22 ≥=−= yyxyxD  

9. Обчислити подвійний інтеграл, вико-
риставши полярні координати 

10. Обчислити об’єм тіла, що обмежено 
поверхнями 

dyyxdx
x

∫∫
−

++

29

0

22
3

0

)1ln( . 0,0,1,,210 22 ≥≥==++= zyxxyyxz  

 

Останні два завдання (тут N  - номер групи,  - номер варіанта студента) S

11. За функцією продуктивності праці 

NtS
tSNtSStf
+⋅
⋅

++⋅+= )ln()(  

[дет/год], знайти скільки деталей зро-
бить робітник за проміжок часу від 

 [год.] до Nt =1 32 += Nt  [год.]. 

12. Чисті інвестиції задані функцією 
. 

Визначити а) приріст капіталу за 
)1()1(1000)( 3 +⋅⋅++⋅⋅⋅= tSStSNtf

St =  
років; б) через скільки років приріст ка-
піталу становитиме 50000⋅⋅= SNQ  
грош. од.? 
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Додаток Б 
 

Питання, що виносяться на самостійне вивчення 
 

1. Теорема про середнє значення означеного інтеграла. 
 

Питання, що виносяться на іспит і на колоквіум 
 

2. Первісна і неозначений інтеграл функції та їх властивості. 
3. Безпосереднє інтегрування та основні табличні інтеграли. 
4. Метод заміни змінної інтегрування та його застосування. 
5. Метод інтегрування частинами та його застосування. 
6. Розклад раціональної функції на елементарні раціональні функції. 
7. Інтегрування елементарних раціональних функцій. 
8. Інтегрування ірраціональних функцій. Підстановки Ейлера. 
9. Інтегрування дробово-лінійних ірраціональностей. Приклади. 

10. Інтегрування квадратичних ірраціональностей виду ∫
++

dx
cbxax

xPn
2

)(
, де 

 -  многочлен степені  )(xPn n
11. Інтегрування диференціальних біномів. Теорема Чебишева. 
12. Інтегрування тригонометричних функцій. 
13. Задачі, що приводять до поняття означеного інтеграла. 
14. Означення означеного інтеграла. Необхідна умова інтегрованості функції на 

відрізку. 
15. Суми Дарбу та їх властивості та геометричний зміст. Критерій інтегрованос-

ті функції за Ріманом. 
16. Властивості означеного інтеграла, пов’язані із знаком рівності. 
17. Властивості означеного інтеграла, пов’язані із знаком нерівності. 
18. Класи інтегрованих функцій за Ріманом. 
19. Інтеграл з змінною верхнею межею інтегрування та його властивості. Фор-

мула Ньютона-Лейбніца. 
20. Метод підстановки в означеному інтегралі та його застосування.  
21. Метод інтегрування частинами в означеному інтегралі та його застосування.  
22. Площа плоскої фігури. Квадровані фігури. Обчислення площі криволінійної 

трапеції. 
23. Обчислення площі криволінійного сектора в полярних координатах. 
24. Довжина дуги та методи ії обчислення. 
25. Обчислення об’ємів тіл обертання за допомогою означеного інтеграла. 
26. Невласні інтеграли першого роду. Достатні ознаки збіжності невласних інте-

гралів першого роду. 
27. Невласні інтеграли другого роду. Ознаки їх збіжності. 
28. Головне значення невласного інтеграла. 
29. Методи обчислення невласних інтегралів. 
30. Поняття про кратні інтеграли, зокрема подвійні і потрійні інтегралу 
31. Заміна під знаком кратного інтегралу. Полярні координати в подвійному ін-

тегралі. 
32. Застосування кратних інтегралів в геометрії 
33. Застосування інтегралів в економіці 
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